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Resumo

O método multicamadas de advecção-difusão (ADMM) produz soluções semianalíticas precisas dos problemas de
valores de contorno/iniciais para equações de advecção-difusão com coeficientes variáveis que modelam a dispersão de
poluentes na atmosfera, e apresenta o menor custo computacional quando comparado com outros métodos baseados em
transformadas integrais. Contudo, em situações operativas tais como desastres naturais/industriais que resultam na fuga
de poluentes na atmosfera, é necessário aferir rapidamente e com exatidão a distribuição da concentração dos poluentes
no nível do solo para minimizar o impacto na saúde e na economia. Aqui, para acelerar a disponibilidade de resultados
com mínima perda de precisão, o ADMM é combinado com homogeneização matemática, cujo emprego na modelagem
de dispersão de poluentes parece ser novidade. A abordagem proposta é comparada com a aplicação direta do ADMM e
às observações do experimento de Hanford para avaliar a exatidão das estimativas, assim como sua eficiência
computacional, considerando condições atmosféricas estáveis e a influência da velocidade de deposição. Os resultados
mostram que a combinação do ADMM com a homogeneização matemática apresenta uma redução significativa no
custo computacional com pouca perda de precisão.
Palavras-chave: modelagem da dispersão de poluentes na atmosfera, método multicamadas de advecção-difusão,
homogeneização matemática.

Combining the ADMM and Mathematical Homogenization
for Atmospherical Pollutant Dispersion Modeling

Abstract

The advection-diffusion multilayer method (ADMM) produces accurate semi-analytical solutions of initial/boundary-
value problems for advection-diffusion equations with variable coefficients that model pollutant dispersion in the atmo-
sphere, and exhibits lower computational cost in comparison to other integral transform-based methods. However, in op-
erative situations such as natural/industrial disasters resulting in the release of pollutants to the atmosphere, it is
necessary to assess rapidly and accurately the ground-level distribution of pollutant concentration in order to minimize
the impact on health and economy. Here, in order to accelerate the availability of results with little loss of accuracy, the
ADMM is combined with mathematical homogenization, whose use in pollutant dispersion modeling seems to be new.
The proposed approach is compared with the direct application of the ADMM and to the observations of the Hanford ex-
periment in order to access both its accuracy and computational cost, for stable atmospheric conditions and considering
the influence of deposition velocity. The results show that the combination of the ADMM and mathematical homogeni-
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zation reduces remarkably the computation cost with little loss of accuracy.
Keywords: modeling pollutant dispersion in the atmosphere, advection-diffusion multilayer method, mathematical
homogenization.

1. Introdução

O método multicamadas de advecção-difusão
(ADMM, siglas em inglês - ver Costa et al., 2006) é um dos
métodos baseados em transformadas integrais utilizados
para resolver analiticamente os problemas de valores de
contorno/iniciais para equações de advecção-difusão com
coeficientes variáveis que modelam a dispersão de po-
luentes na atmosfera. Foi relatado em Moreira et al. (2010)
que o ADMM produz estimativas da concentração de po-
luentes tão exatas quanto as produzidas mediante outros
métodos baseados em transformadas integrais tais como o
GILTT (siglas em inglês para técnica da transformada inte-
gral de Laplace generalizada - ver Moreira et al., 2009),
mas com custo computacional significativamente menor.
Esta última característica é essencial em situações opera-
tivas tais como em desastres naturais/industriais nas quais
estimativas precisas e rápidas (idealmente em tempo real)
da distribuição e concentração a nível do solo dos poluentes
liberados na atmosfera. Assim, a disponibilidade de estima-
tivas rápidas e precisas em condições operativas é neces-
sária para a prevenção e diminuição do impacto de emer-
gência de poluição tanto na saúde quanto na economia.

O ADMM considera a aproximação constante por
partes dos coeficientes contínuos do perfil de velocidade do
vento e da difusividade turbulenta na direção vertical

� �z h� 0, (h é a altura da camada limite planetária (CLP)), e
a aplicação da transformada de Laplace. Tal aproximação é
a média local dos coeficientes variáveis em cada subca-
mada. Dessa forma, o problema original com coeficientes
contínuos é aproximado por um problema com coeficientes
constantes por partes que produzirá resultados mais pre-
cisos e com maior custo computacional a medida que a
discretização da CLP for mais fina.

Neste trabalho, para acelerar a disponibilidade de
resultados com a menor perda de exatidão possível, o
ADMM é combinado com homogeneização matemática
(Bensoussan et al., 1978; Pobedrya, 1984; Bakhvalov e
Panasenko, 1989). De forma resumida, a homogeneização
de meios heterogêneos baseia-se nas hipóteses de sepa-
ração de escalas estruturais e do contínuo. Isto é, a estrutura
do meio (aqui, a CLP) é caracterizada por um parâmetro
geométrico pequeno � definido como o quociente dos com-
primentos característicos de ambas as escalas microscópica
e macroscópica, de maneira que propriedades efetivas ou
macroscópicas podem lhe ser atribuídas ao meio hetero-
gêneo (sempre que as condições de contorno sejam unifor-
mes). Com tais considerações, a hipótese de homogenei-
dade equivalente é válida, ou seja, existe um meio
homogêneo ideal que é equivalente ao meio heterogêneo no
sentido de que as propriedades físicas do primeiro são as

propriedades efetivas do segundo. Do ponto de vista mate-
mático, a hipótese de homogeneidade equivalente é válida
se a solução do problema original (aqui, do ADMM) com
coeficientes variáveis (aqui, constantes por partes), que
modela o meio heterogêneo (aqui, a CLP), converge para a
solução do chamado problema homogeneizado com coefi-
cientes constantes, que modela o meio homogêneo asso-
ciado, na norma do espaço em que tais soluções são procu-
radas quando � � �0 . Em outras palavras, a norma da
diferença de tais soluções é de ordem de uma potência de �.
Aqui, os coeficientes efetivos da difusividade turbulenta
vertical e do perfil da velocidade média do vento são obti-
dos a partir do problema do ADMM no espaço de Laplace
para condições estáveis. Segundo nosso melhor conhe-
cimento, a aplicação da homogeneização matemática à
modelagem da dispersão de poluentes na atmosfera parece
ser uma novidade na área. Adicionalmente, a velocidade de
deposição seca no solo é considerada.

Este trabalho está organizado como segue: a seção 2
contém a formulação dos problemas originais e do ADMM;
a seção 3 descreve os processos de solução via o ADMM na
sua forma pura e em combinação com a homogeneização
matemática; resultados de várias simulações são apresen-
tados e discutidos na seção 4; e as conclusões finais são
declaradas na seção 5.

2. Formulação dos Problemas

Considere o sistema de coordenadas cartesiano OXYZ

tal que a fonte de poluentes está localizada no ponto (0, 0,
Hs) e a direção do vento é paralela ao eixo x. Nesta abor-
dagem inicial da homogeneização matemática na mode-
lagem da dispersão de poluentes, considera-se o modelo
estacionário bidimensional obtido da equação de advec-
ção-difusão de Arya (1995) ao integrar lateralmente e des-
prezar a difusão longitudinal. Ainda, considera-se o fe-
nômeno da deposição seca no solo.

2.1. Problema original

O modelo descrito acima é formulado como segue:
dados h Q, *� �� , � 	H hS � 0, , e � �� 	u K C h, ,� 0 , encontrar

c h
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em que u(z) é a velocidade média do vento, K(z) é a difusão

turbulenta, c x z
y ( , ) é a concentração média de poluentes

integrada lateralmente, C(�) é o espaço das funções con-
tínuas, H

1 ( )� é o espaço das funções de quadrado integrável
cujas derivadas de primeira ordem são de quadrado in-
tegrável, Q é a taxa de emissão da fonte poluidora, Vd é a
velocidade de deposição seca no solo, e �(�) é a função delta
de Dirac. Para simplificar a notação, escreve-se

c x z c x z
y( , ) ( , )� . Neste trabalho, consideram-se as seguin-

tes parametrizações de K(z) e u(z) de Hanna (1982) e
Panofsky e Dutton (1984), respectivamente:

K z L ww
( ) ,� � �2 (5)

em que

�
�L

w

w

h z

h
�

�

�
�

�

�
�01

4

5
. , (6)

é a escala de tempo de decorrelação vertical,
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é a variação da velocidade vertical turbulenta, u* é a ve-
locidade de atrito, e
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(8)

em que u1 é a velocidade do vento na altura z = z1, e p está
relacionado à intensidade da turbulência (Irwin, 1979).
Ainda, considera-se que a velocidade de deposição Vd é
dada por (Hanna, 1982; Arya, 1999)

V z u zd ( ) . ( ).� 001 (9)

2.2. Problema ADMM

Seja { } [ , ],
,

z hn n N�
�

0
0 N ��, uma partição da CLP.

Em cada subcamada (zn-1, zn), n N�1, , de espessura
�z z zn n n

� � �1 da CLP, considere os valores médios de
K(z) e u(z):
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o que define aproximações constantes por partes de K(z) e
u(z) dadas por A z A z An( ) ( ) ,! � z z z

n n� �( , ),1 n N�1, ,.

A K u� , . Seja cn(x, z) = c(x, z), ( , ) ( , )*x z z z
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n N�1, . Assim, o problema original Eqs. (1)-(4) é apro-
ximado pelo problema
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em que Eq. (12) e (13) impõem a continuidade nos pontos
da partição z = zn, n N� �1 1, ,à concentração de poluentes e
ao fluxo turbulento, respectivamente. Ainda, �

nn
na con-

dição de contorno Eq. (16) é a delta de Kronecker (�
nn

�1se
n n� , �

nn
� 0se n n" ), em que n n� indica a subcamada da

CLP em que a fonte poluidora está localizada, ou seja,
� 	H z zS n n

�
�1

, .

3. Estratégias de Resolução

3.1. Solução ADMM

De aplicar a transformada de Laplace L[ ]� em relação
à variável x ao problema ADMM Eqs. (11)-(16), segue que,
para cada s ��,
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em que � �#n ns z c x z( , ) ( , )� L . Logo, para z z z
n n� �( , )1 ,

n N�1, , a solução do problema ADMM no espaço de La-
place dado por Eqs. (17)-(21) é

#n n n n n

n
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(22)

em que R s u s Kn n n( ) /� e H(�) é a função de Heaviside.

Os coeficientes constantes An e Bn em Eq. (22) são obtidos
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resolvendo o sistema de equações algébricas lineares que
resulta de substituir Eq. (22) nas condições Eqs. (18)-(21).

Logo, a solução do problema ADMM Eqs. (11)-(16)
segue de aplicar a transformada de Laplace inversa L

� �1[ ] à
Eq. (22). Note que a complexidade da solução Eq. (22)
requer inverter numericamente a transformada de Laplace,
de maneira que a solução final é semianalítica. O algoritmo
de inversão mais utilizado é a quadratura de Gauss, mas
aqui utiliza-se o algoritmo Fixed-Talbot (Abate e Valkó,
2004) que é computacionalmente mais robusto (também,
ver, Moreira et al., 2014). Portanto, para z z z

n n� �( , ),1

n N�1, , a solução � �c x,z s zn n( ) ( , )� �
L

1 # do problema

ADMM Eqs. (11)-(16) é
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em que r � ��
* é fixo, i � �1, e S r ik k k( ) (cot )$ $ $� � ,

( $ $ $ $ $( ) ( cot )cotk k k k� � �1 , e $ ) )* )	k k M� � �/ (
(para mais detalhes, ver, Abate e Valkó, 2004).

3.2. Aproximação via homogeneização matemática

O problema homogeneizado do problema ADMM no
espaço de Laplace Eqs. (17)-(21) é
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em que #( , )s z é tanto o valor médio de #( , )s z quanto a
transformada de Laplace da aproximação c x z( , )obtida via
homogeneização matemática da solução do problema
ADMM (11)-(16), #( , ) [ ( , )]s z c x z� L , e os coeficientes e-
fetivos �u e �K são aproximados pelas médias aritmética e
harmônica, respectivamente, das aproximações constantes
por partes de u(z) e K(z), ou seja,
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Para justificar matematicamente a formulação do pro-
blema homogeneizado Eqs. (24)-(28), observe que, para
cada s �� e cada N ��, o problema ADMM no espaço de
Laplace Eqs. (17)-(21) pode ser escrito como
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em que [| | ]� �z zn
denota o operador de salto nos pontos de des-

continuidade z = zn de K z( ) e u z( ), e as derivadas são
consideradas no sentido generalizado (ver, por exemplo, o
Capítulo 1 de Bakhvalov e Panasenko, 1989). Este pro-
blema tem uma solução generalizada #� #s z s z, ) ( , )� cuja
existência pode ser provada mediante um princípio do má-
ximo (por exemplo, o Lema 1.1, página 95, de Pao, 1992).
Tomando o parâmetro geométrico que descreve a separa-
ção de escalas como � �1/ N , tem-se que N � + é equi-
valente a � � �0 , isto é, o limite no qual se baseia a
homogeneização matemática. De aplicar o Lema 4.1, p. 63,
de Tartar (2009), segue que se existem � , �

*K u � �� e

� 	# � 
H
1 0� [ , ]h tais que K z K

� ��1 1( ) � , u z u( ) �� , e

#� #�s z s z, ) , )� quando N � +, então, para cada s ��,
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e K z d dz Kd dz( ) / �# # ,� quando N � +, o qual é aplicado

para obter as condições de contorno Eqs. (25) e (26). Por
outro lado, para o caso puramente difusivo, em Gorbachev
e Pobedrya (1997) provou-se, mediante uma abordagem
que envolve funções de Green e teoremas de valor médio,

uma fórmula cuja versão unidimensional é � ( )K K z� � �1 1

,

em que � � ��  h dz1 ( ) é o operador de valor médio, que co-

incide com a fórmula Eq. (28) para o coeficiente efetivo da
difusividade turbulenta. Ainda, se o domínio é � -periódico,
o Teorema 2.6, página 33, de Cioranescu e Donato (1999)
garante que K y K y

Y

� ��1 1( ) ( ) e u y u y
Y

( ) ( )� quan-

do N � +, com o operador de valor médio � � �
�

 Y Y
Y dy

1
( )

definido localmente sobre o período estruturalY y z- � / �.
Dado que, neste caso, o valor médio local coincide com o
valor médio sobre todo o domínio, é possível identificar �

com �
Y
, o qual leva a tomar � ( )K K z� � �1 1

e � ( )u u z�
�1

,
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que no caso unidimensional se transformam nas fórmulas
Eqs. (27) e (28) para os coeficientes efetivos.

Logo, sendo � ( ) � / �R s us K� , a solução do problema

homogeneizado no espaço de Laplace definido por Eqs.
(24)-(28) é
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Dessa forma, a aproximação por homogeneização
matemática da solução do problema ADMM Eqs. (11)-(16)
segue de aplicar a transformada de Laplace inversa à Eq.
(35). Como na seção anterior, devido à complexidade da
solução Eq. (35), é necessário inverter numericamente a
transformada de Laplace, de maneira que a aproximação fi-
nal da solução é semianalítica, para o qual utilizamos o
algoritmo Fixed-Talbot de Abate e Valkó (2004). Assim, a
aproximação por homogeneização matemática da solução
do problema ADMM Eqs. (11)-(16) é
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4. Resultados e Discussão

Para avaliar o desempenho da abordagem proposta
combinando o ADMM e homogeneização matemática dada
por Eqs. (35) e (36), foram realizadas simulações com-
putacionais cujos resultados foram comparados com os
resultados da aplicação direta do ADMM dada por Eqs.
(22) e (23), e com as observações do experimento de Han-
ford (Doran et al., 1984). Os parâmetros usados no al-
goritmo de inversão numérica da transformada de Laplace
são M = 100 e r = 2M/901x.

Este experimento foi realizado em Hanford, uma re-
gião semiárida no sudeste de Washington (EUA), no pe-
ríodo de 18/05/1983 a 27/06/1983. A superfície do terreno é
plana com vegetação de gramíneas de 1 a 2 m de altura de e
comprimento de rugosidade de z0 = 0.03 m. O experimento
consistiu em liberar dois traçadores: um poluente que de-
posita, o sulfeto de zinco (ZnS) e outro que não deposita, o
hexafluoreto de enxofre (SF6), de uma torre com vazão de
Q = 0.3 g/s a uma altura de Hs = 2 m. Foram conduzidos seis
experimentos. Os dados foram coletados a 1.5 m do solo em
cinco arcos de amostragem localizados a distâncias de 100
m, 200 m, 800 m, 1600 m e 3200 m a partir da fonte com
distância angular de 8º, 4º, 4º, 2º e 3º, respectivamente.
Uma torre meteorológica de 122 m foi instalada a 100 m ao
norte da área de liberação com sensores de velocidade e

direção do vento, e temperatura em altitudes de 2.1 m, 9.1
m; 5.2 m, 30.5 m, 61 m, 91 m e 122 m para monitorar as
condições durante as liberações dos traçadores para ga-
rantir que o material fosse lançado durante períodos de
condições de vento e de estabilidade adequadas. As li-
berações ocorreram durante condições de moderadamente
estáveis a quase-neutras.

A Fig. 1 apresenta os perfis horizontais da concen-
tração de poluentes próxima do nível do solo resultados das
simulações computacionais de ambos os métodos em com-
paração com as observações do experimento de Hanford
para p = 0.35 e z1 = 10 m. Nas diversas simulações rea-
lizadas observou-se que a aplicação direta do ADMM Eqs.
(22)-(23) consumiu de 15 a 20 vezes mais tempo com-
putacional que a combinação do ADMM com a homo-
geneização matemática Eqs. (35)-(36). Este fato é relevante
quando se lida com uma grande quantidade de dados. Por
outro lado, observa-se na Fig. 1 que ambas as curvas têm o
mesmo comportamento qualitativo, sendo que a aborda-
gem proposta subestima (resp. superestima) os valores da
concentração de poluentes em regiões próximas (resp. afas-
tadas) da fonte poluidora. Mesmo assim, a abordagem pro-
posta fornece aproximações da concentração em com-
paração com as observações experimentais.

Para avaliar a precisão dos resultados obtidos via a
abordagem proposta em comparação com os resultados
obtidos via o ADMM e as observações do experimento de
Hanford, o desempenho de ambos os métodos é medido em
termos dos índices estatísticos propostos em Hanna (1989),
a saber, o erro quadrático médio normalizado (NMSE), o
coeficiente de correlação (COR), o fator de dois (FA2), o
viés fracionário (FB), e o desvio padrão fracionário (FS).
Estes índices estatísticos são calculados como segue, em
que a barra indica a média aritmética e � denota o desvio
padrão:
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A Tabela 1 apresenta os valores dos índices estatís-
ticos Eqs. (37)-(41) dos resultados das simulações com-
putacionais apresentados na Fig. 1. Como esperado, ob-
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serva-se que a precisão da abordagem proposta é inferior à
do ADMM, mas aceitável, sobre tudo quando se considera
o ganho em tempo na disponibilização dos resultados, o
qual é muito útil para avaliações iniciais em situações de
emergência.

Tal perda de precisão pode ser superada considerando
outros aspectos da homogeneização matemática. Com efei-
to, aqui considerou-se apenas a aproximação de ordem
zero, isto é, a solução do problema homogeneizado. Se-
guindo a metodologia da homogeneização assintótica, é
possível construir soluções assintóticas de qualquer ordem,
o qual permite ter boas aproximações da solução exata do
problema original com a precisão desejada.

5. Conclusões

Neste trabalho, para acelerar a disponibilidade de
resultados com a menor perda de exatidão possível, apre-

sentou-se a combinação do ADMM com homogeneização
matemática. Segundo nosso melhor conhecimento, a apli-
cação da homogeneização matemática à modelagem da
dispersão de poluentes na atmosfera parece ser uma novi-
dade na área. Adicionalmente, a velocidade de deposição
seca no solo foi considerada. Para avaliar o desempenho da
abordagem proposta combinando o ADMM e homogenei-
zação matemática, foram realizadas simulações computa-
cionais cujos resultados foram comparados com os resul-
tados da aplicação direta do ADMM e as observações do
experimento de Hanford. Nas diversas simulações realiza-
das observou-se que a aplicação direta do ADMM, o qual
apresenta o menor custo computacional quando comparado
com outros métodos baseados em transformadas integrais,
consumiu aproximadamente de 15 a 20 vezes mais tempo
computacional que a combinação do ADMM com a homo-
geneização matemática. Este fato é relevante tanto quando
se lida com uma grande quantidade de dados, quanto em
avaliações iniciais em situações de emergência, o qual
compensa a pequena perda de precisão observada.
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Tabela 1 - Índices estatísticos em comparação com o experimento de
Hanford.

Deposição Método NMSE COR FA2 FB FS

Com
deposição

ADMM+H 0,55 0,920 0,389 -0,635 -0,370

ADMM 0,09 0,903 1,000 -0,040 -0,011

Sem
deposição

ADMM+H 0,06 0,939 0,889 -0,134 0,160

ADMM 0,12 0,866 0,722 -0,176 0,035

Figura 1 - Comparação dos resultados da solução ADMM (22)-(23) e a aproximação por homogeneização (35)-(36) das simulações computacionais
junto com as observações do experimento de Hanford.
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