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. ra (‘aussxam o curvatura total es una de las pxopledadcs qne"

I\'T]\ODL CC IO’\T H

Los pnmelos Cbtlldlob que se lncxeron so])l Cla dphmcxou
el calculo dxferencml ala rreometlm tuvlc:on lugar al esludml o
las hncns geodesxcas problema pl'mteado primerz amente en 1(97 :

~ por Juzm LLIHO[I“I (166/ -1748) d’mdo a conocer. h soluuun I' U=

ler en 1728 :

En la teoria de las supcrﬁu s se de%tac:m los hdbd]O& reah-'
,zados por Carlos l'edenco Gausq (1777- 1853), matematx(.o nle-
man qmen Antrodujo la replesemauon esférica; .cnconno que""'
un elemento de- supuflcle de Ia xcpresent’xuon'veqferxca es i‘a\l"’ .
"elemento conespondu,nte de la supex ﬁue po"f eprcsemu como"

"f'dadcs de Ids supexfxmes en’ doa orupos cl dc aquellas que pre
suponen upa dctex mmadd posicién de’la superﬁcne en‘el eﬁp‘;mo :
oy ‘¢l de las que no se alteran al plegar la superficie. La curvatus -

vpermanecen invariables al plerrax 1a superficie. TL teoréma “]Lgle-f ,
S gio”. de Gauss, acerca de la cur vatmd, dices la carvatura: esla
mhma en punto:, correspondientes de dos supufmes mc\tensx{ :

‘bles que pueden aplicarse una sobre otra.. Aphco Gaygs en'la -~
solucxon general del problema de representamon Lonfmme, cl’

uso dc las variables aumhznes P

Um de las aphcauones que se dié a la- Geometua Dnerenualj i
- fue a 1epresent'1cmn de una super. f1ue sobre el plano. en torm'l,f-:
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DIVLRSOS lIPOS DL I\EPR['SE\TTACIO\I

Se dxcc que una supuhue ebta upresenmda sobre’ otra, .
“cuando se puede establecer una: 1elacxon biunivoca: entre los
puntos de las dos superficies; un caso pamcular es la repre-
sentacion de la superficie de la Tierra sobre un plano, problemaj" S
del que’se ocupa la Cartogra{xa. .os t1p0s més usuales de repre=" . -

'sentacxon de’ superf:ues son: la- replesentacxon ‘conformie,
‘grcpresentauou geodésica y Ta representacion - esferxca, cuyas
galautenstncas prmmpaleq se dan a contmuacxon- -

‘ ’aﬂ)f kReprVese_n‘tacién qoti{orxlle; IR

T ~La 1ep1esentac10n LOllfO!'lﬂC es aquella en: la que, en 14 ve-;v_‘n‘
_.’cmdad de cada par de puntos. correspondxentes, existe seme;an-,
m ‘entre las figuras elementales, | ‘ ’

C8i'S y S’ son dos superﬁcxes representadas confoxmemente, S
“en punto: correspondientes sus- clemcr\tos lmealeq ds y dS’ es- v
‘ "tcm hfr'tdo'; por la ecuamon' - : '

A4S = wds
vdonde i es una funcxon del punto y s llama amph‘flcamon lmeal

“Sivestas superflcuas son”tales; que puntos- ‘correspondientes ten-
gan las mismas coordenadas (u, v), la condicion necesaria:y

- »suflcxente que dében cuplir pam “ue; se. obtenga en ellas una :
: ._rcpresentacmn cotiforme. es: que 1'19 maffmtudes de pruner or-.'

— 3 —




- ftrann .

- e%peual ala rcpresentacwn de la ufera sobre uu plano (.011- o
fimeq Cartograf;cos. : : : v
La primera representacion conforme. conocxda fué “La pro--

.~ yeceién estereogrifica” dada por Hiparco de Nicea (140°a. -C),

aplicandola a Ja representacion de la esféra celeste. Las formu-
~las que dan esta proyeccion fueron establecidas por Juan Enri-

- que Lambert que fué el primero que examiné la repreqentacxon
‘conforme en el plano y José Luis Lagrange que fué el primero
que notéd la relacion de ésta con la teoria de las funcmnes de
variable compleyx '

Otra forma de 1ep1esentac1on conforme es “La proyeccmn
de Mercator” dada por Nicolds Metcator en 1568, problema que
CStlld‘lO LLOl’l'HdO fuler hacxendo ver que en ella se conservan'x :

“los dngulos y las arcas; Lsta proyeccion fu¢ estudlada, adenms, -
“por- Pedro- Simén: LdplaCC 1779y, encontrando la- relo.cxon con' ,

Ja teoria de funciones de variable compleja El H.btl'OXlOlﬂO F T a
- von Schubert extendib el estudio al caso de la reprcsentacmn,‘ 2
dc_ un esfeloxdc sobre un pldﬂO ' I S et -

En 1822 Ia Soc1cddd de Ciencias de Copenhaguc propuso la}v o
solucxou del problenn Lonsxatente en 1ep1esent1r la,“ p'u‘tes de-
~ ima “super flClL dada sobre otra supu{u:m “de ‘manera’ ‘que la’

i ihagen y'la: bupm fxcxe fueran semeymtes en las. peq’ endb partes7fi e
,‘-»corresponchentes La bOlULlOIl cle cstc plpblema '
-C. 1‘ Gauss en 1825 : '

tal; constaute nuntwa Mmdmo- demostr_ 1ue dos supe1 cxc i
- «don l'x misma Lurvatuxa coustante son. aphca.b]es una sobre la. L :
V’otxa.‘_* . v v :
: . Estos cstudms han mdo contmuados V. genexahudos poste-‘ v
"':“rxormente por: Uhses Dini;- Chnstoffe] L Flbc1111ax(lt y otros'k e
§ kcelelncs matemahuos. : '




et

den EF Gy E’, G de las dos supcrfmu S y S rcspcctwa- ,
Jmente, sean pmporcxomles. Asiy los elcmcntos lmealeb en un
punto (u, v) son:

S = E dv’ -{— 21? dudv + G av
4 = E'du’ 4 2Fdudy 4 G'dv?

respectivamente, de donde se tendrd:

EOF G

o o= -
L E k G
d‘S’ . o : '
T 4. qQue. ——— )OI‘ COﬂSlde’U que C)\ISt& 1en‘e%entauon COH-
yaq S 1 l 1 ‘
( :

' £01me entre ellas. Invus'xmente si L 1« G son. propmuomles a

»,',L’ F', G"los’ elementos lineales en- puntos cmrespondxentes e';-;.m
Ctanen.la misma razon y por lo tzmto em,te una- replescnhmon Lo

_confornie entre ellas, ~ R
~---En general,:51 ¢y son pardmetros 1somctncos sobre unm
,supcrf:me S, y'si iy v son pardmetros- 1sometr1cos ‘sobre la; otra

~superficie'S, la representacién conforme de estas. superflueb se.
- cefectna; 11ac1endo corxesponder al punto (u, v): el punto.’(cp, wp) o
hajo 1‘1 51gu1ente condtcmn' ; :

u iv = (g —{- 1\{:)

"donde u + iv (.s una funcxon dndlltlL'l de (p + i), o blen

Lo Iby.i bu‘ -y

v o v
'j,ﬁdonde, U=y (q), \p), oy v‘" = \',"(('p’“w

; _‘bu e du o
e dp ey
SR -,b(p' mp '
ey
Ay = dcp + o dy
Sviat ,_lbtp e b\p o

g Los elementos lineales de ldS supexfmes S ¥y S estan: dados
; ftespectwmnente por'- : AR T '
' A8t = A (du® + dv )

dS“ = 7 (dcp + d\p)
— 4 -—~., '




5(1()11(1(? l = ?»(u v) y 7» =N ((p,lp) ;
Temendo en cuenm (1) 2y (3) se tiene:

‘ , rlS = - dS’
luego ld rcpresmtdcmn es conlorme.

Un ejemplo de ILPI‘L‘;GIII’HJOI] Lonfmme cﬂa dddo por Ia,
"1’1'oyccuon de Mercator” que represeuta la super flue'dc una -

»esfen sobre un plano.” Esta representacién’ COHblBtL en losi-
ﬂmcntc ' :

R eluncnto lineal de la supm ficie dc Ia esfu a, en L()Olclczn'm~
das carleslanas estd dado pox

dS* = dx* +d) +(I/ _ S
I n la esfera que tiene el centro en el oru)en carteblano, lasi
' coondcnddas Lsmn d'ldas pox

X = r cbs?_l cos(p-
Yy =1 cosh seng
7z = 1 b(_ﬂ)

_donde e és la hutud Yy ¢ .esla 1dxlgit}'\'c,_l3v;flpdf:;1¢-;qiié‘ el eles
mento Imcal toma. ]a forma N e

1 = ricos 9, (dcp -]— aec? d} 'y

= ,,'»_',.‘I‘_éziCiexid>o_. "dl v 'd\l - dp = sec}» dk

v 1{5;"—‘ lov tan (m -
‘/LlltOﬂCC - ds :::' ricos’h (d(p s +; d\l)") L i

v Por otra paite el clemento 1meal ‘del plano ‘en (.oordenadas'{*"
e carlemanas rectanfrulales, estd dado por: '

ST = dx e dy?

lmcmndo Lonresponde al punto (x, y).del: pl'mo el punto, :
(e, p) de la ufem, la rcpiesentacmn conforme se obt1eue Lon;
, ld LOH(]IC'lO'ﬂ : -

X + 1y = I\ ((p + 1\]1) (_011 I\ :'cte

por lvo’tkai‘ltoﬂ' c x.—_—"Ktp, s :’;‘K,Iog;tan



K-

o N o I\ .

.de donde B e R =

» -, r*cos*h r cosh

la amplificacion lineal estd dada por la cual en el Fcua-~ -

c rcosh - ‘ :
, K . , :
dor tiene su valor mimmo — .y aumenta indefmidmnente ha- ‘
r

cia los polos. Los meudranos de la esfera d'ldos por g == ctc
_estan representados en el plano por ‘x == cte, o sea rectas pa-

. ralelas equidistantes ; los paralelos ‘A = = cte. con una diferen-
“cia constante de latitud estin dados por rectas paralelas
y == cte. cuyas distancias aumentan hacia los polos. -

. Otro ejemplo de representacion conforme lo da:la “Proyec-.
cidn estereografica”, que proyecta la supel ficie de la esfefa so--
bre un plano tangente, tomando como foco de proyeccién cl.

: punto diametralmente opuesto al punto de contacto.

~EL eletento” lmeal de la eqfexa estd dado,. seguu el ejemplo,.‘
anterior, por' : : :

i i e e gtz et

| .d'S"“ ’ cos’ k (dcp —}- le )

ENR

A e
.donde 14 1ocr tan R
’ v . y el elemento lme’tl del plano estd. dado por- :
B
R R dS” d\ + dy"‘ ' RRNLLS
’ hacxendo la rcpresentacxon conforme segun la tranbformdcxon'_
+ iy = Kel((p + i) = I\e (cosq) + i bemp)
X = I{c_ulcos'cp . y Ixe wseng‘.‘»,.
X = - e COSEP
AL AR YR E
tanf — 4 —
\ 5
K s
y= ) <SENQ .
Ctan e == R
2 4 e

e 6———




"lp

“asi: dS = d\ 4= dy‘ = K'e (chp 4odgt)y = : tdS"‘ e
: rcosth

(le donde, la: repreaentacmn es Lontormc y Ia mnphhc'mon lmeal?
'Lstd dada por: : :

—p -

_ “Ke
W= —
- r co‘s?,: ; »
Los mend:anos P = cte. estin 1ep1csent'1dos pox e Ltc.‘. o

rectas qu(. pa‘;an por el origen (Ie coo1de.nadas ¥ los parale]os Sl
Ch= ctelestan errebenhdos por x* v = cte.” urcu]os
©com centro en el ougen B e :

b). —-—Replesentacxon geodcsxca

I:s la 1epresentamon de una superfxcxe sobre otra. de mancral-
- que lineas, geodcsxcqs de una de ellas covresl)ondan @ lmeas geo-f;v' .
“désicas sobxe la otra o el o

',c) ——Representamon es ferwl

La representacion esienca consxste en hacer Lonebponder“ S
o cada punto. de la superfxue el extrémo dcl vector umtarxo, que. .

Les normal ala bupelhcae en dxcho puntok"tra ados d.partir deun
: ]'orlgen comtin; Asi, los puntos corresp01 s a dlcha superﬁ?;' I
~cie estdn sobre una‘esfera de radxo umtzmo A N

_ La 1ep1esentac1on es{enm no es un: ‘representacxon confm- :
: me ‘ya que los élementos de arco med1dos sabre’ el mlsmo puntO--_
varlan enla representacxon segun la d:reccxon 3 ’;'" :
o en el caso de la representacxon esfenca de- una supm{'cm mm)-v_.:'
o oma ésta es conforme. ' I

"".”"j‘nuperflcxes aphcables. ,
- Se dice que dos- SuplelLlCS son ‘1phc1bles cuando pueclen re-
presentarse confolmemente cot-uha- mphhcacnon lmeal 1gualf,»:f

'a 1:en cada uno de sus’ puntos o : :

: Dos supexﬁctes aplxcables pueden supexponex se mednnte de-’
. {ormacnones que no formen phegue< ni alarrramleutos

( Con respecto alas superflcms '1phcables se pueucn menc10-
nar, desde Iuego, las s1gulentes prop:edades. : '

i



fm dc dos aupuhucs aplxcabks uxm (1\. (.“'lb es. dphcablc a
Cuma tucem, las tres son Aphcctbles entre st 7

Teorema de Gauss.—Si dos supcrﬁcms son aplxmblcs, dehcn
tener igual curvatura total en-puntos. Loncspondxentes.

T.os problemas’ furidamentales que se presentan en Ja- tcorm

“de la- aplicabilidad, son el de reconocer si’ dos. super ficies cuyos -

elementos - lineales se conocen son aplicables y cuiles son'las
. formulas que dan la aplicabilidad, y dada una supuhcxc 1euo~'f
- nocer sobre ([llL bUI)CIllCICb es wphmble :




...; 1‘17_‘;

: 'INV%\RIANTES}DIFERENCI‘.{-\I_,ES :

Para resolvex el pnmel pmblcmd dc ld aplmab\hdad se van S

a utilizar los invariantes diferenciales: de- una superficie. Con-

- siderando una familia de curvas. @ (u, v) = cte.” sobre'lasu-

- perficie, radnente de @ es la derivada de - P sx;,mendo 1'1'

*direccién (1L la normal ala curva. tangcncmlmmte £ 1'1 supelfl-; .
,,cxe se tiene : o L ) ’

(G—= —F r-w-—— ) Ta
T T T G i ~>

Gmdq’: V(p :

- rx y r.- 1ep1esmtan '1 —y respectivamente; - de  donde;

du dw

Opelador V = __i T (G .i___ - F \
. CH ] _
El rrradlente de (p €s mvanante ya, quc su \'.;1101 es, mdepcn- =
dlentc de 1 eleccidn de los: paramctxos u, vi El invariante (Vo)
es el parametlo dn‘uencml de prxmer OldLn de Beltraxm Yy se.
sxmbolwa por: ‘ . :

‘ Ai(p = V(p'V(p = (Vql)" L Vg e E (1)

, La condluon necesaria y suf1c1ente 'pd.l"l que 1'15 curvas

@ = cte. sean’ p'xmlel'm es que A:rp sea. una funcxon de
[k solamente : : :

Sx se consldexa la fannha de cuxvas W f:-,"cte‘.'.fOi‘to’goha-l»

v__—‘ 9 L



¢has funciones' son perpendiculares,; asi la condicién necesatia
Ly suf:cxente para’ que dos-familias ‘de ‘curvas sean ortogona-
les es: ,

VOV =0 et o s s (2‘)

El invariante V.V es el pardmetro diferencial mixto de
: pnmel orden de Beltrami y se simboliza por:

_esla inclinacidn de’ Vo y Vl]!.

y temendo en cuenta que -sen’ @ 4 cos® @ =1 se txene

(V(P V‘l’) + (th x Vip)! = AupAup

A o g e W

segundo orden dc Belu:um se sxmbohza por:

R supexfmm se uene Lt ‘ . :
AT W R 1;_’_‘;\ Y

—10 —

"'Alcs a las curvas de la fanuln O :~Ltc , “los gradientes dc d1~'

As(pap) = Ve VY o (3)

Lainclinacion © delas dos curvas ¢ ==cte.- y = cte.

Bl invar jante V.V = V‘(p es el pardmetro dlfezencxal de-'

Ai ap = V Vo = 'V’cp Lo (5)

“En general, pam una- faxmha dc curvas: cp = ate dc una U

como , ‘ V(p 'V'xp = k cos®
Y : !.V(p‘ x ,Vw [ ::k"scn@"f'
, : 'donde o k=(Ve)? VI = \/A:rp \/Aup : o

A ((p,l]r) + (Vq) X pr) : ’Ax(pr\gy, e - . (4) :

v: (G Py e (i o P ') ;=(_6) 

'V'H'“"_‘ T du by CHL by e
Axcp—‘~——~1‘( ) — 2F (— —) A G oy
S HE dv o du by" g Sdw -
1 mp dg oy ey S PR
A’(W*’) = B o F ( S —;’f)r+ —— (8
H' o dwodv dudY o dy huf dudu T




Cu’mdo l'zs curvas. ptuametuus b()ll ortogonalcs ‘se txenc oy
I*“*O y II:\/EG,aaxque, , o ‘

T e i S

e A= e - (—) g e (Y e (7Y
T e o G v L du o R

B) = e o L)

3 ~‘bv b» : ‘E’f bu ‘)u*

A(m—— o \/ iJ °“’" \/ P (9)

Paxa las cuxvas pdlanmtmas T cte V. = cte';ff.f« las
fomm]as amerloles se smlphfxcan como s1gue S
' L Gl B e
. Vu .....--——- 11-—-.—_—1,,

o O

Casique, 0T Vux Ve = e



de donde, =G (Vux Vv’

A, v) = —— = — F(Vux Vv)* ... ... (10) -~
Ty = e = E('V'ufx'VV)”

Cuando las curvas paramétricas son or togono.le
-»H \/LG por ]o t'mto se tiene:

Lo De las ecuacmnes (10) y (4) se. txene que'el elemento, lineal
pwra un. sxstema pqrametnco cualqmexa es : ,

szdu - 2A1(u,v)dudv,+ Amdv

e = L

A1uA1v — A (u v)




O\IO RF(.O\'OCER SI DOS SUP]“I\PICIES
' SO\? APL I(”ABI.I‘S L

CEI ploblenn de reconocer:si dus supexhues, myos Llcmen—f
tos - lmealcs estin dados por: :

: S d% = Edu® —I- 2F dudv + Cclv
V'y‘-' L HI:du"'-i—"I" dudv +Gc Tl »
son apl:cabICa ¥ ‘eéncontrar las Immulas de’ la a.phcab:hdad con-
s:lstc en ver si es posible’ h'lLEl db 'dS’ y cualea “son lasv

. férmulas de transformacion: . :
‘Supongamos que las ioxmuhb de aphmblhdad de ]Zla supex- ‘
ficies - S‘ y 8 son:

? (V) = m’,(,ut;vj |

, o lp (u v) =: 1p (u v) L
‘ldh cua.les tienen que cumpln cono” COHdlLlOﬂ neu:S'u iay. suf =
’uentc ‘ 0 S ‘ - ‘

A:cp (I!'V' 1_\1\" >A1 1]}

co Al(q},’\l’) = ((r: ‘p) . -
_ ,I,.ls ecuaciones (2) ‘son necesarias por ser consecuencia de" 5
:las ecuaciones (1) y qdemas, son’ suficientes; porque si se consi-
. deran ‘en cada punto de’ las super flctes Sy §los va]ores :
COl‘l‘Cb])OIIdIEUteb de ¢ 'y Y como pammetros se: tiene::

Atl]!(l(P +— 7A1 (q),'\[!) d(p(hlj + A,(pd\‘)
' At_mA}\p fom A _((cp‘,ip): :

s = -



CARdg” b 28Iy dy'de) o Algdyt

Ai(p'Abilpl‘—* Ai'.tv ((pp, \I")

'y con las ecuaciones (2) se tiene dS == dS’ " y las dos supei’fi’- o

cies. son aplicables.

" En el caso de dos superficies con curvatura no conbtante“
K=X(uv) v K == K'(u'+"), sepuede tomar como prime-
ra foxmula de la aphc.ﬂnhdad la condicién: -

K(uyv) = K(uv)
y considerando la segunda férmula de la aphcablh(hd
AMK = AIK
el sistema (1) queda formado asi:
K(u,v) = (u , v )

Aﬂ\(u v) = AlK'(u v’ )

en el cual se pueden encontrar los tres: casos smmentes

a).—Que las’ dos" ecuaciones (1) no .sean Lompatlbles L n T

tal caso las dos superflcles no son aplicables, - :
b).—Las dos ecuaciones (L") -son. comp'ttxbles e mdepenchen?

: 'tes En este caso, si de Ias ecuaciones: (1 ) se. deduce el sxstema
_ (9) dddO por,- .

Aa\: Al[x Al(AlK) = An(AiK’)

Al(A1K K) = AI(AII K-

las dos superficies son aplicables; si de:las’ ecudmones (1) no‘:

se deduce el sistema: (2) las supcrfxcles no son- aphcables

¢).—lL as dos ecuamones (Y') no son 1ndepend1eutes, O se’a"_'
AlK f(K) AR = f(K’) e (B

Lu este caso, se toma como segunda ecuacidn’ de la aphcabxf

: ~11dad A:I\, qued’mdo formado el sistema’ (1) por:

K(uv) = K’(u v)

_ A K(u,v) = A (W v )
o . «para el cml se repxte 10 dicho pam el sistema ()
i 51 en el sistema (1) se tlene

.-—14——5

L

AR =TF®E) y 4K F(K) | BRSO



__;.cl sxstema de las ‘ecuaciones (l) mdepcndxentes, no se puede,
|- .encontrar, pero las superficies son aplicables sobre und superfi-

«cie de revolucion; en la cual, la curva meridiana depende umca-'r :
mente de las {unciones P(l<) y  {(K), luego las dos super-
ficies son 'lpl:cables entre si por ser 'zplu.ables a una tercera,

‘La primera emacxon (4) -expresa que las lineas sobre s
cuales K = cte. forman una familia de curvas geodésicamen--
‘te paralelas; ahora bien, tomando las trayectorias u = cte.,
“ortogonales a las curvas anteriores y refiriendo Ta superficie ‘al
sistema {omndo por ellas, se tendm que:

4 = A O e ()

dK® K

. donde - dut = EdK? = ———— oy =
: o : AR Ve VAK
. gn'ton(:es' R u zj' e U e Ll e {6)

,M:tuuendo en: cuenta 1'1 ecuacion (9) del par rafo (2) y la ecu’t-‘
"’cmn (5), se tiene para una fuucmn ® cualqulua e

-:1' ¥ e 1w 1 v

oo C b dn o Codv o Cby
- chbhsiderando o=K ’
1y dK 1 ¢ dK d dK
i € b du o0 Coodu datcdur du
-y de 1a ecuacion (6) se obtiene: - —— = \/AK, asi-que:
o S : L du R
CAK ’:'—’—E‘— e VN e VAR 4 /MK s

dur oG
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CAK —

1 d@iK)

Ve

ilo'nglc \’

: ';:cioﬁes
© perficies
ma supexhue de 1Lvolucxon

f(K)y 'y F(K),

Sy §

esund funcion de:

Substituyendo el valor de

— 16—

1 s 7 T AR
- du = - - du

C  d VAK ‘
DR dK . e
Reemplazado 'du. por = —————- en el segundo miembro, ¢

integrando, sc tienc:
MK b GO dA"}‘ ' MK ;
f 2 A g , S AR (n\ E
o AK ‘ V. ‘ : \11\ L
el
VAR

Vi L S RO
C enla ecuaci()n (5) se tiene:

AI\

me AR
Jooak ‘

S = Vv S S
,b¥‘?)§l?""}'¢‘1‘[0 Vv ,por dvi y e” AI\ -
£(u)’, queda' as? —-du 1(u) dv -[--:"f- ‘ ‘/)

'.;que tiene la forma del LlClllCl’ltO lmedl (dS,) de una supcxhé :
eiede 1cvoluuon donde ‘

AI\

f——-——»——-m diX .
. X (Rt
e , .

r(u) e ._—__.._._.‘

VAR =

: é:{'funéién- de’ uw. ao]amentc y dcpcnde de Ta 1ornm dc Ias Iun» .

quedando ast d(,mostlado «que ]ns su-
consideradas. son aphcwles sobre una nns-
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SUPERFICIFS DE CURV \'1 LJR A CONST l\\TL.,
API ICABH IDAD o

_ Otro problcma fundamental quc se. pxewnh en la apluabxlp
‘dad de superficies es el .de xecouoccr, (Lula una buperhme. las5
B superflmeb aplicables a ella. - : .

: “Considerando pnmexamentc las supexfm S, Con. curvatma to-

tal K cte, . y teniendo en cuenta el Teoréma de- Gauss, estas =
g superflcxes son aphcables sohre. otra supex f1c1c de uxrv*ttura to-
“tal constante e igual. :

Las® superflmes de curvatura. COllbt'lrlf,C, segun quc lacurva- -
tura sea nula, positiva, o negativa son: desarmllablcq esferxcaq "
o pseudoes{crxns _ ~ R :
Las  superficies desaxrolhbles son aquellab quc pueden des-
envolvexse sobre un plano.. A L
‘Las super ficies esféricas o de uuvatura conbtante posmv"t
‘son de tres tipos: esfenca esferlca de tipo e11pt1co 3 esferlu de
j'tlpo hiperbélico. : , S
s Tas quperf:cms pceudoesfenms o de curvatura cbn%tanté’ne- -
* gativa son de tres tipos: pscuderEana de tipo- chptlco, pseudo-
;'esfeuca de tipo hiperbélico y p beudoesfe] ica (1e txpo p'trabohco
o: sxmplementc psmdoeqfer

‘Refiriendo la- superflcxe de curvatura constaute por estudmr g ' ,
“a un sistema de coordenadas. geodésmas el elemento lineal de L
(hcha supemcte tendra la fonm'

ds* = du ‘+*Gd>v’.-k.'b'. (1) ;

L 17




-y ld cur vatum total de la. supcrhcxe cstdxa d'lda por la ecmmon

.llLl]L
. . "G 1
S e =G

de donde integrando se obtiene:

.. u'= cte., trayectorias gcodesxcamente paralelasa la u="0,.y
las curvas v = cte. traycctonds geodésicas ortoqomles ala’

'ff.uuva u L—:_ se fienc que la curvatma geodcsxca a 10 Iarfro L
g d(_ 14 curva. u = O Lb'L.’.l dada por. . ' e : .

- — )} =0
VG avu :
=t
RS E b \/E: ’ ll’(V
“de donde- R = B
L du.- Jo R
i ,11:O R
: -Y" . (\/G) = @(v) =C _dondé"  “ '?:pté.,,':"

. asi‘el elemento lineral de una superficie esférica estd dadopor:. .

el ulal es del tlpo det Llemento hncal dc una superﬁcxe dc 1e\'o—;
i .,luuon. Sx la supm ficie se le]C!‘L aui swtuna de’ comdemd'ls‘ ‘

1 o* \/(r R
1{ = '-—‘r:.—'"—"”f*— povasnd ClC.vi.u . ...' PN (2)
VG ook '

I* n el -caso en que la supmhuc consxduada sea cs{erlu se

o R

a0 u

-+ 1]:(\1') se’n

R R '\

‘\/"G =.p(v) cos e . (3)

fonmndo como curva u = O una geodcqlca Ias cmvas‘ s

U=

Tu

.;{i.s.‘j(4) )

4’. 18—



_ vj,‘cartesxana‘; ormgonalea, tomando el eje de wvolucxon LOlllO ejcf
CZse 11exle" ST

}x =m Lows',— : "~y = 1w senvx,', z= cp(ux)

} . (1 + rp’“(m) ) du + u dv (5)

- donde w es la distancia de un punto de la curva men(handf
oo al eje de. revolucion 'y - @(w)  es la ectiacion de la curva meri--

”,dlana de la superficie. Comparando el elcment() lmcal da.do por: S

' ' 1’15 ecuaclones (4) y (Sy se tiene:

(lu = (1 + (p” (un) ) du
= C kCO’S

Cdv =dvr

 dedonde: q(u) = f =T

Ced conaecuencm 1‘1:, euuamones de und superf:ue de 1'evoluuon
con uuvatu o constdute posmva esmn dddas por:

doude se pueden presental txes casos begun quc C sea wual
: "7 nmyor o menor que . R. dando. lugax a los tles tlpos de super
lxcxes esferxcas enuncmdos. '

_,19“




- lers caso.—~ O I\ Ln este caso, lus. ccmmoues (()) est'm;
f-'dadaa por v : : R

‘ W woo
cos v, y =R cos -sen v,z = R sen’--

‘ R v ) R ‘ CoR
_quL son las ecuaciones de la- esfera. de- radic R con centro en
el nug(,n : T

x =R cos -

2do. ¢ caso.—— . C>R. Para. quc 1'1 tuLem ecitacion del sxs-f
tema- (6) ‘se rCZﬂICL se necesita que: '

Selr‘ e —
R -
.y teniendo en cuenta q‘uc:‘ 0 s ROCOS s s

‘se tendrd \/C . R‘ < ur < (, ) ‘ : : -
o como % es una funcmu pum(hca, a supex flue consta dc una;"‘
- suicesion de zonas limitadas por. paxalelo<; mnnmos de’ radio

Wi *\/C R* y can un palalelo maximo, dL ra(ho C LSt'l super~ S
- fxcxe estcrxca es: de “tipo hlpcrbohco : v

i 3ers c_aso.—— vC<R., 1~n ebte caso O<m<C sxendo cc-'""'

10 cuaudo 0 = et Como 20 est )cri(')dlca kla "sm)_er»-‘ AR

f1c1e consta de una- suceSwn de zcmas en {01 ma tle huso LOI‘] un .
; ardlelo md\uno de. mcho C Lsta supcrfme esfeum se llam't
‘_'cle ‘tipo ellptICO . ' HEREE

~En el caso en quc la superflcxe qe(x pqcudocsu.ncm de T
v ecuacwn (2) se txene' " : L

‘ fb?\/é“f
; MR VG
' j;dc donde mtegr'mdo se. obtlene

A

o




aooo Ty

:\/_G_' .‘-::“cp(v‘) fcfost e o (V) senh e (H\ ‘; 5

T

| Ioude conslduando como curva =0 una neodesmd como’
L ui=zcte, . trayectorias gcodc;xc‘ls p'udlchs a la curva. ‘uw ..: ] .
‘ycomo curva v == cte. las trayectorias geodésicas ortogona- -
les a la c'hyr,v'a ‘u = O, se “tiene que la curvatura neodcswa al'
]o I:-Lrgoi dela curva v = O estd dada. por:

G

\/_(3 ' ou

-de donde SN
e du /-

‘ u=0 ,
(\/C ) g q'?(v) "::' ‘C ; déndc =C te.
S u=0 T

it e] elemento lmml en L] caso (l) y (Tl) cstdn dados por: - o

A8 du —{ c ’“ dv R e DI

_-(I_S‘k: du®. 4 C_'T',-vcr,).sh Y | A UUEGRBER R (7/_-.11‘)*
Cuando ld. supelhcm se refxm 2 un mtcma wcodesmo po~-..
: i:l'ir con el polo en un pumo 0 de ld supex f1c1e se: tcndm.

(\/G Yoo = tp(v)_ = O o

o Su=0

M‘“ e -

bu




vv"»",dé‘.doucl‘e \/(J = C 5enh e donde L = cte.

asi el elemento lineal esta dado por:

‘ _'esferxc(ts tieten:la-forma del elemento lineal de una super{xmeT
: .dc revolucién, de donde compmando las eumcxones (7 I) (7- H)

S . . § l SC 2 due, (8D
‘o= Cet g y = .r'\jl-ﬁ-——-%m’»' RO

o= Crsenll —— 5 ozo= fV o R
i Lsenh = 2 1—————cosh -—du (8 m) |
En el caso I.— - Haciendo < éf‘/'“ = R“, ‘s;{nf‘.v@:”
j:sgb,obt‘ienc:, o s ::Rsen@ N
Ty Cz=R Y dg = R(loo t'm —_— + cosrp)
. qﬁ& son las ecuaciones de la tractriz teniendo édiﬁdﬁsin‘tvbt‘a el

o .bohco ki) blmplementc pbeudoes[era que €s la. %uperflue generada
B p01 la rotacion de la tractriz sobre su ‘lsmtota. o

-

R

R ¢ |

dv o (7D

dS = dut - € senh?
* R

Los tres tipos-del clcm('nto lineal de 115 supe\hcxes pseudo- o

y (7-111) con la ecuacion’ (‘3) se tiene:

|

::L Cosh —m—s s o = f 1 == genh® =< 'du, (S-H)

cos’ (p

semp

eje OZ. Esta es la superficie Pseudoesfenca de tipo: para—- =

_ 2’2;,..t



“¢osh®

7¢.iesv'de_ curvatum Consta’mtcj n‘egativa' Koomme

«I‘n Ll caso’ ]I Lo&. valuus maxnno y mmnno de seuh ol
son s—— oy O 1'esp'ect1v uneute y 10» \'almes ma\nno y mi-

c

‘nimo de  ui - son \/R* - C°y (' respectivamente Como 7  A
es una funcion periddica, la superficie: consiste de una sucesmn SR

de zonas limitadas por ‘paralelos méaximos de radio \/R~ FC

.y con paralelos minimos de radio C. Esta superficie pseudo-

esférica es del “tipo hiperhdlico”, 1 RS
En el caso1Il: La superficie es real sélo para C'<R*. Si
se pone R = C sen 0, los valores maximo 'y minimo de
u '

ez,tdn d'ldm pm" (,SL.O y 1 respectivamente. y
R Lo RS

“los valores mdxinio v minimo de uw son RcosO y 0.

' (,omo 7z - es periodica, la superfucxo consta de una sucesion de
“zonas con un paralelo mdximo de radio, Reos® . y un p'xmlelo
~ minimo. de radio O - Ista superflme pseudoesfcnm es de: tlpo' .
eliptico. : ‘

~La '1phcab111dad de las super{mes de curvatura total LOHS-,

t..mte se efectia bajo los siguientes teoremas : » S
. Las supclhcms de curv‘xtura total. nuh, desdnollable‘; Scm-
aphcables sobre el plano - AT

Todas las 9up61{1c1es de curvatura total p051t1va constante :

B (T son aphcables soble una leem de radm R

Lulb .supcrhcms pseudocsfcrm'xb dc radxo R 0 las superfx—', R

sqnl )“Dh‘ ‘

‘ . LR
vcab’lcv:s entre si.




L A,‘PLICA-B1T_;_IDAD ]DE 'Hm;{coml_zsf A

Hehcmdc es la bupel ficie generada por-una curva plaxn lla- o
mada generatriz dotada de un. doble movimiento de rotacmn ¥
txaslacwn cuya razon de velocidades ¢s constante Todos los =

; |untos de-1a rrenemmz describen hélices: cn‘cul'nes temendo‘ :
" como eje comiin el eJe del helicoide. La curva detcrmmada por' S
- una‘seccién del plano m(,rl(lmno se ll'mm pexfﬂ merldl'mo de]‘ L
hchcmdc B

Las ccuauoncs pammctncas dd helmoulc esmn d«ldd.% por_.

X == 4 CoSv, ¥ == U senv, .z== '(p(t1)+1x1v,

‘ omando como eje -z el e)e de revoluclon del hell de repre-zi
; _.'.‘bentando pox" ‘u la dxst'mcm de un punto de perfll 1euchano al
i “ejeypor v el an«rulo que ‘gira el pexfﬂ mendxano en un tlempo B

;_cualqum “por m la - razdn - coustante de veloc1dades de ; -
: ftr’mslacmn } rotacion, : :

1“1 elemento lmml (lel helscmde esta.a dado por-‘
- ast ::'fv (_1. e cp’”(u)) d‘u" -{»--"21;1([}’([1) dud'iv :+(112-{—1‘n'f)‘(_1\;72:;v
@ (u du

u + m
i, 25 —_

.Hacieﬁdo. e k\n — mj‘ Ccte,




o resulta:

cL c , ; 'Listp'”(tl) :
Els d5F = L

dw + K ;ﬁ”)_ci'\'."i '

Comparando esta forma del elemento lineal del helicoide con -
el elemento lineal de una superficie de revoluciin dado en 1.1
forma :

(1 + \p‘(y)) dx + v dv

' : Cdonde’ z o= op(r) es la ecuacion (lc la curva mendxan.l. s¢ve |
( B . (ue se pueclcn igualar (.onsldu'mdo T, ,1{!(1), u, oy gfu) rela- o
) _cignadas pcn Tas e(.uo.uonev ; ' e
i L (u + m)
e
S S ‘;df s u(p'(u)
L) = = 1 A eron
".,,,:f.',dr}- +m

De 10 autLrlor se obtmne L.\ Leommd <1qmcnte dddO pox;' .
~Bour' “Poda superficie helicoidal es aplicable’ sobre tna’ supu"
‘ ‘f1c1e de revolucion y-las thces se’ e\tmnden sobxe lo: pam—,
L Couqldemndo COMO: Un CAS0 partu‘ul’u el helxcmde reghdo
: '.k._-con drea minima o-superficie gcneradd pm' las uormé.les prins. -
o upqlcs de la hélice: circular, la‘cual tiene’ conio. peml B endnno,"f
o uma recta apoyada nonnalmente al’ qe. dc 1evoluc1on .

P’ (u) = O ~de (londc resulta '

dll'{ - »1'_’

 1 i) = () = e
: ‘ rh" SRR (r'~—m l )

'V'-y tom'mclo k=1 setiene

oz W(r) = mf——-——~ = m:arg. cosh(~

—2—




- de donde la- ecuacion de las curvas meridianas estd dada por

1= m cosh(——)
: ' ‘m

: Asiy cl hahcoxdc mgado de dJ’(hl minima es aphcabln sob
'wum catenmde de 1evoluuon ’







FACULTAD DE (JIENCIA::,“'
Depto de 'Matematlca‘; "
Numew 9/ 3

' ",:,Senor me M en C /\lheno Barajas ,
,lerectox de. ld I\Lulltad de ClCXlLlab.

fPreaente

: Con referencm a su atenta commncamon “fifitero /03 433 con
‘fecha 9 de'este mes; me es orato m{ornmr 1 usted que despu
~de haber leido 1d tesis 'lludl(l'l presentada por Ia sefiorita: M'm't

el Pilar ]udmt'), ‘Mercado. Doménech, aspuante al.grado. de’

,""I\/Iaestla en Clcncm M'ltunatxcas de esta’ [‘dcultad al dmno;-* b

- argo de usted y despuea de. habm hecho '11gun'1s surfebtmnes sa

- sobre; dmha tesis' a. la- Snt'x . Mexmdo encuentro q ¢ e

‘:,"1ceptarsc 1):11'1 <.1 fm iue se pr opon(,

Durante varios meses la "‘%uta Tercad fle ha 111formado»":
: '.‘con frememm sobre; el desanollo de, su tema. ;- hal consultddo ‘
- las obras.y los 'u'tlmlos dc alounas u_nstas matemdtxcas (lue le B

o ‘he senalado

Reltero a usted m1 atenta y dmtmrrmda consxderauon S
e “POR \[I I\l\LA HABLM\A TL E SPIRITU” i
© México, D/ r., a 29 deoctubre de »_1947 |

‘El jefe dd Depar amento. R PNE
DR ALTONSO ‘\T/\POLIZS GA‘\?DAPA-”




M. ken"C 1\“)€lt0 Bamjus (,chs,v"
‘ ‘_Dlrector dc la 1' :uulmd de Lxenuas, :

: ‘Presente.

, Despuﬁs dc estudlal (ILtall.).d'lmentc la Fc‘sxs de \Iaestra en
3 Clenua% Matematicas presentada por. la alnmna jmmm Mer-
~cado Doménech, ‘la enctientro -satisfactoria’ 'y creo’ que re-. -
-presenta un esfuerzo muv'dxfrno de elogio de- parte de Ta solici

-7 tante, No tengo. (ue - sugern‘ ningtina correccién, m Lambw
s 'cl 1ral)ajo presentado por:la ertq.‘\/lercado '

Aprovecho la: opoxtum(hd paxa rextcr'lrle lrlS bewuudadcs de
Comi '1tenta y dlstmgmda. cons

' “POR MI RALA IIABI ARA Ll L{:PH\I’J U"
‘\’[exlco, D F., 13 de octuble de 1947

DR CARLOS GPAl«r.rf«R\TANDr/




: Senor Doctor Don Al[onso Napolc.s Gdl\dcllﬂ, ch(,
* . del Depto de Mdtemdmas de la 1<n.culhd d(. Clemmq, S

S Pxescnte

Me pcrnuto mfonuax a ustcd (1ue hL 1evxsado el tuba;o des~ :
“arrollado por la Srita, Maria del Pilar Juamt'x ‘Mercado Dome

. nech, intitulado : RE I‘[\l‘,SL\I'lALK)\T DE UNA- SUPLI\FIC
- SOBRE OTRA SbPERFICIE_', como Tesis para optzn, el gr

do de M'Lee.tm enCiencias Matemiticas, el cual 1eune los Te
'qmsxtos necesarios; por lo que le doy mi’ aprobacxou g
‘Sin otro pamcuhr, reitero. a mted las aevfurlda(le de}:f'mi»

o ﬁconmdcramon dxstmgulda. S

“POI\ MI- R \/CA II/\BL.’\I\ 5 "L'VFSP'I‘R.I”’I‘U"V’ :
\Iumo D l., a 31 de ouubre de” 1947

A 0 1 Du*ector E
\1 eu c ALBL‘RIO BL\RAJAb c'*




CUAL sefior Don J\lbértbx ‘13"11"1}:1:‘," CCHQ, -

: ,_,Dtregtm de la Facultad' de Ciencias’
.;.de la Umverwlad N'lcmndl de “\luuu)

v Pxescnte. i

e '-dstmollado por la- brxta. \Ial ia del J’lla
~.ménech 111t1tulado‘ “RLPR’EbU\HA(,T( B U PISRT
4 ,‘:C[I SOLPL OTI\A SUPERTICIF’ dcho mrm marli que en nul

:conccpto nnsfacc amplnmcutc los“ equmtos para. '1(.51'3 p'). a el

'!e\amen final de \Iae:txa en Cxencns~Matenmt1cas S ‘
AI ponerlo en; conocnmentn de usted, apxovecho u;t't opor '

tunidad para: 1ettcr’ule las. bL”UHdddeH demi: ‘uuxta dis

/ k,roulch cons\demuon Yy rebpeto . :

\[e\lco D 1*.'. 19 cle octuh:c de 1947




B [BLIOGR A\I* IA

“,'] 1ansactxons of the Ameruxm \/Iathcm'ltlml :\socutxonf CTOVE

: Supmflues dc curvatura constantc ¥ osus. t1 ans~

fornmuones._...... : e .....Llsenhmt L..p:
GCome_tria di[ferenziald IO .'Q SRR .~Bia1j1’chi.;Luigi.r.
Legons st h theorxc genelale des surfaces Datbousc Gaston

erfterentlal qcomctxy of LUI‘VC‘.b and surfaces. .I‘orsyth:A R.

‘V‘lefencntlal geometr) of thrLL d1mcnsxons \thherburn CE' i

An mtroduchon to dtff«_rentml geometry ]:wenhart L, B i
o _'.Developmem of mdthemams e ,".,.: i "Belll' ET
’.‘1'Hlstox'xa de las matenmtlcas, C'uorl Floua‘

‘D\cmonarxo I‘ncxclopcdlco. .‘ TS PO ) .I' spd.ba Calpe.

Rt 'Encﬁilep’e‘diaBrit;’mica'.
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