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INTHODUCCION: 

Los primeros estudios que se hicieron sobre la aplkaci6n 
del cúlcülo diferenci~tl a Ja geometría tuvieron lngú al esfttdiar 

·las líneas geodésicas, probleina pJanteado primcrament~ en 1(;97 
por JuanBernoulli (1667-1748) dando a co1ioccr lá solución I~ti­
ler en 1728. 

En la teoría de las superficies se destacan los trabajos rea.li· 
za dos por Carlos Federico Gauss ( 1777-1855), 111ate111útico ale­
mán quien introdujq la representación csfériéa .: encontró· que 
un elem~nto de superficie de la represenfaciÓn esferica es al 
element~ correspondiente de la superficie· por represen tú. co111Ó 
1 es ál ¡)reducto de Jos radios de cllrvatura principales. Gattss 
é¿nsider6 el· pro¡lueto de IÓ::: recíprocos dé los rndiós de crn;,~ri.­
t~1ra en un punto como la curvatura ele la si.lpei·ficie en di(.'.ho 
pÚnto. Este ·concepto j)ermitió a· Gauss clasificar las: propie-

. dad~s de fas superficies en dos· grupos: el de aquellas que prc­
súpónell upa dcte1:minada posición de la sltpedicie éil el esp'acfo 
)r e'! de'. las que rio se alteran al plegar la stipedicie .. La cní·vátu~ 
ra Gaussiana o curvatura total es una de las propiedades c¡ue 
permanecen invariables al plegar Ja superfiCie. El teotcma "Egre- · 
gio" de Gauss, acerca de Ja curvattfra, dice: ta cúrvatura es fa 
misma en puntos correspondientes de dos superficies ine:xtensi• 
bles. que pueden aplicarse una sobre otra. Aplicó Gáus en· 1a 
solución general del problema de representación confohne, el 
uso de las variables aúxiliares p, q. · 

Una de las aplicaciones que se dió a la GeometríaDiferencial 
ftté la representación de una superficie sobre el plano, en forma. 
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DIVERSOS TIPOS DE I~EPRESENTACIQN 

Se dice que tina superficie está representada sobre otra, . 
cuando se puede establecer una relación biunívoca entre .los 
puntos de las dos superficies; un caso particular es la repre­
sentación de la superficie de la Tierra sobre un plano; problema 
del que· se ocupa la Cartograíía. Los tipos más usuales de. repre­
sentélción de superficies son: la representadón confonlie; Ja 
representación geodésica y la representación es{érica, · ctlyas 
características principales se dan a continuaci<)1i: 

a) Representación conforme. 

La répresentación conforme es aquella en la que; en fa ve'.' 
citidad .de q1.da par de puntos correspondieÍ1tes,. exist~ semejan~ 
za entre las figuras ele111.entales. 

Si S y S' son dos superficies. r<'!presentadds confo~·meni.eU.te, 
en puntos cofrespomlientes sus elenientos lineales dS y clS' es­
tán ligados por la ecuación: 

dS.' == ¡t dS 

donde µ es una función del punto y se llama amplifiCación lineal. 
Si estas superficies son tales, qué puntos correspqndielltes te11~ 
gan las mismas coordenad.as (u, v), la condiéión. necesaria y 
suficiente que deben cumplií- para que se obtenga en ellas una 

· representación con forme es: que· las magnitudes de primer ór-
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especial a la representación de la esfera sobre tl.11 plano con 
fines Cartográficos. . · 

La primera representación conforme conocida fué "La pro­
yección estereográfica" eluda por Hiparco de Nicea (140 a. C.), 
aplicándola a la representación de la esfera celeste. Las fórnm­
las que clan esta proyección fueron establecidas por Juan Enri­
que Lambert que fué el primero que e.xaminó Ja representación 
conforme en el plano y José Luis Lagrange que ftté el primero 
que notó la relación de ésta con la teoría de las funcfones de 
variable compleja. 

Otra forma de representación conforme es "La proyección 
de .Mercat.or" dada por Nicolás Mercator en 1568, problenrn que 
estudió. Leonardo Euler haciendo ve1; que en ella se conservan: 
los ángulos y las áreas; esta proyección· fué estudiada, además, 
pór l~edro Siri1ón Laplace ( 1779), encontrando la relación con 
la teoí-ía de funciones ele variable complejá. El astrónomo F. T.. · 
von Schubert extendió el estudio al caso de la represerltación 
de un esferoide sobre uri plano. . . . · .· 

Ei1 1822 la Sociedad de Ciencias de Copenlrngue propuso fa 
solución del problema, consistente en represéi1tár Jas partes de 
una superficie dada sobre otra superficie, de .manerá qtie la 
itirngeü y la superficie fueran semejantes en las pequeñas partes 
córrespondientes; La sol.ución cié este p1:pblenía füé 'dada por 
C. F .. Gauss cll 1825. · · . 

fernanclo Minding (1839), Juan Enrique Latnbert y. R. BeÍ-:. 
trami. estudiaron las superficies de revojüción .de.· ctfrvatura ,fo­
talconstante negativa; · lVIinding demOstró que dos supe1·fides 
con la misma curva.tur:i constante son aplicables . una sobre lá. 
otra. 

<Estos estudios han sido continuados y generalizados poste­
riormente por Ulises Dini, Christoff el, L. Eisenhúdt y otros 
célebres matemáticos. · 
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den E; F, G y E', F', G', de las dos superficies S y S' respectiva­
mente, sean proporcionales. Así, los elementos· lineales en un 
punto (u, v) son: 

dS' = E du' + 2F cludv + G dvº 

dS'" = E'du• + 2F'duclv + G'dv' 
respectiYamente, de donde se tendrá: 

E' F' G' 
--=--=--=ll 

E F G 

dS' 
ya que -- = µ por considerar qtte exist.e representación con-

dS 
forme entre ellas. Inversamente, si E; F. G son proporcionales a 
E', F', G' los elementos lineales en puntos col'respondientes es~ 
tán en l:t misma razón y por lo tanto existe una representación. 
con.forme entre ellas. ' 

· En general,.·. si cp y• '\J' son parámetros· isométricos sobre. i:ma . 
. superficie S', ysi u y v son parámetros isométricos solfre ia: otra 
superficie S, la representación conforme de estas. superficies se ... 
efectúa haciendo corresponder al punto (u, v) el punto ( qi;. i\l) 
hajo la siguiente condición: ·. ·.· 

tt + iv = f(cp + h¡1) 

donde u+ iv es uúa función analítica el~ (p + · i'!'. o bieii: 

i)u ()y i)u -,bv 
--' 

(1) --·.-·-.--· 
l:><p i)W i:n¡1 bcp . 

donde, u= u (cp, 1¡1}, y v · v (~, 1¡1) . . . . . . .. . (2) 

clu ::: 
hu 

lkp 

l:lu 
dcp + -- d'I' 

l'l11' 

bv l:lv 
<lv = dcp + -·- d'I' 

.· .. hcp l:l'I' 

(3} 

Los elementos lineales de fas súperficies. S y .S' estún: dados 
respectivamente por: . 

·• dS" =f.. (dct( +clv') 
dS 1~ = /,' ( <lqi' + chV') 

-4-
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donde X =l.(u, v) y /..' _;_ N(<p,1¡1). 
· Teniendo eÍl cuenta (l); (2) y (.3) se tienei 

dS = ~t clS' 
lue~o la. representación es· conforme. 

Un ejemplo de representación conforme esta dado por la 
"Proyección de i\Icrcator" que rcr>resenta lit superficie de una 
esfera sobre un plano; Esta representación' consiste en lo si-' 
guientc . 

. El elemento lineal de la superficie de Jaesfera, en coor<lena• 
das cartesianas, está dado por: . · 

c!S" = <lx" + dy' + dz" 
En la esfcrn gue tiene el centro en el origen cartesiano, las 

coordenadas están dadas por: 

X ¡' cos]. COSf{l 

y = r cosA se.nq¡ 
7. = ;; sen/, 

dónde /, es .la latitud y ep es la longitücl;.'i)of lo que el ele· 
mento .lineal toma la forma: ·· · 

dS" ··• r"co~'/, ( clqi' -f- sec"}. dJ.") 
.Haciendo scc"/.. di-" = d1¡i•, dij! := sec/, di. · 

. ;e l. 
y 1¡J -: log tan (:.C:.. + ...:.... } 

4 .. 2 . 
entonces dS" = r"c6s'/, (dq¡ª + cl1µ") 

.Por otra púte.el clemento .. :lineal clel plttno; en coordenada~ · 
cartesianas rectangulares¡ está dado por: 

dS'". <li+ dy" 
haciendo corresponder al punto (x,. y) del pla11oel punto 
(ip, 1¡1) d~~ la esfera, la representación conforme se obtiene con· 
la condición: 

x + iy :_ K (cp + ¡,¡1) .con K = éte: 

pór lo taúto x = Kqi, y ·. K log tan (. :t +!:_\ 
4. 2 J 
K" 

y dS '• = K' ( clqi" + ch¡t") :::: - clS" 
r"tos"/. 

-5-
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K" K 
de donde ~1· = y ~t = 

r"cos"i. r cos?. 
K 

la amplificación lineal estú dada por---- la cual en el Ecua- . 
r .COSA 

dor tiene su valor mínimo y aumenta indefinidamente ha-
r 

cia los polos. Los ineridianos de la esfera dados por rp == cte. 
están representados en el plano por x = etc., o sea rectas pa­
ralelas equidistantes; los paralelos ').. = cte. con una diferen­
cia constante de latitud están dados por rectas paralelas· 
y :::: cte.· cuyas distancias aumentan hacia los polos. 

Otro ejemplo de representación conforme lo da la ''Proyec­
ción estereográfica", que proyecta la superficie de la esfera so­
bre un plano tangente, tomando como foco de proyección el 
punto diametralmente opuesto al punto de contacto. 

El elemento lineal de la. esfera está dado, según el ejemplo 
anterior, por: 

dS" = r" cos'}. ( d<p" + d1~") 

donde 'i' = log tal> ( : + 
y el elemento lineal del plano está d~<lo por: 

dS'" ~ dx"+· dy" 
haciendo la representación confonne según la tra.nsforrnación: 

donde 

i(qi+h~) -1¡i > > > •• 

x + iy = Ke = Ke ( coscp + i semp) 
-~J 

x = Ke ·. cosq¡ 
-~I. 

y - Ke · sencp, 

K 
x------

tan( : + ~ 
K 

y = --'-(----

2

')..-.)scncp 
tan .~· + 

.4 
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así: 
r"cos"A 

de doncle, la representación es conforme y la amplificación lineal 
está dada por: · · 

-1jJ 
Ke 

~1=-----
r cos/, . 

X 

Los meridianos cp = cte. cstún representados por ....,...· = cte .. 
' y 

rectas que pasan por .el origen ele coordenadas y los paralelos 
A = cte.. están representados por xº + y" = cte. círculos 
con centro en el origen. 

b) . -Representación geodésica. 

Es la representación de una superficie sobre otra de manera 
que líneas geodésicas de una de ellas correspondan a línéas geo~ · 

· · desicas sob1;e la otra. · 

e) .-Representadón esférica'. . · ·. ,· · .. · .·· 

La representaciói1 esférica .consiste en lrncer correspcmder 
.·a cada pünto de la superficie el. extrémo de.1 vector unitado1 qtie 
.e~ nonnal a la supedicie ei1 dicho pt\ntO,,trazados a partir ele. un 
origen común; Así, Jos puntos correspc;i11clientes a dicha superfi- . 
cie están sobre una esfera 'de radio .i.tlifrario.' 

La. representadón esférica no es u~a repres~ritadón con~or­
me ya que los elementos de a rcomedidos s()hr~ .el misriw • pt.mto . 
varían en la 1·epresentación segun la.dirección en tjue se toman; · . 
CU el Caso. de la representaCión esférica tJe Uüa superficie. míni~ · 
ma ésta es conforme. · 

·Superficies· aplicables~ 

Se dice que dos superficies son apiiCables cuando pueden r(!­
presentarse .confonnetnente ton· una amplificación lineal igual 
a 1 en cada i.mode sus puntos.. . . . . . · 

Dos superficies aplicables .pueden superponerse m.ediante de­
formaciones que no formeri pliegues ni alargamientos, 

Con. respecto a las. sttperficies aplicables se pueden menCÍO" 
. nú; ,desde luego, las siguientes propiedades: ' 

-7--
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Sí dé dos. superficies aplicables, ulm de ellas es aplicable a 
una tercera, las tres son uplkables entre sí. 

Teorema de Gauss.~Si dos superficies son aplicabks, deben 
tener igual curvatura total en puntos correspondientes. 

Los problemas fmidamentalcs <]ttC se presentan en Ja: teoría 
<le la aplicabilidad. son el de reconocer si dos superficies cuyos 
elementos lineales se conocen son aplicables y ctiáles son las 
fórmulas que dan la aplicabilidad, y <lada una superficie reco~ 
nocer sobre qué superficies es aplicable. 

.;....._ 8 ....,.., 
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IN\T'ARIANTES DIFERENCIALES: 

Para resolve1' el primer problema de la aplicabilidad se van 
. a utilizar los invariantes diferenciales de una superficie. Con­
siderando una familia de curvas. <p (u, . v) -:- cte. · sobre la su­
perficie, gradie1~tC de cp es la . derivada de cp siguicndQ la 
dirección de la norma la la cnrva, tangencialmcnte. a la superfi-

. cie, se tiene: · . . · . 

Grad. cp ~ V cp = 
hq> l'>cp brp i'lcp 

(G . · · F ) n +· (E-.-. .:_ F-··_·)· te• .. 
l
:.J• . ·-- . ..,....-. --
:). bu · bv · l>v bu 

:.:. ' 

l!r hr 
r> y r" representan a -- y -·-· - respectivamente; de donde, 

bu · bv 
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les a las curvas de la familia <p = etc., los gradientes de di~ 
chas· fÚnciones son perpendiculares, así la condición necesúia 
y suficiente para c¡uc dos familias de curvas sean ortogona­
les es: 

Vcp.V1¡i =O ................ (2) 

El invariante Vqi. V1¡1 es el parámetro diferencial mixto de 
primer orden de Beltrami y se simboliza por: 

1.\1(cp,1¡1) = V:cp.V1¡1 ............ (3) 

La inclinación 0 de las dos curvas tp == etc. y i¡i = cte. 
es la inclinación de Vrp y V1¡t, 

como 

y 

donde k = y'(Vcp)' y'(VW)' 
' . . . 

y teniendo en cuenta que . sen"E> + cos"E> ~ l . se tiene: 

(Vcp.V1j1)° + (V<p X Vil')~= A1rpi\11¡1 

L\1(cp,1¡1)" + (VcpxV1¡1)"= Lll(pL\;ljl .........••... (4) 

El invariante V. Vcp = V"<p es el parámetro clife1;encial de 
segundo orden de 13eltrami, se simboliza por: · · 

.1orp = V.V<p- V'cp .~··;· .... (5) 

En general, para una familia de cur\•as · cp -~ .etc. de .una 
superficie se tic.ne: 

1 ¡') () 1 () () 
V:_-.. - r•(G-- - F-) + -- r;;(E-- -- F--_:.}. (6) 

H" · ou bv H" ov ()u 

1 brp 2 

/i1cp = -- E(-) 
. .. H:i i'lv 

bcp ()cp ()q¡ .• 

2F (-- ·--) + G(-·-) .. ~ .. (7) 
bu bv bu 

:-::~ E _ bcp ()1p -:.. F: cbcp.~1¡1 + b<p ()1~}+ G b<p ()~1 . . (S) 

H .bv bv · bu bv bv bu · ou bu 



i 
,' 1 

¡ 
l 
í' 
! , 
¡ 

: :~ 

: r 

.. orp . • bcp 
G- ___, I•--

.1 b bu bv 
~·q> = -- -- .,..._ ___ _ 

l 
+­

H H ou H bv H 

Ctta11do las curvas para.métricas son ortogonales se tiene: 
F ·_;_ O y H = '\,/EG , así que, 

1 - -·v = --- r1 -- =·-- r" -· - ........ (6') 
·E bu G i'lv 

1 bqi • 
L\1cp - - (--) + 

G bv 

G l'lv . ov 

1 bcp • 
( ) '("'" -- -.. - ·•· • • .' • •. I), 

E bt1 

1 bcp ()\¡1 ' ' ' 
+ - ·-·-,, -·-. . .. ~ (8')· 

E bu · bu 

,, ' 1 o ~ /G bcp o . I E • bqi ' .• 
il:i(cp) :...-:..-:-·-,,.-·-·\J- -·-·., +·- '\J-.---, ......... (9') 
, v'EG bu E ou · i'iv G l:lv 

Para las curvas paramétricas , u -- cte., v = cte. las 
fórm itlas ·anteriores se simplifican como sigue: 

así· que, 

y 

.... G - F - , 
Vu =-··- n -.-·-·-. ru 

. ff .· B." , 

· E .:.. . F -
Vv =-· ·-· -· r• - '"-.- r1 . Í·I". . H" . . 

Ñ 
Vtt xVv =--· 

H 

J 
·, (Vu x Vv)' = -.-· -

H" 
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1 
' - ~--.. 

j·. 

¡, 
¡·. 

¡ 

1 
1 --. -
l . 
i 

_, .. -,.;,.;.; -.;,·-...-.- .. 

G 
de dobcle, A1ü ~ -- = G ('Vtt X vv)" 

. I-1' 

-F 
A1(tt, v) _;_ --- = -- F(Vu x Vv)" (10) 

- H" 

E 
6.1v = -- = E(Vu x Vv)" 

H" 

.Cuando las curvas paramétricas son ortogonales, F = O - y 
H = yEG · por lo tan to se tiene; . 

1 -
i.\u =-..,_n 

E 

1 -
ó.v -:----· r• 

G 

1 
A1u :-- -----­

E 

1-· 
A1v . ____ -_. 

G. 

... (11) 

:Oe las ecuaciones (10) y (4) se tiene qm! el el(!mento linÚf 
para un sistema parafoéfrico ctlalquiera es : - . -. . 

A1vdu2 _:_ zA,(u,v)dudv + A1udv" 
dS" = . - - . - (12) 
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COl\'10 RECONOCER SI DOS SUPEH FIClES 
SON APLICABi.ES: . . 

El problema de reconocer si dos superficies, cúyos elemen~ . 
tos lineales están dados por: · 

dS" ~ Eduº + 2F dudv + Gdv' 

y dS'" ~ E'du'". + 2F' .du'dv' + Gdy'~ . . . 
so1i aplicaules y encontrar las h~rnrnlas de la aplicabilidad, con~ 
siste en ver si es posible' hacer dS _..:. dS' · y ·cüáles son las 
fórmulas de transfo1·mació11; 

St1pongan10s que las fórmulas ele aplicabilidad de ias süper~ 
ficies S y S.' soil : · 

cp (u,v) = qi'(u', v') . . 
.. ' .•.. ~. . {1) 

1¡1 (u,v) - 'l''(n'; v') 
las cuales tienen que cumplir como· condkión ne~esaria y sufi~ 
éicntc 

~i(jl ~ l\1' <p' 
• ¡. ........ ' ••• •. .(2) 

l\1 ( q¡,'i') ~ óí . ( ~r'. 1¡1') 

. La:s ecuaciones (2) son necesarias por ser consecuenciÍl. de 
Jas,.ecuaciones ( 1) y adetrlás, son suficientes; porque si se consi­
der.an en cada punto de las superficies .. S y S' los .valores 
correspondientes de cv y 'I' como parilmetros se tiene: . 

~tljldrpº · + 2~1 ( cp,'ljl) dq:ichjJ + ~Hpd!p' 
dS" = - .. . 

L\1qiLfoj1 :._ 1V (cp,,¡1) 

-13-
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i.\íi¡J' dq¡'' + 2L\í ( <p' ;t¡i')d~1 1 dcp' + L\írp'd 41'° 
. dS'' = ·------

L\icp't\hp' - LH' (cp', 'l'') 
y con las ewacioncs (2) se tiene dS = dS' y las dos supedi­
cics son aplicables. 

En el caso de dos superficies con curvatura no constante 
K = K(u,v) y K' = K'(u',v'), se puede tomar como prime­
ra fórmula de la aplicabilidad la condición: 

K(u1v) = K'(u',v') 

y considerando la segunda fórmula de la aplicabilidad 

L\il( = MK' 

el sistema (1) queda formado así: 

K(u,v) = K'(u', v') 

L\1K(u,v) = L\íK'(u',v!) 

(l') 

en el cual se pueden encontrar los tres .casc>s sigÚientes: 
a) .-Que las dos ecuaciones (l') no sean compatibles. En 

tal caso las dos. superficies no .son aplicables. 
, b).-Las dos ecuaciones (1') son compatibles e independien­

tes. En este caso, si de las ecuaciones (l')se deduce el sistema 
(2) dado por: 

L\1K = L\íK' L\1(A1K) = L\í(L\ÍI(') 
• . . (2') 

L\1(L\iJ(, K.) = '1í(L\íR1
, K') 

las dos superficies son aplicables; si. de das ecuacioúes (1') no 
se deduce el sistema (2') las superficies no son aplicables. 

~)~-Las dos ecuaciones (l') no son independientes, o sea: 
L\iK = f(K) L\íK' ~ f(K') ......... (3) 

En este caso, se to1úa como segunda ecuación de la aplicabi­
lidad L\•K, quedando formado el sistenia (1) por: 

K(u,v).:.... K'(u',v') 
(l") 

~.K(u,v) = L\~K'(u',v') 

para el cual se repite lo dicho para el sistema (1') 
Si en elsistemµ (1 ") se tiene: · 

1\l{, = F(K) y L\;K' - F(K') ....... (4). 

-14-
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f,!1 sistema de las . ccuado.nes (1) independientes, i:o se puede 
CÍlcontrar, pero Jas Sttpérfícies SOi\ apJicnbles sobre tiita superfi~ 
cie ele revolución, en la cual, la curva meridiana depende única­
mente ele las funciones F(K) y f(K), ltiego las dos super­
ficies soii aplicables entre sí por ser aplicables a una tercera. 

La primera ecuación: ( 4) ·expresa que las líneas sobre las 
cuales K. = cte. forman una familia de curvas geodésicamen­
te paralelas; ahora bien, tomando las trayectorias u = cte., 
ortogonales a las curvas anteriores y rcffricndo la sup~rficie al 
sistema formado por ellas, se tendrá que: 

c1s~ du" + Cdv" . . . . . . . . . ... (5) 

dK' dK 
donde <lu" = EdK" ---- dtt 

ti1K ·y'A1K 

entonces 
dK 

u - s ---; . . . . . . . . . . .. '(6) 
yti1K 

teniendo en cuenta la ecuación (9') dd párrafo (2) y la ecua­
ción ( 5 ), se tiene para una fondón w cualquiera 

1 l:l · bw 1 () 1 i'lro . 
.'ioco = --· -- (C---) + -.- -· :_ (-. ·-·-) 

e l:lu bu e ()y e bv 

coilsiderando w = K 

1 1> dK 1 bC dK d d K 
AoK = - - (C--:) :::: -. ---- + -. -· ·--

C l:lu du C l:lu du du d tÍ 

dK 
. y de fa ecuación (6) se obtiene: · -- = yA1K, así que: 

du · 

1 .l:lC dy'A1K 1 c:ic .. ciV~•K .· 
. A·K :::::: -- - yL\íK + ;_ -· . ·~- \/6.1K + \lutl\---

. C bu du · C .. bu .. dK 

,...,-- 15 -:-
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A • 1 ~d(~1K) ' 
u2l<i.. - -- - -

bC . 2 dK 
-- -- du =---· -- du 

C hu yl'\1K 

dK 
Reemplazado du por --· .--- en el segundo mien1hro. e 

yA1K . 
integrando, st~ tiene: 

dK 
- dK V 

donde V es una fnnción de v. 

Substituyendo el valor de C en la ecuación ( 5) se tiene: 

11,1( ?s· -.---.- dK 
- . ·' I" e . i.1·, "-

dS' - dtt' + -----...,...... V"dv' . 
. ¿\,K 

substituvendo v·•c1 , - · v por 

· ? s·· .•. ..·· L'·.·K 
- ' ---- clh. 

dv: y e ¡_\,J( · 

por r(u)', queda: dS' -du' + r(u)" dv: ....... , .. (7) 

que tiene la forma del elemento lineal (<lS') de ttna supcrfi~ 
. cie ele revolución, donde 

r(tt) =---

es función de u solamente y. depende de Ja forma· de las fun~ 
·· .• ciones í(K) y F(K), quedando así cleniostradó que lns stt· · 

peÍ;ficies S y S' consideradas son aplicables sobre una ú1is"" 
ma supcdicie de revolución. 

16 -
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SUPERFICIES DE CUHVATUHA CONSTANTE. 
APLlCABILID'AD 

. .Otro problema fundamental que se presenta en l~ aplicahili­
dad de süperficies es el de reconocer, dada una superficie, las 
superficies aplicables a ella. · 

Considerando pdmeramente las superficies con curvatura .to­
fal K cte., )' teniendo en cuenta el Teorema de Gauss, estas 
superficies son aplicables sobre otra supet'ficic de curvátura to­
tal constante e igual. 

Las superficies de curvatura constante; según qtie la curv.a~ 
tura sea nula, positiva, o negativa son: desarrollables, esféricas 
o pseudoesféricas. ' 

Las superficies desarrollables son aquellás que pueden des­
envolverse sobre un plano. 

Las superficies esféricas o de cltrvatura: constante positiva 
son de tres tipos: esférica, esférica ele tipo elíptico y esférica de 
tipo hiperbólico. 

Las süperficies pseu<loesfÚicas o de cun·aturn coi1stante ne­
gativa son de tres tipos : pseudoes férica de tipo elíptico, pseudo-' 
esférica de tipo. hiperbólico y pseudoesférica de tipo parabólico 
o simple1Í1ente pseúdoesfera. 

Refiriendo la superficie de curvatura constante por estudiar .. 
a un sistem.a de coordenadas geodésicas, el elemen:to lineal de 
dicha superficie tenMá la forma: 

.( . 

<lS" = du" + Gdv2 
•• . . . . '. ' ...... (1), 

~ 17-
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y la curvatura total de la superficie estará dada parla: ectiadón: 

1 l>"yG 
K = - ----,.-- ---- = cte. . . . . . . . . . (2) 

\/G. l>u" 
En el caso en que Ja superficie considerada sea esférica, se · 

tiene: 

o"v'G 1 
--- = ·- y(J-·-

R" 

de donde integrando se obtiene: 

u ti 

\/G =.<p(v) cos--· + \l'(v) sen-- . , .... (3) 
R R 

. Tomando como curva u O una geodésica, las cuyvas 
u = etc., trayectorias geodésicamente paralelas ala u .· O, . y 
las curvas V = cte. tra)'CCtorÍas. geodésicas ortogonales a Ja · 
curva u = O se tiene qtie la curvatura geodésica alo largo 
de la. curva n = O está dada por: 

de donde 

y 

( l>\!G ) o -yG. bn . 
u~O 

~J(v) 

( 
h \/G.·1 ·)·.·. .=--·-.. =o R .. 

bu .· 
tt=O 

(\/G) = qi(v) = C donde C =de ... 
u=O 

así el elemento lineal de tma supedicie eSférica está da~lo por: 

. u . 
dS" = ~tu" + C cos• "'"-. - clv" .. . . . . ·•. . ( 4) 

R . 

el cual es del tipo del elemento lineal de una superficie de revo­
.lución. Si la superficie se refiere a un sistcnia de coo.rdena:das 

-18-



cartesiatlaS ortogonales, tomai1do e{ eje <le' 1'.C\'OJUCÍÓ!l COlnO eje 
z se tiene: 

x = U• cosv,·, y = u• senv1,, z = cp(m) 

y dS" = (l + <p'"(u~}) <lu; + u~ dv; ...... (5) 

donde tt1 es la distancia de un punto de Ja curva meridiana 
al eje de revolución y <p( tt•) es la ecuaci6n de fa curva meri· 
diana dé la superficie. Comparando el elemento lineal dado pór 
.las ecuaciones (4) y (S~ se tiene.: · ·· 

du" = (1 + <p" (ui) ) du", 

u1. ( 
u ) ecos 
R 

dv = dv1 

Úe donde: .. · <p(u1) ·- f ~du'~du~ 
. ~ . . = f Vt - .· e sen·I ..•• ·u······)· ·.du 

.· ·. R" ... \R··.·· ··.· 

en consecuencia las . ecuadones de tilia superficie de revolución 
·. con curvatura constante positiva .están daclas por: 

x e c<,,(u . •·)."º" 
. ··· .. R .. · .. 

. "·(·. u ) . y ::::: e cos . -.·· ._· ... · sen v . 
. R . . 

z = .s· .· ~1- . C' sen"·(··~.·.).· du 
. R" . R · 

donde se pueden presentar tres casos segúh que e sea igual, 
·. mayor o menor que .· R dando lugar a los tres tipos de su¡ier~ 

ficies esféricas enunciados. 
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.ler .. caso.'- C = R Eh este caso. las ccuaci9nes (6) 
dadas por: 

u u u . 
x = R cos ·-- cos v, y = H cos --· sen Y, z = R sen ----

R R H 
que son las ecuaciones de la esfera ele radio R con centro en 
el origen. 

2do. caso,--. C>R. Para que la tet'.cera ecüación del sis-: 
tema (6) se realice se necesita que: 

.. .u 
sen- -- < ----

y teniendo en rnema que: 

l .• . \. 

se tendrú ,/e ..,- R" < u1. < C 
. - -

u 
R cos -·­

R 

como z es una función periódica, la superficie consta de Üirn 
suces1011 de zonas limitadas por p<].talclos mínin10s d~ ra.clio 

ye" ~ R" y con un paralelo máximode. radio C Esta supcr-
fkie esférica es de "tipo hiperb6liéo"~ .. 

3er. caso:- C<R. En este caso 0<111<C, siendo ce'." 

.. ro cuando u = C6mo z . es periódica fa super~ 
2 

ficie consta de una sucesión de zonas en forma de huso con un . . . 

paralelo máximo de radio 
de "tipo elíptico''. 

e. E.st~ suricrfide esférica Se llinrm: 

. '. . 
En el caso en que la superficie sea pseucloesférica, de fo 

ecuación (2) se tiene : 

T 1 

yG hu" R" 

. de donde integrando se obtiene: 

u 11 
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ti t1 

\/G = fp(v) cosh + 1p(v) senh . (Il) . 
R 

donde considerando como curva u = O una geodésica, como · 
u :::::: cte. trayectorias geodésicas paralelas a la curva u -- O 
}' COl110 curva V = cte. las trayectorias geodésicas ortog011a­
les a la curva t1 = O, se tiene que la curvatura geodésica a 
lo largo de Ja cuna v := O está dacia por: 

ele donde 

y 

( 1 ~VG ) o 
\/G l'lu 

u=O 

(\/G ) = 1p(v) =-~ C dónde C -- cte. 
u=O 

así el elemento lineal en el caso (l) y (TI) estf111 dados por: 

2tt 
dS" du" + C' en dv" (7-I) 

u 
c1s, . du' + e cosh -- civ 2 . •'.. ; ... 

R 

Cuando la superficie se refiere a un siste!11a geodésico po- · 
· lar 'con el polo en un punto O de la superficie, se tendrá: 

(\iG) 
. u=O 

cp(v) = O 

(
.·. l)vfG ) .. 

• . ·· hu 

1ji(v) 
1 

n--o 

---' 21 



u 
de donde "\/G = C senh-~ donde C = cte .. 

R 

así el elemento lineal es tú dado por: 

u 
dS" = '<lu' + C' senh" -- dvº ... (7-HI) 

R 
1 

~- Los tres tipos del elemento lineal de las superficies pseudo-
esféricas tienen la forma del elemento .lineal de una superficie 
derevolución, de donde comparando las ecuaciones (7-I), (7"'.II) 

1 y (7-HI) con la _ecuación (5) se tiene: 

1 

i .. 

.1 

¡ 
) 
, 
1 
¡ 
·' f.~', . 
/ . 
• , .. 

. .;' 

l1 

11 • .e ell 

tt 
.U! = e c6sh _._ 

R 

u 
. U• - C senh 

R 

Z -,- f 1 C" 

.. _ l 1 _ --·­
\J l)º .\. 

u 
2-

e lt 
du .. 

z -S ~ e u 
1 - -'-- senh' -'-...: du. 

R• R 
(8-H) 

z. s-v 1 - Ccoshº ..::_ldu. (8"'.IU) 
R" R 

.. En el caso I. - Haciendo C eu/n = R sen 0 . 

se obtiene: tt1 = R'senB 

S cos"<r . . . cp . • 
z.= R __ ..: __ dcp = R(log tan-·-. + coscp) 

· sen<p 2 · ·. 

que son las ecuaciones de la tractriz teniendo co1110 asíntOta el 
eje OZ. Esta: es la superficie Pseudoesférica de tipo para­
bólico o simplemente pseudoesfera que es la superficie generada 
por la rotación de la tractriz sobre su asíntota. .· 
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u 
En d caso JI: Los valores máximo y rn ínimo de seüh" ~-,_ 

W R 
son -'--- y O respectivamente y los valores máx.imo y mí-

e 
nimo de Ut son \./R" + e )' e respeclivamente Como z 
es una función p~ríódica, Ja superficie consiste de una sucesióil 

<le zonas litnítádas por paralelos máximos de radio yR" + C" 
y con paralelos mín.imos de radio C. Esta superficie psemlo­
esférica es del" tipo hiperbólico". 

En el caso III: ·La superficie es real sólo para 
se pone R := C sen E>, los valores máximo y 

l1 

C"<R". Si 
mínimo de 

cosh" -.- están dados por: csc"0 y 1 respectivamente y 
R 

los valores máxinio y mínimo de tl'1 son Rcos0 y O. 
Como z es periódica, la superficie consta de una sucesión de. 

· zonas con un paralelo máximo de radio. Rcos0 y un .paralelo 
mí11imo de radio O. Esta superficie pseudoesférica es de tipo 
elíptico. . · 

. La aplicabilidad de las superficies de cttrvntura total cons~ 
tahte s.e efectúa bajo !Os siguientes teoremas: · 

Las supedicies de curvatu1~a total nula, desarrollables, son 
.. aplicables sobre el plano. ·· .. · 

Todas las superficies de curvatura to.tal positiva constante 

l 
K -:-· -- son aplicables sobre una esfern de radi.o R. 

R' . 
Las superficies pseudocsféricas de radio R o Ja:~ sÚperfi-

1 
des de curvatura constante negativa K := 

R• 

. cables .entre.sí. 
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APLICABILIDAD DE HELICOIDES 

Helicoide es la superficie generada por una curva plana lla­
mada. generatriz dotada de un doble movimiento de rotación y · 
üaslación, cuya razón de velocidades es constante. Todos los 
¡:mítos de la generatriz des.criben hélices circulares teniendo 
como eje común el eje del helicoide. La cún'a detenni~acla po'i 
una sección del plano meridiano se llanrn perfü meridiano del 
helicoide. · 

Las ecuaciones paramétricas del helicoide cstún dadas ¡)Qr: 

x =u cosv, y = 11 senv, z = cp(u)+mv, 

. tomando como eje z el e je de r~volüción del i1elic6ide, re pre-
.. seútando pór u la distaneia de tÍli pt111to de perfil mei:idía1Ío al 

eje, por v el ángulo que gir~ el perfil meridiano en un Üernpo 
cualquiera y por m la razón constante de .velócidades ·de · 

translación y rotación. 

El elemento lineal del helicoide estará dado por: 

dS" = (1 + cp"(u)) dn" + 2mrp'(u) dudv +Cu'-j-m")dvº 

f cp'(u)dtt 
. · Haciendo : · v= kv• - 111 

u"+ m" 

··- 25 --,.. 
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resulta: 

dS" :.:= ( 1 + --~·-"lp_'"_(l_t)~)· du' + k' (u' -f- m') dv'
1 

uº -+· 111" 

Comparando esta forma del elemento lineal del helkoide con 
el elemento lineal de una superficie de revolt1ciún dadó en la 
forma 

dS'º = (1 + 1¡1"(r)) dr' + r' <lv; 

donde z = 1¡1( r) .es la ernación de la curva meridiana, se ve 
que se pueden igualar considerando r, 1¡t(r), u, y cp{11) rcla-
ckmadas por las ecuaciones : · 

r" = k" (u'+ 111
2

) 

' c1.- " u"<p''( n) 
(1 + 1¡¡''(r) ) (--.) 

dtl u" + m" 

. De Jo anterior se obtiene el teorema. sigui~11te ciado por 
Bóur: ¡,Tocia superficie helicoidal es ~tplicible sobre tlnii super;... 
fície de revolución y las hélices se extienden sobre los para~ 

··lelos.'' 
Considerando, como un caso i>articular, el helicoide reglado 

con ál'ca mínima o superficie generadti por las normalés prin-. 
tipa les ~le la hélice circular, fa ella! Úerie como per"fiÍ niéridÍano 
una 1:ecÚt apoyad~ 1\ormalmente ál eje de revolución; se tet1drá: 
cp'(u) = O, de donde resulta · ' 

du 
e-·-) 

d1~ K."(r" _..:.111'k2
) 

y tomando k _:... 1 se tiene 

. z l!J{r) 
dr r 

m f. · · · .=. m arg-. cosh(-.·-.) 
.· ,¡;:;-;; ni 
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ecuaciótÍ cié lascurvas meridianas 

z 
r m cosh (:-'----) 

m 

Así; el helicoide reglado de área mínima 
una cátenoiclc de revolución. 
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FACUL'l'AD DE .CIENCIAS, 
Depto. de 11\Iateinátléas. · · . 

. Númer() 9/3. 

. , . . ' 

·. Señor i">1:of. l\L en C. j\lb~'rtóBarajas, 
Director de la, FÍ1cultad . de ·Ciencias, 

Presente. 

Con referencia a su a fon ta comttnicaci6n nú1úcrá 733~433 con . 
fecha 9 de;este.mes;ine e's g-rato. iÚfor'n1ar aÚsted que:desptiés 
de haberleído la tesis alt~didá,pi·esentada por la señodta María 

. del Pilat: J uaúita Mercado Don1énec;h, aspirante· al gra(fo de . 
Maestra •en .Ciericias Matetilátieas de esta .Facúltad id dig-110 

· .. cargo de usted, y déspués ·de haber heclto:algpnas súgestidries 
sobre, dicha tesis , a. la Sri ta, Mercadó, eh;cilentró qtie e.s. <le 
aceptarse p~ra el fin que se próponc. . . 

Durante varios meses. la Srita .• Mercado 111e ha informado 
. con frecuencia sobre. el desa:rról!d< de sú teni~ )r ha con~uitacfo 

las o])ras y los artículos de a faunas revistas matémáticas c1Ue Je 
he señalado. · · · . . . 

Reitero a usted mi atenta y distinguida consideración. 
. ' . . ' . . 

"POR.Mil~AZA HABLAI~AEL ESPIRITU;' 

México, D.' F., a29 de octúbre de 1947 

El'Jefe dd Departarnento. . .. 
DR. ALFONSO NAPOLES G'ANDiARA .. 



'' 

M. en C. Alberto Barajas Celis, 
Director ele la Facúltad de Ciencias, 

Presente. 

Después de estudiar detalladamenteJa Tesis .de :Maestra en · 
Ciencias Matemáticas pre$eritada por Ja :alumna J uanita Mer­
cado Do111énech, •la encuentro sátisfactoria y creo que • re-. 
presenta un esfuerzo muydigno de elogio de parte de la so1ici" 
tat}te, No tengo que sugerir rlinguná corrección, ni cambio Cn 
el trabajo presentado por la Srita. Mercaclq. 

Aprovecho la oportunidad para reiterarle las seguridades de . 
mi atenta y distingt1ida considcira,ción. 

''POR' MI RAZA HABLARA EL E$Prn:n:u·· 
' ' 

México, D. F;, 13. de octul)re de 1947 

DR. CARLOS GF.AEF FERNA:NDEZ 
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Señor Doctor Don Alfonso Nápolcs Gándara, Jefe 
de!Depto~ de lvlatemáticas de la Facultad de Ciencias, 

. Presente. 

Me permito informar a t1sted que he revisado el trabajo de~­
arrollado por la Sri ta. María del. Pilar J tmnita l\lercado Dónic~ · 
nech, intitulado: l<EPRESENTACIQN·DE UNA SUPEh.FICIE 
SOBRE OTfü\ SUPERFICIE", cot\10 Tesis para optare! gi-<1- ·. 
do de l\faestra en Ciencias :Matemáticas, el cual reúrÍe fos re~ · 
quisitos necesarios; por Jo que le doy mi aprobación. 

Sin otro particular, reitero a üstcd las· seguridades 
consideración distiilguida. 

"POR l\lI RAZA Hi\BLARA.EL ESPIRITlY' 

l\Iéxico, D. F., a 31 de octubre de 1947 

El Director, 

l\L en C.· ALBER1'0 BARAJAS·c. 
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Al. señor Don Alberto Barajas Celis, 
. Director de la Facultad de ·Ciencias 
de la Universi<lad Nacional ele i\~léxico. 

Presente. 

En contestación de su atento Oficio ele 9 del presen~te, tengo 
.el placer de coinllnicar a ústed que despúes de leer el trabajo 
dsan'ollado por la S1;ita. ·María.del·.·Pilar J11anita .Mercado Do~ 
mérlcch intitulado "REPB."ESE.L~TACTONDE ÚNA SUI;>ERFI­
cm SOBRE O'fRA SUFERFICJE" debo infon;1arle que e11.mi 
concepto satisface ampliamente los rec¡uisitos púa Tesis par'á el 
examen final ele Maestra en Ciencias Mátemáticas. · ... ·. 

Al ponerlo en. conoci1~1ietitode usted .. aprovecho esta.opor- · 
tuniclad para reiterarle las seguridücl6 de. mi atentá y <listin~ 
guida c.onsicleradón y respeto. • . . 

. ,. 
l.\TéX.ico, D. F'., 19 de octubre de 1947 · 

J\IL en Ciei1cias ~Iat~~~fricas,: :' 

ENRlQUETA.GONZ.'\LE:ZBAZ .. 
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