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INTRODUCCION

Los anillos regulares fueron definidos por J. von Neumann con el propésito de “co-
ordinar” ciertas reticulas, en ¢l sentido de que una reticula L es “coordinada” por un
anillo regular R si L es isomorfa a la reticula de todos los ideales principales derechos
de R. Son muchas las clases en que se ha subdividido a los anillos regulares como son:
anillos regulares abelianos, directamente finitos, continuos, Rg-continuos, autoinyectivos
y algunas otras. Una de estas clases que ha sido estudiada por diversos autores es la
de los anillos regulares autoinyectivos. Diversos hechos nos muestran la importancia de
tales anillos entre los que destacan los siguientes:

a) El anillo maximo de cocientes de un anillo no singular, es regular autoinyectivo.

b) El anillo de endomorfismos de un mddulo inyectivo no singular, es regular au-
toinyectivo.

c¢) Cada categoria espectral es equivalente a una categoria de R-mddulos inyectivos
no singulares para algiin anillo R, regular autoinyectivo.

En [10), Kaplansky desarrolla una teoria de tipos para anillos de Baer (en particular,
para anillos regulares autoinycctivos) donde define tres tipos bdsicos: tipo I, II y III,
haciendo porteriormente una subdivisién de los primeros dos tipos: tipo Iy, I, IIs y
Il... De esta forma, con anillos de cinco tipos bédsicos es posible estructurar cada anillo
regular autoinyectivo. Esta tcorfa fué basada en un trabajo de Murray y von Neumann
[12], los cuales hicieron dicha clasificacién para ciertas adlgebras (conocidas como W*-
algebras); su clasificacién dependia de los valores de ciertas funciones que ellos llamaron
“funciones de dimensién”.

El trabajo de Kaplansky ha sido tomado por varios autores para desarrollar teorias
de tipos en otros contextos. En [18], Roos clasifica a las categorias espectrales en los

tipos de Kaplansky y la teoria de tipos para anillos regulares autoinyectivos se puede
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Introduccidn 2

deducir de aqui. En [9], Goodearl y Boyle desarrollan una teoria de tipos para R-
mddulos inyectivos no singulares. La idea basica radica en el hecho de que para cada
R-mddulo inyectivo no singular, su anillo de endomorfismos es regular autdiuyectivo ¥
como tal, puede clasificarse en los tipos de Kaplansky; investigan entonces las condiciones
internas que debe satisfacer el mddulo para que su anillo de endomorfismos sea de un

tipo determinado.

En el presente trabajo, hacemos una generalizacién de la teoria de Goodearl y
Boyle, por medio de cadenas de clases de anillos regulares autoinyectivos, que llamaremos
Teorias de Tipos, las cuales satisfacen ciertas propiedades de cerradura: probamos que
inducen una descomposcién de cada R-mddulo inyectivo no singular en n tipos (depen-
diendo del tamaiio de la cadena) y en particular de cada anillo regular autoinyectivo.
Como consccuencia se obtiene una descomposicién para las categorias espectrales, como
un producto directo de categorias espectrales sobre anillos de cada uno de los tipos. Esta
Teoria General de Tipos es llevada a otro contexto: la reticula de generalizaciones de
la teoria de torsidén de Goldie. En [15] 3 [17], Raggi y Rios prueban que cada reticula
gen(T4(It)) es isomorfa a la reticula de idempotentes centrales de un anillo regular au-
toinyectivo @@; claramente esto sugicre que podemos reflejar la teoria de tipos de @ sobre

gen(Tg¢(R)) ¥y reciprocamente.

El trabajo estd dividido en cinco capitulos. El capitulo I estd dedicado a exponer
conceptos y resultados preliminares sobre R-mddulos inyectivos no singulares y sobre las
teorias de torsién. El capitulo Il es de cardcter introductorio a la teoria de tipos de
Kaplansky, aunque seguimos la exposicién de [9]. En el capitulo III, se expone la Teoria
General de Tipos y entre los resultados que se prueban estin teoremas de descomposicién
para R-mddulos inyectivos no singulares, anillos regulares autoinyectivos y categorias es-
pectrales, que generalizan a la descomposicién de Kaplansky en los tipos I, IT y III; al
final del capitulo se obtiene también, una generalizaciéon del refinamiento en la descom-
posicidén de los anillos I ¥ II. En el capitulo IV, se definen las teorias de torsién de cada
uno de los tipos y se prueba que éstas descomponen a la reticula gent,. Se prueba que

las teorias de torsién de cada tipo, definen subintervalos de gent, y se obtienen nuevas
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condiciones, en términos de la reticula gen(7,(.R)), para determinar el tipo de un anillo
regular autoinyectivo. En el capitulo V, se dan ejemplos de teorias de tipos para obtener
teoremas de estructura de los anillos regulares autoinyectivos. Es importante senalar que
con esta Teoria General de Tipos. por cada teoria de tipos que se tenga en mano, se
pueden obtener nuevos teoremas de estructura para anillos regulares autoinyectivos.
Finalmente quiero expresar mi agradecimiento al Dr. José Rios MNontes y al Dr.
Francisco Raggi Céardenas por el apoyo que me han brindado, no solamente durante
el desarrollo de este trabajo, sino desde afios atras. Asimismo, deseo hacer mencién
explicita del hecho que durante la elaboraciéon de este trabajo, he sido becario en el
Instituto de Matematicas de la Univ. Nac. Aut. de México, con el apoyo econdémico

otorgado mediante el programa P.S.P.A.




CAPITULO X

CONCEPTOS PRELIMINARES

En este capitulo, veremos los conceptos basicos que necesitaremos conocer y a los
cuales haremos referencia en capitulos posteriores.

La mayor parte de éstos, pueden
encontrarse en {6}, [9] ¥ [19]. Durante todo el trabajo. R denotard un anillo asociativo

con 1 ¥y Mod — R la categoria de los R-mddulos derechos. Abusando de la notacidn,
M € Mod — R significa que M es un objeto de dicha categoria v si M, N € Mod -~ R
entonces f: M — N significa que f € Homp(M,N).

Usaremos la notacién N . A
para denotar un submodulo esencial de M y E(N) para la capsula inyectiva de N.

8§1. MODULOS INYECTIVOS NO SINGULARES.

En esta seccion haremos un breve estudio de la categoria de los R-mdédulos inyectivos
no singulares.

Se suponen conocidos resultados basicos sobre submddulos esenciales y
R-mdédulos no singulares, los cuales pueden encontrarse en {7], cap. 1

Definicién 1.1.-

Scan N C M € AMod — R. Diremos que N es un submddulo cerrado
de M si no tiene extensiones esenciales propias en M, es decir,

Nc. NcM=N=K

Definicién 1.2.- Sean NV C M € Mod — R. Diremos que N es un subimdédulo G -cerrado
en M si M /N es no singular.

En la notacién de [}, N es G-cerrado en M si y solo si N es 13-puro en M, donde

79 denota la teoria de torsién de Goldie. Usaremos L*(M) para denotar el conjunto de

todos los submodulos G-cerrados de M; L*(A{) no es vacio ya que contiene a M.

Observaciones:
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i) En vista de que producto directo de mddulos no singulares es no singular, se sigue
que L*(Al) es cerrado bajo intersecciones arbitrarias.

ii) Por (i), dado cualquier submdédule NV ¢ Af vemos que hay un menor submédédulo
G-cerrado en M que contiene a N. Lo llamamos la G-cerradura de N en M. En la notacién
de [6], la G-cerradura de N en M es la 7 ,-purificacién de N en M.

Cuando M satisface ciertas condiciones,

es facil dar caracterizaciones de la G-
cerradura de un submddulo N en M.

Proposicién 1.3.- Sea Mg no singular ¥y N C Af. Para K C M, las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

i) i es la G-cerradura de N en M.

W) N C. Ky IV € L*(M).

Demostracién.- Ver prop. 1.1 [9].

Proposicién 1.4.- Sean Mp inyectivo no singular y N C M. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

i) N es inyectivo.
iy N € L*(M).
iii) N es un submddule cerrado de M.

iv) N es un sumando directo de M.
Demostracién.- Ver prop 1.3 [9].
Asi, para Mp inyectivo no singular los submédulos cerrados y los G-cerrados coinci-

den, siendo ademads los sumandos directos. Esta proposicién junto con la prop. 1.6 serdn

utilizadas durante todo el presente trabajo sin hacer mencién especifica de ello.
Notacién:

Para un anillo R, Mod — (R, 75) denotara la subcategoria plena de Mod — R cuyos
objetos son los R-mddulos derechos inyectivos no singulares. Como es costumbre, M &

Mod — (R, 74) significa que M es un objeto de dicha categoria.
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Proposicién 1.5.- Sean M € Mod — (R,73) y N C M. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

i) AV es la G-cerradura de N en M.

W N CMy R =E(N).

Demostracién.- Se sigue de 1.3 y 1.4.

Proposicién 1.6.- Si M, N € Mod — (R, 7,) ¥y f: M — N entonces kerf € L*(M) y
(M) e L*(NV).

Demostracién.- Ya que M/kerf =~ f(Af) es no singular entonces kerf € L*(AM). Por

otro lado, M = kerf @ f(M) y por lo tanto f(M) € Mod — (R, 7g), de donde es claro
que f(M) e L*(M).

Esta dltima proposicidén nos muestra que cualquier morfismo f: M — N en AMod —
(R, 14) tiene nicleo e imagen en la categoria Mod — (R, 74) ¥y de hecho, éstos coinciden
con el nicleo e imagen de f en Mod— R. Por lo tanto, f es monomorfismo (epimorfismo)
en Mod — (R, 14) si y solo si f es monomorfisimo (epimorfismo) en Mod — R y de aqui

que no hay peligro de confusién al hablar de monomorfismos (epimorfisinos) en Mod — R
para objetos de AMod — (R, 74).

Corolario 1.7.- Si M,N € Afod — (R,7;) entonces Homg(M,N) = 0O si y solo si
Homp(N,AM) = 0.

Proposicién 1.8.- Si M € Mod — (R, 7y) entonces L"(M) es una reticula modular,
completa y complementada, con infimos dados por intersecciones, supremos finitos dados

por sumas y supremos arbitrarios dados por la G-cerradura de la suma.

Demostracién.- Ver prop. 1.6 [9].

. El siguiente teorema es un hecho bien conocido y omitimos su prueba.

Teoremas
mas generales pueden encontrarse en [2] ¥ {13].

Teorema 1.9.- Para cualquier M € AMod — (R,7;), Endr(M) es un anillo regular
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autoinyectivo derecho.

Proposicién 1.10.- Si M € AMod— (R, 75) y N C A es submddulo totalmente invariante
entonces existe € € Endpr(Af) idempotente central tal que e(Af) es la G-cerradura de N

en M.
Demostracién.- Ver prop. 1.9 [9].

Corolario 1.11.- Si Q es anillo regular autoinyectivo derecho y J C Q es ideal bilateral
entonces la G-cerradura de Jg en Q¢ es un ideal bilateral generado por un idempotente

central.

Corolario 1.12.- Si M € Mod — (R, 73), N C M y T = Endr(M) entonces N es un
submddulo cerrado en M y totalmente invariante si y solo si existe e = €2 € T central tal

que N = e(Ad).

Proposicién 1.13.- Si QQ es anillo autoinyectivo derecho entonces cada M &€ Aod — Q

no singular y finitamente generado es proyectivo e inyectivo.

Demostracién.- Consideremos una sucesidén exacta

00— N — Q" — M — 0
con n > 0. Como M es no singular entonces ' € L*(Q") y ya que Q" es Q-mddulo
derecho inyectivo se sigue entonces que K es sumando directo de Qm, obteniendo el

resultado.

A continuacién, hacemos un breve estudio de la categoria Mod — (R, 7,). Para un

estudio mas detallado ver {4], [9] y [19].

Proposicién 1.14.- La categoria M od— (R, 1,) es abeliana con productos y coproductos,
donde si {M,} € Mod — (R, 7;) entonces el producto es el producto directo [[ M, y el
coproducto es E(P M, ).

Demostracién.- Ver prop. 1.11 y 1.12 de [9].
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Definicién 1.15.- Una categoria abeliana cocompleta C es una categoria espectral si

tiene un generador, los limites directos son exactos y cada sucesién exacta corta se
escinde.

Proposicién 1.16.- Afod — (R, 7;) es una categoria espectral.

Demostracién.- Ver prop. 1.13 de [9].

Gabriel 3y Oberst prueban (ver [4]). que toda categoria espectral tiene la forma de
Mod — (R, 75). Més precisamente, tenemos:

Teorema 1.17.- Una categoria C es una categoria espectral si 3 solo si existe un anillo
regular autoinyectivo derecho @ tal que:

C ~ Mod — (Q.75(Q))

En particular, dado cualquier anillo R existe un anillo regular autoinyectivo derecho
Q tal que Mod — (R.7,{R)) ~ Mod — (Q,7,(Q)). De hecho, Goodearl y Boyle (ver
{9]) prueban que existe un tal anillo Q tal que Mod — (R, 75(R)) = Mod — (Q, 74(Q))-
En la terminologia de {19] ¥ de acuerdo a la pruecba de Goodearl y Boyle, se ve que

Q = Qmaz(R/t:,(R)).

Teorema 1.18.-

Sean Q3 y Q2 anillos regulares autoinyectivos derechos. Euntonces
Mod — (1, 74(C1)) ~ Mod — (Q2,74(Q2)) si ¥ solo si existe M € Mod — (Q2, 1,(Q2))
fiel, tal que Endg, (M) =~ Q,.

Demostracién.- Ver prop. 1.18 {9].

§2. TEORIAS DE TORSION

En esta seccidén, veremos los conceptos y resultados basicos acerca de las teorias de
torsion en Afod — R. El concepto de teoria de torsién aparece en diversas formas en
la década de los 60's, con los trabajos de Dickson ({1}), Gabriel ({3]) ¥ Maranda ([11]).
En esta seccidén, no daremos las demostraciones de las proposiciones ni las referencias de

éstas, ya que el lector interesado puede consultar cualquiera de los libros sobre el tema
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(ver [5], [6] & [19]).
Una forma de introducir el concepto de torsién, es mediante un funtor ¢: AMod — R —

Mod — R, el cual asocia a cada mddulo Mz un submddulo de torsién #(AS).

Definicion 1.19.- Un prerradical » de AMod — R es un subfuntor del funtor identidad
Z\T

sobre AMod — R, es decir, para cada mddulo A r se tiene que r(Al) C AL y si f: M —

entonces f induce por restriccién r(f): r(Af) — (V).

La clase de todos los prerradicales de AMod — R es una reticula completa, donde se
definen:
i)ry S re < ri(M) Cr2(M), VAL € Mod — R.
la

ii) Si {ra} es una familia de prerradicales entonces el supremo > r, se define por

regla (3 ra)(M) = D roa(M) y el infimo MNre como (((ra)(AM) = (ra(AdL).

Definiciéon 1.20.- Un prerradical r se llama idempotente si » = 72, es decir, si r(r(A))

(M), VM € Mod — R y se llama radical si 7(AL/r(M)) = 0,VAL € Mod — R.

Dado un prerradical r, podemos asociarle dos clases de R-mddulos derechos, como

sigue:
7, ={M &€ Mod -~ R | r(M) = M}
Fr={M € Mod — R | r(M) = 0}

cerrada bajo cocientes y sumas directas y A es cerrada

Proposicién 1.21.- 7, es
En particular, si M € 7T, y N € K entonces

bajo submddulos y productos directos.
Homp(Ad,N) = 0.
Una clase C de R-mddulos derechos que es cerrada bajo cocientes y sumas directas se

llama una clase de pretorsidn y en caso de que sea cerrada bajo submédulos y productos

directos, se le llama clase libre dec pretorsion.
Dada C una clase de pretorsidén, a cada A € Mod — R podemos asociarle un

submédulo ¢(A) como sigue:
HM)=SH{NCAM|NecC}
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Claramente t(Af) € C y t(M) es el mayor submddulo de M perteneciente a C. Asi,

C define un prerradical t de Mod-R y es obvio que t es idempotente. Tenemos entonces
que:

Proposicién 1.22.- Hay una correspondencia biyectiva entre los prerradicales idempo-
tentes de Afod — R y las clases de pretorsidn sobre Afod — R

Obviamente cuando el funtor r satisface mas condiciones, ésto repercute directa-
mente sobre T, y viceversa.

Proposicién 1.23.- Para un prerradical r las siguientes condiciones son equivalentes:
i) r es un funtor exacto izquierdo.

1) Si N C M € AMlod — R entonces r(N) =r(AdY N V.

iii) r es idempotente y 7, es cerrada bajo submddulos.

Cuando una clase de pretorsidn es cerrada bajo submddulos, se llama clase de pre-

torsidn hereditaria. La prop. 1.22 y 1.23 nos dicen entonces que:

Corolario 1.24.- Hay una correspondencia biyectiva entre los prerradicales exactos

izquierdos de AMod — R y las clases de pretorsién hereditarias sobre AMod — R.
Definicién 1.25.-

Una teoria de torsién v para Mod — R es una pareja (77,%) de
clases no vacias de R-mdédulos derechos tales que:
DYAMeT, y Ne AFA=Homp(M,N)=0.

i) Homp(M,N)=0,YN € F = M € T,.
i) Homp(M,N)=0,VM € T = N € F.

A la clase T, se le lama clase de T-torsién, consistente de R-méddulos de r-torsidén,

mientras que a F se le llama clase 7-libre de torsién, consistente de R-mddulos r-libres
de torsidén.

Proposiciéon 1.26.-

Para una clase no vacia 7 < Mod — R, las siguientes condiciones
son equivalentes:
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i) 7 es una clase de torsién para alguna teoria de torsién.

i1) 7 es cerrada bajo cocientes, sumas directas y extensiones.
Andlogamente tenemos:

Proposicién 1.27.- Para una clase no vacia F C Mod — R, las siguientes condiciones
son equivalentes:
i) F es una clase libre de torsidén para alguna teoria de torsién.

ii) F es cerrada bajo submddulos, productos directos y extensiones.

De este modo, dada una teoria de torsién 7, 7 es una clase de pretorsién y en
particular, dado M € Afod — R existe un mayor submddulo t,.(Af) C AL perteneciente a
7., el cual es llamado submddulo de 7-torsién de M. Un maddulo N es 7-libre de torsidn si
¥ solo si t.(N) = 0. Es fdcil checar ademas, que el prerradical ¢, es un radical. Tenemos

entonces que:

Proposicién 1.28.- Hay una correspondencia biyectiva entre los radicales idempotentes

de A od — R y las teorias de torsién sobre Afod — R.

Cuando 77 es hereditaria decimos que la teoria de torsiéon (7,.7) es hereditaria.
Por la prop. 1.23, sabemos que ésto sucede si 3 solo si el radical asociado ¢, es exacto

izquierdo. Tenemos entonces que:

Proposicién 1.29.- Hay una correspondencia biyectiva entre las teorias de torsién

hereditarias en Afod — IR y los radicales exactos izquierdos de Adod — R.

Se ha definido una teoria de torsién hereditaria cuando la clase de torsiéon 7, es
cerrada bajo submddulos, pero usando la prop 1.23 no es dificil ver que ésto es equivalente
a que la clase libre de torsién sca cerrada bajo cdpsulas inyectivas. De este modo, las
proposiciones 1.26 y 1.27 siguen siendo vidlidas si cambiamos teoria de torsién por teoria
de torsién hereditaria ¥ a los incisos (il) afiadimos las peticiones de que 7, sea cerrada

bajo submdédulos y A bajo cipsulas invectivas, respectivamente. Se sigue entonces que:
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Proposicién 1.30.- Si 7 es una teoria de torsién hereditaria entonces:
i) M € T, & Homp(AM,E(N)) = 0,VN € F.
ii) N e A/ < Homp(AM,E(N))=0,VAl € T,.

De aqui en adelante, todas las teorias de torsidn que consideraremos seran teorias
de torsidén hereditarias. Si 7 es una teoria de torsién y M € Afod — R, una familia
distinguida de submddulos de M es la que contiene a todos los submddulos N C AL tales
que AM/N € T,. Si AM/N € 7. entonces se dice que N es 7-denso en M. En particular,
considerando el R-mddulo derecho Ry, un ideal derecho I € R es 7-denso en R si
(R/I)r € T.. Usaremos la notacidn:

L,={Ip C R|Ies 7-denso en R}

Las propiedades basicas de £, se resumen en la siguiente:

Proposicién 1.31.- Si 7 es una teoria de torsién en Afod — R entonces:
i)SiTel,yz€ Rentonces (I :xy={reR|arel}l e L,
W)SiICc Ry J e L, son tales que (I : ) € £, para todo x € J entonces I € L,.
iii)SiI,J € L, entonces INJ e L.
iv)Si I,J € £, entonces IJ € L.
v)SilTeLl,elICJC Rentonces J &€ L.

Cuando un conjunto no vacio £ de ideales derechos de R satisface (i) y (ii) de la

proposicién anterior, se le llama filtro de Gabriel de R (algunos autores les llaman filtro

idempotente).

Proposicién 1.32.- Hay una correspondencia biyectiva entre las teorias de torsidn

sobre Mod — R y los filtros de Gabriel de R.

Como corolario de esta proposicidon, tenemos que las teorias de torsién sobre M od— R
forman en realidad un conjunto.

Otro conjunto de submddulos distinguidos de M es el que contiene a todos los
submddulos N C M tales que AI/N € F. Cuando Af/N € F, diremos que N es 7-

puro en M. En vista de que A es cerrada bajo productos directos, es claro entonces que
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el conjunto de submdédulos r-puros de M, es cerrado bajo intersecciones arbitrarias. Asi,
dado N C M, existe un menor submddulo 7-puro en M que contiene a N, al cual se le
conoce como la r-purificacién de N en M. Es fdcil ver que si H es la m-purificacién de N
en M entonces H/N = t (M /N). En particular, ¢t,(Af) es la 7-purificacion de 0 en M.

Otro aspecto importante es la estructura de reticula completa del conjunto de teorias
de torsién sobre Afod — R.

Definicién 1.33.- Sean 7,0 teorias de torsién. Diremos que 7 < o si tr < t,, es decir,

it (M) < to(M),VM € Mod — R.

Proposicién 1.34.- Sean 7, o teorias de torsién en Mod— R. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

)yr<o.

W7, c7,.

i) o C FH.

iv) L, C L,.

Ademads, si {Ta} es una familia de teorias de torsién se definen A1, y V7o como sigue:
NTnre = [ Tra
) Rir =) Fra

Teorema 1.35.- El conjunto de teorias de torsién es un marco, es decir, una reticula

completa donde:

TA(VTe) = V(T A Ta)

para cualesquier 7, 7o tecorias de torsién.

En particular, el conjunto de teorias de torsién forma una reticula distributiva.

Si C € Mod — R, entonces hay una menor teoria de torsién, denotada por £(C)
tal que C C Tg(c). Obviamente, £(C) = A{r7 | C C 7;}. De la misma forma, hay una
mayor teoria de torsién, denotada por x(C), tal que C C F(c)- En este caso, tenemos

que x(C) = Vv{r | C C A}. A £(C) se le llama la teoria de torsién generada por C y a
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x(C) la teoria de torsién cogenerada por C. Claramente, otra forma de obtener £(C) es
la siguiente: definimos la clase libre de torsién,

Fewey ={N € AMMod — R| Homp(AL,E(IN)) =0,VAL €C}
vy la clase de torsién como corresponde. Algo similar podemos hacer para x(C). Es claro
que £(0) es el elemento menor del conjunto de todas las teorias de torsién y se denota
simplemente por £, mientras que \(0) es €l eleimento mayor y se denota por X.

Cuando la clase de torsidn 7, es cerrada bajo productos directos, se dice que T es
una teoria de torsién TTF. En este caso, el filtro de Gabriel de R tiene una base que
consiste de un ideal bilateral idempotente, a saber,

I =(\W{Jr < R|J es r-denso}
Reciprocamente, si I < R es un ideal bilateral idempotente entonces el conjunto
L={JpcCcR|ICJ}
es un filtro de Gabriel y la teoria de torsidén asociada es TTF.

Claramente, el conjunto de teorias de torsién TTF es cerrado bajo infimos arbitrarios

¥y en vista de que éste conjunto es no vacio (pues contiene a x) entonces dada cualquier

teoria de torsién 7, existe una teoria de torsidn TTF minima, denotada por 7, tal que
T < 7T; a T se le conoce como la cdpsula TTF de r.

Cuando la clase de torsidén 77 es cerrada bajo capsulas inyectivas, se dice que 7 es

una teoria de torsién estable. En [3], sc puede encontrar la siguiente caracterizacién de
las teorias de torsidn estables:

Proposicién 1.36.- Seca T una teoria de torsién en Mod — R. Las siguientes condiciones
son ecuivalentes:
i) T es estable.

ii) t-{ M) es un sumando directo de M, para cada Mp inyectivo.

Diversas caracterizaciones y un estudio mas amplio de las teorias de torsidn estables
se puede encontrar en [6] y [19].

Una de las teorias de torsién mads importantes es la teoria de torsién de Goldie. Es

bien sabido, que si consideramos la familia de todos los R-mddulos derechos no singu-



Capitulo 1: Preliminares 15
lares, esta familia es cerrada bajo submddulos, productos directos, capsulas inyectivas y
extensiones y por lo tanto, es una clase libre de torsidn para alguna teoria de torsién,

que es conocida como la teoria de torsion de Goldie y se le denota por 7,. Los siguientes
hechos son bisicos acerca de la teoria de torsién de Goldie:

Hr=6{R/I|Ig c. RD.

ii) x(R) < 75. A la teoria de torsién x(R) se le conoce como la teoria de torsién de
Lambek.

iii) El radical exacto izquierdo asociado a 7, es Z( ). el cual queda definido por la
regla: Z(M)/Z(M) = Z(M/Z(M)). En particular, si M es singular entonces M € Tr,.

iv) Si R es no singular derecho entonces 7, =

= x(R),Z(M) = Z(M), para todo
MeMod—RyL,,={ICR|IrcC. R}

Ademasds de estos hechos bisicos, podemos encontrar en la literatura, los siguientes
resultados:

v) Cada 7 = 15 es una teoria de torsién estable (ver [6]).

vi) La capsula TTF de 74 es:

Ty = xX({S5 € Simp — R | S es proyectivo})
donde Simp-R denota un conjunto fijo de representantes de las clases de isomorfismo de
R-mddulos derechos simples (ver [14] para una demostracion de este hecho).

Otra teoria de torsidén importante es la teoria de torsién de Goldman, que se define
como:

Tap = E({S € Simp — R | 5 es proyectivo})

El radical asociado con 7., ¢s la componente proyectiva del zoclo, es decir, t,, (M) =
socp(M) = 5S°{5 C M | S es simple proyectivo}. En [14] pucde encontrarse un estudio
mas detallado de la teoria de torsidén 7., ¥ su relacién con 7,.

Dada L una reticula completa, decimos que 0 % a € L es un atomo en L, si para
todobe L, 0 <« b € aimplica que a = b. En forma dual se definen los codtomos. La
reticula L se dice que es atdmica, si para cada 0 # b € L existe a < b con a atomo de L;

se dice ademais que L es localmente atédmica. s1 cada elemento de L es unién de Atomos.

Es facil ver que en el conjunto de teorias de torsidn los dtomos son las teorias de



Capfiulo 1:

Preliminares 16
torsidn simples, es decir, las de la forma £(S) donde § € Simp — R; as{ también es facil
ver que esta reticula es atdmica.

En general, si ¢ > 7 es un atomo del intervale (v, x) (donde (T,\) = gen(+) = {o }
T < o < \}) se dice entonces que ¢ es un T-Atomo.

Si M € AMlod — Res tal que M € R vy 7V E(M) es Tdtomo se dice entonces que M

es - Amoddulo. La demostracidén de las signientes proposiciones pueden encontrarse en
[16}.

Definicién 1.37.-

Sean AL € Mod — R ¥y T una teoria de torsién. Decimos que Ad es
T-cocritico si Al € F y para todo 0 # N C M se cumple que M /N € T,
Proposicién 1.38.-

Si M es r-cocritico entonces M es 7- A mddulo.

Proposicién 1.39.- Si M, N € AMod-— R son - Amddulos entonces TV E(AM) = 7V E(NV)
st ¥ solo si x(AL) = N(N ). En particular, si M es m-A-mddulo y N C M entonces:
i) N #0 = N es 7~ Amddulo y x(N) = x(M).

i) N m-puroen M = AL/N es m- Amddulo y ademids (AL /N) = x(AL).



CAPITULO IT

TEORIA DE LOS TIPOS DE KAPLANSKY

En este capitulo, veremos los resultados bédsicos acerca de la teoria de los tipos de Ka-
plansky para anillos regulares autoinyectivos derechos aunque seguiremos el lineamiento
marcado por Goodearl y Boyle en [9]. donde se trata una teoria de descomposicién en

varios tipos para R-mddulos inyectivos no singulares, obteniendo como caso particular

la descomposicién para anillos regulares autoinyectivos. El capitulo estd dividido en 5

secciones, las cuales forman parte de varios capitulos de [9]. Cada una de las demostra-

ciones pueden encontrarse ahi. La notacidén N «— AJ se usard para abreviar el hecho de
que existe un monomeorfismo f: N — AL

§1. MODULOS ABELIANOS Y DIRECTANMENTE FINITOS.

En esta seccién, damos las definiciones de R-médulo abeliano y directamente finito
asi como sus propiedades bésicas.

Definicién 2.1.- Un anillo regular R se llama abeliano, si todos sus idempotentes son

centrales. Un idempotente ¢ € R se llama abeliano si ¢l anillo eRe es abeliano. Si R es

un anillo y M € AMod — (R, 174), M se llama abeliano si T = Endpr(M) es anillo abeliano.

Por ejemplo, cualquier anillo con divisién es abeliano, asi como cualquier anillo de

Boole.

Teorema 2.2.- Sca M &€ Mod — (R, 74). Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) M es abeliano.
ii) L* (ML) es una reticula distributiva.

iii) Submddulos de Af cerrados e isomorfos, son iguales.

—17 -
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iv) Si My, Ady € L*(AL) y ALy N Af2 = 0 entonces Homp(M,. M) = 0.

Corolario 2.3.- Sea R un anillo. Entonces:
i) Sean N, Al € Mod—(R.7;) con N — AI. Si A es abeliano entonces NV es abeliano.
ii) Sea {AM,} C Mod — (R.7,). Entonces E(P Al,) es abeliano si y solo si cada A,
es abeliano y Homp(AMs,.Al3) = 0 si a 5% 3.

Definicién 2.4.- Un anillo R se llama directamente finito si:
Vr,y € R(zy =1 = yr = 1)
Un idempotente ¢ € R se llama directamente finito si el anillo eRe es directamente
finito. Un mdédulo Al € AMod — (R, 71y) es directamente finito si el anillo Endgr(Al) es

directamente finito.

Por ejemplo, cualquier anillo semisimple es directamente finito y en [20] se prueba

que cualquier anillo autoinyectivo izquierdo y derecho, es directamente finito.

Teorema 2.5.- Sea M € Mod — (R, 7,). Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) A es directamente finito.
ii) Si N € L*(Ad) con N =~ Al entonces N = Al

11i) Si N € L*(M) con N =~ N & N entonces N = 0.

Noétese que la condicidn (ii) del teorema 2.5 es una buena justificacién del nombre direc-

tarnente finito.

Corolario 2.6.- Sea R un anillo. Entonces:

i) Si M € Alod — (R, 7;) cs abeliano entonces M es directamente finito.

ii) Sean NV, Al € Mod — (R, 7y) con N «— AL. Si M es directamente finito entonces
N es directamente finito.

iii) Sea {Al,} C Mod — (IR, 74) con Homp(Ma,AMz) = 0 si o % 3. Entonces

E( AfL,) es directamente finito si y solo si cada Af, es directamente finito.
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§2. CUBIERTAS CENTRALES E IDEMPOTENTES FIELES.

Comno es costumbre, usaremos B(R) para denotar al conjunto de idempotentes cen-
trales de R. Es bien sabido que B(R)} es un algebra de Boole, bajo las operaciones:
enf=cf.eVf=€c+f—efye =1-—c. El orden parcial en B(R) esta dado entonces
por: e X f < ef =

e < eR C fR. Cuando R es regular autoinyectivo, se puede probar
que B(.R) es ademais, una reticula completa.

Proposicién 2.7.-

Sea (@ un anillo regular autoinyectivo derecho » @ # {e;} C B(Q).
Entonces:

1) Existe € = Ae; € B(Q) ¥ @ = ((e:Q. Mas atin, VAL € AMod — (R, 73) se cumple
que Afe = AMe, (en L*(AI)).
ii) Existe f = Ve, € B(Q) vy fQ es la G-cerradura de 3 €,Q en Q.

Mas atin,
VM € Mod — (R, 74) se cumple que M f = VAle; (en L*(N)).

Observacidén:

i) Sean 2 un anillo regular autoinyectivo derecho y Al € Mod — (Q, 7,(Q2)). Ya que
M es no singular, ¢l anulador de M, (Al : 0) = {g € Q | Mg = 0} es un ideal bilateral
de @ ¢l cual pertencce a L™(Q@ ). De acuerdo al corolario 1.11, (A : 0) = (1 — ) para

algn e € B(Q) y notamos ademads que ¢

=A{f e B(Q)| M1 — f) =0} es decir, e es

el menor idempotente central en @ el cual actiia como la identidad en AL,

Definicién 2.8.- Sea ¢ € @ como arriba. Al idempotente e se le llama la cubierta
central de AL y es denotado por ce(A).

Nétese que la cubierta central se define i\inicamente cuando el anillo en cuestién,

es regular autoinyectivo derecho. Las propiedades basicas de las cubiertas centrales se
enuncian en la siguiente:

Proposicién 2.9.- Sea Q un anillo regular autoinyectivo derecho y sean A, N € Mod —

(Q,74(Q)). Entonces:

i) Si N «— A entonces cc(N) << cc(M).
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i) Homp(Ad,N) =0 < cc(A) L cc(N).
1ii) Si {AMa} C L7 (Ad) entonces ce(VAML,) = Vec( AL, ).

Definicién 2.10.- Sea R un anillo regular y sea ¢ = e € R. Decimos que € es un

idempotente fiel si:

Vf € B(R)(fe=0=> f =0)

Por cjemplo, si @ es un anillo regular autocinyectivo derecho y primo entonces por
9.6 [8], sabemos que¢ B(Q) = {0,1} ¥ de aqui que todos los idempotentes distintos de O
son fieles.

Necesitamos una caracterizacién alternativa de los idempotentes fieles. El siguiente
lema nos resulta 1itil no solo para probar la siguiente proposicién, sino algunos teoremas

del siguiente capitulo.

Lema 2.11.- Sean M € Mod — (R,7,) ¥y 0 % X C L*(M) cerrado bajo monomorfismos
(en L*(AL)). Entonces > X C,. A si y solo si para todo 0 # N € L*(AM) existe
K e X\ {0} tal que ' < N.

Proposicién 2.12.- Scan M € Mod — (R, 7;), T = Endpr(d) y e = ¢2 € T. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

i) e es idempotente fiel.

i1) Te es T-mddulo izquierdo fiel.

iii) e¢7T es T-mddulo derecho fiel.

iv) TelMl C. M.

v) Para todo 0 % N € L*(Af) existe 0 3% K € L*(M) tal que I\"C N y K < elM.

§3. MODULOS DE LOS TIPOS I, IT Y IIL
En esta seccion, veremos los conceptos de anillos de los tipos I, II y II1, algunos ejem-

plos de ellos, asi como sus propiedades bdsicas. Seguiremos con el lineamiento marcado

por Goodear]l y Boyle en [9].
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Definicién 2.13.- Un anillo regular R es del tipo I si R contiene un idempotente
abeliano y fiel. Si R es un anillo y M € Afod — (R, 7y), decimos que A es del tipo I si
FEndp(M) es anillo del tipo L

Por ejemplo, cada anillo regular abeliano es del tipo 1. El reciproco no es cierto; en
efecto, si R es un anillo lineal completo derecho, es decir. si R = EFndp(V’) donde V" es un
D-espacio vectorial derecho y los homornorfismos se escriben por la izquierda, entonces es
bien sabido que IR es un anillo regular autoinyectivo derecho y primo. de donde, todos los
idempotentes distintos de O son fieles. Pero si ¢ € R es la proyeccion sobre un subespacio
W C V tal que dirmp (V) = 1. entonces eRe =~ D y asi, ¢ es idempotente abeliano. Por

lo tanto, R es del tipo I. Sin embargo. R es abeliano solo cuando dimp(V7) < 1.

Teorema 2.14.- Sea M € AMod — (R, 7,). Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) M es del tipo I.
ii) Para todo 0 #£ N € L*(A]) existe 0 # I € L*(A{) abeliano tal que K < N.
i1i) S°{N € L*(AL) | N es abeliano} C. M.

Corolario 2.15.- i) Sean M,N € Mod — (R, 7;) con N < M. Si M es del tipo I
entonces N es del tipo L.

ii) Sea {AM,} C Afod — (R, 7;). Entonces E(E M, ) es del tipo I si y solo si cada
My es del tipo 1.

Teorema 2.16.- Sea @ anillo regular autoinyectivo derecho. Las siguientes condiciones
son equivalentes:
1) Q es del tipo 1.
ii) Existe S anillo regular autoinyectivo derecho y abeliano tal que:
AMod — (Q, 74(Q)) ~ Mod — (S, 74(S))
iil) Existe S anillo regular autoinyectivo derecho y abeliano y M € Mod — (S, 74(S))
tal que Q =~ Ends(A).

Definicién 2.17.- Un anillo regular R es del tipo II si R no contiene idempotentes

abelianos distintos de 0, pero contiene un idempotente directamente finito y fiel.
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Por ejemplo, sea Q@ = R/H donde R = [[M,(Dn) con D, un anillo con divisién
para toda n y H es cualquier ideal bilateral maximo de R el cual contiene a €9 A, (Dn).
entonces @ es anillo regular autoinyectivo derecho. simple 3 del tipo 11 (ver corolario

11.10 [9]).

Los siguientes resultados son los anidlogos a 2.14-2.16, pero para anillos regulares

del tipo 1L

Teorema 2.18.- Sea M € Mod — (R, 74). Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) M es del tipo IL

ii) M no contiene submddulos cerrados abelianos distintos de 0 v para todo 0 # N €
L*(M) existe 0 #% K € L~(M) directamente finito tal que K C V.
iii) M no contiene submddulos cerrados abelianos distintos de 0 ¥

ST{N € L*(Ar)| N es directamente finito} C. A

Corolario 2.19.- i) Scan Af,N € Mod — (R,74) con N « Al. Si M es del tipo II
entonces N es del tipo II.

ii) Sea {M,} C Alod — (R.7,;). Entonces E(€P M, ) es del tipo Il si y solo si cada
M, es del tipo 1I1.

Teorema 2.20.- Sea  anillo regular autoinyectivo derecho. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

i) Q es del tipo IL

i1) Existe S anillo regular autoinyectivo derecho, directamente finito y del tipo 11,
tal que

Mod — (Q, 15(Q)) ~ Mod — (S, 7,(S))

iii) Existe S anillo regular autoinyectivo derecho, directamente finito del tipo II y
M & Mod — (5,7,(5)) tal que Q =~ Endg(M).
Definicién 2.21.- Un anillo regular R es del tipo III si no tiene idempotentes directa-

mente finitos distintos de 0. Si R es un anillo y M € Mod — (R, 7;), entonces M es del
tipo 111 si Endpr(AM) es anillo del tipo 1I1.
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Por ejemplo, sea V7 un D-espacio vectorial con dimp(V) = oo ¥ sea R = Endp(V);
si Ad es el 1nico ideal bilateral maximo de R, entonces Q = Q,,.:(R/A) es un anillo

regular autoinyectivo derecho. simple 3 del tipo III.

Teorema 2.22.- Sea M € Mod — (R, 75). Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) AL es del tipo 111,
ii) A no tiene submaddulos cerrados directamente finitos distintos de O.

iii) Si NV € L*(A\) entonces N o~ V= N,

Corolario 2.23.- i) Sean M, N € Mod — (R, 7;) con N «— Af. Si A es del tipo 111

entonces /N es del tipo III.

ii) Sea {AM,} C Mod — (R, 7y). Entonces E(€D M, ) es del tipo III si y solo si cada
M, es del tipo ITI.

Teorema 2.24.- Sea @ anillo regular autoinyectivo derecho. Si @ es del tipo I, IT 6 III,

entonces cada AL € Afod — (Q,7,(Q)) es del tipo I, I1 6 III respectivamente.

§4. MODULOS DEL LOS TIPOS I;. I, II; Y II_..

En esta seccidn, definimos los anillos regulares puramente infinitos » vemos que éstos

subdividen a los anillos regulares autoinyectivos derechos de los tipos I y II.

Definicién 2.25.- Un anillo regular R es puramente infinito si no tiene idempotentes
centrales directamente finitos distintos de 0. Si R es un anillo y Al € Mod — (R, 1),

entonces decimos que A es puramente infinito si Endpr(A) es puramente infinito.

Por ejemplo, cada anillo del tipo I1I, es puramente infinito. El reciproco no es cierto;

en efecto, si ' es un campo y V un K-espacio vectorial tal que dirm-(17) = oo entonces
R = End;- (V") es un anillo del tipo I ¥ puramente infinito.

Teorema 2.26.- Sca M € AMod — (R, 7,). Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) M es puramente infinito.

i) M o~ M & M.
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ii1) AL =~ A", para toda n > 0.

iv) AL o~ E(AL(Ro)),
Definicién 2.27.- Un anillo regular es del tipo I si es del tipo I y directamente finito
¥y es del tipo I st es del tipo I y puramente infinito. Andlogamente se definen los anillos

regulares de los tipos Ily 3y Il..

= Endp(V),

Por ejemplo, si R es un anillo lineal completo derecho. digamos R =
entonces R es un anillo del tipo Iy si dimp(V7) < oo y es del tipo I si dimp (V) = oco.
El ¢jemplo de anillo @ del tipo II que vimos anteriormente, resulta ser del tipo Iy (ver
corolario 11.10 [9]) ¥ si hacemos R = E(Qg\“’)) entonces R es un anillo del tipo Il, por

el corolario 2.19 y el teorema anterior.
§5. DESCOMPOSICION EN LOS TIPOS.

Esta scccidn trata acerca de la descomposicién de los mddulos inyectivos no singu-
lares en suma directa de submddulos de varios tipos. Como consecuencia directa, se tiene
una descomposiciéon para anillos regulares autoinyectivos derechos en producto directo
de anillos de los tipos respectivos.

Lema 2.28.- Si My, M> y M3 € Alod — (R, 7;) son mddulos de los tipos I, 1I y III
entonces Hom p(M;, M ;) = 0, para i # j. '
Teorema 2.29.- Si Al € Mod — (R, 7y) entonces A sc escribe en forina \inica como

suma dirccta de submddulos de los tipos I, IT 3 III.

Corolario 2.30.- Cualquier anillo regular autoinyectivo derecho 2 se escribe en forma

tinica como producto directo de anillos de los tipos I, IT y III.

Se pucde hacer un refinamiento en la descomposicidén y la pauta es marcada por el

siguiente teoremas

Teorema 2.31.- Si M € Mod — (R, 7,) entonces M se escribe en forma tinica como
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M = Ay & A2 donde AL, es submddulo totalmente invariante directamente finito y Afz

es submddulo totalmmente invariante puramente infinito.

Teorema 2.32.- Si Af € Mod — (R, 14) entonces Al se escribe en forma 1inica como

suma directa de submddulos totalmente invariantes de los tipos Is, foo, 15, Il v III.

Corolario 2.33.- Cualquier anillo regular autoinyectivo derecho @ se escribe en forma

tnica como producto directo de anillos de los tipos Iy, Toe, Ils, Iloo v III.

Corolario 2.34.- Sea @ anillo regular autoinyectivo derecho y sea M € Alod —
(Q, 5(Q)). Entonces existen unicos €;,¢z,...,es5 idempotentes centrales y ortogonales

tales que €1 + ...+ e5 = cc(A) y Mey, ..., Mes es del tipo Iy,...,III, respectivamente.




CAPITULO III

UNA TEORIA GENERAL DE TIPOS PARA MODULOS
INYECTIVOS NO SINGULARES

La teoria de tipos de Kaplansky, nos muestra que cada anillo regular autoinyectivo
derecho se puede descomponer comeo producto directo de anillos de tres tipos basicos,
llamados I, II y III. Posteriormente se hace un refinamiento de esta descomposicién,
factorizando a los anillos de los tipos I 3 IT como producto directo de dos anillos con ciertas
caracteristicas y denotados por Iy, Joo, I1s ¥y Iloo, obteniendo asi que con anillos de cinco
tipos basicos, podemos estructurar todo anillo regular autoinyectivo. En [9], Goodearl y
Boyle toman esta teoria y la desarrollan para R-mddulos inyectivos no singulares, de la
siguiente forma: Afg es del tipo X si y solo si Endgr(AL) es del tipo X, investigando que
condiciones internas debe satisfacer Afp, para ser del tipo X. En este capitulo, haremos
una generalizacién de la teoria de tipos de Goodearl y Boyle para R-mdédulos inyectivos
no singulares, obteniendo como caso particular ésta; como primer punto, haremos una
generalizacion de la tcoria de los tipos I, IT y» III y para lograr dicha generalizacidén,
requerimos de ciertas clases de anillos regulares autoinyectivos derechos. Posteriormente,

veremos como obtener refinamientos mis generales que el de Kaplansky, obteniendo como

caso particular éste.
Sea C C An una clase no vacia de anillos regulares antoinyectivos derechos tales que:

i) € es cerrada bajo isomorfismos (de anillos con 1),
ii) C es cerrada bajo productos directos,
iii) Para cada anillo Ry N, M € Mod — (R, 7,;) con N — M se cumple la siguiente
condicién:
Endp(M) e C = Endr(N) e C.

Una clase C con estas condiciones es llamada una clase T7T.

- 26 —
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Observaciones:
Si C es una clase TT entonces:

a) 0 € C. Esto es claro al considerar que C no es vacia junto con la propiedad (iii)
de C.

b) C = {0} es la menor clase TT 3 C = R.A, la clase de todos los anillos regulares
autoinyectivos derechos, es la mayor clase TT.

c) C es cerrada bajo anillos factores directos. En efecto, si Q € C y Q =I1& J con
I,J C @ ideales bilaterales entonces por la propiedad (iii) de C, Endgr(I) € C. Pero es

facil ver que Endgp(I) == I (como anillos) de lo cual se obtiene el resultado.

Definicidn 3.1.- Dado un anillo R » Af € Mod — {R, 73), decimos que M es C-mddulo

(como R-mddulo) si Endp(M) € C.

Definicién 3.2.- Dado un anillo regular autoinyectivo derecho Q y e = € € Q, decimos

que e es C-idempotente si e@ es C-mddulo, es decir, si el anillo eQe € C.

Proposicién 3.3.- Sea R un anillo. Entonces:

i) Si N, M € Mod — (R, 79) con N « Al y M es C-mddulo entonces N es C-mddulo,
1) Si {Ma} C Mod—(R, 19) con Homp(Ala,Mg) = 0 para a # 3 entonces E(P M,)
es C-mddulo si y solo si cada Af, es C-mddulo.

Demostracidn.- i) Obvio.

ii) Si cada M, es C-mddulo entonces Endr(M,) € C para toda a. Como sabemos,
E(&> M,) es el coproducto de la familia {AM,} en la categoria Mod — (R, 7;). Usamos
este hecho y la independencia homoldgica de la familia {A,} para obtener que:

Endp(E(@ M.)) =~ [1 Endr(My) €C
por las propiedades () y (i) de C.

Recordemos que si M € Mod — (R, 7), T = Endg(M) y e, f € T son idempotentes
entonces hay un isomorfismo de grupos abelianos:

eTf o~ Homp(fM,eM)

definido en forma natural. Cuando e = f entonces este isomorfismo de grupos es ademas



Capitulo $: Teoria General de Tipos 28

de anillos. Tenemos entonces la siguiente:

Proposicién 3.4.- Sean R un anillo, M € Mod —~ (R, 73), T = Endp(M)ye=¢€e*> € T.

Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) e es C-idempotente.
i1) eM es C-mddulo.

Definicién 3.5.-

Una teoria de tipos T para anillos regulares autoinyectivos derechos
es una familia:

T = {Co,C1,---,Cn}, >0
que cumple las siguientes condiciones:
i) C; es una clase TT, para toda i,

W {0}=CoCCr C...CCh =RA

1ii) Para cada 1 < ¢ € n, existe @ anillo regular autoinyectivo derecho tal que:
AA-1) > x(A)
donde A denota la clase de todos los M € Mod — (Q, 74(Q)) tales que M es C;-mddulo.

Definicién 3.6.- Dada una teoria de tipos T, decimos que un anillo regular autoinyectivo
derecho Q es del tipo T; (para 1 < i < n) si Q@ no tiene C;_j-idempotentes distintos de
cero, pero tiene un C;-idempotente fiel.

Observaciones:

i) Por definicidn, @ es del tipo C; si ¥ sélo si, tiene un Ci-idempotente fiel.
ii) Como veremos a lo largo de este capitulo, la condicién (iii) de 3.5, no influye para
desarrollar la teoria de descomposicién en los tipos T4, ..., Ty, solo que dicha condicién

es impuesta inicamente para garantizar que existan anillos (distintos de 0) de los tipos

TiyeeeaTn.

Definicién 3.7.- Sea M € Mod — (R, 74), decimos que M es del tipo T; (con 1 < i < n)
si Endpr(M) es un anillo del tipo T'; .

En todo lo que sigue, supondremos que tenemos una teoria de tipos T.
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Teorema 3.8.- Para M € AMod — (R, ) son equivalentes:

1) M es del tipo T;,

ii) M no tiene C,;-;-submddulos cerrados distintos de 0 y para todo 0 # N € L*(Af)
existe un C;-mddulo O % K € L*(Af) tal que K’ C NN,

iii) Af no tiene C,_;-submddulos cerrados distintos de 0 ¥
>S{N € L*(Af) | N es C;-mddulo } C,. M.
Demostracién.- Sea T = Endg(M).

i) = ¢1) Por (1) existe e = ¢? € T tal que € es C;-idempotente fiel. Si0 # N € L*(AL),

como e es fiel, sabemos por la prop.2.12(v) que existe 0 # K € L* (M) tal que K C N y
K <« eM. Ahora bien, por la prop. 3.4 vemos que e es C;-mddulo y por lo tanto, por la
prop. 3.3(i) obtenemos que IK es C;-mddulo. El hecho de que M no tiene C;_;-submddulos

cerrados distintos de 0, se sigue por la prop. 3.4.

i) = i) Ya que M no tiene C,;_;-submddulos cerrados distintos de O, por la prop.

3.4 tenemos que T mno tiene C;_,-idempotentes distintos de 0.

Ahora, sea F = {Tel | € es C;-idempotente }; vemos que F no es vacia yaque 0 € F

v podemos elegir {T¢;M} C F subfamilia maxima independiente. Ya que €P Te;M es

submddulo totalmente invariante de M, tenemos por la prop. 1.10 que la G-cerradura

de @G Te; M es de la forma fAL para algtn f € B(T). Ahora, si f # 1 entonces 0 #
(1 —f)YM € L™*(Af) ¥ por (i1) existe un C;-mdédulo 0 # I € L*(M) tal que ¥ C (1— f)M.
Pero entonces, si € = ¢? € T es tal que I\

el entonces e es C;-idempotente y ademads
(B Te;M)YNTeAM C fM N(1— f)M = 0, lo cual contradice la maxirnalidad de {Te;A}.
Por lo tanto, €@ Te; A C. M.

Consideremos ahora la G-cerradura de B e; M en M, sabemos que es de la forma
gM para algin g = g2 € T. Como @ Te;AM C TgM entonces Tgh C. M y por lo
tanto, por la prop.2.12(iv), vemos que g € T es idempotente fiel. Veamos ahora, que g
es Ci-idempotente; ya que gA = E(P e; M) ¥ cada ¢; M es C;-mddulo, bastard probar
(por la prop. 3.3) que Homp(eiM,e;M) = 0 para i # j. En efecto, si a:e;M — e; M
entonces a(e;M) C ¢; M y de aqui que ¢ja = a. Por lo tanto, tenemos que:

a(eid) = cjae;M € e;Te; M © (Te; M) O\ (Te; M) =0
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¥ de aqui que a = 0, por lo cual, g es C;-idempotente fiel en T y por tanto, M es del tipo

T,’ .
(ii) < (iii) Sea X= {Ih € L*(Af) | K es Ci-mddulo}. Como X es cerrado bajo

monomorfismos enn L*(AL) entonces por el lema 2.11, obtenemos el resultado.

Corolario 3.9.- Sea R un anillo. Entonces:

i) Si N, M € AMod — (R,7;) con N — Al y M es del tipo T; (para 1 < 7 < n)
entonces N es del tipo T;.

ii) Si {Ada} € Mod — (R. 7,) entonces E(ED AL, ) es del tipo T, si y solo si cada M,
es del tipo T;.
Demostracién.- i) Ya que M no tiene C;.;-submddulos cerrados distintos de 0 entonces
es claro que N tampoco los tiene.

Supongamos que f: N — A es el monomorfismo y sea 0 % I € L*(N). Entonces
0 # f(K) € L*(AL) y por lo tanto, existe un C,-mddulo 0 # H &€ L*(A) tal que
H C f(I). Ahora bien, es claro que 0 # f~3(H) € L*(N), fTU(HYC K y f~(H) es
C;,-mddulo (ya que de hecho, f~'(H) >~ H). Por lo tanto, N es del tipo T;.

ii) Si E(D Ma) es del tipo T; entonces por el inciso anterior cada M, es del tipo
T;.

Supongamos ahora, que cada AL, es del tipo T, y sean

X ={A € L (F(P Ma)) | X es Ci;-mddulo }
y para cada o
X, = {KN € L*(M,) | K es C;-mddulo }

Por el teorema anterior, Y X, C. M, para toda a y por lo tanto, B(>° X.) C.
E(P M, ); pero ya que (3 X, ) € 3 X tenemos entonces que > X C. E(P M)

Ahora, suponemos que existe un C;_;-mddulo 0 # I € L*(E(P M, )), de donde,
0 #% K N (& Ms). Consideramos que P A, C [] M,, entonces existe una proyeccidn
wjs [I Ao — AM; tal que 75 |weqwar, )7 0. Ya que Ad; es inyectivo, podemos extender
7; a un morfismo distinto de cero T;: ' — M ;. Si H C I{ es tal que H & ker®T; = K

entonces 0 3% H =~ Im%; C Ad;. Como I\ es C;_;-mddulo entonces H lo es, de lo cual
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obtenemos que Af; tiene un C,..;-submdédulo cerrado distinto de cero, lo cual contradice

el hecho de que AS; es del tipo C;. Por el teorema 3.8, concluimos que E(ED A, ) es del
tipo 7 ;.

Corolario 3.10.- Las siguientes condiciones son equivalentes, para un anillo regular
autoinyectivo derecho @:

i) Q es del tipo T,

ii) Mg es del tipo T:, para todo M € AMod — (Q. 5(Q))-

Demostracién.- Sea Af € Mod — (Q. 7(Q)) v sea QY) — AL un epimorfismo; ya que
M es inyectivo, se induce un morfismo E(Q(Y)) — Af, el cual claramente sigue siendo
epimorfismo. Por la prop. 1.6 obtenemos que M es isomorfo a un sumando directo de
E(QY)). Asi, si Q es del tipo T; entonces por el corolario 3.9 tendremos que E(Q(Y))

es del tipo T; ¥ por lo tanto, M es del tipo T.

Observacién:

i) Nétese que en el caso del tipo Ty, la propiedad: M no tiene Co-submddulos cerrados
distintos de 0, se cumple trivialiente, mientras que en el caso del tipo Ty, la propiedad:
ST{N € L* (ML) | N es C,,-mddulo} Ce M también es trivial. Asi, no es necesario verificar

éstas, para probar que M es del tipo T, & del tipo T,.

Teorema 3.11.- Las siguientes condiciones son equivalentes, para un anillo regular
autoinyectivo derecho @:
i) Q es del tipo T;.
ii) Existe § € C; del tipo T, tal que:
Mod — (Q, 75(Q)) ~ Mod — (5, 7,(5))
iii) Existen S € C; del tipo T; ¥ M € AMod — (S, 74(S5)) tales que Q ~ Ends(M).

Demostracién.- i) = #¢) Si  es del tipo T; entonces existe un C;-idempotente fiel € € Q.
Sea S = eQe ~ Endg(eQ); entonces S € C; ya que e es C;-idempotente y como Q es del
tipo 7T;, entonces por el corolario 3.10, eQ es del tipo T°; obteniendo entonces que S es

anillo regular autoinyectivo derecho del tipo T;. Finalmente, ya que eQ es fiel (por prop.
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2.12(ii)) entonces por el teorema 1.18 obtenemos el resultado deseado.
ii) =+ 717) Obvio por el teorema 1.18.

iii) = i) Ya que S es del tipo T; entonces por el corolario 3.10 tenemos que AMs es
del tipo T;. Por lo tanto, Q =~ Ends(Al) es del tipo T;.

El siguiente paso es probar los teoremas de descomposicién, primero para R-médulos
inyectivos no singulares ¥ como consecuencia de ésto, para anillos regulares autoinyectivos
derechos. Antes necesitamos un lema. que no solamente nos servira para probar dichos
teoremas, sino que sera de gran utilidad en el capitulo siguiente.

Lema 3.12.- Secan AM,,...,Al,, € Mod — (R, ;) médulos de los tipos T1y ooy, T

respectivamente. Entonces Homp(M;, M) =0s1i# j.

Demostracidén.- Por el corolario 1.7, podemos suponer sin pérdida de generalidad, que
i < j. Supongamos que existe 0 # a:M; — A
M; = kera ® N y 0 # N = Ima C

lado, 0 #% N € L*(AM;) lo que implica,
0 # KR € L*(M;) tal que ' C N.

Por la prop. 1.6 sabemos que

AMj; por tanto, N es del tipo Tj. Por otro

por el teorema 3.8, que existe un C;-mddulo
En particular, ya que C; C C; tenemos que K es
C;—1-submoddulo cerrado de N distinto de 0, contradiciendo que N es del tipo Tj. Por lo
tanto, Homp(M;,M;) = 0 como queriamos probar.

Teorema 3.13.- Si M € Mod — (R, 7,), entonces existen Ady,
Winicos, de los tipos T3, ..

M, € Mod — (R, T,)
., T'n respectivamente, tales que M = Al © ... & M,

Demostracidn.- Sea {N;} la familia de todos los Cj;-submddulos cerrados de M y sea
M; = E(3C N;) tal que A = Ay & K. Si hacemos

A={kK € L*(M,) | K es C;-mdbdulo}
entonces A = {N;} y asi, S_ A = 5 N,; C. M. Por lo tanto, por el teorema 1.8 vemos

que M es del tipo T,. Noétese ademas, que I\'1 no tiene C;-submddulos cerrados distintos
de O.

Supongamos que mediante este proceso, hemos construido los submddulos
My,...,M, de los tipos T,, , T, respectivamente con 1 < r < n tales que
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M=A,&...5 M@K, ysea {H;} la familia de todos los Cri1-submddulos cerrados
de K, y M, = E(3 H;) tal que K, = M,y & I,y ;. Si hacemos ahora,
Frr1 ={KN € L~ (M,41) | K es C,y1-mddulo}
entonces Fyy = {H;} y por lo tanto, 3, FK4y = S H; C. AM,4). Ademds, como
M, N M,y = 0 entonces M,y no tiene C,-submddulos cerrados distintos de 0 (por
la construccidén de M,) y asi, por el teorema 3.8 tendremos que M, es del tipo T pyg.

Con este proceso, probamos la existencia de los mddulos Ay, Mo, , AL,
Ahora, supongamos que M = E; & ... &3 E,, es otra descomposicién en los iipos T,
T2y oo, Tny sea

it M — @ E;
F#E
la proyeccién candnica. Por el lema 3.12 vemos que

Homp(M;, (P E;)=0
i
y por lo tanto, M; C kerw; = E;; por simetria, tenemos la otra contencion y por lo tanto

M; = E; para toda 1 < ¢ € n, probando asi la unicidad de la descomposicidén.

Corolario 3.14.- TUn anillo anillo regular autoinyectivo derecho @ se descompone,
en forma inica, como producto directo de anillos regulares autoinyectivos derechos

Q1,....Q, de los tipes T, ..

., T, respectivamente.

Demostracion.- Por el teorema anterior,

sabemos que Q = I; & ... ® I, donde I; es del
tipo —1—"]-, para cada j; de acuerdo al lema 3.12 tenemos que cada I; es ideal bilateral de
Q y por lo tanto la descomposicién que tenemos es de anillos. Ademas, Endg([f;) =~ I;

y asi, I; es anillo del tipo T_,-, para cada j. La unicidad es obvia.

Observaciéon:
Dada una teoria de tipos T = {Co,...,C,} sabemos que da lugar a una descom-
posicién Q@ = Q1 X ... X Q,, en los tipos T, ..., T, , para cualquier anillo regular

autoinyectivo derecho Q. Supongamos que tenemos una clase C;_; < C' < C; de tal

forma que al considerar la nueva familia
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=1
T ={Co....,C;—1,C".Cj.....Cn}
obtenemos una teoria de tipos (que podemos pensar que es un refinamiento de la teoria

original) entonces, considerando nuestro anillo regular autoinyectivo derecho @ éste se
descompondrda como

Q=01 % ...%xQj-1XQj XxQj, xQjp1x...xQn

donde Qj, % Q;, = Q; (es decir, obtenemos un refinamiento de la descomposicién

original). Esto es facil de verificar, usando la definicién de los tipos T'; ¥ la unicidad en
la descomposicién, dada por el teorema 3.13.

El siguiente paso, es ver que el teorema de descomposicién para anillos regulares
autoinyectivos derechos, implica uno para las categorias espectrales AMod — (R, 75)-

Teorema 3.15.- Para cada anillo R, hay un isomorfismo de categorias:

n

AMod — (R, 75(R)) == HMod —(Qi (@)
i=1
donde @Q; es anillo regular autoinyectivo derecho del tipo T;, para cada i = 1,...,n.

Demostracidén.- Como mencionamos en la seccidn 1 de los preliminares, Mod —

(R, (R)) = Mod — (Q,75(Q)) donde Q@ = Quaz(R/t-,(R)). En vista de que Q es un
anillo regular autoinyectivo derecho podemos aplicar el corolario 3.14 y obtener ¢; € B(Q)
tales que Q = P ¢;Q es la descomposicidén de Q. Si hacemos Q; = e;Q entonces es claro

que para cada M € Mod—(Q, 75(Q), Me; € Mod —(Q:i, 79(Q:)) y M

= Me, ®... ®Me,.
Podemos entonces definir el funtor:

F:Mod — (Q,7(Q)) — [] Mod — (Qi, 7(Q:))

i=1
tal que F(M) = (Mey,...,Me,) vy si f: M — N entonces F(f)i = f |are; (es claro
que f |afe;: Me; — Ne;g). Ahora bien, si M € Mod — (Qi,75(Q:)) entonces podemos

considerar a A como @Q-mddulo derecho. Veamos que Mg es inyectivo no singular.
1y Q Y g

Sea E = FE(AMg); en primer lugar, debemos probar que £ es Q;-mddulo derecho
y para ello, bastard ver que Ee; = 0,Vj # i. Supongamos que existe x € E tal que
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ze; # 0. Como Mg C. E entonces existe 0 # ¢ € @ tal que 0 # (xe;)g € M. Ahora

bien, como @ es regular, podemos hallar y € @Q tal que €9 = (¢;9)y(ej;g). Asi, tenemos
que (ze;lg = z(e;jqly(e;q) = (x(ejqy))ejqg pero x(e;qy) € Al y Ale; = 0, de donde
rejg = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, E es Q;-mddulo derecho y como
ademads es facil ver que Mg, C. E¢@, entonces concluimos que AJ = E, lo cual prueba que

A es inyectivo. Ahora. usando la prop. 1.28 [7], vemos que Afg es no singular. De esta
forma, si (Afy,....Af,) € [IMod — (Qi.75(Q.)) entonces AL, € AMod — (Q, 74(Q)) para
todai=1,...,n ¥ por lo tanto, D Al; € Mod — (Q, 174,(Q)). De esta forma, si definimos

el funtor:

G: [ Mod — (Qi, 75(Q4)) — Mod — (Q, 7(Q))

f=1
tal que G({ALy, ..., A,)) = M, 3 ... 5 A, entonces es claro que G es el funtor inverso

de F.

SiQ = e1Q F®... He,Q es la descomposicién de @ como antes, y M € Afod —
(Q, 79(@Q)), sabemos por el corolario 3.10 que Me; es ¢;Q-mddulo derecho del tipo T;.
Pero de hecho podemos probar que es Q-mddulo derecho del tipo T';, lo que nos indica que
la descomposicién del anillo . determina la descomposicidon de cada @Q-mddulo derecho

inyectivo no singular.

Teorema 3.16.- Sean @Q un anillo regular autoinyectivo derecho y AL € Mod —
(Q,79(Q)). SiQ =ea1Q&...8e,Q es la descomposicion de @ en los tipos Tyy onn s
T, entonces M = Ae; & ... & Ale, esla descomposicién de Mg en los tipos T1y eeny

Tu.

Demostracidon.- Ya que Afe¢; es e;@Q-mddulo entonces existe una sucesidn exacta de e; Q-

mddulos:

(@) L Are; — 0
para algin conjunto X. Claramente, f es epimorfismo de Q-mddulos y como AMe; es Q-
médulo inyectivo entonces f se extiende a un morfismo f: E((e;Q)(-X)) — Me;, el cual

sigue siendo epimorfismo. Ya que E((€;Q)7), Me; € Mod — (Q, 7,(Q)), se sigue por la
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prop. 1.6 que f se escinde. Aplicando ahora el corolario 3.9, vemos que Ae; es Q-mddulo

del tipo T';. Como M = €D AMe; se sigue por la unicidad del teorema 3.13. que ésta es la
descomposicién de AM¢.

Todavia podemos hacer un refinamiento mds en nuestra descomposicién de los R-

moédulos inyectivos no singulares. Para ello, supongamos que tenemos una clase T7.

Definicidn 3.17.- Un anillo regular autoinyectivo derecho se llama centralmente C-nulo
si no tiene C-idempotentes centrales distintos de O.

Definicién 3.18.- Sea Run anilloy Al € Mod— (R, 7). Decimos que M es un R-médulo
centralmente C-nulo si Endgr{(Af) es anillo centralmente C-nulo.

Proposicién 3.19.- Sea M € Mod — (R, 7). Entonces M es centralmente C-nulo si y

sélo si, M no tiene C-submddulos cerrados totalmente invariantes distintos de 0.

Demostracién.- Por el corolario 1.12, sabemos que N € L*(M) cs totalmente invariante
siy sélo si, N =

eM para algiin ¢ € Endp( M) idempotente central. Aplicando la prop.
3.4, obtenemos el resultado.

Teorema 3.20.-

Para cada M € Mod — (R, 14) existen M, Al> € L*(M) totalmente
invariantes en AJS, nicos tales que AS

A, & M2, donde My es C-mddulo y Mo es
centrabmente C-nulo.

Demostracidén.- Sea T = Endpr(M) v hagamos

F = {N e L*(M)}| N es C-mddulo totalmente invariante}

Vemos que F no es vacia, yva que 0 € F y asi, podemos elegir {IV;} < F subfamilia
maxima independiente. En vista de que cada NV; es totalmente invariante entonces @ N;
es totalmente invariante ¥ asi, por la prop. 1.10, existe e € B(T") tal que eM = E(P N;).
Usando nuevamente el hecho de que cada NNV; es totalmente invariante, junto con la
independencia de la famnilia {N;}, vemos que Homp(N;, N;) = 0 para i 5 j y asi, por la
prop. 3.3 tenemos que eM es C-submddulo de M.

Scan M, = eM y My =

(1 —e)Al. Entonces M+ es submoddulo totalmente invariante
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centralmente C-nulo, ya que si existiera un C-mdédulo 0 % N & L*(Af:) totalmente

invariante, la familia {N;} U N C F seria independiente, lo cual seria una contradiccién.
Por lo tanto, AL = Al; & AL,

Supongamos ahora que Al = FE, 3 E; es otra descomposicidn y sea f € B(T) tal
que E; = fAM y E; = (1 — f)AML. Si hacemos IV = (f — e¢f)AS entonces I es submddulo

totalmente invariante de (1 — e)A/f, pero ademass, debido a que I «— fAf entonces I\ es
C-mddulo ¥y por lo tanto. ya que (1 — ¢)Af es centralmente C-nulo, concluimos que ¥ = 0
y de aqui que f = ¢f: por simetria se tiene que € = fe y ya que e, f € B(T) entonces
e = f, obteniendo que ALy = E; y My, = E..

Corolario 3.21.- Cualquier anillo regular autoinyectivo derecho @ se escribe en forma

Unica como producto directo de un anillo @; € C y un anillo @, centralimente C-nulo.

Demostracion.- Considerando el @Q-modulo inyectivo no singular Qg, sabemos que Q =
I, & I, con I, C-mdédulo e I centralimente C-nulo  ambos, totalmente invariantes en Q.
Por lo tanto, I; es ideal bilateral de Q y la descomposicidn es de anillos. Obsérvese que

Endpr(I;) = I; ¥ por lo tanto tenemos que el anillo I1 € C mientras que el anillo I, es
centralmente C-nulo. La unicidad es obvia.

Asi, al considerar una teoria de tipos T y una clase T'T, dado M € AMod — (R, 79 )s

descomponemos a M = Al; S ... & Al, en R-mddulos de los tipos T4y, ... , Trn. A su
vez, cada AJ; se decompone como M; = Al 5 M, » donde A, es C-mddulo y M;» es

centrallmente C-nulo, obteniendo una nueva descomposicidon de M:
n
M = EP(Miy & M)
i=1

siendo claro que esta descomposicién es unica (por los teoremas 3.13 y 3.20). En particu-

lar, dado cualquier anillo regular autoinyectivo derecho Q. éste se descompone en forma
tnica como producto directo

Q=11 xQi2

=1

donde Q;; € C es anillo del tipo T;. mientras que Qi 2 es anillo del tipo T; y centralmente
C-nulo, para toda i = 1,...,n.
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Nétese que como posible clase C, podemos elegir cualquier clase C; de la teoria de
tipos 7. En este caso, solamente los factores Q... ., Q; se descomponen como Qi X Q; »
ya que para i > j. Q, (por definicién del tipo T;) no tiene C;_;-idempotentes distintos de
0, ¥ en particular, no tiene Cj-idempotentes distintos de 0; asi, Q; es anillo centralmente

C, -nulo para toda 7 > j ¥ por lo tanto. va no se factoriza como los anillos Q,.....Q;.
3 P J ¥ p R J

Es importante hacer notar, que dada una clase T7', también se induce una descom-

posicidn en las categorias espectrales 3 la prueba es la misma que la del teorema 3.15.

Teorema 3.22.- Para cada anillo R. hay un isomorfismo de categorias:
Alod — (R, 73(R)) = Mod — (Q,.73(Q1)) X Mod — (Q2, 74(Q2))

donde @Q; € C y 22 es anillo regular autoinyectivo derecho centralmente C-nulo.

Pero mas importante es sefalar, que un anilogo al teorema 3.16 ya no es valido en
este contexto, es decir, existe una clase € y un anillo regular autoinycctivo derecho @
tal que s1 Q = ¢,;Q $ ¢2Q es su descomposicidn, entonces no es cierto que para cada
M € Mod — (Q,74(Q)), M = Ale; @& Mez sea la descomposiciéon de M, lo que nos
indica que en este caso, la descomposicién del anillo no determina la descomposicién de
los mddulos, como sucedia con los tipos, » ésta es la diferencia principal entre ambas
descomposiciones. Sin embargo, podemos probar que localinente, si podemos encontrar

idempotentes centrales en el anillo. que producen la descomposicién del mdédulo.

Proposicién 3.23.- Scan @ anillo regular autoinyectivo derecho ¥y M € Alod —
(@, 74(Q)). Entonces existe {¢;; | 7 = 1,...,n;j = 1,2} € B(Q) unico, con los e;5
ortogonales y tales que:

1) 3 eij = cc(AM).

i) Me; es del tipo T; y C-mddulo, para toda i, mientras que AMe;s del tipo T; ¥y
centralmente C-nulo, para toda i.

En particular, se ticne que:

n
M = P(Mein @ Meiz)

i=1

es la descomposicién de M.
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Demostracién.- Sea A = @(M; 1 & M 2) la descomposicién de AL y sean e,; = cc(M; ;).
Por la prop.2.9(iii), tenemos que Ve,; = cc(M) ¥ ya que los submddulos Af; ; son to-
talmente invariantes, entonces Homp(Al,,Mz) = 0 si a # #; usando la prop.2.9(ii),
tenemos que los idempotentes e;; son ortogonales. De aqui que, 3 e;; = Ve;; = ce(M).

Ahora bien, por la eleccién de e€,; tenemos que A; ; = Al; je;; ¥ yva que los e;; son
ortogonales, se sigue que AMe;; = Af; ; que es del tipo respectivo.

Suponiendo que existen {fi;;} € B(Q) con las mismas propiedades, entonces M =
AMce(M) = P M fi; y aplicando la unicidad en la descomposicién de M. tenemos que
Mei; = M f;;, para todas 7,7 y asi, por definicién de cubierta central, e;; — fi; <
1 — cc(AL); pero en vista de que €;; < ce(M) y fi; < cc(M) vemos que e; — fi; =
(eij — fi; (1 —ce(M)) = eij — fi; — €ijec(M) + fijee(AL) = 0, probando que e;; = fij

para toda ¢, 7.



CAPITULO IV

RELACIONES ENTRE LAS TEORIAS DE TIPOS Y
LAS TEORIAS DE TORSION

En este capitulo, seguimos suponiendo que tenemos dada una teoria de tipos T

como antes. Se definirdan las teorias de torsién de los tipos T1y ooy Th, para una

teoria de torsién 7 > 74 y se probard que estas clases de teorias de torsién producen una
descomposicidén de la reticula gen(71y) en el sentido de que cada T == 7, se escribe en forma
{inica como interseccién de teorias de torsidn de los tipos Tyy ... s Tn. La idea de que
debe haber un vinculo entre la teoria de tipos y la reticula gen(7y), se sugiere a raiz de

algunos resultados que aparecen en [15] ¥ [17]. Uno de los resultados de estos trabajos

es el siguiente:

Teorema 4.1.- S5i Q es un anillo regular autoinyectivo derecho entonces hay un isomor-

fismo de reticulas:
B(Q) £ gen(r,(Q))
dado por ¢(¢) = x{((1 — €)Q)

Ver teorema 4.8 de [17] 6 teorema 2 de [15].

Como consecuencia de este teorema y del teorema 1.15 de [9], se obtiene que para
cualquier anillo R, la reticula gen(73(R)) es isomorfa a B(Q) para algin anillo regular
autoinyectivo derecho Q y por lo tanto, gen(7,(R)) es una reticula de Boole.

Como vimos en el capitulo anterior, cada anillo regular autoinyectivo derecho se
descompone en forma inica como producto directo de anillos regulares autoinyectivos
derechos de los tipos T1, ... , L, los cuales estan dados por idempotentes centrales del

anillo en cuestién. A su vez, debido al teorema anterior, cada idempotente central del

— 40 —
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anillo, determina en forma iinica una teoria de torsién 7 > 7,. Esto nos sugiere, que la
teoria de tipos para los mddulos desarrollada en el capitulo anterior, debe tener un refiejo
en la reticula gen(7,). Lo que es mds, ya que en el desarrollo de la teoria de tipos para
R-mddulos inyectivos no singulares no se supuso (en la mayor parte de la teoria) que
R sea regular autoinyectivo derecho entonces podemos aplicar dicha teoria a la reticula

gen(7,) para cualquier anillo R. Hacemos entonces la siguiente:

Definicién 4.2.- Dado un anillo R y 7 2 75, decimos que 7 es una teoria de torsién del

tipo T'; (para 1 <{ < n) si existe M € Mod — (R, 7,) del tipo T; tal que 7 = x(M).

Considerando el lema 3.12, vemos que la definicidn es correcta en el sentido de que
no es posible que exista 7 € gen(7,), 7 # x que sea de mds de un tipo a la vez. En
efecto, si 7 es una teoria de torsién del tipo T; y del tipo Tj con i ¥ j entonces, por
definicién, existen M; € Mod — (R,7,) vy M; € Mod — (R, 7,) de los tipos T: y Tj
respectivamente, tales que 7 = x(M;) = x(Jd;). De acuerdo al lema 3.12, sabemos que
Homp(M;,M;) = 0 y por lo tanto, M; € Ty(ar;y = Ty(ar;)- De aqui obtenemos que
M; = 0 y por lo tanto, 7 = x. Obsérvese ademas, que la teoria de torsién x es del tipo
T:, paratodai =1,...,n.

Teorema 4.3.- Para cada r € gen(7,;) existen teorias de torsién 71,..., T tUnicas de los
tipos Ty, ..., T, respectivamente, tales que

T=T7T A...AT

Demostracién.- Sea M € Mod — (R, 7;) tal que 7 = x(M). Usando el teorema 3.13,
tenemos que M = M) & ... @ M, con M; del tipo T; para cada i y de aqui que 7 =
X(MIN. . Ax(My,). Definiendo v = x(M;), probamos la existencia de la descomposicién.

Ahora, supongamos que existe otra descomposicién 7 = o; A ... Ao, con o; = x(N;)
donde N; € Mod — (R, 14) es del tipo T, paracada i. Ya que 1y A ... A T, < o; entonces
N; € Fa+,; por otro lado, sabemos por el lema 3.12 que Homp(N;,M;) = 0 para ¢ 5% j
y de aqui que NV; € 7,; para toda j # i. Ahora bien, si hacemos J; = t.,(V;) entonces

IK; € 7, para j = 1,...,n y por lo tanto, i'; € Ta,,. Como K; C N, entonces K; € Far,
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v de aqui que K, = 0, probando asi que N; € F, ¥ por lo tanto, 7 < &;. Invirtiendo los

papeles, obtenemos la otra desigualdad, probando asi, la unicidad de la descomposicidén.

Corolario 4.4.- si 7 € gen(7y) es una teoria de torsién del tipo T, entonces cualquier
cogenerador inyectivo de T es del tipo T;.

Demostracién.- Sea Mp un cogenerador inyectivo de 7. Segiin el teorema 3.13, sabemos
que M = M, & ... M, con M; € Mod — (R, ) del tipo T: v de aqui que 7 = Ax(M,).
Por la unicidad en la descomposicién del teorema anterior, concluimos que x(Af;) = x
para toda j $ i, de donde Af; = 0 para toda j 7# i obteniendo que Al = M; el cual es

del tipo T';, como queriamos demostrar.

El siguiente punto es probar que las teorias de torsidn de un mismo tipo, definen

subintervalos de la reticula gen(r,). Més precisamente tenemos:

Proposicién 4.5.- Sea R un anillo. Entonces:

i) Si 7,0 € gen(ty) con 7 < o y 7 es del del tipo T, entonces o es del tipo Ti. En

particular, el supremo de cualquier familia de teorias de torsién de un mismo tipo, es del
mismo tipo.

ii) Sea {7a} C gen(7y) con cada 7, del tipo T;:. Entonces AT, es del tipo T;.

Demostracién.- i) Sea M € Mod — (R, 1) del tipo T; tal que T = x(M). Por el teorema

4.3, sabemos que o =g A ... Ao, con o; = x(K;) del tipo —Tj. Ya que 7 < o entonces

T < 0;,Vjydeaquique N € F,Vj. Perosi j # 7 entonces M y L' son de tipos distintos,
y por lo tanto, por el lema 3.12, tenemos que L; € 7T;: Por lo tanto, K'; = 0,Vj # ¢,
obteniendo que o = o; que es del tipo T;.

ii) Hagamos 7 = ATq ¥y sea T = g1 N ... Ao, la descomposicién de 7, con o; = x(M;),

como antes. Nuevamente, 7 < o; implica que M; € F,Vj; pero si j 3 i entonces

M; € T, ,Va (nuevamente por el lema 3.12) de donde M; € 7, obteniendo que M; =0,

para j £ ¢ y por lo tanto, T = ¢; que es del tipo T, como queriamos probar.

Debido a ésta Gltima proposicién, podemos definir la menor teoria de torsién del tipo
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T;, para i = 1....,n, las cuales denotaremos de aqui en adelante por 7TF,, TF,.- .-, TF,

Noétese ademads, que la mayor teoria de torsidén en cada uno de los tipos, es X\
Proposicién 4.6.- Sea Al € AMod — (R. 1y).

Entonces M es del tipo T; si y sdlo si
M e Fp .

Demostracién.- Si M es del tipo T; entonces la teoria de torsién T = x(AL) es del tipo T;
y asi, T = 75, obteniendo que A & _F,.__r_‘_ .

Reciprocamente. si M es 75,-libre de torsiédn entonces, x(Af) = 75, y por la
proposicién anterior, tenemos que x(M) es del tipo T,. Usando ahora el corolario 4.4,
obtenemos que M es del tipo T;.

Corolario 4.7.- Si {AM.} € Mod — (R,7,;) es una familia de R-mddulos del tipo T

entonces [ Mo es R-mddulo del tipo T,.

Demostracién.- Como cada A, es del tipo T; se tiene que Af, es 7F,-libre de torsién

v de aqui que [] AL, es 75, -libre de torsién. El resultado se sigue entonces, usando la
proposicién anterior.

Como mencionamos en la seccién 2 de los preliminares, cuando R es no singular
derecho entonces 1, = X([RR); ésto claramente sugiere, que el tipo de la tcoria de torsién

de Goldie determinara el tipo del anillo R. En efecto, tenemos:

Teorema 4.8.- Para un anillo regular autoinyectivo derecho @, las siguientes condiciones
son equivalentes:

i) Q es del tipo T,
ii) 7, es del tipo T,

iii) 7 es del tipo T,, V1 = Ty-

Demostracidén.- 7) = i7) Es obvio, ya que 7, = x(Q).

i) = 1) Ya que Q € Mod — (Q, 17,(Q)) sabemos que existe una descomposicién

Q=I®...®&I,cnlostipos T1, ..., Tn,. De aqui obtenemos que g = xX(TN. . . AxUn)y

por la unicidad dada por el teorema 4.3, tenemos que X(I;) = x, Vj # i. Se sigue entonces
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que @ = I; que es del tipo T;.

i) <> iii) Es obvio, por la prop. 4.5.

En el siguiente teorema, damos una descripcion de la descomposicién en los tipos

para un anillo regular autoinyectivo derecho @, en términos de teorias de torsidn.

Teorema 4.9.- Para un anillo regular autoinyectivo derecho @, se cumple que:

Q= Q/try (Q) % ... xQ/tr: (Q)

es su descomposicidon en anillos regulares autoinyectivos derechos de los tipos Ty, ...,

T,.

Demostracién.- Sea Q = I, & ... & I,, la descomposicidn de @, con I; ideal bilateral

del tipo T;. En vista de que Q/ D li=Ii € f'—f.-’ tenemos entonces que P, I; es
TF,-puro. De esta forma, tenemos:

t Q) P,
) i#i

Ahora bien, por el lema 3.12 sabemos que I; es de 75, -torsién para cada j y por lo tanto,

DL e Ty,
JFi
De esta forma, obtenemos la otra contencidén y por lo tanto, I;

o~ Q/t”r‘,»(Q) para toda

i = 1,...,n; es claro que este isomorfismo es de anillos.

A continuacién, examinamos la rclacidn que guardan entre si las teorias de torsidn
infimnas 77, ,...,TF

n

Proposicién 4.10.-

Las teorias de torsidn 7F, ¥ AjziTF; son complementarias en la
reticula gen{T,).

Demostracién.- Sea 75 = o3 A... Ao, la descomposicidn de la teoria de torsién de Goldie
en los tipos Ty, ... , Th. Tenemos entonces que:

n

/\ F;
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¥y de aqui que:

AN )=
it
Ahora, sea

c=7rr, VI{A )= A=V 75,)
JFEi FE]

Ya que 7F, V 7F, = Ty, entonces TF, V 7F, es del tipo T; v de la misma forma, se ve
q T T, = TT; T T P 3
que es del tipo Tj. Como hicimos notar al principio de éste capitulo, esto implica que

77, ¥V T5; = X ¥ de aqui obtenemos que o = X

De esta forma, 7r, ¥ 7F, A ... A 7F, son complementarias en (75, \); asimismo, 75, ¥
TFa N - A TE,

son complementarias en el intervalo {r5, A ... A7, xX) (la demostracidn es
la misma que la de la proposicidon anterior), etc. Se sugiere entonces que si consideramos
teorias de torsién complementarias en subintervalos {7, \'} de gen(7,), éstas dardn origen

a un teorema de descomposicién para los R-mdédulos derechos inyectivos no singulares
que sean 7-libres de torsién. En efecto, tenemos:

Proposicién 4.11.-

Sean 7 = T, ¥ 01,02 = T teorias de torsién complementarias
en el intervalo (t.x). Si A €

Mod — (R, 74) con M € JF entonces existen A, , A €
Mod — (R, 7,) tnicos tales que M = Ay @& M> donde My, € A, v M, € K,

Demostracién.- Ya que oz es estable, sabemos por la prop. 1.306 que Al = t,,(M)& N
para algin N € Mod—(R). Asi, N

entonces W € 7T, N7T,, =

~

M/to, (M) € F5,- Ahora bien, si N = tq4, (1,(M))

o1 noe = dr; por otro lado, en vista de que M € 74 entonces
K e /N7, = {0} y asi, t,, (M) € %,. Definiendo entonces M, == t,,(M) y M, = N,
probamos la existencia de la descomposicion.

Ahora, supongamos que M = E|, & E; con Ey, € T, vy Es € .,y sea m: M — F»
la proyeccién canédnica. Ya que Al € F;, entonces Ay, &€ 7T,,; en efecto, sabemos
que M /t,,(M1) € Fp, y usando nuevainente la prop. 1.36, tenemos que to,(M;) es
sumando directo de M) y de aqui que M, [/t,,(AL) € K. De esta forma, My /t,,(My) €
For NFyy, = Foyve, = {0}. Por lo tanto, tenemos que Hom g(M,, E;) = 0 y en particular,
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My C kerm = E,. Invirtiendo los papeles, vemos que se da la otra contencion; de forma

analoga se prueba que Ay, = E,.

Regresando con el estudio de las teorias de torsidén infimas, tenemos la siguiente

descripcidén de ellas. Antes definimos las siguientes clases de R-mddulos:
a) A, denota la clase de todos los Al € A od — (R, 7,) tales que M es C;-mddulo.

b) Para 1 < 7 < n, A denota la clase de todos los Ml € Adod — (R, 75) tales que M
es Ci-mddulo 3 AMf € '.T,.;‘ PPN

Proposiciéon 4.12.- Para cada anillo R, 7=, = x(A).
Demostracidn.- i) i = 1.

Ya que cada C;-mdédulo es del tipo 7, entonces, por la prop. 4.6 tenemos que

A C .7'-,-;‘ y por lo tanto, 77, < x(A1). Supongamos que la desigualdad es estricta y sea
0# E € T, (a) N f"-F,; ya que (A4 ) es estable, podemos suponer que E es inyectivo.
Como E € '7:’71 entonces E es del tipo T y asi, por el teorema 3.8, vemos que existe un
C)-mdédulo 0 # R € L*(FE). Pero entonces, 0 2 K € T, (4,) lo cual es una contradiceién,
probando asi la igualdad.

ii) 7 > 1.

Sea Al € A y supongamos que A = A} & ...'® M, es la descomposicién de M
en los tipos T4, ... , 1,. Para j < i, tenemos que NM; o€ ’T.,.;j (pues M; C M € A) y
M; € _7-_,?1_ (por la prop. 4.6) de donde, Af; = 0. Para 7 > i, tenemos que A; es del tipo
T; y Ci;-mddulo; en particular, M, es C,;_;-mébdulo y usando el teorema 3.8, concluimos
que M; = 0. En conclusién, M = M que es del tipo T;. Por la prop. 4.6, tenemos
que 7, < x(A). Suponiendo nuevamente que la desigualdad es estricta, tenemos que
existe 0 # E € T, (4 N Fr vy por la estabilidad de x(A), podemos suponer que E es
inyectivo. Como E € f"F,- el;.t()llCCS E es del tipo T; ¥ usando nuevamente el teorema 3.8,
tendremos que existe un C,~-mddulo 0 # I € L*(E). Ahora bien, N C E & Frg implica
que I € ’]'.,~7Tl Anrs Y asi, ' € A, locual es una contradiccdn, yaque ¥ < E 'G Ty(A-

Por lo tanto, 7, = x(Ai) como queriamos probar.
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Corolario 4.13.- Un anillo regular autoinyectivo derecho @ es del tipo T; si v sélo si

se sumerge en un producto directo de C;-mdédulos.

Dermostracién.- La suficiencia es clara, ya que en tal caso 75(Q) = \x(4) = 7r,. Para

probar la necesidad de la condicién, supongamos @ es del tipo T3, de donde, (@) =
7, = xX(A), ¥ de aqui que @ se sumerge en un producto directo de Q-submddulos
derechos ciclicos de C;-mddulos. Como @ es autoinyectivo derecho, cada @Q-mddulo

derecho ciclico y no singular, es inyectivo y el resultado se obtiene usando la prop. 3.3.

Otra forma de obtener las teorfas de torsién infimas, es dada en la siguiente
proposicién. Antes, definimos las sigulentes teorias de torsién:

a) Para?7 = 0,...,n sea T} la clase de todos los M € Mod — (R, 7,) tales que A es
C:-mddulo y sea o; = x(D;).

b) Para ¢ = 0,...,n — 1 definimos §; por recursién como sigue: &y = 7, y para

0<i<n-—1, &6 es el complemento de 77, en el intervalo (6;—1, X)-

Proposicién 4.14.- Si o; y 6; se definen como arriba entonces:
i)rF, =6i1 Voi,paral <7 <n — 1.
i) =, = 6n—1.
Demostraciéon.- De acuerdo a la definicidon de §;, se cumple que 6; = 77, , A ... A 75, jen
efecto, &g = 7, = 77, A ... A 7F_; por definicidn, §; es el complemento de 77, en {7y, Xx),
que como sabemos, es 7F, A... A TF , etc. De ésto, resulta clara la validez del inciso (ii).
Para probar el inciso (i), vemos que de acuerdo a la prop. 4.12(3), 77, = o, ¥ por
otro lado, 63 V o1 = o1, obteniendo el resultado para i = 1. Supongamos cntonces que
1 <i<n—1; por la observacién inicial, tenemos que §,; < 75, ¥y por la prop. 4.12(ii)
se sigue que o; < 75,. De esta forma, 6;—; V g; < 7F,. Suponiendo que la desigualdad es
estricta, tenemos que existe 0 % M € T’7.~ NF,;_,vo; ¥ claramente podemos suponer que
M € Mod— (R, 7y). Usando el hecho de que Al € K, tenemos que existe 0 % N € L*(M)
tal que N es C;-médulo, y en vista de que N € %, _, entonces N € T.,._‘ S (esto se

T
sigue del hecho de que ;) = 7F, A...ATF, que es el complemento de 77, A...ATF,_, en
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gen(7y)). Por lo tanto, de acuerdo a la prop. 4.12(ii), concluimos que N € F_

P
es una contradiccidn.

lo cual

Con ayuda de ésta ultima proposicién, podemos dar una justificacidn de la condicién
(iii) de la definicidn de teoria de tipos, la cual establece que Vi = 1,... 11 existe Q anillo

regular autoinyectivo derecho tal que o, > o;.

Para i = 1, tenemos que x > 77, de

donde, Q/tﬁ-' (Q) # 0, lo que nos indica que el factor del tipo T1 en @ es distinto de 0.
1

Para i > 1, tenemos que 75, = §;_1 V 0; < §i—1 V 0;—1 = X ¥ nuevamente vemos que el

factor del tipo 7T; en Q es distinto de 0. En resumen, la condicién 3.5(iii) nos garantiza

la existencia de anillos distintos de 0 de cada uno de los tipos.

Reciprocamente, suponiendo que @ es anillo del tipo 7; distinto de 0 entonces
9(Q) = 7, = bi_1 V o; de donde §,-; = 7 = oy; suponiendo que g,y = o; en-

tonces 77, _, = 62V oi—1 < 6;_1 V 7y = 73 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, la

existencia de anillos distintos de 0 de cada uno de los tipos es equivalente a 3.5(iii).



CAPITULO V

APLICACIONES A LA ESTRUCTURA DE LOS ANILLOS
REGULARES AUTOINYECTIVOS

En este capitulo, daremos algunas aplicaciones de la teoria desarrollada en los
capitulos III y IV, a la estructura de los anillos regulares autoinyectivos. Como es 1égico,
la primera aplicacién que veremos es la teoria de estructura de Kaplansky, va que ésta
es la base de nuestra teoria general de tipos. N

Sean Ab la clase de todos los anillos regulares autoinyectivos derechos abelianos y
Df la clase de todos los anillos regulares autoinyectivos derechos directamente finitos.
Es claro que estas clases son cerradas bajo isomorfismos y bajo productos directos. Esto,
junto con las proposiciones 2.3 y 2.6 nos garantizan que ambas constituyen una clase
TT. En este caso, M € Mod — (R, 15) es Ab-mdédulo si y solo si M es abeliano y es
Df -mdédulo si y solo si es directamente finito; ademds, por la prop. 2.6(i1) tenemos que
Ab € Df. Como mencionamos en el capitulo anterior, la condicién (iii) de la definicidn
3.5 es impuesta iinicamente para garantizar que existan anillos de los tipos T, para
i =1,...,n. Asl, la existencia de anillos de los tipos I, Il y III, junto con lo expuesto
arriba, nos dice que la familia:

K = {0, 4Ab, Df, RA}
es una teoria de tipos, la cual llamaremos Teoria de Tipos de Kaplansky. Es claro que

en este caso, los anillos de los tipos Ky, K2 y K3, son exactamente los anillos de los tipos
1, II y II1, respectivamente.

Al considerar C = Df, vemos que un anillo regular autoinyectivo derecho es cen-

tralmente C-nulo si y sdlo si es puramente infinito. Asi, la teoria de tipos K y la clase
Df inducen la conocida descomposicion de Kaplansky, en los tipos Iy, I, I1ly5, Il ¥y

III. Pero, como fue anotado en el capitulo anterior, podemos considerar cualquier clase

- 49 —
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TT, por ejemplo C = _Ab para obtener descomposiciones diferentes (al tomar C = Ab,
obtenemos que cada anillo regular autoinyectivo derecho se escribe en forma 1inica como

Q = Q1 x Q2 donde @, es abeliano y @2 no tiene idempotentes centrales abelianos
distintos de O (ver prop 13.14 de [8])).

Para la Teoria de Tipos de Kaplansky, las teorias de torsién infimas seran denotadas
POT Tr, Trr ¥ Tir1, Y€Spectivamente.

Por la prop. 2.7

[14], sabemos que 7, = x({S € Simp — R | § es proyectivo}) =
A{x(S)| S € Sirnp— R, S proyectivo}; en vista de que cada S € Simp— R proyectivo es
claramente abeliano, concluimos por la prop 4.5, que 7, es una teoria de torsién del tipo

Iy asi, 1 < T45. En general, no siempre es vilida la igualdad, como el siguiente ejemplo
demuestra.

Ejemplo 1:

Sea R = ZzN/éN), donde Z; denota el anillo de los enteros médulo 2. Hacemos las

siguientes observaciones:
i) R es un anillo de Boole. En particular, R es un anillo regular conmutativo.
)SsiT= (1_,,3. € R entonces T = 0 6 z,, = 1 para un niimero infinito de n € N.
iii) R es anillo autoinyectivo.

Debido al corolario 3.5, cap. XII de [19], es suficiente ver que B(R) = R es una

reticula completa, y para ello, basta ver que existen los infimos arbitrarios.

Sea {To} C R; definimos € = (e,,) € R como sigue:
e, = {0 si existe a tal que (Ta)(n) = 0;
" 1 otro caso.

Tenemos entonces que:

e, =1= To(n) =1,Va = e, -Ta(n) =1 = e,, Ve,
€n = 0= ¢y - Ta(n) =0=¢,,Va.
Por lo tanto, € To = €, V&, de donde € < T4, Va.

Si F = (Ffn) € Res tal que f < F,,Va entonces f = f - To,Va. Asi, si n > 0 tenemos
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que:
fn=0= fn-en =0= fa,

fn

it

1=1=f, Ta(n),Va = To(n)=1,Va,
= e, =1= fo-en=1=f,.
Por lo tanto, €- f = f, de donde, f < &.
De esta forma, hemos probado que € = A{T,}.
iv) R no es producto directo de anillos primos.

Por el corolario 9.11 de [8], es suficiente ver que R no es una reticula atémica. De

hecho, veremos que R no tiene dtomos. En efecto, sea 0 # T = (xn) € R; por la

observacién (ii), sabemos que hay una infinidad de n > 0 tal que xz, = 1, los cuales

podemos ordenar como {x,,}. Si definimo

s ¥ = (yn) € R como:
_ {0 six, =06 n=ni con k par;
yn -
1l otro caso
Entonces es claroque §y # 0y ¥+ T = ¥, de donde, 7 < Z. Por lo tanto, T no es un dtomo
de R.

V) T < Tg.

En efecto, ya que R es anillo de Boole entonces R es abeliano y de aqui que R es del

tipo I. Por el teorema 4.8, tenemos que 174 = 7,. Si 7, = 7, entonces, usando el teorema

5.8 de [17], tenemos que R es producto directo de anillos lineales completos derechos, lo

cual contradice la observacion (iv). Por lo tanto, 7; < T4; pero de hecho podemos probar
que T, = X, ya que si T, < x entonces, como el intervalo (74, \x) es atémico, se sigue
(usando el teorema 4.1) que R contiene dtomos, lo cual contradice lo demostrado en el
punto (iv).

Habiendo ubicado a la teoria de torsién 7,, pasamos a ubicar a las otras dos teorias

de torsién infimas 74, v 7yy;s.

Proposicién 5.1.- 7,V T1,, < 7, AT, En particular, tenemos que 7is, 71rr € (TgV7Tup, X)-

Demostracidn.- Si § € Simp — IR es proyectivo entonces S es abeliano. Por el lema

3.12, sabemos entonces que S € T, NTr,,, = Ty aryy,;- De esta forma, 7., = £({S €

Simp — R | S es proyectivo}) < 7, A 74;,, obteniendo el resultado.
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Observaciéon:

Considerando el anillo del ejemplo anterior, sabemos que 7, < Ty; en vista de que
T: Y Tis A Trpy son teorias de torsion complementarias en gen(7y) (por la prop.4.10) y
teniendo en cuenta que 7, V 7, es el complemento de 7,, concluimos entonces que, en

este caso, Tg V Tup < Ty A Tigge

Proposicién 5.2.- Sea U = {o = 174 V 74 | 0 es del tipo I}. Entonces:
i) AU y T4y A 71, son teorias de torsidén complementarias en el intervalo (7, V 75,5, X)-

i) 7 = (AU) A 7,

Demostracion.- i) Sea 174 V 74, = 01 A 02 A 03 la descomposicién de 7, V 7,;, en los tipos I,
II y III respectivamente. Tenemos entonces que:

(ANUYATU AT Z Ty V Tap =01 Aoz Aoz = (AU)YN T ATy
y por lo tanto, 74 V 7., = (AU)Y A (757 A Tisr)-

Ahora, (AU) V 7, = AU y AU es teoria de torsién del tipo I. Por la prop. 4.5,
concluimos que (AU) V 7, es del tipo I. Por la misma razdn, (AU) V 7, es del tipo II y
asi, vemos que (AU )V 7, = x. Andlogamente se tiene que (AU)V 7,,; = x. Por lo tanto,
tenemos que:

AUV (7 ATi) = ((ANU)V T ) AN(AU )YV 14p) = X

ii) Por la prop. 4.10, sabemos que 75, = 7, A 7,; A 74;. Por otro lado, sabemos que

Tg =Tg A (74 V Tap) =Tg A(AU)A T ATisp. Como 75 A(AU) es del tipo I, podemos usar

la unicidad dada por el teorema 4.3, para concluir que 7, = 7, A (AU).

Ya que T, y 7, V 7y, son teorias de torsién complementarias en gen(7,), sabemos que
¥ . . . s e .
(7g V Tups X) =2 {7y, Ty), donde (7)) = T, A 7; el inciso (ii) de la proposicién anterior nos

dice entonces que 7; es la imagen de AU bajo ¢ 3 de aqui que tenemos el siguiente:

Corolario 5.3.- SiU = {0 = 74V 75, | o es del tipo I} entonces hay un isomorfismo de
reticulas:
)
(AU, x) =2 {11, Tg)

dado por (o) = 7Ty Ao.
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Un punto importante a considerar, es el de los dtomos de la reticula gen(7,;). Sabe-
mos, por la prop. 1.37, que si M g es Ty-cocritico entonces o = 7, V £(Af) es un dtomo de

gen(7,). Nos interesa dar caracterizaciones de los mdédulos 7,-cocriticos. Antes probamos
el siguiente:

Lema 5.4.- Sea AMp no singular. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Mgp es 7g-Amddulo.

i1) x(M) es un codtomo de la reticula de teorias de torsidm.

Demostracién.- 7) = i7) La hipdtesis ¥ la estabilidad de 7, V £(Af) implican que 74 V
E(M) = 17, V E(E(M)). Por otro lado, es facil ver que el complemento de 7, V E(E(M))

es (14 V E(E(M))) = x(E(M)) y asi, en caso de que x > o = x(M) entonces 74 < o' <
X(MLY = 74 V E(M), de donde, o' = (M), equivalentemente, o = x(M).
i) = z) Supongamos que 7, < 6 < 7,V {(E(M)), entonces x > o' = x(E(M))

x(M). Usando la hipétesis, tenemos que o' N{(E(A)), equivalentemente, o = 7, V
1’ g

E(E(M)). En conclusién, se ha probadoe que E(M) es 75-Amdbdulo, de donde, A es
Tg-Amddulo.

il

En el siguiente teorema, obtenemos diversas caracterizaciones de los mdédulos 14-

cocriticos, aunque en esta ocasién requerimos que el anillo sea regular autoinyectivo

derecho.

Teorema 5.5.- Sea  anillo regular autoinyectivo derecho y sea M € Mod —(Q, 74(Q)).
Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Mg es simple proyectivo.

ii) Mg es T;-cocritico.

iii) Mo es 13- Amdoddulo inyectivo y abeliano.

iv) Mg es - Amddulo y x(M) es del tipo L
Demostracidn.- i) = i) Obvio.

ii) => i) Sea 0 # x € M. Como @ es Q-mddulo derecho finitamente generado y no

singular, y Q es autoinyectivo derecho, entonces rQ es inyectivo (por la prop.1.13). De
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este modo, M = zQ & N para algin N € AMod — @Q, de donde, M /xQ es no singular.
Por otro lado, tomando en cuenta que M es 7y-cocritico y 0 # zQ C A tenemos que
M/zQ € Tr,. En conclusién, vemos que Al = rQ para cada 0 # o € A/, de donde,
Mg es simple. Finalimente, ya que M es no singular entonces es claro que Ao debe ser
proyectivo.

i) = iii) Obvio.

iii) = 1) Por definicidn, si AMlg es 1,-Amddulo entonces Mg es no singular. Ahora,
sea 0 # N C M y sea I\ la 74-purificacion de NV en M. Yaque M € Mod—(Q, ,(Q)) y ¥
es G-cerrado en A, se sigue por la prop. 1.4 que V5 H = Af para algtin H € Mod — Q.

Como K NMH =0, K,H € L*(M) y por hipdtesis M es inyectivo no singular abeliano,
se sigue por el teorema 2.2, que Homp(H, ) = 0, de donde, H € T (x)- Por otro

lado, en vista de que 0 # I C M y M es 74- A mddulo, tenemos por la prop. 1.39, que
x(K) = x(Al). De esta forma, tenemos que H € T (ar), obteniendo que H = 0.

Hemos probado entonces que para todo submdédulo 0 # N C M, M es la 75
purificacion de NV en M. Claramente esto implica que M es 7,-cocritico.

i) = iv) Obvio.

iv) = i) Como hicimos notar con anterioridad, la condicién de que A seca 74-A
modulo, es equivalente a la de que x(M) sea un codtomo. Sabemos ademas que si M
es 7Ty-Amddulo entonces E(AM) es 13- Amddulo. Como por hipdtesis, N(M) es del tipo
I, tenemos entonces, por el corolario 4.4, que E(M) es Q-mddulo inyectivo no singular
del tipo I. Usando el teorema 3.8, vemos que existe 0 %2 S € L*(E(M)) con S abeliano,
y entonces (por la prop. 1.39) 5§ es 7 - Amddulo inyectivo y abeliano. Por lo probado
anteriormente, tenemos que S cs simple proyectivo. Ahora bien, suponiendo que E(M)
no es simple entonces, en vista de que es T;-Amddulo, tenemos que 1, V E(E(M)) €
{74.Ty) (ver tcorema 4.14 de [17]) ¥ de aqui que X(E(M)) = 7, V 7,,. Por otro lado,
X(S) = x(E(M)) vy asi, x(5) = 7y V 7y, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, E(M)
es simple proyectivo y lo mismo es cierto para M.

Corolario 5.6.- Para un anillo regular autoinyectivo derecho @ el intervalo (AU, x)

donde U se define como en la prop. 5.2, no contiene coitomos (y por lo tanto, tampoco
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contiene atomos).

Demostracién.- Supongamos que ¢ € (AL, X) es un codtomo, ¥ sea M tal que o = x(AS).
Ya que x(Al) es codtomo, Al es Tg-Amdbdulo y como x(AL) > AU entonces x(AL) es del
tipo I. Por el teorema anterior, concluimos que Af es simple proyectivo, lo cual es una

contradiccidn, ya que \(M) =0 =2 7, V T,p.

Corolario 5.7.- Si Q es un anillo regular autoinyectivo derecho el cual es un producto

directo de anillos primos entonces 7, = 7.

Demostracidon.- Ya que @ es un producto directo de anillos primos, sabemos por el coro-
lario 9.11 de [8] que B((Q) es una reticula atédmica y asi, por el teorema 4.1, tenemos que
la reticula gen(7,(Q)) es atémica.

El corolario anterior implica que AU = y; usando ahora el corolario 5.3, concluimos

que 7; = Ty, como queriamos demostrar.
Para las posteriores aplicaciones, el siguiente lema nos serd de gran utilidad.

Lema 5.8.- Sea Al € Mod — (R, 74) ¥y sea {Ra} una familia de anillos tal que [] R« e

Endp(M). Si ia: R, — []R. denota la inclusidn, fo = ¢(es) donde e, = ia(l) y
Mo = fo(M) entonces:

i) Ry ~ Endr(M,), para toda a.
i) {AL,} € L*(AL) es una familia independiente y cada M, es totalmente invariante

en M. En particular, la familia {AM,} es homoldgicamente independiente.

ifi) M = E(D Ma).

Demostracién.- Obsérvese primero que {fa} es una familia de idempotentes centrales y

ortogonales de T = Endp(M).

i) Sea @o: Ra — Endp(M,) tal que oo (r)(@) = 0 (ia(7))(2); ¢ o estd bien definida,
ya que si & € Mo entonces © = fo(mn) para algin m € M, de aqui que @.(r)(x) =
@(ial(r)) - fa(m) = fao - @(ia(r))(m) € AM,. Es ficil ver que ¢ ,(r) es R-homomorfismo;

asimismo es facil probar que v, es homomorfismo de anillos.
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Ahora bien, ¢ o (r) = 0implica que ¢ (ia (r))(z) = 0,Vx € Al,; por otro lado, tenemos
que:

P(ia(r) (1 — fo) = @(Zal(T)) - [(1,.. ) = (0. ..., 14... )]

=(0.....7a....) 2(1.1....,04....) =0
De esta forma, @ (ia(r)Nx) = c({a (M) falx) + (1 — fa)(x)) = 0, para toda = € M y asi,
@ (ia(r)) = 0. Como ¢ es inyectivo entonces 7 = 0.

Por otro lado, si f € Endr(Al.) entonces existe f € Endr(M) tal que F Iarza= fia

su vez, existe (ro5) € [ R. tal que o(ra) = T v se afirma que ¢,(ro) = f. En efecto, si
x € M, entonces:

fla) = F(z) = 2((ra))(®) = @((ra)) - (falx)) = @(ia(ra))(x) = Pal(ra)(2)
Por lo tanto, hemos probado que ¢, es isomorfismo de anillos, para cada a.

i1) Supongamos que 0 =

xy + ...+ T con x; € My,,; para cada i tenemos que
0 = fo;(z1 + ...+ ak) = fa,(x:i) = 2., obteniendo el resultado. Como f, € B(T)
entonces es claro gue cada Af, es un submddulo cerrado ¥ totalmente invariante en Af.

iii) En vista de que cada M, C Af es totalmente invariante entonces €9 M, C M es
totalmente invariante. Sea i C A tal que E(P ML) D Iv = M, y sea ¢ € B(T) tal que
K = eM. Ya que ¢ es suprayectiva, ¢ = ((rq)) para algtin (r,) € [] Ra ¥ del hecho de
que ¢ es isomorfismo, se sigue que (r,.) es idempotente central.

Para 3 fija, definimos (1) € [] Ro como sigue:
r = {Ta paraa # 3;
@ 0] otro caso.
Si f = ((rh)) entonces f € B(T); tenemos entonces que:
e-f=e-(e—w(0,...,753,..)Y=e—e-(0,...,73,...) =€
va que € (0,....75,.. ) M) = o(0....,75,

) ceM = fo - @(0,...,75,...) - eM C
E( M,) y por otro lado, e - (0, ..

g, WMD) C eAd = . Pero también tenemos

que:

e f=@((ra)) 2((ra)) = @((ra) - (ra)) = 2((ru)) = f
De esta forma hemos probado que e = f, de donde, (1) = () lo que implica que rg = O.
Ya que 8 se eligié fija pero arbitraria, concluimos que ¢ = 0 y asi, M = E(&B M,) como

queriamos probar.
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El siguiente teorema nos proporciona ejemplos de clases TT. Usaremos la siguiente
notacién:
Dada una clase X de anillos regulares autoinyectivos derechos, C(Y') denota la clase

de todos los anillos que son isomorfos a un producto directo de miembros de X.

Teorema 5.9.- Sea X una clase de anillos regulares autoinyectivos derechos tal que
para cada anillo R y M € AMod — (R, 7,) se cumple la condicidén:
(=) Endp(M)e X = Endp(N) € X, VN € L*(AT)

Entonces C(X') es una clase TT.

Demostracién.- Por construccién de C(X), es claro que es cerrada bajo isomorfismos y
productos directos. Sea R un anillo y Af € AMod — (R, 7y) tal que Endr(M) € C(X), es
decir, tal que Endpr(A) ~ [ R, con R, € X. Por el lema anterior, sabemos que hay
una familia {Af,} C L*(Af) de submddulos totalmente invariantes, independiente, tal
que Endpr(M,) = R, y ademds E(P M, ) = M.

Si N € L*(Af) denotemos por m: Al — N a la proyeccién candnica, y para cada o
sea N, = w(Al,). Se afirma entonces que :

i) N = E(6 Na).

1) Homp(N,,Ng) =0 si a 5% 3.

iii) Endpr(Ns) € X para toda a.

En efecto, ya que A, es totalmente invariante, se tiene que N, C A, y de aqui
que {N.} es familia independicnte. S1 0 % & € NV entonces existe r € R tal que 0 #
T-r=x14+ ...+ xx € @ M, y aplicando la proyeccién =, tenemos que z - = w(x - 1) =
(1) +...7(xx) € @ No. Hemos probado entonces el inciso (i).

Sea f: No — Ng un morfismo y f: M, — Alz una extensién de f, puesto que {Mq}
es una familia homoldgicamente independiente, obtenemos (ii).

Ya que M, N € Mod — (R, 1), tenemos por la prop. 1.6, que N, = 7(My) € L*(N)
y asi, por la propiedad (%) de X, tenemos que Endp(Ny) € X, obteniendo (iii).

Finalmente, usando el inciso (i), tenemos que IV es ¢l coproducto de la familia {N,}

en la categoria Mod — (IR, 75), lo cual junto con los incisos (ii) y (iii) implica que:
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Endp(N) = [] Endr(Na.) € C(X)

Consideremos la clase X de todos los anillos con divisién. En el siguiente teorema

caracterizamos a los mdédulos M € AMod — (R, ) tales que Endr{(M) € X.

Teorema 5.10.- Sea 0 # M € Mod — (R, 7;). Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
i) Endp(M) es un anillo con divisién,

i) M p es T,-cocritico.

Demostracion.- i) = i) Ya que Mod— (R, 7,(R)) = Mod—(Q, 73(Q)) donde Q es el anillo
maximo de cocientes derecho de R/t,, (1) entonces Endpr(M) = Endqg(AM). Probaremos
que Mg es simple. Si 0 # o € M entonces xQ es Q-mddulo no singular y finitamente
generado, y por lo tanto, ya que @ es autoinyectivo derecho, se sigue que rQ es inyectivo.
Sea Kg tal que 2Q @ K = M, ya que Mg es abeliano entonces Homg(zQ, K) = 0, de
donde, Endo(M) =~ Endg(xQ) x Endg(K). De esto se sigue que I = 0, es decir
Q@ = M. Ya que Mg es simple y no singular, es claro entonces que Mp es T,-cocritico.

i7) = 7) Es claro, ya que Mp 7y-cocritico implica que Mg es simple.

Como un corolario inmediato, tenemos que la clase X cumple con la propiedad (*)

y por lo tanto, C(X) es una clase TT, la que denotaremos de aqui en adelante por D.

Teorema 5.11.- Un anillo regular autoinyectivo derecho QQ es centralmente D-nulo si y

solo si no tiene ideales bilaterales minimos como ideales derechos.

Demostracién.- Supongamos que I C @ es un ideal bilateral tal que Ig es ideal minimo.
Ya que Ig es finitamente generado y no singular entonces es inyectivo y por lo tanto, I
es un ideal cerrado distinto de 0 de @, totalmente invariante y tal que Ig es D-mddulo,
probando asi que Q no es centralmente D-nulo.

Ahora supongamos que existe 0 # I € L*"(Qq) totalmente invariante y D-mddulo.
Por el lema 5.8, I = E(P Io) donde I, € L*(Ig) es totalmente invariante y Endo(Ja)

es anillo con divisién. De esta forma, tenemos que I, C @ es un ideal bilateral distinto
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de O tal que (/o )@ es ideal minimo.

Corolario 5.12.- Cada anillo regular autoinyectivo derecho €Q se escribe en forma dnica
como @ = @; x Q2 donde @, es isomorfo a un producto directo de anillos con divisién

y Q2 no tiene ideales bilaterales. minimos como ideales derechos.
Demostracién.- Se sigue de 3.21 y 5.11.

El siguiente paso es determinar la teoria de torsién 75,. Recordemos que para un
anillo R, 7, denota a la teoria de torsién cogenerada por los R-mddulos 74-cocriticos (ver

cap.IIl en [17]).

Proposicién 5.13.- 7, = 75,.

Demostraciéon.- Recordemos que de acuerdo a la prop. 4.12(i), 75, esti cogenerada por
la clase de todos los Z2mddulos.

Si M es 1y-cocritico entonces E(AM) es 1,-cocritico. Por el teorema 5.10, tenemos que
E(M) es D-mddulo y asi, T, = 75,. Ahora si M € Mod — (R, 7;) es D-mdédulo entonces
M = E(P Ma) con M, 14-cocritico y por lo tanto M € .7:,_; con lo cual, obtenemos la

igualdad.

De acuerdo al teorema 5.5 cuando @ es anillo regular autoinyectivo derecho se tiene
que 7, = 7,. Por otro lado, por el teorema 5.8 de [17], tenemos que 7, = 7y si y
solo si @ es isomorfo a un producto directo de anillos lineales completos derechos. Asfi,
usando el tecorema 4.8, tenemos que Q es del tipo D; si y solo si Q es isomorfo a un
producto directo de anillos lineales completos derechos. Ademaés, por definicién un anillo
regular autoinyectivo derecho @ es del tipo D2 si y solo si no tiene -submddulos cerrados
distintos de 0, lo cual claramente es equivalente a que soc(Qq) = 0. De esta forma, de

acuerdo al corolario 3.14 tenemos que:

Teorema 5.14.- Cada anillo regular autoinyectivo derecho @ se escribe en forma tinica

como @ = Q; x @2 donde @ es isomorfo a un producto directo de anillos lineales

completos derechos y soc(Q2) = 0.
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En este punto, podemos dar un ejemplo de una clase TT tal que C = {0.C,R.A} no
es una teoria de tipos.

Ejemplo 2:

De acuerdo al corolario 3.9(i), la clase de los anillos regulares autoinyectivos derechos
del tipo D2 cumple la propiedad (*) ¥ va que claramente es cerrada bajo isomorfismos
¥ productos directos. forma una clase TT, que segiin vimos, consta de todos los anillos
regulares autoinyectivos derechos Q tales que so0c(Q) = 0. Denotémosla por ¥7. S1 X
denota nuevamente a la clase de todos los anillos con divisidn entonces, es claro que XUY
satisface la propiedad (*) y de esta forma, C(X U Y") es una clase TT. Vemos que para
esta clase, C no satisface la propiedad (iii) de una teoria de tipos. Probemos primero
que M € Mod — (R, 7,) es C-mddulo si y solo si AL = M, © Al con Ay, M, totalmente
invariantes ¥ tales que M, es D-mddulo 3 Az es ¥ -mddulo.

En efecto, si M es C-mddulo entonces Endr(AL) == (] Da) x S5 donde D, es anillo
con divisidén y soc(S) = 0. Por el lema 5.8, M = E((B M.) & A') donde M, y It

son totalmente invariantes, Endp(M,) ~ D, v Endp(i) ~ S.

Si hacemos A, =
E(EP M.) y M2 = K entonces se cumple con las condiciones expuestas. Reciprocamente,
si Al = AN, & M, con Al ¥y M totalmente invariantes entonces Homp(M,,M2) =
Hom (M2, My) = 0 de donde, Endp(M) = Endr(M,) x Endp(Mz) € C

De todo ésto, se sigue que:
e, =75, NTp, = Ty
y por lo tanto, todo anillo regular autoinyectivo derecho es del tipo Ci, es decir, en la
descomposicién de cada anillo regular autoinyectivo derecho en los tipos C; y Ca, el factor

del tipo C2 siempre es O.

Sea F la clase de todos los anillos que son isomorfos a un producto directo de anillos
lineales completos derechos. Recordando el corolario 3.9(1), vemos que F es una clase

TT. Deseamos dar una caracterizacién de los F-moddulos.

Teorema 5.15.- Sea @Q un anillo regular autoinyectivo derecho y sea A € AMod —

(@, 75(Q)). Las siguientes condiciones son equivalentes:
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i) Endo(M) es isomorfo a un producto directo de anillos lineales completos derechos.

i) soc(AMg) C,. M.

iii) Cada submddulo distinto de 0 de A contiene un submdédulo simple.

Demostracién.- 7) = iii) Por (i), Mg es del tipo T} y asi, dado 0 # 2 € I\ existe
0 # N € L*(M) D-mddulo, tal que N C Q. Ya que N es D-mddulo, sabemos que
N = E( Na) donde Endg(N,) es anillo con divisién. Usando 5.5 y 5.10, tenemos que
Na es simple.

i1i) = ii) Obvio.

ii) = i) Sea soc(Mg) = @ S, la descomposicién del zoclo de A en sus compo-
nentes homogenecas y para cada w sea E_, = E(S,) C M. Entonces la familia {E.} es
independiente ¥y ya que cada S, es totalmente invariante entonces E_, tambien lo es; en
particular, se ticne que Homg(E,, E,) = 0, si w # p. En vista de que @ FE,, C. M
entonces Endg(A) =~ J] Endg(FE.) y bastarda probar que 7., = Endg(E.) es isomorfo
a un anillo lineal completo derecho. Ya que S, =~ SN con S € Simp—-Q v S € L*(E.)

entonces existe ¢ = ¢? € T, tal que § = eE_; por la prop. 1.8 de [9], vemos que ¢T,, C T,
es ideal derecho minimo. Es ficil ver ademds, que B(7.) = {0,1} y asi, aplicando el

teorema 9.12 de [8], obtenemos el resultado.

Corolario 5.16.- Sea M € Mod — (R, 7y). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) Endpr(AM) es isomorfo a un producto directo de anillos lineales completos derechos.
ii) 3 {Nr C Ml | N es 7y-cocritico} C. M.

iii) Cada submddulo distinto de 0 de Af contiene un subméddulo 74-cocritico.

Demostracidon.- i) = 7ii) La hipdtesis implica que soc(Mq) C. M donde Q es el anillo
maximo de cocientes derecho de R/t (R). Sea 0 # 2 € M y sea N € L*(M) la G-
cerradura de xR en Af. Como Ng # 0, existe un Q-mdédulo simple S € N y es claro que
Spr es 1 -cocritico. Asi, 0 # SN aR C xR es 1y-cocritico.

i17) = 7) Por el teorema anterior. bastard probar que soc(Mg) C. M. Si0# z e M
entonces considerando a rQ como R-mddulo, existe Kg C 2Q 7,-cocritico y ya que

@ € Mod — (R, 7,) entonces contiene a la G-cerradura I de Kp. Como K’ es 7,
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cocritico entonces Kg es simple, probando asi que soc(Mg) N xQ # 0.
i) = ii) Obvio.

ii) = iiz) Es claro que podemos suponer que Al # 0. Sea X = {N € L*(M) | N es
Tg-cocritico}. Tenemos entonces que:

a) X # 0. Esto es obvio, ya que por (ii) existe N C M Ty -cocritico y entonces
E(N) € L*(AMl) es T4-cocritico.

b) S°SX = 3 {N C Al | N es 1y-cocritico}. En efecto, denotando por H a la altima
suma, tenemos que > X C H ¥ si N C Al es 7y-cocritico entonces N C E(N) € L*(M)
y E(N) es 1g-cocritico, de donde N < 3 X.

c) X es cerrado bajo monomorfismos (distintos de 0) en L*(AS).

De esta forma, usando el lema 2.11 tenemos que si 0 #% € M y N es la §G-cerradura
de zR en A, existe un mddulo 74-cocritico 0 # N € L*(NN). Como R C. /N entonces

0# csRNK C xR es submédulo 75-cocritico, probando (iii).

Aqui podemos dar un ejemplo de una cadena Cqg C ... C R4 de clases TT, que no
forma una teoria de tipos.

Ejemplo 3:

Consideremos la familia T = {0, D, F, RA}; ya sabemos que D y F son clases TT
vy 0 C DcC FcC RA Sin embargo, para cualquier anillo regular autoinyectivo derecho
Q, sabemos que la clase de los D-mddulos cogenera la cdpsula TTF de 7, 3 lo mismo
es cierto para la teoria de torsidn cogencrada por los F-mddulos.

De esta forma, la
condicién 3.3(ii1) no se cumple para ¢ = 2

v asi, de acuerdo a lo expuesto al final del
capitulo anterior, no existen anillos (distintos de 0) del tipo Ta.

Como mencionamos en el capitulo 1II, dada una teoria de tipos, la descomposicién
en los tipos de cada anillo regular antoinyectivo derecho Q induce la descomposicidén en
los tipos de cada M € Mod — (Q,73,(Q)). Sin embargo, cuando C es una clase TT, la

descomposicion de @ como un anillo en € y un anillo centralmente C-nulo no induce la

de cada M. Para ver ésto, tenemos el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 4:
Consideremos nuevamente la clase D y sea Q = Endp(V) donde D es un anillo
con divisién ¥y dimp(V) = oo. Ya que los dnicos idempotentes centrales de Q son 0 y
1 entonces @ es un anillo centralimente Trnulo. Si la descomposicién de @ induce la de
cada M € Mod — (Q, 7,(Q)) entonces cada Alg es centralmente D-nulo, lo cual es falso,
ya que si tomamos I C @ cualquier ideal derecho minimo entonces I € L*(Q) e I es

D-mddulo, 1o cual implica que no es centralmente D-nulo.

Observacién:

1) Como una clase intermedia entre D y F, podemos considerar a la clase Mque con-
tiene a todos los anillos isomorfos a un producto directo de anillos artinianos simples (la
prueba de que Mes una clase TT, es similar a la de D6 F). La descomposicién que induce
Mes la misma que la inducida por Dy como en ¢l egjemplo 3, se puede ver que la cadena:

OocDCc MC FCRA

no es una teoria de tipos.

Para la siguiente aplicacidn, consideremos la clase X de todos los anillos regulares

autoinyectivos derechos primos. Como antes, necesitamos caracterizar a los mddulos

M € Mod — (R, 1,) tales que Endgr(Al) es primo.

Teorema 5.17.- Sca 0 # M € Mod — (R, 7,). Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

i) Mp es 14-Amddulo,

ii) Endpr(M) es anillo primo,

ii1) Mp no tiene submddulos cerrados totalmente invariantes propios.

Demostracién.- i) = i) Sca T = Endp(M) y sea e € B(T)\ {0}. Ya que x > x(el) =
xX(M) v x{M) es un codtomo entonces X(eAf) = x(M). Ahora bien, en vista de que
(1 — e) € B(T) entonces (1 — e)M &€ T, (cary) = Ty(ary, de donde (1 — e)M = 0, probando
asi que B(T) = {0,1}. Por 9.6 de [8], T es anillo primo.

it) = 727) Obvio, por el corolario 1.12.

iii1) = i) Bastard probar que x(Af) es un codtomo. Sea x > o = x{(M) y sea Eg un
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cogenerador inyectivo de o. Definimos &N C M como:
N =% {Ima|a:E— A}
Es claro que IV C MM es totalmente invariante; ademas, ya que E € F(ar) entonces
Homgr(E,M) 5% 0. Por la hipétesis, obtenemos que M = E(N); ahora bien, Ima € Tg(E)
para cada a: E — M y asi, N € Tge) C Tr,ve(E). de donde, 75 V §(M) < 7, V E(E).

Tomando complementos en gen(7,), tenemos que xX(M) = x(E) = ¢, como queriamos
probar.

En vista de que submddulo distinto de 0 de un 74-Amddulo es 7y- A mddulo, tenemos
que X cumple con la propiedad (*) y por lo tanto, C(X) es una clase TT, que denotaremos

por P.

Como primer punto, investigaremos quién es 75, . Sabemos que esti cogenerada

por la clase de todos los P-mddulos. Sea o = A{x(M) | M es Ty-Amddule}. Es claro
< o y si Al es P-mddulo entonces M = E(EP M. ) donde cada A,

es un 7,-Amddulo, de donde M € K, lo cual prueba la igualdad. De esta forma, un

entonces que B,

anillo regular autoinyectivo derecho @Q es del tipo P; si y solo si T (QR) = 5, siy solo si
gen(75(Q)) es una reticula atémica. Como consecuencia del teorema 4.1 y de 9.11 de [8],

tenemos el siguiente:

Teorema 5.18.- Un anillo regular autoinyectivo derecho Q es del tipo P; si y solo si

es isomorfo a un producto directo de anillos primos.

Noétese entonces, que la clase P (lo mismo que la clase F), coincide con los anillos
regulares autoinyectivos derechos del tipo P, es decir, al hacer el proceso de los tipos,
no crece {(como la clase D) y nos referimos a este hecho, como que la clase P (lo mismo
que la clase F) forma ya un tipo. Asi, usando la unicidad del corolario 3.21, tenemos que

un anillo regular autoinyectivo derecho es del tipo Pa si y solo si es centralmente P-nulo.

Teorema 5.19.- Un anillo regular autoinyectivo derecho @ es centralmente P-nulo si y

solo si cada ideal primo es esencial.

Demostracién.- Supongamos que I C @@ es ideal primo no esencial. Entonces I es cerrado



Capitulo 5: Aplicaciones 65
en @, lo cual prueba que Q no es centralmente P-nulo.

Reciprocamente, si Q no es centralmente P-nulo entonces existe 0 % I C Q ideal
bilateral tal que I € L™(Qgq) e Ig es P-mddulo. Como sabemos, I = E(P Ia) con
Io € L*(Ig) totalimente invariante y Endo(la.) anillo primo. Por lo tanto, I, es ideal
bilateral de Q. I, € L*(Qg) e I, =~ Endg(l,) es anillo primo. Asi, si I, ® Jo = Q

entonces J, es ideal bilateral de @, primo y que no es esencial.
Como consecuencia de 3.21, tenemos el siguiente:

Teorema 5.20.- Cada anillo regular autoinyectivo derecho @ se descompone en forma

Unica como Q = @1 X Q2 donde @, es isomorfo a un producto directo de anillos primos

y Q2 es extension esencial de cada uno de sus ideales primos.
Terminamos este capitulo con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6:

Al tomar la clase F sabemos, de acuerdo al teorema 3.15, que la teoria de tipos
F induce una descomposicién para las categorias espectrales, como un producto directo
de una categoria espectral sobre un anillo isomorfo a un producto directo de anillos
lineales completos derechos y una categoria espectral sobre un anillo regular autoinyectivo
con zoclo igual a 0. Asi, vemos que cada categoria espectral se descompone como una

categoria espectral discreta y una continua (ver prop. 1.4, cap. XII de [19]).
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