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INTRODUCCION 

Los anillos regulares fueron definidos por J. von Neumann con el propósito de "co­

ordinar" ciertas retículas, en el sentido de que una retícula L es "coordinada" por un 

anillo regular R si L es iso1norfa a la retícula de todos los ideales principales derechos 

de R. Son 1n.ucha.s las clases en que se ha subdividido a los a.n.illos regulares como son: 

anillos regulares abelianos, directamente finitos, contínuos, N 0 -con.tínuos, autoinyectivos 

y algunas otras. Una de estas clases que ha sido estudiada por diversos autores es la 

de los anillos regulares autoinyectivos. Diversos hechos nos muestran la importancia de 

tales anillos entre los que destacan los siguientes: 

a) El anillo m¡l.xhno de cocientes de un anillo no singular~ es regular autoinyectivo. 

b) El anillo de endornorfisrnos de un n1ódulo inyectivo no singular, es regular au­

toinyectivo. 

e) Cada categoría espectral es equivalente a una categoría ele R-módulos inyectivos 

no singulares para algún anillo R., regular autoinyectivo. 

En [10), Kaplansky desarrolla una teoría de tipos para anillos de Baer (en particular, 

para anillos regulares autoinycctivus) donde define tres tipos básicos: tipo I, II y III, 

haciendo porteriorn1cntc una subdh:isión de los pritneros dos tipos: tipo If, I 00 , IIf y 

I I 00 • De esta forn1.a, con anillos de cinco tipos básicos es posible estructurar cada anillo 

regular a..utoinycctivo. Esta teoría fué basada en un trabajo de Ivlurray y von Neumann 

(12], los cuales hicieron dicha clasificación para ciertas álgebras (conocidas corno w·­
álgebras); su clasificación dependía de los valores de ciertas funciones que ellos llama.ron 

"funciones de din1.ensión". 

El trabajo de I~aplan.sky ha sido tomado por varios autores para desarrollar teorías 

de tipos en otros contextos. En [18), Roas clasifica a las categorías espectrales en los 

tipos de I~aplansky y la teoría de tipos para anillos regulares autoinyectivos se puede 
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Introducción 2 

deducir de aquí. En [9], Goodearl y Boyle desarrollan una teoría de tipos para R­

módulos inyectivos no singulares. La idea básica radica en el hecho de que para cada 

R-módulo inycctiYo no singular., su anillo de endomorfismos es regular autoinyectivo y 

como tal., puede clasificarse en los tipos de I~aplansky; Ín'\.·estigan entonces las condiciones 

internas que debe satisfacer el 1nódulo para que su anillo de endon.l.orfisrn.os sea de un 

tipo dcterrn.inado. 

En el presente trabajo, hacen1os una generalización de la teoría de Goodearl y 

Boyle, por nl.e<lio de cadenas de clases de anillos regulares autoinyectiYos, que llamaremos 

Teorías de Tipos, las cuales satisfacen ciertas propiedades de cerradura; probainos que 

inducen una descon1posción de cada R-11:1ódulo inyectivo no singular en 11 tipos ( depen­

diendo del tarnaño <le la cadena) y en particular de cada é-uiillo regular autoinyectivo. 

Como consecuencia se obtiene una descomposición para las categorías espectrales, conl.o 

un producto directo de categorías espectrales sobre anillos de cada uno de los tipos. Esta 

Teoría GeIJeral de Tipos es lleYada a otro contexto: la retícula. de generalizaciones de 

la teoría de torsión de Goldic. En [15] y [17], Raggi y Ríos prueban que cada retícula 

gen(T9 (R)) es i!:io111orfa a la retícula de i<len1potcntcs centrales de un anillo regular au­

toinyectiYo Q; claran1ente esto sugiere que pode1nos reflejar la teoría de tipos de Q sobre 

geT1(r9 (R)) y recíproca1nentc. 

El trabajo est<í dividido en cinco capítulos. El capítulo 1 está dedicado a exponer 

conceptos y rcsultndos prclinúnares f::>obre R-1nódulos inyectivos no singulares y sobre las 

teorías de torsión. El capítulo 11 es de canícter introductorio n. la teoría de tipos de 

I-Caplansky, aunque segui1nos la exposición ele [9). En el capítulo 111, se expone la Teoría 

General de Tipos y entre los resultados que se prueban están teoremas de descomposición 

para R-rnódulos inyectivos n.o singulares, anillos regulares autoinyectivos y categorías es­

pectrales. que generalizan a la descomposición de I~aplansky en. los tipos I, 11 y Ill; al 

final <lel capítulo se obtiene tanibién., una generalización del refinamiento en la descom­

posición de los anillos 1 y IL En el capítulo l'\l, se definen las teorías de torsión de cada 

uno de los tipos y se prueba que éstas descornponen a la retícula genTg. Se prueba que 

las teorías de torsión. de cada tipo, definen subintervalos de genT9 y se obtienen nuevas 
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condiciones, en términos de la retícula gen(T9(R)), para determinar el tipo de un anillo 

regular autoinyecth•o. En el capítulo,,., se dan ejeniplos de teorías de tipos para obtener 

teoremas de estructura de los anillos regulares autoinyectivos. Es importante señalar que 

con esta Tc_ooría General de Tipos. por cada teoría de tipos que se tenga en n"l.ano, se 

pueden obtener nueYos teorerna.s de estructura para anillos regulares autoinyectivos. 

Finahnente quiero expresar rni agradecilniento al Dr. .José Rios !vlontes y al Dr. 

Francisco Raggi Cárdenas por el apoyo que n"l.e han brindado, no solan"l.ente duran.te 

el desarrollo de este trabajo, sino desde ailos atrás. A.simis1no, deseo hacer 1nención 

explícita del hecho que durante la elaboración de este trabajo, he sido becario en el 

Instituto de !VIatemática.s de la Univ. Nac. A.ut. de !V!éxico, con el apoyo económico 

otorgado mediante el progrnn'a P.S.P.A. 



CAPITULO I 

CONCEPTOS PRELIMINARES 

En este capítulo, veremos los conceptos básicos que necesitaremos conocer y a los 

cuales haremos referencia en capítulos posteriores. La nl.ayor parte de éstos, pueden 

encontrarse en [6J, [!:I] y [19]. Durante todo el trabajo. R denotará un anillo asociativo 

con l y 1\1 ad - R la categoría de los R-n~ódulos derechos. Abusando de la notación, 

M E l\f ad - R significa que 1Vl es un objeto de dicha categoría y si AJ, .N E 1\1 ad - R 

entonces f: 1\1 -+ ]1.7 significa que f E Ha1nn(l,1, J\'). Usare1nos la notación JI.' Ce l'.1 

para denotar un sub1nóclulo esencial ele 1\1 y E(JV) para la cápsula inyectiva de N. 

§1. MODULOS INYECTIVOS NO SINGULARES. 

En esta sección haremos un hrcYc estudio de la categoría de los R-ni.ódulos inyectivos 

no singulares. Se suponen conocidos resultados básicos sobre submódulos esenciales y 

R-móclulos no singulares, los cuales pueden encontrarse en [7], cnp. I. 

Definición 1.1.- Sean N C 1\1 E "\Iad - R. Diremos que N es un submódulo cerrado 

de M si no tiene extensiones esenciales propias en ~I, es decir, 

N e e f{ e .~I => N = I{ 

Definición 1.2.· Sean Jl.T C 1\I E ,\:Jod - R. Diremos que N es un sub1nódulo Q-cerrado 

en M si 1\1 / N es no singular. 

En la notación ele [G], N es Q-ccrraclo en !VI si y solo si N es T9 -puro en !VI, donde 

r 9 denota la teoría ele torsión de Goldie. Usaren<os L*(lvl) para denotar el conjunto de 

todos los suh1nódulos Q-cerra<los ele 1vl; L*(l\I) no es vacío ya que contiene a !Vl. 

Observaciones: 
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Capítulo 1: PreliTninares 5 

i) En vista de que producto directo de módulos no singulares es no singular, se sigue 

que L•(]\,l) es cerrado bajo intersecciones arbitrarias. 

ii) Por (i), dado cualquier subn1ódulo .v e _'\f vemos que hay un menor submódulo 

Q'-cerrado en !\'1 que contiene a N. Lo lla1na1nos la Q-cerradura de Nen !vL En la notación 

de [6], la 9-cerradura de N en :!\1 es la r 9 -purificación de N en :!vl. 

Cuando ?vl satisface ciertas condiciones, es fácil dar caracterizaciones de la Q­

cerradura de un subni.ódulo N en !\-l. 

Proposición 1.3.- Sea Aln no singulnr y lV e !..J. Para I-. e Al, las siguientes condi­

ciones son equiYalentes. 

i) I< es la 9-cerradura de N en :!\I. 

ii) N Ce K y K E L'(Al). 

Den1ostración.- Ver prop. 1.1 [9]. 

Proposición 1.4.- Sean l\In inyectivo no singular y N C Jvf. Las siguientes condiciones 

son equivalentes: 

i) N es inyectivo. 

ii) N E L*(JW ). 

iii) N es un sub1nódulo cerrado de M. 

iv) N es un sumando directo de M. 

Demostración.- Ver prop 1.3 [9]. 

Así, para lvln inyecth•o no singular los submódulos cerrados y los 9-cerrados coinci­

den, siendo adenl.á.s los sunl.andos directos. Esta proposición junto con la prop. 1.6 serán 

utilizadas durante todo el presente trabajo sin hacer mención específica de ello. 

Notación: 

Para un anillo R, Afod - (R, T 9 ) denotará la subcategoría plena de l\Iod - R cuyos 

objetos son. los R-módulos derechos inyectivos no singulares. Como es costumbre, M E 

Aiod - (R, T 9 ) significa que :tvl es un objeto de dicha categoría. 
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Proposición 1.5.- Sean ;\-[E l\Iod - (R,,r9 ) y ]\T C Af. Las siguientes condiciones son 

equivalentes: 

i) I.: es la 9-cerradura de Nen l'vl. 

ii) K e .'!\I y K = E(N). 

Demostración.- Se sigue de 1.3 y 1.4. 

Proposición 1.6.- Si J\I,1V E J.Iod- (R,r9 ) y f:lvl-> ~V entonces kerf E L•(J.1) y 

f(M) E L•(N). 

Demostración.- Ya que 1\Ifkerf "'°" f(;'\f) es no singular entonces kerf E L•(AI). Por 

otro lado, AI "'°" ke1·f 9 f(J"\J) y por lo tanto f(AI) E Alod-(R,r9 ), de donde es claro 

que f(Jvl) E L•(J.·J). 

Esta última proposición nos n1.uestra que cualquier rnorfis1no f: l\I -jo ]V en A·fod -

(R, Tg) tiene núcleo e in1agen en la categoría .i\'.fod - (R, T 9 ) y de hecho, éstos coinciden 

con el núcleo e imagen de f en Alod-R. Por lo tanto, fes monon1orfismo (epimorfismo) 

en l'vf od - ( R, r 9 ) si y solo si f es n1ono1norfis1no ( epim.orfismo) en ,,f od - R y de aquí 

que no hay peligro de confusión al hablar de tnonomorfisrnos (epitnorfis1nos) en 11.-!od -R 

para objetos de Aiod - (R,r9 ). 

Corolario 1.7.- Si AI,1V E º'Iod - (R,r9 ) entonces Hornn(1,I,N) 

Homn(N,AI) =O. 

O si y solo si 

Proposición 1.8.- Si 1'I E ,\Iod - (R,r9 ) entonces L•(1'I) es una retícula modular, 

completa y con1ple1nentada, con ínfirn.os dados por intersecciones, supremos finitos dados 

por sumas y supre1nos arbitrarios dados por la Q-cerradura de la su1na. 

Dentostración.- Ver prop. 1.6 [D]. 

El siguiente teore1na es un hecho bien conocido y omitimos su prueba. Teoremas 

más generales pueden encontrarse en [2] y [13). 

Teore1na 1.9.- Para cualquier AJ E Afod - (R,r9 ), Endn(1vl) es un nnillo regular 
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autoinyectivo derecho. 

Proposición 1.10.- Si ,,I E ,,Iod-(R, Tg) y ,ve 1\I es submódulo totahnente invariante 

entonces existe e E Endn(l1I) idempotente central tal que e(ld) es la 9-cerradura de N 

enM. 

Demostración.- Ver prop. 1.9 [9]. 

Corolario 1.11.- Si Q es anillo regular autoinyectivo derecho y J C Q es ideal bilateral 

entonces la 9-cerradura de Jq en Qq es un ideal bilateral generado por un idempotente 

central. 

Corolario 1.12.- Si AI E Aiod - (R, r 9 ), N C AI y T = Endn(AI) entonces N es un 

submódulo cerrado en 1vl y totahncnte invariante si y solo si existe e = e 2 E T central tal 

que N = e(AI). 

Proposición 1.13.- Si Q es anillo autoinyectivo derecho entonces cada lvI E lviod - Q 

no singular y finitan1ente generado es proyectivo e inyectivo. 

Demostración.- Consideremos una sucesión exacta 

O ____, I< ____, Q" ____, AI ____, O 

con n >O. Como !'vI es no singular entonces I< E L"(Q") y ya que Q" es Q-1nódulo 

derecho inyectivo se sigue entonces que 1~ es su1nando directo de Qn, obteniendo el 

resultado. 

A continuación, hacemos un breve estudio de la categoría ''Iod - (R, r 9 ). Para un 

estudio más detallado ver [4], [9] y [19]. 

Proposición 1.14.- La categoría l1Iod-(R, r 9 ) es abeliana con productos y coproductos, 

donde si {2vI0 } C AI ad - (R, r
9

) entonces el producto es el producto directo TI lvl0 y el 

coproducto es E($AI0 ). 

Den~ostración.- Ver prop. 1.11 y 1.12 de [9]. 
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Definición 1.15.- Una categoría abeliana cocomplet.a C es una categoría espectral si 

tiene un generador~ los límites directos son exactos y cada sucesión exacta corta se 

escinde. 

Proposición 1.16.- ,\Iod - (R, r9 ) es una categoría espectral. 

Demostración.- Ver prop. 1.13 de [9}. 

Gabriel y Oberst prueban (ver HJl. que toda categoría espectral tiene la forma de 

J..I od - ( R, 1 9 ). ).1ás precisan1.ente~ teneu1os: 

Teoren1a 1.17 .- Una categoría C es una categoría espectral si y solo si existe un anillo 

regular autoinyectivo derecho Q tal que: 

e ~.\Iod-(Q.rg(Q)) 
En particular, dado cualquier anillo R existe un anillo regular autoinyectivo derecho 

Q tal que _\,[od - (R.r,(R)) ~ 1\Iod - (Q,r9 (Q)). De hecho, Goodearl y Boyle (ver 

[91) prueban que existe un tal anillo Q tal que 1\.fod- (R, r 9 (R)) = 1\Jod - (Q,r9 (Q)). 

En la terminología de [19] y de acuerdo a la prueba de Goodearl y Boyle, se ve que 

Teore1na 1.18.- Sean Q 1 y Q 2 anillos regulares autoinyectivos derechos. Entonces 

-1\Iod - (Q 1,r9 (Q 1 )) - 1\Iod - (Q2 ,r,(Q2 )) si y solo si existe Af E 1\Jod - (Q2, r 9 (Q2 )) 

fiel, tal que Enc/0 2 (111) <::= Q 1 • 

Den1ostración.- ·ver prop. 1.18 [9]. 

§2. TEORIAS DE TORSION 

En esta sección, veremos los conceptos y resultados básicos acerca de las teorías de 

torsión. en ./1.1 od - R. El concepto de teoría de torsión aparece en diversas formas en 

la década de los GO's, con los trabajos de Dickson ([l}), Gabriel ([3]) y Maranda ([llJ). 

En esta sección, no daremos las demostraciones de las proposiciones ni las referencias de 

éstas, ya. que el lector interesado puede consultar cualquiera de los libros sobre el tema 
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(ver (5], (6] ó (19]). 

Una forma de introducir el concepto de torsión, es mediante un funtor t: ]vfod - R--+ 

l\Iod - R, el cual a.socia a cada módulo .Ain un submódulo de torsión t(1\I). 

Definición 1.19.- Un prerradical r de ,\Iod - Res un subfuntor del funtor identidad 

sobre J\I od - R, es decir, para cada módulo 1\I R se tiene que r(1\I) e 1':I y si f: AI -+ 1\T 

entonces f induce por restricción r(f): r(1\I)--+ r(N). 

La clase de todos los prerradicaies ele .J.Vfod - R es una retícula con1.pleta, donde se 

definen: 

i) r1 S r2 = r 1 (1vI) e 1·2(1\I), ':/J\I E 1\Iod - R. 

ii) Si {r0 } es una familia de prerraclicales entonces el supren10 ¿ r 0 se define por la 

regla (¿r.,)(J\I) = ¿r.,(J\I) y el ínfimo nr0 como Cnr0 )(1\I) = nr0 (J\I). 

Definición 1.20.- Un prerradical r se llanuddempotente sir= r 2 , es decir, si r(r(JYI)) 

r(11I), ':llvI E 1\I od - R y se llama radical si 1·(1\I /r(l'vI)) =O, ':/AI E J\I od - R. 

Dado un prerradical r, pode1nos asociarle dos clases de R-n1ódulos derechos, como 

sigue: 
T,. = {1\I E 1\Iod - R f r(J\I) = J\I} 

:F,. = {}vf E J\Iod - R f r(J\I) =O} 

Proposición 1 .. 21.- T,. es cerrada bajo cocientes y sun1as directas y :F;. es cerrada 

bajo submódulos y productos directos. En particular, si 11I E Tr y N E ;¡::;. entonces 

Hornn(J\I, l\T) =O. 

Una clase C de R-1nódulos derechos que es cerrada bajo cocientes y sumas directas se 

llama una clase de preto1·sión y en ca.so de que sea cerrada bajo submódulos y productos 

directos, se le llarna clase libre de prctorsió11. 

Dada C una clase de pretorsión, a cada J\1 E 1\efod - R podernos asociarle un 

sub1nódulo t(J\J) como sigue: 

t(1\I) = L:{N e l'vI IN E C} 
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Clarantente t(.i\I) E C y t(J\I) es el n1ayor submódulo de !\! perteneciente a C. Así, 

C define un prerradical t de 1\1od-R y es obvio que t es ide1npotente. Tenen1os entonces 

que: 

Proposición 1.22.- Hay una correspondencia biyectiYt\. en'tre los prerraclicales iden:i.po­

tentes de ,,Jod - R y las clases de pretorsión sobre ""\lod - R. 

Obviamente cuando el funtor r satisface n:iás condiciones~ ésto repercute directa­

mente sobre Tr y viceYersa. 

Proposición 1.23.- Para un prerradical r las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) res un funtor exacto izquierdo. 

ii) Si Ne 1\J E "'Jod- R entonces r(N) = r(""\J)n1V. 

iii) r es ide1npote11te y Tr es cerra.da bajo submódulos. 

Cuando una clase de prctorsión es cerrada bajo subnl.ódulos, se llama clase de pre­

torsión l1ereditaria.. La prop. 1.22 y 1.23 nos dicen entonces que: 

Corolario 1.24.- Hay una correspondencia biyectiva entre los prerradicales exactos 

izquierdos de Jvl ad - R y las clases de pretorsión hereditarias sobre ]\'f od - R. 

Definición 1.25.- Una teoría de torsión r para 1VIod - R es una pareja (7,.,.:F,.) de 

clases no vacías de R-1nódulos derechos tales que: 

i) 11:! E 7,. y N E :F,. => H omn(J\I, N) =O. 

ii) Ho11~n(J\I,1V) = 0,'<11\~ E :F,. =>,u E 7,.. 

iii) H omn(,W, JV) =O, '<ll\1 E 7,. => N E .:F,.. 

A. la cla.5c Tr se le llan"l.a clase <le r-torsión, consistente de R-módulos de r-torsión, 

1nientras que a Fr se le llan"l.a clase r-libre de torsión, consistente de R-rnódulos r-libres 

de torsión. 

Proposición 1.26.- Para una clase no vacía 7 C J\'Iocl - R, las siguientes condiciones 

son equi·valentes: 
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i) T es una clase de torsión para alguna teoría de torsión. 

ii) T es cerrada bajo cocientes, su1na.s directas y extensiones. 

-~nálogamente tenemos: 

Proposición. 1.27.- Para un.a clase no vacía :F C J.'Iod - R, las siguientes condiciones 

son equivalen.tes: 

i) Fes una clase libre de torsión para alguna teoría de torsión. 

ii) :Fes cerrada bajo sub1nódulos, productos directos y extensiones. 

De este modo, dada una teoría de torsión T, Tr es una clase de pretorsión y en 

particular, dado,\/ E _\:/od - R existe un niayor subn1ódulo tr("\I) C "':/perteneciente a 

Tr., el cual es llamado submódulo de r-torsión de!\!. Un n1.ódulo .t\ln es r-libre de torsión si 

y solo si tr(.i'\1 ) =O. Es fácil checar adc1ná.s, que el prerradical fr es un radical. Tenemos 

entonces que: 

Proposición. 1 .. 28.- Hay una correspondencia biyectiYa entre los radicales idempotentes 

de llf od - R y las teorías de torsión sobre ,\/ od - R. 

Cuando Tr es hereditaria dccitnos que la teoría de torsión (Tr. :F;) es hereditaria. 

Por la prop. 1-23, sabcn"J.os que ésto sucede si y solo si el radical asociado tr es exacto 

izquierdo. Tenemos entonces que: 

Proposición. 1.29.- Hay una correspondencia biyectiva entre las teorías de torsión 

hereditarias en. .l\Iod - R y los radicales exactos izquierdos de .J.'Jod - R. 

Se ha definido una teoría de torsión hereditaria cuando la clase de torsión Tr es 

cerrada bajo subn"J.Ódulos, pero usando la prop 1.23 no es difícil ver que ésto es equivalente 

a que la. clase libre ele torsión sea cerrada bajo cápsulas inyectivas. De este modo, las 

proposiciones 1.20 y 1.27 siguen siendo válidas si can"J.bia.znos teoría de torsión por teoría 

de torsión. hereditaria y a los incisos (ii) añadimos las peticiones de que Tr sea cerrada 

bajo subn"J.ódulos y :;:;. bajo cápsulas inyectiYas~ respcctiYrunente. Se sigue entonces que: 



Capítulo 1: Prelirninare.• 12 

Proposición 1.30.- Si Tes una teoría de torsión hereditaria entonces: 

i) llI E Tr = HomR(llI,E(1V)) = 0,\12\- E :F,.. 

ii) NE :F,. = HomR(llI, E(N)) =O, \11\I E Tr. 

De aquí en adelante, todas las teorías de torsión que consideraren.1.os serán teorías 

de torsión hereditarias. Si T es una teoría de torsión y -'I E .. \Iod - R, una familia 

distinguida de submódulos de !VI es la que contiene a todos los subrnódulos 1V C ]\,f tales 

que llf /N E Tr. Si "'I /JV E Tr entonces se dice que N es r-denso en !vi. En particular, 

considerando el R-rnódulo derecho Ru, un ideal derecho I C R es r-denso en R si 

(R/ I)R E Tr. Usare1nos la notación: 

C.r = {Iu C R 1 I es r-denso en R} 

Las propiedades básicas <le C.r se re8un1cn en la siguiente: 

Proposición 1.31.- Si Tes un.a teoría de torsión en Jl.Iod - R. entonces: 

i) Si I E C.r y x E R entonces (I : x) = {r E R 1 xr E I} E C.r. 

ii) Si I e R y J E C.r son tales que (I : x) E C.r para todo"' E J entonces I E C.r. 

iii) Si I, J E C.r entonces In J E C.r. 

iv) Si I, J E C.r entonces I J E C.r. 

v) Si I E C.r e I e J e R entonces J E C.r. 

Cuando un conjunto no vacío ,C de ideales derechos de R satisface (i) y (ii) de la 

proposición anterior, se le llaina filtro de Gabriel de R (algunos autores les llaman filtro 

ide1npotente). 

Proposición. 1.32.- Ha.y una corre~poudencia biyectiva entre las teorías de torsión 

sobre 1'1I od - R y los filtros de Gabriel de R. 

Conl.o corolario de esta proposición, tenemos que las teorías de torsión sobre ¡'J od-R 

forman en realidad un conjunto. 

Otro conjunto de sub1nódulos distinguidos de ?vl es el que contiene a todos los 

sub1nóclulos ,v e ,,f tales que AI/JV E :F,.. Cuando J'I/N E :F,., diremos que N es T­

puro en !VI. En vista de que :F;. es cerrada bajo productos directos., es claro entonces que 
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el conjunto de submódulos -r-puros de lvl, es cerrado bajo intersecciones arbitrarias. Así, 

dado N C 1VI, existe un menor submódulo r-puro en ~'1 que contiene a N, al cual se le 

conoce con10 la -r-purificación de N en 1'.l. Es fácil Yer que si H es la r-purificación. de N 

en M entonces H/1V = tr(1'f /JV). En particular, tr(1'f) es la r-purificacion de O en l'vl. 

Otro aspecto in1portantc es la estructura de retícula co1npleta del conjunto de teorías 

de torsión sobre ]lf od - R. 

Definición 1.33.- Sean T,CT teorías ele torsión. Diremos que T s; a si t-r ~ta, es decir, 

Proposición 1.34.- Sean r, cr teorías de torsión en Aiocl- R. Las siguientes condiciones 

son equiv-cilentes: 

i)r$a. 

ii) Tr e T,,. 

i ii) :F., e :Fr. 

iv) C.r e c.,,. 

Además, si { 1 0 } es una familia de teorías de torsión se definen /\10 y Vr0 como sigue: 

i)Tr.r0 = n Trª 

ii)Fvra = n:F,.a 

Teorema 1.35.- El conjunto de teorías de torsión es un marco, es decir, una retícula 

completa donde: 

T /\ (Vra) = V(r /\Ta) 

para cualesquier -r, 1 0 teorías de torsión. 

En particular, el conjunto de teorías de torsión for1na una retícula distributiva. 

Si C e Afod - R, entonces hay una incnor teoría de torsión, denotada por l;(C) 

tal que C C 7i;cc¡. Obviamente, l;(C) = /\{r \ C e Tr}- De la inisrna. forma, hay una 

mayor teoría de torsión, denotada por x(C), tal que C e Fxcc¡. En este caso, tenemos 

que X ( C ) = V { r i C C :F,.}. A I; ( C) se le llama la teoría de torsión generada por C y a 
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x(C) la teoría de torsión cogcnerada por C. Claramente, otra fonna de obtener l;(C) es 

la siguiente: definirnos la clase libre de torsión, 

.:;a::;¡(C) = {JV E '\/ od - R \ H omn(-''I, E(1V)) = O, V'AI E C} 

y la clase de torsión con~o corresponde. Algo similar poden~os hacer para :x t C ). Es claro 

que t;(O) es el elemento menor del conjunto de todas las teorías de torsión. y se denota 

simplen1.entc por.;, inientra.s que x(O) es el ele1n.ento mayor y se denota por X· 

Cuando la cla..:.;e de torsión Tr es cerrada bajo productos directos, se dice que T es 

una teoría de torsión TTF. En este caso, el filtro de Gabriel de R tiene unn base que 

consiste de un ideal bilateral iden1pote11te, a saber, 

I = n{Jn C R 1 J es r-denso} 

Recíprocan1.ente, si I C R es un ideal bilateral ide11:1potente entonces el conjunto 

e= {Jn e R 1 I e J} 

es un filtro de Gabriel y la teoría de torsión asociada es TTF. 

Claramente, el conjunto de teorías de torsión TTF es cerrado bajo ínfimos arbitrarios 

y en vista de que éste conjunto es n.o Yacio (pues contiene ax) entonces dada cualquier 

teoría de torsión T, existe una teoría. de torsión TTF mínin1a, denotada por T, tal que 

T::; T; a T se le conoce como la cápsula TTF der. 

Cuan.do la clase de torsión T-r es cerrada bajo cápsulas inyectivas, se dice que T es 

una teoría de torsión estable. En [5], se puede encontrar la siguiente caracterización de 

las teorías de ton:;ión estables: 

Proposición. 1.36.- Sea Tuna teoría de torsión en Af od- R. La.s siguientes condiciones 

son equivalentes: 

i) -r es estable. 

ii) tr(l\.f) es un sun1a.ndo directo de NI, para. cada J..'.ln inyectivo. 

Diversas caracterizaciones y un estudio n1tis amplio de las teorías de torsión estables 

se puede encontrar en [6) y [19]. 

Una de las teorías de torsión más itnportantes es la teoría de torsión ele Goldie. Es 

bien sabido, que si considera1nos la familia de todos los R-mó<lulos derechos no singu-



Capítulo 1: Preliminares 15 

lares, esta fa1nilia es cerrada bajo sub1nódulos, productos directos, cápsulas inyectivas y 

extensiones y por lo tanto, es una clase libre ele torsión para alguna teoría de torsión, 

que es conocida conl.o la teoría de torsión. de Goldie y se le denota por 1 9 . Los siguientes 

hechos son bit.Sicos acerca de la teoría de torsión de Goldie: 

i) r 9 = f.({R/I \In Ce R}). 

ii) x(R) :5 r 9 • A la teoría de torsión x(R) se le conoce con>o la teoría de torsión de 

Latnbek. 

iii) El radical exacto izquierdo asociado a 1 9 es Z( )~ el cual queda definido por la 

regla: Z(JVI)/Z(,'I) = Z(AI/Z(,,1)). En particular, si NI es singular entonces lvI E 'Tr,· 

iv) Si R es no singular derecho entonces r 9 = x(R), Z(J'1) = Z(J'I), para todo 

JVI E Afod - R y Cr, = {I C R \In Ce R} . 

... ~de1nás de estos hechos básicos, podernos encontrar en la literatura, los siguientes 

resultados: 

v) Cada T 2: r 9 es una teoría de torsión estable (ver (G]). 

vi) La cápsula TTF de r 9 es: 

r 9 = x( {5 E 5imp - R \ S es proyecth·o}) 

donde Sinip-R denota un conjunto fijo <le representantes de las clases de isomorfismo de 

R-módulos derechos simples (ver [14] para una de1nostración de este hecho). 

Otra teoría de torsión itnportante es la teoría de torsión de Gold1nan, que se define 

como: 

Tsp = f.({5 E 5imp-R \Ses proyectivo}) 

El radical asociado con r.,,.p es la cornponente proyectiva del zoclo, es decir, tr.p(M) 

socp(Jl.1) = Z::{5 C ''1 \ 5 es si1nple proycct.h·o}. En [14] puede encontrarse un estudio 

1ná.s detallado de la teoría de torsión r ... 11 y su relación con 1 9 • 

Dada L una retícula cotnpleta~ decin:1os que O =/=- a E L es un áton~o en L, si para 

todo b E L, O < b :5 a implica que a = b. En fonna dual se definen los coátomos. La 

retícula L se dice que es ató1nica, si para. cada O =/= b E L existe a :::; b con a átomo de L; 

se dice adc1ná.s que L es localrncntc atóniica. si cada elen1ento de L es unión de átomos. 

Es fácil Ycr que en el conjunto de teorías de torsión los áton"1os son las teorías de 
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torsión simples, es decir, las de la forma l;(S) donde S E Simp - R; así también es fácil 

ver que esta retícula es atómica. 

En general, si a > T es un áto1no del inten·alo (T, x) (donde (T, x) gen(T) {a\ 

T :5 O' :S X}) se dice en ton.ces que CT es un T-áton"l.o. 

Si 111 E ,\[ od - R es tal que "\[ E :F,. y r V.; (Al) es r-át01no se dice entonces que 1\'l 

es r-A-módulo. La de1nostración de las siguientes proposiciones pueden encontrarse en 

[16}. 

Deftnicion 1.37.- Sean 1\I E l\Iod - R y runa teoría de torsión. Decinlos que /IJ es 

r-cocrítico si ,\I E :Fr y para todo o # ]\' e .\I se Ctllnple que 1"\I /}V E Tr. 

Proposición 1.38.• Si l'vl es r-cocrítico entonces 1\1 es r-A-n>.ódulo. 

Proposición 1.39.- Si 1'1, N E 1'\Iod-R son r-.Á-nló<lulos entonces -rV l;(AI) = -rV l;(N) 

si y solo si x(./\I) = x(1V). En particular, si 1\1 es r-A-111ódulo y JV e ,\f entonces: 

i) N ,¡,.O ==> N es T·Amódulo y x(1V) = x(1\I). 

ii) N -r-puro en 1\1 :l>- Al /N es -r-Amódulo y además x(AJ /N) x(M). 



CAPITULO 11 

TEORIA DE LOS TIPOS DE KAPLANSKY 

En este capítulo~ Yeremos los resultados básicos acerca de la teoría de los tipos de 1~.a­

plansky para anillos regulares autoinyectivos derechos aunque seguire1nos el linea.miento 

marcado por Goodcarl y Boylc en {9]~ donde se trata una teoría de descomposición. en 

varios tipos para R-1nódulos inyectivos no singulares, obteniendo con-io caso particular 

la descomposición para anillos regulares autoinyectivos. El capítulo está dividido en 5 

secciones, las cuales forman parte de Yarios capítulos de [O). Cada unn de las denl.ostra­

cioncs pueden encontrarse ahí. La notación J'\"t ~ .l\I se usare:i para abreYiar el hecho de 

que existe un rno11on1orfisrn.o f: ]\T --+ _7\J. 

§l. MODULOS ABELI.-\NOS Y DIRECTA.I\IENTE FINITOS. 

En esta sección, <lamas las definiciones de R-inódulo abeliano y directamente finito 

así como sus propiedades básicas. 

Definición 2.1.- Un anillo regular R se llan~a abeliano, si todos sus idempotentes son 

centrales. Un idempotente e E R se llama abeliano si el anillo eRe es abelia.no. Si Res 

un anillo y ]\I E "'I ad - (R, Tg ), 2\I se lla1na abeliano si T = Endn(,,I) es anillo abeliano. 

Por ejemplo, cualquier anillo con diYisión es abeliano, así co1no cualquier anillo de 

Boole. 

Teoren-ia 2.2.- Sea 1\f E .J.'Iod - (R, r 9 ). Las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) ,,I es abeliano. 

ii) L•(AI) es una retícula clistributh-a.. 

iii) Sub1nódulos ele ]\[ cerrados e isorn.orfos, son iguales. 

- 17 -
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Corolario 2.3 .. - Sea R un anillo. Entonces: 

i) Sean 1V, 1"\I E 1\lod-(R. r 9 ) con _,y'----' .\I. Si _"\J es abeliano entonces JV es abeliano. 

ii) Sea { 1\I 0 } C _U od - ( R, r 9 ). En ton ces E( E9 1\I 0 ) es abeliano si y solo si cada .l\f 0 

es abeliano y Hornn(,\10 • ..,\la) =O si a# ;3. 

Definición 2.4-- Un anillo R se lla1na directamente finito si: 

Vx,y E R(xy = 1=>yx=1) 

Un i<len1potcnte e E R se llama directan1ente finito si el anillo eRe es directa.inente 

finito. Un tnódulo -~1 E lllod - (R, r 9 ) es directainente finito si el anillo Endn(llf) es 

directan1ente finito. 

Por eje1nplo, cualquier anillo sen1isin1ple es directan~ente finito y en [20] se prueba 

que cualquier anillo autoinyectiYo izquierdo y derecho, es dircctan1ente finito. 

Teoretna 2.5.- Sea 1\I E 1\lod - (R, r 9 ). Las siguientes concliciones son equivalentes: 

i) AI es directa1ncnte finito. 

ii) Si _,y E L • ( 1\I) con 1V ::::,: 1\I ca ton ces 1V = -'I. 

iii) Si 1Y E L"(1\l) con 1Y ::::,: JV 83 J.Y entonces 1V =O. 

Nótese que la condición (ii) del teorc1na 2 . .G es un.a buena justificación del 1101nbre direc­

tamente finito. 

Corolario 2.6.- Sea R un anillo. Entonces: 

i) Si AJ E J\f od - ( R, r 9 ) es abeliano entonces _l\,f es directamente finito. 

ii) Sean 1V, 1\I E 1\Iod - (R, rg) con cY '---+ 1\l. Si 1\J es clirectan~ente finito entonces 

N es directamente finito. 

iii) Sea {Aio} C Aiod - (R.r9 ) con Homn(lll0 ,1':J13 ) = O si a # /3. Entonces 

E( ffi .:.'Iª) es directa111cnte finito si y solo si cada .:.\I0t es directamente finito. 
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§2. CUBIERTAS CENTRALES E IDE1\IPOTENTES FIELES. 

Como es cost.u1nbre, usareni.os B(R) para denotar al conjunto de ideni.poten.tes cen­

trales de R. Es bien sabido que B(R) es un álgebra de Boole, bajo las operaciones: 

e/\ f = ej. e V f = <- + J - <-f y e' = 1 - c. El orden parcial en B(R) está dado entonces 

por: e ~ f = ef = e = eR C f R. Cuando R es regular autoinycctivo, se puede probar 

que B(R) es aden-iás, una retícula con1pleta. 

Proposición 2. 7 .- Sea Q un anillo regular autoinyectivo derecho y 0 ,¡ {e;} C E( Q). 

Entonces: 

i) Existe e= /\e; E B(Q) y <-Q 

que "\fe= /\J\Ie, (en L*(]\l)). 

n e;Q. ::-..1as aún, V"\I E i\1 ad - (R, Tg) se cu1nple 

ii) Existe J = Ve, E B(Q) y JQ es la 9-cerradura. de ¿: e;Q en Q. !v1a.s aún, 

VAi E }\fod- (R,r9 ) se cmnple <¡ue ,\If = V}\le, (en L*(,\I)). 

Observación: 

i) Sean Q un anillo regular autoinycctivo derecho y .l'\I E J\1od - (Q,-r9 (Q)). Ya que 

AJ es no singular, el anulador de A/, (,\f: O)= {q E Q 1 Aiq =O} es un ideal bilateral 

de Q el cual pertenece a L*(QQ ). De acuerdo al corolario 1.11, (.l'\f: O)= (1 - e)Q para 

algún e E B(Q) y notarnos ade1nás que e= /\{f E B(Q) 1 -'\/(1 - f) =O} es decir, e es 

el menor ideni.potente central en Q el cual actúa COll.1.0 la identidad en i\I. 

Definición 2.8.- Sea e E Q como arriba. Al iden~potcnte e se le lla1na la cubierta 

central de ]\I y es denotado por cc("\I). 

Nótese que la cubierta central se define únicanl.ente cuando el anillo en cuestión, 

es regular autoinyectivo derecho. Las propiedades básicas de las cubiertas centrales se 

enuncian en la. siguiente: 

Proposici6n 2.9.- Sea Q un anillo regular autoinyectiYo derecho y sean .l\I, NE lVIod­

(Q, r9(Q)). Entonces: 

i) Si JV '--> ,\J entonces cc(N) :S cc(AI). 
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ii) HomR(l\;f, "V)= O= cc{-H) _L cc(X). 

iii) Si {.l\Ia} C L"(c,1) entonces cc(V,l\I0 ) = Vcc(.\I0 ). 

Definición. 2.10.- Sea R un anillo regular y sea e = e 2 E R. Decin1os que e. es un 

jdernpotente fiel si: 

V'f E B(R)(fe =O=>- f =O) 

Por cjc1nplo, si Q es un anillo regular autoinyectivo derecho y prin10 entonces por 

9.6 [8]. sabemos que B(Q) = {O, l} y de aquí que todos los ide1npotentes distintos de O 

son fieles. 

Necesitamos una caracterización alternativa de los idempotentes fieles. El siguiente 

lema nos resulta útil no solo para probar la siguiente proposición, sino algunos teoren1as 

del siguiente capítulo. 

Len~a 2.11.- Sean,,;[ E J"\Iod - (R, Tg) y 0 =fa ,y C L*(ll:l) cerrado bajo inonon:1orfis1nos 

(en L*(_¡';f)). Entouccs ¿_y e, "'I si y solo si para todo O =fa N E L*(lvI) existe 

I .. E X\ {O} tal que J.; C N. 

Proposición 2.12.- Sean fl;[ E J\Iod - (R, T 9 ), T 

siguientes condiciones son equi,·alentes: 

i) e e8 idernpotcntc fiel. 

ii) Te es T-1nódulo izquierdo fiel. 

iii) eT es T-n1ódulo derecho fiel. 

iv) Te-7\:[ Ce fl:l. 

Endn(!II) y e e 2 E T. Las 

v) Para todo O =fa N E L*(.iH) existe O =fa I< E L*(A:l) tal que I'" C N y I<: <---+ eM. 

§3. MODULOS DE LOS TIPOS I, II Y III. 

En esta. sección, vcre1nos los conceptos de anillos de los tipos l, 11 y 111, algunos ejem­

plos de ellos, así coni.o sus propiedades básicas. Seguireni.os con el lineamiento marcado 

por Goodearl y Boyle en [9]. 
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Definición 2.13.- Un· anillo regular R es del tipo I si R contiene un iden1potente 

abeliano y fiel. Si Res un anillo y •'I E -'Iod - (R. r9 ). decin1os que c'I es del tipo l si 

Endn(AI) es anillo del tipo l. 

Por eje1uplo. cadét anillo regular abeliano es del tipo l. El recíproco no es cierto; en 

efecto, si Res un anillo lineal con1pleto derecho, es decir. si R = End o( l·p) donde,, .. es un 

O-espacio Yectorial derecho y los homo1norfisn1os se escriben por la izquierda. entonces es 

bien sabido que Res un anillo regular autoinyectivo derecho y prin.-10. de donde, todos los 

idempotentes distintos de O son fieles. Pero si e E R es la proyección sobre un subespacio 

w e \I" tal que dirnv(llT) = 1. entonces eRe '.::::::" D y así, e es ide1npotentc abeliano. Por 

lo tanto, R es <le! tipo l. Sin embargo. R es abeliano solo cuando din1v(l') ::; l. 

Teoren'Ia 2.14.- Sea AI E J..Iod - (R, T 9 ). Las siguientes condiciones son equivalen.tes: 

i) JII es <le! tipo I. 

ii) Para todo O i= ,y E L"(1U) existe O i= K E L*(i1I) abcliano tal que IO: C N. 

iii) 2:{N E L*(.U) 1 N es abeliano} Ce JU. 

Corolario 2.15.- i) Sean ,,I,JV E "'Iod - (R, r 9 ) con 1V ...._ "'I. Si l'I es del tipo I 

entonces N es del tipo l. 

ii) Sea {''In} C ''Iod-(R,r9 ). Entonces E(ffi1'I0 ) es <le! tipo si y solo si cada 

l'vI 0 es del tipo I. 

Teoren-.a 2.16.- Sea Q anillo regular autoinyectivo derecho. Las siguientes condiciones 

son cquiYalentcs: 

i) Q es del tipo I. 

ii) Existe S anillo regular autoinyccth·o derecho y abeliauo tal que: 

,Hod - (Q, r 9 (Q)) - ,uod - (S, T 9 (S)) 

iii) Existe S anillo regular autoinycctivo derecho y abe!iano y AI E. JYI od - (S, T 9 (S)) 

tal que Q ::::e Ends(l\I). 

Definición 2.17.- Un anillo regular R es <le! tipo II si R no contiene i<lempotentes 

abelian.os distintos de O., pero contiene un idempotente directarnente finito y fiel. 
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Por ejen1plo, sea Q = R/H donde R = f1.\I0 (D0 ) con D,, un anillo con división 

para toda n y Hes cualquier ideal bilateral ni.á...'-=in10 de R el cual con.tiene a E9 .:.,f,1(D 0 ). 

entonces Q es anillo regular autoinycctiYo derecho. sin.1.ple y del tipo 11 ( ,·er corolario 

11.10 [O)). 

Los siguientes resultados son los anúlogos a 2.14:-2. lG. pero pa.ra anillos regulares 

del tipo II. 

Teoretna 2.18.- Sea _,J E .:.\J od - (R~ r 9 ). Las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) AI es del tipo Il. 

ii) ~',¡no contiene submódulos cerrados abelia.nos distintos de O y para todo O-=/:- _7\,T E 

L"(.H) existe O =;f ¡.;E L"(-7\!) directamente finito tal que¡,; C ,Y. 

iii) lvf no contiene subn1ódulos cerrados abclianos distintos de O y 

2:{1V E L"(,\I) \ N es directa1nente finito} C, .l'\1 

Corolario 2.19.- i) Sean AI.1V E 1\Iod - (R, r 9 ) con ,v ....... 1\I. Si 1\l es del tipo Il 

entonces N es del tipo U. 

ii) Sea { Af 0 } C 11.I od - ( R, r 9 ). Entonces E( E9 ]IJ 0 ) es del tipo II si y solo si cada 

JII0 es del tipo II. 

Teoren-ia 2.20.- Sea Q anillo regular autoinyectÍYo derecho. Las siguientes condiciones 

son equivalentes: 

i) Q es del tipo II. 

ii) Existe S anillo regular autoinyectivo derecho, directan:1ente finito y del tipo 11, 

tal que 

Mod - (Q, r 9 (Q)) ~Al od - (S, r 9 (S)) 

iii) Existe S anillo regular autoinyectivo derecho, directarnente finito del tipo II y 

Al E Aiod - (S,r9 (S)) tal que Q '°"' Ends(AI). 

Definición. 2.21.- Un anillo regular Res del tipo III si no tiene iden-ipotcntes directa­

n1ente finitos distintos de O. Si Res un anillo y .l\1 E 1\Iod - (R, r 9 ), entonces Mes del 

tipo III si Endu(AI) es anillo del tipo III. 
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Por ejemplo, sea V un D-espado vectorial con din1o(V) ==y sea R = Endo(V); 

si l\I es el único ideal bilateral ináxi1no de R, entonces Q = Q,..axCR/,\I) es un anillo 

regular autoiuyectivo derecho~ shnple y del tipo III. 

Teoren"la 2.22.- Sea ... \I E _\Jod - (R, r 9 ). Las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) Al es del tipo III. 

ii) ~\I no tiene sub1nódulos cerrados directanl.ente finitos distintos de O. 

iii) Si]\' E L*(,\I) entonces cV o:: _V 7 cV. 

Corolario 2.23-- i) Sean .\[,_V E _\I ad - (R. r9 ) con "V ...__. _\f. Si ,\f es del tipo III 

entonces ,y es del tipo III. 

ii) Sea {J\I0 } C J\[ ad - (R, r 9 ). Entonces E( E9 ,\[0 ) es del tipo III si y solo si cada 

l\I0 es del tipo III. 

Teorema 2.24.- Sea Q anillo regular autoinyecth·o derecho. Si Q es del tipo I, II Ó III, 

entonces cada ,\JE ,\fod - (Q, r 9 (Q)) es del tipo I, II ó III respecth·amente. 

§4. l\·IODULOS DEL LOS TIPOS I¡. I=, II¡ Y II=. 

En esta sección, definirnos los anillos regulares pura1nente infinitos y ven-ios que éstos 

subdividen a los anillos regulnrcs autoinyectivos derechos de los tipos I y II. 

Definición 2.25.- Un anillo regular R es pura1nente infinito si no tiene idempotentes 

centrales dircctarn.entc finitos distintos de O. Si R es un anillo y "'f E ]\I od - (R, r 9 ), 

entonces decimo8 que .i\I es pura1ne11tc infinito si Endn(.i,Í) es puran.1.ente infinito. 

Por ejc1nplo, cada anillo del tipo 111, es pura1nentc infinito. El recíproco no es cierto; 

en efecto, si I< es un can-ipo y \f un !~-espacio vectorial tal que dirn¡\.·(\1 
.. ) = cwo entonces 

R = End¡.;(V) es un anillo del tipo I y puran>ente infinito. 

Teoren:1a 2.26.- Sea .!'f E l\lod - (R, r 9 ). Las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) J.'f es pura1nentc infinito. 

ii) 1\I o:: ,w q¡ lvI. 
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iii) .llf =:e k.f", para toda n > O. 

iv) k.f =:e E(,,.f(l<ol). 

Definición 2.27.- Un anillo regular es del tipo I¡ si es del tipo I y directainente finito 

y es del tipo ICMO si es del tipo l y pura.1nentc infinjto .. ..\n;::íloga1ne11te se definen los anillos 

regulares de los tipos II¡ y II=. 

Por ejemplo, si R es un anillo lineal co1npleto derecho. digan>os R = Endv(V), 

entonces Res un anillo <le! tipo I¡ si di11zo(l"0

) < oo y es del tipo I 00 si di1no(F) = oo. 

El ejemplo de anillo Q del tipo II que vi1nos anterionnente, resulta ser del tipo I I ¡ (ver 

corolario 11.10 [!J]) y si hacemos R = E(Qg'º)) entonces Res un anillo del tipo I I 00 , por 

el corolario 2.10 y el teorema anterior. 

§5. DESCOJ\IPOSICION EN LOS TIPOS. 

Esta sección trata acercfl de la dcsco111posición ele los n.~ódulos inyecti-vos no singu­

lares en sun1a directa de subn1óclulos de '\-arios tipos. Con10 consecuencia directa., se tiene 

una dcsco1nposición para anillos regulares autoinyectivos derechos en producto directo 

de anillos de los tipos respecth:os. 

Le1ua 2.28.- Si Ali, 1112 y 111, E 111 od - (R, r 9 ) son inódulos de los tipos I, II y III 

entonces Ho1nu(l\I;,11Ij) =O, para i ,Pj. 

Teorel""J."l.a 2.29.- Si .:.'I E .:.'I od - ( R, r9 ) entonces .:."\I se escribe en for1na única como 

suma directa de sul.nnó<lulos de los tipos I, II y III. 

Corolario 2.30.- Cualquier anillo regular autoinycctivo derecho Q se escribe en for1na 

única con1.o producto directo <le anillos <le los tipos I, II y III. 

Se puede hacer un refinaznicuto en la <lcsco1nposición y la pauta es 111arcada por el 

siguiente teoren1a.: 

Teore1na 2.31.- Si .\1 E 11Iod - (R, r9 ) entonces 11I se escribe en forn>a única como 
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M = l1I1 EB l\I2 donde .1,I, es submódulo totalmente invariante directan>ente finito y "''I2 

es submódulo total1nente invariante pura1nente infinito. 

Teoreana 2.32.- Si ,,I E .l\Iod - (R. r 9 ) entonces l\I se escribe en forma única corno 

suma directa de subn:1ódulos totalmente invariantes de los tipos I¡., Ir::x:n II¡, II00 y III. 

Corolario 2.33.- Cualquier anillo regular autoinyectivo derecho Q se escribe en forma 

única como producto directo de anillos de los tipo>. If, I 00 , IIf, II00 y III. 

Corolario 2.34.- Sea Q anillo regular autoinyecth·o derecho y sea .iVI E 1\Iod -

(Q, r 9 (Q) ). Entonces existen únicos c 1 , e2, ... , es ide1npotentes centrales y ortogonales 

tales que e1 + ... + es = ce( l\I) y ~'I e, , ... , .l\I es es del tipo I f, ... , I I I, respectivamente. 



CAPITULO 111 

UNA TEORIA GENERAL DE TIPOS PARA MODULOS 

INYECTIVOS NO SINGULARES 

La teoría de tipos de !(aplansky~ nos muestra que cada anillo regular a.utoinyectivo 

derecho se puede descomponer con"lo producto directo de anillos de tres tipos básicos, 

llamados I, II y IIL Posteriormente se hace un refinamiento de esta descomposición, 

factorizando a los anillos de los tipos I y II como producto directo de dos anillos con ciertas 

características y denotados por I f, I 00 , I I f y I I 00 , obteniendo así que con anillos de cinco 

tipos básicos, podemos estructurar todo anillo regular autoinyectivo. En (9), Goodearl y 

Boyle to111an esta teoría y la desarrollan para R-rnódulos inyectivos no singulares, de la 

siguiente forma: 2\In es del tipo_"\."" si y solo si Endn(ll:l) es del tipo -Y, investigando que 

condiciones internas debe satisfacer .:.'In, para ser del tipo ... "\.". En este capítulo, hare1nos 

una generalización de la teoría de tipos de Goodearl y Boyle para R-1nódulos inyectivos 

no singulares, obteniendo corno caso particular ésta; con'lo prin'ler punto, haremos una 

generalización de la teoría de los tipos I, II y III y para lograr dicha generalización, 

rcqucrin'los de ciertas clases de anillos regulares autoinyectivos derechos. Postcriorn1ente, 

·veremos con.10 obtener rcfinu1nientos nuis generales que el de I~aplansky, obteniendo como 

caso particular éste. 

Sea C e An una clase no vacía de anillos regulares autoinyectivos derechos tales que: 

i) C es cerrada bajo isomorfis1nos (de anillos con 1), 

ii) e es cerrada bajo productos directos, 

iii) Para cada anillo R y JV, 11:! E lvfod - (R, Tg) con 1V ~ 11I se cun>ple la siguiente 

condición: 

Endn(11:l) E C = Endn(N) E C. 

Una clase C con estas condiciones es llamada una clase TT. 

- 26 -
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Observaciones: 

Si C es una clase TT entonces: 

a) O e C. Esto es claro al considerar que C no es vacía junto con la propiedad (iii) 

de C. 

b) C = {O} es la tnenor clase TT y C = T~ la clase de todos los anillos regulares 

autoinyectivos derechos., es la n1ayor clase TT. 

c) C es cerrada bajo anillos factores directos. En efecto, si Q E C y Q = I 9 J con 

I, J e Q ideales bilaterales entonces por la propiedad (iii) de C, Endn(I) E C. Pero es 

fácil ver que Endu(I) ~ I (con10 anillos) de lo cual se obtiene el resultado. 

Definición 3.1.- Dado un anillo R ~-,\/E A/od - (R, r 9 ), decimos que l\1 es C-módulo 

(como R-n;ódulo) si Endn(."\/) E C. 

Definición 3.2.- Dado un anillo regular autoinyectivo derecho Q y e= e2 E Q, decimos 

que e es C-idempotente si eQ es C-1uódulo, es decir, si el anillo eQe E C. 

Proposición 3.3.- Sea R un anillo. Entonces: 

i) Si 1V, 1\f E Afod - (R, r 9 ) con J.V <-+,\/y Ivl es C-1nódulo entonces N es C-módulo, 

ii) Si {.i\f0 } C ,\f od-(R, r 9 ) con H omll(1\/0 , 111¡3) =O para a # f3 entonces E($ lVIcx) 

es C-n-iódulo si y solo si cada.!..\!" es C-n"l.ódulo. 

De1nostración.- i) Obvio. 

ii) Si cada .i\f0 es C-n;ódulo entonces Endn(.i\I0 ) E C para toda a. Con;o sabemos, 

E($ 1\I0 ) es el coproducto de la familia {1\/0 } en la categoría .i\Iod - (R, r9 ). Usanws 

este hecho y la independencia h01nológica de la fan;ilia {.i\·!0 } para obtener que: 

Endn(E( EB J.Uo )) '.:::'. rr Endn(.i\Io) E e 
por las propiedades (i) y (ii) de C. 

Recordemos que si J.\f E J.\I od - (R, T 9 ), T = Endn(Aí) y e, f E T son idempotentes 

entonces hay un ison1orfismo de grupos abclianos: 

eTf ~ Homn(f.i\I,e.i\I) 

definido en for1na natural. Cuando e= f entonces este isomorfismo de grupos es además 
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de anillos. Tenemos entonces la siguiente: 

Proposición 3.4.- Sean R un anillo, .\l E Alod- (R, r9 ), T = Endn("\l) y e= e2 E T. 

Las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) e es C-idempotente. 

ii) e.\I es C-módulo. 

Definición 3.5.- Una teoría de tipos T para anillos regulares autoinyectivos derechos 

es una familia: 

T = {Co,C1, ... ,Cn}, n >O 

que cunl.ple las siguientes condiciones: 

i) C ¡ es una clase TT, para toda i, 

ii) {O}= Ca e e, e ... e c.,= 'R.A, 

iii) Para cada 1 $ i $ n, existe Q <t.nillo regular autoinyectivo derecho tal que: 

:d.A.--1) > x(.A;) 

donde .A; denota la clase de todos los 1'.·l E 1'.Iod - (Q, r 9 (Q)) tales que AI es C;-módulo. 

Definición 3.6.- Dada una teoría de tipos T, decimos que un anillo regular autoinyectivo 

derecho Q es del tipo y, (para 1 :s i :s n) si Q no tiene c,_,-idem.potentes distintos de 

cero, pero tiene un e ¡-idcmpotente fiel. 

Observaciones: 

i) Por definición, Q es del tipo C 1 si y sólo si, tiene un C 1 -iden1potente fiel. 

ii) Con-io vere1nos a lo largo de este capítulo, la condición (iii) de 3.5, no influye para 

desarrollar la teoría de desco1nposición en los tipos 7\, ... , T n, solo que dicha condición 

es iinpuesta únican1cntc para garantizar que existan anillos (distintos de O) de los tipos 

T1, ... , Tn-

Definición 3.7.- Sea ,\I E Alod- (R, r 9 ), decimos que J'vl es del tipo T; (con 1 :Si :5 n) 

si EndnUVI) es un anillo del tipo T¡ . 

En todo lo que sigue, supondre1nos que tenemos una teoría de tipos T. 
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Teoren~a 3.8.- Para ,,¡ E ,,I od - (R. •g) son equivalentes: 

i) 1'1 es del tipo T., 

ii) 111 no tiene C,_ 1 -submódulos cerrados distintos de O y para todo O =f A' E L"(.>.f) 

existe un C ;-módulo O =f K E L • ( ,,¡) tal que I< C ,Y. 

iii) J.'1 no tiene C¡_ 1-sub1nódulos cerrados distintos de O y 

2:{2\" E L"(,'f) \,ves C;-módulo} Ce ,,I. 

Demostración.· Sea T = Endn(-'f). 

i) :> ii) Por (i) existe é = c 2 E T tal que<- es C ,-idempotcnte fiel. Si O =f 1V E L 0 (1'I), 

como e es fiel, sabemos por la prop.2.12(v) que existe O =f I< E L"(AI) tal que I< C N y 

J<[ ....... el\!. Ahora bien, por la prop. 3.4 ve1nos que eJ'f es e ;-n1ódulo y por lo tanto, por la 

prop. 3.3(i) obtenernos que I~ es C;-n1ódulo. El hecho de que J:vl no tiene C,_ 1-subn1ódulos 

cerrados distintos de O, se sigue por la prop. 3.4. 

ii) ::::::> i) Ya que!\.! no tiene C1- 1 -sub1nódulos cerrados distintos de O~ por la prop. 

3.4 teneni.os que T no tiene C ¡_ 1-ideinpotentes distintos de O. 

A.hora, sea :F = {Tc.AI \e e~ C¡-idcn1potente }~ Yen.1os que Fno es vacía ya que O E :F 

y podctnos elegir {Tc¡1,f} c :F subfa1nilia tnáxitna independiente. Ya que EB Tc;1Vf es 

subni.ódulo totalmente inYariante de ?vL tcnen1os por la prop. 1.10 que la Q-cerradura 

<le EBTc;1'l es de la fonna f1'I para algún f E B(T). Ahora, si f =f 1 entonces O =f 
( 1 - f)l\I E L"(•H) y por (ii) existe un C ,-módulo O =f K E L" (1'1) tal que K c (1 - f)l'vl. 

Pero entonces, si e = e 2 E T es tal que J..; = eJ\l entonces e es C ;-idetnpotente y además 

(ffi Te,.>.I) n Tc1\I c f1'I n (1 - f)1'l =O, lo cual contradice la ma..ximalidad de {Te;ll:I}. 

Por lo tanto, EB Te;lll Ce ,,f. 
Considerctnos ahora la Q-cerradura de ffi e¡.:.\I en ~1, saben108 que es de la forma 

gl\l para algún g = g 2 E T. Cotno EB Te;1'l c Tglll entonces Tglll Ce Al y por lo 

tanto, por la prop.2.12(iY), Yen1os que 9 E T es ideni.potente fiel. 'Tca1nos ah.ora, que g 

es C;-ide1npotentc; ya que g1'l = E(EB e;1ll) y cada e;llI es C;-módulo, bastará probar 

(por la prop. 3.3) que Homn(e;1,I, ej.\I) =O para i =f j. En efecto, sin: e;l'vI-> e;l'vI 

entonces a(e¡.\f) e CjAI y de aquí que <::jO. =o. Por lo tanto, tenemos que: 

o(e;lll) = e1ae;1'l E e1Te;1'l C (Te;lll) n (Te11'I) =O 
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y de aquí que a 

T;. 

O, por lo cual, g es C ;-idempotente fiel en T y por tanto, IvI es del tipo 

(ii) <=> (iii) Sea X= {A' E L•(1\I) j I< es C;-módulo}. Como X es cerrado bajo 

monou1orfi.smos en L*(~\I) entonces por el leni.a 2.11, obtenen1os el resultado. 

Corolario 3.9.- Sea R un anillo. Entonces: 

i) Si 1V, 1iI E .:\J od - ( R, r 9 ) con JY ~ 1iI y IvI es del tipo T; (para 1 ::5 

entonces N es del tipo T;. 
::5 n) 

ii) Si { ]'.:!0 } C "\J od - ( R, r 9 ) entonces E($ 1\J0 ) es del tipo T; si y solo si cada 1\I0 

es del tipo T,. 

Demostración.- i) y·a que !vI no tiene C;- 1 -sub111ódulos cerrados distintos de O entonces 

es claro que N ta1npoco los tiene. 

Supongamos que f:1V--+ 1\J es el nionomorfisn10 y sea O~ I{ E L*(1V). Entonces 

O 7'= f(I<) E L*(AI) y por lo tanto, existe un C;-módulo O ~ H E L*(1\J) tal que 

H C f(I,-). Ahora bien, es claro que O ~ f- 1 (H) E L*(N), f- 1 (H) C I< y f- 1 (H) es 

C;-módulo (ya que de hecho. f- 1 (H) ~ H). Por lo tanto, N es del tipo T;. 

ii) Si E($ 1\I0 ) es del tipo T; entonces por el inciso anterior cada 1\J0 es del tipo 

Supongamos ahora, que cada ./\I0 es del tipo T; y sean 

.Y= {A- E L*(E($,\J0 )) 1 Il es C;-módulo} 

y para cada o 

X 0 = {I{ E L*(AJ0 ) 1 Il es C;-módulo} 

Por el teorema anterior, ¿_Y-0 Ce 1\I0 para toda a y por lo tanto, $(2:.Y,.) Ce 

E(ffi.1'Ia); pero ya que EB<L:-Yo) c ¿_y tenernos entonces que ¿_y Ce E($.!VI.,.). 

Ahora, suponemos que existe un c,_ 1 -n~ódulo O ~ I< E L*(E($ .i\J,.)), de don.de, 

o # I\.- n ( EB 1\:I o). Consicleran1os que EB .:\J Q e rr 1\J Q' entonces existe una proyección 

7ij: il l\J0 - .J.\fi tal que íij J1,·nc~Atu ># O. Ya que .1.VIi es inyectivo, podemos extender 

'1ij a un n1.orfisn10 distinto de cero "'7Fj: I< ---+ .l\JJ. Si H C I< es tal que H Ef; kerF.j = J,; 

entonces O :¡i; H ~ In17fJ C J\Ií. C~on10 ]\~es C;- 1-inódulo entonces H lo es, de lo cual 
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obtenemos que .:.'Ij tiene un C i- l -submódulo cerrado distinto de cero, lo cual contradice 

el hecho de que Aii es del tipo C;. Por el teore1na 3.8, concluimos que E(ffi"'I0 ) es del 

tipo T;. 

Corolario 3.10.- Las ~iguieutes condiciones son equÍ'\"alentes, para un anillo regular 

autoinyectiYo derecho Q: 

i) Q es del tipo T;, 

ii) AíQ es del tipo T;, para todo "U E .Uod - (Q, r 9 (Q)). 

Demostración.- Sea "'[ E J)fod - (Q. r 9 (Q)) y sea Q<-YJ ~ .1I un epin1orfismo; ya que 

M es inyectÍYo, se induce un morfismo E( QC X)) ---+ ... :\I, el cual clara1nente sigue siendo 

epimorfisnl.o. Por la prop. 1.6 obtcne1nos que l\·I es iso1norfo a un su1nando directo de 

E(Q<Xl). Así, si Q es del tipo T; entonces por el corolario 3.9 tendremos que E(Q<Xl) 

es del tipo T¡ y por lo tanto, l\1 es del tipo T;. 

Observación: 

i) Nótese que: en el caso del tipo T\, la propiedad: ~I no tiene Co-submódulos cerrados 

distintos de O, se cumple trh·ia..hnente, rnientras que en el caso del tipo T 11 , la propiedad: 

L:;{1V E L"(.1I) 1 JV es C,.-1nódulo} Ce "'I tarnbién es trivial. Así, no es necesario verificar 

éstas, para probar que ~I es del tipo T1 ó del tipo T 11 • 

Teore1-.-.a 3.11.- Las siguientes condiciones son equivalentes, para un anillo regular 

autoinyectivo derecho Q: 

i) Q es del tipo T;. 

ii) Existe SE C; del tipo T;, tal que: 

Aiod - (Q, T 9 (Q)) - JHod - (S, r 9 (S)) 

iii) Existen SE C; del tipo T; y "HE Aiod- (S, r 9 (S)) tales que Q '°"' Ends(ll-I). 

Demostración.- i) => ii) Si Q es del tipo T, entonces existe un C;-iden>potente fiel e E Q. 

Sea S = eQe ::::e EndQ( eQ); entonces S E C ¡ ya que e es C ;-ide1npotente y como Q es del 

tipo T;, entonces por el corolario 3.10, eQ es del tipo T; obteniendo entonces que Ses 

anillo regular autoinyecth·o derecho del tipo T;. Finalmente, ya que eQ es fiel (por prop. 
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2.12(ii)) entonces por el teore1na 1.18 obtenemos el resultado deseado. 

ii) => iii) Obvio por el teore1na 1.18. 

iii) => i) Ya que Ses del tipo T; entonces por el corolario 3.10 tenen1os que "\Is es 

del tipo T;. Por lo tanto, Q ::: Ends(;\f) es del tipo T;. 

El siguiente paso es probar los teoren.1.as de desco1nposición~ prin1ero para R-módulos 

inyectivos no singulares y coni.o consecuencia de ésto, para anillos regulares autoinyectivos 

derechos. A .. ntes nccesitan"l.OS un len1.a~ que no solamente nos ser,·irá para probar dichos 

teoren1a.s, sino que será de gran utilidad en el capítulo siguiente. 

Lema 3.12.- Sean ,\f¡, ... , ,\In E ,\f od - (R, r 9 ) n1ódulos de los tipos T1, T n 

respectiv:nnente. Entonces H omu("\I;, ;\fj) =O si i # j. 

Demostración.- Por el corolario 1.7, podcni.os suponer sin pérdida de generalidad, que 

i < j. Supongan1os que existe O # a: ;\f; - J\I;. Por la prop. 1.6 sabemos que 

J\'.I; = kero $ N y o i' jV == Irna e "'1;; por tanto, N es del tipo T;. Por otro 

lado, O # 1\' E L*(J\I;) lo que in1plicn, por el teorema 3.8, que existe un C;-módulo 

O # I..: E L*(J\I;) tal que !\: e JV. En particular, ya que C; e C; tenemos que K es 

Cj_ 1 -sub1nódulo cerrado de N distinto de O, contradiciendo que N es del tipo T;. Por lo 

tanto, H on?.n(lll;, "'l;) = O c01no querían1os probar. 

Teore1ua 3.13.- Si ,\JE ,\Iod - (R, r 9 ), entonces existen J\11 , ••• , J\J,. E l\Jod - (R, r 9 ) 

únicos, de los tipos 7\, ... , T n respcctivani.ente, tales que l\I = ... "!\11 6;i ... EB A'In 

Demostración.- Sea {lV;} la fa1nilia de todos los C1-submódulos cerrados de M y sea 

Ñf1 = E(Z::: ,v,) tal que ,\J = 1\11 Et> K 1 . Si hacemos 

.J1 = {K E L*(Afi) \ K es C 1 -módulo} 

entonces Ji= {iV;} y así, L;:Ji = L;,v, Ce },J1 • Por lo tanto, por el teorema 1.8 vemos 

que ... 'fl.I1 es del tipo T\. Nótese ade1nás, que I<1 no tiene C 1 -subn1ódulos cerrados distintos 

de O. 

Supongamos que mediante este proceso, 1"1en'l.os construído los submódulos 

1VI1, ... , lvlr ele los tipos T 1, . . . , Tr respectivUlnente con 1 :5 r < n tales que 
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l\J = J\J1 9 ... 9 Afr EB J..; r y sea {H;} ln familia de todos los C r+ 1-submódulos cerrados 

de I .. r y 2Hr+l = E(L,H;) tal que I..;r = Alr+l tt> I"r+l· Si hace1nos ahora. 

Fr+1 = {f" E L"(,,Ir+1) 1 I .. es Cr+1-módulo} 

entonces Fr+ 1 {H;} y por lo tanto, 2:Fr+1 = 2:H; Ce 2\'.lr+l· Aden>ás, co1no 

lvlr n 2\'.lr+i = O entonces J\Ir+i no tiene Cr-submódulos cerrados distintos de O (por 

la construcción de 1\clr) y así, por el teorema 3.8 tendre1nos que J.1':lr+l es del tipo Tr+l· 

Con este proceso, probarnos la existencia de los 1nódulos J':f1, 1'I2, ... , _"l\'./0 • 

_.\.hora, supongn1nos que .:.'I = E1 9 ... EV E 11 es otra descomposición en los tipos T1, 

T 2, ••. , T n y sea 

-;r¡: J\I -+ ffi E; 
j#i 

la proyección canónica. Por el lema 3.12 vc1nos que 

Homn(l\J;,ffiE;) =O 
j=¡t;i 

y por lo tanto, .i\1¡ C kerrr¡ =E;; por simetría, tcncni.os la otra contención y por lo tanto 

l\I¡ = Ei para toda 1 S i $ n, probando así la unicidad de la descomposición. 

Corolario 3.14.- Un anillo anillo regular autoinyectivo derecho Q se descompone, 

en forn1.a única, con1.o producto directo de anillos regulares autoinyectivos derechos 

Q 1 , ••• ., Qn de los tipos 7\, ... , T n respecti,·a1nente. 

Demostración.- Por el teorcn1a anterior, saben1.os que Q = I 1 EB ... EB In donde Ij es del 

tipo Ti, para cada j; de acuerdo al lema 3.12 tenemos que cada Ij es ideal bilateral de 

Q y por lo tanto la descomposición que tenemos es de anillos. Además, Endq(I;) "" I; 

y así, I; es anillo del tipo T;, para cada j. La unicidad es obvia. 

Observación: 

Dada una teoría. de tipos T = {C 0 , •.• ,Cu} sabeni.os que da lugar a una descom­

posición Q = Qi X ••• X Qn en los tipos 7\, ... , Tn , para cualquier anillo regular 

autoinyectivo derecho Q. Supongamos que tenemos una clase C;-i e C' e C; de tal 

forma que al considerar la nueva fani.ilia 
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T' = {Co .... ,C;-1,C',C;, ... ,Cn} 

obtcnen1os una teoría de t.ipos (que podenl.os pensar que es un refina.n1.iento de la teoría 

original) entonces .. considerando nuestro anillo regular autoin.yectiYo derecho Q éste se 

descompondrá. como 

Q = Q1 X .•• X Q;-1 X Qj, X Q;, X Q;+1 X ... X Q,, 

donde Qj1 x QJ, = Qí (es decir~ obtenemos un refina1niento de la descomposición 

original). Esto es fácil de verificar, usando la definición. de los tipos 7\ y la unicidad en 

la descon-i.posición~ dada por el teorema 3.13. 

El siguiente paso. es Yer que el teoreni.a de descon:1posición para anillos regulares 

autoinyectiYos derechos, in1plica uno para las categorías espectrales .AI ocl - (R, r 9 ). 

Teore1na 3.15.- Para cada anillo R, hay un. ison1orfis1no de categorías: 

n 

1\:lod - (R, r 9 (R)) "" Il 1\:lod - (Q;, ..-9 (Q;)) 
i=l 

donde Q.¡ es anillo regular autoinyectiYo derecho del tipo 7\, para cada i = l, ... , n. 

Deinostración.- Conl.o 1-i-1enciona1nos en. la sección 1 de los prelinúnares, lvl od 

(R,r9 (R)) = l'.:Iod - (Q, r 9 (Q)) donde Q = Qmax(R/tr,(R)). En vista de que Q es un 

anillo regular autoinyectivo derecho podernos aplicar el corolario 3.14 y obtener e; E B(Q) 

tales que Q = $ e¡Q es la descorn.posición de Q. Si hace1nos Q¡ = e¡Q entonces es claro 

que para cada l..:[ E 1\:lod-(Q, r 9 (Q), Ale; E ]1fod-(Q;, r 9 (Q; )) y 1\1 = ]'v[ e¡ EB ... EB.l\f en. 

Poden1os entonces definir el funtor: 

" 
F:Aiod- (Q,r9 (Q)) II-~Ioc1 - <Q,,..-9 (Q;)) 

í=l 

tal que F(1\J) = (1\:l e,, ... , l\:l e.,) y si f: i\J -+ N entonces F(f); = f \Me; (es claro 

que f \Mc;:1\Ie; - 1Ve;). Ahora bien, si 1\1 E 1\Iod - (Q;,r9 (Q;)) entonces podemos 

considerar a JVI con-io Q-ni.ódulo derecho. "\Tea1nos que AfQ es inyectivo no singular. 

Sea E = E(1\Iq ); en prirncr lugar, debe1nos probar que E es Q;-rnódulo derecho 

y para ello, bastani ver que Ee; = O, '</j "# i. Supong=nos que existe x E E tal que 
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xej =¡6 O. Con10 .1IQ Ce E entonces existe O =¡6 q E Q tal que O =¡6 (xe;)q E ,1I. Ahora 

bien, como Q es regular, podemos hallar y E Q tal que e;q = (e;q)y(e;q). Así, tene111os 

que (xej)q = x(e;q)y(e,q) = (x(e;qy))e;q pero x(e,qy) E ,,I y J1Ie; O, de donde 

xejq = O. lo cual e:-; una contradicción. Por lo tanto, E es Q;-inódulo derecho y como 

adernás es fricil '\"er que _\fq, Ce Eq; entonces conclufrnos que .:.'I = E. lo cual prueba que 

.1.\Iq es inyecth:o .. .\hora. usando la prop. 1.28 [7], ven"'los que _,IQ es no singular. De esta 

forma, si (,,I, ' ...• ,,I,.) E n .1Iod - (Q;. Tg(Q; )) entonces ,,I, E ,,Iod - (Q. Tg(Q)) para 

toda i = 1, ... , n ~-por lo tanto, EB ,1f; E ,1Iod - (Q, r 9 (Q)). De esta fonna, si definimos 

el funtor: 

" G: II ,Uod - (Q;, r9 (Q; )) -> Aiod - (Q, r 9 (Q)) 
i=l 

tal que G((l\f1 , ... , .l\I.,., )) = _\I1 ¿.. ... .-=::- .\I11 e11tonce.s e!:i claro que G es el funtor inverso 

de F. 

Si Q = e,Q EB ... $ e.,Q es la desco111posición de Q como antes, y ]\.f E Afod -

(Q, r 9 (Q)), sabemos por el corolario 3.10 que ,1Ie; es e¡Q-móclulo derecho del tipo T¡. 
Pero de hecho podc1nos probar que es Q-i:nódulo derecho del tipo T;, lo que nos indica que 

la descomposición del anillo Q. <letcrn1ina la descomposición de cada Q-n1ódulo derecho 

inyectivo no singular. 

Teorenl.a 3.16.- Sean Q un anillo regular autoin.yectiYo derecho y J.lf E JvI od -

(Q, r 9 (Q)). Si Q = e1Q e ... EB e.,Q es la descomposición de Q en los tipos T,, 
T 0 entonces ... \I = Aie1@ ... EB ]\fe,, es la descon1posición de .t.'IQ en los tipos T 1 , 

T". 

Demostración.- Ya que .t.'I <: 1 es e;Q-111.ódulo entonces existe una sucesión exacta de e¡Q­

n1ódulos: 

(e;Q)(XJ ....!..... Aie; ~O 

para algún conjunto X. Claran1ente, f es epin1orfisrno ele Q-móclulos y como AI e; es Q­

módulo inyectivo entonces f se extiende a un inorfismo 7: E((e¡Q)<-'0) -+ Afe¡, el cual 

sigue siendo epimorfismo. Ya que E((e;Q)C-'l), Aie; E Aiod- (Q, r9 (Q)), se sigue por la 
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prop. 1.6 que J se escinde. Aplicando ahora el corolario 3.9. ve1nos que ,i./e; es Q-n1ódulo 

del tipo T;. Co1no _¡.¡ = ffiAle; se sigue por la unicidad del teore1na 3.13. que ésta es la 

descomposición de .\1 Q. 

TodaYÍa podemos hacer un refina1n.iento ni.ás en nuest.ra desconi.posición de los R­

módulos inyectivos no singulares. Para ello, suponga1nos que tenenl.os una clase TT. 

Definición 3.17 .- Un anillo regular autoinyectiYo derecho se llan-ia centraln"lente C-nulo 

si no tiene C-iden1potcn.tes centrales distintos de O. 

Definición 3.18.- Sen R un anillo y ,¡.¡ E 1\l od-(R, r 9 ). Deci1uos que ~les un R-1nódulo 

centrahuentc C-nulo si Endn{..:.\/) es a.nillo centralni.ente C-nulo. 

Proposición 3.19.- Sea ,¡f E ,ifod - (R, r 9 ). Entonces ,¡:J es centraln1ente C-nulo si y 

sólo si, l\.1 no tiene C-sub1nódulos cerrados totahnen.tc in"\."'ariantes distintos de O. 

Demostración.- Por el corolario 1.12, sabe1nos que 1\r E L•(,J.\I) es totaln"lente invariante 

si y sólo si, l\r = e]\J para algún e E Endn(AJ) ide1npotente central. Aplicando la prop. 

3.4, obtenc1nos el resultado. 

Teore1ua 3.20.- Para cada l\f E _r..fod-(R,-r9 ) existen AJ1 ,11I2 E L*(l\I) totalmente 

invariantes en .l\I, únicos tales que .;.'\1 = _"f\I1 EB J\/2, donde A11 es C-n"lódulo y 1'J2 es 

centrahncntc C-nulo. 

Den1ostración.- Sea T = Endn(AJ) y hagmnos 

:F = {-7V E L*(,i./) 1 N es C-1nódulo totaln1ente invariante} 

Ve111os que :F no es vacía, ya que O E :F y así, podernos elegir {N;} C :F subfanülia 

máxima independiente. En , .. ista de que cada .l\l;. es totaln1ente invariante entonces E9 Ni 

es totaln1ente invariante y así, por la prop. 1.10, existe e E B(T) tal que eii'[ =E($ N;). 

Usando nuevan"len.te el hecho de que cada iV;. es totaln1en.te invariante, junto con la 

independencia de la farnilia {1V;}, ven>os que H omn ( JV;, 1V;) = O para i 7'= j y así, por la 

prop. 3.3 tenernos que el\I es C-sub1nódulo de AJ. 

Sean lYI, = e1iI y l\I2 = (1 - e)"il. Entonces iiJ2 es submódulo totalmente invariante 
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centralmente C-nulo, ya que si existiera un C-módulo O =/:- J,.,. E L•(..1.\I2 ) totaln1ente 

invariante~ la familia {..:'V;} U ]\i C :F sería independiente~ lo cual sería una contradicción. 

Por lo tanto, ,,:f = 1\11 e ,,f2. 

Supongan>Os ahora que ,,¡ = E, S E2 es otra descornposición y sea f E B(T) tal 

que E 1 = f1'1f y E 2 = (1 - f),,l. Si hace1nos ¡.; = (f - ef)''l entonces ¡.;es submódulo 

totalmente inYariante de ( l - e ),\f, pero aden>ás, debido a que ¡.; '--+ .f ,,¡ entonces J.; es 

C-1nódulo y por lo t auto. yn que ( 1 - e),.\/ es centrahn.ente C-n.ulo, concluin1os que I~ = O 

y de aquí que .f = cf: por sin-ietría se tiene que t =fe y ya que e.f E B(T) entonces 

e= f, obteniendo que,,¡, = E 1 y ,\f2 = E2· 

Corolario 3.21.- Cualquier anillo regular autoinyecti,·o derecho Q se escribe en forn-ia 

única con.10 producto directo de un anillo Q 1 E C y un ai2illo Q 2 centrahnente C-nulo. 

Dernostración..- Considerando el Q-rnódulo inyectivo n.o singular Qq,. snben.-ios que Q = 
I 1 e I 2 con 1 1 C-n1ódulo e 12 centrahucnte C-nulo y nrnbos, totahnente invariantes en Q. 

Por lo tanto, Ij es ideal biht.t.eral de Q y la dcsco1nposición es de anillos. Obsér,·ese que 

Endn(I;) ::e I; y por lo tanto tenc1nos que el anillo 1 1 E C inientras que el anillo 12 es 

centrahnentc C-nulo. La unicidad es obvia . 

... .\sí, al considerar una tcorín de tipos T y un.a clase TT,. dado ;.\1 E 1'Iod - (R, r9 ), 

desco1nponernos a .1.\/ = .:'I1 S ... .::? J.\/n en R-n1ódulos de los tipos T1, ... ,. T ,-p A su 

vez., cada J.\I¡ se decon:1pone corno ... ,Í¡ = .:.'11.1 .S .:.'li,'2 donde .:.\f¡, 1 es C-inódulo y J.\I;,2 es 

centrahnente C-nulu, obH~nieudu u11a uue,·a desco111posición de :"\1: .. 
"'1 = $c,u.-., EB ,,1,,2) 

i=l 

siendo claro que esta descomposición es única (por los teorcn>as 3.13 y 3.20). En particu­

lar, dado cualquier anillo regular nutoinyecth·o derecho Q,. éste se desco1npone en forma 

única como producto directo 

Q = rr(Q;.1 X Q;,2) 
i=l 

donde Q¡,1 E e es anillo del tipo Ta~ 1nientru.s que Q¡,2 es anillo del tipo T, y centrahnente 

C-nulo,. para toda i = l, ... , n. 
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Nótese que como posible clase C ~ pode1nos elegir cualquier clase C i de la teoría de 

tipos T. En e~te caso, solarnente los factores Q 1 ..... Qj se descon:1ponen corn.o Q;. 1 x Q;."1 

ya que para i > i~ Q, (por definición del tipo T,) no tiene e i-i-idcn1potentes distintos de 

o, y en particular, no tiene e j-ide1npoten.tes di~tintos de o~ así. Q. es anillo centralrnent.e 

e j-nulo para toda i > j y por lo tanto. ya no se factoriza con-io los anillos Q1. - ... Q j. 

Es in1portante hacer notar, que dada una clase TT. tan1.bién se induce una desco1n­

posición en las categorías espectrales y la prueba es la misn1a que la del teorema 3.15. 

Teore1na 3.22.- Para cada anillo R. hay un isornorfis1no de cate~orías: 

1Uod - (R, r 9 (R)):::: !IIod - (Q 1 • r 9 (Q 1 )) x ,Uod - (Q 2 , r 9(Q2 )) 

donde Q1 E e y 02 es anillo regular autoinyectiYo derecho centraln1ente C-nulo. 

Pero más in1portante es sefi.alar, que un análogo al teoretna 3.16 ya no es válido en 

este contexto, es decir, existe una clase C y un anillo regular autoinycctivo derecho Q 

tal que si Q = c 1 Q ¿., c2Q es su descotnposición, entonces no es cierto que para cada 

IV! E !IIod - (Q, r 9 (Q)), AI = ,,I<-1 "f; 1'Ic2 sea la descon>posición de !\.f, lo que nos 

indica que en este ca.-.;o, la <lcsco1nposicic"n1 del anillo no deter1ni11a la dcsco111posición de 

los módulos, corno sucedía con los tipos, :y ésta es la diferencia principal entre ambas 

dcscon--iposiciones. Sin ctnbargo, podernos probar que locahncnte, si pode1nos encontrar 

idern.potcntcs centrales en el anillo_ que producen la descomposición del Il1.Ódulo. 

Proposición 3.23.- Sean Q anillo regular autoinyectivo derecho y AI E AI od 

(Q,r9 (Q)). Entonces existe {c;1 1 i = l, ... ,n;j = 1,2} C B(Q) único, con los e;j 

ortogonales y tales que: 

i) ¿:;e;;= cc(1H). 

ii) Jl.Ieil es del tipo Ti y C-1nódulo, para toda i. n1ientra.s que 1\fe¡2 del tipo T¡ y 

centraltnentc C-nulo~ para toda i. 

En particular~ se tiene que: .. 
AI EB<Afcil (fJ /1Ie;2) 

i=l 

es la desco1nposició11 ele !VI. 
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Demostración.- Sea 111 = $(AI;,1 ffi-~Íi,2) la descomposición de Al y sean e;; = cc(1\I;,; ). 

Por la prop.2.9(iii), tenemos que Ve;; = cc(,11) y ya que los subn,ódulos <11;.; son to­

talmente invariantes, entonces H orn n(,110 , 2\lp) = O si a ;6 ¡3; usando la prop.2.9(ii), 

tenemos que los ide111poten.tes Cij son ortogonales. De aquí que, :L e¡j = Veij = cc(AI). 

Ahora bien, por la elección ele e¡j tenernos que ]\fi.j = .1.'Ii,jEij y ya que los e¡j son 

ortogonales, se sigue que J'I eij = .:.'\I;,j que es del tipo respectivo. 

Suponiendo que existen {f;,} C B(Q) con las mis1nas propiedades, entonces 1\1 = 

1\1 cc(l\I) = $ -~I fij y aplicando la unicidad en la descomposición de I\L tene1nos que 

]\'.f eij = .J'I f¡¡, para todas i, j y así, por definición de cubierta central., e¡i - fij :5 

1 - cc(.~I); pero en vista de que Eij ::=; cc(Al) y fij ::=; cc(l\I) ven>OS que e;; fij 

(e;j - f;;)(l - cc(J1f)) =e;; - f;; - e;jcc(J11) + f;;cc(,1I) =O, probando que e;; = f;; 

para toda 1:,j. 



CAPITULO IV 

RELACIONES ENTRE LAS TEORIAS DE TIPOS Y 

LAS TEORIAS DE TORSION 

En este capítulo, seguiinos suponiendo que tene1nos dada una teoría de tipos T 
como antes. Se definirán las teorías de torsión de los tipos T1., ... , T "' para una 

teoría de torsión T ~ r 9 y se probará que estas clases de teorías de torsión producen una 

descomposición de la retícula gen( r 9 ) en el sentido de que cada T ~ 'Tg se escribe en forma 

única co1no intersección de teorías de torsión de los tipos T1, ... , Tn. La idea de que 

debe haber un vínculo entre la. teoría de tipos y la retícula gen( 1 9 ), se sugiere a raíz de 

algunos resultados que aparecen en [15) y [17). Uno de los resultados de estos trabajos 

es el siguiente: 

Teoren:J.a 4.1.- Si Q es un anillo regular autoinyectivo derecho entonces hay un ison1.or­

fi.sn10 de retículas: 

"' B(Q) "°" gen(r9 (Q)) 

dado por <t>(e) = x((l - e)Q) 

Ver teorema 4.8 de [17] ó teorema 2 de [15). 

Como consecuencia de este teorema y del teore1na 1.15 de [9), se obtiene que para 

cualquier anillo R, la retícula gen(r9 (R)) es isomorfa a B(Q) para algún anillo regular 

autoinyectivo derecho Q y por lo tanto, gen(r9 (R)) es una retícula de Boole. 

Conl.o vin-ios en el capítulo anterior, cada anillo regular autoinyectivo derecho se 

descompone en. fornl.a única como producto directo de anillos regulares autoinyectivos 

derechos de los tipos 7\ ~ ... , T n, los cuales están dados por idempotentes centrales del 

anillo en cuestión.. A su vez, debido al teore1na anterior, cada idempotente central del 

- 40 -



Capítulo 4: Teorías de Torsión y Tipo.• 41 

anillo, detern1ina en forma única una teoría de torsión r ~ r 9 • Esto nos sugiere, que la 

teoría de tipos para los 111.Ódulos desarrollada en el capítulo anterior, debe tener un reflejo 

en la retícula gen(r9 ). Lo que es 11.1.ás, ya que en el desarrollo de la teoría de tipos para 

R-módulos inyectivos no singulares no se supuso (en la n:1ayor parte de la teoría) que 

R sea regular autoinyectivo derecho entonces podemos aplicar dicha teoría a la retícula 

gen( r9 ) para cualquier anillo R. Hace1nos entonces la siguiente: 

Definición 4.2.- Dado un anillo R y r;:::: r 0 , decimos que res un.a teoría de torsión del 

tipo T; (para 1 :=; i :=; n) si existe ]\f E J1fod- (R,r9 ) del tipo T; tal que T = x(lvI). 

Considerando el len-ia 3.12, ven1.os que la definición es correcta. en el sentido de que 

no es posible que exista T E gen(rg), r =¡6 x que sea de más de un tipo a la vez. En 

efecto, si r es una teoría de torsión del tipo T; y del tipo Ti con i #- j entonces, por 

definición, existen 1vI; E J.fod - (R, r9 ) y iVI; E lviod - (R, r9 ) de los tipos T; y T; 
respectivrunente, tales que T = >.:(ÑI;) = >.:(AI; ). De acuerdo al lerna 3.12, sabernos que 

HornR(Ñl;,iVIj) =O y por lo tanto, J1f; E 'T.xC/11;) = Tx(l\J;)· De aquí obtenemos que 

l'vI; = O y por lo tanto, r = X· Obsérvese adernás, que la teoría de torsión X es del tipo 

T;, para toda i = 1, ... , n. 

TeorenJ.a 4.3.- Para cada r E gen( r9 ) existen teorías de torsión r1, . .. , Tn únicas de los 

tipos T 1 , ••• , T 11 respectivan1entc, tales que 

T = TJ /\ ••• /\ Tn 

Demostración.- Sea 1VI E J.'lod - (R, Tg) tal que T = x(1VI). Usando el teorerna 3.13, 

tenernos que lvI = 1VI1 EB ... EEl Ain con 111; del tipo T; para cada i y de aquí que T = 

x(J.I, )/\ .. . l\x( J'.1., ). Definiendo T; = x(1.1; ), probamos la existencia de la descomposición. 

Ahora, supongarn.os que existe otra. descomposición r = a 1 /\ ••• /\ O-n con a; = x(N¡) 

donde N; E J.VIod- (R, r 9 ) es del tipo T;, para cada i. Ya que r 1 /\ ••• /\ Tn :::;- a¡ entonces 

N; E ..r,:,.Ta; por otro lado, saben>os por el len>n 3.12 que Honiil(N;,J.1;) =O para i # j 

y de aquí que N; E TT; para toda j =¡6 i. Ahora bien, si hacernos I<[; = tT;(N;) entonces 

It;; E 'Tr; para. j = 1, ... , n y por lo tanto, I-.:; E T"rª. Con-io I<; e N; entonces I<; E :F;..rª 
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y de aquí que 1-C; =O. probando así que J\T¡ E :;=;., y por lo tanto~ T¡ :5 a¡. Invirtiendo los 

papeles, obtene1nos la otra desigualdad, probando así, la unicidad de la descomposición. 

Corolario 4.4.- sir E ge11(19 ) es un.a teoría de torsión del tipo T¡, entonces cualquier 

cogenerador inyectivo de res del tipo T¡. 

Demostración.- Sea .lvin. un cogenera<lor inyectivo de r. Según el teoren'l.a 3.13, sabeu1os 

que Al = J\'11 6:J ••• e"\!., con _\l; E "\! od - (R, r 9 ) del tipo T; y de aquí que r = /\x(Jvl; ). 

Por la unicidad en la de~conl.posición del teore1na anterior, concluimos que x(-""-Ii) = x 

para toda j # i, de donde ]\[¡ = O para toda j # i obteniendo que J\[ = J\~; el cual es 

del tipo Ti, como quería1nos demostrar. 

El siguiente punto es probar que las teorías de torsión de un nl.isnl.o tipo, definen 

subintervalos de la retícula gen( 1 9 ). !Vlás precisamente tenen1os: 

Proposición 4.5.- Sea R un anillo. Entonces: 

i) Si r,a E gen(r9 ) con r S a y res del del tipo T; entonces a es del tipo T;. En 

particulnr, el supren.-10 de cualquier fatnilia de teorías de torsión de un mismo tipo, es del 

mismo tipo. 

ii) Sea {ro} e gen(Tg) con cada To del tipo T;. Entonces /\ro es del tipo T;. 

Demostración.- i) Sea A1 E -7Hod- (R, Tg) del tipo T; tal que r = x(AJ). Por el teorema 

4.3, sabemo8 que a= a 1 /\ ••• /\ CTn con Uj = x(I..:j) del tipo Ti. Ya que r :5. a entonces 

T::; aj, Vj y de aquí que J..;j E :F;., 'Vj. Pero 8i j =F i entonces 1VI y J..;j son de tipos distintos, 

y por lo tanto, por el len.-ia 3.12, tencn1os que l~j E TT': Por lo tanto, ¡.,:j = O, Vj #- i, 

obteniendo que a = a¡ que es del tipo 7\. 
ii) Hagamos r = /\Ta y sea. T = 0'1 /\ ••• /\ CTn la descomposición de r, con a¡= x(Mi ), 

con-io antes. Nuevani.ente., r :5 CTj irnplica que lYij E ::F;, Vj; pero si j -=;f i entonces 

11'1; E Tr
0

, \lo: (nuevan1ente por el len1a 3.12) de donde 11'1¡ E Tr obteniendo que JvI; = O, 

para j =I= i y por lo tanto, r = a¡ que es del tipo T¡, como querían-ios probar. 

Debido a ésta últin1a proposición, podemos definir la menor teoría de torsión del tipo 
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Ti, para i = l ..... , n, las cuales denotaremos de aquí en adelante por 7T
1

, 7".F,, .•. , 7Tn. 

Nótese además, que la 1nayor teoría de torsión en cada uno de los tipos, es .:\> 

Proposición 4.6.- Sea ,,J E ,,J od - (R. r 9 ). Entonces 1\1 es del tipo T; si y sólo si 

lvl E :Frr,. 

De1nostración.- Si Ivl es del tipo T; entonces la teoría de torsión r = x(1,I) es del tipo T; 
y así, T 2: TTa obteniendo que 1'I E .:F7 ,. 

Recíprocamente. si 1vl es TT;-libre de torsión entonces, x(..!\l) :2: T'T, y por la 

proposición anterior, tencrn.os que x(.:.\l) es del tipo T,. u~'-.1.n.<lo ahora el corolario 4.4, 

obtenemos que ::Vl es del tipo T;. 

Corolario 4. 7 .- Si {AJ0 } C "'J od - (R, r9 ) es una fa1nilia de R-módulos del tipo T; 
entonces n "'1º es R-1nódulo del tipo T;. 

De1nostración.- Co1no cada AJ0 es del tipo T; se tiene que ... 'l\10 es 7'.r,-libre de torsión 

y de aquí que CT i\Jc1 es rr,. -libre de torsión. El resultado se sigue entonces, usando la 

proposición anterior. 

Conl.o mencionan.1.os en la sección. 2 de los preliniinares, cuando R es no singular 

derecho entonces Ty = x(R); ésto claramente sugiere, que el tipo <le la teoría de torsión 

de Goldie determinará el tipo del anillo R. En efecto, tenemos: 

Teore11:1a 4.8.- Para un anillo regular autoinyectivo derecho Q~ las siguientes condiciones 

son equivalentes: 

i) Q es del tipo T;, 
ii) r 9 es del tipo T¡, 

iii) res del tipo T;, Vr 2: r 9 • 

Den1ostración.- i) = ii) Es obvio, ya que Tg = x(Q). 

ii) = i) Ya que Q E AJod - (Q, r9 (Q)) sabe1nos que existe una descomposición 

Q = I 1 $ ... ©In en los tipos T1, ... , T n. De aquí obtene1nos que r 9 = x(I1 )/\ •• • /\x(In) y 

por la unicidad dada por el teore1ua 4.3, tenernos que x(I;) = x, Vj i= i. Se sigue entonces 
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que Q = I; que es del üpo T;. 
ii) = iii) Es obvio, por la prop. 4.5. 

En el siguiente tcore1na, dan1.0S una descripción de la descomposición en los tipos 

para un anillo regular autoinyectivo derecho Q, en térn-iinos de teorías de torsión. 

Teorema 4.9.- Para un anillo regular autoinyectb:o derecho Q, se cun1ple que: 

Q '°"' Qjt'T, (Q) X ..• X Q/t'Tn (Q) 

es su descomposición en anillos regulares autoinyectivos derechos de los tipos 7\, 
T,,. 

Demostración.- Sea Q = I 1 e ... e I,. la descomposición de Q, con I; ideal bilateral 

del tipo T;. En vista de que Q/ ©;,,.. I; ""r. E :F'T,. tene1nos entonces que ©;,,.; I; es 

7T¡-puro. De esta forn"la, tenen1os: 

Ahora bien, por el lema 3.12 sabemos que Ij es de r.r;-torsión para cada j y por lo tanto, 

De esta forma, obtene1nos la otra contención y por lo tanto, I; = Q/tr:¡:, (Q) para. toda 

i = 1, ... , n; es claro que este iso1norfis1no es de anillos. 

A continuación, examinamos la relación que guardan entre sí la.s teorías de torsión 

ínfimas TT"l., ••. , TT
0

• 

Proposición 4.10.- Las teorías de torsión 'TT; y /\j#i'TT; son con1.plemcntarias en la 

retícula gen( r 9 ). 

Demostración.- Sea Tg = a 1 /\ ... /\ an la descon1posición de la teoría de torsión de Goldie 

en los tipos 7\, ... , T n. Tenemos entonces que: 

" " " 
/\ Tr; ~ r 9 = (\ aj ~ /\ 7T; 
j=l j=l j=l 



y de aquí que: 

... .\.hora, sea 
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77'; /\ ( /\ 77';) = rg 

j;;t.i 

a= TT, V(/\ TT,) = j\(77'; V TT;) 
j~i j-:¡éi 

Ya que -r:¡:, V TT, ~ "T'T". entonces r::¡:¡ V 7T; es del tipo T 1 y de la nl.isma forn'l.a, se ve 

que es del tipo Ti. Como hicin1os notar al principio de éste capítulo, esto implica que 

7T¡ V 7T¡ =X y de aquí obtenenl.os que a = X· 

De esta fornl.a, r.¡:-
1 

y 7T'2 /\ ... /\ fy" son corr1plen1entarias en (r9 , x}; asinüsn10, 7":]="
2 

y 

7Ta A ... /\ fy
0 

son co1nple1uentarias en el inter,·alo (7T"
2 

/\. ••• A '1":¡:
0

, x) (la dernostración es 

la misrna que la <le la proposición anterior), etc. Se sugiere entonces que si consideramos 

teorías de torsión co1i.--1plc11:1entarin.s en subinterYalos (T, A) de gen( r 9 ), éstas darán origen. 

a un teorctna de <lesconi.posición para los R-1nódulos derechos inycctiYos no singulares 

que sean r-libres de torsión. En efecto, tene1nos: 

Proposición 4.11.- Sean r ~ r 9 y ai,o-2 ~ r teorías de torsión co1nple1nentarias 

en el intervalo (r.;x). Si J'l E ,,Jod - (R,r9 ) con kl E :F,. entonces existen JVI1 ,ll12 E 

l'vI od - (R, r 9 ) únicos tales que ,,J = "'11 @ "'12 donde -7\11 E :Fu, y "'12 E :F,,,. 

Demostración.- Ya que 0"2 es e::-;tablc, sa.beni.o~ por la prop. 1..3G que 1'l = ta?. (.1\1') © N 

para algún N E 1\Jod- (R). Así, N :::= 111 /tu, (AJ) E :F,,,. Ahora bien, si J.; = tu, (tu,(.IVI)) 

entonces J..; E Ta 1 n Ta 2 = Ta 1 "ª2 = Tr-; por otro lado, en vista de que J.\1 E F, entonces 

J.; E :F,. n Tr ={O} y así, tu,(i\J) E :F,,,. Definiendo entonces J\[¡ = tu,(J'J) y lvI2 = ]ll, 

probamos la existencia de la <lesco1nposición . 

. .\.hora, supongan1.os que .:.\! = E1 6 E2 con Ei E :Fa- 1 y Ez E .ro-2 , y sea tt: /\11 -+ E 2 

la proyección canónica. 'Ya que .\11 E :F;., 1 entonces .!.\I1 E Ta 2 ; en efecto, sabemos 

que llf1 /tu, (l'vl1) E :F,,, y usando nueYa1nente la prop. 1.36, tenemos que tu,(11J1 ) es 

sumando directo de llf1 y de aquí que '''11 /tu, (-7\l¡) E :F,,,. De esta forma, llf1 /tu, (Jvl1 ) E 

:F,,, n:F,,, = :F,,,vu, ={O}. Por lo tanto, tenemos que Hornn(l'vl1 ,E2 ) =O y en particular, 
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.J.\II1 C kerrr = E 1 • Invirtiendo los papeles, vemos que se da la otra contención; de forn.l.a 

análoga se prueba que .\12 = E 2 • 

Regresando con el estudio de las teorías de torsión ínfinl.as, tene1nos la siguiente 

descripción de ellas .. .\.ntes definin.1.os las siguientes clases de R-n1ódulos: 

a) A1 denota la clase de todos los AJ E ..!\lod - (R, r 9 ) tales que AJ es C1-módulo. 

b) Para 1 < i ::::; n, A denota la clase de todos los AJ E _,\Jod - (R, r 9 ) tales que l\1 

es C 1-n-iódulo y.:.\! E T 71 "···"rr,_
1 

• 

Proposición 4.12.- Para cada anillo R, 77'; = x(.A;). 

Demostración.- i) i = l. 

Ya que cada C1-módulo es del tipo 'I\ entonces, por la prop. 4.6 tenemos que 

A 1 e :Fr7\ y por lo tanto, TTi .::; x(A1 ). Suponga111os que la. desigualdad es estricta y sea 

O -# E E ~'-<Ai > n :F71 ; ya que x(A1) es estable, poden-ios suponer que E es inyectivo. 

Como E E :F-r:¡:
1 

entonces E es del tipo 7\ y a.sí, por el teorema. 3.8, ven1.os que existe un 

C 1 -módulo O# I< E L•(E). Pero entonces, O# J{ E T;d.A,) lo cunl es una contradicción, 

probando así la igualdad. 

ii) i > l. 

Sea _\J E .A; y supongan>os que 1'J = J\11 EB ... '$"'In es la descomposición de lvJ 

en los tipos T1o .... T,.. Para j < ;, tcnen1os que 1\I¡ E Trr, (pues "'I¡ e l\I E .A;) y 

1\Ii E :F7 , (por la prop. 4.G) de donde, ,,J¡ =O. Para j > i, tenemos que Jl.,f¡ es del tipo 

Ti y Ci-n1.ódulo; en particular, 1\:lj es Ci_ 1 -n1.ódulo y usando el teorema 3.8, concluimos 

que Jl.,fj = O. En conclusión, AJ = 1\l; que es del tipo T;. Por la prop. 4.G, tenemos 

que 77'; ::; x(A ). Suponiendo nue,·anicnte que la desigualdad es estricta, tene1nos que 

existe O # E E Tx<.A;l n :F7 ; y por la estabilidad de x(.A;), podemos suponer que E es 

inyectivo. Corno E E :F7 , en.ton.ces E es del tipo T; y usan.do nue'\.·a.1nente el teore1na 3.8, 

tendre1nos que existe un C;-n>ódulo O# J< E L•(E). Ahora bien, J.; e E E :F7 ; implica 

que J..: E 7 71 /\ ... ,.. 7 ,_
1 

y asL I< E A- lo cual es una contradiccón, ya que I..: e E E "Tx(Al­

Por lo tanto, r.¡:i = x(A) C0ll1.0 querían1os probar. 
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Corolario 4.13.- Un anillo regular autoinyectivo derecho Q es del tipo T 1 si y sólo si 

se sumerge en un producto directo de e 1-Il1.Ódulos. 

Demostración.- La suficiencia es clara~ ya que en tal caso r 9 (Q) = x(A1 ) = rr
1

• Para 

probar la necesidad de la condición, supongn1nos Q es del tipo T1, de donde, r 9 ( Q) = 

1T, = x(A1 ), y de aquí que Q se sun1erge en un producto directo de Q-subn>ódulos 

derechos cíclicos de el -Ul.Ódulos. Co1no Q es autoinyectÍ'\.ºO derecho, cada Q-1nódulo 

derecho cíclico y no singular, es inyectivo y el resultado se obtiene usando la prop. 3.3. 

Otra forma de obtener las teorías de torsión ínfhnas, es dada en la siguiente 

proposición .. .\.ntes, <lefiniinos las siguientes teorías de torsión: 

a) Para i = O, ... , n sea 11 la clase de todos los l\I E AI od - ( R, Tg) tales que "'I es 

C;-1nódulo y sea a¡ = x(V. ). 

b) Para i = O, ... , n - 1 definirnos 8¡ por recursión coni.o sigue: 60 

O < i $ n - 1, 6¡ es el comple1ne11to de 77, en el intervalo (6¡-1, A). 

Proposición 4.14.- Si O"¡ y Ój se definen coni.o arriba entonces; 

i) r.r, = 8¡_ 1 V a¡, para 1 :S :5 n - l. 

ii) 77',. = '5n-I• 

r 9 y para 

De1nostración.- De acuerdo a la definición de Ó¡, se cun1ple l!Ue b1 = 7T"i+l /\ ..• /\ 7Tn; en 

efecto, 8 0 = r 9 = r.r
1 

/\ ••• /\. TT..-.; por definición., 6 1 es el con1plen1ento de 77
1 

en (r9 , x), 

que con-io sabemos, es 1"'.F, /\. •.• /\ -ry", etc. De ésto, resulta clara la validez del inciso (ii). 

Para. probar el inciso (i), vernos que de acuerdo a la prop. 4.12(i), 7T
1 

= a 1 y por 

otro lado, 60 V 01 = a 1 , obteniendo el resultado para i = l. Supongatnos entonces que 

1 < i ::=:; n - 1; por la observación inicial, tenernos que 6¡_ 1 $ r.¡:¡ y por la prop. 4.12(ii) 

se sigue que cr¡ :S 7T,· De esta forr:na, 6¡_ 1 V a¡ :5 771 • Suponiendo que la desigualdad es 

estricta, tenen-ios que existe O# J.11 E T 7 ; n .:fi,_ 1 ver; y claramente pocle1nos suponer que 

l\I E l\I od-(R, T 9 ). Usando el hecho de que AI E ;F,,;, tenemos que existe O =/= N E L*(l\I) 

tal que ]\Tes C ¡-1nódulo, y en ,·ista de que 1'V E :J=6;_ 1 entonces JV E T
71 

A ... A 7 ,_
1 

(esto se 

sigue del hech.o de que bi-1 = "T"T; /\ ••• /\ 7Tn que es el complen1ento de rr
1 

/\ ••• /\ -rr._
1 

en 
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gen(r9 )). Por lo tanto, de acuerdo a la prop. 4.12(ii), concluí1nos que 1V E :F'T; lo cual 

es una contradicción. 

Con ayuda de ésta últitna proposición. poden1.0S dar una justificación de la condición 

(iii) de la definición de teoría ele tipos. la cual establece que Vi = 1, ... n existe Q anHlo 

regular autoinyectiYo derecho tal que a;_ 1 > a¡. Para i = 1, ten.e1nos que X > 7"'.Fi de 

donde, Q /t'T, ( Q) "/= O, lo que nos indica que el factor del tipo 7\ en Q es distinto de O. 

Para i > 1, tenemos que -rr.- = 8¡_1 V a¡ < ,5¡_ 1 V a¡-1 = X y nuevan.1.ente ,·en1os que el 

factor del tipo T,- en Q es distinto de O. En resun1en~ la condición 3.5{iii) nos garantiza 

la existencia de anillos distintos de O de cada uno de los tipos. 

Recíprocamente, suponiendo que Q es anillo del tipo T; distinto ele O entonces 

r 9 (Q) = 77'; = 8;_ 1 V u; de donde 8,_ 1 r 9 = a¡; suponiendo que a¡_ 1 = a¡ en-

tonccs r:¡:-¡_ 1 = Ó¡-2 V a;- 1 S Ó¡_¡ V r 9 = r 9 lo cual es una.. contradicción.. Por lo tanto, la 

existencia ele anillos distintos de O ele cada uno ele los tipos es equivalente a 3.5(iii). 



CAPITULO V 

APLICACIONES A LA ESTRUCTURA DE LOS ANILLOS 

REGULARES AUTOINYECTIVOS 

En este capítulo, daremos algunas aplicaciones de la teoría desarrollada en los 

capítulos III y IV, a la estructura de los anillos regulares autoinyectivos. Cotno es lógico, 

la primera aplicación que veremos es la teoría de estructura de I..Caplansky, ya que ésta 

es la base de nuestra teoría general de tipos. 

Sean .. Ab la clase de todos los anillos regulares autoinyectivos derechos abelianos y 

Vf la clase de todos los anillos regulares autoinyectivos derechos directa1nente finitos. 

Es claro que estas clases son cerradas bajo ison1.orfismos y bajo productos directos. Esto, 

junto con las proposiciones 2.3 y 2.6 nos garantizan. que a1nbas constituyen un.a clase 

TT. En este caso, 1vl E Aiod - (R, r9 ) es .Ab-módulo si y solo si kI es abeliano y es 

'Df -n1ódulo si y solo si es directan1ente finito; además, por la prop. 2.6(i) tenemos que 

.Ah C 'Df. Corno n1.en.ciona1nos en el capítulo anterior, la condición (iii) de la definición 

3.5 es impuesta únicamente para garantizar que existan anillos de los tipos T\, para 

i = 1, ... , n .• A,,.sí, la existencia de anillos de los tipos I, 11 y 111, junto con lo expuesto 

arriba, nos dice que la fanl.ilia: 

K. = {O,Ab,VJ,"R.A} 

es una teoría de tipos, la cual llan1aremos Teoría de Tipos de Kaplansky. Es claro que 

en este caso, los anillos de los tipos K1 ~ K2 y }C,3, son exacta11.l.ente los anillos de los tipos 

I, 11 y 111, respectivan1ente. 

_.\.l considerar C = "'Df, Yernos que un anillo regular autoinyectiYo derecho es cen­

tralnl.ente C-nulo si y sólo si es pura.mente infinito. Así, la teoría de tipos >C. y la clase 

Vf inducen la conocida descon1posició11 de I<aplansky, en los tipos I¡, I""', II¡, II""' y 

III. Pero, como fue anotado en el capítulo anterior, podemos considerar cualquier clase 

- 49 -
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TT, por ejemplo C = .Ab para obtener descmnposiciones diferentes (al tomar C = .Ab, 

obtenemos que cada anillo regular autoinyectivo derecho se escribe en fornl.a única como 

Q = Q 1 x Q 2 donde Q 1 es abeliano y Q 2 no tiene idempotentes centrales abelianos 

distintos de O (ver prop 13.14 de [8]) ). 

Para la Teoría de Tipos de l~aplansky, las teorías de torsión ínfimas serán denotadas 

por T,r, r 11 y Tu 1 ., respectivrunente. 

Por la prop. 2.7 [14], sabe1nos que r 9 = x({S E Silnp - R 1 Ses proyectivo})= 

l\{x(S) 1 S E Sirnp- R, S proyectivo}; en vista de que cada SE Sin~p-R proyectivo es 

clara.DJ.ente abcliano, concluimos por la prop 4.5, que T 9 es una teoría de torsión del tipo 

I y así, r 1 $ T 9 • En general, no sien1pre es válida la igualdad, como el siguiente ejemplo 

demuestra. 

Ejemplo 1: 

Sea R = ~ /71;,N>, donde Z:z denota el anillo de los enteros n~ódulo 2. Hacemos las 

siguientes obserYaciones: 

i) Res un anillo de Boolc. En particular, Res un anillo regular con1nutativo. 

ii) Si x = (xn) E R entonces :r = O ó x., = 1 para un número infinito de n E N. 

iii) R es anillo autoinyectivo. 

Debido al corolario 3.5, cap. XII de [19], es suficiente ver que B(R) 

retícula con1pleta, y para ello, basta ver que existen los ínfhnos arbitrarios. 

Sea {xa} e R; definimos e= (e.,) E R COJTIO sigue: 

Tenemos entonces que: 

si existe a tal que (x0 )( n) = O; 
otro ca.so. 

Por lo tanto, e· X 0 =e, Va, de donde C :S Xcn Vo. 

Res una 

Si f = (fn) E Res tal que f $ x 0 ,Va entonces f f · Xa, Va. Así, si n > O tenemos 



Capítulo 5: Aplicaciones 51 

que: 
J,, O=>J,,·e,,=O=J,,, 

J., 1 => 1 = Ín · :F0 (n), Va=> x0 (n) = 1, Va:, 

==> en = 1 ==> J 11 • e 11 = 1 = f,,. 
Por lo tanto, e· f = f, de donde, f :5 e. 
De esta forma, he1nos probado que e= /\{x0 }. 

iv) R no es producto directo de anillos primos. 

Por el corolario 9.11 de [S], es suficiente ver que R no es una retícula atómica. De 

hecho, veremos que R no tiene átoni.os. En efecto, sea O ':I= X = (x 11 ) E R; por la 

observación (ii), saben-ios que hay una infinidad de n > O tal que Xn = 1, los cuales 

podemos ordenar corno {x 11 ., }. Si definitnos Y= (y 11 ) E R co1no: 

Yn = { 0
1 

si Xn = O Ó n = nk con k par; 
otro caso. 

Entonces es claro que y V= O y Y· X= y, de donde, y< X. Por lo tanto, X no es un átomo 

de R. 

v) r, < 7'9 • 

En efecto, ya que R es anillo de Boole entonces R es abeliano y de aquí que R es del 

tipo I. Por el tcoren1a 4.8, tenen.i.os que Tg = T 1 • Si T 1 = T 9 entonces, usando el teoren1a 

5.8 de [17], tenen1os que Res producto directo de anillos lineales completos derechos, lo 

cual contradice la observc-1.ción (iv). Por lo tanto, T 1 < Tg; pero de hecho poden1os probar 

que T 9 = x, ya que si T 9 < x entonces, co1no el intervalo (T 9 , x) es atómico, se sigue 

(usando el tcore1na 4.1) que R contiene átomos, lo cual contradice lo dc1nostrado en el 

punto (iv). 

Habiendo ubicado a la teoría de torsión T 1 , pasamos a ubicar a las otras dos teorías 

de torsión ínfimas 1 11 y 1 111 • 

Proposición s.1.- Tg V Tsp :5. Tu"'"'" En particular, tenemos que T1¡, 1111 E (-rg VrªP' x). 

Den1ostración.- Si S E Sim.p - R es proyectivo entonces S es abeliano. Por el lema 

3.12, sabemos entonces que s E Tr11 n ~TJI 1 = TTI/ /\r111. De esta forma, Ts¡1 = .; ( {S E 

Si1np - R \ S es proyectivo}) :5 r,, /\ r11 ,, obteniendo el resultado. 
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Observación: 

Considerando el anillo del ejeniplo anterior, sabemos que T 1 < T9 ~ en vista de que 

r, y T 11 /\ T 111 son teorías ele torsión con,plementarias en gen(r9 ) (por la prop.4.10) y 

teniendo en cuenta que r 9 V T!J 1, es el co1nple1nento de r 9 , conclufrn.os en.ton.ces que, en 

este ca.so, r 9 V Tsp < T 11 /\ T 1 .rr· 

Proposición 5.2.- Sea U= {<7 2". Tg V Tap 1 O" es del tipo I}. Entonces: 

i) /\U y T 1 .r /\. T.1.1.1 son teorías de torsión complementarias en el intervalo (r9 V T 8 p, x}. 

ii) r, = (/\U)/\ ? 9 • 

Demostración.- i) Sea Tg V r.!'IP = cr1 /\ cr2 /\ a 3 la descon1posición de r 9 V T!Jp en los tipos 1, 

11 y 111 respcctivan"'l.ente. Tenc1nos entonces que: 

(/\U)/\ r 11 /\ T111 2". r 9 V r.,, = ,,., /\ <72 /\ <73 2: (/\U)/\ r,, /\ T111 

y por lo tanto, r9 V r,1, = (/\U)/\ ( r,, /\ r,, 1 ). 

Ahora., (/\U) V r,, ;::: /\U y /\U es teoría ele torsión del tipo l. Por la. prop. 4.5, 

concluímos que (/\U) V r,, es del tipo l. Por la inisnui. razón, (/\U) V r,, es del tipo 11 y 

así, vemos que (/\U) V r,, = X· Análogamente se tiene que (/\U) V r,,, = X· Por lo tanto, 

teneni.os que: 

(/\U) V (r,, /\ T 111 ) =((/\U) V r,,) /\((/\U) V r, 11 ) =X 

ii) Por la prop. 4.10, sabe1nos que Tg = T 1 /\ Trr /\. Tr.r.r • Por otro lado, sabemos que 

Tg = ? 9 /\ (r9 V Tap) = ? 9 /\(/\U)/\ r,, /\ r,,,. C01no r 9 /\(/\U) es del tipo 1, pocle1nos usar 

la. unicidad dada por el teorema 4.3, para concluir que r, = ? 9 /\(/\U). 

Ya que T 9 y Tg VT~p son teorías de torsión complen1entarias en gen(r9 ), sabemos que .,, 
(r9 V r.. 1,, x) ""(r9 , r 9 ), donde <,::>(r) = 7'9 /\ r; el inciso (ii) ele la proposición anterior nos 

dice entonces que r 1 es la itnagen de /\Ú
0 

bajo -..,:; y ele aquí que tenemos el siguiente: 

Corolario 5.3.- Si U = {O" 2". r9 V r.,, 1 CT es del tipo I} entonces hay un isomorfismo ele 

retículas: 

(AU, x) 

dado por <,::>(o) = r 9 /\a. 
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Un punto importante a considerar, es el de los átotnos de la retícula gen ( r 9 ). Sabe­

mos, por la prop. 1.37 ~ que si .;,\f R es r 9 -cocrítico entonces a = Tg V.;{...:\!) es un áton1.o de 

gen( r 9 ). Nos interesa dar caracterizaciones de los n"l.Ódulos r 9 -cocríticos .. .\.ntes proban'l.os 

el siguiente: 

Len'l.a 5.4.- Sea .1.\Jn no singular. Las siguientes condiciones son equivalen.tes: 

i) 1':[ n es r 9 -A-1nóclulo. 

ii) x.(2\I) es un coát.on10 de la retícula de teorÍa.5 de torsión. 

Demostración.- i) = ii) La hipótesis y la estabilidad de r 9 V E;(o\I) irnplican que r 9 V 

1:;(2\J) = r 9 V E;(E(1'1)). Por otro lado, es fácil ver que el c01nple1nento de r 9 V E;(E(A:f)) 

es (r9 V E;(E(1\J)))' = x(E(1\J)) y así, en caso de que x > a;::: x(l\J) entonces r 9 <a' :5 

x(l\J)' = Tg V E;(l\I), de donde, cr' = x(AJ)'' equivalentemente, a= x(1\J). 

ii) => i) Supongamos que r9 < cr :5 r9 V E;(E(AJ)), entonces x >a' ;::: x(E(l\:f)) = 

x.(1\1). Usando la hipótesis, tenen1os que cr' = x(E(.,1\J)), equivalcnten1ente, a = Tg V 

E;(E(AI)). En conclusión, se ha probado que E(AI) es r 9 -A-n:1ódulo, de donde, .,1\J es 

r 9 -A-n1ódulo. 

En el siguiente tcorcn1a, obtenen1os db:ersas caracterizaciones de los módulos r 9 -

cocríticos, aunque en esta oca.sión requerirnos que el anillo sea regular autoinyectivo 

derecho. 

Teore1ua 5.5.- Sea Q anillo regular autoinyectivo derecho y sea 1\1 E 1\J od- (Q, r 9 (Q)). 

Las siguientes condiciones son. cquiYalentes: 

i) 1\Jq es sitnple proyectivo. 

ii) Afq es T 9 -cocrítico. 

iii) J'Iq es T9 -A-tnóclulo inyectivo y abeliano. 

iv) 1\Jq es r 9 -Amódulo y x(1\I) es del tipo l. 

Demostración.- i) => ii) Obvio. 

ii) => i) Sea O# x E 1\1. Con'º xQ es Q-n,ódulo derecho finitamente generado y no 

singular, y Q es autoinyectivo derecho, entonces .TQ es inyectivo (por la prop.1.13). De 
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este modo, Al = xQ 4 1V para algún 1V E 1\Iod - Q, de donde, 1'1/xQ es no singular. 

Por otro lado, tomando en cuenta que .1.'/ es 1 9 -cocrítico y O =/= xQ C J.'1 tenemos que 

A:l / xQ E T,.,. En conclusión, ve1nos que •'I = ;i:Q para cada O =fa x E ,,¡, de donde, 

lv:lq es simple. Finahnente, ya que .J.'I es no singular entonces es claro que .;,.\fQ debe ser 

proyectivo. 

i) = iii) Obvio. 

iii) => ii) Por definición, si .AIQ es r 9 -A-módulo entonces l\Iq es no singular .. ..\.hora, 

sea O =fa 1V C ''I y sea I..: la r 9 -purificación de 1V en 1,I. Ya que l\I E 1'Iod-(Q, r9 (Q)) y I< 

es y-cerrado en 1'I, se sigue por la prop. l.-± que I< 9 H = ,,I para algún H E ,,:[ od - Q. 

Como I.; n H =O, I<, H E L•(]IJ) y por hipótesis ,,I es inyectivo no singular abeliano, 

se sigue por el teorenu' 2.2, que H om n(H, I<) = O, de donde, H E T.,_(/,)- Por otro 

lado, en vista de que O =fa I< C ,,J y 1'1 es r 9 -A-1nódulo, tenen<os por la prop. 1.39, que 

x(I<) = x(llJ). De esta fonua, tcnen•os que HE Tx<Ml, obteniendo que H =O. 

HenJ.os probado entonces que para todo subn1ódulo O :¡!=. .ZV C .i'f, lvI es la r 9 -

purificación de J.'\" en .7\/. Clara1nentc c::;to inl.plica que J.\[ es r 9 -cocrítico. 

i) = iv) Obvio. 

iv) => i) Co1no hicin:1os notar con anterioridad, la condición. de que 11f sea r 9 -A­

módulo, es equivalente a la de que x(1'\l) sea un coáto1no. Sabe1nos adcnl.á.s que si AI 

es r 9 -A1nódulo entonces E(lll) es r 9 -An<ódulo. Co1uo por hipótesis, x(llI) es del tipo 

1, tenernos entonces. por el corolario 4.4, que E(AI) es Q-1nóclulo inyecth·o no singular 

del tipo l. Usando el teorcrrHt 3.8. ven1os que existe O =¡6 S E L•(E(AI)) con S abeliano, 

y entonces (por la prop. 1.39) S es T 9 -.A-1uódulo inyectivo y abeliano. Por lo probado 

anterior1nente, tenc1nos que S es sin.1.ple proyectivo. Ahora bien, suponiendo que E(AJ) 

no es sinl.ple entonces, en vista de que es T 9 -A-nl.Ódulo, tenernos que Tg V €(E(JV/)) E 

(r9 ,7'9 ) (ver teorc1un 4.14 de [17]) y ele aquí que x(E(1,I));::: r 9 V r 81,. Por otro lado, 

x(S) = x(E(_l\J)) y así, x(S);::: Ty V r, 1, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, E(llI) 

es sin.1.ple proyecth:o y lo nl.isn.10 es cierto para .'\I. 

Corolario 5 .. 6.- Para un anillo regular autoinyectivo derecho Q el intervalo (/\U, x} 

donde U se define como en la prop. 5.2, no contiene coáto1nos (y por lo tanto, tampoco 
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contiene átomos). 

Demostración.- Suponga1nos que cr E (/\U, x) es un coáton10, y sea ,,1 tal que cr = x(./\1"). 

Ya que x(;'I) es coátomo, Al es Tg·A-tnódulo y COtllO x(;'f) ;:o: /\U entonces x(./\I) es del 

tipo l. Por el teore1na anterior, concluírn.os que ]\f es sitnple proyectivo, lo cual es una 

contradicción, ya que x(Af) =a ~ Tg V Tsp· 

Corolario 5.7.- Si Q es un anillo regular autoinyecti...-o derecho el cual es un producto 

directo de anillos prhnos entonces r 1 = T 9 • 

Demostración.- Ya que Q es un producto directo de anillos pri1nos~ sabe1uos por el coro­

lario 9.11 de [S] que B( Q) es una retícula atón,ica y así, por el teorctna 4.1. tenemos que 

la retícula gen( r 9 ( Q)) es atón,ica. 

El corolario anterior itnplica que /\[T 

que r 1 = T 9 , co1no queríamos den1ostrar. 

x~ usando ahora el corolario 5.3, concluímos 

Para las posteriores aplicaciones, el siguiente lenl.a nos será de gran utilidad. 

Len-.a 5.8.- Sea Al E ./\Iod - (R, r 9 ) y sea {R0 } una familia de anillos tal que TIRa ~ 
Endn(./\I). Si io: R 0 _, TI Ra denota la inclusión, fo = <p(ea) donde e 0 = ia(l) y 

kl0 = J,.(AI) entonces: 

i) R 0 '.:::e Endn("'Iº ), para toda a. 

ii) {./\I0 } C L•(J\I) es una familia independiente y cada 1VI0 es totaln<ente invariante 

en l\1. En particular, la farnilia. { 1\10 } es honi.ológicamente independiente. 

iii) 1W = E(ffiAia)-

Demostración.- Obsérvese prin1.cro que {f0 } es una fa1nilia. de idenl.potentes centrales y 

ortogonales de T = Endn(;\f). 

i) Sea <p 0 :R0 _, Endn(./\J0 ) tal que <p 0 (r){x) = <p(i 0 (r))(x); 'Po está bien definida, 

ya que si x E ./\10 entonces :e = J0 (1n) para algún 1n E ./\J, de aquí que <p 0 {r)(x) = 

<p(i 0 (r)) · f 0 (m) =fo· op(ia(r))(m) E AJ0 • Es fácil ver que <p 0 (r) es R-homomorfismo; 

asimisxno es fácil probar que r..p 0 es hornon1orfismo de anillos. 
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Ahorabien,<;>o(r) = Oin1plicaque<;>(io(r))(x) = O,Vx E -7110 ; por otro lado, tenernos 

que: 
<;>Cio(r)) · (1 - f 0 ) = <;>(i 0 (r)) · [<;>(l, ... ) - <;>(O .... , 1 0 •••• )] 

=<;>(O, ... , r 0 , ••• ) • <.p(l. l .... ,0 0 •••• ) =O 

De esta forma, <;>(i 0 (r))(x) = <p(i 0 (r))(f0 (x) + (1 - f 0 )(x)) =O, para toda x E "'I y así, 

cp(i 0 (r)) = O. Con>o <.p es inyectÍ'-"O entonces r =O. 

Por otro lado, si f E Endn(1'I0 ) entonces existe f E Endn(o,I) tal que f L\f_ = f; a 

su vez, existe (r0 ) E f1 R 0 tal que <;>(r 0 ) = f y se afirn>a que <p 0 (r 0 ) =.f. En efecto, si 

x E AI0 entonces: 

f(x) = f(x) = <;>((ro))(x) =<;>((ro))· <fo(x)) = <;>(io(ro))(x) = 'Po(ra)(x) 

Por lo tanto., hemos probado que i.p 0 es ison:1orfisn10 de anillos, para cada CL 

ii) Supongani.os que O = X1 + ... + Xk con x¡ E J\10 ¡; para cada i tenen1os que 

O = fo;(x1 + ... + xk) = f 0 ,(x;) = .r,, obteniendo el resultado. Co1no f 0 E B(T) 

entonces es claro que cada 1\10 es un sul:nnóclulo cerrado y totaln-ientc in.variante en J.'f. 

iii) En vista ele que cada J.\I0 C J.\f es totahnente in'\·a.riante entonces 67 J.\I0 e 1\f es 

totalmente inYariante. Sea K C "'I tal que E($ J\I0 ) EB I< = i\I. y sea e E B(T) tal que 

I.: = e;\J. Ya que '-? es suprayectiYa, e = 'P ( (ro)) para algún (ro) E rr Ro y del hecho de 

que c.p es isotnorfisrno~ se sigue que (rn) es iden.1.potente central. 

Para í3 fija~ definin1os ( r~) E n Ro COU1-0 sigue: 

para a # ¡3; 
otro caso. 

Si f = <;>((1·:, )) entonces f E B(T); tene1nos entonces que: 

e· f =e· (e - <p(O, ... , ,.,,, ... )) =e - e· <;>(O, ... , r/3, .. . ) =e 

ya que e· <;>(O, ... ,,.,,, .. . )(l\I) = <.p(O, ... , 1'¡J, .. . ) · e,U = fe. · cp(O •... , r/3, .. . ) · el\J e 
E($ Aio) y por otro lado, e· <p(O, .... r¡J .... )(kl) C eJ'I = I<. Pero también tenemos 

que: 

De esta fonna he1nos probado que e= f, de donde, (1·"') = (r:,) lo que implica que r13 = O. 

Ya que ¡3 se eligió fija pero arbitraria, concluíinos que e = O y así, 1\I = E($ 1'J0 ) como 

queríamos probar. 
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El siguiente teoren1a nos proporciona ejenl.plos de clases TT. Usaren:1os la siguiente 

notación: 

Dada una clase _y de anillos regulares autoinyecth·os derechos, C(-Y) denota la clase 

ele todos los anillos que son iso1norfos a un producto directo de n1.Íe1nbros de _"\,.'". 

Teoren""Ia 5.9.- Sea _y una clase de anillos regulares autoinyecth.·os derechos tal que 

para cada anillo R y ,,f E l1I od - ( R, r 9 ) se cun1ple la condición: 

Entonces C(-Y) es una clase TT. 

Demostración.- Por construcción de C(-Y), es claro que es cerrada bajo isotnorfisn.1.0S y 

productos directos. Sea R un anillo y "'I E 1\Iod - (R, r9 ) tal que EndR(AI) E C(-Y), es 

decir, tal c¡ue Endn(AI) ~ CT R,, con R 0 E _"\:". Por el lema anterior, sabe1nos que hay 

una fan>ilia {AI0 } C L"(,'I) de subn>Ódulos totalmente invariantes, independiente, tal 

que E11dn(J,if0 ) ~ R 0 y además E(EJ71'I0 ) = AI. 

Si f\l E L*(.l\J) denotc1nos por rr:J.'I--+ 1V a la proyección canónica, y para cada a 

sea N 0 = rr(1\10 ). Se afirn.1a entonces que: 

i) N = E($Na)-

ii) HornR(J"V0 ,1VfJ) =O si a# ¡3. 

iii) EndR(JV0 ) E _y para toda a. 

En efecto, ya que 11.I0 es totahn.cnte invariante, se tiene que ]\lo C l\Ia y de aquí 

que {.N0 } es fa1nilia independiente. Si O # x E JV entonces existe 1· E R tal que O # 
x · r = x 1 + ... + xk E EJ7 Al0 y aplicando la proyección rr, tenemos que x · r = rr(x · r) = 
rr(x1) + ... r.(xk) E 671\'0 • Reinos probado entonces el inciso (i). 

Sea J: JV0 ~ J\'fJ un n>orfis1no y f: l\I0 ~ "'IfJ una extensión de J, puesto que {l\I0 } 

es un<:t fa1nilia ho1uológican.1cnte in.depenclicntc, obtenemos (ii). 

Ya que "'I,JV E ,,fod- (R,r9 ), tene1nos por la prop. 1.G, que JV0 = -rr(l\I0 ) E L"(N) 

y así, por la propiedad(*) de _y_ tenernos c¡ue EndRCJ'•-0 ) E_"\:", obteniendo (iii). 

Finahnente, usando el inciso (i), tene1nos que .l'r es el coproducto de la fan1ilia {J'1,l0 } 

en la categoría l\I od - (R, r9 ), lo cual junto con los incisos (ii) y (iii) in> plica que: 
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Consideren1os la clase ... Y de todos los anillos con división. En el siguiente teorema 

caracterizan>os a los n>ódulos l'vI E .!'Iod - (R, r 9 ) tales que Endn(AI) E _Y. 

Teorema 5.10.- Sea O# lvI E Aiod - (R,r9 ). Las siguientes condiciones son equiva­

lentes: 

i) Endn(1'<l) es un anillo con división, 

ii) AI n es r 9 -cocrítico. 

Demostración.- i) =;. ii) Ya que l'vI od- (R, r 9 (R)) = AI od-(Q, r 9 ( Q)) donde Q es el anillo 

má.."<imo de cocientes derecho de R/tr.(R) entonces Endn(AJ) = Endq(AJ). Probaremos 

que lviq es sin>ple. Si O #·x E AI entonces :r:Q es Q-módulo no singular y finitamente 

generado, y por lo tanto, ya que Q es autoinyectivo derecho, se sigue que xQ es inyectivo. 

Sea I<q tal que xQ EB I< = l'vI, ya que AJq es abelinno entonces Homq(xQ, I<) =O, de 

donde, Endq(l'vI) o::: Endq(:cQ) x Endq(I<). De esto se sigue que I< = O, es decir 

xQ = AI. Ya que J..Iq es siinple y no singular, es claro entonces que JvI n es 1 9 -cocrítico. 

ii) => i) Es claro, ya que J\In 1 9 -cocrítico implica que lviq es simple. 

Corno un corolario innl.ediato, tenen1os que la clase.)( cumple con la propiedad(*) 

y por lo tanto, C(-Y) es una clase TT, la que denotaremos de aquí en adelante por V. 

Teoren"la 5 .. 11.- Un anillo regular autoinyectivo derecho Q es ccntrahncn.te 2'-nulo si y 

solo si n.o tiene idea.les bilaterales 1nín.hnos con.'l.o ideales derechos. 

Den1ostración.- Suponga.n.1.os que l C Q es un ideal bilateral tal que Iq es ideal mínimo. 

Ya que Iq es finitamente generado y no singular entonces es inyectivo y por lo tanto, I 

es un ideal cerrado distinto de O de Q, totahuente invariante y tal que Iq es 'V-módulo, 

probando así que Q no es centraln1en.te V-nulo. 

Ahora suponga1nos que existe O # I E L* ( Qq) totalmente invariante y 'V-módulo. 

Por el le1na 5.8, I = E(EflI0 ) donde I 0 E L*(Iq) es totalmente invariante y Endq(I0 ) 

es anillo con división.. De esta forma, tenemos que I 0 C Q es un ideal bilateral distinto 
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de O tal que (I0 )q es ideal mínimo. 

Corolario 5.12.- Cada anillo regular autoinyectivo derecho Q se escribe en forn1a única 

como Q = Q 1 x Q 2 donde Q 1 es isomorfo a un producto directo de anillos con división 

y Q2 no tiene ideales bilaterales. n1ínin.1os como ideales derechos. 

Den1ostración.- Se sigue de 3.21 y 5.11. 

El siguiente paso es detcr1ui11ar la teoría de torsión TV
1 

• Recorde1nos que para un 

anillo R, T9 denota a la teoría de torsión cogenerada por los R.-n1ódulos r 9 -cocríticos (ver 

cap.III en [1 7]). 

Proposición 5.13.- T9 = r¡.
1

• 

Demostración.- Rccorde1nos que de acuerdo a la prop. 4.12(i), 'T':p
1 

está. cogenerada por 

la clase de todos los V-n1ódulos. 

Si lvI es r 9 -cocrítico entonces E(AI) es r 9 -cocrítico. Por el teorema 5.10, tenernos que 

E(AI) es D-1nódulo y así, Tg :2:: r¡;,. Ahora si "vf E ,,fod - (R, rg) es V-1nódulo entonces 

lvI = E( EB kl0 ) con AI0 r 9 -cocrítico y por lo tanto AI E r,:-
8 

con lo cual, obtenernos la 

igualdad. 

De acuerdo al teorema 5.5 cuando Q es anillo regular autoinycctivo derecho se tiene 

que T9 = ? 9 • Por otro lado, por el teoren1a 5.8 de [17), tene1uos que Tg = ? 9 si y 

solo si Q es isomorfo a un producto directo de anillos lineales con1pletos derechos. Así, 

usando el teorema 4.8, tenemos que Q es del tipo 151 si y solo si Q es isomorfo a un 

producto directo de anillos lineales con1.pletos derechos .. .\demás, por definición un anillo 

regular autoinyectivo derecho Q es del tipo 752 si y solo si no tiene V-submódulos cerrados 

distintos de O, lo cual claran1.cntc es equb .. ·alente a que soc( QQ) = O. De esta for1na, de 

acuerdo al corolario 3.14 tenemos que: 

Teore1na 5.14.- Cada anillo regular autoinycctivo derecho Q se escribe en forn1.a única 

con10 Q = Q 1 x Q 2 donde Q 1 es isornorfo a un producto directo de anillos lineales 

completos derechos y .soc( Q2) = O. 
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En este punto, poden1os dar un ejen,plo de una clase TT tal que C = {O. C, R...4} no 

es una teoría de tipos. 

Ejemplo 2: 

De acuerdo al corolario 3.9(i)~ la clase de los anillos regulares autoinyectiYos derechos 

del tipo 152 cumple la propiedad ( *) y ya que claramente es cerrada bajo isoniorfismos 

y productos directos .. forn1.a una clase TT, que segl1n '\"Ín1.os. consta de todos los anillos 

regularc8 autoinyectivos derechos Q tales que ._.;¡oc(Q) = O. Denotérn.osla por}·-. Si -~ 

denota nue'\"arnentc a la clase de todos los anillos con división entonces .. es claro que -YU1'­

satisface la propiedad(*) y de esta fonna, C(_Y U);-) es una clase TT. ·vemos que para 

esta clase, C no satisface la propiedad (iii) de un.a teoría de tipos. Probernos priinero 

que l\.I E /II od - ( R, Ty) es C-rnódulo si y solo si "'I = /II1 "f; Af2 con "'I1 , AI2 totahnente 

invariantes y tales que .,11 es 'D-1nódulo y .1.\I2 es 1-· -n--ióclulo. 

En efecto, si"'' es C-1nódulo entonces Endn(-'I) '°"'en Do) X s donde Do es anillo 

con división y soc(S) = O. Por el lema 5.8, ,,f = E((ffi "'Iº) e I<) donde ,'Yf0 y I..: 

son totaln1cntc invariantes, Endu(.J'I0 ) ::::::: D 0 y Endn(I<) '.':::::: S. Si hace1T1os lvl1 

E($ .AI0 ) y J\I2 = I...; entonces se cuni.plc con las condiciones expuestas. Recíprocamente, 

si AI = .1.\I1 EB J.\'12 con l\I1 y .1.\I2 totahnente invariantes entonces H onin(J.\f1, l\f2) 

H 01n n(AI2, 1,I,) = O de donde, Endu(AI) ,;: Endu(1,I1) x Endn(AI2) E C 

De todo ésto, se sigue que: 

7C 1 ::5 715, /\ T:J52 = Tg 

y por lo tanto, todo anillo regular autoinyecti'\·o derecho es del tipo C1, es decir, en la 

descomposición de cada anillo regular autoinyectivo derecho en los tipos e 1 y e 2' el factor 

del tipo C2 sien,pre es O. 

Sea F la cla.sc de todos los anillos que son iso1norfos a un producto directo de anillos 

lineales co11:1plctos derechos. Recordando el corolario 3.9(i), vemos que :F es una clase 

TT. Desearnos <lar una caracterización. ele los F-ru.ódulos. 

Teore1ua 5.15.- Sea Q un anillo regular autoinyectivo derecho y sea "'I E l\.Iod -

(Q, r 9 (Q)). Las siguientes condiciones son equivalentes: 
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i) EndQ(iVI) es isomorfo a un producto directo de anillos lineales completos derechos. 

ii) "oc(l\IQ) Ce ,\I. 

iii) Cada submódulo distinto de O de AI contiene un subn,ódulo sitnple. 

Demostración.- i) => iii) Por (i). ,\IQ es del tipo 1:\ y así, dado O =fa x E _\f existe 

O =fa Jll E L•(AI) V-módulo, tal que ,y C xQ. "'r:"a que ,y es V-n,ódulo, sabe1nos que 

N = E(ffi ,yº) donde Endq(oV0 ) es anillo con división. Usando 5.5 y 5.10, tenen,os que 

J\r0 es simple. 

iii) => ii) Obvio. 

ii) => i) Sea soc("\IQ) = 67 S.., la desco1nposición del zoclo de o\I en sus co1npo­

nentes ho1nogeneas y para cada c...· sen E~ = E(S~) C ,\f. Entonces la fan,ilia {Ew} es 

independiente y ya que cada si..J es totalni.ente in.Yariante entonces E:..J tan1bien lo es; en 

particular, se tiene que HomQ(E~.E,,) =O, si w =fa p. En vista de que EBEw Ce l\I 

entonces Endq(,\I) '°"TI EndQ(E~) y bastará probar que T.., = EndQ(E...,) es ison,orfo 

a un anillo lineal co1npleto derecho. Ya que S..,'°"' s<X> con SE Silnp - Q y SE L•(E..,) 

entonces existe e= c 2 E T...,, tal que S = eE...,,~ por la prop. 1.8 de [D], Ycn1os que eT,_, C T'""" 

es ideal derecho 1níni1no. Es fúcil ver adc1nás, que B(T..,) = {O, l} y así. aplicando el 

teore1na 9.12 de [8], obtene1nos el resultado. 

Corolario 5.16.- Sea l\I E ;\Iod - (R, r 9 ). Las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) Endn(1\.J) es ison-iorfo a un producto directo de anillos lineales co1T1pletos derechos. 

ii) L:{iVn c AI 1 ]V es Tg·Cocrítico} Ce Al. 

iii) Cada sub1nódulo distinto de O de.:'/ contiene un subu.i.ódulo r 9 -cocrítico. 

Demostración.- i) => iii) La hipótesis in,plica que .soc(l\Iq) Ce l\I donde Q es el anillo 

má..'Cimo de cocientes derecho de R/tr,(R). Sea O =fa x E .\I y sea 1\T E L•(AI) la Q­

eerradura de xR en ,\I. Co1110 JVQ =fa O, existe un Q-rnódulo siinple S c JV y es claro que 

Su.. es Ty-cocrítico. A .. sí, o # s n :rR e :rR es Ty-cocrítico. 

iii) =;. i) Por el teorenUl anterior. bastará probar que soc(,\IQ) C, AI. Si o =fa X E' ]\![ 

entonces considerando a i·Q corno R-ni.ódulo, existe I..: n C xQ r9 -cocrítico y ya que 

xQ E l\fod - (R,T9 ) entonces contiene a la 9-ccrra.dura I..: 1 de I..:n. Como I..: 1 es Tg-
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cocrítico entonces J..:é;¡ es simple, probando así que soc(c\fq) n xQ =/= O. 

iii) = ii) Obvio. 

ii) = iii) Es claro que pode1nos suponer que 1\I =/= O. Sea _y 

r 9 -cocrítico}. Tenen1os entonces que: 

a) _X =/= 0. Esto es obYio, ya que por (ii) existe j'; C .:..'I r 9-cocrítico y entonces 

E(N) E L*(J\f) es r 9 -cocrítico. 

b) 2:-X" = 2:{1V e"\!¡ ,ves ry-cocrítico}. En efecto, denotando por Ha la últin>a 

suma, tene1nos que E-X e H y si 1\- e ,\fes Tg-cocrítico entonces]\[ e E(1V) E L*(l\f) 

y E(1V) es ry-cocrítico, de donde "''' e E_\:. 
c) _--.;es cerrado bajo 1non01norfis1nos (distintos de O) en L"(,\I). 

De esta for1na~ usando el lenl.a 2.11 tcnen1os que si O ':/= x E .l'f y .!.·v es la 9-cerradura 

de xR en ]\f, existe un módulo r 9 -cocrítico O =/= J..: E L"(,V). Co1no xR. e, 1V entonces 

o =/= xR n ¡..; e xR. es subn1ódulo Tg-cocrítico, probando (iii) . 

. A.qui pode1nos dar un ejen1plo de una cadena Ca C ... C í',,.A de clases TT, que no 

for1na una teoría de tipos. 

Ejen1plo 3: 

Considcren1os la familia T = {O, V, :F, "RA}; ya sabernos que V y :F son clases TT 

y O e V e ::F e "R..A. Sin einbargo, para cualquier anillo regular autoinyectivo derecho 

Q, sabemos que la clase de los V-ni.ódulos cogcnera la cápsula TTF de r 9 y lo mismo 

es cierto para la teoría de torsión cogencrada por los ..1="-módulos. De esta for1na, la 

condición 3.5(iii) no se cumple para i = 2 y así, de acuerdo a. lo expuesto al final del 

capítulo anterior, no existen anillos (distintos de O) del tipo T 2 • 

Conl.o rnencion.anios en el capítulo 111, dada una teoría de tipos, la descomposición 

en los tipos de cada anillo regular autoinyectiYo derecho Q induce la descomposición en 

los tipos de cada 1\I E 1\Iod - (Q,r9 (Q)). Sin embargo, cuando C es una clase TT, la 

descomposición de Q COU1.0 un anillo en e y un. anillo cen.traln.i.entc C-nulo no induce la 

de cada AJ Q. Pa..ra Yer ésto, tcncn1os el siguiente ejen1.plo: 
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Ejemplo 4: 

Consideremos nuevan;ente la clase V y sea Q = Endv( V") donde D es un anillo 

con división y di111v(\/'") = oo. Ya que los únicos idenl.potentes centrales de Q son O y 

1 entonces Q es un anillo centra.lrn.cnte V-nulo. Si la desco1nposición de Q induce la de 

cada l1I E ,,fod - (Q, T 9 (Q)) entonces cada "'Iq es centralniente V-nulo, lo cual es falso, 

ya que si tomamos I C Q cualquier ideal derecho n:úninl.o entonces I E L•(Q) e I es 

'V-módulo, lo cual itnplica que no es centraln1ente V-nulo. 

Observación: 

i) Conl.o una clase in.tertne<lia entre 'D y F, podenl.OS considerar a la clase .1\.1que con­

tiene a todos los anillos isoni.orfos a un producto directo de anillos artinianos si1nples (la 

prueba de que ..1\.1cs una clase TT, es sin:iilar a la de Vó :F). La descornposición que induce 

Mes la misnl.a que la inducida. por V y con"lo en el ejen"lplo 3, se puede ,~er que la cadena: 

o e ve _,\..1e :Fe T...A 

no es una teoría de tipos. 

Para la siguiente aplicación, consideren1os la clase _y de todos los anillos regulares 

autoinyectivos derechos pri1nos. Cotno antes, necesita.inos caracterizar a los tnódulos 

lvI E l\Iocl - (R, Tg) tales que Enrl11(l1I) es pri1no. 

Teore1na 5.17.- Sea O# l\I E ,,focl - (R,T9 ). Las siguientes condiciones son equiva­

lentes: 

i) lvin es T9 -A-módulo, 

ii) Endn(l\I) es anillo primo, 

iii) lvin no tiene submódulos cerrados totalmente invariantes propios. 

Demostración.- i) = ii) Scu T = Endu(AI) y sea e E B(T) \{O}. Ya que x > x(el\J);:::: 

x(lvI) y x(1\I) es un coáto1no entonces x( el\I) = x(1'vI). Ahora bien, en vista de que 

(1 - e) E B(T) entonces (1 - e)l..I E Tx(e.\I) = Tx(Jll)• de donde (1 - e)1'I =O, probando 

así que B(T) ={O, l}. Por 9.G de [8], Tes anillo primo. 

ii) => iii) Obvio, por el corolario L 12. 

iii) => i) Bastará probar que x(AI) es un coátomo. Sea x > a-;:::: x(l\I) y sea En un 
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cogenerador inyectivo de a. Definitnos J.'r e ..!'.f C0111.0! 

JV = 'L:{Ima Ja: E-+ ;\I} 

Es claro que J\1' C .Al es totalxnente invariante; aden.1.ás, ya que E E ~(htl entonces 

HomR(E, 1\l) #-O. Por la hipótesis, obtene1nos que Al = E(JV); ahora bien, Ima E Tf.(El 

para cada a: E-+ Al y así. JV E Tf.(E) C Tr.vf.{E)• de donde, Tg V ~(Al) :::; r 9 V ~(E). 

To1nando complementos en gen(r9 ), tenen1os que x(1'\l);::: x(E) = cr, con10 querían1os 

probar. 

En vista de que tiubrnódulo distinto de O de un r 9 -A-nl.Ódulo es T9-A-1nóclulo, tenen1os 

que ~Y cumple con la propiedad(*) y por lo tanto, C(_Y) es una clase TT, que denotaren1os 

por 'P. 

Coni.o primer punto, investigarcn1os quién es 'T'"Ti. Saben1os que está cogenerada 

por la clase de todos los 'P-n1óclulos. Sea cr = /\{;x(ll1) J llf es r 9 -A-n1ódulo}. Es claro 

entonces que r.p, :::; cr y si J\1 es 'P-n1ódulo entonces 111 = E(Ef) 1110 ) donde cada 1110 

es un r 9 -Amódulo, de donde J.\[ E fu, lo cual prueba la igualdad. De cstu forma, un 

anillo regular autoinyecth·o derecho Q es del tipo 751 si y solo si r 9 (Q) = r:¡;
1 

si y solo si 

gen(r9 (Q)) es una retícula atón1ica. Cmno consecuencia del teorc1na 4.1 y de 9.11 de [8), 

tenemos el siguiente: 

Teore1na 5.18.- Un anillo regular autoinyectivo derecho Q es del tipo 751 si y solo si 

es isomorfo a un producto directo de nnillos primos. 

Nótese entonces, que la clase P (lo niisrno que la clase FL coincide con. los anillos 

regulares autoinyecti"\·os derechos del tipo 75 1 , es decir, al hacer el proceso de los tipos, 

no crece (con10 la clase V) y nos refcrÍIT1os a este hecho, cotno que la clase P (lo mismo 

que la clase :F) forma ya un tipo. A.sí, usando la unicidad del corolario 3.21, tene1nos que 

un anillo regular autoinyectivo derecho es del tipo 752 si y solo si es centralmente P-nulo. 

Teoren1a 5.19.- Un anillo regular autoinycctivo derecho Q es centralmente 'P-nulo si y 

solo si cada ideal pritno es esencial. 

Demostración..- Supongamos que I C Q es ideal primo no esencial. Entonces I es cerrado 
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en Q, lo cual prueba que Q no es centralmente 'P-nulo. 

Recíprocamente, si Q no es centrahncnte "P-nulo entonces existe O =F I C Q ideal 

bilateral tal que I E L *( Qq) e Iq es 'P-111ódulo. C01110 saben1os. I = E( EB I 0 ) con 

I 0 E L*(Iq) totahnente i11'\ñria11.te y E11dQ(I0 ) anillo priu.10. Por lo tanto, I 0 es ideal 

bilateral de Q. I 0 E L*(Qq) e I 0 =z: Endq(I0 ) es anillo pritno. Así. si I 0 ffi Ja = Q 

entonces J 0 es ideal bilateral de Q. pri11:10 y que no es esencial. 

Como consecuencia de 3.21, teneu.1.os el siguiente: 

Teoren"J.a 5.20.- Cada anillo regular autoinyectiYo derecho Q se desco1npone en forma 

única con1.o Q = Q 1 x Q 2 donde Q 1 es ison1orfo a un producto directo de anillos primos 

y Q 2 es extensión esencial <le cada uno de sus ideales prirnos. 

Terminamos este capítulo con el siguiente ejemplo: 

Eje1uplo 6: 

... ..\.1 to1nar la clase :F sabcn-ios, de acuerdo al teoren-ia 3.15, que la teoría de tipos 

Fin.duce una descornposición para las categorías espectrales, con-io un producto directo 

de una categoría espectral sobre un anillo isomorfo a. un producto directo de anillos 

lineales completos derechos y una categoría espectral sobre un anillo regular autoinyectivo 

con zoclo igual a O. .4.sí, Yernos que cada categoría espectral se descon.1.pone como una 

categoría espectral discreta y una continua (ver prop. 1.4, cap. XII de [19]). 
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