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Polynomial Enumeration of Ordering Relations on N"

Luis Bernardo Morales Mendoza

Abstract: Here R y N denote the real numbers and the
nonnegative integers respectively, and  sfx) =X+ .. + X, when
X =Xy ... XJEN withO<neN A function ffrom R on R is a packing

function of dimension n if its restriction f|A” is a bijection
onto N. (Packing functions generalize Cantor’s polynomials, and
yield multidimensional-array storage schemes). Two functions are

equivalent if relabeling variables makes them identical.

A function f enumerates an order < on AN it f is a packing
function and fix)< fly)y when x<y. An order < on A is called
diagonal if x <y when sfx) < sfy). Then, fis a diagonal function if

f enumerates a diagonal order.

We define and study the properties of "diagonal products" of
diagonal orders. Starting from the natural order onA, we construct
inductively, with these diagonal products, b, diagonal orders on
N, where

(b1 b2bsbebebeby, o) = (1,1,2,6,20,72,272, ...);
also we show that for each of these diagonal orders there is a
polynomial function that enumerates it. Hence, we construct b5,new
ineguivalent diagonal polynomials of dimension n.
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Extending the tree arguments of ([1], [2]) we obtain new

nondiagonal packing polynomials onA, for n> 2.

Finally, we prove, up to equivalence, that dimension 3 admits
just two diagonal polynomials. (Formerly it was only kwown that

dimension 2 admits only one [2]).
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1. Introduccién

Denotamos por R, Z y N a los conjuntos de nimeros reales, de enteros y de enteros

no negativos, respecti te. Dado n € N, representamos por N" al conjunto de

das de ent no negati y por s(z) a la suma zg + ++- + zn, para cada z =

(z1,..+1%n) € N™, & s(z) se le llama el peso de z.
Sea f una funcién de R® en R y <4 un orden sobre N". Decimos que
a) f es de almacenamiento si fIN™ es una inyeccién en N;
b) f es de empacamiento si f|[N™ es una biyeccién sobre IV;
¢) f enumera el orden <q 8i f es de empacamiento y f(z) < f(y) cuando z <a y.

d) <, es diagonal Bi <o es lineal sobre N®y z <4 y cua.nd(: s(z) < s(y).

Loa 6rd di les y los poli ios que dichos 6rdenes, llamados

polinomios diagonales, tienen una larga historia: Parece que Cauchy tiene la originali~
dad sobre estos conceptos, pues en su “Cours d'analyse” {3} presenta un orden diagonal

del arreglo {a;; :{,7 = 1,...} para interpretar una doble serie como una simple suma-

toria. Especifi visitand i las di les {a;; : ¢ +j = n}, para
n =1,2... y procediendo de izquierda a derecha sobre cada linea. Més tarde, Cantor,

estudiando cardinalidades [1,2], usa estas ideas en un i més fund tal para




probar la numerabilidad de los nimeros racionales positivos. En efecto, observé que el

polinomio
I(zyy)=%(z+y+1)(z+y)+z (1)
enumera la latiz N?, y extendié sus Itados a cualquier producto Cartesi de
conjuntos numerables.
Después, Chowla [4] exhibié una lizacién en di i mayores de ese orden
diagonal y dio un poli io diagonal que dicho orden.
Un problems interesante en este contexto es el de trar todos los poli i

biyectivos de N? en N. Sobre este problema hay algunos resultados. Fuerter y Pélya

[5], uniendo dos notas individuales en un solo trabajo, d t que el poli

de Cantor y el correspondiente f(y, z) son los Gnicos polinomios cuadriticos asociados

con este problema. Pélya y Szegd [14], evaluando el 4rea
{zy) €R?:0< 2y < 1,0< fulzy) <1}

para cualquier polinomio f, donde f4 es su parte homogénea de grado mayor, demues-

tran la no exist de tales poli

con fy(x,y) > O en el primer cuadrante,

excepto los polinomios de Cantor. Lew y Rosenberg [6,7] generalizan la discusién del

probl i iderando subconj S de 22 y, via conceptos de densidad

esténdar asint6tica de la teorfa de nd [13], 4 la no exi ia de poli-b

nomios biyectivos de Z2 0 Z x N sobre N, o de cualquier polinomio cuadratico de N3

sobre IV, excepto los polinomios de Cantor.

Recientemente, Morales y Lew [10] para cada entero positivo n, construyen on-3



polinomios diagonales sobre N™ esencialmente distintos; los cuales son generalizaciones

de los polinomios de Chowla y, via posici de estas funei construyen una

familia adicional de bi

yecch de N® en N, estas biyecci nc son poli jos diag-
onales. Con conceptos de drboles planos etiquetados clasifican dichas composiciones y

cuentan e] nimero de clases de equivalencia.

Una generalizacién del problema anterior es encontrar, para cada n > 0, todos los

polinomios biyectivos de N™ -sobre . Este problema parece ser muy diffcil, quizds

1 " ¢ dinnd,

los polinomios diagonales pueda ser mds tratable. Por otro lado,

que todo poli io biyectivo es una posicién de poli jos di les

P

sobre dimensiones menores.

En este trabajo aportamos tres resultados principales: la construccién de un buen

niémero de poli jos Qi les; Ia terizacién de las posici de
los poli ios di les via &rboles ordenados etiquetados y una clasificacién de poli-
jos diagonales en di i6n tres.
La construccién la h de la sigui : Para lquier pareja de en-

teros positivos k, m y dados dos érdenes, uno sobre N* y otro sobre N™, definimos

el “producte” de estos érdenes, el cual resulta un orden sobre NE x N_"‘, con todas

las propiedades deseables de los fact . Asf, emp do con el tinico orden dingonal
sobre loa ent: positivos, pod inducti el prod de érd

sobre todas las di it Y Ent , & partir de la numeracién de estos
Srdenes “producto”, construimes inducti t poli jos di les sobre




N®™ de grado total n. Estas funciones son una extensién excitante de todos los re-

sultados previos sobre polinomios diagonales. Como se ve en el Corolario 3.11, estos

1e 1 1:

1
P 8 los p

de Morales y Lew, y estos tltimos, como ya se

dijo, generalizan los polinomios de Chowla.

Laa composiciones de polinomios di les dan funciones de

sobre dimensiones apropiadas, por consiguiente la caracterizacién de estos nuevos poli-

de emp i por medio de ciertos diagramas de irbol es interesante.
Para la clasificacién de poli ios diagonales en dir ién tres, por medio de apro-
intéti d t que todo poli io di 1 f de di ién n es

de grado total n, y ademés depende de un poli fo h de grado total n — 1 sobre Ia

di: ién. Luego, analizando los ficientes de este poli io A,

s P

1+ ; 1

que las dnicas funci P iales son las construidas en este trabajo.

Este resultado en dimensién tres refuerza la factibilidad de resolver el problema de

FY ) 1 ,

todos los p diagonales sobre cualquier dimensién.

Para explicar una propiedad importante de las funci di les id

para cada w € N y n un entero positivo, los conjuntos

D(n,w) = {x € N":s(z) = w} (1.2)
E(n,w) = {z€ N" :3(z) S w}; (1.3)
los t;ox\iuntos D(n,w) y E(n,w) son 1i d pecti te, hiperplano diagonal

(o blogue) de peso w y cono diagonal de altura w.

-5 -



Lema 1.1. Siw € N y n es un entero positivo ent las cardinalidades de

D(n,w) y E(n,w) son (";l_"'l“’) y (":“’), respectivamente.

D traclé: El coefici bi jal (";f_"i"') cuenta el nimero de maneras

de arreglar w 1’s y n — 1 signos + en un renglén, y tales arreglos corresponden a las

soluciones en enteros no negativos, o sez, a los elementos del conjunto D(n,w). ]

Las funciones de Chowla son poli ios de emp iento sobre N". Adems4s, es-

tas funciones tienen una propiedad especial: para cada peso w mapean biyectivamente

E(n,w) sobre {0,..., ("':"‘) —1}. Por iguiente D{n,w) es tambié peado biyec-
tivamente sobre una sucesién consecutiva de enteros no negativos. Si una funcién de n
variables tiene la propiedad anterior, es llamada funcién diagonal.

-

Es fdcil ver que si una funcién a un orden 1 sobre N, entonces es

una funcién diagonal y por tanto una funcién de empacamiento sobre N™.

Denotamos por DO(n), DB(n) y DP(n) a las familias de relaciones de orden dia-

a3

gonal, fi les y polinomios di les sobre N™, respecti te.

Para cada permutacién o sobre el conjunto {1,...,n}, cada vector z € R® y cada

funcién f de n variables, d
0% = 0(x1y. .1 %n) = (To(1)1++- 1 To(n) (1.4)
fo(z) = j(az).» (1.5)

Dos relaciones de orden <q y <p sobre N" son eguivalentes cuando existe un
permutacién o tal que r <a y si y s6lo si oz <5 oy. En consecuencis, si la funcién

-6 -



J enumera un orden <q, entonces fo enumera el orden equivalente a <q. Luego, dos

fi f ¥ g son equivalentes si f = go, para alguna permutacién o.

Paran > 0 t tos utilizan funci f(z), donde el vector z puede

ser una simple combinacién lineal de los vectores canénicos
;= (81veesin)y T=1,.00,m. (1.6)

Un orden normalizado <q€ DO(r) significa un orden diagonal tal que ¢; <q ¢;

8ii <j,yes unifor te normalizado si para w = 1,2..., tenemos que we; <q
we; para i < j. UDO(n) denota la subfamilia de 6rd di les unifc t
normalizados sobre N™,
Una motivacién para construir funci de al to es su aplicacién al
1 i de los multidi jonales en celdas de memoria de una com-

putadora. En varios trabajos [11,12], Rosenberg ha estudiado el almacenamiento de
esguemas eztendibles para arreglos. Tales esquemas localizan posiciones del arreglo

y asf enumeran celdas de mémorin, ¥y permiten expansi P de glos a lo

largo de eje. Las funci de alms iento con férmulas polinomiales
dan simples esquemas extendibles. Toda funcién de empacamiento sobre el mismo con- .
junto combina este mérito con una utilizacién éptima, pues no permite saltos en el

almacenamiento de arreglos.

En la Seccién 2 vemos que el orden de Chowla sobre N™ se puede construir indue-

tivamente a partir del orden natural de los ent positi Ademés, dado un orden
<a sobre N* y un orden <p sobre N'™, definimos dos 6rdenes <,q8 ¥ <avg sobre

- -



Nk x N™ y demostramos que si <a ¥ < g son diagonales entonces los definidos también

lo son.

En Ia seccién 3, por medio de intervalos en conjunto linealmente ordenados de-

moatramos que cada orden unifo t lizado de la i6n 2, existe un

polinomio diagonal de grado total n el cual énumera el orden dado. Y construimos,
para cada entero positivo n, una una familia DBQ(n) de polinomios diagonales de

cardinalidad ba, donde (b1, 2, bs, ba, bs, by, br,-..) = (1,1,2,6,20,72,272,...).

sedad

Enla i6n 4 estudiamos algunas pr de los poli ios del conjunto

DBQ(n), las cuales son usadas para demostrar que las clases de equivalencia de las

composiciones de dichos poli ios son d inadas por la estructura de un &rbol
etiquetado.

En la Seccién 5 damos una caracterizacién de los poli jos di les del conjunt
DP(n), la cual es usada en la Gltima ién para describir todos los poli jos diago-

nales sobre W%, con k < 3. Asf, demostramos que los énicos polinomios diagonales en
tales dimensiones son los construidos en la Seccién 3. Adem4s, a partir de esa carac-
terizacién definimos un operador idempotente sobre el conjunto DP(n) y demostramos

que el conjunto DB@Q(n) construido en la Seccién 4 es invariante bajo dicho operador.



2. Ordenes Diagonales

El orden lineal sobre el conjunto N™ introducido por Chowla csté definido de la

siguiente manera.

Definicién 2.1. Sean z = (z),...,Zn), ¥ = (V1,...,yn) € N" Decimos que

precede a y si' una de las siguientes condiciones es satisfecha
i) (z) < s(v);
i) s(z) = s(y) y existe L con 1 <t < n tal que z; = y; para 1 < ¢ < ¢ pero z¢ > y;.
Es fécil ver que este orden es un una relacién de orden diagonal normalizado en N®.

El orden de Chowla en tres dimensiones es (0,6,0) en el blogue de nivel 0; (1,0,0),
(0,1,0), (0,0,1) en el bloque de nivel 1; (2,0,0), (1,1,0), (1,0,1), (0,2,0) ,(0,1,1),
(0,0,2) en el bloque de nivel 2; (3,0,0), (2,1,0), (2,0,1), (1,2,0},.(1,1,1), (1,0,2),
(0,3,0), (0,2,1), (0,1,2), (0,0,3) en el bloque de nive! 3, y asf sucesivamente. Ana-
lizando este orden podemos ver que en cada bloque de nivel w = 1,2,..., la ordenacién
de la proyeccién (z1,z3, 23} — (2, Z3) es el orden de Chowla en dos dimensiones (vedse

Prop. 2.1).

Aimra, si n > 2, definamos los operadores Ay y By, paracadal < k < n, de la



siguiente forma. Para z = (z3,...,%Zn) € R® y m=n — k, sean
Az = (Tgy.orzy) € RE, (2.1)

Byz = (Th41++-+1Tn) € R™, (2.2)

Proposicién 2.1. Sean z y y clementos de D(n,w). Entonces z precede a y
respecto al orden de Chowla en V™ si y sélo si Bz precede a Byy con respecto al

orden de Chowla en N™~1,

D traclé Sup s que T p de a y y s(z) = a(y), entonces existe

ttalque 1l <t <nyzx; =y paral < i< tperox > y; 8i t = 1, es claro que
z:j— ses 4 Ty < Yz -+ ++++ yn por tanto (z2,...,Zn) precede a (yz2,...,uYn). Ahora, si
t > 1, entonces (x3,...,2s) precede a (y2,...,¥n) ya que z; = yspara 2 < i < s, y
z¢ > Yt

Recfprocamente, sean z y y elementos en D{n,w) talea que By z precede a Byy.
Entonces en el caso que z3 + +++ + Ty < y3 ++++ + Yn claramente tenemos =3 > y1, ¥
V p'or Io taﬁto z precede a y en N®. Ahora, el otro caso z3 + -+ + 2 =y + -+ + yYn
implica £y = yy, por tanto existe untcon2 <t <ntalquez; =y;, para2 <i <t

peto z; > y. Luego, z precede a y en N*, . L

La Proposicién anterior nos sugicre construir érdenes diagonales en dimensiones

di e +

les en

mayores a partir de 6rdenes menores, empezando con el

orden natural de los enteros positivos.

Definicidn 2.2. Sean <qy <g relaciones de orden en N' ky N™, respectivamente.

- 10 -



Definimos dos relaciones de orden <,qg ¥ <qpg €N NE x N™ = Nk+m de 1a siguiente

forma. Sean n =k -+ my z,y en N", Entonces T <, y 8i
i) s(z) < a(y) o
ii) s(z) = s(y) ¥ uno de los siguientes enuncindos es verdadero:
a) Bpz <g Bry;
b} Byz = Byy ¥ Agy <a 42
Andlogamente, T <qq ¥ si

i) 3(z) < s(y) o

ii) a(z) = s(v) y uno de los sigui iados es vi
a) Ay <a AT

b) Ay = Apz ¥ Bz <p Byy.

Sen <a es el orden de Cantor sobre N3, entonces el orden <aqa sobre el hiperplano

diagonal D(4,2) del conjunto N4 se puede ver geometricamente.

Sean T' y L respecti te el tetraedro y el plano de la Figura 1. Claramente el

hiperplano diagonal D(4,2) es el subconjunto de puntos con denad no

s

negativas del tetraedro T, en lo que sigue

s el tetraedro T' como el hiper=» -

plano dizgonal D(4,2). El plano L es paralelo al plano determinado por los p

(1,0,1,0), (0,1,1,0) y (1,0,0,1). Para nuestro objetivo el plano L se moveré paralela-
mente en direccién al tetraedro T.

En la Figura 1 se puede ver que hay tres intersecciones del plano L con el ietraedro

- 11 -



T. Sean Ty, T3 y T3 estas int, i Después de estas observaci , pod

decir c6mo es el orden dentro del tetraedro T'. El orden <qqq sobre T ordena Ty, T3 y
Ty de menor a mayor. Ahora, la ordenacién sobre T es (2,0,0,0), (1,1,0,0), (0,2,0,0);
sobre T es (1,0,1,0), (1,0,0, 1), (0,1,1,0), (0,1,0, 1);.sobre Ts es (0,0,2,0), (0,0,1,1),
(0,0;0,2). Como se puede ver dentro de cada T;, para ¢ = 1,2, 3, (x),23,Zs,74) <aca
(v1,v2, vs, va) 8i 1a proyecci6n (zy,z2,23,24) —* (x3,24) esté ordenada por la relacién

de Cantor. Sin embargo si por esta proyeccién no se puede concluir nada, entonces

tomamos la proyeccién (z1,22,zs,z4) — (z2,7;) para determinar la ordenacién.

(1] ¥ leel 2000

Figura 1,

Lema 2.1. Si<qa€ UDO(k) y <g€ UDO(m), entonces <aq4g ¥ <apg son 6rdenes

en UDO(k + m).



Demostracién. ‘De la definicién 2.2 podemos probar que los dos érdenes son

diagonales.

Para probar que <,,5 es un orden unifo i , i tres

cason:
(a) i i < j < k entonces Bywe; = 0 = Bjiwe;y, pero por hipétesis tenemos que

Agwe; = wepy)j <a Wegp1—i = Agweq.

(b) Sik<i<jent por hipéteais t que Brwe; = wej i <p wej g =
Bywe;.

(e) Si i < k < j entonces Bywe; =0 <g wej.x = Brwe;.

En todos los casos, de la defincién 2.2, tenemos que we; <qong wey. Entonces

<avp€ UDO(k + m) De forma similar podemos probar que <p48€ UDO(n). [ ]

es nor-

Por definicién tenemos que un orden unifc

malizado.

Lema 2.2. Sean <o€ UDO(k), <g€ UDO(m). Entonces <oe5=<gpg si k =1
om=1.

Demostracién. Sea n = k& + m. Para probar el Lema necesitamos demostrar
que T <gqf ¥ <> T <gpg Y, PAIA todo 2,y € D(n,w). Supongamos que k = 1, para
m =1 |a demostracién es similar.

=> ). Si z <qqp v entonces tenemos dos posibilidades:

(a) si Az = zll > y1 = Agy luego z3 + -« + 24 <yz+ - +* + yn, pues s(z) = s(y),

- 18 ~



por lo tanto Byz <g Byy.

(b) 8i Ayz = zy = y; = Ayy ent de la definicién 2.2 obt, Bz <g Byy.
En ambos casos, deA la definicién 2.2, hemos probado que z <48 y-
<= ). Supongamos que z <apB VY ¥ <avf T- Entonces tenemos dos posibilidades:

(a) si Ayy = y1 > 21 = A17 luego z3 +++- + zpn > Y2 + -+ + Yn, pues 3(z) = s(y).

En ia no ea posibl

que z <gog V.

(b) si Ajy = ¥y = 73 = A;z entonces por la definicién 2.2 necesariamente Byy <g

Bz, lo cual es una contradiccién al hecho de que = <apg ¥ ]

Lema 2.3. Sean <€ UDO(k), <g€ UDO(n — k), <g€ UDO(K'), y <g€
NDO(n ~ k'), seanm =n —k y m' = n — k. Entonces
a) Sil <k, &' <n—1entonces <aq ¥ <qaipg son diferentes érdenes;
b) si <anf=<alg! © <aqf=<aleg!s entonces k = k' <a=<q1 ¥ <g=<gr.
Demostraclén. a)Seanl < k, k' <n—1,z = e3+e,_1 Y ¥ = €1+eq. Claramente
Biz = €my ¥ Biy = em, como <g es normalizado, entonces Byz <g Byy, luego por
.la definicién del orden <45, tenemos que z <45 y. Por otro lado, Apz =ep_; ¥
Apy = ey Luego Apz < Apy, y por la definicién 2.2 tenemos y <pqpr z.
b) Supongamos que k < K. Siz=e+eayy= 2ex4+1, entonces Biz = ey
y Bry = 2¢1, asf Bz <g By, luego por la definicién 2.2 tenemos z <qp5 y. Por

otro lado, Byz = eqy y Byy = 0, luego Byy <g Bpz, entonces por la definicién 2.2

tenemos que y <t g T.

Ahora, supongamos que k = k' y <g#<g, ent: pod trar z,y € N™

- ~ 14 -



tales que  <g y y y <pg z por tanto, (0,2) <avp (0,¥) ¥ (0,¥) <awg (0,z).

Anél te se puede d trar el Lema para el caso en que <a# <g4t.
De forma jante se puede d trar que 8i <gqg=<qqg', entonces k = k'
<a=< ¥y <ﬂ=<ﬁl. =

Aquf, utilizando conceptos desarrollados anteriormente, definimos una familia
DOQ(n) de 6rdenes diagonales normalizados en N™.
DOQ(1) es la familia formada por el orden natural de los enteros positivos, el cual

es di 1 y unifo t lizado, Ahora, para n > 1, supongamos constru-

idas las familias DOQ(k), para cualquier ¥ < n; definimos DOQ(n} como el

1 N "

conjunto formado por todos los 6rdenes di unifo <aqf
Y <aop Para cada pareja <q€ DOQ(k) y <g€& DOQ(n — k), donde k =1,...,n - 1.
Claramente el conjunto DOQ(2) esté formado justamente por el orden diagonal de Can-
tor {1,2]. Denotemos por by la cardinalidad del conjunto DOQ(n). Ahora estudiaremos

1a sucesién de enteros {bu}.

Teorema 3.4. §in>2,la idn {bn} ple la relacién de r
bppy = bp+2bp_1bg+ + o+ +2b2bny + by (2.3).
con by = by = 1. Ademd4s, loa érdenes diagonales en DOQ(n) no son equivalentes por
parejas.
Demostracién, Por el Lema 2.3 a) y b} las relaciones <gqg ¥ <apg son diferentes
cuando 1 < £k < n— 1y, por el Lema 2.2, son ig;lales cuando k = lo k =n-—1,

Por consiguiente b, cumple la ecuacién (2.3). Ahora, por el Lema 2.1 los 6rdenes en
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DOQ(n) son normalizados, o sea ¢; < ¢y, 8i § < 5 Por lo tanto no son equivalentes por

parejas, -
Proposicién 2.5. La funcién generadora de la agceaién {bn} es
G(z) =1+2z— (1— 4z —4z%)}. (2.4)
Demostracién. G(z) = z+ 22 + T3 bpq gzt =

00
z+234 3 (bn + 2ba—1bg + -« + 2bobpy + bp)zH =

n=2

00 el
T+ 2%+ 3 (26n + 255 ybg + oo+ + 2gbu_y + 2bp)z"H! ~ 3 2b,z" L,
n=3 n=1

Entonces G(z) = z + 23 + 2G(z)? — 2zG(z). Asf, 0 = z 4 z3 - (2z + 1)G + 2G2.

" Resolviendo esta ién para G obt (2.4). [ ]

Ahora, veamos de una manera intuitiva como estén arreglados los nuevos érdenes.

La Tabla 1 muestra de arriba a abajo la ordenacién <4op de los elementos de

D(n,w), donde z = (Z1,...,Zk, Tk 41, .- Zn) €8 de ese conj .
Wy =Ty + -+ Tg y Wa = Tpyq + +-- + Tn. La segunda recta vertical de esta tabla
divide a las n-adas en dos partes: una con k coordenadas y 1a otra con n—k coordenadas.

Cada dos rectas horizontales consecutivas de la Tabla 1 definen un intervalo I en
D{n,w); claramente este conjunto es la unién de estos intervalos. Ademés podemos
ver que la imagen, bajo By, de cada uno de esos intervalos es constante y dos de estos
intervalos I e I' cumplen I <,,5 I 8i Byl <g Byl'.

De forma anéloga la Tabla 2 muestra el orden <44 en el conjunto D(n,w).
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w, veuy 0}o, . 0
0, - ”.‘, w0, .', 0
w—1, ..., 0]l1, . 0
0, ' .. o w==11]1, .., 0
w—1, ..., olo, . .', 1
0, ".., w—~1]0, '. ) 1
wy + 1, .., 0w -1, .y 0
0, .., w41 |w—1, .', i 0
wy +1, ...., o]e, vey wp—1
0, N ', w+1/0, .‘, wy—1
wy, ceny 0| wy, .y 0
Z1, ceny z5 | wy, ceny 0
0, .y wy | wa, .y 0
wy, [ 0| zkey 7 Tn
Zy, cery Tk | Thiry , z,
0, ... . Wy | Tiars ... T
wy, veey 010, . wy
Ty, N ze | 0, .‘, ws
0, .y w, |0, .‘, wy
[o, . 0w, .., 0]
{0, .y ofo, .Y w |
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0}

%)

w0, .., [}

oll1, veey 0

010, .', 1
o, sy w—11]1, . 0
0, .., w—1]0, ..', 1
wry veey 0} w,y, o 0
w, j ..., 0! T441, Ty
wi, .., 0{0, . w2
zy, .y Tk | wa, ey 0
Zy, . -.. Tk | Thils ' Tn
£ .., zx | 0, ... wa
0, wy | wy, ey 0
0, aeey Wy | Tkt ) Tn
0, N w | 0, ) ..‘, Wy
w —1, .y 0w +1, .y 0
wy —1, .., 010, .. , wa-1l
0, .., w~1|w+1, . 0
g, ..', wy~1]0, .. , wa+1
0, . 0w, . 0
0, .‘, 0]0, . w

Tabla 2



3. Enumeracién de Productos y Q-polinomios

A partir de intervalos, en esta seccién probamos que si f y g son dos funciones

que pecti <a€ DOQ(k) y <5 inDOQ(m), entonces existen dos

funci hy y hg, definidas por las funci f ¥ g, tales que enumeran respectivamente

los Q-ordenes <, ¥ <qqg. Ademés probamos que si las funci f ¥ gsonpol

-diagonales entonces hy y hg son tambié i jos di les,

Lema 3.1. La funcién h(z) = ("+“+rl"'+’") de N" en N se puede extender de
una manera tGnica a un polinomio sobre R™ de grado total n.

n " 1& cl POy que

h(z)=;"—i(zl+---+z..+n)-'-(:1+-'-+2n+1)- (3.1)
En consecuencia, h se puede ver como un polinomio sobre R®. Como el polinomio (3.1)

es de grado total n, e interpola el arreglo triangular N* en R®, entonces de la teorfa

de interpolacién multivariada (16], obtenemos la unicidad del polinomio (3.1) .

Por el Lema 3.1 pod id a la funcién h{z) = ("'*"':""’"") como un
polinomio de la forma (3.1).
Lema 8.2, Sean <€ DOQ(k+m) yn=k+m. Seal <! < n. Entonces

wey = min {z € D(n,w) : z;=0, paratodos <!} (3.2)
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we; = max {z € D(n,w) : z; =0, paratodos>{} (3.3)

Demostracién. Esto es trivial cuando n = 2, pues el dnico orden en DOQ(2)
es el de Cantor. Supongamos cierto (3.2) y (8.3) para cualquier entero < n. Sea

z =(0,...,0,2(,...2a) € D(n,w), analizemos dos casos:

(a) St & < I ent de la defincién del operador Ay, t que Ajwe; =

(0,...,0) = Agz. Por hipétesis de induccién en (3.2) se sigue que Brwe; = we—g <g
(0,..,0,41 4, -+ Un~i) = Brz en D(m,w), donde y; = z;,; para j=1— kyoooym.

(b) Si £ > 1 ent de la definicién del dor B t que Bywe; =

P

(0,...,0) <g (Tk41,.--+Zn} = Byx. Por hipétesis de induccién en (3.3} se sigue que
Agz = (Y1322 s Vk=j+1,0,...,0) Sa wer_p41 = Apwey, en N¥, donde y5 = zh—j41,

paraj=1,...k=I0+1.

De Ia definicién 2.2 y de los casos (a) y (b) tenemos que we; < (0,...,0,z},...2n)

en D(n,w}, para los dos érdenes y =abfyy=adp.

Similarmente, utilizando la induccién en (3.2) y (3.3) se demuestra (3.3). -
Ahora, en el conjunto ordenado {(N", <,,g) definamos intervalos.
[z,y4) ={z€N":z Sasf % <apg v}. (3.4)
donde z y y son elementos de N™ con z <apg ¥.

Observacién 1. Si k& es una funcién que numera el orden lineal <, sobre N™,

t de la definicién de k t que h(z) es igual & la cardinalidad del intervalo

[0,z), para cada z en N®.



De lo anterior, si h es una funcién que numera el orden <., entonces la cardinalidad

del intervalo [x,y) es h(y) — h(z).

En lo que sigue, <q€ DOQ(k) y <g& DOQ(m), y & menos que se indique lo

contrario, consideramos intervalos en el conjunto ordenedo (N", <44).

" Del Lema 3.2 podemos ver que

D(n,w) = [wey, wen}, (3.5)
E(n,w—1) =[0,wey). (3.6)
Para simplificar 1a notacié do no exista fusién, los operadores A; y By

serdn denotados simpl te por Ay B, ti

Es fécil demostrar que para cada z € D{n,w), con wy = s(Az) y wy = s(Bz),

la sigui unién disj!

[0,z] = {0, wey) U [wey, wyey +waegyq)U
[wies + woep .y, weey + Bz) U [wyey + Bz, zj; (3.7
aquf abusamos de la notacién al considerar Bz = (Zg41,...,2Zn) como el vector

(0,...0,Z541,...+Zn) en N®,

Si calcul la cardinalidad de los cuatro intervalos del lado derecho de (3.7),

entonces podemos caleular el ny de e} t que z, es decir, podemos

dar una funcién de N™ en V que enumera el orden <,pg.

Observacién 3. Clara.mente, de (3.8) y del Leme 1.1, la cardinalidad del primer
intervalo del lado derecho de (3.7) es (=114} — 1,
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Dado un peso w, entonces para cualquier y € E(m, w), sea
Lyw=D(k,w-s(y)} xy, (3.8)

es fécil ver que Iy, es un subconjunto del conjunto D(n,w).

Lema 3.8. Iy u| = ("_l'rf;'(”)).
Demostracién. Si y € E(m,w), entonces el resultado se sigue de (3.8) y del

Lema 1.1. . -

Lema 3.4. J =|wey,wier +wyepyy) = Uv<p|ﬂz=1 L.

Demostracién. Primero, supongamos que z € J, entonces 3(z) = w y de la
definicién 2.2 tenemos Bz < wze;. Por tanto, si y = Bz obtenemos 3(Az) = w—s(y),
luego de (3.8) z € Iy con y <pg waey.

Para la inclusién inversa. Sea z € D(k, w—s(y)) Xy, para algin y <g wae;, entonces
por el Lema 3.2 8(y) < wy. Asi, 8(4z) = w-s(y) > w— wy = wy. Por tanto, del Lema
3.2 resulta wjey <q Az <o wey. Como Bz = y entonces Bz < waey. Dela deﬁniciéh

2.2 tenemos que wey Spnp Z <aog Wi€y + wWyegy). Por tanto z € J. [ ]

Para cada 0 < wp < w, sea wy) = w — wy. Denotemos por p(k,wy) la cardinalidad

del intervalo [wey, wyey + waegy).

Lema 3.5. Si w3 > 0 entonces

_ Rl (k-1tw+i\fn-k-1+wy—i
P(k,wz)—‘____zl( k—1 ek —1 , (3.9)

y p(k,0) =0.



Demostracién.  Es fécil ver que p(k,0) es cero. Supongamos que w3 > 0y sea

J =Uycpuze; Iyw. En forma similar & la demostracién de! Lema 3.4 podemos probar

que
w3—1
J=U U hw (3.10)
=0 a(y)=t

Claramente, la unién del lado derecho de (3.10) es disjunts. Luego, de (3.10) y del

Lema 3.3 tenemos que

Tom=E s () -

=0 a(y)=t
Wt k1wt (m-14t) _
Y Qi [ b
& (k—1+ws+i\fn—k—1+wg—7i
mzl( 1 )( k1 . (3.11)

La segunda igualdad de (3.11) se obtiene del Lema 1.1 y la tercera se obtiene del
siguiente cambio de {ndice § = wg —t. Por el Lema 3.4 el conjunto J es el intervalo

|wey, wyeq + waepyy). En consecuencia se sigue el Lema. [ ]

Estudi la cardinalidad del tercer intervalo de (3.7).

En lo que sigue f y g serdn funciones que numeran los érdenes <o y <g, respecti-

vamente.

Lema 3.8. Para cada z en D(n,w), sean wy = s(Az) y wz = s(Bz). Si J =

[wiex + wzegyq,wre; + Bz), entonces

1= (5325 itwe) - stosenl (312)



Demostracién. Primero demostremos que J es la unién disjunta

J= U L. (3.13)
wiey<py<pBz

En efecto, de Ia definicién de intervalos tenemos la inclusién C. Para probar la inclusién
inversa, sea z un elemento de Iy para algin y con wzep <p v <g Bz, entonces

wyey <g Bz <g Bry s(Bz) = w3, luego 3(Az) = wy. Por lo tanto z € J.

Por otro lado, del Lema 3.3, de (3.13) y del hecho que cada intervalo Iy, del lado

derecho de (3.13) tiene 1a misma cardinalidad, tenemos que (3.12) es verdadera. ]
Por tltimo, analizemos Ia cardinalidad del cuarto intervalo del lado derecho de (3.7).

Lema 3.7. Para cada z € D(n,w), sea wy = s(Az) y wz = s(Bz), si J =

{wier + Bz, z). Entonces
W= f(wieg) — f(Az) + 1. (3.14)

Demostracién. Se puede demostrar que

J={z€ D(n,w) : Az <q Az <qwiey y Bz= Bz}, (3.15)
lo que implica e! Lema. ’ ™ 4"_
Definicién 3.1. Si f y g son respecti te funciones de N¥en Ny N™ en N,

Tnt.

sean=~k-+m.

definimos respecti las funci frgy fag,de N®

en N, por las relaciones (3,16} y (3.17)

fog(z) = (" - 1: 3(2)) + p(k,s(Bz))+
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(M) eme) - st + Sne — S42), T a0)

fag(z) = (" +:(z)) —1— p(m, s(Az))—
("' ,',,’_*1'”’) (f(wrex) = £(Az)) - ((waem) ~ o(Bz))- (8.17)

Aquf wy = S(Az) vy wy = $(fz). Las funciones (3.16) y (3.17) son llamadas

respectivamente producto diagonal derecho e izquierdo de [y g.

Teorema 3.8. Sea f la funcién que el orden diagonal <,€ DOQ(k) y
ses g la funcién que el orden diagonal <g€ DOQ{m). Entonces fogy fag
son las funci que pecti te los 6rd <avf ¥ <aaqg S0bre N™,

donde n =k +m.

Demostracién. Los dos de (3.16) den a las cardinalidades de la

descomposicitn (3.7), segin Observacién 2, Lema 3.5, Lema 3.6 y Lema 3.7, respecti-

En ia de la Observacién 1 tenemos que f b g(z) enumera el orden
<avg-
En un camino similar, en el conjunto ordenado (N®, <a¢), podemos probar resul-

tados anédlogos a los demostrados en esta seccién para los siguientes intervalos:
[0,2] = [0, wen}~{[z, px+waea)U(pz+wren, wieg+woen|U(wiep +waen, wea]}, (3.18)

donde pz = (z3,...,%4,0,...,0), para obtener el resto del Teorema. -
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Ahora, estamos interesados en ver que sucede con las funciones f>g y f ag cuando

J v g son funciones polinomiales.

Si las funci J ¥ g son poli i t ten que todos los sumandos de
(3.16) y (8.17) son poli ios en las variables z1,...,Za; con pcién de Jas funci
plk,s(Bz)) y p(k, s(Az)) las cuales no p ser polinomios en dichas variables, pues

el limite de la sumatoria de (3.9) depende de s(Bz) y s(Az), respectivamente.

El siguiente Te proporci unnféx;muln, 1i ial para la funcién p en dichas

variables. Como se vers, la sumatoria (3.9) se puede expresar como una suma sobre la

constante k.

Teorema 3.9. Dado un peso w, entonces para cada 0 < w3 < w tenemos que

k /: . ’ )
_ f—-tl+twyfn—f-14wg
p(k.Wz)—El( i1 )( i ) (3.19)
D tracld Induccién sobre el entero wz. Para wa = 0 tenemos que

p(k,0) =0y la toria de la i6n (3.9) es también cero. Sup g vélido el

resultado para w3 — 1. Utilizando la f6rmula de suma de los coeficientes binomiales y
la distribucién (@ — b)(c + d) = ac + ad — b(c + d) obtenemos

Z": (i—.l‘._-i;wl) (n—i—l-i—wz) _

i=1 n—s

B ) () )

E fi—1%w+1 noi-l+w-1)
= t—1 n—1t



e

=1 n—-i—1
k /c .
-14+w\fn—9d—-1+4+uw;
E_:(__l_l)( nei ) (3.20)
=2
Por hipétesis de induccién la ia del tercer renglén de (3.20) es igual a
p(k,wa — 1). Por otro, lado Ia resta de las torias de los rengl cuarto y quinto

de (3.20) se reduce a un solo sumando.
Por lo tanto
i $—1+w)fn—i—1+wg) _
i=1 i-1 n—i -

_ k—-14+w+1\fn—-k-14+wz—1
Pk, wz 1)+( E—1 )( k1 ) (3.21)

Ahora, sustituyendo (3.9) con wa — 1 se tiene

P(k.zug—1)="’E—‘(k—1+w1+1+l')(n—k_.l_h‘,z_l_'.) _

= k-1 n—k—1
Qfk—1+wy+i\fm—k—1+wy—7
Z_jﬂ( ko1 )( m— k1 . (3.22)

Por lo tanto de (3.21) y (3.22) obtenemos

Bl

O (k—-1+w+i\fn—k—14wp—+¢
._§( k-1 )( nok-1 )+

k-14+wi+l\fm—k—-14+wy—1
k-1 n—-k-1 '

Ent de ln igualdad anterior y de (3.9) la férmula es cierta. .
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Por ¢l Teorema 3.6 y el Lema 3.1, la funcién p(k, s(Bz)) es un polinomio sobre R*

en lavariables z3, ... z,. Ademds, cuenta el ni de elementos del do intervalo

del lado derecho de (3.7).

Teorema 3.10. Si f y g son los poli ios que i te los

érdenes <q€ DOQ(k) y <g& DOQ(k). Entonces fo g(z) ¥ f < g(z) son polinomiocs

que enumeran los érdenes <qn9 ¥ <qq s0bre Nk+m, respectivamente.

D traclé Por el T 3.9y el Lema 3.1 las funciones fog(z) y f<g(z)

son polinomios y por el Teorema 3.8 tenemos la otra parte del Teorema, -

El siguiente Teorems generaliza todas las construcciones previas de polinomios

diagonales sobre N®. Por consiguiente, proporciona N funci li iales de

P

empacamiento sobre la latiz de enteros no negativos.

Corolario 3.11. LOs 6rdenes en DOQ(n) son dos por poli jos diago-
nales.
D traclén. Por induccién sobre n. Para el orden diagonal en N2, sabemos

que el polinouﬁo de Cantor lo enumera.

Para n > 2, supongamos que para cada 1 < k < n existen los polinomios f y ¢, con

m=n—k, que an respecti los érdenes <q€ DOQ(k) y <g€ DOQ(m).

Si el orden en N™ es de la forma <45, ent del Te 3.10 ¢ que el

polinomio fp g enumera el orden dado.

Ahora, si el orden en N es de la forma <., e del T 3.10 t

que €l polinomio f 4g enumera dicho orden. - ) [ ]
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Corolario 3.13. Con la notacién del Teorema 3.10.

a) Si k = 1, entonces los polinomios (3.16) y (3.17) coinciden y pueden ser r
como
wa = ("1 o) 4 g(ma) (323)
b) 8i k = n.—1, entonces Io polinomioa (3.16) y (3.17) coinciden y pueden ser
como
h(z) = (" +"'(’)) —1- f(A2). (3.24)

Demostracién. Si se pone el valor apropiado en las férmulas (3.16) y (3.17)

obtenemos el Lema. ]

Los polinomios diagonales del tipo (3.23) y (3.24) fuerén obtenidos por Morales y

Lew [10].

En el T 3.114d amos que para cada orden <y en DOQ(n), existe un
poli io & que lo D por DBQ(n) al conjunto de tales funciones
polinomiales; una funcién en este conjunto es llamada un Q — pols io de di &

n. Claramente del Teorema 3.11 la cardinalidad del conjunto DB@(n) es la misma
cardinalidad det conjunto DOQ(n).

Cada @-polinomio & es uniformemente normalizado es decir, para cada w = 1,2...
tenemos que h(we;) < h(we;) si ¢ < j, pues h enumera un orden del conjunto DOQ(n)

los cuales son ordenes uniformemente normalizados.
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Ejemplos de Q-polinomios:
El \nico polinomio en DBQ(2),

1424+
"(21.32)=( z; z’).

Ao h(z) = (’f"':(‘)) + (2+z;+z4) + (1+zl+xz)(1+zs+z‘)

Los dos Q-poli ios de di ion 4, sea = = (z1, T3,%s, T4)

1 2

(l+zl+zz

1 )[h(xs,n) — h{zs+ z4,0)] + (0, 21 + 1) — h{z3, 71),

hah(z) = (4+:(z)) 1o <2+z;+=2) +(1+z;+z4)(1+z;+zz)

(1 + :: + :4)[»(0. Zy + 23) ~ b(23,21)] — k{0, T3 + 24) + h(zs, zd))-



4, Composiciones de Q-polinomios

Al principio de esta seccidn estudiaremos algunas propiedades de los Q-poli:

Las posici de los mapeos de tra familia bisica DBQ(n) de polinomios
di lea proporei funci de emp fento en di i mayores.
Rep csas posici por medio de &rboles etiquetados. El Teorema 4.8
demuestra que estos &rboles teri todas la posici de los map de
DBQ(n).

Es fdcil ver del Teorema 3.11 que la funciof identidad I de ¥ en N es el dnico

Q-polinomios de di i6n 1. Ent Lieando inducti te el mi m
obt que cualquier @-poli jo de di i6n n es de la forma fogo fagcon fy g
dos Q-poli ios de di i6 pecti te k y m, donde n = k-+m. Del Corolario

3.12 obtenemos I'vh = Iah para cualquier Q-polinomio h. Para simplificar, denotemos

por J = Io I = I aI al inico Q-polinomio de di ion 2. Ent DBQ(1) = {I},

DBQ(2) = {J} y DBQ(3) = {Jv I, Ib J}. Sabemos que la cardinalidad b, de este

conjunto DBQ(n) le la relacién de recu in (2.3).

Algunas propiedades de los Q-polinomios.

-9 —



Lema 4.1. Sik,m>1 fe DBQ(k), g9 € DBQ(m), y n =k + m entonces
Sogler+en—1) < fSgler +en), (4.1)
fagler+en—1) > fagles +en). - (42)

Demostracién. Por el Teorema 3.10 los polinomios fpgy f<g enumeran Srdenes

di les normalizados. En ia de la d tracién del Lema 2.3 (a) se sigue

(4.1) y (4.2). »
Lema 4.2. Sean f € DBQ(k)y g € DBQ(m). Sih = frgoh=fagentonces

max {7 : h(2¢;5) < h(ey +en)} = k.

D traclé Sup que h = f v g, para el otro caso la demostracién es

similar. De (3.19) obtenemos:

h(2¢;) =n+ 1+ f(2e;) — f(2€x41-5), para 1‘5 i<k (4.3)
h(2ep41) =n+ 14 w + km + g(2e2) — g(2¢1), (4.4)
h(ey +ea)=n-+1+ -(i-;;)k + k(m — 1) + g(2e2) — g(2e1). (4.5)
De Ia d -“ ici6n de poli unifor te normalizados tenemos que

J(2e) — f(2ep41-3) < -("%95 ¥ O < g(2e2) — g{2¢;). Por consiguiente de (4.3)-(4.5) se

sigue el Lema. ™

Lema 4.3. Sea k en DBQ(n). (a) Si w € N entonces

h(wey) = (n =1+ w) s hi{wes) = (’l + w) -1, (4.6?

n n



por tanto f(2¢1) =n+ 1. (b) Si n > 1 entonces
h(eyt+ez) =n+2 hlep—g+en)=-1+ 2-(";—3) (4.7)

D 16 La funcién h tiene la forma fbg o f ag donde f € DBQ(k) y

g € DB@(m) aquf 0 < k < ny m = n —k. Supongamos que h = f g, para la otra
funcién la prueba es similar. Pero (2) es cierto para n = 1 6 2, y si (a) es verdadero
para cualquier entero menor que n, entonces g(wey) = ('",':'."’) —1yg(wey) = ("'_,,l"""') .

De (3.19) y (3.9) tenemos

(1) (T

=1 m-1

— (PR - (M) (48

m
De la férmula de la suma de los coeficiemtes binomiales los dos dltimos sumandos de
(4.8) es (”‘;,‘_’:") Entonces de lo anterior y de una férmula bien conocida de los
coeficientes binomiales, los tres tiltimos sumandos de (4.8) es igual a (";l_'t"') Por lo
consiguiente, usando de nuevo la férmula de la suma de los coeficiemtes binomiales,

obtenemos el resultado para n. De forma similar podemos probar el resto del Lema. m
Lema 4.4. Sean h € DBQ(n), entonces para cada j con 1 < j < n tenemos que
h(we;) =min {i(z): z€ N" s(z)=w =z, =0 para todo i<j}, (4.9)
h(we;) = max {h(z): z€ N" s(z)=w z;=0 para todo i>j}. (4.10)

Demostraclén. El Lema 3.2 y el Teorema 3.11 dan las relaciones (4.9) y (4.10).



Compaosiciones de los Q-polinomios

Es fécil ver que las posici de los Q-p son funci de

miento sobre los primeros cuadrantes que 1 Asf los poli

Iv J(z1,z3,28), JoI(z1,22,78),

J(J(z1,22)s23), I (21, T (22,23)), (4.11)
son funci de emp iento sobre N3 y los &rboles etiquetados de la figura 2 son
presentaci turales de (4.11).

La nomenclatura usada aquf para el concepto de 4rbo] es Ia utilizada en la literatura

de Ia teorfa de computadoras, la cual es mas importante en algorit: taci \!

P ’

ver por ejemplo (8], {10] y [17]. Sin emb d una definicidén en términoe de
teorfa de gréificas.
Un drbol T es una gréfica dirigida aciclica y conexa que tiene un vértice Raiz(T)
'distinzt;ido llamado rafz; cada otro vértice diferente a él tiene in-grado 1, 1a raiz tiene
in-grado 0, y los nodoa sucesores directos de cualquier nodo son linealmente ordenados.

El grado de un nodo en un &rbol es su ex-grado. Nodos de un 4rbol, los cuales no tiene

, son 1l dos nodos terminales .
Los sucesores directos de un nodo dado ¢ en un &rbol son ordenados de izquierda a
derecha como ¢y,...,t;. Cada uno de estos nodos aon 1a rafz de un &rbol T}; los Arboles

Tyy...,T son llamados subérboles del nodo ¢.

Como en [10] ¥ [17] el termino de un drbol plano significa un &sbol sin nodos
de grado uno. El conjunto Cn, para n = 1,2..., contiene a todos los &rboles con
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Figura 2



precisamente n nodos terminales, En particular, si T denota un drbol en Cy entonces

ordennmos sus subérboles disjuntos de izquierda a derech

Para propositos, it iquetar todos los nodos de los drboles T' en

Cu. Esto se hace de la siguient para cualquier subdrbol U de cualquier 4rbol

T, si Rasz(U) tiene subsrboles U),..., U] entonces etiquetamos el nodo Raiz(U) con
cualquier polinomio de DBQ(l). Por dltimo, etiquetamos los nodos terminales con las
funciones z;;,...,zn; donde para z en N™ tenemos que z;; (z) = Zi;; claramente estas

funci defi una per ioft en Sp.

Distingui Arboles topolégi te idénti cuando ellos no tienen etiquetas

idénticas en sus nodos correspondientes. El conjunto Dy, para n =1,2..., contiene a

todos los tales Arboles etiquetados con preci te n nodos terminales.

Definamos ahora un mapeo de D, en las funci poli iales de emp ient
sobre N®. 8i T € D, ent Jefini €| poli io T'* sobre N™. En efecto si zi; e8
Ia etiqueta del j-esimo nodo inal ent ziy(7) = zi;. Si U es cualquier subdrbol

y la Raiz(U) tiene los subérboles Uy,...,U; y la etiqueta h, donde k es un Q-polinomio

de dimensién !, entonces

U* = h(UZ e T, 4 (a2)

En (4.12) consideramos cada U como una funcién de todas las variables z1,..., 2,

aunque no todas las iables pued } influir en la funcién. Asf, para toda

funcién f(z) decimos que z; es una variable inacti do su valor no afecta a
In funcién f(z); de otra forma decimos que es una variable activa. El conjunto de
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variables activas de un subérbol Ty, il d bién su dominio, es el conjunto

Ry = {(21,...,27n) € N": paratoda z; ¢ ¢(T}), z; =01},

donde ¢(T}) es el conjunto de nodos terminales de T;. Sea Rp = {(0,...,0)}.

Denotemos por P, al conjunto de todos los poli ios T*. Las propiedades de

este conjunto son el principal objetivo de esta seccién. Una simple caracterizacién

de esas p osici de fi proporci un subconjunto de poli ios de em-
pacamiento. Ademéa, adecuados diagramas de &rboles etiquetados pueden generar
todos los elementos de la familia P,. As{ deseamos probar que cada 7' en D, produce
un polinomio diferente. En consecuencia, requerimos recobrar T a partir del mapeo

T*. Claramente, si T tiene una sola variable es el mapeo identidad, y si T tiene dos

variables es el polinomio de Cantor o su equivalente, Por consiquiente en ambos casos

recobrar T es trivial, Asf, tra prueba reduciri el prob} de n variables a varios

problemas, cada uno con menos variables (activas).

Sean TY,..., T} los subdrboles de la Rasz(T); claramente ! = grado de la rafz de T.

Seahe DBQ(!) 1a etiqueta de la Raiz(U). Entonces por (4.12) tenemos que

T = KT},....T}). (4.13)

Si T* es una funcién de la forma (4.13) ent de la definicié d ver

que T*(0,...,0) = 0. Ademss, si zy(;y,...,z(y son los primeros nodos terminales
respectivamente de T}, ..., T}, entonces por el hecho que el polinomio h es normalizado
tenemos que T.(GL(-')) = h(ej) = j, para j = 1,...,1, pues T,’(eL(,-,) =1,
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En el siguente Lema, del mapeo T*, determinamos ! = grado(raiz(T)).

Lema 4.5. Sea T* un polinomio en P, de la forma (4.13) y sea | = grado(T).

Entonces

I+2=min {T*(z):z tiene al menos dos coordenadas diferentes de cero}. (4.14)

Demostracién. Por el parrafo anterior podemos determinar los enteros 1 < L(5) < n

tales que T‘(eL(,-)) ={, para i = i... .., luego
T*(es) = MTT (e .- T {eg@)) = R(Gir ... 60) = i. (4.15)

Podemos suponer que ! > 1, pues el drbol T no tiene nodos de grado uno. Entonces

del Lema 4.3 tenemos que
T.(E‘](l) +=J(2)) = h(1,1,0,...0) =1+2, (4.16)

Ahora, si T} tiene grado mayor que dos entonces raiz(T}) tiene subdrboles T} 1,..., 1,0,

y si L(1,2) es el primer indice de las hojas de Ty,2 entonces del Lema 4.3 tenemos
T‘(zJ(,_z)) = h(Tl‘(CJ(llz)),()‘o-- ,0) = k(2,0,...,0) =+ L (4.17)

De otra forma, si T es un nodo terminal entonces

T(2e50)) = h(2,...0) =1+ 1. (4.18)
En consecuencia de (4.15)-(4.18) z tiene dos comp tes distintas de cero d
T*(z) =1+ 2 y tiene menos ponentes disti de cero do T'*(z) < I +2. De

esto se sigue (4.14). [ ]



En el siguiente Lema d

para § = 1,...1, las funciones T’-' ¥ sus variables
activas o sea los subconjunte R; de N™, Para esto necesitamos algunas definiciones.
Para cualquier conjunto R = {(z1,...,2Zn) : Zj = +-+ = z;, = 0} definimos

R ={(z1y...1Zn) 17y = 0. para toda z; € {z;,,...,75,} }.

Definamos, para j = 1,...,1, las funciones b; de N en N.

wiw) = min () s ve g, ((737) <75 () -1y

ypamal <j <!

bo) = min () ve (oo + 2o, (T1F) s7wrs ((F2),

Lema 4.8. Sea T* un polinomio en P, que tiene la forma (4.13). Entonces pode-

mos determinar las funciones Ty ..., T} y sus dominios Ry,..., Ry, respectivamente.
Demostracién. Por el lema 4.3 a) by (w) = ("l,‘“"), asf
ZER y Ti(z)=w <= T*(z)=hlwey)="by(w).

Por lo tanto z;; es un nodo terminal de T si y aélo si T'(ej;) = by(w) para alglin w € N.

También T{(z) = b7 !(w), para z € R;.

En ia, hemos determinado el mapeo T} y su dominio R;.

Supongamos que hemos determinado los

p T'.'ysu.s’ R;paras <j.
Se puede ver de su definicién que £ € (Rg +-++ + Ryj1)° si y 86lo 8i T} (z) = -+ =
T,?_l(z) = 0. Por consiguiente, del Lema 4.4 tenemos que

z€R; ¥y T{(z)=w <= T*(z)=h(we;)=b;(w).



De Ia misma forma, tenemos que Zp; es un nodo terminal de Ty si y sélo si T'(ep;) =

b;(w), para algin w € N. También T;(z) = b;‘(w), para z € R;.

Claramente, por el Lema 4.4 podemos continuar este proceso hasta determinar todos

los mapeos T’? y sus variables activas, es decir sus dominios R;. -

En los Lemas 4.5 y 4.6 hemos demostrado que apartir del mapeo T'* podemos
obtener ! = grado(raiz(T)) y los mapeos T7,...,T{, cada uno con menos variables

activas.

Lema 4.7. Si T es una funcién en P, de la forma (4.13) entonces podemos

determinar la estructura del &rbol T y sus etiquetas.

D tractén. (doble induccién) Sup lo io, es decir, existen en-

teros n, ! y un &rbol etiquetado T en Dy con I subérboles de izquierda-a-derecha

Ty,-..,T; de la raiz(T), tales que el poli io T* no determina la estr ni las
etiquetas de .T. Sea n el menor entero tal que lo anterior es cierto; claramente n > 2,
pues el conjuto P, contiene un s6lo &tbol para 1 = 1 6 2 y el Lema es verdadero. Si

n tiene este menor valor, entonces el Lema falla para un menor entero I, y este entero

1 > 3 ya que si ! < 3, entonces por el Lema 4.1 pod d i los

°LG)
la funciofi h.

tales que T(‘L(-‘)) =1+, parai=1,...l. Por lo tanto pod

Por el Lema 4.6 1a funcién T* d ina explicit te los poli ios T7,. .., T}

n

Sin embargo, cada T tiene un menor de variabl tivas que la funcién T°.

Ent , por hipétesis de induccién, para cada § = 1...1, el polinomio 7 determina
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las etiquetas y la estructura del 4rbol T y, como el entero I también se puede determinar

por la funcién T*. Por iguiente pod determinar las etiquetas y la estructura

de T, lo cual es una contradiccién. [ ]

Teorema 4.8. Dadosi=12yn=1,2,..,8eanT; € Dy y * € S,. Entonces
Tymy ~ Taxg siy sblo si T} = Ta. Mientras T'y7y = Tomgsiysblosi Ty =Th y my = m.
Demostraclén. SiT) = T entonces Ty 7y ~ Tamp por (1.5). Reciprocamente, si
Tymy ~ Targ entonces Ty = T3 por el Lema anterior. Si Tymp = Towg luego Ty =Ta y
#y = w3 por el Lema 4.7. Sin embargo, si m) # 73 entonces Tyxy(e;) # Tama(es) para

algtn j. ' .

El Teorema 4.8 nos dice que los elementos del conjunto D, caracterizan las clases

de equivalencia del junto P, de posici de Q-poli i Es decir, dos

poli jos en Qn defi 1a misma clase de equivalenci i t do sus

drboles etiquetados son idénti
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5. Polinomios Diagonales Arbitrarios

Uno de los probl mis int acerca de los poli jos de emp
es tratar de describir todos los poli joa di les n-di ionales. En esta 16
daremos algunos resultados para pol di les en di i arhit,

Sin >0y z = (z1,...,%n), entonces x es un vector ional (respecti t

entero) cuando cada x; es racional (entero) para § = 1,...,n. Cuslquier vector racional
define un entero ¢ = g(z), donde g es el menor entero tal que gz es un vector entero.
Claramente g es el m.c.m de los denominadores de los z;.

Sea

K={z€R":z;,>0,8(z) =1}. (5.1)

La topolog{a usual en R™ define la topologfa relativa en K, cuyos abiertos son las
intersecciones de K con los conjuntos abiertos de R™. Para esta topologia, claramente

el conjunto de vectores racionales de K es denso.

Siz € N* y f € DP(n) -recordamos que DP(n} es el conjunto de polinomios

di les sobre N™- ent. de la definicién de funci di les t

(..-x :s(z)) <io) < (ﬂ:(z)) -1 ‘ (52)
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Aquf admiti i z. Pero pod p s(z) muy

grande. Ent ambos coeficientes bi; jales tienen una aproximacién asintética
-(ﬂif,;s!n:, cuando s(z) — oo, Por lo tanto
a(z)® —
1@ =2 4 0@, (5:3)

Si f € DP(n) de grado total d, y fy es su parte homogénea de grado d, entonces fy no

es idénticamente cero,

Lema B.1. Si f € DP(n) entonces ¢l grado total de f es n.

D tracié Cl te {u € K : f(u) # 0} es un conjunto no vacfo y

abierto, luego contiene un vector racional u. Sit € N y ¢ = g(u), entonces gtu e N® y

f{qtu) es un polinomio de grado d en gt. Luego
f(gtu) = f4(u)(gt)® + O((at)*~?) (54)
cuando ¢ toma valores enteros grandes. Si d # n, entonces (5.4) contradice (5.3), ya
que a(gtu) = gt. [ ]
Lema 8.2. Siu€ K entonces fa(u) = 3.

D tracid Si no, ent {ue K: falu) # ;11} es un conjunto no vacfo

y abierto, por tanto un vector fonal 4. Sit € Ny g = ¢q(u), de nuevo

gty € N™® y f(qtu) es un polinomio de grado d en qt, asf f satisface (5.4) cuando ¢

toma valores ent grandes, Cl te (5.3) y (5.4) tienen los mismos exponentes,
pues d = n. Pero (5.3) y (5.4) tienen dife tantes 3y y fa(u), respecti te,
y también a(gtu) = ¢t. Asf, para un entero ¢ suficient. t d t una
contradiccién. ] [ ]
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Ahora, si z es cualquier el to en V™, ent z = s(z)u con v € K. Y por los

Lemas 4.1 y 4.2 tenemos que
1) = S(a(2)u) = a(2) falo) + OCa(e)™*) = L 4 O(s(a)-1),
En consecuencia {5.3) es verdadera para todo z € N™,
Teorema 5.3. Si f € DP(n) entonces
Iz) = (" - li "(’)) +h(3), )

donde el grado de h es menor que n.

D tracién. Porel fo anterior t que la férmula (4.3) es verdadera

sobre N*®. Y como (5.3) y (5.4) son equivalent t bt el Lems. []

Por el Teorema 5.3 todo elcmento f en DP(n) tiene la forma (5.6), entonces lla-
mamos al polinomio £ el residuo de f. Ademés, para todo tal f definimos e} operador

[+
1) = (n-l:a(z)) - (n—1+a(:c)) —h(Znyerzr) — 1. " (5.6)

n-—1
Cl te de la definicién de un poli io di 1 f sobre N™, tenemos quie su
iduo & mapen biyecti D(n,w) sobre el conjunto {0,..., (";ﬁ"’) ~1}, para
cada we N.

Lema 5.4. Si f € DP(n) (resp. f € NDP(n)) entonces Cf € DP{n) (resp.
Cf € NDP(n)). Ademss, CCf = f.
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Demostracién. Si f € DP(n) ent dela ién (5.6) t
Cf(z) = (" +:(’)) —h(Znyeensza) — 1, (5.1

¥y, como para cada w, —h—1 es una biyeccién de D(n, w) sobre {— ";l_"i"’), veey—1}, por

1a férmula de suma de los coeficientes bi iales obt que CJf es una biyeccién
de E(n,w) sobre {0,..., (""*"") — 1}. La segunda parte se obtiene por una simple
evaluacién del operador C. ]

Nétese que la permutacién en las variables de Ia ecuacién (5.7) es para que Cf

resulte un polinomio normalizado.

Por el Lema 5.4 tenemos que Cf € DPQ(n) 8i f € DPQ(n), luego si h es el residuo

de £, denot por Ch el residuo del poli io Cf.

Proposicién 8.5. Si f y g son poli jos di les de di ion k y m, resp

tivamente. Entonces C(fbg) =g</f.

Demostraclén. Sean n = k + m y o la permutacién o(1,...,n) = {n,...,1).

De las definiciones tenemos que Byoz = Amz ¥y Agox = Bpz. Sustituyendo estas

igualdades en (3.16) ¥ (3.17) y de Ia definicién del operador C obt el Lema. ®

Hemos d do en la Proposicién anterior que el conjunto de polinomios di-
agonales DPQ(n) es i iante bajo el operador C, es decir, que dicho operador no
prop poli jos di les més que los de Ia seccién anterior. De este

resultado podemos pensar que las funciones del conjunto DPQ(n) son los Gnicos poli-

jos di \ lizados sobre N™. Como se verd en la siguiente seccién esto
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es cierto en di i que tro, pero para dimensiones mayores ain no

se Ia ta. En esta direcci6n est trabajand
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6. Clasificacién de Polinomios Diagonales sobre
N!

Claramente la funcién identidad es el tinico polinomio diagonal sobre N. En esta
seccién probamos que existe un dnico polinomio diagonal normalizado sobre N2 y s6lo

dos sobre N3,

Si f es una funcién diagonal, de la definicién se sigue que f(0,...,0) =0y f toma

las n-adas ey,..., e, sobre alguna p tacién de los ent 1,...,n, asf f determina

una funcién equivalente ¢ € NDB(n). Por consiguiente, para nuestros propésitos

de describir todos los polinomios en DB(n}, es sufici tudiar los el tos del

conjunto NDP(n)} de polinomios diagonales normalizados.

Para n = 2, 8i f& NDP(2) y h es su residuo, entonces h{z,y} = az + by y, como

h{e) = §—1, tenemos que a =0 y b = 1. Por lo tanto f es el polinomio de Cantor.

Luego el nid > de poli ios diagonales sobre N2 es dos.

En lo subsiguiente f serd un polinomio diagonal sobre N¥ y & el residuo de f.

Por el T 5.3 el poli i iduo h de f puede escribirse como:

h{z, 4, 2) = 6227 + a3z + bay® + by + c22® + e3z + dyzy + dyzz + +dsyz  (6.1)
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Otuservacién 1. Dados los coeficientes az,b3,¢3 del polinomio h {ecuacién 6.1), y
dada la imagen de los vectores & = ey + €2, & = €) + €3 ¥ €3 = €3 + ¢s, podemon
determinar el polinomio h. En efecto, de (6.1) tenemos que dy = h(ey) —h(ey) — h(ea),
da = h(22) — h(e1) — hes) v ds = h(é3) — h{ez) — h(es), como hfey) = 0,h{ez) =1y

h(es) = 2, entonces ay = ~az,by =1 —-by y ¢ = 2— ¢z, ¥ as{ obtenemos todos los

fic del polinomio h.

Sabemos que, para cada w € N, h es una biyeccién de D(3,w) sobre una sucesién

tiva de no

gati Luego ag,bz,¢2 = 0, pues si uno es negativo,

¢, d

P w tal que h{we;) < 0.

Lema 6.1. a3,b3,¢c3 € {0, %}
Demostracién. Como h(es) = ca+¢p € N y h(2e3) = 2(cg +¢1) +2c2 € N, .

‘ luego ¢3 = ‘1' con k € N. Supongamos que k > 1, entonces existe w tal que h(weg) =
;w’ +eyw > §{w? + 3w +2) = |D(3,w)], lo cusl es una contradiccién. Por tanio

k € {0,1}. De forma anéloga podemos probar que az y ba son 0 6 3. L ]

Para cada funcién polinomial f de grado total d, denotamos por ¢(f) al nimero
de coeficientes no ceros de los z;?. Es fécil ver que ¢(f) es una funcién invariante bajo
* permutaciones.

Lema 6.3. c(h)€ {1,2}.

D traclé Es suficiente probar que ¢(h) # 3 ya que, i c(h) = 0, entonces

el residuo Ch del poli io di 1Cf ple ¢(Ch) = 3. Suimngunou lo contrario,
es decir, c(h) = 3, luego a3 = b3 = ¢ = %, entonces por la Observacién 1, h(2¢) = 1,
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h(2e2) = 3 y h(2es) = 5. Como h es una biyeccién de D(3,2) sobre {0,1,2,3,4,5},

t h biyecti los vectores &;, 2, € sobre 0, 2, 4. En todas las

P Y

posibles biyecciones de la funcién h tenemos
h{ey + ez +es) = h(eg) + hiep) + h(es) +dy +da+dy =
[B(e1) + h(ea) + di) + [R(er) + h(es) + da)+
[h(e2) + R(es) + ds] — [h(e1) + h(e2) + h(es)] =
R(e1) + h(2z) + h(Es) —0—1-2=6-3=3,

adem4s, h(3e;) = 3, lo cual es una contradiccién pues k es una biyeccién; asf c(h) # 3.

a

Lema 6.3. Si b3 # 0 entonces ¢3 # 0.

D traclé Sup que b3 # 0 y ¢3 = 0, luego por el Lema 6.1, by = §;
as{ h(3e3) = h(3ey) = 6, lo cual es una contradiccién pues k es biyectiva. [ ]

Lema 6.4. a3=0.

Demostracién. Siaz # 0 entonces, por Lema 6.2, 2 =0 6 ¢z = 0. Sin embargo,
por el Lema 6.3, tenemos que b3 = 0,y como gy = %, luego por la Observacién 1 tenemos
a1 = —% ¥ by = 1 lo cual implica h(3¢;) = h(eg) = 3. Esto es una contradiccién pues

h es una biyeccién. L

Teorema 6.5. Si h es el residuo de un polinomio di 1 lizado sobre N'3

entonces A tiene una de las siguientes formas:
1
he,2) = (63 +y+ 2 432) +yz, (6:2)
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1 .
h(z,y,2) = 5(22 +3z) +y+zz+yz. (6.3)

Demostracién. Por los Lemas 8.1-6.4 tenemos que a3 = a3 =0, ¢z = é, € = ; Y
8) b3 = by = } 6 b) by = §; = 0. Es suficiente suponer a) pues si k satisface b) entonces

Ch(z,y,2) = (z+;(')) — h(z,y,z) ~ 1 satisface a). Asf, si a), entonces h(2¢;) = 0,

h(2ez) = 3 y h(2es) = 5. Por tanto, para determinar el polinomio h, it

s

Ia i yectiva de los v &, €2, & sobre 1,2,4. Aquf examinaremos los seis

a1y hiveet:
P P Y

Sih(21) =2, h(e2) =1y h(és) =4,6 h{e)) =4, h(23) =1y h{Es) = 2,6 h(g1) =4,

h(g2) = 2 y h(€s) = 1, entonces por la Observacién 1 pod determinar el poli

h y as{ h(2e; + es) =0y h(3ey) = 0, lo cual es una contradiccién. Alt i t

8i h(£1) = 1, h(&2) = 4 ¥ h(€s) = 2, entonces h(ey + 2e2) = h(er + €3 + e3) = 4, otra

ves una contradiccién. Alternati , 8i h(€1) = 2, h(E2) = 4 ¥ h(&s) = 1, entonces
h(3es) = h(2¢3 + 2¢) = 8, de nuevo una contradiccién.
Asf, h no puede ser un mapeo biyectivo a menos que h(;) = 1, h(ég) = 2 y

h(es) = 4. Por tanto, dy = d3 =0y ds = 1, Esto demuestra. (8.2). ]

Hemos probado que los tinicos dos polinomios diagonales normalizados sobre N3 son
- los conatruidos en el Teorema 3.11. Por lo tanto la cardinalidad del conjunto DP(3) es

12,
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