
/-4 
cJl €;{ Jr1- i, DD 3 g L:) 

T 

u N 1VERs1 DAD N Ac fo;~ AL 
AUTONOMA DE M;E'>(l_C:q 

FACULTAD DE CIENCIAS 
DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO 

ENUMERACION POLINOMINAL DE 
RELACIONES DE ORDEN SOBRE N• 

E s s 
QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE 

DOCTOR EN CIENCIAS 
<MATEMATICAS) 

PRESENTA 

LUIS BERNARDO MORALES MENDOZA 

DIRECTOR DE TESIS: DR. JAVIER BRACHO CARPIZO 

TESIS CON • 
FALLA DE ORIGEN \. 

':.· 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



Polynomial Enumeration of orderinq Relations on Nn 

Luis Bernardo Morales Mendoza 

Abstract: Here R y N denote the real numbers and the 

nonnegative integers respectively, and s(x) = x, + ... + x, when 

x = (x,, .•• , x,.J E N' with O< n E N. A function f from 1(' on R is a packing 

function of dimension n if its restriction f 1 N' is a bijection 

onto N. (Packing functions generaliza Cantor's polynomials, and 

yield multidimensional-array storage schemes). TWo functions are 

equivalent if relabeling variables makes them identical. 

A function f enumerates an arder < on N' it f is a packing 

function and f(xJ < f(yJ when x < y. An order < on N' is called 

diagonal if x < y when s(xJ < s(yJ. Then, f is a diagonal function if 

f enumerates a diagonal arder. 

We define and study the properties of "diagonal products" of 

diagonal orders. Starting from the natural arder onN,we construct 

inductively, with these diagonal products, ~ diagonal orders on 

N', where 

(b 1,bz,b31b.,br;.b,._b1, : • .') = (1,1,2,6~20,72,272, •.. }; 

also we show that for each of these diagonal orders there is a 

polynomial function that enumerates i t. Hence, we construct b, new 

inequi valent diagonal polynomials of dimension n. 



Extending the tree arguments of (1], [2) we obtain new 

nondiagonal packing polynomials on fol', for n > 2. 

Finally, we preve, up to equiValence, that dimension 3 adrnits 

just two diagonal polynomials. (Forrnerly it was only kwown that 

dirnension 2 admits on1y one [2)). 
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l. Introducción 

Denotamos por R, Z y N a los conjuntos de números reales, de enteros y de enteros 

no negativos, respectivamente. Dado n E .N, representamos por N" al conjunto de 

n-adaa de enteros no negativos y por -'(:i;) a la suma xi + · · · + Xn, para cada :i; = 

(:i:1, ..• ,:i:n) E Nn, a a(::c) se le llama el peso de :i:. 

Sea / una funci6n de Rn en R y <a un orden sobre N". Decimos que 

a) f ea de almacenamiento si flN" es una. inyecci6n en N; 

b) fes de empacamiento •i flNn ea una biyecci6n •obre N; 

c) f enumera <I orden <o si fes de empacamiento y /(::e) < /(y) cuando ::e <o 11· 

d) <a es diClflonal si <a es lineal sobre N" y :i: <o 'IJ cuando s(::c) < •(11). 

Loa órdenes diagonales y los polinomios que enumeran dichos órdenes, llamados 

polinomioa diagonalea, tienen una larga historia: Parece que Cauchy tiene la ori¡inali-­

dad sobre estoa conceptos, pues en su "Cours d'analyse" {3} presenta un orden diagonal 

del arreglo {a¡;: i,j = 1, ... } para interpretar una doble serie como una simple suma­

toria. Especfficamente, visitando sucesivamente las diagonales {a¡,; : i + j = n}, para 

n = 1, 2 ••• y procediendo de izquierda a derecha sobre cada linea. Más tarde, Cantor, 

eatudiando cardinalidades ¡1,2], usa estu ideas en 1Ul camino máa fundamental para 
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probar la numerabilidad de los números racionales positivos. En efecto, observ6 que el 

polinomio 

1 
/(:r:,y) = 2(:r:+y+ l)(:r:+y) +:r: (1.1) 

enumera la latiz N2, y extendi6 sus resultados a cualquier producto Cartesiano de 

conjuntos numerables. 

Despu&, Chowla {4] exhibi6 una generalizaci6n en dimensiones mayores de ese orden 

diagonal y dio un polinomio diagonal que enumera dicho orden. 

Un problema interesante en este contexto es el de encontrar todos los polinomios 

biyectivos de N 2 en N. Sobre este problema hay algunos resultados. Fuerter y P6lya 

(5), uniendo dos notas individuales en un solo trabajo, demuestran que el polinomio 

de Cantor y el correspondiente /(y, .i:) son los únicos polinomios cuadráticos asociados 

con este problema. P6lya y Szego [14], evaluando el área 

{(:r:,11) E R2 : O :5 :c,11 :51;0 :5 Íd(:c,y) :51}, 

para cualquier polinomio / 1 donde / d es su parte homog~nea de grado mayor, demuea-

tran la no existencia de tales polinomios con fd(z, y) > O en el primer cuadrante, 

excepto los polinomios de Cantor. Lew y Rosenberg [6,7] generalizan la discuai6n del 

problema anterior considerando subconjuntos S de Z 2 y, vla conceptos de densidad 

est"1dar uint6tica de la teoría de números [13], demuestran la no existencia de poli· 

nomioe biyectivos de Z2 o Z x N sobre N, o de cualquier polinomio cuadrático de N 2 

sobre N, excepto los polinomios de Cantor. 

Recientemente, Morales y Lew [10] para cada entero positivo n, construyen 211
-

2 
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polinomios diagonales sobre N" esencialmente distintos¡ los cuales son generalizaciones 

de los polinomios de Chowla y, vía composiciones de estas funciones construyen una 

Camilia adicional de biyecciones de Nn en N, estas biyecciones ne son polinomios diag­

onales. Con concept08 de árboles planos etiquetados clasifican dichas compoaiciones y 

cuentan el número de clases de equivalencia. 

Una generalización del problema anterior es encontrar, para cada n > O, todos los 

polinomios biyectivos de Nn ·sobre N. Este problema parece ser muy dificil, quizás 

solamente estudiando los po!inomios diagonales pueda ser más tratable. Por otro lado, 

pensamos que todo polinomio hiyectivo es una composición de polinomios diagonales 

sobre dimensiones menores. 

En este trabajo aportamos tres resultados principales: la construcción de un buen 

número de nuevos polinomios diagonales; la caracterización de las composiciones de 

los polinomios diagonales vía árboles orde~ados etiquetados y una clasificación de poli­

nomios diagonalea en dimensión tres. 

La construcción la hacemos de la siguiente manera: Para cualquier pareja de en­

teros positivos k, m y dados dos órdenes, uno sobre N" y otro sobre Nm, definimos 

el "producto" de estos órdenes, el cual resulta un orden sobre Nk X Nm, con todas 

Jaa propiedades deseables de los factores. As!, empezando con el único orden diagonal 

sobre )09 enteroa poaitivoa, podemos generar inductivamente el producto de órdenes 

sobre todas las dimensiones mayores. Entonces, a partir de la numeración de estos 

órdenes "producto", constru!mos inductivamente nuevos polinomios diagonales sobre 
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N" de grado total n. Estas funciones son una extensión excitante de todos los re­

sultados previos sobre polinomlos diagonales. Como se ve en el Corolario 3.11, estos 

polinomios generalizan los polinomios de Morales y Lew, y estos últimos, como ya se 

dijo, generalizan loo polinomioo de Chowla. 

Lu compoaiciones de polinomios diagonales dan nuevas funciones de empacamiento 

sobre dimemionea apropiadas, por consiguiente la caracterización de estos nuevos poli­

nomios de empacamiento, por medio de ciertos diagramas de árbol es interesante. 

Para la clasificación de polinomios diagonales en dimensión tres, por medio de apr<>­

ximacionea uintóticu, demostramos que todo polinomio diagonal J de dimensión n es 

de grado total n, y adem'8 depende de un polinomio h de grado total n - 1 sobre la 

misma dimensión. Luego, analizando los coeficientes de este polinomio h, probamos 

que las únicas funciones polinomiales diagonales son las construidas en este trabejo. 

Este resultado en dimensión tres refuerza la factibilidad de resolver el problema de 

describir todoe loe polinomloe diagonales sobre cualquier climensió~. 

Para explicar una propiedad importante de las funciones diagonales, consideremos, 

para cada w E N y n un entero positivo, los conjuntos 

D(n,w) ={a: EN": •(:i:) = w} 

E(n,w) ={a: EN": •(a:) :5 w}; 

(1.2) 

(1.3) 

loe cor\iuntoe D(n,w) y E(n,w) son llamados, respectivamente, hip•rplano diagonal 

(o 61oqu•) de peso w y eono diagonal de altura w. 
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Lema 1.1. Si w E N y n es un entero positivo entonces las cardinalidades de 

D(n,w) y E(n,w) son (n;~!"') y ("!tu), respectivamente. 

Demo•trac16n. El coeficiente binomial ("-;:1w) cuenta el nU.mero de maneras 

de arreglar w l 1s y n - 1 signos + en un renglón, y tales arreglos corresponden a las 

s~luciones en enteros no negativos, o sea, a los elementos del conjunto D(n, w). • 

Laa funciones de Chowla son polinomios de empacamiento sobre N". Además, es­

tas funciones tienen una propiedad especial: para cada peso w me.pean biyectivamente 

E(n,w) sobre {O, ..• ,("!"')-!}. Por consiguiente D(n,w) es también mapeado biyec­

tivamente sobre una sucesión consecutiva de enteros no negativos. Si una función de n 

variables tiene la propiedad anterior, es llamada función diagonal. 

Es fácil ver que si una función enumera un orden diagonal sobre .N." 1 entonces es 

una función diagonal y por tanto una función de empacamiento sobre N". 

Denotamos por DO(n), DB(n) y DP(n) a las familias de relaciones de orden dia­

gonal, funciones diagonales y polinomios diagonales sobre N", respectivamente. 

Para cada permutación a sobre el conjunto{!, •.• ,n}. cada vector z E R" y cada 

función f de n variables, denotamos 

(1.4) 

/u(z)=/(uz). (1.5) 

Dos relaciones de orden <ai y <p sobre N" son equivalentea cuando existe un 

permutación a tal que z <o: y si y s61o si az <p ay. En consecuencia, si la función 
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/enumera un orden <a, entonces fa enumera el orden equivalente a <0 • Luego, dos 

funciones/ y g son cquiualcntca si/= gO, para alguna permutaci6n o. 

Para n > O nuestros argumento11 utilizan funciones /(z), donde el vector z puede 

ser una simple combinación lineal de loe vectore11 canónicos 

e¡=(ó¡1,. .. ,ó¡n)1 i=l, ... ,n. (1.6) 

Un orden normalizado <aE DO(n) significa un orden di.agonal tal que e¡ <a e; 

1i i < j, y es uniformemente normalizado si para w = 1, 2 ••• , tenemos que we¡ <a 

we; para i < j. UDO(n) denota la subfamilia de órdenes diagonale11 uniformemente 

normalizados sobre N". 

Una motivación para conatruir funciones de almacenamiento es eu aplicación al 

almacenamiento de arreglos multidimcnsionales en c~ldu de memoria de una com­

putadora. En varioo trabo.jos 111,12], Rosenbcrg ha estudiado el almacenamiento de 

eaquemaa eztendi6lea para arreglos. Tales esquemas localizan posiciones del arreglo 

y as( enumeran celdas de memoria, y permiten expansiones p08itivas de arreglos a lo 

largo de cualquier eje. Las fWlciones de alm8.cenamiento con fórmulas polinomiales 

dan simples eaquemu extendibles. Toda función de empacamiento sobre el mismo con­

junto combina este m&ito con una utilización óptima, pues no permite saltos en el 

almacenamiento de arreglos. 

En la Secci6n 2 vemos que el orden de Chowla sobre N" se puede construir induc­

tivamente a partir del orden natural de los enteros positivos. Además, dado un orden 

<a sobre N' y un orden <¡J sobre Nm, definimos dos 6rdenes <o.~{J y <a~{J sobre 
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N" x Nm y demostramos que si <o y < /J son diagonales entonces los definidos también 

loaon. 

En la sección 3, por medio de intervalos en conjunto linealmente ordenados de--

mostramos que cada orden uniformemente normalizado de la sección 2, existe un 

polinomio diagonal de grado to~al n el cual enumera el orden dado. Y construimos, 

para cada entero positivo n, una una familia DBQ(n) de polinomios diagonales de 

cardinalidad b,., donde (bi. b2, bJ,b4, bs,be,61, •. • ) = (1, 1, 2,6, 20, 72, 272, ••• ). 

En la sección 4 estudiamos algunas propiedades, de los polinomios del conjunto 

DBQ(n), las cualeo oon usadas para demostrar que las claseo de equivalencia de las 

composicione. de dichos polinomios son determinadas por la e11tructura de un úbol 

etiquetado. 

En la Sección 5 dam.011 una caracterización de los polinomios diagonales del conjunto 

DP(n), la cual es usada en la última sección para describir todos los polinomios diago­

nales eobre N', con le ~ 3. Así, demoetramos que los únicos polinomios diagonales en 

tales dimensiones aon loa construidos en la Sección 3. Además, a partir de esa carac .. 

terización delinimoe un operador idempotente sobre el conjunto DP( n) y demostramos 

que el conjunto DBQ(n) construido en la Sección 4 es invariante bajo dicho operador. 
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2. Ordenes Diagonales 

El orden lineal sobre el conjunto N"' introducido por Chowla está definido de la 

siguiente maitera. 

Deftnlc16n 2.1. Sean x = (z¡, ... ,:rn), y= (Yl•···•Yn) E Nn. Decimos que z 

precede a y si una de las siguientes condiciones es satisfecha 

i) •(z) < •(y); 

iif•(z) =•(y) y existe t con l:::; t < n tal que :i:¡ =y¡ para l:::; i < t pero"''>"" 

Es fácil ver que este orden es un una relación de orden diagonal iiormalizado en N". 

El orden de Chowla en tres dimensiones es (0,0,0) en el bloque de nivel O; (1,0, O), 

(0,1,0), (0,0,1) en el bloque de nivel 1; (2,0,0), (1,1,0), (1,0,l), (0,2,0) ,(0,1,1), 

(0,0,2) en el bloque de nivel 2; (3,0,0), (2,1,0), (2,0,1), (l,2,0),.(1,1,1), (1,0,2), 

(0,3,0), (0,2,1), (0,1,2), (0,0,3) en el bloque de nivel 3, y as( suceoivamente. Ana­

lizando este orden podemm ver que en cada bloque de nivel w = 1, 2,, .. , Ja ordenación 

de la proyección (x1,z2,xs) -+ (xz, zs) es el orden de Chowla en dos dimensiones (veás~ 

Prop. 2.1). 

Ahora, si n > 2, definamos los operadores Ak y BJa para cada 1 ~ le < n, de la 
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siguiente forma. Para % = (z1 1 ••• , zn) E R" y m = n - k, sean 

(2.1) 

(2.2) 

Propo1lclón 2.1. Sean :e y y elementos de D(n1 w). Entonces :e precede a y 

respecto al orden de Chowla en NR si y sólo si B¡z precede a B¡y con respecto al 

orden de Chowla en Nn-1, 

Demo1&racl6n. Supongamos que x precede a y y s(:z:) = a(y), entonces existe 

t tal que 1 ~ t < n y :e¡ = Y; para 1 ~ i < t pero Zt > Yti si t = 1, es claro que 

:z:2 + ··· + :Z:n < Y2 + • · • + Yn por tanto (z2,. .• ,:z:n) precede a (y2,. .. ,y.). Ahora, si 

t > l, entonces (zz,.u,za) precede a (Y2i•••i!ln) ya que z¡ =y¡ para 2 ~ i <a, y 

%& >lit· 

Reclprocamente, sean :z: y 11 elementos en D(n,w) tal.,. que B1z precede a BtY• 

Entonces en el caso que z2 +•••+Za < Y2 + • • • + Yn claramente tenemos z1 > Y1 1 Y 

por lo tanto z precede a y en N". Ahora, el otro caso z2 + · · · + Xn = Y2 + · · · + Yn 

implica z1 = y¡, por tanto existe un t con 2 ~ t < n tal que z¡ = y¡, para 2 ~ i < t 

pero za > Yt· Luego, z precede a y en N"'. • 
La Proposición anterior noS sugiere construir 6rdencs diagonales en dimensiones 

mayorea a partir de 6rdenes diagonales en dimensiones menores, empezando con el 

orden natural de los enteros positivos. 

De8nlc16n :a.2. Sean <a y <p relaciones de orden en N" y Nm, respectivamente. 
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Definimos dos relaciones de orden <04p y <or>P en N" X Nm = NJ:+m de la siguiente 

forma. Sean n = k + m y :z:, y en N". Entonces z <or>/J y si 

i) s(:i:) < •(11) o 

ii) s(:i:) = •(11) y uno de loa siguientes enunciados es verdadero: 

a) Bk:i: <p Bky; 

b) Bk:i: = BkY y A4y <a A4x. 

Análogamente, z <04p y si 

i) s(:i:) < s(y) o 

ii) •(:i:) = •(11) y uno de los siguientes enunciados es verdadero: 

a) Akll <a Akx; 

b) Aw = A6:i: y B 6x <p BkY· 

Sea <a es el orden de Cantor sobre N 2 , entonces el orden <a4c1 sobre el hiperplano 

diagonal D( 4, 2) del conjunto N' se puede ver geometricamente. 

Sean T y L respectivamente el tetraedro y el plano de la Figura l. Claramente el 

hiperplano diagonal D(4,2) es el subconjunto de puntos con coordenadaa enteras no 

ncgativaa del tetraedro T, en lo que sigue consideraremos el tetraedro T como el hiper--' · 

plano diagonal D(4,2). El plano L es paralelo al plano determinado por loo puntos 

(1,0, 1,0), (O, 1,1,0) y (1,0,0, 1). Para nuestro objetivo el plano L se moverá paralela­

mente en dirección al tetraedro T. 

En la Figura 1 se puede ver que hay tres iotersecciones del plano L con el tetraedro 
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T. Sean Ti, T2 y Ts estas intersecciones. Después de estaa observaciones, podemos 

decir cómo es el orden dentro del tetraedro T. El orden <a<1a sobre T ordena Ti, T2 y 

Ts de menor a mayor. Ahora, la ordenación sobre T1 es (2,0,0,0), (1, 1,0,0), (0,2,0,0); 

oobre T2 es (1,0,1,0), (1,0,0, 1), (0,1, 1,0), (O, 1,0, 1); sobre Ts es (0,0,2,0), (0,0,1,1), 

{0,0,0,2). Como se puede ver dentro de cada T¡, para i = 1,2,3, (:z:i,:1:2,:z:s,:z:4) <a<1a: 

(lli.112,111,114) si la proyección (:z:¡,:z:z,zs,:z:cJ-> {:z:3,:z:4) está ordenada por la relación 

de Cantor. Sin embargo si por esta proyección no se puede concluir nada, entonces 

tomamoe la proyección (x1,:z:2,xs 1 x4)-+ (x2,x1) para determinar la ordenación. 

1001 2000 

Figura l. 

Lema 3.1. Si <:.,e UDO(k) y <pE UDO(m), entonces <a•P y <a•fJ son órdenes 

en UDO(k + m). 
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Demolirac16n. ·De Ja definición 2.2 podemos probar que los dos órdenes son 

diagonales. 

Para probar que <at>{J es un orden uniformemente normalizado, analizamos tres 

casos: 

(a) si i < j ~ k entonces B,.we¡ = O = B,.we;, pero por hipótesis tenemos que 

A,we; = WeA:+1-; <a we.t+l-i = .A.twe¡. 

(b) Si k < i < j entonces por hipótesis tenemos que B1o,we¡ = Wf!i-k <p we;-k = 

B•w•;· 

(e) Si i :$ k < j entonces Bkwc¡ =O <11 w<;-k = Bkw<;. 

En todos los casos, de la deflnci6n 2.2, tenemos que we¡ <ae>fJ we;. Entonces 

<o•flE U DO(k + m) De forma similar podemos probar que <o•/IE U DO(n). • 

Por deflrúci6n tenemm que un orden uniformemente normalizado es tambi~n nor­

malizado. 

Lema 2.2. Sean <aE UDO(k), <11E UDO(m). Entonces <a•11=<,..11sik=1 

om=l. 

Demoatracldn. Sea n = k + m. Para probar el Lema necesitamos demostrar 

que z <a<J!J y <==> z <ae>{J y, para todo z, y E D(n, w). Supongamos que k = 1, para 

m = 1 la demostracl6n es similar. 

==> ). Si z <a<tJ{J 1f entonces tenemos dos posibilidades: 

(a) si A¡z = z1 > !11 = A111 luego z2 + ··· + Zn < 112 +·••+!In, pues •(z) = •(11), 

- lS -



por lo tanto B1:z: <p B111. 

(b) si A1:z: = :z:1 = 111 = A111 entonces de la definición 2.2 obtenemos B1:z: <p B111· 

En ambos casos, de._la definición 2.2, hemos probado que :z: <ar>/J y. 

<:= ). Supongamos que :z: <ot>{J y y y <otJ.fJ :z:. Entonces tenemos dos posibilidades: 

(a) si A111 = 111 > :z:1 = Al:z: luego "'2 + • • · + :Z:n > 112 +···+!/no pues •(:z:) = •(11). 

En consequencia no ea posible que :z: <c»fJ y. 

(b) si Alll = 111. = :z:1 = A¡:z: entonces por la definición 2.2 necesariamente B¡y <p 

B¡:z:, lo cual ea una contradicción al hecho de que :r <ai-p y • 
Lema 3.3. Sean <aE UDO(k), <pE UDO(n - k), < 0 •E UDO(k1

), y <p•E 

NDO(n-k'), sean m = n-k y m1 = n-Jcl. Entonces 

a} Si 1 < k, Je' < n - 1 entonces <0~ y <a'r>/J' son diferentes órdenes; 

b) ~i <Of>p=<a'Ct>/J' o <o<Jp=<o!<JfJ'' entonces k = k' <a=<0 1 Y <p=</J'• 

Demoatrac16n. a) Sean 1 < k, k' < n-1, :z: = •2+•n-1y11 = •1+e,.. Claramente 

B1c:z: = em-1 y B1cY = em, como <p es normalizado, entonces B1c:z: <fJ B1cu1 luego por 

. la definición del orden <ot>fJ• tenemos que z <01>/J y. Por otro lado, A.,z = ew-1 y 

Al'll = •l'· Luego Al':z: <a• Al'!/• y por la definición 2.2 tenemos y <al•fl' :z:. 

b) Supongamos que k < k'. Si :z: = •1 + •n y 11 = 2•t+1' entonces Bt:z: = •m 

y Bt!I = 2e¡, asl Bt:z: <p Bt11. luego por la definición 2.2 tenemos :z: <aofl 11· Por 

otro lado, n.,:z: = •m• y n.,11 = O, luego n,.,11 <p n.,:z:, entO)\CeB por la definición 2.2 

tenemos que u <,.rr;,.fJ' :i:. 

Ahora, supongamos que k = 1r! y <p-:/:<tJ'• entonces podemos encontrar :z:,JI E Nm 
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tales que z <p 11 y 11 <P' z por tanto, (O,z) <a•P (0,11) y (0,11) <a,.P' (O,z). 

An'1ogamente ee puede demostrar el Lema para el caso en que <o'#-< 0 1. 

De forma semejante se puede demostrar que si <a<Jp=<o,14 p1, entonces k k1 

<a=<0 r Y <p=<pt. • 

Aquí, utilizando conceptoa desarrollados anteriormente, definimos una familia 

DOQ ( n) de órdenes diagonales normalizados en N". 

DOQ(l) es la familia formada por el orden natural de los enteros positivos, el cual 

ea diagonal y uniformemente normalizado. Ahora, para n > 1, supongamos constru­

idas las familias DOQ(k), para cualquier k < n; entonces definimos DOQ(n) como el 

coajunto formado por todos los órdenes diagonales uniformemente normalizados <a•P 

y <°"p para cada par'\ia <aE DOQ(k) y <pE DOQ(n - k), donde k = 1, .. • ,n - l. 

Claramente el conjunto DOQ(2) está formado justamente por el orden diagonal de Can­

tor [1,2]. Denotemoa por 6,, la cardinalidad del conjunto DOQ(n). Ahora estudiaremos 

la aucesión de enteroa {6.}. 

Teorema 2.<I. Si n > 2, la sucesión {6n} cumple la relación de recurrencia: 

(2.3). 

con 61 = 62 = l. Además, loe órdenes diagonales en DOQ(n) no son equivalentes por 

par'\ias. 

Demoatracldn, Por el Lema 2.3 a) y b) las relaciones <a•P y <a•P son diferentes 

cuando 1 < k < n - 1 y, por el Lema 2.2, son iguales cuando k = 1 o k = n - 1'. 

Por consiguiente 6n cumple la ecuación (2.3). Ahora, por el Lema 2.1 los órdenes en 
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DOQ(n) son normalizadoe, o 1ea e¡ <e;, 11 i < j Por lo tanto no son equivalentes por 

pareju, • 

Proposición 2.5. La función generadora de la sucesión {bn} es 

G(:z:) = 1 +2:z:-(1-4:z:-4x2)L (2.4) 

Demo1trac16n. G(:z:) = :z: + :z:2 + ~::"=2 bn+l:i:•+l = .. 
:z: + :z:2 + L (bn + 2bn-1b2 + "' + 2b2bn-l + bn):i:•+l = 

n=2 .. .. 
:z: + :z:2 + L (2bn + 2bn-1b2 + "· + 2b2bn-l + 2bn):i:•+1 - L 2bnx•+l, 

t1=2 n=l 

Entonces G(:z:) = :z: + :z:2 + 2G(x)2 - 2:z:G(x). Así, O = :z: + x• - (2:z: + l)G + 2G2. 

Resolviendo esta ecuación para G obtenemoo (2.4). • 
Ahora, veamos de una manera intuitiva como eatán arreglados los nuevoa 6rdene1. 

La Tabla 1 mue1tra de arriba a abajo la ordenación <at>fJ de los elementos de 

D(n,w), donde%= (:., ... ,z,,z,+1•···=n) es cualquier elemento de ese conjunto,. 

w1 = ZJ + · .. • + z• y w2 = z•+t + • · · + x,.. La segunda recta vertical de esta tabla 

divide a las n-adu en doe partes: una con le coordenadas y la otra con n-k coordenadas. 

Cada dos rectas horizontales consecutivas de la Tabla 1 definen un intervalo I en 

D(n,w); claramente este conjunto es la unión de estos intervalos. Además podemos 

ver que la imagen, bejo B,, de cada uno de esos intervalos es co111tante y dos de atoa 

intervalos 1e11 cumplen 1 <a1>fJ I' si Bi.I <fJ Bi.I'. 

De forma análoga la Tabla 2 mueBtra el orden <o•/J en el cortjunto D(n, w). 
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w, o O, o 

O, w O, .o 
w-1, o 1, o 

O, w-1 1, 

1 :-1, O 1 O, 

: 1 

1 
·1 

w-1: O, .J.. 
w1 +1, o W:z-1, 

o, W1+l W:z-1, 

w1+l, o o, W:z-1 

O, w1+1 o, W:z-1 Tabla 1 
w., o w,, o 

"'" "'• w,, 

O, w, w,, 

w., o Xk+h "'· 1 
"'" "'• Xk+Jt "'• l· 

O, w, Xk+lt "'• 1 ·. 
w., o o, w, 

"'" "'• O, w, 

o, w, o, w, 

1 O, o 1 w, o¡ 

1 O, o 1 o, wl 
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1 w, O j O, º' 
º· w O, o 
w-1, o 1, ·o 

w-l, o O, 

1 :: 

w-1, l, 

w-1 O, ~I 
w,, o w,, o 

w., o x.1:+1, "• 
w,, o º· w, 

"" "• w,, o 
Tabla 2 

"" "• .:t'k+it "• 

"" "• o, w, 

o, w, w,, 

O, w, Xk+it "· 
O, w, O, w, 
W1-l, o w2+l, o 

W1-l, o o, tv2 + l 

º· W¡-l w2+l, o 

O, w1 -l o, w,+l 

1 :: 
o 1 w, 

O O, ~' 
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3. Enumeración de Productos y Q-polinomios 

A partir de intervalos, en esta eecci6n probamos que si f y g son dos funciones 

que enumeran respectivamente <aE DOQ(k) y <p inDOQ(m), entonces existen dos 

funcione• h1 y h2, definidas por las funciones f y g, tales que enumeran respectivamente 

loe Q-ordenes <ot>fJ y < 04p. Ademáa probamos que si las funciones f y g son polinomios 

. diagonales entonces hi y h2 son también polinomios diagonales. 

Lema S.l. La función h(z) = (•+••;; .. +••) de N" en N se puede extender de 

una manera única a un polinomio sobre R" de grado total n. 

Demoltraclóu. Claramente, tenemos que 

1 . 
h(z) = ;;¡(z1 + ··• +z. +n) ·•· (:i:1 + ·•· +z. + 1). (3.1) 

En comecuencia, h se puede ver como un polinomio sobre R". Como el polinomio (3.1) 

es de grado total n, e interpola el arreglo triangular Nn en R", entonces de la teor{a 

de interpolación multivariade. (16), obtenemos la unicide.d del polinomio (3.1) • 

Por el Lema 3.1 podemos considerar a la función h(:z:) = ("+z1~· .. +zn) como un 

polinomio de la forma (3.1). 

Lema 3.2. Sean <.1E DOQ(k + m) y n = k + m. Sea. 1 5 1 5 n. Entonces 

we¡ = min {:E D(n, w) : x¡ =O, pe.ra todo i < I} (3.2) 
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we¡=max{zED(n,w) : z¡=O, paratodoi>I} (3.3) 

Demootraclón, Esto es trivial cuando n = 2, pues el único orden en DOQ(2) 

eo el de Cantor. Supongamos cierto (3.2) y (3.3) para cualquier entero < n. Sea 

.z = (o, ... ,O,.z1, ... z,.) E D(n,w), analizemos dos casos: 

(a) Si k < 1 entonces de la deflnción del operador Ak, tenemos que A4w•¡ = 

(O, .•. ,O) = A4z. Por hipótesis de inducción en (3.2) se sigue que B4we¡ = w•1-k $p 

(0, ••• ,0,111-i,.··•lln-il = B4z en D(m,w), donde 11; = z;+i para j = 1-k, ... ,Ín. 

(b) Si k ;:: 1 entonces de la definición del operador Bt tenemos que Biw•¡ = 

(O, ••• ,O) $p (zi+l,. . .,zn) = B4z. Por hipótesis de inducción en (3.3) se sigue que 

A¡z = (yi, ... ,lfk-j+hO, .. .,O) :So weA:-1+1 = Akwez, en N", donde 'Uj = z1c-;+1t 

para j = 1,. .• k = 1 + l. 

De la definición 2.2 y de los casos (a) y (b) tenemos que we¡ s;,. (0, •.. ,0,z¡,. •• zn) 

en D(n, w), para los dos órdenes '1 =a• fJ y '1 = a <l {J. 

Similarmente, utilizando la inducción en (3.2) y (3.3) se demuestra (3.3). • 

Ahora, en el conjunto ordenado (N", <a1>,8) definamos intervalos. 

[z,y) = {z E Nn: z $ar>p z <o•P 11}. (3.4) 

donde z y y son elementos de N" con z <Qt>p y. 

Ob1ervac16n l. Si h es una función que numera el orden lineal <.., sobre N", 

entonces de la definición de h tenemos que h(z) es igual a la cardinalidad del intervalo 

[O,z), para cada zen Nn. 
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De lo anterior, si h ea una función que numera el orden<..,, entonces la cardinalidad 

del intervalo [o:, y) es h(y) - h(o:). 

En lo que sigue, <.,E DOQ(k) y <pE DOQ(m), y a menos que se indique lo 

contrario, coll!lideramoa intervalos en el conjunto ordenado (Nn, <ar;.p). 

Del Lema 3.2 podemos ver que 

D(n,w) = [wel>w•nJ, 

E(n,w -1) = [O,we1). 

(3.5) 

(3.6) 

Para simplificar la notación, cuando no exista confusión, los operadores A1; ·y B1; 

serán denotados simplemente por A y B, respectivamente. 

Es f'-cil demostrar que para cada o: E D(n,w), con w1 = s(Ao:) y w2 = s(Bo:), 

tenemos la siguiente unión disjunta 

(3.7) 

aquí abusamos de la notación al considerar B:c = (x1;+11 ••• 1 xn) como el vector 

{O,.oa01 x&+1 1 ... ,xn) en N". 

Si calculamos la cardinalidad de los cuatro intervalos del lado derecho de (3.7), 

entonces podemos calcular el número de elementos menores que x, es decir, podemos 

dar una función de N" ~n N que enumera el orden <at>{J• 

Ob1ervacl6n :i. Claramente, de (3.6) y del Lema 1.1, la cardinalidad del primer 

intervalo del lado derecho de (3.7) es (n-1!•M) - l. 
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Dado un peso w, entonces para cualquier y E E(m, w), sea 

I,,., = D(k, w - •(y)} X y, (3.8) 

es fácil ver que I,,., es un oubcol\iunto del col\iunto D(n, w). 

Demootrac16n. Si y E E(m,w), entonces el resultado se sigue de (3.8) y del 

Lema 1.1. • 

Demo1&racl6n. Primero, supongamos que z E J 1 entonces .s(z) = w y de la 

definición 2.2 tenemos Bz <tJ w2•1· Por tanto, si y= Bz obtenemos •(Az) = w-•(y), 

luego de (3.8) Z E 1,,., con y <¡J w2e¡. 

Para la inclusión inversa. Seaz E D(k, w-•(y)) xy, para algún y <fJ tuze¡, entonces 

por el Lema3.2 •(y)< w1• Aal, •(Az) = w-•(y) > w-w2 = w1• Por tanto, del Lema 

3.2 resulta. w1e1 <a Az :So we¡. Como Bz =y entonces Bz < w2e1. De la definición 

• 
Para cada O $ w2 $ w, sea w¡ = w - w2. Denotemos por p(k, w2) la cardinalidad 

del intervalo [we¡, w1•1 + w2•t+1l· 

Lema 3.5. Si w2 > O entonces 

(k ) = E (k - 1 + w¡ + i) (n -k - 1 + w2 - i) 
P ,w2 i=l k-1 n-k-1 ' (3.9) 

y p(k,O) =O. 
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Demo1tracl6n. E• íácil ver que p(k,O) es cero. Supongamos que w2 > O y sea 

J = Ur<~"'2•i 1,,.,. En f'orma 11milar a la demostración del Lema 3.4 podemos probar 

que 
... -1 

J= u u 1,,.,. (3.10) 
C=O •(w)=I 

Claramente, la unión del lado derecho de (3.10) e1 disjuntn. Luego, de (3.10) y del 

Lema 3.3 tenem<>1 que 

IJI = E1 
E (A:-1+w- •(vl) = 

l=O •(W)=I k - 1 

"'f1 
(k-l+w -t.) (m-1+1) = 

l=O k-1 m-1 

E (A: - 1 + w1 + i) (n - k - 1 + w2 - i). 
~1 k-1 n-k-1 

(3.11) 

La segunda igualdad de (3.11) se obtiene del Lema 1.1 y la tercera se obtiene del 

1iguiente cambio de Indice i = .w2 - t. Por el Lema 3.4 el conJunto J e1 el intervalo 

• 
Eltudiemos la cardinalidad del tercer intervalo de (3.7). 

En lo que sigue f y g serán funciones que numeran los órdenes <a: y <¡J, respecti-

vamente. 

Lema S.11. Para cada zen D(n,w), sean w¡ = •(Az) y w2 = •(Bz). Si J = 

(
k-l+w1) IJI = k _ 

1 
(g(Bzl - g(w2•1ll· (3.12) 
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Demo1tracl6n. Primero demostremos que J es la. unión disjunta 

J= U lu,.,· (3.13) 
to2c1!!:,w<~Bz 

En efecto, de la dellnici6n de intervaloo tenemos la inclusión C. Para probar la inclusl6n 

inversa, sea z un elemento de 11,., para algún y con w2e1 "5fJ y <tJ Bz, entonces 

w1•1 ~p Bz <p B:i: y a(Bz) = w2, luego •(Az) = w1. Por lo tanto z E J. 

Por otro lado, del Lema 3.3, de (3.13) y del hecho que cada intervalo lw,., del lado 

derecho de (3.13) tiene la misma cardinalidad, tenemos que (3.12) es verdadera. • 

Por último, analizemos la cardinalidad del cuarto intervalo del lado derecho de (3.7). 

Lema 3,T. Para cada :z: E D(n,w), sea w1 = •(A:z:) y w2 = a(Bz), si J = 

[w1•1 + Bz,:z:). Entonces 

!JI= /(w1•tl - /(A:z:) +l. (3.H) 

Demoltrac16n. Se puede demostrar que 

J = {z E D(n,w) : A:z: ~" Az <., w1•t y Bz = B:z:}, (3.15) 

lo que implica el Lema. • 
D.!'flnlc16n 3.1. Si f y g aon respectivamente funciones de Nt en N y Nm en N, 

sean= k + m. Entonces definimos respectivamente las funciones J t> g y J <I g, de N"' 

en N, por las relaciones (3.16) y (3.17) 

(
n-1 + s(:z:)) /<>g(:z:) = n +p(k,a(B:z:))+ 
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(
k-l+w1) k-1 (g(B:i:) -g(w2•1)J + /(w1•k) - /(A:i:), (3.16) 

(3.17) 

Aqul w1 = S(A.:i:) y w2 = S(B:i:). Las funciones (3.16) y (3.17) son Uamadns &-

respectivamente producto diagonal derecho e izquierdo de / y g. 

Teorema 3.8. Sea f la funci6n que enumera el orden diagonal <aE DOQ(k) y 

sea g la funci6n que enumera el orden diagonal <fJE DOQ(m). Entonces f ~ g y f • g 

son laa (unciones que enumeran respectivamente los 6rdenes <ar>p y <a<J/J sobre. N", 

donde n = k +m. 

Demoatracl6n. Lm sumandos de (3.16) corresponden a las cardinalidades de la 

descompoeici6n (3.7), según Observaci6n 2, Lema 3.5, Lema 3.6 y Lema 3.7, respecti­

vamente. En consequencia de la Observaci6n 1 tenemos que f ~ g(:i:) enumera el orden 

En un camino similar, en el conjunto ordenado (N",<0~), podemos probar resul-

tadoa an'1ogoa a los demostrados en esta sección para los siguientes intervalos: 

donde pz = (:z:¡, ••• ,:z:,,O, ... ,O), para obtener el resto del Teorema. • 
- es -



Ahora, estamos interesados en ver que sucede con las funciones f t> g y / <19 cuando 

/ y fl son funciones polinomiales. 

Si las funciones / y g son polinomios, entonces teriemos que todos loa aumand08 de 

(3.18) y (3.17) son polinomios en las ""'iables :e¡, ••• , :e,.¡ con excepci6n de laa funciones 

p(A:,a(B:c)) y p(k, •(A:c)) las cuales no parecen ser polinomios en dichas variables, pues 

el limite de la sumatoria de (3.9) depende de •(B:c) y s(A:c), respectivamente. 

El siguiente Teorema proporciona una fórmula polinomial para la funci6n p en dichas 

variables. Como se ver,, la sumatoria (3.9) se puede expresar como una suma sobre la 

constante A:. 

Teorema 3.9. Dado un peso w, entonces pua cada O :5 w2 :S w tenemos que 

p(A:,wz) =E (i-.1 +
1
w1) (n-i-1 _+ w2) 

i=l 1- n-1 
(3.19) 

Demoe&rac16n. Inducci6n sobre el entero wz. Para w2 = O tenemos que 

p(A:,O) =O y la sumatoria de la ecuaci6n (3.9) es también cero. Supongamoe vi.lido el 

resultado para w2 - l. Utilizando la f6rmula de suma de los coeficientes binomiales y 

la distribuci6n (a - b)(c + d) = ac +ad - b(c + d) obtenemos 

E (i-.l+w1)(n-i-1¿-w2) = 
i=l 1 -1 R-1 

El(i-l.+w1+l)-(i.-l+w1)ll(n-i-l+.wz-l) + (n-i+.w2-l)l = 
i=l 1 - 1 1 - 1 - 1 R - 1 n - 1 - 1 

E (i-1.+w1+1) (n-i-1 +_w2- l)+ 
i=l 1-l n-1 
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Í:, (•-1.+w1 +1)(n-i+.w2 -1)-
i=l 1-l n-1-l 

t. ('.-l+w1)(n-i-l.+w2). 
i=2 1-l-l n-1 

(3.20) 

Por hipótesis de inducción la sumatoria. del tercer renglón de (3.20) es igual a 

p(li:,w2 -1). Por otro, lado la reata de la.a sumatoria.a de los renglones cuarto y quinto 

de (3.20) se reduce a un solo sumando. 

Por lo tanto 

Í:, ('-.1+w1)(n-i-l.+w2) = 
i=l 1-l n-1 

(" _ l) (k - 1 + w1 + 1) (n - k - 1 + w2 - 1) 
P ,w2 + k-1 n-k-1 · (3.21) 

Ahora, sustituyendo (3.9) con w2 - 1 se tiene 

(li: -l) = "'f:1 
(k-l+w1 + l+i) (n-k-1 +W2 -1-i) = 

p ,wi i=l li:-1 n-k-1 

E (k- l+w1 +i) (n-li:-l+w2-i)· 
i=2 k-1 n-k-1 

(3.22) 

Por lo tanto de (3.21) y (3.22) obtenemos 

E ('-.1 +w1) (n-i-1 ¿-w2) = 
i=l 1-l n-1 

E (k-l+w1 +i) (n-k-l+w2-i)+ 
~2 k-1 n-k-1 

(
k - 1 + w1 + 1) (n - k - 1 + w2 - 1). 

k-1 n-k-1 

Entonces de la igualdad anterior y de (3.9) la. fórmula ea cierta. • 
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Por el Teorema. 3.6 y el Lema 3.1, la función p(k,•(Bz)) ea un polinomio oobre R• 

en la variables :z:¡, .... :z:,.. Ademú, cuenta el número de elementos del segundo intervalo 

del lado derecho de (3.7). 

Teorema s.10. Si / y g son loa polinomios que enumeran respectivamente loe 

6rdena <e.E DOQ(A:) y <pE DOQ(k). Entonces / ~ g(z) y / <l g(:i:) son polinomioe 

que enumeran loa órdenes <ar>/J y <o.<a/J sobre Nlc+m, respectivament.e. 

Demoo&raclón. Por el Teorema 3.9 y el Lema 3.1 las funciones /~g(z) y/ <lg(z) 

son polinomios y por el Teorema 3.8 tenemos la otra parte del Teorema. • 
El siguiente Teorema generaliza todas laa construcciones previas de polinomios 

diagonalea sobre N". Por consiguiente, proporciona ~uevaa funciones polinomiales de 

empacamiento sobre la latiz de enterOl!I no negativos. 

Corolario 3.11. LOs 6rdenea en DOQ(n) son enumerados por polinomioe diago­

nales. 

Demol&rae16n. Por inducción sobre n. Para el orden diagonal en N 2 , sabemos 

que el polinomio de Cantor lo enumera. 

Paran> 2, supongamos que para cada 1 $: le < n existen los polinomioa /y g, con 

m = n- k, que enumeran respectivamente los órdenes <aE DOQ(k) y <pE DOQ(m). 

Si el orden en N" es de la iorma <~p, entonces del Teorema 3.10 tenemOll que el 

polinomio / t> g enumera el orden dado. 

Ahora, ai el orden en Nft es de la forma <a..:/J, entonces del Teorema 3.10 tenemoe 

que el polinomio / " g enumera dicho orden. • 
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CoroJarlo 3.1:1. Con la nolaci6n del Teorema 3.10. 

a) Si k = 1, entonces loe polinomios (3.16) y (3.17) coinciden y pueden ser reescritos 

como 

h(z) = (n-1: a(z)) + g(Bz); (3.23) 

b) Si k = n-1, entonces lo polinomios (3.16) y (3.17) coinciden y pueden ser reescritoe 

como 

(3.24) 

Demo1tracl6n •. Si se pone el valor apropiado en las fórmulas (3.16) y (3.17) 

obtenemos el Lema. • 
Los polinomios diagonales del tipo (3.23) y (3.24) fuer6n obtenidos por Morales y 

Lew [10). 

En el Teorema 3.11 demostramos que para cada orden <'J en DOQ(n.), existe un 

polinomio h que lo enum•ra. Denotemos por DBQ(n) al conjunto de tales funciones 

polinomiales; una función en eete conjunto es llamada un Q- polinomio de dimena1·ón 

n. Claramente del Teorema 3.11 la cardinalidad del conjunto DBQ(n) es la misma 

cardinalidad del conjunto DOQ(n). 

Cada Q-polinomio hes uniformemente normalizado es decir, para cada w = 11 2 ... 

tenemos que h(we¡) < h(we;) si i < j, pues h enumera un orden del conjunto DOQ(n) 

loe cuales son ordene.a: unüormemente normalizados. 
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J;1iemplos de Q·polinomios: 

El único poliuomio en DBQ(2), 

Los dos nuevos Q-polinomios de dimensio~ 4, sea :e = (2:1, z:h :i:3 1 ::r:.) 
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4. Composiciones de Q-polinomios 

Al principio de eat& sección estudiaremos alguna.a propiedades de loa Q-polinomioa. 

Lu compoaicionea de 1011 mapeoa de nuestra funilia básica DBQ(n) de polinomios 

diagonales proporcionan nuevu funciones de empacamiento en dimensiones mayores. 

Repreaentftmos csu comp011iciones por medio de úboles etiquetados. El Teorema 4.8 

demuestra que estos árboles caracterizan todas la composiciones de los mapeos de 

DBQ(n). 

Es fácil ver del Teorema 3.11 que la funcioñ identidad I de N en N es el único 

Q-polinomios de dimemi6n l. Entonces aplicando inductivamente el mismo Teorema 

obtenemos que cualquier Q-polinomio de dimensión n es de la forma f~g o f 4g con f y g 

doa Q-polinomloo de dimensión respectivamente k y m, donde n = k+m. Del Corolario 

3.12 obtenemos I~ h = I 4h para cualquier Q-polinomio h. Para simplificar, denotemos 

por J = I~ I = I 4 I al único Q-polinomio d~ dimension 2. Entonces DBQ(l) = {I}, 

DBQ(2) = {J} y DBQ(3) = {J ~ I, I~ J}. Sabemos que la cardinalidad b• de este 

conjunto DBQ(n) cumple la relación de recurrencia (2.3). 

Algunas propiedades de los Q-polinomios. 
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Lema 4.1. Si k, m > 1 f E DBQ(k), g E DBQ(m), y n = k + m entonces 

f • g(e¡ + •n-1) < f ~ g(•1 + <n), (U) 

f <l g(e1 + •n-1) > / <l g(e1 + •n)• (4.2) 

Demo1tracldn. Por el Teorema 3.10 los polinomios f•g y f <lg enumeran órdenes 

diagonales normalizados. En consecuencia de la demostración del Lema 2.3 (a) se aigue 

(4.1) y (4.2). • 
Lema 4.3. Sean f E DBQ(k) y g E DBQ(m). Si h = f • g oh= / <l g entonces 

max {j: h(2•;) < h(•1 + •n)} = k. 

Demo•traclón. Supongamós que h = f t> g, para el otro cuo la demostración es 

similar. De (3.19) obtenemos: 

h(2e;) = n + 1 + /(2•k) - /(2•k+i-i), para 1 :5 i :5 k, (4.3) 

(k+l)k 
h(2•k+i) = n + 1 +--2- +km+ g(2•2) - g(2•1), (4.4) 

(k+l)k 
h(e1+eft)=n+1 + --2- + k(m-1) + g(2•2) -g(2e1). (4.5) 

De la definición de polinouuos uniformemente normalizados tenemos que 

/(2•k)- /(2•1:+i-i) < fkVlk y O< g(2•2) -g(2e1). Por consiguiente de (4.3)-(4.5) se 

sigue el Lema. • 
Lema 4.3. Sea h en DBQ(n). (a) Si w EN entonces 

(
n-l+w) h(w•1) = n , (

n+w) h(wen) = n -1, (4.6) 
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por tanto /(2•1) = n +l. (b) Si n > 1 entonces 

n(n+3) 
h(•n-1 + •n) = -1 + --2-. (4.7} 

Demoo&raclón. La función h tiene la forma / ~ g o / q g donde f E DBQ(k} y 

g e DBQ(m} aquí O < k < n y m = n - k. Supongamos que h = f ~ g, para la otra 

función Ja prueba es similar. Pero (a) es cierto para n = 1 6 2, y si (a) es verdadero 

para cualquier entero menor que n, entonces g(wek) = (m~w)-1 y g(we1) = {m-!+w). 
De (3.19) y (3.9} tenemos 

h(we,.) = (n-l+w) + Í: (k-l+i) (m-l+w-i)+ 
n i=l k-1 m-1 

(4.8} 

De la fórmula de la suma de los coeficiemtea binomiales los dos últimos sumandos de 

(4.8) es (m,;~1"'). Entonces de lo anterior y de una fórmula bien conocida de los 

coeO.ciP.ntes binomialea, los tres últim08 sumandos de (4.8) es igual a (";~1w). Por lo 

consiguiente, usando de nuevo la fórmula de la suma de los coeflciemtes binomiales, 

obtenemos el resultado para n. De forma similar podemos probar el resto del Lema. • 

Lema"·'· Sean h E DBQ(n}, entonces para cada j con l::; i::; n tenemos que 

h(we;) = min {h(x) : x E Nn s(x) = w :r:¡ =O para todo i < j}, (4.9} 

h(we;) = max {h(x) : x E Nn s(x) = w x¡ =O para todo i > j}. (4.10) 

Demo.tracl6n. El Lema 3.2 y el Teorema 3.11 dan las relaciones (4.9) y (4.10} . 

• 
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Compoalcloneo de loa Q-pollnomlo1 

E!I fácil ver que lu composiciones de loa Q-polinomios son funciones de empaca­

miento sobre loa primeros cuadrantes que resultan. As( los polinomios 

l1>J(zi.z2,zs), J1>I(zi.z2,zs), 

(4.11) 

son funciones de empacamiento sobre N 3 y los árboles etiquetadoa de la figura 2 son 

representaciones naturales de (4.11). 

La nomenclatura usada aquí para el concepto de árbol es la. utilizada en la literatura 

de la teoría de computadoras, la cual es maa importante en algoritmos computacionales, 

ver por ~emplo (8], (lOJ y (17[. Sin embargo daremoo una definición en t~rminoa de 

teoría de gráficas. 

Un drbol T eo una gráfica dirigida aciclica y conexa que tiene UD vllrtice Rai.r(T) 

•distinguido llamado ro(z¡ cada otro vértice dif'erente a ~1 tiene in-grado 1, la raís tiene 

in-grado O, y loe nodoe sucesores directos de cualquier nodo son linealmente ordenados. 

El grado de UD nodo en UD árbol es au ex-grado. Nodoo de un árbol, loa cuales no tiene 

sucesor, son llamados nodoe terminalea. 

Los sucesores direct09 de un nodo dado t en un árbol son ordenados de izquierda a 

derecha como t1 1 ••• ,ta. Cada uno de estos nodos 11on lara{z de un úbol T¡; loa úbolcs 

Ti,··· ,Tt oon llamadoa oubárboles del nodo t. 

Como en (10] y [17J el termino de un árbol plano significa un árbol ain nodo• 

de grado uno. El conjunto Cn, para n = 1, 2 ••• , contiene a todoa loa árboleo con 
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preciaamente n nodos terminales. En particular, si T denota un árbol en C,. entonces 

ordenamoe sus subárboles disjuntos de izquierda a derecha. 

Para nuestros propoaitoa, necesitamoe etiquetar todos loa nodos de los árbolea T en 

o •. Eato ae hace de la siguiente manera: para cualquier subárbol U de cualquier árbol 

T, si Raiz(U) tiene subárboles Ui. ... , U¡ entonces etiquetamos el nodo Raiz(U) con 

cualquier polinomio de DBQ(I). Por último, etiquetamos los nodos terminales con las 

f'uncionea z.¡
1

, ••• ,z,.1 donde para :z; en Nn ~enemas que x¡1(x) = x¡
1

; claramente est~ 

funciones definen una permutacioó. en Sn.. 

Distinguimos árboles topol6gicamente idénticos cuando ellos no tienen etiquetas 

idénticas en BUS nodos correspondientes. El conjunto Dn, paran = 1, 2 ••• , contiene a 

todoe los tales árboles etiquetados con precisamente n nodos terminales. 

Definamos ahora un mapeo de Dn en las funciones polinomiales de empacamiento 

sobre Nn. Si T E Dn entonces definimos el polinomio T• sobre Nn. En erecto si Xi¡ es 

la etiqueta del j-eaimo nodo terminal entonces x¡
1 

(:z;) = :z;¡r Si U es cualquier subárbol 

y la Raiz(U) tiene los subárboles Ui. ..• , U¡ y la etiqueta h, donde hes un Q-polinomio 

de dimensión l, entonces 

u·=h(u¡, ... ,un. (4.12) 

En (4.12) consideramos cada u; como una función de todas las varia.bles x1, ... ,xz, 

aunque no todas las variables pueden realmente inftuir en la función. Así, para toda 

función /(x) decimOB que z; es una variable inactiva cuando su valor no af'ecta a 

la función /(:i:); de otra forma decimos que es una variable activa. El coajunto de 
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1 
variables activas de un subárbol T;, llamado también su dominio, es el conjunto 

R; = {(z¡, .•. ,zn) E Nn: para toda z; I[ t(T;), z¡ =O}, 

donde t(T;) es el conjunto de nodos terminales de T;. Sea ll{) ={(O,. .. ,O)}. 

Denotemos por P,. al conjunto de todos los polinomios x•. Las propiedades de 

este conjunto aon el principal objetivo de esta sección. Una simple caracterización 

de esas composiciones de funciones proporciona un subconjunto de polinomios de em-

pacamiento. Ademú, adecuados diagramo.a de árboles etiquetados pueden generar 

todos los elementos de la familia Pn. Ao( deseamos probar que cada Ten D,. produce 

un polinomio diferente. En consecuencia, requerimos recobrar T a partir del mapeo 

T•. Claramente, si T tiene nna sola variable es el mapeo identidad, y si T tiene dos 

variables es el polinomio de Cantor ~ su equivalente. Por consiquiente en ambos cuos 

recobrar T es trivial. Así, nuestra prueba reducir' el problema de n varia.bles a varios 

problemas, cada uno con menos variables (activas). 

Sean Ti, .•• ,T¡ loo subárboles de la Raiz(T); claramente 1 =grado de la raíz de T. 

S~a h E DBQ(I) la etiqueta de la Raiz(U). Entonces por (4.12) tenemos que 

T'=h(Ti,. .. ,T¡'). (4.13) 

Si T* es una funci6n de la. forma (4.13) entonces de la definición podemos ver 

que T'(O,. •. ,O) = O. Además, si "'L(l)"' .,:z:L(I) son los primeros nodos terminales 

respectivamente de T¡, ••• ,T,, entonces p~r el hecho que el polinomio hes normalizado 

tenemoo que T'(•L(i¡) = h(e;) = j, para j = 1, •.• ,1, pues Tj(•L(;)l =l. 
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En el siguente Lema, del mapeo T', determinamos 1 = grado(raiz(T)). 

Lema 4.5. Sea T' un polinomio en Pn de la forma (4.13) y sea 1 = grado(T). 

Entonces 

1+2 = min {T'(x): x tiene al menos dos coordenadas diferentes de cero}. (4.14) 

Demoatracl6n. Por el parrafo anterior podemos determinar los enteros 1 ::5 L(i) :5 n 

tales que T'(•L(i)l = i, para i = 1,. .. 1, luego 

T'(•J(i)l = h(Ti(•J(i)J, ... T¡'(eJ(i)l) = h(li¡, ... li¡¡) = i. (4.15) 

Podemos suponer que l > 1, pues el árbol T no tiene nodos de grado uno. Entonces 

del Lema 4.3 tenemos que 

T'(•J(l) + ºJ(2)) = h(l, 1,0,. .. O) = 1+2. (4.16) 

Ahora, si T1 tiene grado mayor que dos entonces raiz(T1) tiene subárboles T1
1
i, •.•• , T¡

1
,, 

y si L(l, 2) es el primer índice de las hojas de T1,2 entonces del Lema 4.3 tenemos 

T'(•J(1,2¡) = h(Ti(•J(i,2¡},0, ... ,O)= h(2,0,. . .,0) = 1 +l. (4.17) 

De otra forma, si T¡ es un nodo terminal entonces 

T(2•J¡i¡} = h(2, .. . O)= 1 + i. (4.18) 

En consecuencia de (4.15)-(4.18) x tiene dos componentes distintas de cero cuando 

T'(.z) = 1+2 y tiene menos componentes distintas de cero cuando T'(x) < 1+2. De 

esto se sigue (4.14). • 
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En el siguiente Lema determinamos, para j = 1, ... l, las funciones Tl y sus variables 

activaa o sea los subconjunto R; de N". Para esto necesitamos algunas definiciones. 

Para cualquier col\junto R = {(:i:¡, ... ,:i:n): :i:;. = • • • = z;, =O} definimos 

R• = {(:i:¡, ... ,:i:n): :r¡ =O, para toda :i:¡ í/. {:i:;., ... ,x;,} }. 

Definamos, para j = 1, ... , l, las funciones b; de N en N. 

. (1-l+w) (l+w) b1(w) =mm {Tº(y) : 11 E ~· I $ T(y) $ I - 1 } 

yparal<j$1 

b;(w) = min {Tº(y): y E (Ro+··· +R;-1)•, e-~ +w) $ T(y) $ e~~) }. 
Lema 4.8. Sea Tº un polinomio en Pn que tiene la forma (4.13). Entonces pode-

moa determinar lu funciones Ti ... ,Tl y sus dominios Ri, ... ,R,, respectivamente. 

Demodrac16n. Por el lema 4.3 a) b1(w) = (1-1/"'), asl 

:i: E R1 y Ti(z) = w ~ T"(:i:) = h(w•1) = b1(w). 

Por lo tanto :r;, es un nodo terminal de Ti si y sólo si T(•;,) = b1(w) para algún w EN. 

También Ti(z) = b!1(w), para :i: E R¡. 

En conaequencia, hemos determinado el mapeo Ti y su dominio Ri. 

Supongamos que hemos determinado los mapeoa 7'¡* y sus dominioe R.¡ para i < j. 

Se puede ver de su definición que :i: E (Ro+···+ R;-1)' si y sólo si Ti(:i:) = ·· • = 

T/_1(:i:) =O. Por consiguiente, del Lema 4.4 tenemos que 

:i: E R; y T/{z) = w ~ T"(:i:) = h(we;) = b;(w). 
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De la misma forma, tenemos que Zp¡ es un nodo terminal de T; si y sólo si T(e,,,) = 

b;(w), para algún w EN. También Tj(z) = bj1(w), para z E R;. 

Claramente, por el Lema4.4 podemos continuar este proceso hasta determinar todos 

loa mapeoe x; y BWI variables activas, ea decir BUS dominios R;. • 

En los Lemas 4.5 y 4.6 hemos demostrado que apa.rtir del mapeo x• podemos 

obtener l = grado(raiz(T)) y los mapeos T1•, ••• ,Tt, cada uno con menos variables 

activas. 

Lema 4.'T. Si T' es una función en Pn de la forma (4.13) entonces podemos 

determinar Ja estructura del árbol T y sus etiquetas. 

Dem011tracl6n. (doble inducción) Supongamos lo contrario, es decir, existen en­

teroa n·, l y un árbol etiquetado T en Dn con l .subárboles de izquierda-a-derecha 

T11 ••• ,T, de la raiz(T), tales que el polinomio T• no determina la estructura ni laa 

etiquetas de 
0

T. Sea n el menor entero tal que lo anterior es cierto; claramente n > 2, 

pues el coqjuto P,. contiene un sólo árbol para n = 1 6 2 y el Lema es verdadero. Sl 

n tiene este menor valor, entonces el Lema falla para un menor entero l, y este entero 

l > 3 ya que sil ~ 3, entonces por el Lema 4.1 podemos determinar loa vectores eL(i) 

tales que T(•L(i)l = i, para i = 1, .• . l. Por lo tanto podemos determinar la funcioñ h. 

Por el Lema 4.6 la función T• determina explCcitamente los polinomios Tj, .•• , Tt. 

Sin embargo, cada T/ tiene un menor número de variables activas que la funci6n x•. 

Entonces, por hipóteaia de inducción, para cada i = 1 .. . 1, el polinomio T/ determina 
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lu etiquetaa y la estructura del árbol T¡ y, como el entero l también se puede dcternúnar 

por la función T*. Por consiguiente podemos determinar las etiquetas y la estructura 

de T, lo cual ea una contradicción. • 
Teorema 4.8. Da.dos s· = 1, 2 y n = 1, 2, ... , sean T¡ E D,. y 71' E S,.. Entonces 

T¡ir¡ - T2"2 si y •6lo oi T¡ = T2• Mientr!lll T17r1 = T2"2 si y s6lo si T1 = T3 y .-¡ = ir2. 

Demo1t.racl6n. Si T¡ = T2 entonces T¡7r¡ - T27r2 por (1.5). Rcciprocamente, si 

T¡ir¡ - T2"2 entonceo T¡ = T2 por el Lema anterior. Si T¡.-¡ = T2"2 luego T¡ = T2 y 

ir¡ = "2 por el Lema 4.7. Sin embargo, si.-¡ f. ir2 entonces T1ir1(•;) f. T2.-2(•J) para 

algún j. • 

El Teorema 4.8 nos dice que los elementos del conjunto D,. caracterizan las clases 

de equivalencia del conJunto Pn de composiciones de Q-polinomios. Ea decir, dos 

polinomios en Q,. definen la misma. clase de equivalencia precisamente cuando sus 

úbolea etiquetados son idénticos. 
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5. Polinomios Diagonales Arbitrarios 

Uno de los problemas más interesantes acerca de los polinomios de empacamiento 

es tratar de describir todos los polinomios ~iagonales n-dimensionalel!I. En esta sección 

daremos algunos resultado11 para polinomios diagonales en dimensione& arbitrarias. 

Sin >O y z = (zi, ... ,z")' entonces z es un vector racional (respectivamente 

entero) cuando cada z¡ es racional (entero) para i = 1, ••. , n. Cualquier vector racional 

define un entero q = q(x), donde q es el menor entero tal que qx es un vector entero. 

Claramente q es el m.c.m de los denominadores de los z¡. 

Sea 

K = {.2' E R": :t¡ ;e: O,a("') = 1}. (5.1) 

La topología usual en R" define la topología relativa en K, cuyos abiertos son las 

intersecciones de K con los conjuntos abiertos de R". Para esta topología, claramente 

el conjunto de vectores racionales de K ea denso. 

Si"' E N" y f E DP(n) -recordamos que DP(n) ea el col\iunto de polinomios 

diagonales sobre N"- entonces de la definición de Cunciones diagonales tenemos 

(n-1 :•(:i:)) ~ /(:t) ~ (n+ :(x))- l (15.2) 
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Aquí admitimos únicamente vectores enteros z. Pero podemos 11Uponer .s(z) muy 

grande. Entonces amboe coeficientes binomiales tienen una aproximaci6n asint6tica 

(n+•l•ll" -..r-• cuando a(z) -+ oo. Por lo tanto 

l(z) = •(z)" + O(a(z¡n-1). 
ni 

(5.3) 

Si I e DP(n) de grado total d, y Id es su pa.rte homogénea de grado d, entonces Id no 

ea idénticamente cero. 

Lema 11.1. Si I e DP(n) entonces.el grado total de I ea n. 

Demo1tracl6n. Claramente {u e K : l(u) 'f O} es un conjunto no vacío y 

abierto, luego contiene un vector racional u. Si t EN y q .= q(u), entonces qtu EN" y 

l(qtu) ea un polinomio de grado den qt. Luego 

(5.4) 

cuando t toma valorea enteros grandes. Si d 'f n, entonces (5.4) contr~dice (5.3), ya 

que •(qtu) = qt. • 
Lema 5.2. Si u e K entonces ln(u) = ,h. 

Demootracl6n, Si no, entonces {u E K: f,.(u) .¡. ~} es un conjunto no vacfo 

y abierto, por tanto contiene un vector racional u. Si t E N y q = q(u), de nuevo 

qtu e N" y f(qtu) eo un polinomio de grado den qt, aa{ I satisface (5.4) cuando t 

toma valores enteroa grandes. Claramente (5.3) y (5.4) tienen los mismos exponentes, 

pues d = n. Pero (5.3) y (5.4) tienen diferentes constantes ;h y ld(u), respectivamente, 

y también a(qtu) = qt. As!, para un entero t aullcientemente grande encontramos una 

contradicci6n. • 
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Ahora, si :z: es cualquier elemento en Nn, entonces :e= a(:z:)u con u E K. Y por loa 

Lemas 4.1 y 4.2 tenemos que 

En consecuencia (5.3) es verdadera para todo :z: E N". 

Teorema 11.3. SI f E DP(n) entonces 

/(:r.) = (n -1 ;:- a(:r.)) + h(x), (5.6) 

donde el grado de h es menor que n. 

Demo1&racl6n. Por el parrafo anterior tenemos que la fórmula (4.3) eo verdadera 

sobre N". Y como (5.3) y (5.4) son equivalentes entonces obtenemoo el Lema. • 

Por el Teorema 5.3 todo elemento f en DP(n) tiene la. forma (5.6), entonces lla­

ma.moo al polinomio h el re3Íduo de f. Ademú, para todo tal f definimos el operador 

e 
Cf( ) - (n -1 + •(:r.)) (n -1 + •(:r.)) - h( ) - 1 

% - R + n-1 :Z:n,··· 1 :c1 " (5.6) 

Claramente de la definición de un polinomio diagonal / sobre N", tenem011 qUe su 

residuo h mapea biyectivamente D(n, w) sobre el conjunto {O, •.• , (";;~1"') -1}, par& 

cada we N. 

Lema 11.4. Si f E DP(n) (resp. f E NDP(n)) entonces O/ E DP(n) (reop. 

C/ E NDP(n)). Ademáa, CC/ = /, 



Demo1tracl6n. Si /E DP(n) entoncea de la ecuación (5.6) tenemos 

-(n+a(.z)) 0/(z) - n -h(zn, ... ,.z1) -1, (5.7) 

y, comoparacadaw, -h-lea una biyecci6nde D(n,w) sobre {-(";~1"'), ... ,-1}, por 

la fórmula de suma de los coeficientes binomiales obtenemos que e/ ea una biyecci6n 

de E(n, w) sobre {O, ..• , (n!"') - 1}. La segunda parte se obtiene por una simple 

evaluación del operador e. • 
Nóteae que la permutación en las variables de la ecuación (5. 7) . es para que O f 

resulte un polinomio normalizado. 

Por el Lema 5.4 tenemos que Of E DPQ(n) si/ E DPQ(n), luego si hes el residuo 

de /,denotamos por Oh el residuo del polinomio O/. 

Propo1lcldn 5.5. Si / y g son polinomios diagonales de dimension k y m, respec-

tivamente. Entonces O(/~ g) = g ~ /. 

Demodracl6n. Sean n = k + m y cr la permutación u(l, ... ,n) = (n, •.. ,1). 

De laa definiciones tenemos que B,a:z: = Arn.:z: y A•u:z: = Bm::r:. Sustituyendo estas 

igualdades en (3.16) y (3.17) y de la definición del operador O obtenemos el Lema. • 

Hemos demostrado en la Proposición anterior que el conjunto de polinomios di-

agonales DPQ(n) ee invariante bojo el operador O, ee decir, que dicho operador no 

proporciona nuevoe polinomios diagonales más que los de la aecci6n anterior. De este 

resultado podemos pensar que las funciones del coajunto DPQ(n) son los únicos poli-

nomioe diagonales normalizados sobre N". Como se verá en la siguiente sección esto 
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ea cierto en dimensiones menores que cuatro, pero para dimenaiones mayores aún no 

se conoce la tespueata. En esta dirección estamos trabajando. 
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6. Clasificación de Polinomios Diagonales sobre 

Claramente la función identidad es et único polinomio diagonal sobre N. En esta 

sección probamos que existe un único polinomio diagonal normalizado sobre
1

N 2 y sólo 

dos sobre Ns. 

Si f es una función diagonal, de la definición se sigue que f(O, ... , O) =O y f toma 

las n-adas e1, ... , e" sobre alguna permutación de loe enteros 1, ... , n, as( f determina 

una función equivalente g E NDB(n). Por consiguiente, para nuestros prop6sitos 

de describir todos los polinomios en DB(n), es suficiente estudiar los elementos del 

conjunto N DP(n) de polinomios diagonales normalizados. 

Paran= 2, si fE NDP(2) y hes su residuo, entonces h(:i:,y) = a:i: +by y, como 

h(e;) = i - 1, tenemos que a= O y b = l. Por lo tanto fea el polinomio de Cantor. 

Luego el número de polinomios diagonales sobre N 2 es dos. 

En lo subsiguiente / será. un polinomio diagonal sobre Ns y h el residuo de f. 

Por el Teorema 5.3 el polinomio residuo h de f puede escribirse como: 

h(:i:, y, z) = a2:i:2 + a¡:i: + b2y2 + b¡y + c2z2 + c¡z + d1:i:y + d2:i:z + +dsyz (6.1) 
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Obaervación l. Dadoo los coeficientes a2,62,c2 del polinomio h (ecuación 6.1), y 

dada la imagen de los vectores i't = e1 + e2, i2 = e1 + es y Cs = e2 +es, podemoa 

determinar el polinomio h. En efecto, de (6.1) tenemoo que di = h(<1) -h(c1) -h(e2), 

di = h(e2) - h(el) - h(es) y ds = h(<s) - h(e2) - h(•s), como h(ei) =O, h(e2} = 1 y 

h(es) = 2, entonces a1 = -a2,b1 = 1 - b2 y e¡ = 2 - c2, y as( obtenemos todos los 

coeficientes del polinomio h. 

Sabemos que, para cada w E N, h ea ~a biyecci6n de D(·a, w) aobre una sucesión 

consecutiva de enteros no negativoa. Luego a2 1 b2 1 c2 2: O, pues oi WlO es negativo, 

entonces podemos encontrar w tal que h(we¡) <O. 

Lema 6.1. 02, 6,, c2 E {O, ! }. 

Demootracl6n. Como h(es) = c2 + c1 E N y h(2es) = 2(c2 + c1) + 2c2 EN, 

luego c2 = l con A: EN. Supongamos que A:> 1, entoncea existe w tal que h(wea) = 

lw2 + c1w > Hw2 + 3w + 2) = ID(3,w)I, lo cual es una contradicción. Por tanto 

i: E {O, 1}. De forma análoga podemos probar que a2 y bi son O ó ~· • 
Para cada función polinomial f de grado total d, denotamos por c(J) al número 

de coef!cientea no ceroo de los zf Es fácil ver que c(f) es una función invariante bojo 

permutaciones. 

Lema 6.J. c(h) E {1,2} • 

Demootracl6n. Es suficiente probar que c(h.) 'f- 3 ya que, •i c(h) = O, entonceo 

el reoiduo Ch del polinomio diagonal C f cumple e( Ch) = 3. Supongamoo lo contrario, 

.. decir, c{h) = 3, luego a2 = bi = cz = ~. entoncea por la Oboervaci6n 1, h(2•1) = 1, 
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11(2•2) = 3 y 11(2••) = 5. Como /1 ea una biyecci6n de D(3,2) sobre {0,1,2,3,4,5}, 

entonces h mapea biyectivamente 1011 vectores i¡, i'2 1 fs sobre O, 21 4. En todas las 

posibles biyecciones de la función h tenemos 

ll(ei + •2 + •sl = h(•il + h(•2) + h(••l +di+ d2 + d3 = 

[ll(•il + h(•2) +di)+ [h(•i) + h(•·> + d2)+ 

(h(e2) + h(•s) + d3) - [h(•il + h(•2) + h(•s)) = 

h{li) + h(l2) + h(••l - o - 1 - 2 = 6 - 3 = 3, 

además, h(3•i) = 3, lo cual ea una contradicci6n pues hes una biyecci6n; as( c(h) ,¡, 3 . 

• 
Lema e.s. Si 62 <F O entoncea •2 <F o. 

Demo1tracl6n. Supongamos que ~ <F O y •2 = O, luego por el Lema 6.1, bz = !; 
asl h(3•2) = h(3e3) = 6, lo cual es una contradicci6n pues h es biyectiva. • 

Lema 6.4. a2 = O. 

Demo1tracl6n. Si a2 :f: O entonces, por Lema 6.2, 62 = O 6 c2 = O. Sin embargo, 

por el Lema 6.3, tenernos que~ =O, y como a2 = !, luego por la Observaci6n 1 tenemos 

a1 = -! y bi = 1 lo cual implica h(3•i) = h(e2) = 3. Esto es una contradicci6n pues 

h es una biyecci6n. • 
Teorema e.s. Si h es el residuo de un polinomio diagonal normalizado aobre N 3 

entonces h tiene una de las siguientes formas: 

1 
h{z,11,z) = 2(112 +11+ z2 +3z) +yz, (6.2) 
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h(:r:,y,z) = ~(z2 +3z) +y +zz+ yz. (6.3) 

Demoatracl6n. Por los Lemas 6.1-6.4 tenemos que «2 =a¡ = 0 1 c2 = l, e¡ = 1 y 

a) b:i = 61 = i 6 b) 62 = 61 =O. Es euflciente euponer a) pues si h satisface b) entonces 

Ch(:r:,y,z) = (2+;(•)) - h(z,y,z) - 1 satisface a). Aol, si a), entoncee h(2•1) =O, 

h(2•2) = 3 y h(2•s) = 5. Por tanto, para determinar el polinomio h, neceeitamoe 

la imagen biyectiva de los vectores i¡,i2,ls sobre 11 2,4. Aqu{ examinaremos loa seis 

poeib1es mapeos biyectivoe. 

Si h(<1) = 2, h(<2) = 1 y h(<s) = 4, 6 h(<1) = 4, h(<2) = 1 y h(<s) = 2, 6 h(<1) = 4, 

h(ez) = 2 y h(<s) = 1, entoncee por la Observación 1 podemoe determinar el polinomio 

h y e.si h(2•1 + •s) =O y h(3e1) = O, lo cual ce una contradicción. Alternativamente, 

ei h(<1) = 1, h(<2) = 4 y h(<s) = 2, entonces h(e1 + 2•2) = h(•1 + •2 +es) = 4, otra 

vee una contradicción. Alternativamente, si h(<i) = 2, h(<2) = 4 y h(<s) = 1, entoncee 

h(3•s) = h(2•2 + 2•1) = 9, de nuevo una contradicción. 

Aol, h no puede ser un mapeo biyectivo a menos que h(<i) 1, h(l2) 2 y 

h(<s) = 4. Por tanto, di= d2 =O y ds = 1. Esto demuestr~.(6.2). • 
Hemos probado que loa únicos dos polinomios diagonales normalizados sobre N 3 son 

los construidos en el Teorema 3.11. Por lo tanto la cardinalidad del col\iunto DP(3) es 

12. 
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