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Introducción 

Esta lesis trntn de los conceptos, estructuras y meennlsmos rclaclonndos 

con el modelo ele gnlfic11s marendns sinH;t rlcns._ Su ol>JeUvo es l nvestlgnr y 

presentar, tnn elarn y complctnmcnte com~ sea posÍblc;. las·_e~rackrístlcns ele 

dicho modelo, poniendo especial én fnsls en ~lert11 clase de marcnJc:s, los 

llmnados mnnmjcs_ \rlv9s~scgúrns.· 
' '~ 

Una Gr<ijlc;1M<ircrula'iÜG:::rÓ;iÚ)_.cs l1n.'ni¿d~l/:ifoi·1e11'.1IC>11dctG_;;(V.fi:J-. es 

~·~::: ,:~~:;~r11~: _· :::111~;º~·i;{º,0~cWií1~,~~zt·c(;~~~J li!:1~1?t::~f~~~· :~¡t,~~ :;,~%,;~rrc ;:-ir. 1 ~:·~ 
marcaje rle cadf1 u11_f.1.Ílclf_1si1i·Ístas. El.11mi:<~aJeclc'ulij, i1¡:¡~·¡¡:;·g~ef .. 1iÚ11~ciro de 

fichas _que cÓ11tt~l1c J i!:l 11;1r;r¿íjé; dq ~. na·Ún ·c~n~h1~!-rtc>f:1~í1'c;'d() á' ~In par de 

~~~~~fl~ .~º~~~~ 11i~~•e:t~11;~-~J:l~~~~:, '~i •·~(!~gi:Ysit·L~ 1:~.:~~t -l~;~~~::f ~f f.;cfl~~ ~::1 e,~: 
en t rarlA hay:al :111~lios\u1if.1_ •• _neha.1.\dcíúfí~;···~··,1. ~¡~í·11cel111ii11tif:iÍl?}pl;1c!1lc ser 
"clisp::ir~•do" :·in ;pé,~iíc'ln,, ·• (1_~! ·jú~Há rüt{s' •. •~!ó•111c~;y .. ¿·<>11ststé.ci11n c111~111iae1ón 
de llllA ficha e~() eaita flrtstf.i()c'cillrÚrla ylFlio1(ltciÓi}rtc(l~tl;.; ftcÍthc11 '_cf:1éii) aristH 

de snlidn.clcl.vdrtlcc:· ,) .· ,' '; ·· ·"< 

.!.~ G~¡p'cr•~\.,~~~~;¡,;, ~¡;·!€'rí'.;'." Í•T,\i.Sí ~~)' ,''."~ .s'~¿f ¡¡~p~~ ;,,1¡;1~ .. ·"' G 
En este· Upode\gi·tjfi9ns,··pa~·a··_(~Clo~pffr{dC:,vé1;ti(!es·rlistliltos;,sc:'c~11~1plc u nn 

:~1,'.::1~~~<;._ •. -~J'1f1.~~t·~~t~'.~~1~:ii1);1~1i;¡1~d¿~:1,\~~ji.~~J~~~cll~.~:,~~~~5i1¿~~;~;i~f.~:::~~l:~ 
-'·-.. ·.· .'- .~· :: . - ' «,:.·~~ .. ,';,' ·_:" ' . _· - •o~:~-~- o-; - e;_-·-·.'..'. __ :~.::···:::_~·,_. •' '.~ ',;_·'~ . .<:.~~-: ____ : -.. -~:-~:~--~·: --- --~'.-~- ~; )_ 

-- .. , . ~ ·-_-¡--~--._ - ---:~~- ~- - .• --:r<.·_-.,- .- . . . , __ .- -. - , ; -.. -.. :-· ... -:.·- ·.. . ;?;'>,_(~.'.';-" ~ ;:: 

Un 11mrc<1Jee~:1)i~o, :<;t¿óf1~l~.;yéi·,t19c:._.·c1(! la,gri1(irifl; e~t;í_· __ lú1hUttado, () _ püedc 

::~;:~:=~!.º ~"~¡)(~.w~'~\G;;\Jt;\t;~g14i:D~
1

~~i:~~x~il~~·f t:.Ui·~;~;;,::: .. ~: 
co11dteioncs:l) c~dr~·.a;·lsÍa.dc 1~1 .. grÚit~a\Uc1~b-_ OÓ.:l··.•nci1~.\;_•i0 _no existe 
sec11c1wfr1 legal 'de _ci\~p~;:o;qttc IH;gf1 }¡~;e aÍgun~ ~rl~ta. l~!ng~1 2 -~_1mís' fichas. 
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1111 rotl11ccl<í11 

SI G=(V.E) es un "slsle11w dlslrilmillo", en donde el conjunto V de 

vértices representa n lns unidades compu tnctonales físicamente dti;trihutclas, 

y en rloncle el conjunto lt los eanitlcs <le comuntcaeión_ del Upo"l1alf~dt,ipkx". 
Lns unidades. computaelonnlcs tienen ca1rnc1diid de p1·99esn1nlcnto y 

alnmcenrnnl~nio. "Ún catÚil <le comuniCaclóÍ1 "half~dur>t"e~"- es .,Íji<lii·ecctonal 

con la restricción de c~uc In In t'ori1~actÓn no. pu¿ de sCt' trf:i1{~¡1~tll¡I~ {!t~ ambas 
'·'_, . 

. ":'·::·; 
. ' '·.:~ · .. ·~-::::,'.._•_:.': '. . 

- ·--'>". 
UÍia cctlc11cl(ll'fzc1ciÍín de d ~s t;na ~ect.1c1ic1a f1iH11ifr1 de roíiü~~- [r1 .r~ ~ r3. ~ .. ]. 

tal que l¡/ i. r;C \f, r; ;0 0 y cualquier pat' .de \1éi:Uc(!s en ,:¡ cti.i1~ple11 con que 

no son adynccntcs. Un cr1/enclarfwdo1>cs u11>protocol0 CJUC:.défc1;1i1l11a una 

calendarizáctón. J<;stc modelo es Importante tan to en la teoría cómo .en In 

práctica. 

Tt;n genernl lns MGS_ con marcajes vtvos~seguros son tí ttlei; p_ara modelar 

sistemas donde los proc.csos comparten y complÍcn .por _lm; ·rqcursos- para 

11evar a cabo la tmea que tienen nstgnrnla. CmlFI pnr de aristas antipriralelas 

entre un pnr de vértices corresponde a un recurso. compárUdo por dos 

procesos. Cada proceso requiere todos los recursos qve se le pueden nsignnr 

parn operar. 

Ln 1mportm1cta de los marcnjcs vtvos-scgul·os, desde In pcrspcct.lvn del 

problema en cuestión rmlica en que garantizan nspectos de funclonmnlento 

correcto en el s"tslenm. Porejcmplo ausencln de interbloqueo y ausencia de 

espcrn Infinita. TnÍhbién gru'anitznn que, un rectirso es aslgnndo a uno y sólo a 

un proceso. 

. . ' ' 

Un caso parUc~ilar (fol P1'oblc1úa.<:tc}osproccsos en comp9te11c1a con 

recursos compnrUclos;'.·esÜd.~ ln·_ c~Icndn.rizact6~i :c1c sisten~as ~Ilsfrtl;utdos. 

~.'.~1::~1:·~~ ~~~.f~T~¡'~~f ;~b;j 'l(h~~.~~~~~iff ,if ,!.·º'.' <~:" ']l"" ','.~~\1~ 1·0 d< 
m 111Óde16 ~ú~:1J~ 'i111Gs' C~)li n1ár~ajcs ,;t,ros~seguros• cs·_~11~9l!Úclo y 

estudiado. en• es.t~ tests.~0~(c9~n?:·}.t1 rélf:iet6í1 · cói1 'et }JroblC111r:i de lns 
cnlendartzaclolles de slste"n'ms_·rlistribuidos. 
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/111 rodw·dtí11 

Con el propósito de hncn el trnlinjo nutocontenido, se ofrece en el 

Capítrdol unn Introducción a los concepto,<; l>i'1slcos de la teoríu de grr'ífleus 

y a los sistemas dislrilHtidos.posteriormenlc en el Capitulo2, soll t:n1tndos 

en su totnlldacl los teti1i·1s de MG. li1fircr\j(Ys vivo~. mr:1rc1.ú"~s ~;¡~roscscguros y el 
--- ---·:-. - ·'' ' '· 

disparo de vértices.· 

Los problemas referentes a la ~l~t(~rl~ÍÓn el~; n1arc<i.ics .vlvos Y· vivos­

seguros, son :ci'l.ractcrizados .yclcfl11l~los·i·?f~üaln1enle;. Asl como, un par de 

algoritmos para resolverlos· (lhímnilos ~n eslt~ traba.Jo ~ilgorltmo /; y LS) 

sugeridos por F'. CommÓneret aLccn'[CHEP7lJ son desarrollados, p1~obados y 

mrnllzados. por compJetoci1 ·.el cdpftr~lo3: I~n donde también se demuestran 

ciertas propiedades reiaci~nmD;~···~·on la conexiclnd que deben .cm1ipHr la 

gníficas para poder conÍfo· ddn.unmarcqjC Vivo-seguro. 
- ,-, ' ..... ,. . ·_. ' 

r.:1 modeÍo MG;}espr~~~nfado en el Capitulo 4, con un.a dtséuslpn 

general de l~ r~lac!IÓn'qi.1c dUArdn con las calendarlznclones. Elril~~laí~Üo t11~ 
trnt:amlcnio detnllci~io' clCl algoritmo MGGS de mejor CC>1;ipJbjidad 

computac1bl.1al é:1tÍé el aJgori lmo /,S. m algorlt.mo MGGS sirve 'j:1~1'f.\ O'b1e1ier 
._ -- .. ·._• .. ,,. -.. 

marcajes \rfv()scscg{u'os·pmn ~sla clase de grMlcas. 
¡-· -- 1,... . . . . 

En esfri t~'si~ lrunbién se estudia el problemn de haHf:lí· el tó~al de 

marea_j~s vl~os-seguros parn una· MGS .ciada .. La importanéia de clicho 

rcsult~clo es cjue ·representa el mítÚ(!rÜ c16 posibles aslgnaci~úes de ·los 

recursos com¡:>arliclos en. el. proble1Úa de los procesos en competencia. 

Además da una idea precisa dcfÍan1rifio del espacio de busr1ueda de la n~ejor 
asignación .. Todo ello es esttidtado e~i ~I CapÚrtlo5. 

El f rafo11~~nt~ p~nú e1ic()iifr~u-. el total de mnrcajes \rfvos-séguros es 

similar aLsugcriclo i)C>r: ~· ·'P'.'. ~t~ulc·y .crí [S73) y [S74J respecto .a las 
orientaciones acíClic~1s ·de úºi1a:gdifica; SI G es una gráfica n.iua c~n IVI 
vértices Y Pe es\si\p,olil;~n{io ·cr6ii1~Uco, ~~ prueb~ que (-oWlp~(--1),, .• c:s .el 

~~17:1~~:r:11r~:l:j~~~Jkt1~fic{~fr¡l~¡~~:~1\J~;~~t~~º·~~~~~~!lª:(;6~!tl~~1¡eu.~tn:~1;{:~1~~-o 
- ·';'.\< <"- -:~-. . .,,~ ~:,-: .. ·.:·__ ·-:. ::.:.;:. .... ··.-'.< -<:~_; :' _>> ,,,~~<.~·-:·<'. ·\::; ~ 

' ":' .. /' .,._.,,_., ,, 

Finalme1{t(i~s. po~i bl~···f.lúr111rii'' qli§>'·.1~':01/ícú~lÓ1i ··~i¿ .· u1; ·1~~~;i:6~J6 ·· .. ~rf ,;o­

sc guro ¡iioirn .ui~a. 1H cs. arb1t;a:ri~~; garm~ tiza ·u11a ro1~da .. íií1ci~tl ·para la 
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l11troc/11ccló11 

calendarlzaclón del sistema bajo cslttcllo. Dtchn calcnclnrlznclón es 

eve11111<1 /men le perió<I fea,. es decir que una secuencia_ de -r01Htas· :se re pile un 

mímero infinito de vci::cs. Por i1~s tjroplcdndés de l9s marcaj~s ,;h;os':scguros 

liC nsegura :, qti~ et'· 1>ist~nrn e~lf.Í lib:r~ de colisión eÚ fos 1Í1C11Saje~, de 

Jnlcrbloqueo y de ·>c~p~1:ii 'llin{illa ele los procesos. Po~· otl:a ¡Jarle, Ja 

caraclerlzaclón.dcLloial'dc 1narbf1Jcsvtvoscseguros. para, eslf.iiri:1r11111a de 
gráficas (.lHGSJ;·p1:Q¡joÍ:~¡~·1~~:~1;1klbase de_ la eual·p~rlfrjJ~r~t co;1li11uar·· un 

" . .,,· .. ""·'>:', - ' - . . . . ' ·"·• . ' -

tratamiento 1úás_profi1n(lo rcspccto_a la eflelcncla de_ •• las ealenclarlzaelones. 
Por ejemplo,· se· pt;cde.liü~i1t~r responder •cuesl1onamie~1tos'··t~l~~'. ~61110: 

: . . . j-·' -·:>·",;1,-. '.-::·.· · .. - -. ( . " . . .~- '-;· ": .. 

·.:/ 

¿. Cómo enc01ítrn1; llll,lllÉ;reajc vivo,seguro para uiia MGS t~l que la 

calcndarización dclsi1>lcnrn lmJo esludlo contenga el n~í11in10 11tínicro de 

rondas '?. 
.·.:" <. .. :· . . ::.-.-~ .... 

l•'inalt~1ellte en las conL:t~lSiones se résume1~ los i·esullaclos más 

importantes de este trabajo y las direcciones posibles de invesllgnclón que se 

pueden continuar. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

Debido n c¡uc C'I presente tralmjo lrntn en sll l.otalidad con el modelo de 

grfíficns mnrearla.s (1\/G), Cll este capítulo se si1Ítc1.lzi1ú los aspectos 

fumlnmcntnlcs en lo.s c¡ue se apoym1 los clesarrClllbssubsecudnte.~:: Pnra. ello se 

brinda en primer lugar, una 11it1;oducc!Óll' n ilos co11ceíJfo~'. rÍ(! Jó teoría rle 

gníflcas y postcrlormenlc sé!pri;scntan ele rni:in~ra gc11cri1l Ío~ tópicos 

1:clnclona;los con .sistemas distrlht11<Íos (S'DJ·. n1icgú1;d~ fal .tr;itf:íril1ei1to r:; la 

modclación merllantcg?~flc:~s>. . · /'} ·) 

Finalmente V cóú10 rcs~1IÍmlo n~1f:t1i·11Í cÍe ·la dl~eUs1óii; •s~ c.~tf:~Í)J~éc un 

nexo directo con .Ja t~~mílldi dclsigulc11lc eapÍl~1'10 ~I ~~:id··~nelar la 1~eccsidml 
ele contar con un modelo más poderoso que permlla nbstracr mliclonalmcntc 

al elemento estructural, las cnractcrísllcrn; de comportamiento di111-í111lco 

(enmblos de estrnlo) inherentes en los SD. 

1.1 CONCEPTOS BÁSICOS DE LA TEORÍA DE GRÁFICAS 

La teoría ele grf1flc1.1s tiene nplicncloncs en cliversus dlsclplinns y es por 

ello que la termlnologí11 empleadn no hn siclo del todo estandarizada. Tal 

slluación ha llevrnlo a describir conceptos diferentes bnJo un mismo té1;mlÍ10 

por disilntos nuforcs. de ar1uí que, cuando sea posible se lndlea ·en las 

subsecuentes cleflnlcloncs las diversas alternnUvas que · ~',;oí1 .. más 

frecuentemente emplemlns en la liternturn del áreu de las·:elet1~fr1k ·cie la 

compu tac Ión. 

Dcfiniclóri J;i: Uriá YrcU/ca d= (ll,E) es 1111. sistema ri11c áms/sfé en 1111 

co11J1111 t~ n~ .. 11acfo \l cié 1Jérlic;es !} 11.n 1Í1Úl/icoÚ)1111 l<J E ~le pares ele 

5 



Cn¡ií/11/0 1: Pre/1111i11r1rc.<: 

/Jf·!rllces .lla111(1r/os <Uls/(IS. !J si11 r111e ello llllJ>li<111e.<Jllf! f(lfes J><1res so11 

orcl<!11<1dos. 
.· . . . 

En la lilcrahm1 IÓs védi¿és 1.;on ll;1mados lamhlén 11~clc;s,c>:JJ~11~I os· . 
. . 

~~:/f ~~:;~~~:il\~~~f~f1:~t1iJ~!~; J@t~!~{~f t~~~~~;~~:~f ::::::~j~ 
vfrllccs aclyaéc111.'ss ~vcclnoli .. :, .··, . ·. ·•····; > .~ ' ··· . ' > · i, •. . .. 

A ¡mrllr rl~eslc: 1~101i1c!;1í6 c;u~1l1~l~'·s¡: c:¡~1blcy,c!H r¡llc a.c.<;· urin grf.1flca se 

asume, a i11'c~11~s r¡ü~ sc:lnrllq~Íct¿ do111ti1ij9;;_r}~·~ ~G es· ff1~Íif1: e~Íó ·es, CJLIC 

ambos conj¡t~~iÓs \! );'E ;són:fÍ1i1l6s} ... ·,· > '' ... / i 
-.-; •• , .-:~::··. ~1· ,·: :·" . "-" 

El grmlq <t_s>i1I1; ~ériié~ 'iiéfr. lfa,;;_¡f.111~ c01i16 «(.1');: elitá c1~nl11cl6 eomo el 

lllÍIJlero de'<íí-lslas'¡iúc;sói1 ihchlcnlclia'v'.'uií·vÓrllce esl{1 rilslaclo\lsti graclo 

es O. Un huele ~11,1.ui;i gÍ'.;:Íf'iea's¡;·r~fl6re.É1 i;í1i:í"w·i1t n cuyo; \;érÚc~s fh~al~!s son 
.el 111is1~10 vértÍc~.';dt¡fi-¡~;1bi}1ük'0'í1úfi~·.llrisl·a~ U1!11~11 l~1s 111is~1os _,;ú11ccs 

finales se lc\s· ~#;;~;~e fJ'1;9'f.11:iY~.~·1¡én~leln~. ••·· 

De011i1;iri11:'•f:2:· Ci1aH]1ii.~~-. 0;<Ífl~;,-·¡1;1c cm~ leugrt árisfaspa midas es· 1111<1 

111111figrríflc~i: ÍJi1it y~·(LJlcn,°S;;,_ :1;,;<;Íe~:11ia risf<1s párrilelas e;;lla Í11<ul<1 di~df1c:<1· 
simple. - , ,¡. >~.:-: ;; - ... 

:,'• ,· ~;· ::, '. " ~ - . . . -· . "' ... 

gcán,'.~ :~::~\~~~~~i/i:;~;;W~~~M't,i~i~if l:~\,jlli'7~·~~tr,~'.,;:,:é•;~;cú~ 1~~:: 
h!rminos ckfl1liclos··so1rstin1i,i¡·~z~ido~':.~ri: l1:1),~1bfo f:t 

··:·.~~· .' .· ' 

·.··. ,. 

Término ¿, Bucles '? ¿, 1\rlslas Paralelas '? 

M ultlgráf'lca Permitlclo Necesario 

Gráfica .Pennil.ido No 
Gr«1flca Simple No No 

Tabla 1.1 
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C(l/>Í/11/0 I: Pre//111/11c1res 

Ejemplo 1.1 

Si con.<;hlcrnmos In gn-íficfl G de In figura 1: 1; se puede observar que los 

vt'rliccs son csr¡ucnmllr.111los coÍno círculos y lfls arlslfls,-,éo,1no líncns: por Jo 

1 nnto F =[PI, 1':!, 1•3, 1•4, 1•5, 1'61. y E= {eí ;e2,e3'.e4 •• e5,e(,;1;7) . eolr lo ÍJU<:; G es finilf1. 

Dchlclo n que la arlsla es, ci:; .lneiclcn_tc ª·· "2 y 1•4 _'se.' afÍ1:111~ • 11t.{•1alcs· \1érUccs .. . . . . - ' . ' ' , . " ·'·· - ' . - ' . . ·. . ' . ', ···'- ' - ~ .. 
son los vértices ffnrilcs d~ es (í;2 y .1;4 s'on >1írlync~ntes). lVr olra parte, 

r/(q)= 2 y d(1'6) =O .(1'6.cstn 11islrnloJ. Dmlóquc e7 csui~ IÍÍ.1clc, iéi'grMlca no es 

simple y m{1s at'm ya i1uc eJ·Yl?4 s<mnrlslns p<iralch1s G~cs;t1,iia mulUgrnflea. 

1 

c6 

Figural.1 

De011ició11 1.a: U11 ca111i110 es 1111a sec11e11cia rle aristas e1.e2,t!J, ... tal q11e: 

• e j y t?j-1·1 son l1wirle11les al 111i.-;1110 oérllce. 
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Ca¡,ítu/o / :}'1r/1111/11arr•s 

• Si <'j 110 es 1111 IJ11clc y 110 es la fJl'i111em 11/ la 1ílllt11<1 <1ri.sla del 

ca111/110 e11.lo11ces co111¡J<1rle 11110 <le sus oérllces .011<1fr!.s co11 l!j-1 !J 

o/ro coi1 ej+Í'. 

Un camino :cs:sin~plc si 11ir1g1í11 vériil~c es repetido. I.a longitud o 

clistnncla ele mi cF1m1iío:~~: l·cfli;rc .~l ·i'uí1-l1cro ríe /wistas que conúcnc. Un ciclo 
' . - . "·~ ;;,·,~:.''.···" ... ·,, .. •" - . ,,. .. -· , . ' .- . . . ··. . . . .. 

es un cnmirÍo'<~uvo~'\,f i·iicé: 1!1IÚ:1il1 \yfi1Íi1l (~S d 1llismo. Un cJielocs simple si 
ningLán vfrÚ~(!·~~ v~J~¡;,;;;s,~:~;1~'i,~i°i1i~l11i(fÍ11ai).·cs ;.c¡icUclo .. · 

. ': -~ . .· ·'"- . 

Un vé~·li~c\;,~V~1.~;1~~,i~1il'1lJÍcd~sdc·C>1ró vérÚcc úe\r sr3al menos un 
CfllllillO cÍi ~a c16 U;f·l l'.:<:,Si i;,'cs aJc/1iÍ;.1;l.ÍJci clcs'1)(! // ClliOUCCS 11 CS. alcatilmhlc 

desde I'. llnak¡:éÍflcÍ:t ~s (:btt,cÍ.:1:~-;¡ Vu:Í• E \i se ~limpie COll 1íuc, 1' e~ alcanz11hlc 
' ~ - . ' . . ·. ' ... - . . . . . ' ·\' '• . . . 

desde 11. U1i ái;l1ol 'húl1fl:g1/ifl<.;a ednexn y sh1 Cicli~s~ 

Det111ic~ó1l'.i; 1 .4: i~;/<!}~;/J!i.:~l<:o111/>lc~/;,· co11/,; 1)(¿,:lices, .·Íl~!iwl<Úla . co11lo K 11 

es 111ul_gr<Ulc<1}.~/!.'l/Jte}e1i_ ta.(111e·'lf u,,, .c=='v1/1;,, y·'. .f,~{ií.11) EE.. .. 

,,, ·! '"'"''1L ..... :.:. ~:.m,.,o'.~ .. '.e·" .• ~~a .... .,, .. u .... , ... , •.• ,;en.;,;,'.,,•º"'º ... , 
::::. ·;;,~c,,'.'0,~fi~¡~~ ,;U;·h~1~.~ii:~¡gf ~f .:;t;~;~;1_''¿~~~i~ .. ~1:.¿~,r~J.i;~l"x:º;: 
gníflca ele la flgu ra 1 ; 1 :,tc1i~1~1os q~1~:. 1~0'1 /1;í) ~ (J; c~cl·2; Í•j)'i::~2 ~y 'cH 1•5;11r,) ,;;.::'00: 

. '.'._.·~ ·• \· ,p _'''.~:; ... ·: ~.>~.·-'.·._ ··.\-~·-. 

De011ició11 / ,;;··L~;·/·;>eei1ulr1ci\1;?1111 <,;<fráci~· ·· i'El'/se ·<1(if111(~ éo1110 
r(1') = l 11'111' E 11 y oc\•,'11;fS, 1f; ú'n ~álí,Íi;,;'1~ W C\i. es 1.:..: ~.,7;arcido si se 

cumple co11 que .'t11,1•eW'M11,P)>'.Í · · -

Ejemplo 1.2 

Si P=e2,er,,es, P'=e1,'e3.'e4.~s . ._C.;.e1:e2,er,,e5,.y C
0

=e1,e2.e6,es,e3,e4. son cualrn 

secuencias de aristas d~,1~g~Ór1ci~ ele la.flgtira 1.1 .. podemos afirmar que: 
. ;;>;· --~,_;,·_ :' -, ~·-·-; ·' . . . - -

::···- ···:_:_ .. 

:'-:·,.':.<':·.; ···. 
" 

• P' es un cam'11~o"r1l1d i1~ es simple de longttucl 4. 
"'·" . .,. ' .. ·. . 

• e es Ull _ciclo simple ele longitud 4. 
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Ca¡iít11lo l: /'re//111/nare.s 

• C' es un ciclo 1¡ue no es simple de longitud fi. 

Sin embargo, la sccueneifldc arislf1sel,e3,e5 no es un cümlno. 
, . ·., ·.· 

De In mismn figura, si ;1\•;.·[v¡,1;4;1'5J, 'B= [1•:i,'vJ} y ci'= [1•1,1•:i,1•5} son tres 

suhoonJun1os i1e ,, es rf;¡!il v'er.qüc 11.'Y a· sori 1 - esp~m:irlos en 1.anto e no 10 

cs. 

1 
.· ;'>· .. 

Una gníficn eshiÍ>arlJla si si conjunlo Vde. ~¿1·l 1(}6s p11ede ser divido en 
un par de subeonj~u)los \11 y ·¡,2 lalc~ que \(1u1'2 =:: \/ y 1'1 nv2 = 0 y ade111{1s 

Ve= (11, v) EE se·¿1ú~1plc don (iuc 1/El'1 :y .1'.EI' i ~bien 1/E\12 y .1•.E\11. 

Una dignífica '(>-~gfafic.~1 \lfri~idf1·· s~.· 1leíh1e)lc :•111f!11CrÚ similar. a las 

~~~f ::iJ~~~~~j~~t l~~~;~~i~t~~~~;~;~~~f~1i~~~l~f~~:iZ~ 
son conociCJbs·.~ori1fÍ f.ii:c~:~ y :.i: . :• · ' · .· · ·; • .· '< ·. · · .. • >. ••.... ':' · 

El g1wl1) 1Jl! ~~;IJcli1\f~·un•.vérU(!1! P•E\'::cl~11Í>larl~>;~o11io d -(1') , se •refiere al 

ntimern de ~.:1sÚif>:~~~i,·K1.a~é~~:~.;;~ ~<es.el -~'.(!rttce,111ieÍaL•· De nu1nera similar, el 
grado de. cntl·;ícla.·d,+(íf;·e~t(t <lcíin'1(1ó·comó'Cl.hti111ci·ó···.<lc1:írisl<1s, para lns 
euales v. es el \ié'rtl~c fi~ii:,J: i'' '·'. . . " , . .. . . . .. 

• ";"> .·:,:<::• 
";\: /': __ :;.~::,, .J:·~.'.. "<-: ,. . . . 

A una ni·ist~ clc'1ií' fª;·n~ií ·e;; (u,'11'); dohrtc 11= ia; en una cHgrártca, se le 

rlenomlnn .. huci~: T(>rif.>::~9;~J9i'1t~:ckarislas:lales que.~uyérllC<!.; lniclAI •y ni~al 

:~~11 1~~r:;:~:::~:~ 1 ~11:;~!~~t~~c~7¡tfa·;~¡~J·~f ·'!;;n·~·:cti~ ~~·1111:.J;~~J~ ~1 f:i~~1:·~·1 ~f j~ .. ~:: 
nnal ele e1 es et 111ic.iE~IF~J~:i:,:·c.c·:•• ... ,.·· ·>'".!>(,.··· ·c.' .. 

Un camino clirigla~ es lll~~ secuencia de Íuisfos tal que el 

vérUcc final de e¡ C!s d vÚUcchltcial de 'e;+I ~Uncmnino dirigirlo es slm¡)le si 

11ing1í11 vértice es repcU<lo .. 
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Ca¡1íl11{0 J: l'trllmlnares 

Un ciclo <llrlgl<lo o circuito, es un camino dirigido tnl que el primer y 

último vértlec riel cm11lno son el mismo vc!rUcc. Un circuito es simple NI el 

primer (1íltlmo).vértlec,cs el.1ínlco.re¡ie1lrlo.:. l.lna dlgi·i:ífica es fuertemente 

conexn si ·vlt,1•E \1, 3 al incnos 1Ín camino clirtgído ele. u u·!'; .. 

1Je011fcirí11 1.G: f,a yrrUicri. s/llJ!J;lcd1ile de 1Í1/ri dluní}ca G. es fo yrrUJca 

(110 ditiyirla) rcs111/a11terle i[lii~imr lás ~lii·d:~;;~;tés dc'/m; rl/'islas r.le G. 
' ' . ' . -. 

Ejemplo 1.3. 

Ln figura 1.2 ilustra una dlgráflcn rle G vértices y 11 aristas. l'~s lmporlmüe 

ohscrvar r¡ue dado que l~1s arlsÍ.a.s so.11' pares orrlenrnlos, clchen ser 

rcprcscnlmlns con cllrecclón, con·el fin cfo mostrar dicha.proplcdarl.Así en 
e¡=(l'1,P2) el vfrUcc.lnlcial es.1•1'yc'tf11111l 1•2lor¡11c én•fo.figifra aparecccn 

forma de nrlsln dlrlglcln de 1•1 .ª 1•2. Por ofro lado esf{tcll ver que: 

•d-(1'J)=3 yd~(1•3)~2. 
. . .- -,· - :- ·- --~,'>;:_ ~ .<:. . : 

• e¡o = ( ,;5, ,;sfes üii'bucle 

> - .·-·.-.. :'.>.<:»J:_, .' _,. __ 
• eG y e1 son<arlstrlsa1'Íll¡mralel11s 

• G. n~ es fucrlc1~1J;itc cmicxaya cjuc :il un camino de 11¡ a 1•1 · 't/2 sis 6. 

• P=e2,es,es.e9,e~u1~ cmnino d1r1g1do,~lmpl~dc 11111P2 cte'tongilu~l4 y 

P' =e¡, e~ ~~¡;1lJiéÍí t1n :c'a11111;0 dll;lgl~~o.:~;~1111!'.I~ (!~ 11¡ n. Í•2 pero de 

longitud L .. > .· . :'-'' .. ·'>·. 

• p" = e1,e.:1.et1,e9, 

de longltnil4; 

uü · 'éaiÍ;~16 ait·tgtllo {1'c )~{~1;·2 qi1c .. no ·es 
·.·.~-.•.··_'.· ... ·.:.~ .. ).\ .. ~'.:_:·;···:.-;::_ ' .,:· ... - · .. _-'.'..: ,.~.. · .. · •· .. · .· 

. - ; ·• ·:~; -~ ' :"·:e 
· ' ._ t ~· ·.- e _ , • :.:";-:. ,.. 

• C = e.:1,es,e9, es un et1'cl11t() ~H11ple ~·le IOi1g1I~1(1'::( . 

;·: ::__ . ·::;., . : -.. _ -~ ~- ; ----~- . ~-
• C'= q,ew,eG, es 1111 drcuH¡> rÍc G r¡u~ rn:¡ .e.~ shnple rle longlturl 3. 

FALLA DE OHJ(~q11 
~J ..... \l 

simple 
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Ca¡,ít11/o 1: l'r,.f1111l1wres 

Finnlmcntc en In ngura I .~~ a¡mrcr:e h1 gníflca suliyaccnt.c ele In cllgrf1flca ele In 

l'igura 1.2. 

1 

el 

el O 

Figural.2 

F,xlsten diversas mancrns prira rcprcscnl nr u nn .gníflca G_:= (\/,E). L~1 

formn mós clirccla ele representación es In mnlriz ele adyacencias;> c11 donde 
una matriz cuadraclá ele 1 VI xi VI es usada y el ¡¡ - ésimo ~len1en lo e~) ~l 3 al 

menos una arlsla riel vértice i 111 vérl lee J. yen eUnlqtiicFótro C!lSO es H· I.a 

principal• ~enlaJae~nsiste en que se puerlc saber de rúancra l1~.11~ccl;al~ ~l mrn 

elclermlmÍda nri~Ía éstl1 prescritc o no en la gróflcii, indcpenctici1tem.t!11lc. ,rl;!l 
nümero de aristas. y. de vértices. Sin emLiárgo: la inalrlz :. rec¡ttie~e O(Í\11 2) 

memoria mín y CÜa;Úlo la gr:áflcfl ténga ,!llllCh~Ís lllCllOS afl¡;;l.as.,()trc~ \nétocfo 
nlternnlivo. cÍc rcp1~esenlaeión de gi·fiflc.as es la lista ele mlyaecnstns;.:én·:dónclc 

V1•E\I 3 unalislaacMP] dé lodos los vérUCes adyacentes a v eón i~·~¡ue mm 
gráflen puede ser represcnlmla c~n incmbria O(IEI). . . . 

11 



Co¡ií/11/0 J: l'rdlmi11c1res 

el 

c2 

Figu1·a 1.3 

1.2 MODELADO DE SISTEMAS DISTRIBUIDOS 

Un SD est 1í formado por u 11 con ju 11 l.o de u nldmlcs com¡iu l.acJonal_es 

(lamhil!n llammlas proccsarlorc.<;) físicmncn te distribuidns, que cué1 tan _con 

capaclcladcs de procesamiento y nlmnccnnmicnto e inlcrconcet,r:~cl~s: ,;~ .. uúa 

red arhllrarla ele .conu1i1icacló11. Dichas uniclmlcs ¡iitedcn .s9.l-,'¡)rograinmlas 

parn enviar y recibir mensajes sobre_ los cmrnlcs cfo com1lí!i6~cló11, así como 

pma ejecutar algoriU~1os(co111¡iutncfoúcs loC,!al~~~). ' · :'.. · ;i ,· , .. 
··;;:: 

En cuanto;,, Ú~ lf11e1-1.s de comú;1icri1cló1i ell Íén11i11os • ge1ieralcs se puede 

¡lffrnmr íJllC C~isl¿¡I t;'cs:llJ>CJS . 
. ~. .. ,-'.-.. ·.•. ~ 

- ,: ,, .. ',-: .·· 
. ,, . . . 

• "Simp/e.i:":UnasÓ_la dirección de co11rnilicación. 

•"Naif- D11plex": Dos rlirccclones de comunicación pero con la 
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Capíl11/o J: l'rf'fl111/11are.~ 

restricción de que el envío de mc11sr1Je1> 110 pucrlc hnccn;c en nmhus 

el 1 rece Iones slmu lt{mcrnncn te. 
' .-· - ' '. ¡· . • : ' ·. : :, :' .. 

• "Ful! - Duplex": Dos · dirccdoi1_cs_ de c<)m11nl¡:ac\lón : cr~1)_.'. lh lJCÍ~il1IHrlrnl tic 

enVÍO ele niCllS~IJ~.: <!n:H~llhEIS ~ll1~ccc'!l~lici:í sl1;ll_1!jfil~Cflll~C;Íl f.e. 

~~'.:}~~E~f.i i[M~~~~1itf~~~1I~i~~~~~;~~¡iil~f ,,~i~It:l~Ji~~ 
entre ló~ j1;ci6~~~;;1?i·b·~~·- '.'·.· • ·.· · ._ .. :: ;'.: · ,"' > :\ ,:;' •·. 

l~s 11 ce~ s11,1·,1,b.:,.;)l1,sc r\1~1 rLq{1c, i.¡1~1~ra .• • 1110rl e IF1;1·· _ 1_ ín~:<;s •;1lc,~¿oi11_1í 1}.iér:1c l cí11 

u 11 lrllrcccio11il1. _C·" Sb;i¡J/~;. ':'Jjt ~be•• i1~~1rsc•'1i11a gi·~~ns~ \rll;;igfrla:. Í~11!011cc's, . usFmclo 

el modelo cl~:·_·gnfr1cas' !1~;.:i~''C~t~irtÍi1r:;~fo:cllrJ11;~~~ r)ú'~ ~.;~ 'v6í·Í16c·~~; cf1¡)~1z de; 
;-_·;, ._-··:i·- -.' · .... ~·.:·.,'. ' ,,,-.. ·, 
- ., "-;':·,;·::;.:_ .. - :-}:/:'.,. ;" - __ ::;- - ~ ,- :-_· -~ . 

• Ejccutrn' 60!'.npul_f!Ói(incs IOC!nlcs> 
.. : .. ::<._ 

' ' ~·; :; :. ' 

• Proce~Ell;·los.;Úc;ls~ij~s1'ccll'.li19s clcslísvccÍiws Cv¿rÍices acly11ccnlcs) . 
. '::~~:\:·: '.:: ·:~·< ::-~:::;· .. - : ~~·:·:;·- ,· -, :-:; 

;··: 

• Enviar n1ciisa.Jb's a sús.vc~lnós. 
' .;:·.~- ·, '. ' '.· ' •• > • 

-:-· -- · .. ,: . -,., 

Acllcio1u1li11~1iff: •. si ._.un · ¡Jl·occsi-ulor _- rcc¡ule;·c 'c1wlar Lt ~~ nicnsajc a un 
vértice noi.1dyi-l~síil~ ~í:.cl,_'..dl'éil~Óéí~1~nsi1jc debe tr~1;sniilir~~ ri ir~{~r'ós ele un 
camino (en clo1idc~6·~·dií'tc;.,;~!éiÍlt~n~~ccllo s'c ulillia donío llll ¡;~pclldor). 

: :·;.'>. -···:/,~~~r\·~~: ~~·: - ... ·;:<- . , 

En _el ··¡)resd1.it:~' ir~bhJ°, .~c.·i1n:cú l11s:s1gulcn tes su po1>lclo11 e~~ respecto al 

modelo,· clichi:1ssüj1os1c1é~i1c~~¡f;;111Ji~11 aparecen· en. (A85l cnlJ·c otros. 
·e' - -~) -· .. :_~. :· \• ~· .. , • . . · .. : •.. • . • ~. • . .,-. '~-·:;~>·e-· • '·,· ·, ;._ ,-

• Tocios los vé:rtlóc~r;liciíciF1ctc11tlflc!mlor (Ir!) clisUnlo. 

. _·._··_: . . -· ·. .. ·'.·· _-_-:-·_-

• No hnymemorla c~nuín ei1i1:~:1cis ¡iroccsnclorcs. 
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Ca11ít11/o I: /1rr'/l111fncncs 

• No hny fallas. 

• Cada vértice procesa los mcnsri.fcs recibidos ele sus vcelnos. 

• CadnvérUc¿ Í>m;dc c.Jccular c_ompul11cloncs locales~ 
:>.=·_· 

• Cadn .vértice 'c1' ci1IJ~;~ ¡IG é;1¡\,¡~¡>¡'11c11's~;.Jds ·i-i sus. veci;10s . 

. "' 'º"g"''"'fr ;,¡, ~(~"~ª;;;,~~,,JC k .. . .· 
• J,os ·111cnsr1j~~, 1:1~g;1~1,:c·;~;t11i)tthh~,p~. Indct~rminado .pero 

. ... ' . ' . ~ ' .. : ' - {'' . . . . : ' :'· .. ; : 
::· '_:'~{ ';: . . ·."':··:':~ ~:' ... : ... -

• La fopologíil ele la g;·áflcacs fija. 

finito. 

~ . ·.··.::: '. ·,,:'.· ....... r· <· ~:< ,. . . . . 
. . '. ;''. _: -~ :. '. 

Cuando se cucntif:'co1'1 t!i~~.fo;·l;·¡irl!ncrt) ~11fo c¡uc se pll~de pensar, es 

en aprovcchflrcla~''c;!:1hr:isicfr:r,1es~tl~ ¡)1'·occsamlcn tÓ· y· ~11,maccnúniien fo del 

sistema c11 c;;nJi1íitri f}~1r~1> n!~d~cr un, clctcrr111núdo_,Prol?ls1na. S111.cmbargo, 

es cvldeni~_•q¡re para)log;·~1rlci/1:c§tílt,á ;i~ccsarlo doordi11áfrl~~ '11ctí~r11la~lcs de 

los dlversoÚ 11r:dcc~i1cl'o1"c·~ ~poi·: rnccli,ddcl ,'envfo y ..... ~~.~;;c¡?11~ ele ~lcrl.os 
n1cnsajcs·~ :t~~;J~¿·~ .~il~~jQ~.·~¿·.~·r.lÍds:-;;¡~::.·~'~h.Ü.l1.i·¡~a~;i6~~·:·::.· .' ·.: l,~~: 

.,·.... ..:'· :'-:. __ .. 1;';,· 

Defi11icirí1; ••1: 7:,llfl : c11}1orít11;<i o: prot,ó6~10\11~Ú1¿;¡ ;~/J' ((), ~;I11/jfr!,,/<!11ie 1111 
pr(>toc:oto) :es :.f!.1 :e11s~11i'ÍJ;/e'. ele·. 1111. coú.f 11 iitq}le~~1t[i<)1;ii111(~s ;~feé1'11<íí/.clús<! e11. 

los clitJdrsó~· ¡;Í;dé·i>~j¡~Íbrt;:; (Id S'D'jJar~! '/,¡¡/ti{/ í'í¡;¡¡ '8;';f;/;:161i ~r1ri1d11 a 1111 

IJ;o/Jle, ,i1_1c_._'·······.···l·~.·.<.~_i_._;:,·,_'·ic.~1~_-r,~.:,_l_1.·_· •. : ;.;·.. , .··:·: · · ' ,'' · ·• ,.; ' :•,;¡ ,.; ''· '·. · ·" · - - ,_.- >-:~:< (:·~ 
>,~· ·,:- :·;_-:: ·.-:, ~.,,r/.··· .. 

Part.Íenrl~ cl~·lEI b~~e ilc que un s1~t~ma_e~',t1·;Lcon:1ú111~~:~·~1~~11j1hlc o 

::::::¡;:;icJ:r~:&f J~::.Jr~::~:~::~~~:J::~~Etil;~~Ñr~J~~~~je~~{~~i~r~: 
COmpoi1cÚtc 'c~i.;ttCi.lll"f:l( (jllC ·.~e refiere á< (o.~ cl9n-Íc{11l'o:{ C hi tC~;l:Clf.~CIOllCS 
entre ellos y uú co111poí~c!J te de comportarnlc11to 'c111liin~lcÜ (¡uc 'coi-rcspond e 

n los estado~ y fi los cambios de estado que ocurren en el sistema (función 

del sistema). 
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CC1pít11/o 1: l're/i111l1wrc's 

Desde la perspecUva de los slslcn11:1s, cuando se disefla un protocolo 

clist rilmiclo es posible. pensar en dos rl i feren l.cs n ivclcs .ele ahs Lrncciói1: 

• Nf/J(~/ cslnÍ¡:lt;ral: . . . e6n:<~spo1~dc a· Íos.: .. ¡>roccsadores 

In l.crcon~xlmicsent1;c ··(!UÜ~(toi)ológía·dcl · iilstcma). 

e 

• N ¡.,,,¡ de .,,,,,,;;6, ,;,.,é~,¡¡~) i:i.i;J,,,,,6,; g,{<, ;C '~~~¡~ • •u ·· lo" .. e'""'º' 
global e~• cl~I~:~¡_) y}¡ 1.6~~ ·~r:11~1bl~{i{f~:iui c;¡f;cÍb f1 c)t .. ~j (t~·l1;1sicl.ón). 

/·.-.:: '.::\-:.·;:·:t. - :~, ¡·'.. '· .. . : ,- . '• ~ .. - -_:_:.,,: 

Rcspccto .. al.se~~E~d:b;1~~~,cJ':~?l11bfJc~;¿.11bs;~~¡u&:. ":' 
;;-,: .. >;·. ;, .. ,~·;<-~<-_;,> ···.:·::-·::{,··' '•· ~:~~ .:,.·,;·. 

El csfo~lo 'gi6hnl clc,.ltn.:l'i1:ot<~éoto bs ·~1 ~(JnJüi1tÓ ck lt)s estarlos locÍ:1lcs ele 
.. ' ·-' .... - .. - ' ·,· - . . .. ', .. -

los proécsadores'y dcJos\~Ei11úlcs:11e (~01Tlímicac'1ón:cn ·un momento dado, en 

donde el est~d¿; lo~ai ~l~ 1;11 pro6cs~dor é~.sólo uno rlc deis posibles: 
,' ._ 

;,_ ,;, 

··-.,':~. j>·: 

• No Uenc el tJe1·n1isci . 
. ,._., 

; ¡ '.'·~ 

El estacÍ0··16c;i( ~I~ u11 c·íiurnl de. comulilcaeión queda definido como la 

secuencia de 111e11s1~.1cs'envla.dos ntrfivés de dicha línea, menos los mcnsáJcs 
que se han: reC!it;iclÓ cll_ flii;~1 ·~lcl e~n¡~); . 

'.'-:_ . 
.. ~, . 

Dcntfo dh-)i-i~'.1;l\nélJ1al~s;aptlcah16nc1i•dc los protocololi disfribuiclos 

encontra;1~~·sT<Í~fi;tr~1i'~¡\~i·slcfr1 '.de_··.hÚ~íg~nes, voz y .. rlatos entre los 

t>roccsadorcs físlcaI1~~ilf¿1tl~tr;hu1do~. los .cualcs .. 1lch?ncnv1rn;, y coordinar 

estas trummí1s16i1c:~. ;rC>rlp ~¡~~~: ti11ril1c··1as acUvidad~s··i11{1s'lnipp1:t;.u1te~ 1lc ·los 

SD consis.tc'i~l1:.c'J·;11;¡¡.f'cón·:~1JgúnrnccÉtÍ~!smo pm:·f~ -as1g1_11ir;:¡>9nn!só,a ··los 

procesad01'cs1lc{ la.uÜli~~jdió11 ~lé 1ü:~~ci~1iitcs; si~1· •. v1olf.ú:.cí~l·Ú1~ í·est.i·1ec101~cs, 
' - . . .. ' - . . / '.' ';.; ' . .. :..__-. '-.." '~ ·.; , .. - ,:_ -- --· · .. _ ' '.-... '' .:· ·., _;'_ . :.· ' - , ·"-· ;'.·.' ,::• ~-- ,.~·:-. - - . '. ... . . . . _. 

dicho mccarÍ!st11o'lic coíio?~}co111o calcndi.fri:t.ac!ón: .• > /.Ó. }(•; 

.]:: ·~.: -- ., . ,:,: _·.. ,·-.·· . ....... :>.:-.\: '< 

Dct111icid11·· l .Bi r],;á ;cá/~11dariú1ció11. ele 1111(1 á1·~Ulc:ií 1 G.~ (\f;/l:) C°'.ISi;le de 

u.na seclle1ÍpÚ1 ele .i:¿¡,clcisc .. lf.0:;:1'.1 •. clll,"e,1:' ... 'J,.'.· .. '.,·3 •.•.. E.:.:1.···,! .. ·.·:.t.~.',··Ll>l:(o.111t1c~n•.·s~'.1 .•. ·.·.~s1'1f .. E·\cl;'(;!;,':)'JJslee~••.;llf'ew1;1.:enr·¡.1e;.L'es 
11Íl. s111Jc01ü~¡¡tlo de V. lin ~ ~ ·., v , 

si l':,;. u e11/ortces u $.r¡ .O e/L oirás pa/al.Ji-as Vi. rres l/H s11.1Jco11j1111lo 

1-esparcido ele \f. 

r.: Í\ 1 ¡ í¡ r t·~ 1.~ i- ¡-"' 
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Cc1¡1íl11/o 1: l'rc/1111/nr1res 

De nrn11crr1 nwnoi:; formal podemos pcnsnr en crulr:1 ronda de la 

<!<:1lc11cl11rl:mció11 como el conjunt.o ele procesadores qlic·. ilcnc,n pci·mJso de 

transmisión en c1'c momento. Un ejemplo de aplicación ;pri.'1cl lea riél. f.ipo rle 

coordinnción que 1'e modelm1 con las calenrlarlzaclones: es6(c1c lr:ts'Í'er.Íes de 

radio en donde' cada eslnción puede e11vlnr .. i11ensajes a; ot.ras :e!Hi.iclones 

vecinas, sin ón1bflrgo un pnr de. csluclones veciúas no f>tic!rlc11'fra11smÍUr 

simulff'í11came11i~ ,dbhido .ª que<dichas lninsiú1si~íib.~ In icl·rci·1t;ia11 e111J.é ellas. 

A pesar de. que el o~J¿;jX ele cslad~sl~ S(! cLtraen >l~s·.nspeclos, de 

ru ncio1rnlic1ac1 ae ~111fu .ca1~n'é1~uizi16Í6n l11&iC11.i<1íl'ri1~é1ií1;1 te 11iá; cil 'c1 ·sen uc10 

de que se l.rafrii~ dclol_.(rf1I: cic1:ias'cúrélct.?rí~·11casquc;liqllc11.:cjt1e ,;¿r•.· con ·.lf.I 

operación corree l.~~ r1'c1' SD (.¡1cir :c!J~i~1pló ·.au~~ncla r16:1iif~rl)fo~iiidoyde:éspéra 
infinita}. Es 11eccst1r10 n1cncloniir(iuc!•ha)'.ªspccf.ris''de··••1a '<ir:i~Jncln1:iz11ción 

~~:~:;:;1 r:~:,,t,S t:t~~1l~~·~~r~;:]~Jff~tf~~f~i.:~J~~t·tt~:~~1·t(.;::·~ 
número de .. ronrfr1s pos1l:kS'iJi:iri:1'il11'SIL; lC'. ,, ··. f·_ .. · ' ~ : L\<< '', "•' 

··:··.·.:e·· 
,.\,•,, 

IJe[lui<~ÍÓll ·. 1~9: ;lJIÍ i:r1lci';~ls1~·f;;,}j(loi;,es '/l1'!i iJr~t6i~í6.· (jllC cfoferiitfll<l 11//(I 
ca ldtclc'i ,;;xii't:íó~/; \< ·¿ ' · ·· 

"' "'''°'6~,;1,cGa .• "º .;:,sB,,,,L,~, '°' '"º"º'"''º .ºº" """ g•""º"· ''º'° 
para estudiar ef·c6111¡~iortm1;icntCirlh1'.Ómico s~! hace. i1cccsflrio ·contar con: 

~~:,::.'.:·~:::í~tra·:~~t'f ~·.fi~·~r~~~;~.i'~~· ir:J:r~glob>tlcs .Y una se ele de 

'· ·~:.:,;:·:.·; .. Y.·.·::'..'.· .. - . ;,;". ,)":··· .. ···:'. 

Difc1:c11t~s )1iq~lc1Ó~ ele· g~:Hfica~: han; siclo propuestos y usados parn 

csf.ucliar ~ist~~iir:~~·~oi~c!{;r'r~Útcs y/~Iis:frih_uirlq::;,'.c,arla lino 'clc.·los cuales i:lificre 

en gcnc'raUcl~d Y:f.1l~;~íí~:e'd~11s1~clic11ilo ele la~, P!·o1itedárlc~)1i1c• ~·c .. ri~qutera 
analiY.ar.,Ii:n t!ste'.11:a1;~¡()sCc1~1pl~;acÚ modcl~',clc .. il·fÓ úa1:atales n;1es r!cbiclo 'a 

la ulilidad,¡¡lic¡;Í:~s~11t~1 pará cx;ircsi:ir ,los csl~Íc!Üs globale~ clc. tÍÚ SQ. Állemás 
ele conlar•coÚI~ hci:ran~icnta suficlci1te pnrri 1~1~rlelarJ<1s'.fr~1lislci~i1és del 

slstciná cbn 16 que se aJust.a de mrmcrn mu)' ;rnl~m1l al esludlo 'c1c las 

calendnrl7.aciones. 

lG 

Cc1pít11/o 1: l'rcllmtnares 



Capítulo 2 

Gráficas Marcadas 

Una grMlca marcmla MU es un modelo formal que permll.e describir y 

airnlizrtr cierto tipo clP sis lemas que presen lan acl.ividacles có~1cm-ren tes, y 

asíncronas. Debido n que las MG son una subclá~e de,! i1~~clelo'de Rc;les de 

Pelrl (1-'NJ - con la restricción ele qtlc ca(i~1,>l;1garll¿nc:a~lc;:;n{.s una 

trnnslclón de cnh'acla y una dc>salldf.1 -. cs>,1mpó1'1'éintc rc!calc~lr:'!jtic.l~1s MG 
··.- ,. . . ' .· -· . ·. :· ... · "· ·. ·C.·"'·.,· :· ,·,::·~ r. , .. · _-:., ···-"·· ''>-< .. -... _ . , , ... 

pcrmHcn modelar acli\,¡rtaclc!s JlfÍralclfis, pcrffnÓ.asfaclh'ii:forlcs filteí·nathms. 
"'·'., -.. -- -. , ,. - , -~--.· .-, , :.e_.)~.:~·:::",.~'.-•:-.:; ,. ··v . - '.~\-' 

El capítulo· comfon;,ii. con· u1;ri p1:¿~Ji-1taiic1Ó~1:fr~1 ~i;i~~~~1J'ej~in1;IÍflcaÍ1do, 
hnsla donde es posible,· cada Ul10 de· los,:conqc1>¡8S)' }ri ;:e,la~.t.Ón ,qt~'e/gt;~rdan 
estos con los SD. Post.er1orÍ~ienÍc. se ~.i~IÍzai;. l()s',r6suffmJos ,;1;Ós ¡;1~p,oí;iantes 
relaelonmlos eon dos clases de\Í;1aró~.J~'.~;;1~~ Úa~1;~~i~s 1i~ai;6~ji~~,¡~,;os y los 

marcajes vivos-seguros. ólc1~()s': rdTi1tf.1dós: Ell;ª·¡:¡:c~l1 ei1 •su fot.<Ílidad en 

(CHEP71) y son tratarlos lainhid'n c:~-1 íf{9~J et1,trc :bi1:os: .. 

La Importancia de estudiar. los ;narcajes ~l\'<?~,,'y•los .marcajes vivos­

seguros, desde la pcrspccU\7a· de este trnbajo, rndicfl'Cl1 :qu~ ga;·rinÜzan las 

propiedades ele funcionamiento correcto ele las calcndarizacloncs 

mencionadas en el cnpítulo nntcrlor. 

2.1 EL MODELO 

No obstante que !ns MG son ,un 'modelo rcstrlngt~lo de las PN, en el 

sen lid o de que no es posible at.ácfü·\itcrtos'. pr6l~JÓ1~1f:ts dt: decisión con 

dependencia de datos. Sí permÍt.e11 deserlbir las cai:~~9ídrísUca~., csti-tÍcturales 

y las propiedades din~í1Ülcas de los.SD. · éómo ~~ · dc~ci~it;e ]>()~lerÍ()rmcntc. 
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CaJlÍl11/o 2: Gré¡/)ms {\'/arcar/as 

El estado global deun .~D. está dá.dcJ yor c.;t ,éonJtuito de.}stados locales 
ele tas unidades Co1n¡111tac101H1lcs y. <1c··.1os Cwüitcs. clceomll111e11c1ón. En el 
lllOdclo de Jas,\4ó.·••.Í;;i~a ex¡Ú>csar CJ cs'fi1clo>t6ci1il.· ilc UI~ canal de 

conumlcnclÓJl: l;l m:ist'a usoclaclfl C;l lr:Í Me .. COltlic ne ne Í111s ("/okeus'') .1 i1'~11cadas 
csquem<lticain(!•lté ·coi110.1»i111 ;o~ ... ·ncg'ros'. y r~;;.:~scnü~;1.él.·.· il.1í1;~~ro ~le 
mensaje~ in\ri~.-é16~ a fravés ;1~icf11Ú1l ·'mé1Ú)~ cÍ total ;,e mc11saj~~ rcclbÚfo~ al 
final dcf cá~lal;~- . . .. · ·: ·_, ·;·.:· 

' .. · .: ' . . : 

El mímcro c1J. fichas de. una arista es el ma~·caJe· d(:.· lfi arista. Más 
formalmente i.:t mnrc~1je riela~ ~rislas ·11 ; es unEI fui1clc)11: 

. ~ .. ' '. .... ' . . . ., ' . 

· 11:E- z+· 
. ' 

El marca.Je M de tina MG es 1m v6'ctor de /11 =I El utíil~c1:os ~nicros. no 
negaUvos ele la · f01·;11~1 M =, (11(1),11(2)~:.:, 11(1il));'et1.);Ó i.-: ési1110 cotnponcÍ~ te· 1•(i) es 

el marc11te ,de tr.1 nr18.tio1 i~p¿>r 1() taiito ú;~:s' 11nf1 rcp;~scntf:1ctól;~ ác t.odós los 
estados Jocal~~··dc .. to~ :~amitcs'Úc ·cü1n~in16~19iüi1: ; 

- ·, f'/, ·:e:::._ ·>::~:--;--·-, ::, '.:.,-.. ~-:.....:·._ .... _·--
>:_~·/.:"( ':·-> 

Una.gr<{/i~:;; ·luar~~1clct~sli11a IJ:ah::ja orcic11aél.<1 de .1f.1fOflllf.1,~Úc. ~:(G,Mo) .en 

donde G .~ w, E) ~~ 11·~~~ g1~án~l¡i1rl~1ct_~;. rii1H ~ y; ;\./9 :6.s ~í;1. ~i1~Í:c?-1Jf 1~11~ÍC1l: 

El marcaj~ . un a : MG 1:10rl.cla •11111cI~1ic;1 te ,. CJ:~c~~1Ju nto • de 

estados loé~1Jcs.cÍ~t~s EiriÚasen~1;1ii1o1nénto c1'aétó/;Jlc>r'k':>)¡1~e's~ hace 

nceesal"io: 

; ,-_- ,·.· \' 

• Indicar cóii10 el mod~lb cvoliicloria. .E:stó es, cónio caltlhÍan .los 
estados. 

Para ello se cucn ta con un par de reglas qiic se con~ccp co:no',cl Juego 
de fichas ("token - ga111e") y tales reglas son: 

1. Regla de habilitación: Dada una MG = (G,M¡) tlll vértice 1• EV está 

habilitado, si Ve =(ll, 1') de cnfrada a 1' se cumple que ¡t(e)> O. 

F 1 LL i'. h t\ DE OFUGEN 
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Capít11/o 2: Gré¡flcas Marccu/a.« 

2. Regla de disparo: Un vértice habilitado se cllspanUomanclo una 

ílcha de crnlu arisln de entrada y afüidiendo lim.1 fictlf:1 a cada urisla 

de salida, ele tal forma que la mli~IÓ;1 y la ~JÍ111in~;dón ele marcas se 

haec simuli.üncamcnic (en u1ii1 c~1)c1:E~C.!ión atómica); 

Para los propósilos de. este fh1l1i:1Jo '1í~dc111os'~5upoi1er c¡uc las fichas son 
mensajes de control. Así, un vé;:¡¡'(!~ ú'~1lJÍÍ'1ta!i6:~le· acuerdo cotÍ la regla 1. 

• . ·, '·, :.:>· ,,.,. ~ ~· ; .. '· .: •'. " .. " ', '. . • 

corresponden un proccsadorelt elslstén1f.1 cóí1Jlc1=1nlsOdc uUllzaCión ele las 

líneas, en tanto uÍ1 v~~IJcci~iÓ·l~~tbiüi~1cÍo .• s·<!· ...... ~fler·c.~li11101klado de un 

pmccsador sin per;11l~~> ¡)a'1'¡;!~s't;blc!der c~;~n1;~·~~~~ÍÓÍ1 ~i1 ese momento. 
~~,: . ' " ,'.::; ~\. '." ' "• '<· /~: ... >~:~-: . -/2" .:'¡\ . 

De la rcgla2.deb~':ser ~1i:u~/.c¡~i6.·¿!1i:1'1ulb,sedispara un vfaUce, el 

nmrcaje ele fo~ ~risÚis '.~Ú~}.~¡J:ad1)·;; shi°i~Úí_e~1~1;lí1~1 (excepto en los bucles) y 

por Jo tm1t~ éi ~~üu'.~d,1~:·'A;¡'[1~ i~ :A·ÍG Í11¡.¡'.;1;1~i~ '6~1~1l;Ía de la siguiente manera. 
. -. . ;~ . : - - - ·.' ~ : :·-·. . ' . :· . ,· -

Sea Ú:=.~1(l),1i.(Ú; .. t,¡t(111>) el marcaje de una MG antes de disparar un 

vérllcc 1• E\' l~al1Úi1,~do c~1 dicho nmrcajc y sea 11.'(i) el mareaje para la artsla 

i = (111,11) E E ,después .ele disparar 1' con que: 

fil /1 = 1• entonces 
11.' (i) = 11(i) - 1 

fil 111 = 1• entonces 
!' 1 (i) = 11.(i) + 1 

ll' ( i) = 11.( i) 

y Al'= ~t'(l).11'(2) ..... 11'(111>) es el nuevo marcaje para laMG. 

Ejemplo2.1 

Sea una MG = (G,Mo) donde: 

\1( G) = (a,b,c, d} 

E( G) = (e1 = (a,b),e2 = (a,c),e3 =(e, b),e4 = (b,d~es = (d,a),e6 = (d, d~} y 
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Capíl11/o 2: Grr!Jl1:<1s Marr:adas 

Mo = (o, o, 2, 1, 1, 1) 

tnl y como se ilustra en la figura 2.1.n 

l\·1=<0,0,2.1. 1.1 > M'=<0,0,2,0.2, l> 

(a) (b) 

Flgura2.1 

Por la regla 1 del juego de fichas tenemos que d y a E\f únicos vértices 

habilitados. Si disparan1os d de acuerdo con la regla 2 obtenemos un nuevo 
mfu-cajc M'= (0,0,2,0,2,1) en donde por la regla 1 tenemos que a es elünlco 

vérUcc hahilltado tnti<!omo se mucstrn enln figura 2.1,b . 
. · -_-- - -_-'---.' .•··.· -·- -. - .. . 

1 

Unn ohser\,~éión 111í'.1yl1~1iJo~~tantees·quc.clnúil1ci·odcflchns en una MG 

puede 1ncrc;n~;11ii'rs(.! o~l~~;c~~~~11t~;Í:s~.n~edi~ntÓ •él cl1~r>aro. Esto es porque 
si consiclermnos: llll \;értlcc uE\I ;hahtlÚaclo. d.f.(i1) Í'Ío,, es nccesarhunenlc 

Igual a d - (11) con lo _(¡l.w i:;I {Úsp~;·rir u el lol;;I de fichas en lngníflca cambia. 
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Ca¡iít11/o 2: Gr(j/kas Marc(1das 

Pm¡msiC'ió11 2.1: fü <liS/)(//"O de 1111 uérlice I' E\! lta/Jililnrlo e11. 1111.a M(; = (G", i\I) 

<l<ula. 110 rlcs/1<1l>ilil<1 a 11ill{JtÍ11 o/ro uérlice 11E\//11:" I'. 

Demostración: 

Sean 11, 1• El' un pm ele vérudcs h~1bJIHi1cl6s en algfü1 ma¡"ca,1C: ·· 1\{: ilor la 

regla 1 todas las flristriS ilc ~llÚ'f;,¡~ a 1';,y,r:i1~í1cll ;.!iii~11ós uil11 fich~. · 
- : . . . ·:- . : :- ' . · __ ;_ .. -·. '. . : . '? . ·. '." . ·~. . . . . . ,;·' . . . ' ·. ' ....... ' .. 

. ;: ·~· :·- ' - .. '.; :~: .: : '," l/· - . ·~" ;" 

Sin pérdida de :gcí1ei:alidr:;éi cÚ~¡;~;·cn1~~·1• E:1lV116i'1a;i·dg1o"2 s~·<!Iimlna 
flehn ele ~ada arl~Ü:I el~! c1~t;·~1<liJ·n 1• y se aiÜci~n;1 1 'n~tú; a cmla arista de 

salida. Como no exlsl.c nlngunfl arlsla que sea de entrada a I' y /1 

slmultnnemnentc, entonces /1 E\! sigue habllitmlo. 

1 

2.2 MARCAJES VIVOS Y MARCAJES VIVOS-SEGUROS 

Se dice que un nuircfljc ¡\/ es Pivo si cacln vc~rUcc ele la 1\IG está 

hahililndo o pucrlc ser hahilitmlo a través de una secuencia ele 11isparos. 

Un nmrcqjc es seuuro si 'ti e EE se cumple con .que 11(e) s l , y no existe 

ninguna secuencia ele clispnros que hagar¡~1c 1•(f) <=: 2 '. 

El co11teo ele .fic/1ásCdc m1,óÚ'.cuilo l.liÍ:1g1~l();q'{<1cii{¡ládb como {M /C) es 

la SUllla de ficlH:lS de lod~~ las ~;;ísl~~ iÍ'c e' ~·~·;~1'1hltl.~;;6k;'.1~ ;i\;¡ da(ló; 
:.:.;.;_,• ' e_:-:~ - • 

Pm¡msicirí11 2.2: W couleo de.fidt¡;srfa',;,,, i:i~~~í1/i~;:;¡¡,.¡!}1rtb 110 i:ámlJia por. el. 
rlispam de tJérlices. 

pemoetraclón: 

' .. ' 

Sl'n 1111 circuito el irlgido C y sea v nlgún vérUcc que csdls¡mrrnlCl: 

De la regla 2 del juego de. fichas .. sabemos que· fos únicas .aristas que 

cambian su marcf~jc son!as. r!C ~ntl;acla y las de salldn lllvérUcc I'; con lo 

que si 1• $.C es evideúl.e qllc Cno cambia su conteo de fichas. 
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Ca¡iít11/o 2: Grcj/lcm: Marr:mlr1s 

Por o1ra parle si P EC, es fácil ver que únlcamcn1e se.' clch.cn consillcrar 

lns aristas de entrada y ele .saliclri '' clichdvérÍÍ(!c Y¡tÍ~ 1~81:tcn'¿cen al 

clrcui1o .. Ydchi<IÓ a ~¡ue cada vez que 'se vlsÍ1ú [r.11}'n i~;·.sª cíi1ráy se sale 
por a)gÜ1ú1 d~ t~les aristas CS dfrecl.o que el ;llÍIUero dé veces llLIC se 

entra es 'iguaint.ntí;ncro el~ v~c~s que se sr1le'.1lcF\lc!i~ü<~c:·1ilt"ge11cral .el 
lotnldc vcces··:cj~1c·c~da;irlsta (! clcl. clrci.1110 apar~cc, CO~ll.rib~IY~ .. con /l(r:) 

fichas ¡ot (ú¡c}: DéicloqlÍ~ las ünicas arlsfas que ernnhian st1. coí~Íeo 'con el 

disparo 's6i1 l~~ ele. entrada J' salida a 11 , CS dircef.O qÚe CU el ll¡leVO 
marcaje M . é!L1;npk cotí q uc (M IC') = (Mlc) 

1 

Lema 2.J: Dada 111w MG = (G,M): AJ.es 1111"11wré<Üe 1Ji1Jo si !J sólo si V clrc11ilo 

cliriglclo C; ele G se c111111Jle <111e (Úrc;)>·ó; 

Dem011traclón: 

SPa C; nlgüu ciclo dirtgi~lé>,'fad·C}uc;·{Ml C;) ~h. entonces nlnglÍn vérl.iee 
que esté en C; está hr:;\!1'11jfic1'6 y':iior,la· proposición 2,2 sabemos que 

(MI C;) no cmubla.: co¡1 1'(;'cjr1?~:16 ~·~is te rÍlng~urn s~cücncia de disparos 
que habilita al m~i1os·i;i}';\ré1:licé~é1C'(·;. 

<) •. ., : ·._, !;,•' ···'.·'··,·:· ·,· 

Supongan10~ qt1e >:vÓ;' .~~< cLuú{ilc ·con c[uc .. (1\l / C;) >O y sea "El' un 

vértice ~uati1iii~?~·~Í~)a.:úcr s1·· ;; .. • 6~tÓ 'hah1111a~lo .. loclas .• fos ,aristas. de 

cnlracla a 11Jleneill 1nencis'u11ú.flctif.~; De c;trü n1odoestocs;s1·.·.,;.rn está 

h~Í;c¡: ·lt'n.. 110 
E:!= [e= (ll;W)le EE y .• 11.'. E\f¡ './ fl(e)·= O} v~·deti'~: (f.1:il~i'11:¡,;f;,;{1)'1éi1' un .. 
subconjunt? .110 ~~cí() dc\;ér1iC~s. 112 ~ (1;\~V/~.~ (11:;t,1)·:e:ii2} :·:·~~;}Üi}í1~~Hlo ·. 

eon este' 1.>~occsb, fltial;ncntc. se debe1críi1111~i-'1~orque. á 81 fú11fr~v .. i10 

existe nlngün ciclo dirigido C; lal qllc. (,\./ /C;) =.O. ·lc;;cfu~':ú~;ÍJÜ~:Ei !.li1~ .. 
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Ca¡1ít11/o :d: Grc¡¡lcas Mrm:w/as 

con lo que se obtiene un subgrMlea G':= (\''. l.i") ·de G tal qúe 

y es direeto que al mellos t~ilvért~ec?z E\//<11() U ene r:irlsúis ele en t.raila en 
la grftflen G' y:. z 'di~ hftÍ?iliÍfírl~ C11 M: Si clls¡Yanim6s z; entonces In 

grftf!ca G' se. reduce eón ~1n';~,Ji-t1ci;: eo11t111i.11~1iclo de esl.a mancrA es 

posible· habilitará' I' El''· 

fCHEP7lf 1 

Corolario :2. I: Si 1\1 es 1111 mrircajc vivo para 1111Ú. k/G <lcsp11c!s ele 1111 disparo 

c11alr111iem. se o/Jlierw 1111 111rtreX{ie M'c111e la111l1iéú es vi110. 

Demostración: 

Sen una 

1cncn1os 

MG = (G,M) .tal que 1\·f, es· t111··1;1F.;rcr:iJc .vlvo.·Por •el .. Jc!mA .2.1 

que V ·. cicl9 :á1rlgitlo C~~.~~.:~~1;1~i;Ic?c~í1 • c1ué {MI C;) >O. SI 

<lisparamos un·.vért1cC6i1~l~¡li1~i·a:l11al~'111f~1ddcn M,· se'ol;Ucnc··.t1t1 nuevo 
marcaje M'; ta} .i-j'ue rÚ;r;JE¡·'):koij,bsiCiÓ1; 2.2, V C;r (1\I'/C;)> O con. lo que 

por el lcnui 2j:~ x.1<¿~'tíÍ1,;1~f.!¡.~[:ij6}1v6i· 

••• , , e¿ : > " ,· fCHEP71J 1 

J.a Jmplicac1óif ~fr.''.mj\6,;~nlC dÓI O~rnl~iÍo 2.hc •clic•c u 'fUC el 
problcn~a de· 1~~~)cle1~(~it;· ~~i~tcni~"Jiilr<! clé lnlerlJl?~1t1e~ median te lllHI MG. se 
reduce a eneontrarui1.nuircójcihi'c1:~¡,Ú~"~lt1~1?~ª \1vo.•· 

·. - .. ·.·: .... ·__ ~-:;;_ .. -:·:··.·:\ ·<;'~; '. -\·' 
I.e111<1 2.2: Un marcc{je M 1Jil}(i. es ,;;110-~(~au·~~. ~Í !J sÓ/o siloclcl arista de 1<1 MO 

csl<í <!11 al 11/Cl/OS 1111 circ11/lo clirlgiclo e·; tái:c11iú (MI ci} =J •. 

Demostración: 

Sea una J\./G = (G,A./) tal qite M es un nmreaje \1vo. 
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Capít11/o 2: Grc!Jlcas Marrxulas 

Supongamos que 'Ve I e E E 3 al menos un ch·?ullorlirlgldo C;y•~ el que 

participa e tal que (MI C;} = 1 y. scri que me<11aátc,_1jl1f1~·~~ctlcncla de 
disparos se ohllcn<! un man:~* M' cí1 c1'~1ictC ~1 1 (e)2',2})~·~\;/'/ C;) <!: 2 1 

(de acuerdo có1~ In ¡woposi~tÓn 2 .2) ~; ~\,/ ~~'.i ~.ú~·~~~}11:1,:,111~::1fo s~g~iro. 
~~;~:";~ :.; .. :~-· 

(CHEP711 1 

Corolru/o 2.2: 1Jada 1111a MG = (G,M),'..s{ ·Mes 1111 .. mari:a.fe vi1Jo-sea11m e11lo11ces 

't:/ e EH. exisle a/ 111e11os 1111 clrcu ilo_ ~UrlfJlclo ei( (;!¡ <JÍte :'e pa rlicipa. 

·~~-.>-
Demoetración: :·\ 

Sea e= (11,1•)EE' una a1·1~t~1-~1~ 1i·I(i·ql~~c~Ji~1JarÚc1j>a en n1ng1ín circuito y 

sea también M un marcaje ,,¡~,o~~~cg[1;;o'r>fÍ1~Lj\:io'.' SI 11(e)"' O dado que M 

~::~:: b~~;Ir:~1t~1~?~~;~~·~~¡i~~f~~~~l~ff '.~\~~,~2~::~t:7.: 
implicaría quc/fl .. é!sliící1•nlglí1fc1c10·c11rlglctü: i:\~í·r1 11c e~/11os'1111c! habililar 

' • ( • ' • • • ~" • > 

por scgllnrla \:cz 11L.vérUcc u sin clis¡}r.ii:áí· 1', ~; cíhlcncr unmarcajc lal que 
11"(e) = 2, eón lo qi1c ;Mes vivo~~eguro U ... 

(CHEP71) 1 
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C(l/>Í/11/0 2: Gr<!Jlc(ls Marcm/fls 

El siguiente pnso natural consiste en el discf10 de uJgorllmos parn 

obtener marcaJes vivos y mm·caJcs vivos-seguros y precisamente de ello lrnla 

el siguiente capítulo. 
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Capítulo 3 

Algoritmos para obtener ma1·cajes 
vivos y vivos-seguros 

En el presente cnpítulo. se clcsnrrollan los algoritmos pan1 obtener 

mnrcnJcs vivos y marcaJcs vivos-seguros pnra unn MG, sugcriclos por I~. 

Commoner et. al. [CHEP71J, así mismo se demuestra que dichos algoritmos 

son correctos y se prucbac¡ue su compleJidml en el peore11~~ esJlúeal en E 

cc1 número de a1~1stas> para e1· pr1mcroCmareaJes ,,¡,,()8(); s~ '(;\IH2li!1)<para el 
, - - . ~· ~ - ·_ ·. - : - .•. - - . ~- - •. _,. - . - .· . < , ' . ·' ···:; ,- .·r.;. - _,,, . ·. •.· ·. . 

segunclo (marcaJcs;.r~{()~:~ft•rosl' h ,;::: ...... : ':'.:~: ,· ·¡e:~;: .. <.·.·;-' ,··.' 
Una ·considerac:iióÚ'~diclonal _.a nuestro modelód(! estudio.se .refiere a 

~~=~~~"ª 1:~·;,Y.z, ·,\t'·~~1.~':f ,\j['¿E;~1'.:\:~"?~d11if l~~'f /;~:~?,iii~~1.t :;e;;:;:~: 
generalidad de los algoriln~os .c11 ~1 se11 Hdo ·a~ (¡uJ sf·G.~.11ü'•Ú ~011exa, el 

algoritmo en cuesU6n pucrle ser aplicacl~.'n cack1 Ó'on~¡~'oi1b1fr~ ebÍ1~~F1 de la 

gnífica sin ali.erar el resultado final. 

3.1 ALGORITMO L 

Consideremos primero el problema de lrnllnr un marca.Je vl\ro para una 

MG, clcflnll5nclolo formnlmcnic de la siguiente manera: 

Problema rlt: Hallar un marcaje vivo para unaMG'. 

• Par<Í111cfros: 1111<1 A/G = (G, i\-f) 
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Cí1/JÍl11/o :1: 1\l11orll111os ¡>am o/Jfl'llf'r 111r1n·c{/f's 11/tios u 11/1Jos-1wu11ros 

• Proplcda<lcs de la respuesta: 

Precomllcltfo: G es '¡111/t<; i/s11 qrrif1ca s1Í611<li:e11fc esco11exa . . .. ' . . .. ._. '" ... 
MG(O,M') .,._ L(MG) 

Poslcomllcló11: Ú'".' {¡t' (e¡),11.' (e:i);; .. }es 11.11 '11/árca.fc olvo pw'a MG. 

Algoritmo 3.1 

gráflcH_marcad a..-[, (gráflca_marcmln · ¡i) f 
l. 'lteEE(G) rto· 

p(e) = 1; 

2. ret u rn ¡• J . 

Proposlclcíu :3. I: El algoritmo l. es c:r1rrecfo. 

Demostración: 

1 

Como U es finita, L; slemprc fon111na .• Supongamos que al terminar la 
cjecucl<'>n del algorHn~6 existe ~11"i1e11CJS Ull ciclo clirlgiclo C¡ tal que 
(MI C;) =O, pero c~mo;-;,1, flniil la !c.Jéctlói01Í'clel i.1Ígri.-11~í10 leÍlemos que 

¡1(e) = l \te EE 'cí1 td;ic~s . ~s cÚl·66'to i1~1~· (ÚJ('i}.= O U • y .-. ,\,/ es un 
marcaje vivo. 

. . : . 

1 
Pro1>oslció11 :3.2: W algorlf1110 Les ele O(IEI). 

Demoetración: 

Dircetamenlc riel paso ( 1) del algorilmo. 

1 
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Capítulo :J: 1\lyor/111101< ¡mm o/Jte11er 111wY:c~/es 1Jl1Jos u 1J/1Jo:<-sey11ms 

Antes de considerar el próhfomi:1 11<!. hallar. ~narc1.1Jcs:yivos:scgm:-C>s, 
csltulicmos una propiedad rcl[t<':i~l1;,S~' <\?~~, _l,11~~011cxÍ~1riii\d{ ¡·¡¡~ úa·. que 

.. ~ .. -, . . ,_,. . ;~-~ ~ llenen <liehos nmrcajes. 
', ··;:':· ... ·- .··:=•\' 

I.ema a.I: Si Mes 1111 mw·cC1.fe v/1Jo-.seiJ11miJ<11·a111ÍC1 MG'=(G',Ai), culom:es .G' 

es f11erte111e11 te co11exa. 

V-U 

Figura3.1 
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C"{'Í/11/0 :i: 1\/yorl/1110:,; 1ir1m o/1/e11r·r 1/1(/ff'f(jr>s 1Jf1Jos !/ 1if1ios-seg11ros 

Como MG llene un marcaje vivo-seguro por el corolario 2.2 debe haber 

un camino lle ti a I'', con lo que l''<;l:\1-U y que G no sea fuertemente 

conexa !! . 

[CHEP711 1 

3.2 ALGORITMO LS 

En t'sh1 sección se resuelve el problema de cnconlnll" para una 

1\IG = (G,M) dada un marca.Je vivo-seguro. 

Problema fl:?: Hallar un marcaje vivo-seguro para una i\/Ci 

• f'ar<ím<!lms: IJ11<1 M<i' = (G.1\/) 

• Propietlarles de la resp11es/a: 

Precomlición: G es .fl11i/<1 !J J11erle111e11/e co11.exa 

MG(G,M') ~LS(MG) 

Pos/co11dició11: M' es 11.11. máiC<{ie vi1Jo-seg11ropara la MG 

1 

De acuerdo con 11'. Commonci- et aL _es posible resolver TI:? de la 

siguienie lllflllCl'll. "Podemos éitco11/rar UH Í;Íci~c(1.fe_l)i1;0 JJÓ;Í.le;1;lo 1111<1 jiclu1 

eu cada aris/a .~ .pode111os 11sar 1111(1 }éc1lica.:./mra,á;/111>ia'/· pi 111~1r<:;úe.·l~nsta q11.e 

sen seg11 ro sin. <JÚe· .. cle¡e <l<! ser .r!ivo. S<c;(,· :',{>1 ¡~f'.11k1~i1~íÓ <:~nÚ!o de, fldms 
1mra los clrci1ilos.e11 :1osr¡1u/c1111rt'a~i~Úi );r,:;·;;~11~;,::_ l,<J<Í~I/;();; clesÚfl>~Í; 1111a 

sec1.1e11cin. ele .clÍ~p<lrn~.JJ<E;<:, JJe;¡v<;i1:}Jl~Úc1~~<1•'i;ic;;.,s/r1~eÍúc;i~slió11 .. !J ·eU111/11a 11clo 

k -1 flcli<;S f/ÍltylÍll~cil;CHfto/lfe11e.ll11 COU{eO"Cle;j;Cll;lS ig1Úi/ (1 () · IJ (1#10,-a a/ 

1/letL;>S IJU CÍ~CllÍfO,(;!U,~l,<Jlll;~·/>tz;~rlsÍ~1,'JJ~l~'.{/;;·/J;á ci;tl;JJ/e C~// íJllC SI; C<>11{eo <le 

.ftcl1<1s es l. l?sli! />1n~¿S() JJi1ecfr?sei· ¡:epeliclo',l111etilms existan <ll'islas <JU.e 110 

esle11 eú 1111 circuith ~6íi:cól/Íeo ;1e~f,1;1,;mig1;/,1 ~' I" [CHEP71). 

'. 

Proecdamos-·a un ·~mfílisls y rlesnrrollo nuís concrclo ele la solución 

descrll.a parÉt r12 .. 
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(;(1¡1íl11/o ;!: ;\/yori/111os para o/J/,,11cr //l{lrt.Y(/es 1il11os !J l!f1JOs-sey11ms 

La primera eucslión n resolver consiste en encontrar el circuilo con 

menor conteo ele fichas en el que pnrilicipa una arista, y definimos este 

prohlcmn como sigue:· 

Problema 11'.!,I: Encontrar el circuito con menor conteo de fichas en el que 

participa una arista. 

• 1'<1rrí111elros: l11w A/G' = (G,A/) !J 111u1 <ffis/<1 e EE(G) 

• l'ropierl<ules <le l<1 respues/u: 

Preco11<lició11: G es Jl11ila y J11erle111e11 le co11exa y 1\l es 1Ji1Jo. 

k ..,_ MINC(MG,e) .· ·.·. ·.· :· ;• • •·.· ··: .. ·' . _·•· .. , · ,. . 
Poslco11clició11:. ·k~··ii1in((11,//~i)VÓ(e EC¡)/ · .·· 

7 .. ·>:' . . _- , '.'. ,.;' ,_> ·.:;(:- .. <~·-> ·-~'-:,;· ... : 

-· :--\'·.· _:,,_-~ , .; _, . >:.. '.-~--·:_, . :.:• . ' ' 
' ... ;.,, . ~-; .. ·.-_·_ ...• ·.• .. · .......... ' -- ' -·/,,~·. ~.-:-.\--· -:~ .-,:,.:/.: ., ~:{:7-, .. <,·--_'· 

1 
-~;<f~- , .! '·' ':<·=~'-: ' ~-;_ 

cled~:::;:1~·1~f ¡~:\¡/J~i~:~&~tt·~t::~itfü";ii;t~~·rl':t ~:~,;::ó:·:;:·~~.:: 
arista en el c~;~l¡!Ó: rl~:fl<;hio1~' dC:-.c~tclfÍ''t11io'iJC: CH~S círbtiltos es 11(e) '. lal y como 
se csqucmal:i.ia c1~ 1~-f1giir~~·,:3:2 ~ -'/ ",· •/ ·• · •." ''(" : · · ·': ;, .. . 

... ,·.;;:. 
l'rovosicióu .'3..'3: Si MG = (G, M) es i11w g;-fiji;~{, ;,1ii/,:¡x,;l~;.· J~;l:q,ic! ·. M és 1111 

m<ll"cq/e tJitJo, e11/011ces rlárÍa 1:iw1;¡;;'ier ~ ef.'. ,"s~ ~:;;,,,ple e;;,: <¡
1

1;e·e1 circuito 

co11 menor con leo e11 el <111e la <1 rlsia-¡)a rlicipa es is1,"11ple>' 

Demostración: 

Supongm11os lo contrario, esto es que dacia e =. c/1, 1')., el. 'cir9uilo e· con 

menor con leo de fichas no es slmpl~; sc~i l~t )"Íftrlc slÍn¡1ic de e el 
circuito C' entonces (M/C');;,(M/C) y esto in11>Hcaqtie existe_ en Gal 

menos un ciclo dirigido e'' tal c1ue (1t;u~···rs 9 °d~n<tc; <:.''.'pcrt~ncc~ aC. 

Pero si (MI e")= O implica que ill n·o es,t1n'ni~1·c,¡1J~ ·~1~0· yque 

(u I e")< O no es posible. porqu~ el 1~mi·~ajc ·.11~( ~1~ e-stá dcflt~ldo pam los 

enteros negativos. : .•. (M / C') ;;.(M /e) !! y se concluye. C)ltC '(Ú/ C!) < (1H /e). 

1 
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C(/pít11/o :3: 1\/f/Orlt111os pam o/Jtc11cr 111arcajes 11f1J0s. !I 11loos-scg11ros 

Ck 

Figura3.2 

La irlca prlirnl¡rnl parFJ cncontrnr el lota! ele flclrns en clreulto. menor 
conteo rlc éslas en el c¡ue una arlsla e= (11, 11) parUclpa,· consiste .cnlonecs en 

hallar el camino P cid l' a /1 con menor con leo \' aclicÍÓ;rnr e i1 dtéh() cflmino 
para oblener m1· cll·?uilo C =P +{e} que cumple ~on·.1a· post90;1dtcló11dc. H:!,I . 

. :·;·; >·:~· '-,_·:.,,-. -.. . .> >.: . : .. -~~ .... :· .. ::,·'.:_·._:·.~'.':'. 

Por otJ'a pari6 .. c1ic{)1;Írar el 'camino ele y a,; E '" 6~11 ,,~]~nor núincro 

ele fichas. csc(¡1ilvalc1úc ¿¡ ¡)i-obk~mn··.ric;ilaniil;.Ct'ci;lil1tjí() il1as c.ort.o en lre un 
pru· de v~rUcé~.·.s1'6()1i~1(1¿J.~iii1os;'.a<i1Je)6cií1~~l~-l~11gll11fl:V)fÚJ. ;:) . 

. . ' ~ -. .,.-.. : .s ·., 1/J·:·. ,.::.~: .. :~·'._:-.. ~~~; ~ -.. _._. . ·-·~:~,-,--,-> ·: ~~-~~~- ~:-;:;..-:./ :;~,:.;:l' ~----º-
' - -~:_:;. ___ .··_ ---~ --~ .-- - - - -- ·-,; o 

Dljk::~;~~~:z::º'.:.~::,~~~,;,:;~S:&':.~;¡~J,lJi'.'~~\t~:;;~~·t¡~;;:;;!i~.:·z .. :: 
lemas pma. demostrfu' .• ·.·r¡Uc•,?cl: algodtái9\es écorrccto. 'f',éle >a1~állsis. de 
complejillml son. shii11"1·;.~~:y 'e~téi11ftí;1~1an1eii1a;1J~··e;1 tfis.d. 6nic)sti;á~1~;1cs del 
algoritmo de 01Jirn1'r~· que a1>i:ll;ccén cli ~f-11Úro'éte S. l~vc!;1·1E79J: . ' . 

• - "·-"' ... , ~ ./ . ' - .. '" .- "~· ·:·. ,,'_\ '! ,, :· :,··... -· . • - . -. 

!.as estmctur~s c!Cdalos r)¡te _se 1ililiznn en ÚINC son: En primer lugar 

una lisia de arlvnCc11clf1s (1lc la mai1cra i"r~1rliétonal): en clonrlc rlnrlo un vérUcc :·· . "/ . - .: . - -.-
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Cc1¡1ít11/o :1: 1\/gor/11110s ¡1<1m o/Jff'llf'I' 111cir,.-r~/es t1l1Jos U /l/1Jos-sey11ms 

cmdc¡utcrn v E\!, Ve EacM1•] signlflc;1 todas lns urlslas que eslt:ín en la lisia de 

mlvncenelns ele ". en otras palnhrns, tocli:1s las aristas de la f()rmae= (1',.r) de 

sai1c1n de v. En scgtÍndf?, ltigrn· se ct;ent11.~on 1111 eonJunh),'l'..·Lc111pornl de 

vért Ices que soporta op~!ra¿io1~~s · d ~ .. Í;1:se~·c1Ó1~, ilorri1doji. ~oí~suÚ.iJ. ···••··· .. 
' - -· :1·' .... ,' •:. . .-, -, - ·-. . ,• _,_.-<·. . ··;.,. ·- ._.. •· 

.t\dlclonalmcntc pm~rí eloi(1~'~c!1'.Üé6; l'E\1, e;.-l~_t6 ~i1111 elfril.1cla· 'A( 1•) que se 

empica parn contar el 1itín,icl:oric}lelúis~11'h1icfm~lnbdJsdc i;n vfallce 

inlelal hasln ". m alg0rlln~o}s;fril~~ sif~1~1:ii¿;~1c:( 

Algoritmo 3.2 

entero .,_ l'vllNC (gníf1ea_:)l1i:ifo1'.ícll'.l l', ;1rlsta e= (l,s)) { 

1. 'T .,..._ \1( C:); · _;· .. -~- }~:···.-: · · 
2. ?.(s) ,._ ¡1.(e);· · 
3. 

4. 
.5. 

6. 
7. 

8. 
9. 

10. 

't;/vEVh~,.;sdo ?.(v}"'- oo; 

u......: s; 
while (ti,. t)do { 

··ve· ecilú{u] \1 o•-' 
!f(;; <:::T) ni1d (A(v)>J.(11)+11(e')) 

. . __ thcn X( 1°) .,_ J.(u )+ p.(e' ): 
T.....'. T.,- {u}; 
u~ vi ,i.(P) = min( J.(w)Vw ET); 

rcturn J..(t)} 

l,e111<1 :3.2: li:l1 el a/yorl/T1w M!NC: si ?.(v) es .fi11ilo ¡mm ;1/g1í11 1Jértice 1• 

e11lo11ccs existe 111L ca111i110 P ele I a \i c¡ue pasa por slii/c¡1tf!, (MI/;)= ?.(1•r 

Demoetraclón: 

SI A( 1') es finito entonces por clpaso (7J:di~Jii1 ~Ú¡1tí'Ci~ ft~~ 1~~1gnadi1: por 
, ·. _ :.:> .·.,1:.:~).:<;-,·.,·.·"_:-·,,\~·;.1_._:~----:~---;/,;···'<·.~h\.-.-~_e·: .. --::;-:-~----< .... ·. ,~. 

otro vertlee /1 de la forma J.(1•}: ?<<11) + ft(,e1) ,<loncle e1.':-: (11,,P)., des pues de 
esto /1 es elimlnaclo del conj~úú1).T/cn ~1 1 j)~s'ü· ¡S,'},;y ;.(;,) ,j~~:•camhia. 
Como J.( v) es ftnllo t;ntól1~es 'i.:(1i) ·• imnhí61~ ~s:i11;fi'6·) Co;i·11;)1:1il11do.'eo11 

este proceso se obÜeiic ei:ula~~ez tiii ,;éhÍc~)í:¡~tc ft;~ '6111i111i~~do del 

conjunto T con rnlt.erlorlda;I )'por. lo tanto ·,;tligtínvérUce es répeticlO en 
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Ca¡1ít11/o :i: 1\/yor/11t1os ¡iam o/1te11er 111arc:a_fcs u/uos !J 1J/1Jos-sey11ros 

el cnmino, FISÍ ft1~1:1lmcnlc se tiene un cnmino del __ vértice s ·al vérUce 1 
dado que Ja cltqucla A(s) csasignada'c1i ~I pEiso·,12)> 

-- -··.>:,.-... :. 
' . ; . - .. ': . ~ .. 

Con lo ··que .\cncn~c)s¡i¡Ú~ ]A(1;}~X<11)~fr{{i1f~r1~J11dc __ -.·;?1. __ (u,v) 

J.(u) ...,.. A(w)+:fL(e2) r1óiútc! d2 ;,; (\1í,új y .< A(i;Í .,.:.,t.:(11i)+ ¡,(é~); 1•(~ 1 ).· 
:.:::"i'.~.::~~ .. ,, .. "'\ --- ; .~.:,: ~·:··-,..-;_. ,/,;, '.~>:>,·•/ . ;._. 

··pero 

··.' .. ,',·~· ! .,.. : ·;;,>>>:.;: ·_. -~.:-'··· ·'·, 

Co11Unu8_1~clo,j_·~;D~->iy_~l~\-1E~•-~~~;~("/íi~F1lil~c-1Ú~•- .se IJ.cg~ . ri c¡uc 
A( v)....:). (s)+ 11.(e)¡)+'¡L(d;icj)+.• .. +11{e2)+ 1•Ce1) ')1jiÓ1; 'Ci paso (2) sabemos c¡uc 

J.(s) ":-fl(e) clo;1ct6 . d'='"(/;.~¡: )/ e~ .dtr~ct~ ~1lt8 P,,,,;. e,e,,, '· .,e2,e1 es un camino 
de / u 1•cjuc}msE1 por.·s. y A( 1') _,;. (A4 / P} o . 

[E79) 1 

Una suposlci6n qtle se ha hecho, pero no se Í1~ mencionado es r¡ue 
\;/e E E lal que M es un \~Vo-scgur6 se tiene que p( e) csftn !lo, de aquí que: 

l.e111<1 .1 .• 1: fü1 el alyori/1110 MINC; c11a1ulo 11.11 óérlice.es seleccio1w<lo e11 el 

paso (9) se c.·11111ple co11 <¡11e J.(11)., cio. 

Demostración: 

: ' ; . '• .·- , 

Sea que RI momento ele c.Jccular¡.;e el paso (9) eLvt!t-1.ice selccclonmlo 11 

cumple con que ?.(11) = oo, sin pénltda de gei1e1;alidmlcsea l~1i~1l)1¡~11 r¡úc u 

Cli el primer vfrl ice ele. cUqttda infinita c¡1ic es sclcccib1lado~ . 

Entonces en el momento que ¡, es ~dieceiona~tb Vv ET se Dene 
/,(I') =.oo y (Jt~e :i.;;E''-~T. J.(l'')~es ún1to;\po"r·.1d'.t~i11to. una d~ tú~ 
siguientes condiciones .·sc··cuníple: 

. . . . . ' . . . . . ' . 
' . . . 

que 
dos 

•no existe arista .cÍu¿ vayE1 de un ;vé~ttC:e en-,,_ T a uil vérUce en T 

•'ti arista e que vaya de \1-T a T. p(e) = oo 
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C(l¡1ít11/o :.l: ;\/yorlt111os ¡>om o/Jff'1/f'r 111circ<1.fes 11/11us !f 1Jl11os-sq¡11ros 

Pero la primera. cornllción implicn que la gri'1fica no es fuertemente 
conexa (lo c¡uc el> inconsistente con el l<:n1E1 ~(1 )1 .l11'rlcfin~eiórí de lb,!) 

y la seguúda h'npll~~i qlie existen aristas _tnlés q~ic;1ke) = éó, ! . .. - . ' ' . :::·\ . ·. . . - . : . . . ·.· ·:.. . -.:. .' ~-:"' . . ::· - ~,,: -~ .·.' 
.,_: - ,., ... , :;:··:.-;._ ... 

(E791 1 

Denotcm~Js,i;J(t•) .e~;;1o'c;1·1()1at:fic>'rieiÍf1s·ril1d·l1ti§:¿::;;cC~!~·:1:i11c> con menc>r 
~ ... ,. ', •• - !"" •• •• - .:' : ... ,.,.. • ' '· - •••• ·_· /· ~::• :>'. ··!· :' :~- ~: ~: ~: "_, :· ·:.<;:-:·}~'.:·'}<:: "-"-·:'~~ .: :'.; .-.. :~ ' 

número de éstas (te/a·:\¡ l¡Ü(:! ¡i~isrifior''.\·; ciitonces,hi'.)J,:C:¡tl~ilemostrnr que al 
lcrminar MINC, J.( /) = 111(!); .···. ··> .. ·: . ;'~'. ''\\: ';'.•• ., . 

-·.,: - ._, ''.'·;··> .. ::·:' .i•> •· .• · •.• 

l.ema {3.4: En M!NC. c11<111.do 11 ú o~~fic:<~· sc!/eí:c:iÍJÍÍ(u[o en el [JClSO (9) se 
c11111ple <Jlle A(u) = 111(11). 

;:::·;. 

Demostración: 
·. . .- . :' ·- .. :· ' 

Por inducclón en el onÍ~11 en 'que. los vértices son di111inados de T. 

Paso base: por el.paso (4)de MJNC, tcncm<>S que el <primer 
seleccionado es s y és c!larcj qu~ A(.~)= m(s) = i•(e) donde e= (t,s). 

- . _' .'\ .. _-.:.:>; 

Paso de lnrlucciÓ1J\ · 

vérUce 

HIPOTESIS: 'V vértice l' que es eHÍnlnado de T antes que /1 se 
cumpt'~ c¡ue A(t•) = 111(i•). · 

'. ~-

Cuando 11 es sclcc~i()ii~clo ei1 cI· pí'.ts()A~) · lcí:i,e1pos p~r· eL.lemá 3.3 que 
).(u) es finHÍ:> y pÓr .e,Í.Jciim3',2, 3 'tlll ém;1iÍ10 'P dé 'i a u, ~'¡{t~·pií~apor :~ 
tal que Mú>.=.(1Wt»·>;;X<~!);;:111<11>:.; :;,~·,;·•'C ,;. ···· ~ ·: 

(·~---·· ,:';> :::// ·, ~:··_;:· ~~· ·,· t.\·:,< .:,.r~ :· ·"· 
Sea p•·,;,···\'o, .. ;'"···· ·.•\/¡, f!i -l'2 .. :\fk-I ·,,., VkiJ('~éinili1~·•;6~ti' i~~e~~cií: •:ttimcro 
de fichas <k ·,::ª U°Ct~el que. i;arll~ip~ e .• ~Ú.s) ·~;~toi1ccs t.i~\/ó·.:·; =1'1. y 
tmnhién u ,.,; \1 k; Sea t~unhién 11/~r~érlicc·~i1'p• el lÍlliÍ11(> 't!lin~i-1Ú1do de 'l' 

~ ' • '• • ' - . '. I 

antes ele u y por hipótesis: 

},.( \1¡) ,;, /11 ( \!¡ ) 
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Ca¡ií/11/0 :1: 1\l!t"rlt111os ¡mra o/J/e11r•r 11/(ll"l'í!/f.'S 1!/l!OS u 11//Jos-scy11ros 

Si \1;+1 es el vérllcc climlnaclo de '/'Justo después ele \I; entonces, hay 

.. un par de casos: 

1) \/;+1 "'// )1 

A.( \1;+1) s A(\!;)+ ¡i.(e;:,.1) drnlo qué \!;+1 .. purlo hab(;,~ .si<lo ct.IÍ¡uetaclo 
: . . - ' - . . . \ : . - ' : . ·.:· .. , - : ,, . ·.- ' . ~ -

clescle un védte(! cllslinlo a \!;.-Por; hipótesis A(\i;+1)s:111(\!;)-i-1'(e;+1). 

Como dcspirés.dc scleccioni1r.J?; la/cliqu~:li-:1sclc lo; vértices c1ue 

cshfo c1'1 T ~ólocpuerlé .rlccíÍ-en1e1it~u-s~ y c6mo u• e~ .•·selesctonaclo 
después ele \/:;. t~n~mos\¡L{é A(\'~-~1)s111(\Í;)+11(e;+1)s 1Íi(iÍ), y. si 

111(u) <·A(u)·.·cnt~nde~ ·A(\/;+1)·~ X(u) .. · y•· u no.·•11ueclc•s~:r el ~1érllce 
scleecíon~cl6 oblc;1 

' '. ·- - ' : -., : - ' ::- > : ~ -

li) SI \!;+(;,, 11 .se-,Ue1:1c 
- _' ;_. -

A(iÍ) s Á(\/;)+'~1{dii¡f;.I;();, !ilpt)tcsis ~(u):;; 1u(\I; )+j1(e;~1) como u es 

sclccC1éni€1do '.d~~¡fi.l~{úe?\fi ... ·.111(\i;)+11'(e;;1} :S m(ii> ); :·(lado qué· al 
• ' '• e '•• ,. - • <,' , •• ~~·-· " "" , • " • : ' - • • • • , ' 

sclccclo11ar \!{,; }..(u) sólo pucclcdccrcn1cnfaí'~cA(11) s 111(11); 
'.',: ;, .. 

Con lo que es' l1-Í1posíiJtc:c1úc icu)~1)1(11)•y 
J...(11) = 111(11). 

r¡u e 

(E79) 1 

Coro/([rio a.1: C11r111rlo I es seleccio11([clo e11el·1mso (9) de 1\.J!NC se c11111plc 

í/IH! A(/)= 111(/). 

Demostración: 

Consecucneln clirccla del ·tcma 3;4 

1 

Proposición .'3-4: 1!:I álgori/1110 1\-l!NC siempre ler111i11([. 
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Ca¡iít11/o :i: /\/yor//111os p<1ra ol>/e11r·r 111<1rc:c~/es 1Jl1Jos u 1Jlvos-sey11ro.~ 

DemOt1traclón: 

Dado que la gráflcn es flnilá, cntonecs los <:onjuntos \f y E son finitos, 

eon lo que es frícll vcrqiic T. ·es fÍnil.o y cntonecs lm; p'asos ( I}, (3}, (6} y 

(9) terminan. (Por dcmosl1:ar que .el ciclo whilc ilcl ·paso (5) termina). 
' ' ' 

Sea que In prlmcrn 'ycz qtic se cJeei.ita el paso (4) U.= S.= r entonces el 

paso (fi) n~ se eJccu In y el filgorlimó lcnnlna. De otro mo1I~ si' 11 =s .. t se 

ejecuta el ciclo while yen cl11;1so}SJ 11 .~s ~e 'cltmh1~!\119:· . .'Í;•)1.e11 el paso 
(9} se sel~ceiona ·un.nuevoyértice del'. CCÍ1110 c11·1i'íúg1íri111omc1Ílo en el 

ciclo se. adi~lonm1 vérU~cs a Ty d~IÍÚJ() ;1 ;Í~i.c. él.'c61~Jt;'1;lo·Tes finito 

finalmcnte Se Clllll)JJC <JU(! l/,,; {, JÓ rí~1~', hll);JJ{!fi·•~Jll~\ Jé1·condicló11 del 

wl1ile es verdadN11 )' pod~111<J~ có1i'clt1ií· q1ic el. nlg~dl mo' M!NC: siempre 

termina. 

fE79J 1 

l.cma .'3.5: fi:1 algoril1110 MINC es i:orrcdo. 

Demostración: 

Por la proposición 3.4 sahen1os que il:/INClcrmim1 y por el paso (1 O) 

MINC regresa J..(t); ))~ dó11dc )li;rcL corolario 3. l J..(!)= 111(1) y dado que 

m(I) es el total de ficlúi~ ~n ~J citrclllto co11 111.cnor n ümero de ,<lstas de t 

a I en el que parlicipf.1·'1fÍ a!·ista e== (t,s), se concluye que A.JINC es 

correcto. 

1 

Demostración: 

CmlH vez 11uc se ejecuta clip~so(fj; se revisa la lista de mlyacenclns ele 
algtin Vl;rUcc y como cneJ:'pcor cas«:) el pnso(6) se ejecuta Vl'E\1-{t} 
entonces la complejidad el~ ile1111fo es a lo 111ás ü{IEI). . 
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Ca¡1íl11/o :.l: 1\/5¡oril1110,.; ¡•ara o/Jt1·w·r 111r1n·r(/<'.~ ¡¡/pos u ¡¡f¡¡os-sey11rus 

Como· tn.w·~r.b1,;íp e:._c};•~l]·:;~lt;llJcg•:ftfisa ~nlOllCCS·.· .• 10. conf i(;llC aristas 

paralelas así <1uc. IEI s l\'I'" coi1 16 cíúe lfi complcJtdad en el peor caso para 
MINC es 0(11;_f2)/ . . . . . . . . . . . . 

(E79) 1 

. . . ·~~ ~' 

.••' ,. 

l'ro¡msidó11 {j.5: Dacia 1111<1 1\-JG = (G;i\./) fíll c¡Í1e· il.f és 1111<1 111lirc<~/e 11/110 !J rl(l(ln 

"'"' arisfíl e= (11, 1') <le la 1\-IG:· S.i .. k = MINC(k!G,e) e11 fauces 11 pu.ede ser 

rlis¡){I rallo k - ft(e) veces s/11 clispara 1· el, vértice v. 

Demostración: 

Sea C el clrcu ito con menor n iímcro ele flclHis ~n ·,,el: que e= (11, v) 

partlclpn. Por inducciÓ1i s'obi·c .. 

·- _.11= k:-:y<~):~ f11(é0
)/ e'$(). )'/ e'.~.e 

~: .: . : .';1 ' ~ ·.~.:,· 

Paso hr1sc· .. si·c: ;;,.··,,_:_L,; · "2.:1/1;::; ··-~¡/.~\; clo11cle ·110 =1• y . o .. ·'· '1 .. · z ... J-1 ·. J . o 
\!j =u y sin= o entonces.: 

j 
}: 11.(e;) 
i=l 

FALLA DE OHiGEi\J 
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Cnpít11/o :i: 1\luoril111os J>ílm o/Jte11er 111rtrC<(/es ul11os u 1>/11os-seguros 

:. al menos la arista ej = (\/j-1· \lj) = (\!j,11) <le en tracia a /1 no con llene 

ftehas con lo que Vj =U no est{1 habilitado: Del mismo modo \!j-1 no· 

puede estar hal;Hitado po1'(1u~ al menhs In ,artsfo ej-1 =(\! j-2· \tj-I) no 

contiene fichas. Cónth1i1aiúloasí es i"i'ieH~c1-'r¡uc \l¡ 11ocst.XhnbUitmlo ya 

que t•(e¡) ,;,¡) d~1ic1c)q ~ (Vó .. \(¡),. (1•.Vi> y es dÍrec:lo ·11úó púi·n '111sj1firnr 11 es 

nccesarlo'.cllsi1ar~r 1•. Conlo c¡tw es posible cl1~1;1mn. u, 11 '"'.O veces sin 

clis¡1nriw_·1:\: 
:·,,, 

. . ··.{ : .. ·./ .. - ' ':.. . . : · ... 

1-llP~;l;ESIS: VOsis11-I, es poslblc~lisparar 11, ·;_,;cc~ssln disparar 

al.vértice 

Como u•>11-Í.~~cu1~1ple.quc ;, >O.SI 11e;tá.11·abi1Úaclo 'ic>di~~usarislas 

~;;.~füf il~~~~~::~~if %i1i;.~i~~if J~!J¡~~f.EJ\7~~j~ 
éontú1c'ucl! quc· 1.1 ;o_~ .-:··· csposthlc';,¡~¡~·~··ií;·p11av~z~i(~1n;Ct1s)mrnr l' y 
justo dc11liés rlc ~fecturn· el· cÚsriaro.11C ÍI·· oc:~Ín-c ht1~ /1 ;;,-11~ Í~ io .que por 

hipótesis nos lleva a que es pósihlc disparar· l'. 11- I + 1=11 veces sin 

clis¡rnrar u. 

1 

Problema n2,2: Dada una arista e= (11, 1') disparar el vértice 11, un cierto 

número de veces sin disparar al vértice v. 

• Paní111clms: l.T11<1 MG = (G,M). 1111<1 arista e !J 1111 c11lero j. 

• Pmpledacles <le la res¡m.csla: 

Precondlció11: G. esfinil<1 !J .f11erle111e11le c011cx<1, 

eEE(G). 

M es 1111111ltrc<1Je ¡;¡,jÓ Ú .· . 
f=k- í'•(e) dollcle k = 1i1in((ú / c;)v C; / e EC;). 
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MG(G,M') <- DISP(1\/G,e,j) 

Poslco11rlidó11: A·l'cs 1111 lll{lrc<{ÍC! 11/1Jo olJlenirlo " par/ir rle 1\.1 por 
merlio de 1111<1 scc1w11cir1 leyal rfo rlisp"ros !} 11.' (e)= k. 

1 

PHra facilllar .el arÍiílisls, en d algoritmo IJISI' .arliclonalmcnl.c a la lisia de 

mlv<1ccuclasscutlUia·una lisia clec11irculas .en donde V <PE\t 3 una lisia 

qu~ conlÍcnc al boiÚÍ1l1l:Ó d~ ~1fislas (lc~nlra~l~1 n 1•, y tal .llslp se dcnot<1 como 

M/[1•). Es mu:/tmporla1Úc_•_ollscn;~;¡-:~1t;c.en<.lo 1·é1-Cí:cút~····al·•.cspacJo de 

ahnaccn~nnlcnl.o· rcqucrid6.paí;a·fcjl1:cs.ci~1~1·.1ii 'gráfica; laÍ1Íclusló;l .• d~ .la lista 

de entradas no lncr61úe11i~i );; ~!~n~ü;t<Ú1i1~íÚ' ele' ~1h1~fÍ~!e11n11Íl<~;1 IÓ y esto es 
porque ambas 11s1as cmpléaíi'.c{IEO ::cspf.ic1ü .Y t~itclnos qtlc usintot1cE11i1cnt.c 
e{ 2IE1) = c(IE1). . . . .. . . . 

El nlgorltmo /JISP cslá numerad() como algorihno 3~3 y su pseudocódigo 

es el sJgulcnlc. 

Algoritmo 3.3 

gri1flca_mareada <- DISP(gráficr1~marcacla l' = (G,M), arista e= (11, 11), 

· cÍll(!ro j) { 

2. Ve'.-~ {li;,,,) Ee11/[11j. c1¡) 

:3. !f11(d)=O lhcn l' .,_ DISP()'.e'.,I); 

4. \f<!Et!J1/(11(d~11'(e') .,_11(e')-,I; 

5. \f~';Eaa'.vl11l áo 1•'Ce")·.,_ 1l(e")+ I; 

6. ,; ~DISP(y = (G,Af'),e,j-1)} 

7; rclui·ú l' } 

. . 

Sea a: (1•;,.<:;;; 1'¡,) unn sccucncln de rlisparns y rlenotcmos a; como el 

mí mero de \1cces r1uc ci v~1'Uce 1•¡ npmccc en o'., y sen ~( l')C E(G) el conJtliito 

de aristas. d(!. etllritda a Üt¡ vérlle~ 'v E.1' tal. ciue .l;feEs(1;) ~e cumple. con que 

11.( e)= o. Üsándo esta l101;;c~ó111;r6ccda1110~ a. de moslrar el s,lgttlenlc:' 

l.rm1a .'J. 7: m algorf/111~; DÍSI'(¡' ,e,,Í) ~s corré~t6.· 
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Cu¡iíl11/o :1: 1\l[1orll111os ¡ir1m o/Jlf'tier 111rm:a_fr•t: 1!/l!os !f flft!<JS·Sl'!lllro.o; 

Demostración: 

Por inclucción sobre j. 

Puso base: Si j =O entonces la conclición ele! paso ( 1) no se cumple y 
. . . 

tínlcamentc se cjéc11tf.1 (7) c¡uc regrcsn la gnífica sin morliflcación en el 
mareaje. Lo. que es .correcto ya que por la prcconÍÜcióíi de lb.2 

j = k - 11(e) do1ú:1~: k = min((M I C¡)VC¡ I e EC¡) con' lo qm; 11(e) =k . . 

Osis/c-1· 

Con-Ío,J> Ü; '1~¡c()1idiéión del r>rn;o (IJ evalúa i:1 verrlmlcro; entonces se 

ejeculan)ospi'1sos·1~)y (3Len ~l()ndc~éES°(u)sc tnvoci1 l''~- D(SP(y,d ,1) 

y dich~Cli'di.Íítb'~16·h~'Íe;:¡nlÍ1i.1;·.cÍaclo'qt1c E(G).c~ ftt~Jto.·· . '. ··- ·'·-\,\;~\~~~-:--:~:;·-~···~ .. ,_· ~-- -. '· . ,/.:_. . ' ·,,:._, .. - . . ·'--·· 

Sin pé1:~1ict~d~/gc'11er<ÍIÚl~lcl'se~1'. e'"'(:H;,u). Una ele lfts <1rlsta.s.en g(u). Así en 

umi nue.~~~l~~~~c~c1Óncle'D/Sl,(~;,e' j) se cject;l~nl?~·l><~'s~sí2J'y (3) ·_(¡ >0) 

~~::i~!lr¡~;t~~f i(~~~g~;;~::;;g~;5;I~~~n~~t~Jj~~~{=f~i: 
por el lenu:.2.r: qt,i¿ M, esvlvo !. Porptra¡:iartZ:r ,;;·., )'.h c'1tfc:fo .co11tiario 
impllca 'ci1.l~J;~1~1a1i;1~ntc).: ~-¡1(e) ·Y,;; ó!_!;· ,,; .···· .· · ·:.· ·' ·· '·. ·(e'. 

.... ' ' ' ,.,.··., '.~-\' . :,;._ '.:·:-_':· ,:,-; .; ' ;·.--:-. ;,: ."'-;, >"" .. ':~~-

:;::;;10,i{i!!:i,<~~~Jf tI~'I~:l~~~t~~¡~:z fl~~I;1~f ~fyt;,;Li;l~:~: 
Poslerlorméntl\:en~-•• ,cl'1}~.so (GJ:s~'¡iI1voca.D/SP(¡; = (G,M'.).e¡,o)'c1~ doúdc 

como. jO:o .1~C>r·ícl l>'f1so ·ba~e;Cle ,la '1ndlicc1ól1 cln1a¡:c~.l~ :A</' ·no se 

modiflcf(,po;.)6 IEutl~ ~l,cj,~ctil ar~~· el · .. ¡1A~o< (7l se'r~gr(;~a ,la, gráfica 

l' = (G~M') y ~e tiene· qtí~. sil!i~áo '~i-1 ;,. (y, z) la !-u1si.a 'c¡~1j>l~~1rla ei1 la 

Invocación alttcÍ:loi·clc D!SP el Co;íjmÚ~ $(y) se r~clu~~· ~1i una .arista. 
ConUni.rnndode ~·si~ 1~1'1ui¿;.a ~I fhÍ~tlir.mJos lmsos (2) y (3) ·de la primera 
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Co¡1íl11lo :.i: 1\l[/mll/l/!J:< ¡1fml u/1lc1wr 111rttrr~/1•:< 111110:< y 11!11os-sf'y11ms 

tnvocaclón se tiene un marcaje i\.J" vivo tnl que y nl el V<!rtlce 11, ni el 

vérUce 1• han sido clisparmlos así c¡ue pº(e) = 11.(e). 

Al el ls~.>~rar .•• u·.~~1,J.~)~;"1>;~~.9~_:;l4)~y·G~); ·~,u}H~E .. ~.·o ysc ·ohUc11e t111 nuevo 
1m11:ca,1e 11/' cjlie ¡>oí·. er-e:orOlfíi·10•2'.I c;.,,;¡,;<.>Y donde:··· 

'' -'·:<~(: "'··: ·:':·.:· 
:,::f:,·:>·---:~- ..... ,.,.·_-:,,- .. -;!:·'-·_,.-··;> ... ·:J::•'i;~.<: ,, :·. ,:.,- .. _-'. - _. ·: 
ft. (e)= 11!(e) ;t ':r!i'.'." ()"11,7 11. (e)+ 1:-::O;=11(e) + 1 

- .. !--'.:·· .,;-::_:\· >:·-~·,~·:';~; :<~'-': .. ::: .-_-..,:/~\-.. .-,. -

~- _._.. ·;, ·>\:: \-:~:;.:.' ::\;;. '._·· --~:<.:- ~.::----~:-:>:·-~-::_\· '·<-:\:,_;,':·:.y(.:'.'·--~-:<:'~:~:- :-;/:~,-_.:_·:>,. 
Por hlpolcsts·: al •cJGqülar< e1'•1ú18()/.(6)•;dcsdc·ü· élc la forma 
)' .,__ D/SP(¡1.=(0:,\.¡'l)'.e~'.f/-n:~c;·(}¡;¡¡~n~.{ii1<;jiic~i~1mlrcf¡jc ·Mf ·que (!s vivo 
en donde: . •· .\ ~: ' ··.. !'. '. · 

J~ ¡,,; fl(e)+ .i =' fl( e).+ k - !'(e) = k 

1 

I.ema .'3.8: El alyorilmo DJSP es <le o(IEI)> 

Demostración: 
> ' ; • • ~ ' : ' • • : 

Cada vcY. que se cjecttla b);1Ja~()' (2J):ic! i-cvÍsan lorlas las aristas e' =(w,11) 

de en tracia n un. vérUcc;}í.y:Jté1¡1(e0);-= O se invoca iníewm1enie. DI SP, con 

~~~:; :~:i~S~¡~~;;:~i,~i~~~fo:.~7.t'.;bibJj;'.¡~·;:~;;~~~~;¡;,~j.;,ª~' .~~ 
·'. :.· " - . . : ,,.,_,. :.• 

;~~~~= ~:;~~·~~;,;e;;!~º"~··¡'.~i:;;j¡;'~iJ·~;.~~&ti~~~i!;;Jf,, "r~:1f: 
proceso recur~~lvo continúa· hAsla qla~,¡;·{¡'.;'ei1 Úoi1dc~;sól~se -~úecuia (7) 

:. en esta .tílUma lnvoeación ti'; c61n¡>lcj1clfi(f i:s ;0(1) :~;~ teÍ1cmos que la 

complcjiclacl del algorlimo es: 

oo > + o(!1E0 = o(IEI) 

1 
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U1rn vcY. discÍlmlos MINC y DISP podemos resolver el problema rt2 con 

el 11lgorilmo LS r¡ue !H! empica tanto a M/NC como n D/Sp, adicionalmente en 

LS se usa u1rn 11sÚ1 ele ai'istns que sc»poda los slgtrlelücs proc~dimlcntos: 

. . . 
• TA!l.(D): Hégr~csEi i~·lt~ta'Ó sh1 ql, 1ir11~1c~~-~!lc!1~1cnto .. · .. ·. 

• IS_Ei\lPTl'(D): Regresa. true si lá iislir. D·.'c~l{1 v;1cla y ré!gresa false en 

cualc¡ulcr otro caso. 

Algoritmo 3.4 

griiflen_marcmla,._ LS{gr{1flca_nmrcacla )' = (G,M)) { 

l. D...- E(G); 

2. "ifeEE(G) rlo 11(e)= I; 

3. wh lle (!IS:_ EMP1T(D)) llil { 
4. e~ HEAD(D'¡, 

5. k *- MINC( y, e); 

6. !.[ (k > 1) then { 
. " -. ' 

7, l' .,,_DISP(¡,,e,k- 11.(e)); 

8. p{e) ,.._; 1 } . 

9. D ~ TA!L(D) .} 

10. return )'.. } 

Proposlci611 .'3.6: W alyorilmo LS sicÚ1/pre lem1i1w. 

Dem011tración: 

Por 1<1 preconrlición de n2 .tenemos .qúe G ·.es fü~Ua y por lo tanto E~ G) 
. . ,. ' . . - ·. .. .. ' . ' - _;. . .. ,., .. •' -

es finito. Así que desptiés de, la'qjec11cló11 de (l ¡fo li~ta J) es también 

finita. Dchtclo. fl r¡ue la é.icc.1¡'ci9h ;cl~!I ci1gii)\¡/,1/il<! ,del pásó'¡3). se da 
.. ·· ~··-. :-_:~-:-::··\···;.~/· "•'.;_~·;.·. ·.,;·:, \·!·~',,···, ... ·.~'.--~':',·:· ,, .. ·.·::.· .·>; ... ·,.: . .-_~:~,-.,.:,~ ·:~::... . _· 

mlcnt rns D no esta ,vac1a y dmlo que en el;paso (9) se>etln1ln~cuna arista 

de D en cacla lle;·~id~;1.r é11~sl~ q~tee'n ií1ng~í11jugrir del ~1~i6·1~11/11e se 
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Ca¡iíl11/o :3: 1\luorll111os ¡1am o/,1r•1tr!r 111an::a.Jes Piilos U 1Jl1Jos-sq¡11rns 

Insertan aristas en D. entonces cvcnluFtlmcnlc D queda vací11 y es 

directo que LS termina. 

1 

J-Jny m{ca~o qtt<~;vr.l'l! lr.1 pena:rcvlsrn:. y ocurre .citando ciada una gráfica 
clirigicla e; =(V,Ej ,nnlti-1 ;;, rúe1·Í,cmcnle .concxn. S(! 'cu1Í1plc coii>quc 11:1 =o y 
IVI = -, , pcrosí sólo h~1s '? un ¡)'roc?(~s;1do( cú :c;l sl~Í ci11fl' ~<.n ();'hf.1v canales . de 

~~1~~~JJ1~~rJ~;f ~I~~~t~!:~~f~~~~1¡f;¡;~~.i{~~J~::~==·:'.~ 
::.:~~=";;i~:;:% 1:if~~i§t~'.~j~f ]~!kl\~~~~(j:~~~~(~~\~t!~;~l~t~:.~~;; 
esta numcraclon es uUI para dcnm'lh:r_i\lf1, ~lgt_1,lc11}c' _ 

Provos/dó11 ;3, 7: I~n c1w1<¡11ier iler~1c~;J,, ~¿;ciclo. 11~/11/e c~<!I ~1J~1·ilmo LS el. 

marc<~/e ele la yrc{f1ca es vi110. 

Demoetración: 

Por Inducción sobre el númcr<?:clcilcrnc.:lón,/j.· 
. . . . ·-. 

Paso hase: Si j = 1 _c11toncc~a11tcsdccjccutfirJa -prht1cra iteración· del 

etc lo w/1ile en el pftS<).(2);~c:i1f1cc:·q11~ V~ EE(G)o 11(e) = 1 coi~ lo que .. 
V ctrcuilo C; _ dc)~~·gritrfo~;.{1Í:i¡c,-);;,:1 :\1. iJOí;'.cl ·l~n;~ 2; I,cl 1~1arc;:;Jc cs-\'1vo. 

Dentro del 'cic:lo_-·,},,jl;!;,ifüC~únl~o~TjJ~[~>~;;,~,~ il~;>clifl~;ll1 'CÍ.;liarcajé} son 
\·.~,. .;. ·~·;_~-.' .· , .. ·· :.y,--.,;:~-:'.':' .. ;;;::.-.::::.:,-~-.·: .\f--<'r. -.<··«.-·-:.c.:~·.>- :f?··,-. -~\· : -· ·:>:>~: .· ... ··r:,' ¡><:. ~ .. :~~_,:/'[:;-,.< :'.::''/ ._,··-.·. ''.:-·:·· \:: 

(7) y (8),. ~sfque.ril~.cj~cútar}(5):si 'k=_l:e11tm1dcs: (7) y (~) nO's:.:ejcm1tan 

~~5.~~?.~:I~l~!~ii~1~;~:~~~~~:~íl~Ji~~;t~~i~~~~ 
<lcflnicl6n nú>~s ·~i\;o .y.·_· ,,:;(e)';;. k ,esto es que el total de fichas del ·. .·_: .. ·. , .. ,_. ' . . . 
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CCl¡>Ílulo :1: 1\/yoril111os }J<lríl o/Jle11er 111rm.:cl)es 1Jiuos u 1Ji1Jos-sey11ros 

circuito con menor. conteo en ·que. 
precisamente {!n.:lr1 ii1:1:St¡ie.;;:· e; ·• : · .. >. •' 

,'/ .. :/.~ ": - '.'. :·¡· - . ·' ,;.• ·. : . '. - . ·._:: : ·. ' 

Suponkamos i:1h6'i:~ 'cl1~K·c¡Js;Jiié,s:d~ ~}cd1ti;,; (S) úo es:v1vo y 
esto implih~ cÚi;!.liIW~cl\~s)1l;;¿Ín:~i11.C> C,cs.tal ~lue (MIC) "".O'Jlero en _·_(8) 

C~j:e·c::t,:•i~.l~.·~,t_<.'.:_$e·_:,_ •• :_.l:á~(,_t._~_
1

c)i_~-·-····'_:_._1J._._:_•.-1··-~·1e_: .. •J\._ .• ~_._:.c_•c;.~-i_·_ .. ·.•.:·_•_~.;_,_·.·.f··_:s•_·_._~.·.~-~JiJ~{l~;yV,;m:.:m~ttd~0;i~t:c;;:~;: 
~ 1 ' • riüé 11orcl lenú1.3'.5<i1~c.esarla111cllte 

k = mii1((M(C'.;)V.c~.ieE:~·;);y.·~< despúés.1léc,tecutar (8l'("!fníarcf:1Je esvlvo. 
- '>.', -'. <·/,-:" . ·::{. ;;'·:.~· 

Paso c1e•1111l·;.{~iÓ1i/ '? t 

· I·IIPO;l'Esi~'. ~.i)l'.U.i s/- J se cumple con que en la.Iteración lj el 
mai'cajc C!.s vl\;ó .. ,, 

~. - :··, ,- ."' 

Parafj_ld11cí11~s¡iueia co1;dieión dc.(3)evahía_a /af.,:eypor•lo lanlo no 
se modiÍ"icf.; ~I imii·cHjc j1cro 1'íor ·hip6te~is CI: ;11flrcajc eí1. la ilcración J J-1 

es vivo. 

1 

Corolario 3.2: El. aluoril1110 LS regresa1111a grrijica con 111<1rcaJe tJitJo. 

Demoetración: 

. ', ' 

Consecuencia clirccta de _la prop()slci6n 3. 7. 

1 

Pmvosició11 3.8: Drmmfe l<Í ~/ecr;·J;ó;1 'ele alyi1/u1 ifemció11 del. ciclo wl1ile del 

algoritmo LS 11i11y1ín cir~:11Úo. iú;:fd!~lc{'1i1c;fr;!;e11Ú1 sr/ ~01Íleo de flclms. 

Demoetración: 
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Ca¡>íl11/o :J: Algorlf 1110:-; ¡mm o/Jlener 111c1rcc1je.« ut11os u vl11os-seg11ros 

de clispnros.ypor ~n p1·()po~i<!ió1i 2.2·cLeoiilco d~:flqlwsdelos .circuitos 
no cambia; .y ~1ntcs,:'¡fc··'cJcCtll.EU"r,(Sf lcÍ1~tn6s CIUC fl.(e)_;,;.·k por la 
postcon:11c1ó.i~ clcJJ'2.i:y'c1jüii~fi 3~7: · ... ,,,; ' · . · .. · :> · ' . . 

. ->-<.'::'.:.: ·;: ,",. '-''.;:~ :<~;·:·~ ·~,>:;·.·: •e•'./~'.',• 

!;~~ .. ~·~~&11m~;:,~j¡t1~:r:~~~1rt ~.í.·~·~~1x~,~f ;¿;;~:: :;~o:~~~ ... ~ .. ~~~ 
(8) 11(e) ~. k"-:<k·~:Í);·¡~~~'c~aria;~1~·;~1c';.1a.·11r~s1',; -p~rlcnccc .~1 .• drcuil.o y 

'<J C; I e EC;..~l<;;p(ícs'}lc,b¡e6t1tal· ,'¡S¡:·lc1~cnÍ<)s :<1tlc (M'ld='(i1i/c)~(k- I). 

Así que; enp~i¡:,1Jg'u1i1r .'¡;~;rft :e::· .. (Ú/c)'~ (k ~ I)> (Ú/ C) lo clt;c • 1tiip1tca que 
-(k- 1) > o;p,c1'0 cÚ1dc;'J)ue ~¡ • ;-,~Etr(!~1jcnci, csl~ definid;;· ·p'ara···tos' ;1egaUvos 

cnlonccsq~•~ ft(é)=.k<Ó u< 
1 

l.ema 3.9: Ii:I alyori/1110 LS es correcto. 

Demoetraclón: 

En el paso (4) se loma upa arlsh1 e cualquiera (lfl primera de. la llsl.a D) y 

eomo en (9) diclrn nrisla es climlnacla'dc 'ta lisia, enfonees por cada 

arista se ejecuta 1111aHe;·ación del cielO ,,;,;uá . li;n>elpf~so (5) por el lema 

3.fl tenemos que k es el 111ÍÍ1imo conteo de lfolías ~le los c.ircí1iios en los 

;·~:.::;~~~~;~~j;~·;~~1~r1:~~·;,1~ti;~~tJ1)~1¡~~1~~~1.!~:~~:~1ti, ;~.: 
proecctél'.'~¿;i ·!.~!!~' ci!gtú(.!11.~c.fi}Í.C!.~~~ió11tjs;:.;~;~(.~.·; '" · ' .,,." ,,.·. 

-" ,. ·-·'.{;,'· .. :>-·:-> -:,-··:---.~: ~,-;- '.t/~· .~:/ j_1~: ~ .~·~) .. :.;·;· .. ~{;·t- Y~- .... :::_:/.: ~\--< .: __ ;,. ':'>_.:.::·· . 

:~<>~>::cl1;n~?jfa1i~iK~1viJ)~!J~L~~~f[;~j;~,~:<¡f:=c{~~~~¡~~:1I~j~~~~";}Ftis;\.l:::~;ª ~;¡: 
mareájc ''u; /(1Í·l11./cr;;; rv '.e ;ed., dc~¡;i1ós s~· 'c'.l~ci1 In' (fo '}'se '1)1'.occdc así 

con las slgut~l~tcs '1t~i·~ci~nc~::' ·', .:. " .. ' , .: , '·. · '. ::·, · .~. 

De "8le , m«I: :. ,t~;,;;;~i J,j ~i~uic;. :;~;;.i,i{;i~·~~~[i;~;,,,:, . la a•lsla 
sclcceionáda. cslfÍ cÍ1 a(i11eni~/1;¡~\ cl~lo~c/(Út'c)~J.1 :t{j;~1:1élpro¡)()sición 
3. 7 es Imposible qúe algt1Úf.J ;H~t:~l~iÓl1 'i>~~¡~~j¡;r '<úf'é) .:.o :';Ad~más, . por 

FALLA 
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Capítulo :3: 1\lgorll111os J)(lln o/Jtr·11r•r 111nrc:a.f!!s 1Jl1Jos U 1Jf111>s-1<cy11ros 

In proposici<Ín 3.8 tenemos que en 11111g~11rn lteraclém posterior 
(M /e)> 1. así que una vez ejeculmla una ileruciém pura alguna arista e se 

llene siempre que e EC /(MI C).= .1. Debido a que se c.tecula u na Iteración 

para cada m·lsta y siendo qu'e el 'ilmrcajc regresado por LS es vivo de 

acuerdo con el eorolarlo · 3 .2;. cúlm~ces por el lema 2.2 el marcaje final 
ele la gníflea es \.iVo-seguro. 

1 

Una de las consecuencias ri1ás Í1nportanl.es resultantes de lo correcto 

del algoritmo LS. se presenta' i:i coí1U11Úaclón! • 
" : . '.' 

Corola rlo 3.3: 'rJ MG tal <JU e G. es .flnila yJ11e~t~1;le11te conexa existe al meuos 

1111 mcuca./e vivo-seguro. 

Demoetraclón: 

Como consecuencia directa de la'deflnlclón (fo fh y del lema 3.9. 

1 

i,ema :3. IO: El algoritmo LS es ele c{l1ffE1). 

Demoetraclón: 

fü1 primer lugar es directo ql.lc ( 1) y (2) son de OdEI> y es claro que 

siendo las operacloncsHEAD )'.. 11\lC ele 0(1), que (4) y (9) son también 

OdEf>. Por otra parte d~d() c1üc por el l~~~a 3 '.6 MlNC es de OdVf> 
... ,..·,.·. . .. -: . . . ' 

entonces (5) es de Od\1':1Eb. Ade.mfis por eUema 3.8 sabemos que DJSP 

es de OdEb y como (8) ~e ejecuta I veces donde I < fEI entonces a lo más 

(8) es de OdEf). Así que n<:> teniendo arista~ paralelas !El s M2 y por lo 

tanto OdEf> s oCl\lf IEI> y la complejidad de LS es pues c{t1ft'-!1) . 

1 
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Capítulo 4 

Gráficas Marcadas Simétricas 

En este capítulo nos cnfocnmos n una clnsc parlleulnr de gráficas 

mm·cAc!As que es bnslnnlc tíUI para estudiar calendnriznclones. Este mocle.lo 
es el ele las gráflcAs marcadas simétricas (MGS). Se presenta uí1 algm:il.mo 

. . - - - -

parA obtener marcAjes vivos-seguros para tal familia de gráficas. Slnet:nbargo 

y pese a que dicho algoritmo no es tan general como LS en el sentido· de que 

el último funciona pnra cualquier gníflcn marcada, el nuevo nlgorlhno MGGS 

es 111{1s eficiente en lcrminos de complejidad computacional. de hecho es · 
lineal en el mímero de aristas, es decir es o(IEI). 

4.1 EL MODELO MGS Y LAS CALENDARIZACIONES 

1Je011icirí11 4. I: Una grdfica ma reacia si111élric<1 MGS es 1111.<t gi"<tflca 

111<1rc<1d<1 MG = (G,M) la/ <JllC G es .finita y jl1erteme11te couexá !J 'ctoncle 

ria dos 1rn par de tJértices el is ti u tos 11, v E\/ se c11111ple ruw ele. las 

siynientes co11dicio11[!s •. 

• Existen ~111 nfu· ~lf ~ ristas a11tiv<1 mielas e =(u, 11) !Je'= (1', 11) E E eli tre 

Y 110 · exist~1/IJ1X;,;!;;~;,: la grcific~1 . 
. ' ·-;;:-''i '"e,',,'•,:·.•. ·-·'·~· ... '' 

li;vlclentcmenl.c 'un~ ÚGS (!t1c11ta' con u1r n~arcajc inlclnl Mo y dcl>ldo a 

que estamos lntcrcst1itos {¡nicamente c11 1narcajcs vlvos~segtirns ... Todo 

marcaje M que sea VÍ\'~~ségm;o es un vcCtor M.= (11(1).11(2~.:'..11(111)~ donde 
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Ca¡iít11/o '1: Grc{llcas M<m.:aclas Sl111étrfc<1s 

111 = IEI. cuyas componen les son blnarlas dcbldo a que p<~r .defü1lcló11 en un 

marcaJe vivo-scgurn para unn arista part.lcular .e se· (!llln)1l<!{<JUC rl(e) =O o 

11.(e) = 1 • 
. . . . ·.· 

Sin embargo no cualc¡uler cadena binaria éfo ll.!1 ¡~oslcl:n~·~srcpresenta un 

nuire<'~je vivo-seguro para una k!GS. 

Ejemplo 4.1 

Sea la MCiS de la figura 4. 1, ·entonces si consíderarrios ias dos posibles 

que representan dos 1iú1re~j~~ c1isüntos J>Etra iri<MGS . . · ·- . ~ . . . . . 

el 

e8 

Figura4.1 

·-¡.¡1,\ 
t·e-\L.Lh D. r e: 
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Ca1iítulu ,¡, Or<lJlcas Mr1n·wlcrn S/11/f!lr/cas 

Tenc1nos que 1\.1' es un 111<1rcaje vivo-seguro y r¡uc Al" ni siquiera es un 

marcaje vivo. 

1 

En definitiva, se cldbe .rlc, liaccr . un aniílisis m;1s detnl!ac!o de las 

propiedades d~. las k/G'S riue pcrnilla cv1déneinr las caraclcrístlcm; de los 

marcajes viVo~-;cgurc;f;¡18r~; esúi .frl111Ílla ~le grál'lóis: 

1,e111<1 4. l: V k/GS. con 111arc<~ie 11100-seburó, se <~tlTllp/c. co11. <JllC dacio 1111 

11érlice JwlJl/liculo 11 11l11gtÍ11 1Jérlice)u1w1ce11/ea 11 cslcí J1~1J1/lilacloe11. el. mismo 

lllCll'CCl}e. 

Demostración: 

Sen M un nmrcaJe vivo-seguro ¡mra nlguna A·/G~ •· en ton~cs . existe al 

menos un v<!rtlee u E\/ que está luihililado, es dcClr que eti .cada una de 

sus aristas de enlrarla h~iv exaclament.~ luw flclu1. 
~ ', . . - . . •' . 

;" . ,'" . 

Suponganws quc.,otro vél-iicc 11 E\I disUnto de·· u· Ú1l que.·_11'.y I' son 

vecinos, está .tari1b1én hablHl1~clo enAI, e'nto11ées e1{cada'u11ade las 

aristas de enirmlaa 1; Ifriy exaelamenlc una flci1a. Poí· la cl~Be!niÓn 4.1 

existe una EÍrlsl~ ~11 cada cllrecclÓn entre 11 y 11<,<y<Ücí.í1ií(). ~ q~1~.ámbos 
vértices están h~hiifta1lo.S en pnrliculm p;1ra las aristas e¡;,;, (Ú, 11 ) y 

e2 = (\l,l/) se etl~Upl~ flllC (l(e¡} = 1 y p.(e2) = .1. 
. .. _.,.~ .' ' 

Por lo. tanto si ~cclis¡rnra ·u en el marcaje Ms~ ob'u~n;; t;i/mi:ircaje M' 

!al que ¡t'(e1) =; Ó )1 !1· (e2) = 2, por ol rn parle si se di~1~íc1ri1 ,; 'eÍl. él marcaje 

M se obtiene t1i1 1111~rcf1Je M'; talr¡ue ¡t"(e1) = i y 11 ';(e:i) ~ Ó eo1Í lo que se 

eonclnycquc M es un marcaje ytvo~seguro !! . 

1 

La conscellenci~ .· i111'is .· iinporl.nnte del lema· 4.1 tiene que ver 

directmncn Le co1i el mocleladó e IlllfJ!an taéión ele 'tina calendarlzaeión. En 
efecto, siendo que·. un SD es morlelado por medio ele ui1a gr{1fica G =(\/,E) y 

siendo qu6 los c;analcs de conmnlcacióil so1~ b1¡Ítrccelm1aÍcs, es posible 
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convertir a G en una MGS. Esla conversión se realiza 1nccllante una 
operación hastnnle simple que consiste. en substituir en~la 1.u-ista e= (u. 1•) ele 

G por un par ele aristas cltrlglclas e1 =(11,1') y'e2 "'(1',_11) ele la MGS:. Es. claro que 

eomo resultado de esta operación 'si :a ~;n.iua:y\eo1i~xá cnt91ices la gníftca 
ele. la MGS debe ele. ser fh~Ua };·f~icrteni~nl~ c~n~xri. · ... · . 

.. . '• .. ~ .. . .· ' ' :. '. . ' . . '·, ... ·,. : ;, 

Por otro lado y ck aou~rdó f:tl coi'olétrlo:6 .3 'e~ iid~tl1icÓbtencr un mm-ca.te 

M v1vo-segu1gp~Íra;;1?: .• ·~:1cjs. )~11.·;íqh~~;¡{6i:· ~i)JQ'.m.ft)'i;./ ~e ... cumple que 
'rJ I' E \l / 11 estii lú1blli1ado.'cn ,M ,.•3 ú E r(v) (ti' c,stiUrnlJilllado)!n<'M. l)c HIJUÍ que 

siendo . {J ···~l -¿ol{iúi1t~' de vé1·t1C!cs·.~_L1i~l~i(fi~1cib~j}:~;r.·Aj'.·:.;~l¡cho con.tu n to 
representa u1ia i1~onda ele la e~l~ÍHIÚÍ;t~1161ó;i\ 'íi~i6'~s'~j~1'i!(o es un con ju ni.o de 

procesÍ1aore~-C[l;C ·tienen ¡JCrmlso de lransmislón'eit c~'e lll~Jllcnlo. 

Considerando que los sistemas baJo estudio soú clislrlhulrlos, podemos 

arllcionar una regla que se refiere a ¡mraleltzar la· operación de disparo ele las 

MGS. 

Reala de disparo en el bloque: Sien<lo O el co11}1111 to ele vértices 

l1<1 l1llltados en 1111 111<1rc<1je M 11l110-sea11 ro para 1w.<1 1\·IGS cl<ú:la. /,a 

011emcló11 ele blo<¡11e se n~fiere a rlispa m r a l. 111is1110 tiempo tocios los 

1Jérllces <lel co11.f1w to O. 

¡,,,,,"' 4.2: V MGS con 111<1 rcaJe 1Ji110-seg11 ro M: Si O es el c0r{/1mto 'ele _11érttces 

lm/Jllitmlos e11 M en ton ces la opemción de IJ/or¡11e es .eq11i1Jale;1ie el cllspámr 

sec11e11dalme11te 11110 por 11110 y lll/Cl sola IJCZ los 1Jf!rtices <¡11eestl-i;,_ én '0 ~ 

Demoetraclón: 

Como M es vivo-seguro enlonecsdniolalme,ntc:.i'J ""<Q'Y119f~fi~1na 4.1 es 
directo que no existen aristas, eüfre 9't1~Íqtiler pi'11:,_cl9,;~~~Úec~ que es ten 
en O. Adicionalmente y por lach;(u{iciÓú' ¡¡~· hat;uit;1c:i~ó,li<.tocfos las aristas 

de entrada a cualquier véatcc'> 1;Éi':t co1tUe1Íeii\'i'.lita ficha. Ahora 
supongamos que 3 una arista e.;;,,· (11

, w) / 11(e) =· 1,Y.P EoVpor el lema 4.1 es 

claro que 11• E\/ - l'J y entonces 111 $t'I así es' foí6 11 e~tá'tiahiUtado y 11• no 

esh.i habilitado con lo que es posible.disparar v y obtener un marcaje 
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Cn¡1ílu/o -'l: Gr<iflr·<1s M<1rcc1<Ias Si1111•trk<1s 

M' /11'(e) = 2 y c¡ue M es vivo-seguro !!. :. Ninguna arista de salid11 de 

eunlquler vérUee r¡ue est1í en fl .contletH~ fichFls .. eú 1\·/ •. 

Sean pll(!S 1. el eot1,1i11iio de EÍrislas ele enlradwa lbsyérUc~s·que cst{m en 

{} , <r; el eoiljunÍo Üe ~{rlsln~ de saÚd11.;le Jos V¿r.1 i~<!~ que .. ~!sl1~n en 0, y 

sea ,,.~ {e,Eár~.~.f >;.~~,e~~n;J~ .. · ... 

Tcnch~ci~ '(1tit.j1.~"i6:1~il11e1t1~i'VeEt.; 1í(e)..;o; así al 

:J~:;::r~t~º'~~~~~~~if l~~;:,~~~:sG~~~~:E ~··~:~~Ii:::::~::::~~ 
fueron dlspara'cfosy.~¡ue danrisla e climhia·su·mi.irc~1je cvldcnt.emcnt.c es 
una éo111i:a~11hc.íó11:;-\.,NfrW:: ~ic~> • .'<v/e ;,; . . · 

f ,.., .- .~.: ·.::-·~_,~:_: -.·'.::::::.'~. {·,··'. .,~,·>·: 
r ;· ~ . ~. · · '.i:__ · 

obtiene tm i1uír~/~11~ ¡\ff/ 1Vce> ~o·. 'VeEr y 1..fce> = 1 v~E;J/y:dado que 

sólo se dlsj)m'i:;1¡.lo~.·v<lruccs que cstáncn o ei'it01~ces 11f (e) =p(;{' 'Ve E 1¡ 
con lo que ';,¡/;,, }¡;/1~.:., . . .• · 

1 

Corola río 4. I: V MGS co11. ma rc<{je 1Jlvo-segi1 ro 1\.1 después ele In operación ele 

IJ/oc111e se 01Jlle11e 1111 1m1rc<1.Je 1\.11 q11e es 1Jivo-seg11m. 
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Demoetraclón: 

Dlrectmnl'nlc lema 4.2 y del colorarlo 2.1 

1 
- : - -

m moclclnrlo ele una éalencláÍ'lÚÍciÓn p_or medio de una MGS con marcnje 
- ... ' . '• 1 : · ... ~· . . t . - " • • • 

vivo-seguro Mo se lográ_yl;9.cl?,s lo~ ,yérllces hahllltailos en Mo representan a 

los procesadores co11 ljer;~~l~b: '.lÓ.lra11s;i11~1ón cii la .ron el a r;. Después ele la 
operación ele hl¿~}U~~ s'~ ~l;iÍ~n¿t;~l~iti~!~;() inai:c·fije ·Ú¡irju~ ·por el colorarlo .--.-.,· · .. »',,.·:.·:. ·,•,,·_.\· · .. '·•' .,, ' - -:: . 

4. t es vivo-seguro lal que fos vcí·úces lif1hllilrlclosso11 los proécsmlorcs rte la 
ronda r¡ v nsí suces1v11mentc. Coi;1Ó Ío(lo~)~.;,; l11~i~imj~s s~1ées1vos son de los 

.. -- :·" < ;. - :.\· . '.· . - . • .·. 

definidos como l-ivos-seguros se .gn~·<i1iÚ~a lii ;:;iisencl~• de lnlcrhloc¡ueo y rlc 

espera Infinita en la calenclarlzaclón.< · 

Ejemplo 4.2 

Sea el stslema <listrlbuldó G.;(\l;E) dond~. \1 ={1•1.1•2,1•3,1•4,1•5,1•6,l'7,1•s} y 

E= {( l'J.1'2).( 1•2.1•3), k1. 1•4),( 1'3, 1>5),( 1'4, Pg),( i•5, 1'6);( 1'5, 1'7}, (Ps, Pg),( l'G, 1'7 )} tal y como se 

muestra en la figura 4.2. 

Figura4.2 
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Cr1pí111/" ,¡: Grrj/11:r1s Mrm:mlas St111éfrlr:rrn 

Transformado (; en unn MGS y rislgni:ínclolc 1111 nmrcnjc Inicial /...to el modelo 

aparece con10 en la flgu n1 4.:3 <lomle los V<~rliccs hahililmlos son 1'¡, 1•3, 1'7, l'S 

con lo c¡uc la prlmc!ra ronda de _la cmlenclarizaeión csl{1 formrnln precisamente 

por tales vél;liccs. 

• 

Figura4.3 

Al ejecutar la operación ele bloc¡uc desde Afv se obllcnc un nltcvo marcaje MI 

doncle los vérUce<hahililados son 1•2, 1•4 y l'G. HcplUen11Ü, esta' opcraclón .se 

ohUcne un ;~mrci1jc A.f2 · lal que los vértices IÍl;h_ill_la~Í()~~:~on Pi .. y' v5, 

contlnumulo ~~~íe11- ;\.J3' <!stán hnhililailos .•.. •'3,_•'7 -.\'•'s. \'slisc.aplt9a<lc nueva 

cuenta el cli~p~;o .~n\,1;!01Ít1c ·a:p~1rU~ rÍ~ A./3 ,se! ;:c1ics°id1 ·1'1.!1 /íibr i6 íi.t~to In 

cnlcmlárlzación '1rcs t1ií;1·;1lccs :· 

"' \'::? 

1•3 1'4 
r= 

1'7 1'6 

1'8 

,,, ·1_•3 

1•5 •'i 
"S 

1'2. ,,.¡ 
~-~ · .. ·.' . . . 

... donde cada columna representa una ronda 
'1'8 
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CCIJIÍ/lllo ,¡, nrñ)k'<IS Murcwle1s S/111(>/r/cas 

Como los m;ircf!Jcs A/1, Jo.12 y MJ se rcpllcn en lo sucesivo, entonces las 

rondas f'I, r2 y r:.1 aparecen en ese orden un tnímero Infinito <le veces en la 

ealcnclarlu1clón y esto se 1lcnola ele la siguiente nmncra: 

1 

tema 4 .• 'J: 'ti A!GS co11 marca.fe nl1Jo-seg11ro. se c11111ple siempre que e11 lre 

c1mlr111ler [Jllr rle aristas a11tip<1rale/<1s 1111r1 co11tié11e """ .fldm !J la otru 110. 

Demoetraclón: 

Se~• M un marcaje vlvo-scguro,para una MGS y sean e¡=(u,v) y e2=(v,11) 

cuah¡uler ¡mr rlc arislr.is anllJ>fll~¡J]cta's a6 la gráfica. 

Supongamos qll(! !•:Ceo.,,; 1i(ei).~,. () clítonces' cÍ cl~ci11t(j C:.= l?í.A es tr.11 que 

(M / e) =O.· y¡;ü1:,~l}~111t13.L'.ld;no c~·~1n,11J?1:~~1jeh~?.~s~gúi·§.' 

~·~';";~~iS~r~1¡~·§~~¡~~Z{i.~~~'$,~~;Jt~~J,~!~:;r;}j'i~; ·:::~· .:· .: 
ni v ,pueclell:o·estHr;hahllilad.o~··porque\ótl()>ini¡~llciiríá;que,después del 

~~·::·:~':i~~.:;:~·~~'.'.~f tS¡~t~'li~~;~'.~~~~~i·~~~t;\~.ct;:· .7: :~:~: 
habilitados en M tcnen~osi P?1:,V•:~leftnlci<?n·,11c marca.te \·ivo-scguro c¡ue 
eualqulcr vértlcc está hnÍ>tlÚ~ci~úó'l'>íi'cíic''.h~Ílilit<1rsc a h-1w1~s ele una 

- .- :· --- - ,-· ,_-:;:~- .;-,-~e .. -:r __ , " ,,.,,-.. ·" . . -.. · . . 
secuencia ele disparos eón 19.'fíuc)'ei1'.'atgtín 'momento se obtiene un 
1m11·e<1jc tal que alguna de l~s dCÍs''~i'r1~Íi¡~\11 o e2 contiene dos fichas. 

1 

t.a condición del lcmn 4.3 es i1c6'csrfrta, pero no suficiente de los 

marcajes \.ivos-seguros para las MÓSi y ¡><1rn:Hústnir esto hasta con observar 

el marcaje M" de la figura 4.1, en clondejal mareaje asocia una ficha entt·e 
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cada pnr de arlsias nnliparalelris pero A/" no es un nmrcnjc vivo-seguro 
porque existe un cirnuilo C = e3,e5,e9 lnl c¡ue {M"/C) =O. 

Cnml<1rio 4.2: IJ11 t11flrc<1;e. Ú pf116pc1i'<1· .. ,ú1r1- MC/S és 1111 111<1rcr{;e 1Ji1Já"seyí1ro si 

e11lre c11<11<111fer par ele. fll'i1>frls(ii,1ii¡mr(1kl<is ,,,;(/ co11tÍe11c éxád<1111e11fe 1111<1 

.fiel/(/ y l<1 ofm 110 co11lic11e.fld1fls:.. . ' 

Demostración: 

Como M es un marcaje vivo y cada arista e= (11, 1•)_ pnrliclpa en un circuito 

dirigido e formado por la arista y su anliparalcla lal que (MI C) = 1 por el 

lcnm 2.2 ¡\/ es vivo-seguro. 

4.2 ALGORITMO MGGS 

Problema r(:I: Encontrar un marcaje vivo-seguro para una Af(JS 

• Panímefrns: U11a MG = (G,M) 

• Propie<l<1rles ele /<1 res¡mesfa: 

Prec01uliciól1: MG es 11 "" yrríjk<1 111m·crulfl simétrica 

MG = (G,X/) ·.~ 1\lGGS(MCi) 

Posf~~mlÍci6i1:' 1\,f ~?Sil// 11/fll"CC{iC 1Ji1Jo-sey11ro par<; la .MCi. 

1 

1 

La idc}); ·frúii'ftj,;f1Ít1M1.Tt 1}~;l~l~~1do,·. pri~~t ércs~l~:~·r ,113 ·. consislc en ir 

~:·:·::::~;~;~)f :,~ 1l~~frc:i~;;\;t~,¡'Z~~::~f ~;~~¡~g~~i~~~;¿;~~ t~·~º::'·~,'. 
tal arista~ ÍJc ot)~~ Íórilm, si IÉ1 ·cirista ~~ ~1'.t11~-~~·;¡·1cJ ctucyn lu-1::iido \.isilmlo 

enlonces str 1~1m·ef.1Jc.sc··11~ice o.y lf1l.proccso .. lc;·n~iíi;1·cua11cl()· todos los 

vértices han sido revisados. 
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C<1¡1ít11/o ··I: Grc!flc<m M<ir(.'(u/as Si111élrlcas 

Alltclotmlmcntc a la lisia de mlym:encins se empica en MGGS _una lisia 

il'mpornl T 1le vértices y un predicado l'isi/ar/o ·que Uenc como ·nrgumcntó un 

vérl ice; 

Algoritmo 4.1 

gráflc11_marcmla....,.JVÍGGS(gr~ftcn_marcacli1 · )' = (G.M)) { 

l. 7....,. \f(G); 

2. \fvE\l(G) d6'.vi.~Í1ado[11 ].,:_ fals;i; 
~~. wh lle (!1s"_:;1~¡{/P_1}cf>> ,1-¿, .L · 
4. " ,;;_ rir-.Xoc/'); . • · . 
5. '<:fé,,;(i~./i)E~dyf;,fcÍ() 
n. U:<íiisit~d0()1Í = ja/:1·i!) 1 hen 11(e) ,._ 1 

el~c ;.<e>:.-. o; 
7. T ;¡._ TA! L('l'); 

8. l'isi/ado Id- tme } 

9. relurn l' } 

l'roposición 4.1: El algorilmo MGGS siempre fer111l110. 

Demoatraclón: 

De la definición 4.1 1:c'.i1~1!1~s •<~~1e
0

l¡;i gr{1flca es flnlln y fuertemente. 

conexa y :. In lista T. esfii1ttáylr:ilisla de i:11l:w1ecnctas de cualquier 

Vfalice es flnil<I. f\SÍ <Jll~i co.inc(en e!'¡><;SO (f) <l~i· algorlÍ~ll() ~ada \'~Z se 

elimina un vert1cé1le•T'y.<x;n1o·l:);i:nti1g~~r1pnso.·1¡uéeste~!~11trodel··eielo 
se adlcto1rn11vé.rltccs en.Í' ~s 'cHrcCtó'qiíc. el citcl~ ,;,í~#I~ . siempre 

lcrminn porque es 11;1 hecho que e'i1 cacfo 11;~racló1)'. el ctcfo ~lel paso (5) 
' ' , .·'"' . ·: .-• . .. . ·, '·· .,·• . 

tennilla; 

1 

Sea que T=COllS(l',T') donde I' es ui1.vé1:tlcc y T' una lisia de vértices 

entonces la espectfleación de la lisia <le 'vérUc;s.- ch;l;e óumpltr los dos 

stgtitenles axiomas: 
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Cu¡1ít11/o .. ¡, Gnj/l1·r1s J\1urt"r1</us Sf1111'•trfcíl8 

1' = l//~'¡\/)(<:ol/S(l','f")) 
'/" = '/'¡\//,( C:OllS( I', 'l" ) ) 

Prn¡}()sici<í11 4.2: fi:11 el alyorl/1110 11.fGCiS e1w 1ulo 1111. 11érlice 1• es seleccio11<1rlo 

en el paso (4) 11eccsnri<1111c11le I' ET. 

Demostración 

Supongamos que un vérllcé /1 /u r/:.T es scJcccionaclo ~ILel paso ( 4) de 

nlguna ilcraeión del r.1lgorltmo, y .éomó se csU1 cjecutnndo una ltcración 
es diredo del JlflSO (3) 11ue 'l·., 0, nsípi1es cn·(4) Í• .,_,¡iEAÓ(T) y eomo 
11=1• entonccsT=caús(11,'l'') .":que 11$Tn: . . . .. . 

1 

Pm11osiciá11 4.:J: 1<:11 el aluorl/1110 MCiGS e11 c11<1/q11ier e1Jc1/1w;:iá11 riel paso (6) 

se c11111¡>le co11 que '<:f 11 / 11 <1.T l'is!adol1tl =!me y 'V11•l\11 ET. l'isi!ado [w]= false. 

Demostración: 

Por Inducción en el orden en que los v<!rHc:e~ ~oi1 cli~11inailos de T. 
•' :' . . - '.., .. · ·. ' 

Paso hase: Cuando c(prh~1cr. vértieS css~kcclo;1adb en el pnso (4) del 

nlgorltmo, de hcch9 ilinglÍn .··vértice. ha sickJ 5!limln ñ,cfo ·clecT \.Y tenemos 
que debido_ ~1 lÓ~.);aso~ (1) y (2Lquc T 7 l' y 'que \f¡:EY ;;¡_~i/adolvJ= false 

con .lo que fir··cjccuti'ir los lii:isos (5)- y.(G)·····~·~.· cuÍnplc que 

'iw / wET Pisi1ado[wJ=/alsey que l' -T.;, 0 .. • 

- ·. . . . . . . 

HIPOÚ~SIS: 'VuE\f cjuc ~$ eliminado de T Ímt6.s que 1• 

que yisi!;do [11] ~ 1rlie yi y1i1 E;J' :yisil(ldÓ[11•J = faÍse. ·•. 
···;· 

se cumple 

Sea la .ilerf1C!ió11.d~l-cielo'w/;il~~c11~l~l)rit1(cn'."e1 pr:is6(Ll) el vértice 
1• ~ HEAD(T) ~s ·~c1ecc1011ndo:.c11t9íi(!~s'.i11;:c;J96.:1tar ~l pr:Íso (7) de dicha 
iteración se cÚíl1111a.··un vértice dltlf1 lista ~cinlA operación r..:.. 71\IL(T), 

FALLA DE OHIGEN 
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Como 1• = /-fl'.'A/J(cons(l','f")) y'/"= '/i\ll.(r.·011s(1•,'f')) el vértice que se• elimina 

ele T es 1•, así en el pnso (8) se hoce l'isiladol 1• 1 ..,_//'lle y 1• $.T. Como vnlor 

ele l'isilado ele nh1gtín ol.ro vért.lee es mocllflcmlo y <por 111 hipótesis 
tenemos 'qu9 al-:~cfr' si:lccclonncl() el slgul~nte :vértice v; de T al cjccutnr 

los pasÓs (5Jy cÓ)cn tal'Hernctón V11EV é¡t;c es citmtnml<> de T antes 

qttc v, l'i.~i1adolúJ;,,1r11e y c¡tÍc l'isi1a(/of1•l=ime:y:ac1cm{1s VwET Incluyendo 
1•;. 1•isitado [111J = fal.~e .. 

1 

f,e111<1 4.4: A·IGGS pmrl11ce 1111. 11mrc<~/e 1Ji1Jo. 

Demostración: 

Supongamos lo contrnrio, cslocs que· Al terminar In ejecución de MCJGS 

el mnrcaJc M ele_ In griíflerÍ no¡~s vivo y p_orlo tanio debe ~xtsUr 111 menos 
un circuito .C .;,,ei.~2; .•.. e,,. - i.liJ ,· c¡iíe (11·1/C)=O. _,e1~tonccs -si 

e¡ = (1'¡, 1'2)._e2 =(1;2,,6( .. ,e;, = CÍ•11,1•1). tenemos qué ¡l(e¡};;. í1Ce2) ;;,,,,\;;, 11(e,,) = O. 

Dmlo r1uc ¡i.(e¡) =O ct~Eu1Úo, l'1.;...f-/E/\Ó(T) p61: 1~1 propostÚlón 4;2 1'¡ E'l' y en 

(13) se del;{ e~{111¡~lif r¡tlt. 1;/silad;JJPil = tme lo'r¡11c hhplicf; de acuerdo con 

la proposfoió1i'_4,3;qílC'•c!l1 esc_moli1c11to v2$.'l.';;Pero como 11(e2)=0 

c¡uc. fl(e¡).;;; o',· v(ET y adcmÁs: SC\ Cllll1JÍlc' In condición. de íJUC 

l'isitadolhl=Jalse alrnomcnlc>'deeje~utar:c;l ¡>nso(G) pm lo trn~lo scgtín la 
proposl~Jóú 4;3 '1·3 f$.T. Sin cml)m:go'y·conUnm~lclo.decsla,niancrn 
podemos coiiclufr rl;Hl~ ;que 11(é,,) "'º ni 'n10n1enlo en r¡uc I',, <- Head(T) se 

Clllllpi~ con: CJlte l'J f/iT :\r 'como . p('e;),;, 0 en fon ces' l'i ($.T y así 
sucesivamente con lo que 1•11 $.'!' y .poi· la 1fro1>oslción 4.2 que 

1•11 -<-:- Head(T) 11. 

1 

f.(·'111<1 4.6: fü algorli1110 1\./GGS es corree/o. 
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Ca¡JÍ/11/0 ,¡: Gr<!Jlr·as Marcmlas S/111élrlcas 

Demostración: 

Sean "J = (11, 1•) y 1'2 = (1',11) un par cm:11c¡t1lera rlc .ití'i.slas rmU¡mrftlelas rlc In 

grftficm. Es imposible que-ni finali?,arMGGS.seohkngó un marcaje M.lnl 
r¡ue 1•(e¡) = 11(e2) =O. Ya que elló _frtiplici:tría -r¡uc, M 11<) es vi".o lo que 

conl rarlice al 1_~n1a4A.·· Su{>on'g1]111~s ... (!1i1one<:s citrl: •. ~n/11.f_ sc>cumplc 

füiii;f ,;~:tf ~{~~~~~if~J;!f~i~~I~.f~l:,:f~~~~·~~~~~;r f :~~'. 
cjec111ar.c¡l ¡1fJS0)6l :<x>11io(1.(d2) ;;_•.1•cl1tonccs·1i't=T:como'_cl algoril mocn 

~; 11¡7~~¿ 0l1~i ~J'.t~tQl~<:[~~ :;~E~;il)I 1'.·11_~-· J~l.~;-t::~I 1;:~11;~~: ~;~s~::::~T,,t:; ~,;~. el~: 
clcn~oslrnclóti cs'sin1ilf:lr si '.i· . es .~'dcccionnclo ni1l(!~ q11c f/;. Por 10° lan to 

dado. quc'M cs. vl\;o .~le i;cu~rcl~ al ... 1b111a·4;~ y. ri'~hi<Í.o a que entre 

cualquier.par de'ári~l~~i'lnil}>ni:a!Clas(111H1 c<)i1lic;le11ilnfich<i y la otra no, 

por el corolar16 4:2 X/ e~ i.'111 nia;'ci~Je ~:iv(')csegtfro .. 

1 

Lema 4. 7: El algoritmo MGGS es <le c{IEI). 

Demostración: 

En primer lugar e.s directo que _los pw;os ( l) y (2) son de OdVh. por olra 

parle dndo que (4), (7) y (8) son. deO{!) y dcb1rÍ6 a ~¡u~ el ciclo w/11/e se 

cjccula IVI veces entonces IÓ complcj!clac(1jai·a lalcs pá~()s es también de 
0<1v1> y es claro que el pl:tso;(9) ~sdc o(tr, ~ . ' 

Como en los pasos (~;.y (ciJ;s~·:.'c,~.~ii'j~ila;ÍalisL ~'¡~ .ádyacc1~:6'iás ele .un 

~~ii.~~::,t~~~rf.~~~~}~~~\rf if.~~? f~tit~:~t~~f 1~~:~~!:~ 
2IVl-2 s IEI la ~oÍÍlpÍ~JiClad~le MGÓScs'ó<IJ!b. ·. . 

FALLA Dr: 
l... º

,. "~ .. ;~;1 ¡ ¡,) '!' ,.. ;• ¡ 
\. t ..... .,. J..~. 1 \l 
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l~virlcnlcmcnlc el <-1lgorilmo l.S puede ser 11plicrnlo a cunlr¡uicr grf1flca 

mnrcacln y ohlencr unn mnrcnjc vivo-seguro, sin cmhnrgo su complcjirlarl 

O(jVf!EI> es reducida a O<!Ebcon.el algorilmo A·!UGS. gstc lílllli10 sólo es lÍlil 

para una clase particular de gníflcas mrn'cnrlas, lns lh~mmlas .en. este traba.fo 

gráficas mnrcnclas slmcHrlcas .. Pr;rn ··1lcmos.tÍ·nÍ;. r1uc MGGS no fun.clrnia pnra 

~unlquicr MG ntlllliccmos el slgulcnt¿ cAm11lo ... 

Ejemplo 4.3 

Sen MG = (G,M) 1al c¡uc: 

E= {e¡ = { 1•¡, 1•;i).e2 = (1•2, 113), e3 = (1•3, 1'4). e.¡ = (q, 1•¡ )} , 

tal y como se mU~stnl en la flgurn 4.4 

Figura4.4 

l~jccutcmos MGGS sobre tal MG; así una vez concluidos los pnsós. (l) y (2) 

'f' = (v1, 1•2, 1•3, v.¡} y V1• ET se cumple que 1•isilado[vl=fálse. Después de la primct:a 

iteración T = {v:i,1•3, 1•4}. 'l;/11 ET visitado[vJ = false. y 11isi1ado[1•¡] =true y también se 

cumple c1ue ¡1(e¡) = 1 tal como se ilust.ra en la figura 4:5 
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IITI Vértices visitados 

Figura4.5 

Continuando de .esta.manera hnsla la 1ílttn111 llernelón se obtiene el marcaje 
M = (l.l.1.0) como se muestra en la figura 4.ü que es un marcaje vivo, pcrn no 

es vivo-seguro. 

In VérHces visitados 

Figura4.6 

Gl 
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Ca¡1íl11/o ,¡: Grc1J)l'(1s Mc1rcaclas Simétricas 

Sin cmbnrgo, y pese a tnl rcstrlceión ele MGCiS, la lmportanela tcóricn de 

contnr con unn menor complejiclnrl ¡rnra la'ohi.~1~cíón,dc nínrc;ijes '1ivos­

scguros pnrn lns MGS' tiene cjue ve;. COll el rí10rlcli~cfr) 'ilc!; só CI~ rlor;dc, si enrio 

los eanalcs de comunicnclón' hldlrcéclonalcs, se lrnta de ~lmplementnr u1u1 

cnlcnrlarlzaclón. 

1 
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Capítulo 5 

Número de marcajes vivos-seguros 
para las MGS 

Uno de los aspectos 11 considcn1r relncionnrlos con la eficiencia ele las 

cnlendnrl7 .. acioncs pnrn los SD, se refiere en términos del morlclo de las k!GS 

ni total ele nmrcaJcs vivos-seguros que es posible asignar a .la gr{11'ica. 

En el presente capítulo si! hfice un f:malisis del tbtai dc::~11ót;Os nmrcajes 

pnra las lv!GS, estudiando· enpriÍi1er lugarciedf1~·sulJcj.cis9s ~lcgrAtkas y 

concluyendo con el i·esiiltado ele H.P: Sta;11Cy IS7SÍ yÍS74J ;.~s¡~ccto al 1o1nl 

rlc orlenlac
0

iones ~cíliéa~. pai;~ u;u~ gn~fica. Sin embmgo l,a demostración riel 

teorema de Sia1ilc);·Úema q;2) s~ l~acc aqul del~1ane1:a lnducUva. en vez de 

emplear la p~:~,~ba cbrnbl1~~1fb1:1a de Sl~;1 lc)'· 

La importancia de conocer el total de n11:1roa.Jes vivos-seguros c¡ue es 

posible asignar a una A1GS rmlica en que dicho valor es el l~mrniío del cspHcio 

de lnísqueda cuando se trnln de hallnr un mrn·eajc 1\.f vivo-seguro. 

5.1 EL MÁXIMO NÚMERO DE MARCAJES VIVOS-SEGUROS 

D<'fluiciá11 5. J: El lola 1 de nuirca)c~s 11f11os-seg11 ros de 11 na MG se de11ofa 

como a( MG) y se r<~flere al 11 rí mero de posiJJ/es lll<llH!ffl s e11 las <JIW se 

p11e<le asignar 1111 nmrca)e 1Ji110-seg11m a la MG. si11 r111e el/o i111plir111e 

aly1111a relació11 de alca11ce. 

Ejemplo5.l 

Sea 111 MGS de la figura 5.1, si ejecutamos el algoritmo MGGS. con lllferentes 
ordenamlentos de In llstn T podemos. ver r¡tte a(1\lGS) =tí, sin eil1lrnrgc~ esto 
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Cu¡iít11lo !i: N1í11u•ro <11• 111mH(/t!s 11/uos-~r·f111ros /Xlr<I las MGS 

no quiere decir que los () muren.fes vivos-seguros posibles son todos 

nlcanznblcs desde ctmlqttlcr ol.ro. 

1 

m problema c¡uc sc·Lrnl.a de resolver aquí consiste en IH'lllar o.(MGS) para 

ctmlqulcr A!GS. Pnra facilitar el mu~lisls e.ti la.is subsecuentes secciones se 

empica In siguiente. 

Figura5.l 

Det711ición 5.2: /,a un{flca s11.11yace11 le simple G'Y. <le 1111<1 MG = (G, M) es la 

gr<{fica s111Jyace11/e Gs de G. pero s/11 ílrislas paralelas. 

01.ra clefiniCiÓn í)t_tc rcsul1a ser de bastnnlc utlli<l~d· c~1 los subsecuentes 
desarrollos es: ·:, .. 

:,_,--

De011ició11. 5.:3: 1,;(yrl{fic<Í. recl11cirla cié (; COI! ,:esp~cld ·.a ·11rl. si1ÚcimJu11/o 

V'= [v1,1•2,'. •• ;v,.J cv cié vérlices !J rlenotacta · cofl10 . G\fv 1 ,v2~;:.,v,f es la 

gr<{ficx1 ol1/e11iclaa pí!rlir ele G al e/i111irwr el co;{itwlo V' . .f11.rzÍo c~1{ /odas 

las arislas. lnles.r¡11e al 111e11os 11110 de s11s 11cfrlicesJ111nles es'icíeu \t'. 
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El primer paso pnrn cncon1rar o(MGS) de unn MGS chula consiste en 

establecer el vnlor m{1xlmo p11n1 el ioinl ele nmrcajes vlvoi;-scguros, ai;í ¡lllcs 

procedamos en esa. dirccció1L 
. . . 

1Je{i11/ci611 5.4: Sea )' ~{G',M)·:,rn~I fdGS;· la Úds redtÚ:icla i.lelo/1ml<1 COlllO 

l'i: respecto a 1111 co11)11n/~J io·=(1'.{,1•:i,,~ .• 1•,.)C\l rle 1Jérlices es 

)'" = ( G \. f:, Mi:), .. cloncle · q \ 1: es. li:tgi'c{licú rcdllcicla de G con res pee/o. al 

co11)1111.lo t:: <y 1\11; es; i/11 tiíárcaJe Ú1/ r¡11(; ¡..;;Ce;)= 11(ej) "*' e¡= ej = (11, P) 

cl011de e¡ Eli(Y,) y e/EE(¡•), . 

Proposición 5. I: Si l' = (G,M) es !'tia .MGS clo11dc M es 1Jivo-sq¡11 ro y rlo11cle el 

co1{i1111/o ele oérllces lw/Ji//lculos és {). enlo11ces )' 0 es 1111a · MGS con 111arca)e 

1.1/1m-seg11 ro 1\I O· 

Demostración: 

Supongmnos lo contrario, es decir que .Afo110 "..Syivo~scgm·o, cnlon~es 
hay un par de casos; o'exlsteui1 61rc~11to C: é1i,y~¡.ÍélLqué (Úo/C);.o o 

existe ni menos unn nrisla e EE(l' {I) l.1'11 que no participa en algtin clruilo 

:· :,º:.:::: :.~:l,)i;.11: .C "'i, r ~ 1ai ""º (ú,,1 d'c 1i: e.:.,¡,;~ tjne "";•"'" 
vértice ele <Cc~tá::cn/I oAsÍ.qtic Cll ·)'·'OCt~{+c::~iú~ c1'~1n~~1i1'é>);é"ii:ctlith e es 

tal c1uc (Mic}::.·o);,,~/11o~s·u~i:1}1ái·¿~Jc vi\10.• ·· 

JI) Sea <-k'l'"•Lk10tafil; r• ,;,¡~¿V elruullo::úCi ~,,,2, 'parllelpa 
sc .. cun1pk 9~Uqu~'.,:(Ktolé')2:2 .Como ~·EE(Yo).d~;1c16!1t~ni'J11t~·u;;. EÚ'- {) 
YFI quó de· 'lo' ,'c~1Út:hrlo ;; $.E()' o), . y' rmís ~iín ·sÚ ¿;t;ls'ik anifpainlcla 
.. _,·' ... ~: .. ···,-.:~·.-.:;'·:':--'.' ·'~.';··. · .. ··. :. .~·_:· ~ .-;,, .. '"· /-,., ··'~·-·, ~;i>:'. ·~:~---'~::: __ -~----. ---, .. · 
e'= ( 1'.11) EE()• 0 y,:dc ar¡uíque el qircull.o Co = 11~1•.~1/::dchc cumplir 

con que (Úo/Co)2:2, y .:. ¡1.0(e)+11.0.(e')2:2 io c'¡úc 1;~1plica por IH 

1lcfinlción 5 ;4 <¡uc ;!(e)+ 1l(e') 2: 2. Pero como M es viyo~scguro por el 

lema 4.3 p.(e)+ 11.(e') = 1 y queMo no es vtvó-scguro !L 

1 
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Ca¡iílulo !i: N1í1111·ro ,¡,. 1J1cm·c!/"s 1Jl1Jos-sr_•y11ms ¡mm las MGH 

l'roposició11 [3.2: Pa m c11alr¡11 icr i\·IGS <larla cou 11m rcaJc tJi1Jo-sey11 ro A·!. el 

a lyori l 1110 MGCiS p11erle ¡>rotl11.cir Al. 

Demostración: 

Consideremos una A·fGS obviamente finita ¡1 =·(G,1\·i) ,'donde Ai es un 

mi:ircélJc vivo-seguro: l;odemo~ Íl;·Óceder. a. eil~plear ,tina Íéenlea de 
red u ce Ión rle. la· grátlca itc la· s1gu1é11tc 1~1i:u~~rE1: · .. 

- - . '. -· - .. _,_ .. ·.·;· ._. 
-,,, -.. -·.' .. ; ., . =: , ~~ 

Se<1 el co;1junlo 1'J i el conjunto de \rérUce~·-hAGilitndos'-~11 1\I ~n • <lonrle 
e\·identcmc11te -o,_·;;.· (2). Obtengamos Í'llÍ cii'_tBii~c~ por' 1r;1 ¡j~O[>ÓsiciÓn 5.1 

el nmrcéijc Mó1.~svivo~scguró. así c¡~tcdchc exl~tir ~u] c011jui1tó,i'J_2 de 
v6rtlccs habilitr1rlos en Yoi,Obtcnganms i1 :¡ial·Úr ~I~ y;.¡:,. IÚ gráfica 
J' (é/1)1'.1 2 que por \la proposición 5 .2 cumple eón qt~c !1\icéii),o~ es un 

ma1·eaje vivo-seguro. ConUnunndo de cstf{ for1Úa fi1~ftlmc;1te . ~ -- . . 
termlnarc!1ims con tocios los vértices ele la grf1fÍca· y tetlcmos que. 

Del mismo proceso de reclueción y respecto a las aristas tenen10s r¡ue: 

V e = ( 11. v) / /1 E O; y 1• E lJj 

!!. i > j entonces p(e) =O 

!!!!2 
!!. i < j entonces p.( e) = 1 

!!!!2. t' $. /:' 

Sea que se ejecuta el algoritmo MGGS sobre l' y se obtiene un marcaje 

vivo-seguro AJ', insertando para ello en el paso (1) del algoritn10 los 
vértices en T de lal forma que los del conjunto O k estén _antes qtte los 

vértices del conjunte:){) k-1 ·y éstos antes que los del c~Újtmt6 -{) k-2 y así 

sucesivamente hásta que finalmente. est6n los rld _conjunto tJ 1. Sin 

importar el arreglo r~lalivo de los vét'.tiees rcsp~clo a l,os demiís \;erflc.es 

que se encuentren e11 st; inismo conjunto'. 1'J; VI sis k. Proccdmnos a 
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C<1¡1ít11/o fJ: N1í1111•rn de nturr·n.fes ni110.S·.Sf'[Jllros /1Clra las l'dGS 

probar por incl u ce Ión sobre el orden en que cliehos con.Juntos son 

eliminados ele lr:1 lisht '/'. 

. ' 

Paso lmse: Aifiúi.iliznrla.~ ¡jrlÍneras li'J kl llerncioncs del ciclo 111/1íle del 

algorlfm¿> ); d8n~1clcn:mclo que· Vu, 1• E t'Jk no. exl.'>fen flrlst~¡; ei~tre dios. 
Podcn~os.verqli·e. dacfo qúc en el paso (2) se ·hace \,¡1• EY1•i.~itado[1;¡.,_ false 

que en p~di1Jt1i1~rclcy1>ta1> ilcractoncs en Iós.Í(asos (5}~'· (Gj 1>icü1pre se 

pone u ~Ú1 ficlii:i:c1i<las at:ls1as de.· 1a·.11s1a :el e ·ad\;ncéiúifrls déi \rérUce en 
cuest1ó1~;~i\1· t({i·l~ií11ai·::~~ c~lm¡>lc qué Ve .,,; (Íl.Í:) l,1/eo~': ,¡\(~) ~ 11{e) = 1 y 

dado<'q;i'e.~·~i1 .>el piis~ .· (SL s6 modiflc~l el; .v~Í~r clcl ¡}1·ccÍtciiclo ·,,;S;iado 
también es ~lerlo ·.que ·ril .· n1ir.11izar ·. csfás' lterio1ciÓúes·. Vutf.Bk 

l'isitadó[u]dtril~ •. ~''$.O k .<Así¡nls1~i6 c81no é1111ingtíi1: ü\ga1: d~I picio se 

cambia el valor :de ,;;sitado n false. eiitónces c11 ~~1~1lqtrlér' itcri1ción 

posterior: del wÍÍlle,, ni .c.fccülar el pa1>0 (G) se ci.1mplirá que 
Vd"' (1•;1/)/;.1.Et?k ¡i;(e') ':"P(e')= o.· 

HIPOT!t.:~lS: V'· par de conjuiltos {)¡y L'Jj que son clll"Ílina<los de la 
ÚstaT .. arúcsqt.1e Di.se cumple coú que: Ve=(11,P)/l/Et?; y vEDj. 

¡1.' (e)= 11(é). 

Sea el momento en que T;,, 1'>1 entonces á las tínlcas arlslas que falta 

asignar marcaje son aquellas de salida o de· entrada fi t? j. Co1Í1~ \f 1• EB l 

en ese moménto visitado(vl=false y Vurf.1?¡ l'isiiado[i1¡'.;;/,.1;J. C~1im no 

existén aústas cÍ11rc .los vérÚces de L'J¡. entonéGs>cn cad~ Hcl·;.1ción 

subsecuónte al eJecUtar el paso (G) te1ic1éerii6~ Ú1iJ'~ Ve'1:(v,11) 

,, .. (e)= 11{e) = o. Adémás como las mistas de CI~h:adi:1' él if\ Viel~~ll de -algún 
. ·, - ' '''.,- ;·. '.·-. :- - -- --

vértice que pcrtcliece a un conjuntó r¡üe fúc elil1íl1iaéloiantés entonces 
Vd=(11,1') de cnfrmla a O¡ 1cncmos qtÍe11;(e').;;1'1Ú')""i;_y. como por 

hipótesis todas las. dcnuís aristas m;mplen eón qu~ st; Í11arcajc. es igtial al 

original.. se .concluye que A/= M'. 

1 

Corolario 5.1: V MGS con 1¡ = IVI se c11111ple c¡iie a(MGS) s ij!. 
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Demostración: 

De In proposición 5.2 sabemos que el 11lgori11no 1\./GGS ¡iucclc producir 

cualquier marca.Je vivo-seguro para. una MGS darla. Esto r.lepclicte clcl 
orden en que Jos vfrtlccs son lnscrtndos en ·Ja lista lcmpor<il T. Si 1¡ = IVI 
es cl<Jro que 3 1¡! posllilcs permutaciones ele los ··vértices, coi1 Jo que 3 

1¡! nmncras de insertar los vfat ices en T y es rlirecto que a(MGS) es a lo 

mr1s 1¡!. 

5.2 TOTAL DE MARCAJES VIVOS-SEGUROS PARA ALGUNAS 
FAMILIAS DE MGS 

1 

Dl'011iciá11 !).!): !JU(( AIGS se rlice <¡tw es com¡J/c/a c11wulo s11 C7"f. asoci<t<la 

es complela. 

Pro¡JOsiciú11 5.:3: \IMGS co111¡;/elc1 eo11 1¡ = IVI se c11111ple que a(AJG'S) = 1¡! 

Demostración: 

Por Inducción en el número de vcrUccs de la g;·áfl<?a; 

Paso base: Si 1¡ = 3 es fácil ''.cr. q~I¿ a(AfGS) = 3!=6 ~e cun~plc. 

Paso de inrlucció11': • 

. . 

HIPOTESIS:/vúós}c~h1plcta· con 
vcrclacl,~1:() ·e¡~~·: &(A·ÍGS);,. Í! / · . 

vérÜces, donde 3sis 1¡-I cs. 

. ,-,.- ··-·/~·- .~: .. ~::~:->- ... :- ' . . :· -
Sea una MGS<Joni!JIC'ta .con .11 vértices. Por el lema 4.1 sabemos que si 

un vérUce '.~t;al1~~ti~1'.a cst~1 habi!Hmlo en un . 111ril~eaje .vlv~~~cg11r6, 
en lonccs 1111ig1i11 v¿rÚce adyacente· puede csta/íia1)11itac!O ~l(eftl1ismo · 
marcaje. Sin ¡~érdÍcla·de gcncraHdml sea que 1•1 és el vértice Ú~bllitaao, y 
es fácil ver 'que MGS¡ .. ,} es una MGS completa con ' 1(- l ,;úúcés.•co~i lo 

. . . .. 

que por hipótesis 3 (1¡- I)! marcajes \rivos-seguros en los que v¡ está 
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Cí/¡iít11/o !i: N1í1111·ro de 111111·cc~/1•s p/pos-sc·u11ms /Klrct las MGS 

hahilitmlo. Contlnu111Hlo de c»sta mrn1en1 se puede demost.rnr que 'VPE\/ 

3 ( 1¡- I)! nrnrcajes vivos-seguros en los que 1• estf1 habilitado. Como 

cu anclo un vfrUce cstii hi:ibÚHndo nfrigtín .ofro lo. e1it 11 y teniendo '11 = M 
se sigue que a(MGS).;, 1j.(1¡ ~ I)! _.;, 1¡! . 

1 

1Jdi11ició11 5.6: l111á MCiS se dicé! q11e es un ciclo c11i111llo s11. Ci! <1soci<1d<1 

es 1111 ciclo. 

Proposició11 5.4: 'VMGS c¡ue es 1111 ciclo co11 11= l\ll vcJ/·{ices se c1u11ple c¡rw 

a(MGS) = 2 '1- 2. 

Demostración: 

Del lemn 4.:3 tenemos que enlrc é.ualqtiicr par de aristas. FÍnl.iparalelas 

una elche cont cner una ficha y ia oin; no; en ci.Ialqi.11er íniircajc .c¡uc sea 

vivo-seguro. Por el lema 2.1 imr~ c¡Úe tin mm;éaJc JI.! scá vlvó se requiere 
que en cualquier clrcull.o C; ele la A·fGS. (úrC;) >.'o'. 

Sea una MGS que 6;s {;n ~!Íclo.c!on ·· ,,,,érUces, .e11tonec~;; e¡·~vi~Icnte que 

existen ··2 11 forinnsen que se: •. ):iu~d~ ~1s.1gi;~1· ~. c~1d~?l~?'~ de nrlsl.as 
antiparalctf1s ~mri·n~~ha a tiüa y·tilng.ú1~n'a 1i{otJ;¿1;·l;oi· ~t1:¡;·pa;:¡e ser1 r1ue el 

coi1Ju~Jió·d~ ari~ta~ cs<tal que Vls/s1¡ y:;:l; .,;(v;+1.v;), y 
ademi'.1s · ~,1;=(Vi¡:--1'1'11)y e' 1¡ ,,; (\'11• vi¡-1) . 

. . . . ' '~ . ' ' . : ' 

Como VI sis 1/ se cunÍ¡JÍe.quc c1Úrc e;'' J•; lUlfl co11tlci1e fichó, én tanto 

la otra no:.e11ib1i~6s'T<;s'tlnic<JS .~lret:1itos' .. ~i;·;c··pu~den hacer· que el 
marcajc¡1() ~ca;vÍvo(por su-conteO-dc:flclla.-iJ.son e·= e1'.é2, •.. ,e,1 y por 

supuesto. F'= e' ¡,e)!'.:;,~',1 .: si {MIC).~o <!tifo11~es Vd Ed' tenemos que 

11(e) = 1 y ctéí nÍl~mo m6do sL (AUC') = o .. ento1~cés Ve EC 11(e) =t. Lo que 
-·' ,,, . - '! '• ·-.. ' -. 

implica qué delas 211 mm1c1;as, de miigiirir fichas eíürc las ai'lsta parnlclas 

en tín1;nr ck ellas 1·w se obtiene lÍll n1m;caJe vivo-seguro (ele hceho ni 

siquiera se obtienen marcajcsvivos) )' se concluye c¡ue a(MGS) = 2 11 - 2. 

1 
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C<1JJÍl11lo [i: Nr'1111ero ¡f,. 111<1r«f{/l's ul11os-s1•911ros fJ<lrll las MGS 

[)eú11ició11 5. 7: Una MGS se <fice <¡tW es 1111, rír/)()/ si s11 G~ asociarla es 1111 

d rlJo/. 

l'ropnslció11 5.5: VMGS <¡tte es u11 drJJo/ con 11 tJérllccs .w~ lletie <111e 

.x(MGS) = 2 •J-I. 

Demostración: 

Sea una A/GS que es un {irboL Parn tener un 1~1~ir(!i:1Je 1\4 '.vivo-seguro se 
requiere de acuerdo .con el l~ma 2.1 r¡ue· p1iri:Í J¡;doclrcuilc) CÍ de tú MGS 
se cumpla con que· (Ú/C;)>o ydCHc~r~r-1Joc()i_1·1~1úi; 4:8.·t~n~mos que 

cnlre cualquier par ele nrlsff)s fl~1Úpah1lclEls {ínácontc.i1gl:iflcha:'y la .otra 
no. Supong~1i11Ós que se asigtu;un, 1m;rcaje· Úo: a: k1 ··MGS qucs~Usfag<.i ·la 

condición·. dcl.kma .4:3 iaiciúc úo'~cAvi~,(i~li~gl;,:~, enl~n~~sdel;e eXistlr 
un ciJ·cuito'c 6;i f.a. gráúcal,a! r¡~reÚMo iC) ~o;/ 

·~ . '::'. ·;· - .;_.,. ·:· 

~~~·;:~~1~iif r~l~~itI;l~!::~~J~f ,~~1:~l~l::1~~:1~~~j1~~,li~~:~~ 
e j = (w, 1.) / 11' ... i/; PCró eso;1lnp"11~a' cilte j aÍ .~1c;nol(í~h'cli-~i1Úo ~11 á~ 'con 

lo que MGS e~ t~i1 .• á1~:l>oli.!·.·; yes:.cla;:º. ,qt(~:.:cú'iíli1iii~í~'11~~.J"ociJ~·· M que 

cumpla eon'la.·conéli~1Ó1~ iícl 'lcn1i:14:3 ?.~ ¡¡i~.:iifoí·~~jc!;.\;i~(}~seg~rr<>. 
' " . . . -,' ~· ·.~: ~ 

. ~ ·.·>._:·::--.-:·' 

Por olro lado dado qlle IEI= 2(1¡ ~ 1) tei1¿iúós qile: > 
. . . '- ; . . ' . .\ ... . ~. - ' ' . .. . ' . ' , , .. >i~ 

.>.> ':'. ·::,EJ:;;< .. i .• :· . 
. ct(ÚGS) ,,;·2 2 ;,< 2< 1.1-IJ • · 

> ;~. 

/Je(iulción 5.8: Una MG~ e's /~1í,ifrlifo'silc1 S~ .coá'sla 

simples· c¡ue cor;i¡~a iie1L. iuib ¡¡ ~ó(O. iii1 i)Ji'llce . .. · 

1 

Cle 1111 par ele ciclos 

.·,··, .. _;-,:.. ·_ ~:~/, ~,~ '·> ..... - :. · .. 

Proposición 5: 6: ; \VÚds que .. es '.',; n \,/,;cio ..• se c11 mple co11 <¡ne 

a(MGS)= (2kl_2)(2k2.C.2) clor¡éle kl y 'k2•~01~e/;11í111ero ele vérllces ele cacla 

11110 de los ciclos ~lmpÍescle la' G~ asoci<Úla <:011 ia .1\lGS. 

70 



Demostración: 

Spn y una MGS c1uc es un nudo, entonces cxislc un vérl.icc v EV tal que 
)' {v] es 11isconcxa y tiene dos componentes fucrt.émcnlc conexas, J' 1 y J' 2· 

.• .. 

Si consiclcramos la.MGS-,for~nada por )'J junto con.~!. vérlk(! v>y sus 

aristas de euh·acla .. ·~ saliclá; lc11c111os:ttn~1 1\·(G'S :¡1 ri1úc ¡~01;1a definición 

r-c/ice·,.~cac· :s.~11g~1~ .. 1.·1 :,·,,,,c1;.•·t··.•.:1.~1':1 __ 

1.·cf_-,c1'.c~····<> ... ,~J~c, c··s·~.··,".1,~·c·,:2,,,,.~):.~,•,.,~c,•1~1)1º'.'l'.-iº,.=s.~O.,,·.,:;.'l~let.~c~, t¡,•
1

',ª .• _.1, ,\;'~,, ...• ,-.. f~,;¡j'[i¡l~;j¡;¡~J;~n;.;:~: 
_ , • . · _ _Y:; llciie1i 1.1i1 h1~u·daJc vivo-

segur~.·~l~o1:(s{i;>ó';1gamo~·r¡t~(!·· ·fr;1a' cl~i tf:ítcs a~1gfi~~clonc;~ iM~i~es un 
marcaje ~i~o~scg'1:11:6ri~fri1 ¡·• .• ,,'¡Jcro,claclo que' para.· tocio c11:ci1Uo>símplc e 
se .llcn~ ,qt¡~'.(11.f("C};>,o'cutonccspara t()dÜ>circuilo c,:;.se'ctm~¡;lc que 
(M !Cw) >O;y co1~10 ,.~!1ií:c-'c~da', par, de,' m·1~las miu]mr~lela~'.••uua ,contiene 

una lmil·~[l :V1~~tí-k1 .• n6 bs ~lirc~t~>quc: :a(y) ,:.ó(ikl '- Z)C2~2 :..;;!) .' . 
... _,_ ;. --

e::,~.~·' .o•• >:~~ '·''" -O __ ,-'". - --.": ·--- ·'-">?~:._-,·:-- 1 

De011icióu: 5.9: ll1iil ;.'.fas es,úiiá '~livi~IÓ1l~isi ,~iL:g~ (l/;oclc~<.la. co11sla ele "11 
1m r de 'ciclds'.CS1111¡;le~';,'(j:,~~' ~;!·i~l/;r,if,!11 r11;1~ú1's i:on · ¡;;, t.,·-

:·~ . , ;.::·, ." ,.~,. ·:/ >,,: .-. 

11. /t'(I"· e11 lo11ces <¡it ~, .-:~·s· Proposfcfó11 5. 7: '\;/1HGS 
(.,kl - ")(ik2 - ") 

-.. '. -.--· .. ' 

donde kl !J i2' son'.ci 1tri111ero, el~: ¡jérlices ele, caela a(MGS) = • • • 
2

• -

11110 ele los ciclos si111p/es ele la G~ asodacla. 

Demostración: -_ .,,·.·,·· ·, .. · • . ··.····, /,,.·' , .·,····, ··~·. ··-· ·· ,' _ 

Sea e= (11, 1•) la misia en la G~C()111t~na a11~h8s ci.c,lo.s, ~nl~1lc,c~ en' la MGS 

existe un par de arisl~s dirigidas ,e)= (11,i•) y e2,;, (11;11) coÍl lo q11e en -

eualquicr mar(!aJe 'viv,~-~{!g1ií·o,;~!g~t~1~ ?c.ié:1s 90~ ,~9i1Úcnc'•1;;~a ,ficha y· la 
Otl·,··.l 110. '">. •<'',;'-: ;< , ... '.'· "• •:•:.:, ~·J.).! .• -' ., : . . . . ·:·~, . . ': .:".; ;:, . 

~·~;~{:. </-- '"· ·.:·~, .· ... :,:.-, :·:-:' ·;,¡-:·;. 

si fl( e1) = 1 y ,,,,(~2) ;;,(j' ~111.0:1c_9s éll.1c~1J:~ :.kl ~i 'lia1'cs ele:' ~risl.as 
an Uparnlclas )lllrfJ í.nió .de lo,s ciclos 5'. ·, k2 ,.::_ L p~rc~ '' 1lc<El~istn~ paralelas 

para el otro de los ciclos de la gn'1fica. Tambiéri lcil.cmós qu~ lm); zk1:..1 _ ¡ 
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formas de poner una flcha en um.1 nrlslH y no poner fichas en su 

rn1t.lparnlela en crnla uno de los par•~s del primer ciclo sin. que se forme 

un elrcullo sin fichas. Tcnleúclo así, del ;11Jsmo modo ·¡fr:1ra el .otro ciclo 

existen 2k2-1_1 i11iinerns. de asignar un 111arcaje sl11 foi;í1iar Lt¡l ólrclliló 

sln fichas. j' de ;c~t'.9 111qdo 11.0 e~lst~ fonnr:i ele que· 1a·'.' 1:1rtst';sf.1cfp1:1;ncr 
y segundo ciclo fol·i~icí~ uí1. clr(!t.ilto<dirlglclo. Así, que .en•tptal )5!ne~11os 
(2kl-l_1_bk2~1~·l) í1inl·~itJcs vivoscségt~i·os par~; lagÍ·úf!ca.coi1,¡(~1),;, 1 y 

11 ce2> =o .. '1Sc nú1ú'é~;ª ,sl1i~tÜi'1> sL>,i(e1 >=o · .y'\¡,(~2>:~ i . \~11lo11 ces. 3 
(2kl~I ~ 1Xl2~1~I)1Í1~r~élJ~~ vh;o~-~cgu1)~~ yes dt;·(!cÍ9 c¡t;e/ · ... 

a(MGS) ~ Ú2¡l-I~ l)(2kÍ-1, ~ 1). 

. - . ·., 
= pk l ~ 2 )(2k 2-1::,; 1).'.:. 

- ' .·, · .... , ::,·.· 2 
., . . .. >·.· .' 

c2i1 - 2)(2k2_ 2> 
2 

1 

Pro¡wsició11 5.8:. 'i!MGS c¡11e es 1111a clf11lsló11-b .· cloude k.I !J k2 so11 

respecllvamenle el 111í.111ero ele tJértices ele eruta 11110 ele los delos simples de 

la G~ asociarla con la yráflc<1111m-cr1d<1, se c1i'111ple.'r¡;t¡! : 

pkl-h+I ")("k2-l>+I . 2) . . . ': · · 
ci(MGS) = • - • - - + (2¡, :- 2)(2kl+k2-2/J - 2) 

2 . 

Demostración: 

Lo primero c¡uc hay que ob~er~ar es que lós /J fl<Ú'esdc;- a-risli:;~fÍc la MGS 

que corresponden a las b .<lrt.stas coJ.i,'luncs dela G~ pu·e~len lener · 21> 

marcajes que cumplaÍl ~on I~. 4oncllclc);1 ele! len1a.4;3,;y en;~ ~le ~Jlos se 

forma un cnmillosin HchÍ:1s; Si lo~ vé~Uccs 11, ¡, Ei/ son,· los ,;érUccs fÍÍ1alcs 
• • •• < ' ·~ • ' .- •• • ,,, ,_ ,.. • ' ,. • • • 

del camino fo1'111adc) '1)or las /J; aí-lsins y ~qnsidcrií11ios ·· 16s ci1so:.s cil. qi.tc se 

forman los ca11111ios sin fichas ele u 'á 1• )'_de y i:t 11; l>i·oéedicndode 

manera similar a In pro11oslclón 5. 7 es fácil ver que hay 
<2k1-1>+1 - 2)( 2k2-tJ+t - 2) . ' . . 
----------de tales mf.u:cn.Jes. 

2 
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Si consideramos por otrn pnrtc los casos en que no se forma camino 

nlguno entre u·)' 1•. (en cm:ilc¡11icr dirccc;ión) slnflchas, ellto1Íct~s .de la 
pr~poslción 5A es llfr~hlo c¡m/ lrny (2 1'-2)(2kl+k2.-2"-2) ác tales mrnw1jcs 

vtvos-scgtlros;corllo ~11:ic: 

a(MG'S) = <2"1-¿*1~ 2)(zk2~/J+.1~2)+(2"- 2)cikl+k2-21, _ 2) 
. . .. . . 2 .. . .. · ..... 

1 
, . . . . ' .. . . - . -~~ -. :" 

Evidcn temen t.~ se: hade ·i1éccsarlo contar con un . argumento mr'.is general 

respecto al total de l;l~¡rcajes vlvos~segu;'o para las gráficas marcadas en 

cuestión. Como se estudia posteriormente clichóvrobÍerm1 tiene tina relación 

directa con el coloreo de vértices y más prirUcÚlarme1~t~ eon el polinomio 

eromiítico de una griífica. 

5.3 COWREO DE VÉRTICES 

E:l coloreo ele vértices ele una gníflca G, ~s el procc~o. de. asÍg1rnclói1 ele 
colores c1,c2,c3, ... a los vértices \/(C) de tal forma que ntngtín par ele vértices 

adyacentes tengan el mismo color. Si una gráfica puede ser coloreaclacon k 

colores distlnios se dice que la gníflca es k -coloreable y elnlímero c1'~nuÚiCo 
denotado como x\G) es el mínimo i Ez+ tal r¡uc G es i-c;/oreable·. · 

Ejemplo5.2 
' ·- , · 

Si eonsldcrmnos la gráfica de la.figura 5,2 podemos asfgúa1: el colo~ e¡ al 

vértice l'J. c;i a los vértices . i;:i; 114, l'G :v ~·3 a 113, v5, ,;< 061 ¡·nl~nÍo' modo. e;1 la 

grúflea ele la figura 5.3 CS ÍJ~Sibic ristgiia1; C[ a los'vét·iiCCS I'), 113,115,;17 y C~ él 

1·~. 114, l'G, 1'8, con lo que Jl~~le1nC>s cC>ii¿I üir :que la primera gnüiea es 

3 - coloreable en tanto la ~egu1Hlf.i'es 2 - coloreable. 

1 
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Cupít11/o fi: N1í111ero c/1• 111anY(ics /Jf1u;s-sr'[11tros ¡iara las /HGS 

CJ e 1 

Cllilli1i] c2 

Q c3 

Figura5.2 

Del 

E!B c2 

Figura5.3 

/'rovosiciá11 5.9: Para c11<1/<¡11ier grcí_Jka complela K ,1 se cumple. con que 

x(Kr¡) = d(v)+ 1 = IJ \tv E V(K,,). 

Dem04ltración: 

Por inducción sobre 1¡ =I \l(G~. 
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Ca¡1íl11/o !i: Nií111cro de 111W«.'<\/e.<: 11i11os-seu11rm: ¡iam las MG.S 

Pnso lmse: .Cunndo 1¡ = 1 es elnro que /\'1 tiniernnenle. puede ser coloreflda 

con un color v.dmlO que d(1;)= O lcn<~mos que x(KI)= d(I') +I ~ .1 . .. __ - -· _-,: . . ' . . 

Paso de inducción: 

.HIPÓTESIS•: ~·.Sea .q uc . Vj/ts .f s .1/- I '· , 

x<Kil = d(íi)f1 ::j; v;;E1!(/,/:). . 
. que 

. . . . ... . .· .. ' ' J 

~:~~:i~+gf l~~;,~f f f ~[li~l~]J;~f~~~t~~~l~~~f~~i~~B~ 
todos 16s \;Úiicc~ ctiinplcíl. c6i1 qt;e st1 grá~1'0 ~~ · .•.. ;1..: 1., 'Có11~ii .dicha 

consl n;ccitóí~ 1ios. lleva a oblencr . K1¡. se· coneÚ1)•c 11ue ~(Ki¡) = 1f(1;) + 1 = 1¡ 

'r:JvE\1(K,¡)'.' 

1 
- • • < '., ' ' • -. 

Pro¡JOsición 5.1 O: Para c1wlr¡11ier gr~U1ca G c¡11e es un cido .si111¡;le con '1"' 3 

1Jérlices. Ci és 2 - coloreable si ·el 111í.111ero · éle 1Jérlicc;s es ¡><1 r !J Ci es 

3- coloreable si el. 111í111ero ele Pértices es impar.· 

Demostración: 

Sea Cí un ciclo simple con 1¡ <!: 3 vérllces. Sin .pérdida ele generalidad 
sean que los vértices .·están ::euriue'ti:ido~ l'J, 1•2,. . .,1' 1¡ en ese orden 

siguiendo el ciclo en <ltguÍla 'dirección.· 

Podemos asignar enlonces u~1 c?l?r· e~ a cada 1'¡ .con \; ,._. (i 1mxl 2) + 1 y 

es directo qt1e ·~~~s'¡l~1~.§ M~c]cc~l1aí:.·;1islrn asignación se cumple con que 

el color para jÓ~l?~Vél·iJ~~·;¡)~.í-,•e~,éf.y para locfo vérlice impar es c2. Con 

lo que.\'[' estáeo}o;·ca~Jo c'Oí~/<h ,/v:i•, COUi C[ y.así SUCeSiValll~nlc )r CS fácil 
ver qu~ la.~iguic11(c ecu1;Íic1Ó1~·s~~:cum1)ie: . . .. . . 

- ' ·- ·,,. ·.: : - /. ,. -, .,:··_, - ;.· ·. 

(a) "fJ l'J/ 1 < j < 1¡ Cl color .. dc l'J es dislinlo que el de l'J-1 y clde l'J+I. 
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Y hay un par <le cnsos. 

1) Cumulo 1¡ es par, entonces el color ele v ;1 es e¡ y el color de 111 es c2 y 

por (a) tcllemos que Ó cli 2-coloreafJ/e . 
.. . •' ' '-··,'' ; .. 

11,1 es igual que el de 111 (c¡uc 

cvidcnicn'Íc1ite c~C:j))1 -cÍe (ares ~laro c¡uc el ·color de 11 11 _1 es ·_Igual que 

el. ele· 1i2 c~11 lo ¡~ú~ (iO-':c~{ ÍJostbi~ cambiar. et color de 11¡ o 1';1 a c1 sin que 
' -. . . . . - -: ' .. ''°' .. _:-, . ' · .. -~' ,.. . -. -

algtí.n par'.d~.~t!i-.Íi-gés':~¡¡yae~ntcs sean del mismo color. Se sigue que se 
requiere tlii Íí'tu~''o'colol·, c3 e(;n el· eÍial coloreiu· · vj o v,1. Sin pfadicla de 

gencraÚclr:~~:~'.c~;Ú·~.~Ú~·¿1s;gna c3 a 1_• 11 ; entonces tcnemos}¡t1~ ¡~arav¡ su 

color ~s di~111\to c¡;:i~ el ilc sÍts \:ért lees vcciilos y yi:1 q~tc cic~IÓr(Ú~ v, es 
··•.-'·>·:_·_·_;:-c.':•>.>. · . . -.: _ _ _. .. ·.. : · .. · .. :,:.· :·:·· ... .-:;: :>: _._.·,·: . ·' 

disllnlo_qt~(;! .. ~l d~.pualquie1:otro vértice y cónio.(a)<l>c:sig~1e cumpliendo 

concluinios(li1_~ (; es ,3::. co(oreable . 

1 

Corolario 5.2: Para c11alr111ier gr<{flca Ó <111e es 1111 cicló simple. co11 1¡ ~ 3 

11ér1ices se llene </11<! Xl G) = ( 1¡ lll<KI - 2) + 2. 

Demostración: 
. ,- " - ' 

. - ' 

Dada una G que es un ~ido sim¡jk con l°ifmcnos .'/= 3 vértices que 

xtG> >J. y de la proposlció1~ 5;9 -s~bc:1119,S qlie si ,; es par cutonccs G es 

2 - coloreable con lo q¡t~ ,XCGl.,;, ( 1¡: i'n~~j '.Í) ~ 2 L O~ 2 = 2 ~~ ~umple, .·de la 
' •. ·-· ... ':" • ; ". . ·.; '. ~· • .. • ...... : •:., ·.• • ' ; J ' ·- ~ • ' • ,e " • 

misma proposlclorí;téne_111ós c1ue si'ii.'. ,es~ hn!>ar _a es 3 -cokireable con 
que en tal cas~ .X_<c:;r~ (',¡: il~~d 2)t 2\, 1+:_2~3'~ 

.. ,.!:;.·· \: «(,-· .. '" 
·:.·.·.-_; .. _.·, 

·> 1 
','; .·, .. .::.:: 

Para dctel·niú'.1i/itla11d~ t1i1a,gránc:~sil11¡)lc .es k - coloréa/Jle, podemos _ 
desde luego ú~'icntar ·~1guh~1 l~éhl()ii' cÍé'qtí~qttcda: exlmusUva · (r¡ue ~laramen te 
es ineficiente).· }Jet:otamIJié~~;'podé•n-íÓ~ 'cticstÍ()nal: si'c~-•qu~·• existe algu11a 
l.écnlca eficiente (de'. co1~iptdj~;lácL~JJÓÚ11oml~I) • qüc. cletérmfoc .si dada una 

gráfica simple t!sla es k~ coforeaÍJle . 
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Cu¡1ítulo fi: N1ín1ero el<' 111an'í{/<.'.-.. 11ioo~-St'[/t1rrJs para /ns JHGS 

Ejemplo 5.3 

Si contamos con la gr{ifica de la figura 5.4 ·y tenemos k. colores; y 

procedemos a colorear los· •Vl'rt.lccs en orden crcclcnl:c ·respecto a su 
subíndice entone.es el vérUéc v¡ pl1crlc ser colorendo (~on c1ialriuiern de estos 
k colores. pero 1'2 únlcnmcnlc ¡mc<Íc SCJ; cÓIOrcrnlo con alguno de los .(k- 1) 

colores que úo se cnií>iéaron{dcl111lsmo · h16do .11:1 púedc :~cr coloreado con 
alguno de los' (k;;_ 2)'iió16rcs d1.~¡;~l111;1c~'.>6011Ú11uai~'<ib :de 'ésla ri11lncra 

tenemos. (k - 1): y (k ~ Í.) cofoÍ·cs (1ar11 1•4 :Yl·s rc~¡Jccllvall'ícnic;' 

k k-2 

Figura5.4 
; -. . . . 

Por la regla del :prodi.icto· (Teoría combinalorln) tenemos k(k-1)2(k-2)2 y es 
.-., ··''-'-'· . : 

lnmedtal.o. que el Í1ÍÍÍ1i111o \,álor de k es 3 c:on que x(Gl = 3. 
, ' . ~·' . ' ' 

1 
'". ~-,. :. . 

I<:l ejemplo 5.q s~{gtcFc mm lécntc'a para.'gráJl~as de lámaf10 razonable 
pero para cualq1;1d'r k ~ 3 cÍ problcmá rle 'dcler~j1i;1ar 'cua;l<fo·úna gráfica 

simple arbitrarla es k -coloreable. es,. p'olt1ioi1~·i<JÍ1í~c1~t~}cl]u1'valc11te a 3SAT 

(GJ79). :. no se conoce hnsla lh fcel11uiíúi si:>il1'cló1i c6ctci1tc;. ~; fr1ás aón dad11 
una gráflca simple G y un valor de k, ¡;l ·¡Jl'oÍiicína'dédetc.rmÍr1~r si G es 

k -colorer1ble es polinomlnlmentc cqul\;É¡le~ll~· fÍI "rlrCil;lcma del ciclo 

Hamilloneano (AHU74). 
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Cu11ít11lo n: Nú11u·ro <11• 11tan·<1Jt•s 11inos~sr.·y11ros J>ílf<l /o.o.; J.HGH 

Sin cmhnrgo. el problemn de dcl.enninnr si una gníflen simple es 

2 -coloreable y colorenrln yn ha sido resucll.o con algoritmos eficientes. 

Inluilivamenle hablando, lo primero <¡lle debe observarse es que cualquier 

grMica 2-coloreable csbi¡lrn·Hta.y c!slo csrlcbido a i¡uc el co11.J1111to Vpuede 
ser pnrUcionado cndos siihC:on.funtos disj~mtos de vértices, a decir \f¡·y 11 2 • 

De tnl forma que ct1ak¡ui~r firlsli'1 de lü gráfica va de 11110 de eslo~CorÍJui1tos al 
otro, con lo'.quc ··~s'.posible :·color~.~rlo~; vértlccs.d~.··.• \11 db ul~: .. ¿oloi<y los 

vc!rUcés. ele ~\!i~cls,'()t¡:~:q~Jo·r:, D~:,IÍ¿c;ho·,1~1~11.11~~~. :ris; ct§rt6.~c1i;·~ .. ~1~,1f1~f; grf1fica 

es hip¡ulita ClllO;le~S es 2 -coior~a/J{e y restiJta muy SCnciJlo. CÍ;r<;Clertzar Ja 

familia ele gnífi<ms simples que son 2 ; colorea bles'.·:· .;.Y·' ,: · •.· · C. 
'. ·- .:'.:"· :O\·:. :·.J.:;::·,,·· 

Proposici<Íll 5.1 J: ])rula 11./l(l gnU7éa s/111¡)lé ó: ¡;(,gl·(rnb~,;·(ú/~;i~~~lórab/e; si y 

sólo si 110 co11tie11e 11i11g1í11 ciclo cou il.11 ud1i;ero 111'/jú~f (fé r1f-isÚ1s;'' 
;_.~·'': "'--.\" ··,- ':-,.:'·~~: <··-~.:.::::_r . 

Demostración: 
·''. .... -~_:.; :>.~.~ '.·;\>"" 

,,. ~.-;:>:·.;' --;~ ... ;,:"."'· -
.. 

Debe ser claro c¡uc si. G cs. 2 "'. co/ol'eá{Jle: 'c1ito'11ci~~IJ ·~s .1;1parilth con lo 

que cualquier ciclo en· la grf.tflca'cÓütié11c'í.!Í1 Í1 üh1c'ro ¡!~1¡: ~le' ·~ristas. 
. . . -' . . ~'~--- .. - , . .. . .1-·: .. '~:· ..... . ' - - - . ·-

. <:; ~ . 
____ .. - ) .. ·,.·. 

Hcciprocamcnte, sc~'quc lodos ·.Jós ~cÍe,los:clc'la•gr¡'¡rfcé1 co11Ucnen un 

~::~~:7~\~~~;'2~l~~n'.J;~~~i~~;~·~1~f 1tt;w;~¡~~~~f ~~t;r.~:,;i: 
subconjúnto~ sÓnrlisJunlos,y 1'1 ub =Y. Si colonia1110~·,1ós 'v~1:Uces ele 

uno. de 6stÓs sub.e~Íljt~i1tÓs. ~~~. 1Ú1 c:9I~fr y lbs ~1?J"~f;:¿:~:¡tlJ~¿11j{iti{?: el~ tm 

color disÚ1íto:. lcnbi1~s .lln .• colorc;'o¡)~ira····.la ...• gri'iflcn'.·,l~élrll Cíci;}óstrarJo 

~~t'.E~~}ltf j;,¡;~¡~f l~l!il·!~liJ}~iil~~II~~~!~{~~~ 
de las arlstasd~ AaJri'io.i1gÍ.tudc.éJcl;ct~hC c~:~;il Í11í~1{erój;ar y se sigue 

que entonce~;¡ debe cxlstfr hrllicnos uií. Ctcfo con ~.¡1;1tl1iicro impar de 

aristas, Jo' que éÓntúi~licc IEÍ ht¡jÓtcsls. 

1 
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Lo que prosigue es obtener unn cota ml:Íxlmn pnra el vnlor de x 1Gl y es 

en c.<>tc ¡;cntido q1w se dcsnrrol!nn las demostrnctoncs subsecuentes. 

1-'roposicló11 5.12: Para c1.wl<¡11/cr grc!flca.G' co.11 1¡'2:3 vérlices In/ que U es 1111 

ddo slrn¡¡k o 111rn fir<{flca comp/etrr; se c11111plp co11 q11e V'l'E\/; G \ f1•} es 

c•o11ex<1 !J V11.1·E\! 11' = (11,v)f/::H. G \(11,vJ es cllscc)11cxa. 

Dcm ostración: 

i) Se11 G unn K,1 con ·1¡;;:3, enl.onccl';Úoexlsten 11,vE\lfe=(ll,l')r:/:.li. Por 

olra ¡mrlc V'1•E\/, Ki¡-1 =G\{11} yes diccto que CIS concxn. 

U) SJ G es uu ciclo sin1plc con 1¡ '2: 3 tenemos que si 1¡= 3 el" cf.lso es 

idénl:lco que para K:1. De otra forma. es decir que si 11> 3 dado que la 

gnífica es un ciclo sh11ple entonces \111,1• E\! 3 tÍnlcrnnent.e un. par de 
caminos simples P y P' entre ellos. y si \l(P) y \l(P') 1;o11 los vértices de 

üúcs cmnlnos. entonces l'(l')n\!(P'),,, {11,v] así es que dado algún vértice 

wE\f/111"'11 y 11•,.,1• es fríe!! ver que i1·E\!(P) o 11•E\l(P') pero no a 

ambos. con lo c¡ttc en G \ (ll'} es conexa. SJ consldermnos cualqule1· par 
rlc vértices 11, I' E\/ 1e=(11.1') $.l'. del n1zo1rnmlcnto anterior tenemos c¡uc 

hay en la gráflca un par de cnmlnos P y P' entre ellos. y dado que lnles 
vértices no son mlyaccnles es directo que l\l(P)-(11. P)I> O y 

l\l(P')-{u,v}I> O con lo que deben existir al menos un par de vértices 

distintos wE\l(P)/11•.,11 y w .. 1•, w'E\f(f'')/1p'.,11 y w'"' v. así es que en 

G \ {11, 1•} no existe al menos un camino en trc 11• y w' • y se co1Íclttye que 

G \ {11, 1'} es dtsconcxa. 

1 

Proposlcló11 5. I 3: Dada 1111<1 grríjlcrt simple G con 1¡ ~ 3 c11 la <JllC 'í/ I' E\/ G \ (v} 

es co11ex<1 !J V11,1•E\1/e'=(11,l')$.E U\(u,v} rlisco11exa. c11(onces U es 1111 ddo 

si111pfe o es 1uw grc{fka co111plclct. 

ESTA 
SM.ll 

us¡s 
DE LA 

MI Dllt 
8\BL\OlE&A 
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Demostración: 

Seél que e; no es una grr:'1flca completa. en la que G \{ti} siempre es 
conPxa ¡wro dados 3 vértices dislfntos 11,1>,1PE\f/(w,11),(w,v)EE y (11,v)f/:.f~ 

entonces G \ [11.1•} es disconcxa, y sean \11 y \f2 los subconjuntos de 

vértices tllsconcxos el uno del otro en G \ (u.1•} como se esquematiza en 

la ngura 5 .5. 

Figura5.5 

Supongamos que w E\11 y r1uc Vi "'{w}. SI x,y E\1 / (11. x),(11,y) EE y (x,y) ftE 

por las condiciones l11icirucs dadas G \ {r.y} es disconcxa, y el vér!lcc u 

está en alguna de. sus compcncntcs. Si z E\f es un vértice en ol:ra 
componente, entonces dado que G \ {x} y G \{y} son conexas, pero 

G \ [x,y} no lo cs. tenemos que todos los crnnlnos ele ·11 a z pasan por x o 

por y ncccsarian1ente, pero no por mnbos. 

FALLA . 80 
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C'(l/Ji/11/0 fi: Nú111em ele marr.·r~ics 1.1/1Jos-t'W[Jl.l/'OS 1x1rrt /(Is MGS 

Si ;:: E\/¡ como en la figura G.G. entonces un camino de u a z que no pasn 

por x. puede Ir de u a 11'. después de 1í• a 1• y flnalmcn te ele I' a Z.. con lo 
que lnmpocó ¡rnsnrín por. y. y· es clnro que z $\f¡. Procc~licÍ1do de 

manera slmtlarporlemos den1oslrnr que ;:E¡t:112.concÚ1ycn~lo qu~ \!¡ = (wl 

y qttc d(ll') = 2 y mds mín d(11) = d(I') = 2 y es cl!erc!o que G es ttn ciclo 

simple. 

Figura5.6 

Sea ahora que G no es un ciclo simple. y que G \{u} es conexa pero 
dados u, I'. w EV I (w.11).(w, 1') EE y (11, 1') $r~·. O\ {11, I'} es clisconexri. 
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Del razonamiento anterior lcncmos que si G \ {11,1•} es dlsconcxa 

entonces Ges un ciclo simple ;,i n1cnos que 'V11,11E\/ se cumple con que 
e = (11, 11) EE en cuyo caso U es una grl"tficr:i ·completa. 

1 

Lema !3. I: Sea G = (\l,f!.') 111w urcijlca co11exa con 111. = max{d(1•)V'11 E\I} e11/011ces. 

si G es 1111a [Jf'({fica co111plela Ó si ·¡.;s llll clClo sl111pÍ~ cOrÍ. 1u1 111.í111ero Impar ele 

aristas: X(G> = /11 +l.!/ cm lodo; lo~ clcÚi1éfscas~s X·(G):t.111. 

Demostración 

Si la gráfica c¡s tinhcon1plcla:o llíi ciclo simple .con un úúmero impar ele 
-··,"'·-: ,- _., ..... ·. . ''"": 

aristns el· resultado es dh'é.9tó dc)as proposfoiÓnes .5,9. y 5 .. 1 o; 

Supongamos .que' ·6 · ¿¿ ttna~grán'c;f.l c~>1i~xa; c¡úc .no es . una gráfica 

completa,. ~~i' m?c1cio··;·sfi1l.)J!~; co11,u1~. ntlnicrn impar de. aristas; Por 
i11due1ó;1 ·sC>br~ i \íi:· ····· · ... · ··. . · .. · 

.···>. -: ... :·;.<~·~:, . -. '.. . :, . :~ 

Paso hase:Cuando :IVl=3 es fiieilyér que /11 ;,; 2 yx<G) ,;2. 

1-IIPOTESlS: ''113 s j sl\!l-1 el lema se cumple. 

Si G llene 17 =IVI vértices .y si existe. uú 1• E\f tal que G \ {t•l es dlsconexa 

podemos separar fo gri1flca .en sus·'cttfcrentes co1;1ponCtes conexas G; de 

manct;a obvlacomo se nmcslra eii lii f~gura 5; 7. · 
- ,_. : .. ·- . . 

Por hipótesis cada G; <p,uede ~ci· c:olÓrcada con m colores de tal· forma 

que el vértice i• sea .ele! inlsrrio >col6r, así Ól ttnir'dichas componentes se 

_,,.. ,-. ' .. , 

Por otrn parte sl G \ (!>) es conc1'a dado. ~¡ue Ía g1·~f1cit J.íÓ es com¡Jletii;. ni 

un ciclo simple con i.111 númcw'l!npm ~le a1:ista~. ÍJOr lápr()po~1cióu .5.12 
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tenemos que dchcn 3 11,1',wE\!/(w,1•),(ll',tt)E/:' y (11,v)f/:.I:' con G\(11,vj 

co11cxa. 

• 

Figura5.7 

Así es pucs_que G'.°= G \{u.11} es conexa. y podemos etiquetar los vértices 
de Gcon10'.Vt=11._.,1•2'=P·.y_1•3,114, .. .,1• 11 =w en orden decreciente respecto 

a la dJstancia t11ín1nia a pru·Ur ele ll' en G'', con res pecto a la e'vidcn tc 

propiedad de que \;fy;l (:si< 11. l'¡ es adyacente a un vértice con etiqueta 
mayor. Así ¡~rn-av¡y v.2 ambos son adyélce1ües El 11

11 , y Vi> 2 es posible 

consid¿rnr '.el 'cí:mtl1·1~;i11á; óort:o de v¡ a w como en la figura 5 .8, y d1ci10 
camino ele be ser>~¡~ 1~ i-Oí:ma P = v¡, l'j,. ... w en donde e = (P¡, l'j) E Íi con lo 

que 0(11', l'¡) = c'l(w)~)+ii,y poi' lo tanto j > i. 
' .·-. ".,,, 

Sean !os·111; ()()l()res''c1 ;ch, .... Cm y ~1s1gnc~uos fl d!Chós éolor~s w~fos vér'Úccs 
de G en el 9rden,1•1;·112,:;.,1• 11 dc tal formaqtic en cada:of~i;í9í~:cfsolor 
usado ÍJru·~ Ellgtín 'vC!'~tice v; es ci Cj con h1 n~enór) ~11~é. no se. lrn 

cmpleadó cn'ntg1íÍ1 vct:Uce adyacente a. v;: 

Entonces l;J y,v2 cstarái1 coloreados conc¡,yVi•Í)3~,l<J/ al 1110mcnto 
de ser colorcado:vf_ést.e es mlyaccntc a.almeno~ u~1 vérUcc.y/é~n j> i y 

que por lo fantono está colorcÉ1do. Deblclo a que el máximo grado de un 
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C'<lJJÍf11/o f>: N1í111f'ro ele 111r1rrrUr_•::; oi1Jo~-se91lfos /JClr<l las 1HGS 

vértice es /11 es directo que 1•; es a lo mds adyacente a 111 - 1 vértices con 

un color asignado, y por lo tanto siempre existe al menos un color 

disponible que asignarle. 

vi= u 

V2= V 

Figuras.a 

Camino mr1s corto 
de \·i 11 \V 

Finahnentc con10 v,1 es adyacente a v¡ = 11 y 11 2 = 1• mnbos con color e¡, 

entonces al tnenos hay un color disponible para 11
11 y G entonces está 

coloreadn con los m colores requeridos. 

[B93) 1 

5.4 POLINOMIOS CROMÁTICOS. ORIENTACIONES ACÍCLICAS Y 
MARCAJES VIVOS-SEGUROS 

En el capítulo 2 (en pnrticular en el lema 2 .1) se prueba que cualquier 
nmrcnjc es \·ivo sí y sólo si para torio circuito dirigido C; de mm gráfica dacia, 
se cumple con que {M/C;)>O. 1;;11 ese mismo capítulo (lema 2.2) se 

demuestl'a que un nmrcqjc que cumple con la condJción nnterior en el que 
VeEE hayal menos un ciI·cutto C en .el que la urista participa con (M/,C) = 1 

mlcmás de sei· vivo es seguro (vivo-seguro). Corresponde aliará anauzar la 

relación :·que hay entre los marcajes vivos-seguros para una 1\.!GS y las 
orientaciones acíclicas Pélra .. su G~ asociada. 
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Ca¡.iit11/o !3: N1í111em ele 111rll"cq/cs vivos-seguros ¡mra las MGS 

De/111/ció11 5. l l: La grcffica orie11/arla G r.le íut.il MGS = (G, M), es 1111a 

cliur<ijlca c11 clo11clc \l(G).,; \l(G)y E(G) = (eE/l(G)/p(~) :>:0}: 
. ;· ... -_:: . ,'·,-.> 

Dc/1nlcló11 ~' 12: Duc1 'o;iéniación ele 11.na . gráflca. cJs ·la ásfu11cí<:ión de 

clirecc1~1i~s a <.:cicle; ú~1a el¿ s11s arislcts ··~·.;,; (11,'1i)'c1Ji16iruút édlíw e = (11, 1•) o 
~- .... ,. .. .. ·,·:·, 

conw· e= (1.;//) seg1í.i(séÚ e! ~á~-;o> Uná ~(l~!1lf(/~;Ó.it ¿¡~:tiií;t fll'(ij/ca se dice 

que 'es ací::ilcc~ ·~(~1~ •¿o,áie11e· CÍl;~Úli~s :c1il-ipldos:\:}' . 
· .•. :.-_:, ':•1- •. ·:· .: «:·::·.'_:- )_:·( .. : :~:'>_ .... 

Demostración: 

:.:.__>_ 

Supongamos lo conl:rat-lo, ésto es que J' es cícllc.a, entonce~ existe al 

menos llll circull.o dirigido en )'·.cligr:uilos e(/= 11¡.:.;.1'2,1•2_,;.1'3,.,;.,l'k ...... 1') 

pero ello implica' . por- el le:Urn · 4.3 · que·· e1í. l' el · cfrcuito 
Cv= l'J _,. l'k ... .,1•3-;. 1•2,v2_,;. v1 es lal que {MÍCz,} =O con lo que M es un 

marcaje vlvo-scgum !! ~ .. · 

1 
' ' ' ' ' 

SI denotamos /J(G) como. el total de orlen tacio;1cs acíclicas de una 

gráfica G dada, podemos proceder a dcmost;ai·. Ía sl~uicntc: ·.·.. .·. ·'· . , 

Proposíció11 5.14: Dada 1111a MGS !J stt G~ ásociácld erltouces a(MGS) = {J(Ur.). 

Demostración: 

1) Supongamos que a(MGS) > fJ(GrJ. con lo que debe haber al menos un 

marca.Je vivo-seguro para la 1\lGS que no puede se;· representado por 
alguna orJcntación acílica ·de la G~. Sea A.f tal marcaje, entonces si 

obtenemos una gráfica dirigida G a pnrlir de la MGS primero mediante 
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la cllmltrnclón de las arlstus que no contienen flclrns en M y segundo 

por medio de la cltm.inaclón de fichas de las aristas con éslws, es direclo 
que G es .una orientación acíclica de G¿ y que a(AIGSY> /J(GY.) es una 

cvlden te con ll'adlcción. 

U) Sea pues que, a(MGS) < fJ(GY.) en ton ces debe haber una orientación /J 1 
de la GY. que no ?óiTcspondc a un marca.Je vi.vo-scguro de la MGS. Sin 

.. · ... ,·. ";' - -."-. ~., : ~. ' ·< '""'.· .. '- ,_ ... - :- -- : - . 

embargo si to.nmmc>s er.ida·ari.sl a orlenl11da e¡= (11, 1') de la GY. cpn /l¡ y 

hacemos '1i{e;)= 1'c.1i: la;MG$~ofoc;1~mos un marcaje M que ~t1;i~plc ~on. 
que pm'r.1 · {()d()<c¡~:¿,{it~ ~tfr1.g1ilb e d~ .. la MGS, .. (Mi e} >.o: Ú1a qtÍ~ ·¿1~ . ?Ira 
forma fl¡ seí·Ía ti\ia' ~r,1Cl1ifiti1óÍ1 cíclica) .. Áclen'tfís (;01110 ciiti·C'cncla par de 

aristas al1'll1>ai:alcia~\iiii~ coi~Ucnc uúá marca y la olr~·110' (ya .. <'tite es 

imposii>l~ que e~; mm 'órlcnl~c1ói1 uria misma artsfo es le,. dtrlgl¡la en 
ambas cltrccci~ilcs) tcricm~s que a(MOS) < /J(G'Y.) L 

1 

De la proposición 5 ;J 4 podemos concluir que el problc1mi ele hallar el 

número de marcajes vivos-seguros para una MGS dada es e.l mismo que el de 
hallar el total de orlcntaci01Ícs acíclicas para su G~ asocl~1da; y en particular 

el polinomio cromático' de una gráfica es primordll'Jl en <:!s.te sentido. 

Dcfü1lcfón. 5. 13: m polinomio .ci·omcí tíco ele UIUI .gi;<Úl~a G reprcsentaclo 
como Pc(k) clenofr; el ;iümero dc:k.-'-i:oforep{pam O:~:> 

.. -.. -. ·., - ... ·,' ¡,··'··· . ,, " ' 

La información. quc.prbpot'.ci~nl'I :Pó~k) ·s~r,crl~i'.~~í.1.of~t:!11Ú:~~ i¿j~rales 
a que dado u11 conjunto cspccíftco de ~018i;~s{c1';l'2,:.:·;c{(tc}~uii~1t_b~·d1fcrentcs 
mru1eras es posible colorear los ~iértI~~~ el~· la gt;EÍflc(~. cl.n¡~iéa1lcto ÚÚ!c~tiie"nte 
dichos colores. -~-- -;~--0--\ --~ 

Ejemplo 5.4 

Sea. la gráfica ilustrada en la flgttra 5.9. ¿ De cuán las maneras es posible 

colorcm- la gráfica empicando ¡~ara ello solm~1cntc k colores '?. 
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C"r1¡ 1itulo S: Nríntc•ro de H?íllT<Ijr•s oivos-scguros JXlrcl /ns l'v!GS 

Figura5.9 
' . 

' ' ' 

Para encontrar U:nn fi.~nclon de Pa(k) vale In pena disUl1guir un par de casos, 

el prlmeró ocurre cuando 1'2 y \'5 son tlcl mls!m':> co!Ór.' y elscg~rndo se 

refiere a aqi.teUÓ.s c;oloi'ecÍs en l~~ qttc dichos, vértices ,s{)n, de distinto' color, 

así podenios tót[lu:~~rel c;óntéo el~ cmla ttno de,, estos casos. 

Sil':! y 1•5sondccl!~Unto color podemos entonces ol;icner tmnm~eva gróf!cn 

G¡ n ¡;nrtlr'd¿j;·~rigÍnru adicionando ln arista e = (1•2, 1•5) y c.s fá~H ver que el 

coloreo db Ó{ 66~1. k<colcÍrcs es Igual al ele fa gn:íflcn orlgin~ir con 1•2 y 1;5 de 

disUnto cofo¡., Si procedemos como se muestra cn'in figura 5; l O tenemos 
que Pa1 (k)~ k(k- Ú(k.:..2)4 . 

Si 1•2 y 1•5 sonclel mismo color podemos obtClier u11ag1'::Ífl~n G,2;9p_m;t1; d~ la 

gl'áJica original , G. mczchmdo dichos vértices• dé t:;íl. f~1;111(lqhé ci1 : G2 son el 
mismo vértice qué es .adyacente n·cttalq{~ier ,,érl:tc6\r~~hi() ~!i?~·2 
Dicho prnc~so <is mostrado en Ja f!gui·n 5.j:l · '> "~ ,c · ' · · 

De este modo, también es fácil ver q~tc :¿L colorco'•cte.~2 c~11 k•e9lorc~ ~s. 
Igual al coloreo de G con 1•2 y v5 del n~ismo 6~!01;. y pi;occ~Hciicio d~I mismo 

modo que con G1 tal y con~~ ~e pi·cscnt'a c¡i ;lb. flgura 5.12, 

1102(k) = k(k-tF<k-2>2 . 
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C'n;,1ítulo 5: l\1:í111ero ele 111cu-c:cljes viuo!-5-SC[/Uros para las f\1GS 

(!t-2) 

(k-1) 

' ' 
' ' 

FlguraS.10 

Flgura5.ll 

(k··2) 

Enlonces como Pc(k) =flci(k)+Pc2(k) tenemos que: 

Pc(k) = k(k-1)2(k3 -3k+3) 

FALL.A DE ORIGEN
8 



Ca¡iitulo !i: N1i1111.•ro de 111rtrcr~fr!s vltJos-seuuros para las MGS 

(k- 1) 

(k-1) (k-2) 

Figura5.12 

Y Pa(k) es el total de formns en que se puede colorear G con k colores. 

1 

Proposición 5.15: Para locla urc{fka G, Pc(k) es iw_ polÚiomto en k. 

Demostración: 

Sea ~~ el n ümero de arls tas .que lc-faHan a G plua sú una gráfica 

completa con lV(G)I véi·ticés. j:i~r iúdtt~Clón sobi·e <P •• 

Paso base: S! ¡Ji = O en ton ces: 1ii·; g¡·áfic~ es ~omplCt;_l y cada vértice debe 
ser de diferente c6101)co1~ld c¡~tc:< ., ·,' .. 

.. PG (k)= k(k -0(.lr - 2) ... (k-1 Vl-1- I) 

que es un poli11!)n110 ~1~ k. 

Paso de· 111dueclón: 

HIPOTESIS: Pc(i) es un polinomio en j, "liO s js q, - l. 
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Pnrn <f1 tenemos que tJi > j :z: O con lo que t/i >O. y por lo tnn to al menos 

hace falta una arisln e= (11, v) pnra que la gráfica sea complctt:i. Sea G¡ la 

gráfica obtenida a partir ele G ai'rncllcnrlo dlchaarlsta y sea G2 la gráficn 

obtcnlcl~ a p~rÚr de. G.· mcdlmitc.la. uníóú de los vértices .:u y' v.· Céomo en 
el eJcm¡\1~ 5;':tí} ·~n •üi1 ~oiÓ ~~l·ttcc, 'de. talformti i:¡ue. éste 1.Úttn'10 es 

~ •• ·- - ' • • • • 1 • • • • '. • • : ' ~· • • • •'·· 

mlyacer1te a.todos.·l6s11odos vcCinósclc 11 ()Y eri In gráfica original G. 
' . ... . ' . . . . ~-: ·' : ' . ' -. ' 

::: .·-.,.. .·. ~-'.·. :··<;:-' ; ·. . 

:::: ::;::Cio• <ic •nI~c':' dO db1:,cri< ú' con u Y t.".< rii~u .. Ío. c¿IO, 

núil{eí·~de 111'aiibras(le ~olorc~;. a co!1 u )'v~,d~l 11tl~1ii6 · (!blor 

Entonces t~c(k) ;;: Pc¡(k)+ p~~(k); y; clcbidCi a.'qtic 'G1 y·',(h ···•tienen un 
.. ,- . ·'- - ';·,. ":. .·- . ·:·_; ', ·.. . ... :· .... , _. :. ,,,,.,:,· : .. ··' ·., :'; 

número 111cnor ª. rJ>•.de·ari~las;11cccsárl~1> ¡)ara:sel'g1·4flcás com¡:ilcfrts por 
hipótesis P(;¡ (k) y Pc2(k) son poli1101Úic)S en· k;y :':·~ÚsÚ1~m tiunbién es un 

polinomio en k ~ · 

1893) 1 

I.ema .5.2: Para (ocia grc{flca .simple G= (V;E) ·con.polino111lo crom<itico flG el 

iolct/ ele orienlacíones acíclicas ele G es exw:lwnenle fJ(G) = (-l}'\'1pr,(- I). 

Prueba: 

Por inducción sobre el nú;11cro de m·i~his ·q,. que le faltan a G para ser 

mm gráfica completa. 
,.·, .. __ -· . ' ··, : 

·, '. .. '.- :<_· . - . 

Paso base:. Si la gritflc~aes.completa .Ct/i .~.o )'¡)orlcis:1ji,01:io~icioncs 5.3 .. y 
5. 14 fJ(G) .=IV!!?ycla1·a~n~11tc. Pa(k) = k(k- l)Ck ~2)~.:<k~I \lbúJ;i1' c16ndc ·hay 

un par de Cf:iso's. 

·• 1i-r.·. · ·. < :•: ,.,,., · · 
ii) Si 1\11 es imparentonccs (-0 . = -.1 y ¡>c(-1):7 (-:1)(-2):;.(-,.IVI) = ..:.J\/I! 

con qu~ (-'- l)IVÍPc(:_l):ol l~l : 
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Capítulo 5: N1í111t·ro dr.' 111un.Y1jr!H vi11r)s~sf..'!/llro~; para (as h1GS 

Paso de Inducción: 

l·llPOTE:::¡tsi 'VO s j s ¡/i-1 ·el lema se cumple. 

Para e¡.> O c!qbe JÚ1her ·cit meúós uría nrtstn e= (11.1•) que no está en la 

gráfica riai:~_ que ~st~ ~e~ cC>mplcln, y sean Ci¡ y G2 la gníflcasobtcnldas a 

pm·Ür de G • ¡~or,:iucdió dé la adición de e= (11,1') pard ln;i>rlmcra y 

mediante la uii1ó~1\c!¿)1 ·)i l'.cn tin sólo vértice· qué ps ~c!yncc1_1tc.a tóclos 

los vértices '.v9c1j~o~''.dé> u·· o 1· en la gráfica origt'i1al, (b_9111g en ·la 
propostc1Ó1f5;15i:¡j3Fn In segunda.··· • ' '· 

Podemos ~f~u~~ ~(G¡) púcdO. á<c de dos ÜpO• < 1i1 • µ;,~;~: ,t,;,~; s~ c~flc•c 
n aquellas 01;Je1itad01{c~ en• las que fil inver1:~·1,"ia cl1i:c6~1ói1' -~¡~ la\~l·tsta · 
e= (11; 1') • SC obtiene. otra oi-lcntacÍóri ~cícfr~ii- ¡)arii ;lb, grái'ícr:L 

Evidentemente él segundÓ tlpo'c.m-1·csl;~1Ícle a aqt1fÜ~s-bí7l~1;f~~loi16¿ en. 

las que si se lnv1~1:ic)a'<l1rccclón~·[ls1gn~~iti:E11Ü'r:i,1·1'stU:~1{é~;~~Úón se 
obtiene una orientación• cfcllc~. Sl'fJ1(G¡} ')<tJ2Cqí)•.~()u: el,_tó_taL.de 

orientaciones acíclleri~;, p'~rri :el Ó¡;¡:¡;·h~i-() y ~cgunclb -·~le !~s.·. U pos 
rcspcctlvanic1ite. ent01iqes .fJ(G¡) = fJÍ(G¡)+fJi(G¡);'·' · ' < _\ · :, __ .· 

: _· . . ' •",' -- -. : . ~ -:.~·~ .. 

Por otra ¡mrtc, si en cf.Ídaiina d~· l~s /J(G2LJ1:ic1~tllcte')l~~s f:1cícllcas parn 

C'2 sepnrmnosios vcrUccs ;// y I' Cll úú proccdfri1idífo in\,~1·so• al que~ se 
empicó para tllll;:los' v¿'ruccs ·j•.s1 adicloi~a1ho~ la hi~tst~ íi~.(l1,'i·}>¡1()(1eii1os 
asignar cualqtúC< dirección a la arista }; .. ·.la• m:ict1 t~1?ió11 ),csttlf.~¡1tC :••es 
acíclica. Pai'ú' dcmosfrfl1; este hecho· st~p_<>ngiiinBi{ ¡(, éb1i t,1"n1~io, (y siil 

pérdicla c1e•_-ge'11en:11~1.acf ~1sign~r~1os 1~1. :<1~i:ec.;c1ór~. e= Ó1:v)';?<{I( laque se· 
forma un ci.t'cuito e;;, ti~1•,v_·· '.'',: w¡ ... ,w··.· .. "'. ·11 p~1:(j'j()~ -~~1:u~e~·1P y 

11'' son adyacetl tes a 11 YP con _lo que. ~~1_:·~'2 al ;11oineí1tóde;aslgnar 

direcciones a·Ía~ nr1S:t~s ictacfo qu'cu )~ 1:.ror~mm m1 sólo {-¿;_:ifo~)c~• declr 

h enloncc:s d~be 'haber· Ul1·. G1~:Clll(() e;,~-.,, '."' \v,; .. ,IV' .,,,,-~, 1/ •. y }~oÚ~~nO~'S 
conlculr que ¡J1(G¡}= 2/J(G2) ~-·.· ·.· . 

Finalmente, hay que t1otar que c0da orlenfoclón aCícllc~~c;6 G es' tal que 
si consideremos la adición de la arista e = (11, 1') cút~rices ít~Yi1npar de 

casos: 
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Capítulo 5: Nií111cm tic 111arcajr_•s llivos-scuuros ¡xim las MGS 

!) La asignación de una dirección a dicha arista puede producir una 

orlcnt.ación i'lcíclica. entonces se puede c?nsldcrar la dh'ccclon 

contraria y si está lmnblén prociucé un clrc~1ltó csdir~ctol:¡uc la 

orientación ele G' es cíclibn:. 

10 La asignación· __ ele mÍnh¡t1lcra'clc~-fas-dirccóloncs/a, la ·arista• no 

:;~~:;~~;~1~~f ~;L~,~~~ ~.di~;~~:;,f ¿\~i:~~~~\·,r;'~fü1~;·:.: 
, .. ·>t~ ~~ : ,-;~·,,·:',;«' ( ~ ~.··_:;.:·<'·:';_:~-~-·,. 

,/:':,;, ,;,o __ •· :..; . 

Evldentcmcl1t6_. ql '.firii11cr ~a'.so\ cori:c;si)oi1dc¡a' -:l-~.-.-·1i1dad;dc ._ las 
orlen tac Iones acícÜcas. de ••tJ 1 (G¡) y el ._scgu1ído • e(cxácta111cntC: tgual a .... '·. ' ... ·. ·,·· .. - - -, ... 

f) 2(G1) con lo qite: 

es decir que 

pero con10 

entonces 

-¡J(G) =fJ(G1)'.:_;/J(C2)· 

De la forma en que fueron construidas li:\s ·gráficas y por hipótesis 

tenemos que 

. . 
¡:¡ • .( -¡··P'I .• 
,,(G¡) = - >' Pa¡( :-l) 

(0-l 
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Capit11lo 5: N(1111cro de 111circq¡e:; ui1Jus-:;e11ums ¡xira las MGS 

en ton ce:,; 

1\/1 ' .. ' 
p(G)=(-1) IPG1(-l)+pG2(-l)j 

. . . -' . . 

Y de la dcmostrac1ó11 de proposición !) . 1 ~. sabemos que 

PG (k): =Pc1(i)+f;ci(k) .. . 

y por lo tanto 

(S73) 1 

Corolario 5.;3: Dmlcr 1111a MGS crwl<¡llfem. a(MGS) = (- l)ll'1 Pm:(-I) clo11cle G~ es 

In grcíjlca s11/Jyacentc simple asoclacla con In AIGS. 

Demostración: 

Consecuencia c!Jrcc ta .de.· la proposl~lón ·. 5: 14 y. d~l lcma 5 .2. 

1 

P'lnalmentc,. es claróqüc~l Úú1ne1;0 ~lc1'ondri~·1)óslblcs de. asignar (l!brcs 

de In ter bloqueo .Y: d~ ·'~silcrél itif1~11ta} a ¡füf:i' caJb{cini·tz~etón para un SD 

modelado. con turn\g!·t\flba G ;=(\l,E). es . (-1)11'11>(;(-:I) clorÍ~lc PG(k) es el 

polinomio. cromátl~b ·~lc}'él ~ráflcri. 
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Conclusiones 

El problema de encontrar un mnrcaje vivo pnra :una A.JC se resuelve 

mediante un algoritmo que consiste en poner una ficha ei1 cada una de las 

aristas. 

:( ',· ·_ -~., . ·: -. , :. , :.·: ', - . - . -. 

Por otra parte el problc1Úa de Í¡üe dad~.tnla MG bualqtÚera, enco1~trar tm 

marcaje vivo-seguro pa;·a tal grf.1flca .. es rést;clt~ P,;¡.' mcdlo·clc ~ma técnica 

sugerida por F'. Conummer eta!. [CHEP71J. Esta t¿cnlba coi1slst(! (!1~ qué.para 

cada arista se encuentra el clréulto coú menor conteo de fichas ei1 .el qtte 

dicha arista participa. Despuós ·~. lra~·és dé una secuencia !CgaÍ el~ 'dtsjJa1:os 

esas fichas son llevadas a la arista en cuestión. y dejat1do:ün,1?ri!'Íicnt;c:ima 

ficha en la arista se cont.lnüa con otra arista. Contlnuanclóasi; i"it~riÚ1i~nt'c se 

termina de revlsm a tocias y cada una de las arlst~s. L<:i: ~()n~¡;Ícjldad 
computacional de esta solución es 0(1\llJIEI): cmpleaiido t;11~l·v~irfriciÓ11 dd 

. ·. .' _.· . ' .- "" ._ -.:<-· ' .. __ ; \, 

algorttmo .rtc Dljkstra para encontrar el circuito con .mcno.r. ntítlicro de 
tlclrns. 

Uno de los resultados del análisis del átg()!·ittno pm·a obtener marcajes 

vivos-seguros es que una MC puede tener tma marcaJe vivo-seguro si y sólo si 
la dignifica G de la MG' es fuertemente co11éxa'. . 

·. ·,: .'... '. 

Una gráfica ~uarcacla simétrlc::i MGS cSúna MG en la que parn todo par 

ele vértices dfstlntos ocurre que e~st_e. uí'í. par ele artstns m1tlparalelas entre 

ellos o bien mnbos vértices no so1i adyaccritcs. y adicionalmente no existen 

bucles. Una de 'tas aplicaciones llÚncdlatas ,de este modelo cm1siste en el 

estudio de calcndarlzactoncs de sistcnrns cllstriblttcfos ·sv.· Una 

calendarlzación de un SD consiste i:leuna secuencia de rondas (subconjuntos 

de unidades computacionales no adyacentes) que tienen pcrinl~o de usar las 

líneas de comunlcación en ese momento. 

94 



Crnu.'lttslo1tcs 

Ln lmpllcnción tcórlcn que tienen lo:-; mnrcnjcs v!voH-scguros respecto n 

las calcnrbrizncioncs. tiene que ver dtrectament.c con la obtención de rondas 

tales que no exista , in tcrbloqu eo, ni espera in f'ln lt:n (fado res mnbos 

relacionado~ c91i.c(fi.1irn10Í1amic1ito correcto ylas propiedades· deseables en 
una cnlenclai:i?.a~lÓn}/ . . . 

: .._:' :·,' ... ·.:,.:,,· 

Un algorihn()~ p~~-~;· ol~~:dnú 1mirba.1es vivos~seguros de menor 

comple.fidrid (qi.ic ci ·a'1g~rH1118 ~ gcúcri.ír pi·'o!)t1estó .•p010 }'?; •... Cmúmoner) es 

estudiado. con l~rcsfrlcCíÓ{i 'éte quc.tl1;icai1;~i1l~·esri¡~l1c'~i)fo riMGS. ·La idea 

del algoritmo consiste 'eí~ ti· rc;~,isaúdÓ ~actci;u,Wo el,<'. iós vérl ices y para cada 
una de sus rn·ista~ Cic shlicÚ1 l>on~;; í~nri:() nÍng~;¡;[;l· f!ch·a de¡mHliendo de si 

dicha arista Vaa un VCl",l.!c~ c¡tlC J1Ü.. se ha'. \.isÜ~~!c/o se hri Visitado COll 

antcrtoridad. I~a• comiJlejldad ele, ~stc ;:{1goril1~io es lineal en el nlimcrn ck 
aristas, es decir c¡ue la complcjidn~! es OQEI):. . . . . . '· -. . -·.· . 

•' ,· ··:·: ·, .. 

Finalmente Cl. problema de calctllar el 'total de niar~aJCs.y"t~-b~~scgt;ros 
pos.lb les para una MGS es cst:ud!acfo y la. solucló11 es cxprcsáda' c1i't.crln111os 

del polinomio ~romalico de la g1:iifica subyacente s;i11pls ~l~ ·¡a' _Af(]S:. ·tal 
resultado es (.,.:¡)'\'1pc(-I). que es Igual al rcsull.adó de R; ~; $\anley '[S73J 

respecto al número de orleritaciones aciícliensrle t11\á gráfica. "' - · 
''.\·~ 

en 

. . . - ' . ' . ·-"".·.··. '-\:.< :.' .. ~ 

son Las. posibles direcciones de lnvcsllgac!ón clu~,.¡){1ccl.c11.¿onttnúarse 
particular dos. La prlmcmde ellas se refiere a btÍs~'rií· .t~Í1:.ihdt.6c16·que 

permita reducir una MG auna MGS, para a part.tr dc':,csta, ~i:t1g~iki1;;el;nlÍmcro 
de marcajes vlvos:Cseguros ele. la MG o bieú c1nplc~r ~l ~lgoittÍ1~0' ~l·~ 1nenor 

• • • ., - • - • - ' - • ·.,· --~ • ... • .... - -· •• ~··.· ' < • ,·. •• ' , 

complejidad póra obtener . un marsa.Je vtvó~scgtn:o y ·1;sgres9r esta 
posterión11ent.e· a .su ·estado ortglnaL La segu.ncfri c!Ú·ccciÓ.Í1 se refiere a 

calcular c1 total de. marcajes vlvos~segurÓs alcru~z~blcs desclc ot;;o marcaje 
también \."lvo-seguro; 
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