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Introduccion

Esta tesis trata de los conceplos, estruciuras y-mee canismos r(‘lﬂoion.'-ulos

con ¢l modelo de graficas marcadas simolllo 18 .Su ()l)](‘llvo es. inv(.sng.'u' y

presentar, tan clara y oomplclanmnlo €omo s.on poslbl i:caracieristicas de

dicho modelo, ponicn(lo (:.spcoml cnfﬂsi.s ‘en oicnl.l clasce

de/marcajés; los

Ilnmados malcnjca Vivos scgui

de las dos:

entre ellos

disparos): it
condicione

FALLA DE ORIGEN



Itroducclon

Si G=(V.E) es un. "sislema disiribuido”, en donde el conjunto V de

vértices representa alas unidades compulncimmlos ll.sl(,nmcn(c rlib(l‘illlli(lﬂ‘s .
yven dondc el conjunlo b los cmmlcs (l(‘ conmnicacion del Hpo " i luple"

Las unldad(\

])moUca.

IEn gcnclal la MGS, con malcc\jc.s vlvoq scg,uros son utllL

sistemas donde loq proccsos comparlen: v compli(.n por'lo R ccmsos pma

llevar a cabo Ia tarea que tienen 'lslgna(ln Cada pru ‘de mistas fmllparal las
cntre un par dc \rcxlic *s. corre sponde a un l‘ccuxso companudo por dos
plOCC‘qu Ca(la proccso 1cqulu e todos los’ xc‘cuxsos quc se l(, puodon amgn'u

para opu ar.

La lmpor ancln dc los marcnjcs Vivos- scg,ur s dcsdc la pcnapcoilvﬂ del
problema cn cucsiion ra(lica en.que, g,mmnt/an aspectos de funolonamicnlo
correcto en cl bist(‘ma Por cjcmplo nuscncm (lc miuhloquco y aubcncln dc

cspera ln[iniia 'I‘nmblc‘n gnnnll/'m quo un mcm.so s 'lsignado a’ uno Y s,olo a

un pxoccso. '

a_.con



Introduceion

Con cl propdsito de hacer el trabajo autocontenido, se ofreee en el
Capitulol una introduccion a los. coneeplos lmsi(‘os de la teoria de gréflcas

y alos :,l.slvm‘ls (llshibui(los Postmlm mcnl cn el ‘Capltulo2, son- Lratados

al},orlimo MGGS de mc_]of
Ll algoritmo MGGS sirve’ )‘a;‘



Introducetén

calcndarlzacién (lcl sistema bﬂjo csluclim_l)l(‘hn calcmlm‘i’/ncién es

se nbcgura (]ll

(,onlinucu un

alcud'uuncion del blsu,ma bnjo cstudio couicn;@ cl mlnimo numuo de
rondas 9. = e :

I lnalment(. en’ las Conc!uswnes 5(, wbumcn los 1Lsullados mas’
lmpotlant S d stc ir aba]o v ld.’: dllccclom,s posiblcs d 1nvcstlg'\cion que sc
pueden continuar. : o :

FALLA DE ORIGEN



Capitulo 1

Preliminares

Debido & que ¢l presenie lml)ruo trata cn - su loi,llulml con 0] modclo (IL

graficas marcadas (MG),

fun(lnmcnlnlc s cn los que se apov'm los _(lu' y

‘ blcee:iun
nexo dh eclo don la icmu“ca dd big,uivnlc & 1p1iulo ﬂ] u'idcn(,iru 1a m_cc.sjdﬂd_
de conlar con un modelo mas poderoso que permll(u abs stracr ‘adicionalmenic

al clemento esiructural, las caracleristicas de comportamicnio dmé‘imico

{(cambios de estado) inherentes en los SD.
1.1 CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA DE GRAFICAS

a leoria de graficas ticne aplicactones en diversas disciplinas y cs por
ello que la {erminologia empleada no ha sido del todo estandarizada, Tal
situacion ha llevado a describir conceptos diferentes bajo un mismo {érmino’

por distintos aulores. de aqui que, cuando sca. posible se-indica®én “las

subsecuentes definiclones las - diversas allernalivas’ que

frecuentemente cmplcndns (‘n ln liiualur'l dcl (uc.l d
compuiacion. : S :



pvériices llnmmlns aristas. y. sin quv

Ol(l(’llrl(l()\

De ¢
par de v
incidente a‘l )

ni ori In

Capitulo 1: Preliminares

ello impliqre que fales pares son

la:con un
S0 e es
n weyv.
nomhm

Adienen - 1os mismos

p(l r al Ia.s

‘I'érmino

Bucles ?

¢S Aristas Paralelas ?

Multigrafica Permitido Necesario
Grafica Permitido No
Grafica Simple No No
Tabla 1.1



Capititlo. 1: Prelintnares

Ejemplo 1.1

Si consideramos la grilica G de; la figura l“.l s puul(_ ol;.sclwu quo los
vértices son csquomdli/.,ulos (‘omo (‘uculos y Irls .ui.'-.i' oomo hn(‘)',: por 1o

&3

Figural.l

2,63,

Defivicion 1.3: Un camino es una secuencia de auslm,' el exes i lal que:

Cejl ejyl so:;-lllt:irltellles al mismo vérllc:;. )

~I



Capitulo 1: Prefiminares

*Si ¢j no esan bucle y no esla primera nl la iillima arista_del

camino c‘nlonvvs ('()/npml(' nno de sus. nm fices ﬁnalcs <‘(m e = Yy

ol/o (on eJH

f'ropolid(); ‘ longltud o

camino en=G
desde v. Una

desde '1/ Un cnhol

"y \"6(1/ v) (l(.no

De uicidu 1.5. ‘
rpy={rbevev .y

’C =e), es e( es,e3 e.; aon cualr

al. l v podcmos afirmar que:



Capitulo 1: Preliminares

¢ C' es un ciclo que no es simple de longitud 6.

mino. .

C o, v, \'5} son Ires
‘ 1(/m'. en tanio C no lo

S,

”cr divido en
=@y ademas
V|

Una. digrafics
graficas; salvo que

ic refiere al
similar, ¢l
;.para las

anliparalelas si el :
final de e es el'inicialid

nin&lm vu'tlce cs rcp(.liclo.

9



Capitule |: Preliminares

Un ciclo dirigido o circutto, es un camino dirigido ial que el primer y
tiltimo vértice del, camino son el mismo vérlice. Un cireuito es s.lmpl(‘ st ('l

primer (ul(lmo) vérite : Uml (H;,lulicn (\s luoll(,m(‘nlc

0‘(,5 el unk‘o wp‘

conexa ‘si,kVu, |{_E \{ B 3' rll mcn

8 Irl q riifica

lnr[(lirjl(l_]t('(l G
esicc (IS (uielae. e G.

Ejemplo 1.3.

La figura 1.2 ilustra una (“;,I'F‘lﬁcvﬂ.(] b vcxliccsv’y H uri\ 4 impmianl

observar que dado que flms ar .slrl.x son pE sor denndo‘ ,°; (lch(_n ser

representadas con (lix('ooion. ('on el Iin do mosh iy (Iichd ploplcdnrl ‘Asien -
ey ={n,rn cl vértice muml c.s LY cl linﬂl vy lo que ‘¢n’ lrl ligura apmccc en

forma de arista dili kld (lc v n o |’0| oho lrulo (:.s facil ver (u("
& l

A

‘10 es - simple



Capitulo 1: Prefiminares

Finalmenice en la Ngura 1.3 aparece la grifica subyacente de la digrafica de la

ligura 1.2,

Figural.2

(v r) Lé.

forma mas dhcolﬂ rlc mplcscnlnolon es la matriz. (lc .xdyaccncins Ln (londc

Exisicn diversas- mancras para represeniar una grﬁl‘ic’

cen quc sc pucd(_

dgtummada ariﬁ a c.sta prc«.cnl(‘ 0 110 en 1 ‘ "1'

numero de: arislds‘v d(_ vu Uocp

VVEV 3 una Ustcl ady[ v] (lclodos los vci U(,Lb' advaccnlu: d v, v nloqtlclum :

grafica puulc ser. 1cpxcsculada con mcmox iﬂ 0(11‘])

11



Capitule 1: Preliminares

Figurai.3
1.2 MODELADO DE SISTEMAS DISTRIBUIDOS

Un SD esta formado por un conjunio de unidades (-ompu[nciolmlc:,

lambién Hamadas procesacdores) fisicamenic distribuidas, qu(, Cl ‘lléfm con

:’l])x’l(‘i(l"l(l(‘b de plooosamlonio y nlnmocxmmionlo © lnl(‘n oontcl das p01 una

s "Simplex”: Una soln dnccoion do comunio 1cion

o "Half < Duplex”:- Dos  diréeciones - de - comuinicacién - pero - “con - la

12



Capitulo 1: Preliminares

restriceion de que cl envio dv-mcnhrllcs no puv(lc h'](‘(‘ rse en ambas

(lilc‘(,cion *S Mmull(m nm(‘nio'

|cpx (‘M,I'llﬂ
los cmm

capaz de: -

sits veeinos (vérlices adyacenies).

* No hz’xy'm‘mn_o‘ria comun Cilf.l'()v]()lﬁ procesacdores.

13
FALLA DE ORIGEN



Capitulo 1: Preliminares

* No hay fallas.

» Cada vérlice procesa los mensajes reeibidos de sus vecinos.

* Cada 'vértice pucde cjecutar computaciones locales.

* Cada’'vértice ¢ ' ] s, VeGinos.

del sistcma)

14



Capitulo 1: Preluninares

Desde la perspectiva -de los sislemas, cuando sc disena un: protocolo

disiribuido es posibl(_ pcnbm (.n (lo%‘(lllcn(,nl(::a nivd(‘s (lc 'lbslmcclon' o

bD consl;sjl.c

procesador

-seiliene que

es un-subconjuitio

l—('v])muda (le V e

15




Capitulo 1: Prellninares

De manera menos formal podemos pensar en c*uln mndﬂ (l(. la

(‘nl(‘mlml/uclon como (-l c‘onjunlo de prou‘wdoncs qut_ “(,l‘l(.ll pumum de

'-xda uno d los cualLs (lifl(,l(.

analizar’ En’

’ (‘nlcn(hu Mauonvs.

16
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Capitulo 2

Graficas Marcadas

Una grafica marcada MG es un modelo I'o:mnl quc pcxmito dcs(.riblr y
analizar cierto tipo de sisiemas que pwscnlan actividad concurx cntcs y

asincronas. Debido a que las A/G son un. s
Petri (PN) - con la xcsiriocion dc

lmnsiclon (l(. uﬂ ad

maroﬂjes Vivos- s.(‘g,mos i
[CHEP71] y son lmlados iamhxcn

seguros, desde la p(_lb])LCU\’d d(. c.sic irnlmjo.,l
propicdades de l‘unclomnnicnlo (.orr('(-lo (lo. l.s nlcnd.ul/doioncs

mencionadas cn ¢l capitulo anterior. .

2.1 EL MODELO

No obstante que lu.s MG /‘PN. el

en
sentido de que no cs posxh] '

(lcpendoncia de dﬂlos Si pumncn‘(le.suibil




Capitulo 2: Grdflcas Marcacdas

nu_csm 10-

* Modclar el estadofocal de los’ proce

* Indicar_cémo el modelo ‘evoluciona: ‘Esto - “es, cémo cambian los

csta(los :

Para cllo s¢ cuenta con un par de xc;,l.ls qut, " conocen: como.cl- juego

de fichas ("oken — game") y tales reglas son:

1. Regla de habilitacion: Dada una AG = (G, M h) ‘un vérlice v EV csta

habilitado, si Ve =(u,v) de entrada a v s¢ cumple que u(e)> 0.



Capitilo 2: Graficas Marcadas

2. Regla de disparo: Un vériice lmlnlilmlo’ 50 dlsparl tomando. una
ﬂcha de cada arista de enirada y & lnrl(liLll(lO um fich:

a c.n(la arista

de salida, de tal forma que la mllclony Y la'climinacion de nmrcas se

l; modpladd. de un

vértice v EV habililado cn dicho mmcaic v sea p'(/) el marcaje para la mlsla

i= (m,/z) EF. dcspucs de (llspdlru v con que:

Si » = v entonces
pw{=p{H-1

sino

8i m = v entonces
W ()= w(i+1

sino
W@ =pd)

y M= (@ (.0 (2)....,0 (1)) es cl nuevo nuh’cajc para Ifu\f/G;
Ejemplo 2.1
Sea una MG = (G, AMg) donde:
V(G)={a,b,c,d} :~ |

F(G) {el (ab)m—(ac)es-(('b),m (/)d)es ((Ia),('s (dd)} v

119



Capitulo 2: Greifleas Marcadas

Mo={0,0211,1)
tal y como se llilstrzvvly(‘:»n la figura 2.1.a
M=<0,0.2.1.1.1> M'=<0,0,2,0.2,1>

2 2

(a) h)
Figura2.1

Por la regla ! d(‘l ]ueg,o de fichas tenemos que d 'y a EV unicos vcrlic(‘.s
habilitados. Si clispd a mos d de acuerdo con la regla -2 oblcncmos un’nuevo

marcajc M'= (0 70..,0'2! n dondc por la regla -1 t(.ncmo. qncﬂ c.s cl umco‘

vértice h'lbilih(l

20



Capitulo 2: Grafleas Marcadas

Proposicién 2.1: Bl disparo de un vértice v €V Imb:lrlnrl() e ma. A/G (G, AD)

caca. no deshabilita a nlu(/uu 0tro.vé Iu'(, /IEV//(:: v

Demostracion:

anllda Como no c\lst(* nin;,unﬂ rulslr: quc sea (lc (_nir(ldu avy#

sinmiltancamente, entonces v €V Mguc habililado.

2.2 MARCAJES VIVOS Y MARCAJES VIVOS-SEGUROS

Se dice que un marcaje A es nivo si cada vértice de la MG esta-
habilitado o puede ser habililtado a iravés de una sccuencia de dispm'os.

Un marcaje ¢s sequro si Ye €L sc cumplc con. quc p(e)s L.y no exisie

ninguna secuencia de «Usapmos quc lmgd quc u(e)a ..v;\ :

uilo dirigido no cambia por el
(llspuro de vériices. T

Demostracion:

Sea un eireuito dirigido C v sea'v: algtin vértice queé cs disparado:

De la regla 2 del )ue«fo d fi(‘has dl)Lmos quc_ lds unlcas ml_sias que

cambian su mnrca)e b()l'l las de cn( ada'y las de's alldn al \r(.xucc v, ('on lo

que si v &C cs (,\'id(,nlc quL C no ccnmbm su coulco de fichcls. :

FALLA DE opies



Capitulo 2: Graflcas Marcadas

v .salid«n aiyy (.S dllcclo quc cn Lnucvo

Lema 2.1: Dada una MG = (G, M)i circuito

dirigido C; de G se cumple que

Demostracion:

con csl(* proo S0, ﬁnnlmcni
exisie nmf,un ciclo dhltrido C, lal quc (AI/C,) 0

1o.queimplica que.

'2'2



Capitulo 2: Grafleas Marcadas

FINENe=0 y ViA Van..=C

yes (liwolo (]l | me 081 v eV icne aris dc. (-nir ula en
a ‘ ‘ imos 'z enfonces la
{,ml‘icq G' :
posibl(‘ lmbilllm a vE\ '

jcHep71] 1

Corolario 2.1: Si M es un mmm,(,vuum pma una MG (lnspm.s de un disparo

cualquiera. se obliene un m(uva/e l\l’qu(,

Demostracion:

IcHEP71] B

ie refiere a que ¢l
dianic una MG, sc

Demostracion:

Sca una MG = (G,A) tal que A/ és un marcaje vivo.



Capitulo 2: Graflcas Marcadas

Supongamos que Ye/e €L 3 al menos: un. circuito dir l;,ld( .C ' Lll FS| que

participa e tal que - (1\1/ C,)-I _v sea (]llL mcdl nt

_(,l!(!ll‘(‘.icl de

dlsparos se obllcn(‘

nlo es? pdsiblc

n () = 2_con lo

cHEp71; B

Corolario 2.2:

VeE€EE.

‘Idreaje: uiuo-b('quu) entonces

: p(u llupu.

sca también M un ms
cs vivo cs~po~;il)l”

icuep71; B

24
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Capitulo 2: Grdficas Marcadas

El siguiente paso natural consiste cn ¢l disefio de algoritmos para
obtener marcajes vivos y marcajes vivos-seguros. y precisamenie de ello trata
el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Algoritmos para obtener marcajes
vivos y vivos-seguros

in ¢l presenie capilulo, se desarrollan los algorilmos para oblener
marcajes vivos y marcajes vivos-seguros para una MG, sugeridos por:F.
Commoner ct al. [CHEP71], asi mismo sc¢ demuestr a quc dichos dl;’onlmos

son correclos y s¢  pre udm qug su compqu(l,ld en.cl pcon caso’ Ls lincnl en: l'

{,cncmlldad de los .llg,orltmo.s en'el

algoritmo en cuestién puede ser"lplicado
grafica sin alterar el resullado fil)dl

3.1 ALGORITMO L

Consideremos primero el problema de hnllm' un md u‘éajé vivo para una
MG, definiéndolo formahmenie de la siguiente manera; . - =50

Problema [l : Hallar un marcaje vivo para unaA/G.

* Pardmetros: Una MG = (G, M)

26



Capitulo 3: Algoritines para obtener marcajes plnos iy BIDOs-Sequros

* Propiedades de la respuesia:

Precan rl foiou N
1\/G((r M') = I(I\IG)
Poslcondicion:  -M'= (u (e|) W (e's)

Algoritmo 3.1

grafica_ l'n(]l'(‘r]drl(“[: (gralica_
1. Vl’EI‘(G)’QQ__“‘{ SN
pe=1t:

2. returny 3o

Proposicién 3. 1: El algoritmo- 1. es correclo.

Demostracion:

:\/ cs un

ne)=1
marcajc vivo.

Vc EE ‘on Loucca s

Proposicidon 3.2: El algoritino, L‘?es 'clbe':‘O(lEl);

Demostracion:

Directamenie del paso (1) del algoritmo:

FALLA Df

¥
<
=5
oy
M
Pl



Capitulo 3: Algoritmos para oblener marcajes vlpos y vlpos-sequros

Antes de considerar,

es fuertemente conexa.

Demostracion:

la ﬁ;,urcl3 ) et

"U ..

Figura3.1

28



Capitulo 3: Algoritmos para oblener mareajes olpos i olbos-sequiros

Como MG ticne un marcaje vivo-seguro por el corolario 2.2 debhe haber
un camino de ¢ a ', con lo que V&V -U y que G no sca fuertemente
conexa . .

cuep71; R

3.2 ALGORITMO LS

En esla scecion se resuelve ¢l problema de enconirar para una
MG = (G,M) dada un marcaje vivo-seguro.

Problema [1,: Hallar un marcaje vivo-seguro para una \/(;
o Pardmetros: Una MG = (G M)
* Propiedacdes de la respuesta:
Precondicion: .G es finita y fuertcmenlte conexa

MGG M"Y < 1. S(:\IG)

I-‘oslconrlu,mn., A/’ esii nmr('(l[e vivo- beqmo para lrl MG

'~I]’> de la

una _ﬁcha

lescribir u 'h a

menos un urc
Jichas es; I l'

esten e

descrita para [T2.

29



Capitulo 3: Algoritmos para obtener mareajes vloos g ploos-seguros

.a primera cuceslion a resolver consiste en enconirar el eircuito con
menor conteo de fichas en ¢l que pariticipa una arista, y definimos este

problema como sigue:

Problema 112: Enconatrar el circuito con menor conteo de fichas en el que
participa unaarista.

e Pardmeltros: Una MG = (G, M) yuna arista ¢ €F(G)

* Propiedacdes de la respuesia:

Precondicion: G es finita y fuerlen
& == MINC(MG; o)
Po.slcon(lldor

e conexa’y M es vivo.

Demostracion:

Supong,amos lo ('onhmia csto es quc cla(la e '(u,i")‘ el circuito. C"con:

cntqos uq,auvos. . (I\I/C) (/\//C) !! v sc conclu\c quc (M/C’) (M/C)

a
30



Capitulo 3: Algoritmos parcc oblener narcajes vlpos i vioos-sequros

‘Figura3.2

La idea principal pam (‘noonh.u ¢l total de Iichas cn ('llomlo m(‘non

conieo de csias en cl que una arisia ¢ = (u, v) par Uciprn. (,onslsi(‘ cnlon (.l]

hallar ¢l camino P dey ali con menor conteo. v ‘ruli(‘ionm_ 1 di(,ho camino
para ol)lcnu* un chcut(o C P +'{e} quc cumple (‘on.la pos con(llciof

“ndmero



Capitulo 3: Algoritinos parccobtener indredjes olbos 1} vivos-sequros

cualquicra v €V, Ve Eady[v] significa lodas las aristas qut, csi.m cn la lista de

lodas lds ar istas ‘e —(1,.\) (lc

adyacencias de v, en oh'ns Pz

salida de ».

mi(‘ldl lmsln v. El alg,onllmo
Algoritmo 8.2

entero

1.

NOC s W

9. ""'L‘llé\’ll(n') mm().(w)Vn E[‘) b
10. l‘Lllllll )L(l) '

Lema 3.2: En el algoritnio - MINC:: v bl' A(v) c.s /‘nilo pma alqun u(’rhcc' »

enfonces exisle un camino P de la v que pusa ])Ol “stal que
Demostracion:

Si A(v) cs

rethl(lo en
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Capitulo 3: Algoritinos para obtener marecfes pipos 1 pDlBOS-sequros

cl camino, asi Ihmlm(‘nl se il(‘n(‘ un (::lmlno dd vérlice, s al vértice: 1
dado que .ld‘(.liqll(.ld A(s) os Asiy -

pero

)y

g79; 1

Una mxposicion ‘qu se ]m hu'ho .perosnosse-ha.mencionado es que

Ve€E tal quc M es'un v1vo- r‘;_,mo split_nc (|u(. p(c)» cs ﬂnlto (lc aqui que:

Lema 3.3: En el algorilmo 1\-7/;VC cunn(lo un vé ...eS’,:‘selecciou.ml_n:eu el

paso (9) se cumple con que A(u);e @,

Demostracion:

Sea que al momcnlo dc (‘](.cut:
cumple con que A(u) X

es el primer \r(:l'l.l(,

* no existe arista que vaya' de.un vértice.en V—T.a un vériice en 7°

* ¥ arisla e que jvél_va_dc V-Tal, '}l(fj =.%0

(78]
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Capitulo 3: Algoritios para obtener niaredfes oluos | vlbos-sequros

Pero la primera: condicidn implicn que . la grafica- no es: fuertemente

conexa’ {lo quees mvonsislcnl(‘ i'liclon de l21)

v la segunda implic.;l quc exislen
[E79) &

no con menor

Lema 3.4: In
cumple que ).(u) = m(u)

Demostracion:

iprimer vértice

vérlice v que es eliminado de :



Capitulo 3: Algoritnos porc oblener mdaredjes ploos 1 Dipos-sequros

Si Viu es el vértice climinado-de 7" justo despuds de V; enloncees, hay

. un par de casos:

i) Vi+l’*>’" ,\" k

A=

Corolario 3.1: Cunmlo ! es selece mlm(lo ‘en: ('l 1)(1.50 {9) (l(‘ AIINC se cumple
que A= m(t). i

Demostracion:

Consccuencia directa del lema 3.4 -

Proposicion_.3. 4 I ! ?llg()lfihll()'/\f[h\’C" slempre Aernina,

FALLA DE ORIGEN



Capitulo 3: Algorilmoes para oblener maredjes pinos i pluos-sequros

Demostracion:

Dado que la g,rnlicn es l'inll.'l Lnloncc.s los ('on|unlo'~. V y ; son llnilos

S#l 8¢

el paso

wln’lv cs \'udadom v' po(l ‘mo concluir que el algoritmo MINC - siempre

lcrmma. :

ie79; B
Lema 3.5: El algoritmo 1\'//1\"C"GSAE(Y_;OI“I‘\(-_.’YC./.().' g
Demostracion:

(llLVJ\//N(' lcxmhm y por e el paso ("IO)
) orol'u'io 3 _l_ /\(/)— m(l) ¥ dddo que

on mcno : numuo (lc (:slds de ¢

«, 6)

a f cn el que‘fparliicip_ “se Loncluy(, quc AIINC es

correcio.

Demostracion:

Cada vez que se ejecutael:pe
algin vérlice y como ene p(.ox caso (,l paso (G) se Liccuta V\'EV—{I}
entonces la comp]eji(h(l de ticmpo cs a lo mas O(l[l)
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Capttulo 3: Algoritinos parce oblener maredjos pinos () DIOS-SeqUros

Por otro lado el paso (9) consisle en busear el'vértice en 7' con cliquela

minima, y es clxuo que. (‘biu Ilvi/.cllb(, en |/1—I

opecracion pu_c_»drci ree

Proposicion._3.5: Dada una .MG = (C; ‘I); I(li qii("-i”z\"f es unh marcaje vivo y dada
una arista ¢ =4n,v) de la: z\IG z\IINC(MG e) mlon,c_es u puede ser

disparado k - w(e) veces sin cll.sp(um' vllvm tice v,

Demostracion:

elique ‘e=(uv)

Paso basc: ' Si°C -

Vj=u ysin=0 cnlonce

\‘l‘(l’l)

i=f

FALLA DE oRiGEN



Capitulo 3: Algorlitinos para obtener marcejes vivos 1 plpos-seguros

s al menos la arista ¢j = (V;o,V) =(V; ,ll) de (‘nlm(l'\ au mno con“vng
fichas con lo que. "V =u no esta lmbllil'\(lo' Dcl mlsmo modo v j=1 mo-

pu(‘(lL cslm‘ h.lhillmdo ponqll(_,

=0 ‘veces sin

Como n > 11
de en

: quc
- o v \,
por

hipotcsis nos llcva a (]ll(, s poqn)l(‘ dispmm v ,' 1—I+I—n veces sin

disparar u.

Problema |1;>: Dada una arista ¢ = (i1,v) disparar el vértice «, un cierto
namero de veces sin disparar al vértice v.

* Pardmetros: Una MG = (G, M), una arista ¢ y un entero j.

* Propiedades (lc la respu,csla:

Precon.(licidn. G, e:sj‘uiln y -ﬁlmlvmcnle conexca,



Capitulo 3: Algoritinos para obtener narcajes ploos if plDOS-Sequros

MG(G,M"Y « DISP(MG ¢, f)

Postcondicion: - M'es un mareaje vivo  obtenido a - partir de A por

medio de una secuencia legal de disparos y w'(e) = k.

Para fﬂC"“ﬂl‘;él@lﬁ;’ﬂi‘«ig ('n 6! dl«forilmo 1)/9/’ “ull(‘londlmcnl(_ a la llsl.l de

0(2IEI) = O(IED.

El algoritmo DISP csta numerado como algoriimo 3.3 y su. pseudocddigo

es el siguienie.

Algoritmo 3.3

grafica_marcada’ </

.DlSP(gmf]cu marc ndn y ' (G,M)", arlﬁln’e “‘.(‘”’1')' :
nlero /) { T

NG s B -

Sca o 601110 el

mimero (Id




Capitulo 3: Algoritmos perct oblener naredjps ploos §f olpos-Sequios

Demostracion:
Por induecion sobre j..

Paso base: Si /—() cnioncu l(l condicion dcl paso (l) no se’ cumpl(‘ y

unicamunc se: (‘jccuia (7) quc 10;51(:.511 la gmfi(-l sin modmc(luon cn el
: dc, a2

40
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Capitulo 3: Algoritmos perca oblener sudarcejes plpos i DIBOS-SeQUIOS

invocacion se tiene un mareaje M" vivo tal que y ni el vértice #, ni el
vériice v han sido disparados asi que p'(e)'= ple).

“forma
2 e8 vivo

(lﬂ)

Lema 3.8: El algoriimo DISI’ es dc.

Demostracion:

an todas’ las. aristas ¢ =

O, 1)

S eon

o+ 0( /V'l) = O(IFI)_" =

41



Capitulo 3: Algoritios parcc oblener maredjes vlvos i plbos-sequros

Una vez diseiiados MINC y DISP podemos resolver el problema [1z con
ct algoritmo LS que ‘:(‘ (‘mplcru lnnlo a All/\’C Lomqu DISE, mllcion(ulmonlc cn

LS se usa una l ; v nicnios

. HI_AD(D) 10(1iﬁ£;egrl;1.,

. '12\1/_.’(0): Regresa 1

o IS_EMPTY(D): Regresa’ frue;

cualquicr otro caso.

Diestazvacia y. regresa: fulse: en

Algoritmo 3.4

grafica mrn(.udrw-l,S(g,l clfi(‘u m.n(.n(ln )a —(G A/)) {

. D EGy '

2. VYe€LG) do p(e)— l v

3. whilc ('IS‘ Fz\lF?)(/))) do: {

4, e <——11LAD(D)

B. ke MINCCY, e

6. - "if (I\ > I) then { :
7 g y e—-/)/bP(y e. —u(c))

8. R p((’)<—l } :
9. JD?—TAIL(D)

10. wlmn r :} B

Proposicién 3.6; El algorilmo- LS siempre {ermina.

Demostracion:

finita. Dchi(lo a qm,

mieniras D no’
de D en eada’ it




Capitulo 3: Algoritmos pora oblener juareajes ninos i vloos-seguros

insertan arisias en. D, entonces cvenlualmenie D queda vacia y es

directo que LS termina.

‘una grafica
ll'.C;‘ =0 y

para los
rlemente

3.6 lcnt.in'
cuan(lo D

Propasicion 3.7: En cu.alquiér i

marcaje de la grdafica es vivo.

Demostracion:

Por induccion sobre el niimero de:ileracion /5.




Capitulo 3: Algoritnes para oblener ncrcajes vivos g pivos-sequiros

circuito con menor‘

)ru' S:ll]l(‘lll
I

( ) cvalua fals 'y pon 1o l'mlo no

I cion jf_

se andifiCd (.l nalcnjc p(,ro por hip 1 _sls el mdrc«lj(_ en

es vivo.

Corolario 3.2: El algoritmo LS regresa-una.grdfica.con marcaje vivo.

Demostracion:

Consecuencia directa de la pr

del

- algoritmo en

una secuencia

44
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Capitulo 3: Algoritmos para obtener marcafes vinos 1 pinOS-SequUros

no camblrl

Sea que
‘nlg,lin"c

cnlom'cs quc. p(e) A < 0 n

Lema 3.9: El algoritmo LS es (()rr()( Io. ‘

Demostracion:

in el paso (4) se iomd una arista e ‘cus ll(]lll(_l‘ﬂ (lﬂ primcm (l(, la listﬂ D)y
como en (9) diclm m‘ish es Lhminn(h ‘de:

1.lisl.—1 cniom.cs pox (‘ada

m'arc;ij

con Ias

FALLA DE ORj|
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Capitulo 3: Algoritinos para obtener maredfes vivos i ploos-sequros

la proposicién 3.8 tenemos que e¢n ninguna iteracion posterior
(M7 C)> 1, asi que una vez cjeculada una iteracién para alguna arista ¢ sc
tiene siempre que e EC‘/(M/_C) ‘

para cada arista y slcndo ql

acuerdo con el corolario 3 2 Lnloncc.s por vl l(_m.n 2.2 ¢l marcaje final

de la grafica es vivo- .scguro.

Una de las consceuencias nas mporldnlcb l(.sullcmit,s de lo correcto

del algoritmo LS se prcscnta a hon“nuaclon.

Carolario 3.3: VMG tal que G es ﬂmla J jne I(_mcule (.ouvxa vxlslr' al menos
un marcaje vivo-seguro. ‘ '

Demostracion:

Como consecuencia directa dela definicion’ de I1> y del-lema 3.9,

Lema 3.10: El algoritmo LS es clev‘ O(IVIZI.EI)

Demostracion:

En primer lugar cs direclo quc (l) Yy (.z) son (l(, O(Il‘b y es claro que
stendo las operaciones IILAD y. TAIL: (l O(I) quc (4) 'y (9) son también
OQEl. Por otra parte (la(lo juc |"r;j(.l lema 3.6 MINC es de ovhy
entonces (5) es de O(IV] I VI) Ademas por; ‘el lea 3.8 sabemos que DISP
es de O(ED y como (8) se cjecuta 5 veces dondc { <|E} entonces a lo mas
(8) es de O4£P). Asi que no temendo aristas paralelas |A] s |V|° y por lo
tanto O(EF) = AWVPIED v 1a complejidad de LS es pues C(l\/] II_') .
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Capitulo 4

Graficas Marcadas Simétricas

En este capitulo nos enfocamos a una clase particular de gréaficas
marcadas que es bastanie il para csiudiar calendarizaciones. Iiste moﬂclo
es ¢l de las graficas mmundm simétricas  (MGS). Sc presenia un’ .llg,onimo
para obiener marcajes vivos- -scguros para lal familia dc graficas. Sin cml)mg,o £

y pese a que dicho algoritmo no es tan general como LS en cl :»cnl.idvo (,lg quc:
elilttmo funciona para cualquicr grafica marcada, el nucevo nlgorﬂ mo’ MGGS
es mas eficiente en terminos de complejidad computacional, de hc_élio (S e
lincal cn ¢l nimero de aristas, es deeir es AJE}). L

4.1 EL MODELO MGS Y LAS CALENDARIZACIONES

Definicién_4.t: Una grdfica marcada simdtrica MGS es und - grdfica
mareada MG = (G.M) lal que G es finita y fueriemenie conexa’ y,"'(lo:l(le""

dados un par_de uorllves clie!mlos uy EV .se vumple unade. las

siguientes . condwtonc

que cqtan‘ intu

_,:scglm'os.j Iodo »
:.,p(m)) (lon(lo

47
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Capitulo 4: Greficas Marcadas Simétricas

m -IFI cuyas compnncnl(‘s son binarias (lcbldo a-ques po; dcfinlclon en un
quc p(e) 0 o

resenia un

marcaje vivo-scguro para una AMGS.

Ejemplo 4.1

Sca la MGS de la figura 4. l. cnlon es sioc de s 1 ’_f(los‘i'[')'bSikl)lcS‘

cadenas binarias de 10 poslcio

Figura4.1

g
2
=

Ny
2kt
I
)
..,
-
o
re
267N,
Pyl
o



Capitulo 4: Graficas Moarcadas Stnétricas
marcaje vivo.

.

Simetric
Tenemos que Af ¢s un marcaje vivo-seguro y que A" ni siquiera ¢s un
En dcfimhvcn,

SC: dc'b(‘ rl(. hncvr unanalisis mas” defallado d
pnopicdcldcs d" lclb A[(}b que: )Cl‘lﬂﬂcl ey lcgjdi'ﬂ'lx'; as:
mmoajc s vivos 9(_”[110 a familia‘de graficas,
Lema 4.1:'V AIGS con

marédje - nivo-se
vértice habiltiado u ningiin vérfice adyacen!
maredje.

¢ las
las’ caracteristicas de los

BIDO-SCQIIC

; .S(’ <umpl(' (-on que (lutlo un
Demostracion:

a r/ osfcl hal)iillacl() en el mismo

Sea A1 un marcaje vivo- .s(_é,uro p(u'

«ll{.,unu AIC
menos un vértice v €V qm esta ]mlnlihldo eS| lecir qne cn cadd und d(‘
sus aristas de medd hrxv ‘Adcmmunc lnm fidm

Supong,umos qu c

cnlon(.cs C\islc “al

ol:o,vu(i c

vl:V di:slinio d\

M se obUenc uu mmcaic,;\l" tal quc !‘ "{le )

coucluvc que \/,oe; un ;marc«ljc vivo-seguro

La

consccu'ehéih

mas ir]lj)di‘lﬂl][é del. ‘l‘ckmh' 4.1
dir(.ctamullc con el modc ndo c, lmplﬂnla(,ion de.
cfecto, bicndo quc ‘un. SD
siendo quc-~ loy canalc

ticn(, quc

ver
lll]rl cnlcnd.—iri/dcion. En
es mode slado por medio de'u na g

X ﬁca G=(V, Eyy
d(_ comunlcacion '~.0n bidtwccionrnlcs es posiblc




Capitulo 4: Grdfleas Marcadas Simélricas

convertir a ¢ en una AMGS. Esta conversion sc realiza mediante una

opo racion bastanie .simpl(. quc (‘onsnslo en ,subsmuh (:ﬂda nrlsi(l e —(u. 1) de

sicn(lo
roprescnta na 1 de’la eridl: b 1’ .conjunio de
pl‘OCL&ddOl‘CS quc ncm_n pcrmiso de hmmmlston n'ese; momento.

Considcrando que los sistemas bajo esiudio son distribuidos, podemos
adtcionar una regla que sc refiere a paralelizen la’ operacion de disparo de las
MGS. '

Regla de disparo_en el bloque: Siendo o el conjunto de vririiées-
habilitados en un marcaje M vivo-seguro para una MGS: da(la. La
operacion de bloque se refiere rllspamr al ‘mismo ﬂmnpo locloe los;»
vériices del conjunio 8. ’ '

Lema 4.2: ¥V MGS con marcaje vivo-seguro M; Si l‘) es cl (‘onlunlo de verli('c's -

habilifados en M entonces la operacion, de bloquc cs‘ eqm‘ualen!e (l[Sp(tl'(tl"

secuencialmente uno por uno y una bOl(l v(v los verhces* qu es((m en 19

Demostracion:

de entrada a cualquicr vcr Ahom

supongamos que J una ar isla

-Eﬁ conltenon una‘ flch'].

olaro que w €V -



Capritulo 1: Graficas Marcadas Simélricas

M iw(ey=2 y que M es vivo-seguro L oo Ninguna arista desalida de

estd en. i coniiend fic

has.cn M.

cualquier, vérilice que

: nucvo m'n"(‘ajc

Mnn (_n 0 sculcncinlmulic

a,ﬂ = @ ning,un :

con lby, (jl;'c MLE A

Corolario 4.1: V MGS con mmuqe m‘vo seJuro 1\/ despues cle Ia op(’rauon de

bloque se obﬁmm un mm('uip M qm) es vivo’se gro.

51
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Capitulo 4: Gralicas Marcadas Siméiricas

Demostracion:

Directamente lema 4.2 y del colorario 2.1

operacion de l)loqu 8
4.1 es vivo- sc;,mo ial quc

definidos como \,1vos-se;,,uros_ j‘
cspera infinita en 1a calendarizacion

Ejemplo 4.2

Sea el sistema dishibui(lo (}—(V L) (londe V—{v 1,3, 04, Vs, v, v7,v3} y
2= {(vrva){raova) (vava) (s 3, \'5)(v4 g (115\1' )(\'5,v7) (v el ,1'7] tal v como se

muestra en la figura 4. 2.

Figura4.2

FALLA DE ORIGEN



Capindo 4: Grdficas Marcadas Simétricas

Transformado G en una MGS y asignandole un-mareaje inicial A4 el modelo
aparcce como en la figura 4.3 donde los vértices habilifados son vy, v3,v7,vg
con 1o que-la pnm(\m ronda de la (mlcn(l.u'l/,.n(-lon estd formada precisamente

S.

por tales wu-ilu_‘

Figura4.3

mxc\"O n dl(‘(ljc A[]
hal)ililados son va, vy v v(,. R(\pmcmlo est

Al ejecutar la op-laoion rlc bloquv desde A, se oblicne

donde los vériices

opcmoion 8¢
obtiene uni
continuando;



Capitdo 4: Graficas Marcadas Simétricas

Como los marcajes Afy, M2 v M3 se repiien en lo sucesivo, entonces las
rondas ri, r2 y r3 aparcceen en ese orden un num(‘lo infinito de veees en lﬂ

catendarizacion y esto se denota (Ic la s.lg,ulcn((‘ mfmcru. ’

g {2
= 7\'\14 . "5""7' RESA
v [ v
Tl

Lema _4.3: ¥ MGS con marux]e nluo sequro. se cumple siempre que enlre

cualquier par de aristas an lipnmlcm.s tina contiene una ficha y la otra no.

Demostracion:

Sea M un marcaje vivo-seguro:para. una MGS v sean ep'= (u,v).y-e2 = (v,u)

La condicion  del lema- 4.3 ‘es ne ¢ 54 1

marcajes vivos-seguros para las AI(;.‘) Bz pcnr.l iluslmr esto basta con observar
el marcaje A" de la figura 4. 1 en donde ial mrlrcajc asocia una ficha entre




Capititlo 4: Grafleas Marcadas Stmétricas

cada par de aristas antiparalelas pero A" no cs un mares I|(, vivo-seguro
porque cexisie un cucuilo ('—V 1e5.89 lul quc (1\/"/6)— 0.

para.u ‘n’a A /( S es un,

nivo:segiiro. si

Corolario 4.2: Un mareaq,

Ir(ll'(‘(ll('

entre cualquier par de aris nllpa al(’la.s urm ('r)nh('n ,i('xm‘lunn)ulc una

Jicha y la ofra no (()nlmn( /h,lm.s

Demostracion:

Como M cs un marcaje ViVo‘yI "-kln‘url%ln e= (u v) paw ll(.iprl enun (‘lr('ullo
dirigido ¢ formado por la arisia y su’ anlipm' ﬂdrl tal que (A// (‘) =1 por el

lema 2.2 A es vivo-seguro.

4.2 ALGORITMO MGGS

Problema [13:: Encontrar un marcaje vivo-seguro para una A/('S
* Pardmelros: Una MG = (G, M)

* Propiedacdes de la respuesia:

Precrjn.(li(:idu'

AIG es una qu}u (] mmomla billl(’/l'l(‘(l

¥ I(; 1\/(1

enton ('

E mnrcajc sc.h.lcc 0 v’ al;pro'_ccsbfvlcrnlin‘a;c"u‘,n’do' todos los

vértices han sido ILvismlos. g




Capitulo -: Graficas Marcadas Simétricas

Adicionalmente a la lista de adyacencias se omplc.n en, M(/(:S una lista

temporal 7 de vértices y un plL(li(,d(lO vmlmln quc li(\nc como n ;,umenlo un

vériice;

Algoritmo 4.1

8. “visitado v} <= trne Y
9. relurny } o0 :

Proposicion 4. 1: El algoritmo. MGGS .slmnpm mminn

Demostracion:

conexa y .. ]
vértice es fintta”

ter mma

una lls.ta (lc vértices

Sca que l—('cms(v l ) dondc b ‘(" : un vor

cntonces la cspeciﬁ(‘ loion d(, l(| lism dc 3 (l(-b(‘ (\umplir los dos

siguientes axiomas:
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Capitido 4: Grafleas Mareadas Simotricas

= HEAD(cons(v,T"'))
T = TAl(cons(v,T"))

Proposiciéon_4.2: En el algoritmo MGGS _crando’ un vérlice *v es seleccionado

el paso (4) necesariamaente v €1,

Demostracién

Supongamos que un’ vél‘ué' 11///€EI (,s b(.](‘(,(.lOl\«’l(lO cn (.l [)dSO (4) dc

alguna iteracion del nl;’onlmo. v como .S(, 6.. ta: (,ju‘uinn(lo una it a(,ion

cene (4) v III_AD(/') v ('()mo

e¢s direceto del. prlso (3 ) (|n(,'

'/),

T O.‘:I.SI pn(. J
Lque 1(§E1" 1",

u =v entoneces T = com(u 7

Propaosicion _4.3: En ¢l nlqmi!nm ,\/GGS‘ el umlqm i mmhmmml rlnl pa.so (6B)
"EEI‘ vmlado[wl = fa/s‘e .

se cumple con que Yiulu %[ wvla({olul = Ime u Vu'

Demostracion:

Por inducciéon en el orden:¢n: que los vértices son’ climinados de 7

' nso (4) dcl

Paso base: Ctmn(lo cl plimu- \'u*licc cs sclee

algoritmo, (l(‘. “in;’un vullcc h.rsi(lo clit

que dcbido

y: t.(.nomoq
wvlndolvj falsc

oumpl Lque

FALL/—\ E)E QM&KN



Capitulo <: Grcficas Marcadas Stmdtricas

Como v = HEAD(cons(v,7")) y "= TAll(cons(v, 1)) cl vérlice que se elimina
de 7 es v, asi en cl ])ﬂSO {8) s¢ hacc viviladolvl-‘— lruey v &7 . Como valor
de visitade _d¢ ningu
fenemos que s

in: ollo \'(,l“(‘(‘ cs 1110(lifi(:'l(l() ¥ pol lu hipolc.si.s

Vs

anfes

q(i BRI viwladb['u] = Ime v que ws;/a(lalvl— lrue v' 1dcmds Vw EI mduyuldo
Vi, wwlado[wl = fnlse v

Lenua 4.4: MGGS produce un maredje vivo.

Demostracion:

Supongamos 1o (,onhm io} cslo es quc al lcrmln.u la (‘Jooucion de MGGS
¢l marcaje M de. Ia gmﬂc l-no (3& Avo y pon lo lmlio (lcl)(‘ cxlsih nl menos,
un circuilo ' b k '

= (1, v2)e2=

que:” a- (,ondiclon

(b) poni’ lo A

‘f de quc“

1'lwlnd0|v3| nlo sc;,un ln C

', asi
que
v, <—Ilm(l(l‘) !!

Lewma 4.6: El algoriimao ‘l\‘/GGSv es cdrl'(:;(:io.’



Capitudo 1: Grdfleas Marcadas Simétricas

Demostracion:

Scan e = (u,v) y ea= (\' w) un p(nr (-u.llquicrrl tlc ’Ill.'u'rl& 'lnnp : |lc|a~'. ‘de’la

Lema 4.7; El algoritnio MGGS (’s(le O(ILI) e

Demostracion:

in primer lugar es ducclo quc los P : sos (l) y (’)) bon de O(|Vl). por otra
p'lrtc dado que (4), (7) y (8) son dc} O(l) V. (l(‘bido

a'c quc el (*i(.lo whilo se




Capitulo d: Graficas Marcadas Shndtricas

Evidentemente cf algoritmo LS pucde ser aplicado -a cualquier grafica
marcada y obfener una marcaje vivo-seguro, . .‘-.in (‘ml)m go. su omnpl(,jklnd
O(IVI l['[) cs l(_‘(lll(.lllfl a O(]I'l) con (.l dlg)orllmo 1\/(: 7S lec ulllmo solo es il

vlns llanm(lns cn csle-frabajo

g_.r.xl"lcna marcadas .sim(‘ni quc x\IG(:b no l'nn(-ionru para

cualquicr MG nnnliccmos‘d‘

Ejemplo 4.3

Sea MG = (G, M) tal quc[ S

="(Vy, V) )} .

Figura4.4

Tjecutemos MGGS .soln ¢

‘ il MG asi una vez conclui(los Ios p.mos (]) y (2)
T ={v,va, v3, s y- V\’ET’ sc cumplc que: wwlado[vl- f(l/ve Dcspucs (lc la prlmcm

iteracion T = {\m V3, gy VvE[‘ ww/a(lolvl— Jalse .y w.sz/adole lme v lambicn sc

cumple que p(e)) = l lal ('omo se llu.sh acn l(l (ig,um 4.5
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Capitulo 4: Graficas Marcadas Stmdtricas

“Vértices visilados
Figurad.5

Conlimmndo dc csin m.mom h asta la iliima lleracion se obhene cl m.)rcaje
M =411 ()) como 8¢ mucstm en-la ligura 4.6 que es un mcuc,djc vivo, pero no

¢s vivo- scgm o

Vértices visilados

Figura 4.6
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Capitulo 4: Graflcas Marcadas Simétricas

Sin embargo, y pese a tal restriceidn e I\I(J(l. la impmi.mcln tcor ica (Ic
conlar con una menor (‘om])l(,jklu(l pm" :

.sc«rums paralas 1\ICS h(‘nc quv vercon

los canales de comumcucion l)idirccciondlc.s. se: lmia ,dc ~implcmcnlm' una

(‘«'llCn('ﬂl'i/.ﬂ(‘ iOI] B
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Capitulo 5

Numero de marcajes vivos-seguros
para las MGS

Uno de tos aspectlos a considerar relacionados con la eficicncia de las

calendarizaciones para los S0, se refiere en términos del modelo de las MGS

al total de marcajes vivos-seguros que es posible asignar a la gralica. -

/nrcn _j(.!a

a(lcms y

c‘oncluvcndo oon cl Jcsulindo 'ciL R:P2 Sianlcy [S73] Y [S74] re

mfwa Sin Lmhalg,o la

sp(_clo al {olal

de orlcmacioncs cilicas par dcmoslrncion del

a: llll(l g

tecorema dc Stai indudjva. cn vez de

,V (lcnm'f' 2)_sc hace aqui d("

cmplczr-n"lai pi’ucfb oombinaiox ia de Slnnlcy

La importancia de conocer el {otal de mareajes vivos-seguros que cs
posible asignar a una A/GS radica en que dicho valor es ¢l tamano del espacio
de busqueda cuando se traia de hallar un mareaje A/ vivo-seguro.

5.1 EL MAXIMO NUMERO DE MARCAJES VIVOS-SEGUROS

Definicidn 5. 1: IZ] tolal cle marcajes vivos-sequros de una MG se denota
como a(MG) y se refiere al nimero de posibles maneras en las que se
puede asignar un marcaje vivo-sequro a la MG, sin que ello implique

alguna relacion de alcance.
Ejemplo 5.1

Sca la MGS de la figura 5. l, .si cjcculamos cl algorilmo MGGS con: difucnl(\s
ordenamicnios (le la: li.sid T 1)odcmos ver quc a(MG?) 6. sin cmbmg,o eslo
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Capitilo 5: Niunero de marcajes pivos-sequros para las MGS

no quicre decir que los 6 marcajes vivos-seguros posibles son’ todos
alecanzables desde cualquicer otro. B ' :

Il problema qiw sc-lraia de fesolver aqui:consisic en hallar: a(AMGS) para
cualquicr MGS. Para fclcllit'u Ll andlisis cn.las
emplea la siguienie. S

-suthsecuentes sceciones se

Definicion 5.2: La grdfica subyacenie simple Gy de una MG = (G /\I) es la
Jmf‘ul ::nbuacenlo Gs dc G . pero sin aristas p(ualvlus.. K ’

CB‘ <@

Bk
1 QU

Figura5.1

Oha definl(,iou quc'r sulla ser de bastanic utilidad iy los:subsccuentes -
dLsmlollos LL. : ' i k

)()(inwion o.d I,r Jra/‘ca rpcluox(la de _G

a un subvoniunlo,
V'={fvva,:

um lcspet,lo
2 umh’ces i (lenolmla como ‘G; ,1,}\@% 1a
grdfica obl()n!da a p(u-lir (lc G al (’Illlllll(ll' el cou/nulo V' Jun{o cozi fodas
l(lb arislas; Inles (]”(’ aI mmms uno de sus vérlices ﬁnales ecla en V’ V
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Capitulo 5: Ntinero de maredjes pivos-sequros para las MGS

El primer paso para cenconirar a{AGS) de una AGS dada consiste ¢on
cstablecer el Vi alor méaximo para ¢l lotal ([(, marcajes vivos-seguros, asi pues
pr (J(‘cddmos en esa (lhcccion ‘ ‘ SEREI

1GS Io(luctda rlelonarlu como

"v,)CV (le' ucriu‘u. cs

Proposicién 5.1: Si y -(Cr M) (’b una AlG? domle AI es uivo .svguro lj (loucle el

19 culom‘es )‘ oes unu :\/(,S’ (,ou m(ucalv

conjunlo de vérlices habilitados &

nino-seqguro Ag.

Demostracion:

d(‘ﬂnicion .) ~4 quc u(e)+p(e)22 Puo como M (,b v Q- scgmo por ¢!l
lema 4.3° p(e)+ ;L(e ) —I y quo,\r/) uo cs VIVO- scgulo !!.



Capitulo 5: Niunero de mareajes vivos-sequros para las MGS

Propaosicion 5.2: Para mmlqm(,r A/(Jb dacda con mnr('a;c vivo- seguro M, el

algoritmo MGGS puede [)I()(lllul M.

Demostracion:

Consideremos una A/GS obvi(lmullc l“lmln y G‘I\/) (lond M “es un

na i(_cni(,n dy(»:

el mar c]_] Ml
vmli(.c:s ha )ilxi
)'(U,),_,—, quc pm lrl proposwion 5. 2 (*umpl

mcucajc vivo segulo. Conlmuando d

lcrmlnax (‘moe. con todos los vcrll(,cs do la fmllcn lcncmobx ue
;’ .

9N ﬂg’h.i.n?f);. o)
B 1U 92U, U=V
Del mismo proceso de reduccion vy respecio a las aristas lencxnbé que:

Ve=(uwiucth y vEWD;

si i> j entonces n(¢)= 0

sino
si i </ entonces 1(e)=1|
sino ¢ &F

Sca que se cjecula el algoritmo MGGS sobre y y se obtieneé un: marcaje
vivo-seguro A/, inseriando para ctlo en ¢l paso (1) dcl'algoritmo: los:
vértices en' 7' de tal forma que los del conjunto ¢t estén . anLcs que: los -

vorhcvs del- conjunio '9L-l~ y éstos antes que ]os dcl conjunio 19‘ 2 ¥ asi -

su(‘cmvflmcnl findlmuﬂc cst(.n los dcl omunto 1); Sm»

importar ol mrcgloklclnti\,o d(. los \/uliccs 1cschto a los dema:s vuli(,cs
que se encucnlrcn (\n su mlsmo comunto ¥ Vlszs,k Proculmnos a
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Capitilo 5: Nitmero de maseajes vipos-segquros pasa las MGS

probar por induccién sobre ¢l orden en que dichos conjuntos son

climinados de la ]i.'ikv:l .

llsta ’7 'mch

quc L)] s6 cump]c cony quc., Ve—(u v)/11€0 y vaL?J, ,

S (e) -% ui( 8)

Sca el mom('nlo (,11 qu(_ / ‘)1 cntonccs a l«IS umc.us clli‘vlclS quc fallcl.

I (e)- u(e :
vcxli(.e qu puicnu,e aun conjtmto quc fuc (,limlnculo
Ve = ({/,v) dc cnlmda a l)] lenemoq quc

onignc\l sc (,oncluvc quv AI =M.

Corolario 5.1: V. MGS con 1=V sc, ‘(,“ll‘llnl)lé,:(.lil»(;’ a(z\f/GS)'é'i)! .



Capitalo 5: Ninero de marecjes pinos-sequros pera las MGS

De la proposicion 5.2 sabemos qug cl ﬂlg,orilmov\/GGS' p'uo(lc“producir
cualquier marcaje vivo- s,(‘(fum paraiuna’ MGS‘ (lmla Lhto dop(,n(k_ del
orden en que los vértices son msumdos ‘enlalista (unpo nl / Siy= v
es claro que 3 :;’ posibles permuiaciones de 1os” \rClHC(‘h con lo quc 3

n! maneras de inseriar los vértices en 7'y es direclo quL a(MGb) es alo

mas .

5.2 TOTAL DE MARCAJES VIVOS-SEGUROS PARA ALGUNAS
FAMILIAS DE MGS

Definicion_5.5: Una MGS se dice que es completa cuando su Gy asociacda

es complela.

Proposicidn_5.3: YMGS complela con y=|V} se cumple que a(MGSy= gt

Demastracion:

'(;:‘l'ab gr;;'lfiéa:'.

Por induceién en el nidmero de vértices

I"vCr’Uct_'% Pox d lcma ’

que por hlpotcsls 3 (:)— )' maxcaju, wvos .sc;,mos cn lo.s quc vl'csté
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Capitido 5: Niunero de mareajes vinos-sequros para las MGS

habilitado. Continuando de esla mancra se pucdo (lcmoxlmr que Yr&V
3 (g~ marcajes vivos-s Lg_,moq en lo.s quL  7. es (n hrll)ll“rl(l(). Como
lcnk:ndo =

cuando un vértice-esta’

se sigue que. a(MGS) =y .(

Definicidn_5.6: Una’ MGS: se dice que es un: ciclo cuando su Gy asociada

es un ciclo.

Proposicion H.4: VYAGS que es un clclo con r)—l\"l ncl Ii(,cs se cumple que
a(MGS)=21-2. o

Demostracion:

_ $ A, en tanlo
0S8 umcos cixcuitos quc pucd n llrlCCl que el
el 3 ,e,, Yy por

Ls Vé EC’ : lcncmos que

en’ un pm ; dc cllab no sc ob ne un mdr
biquicm se, obiioncn mmcajg ; \'ivos) ¥ se. concluv(, que a(MGS) =2 -2.

alL vivo scg,uro ((lc hccho ni
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Capitulo 5: Namero de marcafes vinos-sequros para las MGS

Definicién_5.7: Una MGS se dice que es un drbol si su G\' a.sociarla es_un

cdrbol.

Proposicidn_5.5: VYMGS: que es . drbol - con

B rlices™ se" liene  que
a(MGsy =20t U o

Demastracion:

broposi(‘kién" 6: 1GS que fes tun-in ‘ bumple con qu
a(MGS) = (2% -2 ) o k2
uno de los dclow qr'mple,s (le la Gv aaoda(la con., la A/(:b




Capitulo 5: Nimero de mareajes plvos-sequros pora las MGS

Sea y una AGS qu(‘ esun nuclo. Lnion('cx LA]S[C un vu‘llcc v eV lcll (|u(_

Proposicidn .7: -‘dluiSidu‘-l '_élrid_i'lces
2kl _2yak2 2o e TR
a(MGS) = @ )f' )

uno de los ciclos simples clc Ia G\- abocl(l(la

Demostracion:

Sea e = (u,v) la alisld (.n ld Gy COl“ﬂl‘lll;cl‘ ambos ciclos; entonces en’la “MGS
exisie un par dc e ¢

&

cualquier mar
olra no,:. .



Capitulo 5: Niunero de mredfes pinos-sequros pare los MGS

formas de¢ poner una ficha en una arista y no poner ﬁc]ms cnosu

anlipmdlcln en cada uno de los pares del primor ciclo sin quc .st, forme

un cireuito bhl lich‘ ; l‘cniul(lo asl, dol mimno modo pma el ouo udo

Plonoswmn .)8 VA/GS que os u)rlka* divnﬂigrblcviu b ‘donde kl.y- k2 son

lt:b;)(%llvclllmlzle el numero (lc vértices d() (,mla uno (lv los ciclos simples de
la Gy asociacla con'la ¢ Jra_ﬁcn m(uvacl(l, se 'umple qm :

(2kl—b+l '))(7K"-l)+l 2)

a(MGS) = 5

Demostracion:

manecra lmi]ar a. la -
(2kl—-b+l _ 2)( Ah2=0+1 2) .

;\rcrr
> de tales margajes. -

qu h
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Capituto 5: Ntunere de mareajes pivos-sequros para las MGS

Si consideramos por: ofra paric los: cmos en que no- se- lolmn camino

8§ de la

ul;ﬁuno ('nhc u y; “(en cu«llquxcr dll‘(.t(‘l()ll) sin ll(,lms cn(oncc

2) d(\ rnlu. mmoujc

2y

L\rlclenluuemc S

respecto al total dc ‘mare aju, vivos sc«furo |)(l a lc'S g.,mficn.s murcadas en
cuestion. Como se cstudla posieriormente dicho prohlu‘na tienc una relacion

directa con cl coloreo de vértices y mas - [),ullculcumcnle’,(.on ¢l polmomio

cromatico de una "l’ﬂﬁC‘ﬂ.

5.3 COLOREO DE VERTICES

El coloreo de vértices de una gréafica Cr, es el px ou_\so (lc nsi;an(lcion de

colores ¢p,¢2,¢3,... a los vértices V(G) de tal forma que ninz,un pm' de vcllicc

adyacentes tengan el mismo color. Si una g,,rafica pucde ‘ser colorcade

colores distinios se dice que la grifica es & —co[mml)le vel numuo cromntico;

denotado como x'@ cs el minimo /EE/+ tal quc G cs l—('olnre(lbl(’

Ejemplo 5.2

abl"l]cll

Si consideramos la ;’ralica (lc_ a, llg_,ma 5. z podcmos

vértice v, ¢a a los \'u'iicc

grafica de la ligura 5 3 es posibl e
A, VYLV, (‘on lo quc podunos com,luh

'quc la prlmcm «frdfi(,a es

3 - coloreable u1 tcmto la ¢

g,undd es: 2—ca[0rml)le. T

~l
|78}
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Capititlo §: Niero de maredjes nlpos-sequros para las MGS

3 el

c2

3

Figura5.2

B
8

P
(

Figura5.3

Proposicion 5.9: Para cualquier grdfica compleia /\,,' .se (umple con qlm

KD dvy+ 1=y Y EV(K).

Demostracion:

Por induccion sobre =lV(G).



Capitulo 5: Namero de nicreajes pivos-sequros para las MGS

Paso base: Cuando =1 es claro que [\1 unicamuﬂe puul ¢ ser coloreada

con un-color y da(lo quc (I(v)"

0 l(‘n(‘mos quc 7("1)

Paso de in(luccion.

S ’cuni]')lerl
('onst ruccion nos llcvfl
vire

oblcnu- 1

Proposicidn_ 5 .10: Para ulalqurer qra/ka G que‘

vértices. G és 2 -coloreable  si el numc)ro '-(l
3~ coloreable si el niimero de nor{u‘os es nnp(u.

Demostracion:

vértices: bm pu(li(ld de gcnu‘all(lad

Sea ¢ un ciclo simplc con ;/>"’
: v; vo, .,v,, en ‘ese. orden

scan (ue

ada Vi con "‘a——(l m()d 2)+I y



Capitudo H: Nizmerro de mcreejes pivos-sequros para las MGS

Y hay un par de casos.

i) Cuundo B es par, (.nlonu,b cl color de vj es ¢y y cl color de vy es ca y

2= wlnrml)la

Corolario 5.2: Para cualquier g JI(I]I(.(I G quo (’s un u(‘lo .sr‘mplo can =3

vérlices se fiene que x (G) =(n m«xl ")+2

Demostracion:

x((’) >1, ydela pxoposicton .)"9 sabcmos qu

Para dot(_ n
desde lucﬁo h
cs inclicicnte) per

l(,(mminc si (ladcl una

técnica cficiente (dc (,ompleji(lad polmomi'r'l)'_qup

grafica simple esid es A colo;en[}le .




Ceapitudo 5: Namero de nareafos nivos-sequros para fas MGS

Ejemplo 5.3

Si contamos con la «fmﬁ(.a e da. figura 5.4y tvn(_mo.s [ colo:ca vy
procedemos a colorcm‘"los vmli(.cs cn ordcn crccienic‘n_ pccto a su
subindice cntonccs (_l vuiicc vy puwlc cr colorcndo (‘on (,ucllqulcr'l de estos

lguno (l(‘ los (A— N

k colores, pu‘o g unic.lmcn(c pumlc s(_r colorca(lo (‘on

alz,uno dc Ios (1\
tcncmos (A l) s (A,

‘Figura5.4

AAGY

v\le!‘ de & ¢s 3 con que ¥

k —coloreable  c¢s polinomldlm(\n te cqulvalen t(,

prob lcma (lcl "i:l'cloy ;
Hamiltoneano [AHU74]. fe L
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Capitulo 5: Namero de mareajes pivos-sequros para las MGS

Sin embargo, ¢l problema de deferminar si una grafica simple c¢s
2 —coloreable  y colorearla ya ha sido - resuclto con z-xl;,orllmos' cficientes.
Intuitivamenic lmblnmlo lo pr imc:o quc (lcl)(' ohscnmasc c.s (|uc (.ualqulcr

gratica 2

que
arista




Capitiddo 5: Nennero de niareetjes pipos-sequros paret las MGS

x(G)

Lo que prosigue cs oblener una cola maxima para.cl valor de Yy es

en este sentido que se desarrollan las demostraciones subsccouentes.

Proposicidn_5.12: Para vualqufcr J)‘ttﬂ(,(l G con )12 ucluce‘; tal gne (1 es un

ciclo stple o una grdfica mmplela. se’ umzplc' con que’; VvCV GV} es
conexa y YuvEVie=qnv)EE. G \ {u \*} 0.5 (Ih(‘()uc.m. ‘ ’ :

Demostracion:

A

i) Sea ¢ una I\,, con 1}29, (,nionccs no u».isicn u; \’ EV/('- Gy ¢}' PPor
otra parte VvE\ g 1\ ,,_.1 =6\ {r} yes cliu‘lo quc cs ((mc‘\’ﬂ.

i1) St G cs’ un ciclo simple con =3 tenemos que sli =3 el Caéo s
idéntico que peua Ka. Deotra forma. es decir que st >3 dado quc ia
grafica es un elelo simple entonces Vuv &V 3 dnicamente unspar de
Ceinmlos simples Py P entre ellos, y st V(P) y V(P son los vértices de
lales caminos, entonces V(PYNVP) = {iu,v} asi es que dado algt’in vértice
WwEV I waeu y wa=v es {deil ver que w V(L) o w €V(P') pero no a
ambos. con lo que en G Apr) cs conexa. Si consideramos cualquicr par
de vértices v €V/e=(u,v) & del razonamiento anterior lenemos que
liay cn la grafica un par de caminos £ y P entre cllos, y dado que lales
vérfices . no son adyacenties ce¢s directo que. VP~ v)i>0 ¥
V(P Y={u,v}l> 0 con lo quc dcbon existir al menos un par de vértices
distintos w €V(P)/ wwu y w=v, wWEWV(P) W=y 'y we vy, asies que en
G\ v} no existe al menos un camino entre w y w', ¥ se concluye que
G\ fu, v} es disconexa. ' v

Proposicidu_5.13: Dacta una gmﬂul simple G con =23 en la que YvEV G\ {v)

es conexct i Yuv@Vie=(YEE G\{uyv} disconexa, enfonces ¢ es un ciclo

simple 0 es una grdfica completa.

T TESS No DESE
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Capitido 5: Neunero de marcajes pivos-sequros pora las MGS

Demostracion:

Sca que ¢ no es una graftea completa, en la que G\{} siempre cs
conexa pero dados 3 vérlices distintos wv,w €V 0w, (w, ) EL y (u,v) €0
entonees G\ v} es disconexa, y scan Vi v Vi los subu)ujunkw’dc
vértices disconexos ¢l uno del olro en &\ {u.v} como sc esquematiza en
la figura 5.5. ‘

Figura5.5

Supongfunos'quc w eV y que Vi={w}. St xy VI, (uNEE v (v )EL
por las coyndiycioncsmiciales dadas G \{x,y} bs'cliscoxlcxey. y el vériice u
csia en alguné de sus compenentes. Si zEV cs ‘un vértice en otra
c()mponcxitc. critonces dado que GA\{} oy :G\{)’} son -concxas., pero
G \{xy} nolo cs tenemos que todos los caminos: de-u a z pasan por & 0
por y nccesariamenie, pero no por ambos.

FALLA DE oRigEs®



Capitide H: Numero de nareajes pivos-seguros pora las MGS

Si Z €V como en la fig.;urﬂ 5.6, entonces un cammo de waz qlic no pasa

por x, pucctc ir (lc aan, dcspuc.s d(. WA v v (hmlmcni dc via z, con 1o

que nmpoco pd.smm por. yoyes ol«no quc 465\4 oc‘cdiuulo de

manera slmilrn podunos (lemosh"n' quo g$\/7 (‘onduycndo que \/ = [}

Y que dGey=2 y mas atn zl(u) d(y=2"y cs diucio quc (J ¢s un ciclo

simple;

Figura5.6

Sca ahora que G .no cs un _cuclo simple. 'y que G\{u} es concxa pcro
dados w,v,w €V / (w, u),(w v) ery (u v)%ﬁ. (J \{u. v} es disconexa.
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Capitulo 5: Nitero de mercajes pivos-scquros para tas MGS

Del razonamicnio anicrior tenemos quc si GA\{wv} cs disconexa
entonces G es un ciclo simple & menos que Yu,v €V se cumple con que
e =(u,v) EF cn cuyo caso ¢ es una grafica’ completa, . :

m.x\{d(v)Vv CV} enlonces.

un (_icl simp!e con wn’nimero. impar-de

Lema 5.1: Sea G =(V, 1') una qmﬁw <‘mm\a con m“

si G es una grdfica Lomp!cia o Qi c

Demostracion

Si la gréafica es

l or.

I‘J

Paso base: Cuando |

Paso de induceidn::

HIPOIESIS VSS/ .éli-’!—‘i cllcmzlm qufni')lé,n y

S G Ucu(, n —lVl vér UCcs y 81 cxistc,un \'EV lal quc G \(v c'q disconexa

podemos scparm 1a Emfica en sus‘ llfcrcntcs componctcs conexas G dc
: 5.5, :

mancra ob\la como se mucstm cn figma

Por hipotcsis cada G,,puulc sc colox cada. con:m. coloxes dc t'\l fon ma

quc cl vcrUce v ‘S clcl mlsmo col' -, asial mlr dich compoucntcs s_c- :



Capitile 5: Niinero de mareajes pivos-sequros peoee las VMGS

tenemos que dehen 3 wrw&V/Iw (W €Ly (Y€l con G\, v}

CONCXa.

Figura 5.7

Asi cs pucs que G G\{u v} s conexa, y podcmos LUquctar los vértices
‘ =w cn orden dcctccl(.ntc re ])cclo
A [)EU’UI de w en G', con xcbp(.cto a la cvidente
: 7. vies adyacenie a un vérlice .con ciiqucta

mbox son a(lvacontcs a v,,. y V1>2 es po‘;iblc v

Entonces viy:va eslamn coloroados con (.1,
de scr coloxcado Vi,

\% V vy /35 i<n cll momcnto
cstc'cs '1dyaccutc a '11 menos . un vcrllc 2 ;U ‘con g >y

que por lo tanio no csh coloxcado. chido a quc el mm\imo 51 ado dc un




Capitudo 5: Ntunero de metreejos pinvos-seguros para las MGS

vértice cs m cs direclo que v; os a lo mds adyacenie a m -1 vértices con
un color asl{,nddo Y. por lo tanio sicmpre exisic al menos. un- color

disponiblc quc asi;,nm le.

vi=u o
lamino mas corto
ce vi aw

Vii= W

Figura5.8

Finalmente ‘como vy cs adyacente a vy=u y va=v ambos con color ¢,
entonces al menos hay un color disponible para v, v ¢ cntonces csté

coloreada con los m colores requeridos.

{Bos; 1

5.4 POLINOMIOS CROMATICOS, ORIENTACIONES ACICLICAS Y
MARCAJES VIVOS-SEGUROS

En cl capitulo 2 (en particular en cf lema 2.1) s¢ prucha que cualquier
marcaje es vivo si v so6lo si para todo circuito dirigido C; de una grafica dada,
se cumple con que {M/C)>0. En cse mismo capilulo (lema 2.2) se

demucstra que un marcaje que cumple con la condicién anterfor ‘en el quc
Ye €L hay al anos un ch cuiio C en.elque la arista participa. (,on (AI/C') =1

ademas- de scl‘ vivo cs bcguno (vivo -seguro): Coucspoudc ahom mmli/'u la-

relacién - quc hay cntnc los maxeajcs vivos- scgmos ])dla unn I\IUS v'las,
orlcntacloncs acnclicas ])'wa su Gy asociada. .
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Capitido 5: Niunero de maredjes vivos-sequros para las MGS

G

Definicion_ 5.11: La qra/u a_orienlada

de it MGS. @ AI)"'

es. una

Lo

d:qmﬁca en donrlc \"(G)- V(Cr) J I'(G)— Le El (G)ly(e) '

Demostracion:

Supongamos lo contrario.: éslo es’ que-y. es ’c‘i‘clléa. ntoucc “existe. al .

menos un circuilo (Ul'l‘fldorLll cllgmnos C,, " vo,m —:-' 1'3, ,vk—-‘-* "
pero  cllo nnphca po 'cl lema ™ 4.3 rquc y “eircuito

Cp= V] == Voo, 93 =2 2, vo-—> vl es. nl quc (M/(‘b) 0 con lo quc “M es un

mnrcnjt vivo- .scguxo

Si dcnotamos /J(G) como (‘l (01 l dc ouc 1hcioncs acxchc(m dec una

grafica G dada, podemos pr occdcx d dcmostrar la swuicntc.

Proposicion 5. 14: Dada una MGS y sz't'_"Gg‘dS ciada 'ei; _Ipny_césviiz’(A}iGS)' = fI(G¥).

Demostracion:

1) Supongamos quc a(z\[GS) >ﬂ(Gv) c‘on lo quc dcbc hclbcr '\1 mcnos un

marcaje vivo-seguro para-la MGS quc no pucde .scl"rcplcscntado por
alguna orjentacién acmca ‘de la Gx. Sea M tal marc aje, cntonces si

obtenemos una graﬁca dm;’idn G a pallu' de la AMGS primero” mc(lianic

FALLA DE ORIGEN



Capitulo 5: Niunero de marcajes pipos-sequros para fas MGS

la climinacion de las aristas que no contienen fichas en A/ y segundo
por medio de la climinacion de fichas de las arislas con éstas, es directo
que G es una ox’lux!acion acfelica de Gy y quu a(z\l(;S)>/J((‘\-) cs una

Lvidentc coxmadiccion.

i) Sca pucs qu(‘ a(MGS')gﬂ(Gv) cn!oncca dchL hn!)m una oriehtaélén ﬂl :
de’ la Gy 5. COrTes|

embargo

hacemos.

quc de otm»
’nda p(ll' (]L :

'1mbas dh ccc.iones)

_ncmos quc a(z\l(/b) /}(Gv

De la pxopo icion 5.14 podcmos concluir quc cl px'ol)lcma dc ‘hallar ¢l
ntimero de maxcaju; vivos- -SeguUros para una MGS (ldda es’ (.l mismo que el de
hallar el Loial de orl ulldcioncs acxclxcas para su Gv' wociadcu ‘y-en particular
el polmomlo ox'omatk,o (le una ;,m!lcq es pxlmoxdial c,n (.&,tL scnudo.,

matieras es posiblc coloreeu los vértices dc;l'x grafica empleando:tinicamente -

dichos colores.

Ejemplo 5.4

Sea la grafica ilustrada en la fig,um 5.9 g, De Cuautas memexas es postl)lc
colorear la grafica melcamlo pam cllo solamcntc A colores 2.
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Capitido 5: Nunero de imarcajes vivos-sequros para las MGS

modo que con G t‘]l \"como sc pxcseﬂnh
Poak) = k(k=1)2(k=2)2, e
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Capitulo 5: Nomero de marceajes vinos-sequres para las MGS

(k-2)

.

(k-1 {k-2)

Figura5.10

/O\ | /O‘\ /O\
‘ » \\'k /

/ .
.

@) 0] Q

Figura5.11

Entonces como: p(j(k) =pa k) pgz(/\')vtcncmovs cliggzz .
pG(K) = k(k = D=2 4 k(=12 (k-2)

Pot) ~KE-PR3-3k+3)
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Capitedo 5: Neunere de marcajes vivos-sequros para las MGS

-1y (k-2)
Figura5.12

Y po (%) os el total de formas en que se puede colorear G.con £ colores.

Proposicién_5.15: Para toda grdfica G, pg (k) es i polinomio en k.

faltan a

Sea ¢ cl numero de aristas que |

ices. Porinduccién sobre

completa con V(G vér

quc cs un polinomio en 4.

Paso de’ !_x}bdlt.xjééic}n». ;
HIPOTESIS: pg(/) cs un polinomio cn j, Y05 js ¢ -1,
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Capitile 5: Nymero de mareajes vivos-sequros para las MGS

Para ¢ tenemos que 4> 720 con lo que ¢ >0, y por lo tanto al menos

hace falta una arista ¢ = (u,v) para que: la 5:&(1(‘«\ sca”complcm Sca G la

gmlicn oblcmd aa pm’th dc (‘ v sca G rjx';,r’:iﬁc:l

nnndlcndo dlch

polinomio cn k;
pos) 1§

Lema 5.2: Para foda gral‘ica s:mple G (V I') con polmom!o cromdlico pg el

{ofal de orientaciones actchca.s c(e G es e\’ac[(uucnle /5(G) (- |)'V‘p(;( D.

Prucba:

Por induccidén sobre: cl numcxo dc axist s '<;h quc lcvf'ﬂhu a G para' ser

una grafica compl(_ta o

< =IVHt

con quc (- )'Vlbc(-el) —IVN
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Capitulo 5: Niunero de maredjes vinos-scquros para las MGS

Paso de induccion:

l'lll)Ofl‘lESIS:‘-,VQs jsé=tl lcfpa se cumple.

- cn l gm._ficﬂ

\'ldcnfcmcntc cl cgundo tlpo ¢

si considcxcmos la adlcion dc h m'l‘;ta ¢'= (:1 v) cntonccs ,h'\y un par de

Casos:

~ FALLA DE ORIGEN



Capitulo 5: Niunero de nareajes vinos-sequros para las MGS

1) La asignacion de una dirceetén a dicha arista pucdc producir una
orientacion aciclica, cnionces. sc puulc consldc r lardhcc(‘ion
contraria_y.si csia tambicn pxoducc un'eireuité ¢ dirceto’ quc la

oxicmaoion d(_ G cs cxchc

)‘J,,(Gl) con lo quc

cs dectr que
PG = B(GN= =6 (Gd+ (G

pera como

BGY =BG+ G y G ==F(G)

cnionces.




Capitulo 5: Niunero de marceajes vivos-sequros para las MGS

entfonees

r(G> (- l)n'llpm(—l)+p(~q(—l)|

Y de la dcmoshu(‘ion (1L pxoposloion 5 sabcmos que.

¥ p‘or lo .ianto g

is73) 1

Corolario_5.3: Dada unda AfGS uzalqutcra. cz(MGS)— (—U'”pm(-—l) donde Gy es

la grdfica subyacente simmple asociada con’ I(x A[GS

Demostracion:

Consecuencia directa .fdc"lbafpi'oposi'c"iéxi?\'il1’4' y.del lema 5.2,

o_s‘i‘l é‘e"dc tisignar (libres

“unace brauon para un SD
y —l)”"pp( l) dond«, [’(“(/\) es el
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Conclusiones

Ll problema de encontrar un marcaje vivo para Suna - MG ischresuclve
niedtante un algorttmo quc constste en poner-una ficha en cada una de las

arisfas.

cada’ 'uista sc cncuct h’a cl chcuﬂo con mcnor
(hcha.m’ista parhcipa Dcspucq n tra\'cs de una

csas ﬂcha% son flew 'maq a 1 ansia ci cucstion.

compulauoual dL ‘ sta bolucxon cs O(Ilrl IEI) emplccmdo ung’ ch uon dcl

muxor n u mcro dc

nlgorﬂmo r!c Dljk‘:trn pm'x encontrar cl cirou!lo’con

fichas."

Uno de-los resultados del analisis ‘del é\.lg‘o'rit;jn(_)* para obtener marcajes

vivos- scgmos es quc una MG ,)ucdc tener 'uiﬁ; 1

reaje vivo-seguro sty sélo st

Una gr'xﬂcn mm‘ ada simctxio

de vcrnccq distmtos ocunc que C\’iS c.u
cllos o bicn ambos vértices. no son; '\d qccntcs. kY ﬁdicionalmcntc no cxlstcn
bucles. Uua dc las aphcmloncs mmcdiatab -de este: modclo consistc cn cl
cstudio do calcndarimcioncs dc ‘sistcmas - (Hstribuldos SD Una-

alcndauzqcion de an' SD consisto dc una sccucncia de 1ondas (subconjuntos

dc unidades con.puhc.on'xlcn no ac.vaccn{cs) qgue chcn pcrmtso de usar las

lincas dc comunicacion en (.bC momcuto. '

94



Conclusiones

La implicacion tedrica que ticnen los marcajes vivos-scguros respecto a
las oalcndm‘lmcioncs tiene que ver directamente con la obtencton de rondas
tales quc no (‘xis a inicx bloquco ni, espera infinita (((x('tor s_ambos

x(‘iacionados con‘el funcionamicnto conccto ) hm pxoplcdndu. dcs.c'xblcq cn

una calenda

dc menor

Fmalmcntc 'cl pxoblcm'L dc calculax ‘el
poslblcs p']m una ]\]Gu cs cstudhdo la solucion

l)ﬂ’l

resultado es. (— pc( l). quc ©s i;:,uql al l(.bllll'ldd dc R 'P Stcu'llﬂey

respecto al numcxo le

de mar cqjcs \'iv '

complcjid'xd par '

postcrlormcntc a’ su cstado or gmal

L 'scguuda dixcccion se 1cflcr
calcular -l total de’ malcaics wvos scgmos '110'\117{11)1(:"
también vivo scgmo.. g

dc otxo m‘]r(‘ajc
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