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Introduccion

La construccion de Intervalos de Confianza es un tema ampliamente discutido en la literatura
estadistica tanto pot su interés tedrico como por su trascendencia a través del uso de la estadistica como
herramienta de trabajo en otras disciplinas. Los Intervalos de Confianza al igual que las Pruebas de
Hipotesis son herramientas que frecuentemente son utilizadas por los usuarios de la estadistica; sin
embargo, cuando es posible representar una prueba de hipotesis como un intervalo de confianza existe
normalmente una ganancia adicional en la interpretacion del resultado. Por ejemplo: suponga que se desea
saber si no hay diferencia significativa entre dos proporciones po y p1. Entonces, sea la hipétesis nula, Hy:

po=p1. Los resultados que se obtienen a un nivel de contianza del 95% podrian haber sido, por ejemplo:
i P [-0.6 s po-ps = 0.8]=0.95
ii.  P[-0.015pyp;s0.03]=095
iii. P [-0.001 s pp-py s 0.9]:0.95
iv. P [0.84 s py-p; s 0.86]=0.95
V. P [0.02 5 po-p: = 0.8])=0.95

vi. P [0.02 s py-p; = 0.04]=0.95

En los primeros tres ejemplos la hipdtesis nula no se rechaza, en tanto que, en los tres Gltimos
ejemplos Hy es rechazada. En principio, las anteriores conclusiones son las que ofreceria una prueba de
hipdtesis. En cambio vistos como intervalos de confianza, se puede observar, por ejemplo: que el intervalo
de confianza construido es demasiado “grande™ y quizas sea necesario obtener mds informacion sobre este

experimento (ejemplo i), o que ain cuando no se rechaza la hipstesis nula, esta decisién no se ve muy
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respaldada (ejemplo iii) ya que a un nivel de ~onfianza ligeramente menor, ésta pedria ser rechazada, o que
la diferencia entre ambas proporciones es lo suficientemente grande como para rechazar la hipétesis nula

incluso para mayores niveles de confianza (ejemplo iv), etc..

En la literatura que trata sobre intervalos de confianza se encuentran avances importantes para la
obtencion de mejores aproximaciones a los resultados exactos, muchas veces apoyados por cémputo
intensivo.  Atn con todo este desarrollo, la mayoria sigue utilizando la regla de: la media mas menos 2
desviaciones estindar, esto es, construir los intervalos de confianza a partir de la técnica estdindar, sin mds
reparo en los supuestos que se deben cumplir para utilizarla correctamente. Esta poca observancia en el
cumplimienio de supuestos’, en ocasiones puede llevar a resultados inconsistentes tales como construir

intervalos de confianza conteniendo elementos que son imposibles para el parimetro de interés.

Este trabajo es una revision bibliogrifica de algunas técnicas para construir intervalos de confianza
con y sin pardmetros de ruido, sin embargo tiene algunos aportes como por ejemplo: un criterio para
decidir sobre la presencia significativa del efecto de la curtosis en la funcion de verosiinlitud en su
aproximacion a una funcién normal en el estudio de Sprott (1980) y, uni modificacion de una técnica

propuesta por Diciccio y Efron (1992) denominada ABC,.

Las técnicas que se pretenden resumir aqui fueron desarrolladas por Sprott (1973, 1980, 1982),
Diciccio y Efron (1992) y Etron (1993). Estas técnicas, que tienen bases no triviales para aqu.ella persona
que no este muy relacionada con el tema, tienen por otro lado, una metodologia directa y dan resultagos
cercanos a los exactos con solamente unas cuantas operaciones adicionales, comparindolas con las

requeridas por la técnica estdndar.

La distribucién que se sigus en la presentacion es la siguiente:

Como ese del tamaiio de muestra grande, ya que no hay un criterio absaluto que diga cudndo la nuestra es grande. De ahi que la teoria de
mucstras grandes no indigue con precision cuando la funcidn de verosimilitud tiende a la de uns funcidn normal, la cual es la base de la
técnica estdndar para construir intervalos de confianza.
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En el primer capitulo se da un panorama general de las regiones de confianza; para entonces inducir
el concepto de intervalos de confianza. También se muestran algunos criterios de optimalidad para la
cleccion de los intervalos de confianza y se definen la cantidad pivotal exacta y la asintdtica para la

construccion de los intervalos.

En el segundo capitulo se muestra la relacion que hace Sportt (1973, 1980, 1982) de las
transformaciones en la verosimilitud a la normalidad y la aprorimacidn resultante en la construccion de los
intervalos de confianza obtenidos de la técnica estindar pero aplicada a los parimetros transformados. En
este andlisis, las transformaciones tienen como premisa eliminar la asimetria de la funcién de verosimilitud,
st es que existe. DespLss, se expone y se propone un criterio para interpretar la funcion de verosimilitud en
caso de que tenga problemas debido a su curtosis en su aproximacion a la normal. Mas adelante, se tratan
de explicar otras metodologias recientes propuestas por Diciccio y Efron en 1992, para construir intervales
de confianza para la tamilia exponencial y se da una sugerencia para mejorar el funcionamiento de la téenica
denominada por ellos ABC,; ademis se muestran unos ejemplos nimericos. Se¢ comenta que, de acuerdo a
la teoria de Diciccio y Efron (1992), estas aproximaciones son mejores que la de los intervalos de contianza
estdndar, pues sus cilculos tienen un orden de error respecto al cuantil exacto de O(n'') mientras que el de

, o , a2
los intervalos de contianza estindar es de O(n"?).

El tercer capitulo trata sobre la construccidn de intervalos de confianza en presencia de pardmetros
de ruido. Ahi se describen, algunos resultados del trabajo de Sprott (1980) asi como una extension a lo
que €l desarrolld para el caso uniparamétrico. Esta generalizacion, parte de calcular la funcién de
verosimilitud pero maximizada en los pardmetros de ruido para algin valor dado del pardmetro de interés.
Mis adelante, se intentan mostrar algunos resultados del trabajo de Efron (1993) para construir intervalos
de confianza (también conccidos como intervalos de mixima probabilidad a posteriori) en presencia de

parimetros de ruido para la familia exponencial desde un punto de vista bayesiano.



En un anexo, se presenta un algoritmo para la construccion de intervalos de confianza siguiendo las
‘recomendaciones de Sprott e incluyendo una propuesta de criterio sobre la curtosis de la funcién de

verosimilitud.



Capitulo 1

Generalidades en la construccion de Intervalos de Confianza

Un problema importante en la inferencia estadistica uniparamétrica es el que sigue: suponga que
algunas caracteristicas de los elementos de una poblacion pueden ser representados por medio de una
variable aleatoria X, cuya densidad es f(x;0) y la forma de la densidad se supone conocida excepto por
algin pardmetro desconocido' 0; ademds suponga que se puede obtener los valores Xy, X3, ..y X, de una
muestra aleatoria X, Xy, ..., Xo. Entonces, de los valores de la muestra observada x,, X, ..., X, se desea

estimar el parimetro dzsconocido 0 & alguna funcion de él, por gjemplo ©(8). A lo anterior se conoce

como estimacion y ésta puede ser de dos formas: “Estimacion Punwal” y “Estimacion por Intervalos”,

En la estimacion puntual se busca obtener un estimador del parimetro de interés, en base a una
estadistica’, asi pues, a cada muestr: que se tome se obtendréin diferentes valores del parimetro estimado.
Por lo tanto, aun cuando se obtiene una estimacion del valor del pardmetro hay que reconocer que éste
puede diferir a cada muestra que se tome, esto es, existe un grado de incertidumbre en el verdadero valor
del parimetro. Asi que resultaria deseable que el estimador fuera acompafiado por alguna medida de
dispersion del posible error’, es decir, en vez de hacer estimaciones del verdadero valor del parimetro seria
mis conveniente hacer estimaciones de que el verdadero valor del parimetro esté contenido dentro de
alglin(os) iu. .ivalo(s), o lo que es lo mismo hacer estimaciones por intervalos de confianza. Existen dos
vertientes en el problema de estimaciones por intervalos: 1.- Construir intervalos de confianza (IC) y; 2.

Determinar que los IC sean “6ptimos” (en algun sentido).

1$i 0 fuera conocida, la funcién de densidad estaria completamente definida y no habria necesidad de hacer inferencias sobre ello.

*Una estadistica es una funcidn de las variables aleatorias observables, la cual es en si misma una variable aleatoria observable que no
contiene pardmetros desconocidos (Mood ct al 1974, p, 226).

*Por cjemplo, un estimador puntual puede ser acompafiada por algin intervalo sobre éste, as{ junto con alguna medida de confianza, el
verdadera valor del pardmetro caerd dentro de tal intervalo,
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En seguida se presenta, en la primera seccién, un panorama general de las regiones de confianza y

entonces se induce el concepto de intervalos de confianza. También, se muestran algunos criterios para la
eleccion de IC dptimos. Después, en la segunda seccién se definen las cantidades pivotales exactas y
asintdticas para la construccion de intervalos de contianza. En esta seccion se da una muy breve semblanza
acerca de las cantidades pivotaler. Si el interés es mayusculo en este tépico se recomienda revisar como
una primera lectura la tesis de Gongora (1988) capitulos 1 y 2, en donde hace una presentacion de fas

cantidades pivotales, sus variantes y alcances asi como tarabién de sus limitaciones.

1.1 Algunos coiceptos de las Regiones de Confianza

En seguida se definen algunos conceptos de las regiones de confianza (RC) de acuerdo a la

estadistica clisica o también llamada estadistica frecuentista.

Se define a la RC con nivel +le contianza del 100x(1-c)% o simplemente nivel de confianza del (1-
«), denotada por Co(X;, Xs, ..., X,), como la region aleatoria del espacio paramétrico ©, tal que
P[OEC, (X, Xa, «vy Xp); 0]=1-a0  para cada 6€0 y o€(0, 1), (N
donde (X, X3, ..., X»)"! es un vector aleatorio. La ecuacidn (1) significa que Co(X), X3, ..., X,) contendrd
al verdadero valor de 6 en un 100x(1-a)% de las veces en un esquema de muestreo aleatorio™; a pesar de

que en la préctica la idea de muestreo repetido puede ser hipotética.

Para determinar de mejor manera al parimetro 8 es ventajoso considerar a la familia de RC

{c.x)}, @)

X, X2, Xa) también se denotard por X, cuya funciéu de densidad conjunta serd denotada como ¢ ( x .0 )« ll f{x,:0) ademds,
(X1, X2, ..., Xn)=X serd el vector observal: de X.

% En el resto de este trabajo cuando se mencione que se hace un muestrea, éste se supondrd que serd aleatorio.
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que se construyen variando el nivel de confianza 1-o en el intervalo (0, 1). La ecuacion (2) debe gozar de
una propiedad conocida como anidamiento, 1a cual se define asi:
Si a;, a; €(0,1) y o> a;, entonces las correspondientes RC deben cumplir

C, (X)cc,,(X), 3)

lo que significa en palabras que, corresponderd a un mayor nivel de confianza (1-a;<1-a2) una regién mis
grande y; ademads, deberi contener a la construida con los mismos datos pero de menor nivel de confianza.
Ahora bien, si 5e generan todos los elementos de (2), es decir, se calcula para cada a€(0, 1) las respectivas
RC, entonces lo qus se obtiene es la llamada distribucion de confianza o también conocida como
distribucion confidencial del parimetro 0, la cual consiste en una sucesion infinita de RC en la que por la

propiedad de anidamiento, cada una estd incluida en la anterior conforme el valor de « decrece de 1 a 0.

Una acotacion sobre las RC es que en caso de que los datos x sean consistentes con valores
parametrales adyacentes (funciones unimodales), se puede sintetizar dicha informacién en un sélo IC: pero,
si sucede que los datos x son consistentes con valores parametrales no contiguos (funciones poiimodales),
el compendio de la informacién muestral se hace a través de una RC consistente con la union de intervalos

de confianza ajenos.

Comunmente se utilizan las I'amadas RC basadas en verosimilitud, Esto congiste en que todos los

valores parametrales en C,(X) tengan mayor verosimilitud que aquellos fuera de Cy(X).

Existen diversas formas de construir las RC por lo que es necesario elegir aquellas con "mejores”

propiedades. Se presentan dos criterios para la eleccion de las RC dptimas.

1.- Se dice que una RC de nivel de confianza del 100x(1-a)% para 8 es insesgada si
P[O'EC,(X), X2 vy Xp); B]s1-0t V 0'#6€0 y o€l0,1),
esto es, serd menor o igual el nivel de confianza de la region Cy(X) de incluir a un valor parametral

equivocado 6’ que aquella confianza de contener al verdadero valor del pardmetro 6.
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2.- Sean CL(X) y C2(X) dos RC distintas sobre ¢l parimetro de interés 8 y sea a algin valor
entre 0y 1, entonces se dice que C!(X) es preferible a C2(X) si
P'eCi(X) ;0] sPO'EC(X);0] V 0'#0€0 y oE(0, 1), (4)
esto es, el nivel de confianza de incluir un valor equivocado 8’ en C!(X) es probabilisticamente menor o

igual a que se encuentre en C? ()_(_)

Ahora bien, en referencia a las funciones unimodales comentadas antes, esto es, las situaciones
donde es posible resumir la informacién muestral sobre el pardmetro escalar 8 en un solo 1C, es factible
determinar a las RC de la siguiente manera: se define al IC de dos colas para el parimetro 0 de nivel de
confianza 1-a, denotado por [k;(x), h2(x)], como el intervalo aleatorio del espacio parametral © tal que

Ph(x)=0= hy(x);8]=1-a paracada €0 y ao€(0,1), &)
es decir, el intervalo [h(x), ha(x)] contiene al verdadero valor del parimetro 6 en un 100x(1-t)% de las
veees que se tomen muestras de tamaiio n de la misma poblacion. A las estadisticas hy y h; se les conoce

como limite de confianza inferior (LCI) y limite de confianza superior(LCS), respectivamente.

También existen otras variantes de los IC los cuales solamente estdn acotados por uno de sus lados

0 colas®,

Se define al IC de cola a la izquierda para el parimetro 8 de nivel de confianza 1-a, por (-, ha(x)],
como el intervalo de © tal que
P[0 hy(x); 0]=1-c; para cada 0€0 y ou€(0, 1). 6)
La ecuacidn “<) tiene una interpretacion semejante a la (5) pero ahora para el intervalo (-0, ha(x)]. A hx(x)

se le llama limite de confianza superior, como antes.

Igualmente, se define el IC de cola a la derecha para el pardmetro 6 de nivel de confianza 1-a, por

[hi(x), ), como el intervalo de © tal que

%LZs10s pueden verse como casos particulares del 1C acotado por amlvs colas. De igual manera, este Gllimo puede obtenerse como un caso
particular de los IC acotados por una sola cola.
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P [hy(x) = 6;6]=1-o; paracada SO y o,E(0, 1), @)
lo cual expresa que [hy(x), ®) contienc al verdadero valor de 8 en un 100x(1-0,)% de las veces en un

esquema de muestreo repetido, donde h;{x) es el LCI.

Ahora bien, es posible clasificar a los IC de dos colas en centrales y no centrales. Para aclarar este
concepto suponga que la distribucion muestral en que los 1C estdn basados es simétrica y, tomando iguales
desviaciones de la media los niveles de confianza obtenidos en (6) y (7) son iguales. En general. lo anterior
no se puede aceptar con iguales desviaciones (por la posible asimetria de la distribucién), i.e., si I
distribucion no es simétrica y se toman a ambos lados de la media iguales desviaciones no se cumple que
los respectivos niveles de confianza en (6) y (7) sean iguales. Luego, si a=a, se dice que los IC son los IC
centrales, en cuyo caso se tizne

Plha(x)<6]= P[0<h(x) ]=%,
en caso contrario se dice que los IC son IC no centrales. Debe observarse que centralidad de los intervalos
de confianza de dos colas no signitica que los limites de confianza sean equidistantes de la media estimada,

a menos que la distribucion muestral sea simétrica.

1.2 Construccion de Intervalos de Confianza mediante cantidades pivotales

Existen diversos métodos que construyen regiones de confianza en el caso uniparamétrico, los
cuales estdn vasados en las cantidades pivotales. En las siguientes secciones se revisan algunas técnicas

para la construccion de los IC basados precisamente en las cantidades pivotales.

Las cantidades pivotales se pueden dividir en: cantidades pivotales exactas y cantidades pivotales

asintéticas. Las cantidades pivotales exactas son cantidades aleatorias que dependen de la muestra X, ...,
X, y del pardmetro 8 y que cuenwan con la particularidad de tener una distribucién Wnica, i.e., independiente

.

del pardmetro 6. Las cantidades pivotales asintoticas expresan que al hacer crecer el tamafio de la muestra

PYRNN - -
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su funcion de distribucion, con parimetro 8, tiende en el limite a una funcidn de distribucion independiente

de dicho pardmetro. En seguida se definen formalmente estas cantidades.

Se define la cantidad pivotal exacta U=U(X;0) como una funcién de la muestra X y del pardmetro 6
con distribucién Fo(u) independiente del pardmetro 9
P{U(X;08)=u]=Fo(u) V 6€0,

es decir, 1a funcion de distribucidn se mantiene constante para toda 0€0.

Dado que ‘a funcién de distribucion de U, Fq(u), es independiente de 8 entonces, ninguno de sus
momentos dependen de este pardmetro. En el siguiente ejemplo se muestran: la forma de la funcién de
distribucion y los dos primeros uiomentos (la media y la varianza) de Fy(u) los cuales son cantidadss fijas e

independientes del pardmetro 6,

Ejemplo 1.1 Sean X, ..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.)
normales con media p=0 y varianza unitaria, N(u, 1). El estimador de la media pues X = -}in el cual se
distribuye como una N(u,]/n). Asi que, para este caso una cantidad pivotal exacta es
U= w/—l;( X-q ),
la caal tan solo depende de la muestra X y del parimetro u. Su funcion de distribucion es entonces
P[ u( _)_(_;pl)su]=l’[\/;(;(—u)su]=F0 (u),

donde Fo(u) es una N(0,1) para cualquier valor de n€R.

Para el caso de las cantidades pivotales asintdticas. Se define la cantidad pivotal asintdtica
U,=U(X;;8) como una funcién del pardmetro y de la muestra, cuando el tamaiio de ésta crece al infinito y la

distribucién Fg(u) en el limite es independiente del pardms‘ro 6, esto es

P[U(Xn;e)su]—»Fo(u) cuando n—> o,
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En algunos casos es posible encontrar fuciones de distribucidn do las cantidades pivotales
asintdticas con sus dos primeros momentos exactos, 4.2,, Independientes dol parimetro 0; en otros casos

solamente son exactos asintdticamente. En el sigulente efemplo s¢ construye una cantidad pivotal

asintdtica.

Ejemplo 1.2 Sean X,, ..., X, variables aleatorlas Lid, con media y varianza comunes pu=8 y 1,

respectivamente, Del teorema central del limite se tiene que la cantidad
U, -‘/—n( X -p:\)
tiene como funcion de distribucion lfmite a
P[ U(z_(" ;O)Stl]—-(b( u),

donde ®(u) denota la distribucion normal estindar, N(0, 1). Asi que la cantidad pivotal asintética, U,

tiene como distribucidn limite a la distribucidn normal estindar.

La téenica estindar para la construceidn de intervalos de confianza toma como base la cantidad
pivotal de este ejemplo. La construccion de los IC de dos colas con nivel de confianza 1-a con la técnica

estindar se obtiene asi, de (5) y la cantidad pivotal anterior:

+ . . -
P[h,su(gn;o)shzluq%hz)-q%h,)=1-q
luego se pivotea, esto es, se despeja el pardmetro 8 de la desigualdad probabilistica construida sobre la
cantidad pivotal U, con su propia distribucion

P[h, s8sh; |=d(h, )-a(h,; )=1-a

1]

donde h; =U"! ()_( R thy ) yh; =U -t (_)5 o h3 ), h; y hy son los LCI y LCS, respectivamente nara 0.

Dado que el supuesto primordial de esta técnica es: “conforme el tamafio de la muestra aumente la
funcion de distribucién tenderd a la de una normal estindar” entonces, el problema de esta técnica radica en
que en la prictica no existe una cota minima para decidir cuando una muestra es grande como para suponer
que su funcién se aproxime a la de una normal, esto es, en ocasiones una muestra de 40 datos serd

suficiente para suponer que la distribucién de U, serd aproximadamente una normal y; en ocasiones una
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muestra de 1000 no precisa que la distribucion de la cantidad pivotal mencionada en el ejemplo 1.2 tienda a

la de una normal.

En el siguiente capitulo se pretende profundizar un poco mds en este problema exhibiendo otras

técnicas para construir los IC y, compardndolos con la técnica estindar por medio de ejemplos.
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Capitualo 2

Algunas aproximaciones para construir Intervalos de Confianza

El concepto de funciones de verosimilitud normales esta muy relacionado con las distribuciones
asintéticas normales de la Teorfa de Muestras Grandes (TMG). En este sentido, Sprott y Kalbtleish (1969)
exponen que el utilizar estimadores puntuales y varianzas de acuerdo a aproximaciones normales de
muestras grandes puede llevar a resultados inconsistentes, cuando la funcion de verosimilitud (FV) es mis
bien no-normal. Asi que, un primer paso y antes de aplicar la TMG, Sprott {(1973) recomienda: analizar la
forma de la FV para ver su cercania con la de una funcién normal; si la semejanza es “buena™ entonces
utilizar la TMG sin mayor reflexion; en caso contrario, la propuesta es hacer una reparametrizacion, tal que
la funcidn de verosimilitud resultant : sea aproximadamente normal. Siguiendo estas ideas, anos después
Sprott (1980) revisa el efecto que tiene la curtosis de la FV en su aproximacion a la normalidad.

En lo que sigue se presenta la relacién entre: las transformaciones en la vercsimilitud a la

normalidad y la aproximacion resultante de la construccion de los IC obtenidos de la TMG aplicado a los
parimetros transformados (Sprott, 1973). En este andlisis, las transtormaciones tienen como premisa
eliminar la asimetria de la funcion de verosimilitud. Después de esta presentacidn, se muestra un estudio y
se da un criterio para la FV en caso de que tenga problemas de curtosis en su aproximacién a la

normalidad.

Mis adelante, se presenta otra metodologia propuesta por Diciccio y. Efron en 1992 para construir

los IC. Ellos comentan que ésta es una mejor aproximacion que la de los IC estindar, pues, sus cdlculos

tienen un orden de error respecto al cuantil exacto de O(n™') mientras que el del IC estindar =s de o(n'"3).
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Las ideas de Diciccio y Efron toman como base la expansién de Cornish-Fisher y el remuestreo

(bootstrap) y a diferencia de Sprott, para ellos es importante el tamafo de la muestra.

2.1 Transformaciones que aproximan las funciones de verosimilitud a la normalidad

Suponga que la funcidn de densidad de las observaciones i.i.d. es f(x; 0)=t(xi, X2, ..., Xn; 0)=

n
[1t(x, ;0) y que f satistace 'as condiciones usuales de regularidad, las cuales entre otras cosas permtiten

=]

intercambiar el orden de integracién y diferenciacién. Se define la funcién de verosimilitud relativa de 9,
(FVR), como

R(8;x) = f(x:0)/5up {(x;0)
= 1(x,0)/i(x;8),

donde 0 es el estimador miximo serosimil de 0 (EMV). Si se observan muestras de tamafio n, lo que se
tiene es una familia de las posibles FVR; de la cual la FVR observada es la calculada con el valor observado
X; y ésta es tan sélo un elemento de dicha familia. De aqui que la atencion se fije en la familia completa de
posibles FVR, en vez de tan solc el miembro que fue observado, x. Esto es porque se estard relacionando
la funcion de verosimilitud a los 1C, los cuales involucran la familia de verosimilitudes y no tnicamente a la
observada. Notese, ademds, que la FVR c¢s simplemente una estandarizacion de la FV, por lo que
indistinta:. cnte se hard referencia a las caracteristicas de la FV o de la FVR entendiéndose que expresan lo

mismo para ambas.

Ahora bien, las bases para eliminar la asimetria de la FV y corregir el efecto de la curtosis, vienen al
desarrollar el logR(8;x) en serie de Taylor alrededor de §

3 . . 3t .
30 logl}(e,g_) . L(B _d) d logl§(9,§) e
a6° 24 06"

»

logR(8;x) = -%(e -0), + %(e -6)

(1
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donde log es el logaritmo natural, af/ 36 = af/ 06| 0.5 € loes la informacién observada de Fisher

I, = - 8logR(6; x)/967 ; )

ademds, se supone que el denominador esta acotado y R converge ripidamente.

Si la funcién de verosimilitud que se tiene es una funcion normal o casi normal, los momentos de
tercer orden en adelante estardn cercanos a cero, esto es, la funcién de verosimilitud se encontrard en la
familia de verosimilitudes normales si, al expandir el logR(8;x) en serie de Taylor la contribucién del
término cbico (la asimetria), el ténmino de cuarto orden (la curtosis) y los mayores son despreciables en tal

expansion’

R, (0;%) = exp[— 10 - 6)210]. )

En ocasiones?, es mds conveniente utilizar E{logR(8;X)} que logR(6;x). Bajo condiciones de
ripida convergencia se tiene la expansion de E{logR(0;X)} en serie de Taylor alrededor de 0=0,

logR(0;X )

4
0

4

()"'OSR(O;ES) 1 0 . 04
+=(0-0, )" E{—
24( 0)

E{IogR(0:)} =-~(0-04 ) I (0, )+=(0-05 )" E :

1 1
- - TR
2 6 00,

donde Ig(8) denota la informacidn esperada de Fisher y se calcula como
1(05) = ~E{"logR(8; X)/06,’ }. (5)

En caso de ¢ = no haya confusion se denotard 1;:(8,)=1.

Como una primera aproximacion a las verosimilitudes normales, se intenta corregir la asimetria de
la FV y la idea de Sprott es reparametrizar esta funcidn, para esto, se tomara en cuenta hasta el término de

orden tres de la expansion de logR, suponiendo los términos de mayor orden nulos; entonces de (1) y (2)

’

'Una demostracion sobre la aseverzcion de que los términos de tercer y cuarto orden son medidas de la asimetria y la curtosis,
respectivamente, se prescnta al final del capitulo en el apéndice 2.A.

2Aunque ¢l uso de valores observados puede tener algin beneficio en un caso numérico dado, puesto que utilizando la verosimilitud se
reflejan los datos obtenidos; ei usa de valores esperados, frecuentemente resulta méds conveniente ya que las fdrmulas resultantes pueden
scr calculadas una vez y utilizadas para cualquicr situacion; ademas, los intervalos de confianza resullantes estin mds préximos a los
exactos. (Sprott, 1980).
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(8-8) 0% logR(0;x) [ a6°
3 I

logR (8;x )m-3(0-8)% g | 1-

El segundo término dentro de los corchetes es una medida de la desviacién de la aproximacion normal, (3),
en cuanto a asimetria; si ésta es cero entonces se obtiene (3). Denote a la correspondiente medida
estandarizada de asimetria por

a? logR(Q;g)/aé3

|Fo |- > n (6)
0

De igual manera, se sigue de (4) y (5), para las expresiones con valores esperados,

{0 logR(0:X)/ 00} }
|Fp (0)]= y : 7
g (9)

Se utilizari F3(0)=F; par. representar Fy & F(0) en caso de que no exista contusion. Luego si se
hace una reparametrizacion ¢=g(0), entonces Fi(¢) se puede calcular asi®

3d%¢/dd?

|Fs (0)|=|F5 (0)+ 8)

(do/d0)" |
donde I'seri Iy 6 I;; dependiendo si es Fy o Fi(8). La idea de (8) es examinar transformaciones que puedan
eliminar -0 al menos reducit- el efecto de la asimetria de la FV, ie., hacer [Fy(¢)|=0; entonces. ahora el
problema tan sélo radica en encontrar una ¢=g(0) que lo haga. Afortunadamente, este problema fue
resuelto por Anscombe (1964) quien obtuvo una funcion ¢, tal que F3(¢)=0

3 3
9 log R(e)/ae_del_

d¢/de=CCXP i’faz lOgR(e)/(‘)ez J

Un problema de este resultado es que en la préctica, a veces, existen dificultades para calcular ¢. Esto se

ilustra adelanwe con el pardmetro 8=o de la distribucion lognormal.

*Una demostracion de la ecuacidn (8) se prese .:a cn el apéndice 2.B.



et

el

bt

Cap 2. Algunas aproximaciones para construir Intervalos de Confianza 13

A continuacién se presenta un ejemplo relacionado con ¢l ejemplo 2.3 de Sprott y Kalbfleish

(1969).

Ejemplo 2.1 Suponga que se observa una muestra con n=2 cuya familia de densidades es una exponencial,
i.e., £(x,h)=xexp(~Ax) ysean los datos de dicha muestra x=(0.6342, 1.2419). Entonces, utilizando la
técnica presentada arriba se tiene que
n o
L(A;x) = exp{—)\.z X, +nlog X} =5 logL(?x; {) = 1(7»;5) = —kz x, +nlogh,
te 1=l
donde L(\;x) denota la funcion de verosimilitud de A para una muestra dade, x. Al calcular la primera

derivada del logaritmo de la funcion de verosimilitud con respecto a A

Al(Asx)/an = -2 X, +n/\,

e igualando a cero el resultado anterior, se obtiene el estimador mdximo verosimil de

)Aw-l/; donde §=2xl/n;

calculando la segunda y tercera derivada de logL con respecto a &
SN x)/ON = ~n/N y,  I(Asx)/oN = 2n/3},
ya que o™ logR(0;x)/90™ = a"1(6;x)/aB™, para m=1, 2, 3, .... Elcdlculode |F, (%)|=]2/n*" | indica
que, cuando sea n=2 la asimetria serd importante en la FV; asi que serd necesario reparametrizar (segun las
recomen'"ciones de Sprott). Para encontrar la transformacion que elimine la asimetria de la FV se sigue
del resultado de Anscombe (1964)
o’ logR(Msx)/oN  2n/K 2

X
9% log R(A; x)/aA ) /N A

y por tanto

3’ log R(xi)i)/ax’
9% log R(A; x)/oN?

=g (1) = cexplif dil = cexp{-Zlogh} = A",

donde ¢'=g'(*) es la primera derivada de g(*). Por tanto, resolviendo esta diferencial se llega a la

vy 1 . .
transformacion g( A ) = 3cAY? 'y, tomando por conveniencia c=3
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¢=g(M)=r"",

Abhora bien, para verificar la correccion que hizo esta transformacidn a la asimetria de la FV, de (8)

2
0] -~ ] 0

es decir, si se utiliza esta transformacion en la serie de Taylor de la FVR el término de orden cibico serd

nulo.

Para aclarar estas ideas observe, en las siguientes tablas, el contraste en el comportamiento de la

FVR, alrededor de la estimada MV y su transformada.

R(h;x) | 0.0243 | 0.8211 | 0.9600 1 0.9694 | 0.8934 | 0.5759

A 0.066 | 0.666 | 0.866 1.266 1.466 | 2.066

Tabla 1. Forma del FVR alrededor del MV para ¢l caso exponencial.

R(¢;x) | 0.1163 | 0.4595 { 0.9173 1 0.9177 [ 0.4753 ( 0.1158

¢ 0.5215 | 0.7215 | 0.9215 [1. 1.125 | 1.3215| 1.5125

Tabla 2. Forma del FVR alrededor de la transformada del MV para el caso exponencial.

Notese, en la tabla 1, que al alejarse la misma distancia del mdximo verosimil se obtienen muy
diferentes vernsimilitudes (estandarizadas), esto indica que seria muy dificil suponer normalidad en la forma
de FV, pero quizi, uno podria suponer que €l tamafio de la muestra es la causa del problema; en este caso,
obsérvese, en la tabla 2, que -con el mismo tamafio de muestra- se presenta un comportamiento mds
simétrico alrededor de su mdximo verosimil estandarizado, i.e., bajo esta transformacién la funcion de

verosimilitud tiende mds a una funcién normal. Lo anterior se ilustra en la siguiente gréfica.
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R(¢) R(M)

——
[ -

Grifica 1. Formas de la FVR para A y ¢ (caso exponencial) con n=2,

Obsérvese como R(¢) se distingue por un comportamiento semejante a la de una funcién normal,

i s

en tanto que la R(A) se caracteriza por ser mds bien una funcion asimétrica.

A continuacion otro ejemplo, esta vez de una gamma (con r=0.08, conocida).

Cjemplo 2.2  Suponga que se tiene una muestra ii.d. de 40 datos (n=40) de una gamma,

£(x;h, )= N'x""" exp(~Ax)/I'(r), que arrojé una suma de 250. Para construir un IC para A, se sigue de la

técnica de Sorott:

al(?\;g,r)/(?k = —2 x, + nr/A,

tu

igualando a cero la derivada anterior, se obtiene el estimador maximo verosimil de A

):nr/Q donde ;=2xi/n;

calculando la segunda y tercera derivada de logL con respecto a A

(x,r)/ant = -nr/A y,  3*l(hix,r)/ON =2nr/N .
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Al calcular |Fy (M)]=|2/(nr)"? |, se observa que la asimetria de la funcién no es pequefia para

r=0.08 y n=40. Por lo tanto, una reparametrizacion como la propuesta por Anscombe (1964) ayudaria a

climinar el efecto de la asimetria en la FV. La transformacién de Anscombe (1964) para este caso serfa

9* log R(A; x, 1)/oN’ _2n/A 2

a* logR(Mx.0)/oN  -ni/A? A

y, por tanto

| 20 log DA x, £ )/aN}
*J 92 IogR()\.;_yg_,r)/()).z

¢'=g (}‘) = cexp{ d?\.} = cexp{—%log )»} = cA3,

. [ n v IS 1 ’
Resolviendo la diferencial se llega a la transformacion g( A ) = 3 3y tomando ¢=3

g=g(M)=A'",

Para verificar la correccién que hizo esta transformacion a la asimetria de la FV, de (8)

24 =513
2 $A

|F3(¢1 = (nr)”: - _;_(nr)m}\-sul =0

Asi que, si se utiliza esta transformaciin en la serie de Taylor de la FVR el término de orden cubico

desaparece.

Nétese, como el supuesto de conocer o no a r, no intluyd para obtener la transtormacion del
pardmetro de interés, A; esto en general no se cumple. También, obsérvese que al comparar esta
transformacién y la del ejemplo anterior, jambas resultaron iguales!; hecho que no necesariamente se
cumple para *~da funcion de verosimilitud, Por ejemplo, el parimetro 6=a de la distribucion lognormal

[no2 - 32 (log X, )2 ]”3

tiene como transformacion (de Anscombe 1964) a: ¢ = Cfr vE do.
o

Haciendo un andlisis semejante al del ejercicio anterior, observe el contraste en la forma de la FVR,
alrededor del estimador MV y mara su transformada cuando el tamafio de muestra es “relativamente

grande”.
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R(Ax.r) | 0.4294 0.8539 | 0.9652 | 1.0000 | 0.9716 | 0.8987 | 0.6893

A 0.0056 0.0092 | 0.0110 0.0146 | 0.0164 |{0.0200
Tabla 3. Forma del FVR alrededor del MV para ¢l caso gamma.

R(d:x.r) | 0.2268 0.5167 | 0.8482 | 1.0000 | 0.8482 | 0.5178 |0.2279

¢ 0.1589 0.1839 | 0.2089 0.2539 | 0.2839 {0.3089

Tabla 4. Forma del FVR alrededor de la transformada del MV para el caso gamma.

17

Nétese que la aproximacion a una funcién simétrica en la tabla 4 es mejor que aquella donde no se

hizo ninguna reparametrizacién (tabla 3); esto a pesar del tamafio de la muestra que ya no es pequefa. Se

presenta abajo la confianza real de encontrar al pardmetro A dentro de los LC construidos con las técnicas

estdndar y de Sprott,

Exacto 0.68 { 0.75 | 0.90 | 0.95 0.99
Estinder § 0.710 [ 0.790 [ 0.930 | 0.954* [ 0.980*
Sprott | 0,669 | 0.740 | 0.895] 0.947 | 0.990

Tabla 5. Comparacién de los niveles de conlianza real de los IC estindar y de Sprott de dos colas, con «= 0.16, 0.125, 0.05,

Los espacios de Ia tabla 5 marcados con

0.025 y 0.005

(XS 224

indican que el IC construido para A (>0) toma valores

fuera de su rango, por lo que se tomé al cero como su LCI. En este ejemplo, los limites de confianza

inferior ¢ ulados con el téenice estdndar fueron negativos a niveles de confianza del 0.95 y 0.99 (-0.0012

y -0.0056, respectivamente), i.e., en un muestreo aleatorio, de 100 muestras de tamaio n=40 en 95 (99) de

ellas A se encontrard dentro dél intervalo [-0.0012, 0.0268 ] ([-0.0056, 0.0212]), este resultado da un IC no

Sptimo, en el sentido que puede existir otro IC con el mismo nivel de confianza pero de menor longitud: (0,

0.268 ] ((0, 0.0312 ]), esto es porque la probabilidad de encontrar una muestra con As0 es nula. Ahora

bien, obsérvese que las construcciones de los IC calculados con la técnica de Sprott (1973) resultan en una

mejor aproximacién a los iC exactos. Por ejemplo, las aproximaciones que se obtienen con ambas técnicas

a un nivel de confianza de 0.68, difieren de las exactas en: 0.031 para el caso estindar y 0.011 para la
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técnica de Sprott; a un nivel de confianza de 0.75 la diferencia del IC exacto con respecto a la estindar es
aiin mayor: 0.04, en tanto que para la técnica de Sprott es de 0.01. Para las demds aproximaciones, las

construcciones de los IC con la técnica de Sprott resultaron bastante cercanas a las exactas.

Sprott comenta que la transformacion de Anscombe ¢=g(6) produce normalidad o casi normalidad

para la familia de verosimilitudes si el estimador del pardmetro no toma los valores extremos en su rango,

0
por e¢jemplo: para el caso binomial, cuya transfornincion es ¢=f m—“")]—,, existen problemas de

aproximacién a una verosimilitud normal cuando =0 6 1. Aunque lo anterior no se puede generalizar
para toda transtormacion (obtenida siguiendo el resultado de Anscombe) es recomendable al momento de
calcularla, analizar si no se tienen problemas cuando 8 tome valores extremos. En estos casos, serd mejor
proponer otras transformaciones -quizds, por medio de ensayo y error- que, disminuyan el efecto de

. A . ..
asimetria y no tenga problemas para tales valores de 0 o proponer alguna modificacion de Ia

transtormacion en los puntos de discontinuidad.

Hasta el momento se ha expuesto una metodologia para reducir la asimetria de la FVR mediante
una reparametrizacion, para esto se ha supuesto que los términos de orden mayor al ciibico son pequeiios y
por tanto de poco efecto en la descripeion de la verosimilitud, Habrd veces que suponer lo anterior llevard
a resultados inconsistentes® debido a que la curtosis de esta funcion es muy importante. Si se esta en dicha
situacion Sprott en diversos articulos (1978, 1980 y 1982, por ejemplo) propone: el término cubico de (1)
0 (4) se analiza como antes, i.¢., si éste es importante entonces reparametrizar (o sea, eliminar la asimetria
de la FVR), en caso contrario no hay necesidad de transformar el parimetro; luego, se calcula el término de
cuarto ¢ “Yen para examinar si hay necesidad de aproximar la FVR a una distribucion t de Student. Para

esto, dendtese por

9*log R(8;x)/08"

I

F,(6) =

que, proporciona la principal contribucién de la curtosis a la FV. Ademds, el cuarto momento de la

' -5
expansion de la FVR con resnecto a ¢ se puede calcular asi

*Por cjemplo: valores fuera del rango del pardmetro.

Una demostracién de la igualdad de Fy(¢) se presenta en el apéndice 2.C.
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E() = K@) - 65,05 /6 - 1 [6/6) - 45/0).

donde $=d¢/dB, $=d2¢/db? etc.. Sea wiguala ¢ 6 O dependiendo si hubo reparametrizacién o no.

Entonces, haciendo |Fi(w)|=0, se define m como
|F,(w)| = 6/(m +1), (9a)

o la correspondiente Fr satisfaciendo |Fgqy (@)]=0

|FE(4)(w)I = 6(m + 2)(m + 3)2/[m(m +1)(m + 5 m + 7)] (9b)

vfmf(m+1) = t,., (10)

donde v=w(wx)=(w-wl’2. Despejando® a m de (9) se concluye que v sigue una disiribucién’ t de
Student con m grados de libertad (g.l.). Asi que, si Fy(w) esta cerca a cero, Sprott sugiere utilizar (10)
como una t con m g.l., donde m se calcula de (9); ademds, si Fy(w) es pequefio, m serd grande y v serd

aproximadamente una N(0,1). También recomiendna utilizar a m como el nimero entero mds préximo.

Dado que una t con m g.l. es pricticamente una normal si m es 25 6 mis, al tener
,P4(\’D‘)Ie[0231, 3] Ipﬁ(a)( W)IE[S.’/, ]2]
se deduce que seria viable la sugerencia de Sprott de utilizar la t de Student, pero si Fy(w)E(-0.231. 0.231)

O Fru(w)E(-5.7,5.7) se recomienda usar la aproximacion normal.

Ejemplo 2.3 Suponga que en los ejemplos 2.1 y 2.2 se quiere analizar el efecto que provoca la curtosis en
la FVR. Para esto, primero se calcula dicho efecto con los pardmetros y después con sus respectivas
transformaciones.

- Para el caso exponencial: sin reparametrizacién F4(A)=-6/n y para su respectiva transformacion

Fa(¢)=-2/(9n)

®Para calcular 7 en (9b) sc recomicnda utilizar métodos numéricos.

"Sprott (1982).
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- Para la gamma, con r conocida: sin reparametrizacién F4(A)=-6/(nr) y para su transformacién
Fy(¢)=-2/(9nr).
Donde ¢=A'7?; obsérvese que Fy(\) es importante cuando n es 2 para el ejemplo exponencial y 40 para el
caso gamma con r=0.08; por lo que iesultaria errado asumir que su presencia es insignificante para la
aproximacion. Ahora, revisando el efecto en Fy(¢) de las transtormaciones, resulta interesante observar

que en ambos casos ademds de suprimir problemas de asimetria, elimina el efecto de curtosis, de acuerdo al

criterio comentado arriba.

2.2 Transformaciones del cuantil para construir Intervalos de Confianza

En seguida se presentan otras aproximaciones a la construccidn de los IC, las cuales son propuestas
por Diciccio y Efron (1992) y cuya teoria esta basada en la expansion de Cornish-Fisher y el remuestreo.
Aunque esta teoria no es restrictiva, por cuestiones de cdlculo se realiza esta presentacion solo en la familia
exponencial multiparamétrica, la cual es por si sola una familia muy basta. Asi pues, se empieza con un
breviario de la familia exponencial, la expansion de Cornish-Fisher y la notacion utilizada en esta seccion,

para entonces dar paso a las transformaciones propuestas.

Sea X'=(Xi, Xy, ..., Xp) una muestra aleatoria, x'=(X, X3, ..., Xs) la muestra observada y y'=(yy, ...,
yp) el vector estadistico suficiente obtenido de x y cuya familia de posibles funciones de densidad, g.(y),
esta inde .da por un vector de pardmetros p'=(uy, ..., iy). Sea 6=t(u) el pardmetro escalar de interés,
estimado por su EMV 6=t (fi), donde {i es el EMV de p. La funcion t(u) debe tener segundas derivadas

continuas. Se supondri que la familia paramétrica de densidades de y es una familia exponencial con n, €!

vector de pardmetros naturales de dimensidn p; asi que la densidad se puede expresar como

g4(y) = exp[n'_y - wr'n)]- (11)
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El vector de pardmetros de esperanza puwE,(y) indexa a la familia exponencial exactamente igual
que 1 dado que p y 1 estan relacionadas biunivocamente. Se utilizard la notacién g,(y) y E,(y) cuando sea
conveniente, significando g, (v) y E,(v) para el valor de n correspondiente a p. La matriz de covarianza de
¥, cuya dimension es de pxp, se denoiard por V,=V(u). EIEMV de p es y (i=y), de aqui que el EMV de

0=t(u) es 6=t (fi)=t(y). Elerror estindar de § es aproximadamente

Vi mo=firvig] (12)

donde t(n) es el vector gradiente (at (1) /on, ) ; a (12) también se le conoce como la cota inferior de

Crdmer-Rao para la desviacion estindar de un estimador insesgado de 6. Ahora bien el estimador usual
para (12) es

A

12
V) ? == [t(E_)’VEt(E)]’ .
La funcion de verosimilitud en y serd L(n; y)e exp{n'y -y(n)} y su logaritmo

log L(n; )= l(ysy)= n'y -p(n).

La funcion generatriz de cumulantes para y (que es el logaritmo de la funcién generatriz de
momentos) es®
K(s)=logEy{exp(s’ v)}=p(n+s)-p(n),
donde g=(sy, ..., s,)". Los cumulantes’ conjuntos de y,, ..., y, se obtienen de la siguiente manera:
oK(s) 0 {

Uy g mm——

logED et? )} =E,_, (}’i )"‘Hi,
s=0

a5 0 05 s=0
azK(_) 2 .
as-.asj gas(?asj {'Ong (e )} o -By iy )-Ey (3 )Ey [ )-evli )

%S¢ presenta una demostracion de este resultado en el apéndice 2.D.

°L:l orden de error del k-ésimo cumulante serd de O(n"*), Kendall y Stuart (1979a, p. 176).
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a’K(s) | o {log Eﬂ(es’z )}L = E,_,(yi}’j}’u ) - Eg(yi )E,J(y i ) -

2s,0s,08, |§_Q 35,0508,

=B (% )E, ()~ By 0n JE (13 )+ 2B, (% )E, (3, JE, (7) =

= cum(y, 3,5, )

i, k€ (1, .. p.

Para el caso de la familia exponencial, también es posible calcular estos cumulantes a partir de

W (}l) = logfzh(z)z'l"-'dy,... dy,

apl v
Wi (]_) mE:)'Eg (yi)=n,
0*w(n)
ws (nl gy [y oy b )y (o ool oy ).
0311)(n\
Wik (1\ ﬂ;man,jﬁmE" (yiy;yk )—E,_, (¥ )E._, ()';yu )~E,_, ()'; )E,_, (yive)-

"El_| ()'k )Ev_\ (}'i)'j )+2El_| ()'i )Ev_] (yj )Er_l (yk )“
-=cum(yi ViV )
ij, k€ {L .. p},

donde h(y) es una constante de normalizacion.

Como se ha mencionado, algunas veces serd mds conveniente trabajar con u, cuyas componentes
son w=E(y)=wyi(n) i=1, ..., p. Las ecuaciones resultantes y;=y;(n) de la primera derivada de la funcién

generatriz de cumulantes tleva a fi=_y.
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Las ideas de Diciccio y Efron (1992) se fundamentan, entre otras cosas, en la expansion de Cornish-
Fisher'®, que es la inversa de 1 expansion de Edgeworth. Para aclarar estas ideas, se presenta someramente

la expansién de Edgeworth y su relacién con la de Cornish-Fisher.

Edgeworth (1904) desarrollé una manera de aproximar una v.a. normal estindar a una v.a. X, para

esto utilizé la llamada “forma de Edgeworth de la serie tipo A”

- _Kl—m K2'-0' 2_& 3 &--“.
s(x) exp( T b+ 5 D 3!D +4! B(x),

donde k;, es el r-ésimo cumulante de X, D es el operador derivada, B(x) es la funcién de densidad de la
normal y m y o serdn, en ocasiones, ligeramente diferentes de la media y la desviacion estindar de X ya que
ésto puede mejorar su aproximacion''. Si B(x) se estindariza, B(x)=¢{(x-m)/c}/a=¢(u) donde u=(x-m)/c
es una pivotal y ¢{*) es la funcion de densidad estdndar de la normal, entonces se puede probar que esta

estandarizacion Heva a

x-m K3 o3 X4 g
(5] on {50t S0t e fota) "

X-m

Noétese que si X fuera una v.a. normal el término en Haves seria 0 y por tanto t‘( —;—) =f(u)=¢(u). En

raso de que existan desviaciones de la normalidad de la forma de f(u), éstas serin corregidas por el factor

en llaves'2,

Ahora bien, Edgeworth expande la funcion exponencial de (13) en serie de Taylor, para luego
obtener la funcién de distribucion de U, F(u). Su siguiente paso fue igualar F(u) con la funcién de
distribucién de una v.a. normal estindar Z. EI resultado de esto fue la llamada expansion de Edgeworth
que, expresa la v.a. normal estindar Z en términos de U. Mds tarde, Cornish y Fisher (1937) desarrollan la

idea de exhibir la v.a. U en funcién de la v.a. normal estidndar Z; esta es la razén por la que se denomina a

¥para mds detalles véase por ejemplo: Hall (1988), Withers (1984), Barndorff-Nielsen y Cox (1979), Fisher y Comnish (1960), Kendall y
Stuart (1979a); éste dltimo recomendado como una primera lectura.

HKendall (1991).

2Kendall y Stuart (1979a) extracn del articulo de Cramer (1925) las condiciones que debe cumplir f(u) para que sea una funcién de
densidad.
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la expansion de Cornish-Fisher la inversa de la expansion de Edgeworth. Una representacién de la
expansion de Cornish-Fisher del orden O(n') es

w=z-E(U)-2ASIMET(U)(z? -1)+0(n"" ),
donde ASIMET(U)=x,/c’ denota una medida de asimetria de la v.a. U (en (15) se da una caracterizacion
cercana de esta medida). Noétese que la aproximacion de u estd tomando en cuenta parte del efecto de la

asimetrfa de U, i.e., esta aproximacidn corrige algunas posibles desviaciones de la normal provocadas por

la asimetria de la funcién de U,

En seguida se presenta una justificacion de las técnicas que desarrollaron Dicccio y Efron (1992)

para construir IC.

Se pueden definir los limites del IC exacto en términos de la cantidad pivotal v=(d-6) /& - al
menos tedricamente’-, donde 0=t(u) es una funcién con segundas derivadas continuas. Ahora bien,
definase Gﬂ(v) =P(Vswv, Il.) y

6= = f - &G, (a), (14)
la cota superior *“‘exacta™ para 6 con confianza 1-a, t.e., P(O s é(c,';“’;n) =1-a. En ocasiones no podri
calcularse (14) explicitamente (0 mds bien, desde un punto de vista prictico serd muy complicado hacerlo),
pues, estd en funcion de n a través de G,'_l'(a). Empero, si se utiliza la nocion de “correcto 3 segundo

(E'x‘“‘, por medio de la expansion de Cornish-Fisher, serd posible conseguir una

orden™ 'n términos de 6

aproximacion a los limites del IC; ademids, eludird algunos problemas de cdlculo. Para esto, en Diciccio y

Efron (1992) aparecen las siguientes cantidades que all{ se afirma, son aproximaciones de orden de O(n™"),
E(V)= -m/2+ m;/2- m;, VAR(V)=1, ASIMET(V)=-2m>- 3m;, (15)

que en su notacion (ver pp. 242-245)

BGéngora (1988) cxhibe al gunas dificultades que se presentan al momento de construir I1C exactos.

"Una aproximacidn al Ijmite del IC a un nivel 1-a, g 1o ), sc‘le dird “second-order correct” o correcto a segundo orden, (SOC), si difiere
de § 1=’ por Op(n™"'"). Por otro lado, un limite cerca de 8 (1-2) se le dird “second-order accurate” o aproximado a segundo orden,
(SOA), si se tiene una cobertura de error del orden O(n™), i.e., si p (828 °  in)et-as0(n ) Ademis, generalmente SOC
implica SOA. Hall (1988)
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M=y b 4 b /P, my=yy by /o, my=yne Py byt by /03, LLki=L..,p
por simplicidad notacional ellos eliminaron cl signo de suma, el cual corre sobre los subindices que
aparecen dos veces en cada formula. Los ordenes de m;, m, y m;3 son O(n"’z); todos los otros cumulantes

de V mayores a tres son O(n). E! motivo de mencionar los ordenes de los errores es porque esta

construccion de! IC se aproxima con un orden del error de O(n*?). Utilizando la expansion de Cornish-

Fisher para -G ; () con Oyn’")
-G (@)=24 ~E(V)~¢ASIMET(V)(z5 ~1)+0,(n");
sustituyendo (15) en G ‘:‘1 (o)
-—G,‘_"(a) wz, +(bm, - fm,+ =§—m3)+(§ml +im, )2l + 0,(n™), (16)

en donde z, es el cuantil de una distribucién normal estdndar a nivel 1-a. Obsérvese que se pide que

G "ll (o) sea de orden O,(n’"); esto es asi, porque al hacer el producto de G "" (a) y & (cuyo orden de

<172

. . " -3 o e
error es O(n™"%)) en (14) se obtiene una aproximacién con error de O(n™*?) al limite de confianza exacto.

Se denotard por m;, =m, (n) i=1,2,3y
A -~ l
a=4{m, zg = }m, - 4m, + iy, Cq =33
asi que ; =m; (f))+0,,(n") i=1, 2, 3; ademds, a, o y ¢4 son del orden de Oy(n"*). Por tanto, de (16)

8- =6 + 6{zu +Zy+ (Za + cq)zﬁ}+0p(n"”). (17)

Definase §==(i -, ), entonces zg=a-{ . Si p=1, entonces m, y m; son iguales, § =0 y zo=a.

0o f—

También, si 0 es una combinacion lineal de wy, ..., w,, M2 y m; desaparecen y zy=a.

Una desventaja de (14) para la construccion del IC exacto es que si se considera algin otro
. . p . A (1 a(l-a)
parimetro escalar t=h(8), donde h es una funcicn monétona creciente, entonces 1 (Ex @) y h(e e ) no

son necesariamente los mismos.
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Hasta ahora, se han presentado las bases para construir IC de acuerdo a las propuestas de Diciccio
y Efron (1992).

Para que esta técnica sea computacionalmente sencilla, Diciccio y Efron (1992) desarrollaron un

procedimiento, cuyas cantidades a, f)--z-omz y ¢, se expresan en términos de derivadas que se calculan

numéricamente. Sea
f; = dt(fi + he') fan| i=1, .., p,

donde g' es el vector unitario p-dimensional con un 1 en la i-ésima posicién. De la relacion pw=yi(n) se

sigue

Py =y (Rened ) [an i =1, p,

n=0

denotando i,, (?1,.-.,€,,) y G= ({Dijiiij)m

lq'l)kii{j?k }_dz?‘u‘ (ﬁ+ hﬁ)/dhzlh-o
6 & 6 o’

donde i =W (U)l‘ Y Wik ""l.'ijk ([l)|“_‘.‘ i, j, k&{1, ..,p}.

A
¥

Dado que v, = ( P ) es una matriz de pxp, sea D la matriz diagonal de valores propios de V; ,

T la matriz ortogonal cuyas columnas consisten de los correspondientes vectores propios de Vv ;. En

particular, “<a d; el i-ésimo elemento de la diagonal de D y t. (;',.....r,;,) * la i-6sima columna de T, entonces

de v =I'DI"’ se sigue

Py = zd&f’éf bj=1, .., P,
luego

A~ A A 4 ~
b=3{,t = %—2 'Jzt(ﬁ+ ndi’zgk )/drt2
=1

ne0 ’

. Finalmentesea , = {1, i=1, .., p y 5= (51,...,5p) entonces

negl

con fij = azt(E)/auiap.j
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-t ‘P.k LY ol

o d’t(fw nd 6) dn’
ij — n=0
3

o

jl
o G

Una vez que se calcula a, b y ¢, se obtiene y=b/d-c zo =a-y. Una manera mds directa de
q q

aproximar a z, es la que sigue: zg=® " {2(1)( a)o(-7) }; la cual lleva a resultados préximos a los exactos

~ - ’ . 5 2
cuando el tamafio de muestra es pequefio. Este resultado tiene como bases teoria de remuestreo'®. Nétese

3

que si ¥ =0 entonces Zo=4a, COMOo antes.

Con las acotaciones anteriores es posible calcular (17) con menos cilculos. Las aportaciones
principales de Diciccio y Efron (1992) son definir dos formas para calcular los limites del 1C (cada una con
sus propias ventajas y desventajos), las cuales tienen su fundamento en que el miembro derecho de (17) es

. ' -3
una aproximacion de orden O(n "2) de los 1C.

TR T R . “ all-al

Definicién.- El limite del IC “quadratic ABC'* para 8, denotado por 0,pe  S€ construye calculando las
T8

-antidades | 6,0.a.2 ¢ ) z.=1 (1-a) y empleando el siguiente algoritmo'’

(1-a) A -

W=Zo+2Z, A=w/(1-aw)® E= M(.q)»' 0A =0+ 08, (18)

“ s s . Al .
Definicion .- El limite del 1C *"ABC” para 8, denotado por Ofmc" ' se construye calculando las cantidades

(0.8,0,20 ), z=D"(1-01) y aplicando el algoritmo siguiente

w=zghz,  haw/(l-aw)  §av

l—'
—_
>
~—
<
>
=
9]

[}
—
——

I=>
+
>
o
G

—_—

(19)

BEfron (1983) llega a tal conclusidn después de coreer simulaciones del error medio cuadritico de zg =& ** {2 (a)d( -y )} con
Zp=a- y Los cambios de notacion son: zo=a y zozu-y .

SABC significa Approximate Bootstrap Confidence. Las inicial- : ABC de estas técnicas se deben a que sus precusoras eran precisamente
construcciones de IC por medio del bootstrap.

Yla  cantidad )» que se utiliza en las definiciones cumple, bajo SOC: x-zq+z0+2az;+op(n") y
A azl sdazd +2zoza+0p(n")-
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La solucidn dada en (19) tiene la propiedad de invarianza, esto es, suponga que el parimetro de

interés =t(p) se transforma por alguna funcién mondtona creciente de 8, t=h(8), entonces el limite & snc

se transforma'® en ;2 = h(GS{,’,‘C‘)) con el mismo orden de error que 8 ,5c; €n tanto que esta propiedad no

necesariamente se cumple para 6ABC‘ . Ademds, obsérvese que para obtener § 5 no es preciso calcular ¢,
En cambio las ventajas de 0 ABC,, SON mds bien computacionales, ya que los cdlculos de t(*) son locales, en
el sentido que solamente requieren de la evaluacidn de t(u) para w cerca de {i; lo anterior no se cumple
para el limite 0 ,uc ya que de acuerdo a como se define, precisa de la valuacion de t(u) en un punto u
alejado de i y esto puede acarrear problemas computacionales, sobre todo cuando i estd en la frontera del

espacio paramétrico correspondiente.

2.3 Una propuesta y ejemplos numéricos

Fuera de este trabajo se han revisado numerables cjemplos utilizando (18) y (19) para la
construccion de IC y se ha observado que generalmente ABC funciona mds eficientemente que “‘quadratic”
ABC. Para explorar una posible mejora en la eficiencia de “quadratic” ABC se propone ¢n este trabajo que
en lugar de € en (18) se utilice

=A+Ac, - 2z“cq(2nz; + z(,). (20)

oS8

El tercer término del miembro de la derecha de (20) es de orden O(n™") y por tanto formaria parte
del error en (17) pero, cuando la muestra es “pequefia”, la presencia de este tercer término mejora la
aproximacion al limite exacto, por lo que se sugiere tomarlo en cuerta en tales casos. Por otro lado,
cuando la muestra crece la impertancia de este término se reduce y su aportacion se vuelve insignificante,
por lo que llegard a ser indistinto tomar § 6 &' en (13) para la construccion de los IC. A esta alternativa se

le denominard “segunda variante cuadritica ABC” y serd denotada por 0 apc,,. También resultard

BDiciccio y Efron (1992).
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indistinto utilizar § ¢ &' cuando cg=0, pues, ambas serfan iguales a A en (18). Ademds, se obtendra casi el

mismo resultado con cualquiera de las anteriores tres técnicas ABC si cg=0.

Nétese que

a 1- ) A 2
6(1 ) =fla Zozucq(2a20+z0).

A continuacion se presentan dos ejemplos empleando las propuestas anteriores.

Ejemplo 2.4 Suponga que una muestra de ocho datos (n=8) de una gamma expresada de la siguiente forma
t'(x:B,a)ux“"exp(—x/ﬁ)/l‘(a)ﬁ“, arrojé una suma de 9.3644. Para construir los ;C para 8=f con las

propuestas anteriores (ABC, ABCy y ABC,q) con a=0.25 conocida,

L(B;x, o) = cxp{— —2 X, = not logﬁ] = L(mix,0) exp{ny - na log(— %\)}

donde n=-f"', y= le y nalng(—n"):w(n). Como p=1j( n)=- na /v y el interés es construir un I[C

para B, de la relacion anterior se inficre que t(n)=na/p=f; ¢n lo que sigue del ejemplo se tomard a=r para
distinguirlo del a ocupado en el nivel de confianza 1-a. Haciendo las operaciones necesarias se obtienen

las cantidades (G, 3,a,2, cq) :

Z(. 3 _L ! y Cq = (),
r

A =2Z, = ——=
0 3(nr)ll2

En este caso a=z, ya que se supone r conocido, i.e., s6lo existe un parimetro desconocido. Aplicando

(18), (19) y (20) se calculan los intervalos ABC, ABC, y ABC,,

nx + [ I T (—',,i)m L

d 2

- 1

§l=w) 1 3{(nn)"? (Mm)"‘ *z )
BC )

A nr
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_;_ . [3(n:)"’ t 24 ][ (mf)m ]

é(]-u
r )| 1 :
{1 - 3(nr) [3(nr)m + Z“]}

)
==
ABC,

-y como cg=0 entonces
§l-a) _ §0-a)
GABC,, BABC! .
2

Para la construccidn del IC con a técnica ABC tambicn se calcula la cantidad & = (x/r)

En la siguiente tabla se compara el comportamiento de los IC: Estdndar, ABC, ABC; y ABCy,.

Exacto 0.68 0.75 0.90 0.95 0.99

Estindar 0.663 0.698 0.764* 0.795% | 0.841*

ABC’s 0.669 0.737 0.887 0.938 0.982

Tabla 6. NIVELES REALES DE CONFIANZA. Comparacién de los IC estindar y ABC's'* dc des colas, con a= 0.16,
0.125, 0.05, 0.025 y 0.005

Los espacios de la tabla 6 marcados con “*” indican que el IC construido para f§ (>0) toma valores
fuera de su rango. En este ejemplo, los limites de confianza inferiores calculados con la técnica estandar
arrojaron valores negativos a niveles de confianza del 0.90, 0.95 y 0.99 (-0.781, -1.807 y -3.843,
respectivamente), i.e., para el caso de un nivel de confianza del 90% y en un muestreo aleatorio, de 100
mue” ras de tamafio n=8 en 90 de ellas {} se encontrard dentro del intervalo [-0.781, 10.145 ]. De igual
manera que en la interpretacion de la tabla 5 este resultado da un IC no dptimo, en el sentido que puede
existic otro IC con el mismo nivel de confianza pero de menor longitud: (0, 10.145]. Esta es la
interpretacidn que se podria hacer cuando hay este tipo de inconsistencias. Ahora bien, obsérvese que las
construcciones de los IC calculados con las técnicas ABC resultan en una mejor aproximacién a los IC
exactos. Por ejemplo, las aproximaciones que se obtienen con ambas técnicas, a un nivel de confianza de

0.68, difieren de las exactas en: 0.017 pora el caso estdndar y 0.011 para las ABC’s. A un nivel de

¥Pado que las tres técnicas ABC obtuvicron los mismos IC solo se presenta en la tabla una fila para las tres, denotada por ABC's.
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confianza de 0.75 la diferencia del IC exacto con respecto a la estindar es ain mayor: 0.052, en tanto que
para las técnicas ABC’s es de 0.013; lo anterior se puede interpretar asi: el 1C construido con la técnica
estdndar contendrd al verdadero valor del parimetro en 698 de 1000 muestras de tamaifio n=8, i.e., el IC
construido con la técnica estindar es mds pequeiio del que debiera ser para contener el verdadero valor del
pardmetro en 750 de las 1000 muestras; en tanto que con lus ABC's, éstas contienen al verdadero valor del
pardmetro en 737 de las 1000 muestras hipotéticamente tomadas. Las demds construcciones con las

ABC'’s también resulta.on cercanas a las exactas.

Ejemplo 2.5 Analizar el ejemplo 2.1 con la técnica ABC (ecuacion 19).

L(Mx)= exp(—ki X, +nlog )») = L(my)= exp[ny +n log(-n)],

donde n=-A, y= 2x| y ¢(n)=-nlog(-n). Ahora hien, debido a que p =1'(n)=-n/n y lo que se intenta

es construir un IC para 8=), entoncrs, se deduce que la transformacidn apropiada de t(*) es t(p)=n/u=A.
Haciendo las operaciones necesarias se derivan las cantidades (6, 6.a,zo)

a 1 1
s g8 —— a=ZO=_—-

n"x’ 3%’

En este caso a=z, pues existe sélo un pardmetro en la funcidn, p=1. Ahora de (19) se calculan los limites

é=

] -

de confianza de la técnica ABC a un nivel de confianza (1-a):

All-a) n
Bapc’ = T :
- 7 —-

nx + InV? a 172

1 1
LI"W(W‘ZG)

e

En las siguientes gréfica y tabla se compara el comportamiento de los 1C: Estandar, Sprott y ABC a

diferentes niveles de confianza.
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Gidfica 2. Comparacidon de los IC de las téenicas: Estdndar, ABC y Sprott.

En la grdfica 2 se presentan los LC construidos con las técnicas estindar, ABC y de Sprott y la
estimacion mdximo verosimil (MV). Notese que conforme aumenta el nivel de confianza, en la técnica

esténdar, el IC construido tiende a contener elementos negativos del pardmetro, lo cual es inconsistente con

la definicion del pardmetro.

Por lo que respecta a los limites de confianza de las técnicas ABC y de Sprott, éstos son muy
parecidos; los limites inferiores estan muy préximos, en tanto que los respectivos ifmites superiores estin
mds bien alejados uno del otro, pero eso se explica porque la confianza real de la ABC es inferior a la de

Sprott. Estas diferencias se marcan en la tabla 7 al momento de calcular los verdaderos IC obtenidos a

partir de los LC estimados con las técnicas anteriores.

32
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Exacto | 0.68 | 0.75 0.90 0.95 0.99

Estdndar | 0.734 | 0.822 | 0.930* | 0.951* | 0.976*

ABC 0.669 | 0.737 | 0.887 | 0938 | 0.982

Sprott | 0.663| 0.734 | 0.893 | 0.946 | 0.991

Tabla 7. Comparacién de los IC de dos colas construidos con las técnicas Esténdar, ABC y Sprott. o=0.16, 0.125, 0.05,
0.025 y 0.005

Ia tabla 7 establece que los verdaderos IC construidos (a los niveles de confianza ahi definidos) con
los LC calculados utilizando la técnica estindar son mayores a los que se buscaban o, sus IC contienen
eleracutos con probabilidad cero de ocurrir. Por otro lado, los verdaderos 1C obtenidos a partir de los LC
calculados con las técnicas ABC y de Sprott tienen una importante aproximacion con respecto a los

exactos.

APENDICE 2.A

Para nrobar que los términos de tercer y cuarto orden son medidas de la asimetria y le curtosis,
respectivamente, se hace lo siguiente: sean f(x;0)=L(8) la funcién de denisdad, L(6) la funcién de

verosimilitud, 1=1(8)=logl(8) y por tanto L(0)=exp{}(8)}. Dado que la expansion de }(8+t) alrededor de 6

es
2 2 3 3
10+1)=1(8)+ T+ Hib+ oL oy,
entonces

L(@+T)= exp{l(e + ‘t)} = exp{l(9)+ L7 A R 4 A A +}

Ta EXAIF

3 Y

2 a2 ]
= L(B)exp{t-.%+ R o

),

-
al_

Ademds
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1 -fL(e +t)qu(0)exp{c%+%%',-+§-%}+ %}-LH},

donde f L(6 + ©) denota la integral de Stieltjes sobre todas las posibles muestras. Entonces de

fL(B+1:)-fL(G)exp{t%}exp{%%}exp{%%}exp{%% "y
expandiendo las exponenciales de la segunda integral e igualando coeficientes, se puede obtener una
infinidad de relaciones, de las cuales las cuatro primeras son (Bartlett, 1953)

||=0,
L,+1P =0,
L+3(,1,)+ 1 =0,
1, +319 4 4(1, 1)+ 6121, )+ 189 = 0,
donde

10 E{(o'l/ae')’} y (10K™) = E{(a‘l/ae')"(a“l/ae“)"’}.
Bajo condiciones de normalidad es posible probar (Kendall et al, 1987) que (l‘l"lj)-— 0, i>0yj>1. Ademis,

de la relacion

()= 19+ (1) + (191,) = 19= (1,1,) - (11,) - (191,),
donde (1,1;) = 3(1,1,). Portanto se sigue de las relaciones anteriores que

19 = -1y, ie., E{(a1/a0)'} = -E{p*V/a0°} y

19 = -1, i.e., E{(al/ae)‘}= -E{o*1/00* }

APENDICE 2.B

Para obtener la igualdad (8) sélo es necesario aplicar la regla de la cadena al logR(8,x) y valuarla en

é(y por tanto en $=g(é)):
3 logR($)/04 = [alog R(6)/28] d6/d¢]- o,
3% log R(9)/0%" = [a2 logR(G)/aéZI de/dq“al2 --1,,
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3 logR($)/3° = t{[03 1ogR(9)/aéJI d6/d$:r + 3|:a2 log R(e)/aézl d6/d¢ | d:e/d$2]},

el signo + 6 - se utiliza de acuerdo a si la transformacién es creciente o decreciente. Para calcular F3(¢), lo

que procede es estandarizar la ecuacion anterior (la tercera derivada) como sigue
Fy(¢) - [a’ log R(¢»)/a$31/1;’2 - :{[a’ log R(e)/aéB]/I;’2 -3 d26/d$2]/[1:,’2(d0/d$)2]}
y, calculando
d6/dip = 1/ (do/dB); d0/dg’ = ~(d%g/d6®)/(dp/c6) ; d'0/dg’ = 3(~d¢/ae’ ) [(dg/de) - (d*p/de*1/{ds/de)",

sustituyendolas en Fy(¢) se llega a

E, () = |F,(e)+ 3[ d%/dézl/[l},’z d¢/dé] .

APENDICE 2.C

Siguiendo el mismo procedimiento utilizado para caleular Fy(@) se puede obtener F.(¢). esto es,
0 10gR(#)/04" = [a* 1og R (0)/ 00" Ide/d&)]+ 6[3’ log R(e)/oé’Ide/chT[dle/dé:]+
+ 30 log R(0 )/aézl:dze/diﬁ]D + 4[02 log R(G)/O(;:Ide/dcf)]:d':e/dcﬁs]
y asi
F.(9) = [0 g R ()04 ) = [o* log R(e)/aé‘]/l; + ()[0“ mgR(e)/aé-‘I-dze/mﬂ/lg{[do d&]} -

: 3[d26/d$2T / {lo[de/d$]'}- 4[d’e/d$3]/{|0[de/d$]‘}.

Pero de las relaciones de d0/d¢ con d¢/d8 expresadas en el apéndice 2.B y sustituyendolas en la ecuacion

anterior, se sigue directamente que

F.(9)= F.(0) - 6RO §/b- 13 [0/4) - 43/4}.
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APENDICE 2.D

Dado que

1 =Lh(z)exp[n’x- w(n)]dyw-dyp ’

0O s€a

t=exp[-w(m [, h(y)exp[n'y By dy, = f n(y)exe[n'y J...dy, = exe[wim]:

de este resultado se tiene que

[exp( )] fh( )up[ny y(_)]exp(s y)dy, ﬁexp[ 1{11 eXP[ +s ]dyx
- exf-u(n)eu(oes)

y; por tanto

K(s) = log E,[exp(s y)] = w(n+8) - ().

36
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Capitulo 3

Algunas aproximaciones para construir Intervalos de Confianza en

presencia de pardmetros de ruido

En el capitulo precedente se revisaron dos propuestas para construir intervalos de conftianza para el
caso de un s6lo pardmetro. Cada una de ellas, intenta obtener una aproximacion a la normal con distintos
principios. Ambas propuestas establecen resultados cercanos a los exactos, en tanto que el nimero extra
de operaciones realizadas en comparacion con las de los IC estindar, reditda en inejores aproximaciones -

principio de parsimonia- y en ocasiones evita resultados inconsistentes en la construccion de los IC

estandar.

La situacion mds realista y comin en la prictica, es aquella en la que ademds del pardmetro de

interés, hay otros pardrmetros presentes (pardmetros de ruido).

3.1 Transformaciones que aproximan las funciones de verosimilitud a la normalidad en
presencia de pardmetros de ruido

El trabajo de Sprott para esta situacién tiene como punto clave, extender el criterio de normalidad
de la funcién de verosimilitud relativa aplicable al caso uniparamétrico, a la normalidad de la FVR
maximizada en los pardametros de ruido, 8, ..., 8, (la llamada verosimilitud perfil; “profile likelihood”).

Kalbfleish y Sprott (1970) comentan que la anterior funcién de verosimilitud relativa puede resultar una
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medida pobre para la incertidumbre del pardmetro de interés, 8,, si el nimero de pardmetros de ruido (p-1)
es grande; esto es porque la funcion de verosimilitud relativa supone que para una 0, fija, 0, ..., 6, son
conocidas e iguales a sus estimadores miaximo verosimiles y no toma en cuenta la incertidumbre debido a Ia
falta de conocimiento de 85, ..., 8,; por tanto puede acarrear problemas en precision sobre 6,. Entonces, si
la dimensionalidad de los pardmetros de ruido no es grande, la proximidad de la FVR (maximizada en 6,,
.., 0p) 2 una funcion normal establecerd un mejor criterio en la construccién de los IC para 8, con la técnica

estindar que sdlo el tamafio de la muestra.

Para exhibir las cantidades pivotales derivadas de Ia teoria de mdxima verosimilitud (MV), se usarid
la siguiente notacién. Sea 8=(0,, ..., 8,) el vector de parimetros de la funcion de densidad’® f=f(x;0)
I, ~-0%logf/a8,ad;, I, =0 logf/3d,08 08, ,
1y =0 logf/ad 00,00, , i j, K, 1=1, o, p, (1a)

donde ()/00i denota 9/08,| ., con 0,0, los estimadores MV irrestrictos. De manera semejante, sean

0=

Ligiy Trgigny Tegynyy 1as correspondientes cantidades esperadas evaluadasen @ = (9, .93,...,6p), Le.,

Loy = ~E(07log /00,00 ) Lo = E(0"logt/00,08,20, )},

0~ 00
Ly = E(9" 10og£/00,00,00,00, ) , i j, K, =1, o, . (1b)

0-4

Se define 1a funcion verosimilitud relativa de 6, como
Ry(6,:x)= £{x:0")/t(x:0). @
donde 8 = (6,,9;,...,6;) es el estimador de MV para 8 en un valor especifico de 8,, ya que en general las

8, i=2, ..., p serdn funcién de 0.

De forma semejante a lo visto para las cantidades pivotales asintGticas normales (seccidn 1.2), en

este caso se utilizan los estimados de MV para 6, cue dan:

'Nétese como el caso uniparamétrico revisado en el capitulo anterior, queda incluido al hacer p=1.
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U(e,:x)= (8, -0, )i, (32)
U,(6.:8)= (8, -0, i, (3b)
S(8,:x) = (a1ogt/a8; )/1'"2, (4a)
5¢(6,:8) = (ds10g/a0; )/13*, (4b)
{-2logRu(01;x)} "%, (5)

donde I=lyy, lg=Igqy, dlog t‘/aO; = Ologf(&;ﬁ)/aello_,,. = dlog f(;;g')/ae, representa la funcion “score”,
también conccida como funcion de puntaje. Aunque no es la intencidn de este trabajo ahondar en el tema
de pruebas de hipdtesis, su estrecha relacion tedrica con la de los IC establece que un desarrollo semejante,
utilizando la Ry(0,;x) llevaria a mejores resultados en tales pruebas. Con este propdsito se desprende (5)

que es el criterio del cociente de verosimilitud para probar 6;.

En seguida se analiza la relacion que guardan (3), {4) y (5). Para esto se desarrolla
logRum(8),x)=logRy en serie de Taylor y se supondrd que la convergencia es lo suficientemente rdpida tal

que

logR y = —%uz(ﬁl){l -4(0, -8, )0 tog R, /08} ) 1~ (0, - 8,) (0" log R /08 l}.

donde u(0,)=U(0,;x). Ahora hdgase

logRy = = +u(0,){1- 4u(6,)R(6,)- - u*(6,) F.(6,)} )
donde
Fy(6,)= (0" logR,,/a6}) /1" 7
y
Fo (0,)=(0% 10gRy /0] ) /17, ®)

F; y F4 son, como en la interpretacion del capitulo anterior, medidas estandar de la desviacion de la

FVR a la normalidad debido a la asimetria y la curtosis de ésta, respectivamente.
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Realizando un procedimiento semejante para la funcién “score”

dlog£/a0; = u(e,)l"2{1 +4(8, -8, )" 10gR,, /28] )1 - £(8, -6,)2(6‘ logRM/Géi')/l}’
entonces

alogf/06; = u(0, )1 {1 + $u(8,)F.(6.)- $u*(0,) F,(0,)}. )

Escogiendo una reparametrizacion ®=(¢, 0,, ...,0,) donde ¢=g(6,), tal que F; esté préximo a cero;
sf ademds F, es lo suficienteménte pequeiio entonces la aproximacion de Ry(¢:;x)=Rn(¢) a la normal serd
aun mejor, esto es, de (6)

logRy(4) = —4u(4) = Ry(6)=exp{-4u2(¢)}. (10)
Obsérvese que como consecuencia de (10), (5) y (3a) son casi iguales. Ndétese también que bajo esta
transtormacion, la supuesta insignificancia de Fi(¢) y la ecuacion (9), (4a) y (3a) son aproximadamente
iguales y por transitividad (4a) y (5) estdn igualmente relacionadas. Asi que, cuando Ry(¢) se aproxime a

una funcion normal, se obtendrdn resul@dos muy cercanos a los exactos en la construccion de los IC.,

Un andlisis semejante se puede realizar con las formulas de las cantidades esperadas (1b), (3b) y

(4b), llevando a resultados similares a los anteriores. Se denotard por Fm)(e,) y FEH)(GR) a lus valores de

asimetria y curtosis, respectivamente; utilizando valores esperados. En lo que sigue, sdlo se hard referencia
a las cantidades observadas 1, Fi, F, siendo el procedimiento equivalente para las cantidades esperadas I,

Fray ¥ Fry,-

De forma semejante al caso uniparamétrico se pueden calcular las siguientes cantidades
IF, (0 = [F (s x) = R (0,)+ 3[1"26/8 ] (11)
F(0)- E(6x)= 5.0, R0 [3/41] [1s(B/0] - a@))f. a2

donde ¢ =d¢/db,, § =d%/dd? y §=d’p/dd}. Si se reemplazan las I's y F(8, )'s por los

correspondientes esperados en (11) y (12), se podrin calcular Fg, (¢) Y Fey (¢)
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Realizando un procedimiento semejante para la funcion “score”

dlogf/a8; = u(Bl)l“z{l + %(é, - ca,)(a3 log RM/aéf)/l - %(él - 91)2(6“ log RM/aéf)/l}:
entonces

dlogt/a0; = u(®, 1" {1 +4u(8,)ri(6,)- 4u(e,) F.(8,)}. )

Escogiendo una reparametrizacién $=(¢, 0, ...,0,) donde ¢=g(8,), tal que F; esté proximo a cero;
si ademis F, es lo suficientemente pequefio entonces la aproximacion de Ry(¢;x)=Ry(4) a la normal serd
aun mejor, esto es, de (6)

logRy(¢) = ~$u’(p) = RM(¢)=exp{—-§-u2(¢)}. (10)
Obsérvese que como consecuencia de (10), (5) y (3a) son casi iguales. Notese también que bajo esta
transformacion, la supuesta insignificancia de Fy(¢) y la ecuacion (9), (4a) y (3a) son aproximadamente
iguales y por transitividad (4a) y (5) estdn igualmente relacionadas. Asi que, cuando Ry(¢) se aproxime a

una tuncion normal, se obtendrdn resuliados muy cercanos a los exactos en la construccidn de los IC.

Un andlisis semejante se puede realizar con las térmulas de las cantidades esperadas (1b), (3b) y

(4b), llevando a resultados similares a los anteriores. Se denotard por Fy,(8,)y Fy.,(8,) a los valores de

asimetria y curtosis, respectivamente: utilizando valores esperados. En lo que sigue, sélo se hard referencia
a las cantidades observadas 1, Fi, Fy siendo el procedimiento equivalente para las cantidades esperadas I,

Fray ¥ Figy,.

De tforma semejante al caso uniparamétrico se pueden calcular las siguientes cantidades
IF,(0) = [Fu (@) = [Fs 6,)+ 316/ ], (1)
F,(¢) - Fi(%:x) = F(8,) - 6!3(61)[&'»/&”2]—[15(&’»/4‘»)’ - 4('5.5/4,)]/1 . ()

donde ¢ =dy/dd,, §=d’6/dd? y §=d’¢/dd]. Si se reemplazan las I's y F(8, )’s por los

correspondientes esperados en (11) y (12), se podran calcular Fyg (¢) Y Fey (¢)
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Si es posible encontrar una reparametrizacion ¢=g(6,) tal que F,(d))s 0, entonces la FVR como

funcidn de ¢, estard mas proxima a la normal. Esta reparametrizacién se puede encontrar resolviendo la

ecuacion diferencial (11). Una forma es siguiendo la propuesta de Anscombe (1964) vista en el capitulo

anterior.

A continuacion un ¢jemplo de una gamma con ¢l pardmetro r como parimetro de ruido.

Ejemplo 3.1 Suponga  que una muestra de 30 datos (n=30) de una gamma,

f(x;)x,r)-:)»'x”'exp(—}»x)/l‘(r), arrojé una suma de 3.29008 y una suma de los logaritmos de las

observaciones igual a -294.85575. Para construir un IC para A, en presencia del parimetro de ruido r se

hace lo siguiente (utilizando lo expuesto arriba)

AN, rix)/oN = —ixi +nr/A,

=]

¢ igualando a cero el resultado anterior, se obtiene el estimador mdximo verosimil de A

- —_ — n
A =1/x donde X = zx,/n.
=
Para calcular el estimador médximo verosimil de r, se sigue de
n
A(r, rx)/or = Zlog x, + nlogh =n&log(r)
I=
¢ igua.ando a cero esta tltima derivada y sustituyendo A por &, se tiene
n
n"2 logx, - logx = &log(f)~ logf.
1w

Puesto que estimar el valor de r en la ecuacion anterior es complicado, se requiere de algin
software capaz de resolverla, por ejemplo el MAPLE V, o revisar de algunas tablas que los calcule, tales
como las de Masuyama y Kuroiwa (1952) y Chapman (1956). Los estimaciones mdximo verosimiles de A
y r son

) = 09656 y f=0.1059.

Una vez que se han estimado los valores del pardmetro de ruido y del pardmetro de interés, se sigue
como en el capitulo anterior,

O*I(h,1;x)/0N = =nr/N y  87I(Mr;x)/0N = 2ne/N,
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Al calcular |F3(k)|=12/(nr)“2|, se observa que la asimetrfa de la funcién no es pequefia para

T =0.1059 y n=30. Por lo tanto, una reparametrizacién como la propuesta por Anscombe (1964) ayudaria
a eliminar el efecto de la asimetria en la FV. La transformacién de Anscombe (1964) para este caso serfa,
como en el ejemplo 2.2

¢=g(B)=A"",

También, como en el ejemplo 2.2, la transformacidn ¢ elimind la asimetria de la FVR. [F1(¢)[=0.
Asi que, si se utiliza esta transformacion en la serie de Taylor de la FVR el término de orden ciibico
desaparece.

Obsérvese en las siguientes tablas el contraste en la forma de la FVR, alrededor del estimador de
MV y para su transformada cuando el tamaio de muestra es “relativamente grande™.

R(ux,i) | 0.4504 | 0.7700 | 0.9501 | 1.0000 | 0.9498 | 0.7696 |0.4505
A 0.4325 | 0.6250 | 0.8025 [:0.96%6 | 1.1500 | 1.4125 | 1.8200
IA - XI 0.5331 0.3406 0.1631 0 0.1844 0.4469 | 0.8544

Tabla 8. Intervalos de verosimilitud relativa para el pardimetro A en el caso gamma con r estimada.

R(g:x,7) | 0.4993 | 0.8006 | 0.8998 | 1.0000 | 0.9000 | 0.7997 | 0.4995
) 0.7705 | 0.8640 | 0.9035 ['0.9884 | 1.0733 | 1.1120 |1.2062
-9 | 02179 | 01244 | 0.0849 0 0.0849 | 0.1236 | 0.2178

Tabla 9. "ntervalos de verosimilitud relativa para la transformada de A en el caso gamma con r estimada.

Dado que una funcion simétrica toma el mismo valor de la funcion a iguales distancias de su media.
Véase en la tabla 8 que la FVR de A toma a iguales o aproximadamente iguales valores de R(}) diferentes
desviaciones de la media, i.e., no seria muy factible pensar a R(A) como una funcion simétrica. En cambio
en la tabla 9, para la FVR de la transformada de A, ¢, se observa un comportamiento mds simétrico, ya que
a la misma o casi la misma distancia de la media se obtienen valores de la R(¢) aproximadamente iguales.

De manera grifica R(A) y R(¢) se observan de la siguiente forma.
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Comportamicnto de la FVR

R(A)

R($)
o \-‘

Grifica 3. Formas de la FVR para 8 y ¢ con r estimada.

Se presenta abajo la confianza real de encontrar al pardimetro A dentro de los LC construidos con

las técnicas estindar y de Sprott.

Exacto [0.680(0.7500.900( 0.950 | 0.990

Esténdar | 0.710]0.790 1 0.930 | 0.954* | 0.979*

Sprott 1 0.669]0.740 [ 0.895] 0.947 | 0.990

Tabla 10. NIVELES REALES DE CONFIANZA. Comparacién de los niveles de confianza reales de los IC esténdary de
Sprott de dos colas, con a= 0.16, 0.125, 0.05, 0.025 y 0.005

R

Como antes, los espacios de la tabla marcados con indican que el IC construido para A toma
valores fuera de su rango (se construyd el nivel de confianza real tomando como LCI igual a cero). Los
limites de confianza inferiores negativos que fueron calculados con la técnica estindar son: -0.0962 a un
nivel de confianza del 95% y -0.4294 a un nivel de confianza del 99%. Lo anterior significa, entre otras

cosas, que la técnica estindar construye un IC no éptimo ya que se puede obtener otro IC mds pequeiios al

mismo nivel de confianza tomando como limite de cunfianza inferior al 0. Por otro lado, los niveles de



o

Cap. 3. Algunas aproximaciones para construir IC en presencia de pardmetros de ruido 44

confianza reales calculados para ambas técnicas a partir de los LC que con ellas se construyeron tienen una

mayor aproximacion con la técnica de Sprott que con esos construidos con la técnica estdndar.

Siguiendo un desarrollo paralelo al capitulo precedente, hasta aqui, solamente se ha tomado el
efecto de la asimetria como posible desviacion a una aproximacién normal, esto es, se ha supuesto que
efectos de cuarto orden o mayores son insignificantes. En ocasiones, asumir esta postura puede llevar a
resultados inconsistentes. En este sentido y con el dnimo de ser cautelosos, se puede tomar el efecto que
produce la curtosis de la FVR a la desviacion de la normalidad. La sugerencia de Sprott, es: si el término
Fi(0,) en (6) es importante entonces reparametrizar para hacer insignificante o nula su contribucién en la
expansion del logRw(9)), i.e., eliminar el efecto de la asimetria en la FVR; después, se calcula Fy(8;) para
examinar si una aproximacion de la FVR a una distribucidn t de Student lleva a mejores resultados.
Entonces, como en el capitulo anterior, sea w igual a ¢ 6 8, dependiendo de si hubo reparametrizacién o no
y suponiendo que se cumple |F3 (w)|=0 entonces

F,(w) = 6/(m+1) (13a)

o la correspondiente Fiy satist iciendo |Frgy (w)]=0

Fys (m) - 6(m + 2)(m + 3)2 /[m(m + ])(m + 5)(m + 7)] (13b)

vfmf(m+1) =1, (14)

donde v=v(w;x) =(x‘n—m)l¥3. Luego, despejando a m de (13) se tiene que v sigue una distribucién’ t
conm g.l.. Asique, si Fy(w) esta prdximo a cero, Sprott recomienda utilizar (14) como una t conm g.l. y;
si F4(w) es pequeiio m serd grande y v serd aproximadamente una N(0,1). Sprott también recomienda

tomar a m como el nimero entero mds préximo que satistace (13), segilin sea el caso. Al igual que en el

capitulo 2 sf

IFyw)|E€[0.231, 3], Fee( w)|E[5.626, 12)

2Sprott (1982)
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seria aceptable la propuesta de Sprott de utilizar la t de Student; pero si la cantidad Fy(w)€(-0.231, 0.231)

6 Fr4)(w)E(-5.626, 5.626) se recomienda utilizar una aproximacién normal.

Ejemplo 3.2 Suponga que en el ejemplo 3.1 se quiere analizar el efecto que provoca la curtosis en la FVR.

Para esto, primero se calcula dicho efecto con el pardmetro y después con su transformacion.

La funcién gamma con r estimada: sin reparametrizacion es Fy(A)=-6/(nr) y para su transformacién
Fy($)=-2/(9nr), donde ¢=A">. Obsérvese que Fy(\) es importante cuando n es 30y #=0.1059; por lo que
resultaria errado asumir que su prasencia es insignificante para la aproximacin, En cambio, ¢l valor de
Fy(¢) en la FVR reparametrizada es pequeio (0.0699) de lo que se concluye que, en este caso, la
transformacion ¢ ademis de eliminar problemas de asimetria también reduce desviaciones de la funcién de

verosimilitud por el efecto de la curtosis, de acuerdo al criterio expuesto arriba,

3.2 Un enfoque bayesiano para la construccion de intervalos de confianza en presencia de

pardmetros de ruido

Ahora se presenta el trabajo que realizé Efron (1993) para construir los IC en presencia de
pardmetros de ruido desde un punto de vista bayesiano. La idea de €l radica, primero, en utilizar algunos
elementos de ortogonalizaciéon de pardmetros en el sentido de Cox y Reid (1987). Después define la
“verosimilitud implicada” (implied likelihood) a la cual compara con la verosimilitud perfil y muestra su

proximidad a esta iltima®; el hecho de compararla con la verosimilitud perfil es para sugerir que la

3Véase teorema 2 de Efron (1993).
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verosimilitud implicada goza de “buenas” propiedades al igual que la verosimilitud perfil’. Finalmente,
propone una funcion de densidad a priori para luego obtener desde un enfoque bayesiano, la funcién de

densidad a posteriori y con ella construir los IC,

Esta presentacion se divide en un breviario de la ortogonalidad de parimetros en el sentido de Cox
y Reid (1987). Esto ayudard a disminuir el efecto de los pardmetros de ruido en la construccidn de los IC.
Después se da un panorama general de la verosimilitud implicada. Se presentan algunas de sus
caracterfsticas cuando existen o no parimetros de ruido. Una presentacion semejante a la anterior se hace
para la funcién de densidad a priori que propone Efron (1993) utilizando elementos de los mé:odos ABC y
ABC,. Por iltimo se muestra la funcion de densidad a posteriori que tiene come caracteristicas principales,
segin Efron (1993): esiar aproximado a segundo orden (80A) y dada las particularidades que ofrece el
utilizar elementos de los métodos ABC y ABC,, el que no aparezcan pardmetros de ruido en ia tuncién de

densidad a posteriori.

El concepto de parimetros o togonales que se adoptard en lo que sigue es el referente ai articulo de
Cox y Reid (1987) y que lo detinen como sigue.

Sea y=(yy, .., yp) el vector de estadisticas suficientes, g, (v) la funcion de densidad, u=1uy, ..., 1p) €l
vector de pardametros desconocidos y 1(n) la log-verosimilitud. Si u se particiona en dos vectores. 8 y v de
dimensiones p; y pa, respectivamente, tal que py+pa=p, se dice que @ es ortogonal a v si lcs siguientes

elementos a. .a matriz de informacidon de Fisher satisfacen

o [2i) )

v R TRL 9B gy, £106.0v,

S§—

-0, (15)

para s=1, ..., py y t=p;+1, ..., p. La definicion de ortogonalidad se puece extender a mds de dos conjuntos
de pardmetros y; en particular, p es totalmente ortogonal si la matriz de informacion de Fisher es diagonal.

. . . . $
Algunas consecuencias de la ortogonalidad de pardmetros suponiendo pi=p;=1 son™

*Algunas propicdades de la verosimilitud perfil son que sc equipara a la funcién de verosimilitud en caso de no existir parametros de ruido
y, atin en problemas con la existencia de parimetros de ruido la verosimilitud perfil sigue el principio de verosimilitud: su valor sélo
depende de la forma de la funcion de densidad y no de algan otro conjunto de datos que pudo haber sido observado.

5Cox y Reid (1987).
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i) Los estimadores miximo verosimiles de 8 y v son asintéticamente independientes.

ii) La estimacion asintética del error estindar de 0 es la misma si v se trata como conocida o no.

Las anteriores observaciones son particularmente ciertas para el caso en que 6 y v sean de
dimensiones 1 y (p-1), respectivamente. En el caso de que los pardmetros no sean ortogonales y se desee
hacer estimaciones sobre alguno de ellos (el parimetro de interés), Cox y Reid (1987) proponen hacer una
reparametrizacion apropiada, tal que (15) se cumpla para este nuevo planteamiento y de la cual sea posible

estimar el pardmetro de interés.

Ahora se presenta la corstruccion de [C que propone Efron (1993) desde un enfoque bayesiano
para el caso de la familia exponencial, esto es, los IC son construidos una vez que se conoce la funcién de

densidad a posteriori, 7(0), esto es, de

haiy)
fn(e)dﬂ =1-a,

Y

donde hy y h; son los limites de confianza inferior y superior, respectivamente.  Fl cilculo de n(8) se
construye siguiendo ¢l teorema de Bayes

71(0) <L (0)my(0),

donde L(0) es la funcién de verosimilitud y my(8) la tuncién de densidad a priori. Efron (1993) propone
utilizar la verosimilitud implicada (m4s adelante se define) en vez de la verosimilitud estdndar. Si se utiliza
la verosi~ ‘litud implicada calculada con algunas constantes obtenidas con los métodos ABC y/o ABC,, (a,
Zy, Cq), Efron demuestra que existen similitudes entre esta metodologia con respecto a las densidades y la
verosimilitud y las propuestas por Welch-Peers (1963), Peers (1965) y Tibshirani (1989) dependiendo si

hay pardmetros de ruido presentes o no.

Para definir fa verosimilitud implicada se necesita de los elementos que a continuacion se presentan.

La distribucicn confidencial denotada por m,(8) = da,(6)/d8 la cual conserva la idea descrita en el

capitulo 1. Para entender mejor lo anterior se muestran los siguientes ejemplos para obtener ay(0). Para
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esto, sea 6&"") el limite superior aproximado con confianza (1-o) para O=t(u) el pardmetro escalar de

interés con segundas derivadas continuas.

En el caso de la construccion de los IC estindar
A(t-a) AL oA
8, =0+o0z,, (16)
donde 0 es la estimacién mdximo verosimil de 0, & es la estimacion del error estindar de § y zq es el
cuantil de la normal estindar a nivel 1-a, ie., z=®"(1-a), con &' (*) como la inversa de la funcién de
distribucion normal estindar. Sea oy(0) el valor con nivel de confianza 1-a correspondiente al limite

superior de 0 para el IC construido. Suponga que o (8) es derivable con respecto a 8, entonces despejando
el nivel de confianza 1-a de (16) se tiene que o (8) = fb[(f) - é)/é] Por tanto la distribucion confidencial

aproximada para este caso es

-0 SAER e gy

do de

donde ¢(*) es la funcidén de densidad normal estindar.

Para el caso de los IC construidos con el método ABC
AQl-a) ~ 2
Banc = t(E*‘%Q)
y realizando algunas operaciones se llega a que o (8)= d[w(8)-2z,], con w(B)=w calculado asi (de la

definicion del método ABC)

x=?@ft@*ﬁla 2 17)
o)

Y Gan e )+ (dan e 1)

De igual manera, para el método ABC, se sigue de
A(l—(l) L3 a
0 ABC, = 0+ Ot
y después de algunas operaciones se obtiene a , (8) ==<D[ w-2, ], con w calculado siguiendo la definicién

del método ABC,
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6-6 28 2M

—i}\,n—

= ————gr W= T
& 1+ (4gcq + 1)L (2an +1)+ (4l +1)

(17b)

Por otro lado, se ha denotado a la distribucidn confidencial aproximada con un subindice el cual
sefiala la muestra observada, x. Suponga que se estd en un esquema de muestreo repetido. Si se toman

dos muestras de igual tamafio y ademds cada una de las muestras es igual con x, entonces la unién de estas

dos muestras serd (x, x) y su distribucién contidencial aproximada se denotard como 7, () = da.,, (8)/d6 .

Con estos elementos Efron define la verosimilitud implicada como

n,(6)

Si se calcula la verosimilitud implicada a partir de las distribuciones confidenciales obtenidas por los

L'(6)=

IC estindar se tiene

L'(0) = exp{-— (0-0) /2&:} .

Etron (1993) demostrd que si se caleula la verosimilitud implicada para el parimetro 6, a partir de
la construccion de los intervalos de contianza ABC y ABC,, ésta tiene la siguiente forma
L'(0) = cxp{—%—w:},
si no hay pardmetros de ruido y se necesita de un ajuste si existen pardmetros de ruido:
L"(0) = exp{-%w:}exp{— ?8/6}.
donde § = b/5 - ¢, Se calculard w con (17a) o (17b) dependiendo el método que se haya utilizido para

la construccion del IC. Como se comentd en el capitulo anterior, si la dimensién del vector candnico es

p=1, 0 si 8=t(nt) es una combinacién lineal del vector de medias y, entonces § =0 y a=z, (de la definicién de

{ =a-12,); ademds L"(0) serd igual a L'(0).
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En lo que sigue se supondrd que la ‘verosimilitud implicada tomard como base para su célculo
alguno de los métodos ABC 0 ABCq. Ahora bien, ;Qué tal trabajan la funcién de verosimilitud implicada y
la funcidén de verosimilitud implicada ajustada compardndolas con la verosimilitud perfil y la verosimilitud
perfil modificada, respectivamente? En este sentido Efron (1993) demostré que la funcidn de verosimilitud
implicada es una aproximacidn de segundo orden a la funcion de verosimilitud perfil y a la funcion de

verosimilitud perfil ajustada en caso de parimetros de ruido presentes, al menos cuando el parimetro de

interés es un elemento del vector de pardimetros candnicos y se estd en la familia exponencial.

Es importante resaltar que para construir IC con las ideas de Efron (1993) cuando existen
pardmetros de ruido en la tuncion de densidad, lo primero serd ortogonalizar el pardmetro de interés con
respecto a los parimetros de ruido y entonces, calcular la funcion de verosimilitud implicada. También
para la funcién de densidad a priori se supondrd que en caso necesario, o sea, en caso de que existan

pardmetros de ruido presentes se ortogonalizard antes.

Ahora bien, para dar una interpretacion bayesiana es necesario una funcion de densidad a priori. En
este contexto Efron (1993) propone las siguientes que tienen como base la construccion de IC por medio
de los métodos ABC y ABC, aplicados a la distribucidn confidencial
e*™(1-aw)’

(0 ,
ma(0) (1+ aw)(l + Zqu)

si no hay pardmetros de ruido y una modificacion en caso de la existencia de dichos parimetros

. Cz"w(l - ﬂW)s 70/5
x €
™ (6) (1+ aw)(l + Zch)

A m,(8) y =y (8) Efron (1993, 17-18) las llamo: la funcién de densidad a priori implicada (implied prior
density function) y la funcién de densidad a priori implicada modificada (modified implied prior density

function), respectivamente. Obsérvese que si § =0 entonces my(8) v my (8) son iguales. Efron (1993)

demuestra que la aproximacidr. de esta propuesta con la densidad a priori no informativa de Welch-Peers
(1963) y la de Tibshirani (1989) es de segundo orden, dependiendo de la existencia o no de pardmetros de

ruido.
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Una vez que se tienen la funcion de densidad a priori y la funcién de verosimilitud ;qué tan “buena”
es ésta aproximacién para la construccién de IC?, esto es, ;Qué tan buena es la aproximacién en la

construccién de IC a partir de la funcién de densidad a posteriori que Efron (1993) propone? El demostré
que su aproximacion es de segundo orden, esto es, P[G < é“'“);n]= 1-a+ O(n'l). Su demostracion toma

como base la relacidn que existe entre sus propuestas y la teorfa de Welch-Peers (1963), Peers (1965) y

Tibshirani (1989), dependiendo de la presencia o no de pardmetros de ruido.

Por tanto, de todo lo anterior se tiene que independientemente de tratar con pardmetros de ruido o

no, la funcion de densidad a posteriori es
n'(0) = L'(8)n,(8) = L™ (B)ry (6)

y su aproximacién al IC exacto es del orden om™.
En seguida se presenta un ejemplo aplicando esta metodologia.

Ejemplo 3.3 Suponga que se tien:n la misma muestra que en el ejemplo 3.1 y se quiere construir un IC

para ¢=E[y]. Entonces, para calcular la funcion de densidad final y de ahi construir los IC se sigue de la
propuesta de Efron (1993), como primer paso para calcular la funcién de densidad. ortogonalizar el
parimetro ¢ con respecto a los parimetros de ruido. En este caso 8=¢ es ortogonal a r y esto es posible

demostrarlo de la siguiente manera.

Cr~o ¢=E[y]=r/A, entonces ~=r/$p. Reparametrizando f(u;A,r)® como f(u;¢,r) con u= 2" P

£(u;¢,1)= ({-)r u! exp(—- 5 u)/[‘(r)

(¢, r;u)=-Fu+(r-1)logu -[logl‘(r)-— rlog(-f;)].

® La suma de v.a.’s i.i.d. como gammas de paramelros A y r se distribuye como otra gamma de parametros A y nr.
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Siguiendo los pasos de ortogonalizacién de Cox-Reid (1987), se calcula el valor esperado de

0°lfa¢or, ie.,

o1 _u 1
opor ¢ ¢’
el o 1)(5) v exp(-5u)
[a«pm] L[F_?{] r(r) du=
1 1 (%)'u'exp(—%u) L1 (fg-) u'exp(—%u'
O L C I S R O B

De aqui que ¢ y r sean ortogonales seglin Cox y Reid (1987). El siguiente pasc es calcular $.0,2,2,C a

entonces de la funcion de densidad conjunta
£(x;,r) = exp{-%E x, +(r - l)z logx, = n[log[‘(r)— r log(g)]},

se definen los parametros candnicos y la funcion (™)

m=-~£, =ty w=y(n.n,)=nflogl(n,)-n,log(-n,)] -

Luego, se deriva y con respecto a los pardmetros n; y n;

2 2
'lplg-?—‘l[.n“llu—.r_m_:.nn(b’ 1l)ll=a\?.lm72.=£t,
am, n ;g r

&y 2nm, 2n¢’
yeTT 3 T2
on, n r

Yy =

<

Para este caso en particular las demds derivadas de 4 no son necesarias calcularlas, ya que éstas se eliminan

en los productos en que aparecen. Los respectivos estimadores son

n? x " 20t x
Yy Ym=—7
T

Pr=f, "zxi v V=

donde r se estima como en el ejemplo 3.1. El estimador de mdxima verosimilitud para ¢ es

IEEOLY

n
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La funcidn t(u)=¢ es t(u)=p/n y sus respectivas derivadas son
in"%’ i2 "'fx"‘t.n".iz =0
y; aplicando el algoritmo que propone Efron (1993) para calcular la funcién de densidad final se sigue de

las cantidades estimadas

~

S _J
(nr)l;‘z 4 3([11“)”2

y; segiin sea el método que utilizado para calcular dicha funcidn, se tiene de (17) lo siguiente.

Q>

quZmn y Cqu

Utilizando el método ABC,

_9-¢ 22
Bt o8 )\. had w2 5
s a, v (2ah + 1)+ (dan +1)"
y para ¢l método ABC
K--'-'L(“’A—ﬁl)nq):&—*w- 2\ -
a, a, (2ah +1)+ (dar+1)"

Como se puede observar para este caso, con ambos métodos se obtienen la misma funcién de
densidad final. Dado lo anterior, se calculan ng (¢) y L™ (¢) para entonces obtener la funcién de

densidad final

/ “(0) (1-aw)’ exp{zow - %wz}
T (1+ aw)(l + Zch) '

Para observar la aproximacion que tiene esta funcidn respecto a la exacta, se hard una comparacién

grifica entre esta funcién y la funcién de densidad fiducial’ (explicita), fza(¢). La funcién de densidad

fiducial para este caso es

£a(6) ("To)mﬂ exP{- 1'%}’

[(nr+2)

Una presentacion de la construccion de la funcién de densidad fiducial se exhibe en la tesis de Gongora (1988).
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donde t; = zxi .

£y ()
+n"(p)

0.6

0.8

Grifica 4. Compuracién de las funciones de densidad final ="' (¢) y fiducial fra(¢).

54

Se puede observar que ' (¢) es practicamente igual a la fru(¢). De lo anterior se puede concluir

que para 0=¢, en ia gamma, la aprcximacion de Etron (1993) es cercana a la exacta, de la cual se puede

suponer que los IC construidos con 7t (¢) llevardn a resultados préximos a los exactos.
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Conclusiones

La construccion de intervalos de confianza cercanos a los exactos es importante, ya que ellos son o

deberian ser en muchas ocasiones el resultado tinal de un aniiisis estadistico.

Al paso de las piginas algo que se puntualizd tue la necesidad de tener un mayor cuidado al
momento de construir los intervalos de confianza, ya que por simplicidad algoritmica, costumbre,
desconocimiento de [os supuestos que sustentan a la técnica estindar, etc., en ocasiones se pueden
construir inteivalos de confianza que no caractericen debidamente al parimetro bajo estudio y lleve a

conclusiones poco préximas a las verdaderas.

Usualmente se construyen los intervalos de confianza suponiendo que con un tamafio de muestra
razonablemente grande existird nornalidad, f.e., se construyen intervalos de confianza a partir de la regla de
la media + 2 desviaciones estindar (para un intervalo d= confianza de dos colas a un nivel de confianza de
95%).

Algunas veces tomar el supuesto de normalidad tan solo por el tamafio de fa muestra puede llevar,
entre otras cosas, a poca precision en los resultados; como por ejemplo: una region mis pequefia 0 mds
grande de a supuestamente construida; o bien, resultados inconsistentes como lo es obtener valores

parametrales fuera de su rango.

Por tanto, la revisién de otras alternativas que puedan reducir tales inconsistencias es una idea que
debe permanecer latente. En este trabajo se presentaron algunas proouestas como son: la construccién de
intervalos de confianza con y <in pardmetros de ruido de Sprott (1973, 1980, 1982), las técnicas ABC y

ABC, de Diciccio y Etron (1992) para la familia exponencial y la técnica de Efron (1993) en el caso de
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pardmetros de ruido presentes. En general, todas estas técnicas reditdan en buenas aproximaciones a los

resultados exactos.

Sprott (1973, 1980, 1982) fija su atencién para construir los intervalos de confianza, en ia
proximidad de la funcién de verosimilitud a una normal, en vez de tan sélo esperar que el tamafio de la
muestra sea lo suficientemente importante como para suponer normalidad. Las ideas de Sprott (1973,
1980, 1982) estriban en que si la funcidn de verosimilitud para el parimetro bajo estudio 8 no se aproxima
a una normal, entonces se busca una transformacién de 9, ¢=g(8), tal que la funcion de verosimilitud en
esta reparametrizacion se acerque mds a la de una normal. Sprott (1973, 1980, 1982) corrige el efecto de

asimetria con esta transformacién y propone una aproximacion a la distribucion t de Student en caso de
problemas de curtosis. Como aportacion de este wabajo a las ideas de Sprott, se propone un criterio para

decidir sobre la posible presencia o no de curtosis de la funcion de verosimilitud.

Cuando existen pardmetros de ruido, Sprott (1980) sugiere utilizar la verosimilitud perfil conio
primer paso para eliminar los parimetros de ruido y luego emplear lo antes mencionado para el caso
uniparamétrico. Un problema que se puede presentar al utilizar la verosimilitud perfil es que se pueden
obtener estimaciones inconsistentes o ineficientes. Quizis una mejor aproximacion de este resultado seria:
primero, ortogonalizar en el sentido de Cox y Reid (1987) el parimetro de interés con respecto a los de
ruido y; despﬁés calcular la funcién de verosimilitud perfil o alguna otra version de la verosimilitud. Lo
anterior podria disminuir el efecto de los pardimetros de ruido sobre el comportamiento del pardmetro de

interés en la funcion de verosimilitud.

Por otra parte, los intervalos de confianza construidos por Diciccio y Efron (1992) se basan en
hacer algunos ajustes de orden O(n™) al cuantil exacto a partir del cuantil de una normal estindar. Estas
técnicas toman algunos elementos del remuestreo para mejorar las aproximaciones y facilitar los cdlculos.
Ademds, se sugiere hacer un 1juste al método ABC, en caso de que la muestra sea pequefa, llamado

ABCy,
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Efron (1993) se enfoca en el problema de construir intervalos de confianza en presencia de
pardmetros de ruido, al cual le da una solucién bayesiana. Propone utilizar las ideas de ortogonalizacién de
Cox y Reid (1987) para reducir el efecto de los pardmetros de ruido. Luego, construye las funciones de
verosimilitud implicada y de densidad a priori, que llevan a una funcidn de densidad a posteriori libre de
pardmetros de ruido y cercana a la distribucién fiducial del pardmetro de interés. Esta técnica tiene algunas
cuestiones que no son del todo obvias, por ejemplo: dado gue, la funcién de densidad a priori estd en
funcién de la muestra a través de a, z y c,, entonces ;qué tan bayesiana es esta técnica?. Otro punto a
discutir es acerca del supuesto de obtener dos muestras independientes e idénticas para calcular la llamada

verosimilitud implicada, ya que este supuesto es dificil que suceda en muchos experimentos.

El pago de todas estas aproximaciones recae en el nimero adicional de operaciones que se
necesitan calcular con respecto a la técnica estindar; sin embargo, generalmente se obtendrin mejores
resultados. Asi que, el uso de técnicas mas refinadas para la construccidn de intervalos de confianza se

puede ponderar a través del principio de parsimaonia.

Los principiles defectos de las téenicas presentadas se refieren a la dificultad de cilculo de algunos

de sus elementos que conforman sus respectivos algoritmos, por ejemplo: calcular la transformacion ¢ del
] g

pardmetro de interés, 0, en el caso de la téenica de Sprott; o la ortogonalizacion de los pardimetros de ruido

y de interés en I técnica de Efron (1993).

Al revisar estas técnicas surgieron algunas dudas tales como: en el caso de que no sea posible
obtener una reparametrizacién como la propuesta por Anscombe (1964) ;qué aplicar?. En el caso de
pardmetros de ruido y trabajando con la propuesta de Sprott (1980), ;cudntos pardmetros de ruido se
pueden admitir para que la aproximacién siga siendo “buena”? o ;cdmo se deben comportar los pardmetros
de ruido para que la aproximacidn siga siendo “buena™?. ;Se puede extender los métodos ABC y ABCq a
otras familias ademds de la exponencial?. ;Cémo definir la mejor reparametrizacion ortogonal que permita
hacer los calculos mas sencillos?. Se espera que ec.as cuestiones abran nuevos campos de investigacion e

interese mds al lector sobre la construccién de intervalos de confianza.
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Anexo

Construccion de Intervalos de Confianza basada en el andlisis de Sprott

La estructura del andlisis de Sprott (1973, 1980, 1982) para interpretar la forma de la funcion de

verosimilitud y construir los intervalos de confianza para el caso uniparamétrico, se puede representar con

el siguiente algoritmo:

1
2

Revisar la forma de la funcion de verosimilitud (FV) del pardmetro de interés, 0.
Calcular F3(0) y F4(0) y
2.1 SiF3(0) es pequeno y
2.1.1 Si Fy0)E(-0.231, 0.231), entonces u, = ((3 —0)!6 es aproximadamente una v.a. normal

estindar, i.e., si se construye el IC estindar, éste estard muy proximo del 1C exacto; o
2.1.2 Si|Fy(0)|€[0.231, 3], entonces uy sigue aproximadamente una distribucion t de Student con
m g.l., donde m se calcula de (2.9a); 0
2.2 SiF3(8) no es pequeiio, entonces reparametrizar la FV tal que F3(¢)=0 y*
2.2.1 SiF4(¢)E(-0.231, 0.231), entonces u, es aproximadamente una v.a. normal; o
2.2.2 Si |Fi(¢)|€[0.231, 3], entonces u, sigue aproximadamente una distribucion t de Student con
m L., donde m se calcula de (2.9a).
Construir el IC de acuerdo a las especificaciones del problema a analizar:
3.1 Dos colas P[LIsusLS]=1-0; 0
3.2 Cola a la derecha P[LIsu]=1-0; 0
3.3 Cola a la izquierda P{usLS]=1-a.

El resultado de Anscombe (1964) pucde ser una opcidn para conscguir esta reparametrizacion.



ESTA TESIS NO OEBE ?
SAR BE LA DIBLITECA

Donde LI y LS (los limites de confianza inferior y superior) son los cuantiles de la distribucion
normal estdndar o de la t de Student, segin sea el caso y u serd u, 6 uy dependiendo si hubo

reparametrizacion o no.
Una interpretacion del algoritmo hace posible dividirlo en 3 etapas, cada uno indicando io siguiente.

El primer paso da una interpretacion visual de la forma de la FV, esto es, una grafica de la FV
permite observar si hay indicios de posibles desviaciones de su forma con respecto a la de una funcion

normal. En esta etapa no se explica matemdticamente tal representacion, por lo que se recomienda
observarla pero no basar las decisiones en esta etapa - a menos que el analista tenga la suficiente

experiencia como para interpretarla,

En el segundo paso se calculan las cuntidades Fi(0) y Fu(0). Esta cantidades (representando
medidas estdndar de asimetria y curtosis de la FV) darin las condiciones para interpretar la forma de la FV,
esto es, qué decidir sobre la torma de la FV si las cantidades son pequenas o no. Se complementa este
anilisis de Sprott con un criterio para la cantidad Fy, la cual permite determinar sobre la aproximacion de la

FV a una funcién normal o a una t de Student por el efecto de la curtosis,
El iltimo paso expresa la construccion de los IC.

Si se esta trabajando con valores esperados, solamente es necesario hacer algunos pequeiios

cambios a e ‘= algoritmo, tales cambios son: ug por ug .= (w— m)lﬁ(‘.ﬁ), Fi(w) por Fref(w) y el criterio

de Fy(w) por su esperado Fiuy(w) para poder establecer si se aproxima mejor a una funcion normal o a una

t de Student por el efecto de la curtosis.

En caso de que hallan pardmetros de ruido en la FV, el algoritmo se puede extender simplemente
utilizando la FV maximizada en ios pardmetros de ruido para algin valor dado del pardmetro de interés
(verosimilitud perfil). En esta situacion es necesario mencionar que la aproximacidn al resultado exacto

depende, entre otras cosas, del nimero de pardmetros de ruido y las variaciones de éstas. Una alternativa
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seria el uso de la ortogonalizacion de pardmetros (segin Cox y Reid, 1987), la cual podria eliminar o

reducir el efecto de los pardmetros de ruido en la funcion de verosimilitud.
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