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Introducción 

L1 construcción de Intervalos de Confianza es un tema ampliamente discutido en la literatura 

estadística tanto pOI su interés teórico como por su trascendencia a través del uso de la estadística como 

herramienta de trabajo en otras disciplinas. Los Intervalos de Confianza al igual que las Pruebas de 

H i p6tesis son herram ientas que frecuentemente son uti IiZildas por los usuarios de la estadística; sin 

embargo, cuando eS posible represcntllr una prueba de hiplS¡esis como un intervalo de confianza existe 

normalmente una ganancia adicional en la interpretacilSn del resultado. Por ejemplo: suponga que se desea 

saber si no hay diferencia significativa entre dos proporciones po y PI. Entonces, sea la hipótesis nula, Hu: 

Pil=PI' Los resultados que se obtienen a un nivel de confianza del 95% podrían haber sido, por ejemplo: 

i. P [-0.6:'5 PO-PI s 0.8]=0.95 

Ji, P [-0.01 S PO·PI s 0.03].,,0.95 

¡ji. P [-0.001 s PO-PI s 0.9) .0.95 

iv . P [0.84 S PO'PI s 0.86]=0.95 

v. P [0.02 S PO'PI s O.8}=.0.95 

vi. P [0.02 s PO-PI s 0.04]=0.95 

En los primeros tres ejemplos la hipótesis nula no se rechaza, en tanto que, en los tres últimos 

ejemplos Ho es rechazada. En principio, las anteriores conclusiones son las que ofrecería una prueba de 

hipótesis. En cambio vistos como intervalos de confianza, se puede observar, por ejemplo: que el intervalo 

de confianza construido es demasiado "grande" y quizas sea necesario obtener más información sobre este 

experimento (ejemplo i), o que aún cuando no se rechaza la hipótesis nula, esta decisión no se ve muy 
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respaldada (ejemplo ii!) ya que a un nivel de -;ontianza ligeramente menor, ésta podría ser rechazada, o que 

l.1 diferencia entre ambas proporciones es lo suticientemente grande como para rechazar la hipótesis nula 

incluso para mayores niveles de confianza (ejemplo iv), etc .. 

En la literatura que trata sobre intervalos de contianza se encuentran avances importantes para la 

llbtcnción de mejores aproximaciones a los resultados exactos, muchas veces apoyados por cómputo 

intensivo. Aún con todo esle desarrollo, la mayoría sigue utiliznndo la regla de: la media más menos 2 
lksviaciones estándar, esto es, construir los intervalos de confianza a partir de la técnica est;ínuar, sin mlÍs 

reparo en los supuestos que se deben cumplir para utilizarla correctamente. Esta poca observancia en el 

cumplimienio de supuestosI, en ocasiones puede llevar a re~ultados inconsistentes tales como construir 

intervalos de confianza conteniendo elementos que son imposibles para el parámetro de interés . 

Este trabajo es una revisión bibliognífica de algunas técnicas para construir intervalos de contiuma 

con y sin panímetros de ruido, sin embarg\) tiene algunos aportes como por ejemplo: un criterio para 

decidir sobre la presencia significativa del declo de la curtosis en la funci6n de vew<::ill;litud en su 

aproximación a una función normal en el estudio de Sprott (1980) y, una modificación de una técnica 

propuesta por Diciccio y Efron (1992) denominada ABe'!. 

Las técnicas que se pretenden resumir aquí fueron desarrolladas por Sprott (1973, 1980, 1982), 

Dkiccio y Efran (1992) y Efron (1993). Estas técnicas. que tienen ha,;es no triviales para aql.dla persona 

que no este muy relacionada con el tema. tienen por otro lado. una metodología directa y dan resultados 

cercanos a los exactos con solamente unas cuantas operaciones adicionales, comparándolas con las 

requeridas por la técnica estándar. 

La distribución que se sigu~ en la presentación es la siguiente: 

ICorno ese del tamaño de muestra grande, ya que no hay un criterio ahsoluto que diga c:.::índo la Inuestra es grande. De ahí que la teoría de 
muestras grandes no indique con precisión cuando la función de verosimilitud tiende 3 la de un .. función normal. la cual es la base de la 
técnica estándar para construir intervalos de confianza. 
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En el primer capítulo se da un panorama general de las regiones de confianza; para entonces inducir 

el ~oncepto dt: intervalos dt: confianza. También se muestran algunos criterios de optimaliJad pam la 

dccci6n de los intervalos de confianza y se detinen la cantidad pivotal exacta y la asintótica para la 

construcción de los intervalos. 

En el segundo capítulo se muestra la relación que hace Sport! (1973, 1980, 1982) de las 

transfonnaciúnes en la verosimilitud a la normalidad y la aprorimación resultante en la construcción de los 

intervalos de contlílnzíI obtenidos de la técnica cst~índar pero aplicada a los panímetros transformados. En 

este análisis, las transformaciones tienen como premisa eliminar la asimetría de la función de verosimilitud, 

si eS que existe. Despt.!'s, se expone y se propone un criterio para interpretar la función de verosimilitud en 

caso de que tenga problemas debido a su curtosis en su aproximación a la normal. M:ís adelante, se twtan 

de explicar otras metodologías recientes propuestas por Diciccio y Efron en 1992, para construir intervalos 

de confianza para la familia exponencial y se da una sugerencia para mejorar el funcionamiento de lp. técnica 

denominada por ellos ABe,¡; adem;ís se mue:;tran UIlOS ejemplos númericos. Se comenta que, de acuerdo a 

la teoría de Diciccio y Erron (1992), estas aproximaciones son mejores que la de los intervalos de confianza 

estándar, pues sus dIclilos tienen Uf¡ orden de error respecto al cuantil exacto de O(nol
) mientras que el de 

los intervalos de confi;;nza est:índar es de 0(noIl2
). 

El tercer c¡'pítulo trata sobre la construcción de intervalos de confianza en presencia de panímetros 

de ruido. Ahí se describen, algun,)s resultados del trabajo de Sprott (1980) así como una extensi6n a lo 

que él desarrolló para el caso uniparamétrko. Esta generalizaci6n, parte de calcular la función de 

verosimilitud pero maximizada en los parámetros de ruido para algún valor dado del parámetro de interés. 

M:ís adelante, se intentan mostrar algunos resultados del trabajo de Efron (1993) para construir intervalos 

de confianza (también conocidos como intervalos de miíxima probabilidad a posteriori) en presencia de 

parámetros de ruido para la familia exponencial desde un punto de vista bayesiano. 
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En un anexo, se presenta un algoritmo para la construcción de intervalos de confianza siguiendo las 

recomendaciones de Sprott e incluyendo una propuesta de criterio sobre la curtosis de la función de 

verosimilitud . 

I . . 
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Capítulo 1 

Generalidades en la construcción de Intervalos de Confianza 

Un problema importante en la inferencia estadística uniparamétrica es el que sigue: suponga que 

algunas características de los elerr:cntos de una población pueden ser representados por ml!dio de una 

variable aleatoria X, cüya densidad es f(x;8) y la forma de la densidad se supone conocida excepto por 

algún panímetro desconocido l 8; ademéís suponga que se puede obtener los valores Xl! X2, ... , Kn de una 

muestra aleatoria Xl! Xl, "', Xn• Entonces, de los valores de la muestra observada Xl. Xl, ... , Xn se desea 
estimar el panímetro d'!sconocido 8 ó alguna función de él, por ejemplo .(8). A lo anterior se conoce 

como estimación y ésta puede ser de dos formas: "Estimación PUI/lllal" y "Estimaciól/ por Intervalos" . 

En la estimación puntual se busca obtener un estimador del panímetro de interés, en base a una 

cstadística2
, así pues, a cada muestr: que se tome se obtendrán diferentes valores del par:ímetro estimado. 

Por lo tanto, mín cuando se obticne una estimaci6n del valor del panímetro hay que reconocer que éste 

puede diferir a cada muestra que se tome, esto es, existe un grado de incertidumbre en el verdadero valor 

del parámetro. A"í que re~ultaría deseable que el estimador fuera acompañado por algulla medida de 

dispersión del posible error', es decir, en vez de hacer estimaciones del verdadero valor del padmetro sería 

m\ís conveniente hacer estimaci,)nes de que e! verdadero valor del panímetro esté contenido :ientro de 

algún(os) j¡" ,¡valo(s), o lo que es lo mismo hacer estimaciones por intervalos de confianza. Existen dos 

vertientes en el probletllll de estilmlciones por intel'Vlllos: 1.- Construir intelValos de confianza (le) y; 2.-

> Determinar que los le sean "óptimos" (en algún sentido). 

... '/ 

'Si O fuera conocida, la funcidn de densidad estaría completamente delinida y no habría necesidad de hacer inferencias sobre ello, 

2Una estadística es una funcidn de las va,;"bles aleatorias observables, la cual es en sí misma una variable aleatoria observable que no 
contiene par:ímetros desconocidos (Mood et al 1974. p. 226), 

ll'or ejemplo, un estimador puntual pucde ser acompañada por algún intervalo sobre éste, así junto con alguna medida de confianza, el 
verdadero vlllor del parámetro c.1crá denlro de tal intervalo, 
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CHIl. 1. Generalidades en la construcción de intervalos de Confianza 2 

En seguida t:e presenta, en la primera sección, un panorama general de las regiones de confianza y 

entonces se induce el concepto de i'ltervalos de confianza. También, se muestran algunos criterios para la 

elección de IC óptim<,~. Después, en la segunda sección se definen las cantidades pivota les exactas y 

asintóticas para la construcción de intervalos de confianza. En esta sección se da una muy bren" semblanza 

acerca de las cantidades pivotalec. Si el interés es mayúsculo en este tópico se recomienda revisar como 

una primera lectura la tesis de Góngora (1988) capítulos 1 y 2, en donde hace una present..ldón de las 

cantidades pivota les, sus variantes y alcances ar,í como tar.1bién de sus IimiLlciones. 

1.1 A/!{unos conceptos de las Regiones de Confianza 

En seguida se definen algunos conceptos de las regiones de confianza (!~C) de acuerdo a la 

estadística cliísica o también llamada estadística frel!uentista. 

Se define a la Re con nivel de confianzlI del lOOx(I-a)% o simplemente nivel de confianza del (1-

n), denotada por Cu(X Io X~ .... , Xn). como la regiólI aleatoria del espacio paramétrico e, tal que 

P[O€C(l(XJ, Xl, ... , Xn); e]=I-a para cada eEe y aE(O,1), (1) 

donde (X¡, Xl, ... , Xn)4 es un vector aleatorio. La ecuación (1) significa que CaCXJ, Xl, ... , Xn) contendrá 

al verdadero valor de e en un lOOx(l-a)% de las veces en un esquema de muestreo aleatorio~; a pesar de 

-" que en la pníctica la idea de muestreo repetido ruede ser hipotética. 

Para determinar de mejor manera al parámetro e es ventajoso considerar a la familia de Re 

(2) 

\X¡, X2, ... , Xn) también se denotará por X, cuya funcióu de densidad conjunta será denotada corno f (~;o ) -11 f (x, ;6); además, 
(XI, X2, ... , Xn)=l!: será el vector observa2~ de X· 

s En el resto de este trabajo cuando se mencione que se hace un muestreo, éste se supondrá que será aleatorio . 

. .-' 
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llUC se construyen variando el nivel de confianza 1-a en el intervalo (O, 1). La ecuación (2) debe gozar de 

una propiedad conocida como anidamiento, la cual se define así: 

Si a¡, a2 E(0,1) Y al> az, entonces las correspondiemes RC deben cumplir 

(3) 

lo que signitica en palabras que, corresponderá él un mayor nivel de confianza (1-al<1-a2) una región más 

grande y; adem¡ís, debed contener a la construida con los mismos datos pero de menor nivel de confianza. 

Ahora bien, si se generan todos los elementos de (2), es decir, se calcula para cada aE(O, 1) las respectivas 

Re, entonces lo qu.; se obtiene es la llamada distribución de cOllfiania o también conocida como 

-', distribución confidencial del parámetro e, la cual consiste en una sucesión infinita de RC en la que por la 

~"\ propiedad de anidamiento, cada una está incluida en la anterior conforme el valor de c..( decrece de 1 a O. 

Una acotar.i6n sobre las RC es que en caso de que los datos ~ sean consistentes con valores 

paralTletral~s adyacentes (funciones unimodales), se puede sintetizar dicha información en un 5610 le: pero, 

si sucede que los datos A son consistentes cnn valores parametrales no contiguos (funciones poiimcxiales), 

el compendio de la información muestral se hace a través de una RC consistente con la unilln de intervalos 

dI; confianza ajenos, 

::) Comúnmente se utilizan las Pamadas RC basadas en verosimilitud, Esto con~~ste en que todos los 

; valores parametrales en C,,(X) tengan mayor verosimilitud que aquellos fuera de C(l(X), 

Existen diversas formas de construir las RC por lo que es necesario elegir aquellas con "mejores" 

propiedades, Se presentan dos criterios para la elecci6n de las RC óptimas. 

1.- "e dice que una RC de nivel de contianza dellOOx(l-a)% para e es ¡nsesgada sí 

v e';t8e0 y aEfO, 1), 

esto es, sed menor o igual el nivel de contianza de la región Ca(X) de inclUir a un valor parametral 

equivocado e' que aquella confianza de contener al verdadero valor del parámetro e. 
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2.- Sean e~ (X) y e! (x) dos Re distintas sobre el parámetro de interés S y sea a algún valor 

entre O y 1, entonces se dice que e~ (X) es preferible a e! (~) sí 

p[S'Ee~(~) ; S] ~ p[S'Ee!(~) ; S] 'V S';oeSES y aE(O,l), (4) 

esto es, el nivel de confianza de incluir un valor equivocado S' en e~(x) es probabilísticamente menor o 

igual a que se encuentre en e~ C~). 

Ahora bien, en referencia a las funciones unimodales comentadas antes, esto es, las situaciones 

donde es posible resumir la información muestral sobre el parámetro escalar S en un solo le, es factible 

determinar a las Re de la siguiente manera: se define al le de dos colas para el parámetro O de nivel de 

confianza loa, denotado por [h¡(~), h2(~)], como el intervalo aleatorio del espacio parametral S tal que 

P[hl(~)SSS h~(~);B]=I-a para cada SES y aE(O, 1), (5) 

es decir, el intervalo [h¡(~), hl(~)] contiene al verdadero valor del panímetro S en un 100x(l-a)% de las 

veces que se tomen muestras de tamaño 11 de la misma población. A las estadísticas h¡ y h2 se les conoce 

cumo límite de confianza inferior (Lel) y límite de cnntianza superior(LeS), respectivamente. 

También existen otras variante, de los le los cuales solamente est¡ín acotados por uno de sus lados 

o Clllas6
• 

SI! define al le de cola a la izquierda para el panírnetro e de nivel de confianza l-al por (-00, hl~)], 

como el intervalo de S tal que 

(6) 

La ecuación /,,) tiene una interpretación semejante a la (5) pero ahora para el intervalo (-00, h2(~)]' A h2(~) 

se le llama límite de confianza superior, como antes. 

Igualmente, se define el le de cola a la derecha para el panímetro e de nivel de confianza leal por 

[h¡(~), 00), corno el intervalo de S tal que 

6G;tos pueden verse como casos particulares del IC acotado por amI, ,s colas. De igual manera, este último puede obtenerse como un ca~o 
particular de los IC acotados por una sola cola. 
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Cap. 1. Generalidades en la construcción de Intervalos de Conlianz3 s 

P [hl(~) :s; 8; 8]=1-u¡ para cada 8Ee y u¡E(O, 1), (7) 

lo cual expresa que [hl(~), 00) contiene al verdadero valor de 8 en un lOOx(l-u¡)% de las veces en un 

esquema de muestreo repetido, donde h¡(2f) es el LeI. 

Ahora bien, es posible chlsitiear a los le de dos colas en centrales y no centrales. Para aclarar este 

concepto suponga que la distribución muestral en que los le están basados es simétrica y, tomando iguales 

desviaciones de la media los niveles de confianza obtenidos en (6) y (7) son iguales. En general. lo anterior 

no se puede aceptar con iguales desviaciones (por la posible asimetría de la distribución), i.e., si la 

distribución no es simétrica y se toman a ambos lados de la media iguales desviaciones no se cumple qlllJ 

los respectivos niveles de confianza en (6) y (7) sean iguales. Luego, si Ut=a~ se dice que los le son los le 

centrales, en cuyo caso se ti:!ne 

en caso contrario se dice que los le son le no centrales. Debe observarse que centralidad de los intervalos 

de contlanza de dos colas no signitica que los límites de confianza sean equidistnntes de la media estimada, 

a menos que la distribución muestral sea simétrica. 

1.2 Construcción de Intervalos de Confianza mediante cantidades pivota les 

Existen diversos métodos que construyen regiones de confianza en el caso uniparamétrico, los 

cuales están vasados en las cantidades pivota/es. En las siguientes secciones se revisan algunas t~cnicas 

para la construcción de los le basados precisamente en las cantidades pivota les. 

Las cantidades pivota les se pueden dividir en: cantidades pivota/es exactas y cantidades pivota/es 

asintóticas. L1S cantidades pivota les exactas son cantidades aleatorias que dependen de la muestra XI. ... , 

Xn y del parámetro e y que cuentan con la particularidad de tener una distribución única, i.e., independiente 

del parámetro e. Las cantidades pivotales asinllÍticas expresan que al hacer crecer el tamaño de la muestra 
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su función de distribución, con parámetro S, tiende en el límite a una función de distribución independiente 

de dicho parámetro. En seguida se definen formalmente estas cantidades. 

Se define la cantidad pivotal exacta U=UC~;S) como una función de la muestra X y del parámetro 8 

Clln distribución Fo(u) independiente del parámetro ij 

P[U(X;S):su]=Fo(u) 'V SEe, 

es decir, la función de distribución se mantiene constante para toda OEe. 

Dado que ~a funci6n de distribución de U, Fo(u), es independiente de e entonces, ninguno de sus 

momentos dependen de este parámetro. En el, siguiente ejemplo se muestran: la forma de la función de 

distribución y los dos primeros l.lomentos (la medi¡¡ y la varianza) de Fo(u) los cuales son cantidades fijas e 

independiente:, del panímctro e. 

Ejemplo 1.1 Sean Xl, ... , XII variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (Li.d.) 

normales con media W=El y varianz:\ unitaria, NÜI, 1). El estimador de la media ~l es X = ; ¿ X i el cual se 

distribuye como una NÜl, 1/n). Así que, para este caso ulla cantidad pivotal exacta es 

u .. J";;'(x-~d, 

la cllal tan solo depende de la muestra X y del panímetro p, Su función de distrihución es entonces 

p [ U ( ~ ; ~t) s u ] = p [ J~ ( X - ~l ) S U ] = F o ( u ), 

donde Fo(u) es una N(O, 1) para cualquier valor de ~lEm. 

Para el caso de las cantidades pivotales asintóticas. Se define la cantidad pivotal asintótica 

UII=U(Xn;8) como una función del parámetro y de la muestra, cuando el tamaño de ésta crece al infinito y la 

distribución Fo(u) en el límite es independiente del parám, 'ro S, esto es 

P [ U ( ~ n ; e ) :S U ] -1> F o ( u ) cuando n -1> OO. 
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En algunos casos es posible encontrar fuclnnell du dhlll'lhuch\1I du hlH cnntldndl.'H plvotnll.'s 

asintóticas con sus dos primeros momentos exactos, b., IndupcndlulltcH dul pnnlmetro O; t1n otros cnsos 

solamente son exactos asintóticamente. En el slgullllltu ejlllllplo He construye una cantidad plvotal 

asintótica. 

Ejemplo 1.2 Sean XI, ... , Xn varlnhles nlentorlns 1.I.d. cnn medln y varianza comunes f,l-8 y 1, 

respectivamente. Del teorema central del límite He tiene que In ()¡lntldad 

tiene como función de distribución Ifmite a 

donde cI>(u) denota la distribución normal eSllíndar, N(O, 1). A .. í que la cantidad pivotal asintótica, Un, 

tiene corno distribucil)n límite a la t1istrihuci6n normal estándar. 

La técnica e!;t¡índar para la cOllstrucci(ln de inl\:rvalos de confianza toma como base la cantidad 

pivotal de este ejemplo, La construcciün de los le de dos colas con nivel de confianza l-Ct con la técnica 

estlÍndar se obtiene así, de (5) y la cantidad pivotal anterior: 

p [ h; ~ 1.J ( ~ n ; O ) ~ h; ] .. <1>( h; ) - <1>( h; ) .. 1-a, 

luego se pivotea, esto es, se despeja el panímetro e de la desigualdad probabilística construida sobre la 

cantidad pivotal Un con su prnpia distribución 

r[hl sO~h2 ] .. <I>(h 2 )-<I>(h1 )=I-a, 

donde h t .. U -1 (~n ; h; ) y h 2 .. U -1 (2S n ; h; ), hl Y h2 son los LCI y LCS, respectivamente ~ara e. 

Dado que el supuesto primordial de esta técnica es: "conforme el tamaño de la muestra aumenté la 

función de distribuci6n tendení a la de una normal est¡índar" entonces, el problema de esta técnica radica en 

que en la práctica no existe una cota mínima para decidir cuando una muestra es grande como para suponer 

que su función se aproxime a la de una normal, esto es, en ocasiones una muestra de 40 datos será 

suficiente para suponer que la distribución de Un sení aproximadamente una normal y; en ocasiones una 
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muestra de 1000 no precisa que la distribución de la cantidad pivotal mencionada en el ejemplo 1.2 tienda a 

la de una normal. 

En el siguiente capítulo se pretemlc profundizar un poco más en este problema exhibiendo otras 

técnicas para construir los le y, comparándolos con la técnica estándar por medio de ejemplos. 



,,,,,,\ 

. ) 

',,'; 

' •.• 1 

l,J 

Capítulo 2 

Algunas aproximaciones para construir Intervalos de Confianza 

El concepto de funciones de verosimilitud normales esta muy relacionado con las distribuciones 

asintóticas normales de la Teoría de Muestras Grandes (TMG). En este sentido, Sprott y Kalbtleish (1969) 

exponen que el utilizar estimadores puntuales y varianzas de acuerdo a aproximaciones normales de 

muestras grandes puede llevar a resultados inconsistentes, cuando la función de verosimilitud (FV) es más 

bien n0-normal. A"í que, un primer paso y antes de aplicar la TMG, Sprott (1973) recomienda: analizar la 

forma de la FV para ver su cerc,lIlía con la de una función normal; sí la semejanza es "buena" entonces 

utilizar la TMG sin milyor retlexión; en caso contrario, la propuesta es hacer una reparametrización, tal que 

la función de verosimilitud resultan! ! sea aproximadamente normal. Siguiendo estas ideas, años después 

Sprott (1980) revisa el efecto que tiene la curtosis de la FV en su aproximación a la normalidad . 

En lo que sigue se presenta la relaci6n entre: las transformaciones en la vercsimilitud a la 

normalidad y la aprm¡jmación resultante de la construcción de los IC obtenidos de la TMG aplicado a los 

panímetros transformados (Sprott, 1973). En este análisis, las transformaciones tienen comn premisa 

eliminar la a~imetría de la función de verosimilitud. Después de esta presentaci6n, se muestra un estudio y 

se da un criterio para la FV en caso de que tenga problemas de curtosis en su aproximación a la 

normalidad. 

M¡ís adelante, se presenta otra metodología propuesta por Diciccio y. Efron en 1992 para construir 

los IC. Ellos comentan que ésta es una mejor aproximación que la de los IC estándar, pues, sus cá!culos 

tienen un orden de error respecto al cuantil exacto de 0(n-1
) mientras que el del IC estándar ~s de 0(n-1/2). 
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Las ideas de Diciccio y Efron toman como base la expansión de Cornish-Fisher y el remuestreo 

(bootstrap) y a diferencia de Sprott. para ellos es importante el tamaño de la muestra. 

("'~ 2.1 Transformaciones que aproximan las funciones de verosimilitud a la normalidad 

(") 

(") 

\,,') 

I ,,) 

~I 

Suponga que la función de densidad de las observaciones i.i.d. es f(~; S)=f(x¡. x~ .... , xn; S)= 

n n r ( le, ;0) y que (' satisface !a<; condiciones usuales de regularidad, las cuales entre otras cosas permiten 
¡-¡ 

intercambiar el orden de integración y diferenciación, Se define la función de verosimilitud relativa de S, 

(FVR), como 

R(O;;0 m tÜ.: evs~p f(K; O) 

= f(!; 6)/t'(!; 8), 

donde 6 es el eSlÍmador mlÍximo lerosímil de e (EMV). Si se observan muestras de tamañ" n, lo que se 

tiene es una t:1milia de las posibles FVR; de la cual la FVR observada es la calculada con el valor observado 

!; Y ésta es tan sólo un elemento de dicha familia. De aquí que la atención se fije en la familia completa de 

posibles FVR, en vez de tan sólc el miembro que fue observado,!. Esto es porque se estará relacionando 

la ('unción de verosimilitud a los IC, los cuales involucran la tilmilia de verosimilitudes y no únic.1mente a la 

observada. Nótese, adem¡ís. que la FVR es simplemente una estandariZ<1ción de la FV, por lo que 

indistinta:, .;nte se hará referencia a las características de la FVo de la FVR entendiéndose que expresan lo 

mismo para ambas. 

Ahora bien. las bases para eliminar la asimetría de la FV y corregir el efecto de la curtosis, vienen al 

desarrollar ellogR(S;2S,) en serie de Taylor alrededor de O 

logR(S' x\ = _ ~(S _ 8)21 + ~(S _ 8)3 a31og~(S; x) + _1 (S _ 8)4 a41og~(S;x) + ... 
'~2 o 6 éla J 24 élS 4 

' 

(1) 
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donde lag es el logaritmo natural, af/ ae - af/aelo,ó e lo es la información observada de Fisher 

(2) 

() además, se supone que el denominador esta acotado y R converge rápidamente. 

-"" J ; 

.J 

:.,> 

,,) 

. .) 

.. ) 

.) 

Sí la función de verosimilitud que se tiene es una nmción normal o casi normal, los momentos dI! 

tercer orden en adelante estarán cercanos a cero, esto es, la función de verosimilitud se encontrará en la 

familia de verosimilitudes normales sí, al expandir el iogR(8;~) en serie de Taylor la contribución del 

término cúbico (la asimetría), el término de cuarto orden (la curtosis) y los mayores son despreciables en tal 

expansión l 

(3) 

En ocasionef;2, es m:ís conveniente utilizar E{logR(8;2Ü} que logR(8;~). Bajo condiciones de 

nípida convt'rgencia se tiene la exparsÍI'in de E{logR(O;X)} en serie de Taylor alrededor de 0=80 

E{logR(O;~)}=--(O-Oo)- lE (0 0 )+-(O-Ou)' E +-(0-0 0 ) E .... ·UN .¡. ... , 
, 1 , 1 1 1()310gR(Oi~)) 1 41iJ4IOgR(0;~») 

2 6 00 o ~ 24 ao o 4 

donde IE(8o) denota la información esperada de Fisher y se calcula como 

IE(Oo) = -E{a~logR(0;20/a801}. 

En caso de l: "no haya confusión ;,e denotaní 1,,(80)=1!:. 

(4) 

(5) 

Como una primera aproximación a las verosimilitudes normales, se intenta cOlTegir la asimetría de 

la FV y la idea de Sprott es reparametrizar esta función, para esto, se tomará en cuenta hasta el término de 

orden tres de la expansión de logR, suponiendo los términos de mayor orden nulos; entonces de (1) y (2) 

lUna demostración sobre la asever;!ción de que los términos de tercer y cuarto orden son medidas de la asimetría y la curtos;s, 
respectivamente, se presenta al final del capítulo en el apéndice 2.A. 

2Aunque el uso de valores observados puede lener algún bendido en un caso numérico dado, pues lo que ulilizando la verosimililud se 
rellejan los dalaS oblCnidos; ei uso de valores esperados, frecuenlernente resulta más convenienle ya que las fórmulas resultantes pueden 
ser ca/culadas una vez y utilizadas para cualquier fituación; además, los intervalos de conlial17.a resultantes están más próximos a los 

exactos. (Sprott, 1980). 
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El segundo término dentro de los corchetes es una medida de la desviación de la aproximación normal, (3), 

en cuanto a asimetría; si ésta es cero entonces se obtiene (3). Denote a la correspondiente medida 

estandarizada de asimetría por 

3/, 
, I~ 

o 
'. 

De igua I manera, se si~ue de (4) Y (5), para las expresiones con valores esperados, 

E { a 3 log R ( 9 : 20 / ue ~ } 
IF E (9)1 ... ------­,rl (9) 

(6) 

(7) 

Se utilizar;í FJ(O)=FJ par;. representar Fo l) FE(e) en caso de que no exista confusión. Luego si se 

) hal:c una reparametrización cj>:::g(O), entonces F3(cj» se puede calcular así3 

(8) 

.. ' donde I sení lo tí lE dependiendo si es Fo tÍ Fr,(8). La idea de (8) es examinar transformaciones que puedan 

eliminar -o al n1~nos reducir- el efecto de la asimetría de la FV. i.e .• haCer IFJ(cj»I""O; entonces. ahora el 

problema tan sólo radica en encontrar una cj>=g(8) que lo haga. Afortunadamente, este problema fue 

resuelto por Anscombe (1964) quien obtuvo una funci6n $. tal que F3(<!I)=:O 

Un problema de este resultauv es que en la práctica. a veces, existen dificultades para calcular~. Esto se 

ilustra adelam" con el panímetro 8=0 de la distribución lognormal. 

lUna demostración de la ecuación (8) se prese .'a en el apéndice 2.13. 
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A continuación se presenta un ejemplo relacionado con el ejemplo 2.3 de Sprott y Kalbfleish 

(1969). 

Ejemplo 2.1 Suponga que se observa una muestra con n=2 cuya familia de densidades es una exponencial, 

¡.e., f ( x ,t.) .. t.cxp ( - t.x) y sean los datos de dicha muestra ~=(O.6342, 1.2419). Entonces, utilizando la 

técnica pcesentada arriba se tiene que 

L(A;~) '" exp{ -A. ~ Xi + n log A.} ~ logL(A.;~) = I(A.;~) - -A. .! x, + n log)", 
,-1 

donde L(A.;~) denota la función de verosimilitud de A. para una muestra da'.lF,,~. Al calcular la primera 

derivada del logaritmo de la función de verosimilitud con respecto a A. 

n 

al(A.;~)/aA." - ~ Xi + n/A., 

e igualando a cero el resultado anterior, se obtiene el estimador méÍximo verosímil de i. 

calculando la segunda y tercera derivada de logL con respecto a ,,, 

a~I(A.;~)/aA.~ = -- n/I,,~ y, a31(A.;~)/c1A.3 '" 2n/),,3 , 

ya que am log R(O; ~)/aom '" am 1(0; ~)/aom , para m= 1,2, 3, .... El cálculo de I F .. (j.) I = 12/ n L: 1 indica 

que, cuando sea n=2 la asimetría sení importante en la FV; así que será necesario reparametrizar (según las 

recomenhciones de Sprott). Para encontrar la transformación que elimine la asimetría de la FV se sigue 

del resultado de Anscombe (1964) 

y por tanto 

03 log R(A.; ~)/ OA.3 2n/A.3 2 
d2 log R(A;~)/¡¡A2 '" _n/A.2 = - A 

) ji a
3

10g R(A.;X)jaA.
3

) {2 } 2/3 
~'= g' (A =: c exp 3J 2 ( • -)/ 2 dA. = e exp - '3 log A. '" cA- , a lag R A;~ al.. 

donde ~'=g'(*) es la primera derivada de g(*). Por tanto, resolviendo esta diferencial se llega a la 

transformación g ( A) = ±Cf.. U3 y, tomando por conveniencia c=3 
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Ahora bien, para verificar la corrección que hizo esla transfonnación a la asimetría de la FV, de (8) 

1

2 2",-5/3 
IF3(<P~ - nl/ 2 - nI/ 2J...-SI3 = O, 

es decir, si se utiliü1 esta transformación en la serie de Taylor de la FVR el ténnino de orden cúbico será 

nulo. 

Para aclarar estas ideas observe, en las siguientes tablas. el contraste en el comportamiento de la 

FVR, alrededor de la estimada MV y su transformada. 

R(J...;Ii) 0.0243 0.8211 0.9600 0.9694 0.8934 0.5759 

J... 0.066 0.666 0.866 :1;066' 1.266 1.466 2.066 
:-:>:::; .. -:-:::=::::: (:>~i 

Tabla 1. Forma del F'v'R alrededor del MV para el caso exponenl'ial. 

R(tjl;~) 0.1163 0.4595 0.9173 0.9177 0.4753 0.1158 

0.5215 0.7215 0.9215 l.olis 1.125 1.3215 1.5125 
·::.····:··:-··::····:::·:··\:·f::¡: 

Tabla 2. Forma del FVR alrededor de la transformada del MV para el caso exponencial. 

Nótese, en la tabla 1, que al alejarse la 'llisma distancia del máximo verosímil se obtie'1en muy 

diferentes ver""imilitudes (estandarizadas), esto indica que sería muy difícil suponer normalidad en la fonna 

de FV, pero quiz<í, uno podría suponer que el tamaño de la muestra es la causa del problema; en este caso, 

obsérvese, en la tabla 2, que -con el mismo tamaño de muestra- se presenta un comportamiento más 

simétrico alrededor de su máximo verosímil estandarizado, i.e., bajo esta transformación la función de 

verosimilitud tiende más a una función normal. Lo anterior se ilustra en la siguiente gráfica. 
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Grálica 1. Formas de la FVR para').. y.p (caso exponencial) con n=2. 

Obsérvese como R(<)I) se distingue por un comportamiento semejante a la de una función normal, 

en tanto que la R(A.) se caracteriza por ser más bien una función asimétrica. 

A continuación otro ejemplo, esta vez de una gamma (con r=0.08, conocida). 

Ejemplo 2.2 Suponga que se tiene una muestra i.i.d. de 40 datos (n=40) de una gamma, 

f(x;A.,r)= A.'X'-I exp(-A.x)jr(r), que arrojó una suma de 250. Para construir un re para l., se sigue de la 

técnica de Snrott: 

n 

al(A.;~, r )/aA. = - )' Xi + nr/A. I 

f.t 

igualando a cero la derivada anterior, se obtiene el estimador máximo verosímil de A. 

f. ... r/x donde x = ~ Xi /n ; 
calculando la segunda y tercera derivada de 10gL cnn respecto a A. 

a21(A.;~,r)/aA.2 = _nr/A.2 y, a31(A.;~,r)/aA.3 -=2nr/A.3. 
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Al calcular 1 F 3 (,,) 1-12/ ( IIr) 112 1, se observa que la asimetría de la función no es pequeña para 

r=0.08 y n=40. Por lo tanto, una reparametrización como la propuesta por Anscombe (1964) ayudaría a 

~liminar el efecto de la asimetría en la FV. L1 transformación de Anscombe (1964) pdra este caso sería 

y, por tanto 

a3 log R(t...;!. r)/ at...3 

a2IogR(t...;~.r)/at...2 
2 a--
A. 

«jl'=g t... = cexp - . - dt... .. cexp --Iogt... "" CA.-· . ( ) 
{ 

1 f a3 
log pJt...; x. r )/at...3 ) {2 } '/3 

3 a2IogR(t...;!,r)/m} 3 

Resolviendo la diferencial se llega a la transformación g ( t..) .. ~ct.. 1/3 y tornando c=3 

Para verificar la correcci6n que hizo esta transformacitSn a la asimetría de la FV, de (8) 

Así que. Si se utiliza esta transformadf)n en la serie de Taylor de la FVR el término de orden cúbico 

desaparece. 

Nótese, c(¡mo el supuesto de conocer o no a r, no intluyó para ohtener la transformaci6n del 

parámetro de interés. t...; esto en general no se cumple. También. ohsérvese que al comparar esta 

trpnsformación y la del ejemplo anterior. ¡ambas resultaron iguales!; hecho que no necesariamente se 

cumple para t~r\a función de verosimilitud. Por ejemplo, el parámetro 0=0 de la distribución lognormal 

[ ~ ( )' ]1/3 n0 2 
- 3 L., log Xi -

tiene como transformación (de Anscombe 1964) a: Ijl = e f 0
4

/ 3 do. 

Haciendo un análisis semejante al del ejercicio anterior, observe el contraste en la forma de la FVR, 

alrededor del estimador MV y :-,~ra su transformada cuando el tamaño de muestra es "relativamente 

grande". 
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R(f..;~.r) 0.4294 0.8539 0.9652 1.0000 0.9716 0.8987 0.6893 

f.. 0.0056 0.0092 0.0110 111¡1¡I,r~ 0.0146 0.0164 0.0200 

Tabla 3. Forma del FVR alrededor del MV para el caso gamma. 

R(<!>:~.r) 0.2268 0.5167 0.8482 1.0000 0.8482 0.5178 0.2279 

</J 0.1589 0.1839 0.2089 ...... º.~QJ? •. ; 0.2539 0.2839 0.3089 
...... :; .......... . ::: .. :.; 

Tabla 4. Forma del FVR alrededor de la transformada del MV para el caso gamma. 

Nótese que la aproximación a una función simétrica en la tabla 4 es mejor que aquella donde no se 

hizo ninguna reparametrizaeión (tabla 3); esto a pesar del tamaño de la muestra que ya no es pequeña. Se 

presenta abajo la confianza real lÍe encontrar al parámetro f.. dentro de los Le construidos con las técnicas 

estándar y de Sprott. 

Exacto 0.68 0.75 0.90 0.95 0.99 

Est:índ:,r 0.710 0.790 0.930 0.954* 0.980* 
--

Sproll 0.669 0.740 0.895 0.947 0.990 

" Tabla 5. CompararilÍll de los IlIvcles de rOlltlilllza real de los lC eSliíndar y de Sprotl de dos rolas. ron n= 0,16. O, 1:!S. 0.05. 
, ,) 0.025 Y n,nos 

l.,) 

'.) 

',) 

l.") 

1"" 

Los espacios de la tabla 5 marcados con "*" indb1n que el le construido para A (>0) toma valores 

fuera de su rango, por lo que se tomó al cem como su Le!. En este ejemplo. los límites de contianza 

inferior c~' -'Jlados con el técnicr. estándar fueron negativos a niveles de contianza del 0.95 y 0.99 (·0.0012 

y -0.0056, respectivamente), Le., en un muestreo aleatorio, de 100 muestras de tamaño n=40 en 95 (99) de 

ellas A se encontrará dentro del intervalo [-0.0012, 0.0268 ] ([-0.0056, 0.0312)), este resultado da un le no 

óptimo, en el sentido que puede existir otro le con el mismo nivel de confianza pero de menor longitud: (O, 

0.268 ] «(O, 0.0312 )), esto es porque la probabilidad de encontrar una muestra con AsO es nula. Ahora 

bien, obsérvese que las constn.::dones de los le calculados con la técnica de Sprott (1973) resultan en una 

mejor aproximación a los te exactos. Por ejemplo, las aproximaciones que se obtienen con ambas técnicas 

a un nivel de confianza de 0.68, difieren de las exactas en: 0.031 para el caso estándar y 0.011 para la 
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técnica de Sprott; a un nivel de confianza de 0.75 la diferencia del le exacto con respecto a la estándar es 

aún mayor: 0.04, en tanto que para la técnica de Sprott es de 0.01. Para las demás aproximaciones, las 

construcciones de los le con la técnica de Sprott resultaron bastante cercanas a las exactas. 

Sprott comenta que la transformaci6n de Anscombe 4>=g(8) produce normalidad o casi normalidad 

para la familia de verosimilitudes sí el estimador del parámetro no toma los valores extremos en su rango, 

o 
por ejemplo: para el caso bin,)mial, cuya transfornl.n,ción es 4> =f [ dI r J' existen problemas de 

1(1-1) ., 

aproximación a una verosimilitud normal cuando 0=0 Ó 1. Aunque lo anterior no se puede generalizar 

para toda transformación «)btenida siguiendo el resultado de Anscombe) es recomendable al momento de 

calcularla, analizar si no se tienen problemas cuando (j tome valores extremos. En estos casos, será mejor 

proponer otras transformaciones -quiz.ís, por medio de ensayo y error- que, disminuyan el efecto de 

asimetría y no tenga problemas para tales valore!> de O o proponer alguna moditlcación de la 

transformación en los puntos de discontinuidad . 

Hasta el momento se ha t'xpuesto una metodología para reducir la asimetría de la FVR mediante 

una reparametrización. para esto se ha supuesto que los términos de orden mayor al cúbico son pequeños y 

por tanto de poco efecto en la descripción de la verosimilitud. Habrá veces que suponer lo anterior llevará 

a resultados incollsistentes~ debido a que la curtosis de esta función er. muy importante. Si se esta en dicha 

situací6n Sprott en diversos artículos (1978,1980 Y 1982, por ejemplo) propone: el término cúbico de (1) 

ó (4) se analiza como antes, t.e., si éste es importante entonces reparametrizar (o sea, eliminar la asimetría 

de la FVR), en caso contrario no hay necesid:ld de transformar el panímetro: luego. se calcula el término de 

cuarto e .len para examinar si hay necesidad de aproximar la FVR a una distribuchln t de Student. Para 

esto, denótese por 

que, proporciona la principal contribución de la curtosis a la FV. Además, el cuarto momento de la 

expansión de la FVR con res~cto a ~ se puede calcular asíS 

'Por ejemplo: valores fuera del rango del parámetro. 

lUna demostración de la igualdad de F,(.p) se presenta en el apéndice 2.C. 
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donde ~ - 34> / de, ~ - d 24>/ de 2, etc.. Sea w igual a <1> ó e dependiendo si hubo reparametrización o no. 

Entonces, haciendo IF3(m)I ... O, se define ni como 

(9a) 

o la correspondiente FE(4) satisfaciendo IFEm (ro)I""O 

IFE(4)(ro)1 ca l5(m + 2)(m+ 3)2 ¡[m (m ;- l)(m + 5Xm + 7)] (9b) 

y 

v,Jin/(m + 1) .. I(M)' (10) 

donde v = v(w;~) .. (m- w)I~2. Despejando6 a m de (9) se concluye que v sigue una dis¡ribución7 t de 

Student con m grados de libertad (g.l.). A"í que, si F3(W) esta cerca a cero, Sprott sugiere utilizar (10) 

como una t con m g.I., donde m se cakula de (9); adem¡ís, si F.¡(w) es pequeño, m sení grande y v será 

aproximadamente una N(O,l). También recomienda utiliznr a In como el número entero más próximo. 

Dado que una t con m g.I. es prácticamente una normal sí m es 25 ó m:ís, allener 

1¡:\(\11)I~[O.2~ 1, ~] 

se deduce que sería viable la sugerencia de Sprott de utilizar la t de Student, pero sí F~(m)E(-O.:31. 0.231) 

Ó FE(4¡{W)E( -5.7,5.7) se recomienda usar la aproximaci6n normal. 

Ejemplo 2.3 Suponga que en los ejemplos 2.l y 2.2 se quiere analizar el efecto que provoca la curtosis en 

la FVR. Para esto, primero se calcula dicho efecto con los parámetros y después con sus respectivas 

transformaciones. 

- Para el caso exponencial: sin reparametrización F4(A)=-6/n y para su respectiva transformación 

6 Para calcular m en (9b) se recomienda utilizar métodos numéricos. 

'Sprolt (1982). 
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- Para la gamma. con r conocida: sin reparametrización F4()")=-6/(nr) y para su transfonnación 

Donde $=)..1/3; obsérvese que Fot()") es importante cuando n es 2 para el ejemplo exponencial y 40 para el 

casCl gamma con r=0.08; por lo que f~sultaría errado asumir que su presencia es insignificante para la 

aproximación. Ahora, revisando el efecto en Fl$) de las transformaciones, resulta interE:mnte observar 

que en ambos ca30S además de suprimir problemas de asimetría. elimina el efecto de curtosis, de acuerdo al 

criterio comentado arriba. 

2.2 Transformaciones del cuantil para construir Intervalos de Confianza 

En seguida se presentan otras aproximaciones a la construcción de los IC. las cuales son propuestas 

por Diciccio y Efron (1 (92) Y cuya teoría esta basada en la expansilSn de Cornish-Fisher y el remuestreo. 

Aunque esta teoría no es restrictiva, por cuestiones de cálculo se realiza esta presentación sólo en la familia 

exponencial multiparamétrica, la cual es por sí sola una familia muy basta. A<;í pues, se empieza con un 

breviario de la familia cXlxmt'ncial, la expansi<)n de Cornish-Fisher y la notaci<ín utilizada en esta sección, 

para entonces dar paso a las transformaciones propuestas. 

Sea X'=(X¡, X2, .... Xn) una muestra aleatoria, ~'=(Xl, X2 ..... xn) la muestra observada y i=(Y¡, ... , 

Yp) el vector estadístico suficiente obtenido ue ~ y cuya familia de posibles funciones de de:Jsidad, g,Ú). 

esta inclL .. da por un vector de parámetros U'=Ülh .... ~lp). Sea 8=t(U) el parámetro escalar de interés, 

estimado por su EMV O,. t (~), donde e. es el EMV de U. La función t(U) debe tener segundas derivadas 

continuas. Se supondrá que la familia para métrica de densidades de ~ es una familia exponencial con n, el 

vector de parámetros naturales de dimensión p; así qu:! la densidad se puede expresar como 

g!!(,t) (X exp[ Y)'y -l¡JI'!!)]. (11) 
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El vector de parámetros de esperanza ll-EuÚ!) Indexa a la familia exponencial exactamente igual 

que n dado que II y n estan relacionadas biunívocamente, Se utilizará la notación guÚ!) y EuÚ!) cuando sea 

conveniente, significando guÚ!) y Eu(x) para el valor de n correspondiente a ll, La matriz de covarianza de 

):, cuya dimensión es de pxp, se deno,aní por Vl!=V(ll), El EMV de II es): (~=x), de aquí que el EMV de 

8=t(U) es 0= t (~)=t(x), El error estlÍndar de O es aproximadamente 

(12) 

donde i ( ~) es el vector gradiente ( at ( ~) / al-' i )'; a (12) también se le conoce como la cota inferior de 

Crámer-Rao para la desviación estíÍndar de un estimador insesgado de e, Ahora bien el estimador usual 

para (12) es 

LI función de verosimilitud en): será L(n; ):)oc exp{n'): -'\'(n)} y SlI logaritmo 

log L(n; ):)= l(n;~)oc n'x -\p(n), 

La función generatriz de cumulantrs para ): (que es el logaritmo de la función generatriz de 

momentos) es8 

K(~)=logE!l{ exp(~'..x) }='I'(n+~)-'I'(n), 

donde ti=(s¡, .. " s,,)', Los cumulantes9 conjuntos de YI' .. " YP se obtienen de la siguiente manera: 

rJK( ~) 

... d3~~' {IogE~ (e~'~)} .. E~ (YiYi )-E~ (Yi )E~ (Yi )=rov(Yi 'Yi ), 
s-O I J s..Q 

SSc presenta una dcrncslración de este resultado en el apéndice 2.D. 

9[1 orden de error del k·ésirno curnulante será de O(nl.~, Kendall y Stuart (1979a, p. 176). 
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:":~~'.' - as, :'as. ¡ log E,( e
j
, t -E, (y,y,Y.) -E, (y, )E,(y;y.)­

- E!J (Yi )E!J (Y¡Yk) - E!J (Yk )E!! (Y¡Yi) + 2E!! (Yi )E!! (Yi )E!J (Yk) -

la cum(Y¡,YpYk) 

¡,j, kE {l, ... , p}. 

22 

Para el caso de la familia exponencial, también es posible calcular estos cumulantes a partir de 

U 2 \1'( ll) 
'1' ij (~) .. ur¡ ¡ ihl-j os E!) (y i Y j ) - E:! (y i ) E ~1 (y j ) .. cov (y i ,y j ), 

¡) 3 \,,1 YJ I 
'P ijk (~) - ---' ~ - E 1 ( Y i Y j Y k ) - E'I (y i ) E'I (y j Y k ) - E'I ( Y i ) E'I (y ¡ Y k )-

Urj¡r1l1jUrjk - - - - -

-E~ (Yk )E~ (y¡y; )+2E!J (y¡ )E~ (Yi )E~ (Yk )=-

¡,j, k E {I, oo., p}, 

donde hú:) es una constante de normalización. 

Como se ha mencionado, algunas veces será más conveniente trabajar con g, cuyas componentes 

son f.t¡=E(Yi)='f!¡(n) i=l, ... , p. L1S ecuaciones resultantes y¡='f!¡(n) de la primera derivada de la función 

generatriz de cumulantes lleva a ~ =~. 
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Las ideas de Diciccio y Efron (1992) se fundamentan, entre otras cosas, en la expansión de Comish­

Fisher lO
, que es la inversa de la expansión de Edgeworth. Para aclarar estas ideas, se presenta someramente 

la expansión de Edgeworth y su relación con la de Comish-Fisher. 

Edgeworth (1904) desarrolló una manera de aproximar una v.a. normal estándar a una v.a. X, para 

esto utilizó la llamada "forma de Edgeworth de la serie tipo A" 

donde K'r es el r-ésimo cumulante de X, D es el operador derivada. l3(x) es la función de densidad de la 

normal y m ya ser<Ín, en ocasiones, ligeramente diferentes de la media y la desviación eSllÍndar de X ya gue 

ésto puede mejorar su aproximación". Si P(x) se est:índariza, P(x)=cj>{(x-m)/o}/a=q,(u) donde u;::(x-m)/a 

es una pivotal y q,(*) es la función de densidad est:índar de la normal, entonces se puede probar que esta 

estandarización lleva a 

( x-m) {K 3 3 K 4 4 } f .- "CXp --D +-D -oo. '!I(U}, 
, a 3! 4! 

(13) 

Nótese que si X fuera una v.a. normal el término en !laves sería O y por tanto f ( '~Jm ) = f ( u) = .p ( u). En 

caso de que existan desviaciones de la normalidad de la forma de f(u), éstas senín corregidas por el factor 

en lIaves12
• 

Ahora bien, Edgeworth expande la función exponencial de (13) en serie de Taylor, para luego 

obtener la función de distribución de U, F(u). Su siguiente paso fue igualar F(u) con la función de 

distribución de una v.a. normal estándar Z. El resultado de esto fue la llamada expansión de Edgeworth 

que, expresa la v.a. normal estándar Z en términos de U. Más tarde, Comish y Fisher (1937) desarrollan la 

idea de exhibir la v.a. U en función de la v.a. normal estándar Z; esta es la razón por la que se denomina a 

~ IOl'ara más delalles véase por ejemplo: lIall (1988), Wilhers (1984), Barndorff·Nielsen y Cox (1979), Fisher y Comish (1960), Kendall y 
Sluarl (19793); ésle úllimo recomendado como una primera leclura. 

W IIKendall (1991). 

~ 12Kcndall y Sluarl (1979a) exlraen del arlículo de Crámer (1925) las condiciones que debe cumplir f(u) para que sea una función de 
densidad. 
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la expansión de Cornish-Fisher la inversa de la expansión de Edgeworth. Una representación de la 

expansión de Cornish-Fisher del orden 0(n·1
) es 

uaz-E(U)-¡ASIMET(U)(z2 -1)+0(11-1 ), 

donde ASIMET(U)=K3/d denota una medida de asimetría de la v.a. U (en (15) se da una caracterización 

cercana de esta medida). Nótese que la aproximación de u está tomando en cuenta parte del efecto de la 

asimetría de V, i.e., esta aproximación corrige algunas posibles desviaciones de la normal pro\'ocadas por 

la asimetría de la función de U. 

En seguida se presenta una justificación de las técnicas que desarrollaron Dicccio y Efron (1992) 

para construir le. 

Se pueden definir los límites del IC exacto en términos de la cantidad pivotal v" ( 0- o) i (, - al 

menos te6ricamente D
-, donde O==t(U) es una funci6n con segundas derivadas continuas. Ahora bien, 

definase G/v) '" P(Y s v;~) y 

(1.l) 

la cota superior "exacta" para O con confianza 1-a, i.e., p(o s eg;U);~) = ]- a. En ocasiones no podní 

calcularse (14) explícitamente (o mlÍs bien, desde un punto de vista pníctico sení muy complicado hacerlo), 

pues, est:í en función de n a través de G~II(a). Empero, si se utiliza la noción de "correcto a segundo 

orden"IJ .n términos de 8~;u\, por medio de la expansión de eornish-Fisher, sení posible conseguir una 

aproximación a los límites del le; adem:ís, eludiní algunos problemas de cálculo. Para esto, en Diciccio y 

Efran (1992) aparecen las siguientes cantidades que allí se afirma, son aproximaciones de orden de 0(n·1
), 

E(Y)= -mi /2+ m;! /2- m3, YAR(Y)=1, (15) 

que en su notación (ver pp. 242-245) 

llGóngora (1988) exhibe algunas dificultades que se presentan al momento de construir le exactos. 

¡"Una aproximación al límite dellC a un nivel loO, ii ( ¡-a), se le dirá "second·order correct" o correcto a segundo orden, (SOC), si difiere 
de ti ••.• , por 0p(n·3r.!). Por aIro lado, un límite cerca de ii ( I-a ) se le dirá "second-order accurate" o aproximado a r.egundo orden, 
(SOÁ), si se tiene una cobertura de error del orden O(n '1), ¡.e., si p \ 6 • ¡¡ ••.• J :'1). 1- a + O ( n" ). Además, generalmente SOC 
implica SOA. Hall (1988) -
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m~=ljIIJ t¡j la, i,J, k, 1=1, ... , P, 

por simplicidad notacional ellos eliminaron el signo de suma, el cual corre sobre los subíndices que 

aparecen dos veces en cada formula. Los ordenes de ml! m2 Y m3 son O(nol12); todos los otros cumulantes 

de V mayores a ~res son O(nol). El motivo de mencionar los ordenes de los errores es porque esta 

construcción del le se aproxima con un orden del error de 0(n0312
). Utilizando la expansión de eomish­

Fisher para _G;I (a) con Op(nol) 

-G;I (a)"'za -E(V)-~ASIMEf(V)(z~ -l)+Op(n OI); 

sustituyendo (15) en G ~I (a) 

O-le ) ¡ 1 1 1) (1 1)z1 O ( -1) - !! el c. Z" + \6' m 1 - r m 2 + "2 m 3 + J m 1 + T m 3 C\ + P n , (16) 

en donde Zu r¡!S el cuantil de una distribuci6n normal estándar a nivel l-ao Obsérvese que se pide que 

G;1 (a) sea de orden Op(n"I); esto es así, porque al hacer el producto de G;I (a) y (] (cuyo orden de 

error es 0(noI/2)) en (14) se obtiene una aproximacilln con error de 0(no~/2) al límite de confianZ<1 exacto . 

Scdenotar:íporm¡ ~m¡ (~) i=I,2,3y 

asíquclTI¡ ""mi (~)+op(n"l) i=l,2,3;adem¡ís,a, Zoycq s()ndelordendeOp(no1/~). Portanto,de(16) 

e{.'-(O) = e + &{z + z + (2a + c )Z2 }+o (n0312
) Ex "O ( q (1 P " (17) 

Defínase :¡ =;( 1I1 ~ -1113 ), entonces 2o=a-1, Sí p=l, entonces m2 Y m3 son iguales, 1 =0 y Zo=a. 

También, sí e es una combinación lineal de ~llo ... , ~lp, m;! y m3 desaparecen y Z{)=a. 

Una desventaja de (14) para la construcción del le exacto es que sí se considera algún otro 

, 1 (e) d d h f' ,. A ( l-a ) ( A ( l-a) ) parametro esca ar "t=h , on e es una unClvn monotona creCIente, entonces "t Ex Y h e Ex no 

son necesariamente los mismos. 
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Hasta ahorn, se han presentado las bases para construir le de acuerdo a las propuestas de Diciccio 

y Efron (1992). 

Para que esta técnica sea computacionalmente sencilla, Diciccio y Efron (1992) desarrollaron un 

procedimiento, cuyas cantidades a, b -1-CJl11 2 y e q se expresan en términos de derivadas que se calculan 

numéricamente. Sea 

i = 1, ... , p, 

donde .!ii es el vector unitario p-dimensional con un 1 en la i-ésima posición. De la relación ~li:;;'l'i(n) se 

sigue 

-\¡Jij -dJ.li (~+1t~j )/clnL.o i,j=l, ... ,p, 

.'J donde 'I'i] ""Pij (r¡)1 y '~ijk "'I'ijk (r¡)1 . i,j, kE{l, ... ,p}. 
- ~~ - ~r~l 

\",J 

Dado que V ~ .. ( 'V ,j ) es una matriz de p;~p, sea O la matriz diagonal de valores propios de V ~ y, 

r la matriz ortogonal cuyas columnas consisten de los correspondientes vectores propios de V~. En 

particular '~a di el i-ésimo elemento de la diagonal de O y ~i. (!;~, .. ,,!;~), la i-ésima columna de r, entonces 

de V ~ =ror' se sigue 

i,j=l, ... , p, 

luego 
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Una vez que se calcula a, b y cq se obtiene y .. b / a-c q y Z o ... a-y. Una manera más directa de 

aproximar a ZQ, es la que sigue: z.o=<I> -1 {2 <1>( a ) <1>( - Y ) }; la cual lleva a resultados próximos a los exactos 

cuando el tamaño de muestra es pequeño. Este resultado tiene corno bases teoría de remuestreo15
• Nótese 

que sí y =0 entonces Zo=a, como antes. 

Con las acotaciones anteriores es posible calcular (17) con menos cálculos. Las aportaciones 

principales de Diciccio y Efron (J 992) son definir dos formas para calcular los límites del le (cada una con 

") sus propias ventajas y desventaj;~s), las cuales tienen su fundamento en que el miemhro derecho de (17) es 

» una aproximación de orden 0(11.3
/
2
) de los le. 

::-> 

'J Definición.- El límite del le "quadratic ABC '6
., para 0, denotado por O ~\~',i se construye calculando las 

:::> cantidades (e,Cr,a.z ti ,c'i ), z,,=<!' .I(l_a) y empleando el siguiente algoritmo l7 

-', 
,.,1 • ( I-n ) • 

O Alle .. O + u;. , (l8) 

Definici6n.- El límite del le "ABe" para 0, denotado por 6 ~\~;~,), se construye calculando las cantidades 

( 6 .lJ, a ,z o ). z,,=(I>'I( loa) y aplicando el algoritmo siguiente 

(19) 

15Erron (1985) llega a tal conclusión después de correr simulaciones del error medio cuadrático de Z{) =<1> -, t 2 <1> ( a ) <1> ( - y ) } con 
l'.Q=a-y . Los cambios de nOlación son: zOI=a y Z02"-y . 

16ABC significa Approximate Bootstrap Contidencc. Las inicial-: ABe de estas técnicas se deben a que sus precusoras eran precisamente 
<:onstruccioncs de le por medio del bootstrap. 

l'l..a cantidad t.. que se utiliza en las detiniciones cumple. bajo soe: ). _ Z a + Z O + 2 az ~ + O P (D -1) Y 
). 2 _ Z ~ + 4 az! + 2 z O Z a + O P (n -1 ). 
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La solución dada en (19) tiene la propiedad de invarianza, esto es, suponga que el parámetro de 

interés 8=t(U) se transforma por alguna función monótona creciente de 9, 't:h(9), entonces el límite {} ABC 

se transforma 18 en i:~~) .. h(e~~») con el mismo orden de error que O ABe; en tanto que esta propiedad no 

necesariamente se cumIJle para O ABC,' Además, obsérvese que para obtener O ABC no es preciso calcular cq• 

En cambio las ventajas de O ABe q son más bien computacionales, ya que los cálculos de t(*) son locales, en 

el sentido que solamente requieren de la evaluación de t(ll) para II cerca de ~; lo anterior no f.e cumple 

para el límite O ABC ya que de acuerdo a como se detine, precisa de la valuación de t(ll) en un punto II 

alejado de ~ y esto puede acarrear problemas computacionales, sobre todo cuando ~ está en la frontera dd 

espacio paramétrico correspondicnk. 

2.3 Una pl'Opuesta y ejemplos numéricos 

Fucra dc C:itc trabajo :iC han rcvisado numcrablcs ejemplo:i utilizando (18) y (19) para la 

cllnstrucción de le y se ha observado que generalmente ABe funciona mlÍs et1cientc:nente que "quadratic" 

ABe. Para explorar una posible mejora en la et1ciencia de "quadratic" ABe se propone en este trabajo que 

en lugar de 1; en (18) se utilice 

(20) 

El tercer término del miembro de la derecha de (20) es de orden 0(0-1
) y por tanto formaría parte 

del error en (17) pero, cuando la muestra es "pequeña", la presencia de este tercer término mejora la 

aproximación al límite exacto, por lo que se sugiere tomarlo en cuer.ta en tales casos. Por otro lado, 

cuando la muestra crece la imp(,rt~lI1cia de este término se reduce y su aportación se vuelve insignificante, 

por lo que lIeganí a "er indistinto tomar ~ Ó ~' en (1~) para la construcción de los IC. A esta alternativa se 

le denominará "segunda variante cuadrática ABC" y será denotada por O AOC 2,' También resultará 

IHDiciccio y Erron (1992). 
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indistinto utilizar S ó Si cuando cq=O, pues, ambas serían iguales a /... en (18). Además, se obtendrá casi el 

mismo resultado con cualquiera de las anteriores tres técnicas ABC sí cq=O. 

Nótese que 

A continuación se presentan dos ejemplos empleando las propuestas anteriores. 

Ejemplo 2.4 Suponga que una muestra de ocho datos (n::8) de una gamma expresada de la siguiente forma 

f(x;B,a) = X,,-I exp(-x/B)/r(a)W' , arrojó una suma de 9.3644. Para construir los ;C para 8=B con las 

propuestas anteriores (ABC, ABCq y ABC2q) con a=0.25 conocida, 

L(r~;~, a) oc exp{-* ~ x, - na 10gB } 
1.1 

L( r¡;!i> c:t) ex exp{ r¡y - na log( - *)}, 

n 

donde ll=·¡r!, y::-: ~ XI Y nct log( -lfl )=11'(11). Como ~l:::l'l'( rd .. - n(1./ r] y el interés es construir un IC 

para 13, de la n:lacilÍn anterior se infkrc que IÜI)::nalw"Bi en lo que sigue del ejemplo se tomará a=r para 

distinguirlo del n ocupado en el nivel de c(~l\fial\za ]·a. Haciendo Ins operncinne!: necesarias se obtienen 

lascalltidades (O,(Y,a,zo,c q ): 

A X 
e. ""-. 

r 

A X 
(J = -( \)112' 

nr' 

1 
a .. Zo = ---:-:-::-

3(nr)1I2 
y e q .. O. 

En este caso a=zo ya que se supone r conocido, ¡.e., sólo existe un parámetro desconocido. Aplicando 

(18), (19) Y (20) se calculan los intetvalos ABC, ABCq y ABC2q 

- [~rn-+ za IfJ (,3 \112 1 
nx+ - - -,-

[1 - ~)' (3(n:)'" + za )J n x 
eA (1-" J __ --'o. __ ~...:..-.....:.....~ __ ""':"'O_L--__ _ 

ABe "" nr 
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eA (l-a) X ...,.--__ -=-_......,;.~~~ 
ABe --+ 

q r 

. y como cq=O entonces 

Para la construcci6n dcllC con la técnica ABe también se calcula la cantidad b .. (x/r y . 

En la siguiente tabla se compara el comportamiento de los le: Estándar, ABe, ABeq y ABe1q• 

Exacto 0.68 0.75 0.90 0.95 0.99 

E.~I¡índílr 0.663 0.698 0.764· 0.795· 0.841· 

ABC's 0.669 0.737 0.887 0.938 0.982 

Tabla 6. NIVELES REALES DE CONFIANZA. C01l1parariól1 de los IC cst¡índar y ABC'slv dc des colas, ron a= 0.16, 
0.125, 0.05, 0.025 Y 0.005 
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Los espacios de la tabla 6 marcados con "*,, indican que el le construido para B (>0) toma valores 

fuera dc su rango. En este ejemplo, los límites de confianza inferiores calculados con la técnica estándar 

arrojaron valores negativos a niveles de confianza del 0.90, 0.95 Y 0.99 (-0.781, -1.807 Y -3.843, 

respectivamente), ¡.e., para el caso de un nivel de confianza del 90% y en un muestreo aleatorio, de 100 

muer'ras de tamaño n=8 en 90 de ellas 0 se encontranl dentro del intervalo [-0.781, 10.145 J. De igual 

manera que en la interpretación de la tabla 5 este resultado da un le no óptimo, en el sentido que puede 

existir otro le con el mismo nivel de confianza pero de menor longitud: (O, 10.145]. Esta es la 

interpretación que se podría hacer cuando hay este tipo de inconsistencias. Ahora hien, obsérvese que las 

construcciones de los le calculados con las técnicas ABe resultan en una mejor aproximación a los le 

exactos. Por ejemplo, las aproximaciones que se ohtienen con ambas técnicas, a un nivel de confianza de 

0.68, difieren de las exactas en: 0.017 p:>ra el caso estándar y 0.011 para las ABe's. A un nivel de 

19Dado que las tres técnicas ABe obtuvieron los mismos le sólo se presenta en la tabla una fila para las tres, denotada por ABe's. 
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confianza de 0.75 la diferencia del IC exacto con respecto a la estándar es aún mayor: 0.052, en tanto que 

para las técnicas ABC's es de 0.013; lo anterior se puede interpretar así: el IC construido con la técnica 

e!Jtándar contendrá al verdadero valor del parámetro en 698 de 1000 muestras de tamaño n=8, i.e., el IC 

construido con la ~écnica estándar es más pequeño del que debiera ser para contener el verdadero valor del 

parámetro en 750 de las 1000 muestras; en tanto que con las ABC's, éstas contienen al verdadero valor del 

panímetro en 737 de las 1000 muestras hipotéticamente tomadas. Las demás construcciones con las 

ABC's también resulta.on cercanas a las exactas. 

Ejemplo 2.5 Analizar el ejemplo 2.1 con la técnica ABC (ecuación 19), 

L(i,.; 2i)" exp( -A ~ X, + n log i,) 
n 

domle 11=-i.., y = 6 x, y <p( lü=-nlog( -r¡). Ahoffl hien, debido a que lA oc ,1'( 11) - - n/l) y lo que se intenta 

es construir un IC para 8=i" entonc~s, se deduce que la transfornlación apropiada de t(*) es tÜl)=nJ~l=i... 

Haciendo las operaciones necesarias se derivan las cantidades (e, 8. a, Zo) 
~ 1 e .. --, 

x 
~ 1 
o .. 1{2'-' 

n x 
1 

a = Zo .. ---¡p:' 
3n 

) En este caso a=Zo pues existe sólo un panímetro en la función, p= 1. Ahora de (19) se calculan los límites 

,:i úe confianza de la técnica ABe a un nivel de confianza (l-a): 

,) 

,) 

,) 
En las siguientes gráfica y tabla se compara el comportamiento de los lC: Estándar, Sprott y ABC a 

diferentes niveles de confianza. 
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MV E.llnd., ......... : _ABe S proll I 

---- ... ............. ~ _. ---
...... ::..----

2 _ ..... -- .. -- .. --- __ .-1;-.::"--

:-: :-: :-. -:-. -:-. -::-. ...,.. .... 
--

== :...: =- ~: ~. :.., .. _":'7-: _: : ~. : : :-•••• , _. _ •• 
".-.~~":.-=----.".~ ... ,,-

..¡--------~. o::: ---+- l' • ~ - - 74 

6ft.. 7$'" -- Q"o'lt - _ _ _ 05'" 9914---
.\ 

Nivel dr Confianza 

Gllífica 2. eomparadón de los le de las técnicas: E.~lándar, ABe y Sproll. 

En la gráfica 2 se presentan los Le construidos con las técnicas estándar, ABe y de Sprott y la 

estimación máximo verosímil (MV). Nótese que conforme aumenta el nivel de confianza, en la técnica 

estándar. el le construido tiende a contener elementos negativos del parámetro. lo cual es inconsistente con 

la definición del parámetro . 

Por lo que respecta a los límites de confianza de las técnicas ABe y de Sprott, ésto:; son muy 

parecidos; los límites inferiores estan muy próximos, en tanto que los respectivos Emites superiores están 

más bien alejados uno del otro, pero eso se explica porque la confianza real de la ABe es inferior a la de 

Sprott. Estas diferencias se marcan en la tabla '7 al momento de calcular los verdaderos le obtenidos J 

partir de los Le estimados con las técnicas anteriores. 



Cap 2. Algunas aproximacioncs para construir IntcIValos dc Confianza 

Exacto 0.68 0.75 0.90 0.95 0.99 

Estándar 0.734 0.822 0.930'" 0.951· 0.976'" 

ABe 0.669 0.737 0.887 9.938 0.982 

Sprott 0.663 0.734 0.893 D.946 0.991 

T"bla 7. ComparaciólI de los le de dos colas construidos con las tél'Jlieas Estándar, ABC y Sprott. a=0.16, 0.125, 0.05, 

0.025 Y 0.005 
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I,a tabla 7 establece que los verdaderos le cnnstruiJos (a los niveles de cOnfianz.1 ahí definidos) con 

los Le (alculados utilizando la técnica estándar son mayores a los que se buscaban o, sus le contienen 

eler.ltlltos con probabilidad cero de ocurrir. Por otro lado, los verdaderos le obtenidos a partir de los Le 

eakulados con las técnicas ABe y de Sprott tienen una importante aproximación con respecto a los 

exactos. 

APÉNDICE 2.A 

Para qrobar que los términos de tercer y cuarto orden son medidas de la asimetría y 12 curtosis, 

respectivamente, se hace lo siguiente: sean f(~;8)=L(8) la función de denisdad, L(8) la función de 

verosimilitud, 1=1(8)=logL(8) y por tanto L(8)=exp{I(8)}. Dado que la expansión de I(OH) alrededor de 8 

es 

entonces 

Además 
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donde JL{e + 1:) denota la integral de Stieltjes sobre todas las posibles muestras. Entonces de 

JL{a + 1:)" JL(a )exp{1: ~ }exp{%~ }exp{~~ }exp{~~ ~: }'" 

expandiendo las exponenciales de la segunda integral e igualando coeficientes, se puede obtener una 

infinidad de relaciones, de las cuales las cuatro primeras son (Bartlett, 1953) 

1¡=0, 
1

2 
+ 1\2) _ O, 

13+3(1112)+1~3) -O, 

14 + 31~2) + 4(1113)+ 6(W)I~)+ 1\4) - O, 
donde 

I¡JJ .. E{(a'l/iJel )i} y (I~J)I~m») .. E{(aÓI/aal)J(akJjaakt}-
Bajo condiciones de normalidad es posible probar (Kendall el al, 1987) que (I\Ó)I J- O, i>O y j>1. Además, 

de la relación 

1(1112)" 1~2) + (1 113)+ (W)1 2) =:> 1~2)_1(1112)_ (1113)- (1\2)i 2). 

donde 1(1112 )" :0 (1 112 ), Por tanto se sigue de las relaciones anteriores que 

W) ... -1 3 , Le., E{(r1I/c1af} = -E{ovaa3} y 

1\4) ... -1 4 , Le., E{(iJI/aat} .. -E{a 41/oa4
} 

APÉNDICE 2.B 

Para obtener la igualdad (8) sólo es necesario aplicar la regla de la ~adena allogR(a,~) y valuarla en 

e (y por tanto en ~ = g(e ): 

a logR(cj»/a~ - [o log R(a)/oeI da/d~l= O, 

a 2 IogR(cj»/a$2 = [a 2 IogR(a)/ae 2 I da/d$T = -l., 
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el signo + ó - se utiliza de acuerdo a si la transformación es creciente o decreciente. Para calcular F3(<jI), lo 

que procede es estandarizar la ecuación anterior (la tercera derivada) como sigue 

y, calculando 

sllstituyendolas en f J( <P) se llega él 

IFl9 ~ = IF.l(8)+ 3[ d2<j1/de2l![[~/2 d<l>/dS]. 

J APÉNDICE 2.C 

) 

) 

) 

) 

Siguiendo el mismo procedimiento utilizado para calcular F3(<jI) se puede obtener F~(<jI). eSto es, 

¡j~ logR(<jI)/a,~~ ~ [¡¡~ log R(O)/rJo 4 Ide/dtP]+ 6[¡¡llogR(e)/ae.lldo/d~J[d~O/J~:J+ 

+ 3[a~ IOgR(o)/a(Pld 2e/drJ + 4[a210gR(o)/ae~Id8/d~Id.'8/d~3] 

yasí 

F.I ( ~) = [a 4 
11)t; R(~ )/r1~ 4 VI ~ '" [f)~ log R(e )/aB 4 VI~ t Ó[f/ log R(e)/ de.' I -d~e/d$~ VI~ {[dO d$]}­

-3[ d28/d~2 J / {Io[ de/d$J}- 4[d 3e/d$3 V {Io[ de/d$ J}. 
Pero de las relaciones de de/d<jl con d<jl/de expresadas en el apéndice 2.8 y sustituyendolas en la ecuación 

anterior, se sigue directamente que 

F4 (<jI) = F4 (8) - 6F3(8)[~1I2 ~/ ~ - I~I {3(~/~ Y -4~/~}. 
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API~t\DICE 2.0 

Dado que 

o sea 

de este resultado se tiene que 

E[ exp(~1 ~)] '" fh(~)exP[!l ~ - \IG)]exp(~ ~~Yl'" dyp = exp[ -lj,G)lrh(~)exp[ G +~) ~~Yl ... dyp 
l' L 

= exp[ -11'(~)+ 11' G + ~)] 

y; por tanto 



,) 
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Capítulo 3 

Algunas aproximaciones para construir Intervalos de Confianza en 

presencia de parámetros de ruido 

En el capítulo precedente se revisaron dos propuestas para constmir intervalos de confianza para el 

caso de un s610 panímetro. Cada una de ellas. intenta obtener una aproximaci6n a 111 normal con distintos 

prim:ipios. Ambas propuestas establecen resultados cercanos a los exactos, en tanto que el número extra 

de opaaciones realizadas en comparaci6n con las de los IC est:índar, reditúa en mejores aprm:imaciones -

principio de parsimonia- y en ocasiones evita resultados inconsistentes en la construcción de los IC 

est:índar. 

L1 situaci6n m:ís realista y común en la pníctica. es aquella en la que además del parámetro de 

interés, hay otros par:írnetros presentes (panímetros de ruido). 

3.1 Tramformaciones que aproximan las funciones de verosimilitud a la normalidad en 
presencia de parámetros de ruido 

El trabajo de Sprott para esta situaci6n tiene como punto clave, extender el criterio de normalidad 

de la función de verosimilitud relativa aplicablt al caso uniparamétrico, a la normalidad de la FVR 

maximizada en los parámetros de ruido, 82, oo., 8p (la llamada verosimilitud perfil; "profile Iikelihood"). 

Kalbfleish y Sprott (1970) comentan que la anterior función de verosimilitud relativa puede resultar una 
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medida pobre para la incertidumbre del parámetro de interés, Oh si el número de parámetros de ruido (p-l) 

es grande; esto es porque la función de verosimilitud relativa supone que para una 01 fija, O2, , .. , Op son 

conocidas e iguales a sus estimadores máximo verosímiles y no toma en cuenta la incertidumbre debido a la 

falta de conocimiento de O~, ... , Op; por tanta puede acarrear problemas en precisi6n sobre 01• Entonces, si 

la dimensionalidad de los parámetros de ruido no es grande, la proximidad de la FVR (maximizada en 02, 

... , 0r) a una funci6n normal establecerá un mejor criterio en la construcción de los le para 01 con la técnica 

est¡lndar que sólo el tamaño de la muestra. 

Para exhibir las cantidades pivota les derivadas de la teoría de máxima verosimilitud (MV), se usaní 

la siguiente nCltaci6n. Sea ft=(8¡, ... , Sp) el vector de panimetros de la función de densidad l f=tü;ft) 

2/AA 3/ AAA 
I¡¡ .. -a logf aO,ao j , I¡¡\ - a logf ao¡ao¡ae k , 

i, j, k, 1=1, "', p, (la) 

donde alr)O; denota ajaO,IIl_fr' con o, Oí' los estimadores MV irrestrictos. De manera semejante, sean 

A (A A A ) I"(ij), Ir:(ijk), IE(ijkl), las correspondientes cantidades esperadas evaluadas en ª- ~ O) ,0:,,, .,Op ,¡.e., 

I"IID .. -E(r)2Iog t/r10,ao¡~I!.f 

IE(i¡kJ) -= E(a4Iogf/ae,aeJaokael~!l_U' i, j, k, 1=1, ... , p. 

Se define la función verosimilitud relativa de 0 1 como 

(lb) 

(2) 

donde !!' ... (el'e;,,,.,e~) es el estimador de MV para ft en un valor específico de el. ya que en general las 

e; i=2, ... , P serán función de 01, 

De forma semejante a lo visto para las cantidades pivota les asintóticas nonnales (sección 1.2), en 

este caso se utilizan los estimados de MV para 01 r::ue dan: 

lNólCSC como el caso uniparamétrico revisado en el capílulo anterior, queda incluido al hacer P"1. 
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s(e¡ ;!) - (a logf jae; )/1 112 
, 

SE(6¡ ;º) ... (a logfjas; )/rh!2 , 

{-210gRM(SI;2i)} 1/2, 

(3a) 

(3b) 

(4a) 

(4b) 

(5) 
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también conúcida como función de puntaje. Aunque no es la intención de este trabajo ahondar en el tema 

de pruebas de hipótesis, su estrecha relación teórica con la de los le establece que un desarrollo semejante, 

utilizando la RM(el;~) llevaría a mejores resultados en tales pruebas. Con este propósito se desprende (5) 

que es el criterio del cociente de verosimilitud para probar 91, 

En seguida se analiza la relación que guardan (3), (4) Y (5). Para esto se desarrolla 

logRM(91,2i)=logRM en serie de Taylor y se supondni que la convergencia es lo suticientemente rápida 1.11 

que 

log RM "" - t u2 (9¡ ){l- *(e 1 - e¡X a.1log RM/aOn/r - i2(9¡ - eS (a~ log R~) ae: )/I}. 
donde u(91)=U(9¡;~). Ahora luigase 

(6) 

donde 

(7) 

y 

(8) 

F3 Y F4 son, como en 1,1 interpretación del capítulo anterior, medidas estándar de la desviación de la 

FVR a la normalidad debido a la asimetría y la curtosis de ésta, respectivamente. 
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Realizando un procedimiento semejante para la función "score" 

entonces 

Escogiendo una reparametrizaci6n <1)=($, SJ., ... ,Sp) donde $=g(OI), tal que F3 esté próximo a cero; 

sí adem¡ís F" es lo suficientemente pequeño entonces la aproximación de RM($;~)=RM(<P) a la normal sení 

aún mejor, esto es, de (6) 

(10) 

Obsérvese que como consecuencia de (10), (5) Y (3a) son casi iguales. Nótese también que bajo esta 

transformaci6n, la supuesta insignifie<mcia de F,,($) y la ecuación (9), (4a) y (3a) son aproximadamente 

iguales y por tnmsitividad (4a) y (S) est¡ín igualmente relacionadas. A<;í que, cuando RM($) se aproxime a 

una funci6n normal, se obtendnín resu: tados muy cercanos a los exactos en la construcción de los le. 

Un amílisis semejante se puede realizar con las f6rmulas de las cantidades esperadas (lb), (3b) Y 

(4b), llevando a resultados similares a los anteriores. Se denotará por FE(3)(S¡) y FE( 4)(S¡) a Ills valores de 

asimetría y curtosis, respectivamente; utilizando valores esperados. En lo que sigue, sólo se hará referencia 

a las cantidades observadas 1, F3, F" siendo el procedimiento equivalente para las cantidades esperadas lE, 

FE(3) Y FE(4),' 

De forma semejante al caso uniparamétrico se pueden calcular las siguientes cantidades 

IF3($~ .. IF3($;!~" IF3(S¡)+ 3[11I2~/~]. (11) 

F4 ($) = F4 ($;!)" F4 (S¡}- 6F:~(S¡{;¡i/~11I2] - [lS(;¡ih y -4(~/~ )V', (12) 

donde ~ = d$/d81' ;¡i = d2<l>/de~ y $ -= d3$/d8:. Si se reemplazan las ('s y F( 8 1 h por los 

correspondientes esperados en (11) y (12), se podrán calcular FE(3)($) y FE(4) (<l». 
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Realizando un procedimiento semejante para la función "score" 

entonces 

Escogiendo una rep,arametrización <f>=(<jI, O2, ... ,Op) drJl:de <P=g(OI), tal que F3 esté próximo a cero; 

sí adem¡ís F" es lo suficientemente pequeño entonces la aproximación de RM(<P:~)=RM(<P) a la nOffilal sení 

aún mejor, esto es. de (6) 

(10) 

ObsélVese que como consecuenda de (10), (5) Y (3a) son casi iguales. Nótesr. también que bajo esta 

transformación, la supuesta insignificancia de F4(<jI) y la ecuación (9), (4a) y (3a) son aproximadamente 

igualef> y por transitividad (4a) y (5) están igualmente relacionadas. A.,í que, cunndo RM(<jI) se aproxime [¡ 

una función normal. se obtendnín resuhados muy cercanos a los exactos en la construcción de los le. 

Un amílisis semejante se r,llcde realizar con las f6rmulas de las cantidades esperadas (lb), (3b) Y 

(4b), llevando a resultados similares a los anteriores. Se denotará por FE(3)(9 1) y FE,4)(e:) a los valores de 

asimetría y curtosis. respectivamente: utilizando valores esperados. En lo que sigue. sólo se haní referencia 

a las cantidades observadas 1, F3, F4 siendo el procedimiento equivalente para las cantidades esperadas lE, 

FE(]) Y FE(,,». 

De forma semejante al caso uniparamétrico se pueden calcular las siguientes cantidades 

IF3 ($ ~ .. IF3 (<jI;!~ "IF3 (01) + 3[11!2~/~ ]. (11) 

F4( <ji) .. F4 ( <ji;!) .. F4 (01) - 6F3(01~~/cj,II/2]- [15(~/cj, Y - 4(~/cj, )VI , (12) 

donde ~ = d<p/del' ;p = d2d>/de: y ~ .. d3<p/dei. Si se reemplazan las I's y F( O 1 )os por los 

correspondientes esperados en (11) y (12), se podrán calcular FE(3)(<P) y FE(4) (<ji). 
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Sí es posible encontrar una reparametrización <iI=g(9¡) tal que F3(<iI)'" O, entonces la FVR como 

función de .p, estará más próxima a la normal. Esta reparametrización se puede encontrar resolviendo la 

ecuación diferencial (11). Una forma es siguiendo la propuesta de Anscombe (1964) vista en el capítulo 

anterior. 

A continuación un ejemplo de una gamma con el parámetro r como parñmetro de mido. 

Ejemplo 3.1 Suponga que una muestra de 30 datos (n=JO) de una gamma. 

r(x; A, r) ... A'X,-I exp( -AX )/r(r), arroj6 una suma de 3.29008 y una suma de Jos logaritmos de las 

observaciones igual a -294.85575. Para construir un le para A, en presencia del panímetl'O de ruido r se 

hace lo siguiente (utilizando lo expuesto arriba) 

n 

rJl()"r:?i)/aA = -2:Xi + nr/A, 
1-1 

e igualando a cero el re~ultaJt) anterior, se ohtiene el estimador m¡íximo verosímil ue t.. 

i,. ~ r/x donde x = ~xl/n. 

Para calcular el estimador méÍximo verosímil de r, se sigue de 
n 

al(A, r:?i)/ar CI ~ log x¡ + n logA - nf.-Iogr(r) 

e igua,dndo a cero esta última derivada y sustituyendo A por ~, se tiene 

n- I ~ logx¡ -Iogi = 1,-logr(r)-logr. 
f.t 

Puesto que estimar el valor de r en la ecuación anterior es complicado, se requiere de algún 

software capaz de resolverla, por ejemplo el MAPLE V, o revisar de algunas tablas que los calcule, tales 

como las de Masuyama y Kuroiwa (1952) y Chapman (1956). Los estimaciones máximo verosímiles de A 

y r son 
" A=0.9656 y [=0.1059. 

Una vez que se han estimado los valores del parámetro de ruido y del parámetro de interés, se sigue 

como en el capítulo anterior, 
iil(A,r;5.)jaA2 - -nr/A2 y ¡ll(f",r;5.)/af,,3. 2nr/f,,3. 



Cap. 3. Algunas aproximaciones para construir le en presencia de parámetros de ruido 42 

Al calcular IF3{A.)1 a 12/{nr)1I21, se observa que la asimetría de la función no es pequeña para 

r = 0.1 059 Y n=30. Por lo tanto, una reparametrización como la propuesta por Anscombe (1964) ayudaría 

a eliminar el efecto de la asimetría en la FV. La transformación de Anscombe (1964) para este caso sería, 

como en el ejemplo 2.2 

También, como en el ejemplo 2.2, la transformación ~ eliminó la asimetría de la FVR. IF~(~)I=O. 

A'ií que, si se utiliza esta transfomlación en la serie de Taylor de la FVR el término de orden cúbico 

desaparece. 

Obsérvese en las siguientes tablas el contraste en la forma de la FVR, alrededor del estimador de 

MV y para su transformada cuando el tamaño de muestra es "relativamente grande". 

R(A.:x, i ) 0.4504 0.7700 0.9501 1.0000 0.9498 0.7696 0.4505 

A. 0.43'25 0.6250 0.8025 :'Ó:9656 1.1500 1.4115 1.8200 

lA - i.1 0.5331 0.3406 0.1631 O 0.1844 0.4469 0.8544 

Tabla 8. Intervalos de verosimilitud relativa para el parámetro A. en el caso gamma con r estimada. 

R(~:x, r ) 0.4993 0.800ó 0.8998 1.0000 0.9000 0.7997 0,4995 
.;:< .. : ... ; .. : .. : .. ;;:;: .. ::;: .. .'; ..... 

!ji 0.7705 0.8640 0.9035 0.9884 1.0733 1.1120 1.2062 

Icp - ~I 0.2179 0.1244 0.0849 O 0.0849 0.1236 0.2178 

Tabla 9. 'ntervalos de verosimilitud relativa para la transformada de A. en el caso gamma con r estimada. 

Dado que una función simétrica toma el mismo valor de la función a iguales distancias de su media. 

Véase en la tabla 8 que la FVR de A. toma a iguales o aproximadamente iguales valores de R(/.) diferentes 

desviaciones de la media, ¡.e., no sería muy factible pensar a R(A.) como una función simétrica. En cambio 

e,l la tabla 9, para la FVR de la transformada de A., ~, se observa un comportamiento más simétrico, ya que 

a la misma o casi la mism;l distancia de la media ~e obtienen valores de la R(IjJ) aproximadamente iguales. 

De manera gráfic.1 R(A.) y R(IjJ) se observan de la siguiente forma. 
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Comportamleato de la FVR 

•• 
• I . , 
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" 
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Gráfica 3. Formas de la FVR para e y <p con r estimada. 

Se presenta abajo la confianza real de encontrar al parámetro f... dentro de los LC construidos con 

las técnicas estándar y de Sprott. 

Exacto 0.6RO 0.750 0.900 0.950 0.990 

Est:!l1dar 0.710 0.790 0.930 0.954* 0.979* 

Sprott 0.669 0.740 0.895 0.947 0.990 

Tabla 10. NIVELES REALES DE CONFIANZA. Comparación dc los niveles dc confían7l1 n'ales dc los IC estándar y de 

Sprott dc dos l'olas. con a= 0.16, 0.125, 0.05, 0.025 Y 0.005 

Como antes, los espacios de la tabla marcados con "*" indic.1n que el IC construido para f... toma 

valores fuera de su rango (se construyó el nivel de confianza real tomando como LCI igual a cero). Los 

límites de confianza inferiores negativos que fueron calculados con la técnica estlíndar son: -0.0962 a un 

nivel de confianza del 95% y -0.4294 a un nivel de confianza del 99%. Lo anterior significa, entre otras 

cosas, que la técnica estéÍndar construye un IC no óptimo ya que se puede obtener otro IC más pequeños al 

mismo nivel de confianza tomando como límite de cunfianza inferior al O. Por otro lado, los niveles de 
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confianza reales calculados para ambas técnicas a partir de los Le que con ellas se construyeron tienen una 

mayor aproximación con la técnica de Sprott que con esos construidos con la técnica estándar. 

Siguiendo un desarrollo paralelo al capítulo precedente, hasta aquí, solamente se ha tomado el 

efecto de la asimetría como posible desviaci6n a una aproximación normal, esto es, se ha supuesto que 

efectos de cuarto orden o mayores son insignificantes. En ocasiones, asumir esta postura puede llevar a 

resultados inconsistentes. En este sentidú y con el ánimo de ser cautelosos, se puede tomar el efecto que 

produce la curtmis de la FVR a la desviaci6n de la normalidad. La sugerencia de Sprott, es: si el término 

FJ(8 1) en (6) es importante entonces reparametrizar para hacer insignificante o nula su contribución en la 

expansión del logRM(8 1), i.e., eliminar el efecto dr. la asimetría en la FVR; después, se calcula F~(al) para 

examinar si una aproximación de la FVR a una distribución t de Student lleva a mejores resultados. 

Entonces, como en el capítulo anterior, sea ü1 igual a <ji Ó al dependiendo de si hubo reparametrización o no 

y suponiendo que se cumple IF3 (m)I<::lO entonces 

F4 (UJ) .. 6/(111 + 1) (13a) 

o la correspondiente F[:(4) satisf Iciendo IFE(~) (ro)I"'O 

. FE (4) (ro) .. 6{11I + 2Xl1l + 3)2/[11I{11I + 1){11I + SXI1I + 7)] (13b) 

y 

v..Jm/(m + 1) = t(M)' (14) 

A U' 2 donde v = v (ro ; ~) .. ( ro- ro) 1 m -. Luego, despejando a m de (13) se tiene que v sigue una distribución t 

con In g.l.. Así que, si F3(m) esta próximo a cero, Sprott recomienda utilizar (14) como una t con m g.l. y; 

si F4(w) es pequeño m será grande y v sení aproximadamente una N(O,l). Sprott también recomienda 

tomar a m como ell1úmero entero más próximo que satisface (13), según sea el caso. Al igual que en el 

capítulo 2 sí 

IF4tUJ)IE[O.231,3], IFE(4)( UJ)IE[S.626, 12] 

2Sprott (1982) 
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sería aceptable la propuesta de Sprott de utilizar la t de Student¡ pero sí la cantidad F.¡(tiJ)E(-0.231, 0.231) 

ó F!;(4)CtiJ)E(-5.626, 5.626) se recomienda utilizar una aproximación nonnal. 

Ejemplo 3.2 Suponga que en el ejemplo 3.1 se quiere analizar el efecto que provoca la curtosis en la FVR. 

Para esto, primero se calcula dicho efecto con el parámetro y después con su transformación. 

La función gamma con r estimada: sin reparametrización es F4(A)=-6/(nr) y para su transfonnación 

F~(<I»=-2/(9nr), donde <1>=,,-1/3. Obsérvese que F.¡(A) es importante cuando 11 es 30 y r = O .1059; por lo que 

resultaría errado asumir que su p~esencia es insigniticante para la aproximación. En cambio, el valür de 

F,,(cjJ) en la FVR reparametrizada es pequeño (0.0699) de lo que se concluye que, en este caso, la 

transformación cjJ adem;ís de eliminar problemas de asimetría tHmbién reduce desviaciones de la función de 

verosimilitud por el efecto de la curtosis, de acuerdo al criterio expuesto arriba. 

3.2 Un enfoque bayesial10 para la construcción de intervalos de confianza en presencia de 

parcímetros de ruido 

Ahora se presenta el trabajo que realizó Efron (1993) para construir los le en presencia de 

parámetros de ruido desde un punto de vista bayesiano. L'l idea de él radica, primero, en utilizar algunos 

elementos de ortogonalización de parámetros en el sentido de Cox y Reid (1987). Después define la 

"verosimilitud implicada" (implied Iikelihood) a la cual compara con la verosimilitud perfil y muestra su 

proximidad a esta última3
; el hecho de compararla con la verosimiWud perfil es para sugerir que la 

lVéase teorema 2 de Erron (1993). 

. 
'. i 
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verosimilitud implicada goza de "buenas" propiedades al igual que la verosimilitud perfilo!. Finalmente, 

propone una función de densidad a priori para luego obtener desde un enfoque bayesiano, la función de 

densidad a posteriori y con ella construir los le. 

Esta presentación se divide en un breviario de la ortogonalidad de parámetros en el sentido de Cox 

y Reid (1987). Esto ayudará a disminuir el efecto de los parámetros de ruido en la construcción de los IC. 

Después se da un panorama general de la verosimilitud implicad:!. Se presentan algt.:nas de sus 

características cuando existen o no panímetros de ruido. Una presentación semejante a la anterior se hace 

para la función de densidad a priori que propone Efron (1993) utilizando elementos de los m¿:"dos ABe y 

ABCq• Por último se muestra la funci6n de densidad a posteriori que tiene come características principales, 

según Efron (1993): estar aproximado a segundo orden (SOA) y dada las particularidades ljue ofiece el 

utilizar elementos de los métodos ABC y ABCq, el que no aparezcan parámetros de ruido en L1 función de 

densidad a posteriori. 

:) El concepto de par:ímetros <':togonales que se adoptaní en lo que sigue es el rderente:¡; articulo de 

:) Cox y Reid (1987) y que lo definen como sigue. 

.. ) 

Sea ~-::0'J, oo., Yr) el vectnr de estadísticas suficientes, gl!~) la función de densidad. ti=: ll¡, oo., ~lp) el 

vector de panímetros desconocidos y I(ti) la log-verosimilitud. Si!! se partkiona en dos vectores. º y y de 

dimensiones PI Y p~, respectivamente, tal que PI+P2=P, se dice que º es ortogonal a ~ si les siguientes 

elementos ti, ,a matriz de informacilín de Fisher satisfacen 

(15) 

para s=1, ... , PI Y t=PI+ 1, "., p. La definición de ortogonalidad se pueL.:! extender a más de dos conjuntos 

de parámetros y; en particular, II es totalmente ortogonal si la matriz de informaci6n de Fisher es diagonal. 

Algunas consecuencias de la ortogonalidad de parámetros suponiendo PI=P2=1 sons: 

·Algunas propiedades de la verosimilitud perfil son que se equipara a la funci6n de verosimilitud en caso de no existir parámetros de ruido 
y; aún en problemas con la existencia de p;¡r;ímelros de ruido la verosimilitud perlil sigue el principio de verosimilitud: su valor sólo 
depende de la forma de la funci6n de densidad y no eje algún otro conjunto de datos que pudo haher sido observado. 

seox y Reid (1987). 
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i) Los estimadores máximo verosímiles de e y v son asintóticamente independientes. 

ii) La estimación asintótica del error estándar de e es la misma si v se trata como conocida o no. 

Las anteriores observaciones son particularmente ciertas para. el caso en que e y y sean de 

dimensiones 1 y (1'-1), respectivamente. En el caso de que los parámetros no sean ortogonales y se desee 

hacer estimaciones sobre alguno de ellos (el panímetro de interés), eox y Reid (1987) proponen hacer una 

reparametrizacióll apropiada, tal que (15) se cumpla para este nuevo planteamiento y de la cual sea posible 

estimar el parámetro de interés. 

Ahora se presenta la cOl'strucción de le que propone Efron (1993) desde un enfoque bayesiano 

para el caso de la familia exponencial, esto es, los le son construidos una vez que se conoce la función de 

densidad a posteriori, n(O), esto es, de 

h,1 !) 

fn(O)dO "" 1- a. 
h,l !I 

donde h l Y hl son los límites de confianza inferior y superior, respectivamente. El dlculo de n(O) se 

construye siguiendo el teorema de Bayes 

n(O) o:L(O)7to(O), 

donde L(O) es la función de verosimilitud y 7tn(O) la función de densidad a priori. Efran (1993) propone 

utilizar la verosimilitud implic.1da (n1~ís adelante se define) en vez de la verosimilitud estándar. Si se utiliza 

la verosi~ :litud implicada calculada con algunas constantes obtenidas con los métodos ABe y/o ABeq, (a, 

20, cq), Efron demuestra que existen similitudes entre esta metodología con respecto a las densidades y la 

verosimilitud y las propuestas por Welch-Peers (1963), Peers (1965) y Tibshirani (1989) dependiendo si 

hay parámetros de ruido presentes o no. 

Para definir la verosimilitud implicada se neces:ta de los elementos que a continuación se presentan. 

La distribución contidencial denotada por n; (O) '" da! (e )/dO la cual conserva la idea descrita en el 

capítulo 1. Para entender mejor lo anterior se muestran los siguientes ejemplos para obtener ale). Para 
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esto, sea O ~1-a ) el límite superior aprmdmado con confianza (l-a) para 9=t(U) el parámetro escalar de 

interés con segundas derivadas continuas. 

En el caso de la construcción de los le est.1ndar 

(16) 

donde O es la estimación máximo verosímil de 0, & es la estimación del error est¡índar de O y Za es el 

cuantil de la normal estándar a nivel loa, Le., Zcl=<I>·I( l.a), con <!J0¡ (*) como la inversa de la función de 

distribución normal estándar. Sea ax{O) el valor con nivel de confianza l-a correspondiente al límite 

s:,,'perior de O para e1IC construido. Suponga que alO) es derivable con respecto a O, entonces despejando 

el nivel de confianza loa de (16) se tiene que Cl!(O) .. <1>[(0 - 8)/0]' Por tanto la distribución confidencial 

aproximada para este caso es 

donde q,("') eS la función de densidad normal est¡índar. 

Para el caso d~ los lC construidos con el método ABC 

e~(I·(I) (~ ). S.) 
Afie .. t ~+u~ 

y realizando algunas operaciones se llega a que Cl!(8) = <l{w(8)-zo]' con w(O)=w calculado así (de la 

definición del método ABC) 

De igual manera, para el método ABCq se sigue de 

e"'(I.,,) e'" "'l: 
AIlC

q 
-= + 0-:. 

y después de algunas operaciones se obtiene Cl ~ (!:J) .. cf>[ w- z o ], con w calculado siguiendo la definición 

del método ABCq 
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(17b) 

Por otro lado, se ha denotado a la distribución contldencial aproximada con un subíndice el cual 

señala la muestra observada,~. Suponga que se está en un esquema de muestreo repetido, Si se toman 

dos muestras de igual tamaño y además cada una de las muestras es igual con ~, entonces la unión de estas 

dos muestras será C'S., li) y su distribución contidencial aproximada se denotaní como 1t~ (e) '" dall(e )/de, 

Con estos elementos Efron define la verosimilitud implicada como 

L'(e) '" 1t~(e.) . 
1t~ (e) 

Si se calcula la verosimilitud implicada a partir de las distribuciones confidenciales obtenidas por los 

IC estándar se tiene 

Efron (1993) denH)stn) que si se calcula la verosimilitud implicada para el pnnímetro e, a partir de 

la construcci6n de los intelvalos de confianza ABe y ABCq, ésta tiene la siguiente forma 

L'(O):x exp{-+w:}, 

si no hay panímetros de ruido y se necesita de un ajuste si existen parámetros de ruido: 

LOO (El) :x exr{- ~w: }exp{ - yEl la}, 

donde y '" G/a - c~, Se calculad w con (17<1) o (17b) dependiendo el método que se haya utiliZido para 

la construcción del lC, Como se comentó en el capítulo anterior, si la dimensión del vector canónico es 

p=l, o si 8=t(U) es una combinación lineal del vector de medias ti, entonces y =0 y a=z¡¡ (de la definición de 

y = a w. zo); además L
U

(8) será igual a L·(8). 
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En lo que sigue se supondrá que la 'verosimilitud implicada tomará como base para su cálculo 

alguno de los métodos ABe o ABeq. Ahora bien, ¿Qué tal trabajan la función de verosimilitud implicada y 

la función de verosimilitud implicada ajustada comparándolas con la verosimilitud perfil y la verosimilitud 

perfil modificada, respectivamente? En este sentido Efron (1993) demostró que la función de verosimilitud 

implicada es una aproximación de segundo orden a la función de verosimilitud perfil y a la función de 

verosimilitud perfil ajustada en caso de panímetros de ruido presentes, al menos cuando el parámetro de 

interés es un elemento del vector de panímetros canónicos y se está en la familia exponencial. 

Es importante resaltar que para construir le con las ideas de Efron (1993) cuando existen 

panímetros de ruido en la funci6n de densidad. lo primero será ortogonal izar el panímetro de interés con 

respecto a los panímetros de ruido y entonces, calcular la función de verosimilitud irr:plicada. También 

para la función de densidad a priori se supondní que en caso necesario, o sea, en caso de que existan 

.1 panímetros de ruido presentes se ortogonalizará antes. 

) 

,) 

) 

) 

Ahora bien, para dar una interpretación bayesiana es necesario una funci(¡n de densidad él priori. En 

este contexto Efron (1993) propone las siguientes que tienen como base la construcción de le por medio 

de los métodos ABe y ABe,! aplicados a la distribución contidencial 

ZO"'(1 )3 '(O) e -aw 
no x (1 +aw)(l + 2C

q
t.) , 

si no hay parámetros de ruido y una mmliticaci6n en caso de la existencia de dichos parümetros 

ZnW(l )3 "(e) e - aw yO/á 
no oc ( ) e . (1+aw) 1+2cqt. 

A n~(e) y n~'(e) Efron (1993,17-18) las llamo: la función de densidad a priori implicada (implied prior 

density function) y la función de densidad a priori implicada modificada (moditied implied prior density 

function), respectivamente. Obsérvese que si y =0 entonces n~(e) ':' n~'(e) son iguales. Efron (1993) 

demuestra que la aproximaciór. de esta propuesta con la densidad a priori no informativa de Welch-Pcers 

(1963) y la de Tibshirani (1989) es de segundo orden, dependiendo de la existencia o no de parámetros de 

ruido. 



~, .. ) 

\ 
J 

,._./ 

Cap. 3. Algunos aproximacioncs pllm construir le en presencia de parámctros de ruido SI 

Una vez que se tienen la función de densidad a priori y la función de verosimilitud ¿qué tan "buena" 

es ésta aproximación para la construcción de IC?, esto es, ¿Qué tan buena es la aproximación en la 

construcción de IC a partir de la función de densidad a posteriori que Efron (1993) propone? Él demostró 

que su aproximación es de segundo l)rden, esto es, p[ e < 9(1-U);.!!] = 1- a + o( n -1). Su demostración toma 

como base la rel<dón que existe entre sus propuestas y la teoría de Welch-Peers (1963), Peers (1965) y 

Tibshirani (1989), dependiendo de la presencia o no de par:)metros de ruido. 

Por tanto, de todo lo anterior se tiene que independientemente de tratar con parámetros de ruido o 

no, la función de densidad a posteriori es 

1t' (O) o: L' (8 )1t~ (O) = L" (O )rt~' (O) 

y su aproximación al le exacto es del orden O(n,I). 

En seguida se presenta un t.:jemplo aplicando esta metodología. 

Ejemplo 3.3 Suponga que se ticn:n la misma muestra que en el ejemplo 3.1 y se quiere construir un le 

para ~::;E[y]. Entonces, para calcular la función de densidad tinal y de ahí construir los le se sigue de la 

propuesta de Efron (1993). como primer paso para calcular la funcilSn de densidad. ortogonalizar el 

panímetro <ji con respecto a los panírnetros de ruido. En este caso 8=<jI es ortogonal a r y esto es posible 

demostrarlo de la siguiente manera. 

y 

Cr"o IjI=E[y]=r/A, entonces i.=r/ljI. Reparametrizando f(u;A,r)6 como f(u;<jI,r) con u= 2> i , 

f( u; <p, r) = (t)' U ,-1 exp( - t u )jr( r) 

l (<ji, r; u) = -tu + (r -1)logu -[Iogr(r) - r log(t)). 

6 La suma de v.a.'s i.i.d. como gammas de parámelros A y r se dislribuye como aira gamma de paramelros A y nr. 
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Siguiendo los pasos de ortogonalización de Cox-Reid (1987), se calcula el valor esperado de 

o21/¡Upor, i.e., 

E[~] '" r [~_.!..](t)'u'-lexp(-tu)dU= 
cJ<jIcJr Ju cp. <V r(r) 

.. _.!..+ _.!.. [ (t)' u' exp(-t u) du == _!~+.!.. r (.~rlu' exp(-t u) du == 

<V cp2.,U r(r) cp cpJlI rr(r) 

11 (tf1u'cxp(-t u) 
"-¡+¡Ju- r(r+l) du=O. 

De aquí que 41 y r sean ortogonales según Cox y Reid (1987). El siguiente paso es calcular ~ .a,a ,z,C q' 

entonces de la función de densidad conjunta 

f(~;<jI, r)~ exp{-t 2: x¡ + (r -1) 2: logx¡ - n[logr(r)- r lag (i')]}, 

se definen los para metros canónicos y la funci¡)n 11'(*) 

.. ) Luego, se deriva '1' con respecto a los panímetros Yjl y Yj2 

',,) 

Para este cnso en particular las dem¡is derivadas de lj.1 no son necesarias calcularlas, ya que éstas se eliminan 

en los productos en que aparecen. Los respectivos estimadores son 
3 -

.. .. ~ .. n x 
lJ!1 "'1.11" ¿¡x¡, lJ!1I "-.. - Y 

r 

2 n 4 ~ 
,ji 111 .-.. -2 -, 

r 

donde r se estima como en el ejemplo 3.1. El estimador de m¡ixima verosimilitud para <V es 

.. - ~x¡ 
cp=x=~. 

n 
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La función t(U)=<!> es t(U)=I1¡/n y sus respectivas derivadas son 

y; aplkando el algoritmo que propone Efron (1993) para calcular la función de densidad final se sigue de 

las cantidades estimadas 

~ ~ 
a ... -( )1'2' nr ' 

y; según sea el método que utilizado para calcular dicha función, se tiene de (17) lo siguiente. 

Utilizando el método ABCq 

y par¡¡ el método ABC 

Como se puede obsclVnr para este caso, con ambos métodos se obtienen la misma función de 

-/ densidad final. Dado lo anterior, se calculan 1t~' (q¡) y L" (C/l) para entonces obtener la función de 

... ./ densidad final 

Para obselVar la aproximación que tiene esta función respecto a la exacta, se hará una comparación 

grática entre esta función y la función de densidad fiducial 7 (explícita), ffid(<!I). La función de densidad 

fiducial para este caso es 

'Una presentación de la construcción de la función de densidad fiducial se exhibe en la tesis de Gongora (lQRR), 
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donde to ... 2: Xi • 

I I I 
0.2 0.4 </> 1 

Onífica 4. Comparación de las funciones de densidad final ","(q,) y fiducial flid(q,). 

Se puede observar que ","(<ji) es prácticamente igual a la flid«p). De lo anterior se puede concluir 

que para O=<jl, en la gamma, la apreximaci6n de Erron (1993) es cercana a la exacta, de la cual SI.! puede 

suponer que los le construidos con ","(<J¡) llevarán a resultados próximos a los exactos. 
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Conclusiones 

La construcción de intervalos de confianza cercanos a los exactos es importante, ya que ellos son o 

deberían ser en muchas ocasiones el resultado final de un anúii)s estadístico. 

Al paso de las p;íginas algo que se puntualiz6 fue la necesidad de tener un mayor cuidado al 

momento de construir los intervalos de confianza, ya que por sim¡Jliddad algorítmica, costumbre. 

desconocimiento de Ills supuestos que sustentan a la técnica est;índar, etc., en ocasiones se pueden 

construir intC'ivalos de confianza que no caractericen debidamente al panimctro bajo estudio y lleve a 

conclusiones poco próximas a las verda(h:ras. 

Usualmente se construyen los intervalos de confianza suponiendo que con un tamaño de muestra 

razonablemente grandé éxistir;í nom ,alidad. ¡.c .. se construyén intervalos de confianza a partir de la regla de 

la media 1: 2 desviaciones est,índar (para un intervalo d'~ confianza de dos colas a un nivel de contlan2Ál de 

Algunas veces tomar el supuesto de normalidad tan sólo por el tamaño de la muestra puede llevar. 

entre otras cosas. a poca precisión en Ills resultados; como por ejemplo: una región más pequeña o más 

grande de :,1 supuestamente c0nstruida; o bien, resultados inconsistentes como lo es obtener valores 

para metra les fuera de su rango. 

Por tanto, la revisión de otras alternativas que puedan reducir tales inconsistencias es una idea que 

debe permanecer latente. En este trabajo se presentaron algunas proouestas como son: la construcción de 

intervalos de contianza con y "in panímetros de ruido de Sprott (1973, 1980, 1982), las técnicas ABC y 

ABCq de Diciccio y Efron (1992) para la familia exponencial y la técnica de Efron (1993) en el caso de 
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parámetros de ruido presentes. En general, todas estas técnicas reditúan en buenas aproximaciones a los 

resultados exactos. 

Sprott (1973, 1980, 1982) fija su atención para construir los intervalos de confianza, en la 

proximidad de la función de verosimilitud a una normal, en vez de tan sólo esperar que el tamaño de la 

muestra sea lo suficientemente importante como para suponer normalidad. Las ideas de Sprott (1973, 

1980, 1982) estriban en que si la función de verosimilitud para eJ, parámetro bajo estudio e no se aproxima 

a una normal, entonces se busca una transformación de e, $=g(8), tal que la ft;nción de verosimilitud en 

esta reparametrización se acerque míÍs a la de una normal. Sprott (1973, ]980, 1982) corrige el efecto de 

asimetría con esta transformación y propone una aproximación a la distribución t de Student en caso de 

problemas de curtosis. Como aportación de este lrabajo a las ideas de Sprott, se propone un criterio para 

decidir sobre la posible presencia o nu de cUrlosis de la función de verosimilitud. 

Cuando existen panímetros de ruido, Sprott (1980) sugiere utiliz<Jr la verosimilitud pertil como 

primer paso para eliminar los panímetros de ruido y luego emplear lo antes mencionado para el caso 

uniparamétrico. Un problema que se puede presentar al utilizar la verosimilitud pertil es que se pueden 

obtener estimaciones inconsistentes o illeficientcs. QuiziÍs una mejor aproximaci6n de este resultado sería: 

primero, ortogonalizar en el sentido de Cox y Reid (1987) el panímetro de interés con respecto a los de 

ruido y; después calcular la funci6n de verosimilitud perfil o alguna otra versi6n de la verosimilitud. Lo 

anterior podría disminuir el efecto de los panímetros de ruido sobre el comportamiento del parámetro de 

interés en la función de verosimilitud. 

Por otra parte, los intervalos de confianza construidos por Diciccio y Efron (1992) se basan en 

hacer algunos ajustes de orden 0(n o1
) al cuantil exacto a partir del cuantil de una normal estándar. Estas 

técnicas toman algunos elementos del remuestreo para mejorar las aproximaciones y facilitar los cálculos. 

Además, se sugiere hacer un ljuste al método ABCq en caso de que la muestra sea pequeña, llamado 

ABC2q. 
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Efron (1993) se enfoca en el problema de construir intervalos de confianza en presencia de 

parámetros de ruido, al cual le da una solución bayesiana. Propone utilizar las ideas de ortogonalización de 

Cox y Reid (1987) para reducir el efecto de los parámetros de ruido. Luego, construye las funciones de 

verosimilitud implicada y de densidad a priori, que \levan a una función de densidad a posteriori libre de 

parámetros de ruido y cercana a la distribución fiducial del parámetro de interés. Esta técnka tiene algunas 

cuestiones que no son del todo obvias, por ejemplo: dado ¡¡ne, la función de densidad a priori está en 

función de la muestra a través de a, Zo y cq, entonces ¿qué tan bayesiana es esta técnica? Otro punto a 

discutir es acerca del supuesto de obtener dos muestras independientes e idénticas para calcular la llamada 

verosimilitud implicada. ya que este supuesto es difícil que suceda en muchos experimentos. 

El pago de todas estas aproximaciones recae en el número adicional de opeiaciones que se 

necesitan calcular con respecto a la técnica est:índar; sin embargo, generalmente se obtendrán mejores 

resultados. Así que, el uso de técnicas mas retinadas para la construccitín de intervalos de contianza se 

pUf!de ponderar a través del principio de parsimonia . 

Los principales defectos de las técnicas presentadas se retieren a la dificultad de ciÍlculo de algunos 

de sus elementos que conforman sus respectivos algoritmos, por ejemplo: calcular la transformación ¡ji del 

parámetro de interés, 0, en el caso de la técnica de Sprotl; o la ortogonalizacÍ<1n de los panímetros de ruido 

y de interés en h técnica de Efron (1993). 

Al revisar estas técnicas surgieron algunas dudas tales como: en el caso de que no sea posible 

obtener una reparametrización como la propuesta por Anscombe (1964) ¿qué aplicar? En el caso de 

parámetros de ruido y trabajando con la propuesta de Sprotl (1980), ¿cuántos parámetros de ruido se 

pueden admitir para que la aproximaci6n siga siendo "buena"? o ¿cómo se deben comportar los parámetros 

de ruido para que la aproximación siga siendo "buena"? ¿Se puede extender los métodos ABC y ABCq a 

otras familias además de la exponencial? ¿Cómo definir la mejor reparametrización ortogonal que pennita 

hacer los cálculos más sencillos? Se espera que e[ .as cuestiones abran nuevos campos de investigación e 

interese más al lector sobre la construcción de intervalos de confianza. 
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Anexo 

Construcción de In tervalos de Confianza basada en el análisis de Sprott 

La estructura del amílisis de Sprott (1973, 1980, 1982) para interpretar la fomla de la función de 

verosimilitud y construir los intervalos dc confianza para el caso uniparamétrico, se puede representar con 

el siguiente algoritmo: 

1 Revisar la forma de la fundón de verosimilitud (fV) del panímetro de interés, e. 
2 Calcular F3(O) y F4(O) y 

2.1 Sí F3(O) es pequeño y 

2.1.1 Sí F4(O)E( -0.231, 0.231), entonces Uo " (6 -0)10 es aproximadamente una v.a. normal 

estándar, i.e., sí se construye ellC estlÍndar, éste estaní muy pníximo dellC exacto; o 

2.1.2 Sí IF4(O)IE[O.231, 3], entonces I!.n sigue aproximadamente una distribución t de Student con 

m g.I., donde 111 se calcula de (2.9a); o 

2.2 Sí F3(G) no es pequeño, entonces reparametrizar la FV tal que F3(<!» .. O yl 

2.2.1 Sí F4(Ij)E(-O.231, 0.231), entonces U4> es aproximadamente una v.a. normal; o 

2.2.2 Sí 1F4(~)IE[O.231, 3], entonces u4> sigue aproximadamente una distribución t de Student con 

m l., donde m se calcula de (2.9a). 

3 Construir ellC de acuerdo a las especificaciones del problema a analizar: 

3.1 Dos colas P[L1susLS]=l-a; o 

3.2 Cola a la derecha P[L1su]= loa; o 

3.3 Cola a la izquierda P[ usLS]= loa. 

IE1 rcsullado de Anscombc (1 (64) pucue ser Ulla opción para cOllseguir es la reparamelrización. 
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Donde LI Y LS (los límites de confianza inferior y superior) son los cuantiles de la distribución 

normal estándar o de la t de Student, según sea el caso y u será u, ó Uu dependiendo si hubo 

reparametrización o no. 

Una interpretación del algoritmo hace posible dividirlo en 3 etapas, cada uno indicando iu siguiente. 

El primer paso da una interpretación visual de la forr-lil de la FV, esto es, una gráfica de la FV 

permite observar si hay indicios de posibles desviaciones de su forma con respecto él la de una función 

normal. En esta etapa no se explica matemiÍticamente tal representaci6n, por lo que se recomienda 

observarla pero no basar las decisiones en esta etapa - a menos que el analista tenga la suticiente 

experieneia como para interpretarla. 

En el segunuo paso se calculnn las cHntidades F}(B) y F~(e). Esta cantidades (representando 

medidas estándar de asimetría y curtosis de la FV) dadn las condiciones parn interpretar la forma de la FV, 

esto es. qu¿ decidir sobre la forma de la FV sí las cantidades son pequeñ;ls o 110. Se complementa este 

aniÍlisis de Sprott con un criterio para la cantidad F~, la cual permite determinar sobre la aproximación de la 

FVa una función normal () a una t de Stuuent por el efecto de la curtosis. 

El último paso expresa la construcci6n de los IC, 

Si se esta trabajando con valores esperados, solamente es necesario hacer algunos pequeiios 

cambios a e 'Q algoritmo, tales cambios son: u", por u E(Cl) = (m - m-)I E(") , F.l(ur) por FE(3)(ur) y el criterio 

de F.¡(m) por su esperado FE(4)(ur) para poder establecer si se aproxima mejor a una función normal o a una 

t de Student por el efecto de la curtosis. 

En caso de que hallan parámetros de ruido en la FV, el algoritmo se puede extender simplemente 

utilizando la FV maximizada en ¡os panímetros de ruido para algún valor dado del parámetro de interés 

(verosimilitud perfil). En esta situación es necesario mencionar que la aproximación al resultado exacto 

depende, entre otras cosas, del número de parámetros de ruido y las variaciones de éstas. Una alternativa 
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sería el uso de la ortogonalización de parámetros (según Cox y Reid, 1987), la cual podría eliminar o 

rt!uucir el efecto de los panímetros de ruido en la función de verosimilitud. 
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