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Capitulo 1

Introduccion

Muchos de los fenémenos que suceden en la naturaleza y en la vida cotidi-
ana pueden ser descritos mediante modelos matematicos. La complejidad de
dicho modelo depende del fendmeno que se desea describir. Algunos de estos
modelos se pueden escribir en términos de ecuaciones diferenciales parciales,
y en la gran mayoria la solucién exacta a estas ecuaciones no existe hasta
nuestros dias. La alternativa es usar métodos numéricos para aproximar la
solucién. Dados los avances en la tecnologia de las computadoras digitales,
muchos problemas, cuya solucién analitica no se conoce, han podido ser si-
mulados mediante métodos numéricos con bastante precisién. El primer paso
en una simulacién es pasar del dominio continuo al dominic discreto. Esto
implica que se tienen que distribuir una serie de puntos sobre el dominio de
estudio, donde la solucién numérica sera calculada. La distribucidén de dichos
puntos es un problema complicado, pues es necesario conocer de antemano
el comportamiento del fenémeno bajo estudio para poder hacer una distribu-
cién adecuada de los puntos. Al proceso de distribucién de puntos y la forma
en que ellos se conectan se conoce como la generacién de la malla.

La generacién automatica de mallas se ha convertido en una herramienta
comun para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales parciales sobre
regiones de forma irregular. Lo anterior es mayormente visto en aplicaciones
de dindmica de fluidos, en donde se han desarrollado diferentes técnicas para
la construccién de mallas, aunque estos procedimientos son igualmente apli-
cables en problemas de otros campos de la ciencia que involucran soluciones
numéricas.

La generacién numérica de mallas puede pensarse como un procedimien-
to para distribuir ordenadamente a un conjunto de observadores sobre un
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dominio fisico, de tal manera que la comunicacién entre ellos sea eficiente y
todos los fenémenos fisicos sobre el dominio completo puedan ser reprei;zn-
tados con suficiente exactitud por este ntimero finito de observadores. Una

" malla es una estructura sobre la cual se construird una soluclon numerica.

Esta solucién aproxima con cierta exactitud el comportamiento del fenémt?x’lo_
bajo estudio. Al igual que cualquier disefio de estructuras, la construccion
de una malla requiere diferentes consideraciones, como que la carga sobre
ella este bien distribuida en todos sus puntos y que el nimero de ellos sea
econdémico. Ademds, dicha distribucién se vera influida por la configuracién
geométrica del dominio fisico y por la solucién que sera calculada sobre la
malla. Dado que los recursos son limitados en cualquier solucién numérica,
es responsabilidad de la generacién numérica de la malla hacer el mejor uso
del niimero de puntos disponible.

El rango de aplicacion de las mallas es bastante amplio. Es posible usar
una malla para estudiar numéricamente fenémenos en la micro escala, por
ejemplo estudios de semiconductores, y también se pueden aplicar en estudios
en la macro escala, por ejemplo estudios del clima en la superficie de la tierra.

Debido a este amplio rango de aplicacién y a las formas irregulares que se
presentan en la naturaleza, es necesario construir mallas sobre dominios irre-
gulares que permitan aplicar métodes numeéricos para aproximar la solucién
del problema.

Particularmente, el célculo de flujos alrededor de formas irregulares co-
mo ductos, aviones, automdviles, etc., involucra fronteras computacionales
que no coinciden con las lineas coordenadas en el espacio fisico. En el caso
de los métodos de diferencias finitas, la imposicién de condiciones de fron-
tera para tales problemas ha requerido de aplicar complicadas férmulas de
interpolacién de los datos sobre mallas locales y regularmente este proceso
provoca una pérdida en la precisién numérica de la solucién computacional. -

Las dificultades mencionadas arriba han motivado la introduccién de un
mapeo o transformacién del espacio fisico, (z,y) en 2D, a un espacio coor-
denado curvilineo generalizado, (&, 7). El espacio generalizado es constraido
de tal manera que las fronteras del dominio fisico coincidan con las lineas
coordenadas en el espacio generalizado, véase figura 1.1.

El uso de coordenadas generalizadas implica que una regién distorsionada,
en el espacio fisico sea mapeada en una regién rectangular en el espacio de
coordenadas generalizado. Las ecuaciones gobernantes son expresadas en
términos de las coordenadas generalizadas como variables independientesy la
discretizacidn es realizada en el espacio de coordenadas generalizado. De esta
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Figura 1.1: Transformacion del espacio fisico al espacio generalizado.

forma, los calculos se llevan a cabo efectivamente en el espacio generalizado.

Algunas de las ventajas de esta transformacion son: se pueden aplicar
métodos de diferencias finitas para resolver problemas en dominio irregula-
res sin tener que hacer interpolaciones complicadas en las fronteras, es facil
refinar la malla en zonas estratégicas del dominio y también es facil cambiar
de dominio. ’

El concepto de coordenadas generalizadas sugiere posibilidades adicionales.
Primero, la malla computacional en el espacio de coordenadas generalizado
puede corresponder a una malla en movimiento en el espacio fisico, 1o cual
seria apropiado para flujos no estacionarios con fronteras en movimiento.

El mapeo entre los espacios fisico y generalizado, permiten que las lineas
de coordenadas sean concentradas en partes del dominio fisico donde se es-
peran gradientes grandes. Si las regiones de gradientes grandes cambian con
‘el tiempo, por ejemplo en el caso de la propagacién de ondas de choque,
la malla fisica puede ser ajustada con el tiempo para asegurar que la malla
local sea lo suficientemente fina para obtener soluciones con alto grado de
precisidn.

Aun en el caso de flujos estacionarios, es posible regenerar la malla du-
rante el cdlculo de la solucién. El uso de coordenadas generalizadas permite
el desarrollo de una solucion iterativa donde la malla se va ajustando al com-
portamiento del flujo en todas las partes del dominio con la misma exactitud.
El resultado es un uso més adecuado de los puntos de la malla.

Por otro lado, el uso de coordenadas generalizadas introduce algunas
complicaciones. Primero, es necesario considerar la forma que toman las-
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ecuaciones gobernantes en este tipo de coordenadas. Dichas ecuaC{on;s.cgm
tendrdn términos adicionales que definen el mapeo entrfe el esp;al.;lzlo1 1iu;n S:i
el espacio generalizado. Estos términos adici()na.des {pardmetros de aLl r o
] ’foTnfa’cidn')rse*escribenfusand0—der—ivadas,_por_ejemplo,a:c/_@«ﬁpy  usualmer 1
necesitan ser discretizadas, lo cual introduce una fuente de error adiciona
en la solucién. Dichos errores pueden ser manejados de tal manera que Su
influencia sobre la solucién numérica sea minima, y asi se pueden obtener
soluciones bastante precisas. ’ .

Para generar sistemas coordenados generalizados o curvilineos, g}flsten
diferentes métodos, uno de los mds usados es a través de la solucién de
ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

1.1 Aplicaciones

‘Gracias a los recientes desarrollos en la tecnologia de la computacion, tanto

- en hardware como en software, ha sido posible resolver distintos problemas
por medio de simulaciones en computadora. Principalmente, se han podido
resolver problemas bastante complicados de la dinimica de fluidos.

La dinamica de fluidos computacional (o CFD por sus siglas en inglés)
es una nueva rama de estudio que ha surgido gracias a este desarrollo tec-
nolégico, véase [10]. Esta rama de la dindmica de fluidos complementa los
estudios tedricos y experimentales dando una alternativa a bajo costo para
la simulacién de flujos reales. Es en este nuevo campo de la ciencia, donde
ha surgido la necesidad de la construccién automéitica de mallas con fron-
teras irregulares para simular flujos en diferentes problemas. La CFD, ofrece
ademads, un medio para comprobar los avances tedricos, cuya comprobacion
experimental es muy dificil o imposible. Ademds, con la CFD es posible adi-
cionar y eliminar términos en las ecuaciones, lo cual permite probar modelos
tedricos y sugerir nuevos caminos para las exploraciones teéricas y experi-
mentales.

En otras dreas de la ciencia existen desarrollos similares a los generados
en la CFD, en donde los tratamientos numéricos y de generacién de mallas
son similares. Por esta razdn, mucho de los desarrollos que se dan en ja CFD
son aplicables en otras 4reas.

A pesar de las modelaciones numéricas tan exactas que se han sido logradas
en nuestros dias, existen ciertas dificultades en los estudios numéricos. Los
cuatro principales obstdculos que se tienen que superar en una simulacién
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numeérica son:

1. la complejidad fisica del problema,
2. la complejidad geométrica del dominio;
3. lalimitada precision, estabilidad y economia de las soluciones numéricas;

4. el post-procesamiento o visualizacidn de las grandes cantidades de datos
obtenidas por la solucién numérica.

En esta tesis nos enfocaremos principalmente en el punto 2, que es un
problema bastante complejo y dificil de superar, y es ademds, el primer paso
cuando se realiza una simulacién numérica.

En una simulacién, las ecuaciones diferenciales que gobiernan el fenémeno
bajo estudio, deben ser discretizadas esencialmente reemplazando las derivadas
por diferencias, las cuales se calculan sobre un mimero finito de puntos cono-
cidos como nodos. Estos nodos generalmente estdn distribuidos sobre una
malla cubriendo el dominio de estudio.

1.2 Complejidad geométrica del dominio

Las ecuaciones diferenciales parciales que modelan el problema son facilmente
discretizadas si se escriben en coordenadas Cartesianas, cilindricas o esféricas.
Desafortunadamente, el rango de problemas que se dan en la prictica, donde
las configuraciones pueden ser descritas en ese tipo de sistemas coordena-
dos, es muy limitado y estos casos ya han sido sujeto de muchos estudios
numéricos y experimentales. Las geometrias que se dan en la realidad son
muy irregulares de tal manera que es necesaria una aproximacion distinta.
Las formas irregulares de los dominios donde diferentes fenémenos toman
lugar, pueden tratarse en una de las siguientes formas:

e Usando coordenadas regulares (Cartesianas, polares, esféricas, etc.)
con una aproximacién escalonada en las fronteras curvas o haciendo
una composicién de dos o m4s mallas que se ensamblen perfectamente
o se sobrepongan en las fronteras.

Ventajas:
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1. La generacién de la malla en este tipa de coordenadas es bastante
simple.
——?TEstefti-pO—de_t.ra.t,amiento,utiliza_lasiacuadones,méSj_impEi(IL___or .
ejemplo en forma Cartesiana) cuya discretizacion es facil y directa
(vedse [19] y [10]).

Desventajas:

1. EI tratamiento de las fronteras irregulares es extremadamente
complicado y trae consigo, no solo inconveniencia, sino también
inexactitud en la solucién.

2. La distribucién de las lineas de la malla no es simple. La intro-
duccién de mallas finas en regiones de gradientes abruptos {cerca
de las fronteras por ejemplo) resulta en refinamientos innecesarios
en otras zonas lo que incrementa el uso de memoria y el tiempo
de calculo.

3. Cuando las fronteras del dominio del problema consisten de di-
ferentes tipos de geometrias ”regulares”, como circulos y rectas,
entonces es posible, por ejemplo, usar coordenadas polares alrede-
dor de una frontera circular y rectilineas en los lugares restantes,
lo que ocasiona sobreposiciones.

4. El punto anterior trae como consecuencia que se tengan que es-
cribir programas diferentes para las diferentes regiones de la malla
y se necesitan realizar interpolaciones intensivas para definir los
valores en las fronteras donde hay sobreposicién, véase [10].

» Usando elementos triangulares para aproximar de manera mas exacta
en las fronteras irregulares. En 3D se utilizan tetraedros. En este caso,
se dice que el dominio se triangulariza y luego se aplican métodos de
elemento finito para obtener la solucién del problema.

Ventajas:

1. Se puede aplicar sobre cualquier tipo de geometria.

2. Pueden usarse elementos mas complejos, como pentaedros, para
aproximar mejor las fronteras del dominio y reducir el error en la
solucién numérica, véase [11].

Desventajas:
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1. La complejidad matematica de los métodos de elemento finito hace
que los cédigos sean bastante complejos y dificiles de modificar.

2. Este tipo de métodos son no conservativos, lo que implica que
una solucién puede ser muy precisa, pero posiblemente irreal {no
cumple con las leyes fisicas planteadas por el problema).

3. Requieren mayor uso de memoria y mas cantidad de cdlculos para
simular un problema respecto a otras técnicas.

e Usando coordenadas curvilineas o también conocidas como coorde-
nadas generalizadas. Este tipo de coordenadas puede ser ortogonal
o no ortogonal, optimizando la suavidad o el drea, dependiendo del
tipo de problema que se quiera resolver v de la complejidad del mis-
mo. La idea de estos sistemas de coordenadas curvilineos es mapear
el dominio fisico irregular a un dominio regular simple en donde se re-
solveran las ecuaciones gobernantes. En estos sistemas, una linea de
frontera irregular representa una linea coordenada del sistema.

Ventajas:

1. Se puede aplicar a cualquier tipo de geometria.

2. La solucién del problema bajo estudio se puede obtener mediante
métodos simples, como diferencias finitas, con alta precisién.

3. Se puede refinar la malla en los lugares de interés. Este refinamien-
to también puede hacerse durante el cdlculo de la solucién para
resolver con mayor precision gradientes abruptos.

4. El uso de memoria y al cantidad de célculos son menores respecto
a las otras técnicas.

5. En el caso de sistemas ortogonales, los términos que se adicionan
a las ecuaciones son minimos por lo que la discretizacidn de éstas
es muy simple.

Desventajas:

1. La generacién de sistemas curvilineos implica la solucién de ecua-
ciones diferenciales parciales no lineales.

2. Dada la no linealidad, se tiene que hacer usc de métodos iterativos
lo cual consume mucho tiempo, especialmente en tres dimensiones.
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3. Una vez generado el sistema curvilineo, hay que adicionar términos
a las ecuaciones que gobiernan el problema bajo estudio, lo que
complica aiin més el problema.

En este trabajo se hace uso de este ultimo tratamiento y se generan
mallas ortogonales mediante una técnica que se describird en el capitulo 3.
La ventaja del método que se utiliza en esta tesis es que es no iterativo, lo
cual reduce en gran medida el tiempo de generacién de las mallas.

1.3 Avances en la generaciéon de mallas

En los tltimos 20 afics se han realizado avances en la generaciéon de ma-
llas curvilineas tanto ortogonales como no-ortogonales, véase [29]. Aunque
mucho de este desarrollo proviene de la dindmica de fluidos, las técnicas
son igualmente aplicables en estructuras, electromagnetismo y otras areas
que involucran soluciones numéricas. Con sistemas coordenados generados
para mantener las lineas coordenadas (superficies en 3D) coincidentes con las
fronteras, es posible construir cédigos basados en diferencias finitas o. volu-
men finito, los cuales pueden ser aplicados a configuraciones arbitrarias sin
la necesidad de procedimientos especiales sobre las fronteras. - Aun cuando
las fronteras estén en movimiento, €l uso de tales coordenadas permite que
todos los célculos sean realizados sobre una malla fija regular en el dominio
transformado. '

Recientemente se ha hecho un progreso considerable en el desarrollo de
sistemas coordenados curvilineos y una gran variedad de métodos han sido
presentados en la literatura, los cuales mejoran velocidad de célculo, adapta-
bilidad de las lineas de la malla, ortogonalidad, suavidad, entre otras cosas.
Una inspeccién de ésta drea de estudio se puede encontrar en Thompson et
al. [27} y en Thompson [28]. Algunas de las ideas basicas de la construccién
y uso de sistemas coordenados curvilineos para la solucién de ecusciones
diferenciales parciales, se discuten ampliamente en Thompson et al. [29].
Por otro lado, Thacker [26], este hace una revisién acerca de los métodos

para construccion de mallas que son més convenientes para aplicaciones de

elemento finito. Se pueden encontrar también estudios de geometria diferen-
cial y andlisis tensorial aplicables a la generacién de sistemas coordenados
curvilineos, véase Warsi [30].

Una de las técnicas més usadas para generar coordenadas curvilineas es
a través de la solucién de ecnaciones diferenciales parciales. . Este camino
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es el que han seguido la mayoria de los estudios realizados hasta ahora. Por
ejemplo, Ryskin et al. [22] hace un estudio de generacién de mallas utilizando
ecuaciones diferenciales parciales elipticas, en donde transforma el dominio
fisico irregular a un dominio computacional regular y hace unos ajustes sobre
esta transformacién para obtener mallas ortogonales. Describe ademés dos
métodos para implementar la transformacion.

Estudios mas recientes de generacion de mallas usando mapeos ortogo-
nales, donde se muestran nuevas direcciones y avances en la generacion de
mallas, se pueden encontrar en Duraiswami y Prosperetti {8] y en Eca [9],
ambos estudios se basan en el trabajo de Ryskin y Leal {22]. Estos y otros es-
tudios muestran diferentes métodos para resolver las ecuaciones diferenciales
parciales no lineales de la transformacién de coordenadas. La generalidad
es que todos utilizan métodos iterativos para obtener una solucién a dichas
ecuaciones.

Por otro lado, Kang y Leal [14] desarrollaron una técnica para la gen-
eracién de mallas ortogonales usando un método no iterativo. La idea del
método se basa en la descomposicidn del mapeo ortogonal en dos mapeos
sucesivos: un mapeo conforme entre el dominio fisico y un dominio auxil-
iar, y un mapeo ortogonal (mds simple) entre el dominio fisico y el domino
computacional. El primer mapeo es utilizado para encontrar la funcidén de
distorsién en todo el dominio fisico. Una vez conocida la funcién de distor-
sién, el segundo mapeo consiste en resolver un par de ecuaciones diferenciales
parciales elipticas pero lineales, cuya solucién depende ahora solamente de
las condiciones a la frontera. El problema puede resolverse en un solo pa-
S0, por lo que es no iterativo. En este método, sélo se puede especificar la
correspondencia de los puntos en dos fronteras del dominio. Ademas solo
funciona en dominios simplemente conexos (sin agujeros). Sin embargo, es
posible aplicar el método a dominios que no sean simplemente conexos, divi-
diendo el dominio en partes sin agujeros. A cada parte se aplica el método
y luego se unen. Dadas las ventajas que se encuentran en este wultimo de-
sarrollo, en esta tesis se seguir4 el trabajo de Kang y Leal para construir un
sistema de generacién de mallas ortogonales. Existe otro desarrollo, basado
en el trabajo de Kang y Leal que puede especificar la correspondencia de los
puntos sobre tres lados de la frontera y ademds es mas facil refinar la malla
generada. Este desarrollo fue presentado por Oh y Kang [15], sin embargo
esta dltima modificacién no se verd en esta tesis por lo que se recomiends
revisar la referencia. ' '

e Rt

i
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1.4 Técnicas de programacion

Tradicionalmente la forma en que se codifican los métodos numéricos en pro-

blemas de simulaciones computacionales es usando la metodologia de pro-
gramacion estructurada, y se utilizan lenguajes simples como Fortran 77, C
e inclusive Pascal. Las dificultades con este tipo de programacion se notan
cuando el problema bajo estudio tiene que ser modificado. Las modifica-
ciones a este tipo de programas causan muchos conflictos debido a la enorme
cantidad de variables globales y pardmetros que se tienen que pasar a cada
subrutina.” En algunas ocasiones, cuando las modificaciones deben ser ma-
yores, es preferible construir un programa nuevo. Audn cuando los métodos
que se usan para resolver problemas de diferentes areas son muchas veces los -
mismos, es complicado reusar el cédigo sobre distintas aplicaciones.

Una solucién a los problemas que surgen en la forma de programacion
estructurada, puede encontrarse en la metodologia de Programacién Orien-
tada a Objetos (POQ). La POO tiene las ventajas del encapsulamiento de la
informacién, la herencia, el polimorfismo, entre otras, y es muy fécil reusar
y modificar los cédigos para resolver distintos problemas.

Los primeros reportes de la eficiencia de programas construidos usando
POO para problemas de simulacién numeérica, indicaban que el rendimiento
de este tipo de codigos era mucho menor que los de aquellos construidos

~con Fortran 77, por lo que al principio se optd por evitar construir cédigos
orientados a objetos para problemas numéricos. Sin embargo, en los ultimos
10 anos se ha hecho una investigacién exhaustiva acerca de la aplicacién
de la POO en problemas numéricos, y se han logrado obtener eficiencias
muy cercanas a las que se alcanzan con lenguajes como Fortran 90 (de los
mds eficientes para andlisis numérico), vedse [4] y (32]. Si a lo anterior le
sumamos todas las cualidades que ofrecen los lenguajes orientados a objetos,
entonces parece ser que estos lenguajes pueden ser una excelente alternativa
para realizar simulaciones numéricas y obtener buenos resultados en cuanto
a eficiencia.

En este trabajo se desarrollan una serie de bibliotecas (clases) numéricas
para la generacién de mallas ortogonales sobre geometrias irregulares. Se uti-
liza un método no iterativo presentado en [14]. Las bibliotecas se construyen
usando el lenguaje C++ que posee las herramientas necesarias para progra-
mar con la metodologia de orientacién a objetos y se utilizan algunas clases
optimizadas para la solucién de sistemas lineales. Finalmente se presentan
varios ejemplos de mallas construidas con este software y la solucidn de la
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ecuacién de Laplace en un dominio semicircular donde la solucién analitica
se conoce.



Capitulo 2

Técnicas de Generacion de
Mallas

Sistemas fisicos continuos, tales como el flujo de aire alrededor de un avién,
la concentracién de esfuerzos en una presa, el campo eléctrico en un circuito
integrado o la concentraciéon de especies quimicas en un reactor, son gene-
ralmente modelados usando ecuaciones diferenciales parciales. Para realizar
simulaciones de estos sistemas en una computadora, las ecuaciones necesi-
tan ser discretizadas sobre un mimero finito de puntos del espacio (y tiem-
po) donde variables como velocidad, densidad, campo eléctrico, entre otras,
seran calculadas. Los métodos usuales de discretizacion, diferencias finitas,
voliimenes finitos y elemento finito, utilizan puntos vecinos para calcular
derivadas y de esta manera se tiene el concepto de malla sobre la cual los
cdlculos se realizan. Existen principalmente dos tipos de mallas que pueden
caracterizarse por la forma en que se conectan los nodos. En las secciones
que siguen se discutirdn en forma ripida los principales tipos de mallas que
se conocen y la forma en que éstas son generadas. '

2.1 Mallas estructuradas

Las mallas estructuradas tienen una conectividad regular, lo cual significa que
cada punto tiene el mismo nimero de vecinos (en algunos casos un nimero
pequefio de puntos puede tener diferente nimero de vecinos). Los puntos
de la malla pueden ser indexados (por 2 indices en 2D, 3 indices en 3D)
y los vecinos de cada punto pueden ser calculados facilmente, por ejemplo:

17
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los vecinos del punto (%,7) estdn en (¢ + 1,7), (¢ — 1,7), etc. En dominios
rectangulares es simple construir una malla. El problema aparece cuando
se requiere construir mallas estructuradas en dominios irregulares. General-
mente las mallas se construyen de tal manera que las fronteras coincidan con
las lineas coordenadas, es decir se usan coordenadas curvilineas. Lo anterior
produce como resultado soluciones muy precisas cerca de la frontera. Para
flujo de fluidos este tipo de mallas permiten una facil aplicacién de mode-
los de turbulencia, los cuales usualmente necesitan mallas alineadas con las
fronteras.

Para dominios simplemente conexos (que no tienen ”agujeros”) e irregu-
lares, existen diferentes métodos para la construccién de mallas. En estos
casos el dominio computacional es un rectingulo en dos dimensiones o un
paralelepipedo en tres dimensiones. Aqui es necesario definir un mapeo uno
a uno del espacio computacional (generalizado) al espacio fisico y que ademds
sea invertible. Algunos de los métodos que actualmente se usan son:

e generacion algebraica de mallas, donde los puntos interiores de la malla
se encuentran interpolando las fronteras del dominio fisico, véase por
ejemplo Fletcher [10],

e métodos donde los puntos interiores se encuentran resolviendo una
ecuacion diferencial parcial, Thompson et ol. [29)],

e generacion variacional de mallas, donde algin funcional, por ejemplo la
suavidad, es maximizado o minimizado, ver [23] para mayores detalles.

e otros métodos, mapeo conforme, mapeos cuasiconformes, etc.

2.1.1 Generacion algebraica de mallas

La técnica de mapeo algebraico interpola los datos de la frontera para generar
los puntas interiores de la malla. El método de interpolacién que se usa es
conocido como interpolacién transfinita (TFT).

En dos dimensiones (la extensién a tres dimensiones es directa) se toma el
cuadrado unitario [0, 1] x [0,1] de coordenadas £ y 1, y €l dominio fisico con
coordenadas r y y. Para generar la malla en el espacio fisico, se genera una
malla en el cuadrado unitario y luego se mapea al dominio fisico. Existen
dos requerimientos para que el mapeo funcione correctamente:

e debe ser uno a uno,
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e las fronteras del espacio computacional deben mapearse en las fronteras
del espacio fisico.

Este método tiene algunos problemas. El mapeo propagaré las singula-
ridades de las fronteras (las esquinas) al interior del dominio, lo cual no es
bueno para simulaciones de flujo de fluidos. Un problema més serio es que si
cl mapeo no es uno a uno, los puntos interiores calculados pueden salirse del
dominio fisico. Lo anterior puede corregirse reparametrizando las fronteras
o adicionando restricciones a {as lineas interiores del dominio.

A pesar del problema mencionado antes, la generacién de mallas via TFI
es muy rapida y es un método muy efectivo para generara mallas en 3D.
También es posible usar un generador basado en ecuaciones diferenciales
parciales para suavizar la malla producida por TFL

2.1.2 Generacidon de mallas basadas en EDP

La idea atrds de este método es definir ecuaciones diferenciales parciales para
las coordenadas del espacio fisico en términos de las coordenadas del espacio
computacional, y luego resolver dichas ecuaciones sobre una malla en el cs-
pacio computacional para crear una malla en el espacio fisico. Generalmente
se utilizan ecuaciones diferenciales parciales del tipo eliptico, véase [29]. Este
tipo de ecuaciones es conveniente para dominios con frontera cerrada (para
dominios no acotados se utiliza una frontera ficticia a gran distancia). Las
alternativas son ecuaciones del tipo hiperbdlico y parabdélico para dominios
no acotados, véase [29].

La clasificacién de las ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden,
se basa en los coeficientes de los términos principales de:

82u 9%y 0%u Ou ou
A + Baa + O + Dgr + B + Fut G =0.

que es la forma general de las ecuaciones diferenciales parciales de segundo
orden para una funcién u(z,y). Cuando los coefientes son funcién solamente
de = y y se dice que la ecuacién es cuasi-lineal. Entonces, si B2 — 44AC < 0
la ecuacién es eliptica, si B2 — 4AC = 0 la ecuacién es parabélica y si
B? — 4AC > 0 la ecuacién es hiperbdélica. _
En esta tesis se resuelve un par de ecuaciones elipticas para construir ma-
llas curvilineas ortogonales. M4s adelante se explicard en detalle el método.
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Estos métodos inician con una ecuacién diferencial parcial para el espacio
de coordenadas computacional (1, £) en términos del espacio de coordenadas
fisico-(zy)-(la-extension de estos_métodos_a 3D es directa).

El uso de una ecuacién diferencial parcial eliptica para generar los puntos
interiores de la malla trae ciertas ventajas. Primero, la malla tendra cambios
suaves aun si la frontera del dominio tiene discontinuidades en la pendiente
{si hay esquinas). En contraste, si se utiliza una ecuacién hiperbélica estas
discontinuidades serdn propagadas al interior de la malla,

En el espacio computacional y en dos dimensiones, las ecuaciones mas
generales para la generacién de mallas curvilineas se escriben de la siguiente
manera (véase Fletcher [10]):

0%z 2z 62:1: Bm

3%y &y 62 dy A\
“5e " oo T Top ‘5( 35+Qan)_0’ 22

donde & = g2, 8 = 12, Y = gu1 ¥ 6 = g, gi;j son elementos del tensor métrico
y g representa al determinante del mismo tensor. La definicién de este tensor
se verd mas adelante.

En este tipo de problemas es necesario especificar las condiciones a la
frontera para que el problema este bien determinado. En este caso las condi-
ciones de frontera serdn las coordenadas de los puntos de la frontera del
dominio fisico.

Es posible generar mallas ortogonales a partir de la especificacién de las
coordenadas de los puntos de la frontera usando las ecuaciones 2.1 y 2.2.
Esto se hace definiendo:

Q':E

h gzlém
b L8]

donde a f(£,7) se le conoce como la funcién de distorsién.

La funcién f(£,n) puede seleccionarse sobre la frontera. Los valores in-
teriores de f(£,n) se encuentran por diferentes métodos, véase por ejemplo
Ryskin y Leal [22].

En la practica, inicialmente se construye una malla no ortogonal especifi-
cando z(€,7n) y y(£, ) sobre las fronteras del dominio fisico. Se evalda f(&, n)



2.1. MALLAS ESTRUCTURADAS 21

sobre la frontera y luego se calcula f en el interior usando alguna interpo-
lacién (TFI por ejemplo). Este proceso se repite hasta obtener una malla

ortogonal o casi ortogonal.
El método usado en este trabajo tiene la particularidad de ser no iterativo

y se discutira en detalle en el capitulo 3.

También es posible utilizar ecuaciones hiperbélicas o parabohcas para
generar mallas, véase [29]. Las ecuaciones diferenciales hiperbdlicas tienen
las siguientes caracteristicas:

o producen mallas ortogonales

propagan las discontinuidades de la frontera al interior

se aplican en dominios exteriores (flujo alrededor de una avién)

pueden fallar en fronteras céncavas

son rapidas, toman el mismo tiempo que una sola iteracién del caso
eliptico

Como se puede observar, este tipo de ecuaciones contiene mas desventajas
que ventajas respecto a las elipticas.

Por otro lado, los métodos parabolicos combinan la velocidad de los ge-
neradores hiperbdlicos con el incremento de la suavidad de las lineas de la
malla, sin embargo estos métodos no son muy utilizados.

Otro método muy conocido es el de multibloques que consiste en romper
el dominio fisico original en varias piezas de tal forma que cada una pueda
mapearse en un rectangulo simple. Estas piezas o bloques, se unen para
formar el dominio fisico completo y deben cumplir con un cierto grado de
continuidad en las caras. El proceso de descomposicidn en bloques no ha sido
completamente automatizado y requiere de un considerable esfuerzo manual
para, producir mallas aceptables. El método de bloques puede ser automati-
zado usando uno de los métodos discutidos antes, véase [31].

2.1.3 Generacién variacional

En este tipo de métodos se elige un funcional continuo que refleje las propiedades
geométricas que se desea tenga la malla y entonces se resuelven las ecuaciones
de Euler-Lagrange del funcional sujeto a las correspondientes condiciones de
frontera.



22 CAPITULQ 2. TECNICAS DE GENERACION DE MALLAS

Desde hace varios anos se han desarrollado diferentes métodos varia-
cionales que tratan de tener un control més directo de los puntos de la

~malla. Estos métodos construyen funcionales discretos, es decir, funciones

que dependen directamente del tamano de la malla y de las coordenadas de
los puntos, por lo que transforman el problema de generacién numeérica de
mallas en un problema de optimizacion no lineal de gran escala sin restric-
ciones, que se puede resolver de manera eficiente usando algunos algoritmos
que calculan el minimo de una funcién de n variables.

" -Existe un grupo de investigadores dentro de la UNAM, que trabaja en este
tipo de problemas, para obtener mayor informacién acerca de estos métodos
se recomienda revisar la siguiente direccién:

http://www.mathmoo.unam.mx /unamalla/ .

2.2 Mallas no estructuradas

Las mallas no-estructuradas tienen una conectividad irregular, esto es, cada
punto puede tener un numero diferente de vecinos. Este tipo de mallas
son usadas principalmente en métodos de elemento finito. Existe un amplio
rango de formas posibles para los elementos finitos: tridngulos, cuadrados,
tetraedros, pentaedros, hexaedros, etc. Sin embargo, las formas que se usan
para generar mallas automaticamente son triangulos en 2D y tetraedros en
3D.

El método de elemento finito (MEF) tiene ciertos requerimientos para
una malla:

e La malla debe ser vilida, es decir, sin agujeros, no se debe intersectar
ella misma, etc. Aunque estos requerimientos son obvios, muchos es-
quemas de generacién de mallas requieren una enorme verificacién de
estas condiciones.

e La malla debe acoplarse con la frontera del dominio, la cual también es
una condicidén obvia pero algunos métodos (por ejemplo triangulacién
de Delaunay) no satisfacen esto y es necesario verificar y corregir las
aristas o caras que crucen la frontera.

e Ladensidad de la malla debe ser controlable para permitir un equilibrio
entre la exactitud de la solucién y lod cdlculos en el tiempo.
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¢ La densidad de la malla debe variar dependiendo de la exactitud de-
seada en cada lugar del dominio y esta variacién deberd ser suave para
reducir errores numéricos.

e En general, los angulos interiores de los elementos de la malla, deben
ser aproximadamente iguales (tridngulos equildteros, tetraedros regu-
lares). Elementos altamente distorsionados (tridngulos delgados por
ejemplo) pueden ocasionar problemas de estabilidad numérica causa-
dos por errores de redondeo.

Tridngulos y tetraedros pueden ajustarse bien a fronteras irregulares y
permiten un progresivo cambio del tamanio del elemento sin una distorsion
excesiva. Este tipo de elementos son convenientes para la generacién de
mallas que son utilizadas en conjuncién con el método de elemento finito.
Ademads, existen métodos completamente automaticos para la generacion de
mallas con este tipo de elementos. Sin embargo, tetraedros lineales no son
muy buenos para el MEF y se necesita de muchos elementos para obte-
ner resultados aceptables. Elementos cuadrildteros y hexaedros , son mucho
mejores, pero la dificultad estriba en la generacion automaética de mallas con
este tipo de elementos. Tetraedros cuadratices tienen las mismas propiedades
de los hexaedros cuadraiticos y ellos permiten un mallado automatico, por lo
que este tipo de elementos se usa en 1a mayoria de las aplicaciones.

Existen varios métodos para la generacién de mallas no estructuradas,
entre estos métodos podemos mencionar: descomposicién y mapeo, sobre
posicién de mallas regulares, métodos frontales, triangulacién de Delaunay
y métodos hibridos. Los mas populares son los de triangulacién de Delay-
nay y los frontales, cuya descripcién detallada puede verse en [18] y [20]
respectivamente.

2.3 Mallas adaptivas

En las secciones anteriores se mencionaron algunas técnicas para generar
mallas estructuradas y no-estructuradas, especificando la densidad de las
lineas de la malla. Esta densidad se selecciona para obtener una solucién
aceptable en exactitud y en tiempo. Es posible especificar ciertos aspectos
de la malla al inicio de los céleulos, por ejemplo alta densidad cerca de las
fronteras. Pero la solucién puede desarrollar fenémenos de interés que no son
predecibles con anterioridad. En los lugares donde se dan estos fenémenog



24 CAPITULO 2. TECNICAS DE GENERACION DE MALLAS

es necesario refinar la malla para que la solucidn sea exacta. En contraste,
pueden existir dreas grandes del dominio donde la solucién sea muy suave
y por la tanto no es necesario hacer un refinamiento. Entonces, usando

una malla que se adapte a la solucién conforme ésta se va calculando puede
producir soluciones muy precisas en tiempos déptimos.
El esquema de las mallas adaptivas tiene dos partes:

® Medicién del error local y optimizacién (refinamiento o engrosamiento)
de la malla si es necesario. La medida del error se debe basar en
alguna técnica de extrapolacién como la de Richardson. La densidad
requerida de la malla puede calcularse usando la medida del error local
y el orden local del método de discretizacién. La distribucién requerida
de la densidad de la malla equilibraré los errores numéricos en todo el
dominio. '

e Reconstruir ]a malla usando la distribucién especificada de la densidad
de la malla. El método utilizado depende de si el problema es esta-
cionario 0 dependiente del tiempo. Para problemas estacionarios se

. usa un numero pequefio de adaptaciones. En el caso de problemas que
dependen del tiempo, un mimero grande de adaptaciones se requieren
conforme la solucién cambia. El método de regeneracién de la malla
debe ser rapido. La interpolacién entre malla y malla debe ser muy pre-
cisa en casos de dependencia temporal; para problemas estacionarios
esto es menos importante.

Existen tres métodos para refinar una malla: movimiento de los puntos
de la malla, refinamiento local y regenerar la malla en su totalidad.

o El movimiento de los puntos de la malla mantiene la conectividad ori-
ginal, pero mueve los nodos. Este método se realiza con ajustes relati-
vamente pequefios sin introducir celdas muy distorsionadas y ademas
es rapido. Es conveniente para mallas estructuradas que requieren una
conectividad fija, y también para problemas dependientes del t1empo
donde la velocidad de refinamiento es importante.

e En ¢l refinamiento local, las celdas de la malla son subdivididas. Las
celdas vecinas deberan tener el mismo grado de subdivision para man-
tener la validez de la malla. Este método es rapido y es ideal para
problemas con dependencia temporal. La conectividad de la malia
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cambia con cada modificacién de ésta, por lo que este método es poco
conveniente para mallas estructuradas.

e Regeneracion de la malla completa usando paridmetros nuevos para la
densidad de lineas. Es el método mas general pero es lento y no existe
una forma simple para revertir los refinamientos. Con la triangulacion
de Delaunay, se adicionan puntos extra a la triangulacién original para
hacer €] refinamiento.

Para tener mas informacién de estos y otros métodos es recomendable
revisar documentos especializados como [31].



Capitulo 3

Mapeo Ortogonal

La construccién de sistemas coordenados curvilineos en donde la frontera de
forma arbitraria es representada por una linea o superficie coordenada es
un problema de importancia tedrica y prdctica. Muchos métodos han sido
propuestos y la gran mayoria estan revisados en el libro de Thompson et al.
[29]. Aqui se discute un método para la generacién de mallas ortogonales
sobre dominios irregulares. Este tipo de mallas son muy utilizadas en pro-
blemas de simulacién donde el dominio no es regular. Ademas, es posible
usar métodos simples de discretizacién de las ecuaciones que gobiernan el
fendmeno bajo estudio sin una modificacién substancial. La particularidad
del método presentado aqui, es que es no iterativo a diferencia de otros, lo
que puede convertirlo en un método util para problemas donde se requiere
de mallas adaptivas. Los detalles del método se discuten en las secciones
siguientes.

3.1 Ecuaciones del mapeo ortogonal

El paso m4s importante en el desarrollo de un mapeo entre un sistema
Cartesiano y un sistema de coordenadas curvilineo, es determinar las ecua-
ciones que las funciones de la transformacién z(§, ) y y(£, n) debenr cumplir.
Primero se revisardn algunas relaciones basicas antes de escribir las ecua-
ciones que definen el mapeo.

27
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3.1.1 Coordenadas generalizadas

Dado un dominio fisico es posible encontrar una relacién que sea uno a uno,

entre las coordenadas del dominio generalizado o computacional y las coor-
denadas del deminio fisico, véase figura 3.1, las cuales en dos dimensiones,
se escriben como sigue:

£ =¢(z,y) y n=n(z,y), (3.1}

y esto implica la existencia de las funciones z(€,n) v y(€,7n). Las relacmnes
especificas se establecen una vez que la malla ha sido creada. - -

n
Y Dominio
Fisico
A érwi ¥ Ry Dominio
Computacional
P X -
A&y WEM

Figura 3.1: Mapeo entre el dominio fisico y el dominio computacional.

Dadas las relaciones funcionales (3.1), las ecuaciones que gobiernan el
fenémeno bajo estudio pueden transformarse en ecuaciones correspondientes
que contienen derivadas parciales con respecto a £y 7.

Como’ un ejemplo, las primeras derivadas de la velocidad, v y v, con
respecto a z y y se transforman en:

by Bu By ou '- '
[g; i]:[a_s 33]3, (32)
oz dy 8¢ 8n

donde J representa a la matriz Jacobiana de la transformacién que se define
como sigue:

- (3.3)

e
Qi
(=

et
[l
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En principio, si existe una relacién analitica para (3.1), los elementos
de J pueden evaluarse directamente. En la practica, no es usual tener una
relacién explicita para (3.1} y algunas veces es mas conveniente trabajar con
1a matriz Jacobiana inversa J~!, dada por:

oz 9z
J'= [ % & ] ) (3.4)
8t om

Los elementos de J~! pueden ser relacionados con los elementos de J
notando que

Transpuesta del Cofactor(J~ 1)
[T-1]

El determinante de la matriz Jacobiana inversa |J~!| estd dado por

I= (3.5)

IJ-II = Teln — Inle, (36)
donde z; = g—fs’, etc. _
Usando (3.5) y (3.6) los elementos de J en (3.3) pueden expresarse como:

&= |J-1|Ia &= 5‘1-1“
2 3.7)
Nz ’_]_—'ﬁ’ Ny = ]Tl{i'[} (

donde |J~!| estd definido por (3.6).

Definamos ahora el tensor métrico, el cual esti relacionado con la ma-
triz Jacobiana. En lo que sigue supondremos que el dominio fisico estd re-
presentado por coordenadas Cartesianas 7*(= z,y),7 = 1,2, y el dominio
computacional por las coordenadas generalizadas £ (= &,n),i= 1, 2.

Una distancia pequena As entre dos puntos en el dominio fisico puede
escribirse en términos de los desplazamientos de las coordenadas Cartesianas
como:

2
As® =Y Az*Agk. (3.8)

Los incrementos en las coordenadas del dominio fisico Az* pueden rela-
cionarse con cambios en las coordenadas generalizadas A& por

Azk = af‘ Af’ . (3.9)
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Figura 3.2: Caracteristicas fisicas de la malla computacional.

donde se toma la convencién de Einstein (indices iguales se suman).

Consecuentemente la distancia As, en coordenadas generalizadas, se es-
cribe como:

. 2
2 -
st = 2 (6& ) (69 A’f) (310)
= Z gijAgiAéj, (311)
ij=1
donde se define el tensor métrico como:

_ 2 gzt ozt
95 = ’g__:l aci ggi
El tensor métrico g;; relaciona las contribuciones a la distancia As con
pequenios cambios en las coordenadas generalizadas A{'. En dos dimensiones
las dlstan(:las medldas alo lar§o de las lineas £ y 1 de una malla estdn dadas
por Ase = gu Aty As, = gy ®An, respectivamente, véase figura 3.2.
En dos dimensiones es conveniente escribir 3.12 en forma matricial

(3.12)

_ [ (90 (aewy + veth) } S [ R+ —(me+&m)
5 (mezg tyevs) (249D | TR -G +bm) (& J(r 63))
3.13
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La razén de aspecto AR es definida por la razén de la magnitud de los
incrementos en cada direccion:

\ 172 '
AR =291 _ (@) . (3.14)
Ase in
La distorsién local de la malla est4 determinada por el d4ngulo § entre las
lineas coordenadas £ y 1. De esta manera tenemos que

gi2
cos(d) = ————+. (3.15)
(©) (911922)1/ 2
La forma de los pardmetros anteriores para el caso tridimensional, son
tratados en [16).

3.1.2 Restriccién a coordenadas ortogonales

El uso de coordenadas generalizadas permite considerar geometrias arbi-
trarias. Sin embargo, se sabe que la exactitud de la solucién es degradada
por la distorsién de la malla. Para obtener alta precision la malla deberia ser
ortogonal o ¥ casi” ortogonal. En el caso de sistemas coordenados ortogonales
algunos de los términos en las transformaciones desaparecen y las ecuaciones
se simplifican. Si el sistema coordenado es también conforme, las ecuaciones
gobernantes se simplifican ain mds.

Para que una malla en dos dimensiones sea ortogonal, el dngulo é debe
ser igual a 90°, véase figura 3.2. De la ecuacion 3.15 se tiene que la condicion
de ortogonalidad se puede escribir como:

g1z = Ty + Yy = 0. (3.16)
En tres dimensiones la condicién de ortogonalidad serfa gy = 0,7 # j,
que quiere decir que el tensor métrico contiene términos distintos de cero sélo
en la diagonal, g;; .
Si el sistema de coordenadas es ortogonal, es comin definir los siguientes
parametros:

hi = (g:)i=1,2 (3.17)

Los términos h; pueden interpretarse como factores de escala ya que un
pequeiio cambio en las coordenadas &' sobre una malla ortogonal, produce
un desplazamiento dado por
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As; = bAE (3.18)

En dos dimensiones la condicién de ortogonalidad implica, de la ecuacién
3.16, que

T, = —y:AR y Yn = ZeAR. (3.19)

Si AR =1 entonces 3.19 se reduce a las condiciones de Cauchy-Riemann
{véase por ejemplo Fletcher [10]) y se dice que la malla es conforme. Si AR
es igual a una constante diferente de la unidad un simple escalamiento de ¢
o 17 producirad un sistema de coordenadas conforme.

3.1.3 Ecuacién covariante de Laplace

Una manera simple de determinar las ecuaciones que satisfacen las funciones
de transformacion z(£,7) y y(£,n) es adoptar el punto de vista covariante,
bajo el cual se dice que la expresién de cualquier ley fisica o geométrica no
depende del sistema particular de coordenadas que se utilice.

Para determinar las ecuaciones se observa que z, como una coordenada
cartesiana en el dominio fisico, es obviamente una funcién escalar lineal de
la posicién, y lo mismo sucede con y. De esta manera, Vz y Vy son campos
vectoriales constantes y de aqui se sigue que

V-Vr=0 y V. -Vy=0, - (3.20) -

en cualquier lugar del espacio. Ademés, V-V = V2 es el operador covariante
de Laplace. Este operador puede escribirse en forma explicita para cualquier
sistema de coordenadas incluyendo el que se desea construir, siempre 'y cuan-
do se conozcan las componentes del tensor métrico g;; definido en la ecuacién
3.12. '

La pregunta ahora es: ;Como determinar el tensor métrico antes de cons-
truir el sistema de coordenadas?. La respuesta es que el desarrollo de una
transformacién apropiada de coordenadas debe iniciar especificando el tensor
métrico el cual determina las propiedades-del sistema de coordenadas resul-
tante. Por ejemplo, si las componentes fuera de la diagonal de g;; son todas
iguales a cero, entonces el sistema coordenado serd ortogonal. Si adem4s, las-
componentes de Ia diagonal son ignales a uno, el sistema serd Cartesiano, -
etc.
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La restriccién mas obvia y usual en el caso general es poner todas las
componentes fuera de la diagonal de g;; iguales a cero, con lo que se asegura
que el sistema de coordenadas resultante serd ortogonal. El tensor métrico
para coordenadas ortogonales en 2D se escribe como:

B2 0
gz[ ; hg]’ (3.21)

donde las h;’s son definidas por 3.17. Usualmente se hace también una re-
striccién sobre la razén entre los factores de escala ki y he. Dicha restriccién
es especificar la razén como una funcién de £ y 7, es decir, f(&,7) = ha/h.
La razén hs/h, tiene claramente un significado geométrico, especifica la razén
de aspecto de los lados de un rectdngulo pequefio en el plano {z,y) el cual es
una imagen de un cuadrado pequefio en el plano (£,7). Es natural entonces,
llamar a f(£,7) la funcién de distorsién. Seleccjonando cuidadosamente la
funcién de distorsidn, es posible controlar el espaciamiento de una malla en
el dominio fisico, la cual es una imagen de una malla uniforme en el dominio
computacional (digamos un cuadrado unitario). Aunque la funcién de dis-
torsién podria, en principio, ser ajustada autométicamente durante el curso
de la solucién numeérica para reflejar los gradientes que evolucionan en la
solucidn, tales algoritmos son muy caros y no serdn tratados en esta tesis.
La condicién f(&,7n) = 1, que corresponde a un mapeo conforme, es ob-
viamente una restriccion mayor sobre la clase de posibles mapeos. Con esta
restriccion, la malla en el dominio computacional serfa no homogénea, lo cual.
no es bueno para resolver ecuaciones diferenciales parciales por diferencias
finitas. Una funcién ajustable de dos variables f(£,7) evidentemente provee
de mayor flexibilidad mientras que la condicién de ortogonalidad se mantiene.
Usando las condiciones

g12 =10,

2
RS h = = fEn), (3.22)

y la férmula del operador covariante de Laplace en dos dimensiones en coor-
denadas ortogonales, la cual es (véase Fletcher [10]):

V= helhf [36 (::é?s) T on (zj;ﬂ)}
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las ecuaciones 3.20 se transforman en

o\ 9 on\fon o\ g/  am\fon
(3.23)
La solucién de estas ecuaciones con condiciones de frontera apropiadas,
darédn la transformacién de coordenadas Cartesianas (z, y) a un sistema de
coordenadas curvilineas ortogonales (£, n), siempre y cuando el mapeo exista
para la forma particular de la frontera. Los factores de escala k¢ y h,,, que son

requeridos en las ecuaciones 3.23, pueden ser calculados fiacilmente usando
la definicién 3.13:

ho = /(82/9E) + (By/9E) v he=1+/(9w/dm)* + (By/om)2.
| (3.24)
El problema del método de la ecuacién covariante de Laplace es que, como

f _ 3 {zg+y§

o las ecuaciones que resultan, 3.23 son no lineales y se conoce muy
£

poco acerca de sus propiedades generales. Especialmente, mucho trabajo se

ha hecho para responder las siguientes preguntas (véase por ejemplo Kang y
Leal {14] y Ryskin y Leal [22])..

1. ;Que condiciones de frontera son la adecuadas de tal manera que garan-
ticen la existencia de una solucidn?

2. Sl una SOluCién existe LL4ue ti 0} de restricciones €8 necesario im oner
y & p P
para Obtener una SOthi(,)Il flni('.a,?

A pesar de la falta de entendimiento de las ecuaciones 3.23, el método
de la ecuacién covariante de Laplace ha sido aplicado en diferentes formas
para generar mallas ortogonales. Ryskin y Leal {22] proponen un método de
"restriccién débil” para generar un mapeo ortogonal en un dominio fijo. En
este método, las posiciones de los puntos de la malla se especifican en todos
los lados de la frontera pero la funcién de distorsién, f(£,7), es ajustada
durante el curso de la solucién para obtener ortogonalidad bajo ciertas reglas.
Aunque se dan varios ejemplos en el trabajo de Ryskin y Leal, existen dos
desventajas en este método. La primera es que no hay una demostracién
de existencia de la solucién. La segunda es que el método estd basado en
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un ajuste iterativo de la funcién de distorsién. En vista de las fuertes no
linealidades en las ecuaciones, la convergencia del esquema iterativo no estd
garantizada. '

Pese a las desventajas del método de restriccién débil, el trabajo de Ryskin
y Leal ha motivado a desarrollar esquemas basados en la ecuacion covariante
de Laplace. Muchos de los esquemas desarrollados hasta ahora pueden ser
clasificados en una de las siguientes categorias:

Clase 1: La funcién de distorsién f{£, ) se especifica a priori, pero las condi-
ciones de frontera consistentes con esta especificacién son encontradas
como parte de la solucién.

Clase 2: La correspondencia de las fronteras es especificada en algunocs o
todos los lados de la frontera a priori, pero la funcién de distorsién
f(€,7m) se encuentra como parte de la solucidn.

Para los métodos de la Clase 1, la existencia de la solucién puede probarse
sin dificultad si la funcién de distorsién se especifica en forma de un producto
como f(£€,7) = [1{£)@(n) (véase Kang y Leal [14]). Kang y Leal proponen un
método de la Clase 2, el cual puede generar una malla ortogonal de manera
no iterativa cuando se especifica la correspondencia de dos lados adyacentes
de la frontera. Este esquema de la Clase 2 es la base de este trabajo y se
describird en detalle en la siguiente seccién.

3.2 Descomposicion del mapeo ortogonal

En el método de Kang y Leal [14], se utiliza el hecho de que un mapeo
ortogonal entre un dominio fisico irregular y un dominio computacional rec-
tangular, denotado por T, : (£,1) € Q¢ — (z,y) € Q;, puede descomponerse
en un mapeo conforme, denotado por T, : (u,v) € 2, — (x,3¥) € Q, v un
mapeo ortogonal auxiliar, denotado T5: (§,7) € Q¢ — (u,v) € 24, como se
muestra en la figura 3.3.

En la figura 3.3 §2; representa al dominio fisico, ¢ al dominio computa-
cional y 0, al dominio auxiliar. Los simbolos 8€; y 8D; denotan los lados
de la frontera del dominio fisico y del dominio auxiliar respectivamente. E]
dominio auxiliar rectangular estd escalado a0 <u <1y 0 < v < v*, donde
v* es determinada por las condiciones de Cauchy-Riemann.

La descomposicién del mapeo ortogonal se escribe mas formalmente como
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o) o X
Mapeo Confortne
- J x=xwy) Mapeo Ortogonal
Te =1 y=yuu _ [ x=xEn
To={} iy
v
* Mapeo Qrtogonal
3Dy Auxiliar
‘ ne{idy
v=pfmn
Bl
3Dzt Lu _1aDg O
u
o dDg r = 0 1 5

Figura 3.3: Descomposicién de un mapeo ortogonal en un mapeo conforme-
y un mapeo ortogonal auxiliar.

To = TC - Ta. . (325)

La clave de estd descomposicidn es que la funcion de distorsién para el
mapeo global, f, es la misma que para el el mapeo auxiliar, f, es decir:

£&m) = F(&m) vemed, - (326)

donde f(£,7) es la razén de los factores de escala h, y ke para el mapeo .
auxiliar definida como

hy _ y/(0u/0n)” + (8v/8n)*. 520
he  \/(0u/0€)? + (8v/6¢)?

f&m) =
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La relacion 3.26 se sigue del hecho de que la funcién de distorsién para el
mapeo global es el producto de las funciones de distorsién de los dos mapeos
secuenciales (f = f. F) v 1a funcién de distorsién para el mapeo conforme es
igual & uno (fc = 1).

La importancia de la descomposicién anterior es que, dada una malla
ortogonal en el dominio auxiliar {€2,), la malla ortogonal correspondiente en
el dominio fisico (§2;) puede ser facilmente generada usando la relacién 3.26.
De esta manera, el dificil problema de generar una malla ortogonal en el
dominio fisico puede ser reducido efectivamente al problema mds simple de
generar una malla ortogonal en el dominio auxiliar rectangular. :

La transformaci6n entre € y €2, es el mapeo conforme. En principio, se
puede construir una malla en Q, haciendo una transformacién conforme de
cada punto en £2, para obtener el punto correspondiente en (. Sin embar-
go, en la préctica, no existe un esquema simple para este propdsito. Pero
si se visualiza el sistema de la malla, el cual se desea encontrar en {2, co-
mo la transformada ortogonal global del dominio computacional, es decir,
z; = (&, ), y; = ¥;{&, n;), en vez de considerar la transformada conforme
del sistema del dominio auxiliar y, es decir, ; = z;(ui, v;), y; = y;(ui,v5),
entonces el problema se puede resolver de una manera ficil. Para encontrar
el mapeo ortogonal global, se puede usar el método de la ecuacidn covariante
de Laplace, descrito en la seccién anterior. Las ecuaciones covariantes de
Laplace, 3.23, pueden transformarse en dos ecuaciones lineales desacopladas
con condiciones de frontera de Dirichlet y se resuelven ficilmente para pro-
ducir una malla ortogonal en el dominio fisico si se tiene lo siguiente:

1. la funcién de distorsidn, f(£,n), v

2. la correspondencia sobre todos los lados de la frontera de (£2,) que sea
consistente con f(£,7).

Se debe notar que la correspondencia de la frontera no puede ser especi-
ficada arbitrariamente, sino que esta debe especificarse de forma consistente
con f(£,n) para garantizar la ortogonalidad de la malla resultante. Cuando
se tiene una malla ortogonal en el dominio (u,v), las condiciones de arriba
se obtienen como sigue:

Suponiendo que se tiene una malla ortogonal en (u,v), es decir, se tiene
una transformacién ortogonal u = u(€,n),v = v{(&,n), entonces todas las
derivadas en la ecuacion 3.27 pueden evaluarse numéricamente. De esta for-
ma, la funcién de distorsién para el mapeo global en cada punto de la malla
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puede obtenerse usando las formulas 3.26 y 3.27. Sélo resta encontrar los
puntos de la malla del dominio fisico sobre la frontera que sean consistentes
~con f. Se sabe ademas que un mapeo conforme asegura la ortogonalidad de

la malla en el dominio fisico (salvo en puntos donde dos fronteras se inter-
sectan), si la ralla en el sistema auxiliar es ortogonal. Entonces, los puntos
de la frontera consistentes con f, se encuentran a partir de la transformacién
conforme de los puntos de la frontera del dominio auxiliar al dominio fisico.
~ Los puntos de la malla sobre la frontera se obtienen ficilmente usando
la técnica de integral de frontera. Dado que la informacién que se desea
encontrar de la parte del mapeo conforme es solamente la correspondencia
de la frontera entre Q, y §2,, es conveniente considerar el mapeo inverso
T u=u(z,y),v =v(z,y), en virtud de que la geometria del dominio fisico
es arbitrariamente compleja. El mapeo inverso T.7! es también conforme y
estd gobernado por dos ecuaciones de Laplace conjugadas, véase [14]:

Fu . %y Bzu_

VU= 4 o = 0 e — =
u 63’2 + 7 , Vv 522 + By?

0. (3.28)

Las condiciones de frontera, necesarias para resolver las ecuaciones ante-
riores son, véase figura 3.4

gu 0 70N
U _ 0 BQQ
% =10 sobre a,
(4 1 694
y

7 v* ot

Lei 0 IO
o | =

t;‘ 0 sobre 8615

g 0 N

En la figura 3.4, n y s denotan el vector normal unitario hacia afuera
y la longitud de arco a lo largo de la frontera iniciando desde un punto de
referencia. En la figura, las condiciones de fronterau=0,u =1, v =0y



3.2 DESCOMPOSICION DEL MAPEO ORTOGONAL 39

a-":a LAY,
n v wmo n
Vig=0
vm @

Figura 3.4: Ecuaciones de Laplace conjugadas con condiciones de frontera
para el mapeo conforme.

v = v* se deben al escalamiento seleccionado para el dominio auxiliar, y las
condiciones du/6n = 0 y 0v/0n = 0 son requeridas para obtener ortogona-
lidad de las coordenadas conformes en la frontera. Como se mencioné antes,
v* se determina a partir de la condicién de Cauchy-Riemann

ou_ov
dn 95’

a lo largo de la frontera 9€2;. Como se ve en la figura 3.4, u(s) sobre 8Q; y
003, y (Ou/0On)(s) sobre 80, y 8y se obtienen de la solucién del problema
u de las ecuaciones 3.28. Dicha solucién es encontrada usando el método de
integral de frontera, véase seccién 3.3. Asi, v* puede determinarse integrando
3.29,

(3.29)

' ou
s On

Por lo tanto, el problema para v puede resolverse similarmente para ob-
tener v(s) sobre 0§, y 8l4.

v*(s) = (t)dt. (3.30)
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Una vez resueltos los problemas tanto para % como para v, se tendra una
descripcion completa de v y v como funciones de la longitud de arco. Se
observa que una de las funciones u(s) v v(s) es una funcién monétona por

10 que existe su inversa, mientras que la otra esconstante sobre-cadalado
de ia frontera. Podemos usar esta informacién para obtener Ia corresponden-
cia de la frontera entre el dominio fisico y el dominio auxiliar. Considérese
primero un punto dado sobre la frontera del dominio fisico, véase la figura
3.5. Entonces, se determina la longitud de arco a ese punto, s, para calcular
los valores u(s) y v(s). Los valores obtenidos (u,v) definen el punto corre-
spondiente sobre la frontera del dominio auxiliar. Inversamente, si se da un
punto sobre la frontera del dominio auxiliar (u, v}, entonces, dado que una de
las dos funciones es monétona en el lado correspondiente de la frontera del
dominio fisico, la longitud de arco s que corresponde al punto del dominio
fisico se obtiene invirtiendo la funcién que es monétona. Dado que la coor-
denada (z,y), del punto de la frontera puede representarse como z = z(s) y
y = y(s), los valores de z y y del punto correspondiente de la frontera estan
determinados,

l)pl‘-ninio
Fisico (x(5),¥())

(xy)

Dominio
Auxiliar

(ufs), Us)

Figura 3.5: Determinacion de los puntos de la frontera consistentes con f.

De esta manera, se determina la correspondencia sobre todos los lados de
la frontera consistente con la funcién de distorsién f(€, 7).



3.3. FORMULACION DE INTEGRAL DE FRONTERA 41

3.3 Formulacién de integral de frontera

Como se mencioné en la seccién anterior, existe un pardmetro del mapeo
conforme que debe determinarse como parte de la solucién denotado como
v*. Por este motivo, se inicia resolviendo primero el problema para u, con el
objeto de determinar el valor de v* usando la ecuacién 3.30. Debido a que los
problemas para u y v son idénticos, excepto por las condiciones de frontera,
aqui se verd la discusién para el problema u solamente, el tratamiento para
el problema v es idéntico. El objetivo del método de integral de frontera (BI})
(véase [13]), es usar la forma apropiada de la férmula de Green y las solu-
ciones fundamentales de las ecuaciones de la transformacién, para convertir
el problema dado por las ecuaciones 3.28, en una formula integral, en la que
se especifican los datos que se desconocen sobre cada segmento de la fron-
tera, en términos de los datos que han sido especificados de antemano. Por
ejemplo, en la figura 3.6 los valores de u son conocidos sobre los segmentos
2 y 4, mientras que du/Jn se conoce sobre los segmentos 1 y 3. A partir de
estos valores conocidos es posible determinar los valores de ambas variables
sobre los otros segmentos.

g

=1

O]

Figura 3.6:

Considérese un dominio arbitrario simplemente conexo en 2D. La férmuyla
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de Green para el problema especificado en las ecuaciones 3.28 en un dominio
bidimensional estd dada por

Bu(x) = [80: G(x — Xo) (g—i) ds — faﬂ "u,. (%) ds,  (3.31)

donde x = (z,y) € Q, B = 27 si x est4 dentro de {, pero no en la frontera,
B = 7 si x estd sobre una parte suave de la frontera y 8 = # si x estd sobre
una esquina de la frontera, # es el dngulo de la esquina. La funcidn de Green
G, para el problema en 2D descrito por las ecuaciones 3.28 es

G(x — %) = —log|x — x,} = —logr. - (3.32)

Sustituyendo 3.32 en 3.31 se obtiene una férmula integral para u en
términos de los valores de u y du/0n en la frontera

Ou dlogr
= — — 11 . .
fu fan, (811) Ogrds+.[8mu( o )ds (3 ?3).

Si se define w = Ju/On y se representa a u y w usando un nimero finito de,
puntos nodales, como se ve en la figura 3.6, entonces 3.33 puede representarse
por la siguiente echacidn vectorial:

Au = Bw, (3.34)
donde
A = (Alf AQ’AS’A4),
B = (B!, B%, B?, B},
u = (ul, ﬁ.g,u;;,’aq)T
¥

W = (TDI: Uy, TDS’ w‘i)T:

donde los subindices y los superindices denotan los lados de la frontera (i.e.,
los lados 1-4 del dominio), y la tilde es usada para indicar las variables
conocidas sobre un segmento particular de la frontera (i.e., u se especifica
sobre los lados 2 y 4, mientras que w es conocida sobre los lados 1 y 3).
Rearreglando la ecuacién 3.34 se obtiene

My = Ny. {3.35)
donde
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M= (Al, —'stA3: _33):
N = (Bl; ""Azs B3: _A4)’
Y= (ulr w21u3)w4)T

§ = (@y, llg, W3, &)7
En 3.35, el lado derecho se conoce por lo que la solucién estd dada por

y = M7/(N). (3.36)

La ecuacién 3.36 provee de una férmula explicita para calcular los valores
de u y w sobre las fronteras donde éstas no han sido especificadas en la
formulacién del problema de mapeo conforme.

Los coeficientes de las matrices M y N pueden ser calculados facilmente,
dado que éstos estin dados en términos de las coordenadas {z,y) de loes
puntos de la frontera del dominio fisico. Por lo tanto los problemas de las
ecuaciones 3.28, se reducen a resolver un par de sistemas de ecuaciones de la
forma mostrada en 3.35.

3.4 Esquema de generacion de mallas ortogo- |
nales

La idea de la descomposicién del mapeo ortogonal se puede aplicar para
generar una malla ortogonal en 2D cuando se especifican las coordenadas de
los puntos sobre dos lados adyacentes de la frontera, como se observa en la
figura 3.7. :

En la figura, las coordenadas de los puntos de la frontera se especifican
sobre los lados 9f; y Q2. El método de Kang y Leal [14], para generar
mallas ortogonales usado en este trabajo, se puede resumir como sigue:

1. Se resuelve el problema de mapeo conforme mediante la técnica de
integral de frontera. Como se describib en la seccién anterior, si u se
conoce en los segmentos de frontera 2 y 4, entonces la solucién de los
problemas descritos por las ecuaciones 3.28 determinar los valores que
toma u en los segmentos 1 y 3. Algo similar sucede con v.
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ot

il
-

) Wl

Figura 3.7:

. Se especifican las coordenadas de los puntos sobre dos segmentos ad-

yacentes de la frontera y, dada la informacién obtenida en el paso 1, se
determinan (u,v) (mediante una interpolacién) en el dominio auxiliar
para los segmentos correspondientes. En ¢l caso mostrado en la figura

3.7, la especificacién de las coordenadas se hace en los-segmentos 2 y.
3.

Se construye una malla ortogonal en el dominio auxiliar (u,) bajo la
suposicién de que los puntos correspondientes sobre los lados opuestos
tienen los mismos valores u o v. Bajo esta suposicién, la malla serd
rectangular y no uniforme. En este caso, la transformacién ortogonal
entre (u,v) y (€,n) puede representarse por u = u(f) = up(§) y v =
v(n) = wvs(n), donde up(§) ¥y us{n) denotan las correspondencias sobre
8D5 y 8D, que se obtuvieron en el paso 1.

Usando las férmulas 3.26 y 3.27, se calcula la funcién de distorsién,
f(€,n), para todos los puntos de la malla.

. Los puntos de la frontera de la malla sobre 0{2; y 9§}, del dominio .

fisico correspondientes a los lados 8D, vy 8D, del dominio auxiliar se
determinan usando la informacién obtenida en el paso 1.

Finalmente, se resuelven las ecuaciones 3.23 para encontrar los puntos
interiores de la malla. Se utiliza la funcién f(£,n) calculada en 3 y
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las coordenadas de los puntos de todes los lados de la frontera como
condiciones de frontera.



Capitulo 4

Me'todologia de Programacion

El desarrollo de sistemas de software es una industria relativamente joven y no
ha alcanzado el nivel de madurez tipicamente encontrado en otras ramas de la
industria. Consecuentemente, los productos desarrollados usando tecnologia
de software comuinmente sufren de la falta de estabilidad requerida para su
desarrollo y explotacion.

La orientacién a objetos es una técnica para el modelado de sistemas
en general. Esta técnica ofrece un nimero de conceptos para desarrollar
de manera conveniente diferentes sistemas disminuyendo su complejidad y
. facilitando su meodificacién y reuso.

En lo que sigue se describira el andlisis y disenio del sistema de generacién
de mallas ortogonales, el cual se models haciendo uso de metodologia orien-
tada a objetos.

4.1 La entrbpia del sistema

La segunda ley de la termodindmica, en principio, dice que el "desorden”
de un sistema cerrado no puede reducirse, esté sélo puede incrementarse o
posiblemente permanecer sin cambio. Una medida de este desorden se conoce
como entropia. Esta ley puede, en cierto sentido, aplicarse a los sistemas
de cémputo; el desorden de un programa, o entropia, siempre se incrementa.
Algunos autores le llaman entropia de software al desorden antes mencionado..

Dentro del desarrollo de un programa o sistema de computo existen algu-
nas teorias con ciertas leyes similares a la segunda ley de la termodindmica
(ver Lehman [17]), de las cuales se mencionaran dos de ellas:

47
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1. Un programa que es usado serd modificado.

2. Cuando un programa se modifica, su complejidad se incrementa.

Un sistema tendrd inicialmente una cierta entropia de software. La expe-
riencia muestra que es razonable asumir que el incremento en la entropia del
software es proporcional al estado de la entropia cuando se inicia la modifi-
cacién del sistema. Esto significa que es mds ficil modificar un sistema orde-

nado que uno desordenado. Lo anterior puede expresarse matematicamente
como sigue:

AExE
0, del cdlculo diferencial tenemos que

dE

— =kE

ot
que es una ecuacién diferencial simple cuya solucién se muestra en la figura
4.1. En la figura 4.1 se observa que el tiempo de vida de un sistema depende
de que tan bien estructurado esté al momento de su creacién. Cuando una
cierta entropia del software se alcanza, no es justificable, econdmicamente,
continuar usando dicho sistema, pues una modificacién posterior sera demasia-
do cara. Una posibilidad es aplicar un proceso conocido como re-ingenieria
para reducir la entropia del software de tal manera que sea posible seguir
manteniéndolo a un costo razonable.
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Figura 4.1: Entropia de software.
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Cuando un sistema es disefiado con la intencién de que éste sea manejable
por un periodo largo de tiempo, se trata de obtener la entropia mas baja
posible desde el principio. Este es uno de los objetivos de los métodos para
el desarrollo de sistemas. Por este medio se espera incrementar el tiempo de
vida del sistema. Se sabe que tarde o temprano un limite serd alcanzado més
alld del cual serd muy caro mantener el sistema.

Para diseftar un buen sistema de software, diferentes métodos han sido
propuestos para describir ya sea un proyecto para desarrollar una primera
version de un producto o para dar una vista global del ciclo de vida de un sis-
tema completo. La definicién de un "buen” sistema de software varia depen-
diendo de las aplicaciones. Por ejemplo, en algunos casos es €l rendimiento
lo que importa, mientras que en otros es mas importante la interfaz grifica
con el usuario. También depende de la estructura del sistema, por gjemplo,
si esta sera distribuida o centralizada. Lo que es comiin es que todos los
sistemas necesitan ser modificados en algiin momento.

Tradicionalmente, el trabajo de analisis y disefio es estructurado y des-
crito usando diferentes tipos de modelos de cascada, ver figura 4.2. Estos
modelos describen el proceso de desarrollo del sistema donde la idea inicial
es que cada fase deberd completarse antes de iniciar la siguiente. Sin em-
bargo, esto iiltimo fue rapidamente abolido y en la actualidad es permitido
iniciar una fase antes de completar totalmente la anterior. El modelo de
cascada ha tenido un tremendo impacto sobre los métodos de ingenieria de
software, aunque esté no se sigue de manera rigida cuando es aplicado.

Andlisis m
Discao

Umplemeatacite y

=Y

Figura 4.2: Modelo de cascada de desarrollo de un sistema.

El problema con el modelo de cascada es en la etapa de mantenimien-
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to, donde la mayoria de las veces es necesario realizar modificaciones, se
producen nuevas especificaciones de requerimientos, andlisis, disenio, etc. Di-
__ferentes modelos fueron _desarrollados para describir estos nuevos hechos, uno

de los méas populares es el modelo de espiral (ver Boehm [2]), mostrado en
la figura 4.3. El modelo de espiral puede describir la forma en que un pro-
ducto se desarrolla para formar nuevas versiones y como una versién puede
modificarse incrementalmente desde el prototipo hasta el producto final.

Figura 4.3: Modelo espiral para el desarrollo de un sistema.

En esta tesis se utilizé este 1iltimo modelo para disenar el sistema de
generacién de mallas ortogonales. El modelo de espiral es la forma natural
de desarrollar sistemas, pues cada vez que se concluye una etapa del sistema,
se tiene que probar con las anteriores y la mayoria de las veces es necesario
regresar a una etapa anterior para que el modelo cumpla con los requisitos
establecidos. La versidon del programa que se tiene hasta ahora, cumple con
las especificaciones establecidas al inicio, pero posiblemente tendrs que ser
modificado o extendido para aplicarse en las diferentes dreas donde sea itil.

4.2 Tecnologia orientada a objetos

La Tecnologia Orientada a Objetos (TOO) ha crecido rdpidamente en los
ultimos afios, de tal manera que en estos dias es una de las mas impor-
tantes en el desarrollo de software. Esta técnica tiene un enorme potencial
para incrementar significativamente la productividad del programador y fa-
cilitar el mantenimiento del cédigo. Se ha observado que cuando se utiliza la
técnica de programacién estructurada o procedural, en proyectos de software
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de dimensiones industriales (miles de lineas de cédigo), el cddigo suele ser
inestable bajo pequefias perturbaciones, es decir, cuando se trata de reparar
o modificar un problema simple se pueden gemerar cinco o. mas errores en
algin otro lugar del cédigo. Cuando el tamarfio del codigo es mayor que un
limite (alrededor de 10° lineas de c6digo), estds técnicas de programacion
falian: la complejidad del disefio y la implementacién hace al proyecto muy
dificil y caro, y eventualmente, el costo del mantenimiento domina el costo
del desarrollo. Las técnicas orientadas a objetos permiten construir aplica-
ciones mas estables y de mayor tamaifio {entre millones y decenas de millones
de lineas de cédigo).

Simula, un lenguaje pionero en la orientacién a objetos, fue concebido
especialmente para el desarrollo de simulaciones. De aqui que no es sorpren-
dente que la programacién orientada a objetos se aplique mas facilmente
en simulaciones y visualizaciones de fenémenos complejos, que las técnicas
estructuradas (lenguajes como Fortran por ejemplo}.

El principio tanto de las técnicas orientadas a objetos como de las estruc-
turadas es "divide y venceras”. La diferencia fundamental entre ellas es la
eleccion de los bloques con los que se construye un software. En las técnicas
estructuradas las unidades fundamentales son los procedimientos (subrutinas
o subprogramas). En el modelo de objetos las unidades basicas se conocen
como objetos los cuales contienen tanto datos (es decir, variables de estado
que describen el objeto en un cierto instante) como métodos (es decir reglas
dindmicas, reglas que explican como el objeto interactda con el mundo exte-
rior). Por lo tanto es comiin encontrar la siguiente definicién de objeto: Un
objeto es todo aquello tangible que tiene un estado y un comportamiento, y
ademds reacciona de cierta manera a mensajes que le envian otros objetos.
Se dice que un objeto encapsula sus datos y su comportamiento.

Los objetos interactian (intercambian mensajes) para producir un com-
portamiento colectivo. Es este comportamiento colectivo el que puede re-
solver un. problema de la vida real.

La tecnologia orientada a objetos ve al mundo como compuesto de .ob-
jetos con propiedades muy bien definidas. Las interacciones son realizadas
mediante mensajes que los objetos intercambian uno con otro.

4.2.1 Conceptos basicos de TOO

El modelo de objetos provee fundamentos tedricos a partir de los cuales se
construye un software orientado a objetos, véase por ejemplo Boech 3] y
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Jacobson (12]. Este modelo se basa en los principios de abstraccidn, encap-
sulacién, modularidad, jerarquia, polimorfismo, entre otros.
Una Abstraccidn consiste en extraer las caracteristicas relevantes del sis-

tema a ser modelado, dando una generalizacién adecuada sin tomar en cuenta
los detalles irrelevantes. Una Abstraccién determina las caracteristicas de un
objeto que lo distingue de otros tipos de objetos. Esta es la vista exterior
del objeto. El primer paso en la modelacién de un sistema es elegir ade-
cuadamente el conjunto de abstracciones para nuestro problema. Dentro de
la TOO, la Encapsulacidn es también conocida como ocultamiento de la in-
formacion. Los clientes del objeto no pueden ver la estructura interna de
éste. Los objetos se construyen, se instancian, a partir de clases. Una clase
es un molde que describe cémo estos objetos son estructurados internamente.
Objetos de la misma clase tienen caracteristicas y comportamientos comunes.
En general, el estado de un objeto sélo puede ser modificado por métodos
o funciones del objeto mismo, por le que el cliente de dicho objeto debers
enviar un mensaje al objeto para que modifique su estado. El envio de men-
sajes entre objetos es un concepto diferente de la invocacién de una funcién
con un nimero de argumentos. En el envio de mensajes entre objetos, se
sabe quién es el emisor y quién el receptor, mientras que en la llamada a una
funcidn, no se estd seguro de quién invoca a quién. Por ejemplo, la funcidén
magnitud(vector) regresard el valor de la magnitud de un cierto vector,
pero no se sabe de que vector se trata ni quién recibe el valor. Por otro lado,
vectorl.magnitud() es el envio de un mensaje al vectoryi para que diga el
valor de su magnitud.

La Jerarquia es concepto importante dentro de la TOO, y se puede definir
como un ordenamiento de abstracciones, o en el contexto de la TOQ, es un
ordenamiento de clases. Se puede desarrollar toda una jerarquia de clases,
donde existe una clase raiz o superclase y distintas clases hijas o subclases.
Un concepto importante aqui es la herencia que se refiere a la capacidad de
derivar una nueva clase de una superclase existente, La superclase sirve como
patrén para la clase derivada y puede ser modificada de varias formas. La
herencia es muy importante en la TOO ya que permite la reutilizacion de las
definiciones de las clases, para cambios simples, sin requerir mayores modi-
ficaciones sobre el c6digo. Entonces en una jerarquia los elementos bésicos
son las clases derivadas. Las superclases representan tareas més generali-
zadas, mientras que las clases derivadas corresponden a objetos con tareas
especificas.

La capacidad de responder de maneras distintas a mensajes distintos de
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un objeto o una funcién es lo que se conoce como Polimorfismo. Esta car-
acteristica estd inmersa dentro de la TOO. El polimorfismo es usado para
trabajar con distintos tipos de datos que requieren de acciones o célculos
similares. '

Finalmente, Modularidad significa que un sistema puede ser descompuesto
en un conjunto de médulos acoplados para resolver un problema. El objetivo
es que la estructura del sistema sea simple y fécil de modificar. En general,
uno de los problemas mas dificiles en el disefio de sistemas complejos es
encontrar los mdédulos adecuados para modelar el sistema eficientemente.
Aunque un mddulo contiene datos y funciones, esto es, tiene un estado y un
comportamiento, difiere de un objeto en el sentido de que un mdédulo sélo
existe una vez en la ejecucién de un programa, mientras que puede haber
varios objetos del mismo tipo coexistiendo en tiempo de ejecucién.

Los conceptos antes descritos, son de mucha utilidad al momento de desa-
rrollar un software. Dichos conceptos han tenido mucho éxito en el desarrollo
de aplicaciones de graficacion y bases de datos, entre otras. Para el caso de
aplicaciones numeéricas, estos conceptos son bastante 1tiles. Por ejemplo, la
encapsulacién de la informacién asegura que un método numérico sélo afec-
tara los datos requeridos. Gracias a la encapsulacién, dicho método numérico
no podrd modificar datos que no sean permitidos. Por otro lado, se debe tener
cuidado con estos conceptos, pues una mala decisién al momento de usarlos
puede producir cédigos altamente ineficientes, lo cual no es deseable en este
tipo de aplicaciones. '

En la siguiente seccién se describe como estos conceptos son aplicados en
la construccidn del sistema para generar mallas ortogonales.

4.3 Analisis y diseno

La fase del andlisis se concentra en entender el problema y modelar en e]
dominio del problema. El objetivo es proporcionar el modelo del sistema ep-
focindose en su comportamiento y no en su estructura. En la parte del disefio
se decide todo acerca de la programacién del sistema, como el lenguaje, sobre

que plataformas serd ejecutado, que tipo de algoritmos son los adecuados,
etc.
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4.3.1 Modelo de objetos

Se puede describir en forma general el sistema de generacién ortogonal de
niallas—con el siguiente texto:

Generacién de Mallas Usando Mapeo Ortogonal.

Dadas las coordenadas de los puntos de la frontera de un do-
minio irregular en dos dimensiones, se desea construir una malla -
ortogonal sobre dicho dominio por medio de un mapeo ortogonal
entre el dominio irregular, también conocido como dominio fisico, -
y un dominio regular o dominio computacional. Para facilitar el
proceso de construccién de la malla, el mapeo ortogonal inicial
se descompone en dos etapas: la primera consiste en hacer un
mapeo conforme entre un dominio regular auxiliar y el dominio
fisico, en tanto que en la segunda se realiza un mapeo ortogonal,
muy simple, entre el dominio computacional y el dominio auxil-
iar. El método para construir la malla se describe en detalle en
la seccion 3.4. '

Del texto anterior y de la descripcién del método de generacién de orto-
gonal de mallas dada en el capitulo 3, es posible encontrar las abstracciones
necesarias para modelar este sistema. La decisién de llevar cada a.bstraccmn
a una clase se basa en la eficiencia y en el reuso futuro que pueda hacerse de
éstas en otro tipo de problemas.

Las clases construidas en este trabajo se definen a continuacién:

Punto : La clase punto contiene las coordenadas (z,y} de los puntes de
la frontera. Para los puntos interiores no se usa esta clase dado que
¢s necesario acceder de manera intensiva a las coordenadas y el uso de
funciones miembro para obtener los valoresdez y y produce ineficiencia
en el cédigo.

Vector : Durante el curso del cdlculo de los puntos intericres de la malla, son
necesarios distintos arreglos tipo entero y de doble precisién. La clase
Vector es usada para contener las entradas de estos arreglos. Ademds,
contiene algunas funciones importantes para realizar algunos cédlculos:
numéricos.

Matriz : En esta clase se almacenan los diferentes sistemas lineales que
surgen en el método de integral de frontera y en la discretizacién de las
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ecuaciones del mapeo ortogonal. Dado que los sistemas que se tienen
que manejar son tanto densos como dispersos, es necesario tener dos
clases que manejen eficientemente la memoria para ambos casos. Las
funciones miembro de estas clases han sido optimizadas para realizar
célculos muméricos de manera eficiente.

Frontera : Esta clase contiene los puntos de la frontera y se usa en conjun-
¢cién con la clase Laplace para resolver el problema de mapeo conforme
por el método de integral de frontera.

edp-numérica: Esta es una clase puramente abstracta y es usada para
definir ecuaciones diferenciales parciales que se van a resolver de manera
numérica. Las ecuaciones diferenciales parciales que esta clase abarca
son de la forma:
& &u &u Bu Bu
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Eliptica : Esta clase define ecuaciones diferenciales elipticas y se deriva de
la anterior. Las ecuaciones elipticas se distinguen por que se cumple
que: B% — 4AC < 0. También es una clase puramente abstracta que
sirve para definir toda tipo de ecuaciones elipticas numéricas.

ElipticaVF : En este problema se tienen que resolver numéricamente al-
gunas ecuaciones parciales elipticas como las mostradas en 3.23. Esta
clase define ese tipo de ecuaciones y el calificativo VF significa que la
ecuacién se discretiza por medio del método de Volumen Finito.

LaplacelF : El problema de mapeo conforme se define a través de un par
de ecuaciones de Laplace y éstas se resuelven por medio del método de
Integral de Fontera, de ahi el calificativo IF. Esta clase se deriva de la

clase Eliptica usando los parimetros: A = C =1 y los demas iguales
a Cero.

Dominio : Clase abstracta que define todo tipo de dominios. va sean regu-
lares o irregulares.

DominioRegular : Esta clase define dominios exclusivamente regulares que
se pueden generar facilmente. Se deriva de la clase anterior.
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FunciénDistorsién : Clase para contener y calcular la funcién de distorsién
que es un parametro importante en la generacién de la malla.

‘Malla_:_Clase-abstracta que define mallas estructuradas en general.

MallaOrtogonal : Clase que define mallas ortogonales.

Interpolacién : Esta clase define dos tipos de interpolacién: lineal y splines
cibicos. Estas interpolaciones son usadas en distintos puntos del cdlculo.

Integral : Para calcular v* se necesita hacer una integral. Esta clase define
una integracién. Los métodos usados para realizar la integracidn son
el de Simpson v el del trapecio.

Splines : Esta clase define splines cibicos naturales v es usada por la clase
Interpolacién.

Las asociaciones entre las clases se muestran en las figuras siguientes: -

Clase1 Clased
Atributos Atributos|
Metodos Metodos

lacion
lase?2 Hereda de Clasel elacion muchs @ muchos

Claze2 Clased
Atributos <>1 ] Atributos

lase2 contiene un objeto de la Clased Metodos
Metodos

lase2 contiene muchos ojetos de la ClaseS

Atributos

Figura 4.4: Tipos de relaciones.
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wdp numaric*

A

BA2-4AC =0 L"2-4ACC o P"Z-‘QAC =0

rabolio. aliptica hiparboiica

A

elipticay [Vactor |
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Figura 4.5: Jerarquia de clases para el manejo de ecuaciones diferenciales
parciales.
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dominio

malla
A X
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Figura 4.6: Jerarquia de clases para el manejo de mallas sobre dominios
irregulares. '
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FupciohDistorsion
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Figura 4.7: Clases auxiliares para implementar los métodos numéricos,
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DE LA BIBLIOTECA
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4.3.2 Diseno del sistema

El lenguaje de programacién

P S,

TEl ienguaje que se utilizd para codificarlos-algoritmos-numéricosy lainterac-
cién entre los objetos es C++. Este lenguaje fue desarrollado a principios de
los 80’s por B. Stroustrup [25]. El lenguaje no es completamente orientado a
objetos en el sentido de que es posible programar con este lenguaje sin usar
la POO. Sin embargo, C++ ofrece las herramientas necesarias para utilizar
todos los conceptos de la POO.

Aungue existen muchos lenguajes OO, la decisién de utilizar C++ se
debid principalmente por que este lenguaje fue construido pensando en la
cficiencia. La cficiencia es uno de los puntos importantes que se requieren en
este trabajo. Ademds existen compiladores de este lenguaje sobre la mayoria
de las arquitecturas existentes,

Algoritmos numéricos

En el esquema numérico que se adopté para la generacion de mallas, bisicamente
se¢ necesitan de dos tipos de herramientas numeéricas:

e La técnica de integral de frontera para resolver las ecuaciones de Laplace
conjugadas mostradas en la ecuacién 3.28.

¢ Un sistema para resolver las ecuaciones covariantes de Laplace mostradas
en 3.23 con condiciones de frontera tipo Dirichlet.

Las aproximaciones de las derivadas que aparecen en distintos puntos del
método de generacién de mallas se hicieron usando diferencias finitas, ver
{10j.

El método de integral de frontera para resolver la ecuacion de Laplace en
un dominio irregular, se implement6 usando una frontera discreta y permi-
tiendo a la clase LaplacelF acceder a los datos de la frontera directamente
para hace mas eficientes los calculos(usando el modificador friend de C++).

Para la discretizacion de las ecuaciones 3.23, se utiliz6 el método de Vo-
jumen Finito o volumen de Control, véase [19]. Los sistemas lineales que
genera este tipo de discretizacidén son dispersos, por lo que se opté por usar
algoritmos iterativos para la solucién estos sistemas.

El uso de matrices ¥ vectores en este tipo de métodos numéricos es de
vital importancia. Existen algunas clases ya implementadas que pueden ser
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de utilidad en este trabajo. En la siguiente seccion se describe que bibliotecas
se reusaron para la construccién del sistema.

4.3.3 Reuso de bibliotecas numéricas

En afios recientes, la POO ha sido explotada para construir bibliotecas
numéricas eficientes y facilmente reusables. Dado que uno de los principios
de la POO es poder reusar el cédigo, en este trabajo se hizo uso de algu-
nas bibliotecas numeéricas desarrolladas por diferentes personas para andlisis
numérico. Estas bibliotecas consisten principalmente en el manejo de ma-
trices y vectores para resolver sistemas lineales de ecuaciones. Enseguida se
describen estas bibliotecas.

MV ++

Esta biblioteca es usada principalmente para el manejo de matrices y vec-
tores. Como es sabido, en la mayoria de problemas donde una discretizacién
es realizada, son necesarias las matrices y los vectores para almacenar los sis-
temas lineales provenientes de la discretizacién. El manejo eficiente de este
tipo de objetos es de vital importancia dado que de ello depende la eficiencia
del cédigo.

MV++ ofrece un conjunto de clases facil de usar y combinar con otras
clases para resolver sisternas lineales y para hacer operaciones de dlgebra
lineal en general.

Los objetos que se usan de esta biblioteca son:

MYV Vector TYPE : Esta clase sirve para el manejo de vectores de tipo
entero doble precisién y para ndmeros complejos. TYPE puede ser
sustituido por cualquiera de los tipos antes mencionados. Esta clase
contiene los métodos suficientes y necesarios para nuestro problema.

MV_ColMat_TYPE : Esta clase hace el manejo de la memoria para almace-
nar, modificar y hacer operaciones con matrices de tipo entero, doble
precisién y complejo. Esta clase es compatible con la forma de alma-
cenamiento tipo Fortran 77y 90, en donde las entradas de la matriz se
guardan por columnas. De esta manera esta clase puede ser usada sin
mayor problema con subrutinas de Fortran para algebra lineal.
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Sparse++

En este trabajo se discretizan ecuaciones elipticas usando el método de volu-
men finito lo que produce sistemas lineales dispersos, por lo que es necesario

hacer un almacenamiento inteligente de estos sistemas para evitar desperdi-
ciar memoria con los multiples ceros que aparecen en ellos.

Las clases de Sparse+-+ usan métodos de almacenamiento para matrices
dispersas. Se tienen principalmente tres tipos de almacenamientos: por co-
ordenadas, por columnas y por renglones. Ademss, estas clases contienen
operaciones importantes, como multiplicacién de matrices y multiplicacién
matriz por vector. Usando estas clases se optimiza el uso de la memoria y se
asegura eficiencia del cédigo.

IML++

Existen muchos métodos de solucién de sistemas lineales y muchos de ellos
han sido codificados en lenguajes de programacién, principalmente en For-
tran. IML++ es una de las primeras bibliotecas que usa programacién ori-
entada a objetos y genérica para codificar métodos de solucién de. sistemas
lineales. Las funciones de IML++ estidn basadas en el uso.de plantillas
(templates) que es una caracteristica del lenguaje C++ y que permite hac- -
er programacion genérica, ver [24]. Las funciones de esta biblioteca se pueden
combinar eficientemente con objetos para manejo de matrices y vectores que
cumplan con cierta funcionalidad. En particular, IML++, puede ser usada -
con Sparse++ y MV

En este trabajo se combina la eficiencia de almacenamiento de Sparse++
con los algoritmos optimizados de IML++, los cuales estdn basados en BLAS
(Basic Linear Algebra Subprograms) que son algoritmos optimizados para
operaciones de dlgebra lineal, ver [5].

La ventaja de usar las bibliotecas mencionadas arriba, es que son de do-
minio publico, lo cual significa que se puede obtener el cédigo fuente para ser
modificado. Ademés estas bibliotecas son portables y pueden ser ejecutadas
sobre cualquier plataforma con sistema operativo tipo UNIX. .

Para mayores detalles de los métodos y bibliotecas véase [21), [6], [7] v

[1).



Capitulo

Resultados y Aplicaciones

En este capitulo se reportan los resultados obtenidos de la construccién del
sistema de generacién de mallas ortogonales. Primeramente se realizan algu-
nas pruebas de calibracién del software. Luego se muestran algunas ejemplos
de mallas ortogonales en dominios irregulares y se mide la desviacién de la
ortogonalidad de éstas. Finalmente se presenta una aplicacién de uso de este
tipo de mallas.

Todos los ejemplos mostrados en este capitulo fueron realizados en una
estacién de trabajo Unix SUN Sparc 4 a 100 Mhz usando doble precision.

5.1 Prueba y calibracion del software

El sistema de generacién de mallas tiene dos partes esenciales. La primera es
la solucién de las ecuaciones de Laplace conjugadas, mostradas en 3.23. La
segunda resuelve la ecuacién covariante de Laplace para obtener las coorde-
nadas de los puntos interiores de la malla.

En la primera parte se leen de un archivo las coordenadas de los puntos
de la frontera del dominio irregular. Las coordenadas de estos puntos deben
ser especificados como se muestra en la figura 5.1.

Como se observa en la figura, la frontera del dominic debe ser cerrada y el
interior del dominio no debe contener agujeros. Ademas, debido a que el do-
minio irregular serd transformado en un rectdngulo unitario, la frontera debe
dividirse en 4 subfronteras, y el ntimero de puntos sobre fronteras opuestas
debe ser igual. )

Un objeto de la clase frontera se encarga de leer los puntos del archivo
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(1}

Archive de coordenadas
X ¥y
X2 Yy
X3 Yi
) X4 Yy
Xsg L4
XN Yn

3}

_’-

Figura 5.1: Especificacion de las coordenadas de los puntos .

y de acomodarlos para que sean usados por la clase LaplacelF. Esta ditima
contiene un método para resolver las ecuaciones conjugadas de Laplace usan-
do la técnica de integral de frontera. Para un dominio con 96 puntos sobre la
frontera, el método numérico construye un sistema lineal de ecuaciones denso.
El tamaiio del sistema lineal para este niimero de puntos es de 92 x 92.

En la segunda parte, objetos de la clase elipticaVF utilizan la informa-
cidén obtenida por LaplacelF para obtener las condiciones de frontera tipo
Dirichlet, y de esta manera resolver las ecuaciones covariantes de Laplace
que Se muestran en 3.23. Para el caso de un dominio con 96 puntos sobre la
frontera, se obtiene un sistema lineal de ecuaciones de tamano 529 x 529 el
cual es disperso. En este caso se utiliza el algoritmo de gradiente conjuga-
do para resolver este tipo de sistemas. El tiempo aproximado para resolver
un sistema de este tamafio, con una tolerancia de 10~® y un limite de 200
iteraciones para alcanzar conrvergencia, es de 1.28 segs.

Como se mencioné en el capitulo anterior, para almacenar y resolver
los sistemas lineales se reusaron tres bibliotecas numéricas. Para guardar
sistemas densos de ‘ecuaciones y atreglos de nimeros flotantes se utilizd
MV++. El acceso a los elementos de matrices y arreglos en esta biblioteca
se hace usando referencias por lo que se tiene gran eficiencia con el uso de
estas clases. Por otro lado, se combina Sparse++ con IML++ para re-
solver sistemas lineales de ecuaciones dispersos. En la tabla 5.1 se muestran
los tiempos tomados para resolver sistemas dispersos de diferentes tamanos.
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N [ Tiempo (segs.)
40 | 0.07
81 0.11
361 0.77
529 1.28
784 219
1849 7.42
2304 8.61

Tabla 5.1:

La primera prueba con e! sistema completo es con un cuadrado unitario.
El nimero de puntos en cada lado del cuadrado es de 11. El tiempo que le

tomo al sistema resolver este ejemplo completo fue de menos de 1 segundo.
La malla obtenida se muesira en la figura 5.2

Figura 5.2: Cuadrado unitario de {11 x 11).

Como se observa, la malla es ortogonal a simple vista y parece razonable.
Mé4s adelante se utiliza una medida cuantitativa.
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5.2 Ejemplos de mallas ortogonales

En esta seccién se muestran algunos ejemplos de aplicacién del sistema de-

sarrollado-en esta-tesis—Se-generaron-mallas-sobre-diferentes regiones-irre-

gulares. En principio las mallas deben ser ortogonales, pero debido a errores
numéricos y debilidades del método de generacién de mallas, los resultados no
son exactos. Para cada malla se calculan dos indices que indican el grado de
ortogonalidad de éstas. Los indices son: MDO que es la Maxima Desviacién
de la Ortogonalidad y DPO que representa la Desviacién Promedio de la
Ortogonalidad. Estos indices se definen como sigue:

.
DPO = 5T _g,] (5.2)
TONeN, T2 TP ‘

donde NV es el nimero de puntos de la malla en la direccién £, N, nimero
de puntos en la direccidn 1, y 8;; es calculado a partir de la ecuacién 3.15.

En el caso del cuadrado de la seccién anterior se obtuvo MDO = 0.77 ¥
PDO = 0.22, ambas medidas son en grados.

El primer ejemplo que se considera en esta seccién se muestra en la figura
5.3. Esta geometria ha sido usada por diferentes autores para probar sus
métodos de generacidn de mallas y en este trabajo se usard para comparar
con otros resultados, véase [22] y [15}.

LLa parte superior de la este dominio estd dado por y = 0.8+0.2 cos(2mz},
0 < z < 1. En las frontera laterales la distribucién de los puntos es uniforme,
mientras que en la parte inferior se usa la siguiente férmula para distribuir
los puntos: y = £ — 0.08sin(27¢). El ndmero de puntos sobre cada frontera
es igual a 25. Debido a que sélo se puede especificar la correspondencia de
los puntos de la frontera en 2 lados adyacentes de la frontera, en este caso la
especificacién se hizo en lado izquierdo y en la parte inferior de la frontera.

Dos elementos importantes en el método de generacién de malias son el
dominio auxiliar (u,v) y la funcién de deformacién f. En la figura 5.3 se
muestran también las graficas de estos elementos.

Para estudiar la dependencia de la funcién de distorsién con la especifi-
cacidn de la correspondencia de las coordenadas en las fronteras, se utilizé la
misma geometria de la figura 5.4 y se especificaron los puntos de la frontera
en diferentes lados.
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Dominio Fisico: 25 X 25 Dominio Auxiliar Funcién de Distorsi6n

0,1} (L1

il il

1,
e,
Qs

.

]
118 1

0.0 (1,0)

Figura 5.3: Malla ortogonal generada en un dominio simétrico. La especi-
ficacién de las coordenadas se hace en los lados izquierdo e inferior de la
frontera.

Como se observa, el cambio en la especificacién de los puntos de la fron-
tera, afecta al dominio {u, v), por lo que la funcién de distorsién se modifica y
la malla interior también es distinta. En cuanto a la ortogonalidad, el cdlenlo
de el MDO y el PDO se muestra en la tabla 5.2 para las dos mallas.

figura 5.3 | figura 5.4
MDO (grados) 12.72 18.75
PDO (grados) 5.33 6.06
Tabla 5.2:

El cambio en la ortogonalidad en las dos casos mostrados se nota mdis
para el caso de la MDO, mientras que el PDO cambia en menos de un grado.
Oh y Kang [15] reportan un resultado de 8.4 grados para la MDO y 0.4
para el PDO. La diferencia se debe a que ellos usan un método mejorado de
generacion de mallas que hace posible mejorar la ortogonalidad especificando
las coordenadas en tres lados de la frontera. ‘

Se construyeron otros ejemplos de mallas sobre dominios irregulares para-

verificar la consistencia del sistema y los resultados se muestran en la figurs,
5.5.
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Dominio Ffsico: 25 X 25 Dominio Auxiliar Funcién de Distorsién

(0.1) (1.1}

[l

0.0) (1.0)

Figura 5.4: Malla ortogonal generada en el mismo dominio mostrado en la

figura 5.3. La especificacién de las coordenadas se hizo en la parte superior
y en lado izquierdo de la frontera.

El célculo de la ortogonalidad de estos ultimos ejemplos se muestra en la
tabla 5.3. ' '

a b C d
MDO | 12.87 | 16.40 | 9.77 | 15.37
PDO | 666 | 7.85 | 4.38 | 6.32

Tabla 5.3:
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Dominio Fisico: 25 X 25 Domitliio Fisico: 25 X 25
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Dominio Fisico: 21 X 21 Dominie Ffsico: 21 X 21
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Figura 5.5: (a) Los cuatro lados de esta figura se construyeron usando-una
funcién senoidal y la distribucién es uniforme en todas las fronteras; (b) La
parte superior e inferior son funciones senoidales desfasadas; (¢) y (d) El
lado derecho de ambas figuras se construyé usando la funcién z = 0.75 +
H cos{my). En el caso de (¢) H = 0.25, mientras que para (d) H = 0.45.
La distribucién de los puntos en el lado izquierdo se hizo con la funcién

y=1-[0.2(1 —n) + 0.8sin((7/2)(1 — n))).

Contorno de Inglaterra

El sistema trabaja bien con fronteras no muy complicadas, como se mostrd
en los ejemplos anteriores. En el caso de geometrias muy irregulares, como
es el caso del contorno de Inglaterra, véase figura 5.6, el sistema no funciona.

En la figura 5.6, se observa que la malla en el dominio (u,v) es inho-
mogénea. En ciertos lugares el cdlculo de las derivadas para generar la fun-
cién de distorsién, produce niimeros muy grandes lo cual se ve reflejado en
la funcién de distorsién. Estos valores dan como consecuencia una matriz
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Dominio Fisico; 40 X 40 Dominio Auxiliar Funcién de Distorsion

e

Figura 5.6: Contorno de Inglaterra.

mal condicionada. El algoritmo de solucién del sistema, que es gradiente
conjugado, no converge después de 200 iteraciones.

5.3 Aplicaciones

En esta seccidn se resuelve la ecuacién de Laplace en un dominio semicircular
donde la solucién analitica se conoce. El objetive es comparar el resultado
pumérico con el analitico y resaltar la conveniencia de usar mallas ortogona-
les.

En dos dimensiones y en coordenadas Cartesianas, la ecuacién de Laplace
se escribe como sigue:

*T 8T :
) + 3—3;2 =40. (5.3}

Esta ecuacitn sera resuelta en el dominio mostrado en la figura 5.7 y las
condiciones de frontera son las siguientes:

T=0 en WX,
T=3 ey Xy,

. ffY -
= en Y7,
T = %"W—f%l en ZW,

donde rxy y rwz son constantes y ryz varia del punto Y al punto Z, véase
figura 5.7.
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z Y’
Y
M :
i &
w X

Figura 5.7: Dominio fisico y computacional para resolver la ecuacién de
Laplace

Este problema tiene solucién exacta:

sin @
T=—, (5.4) .
r
esta formula serd usada para comparar con la solucidn numérica.
En coordenadas generalizadas (£,7n), la ecuacién de Laplace se escribe

como sigue

0 (szaT g12 BT) a (9213T gu OT

% (7% ~ il o (e~ eay) <0 69

donde g;; son estan definidos por la ecuacién 3.13 y ¢*/? es evaluado a partir
de la ecuacién 3.13.

Ahora, si el sistema de coordenadas es ortogonal, g1z = gn = 0, lo que
simplifica la ecuacién anterior a

O (hOT\ 0 (mOTY _
P (hl as)*%(hg 377)—0’ (5.6)

donde los factores de escala estin dados por la ecuacién 3.17.
Por otro lado, la ecuacién 3.22 define a la funcién de distorsién a través
_de los factores h; y hy, por lo que haciendo uso de este hecho, la dltima
ecuacién se puede escribir como

o or a8 {167
3% (f a—g) * 30 (m) =0 (5.7
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Esta iltima ecuacién es idéntica a las mostradas en 3.23, por lo que es
posible reusar las clases construidas para resolver dichas ecuaciones. Es aqui
-dende se-nota-una-de-las ventajas de la programacion orientada a objetos. En

este caso sélo se hard uso de las clases FunciénDistorsién y ElipticaVF.
La malla generada con el sistema desarrollado en este trabajo se muestra
en la figura 5.8 y los pardmetros que miden la ortogonalidad de la malla son:

| MDO | PDO |
{ 5.06368 | 0.942297 |

Figura 5.8: Malla ortogonal del semicirculo.

En la figura 5.9 se muestra una comparacién entre el resultado numérico
y la solucién analitica.

Como puede observarse, la diferencia entre la solucién analitica y la solu-
cién numérica es pequeila. El error maximo es de aproximadamente del 8%.
En las figuras 5.10 y 5.11 se muestra una comparacién en dos cortes del do-
minio. Los resultados mostrados en 1a figura 5.10 son tomados de en la recta
definida por # = 45° 0 x = y. Por otro lados, la figura 5.11 muestra una
comparacién en el semicirculo definido por r = 0.67. Las tablas 5.4 y 5.5
muestran los datos numéricos.
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Solucién Analltica Solucidn Numérica (25 X 25)

a5 1.0 0.5 1.0

Figura 5.9: Comparacién de la solucidén analitica con la solucién numérica
en una malla ortogonal. Las grificas muestran contornos de T = cte.

T T T

B-8-8 inalltics  &—4—4 Nusdrica

Figura 5.10: Comparacién de la solucién analitica con el resultado nrumérico
en ¢ = 45°,
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Figura 5.11: Comparacién de la solucidén analitica con el resultado numérico
en v = 0.67.
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[ r ] Sol Analitica | Sol. Numérica | Error (%) |
0.500000 1.414215 1.414215 0.0
0.5056023 1.400576 1.416550 1.1
0.510755 1.384183 1.411233 1.9
0.519186 1.363683 1.407617 3.2
0.528296 1.336391 1.387052 3.8
0.541061 1.301629 1.360084 4.5
0.555448 1.263673 1.329578 5.2
0.570418 1.224203 1.296612 5.9
0.588923 1.184082 1.261728 6.5
0.607912 1.143937 1.225357 7.1
0.631125 1.104274 1.187889 7.5
0.653397 1.065489 1.149688 7.9
0.676857 1.027884 1.111082 8.1
0.699828 0.991682 1.072366 8.0
0.724829 0.957031 1.033800 8.0
0.751272 0.924027 0.995607 7.7
0.778367 0.892715 0.957981 7.3
0.806918 0.863114 0.921082 6.7
0.832927 0.835207 0.885049 6.0
0.863191 0.808955 0.849980 5.1
0.889806 0.784180 0.816030 4.1
0.919464 0.760722 0.783130 2.9
0.949456 0.738514 0.753263 2.0
0977672 0.720758 0.728202 1.0
1.000000 0.707107 0.707107 0.0

Tabla 5.4: Datos numéricos en 8 = 45°.

75
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0 (grados) | Sol. Analitica | Sol. Numérica [ Error (%) |
0.00 0.000000 0.000000 0.0
3.75 0.098360 0.102695 44
7.50 0.194725 0.204994 9.3
11.25 0.288343 0.306458 6.3
15.00 0.380192 0.406634 6.9
1875 | 0.470309 0.505074 7.4
22.50 0.558502 0.601353 7.7
26.25 0.644458 0.695053 7.8
30.00 0.727818 0.785768 7.9
33.25 0.808201 0.873103 8.0
37.50 0.885238 0.956677 8.1
41.25 0.958577 1.036122 8.1
45.00 1.027884 1.111082 81
48.75 - 1.092865 1.181210 8.1
52.50 1.153252 1.246164 8.0
56.25 1.166244 1.260033 8.0
60.00 1.259403 1.359140 7.9
63.75 1.304894 1.406389 7.7
67.50 1.345297 1.446851 7.5
71.25 1.380739 1.479887 7.2
75.00 1.411536 1.504604 6.6
78.75 1.438210 1.519697 5.7
82.50 1.461395 1.523261 4.2
86.25 1.480210 1.512751 2.2
90.00 1.485538 1.485538 0.0

Tabla 5;5: Datos numéricos en r = (.67.
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Conclusiones

En este trabajo se desarrollaron una serie de bibliotecas numéricas orientadas
a objetos para la construccién de mallas ortogonales. Aunque las herramien-
tas desarrolladas aqui estan dirigidas a resolver el problema particular de la
construccién de mallas, es posible reusar el cédigo para resolver otro tipo
de problemas. En particular fue posible reusar dos clases para resolver la
aplicacion que se mostré en la seccién 5.3 de esta tesis.

El método presentado aqui, en principio puede ser usado para generar
mallas ortogonales sobre cualquier dominio de forma arbitraria y que sea
simplemente conexo. El esquema estd basado en el concepto de descomposi-
cién de la transformacién ortogonal global, en dos mapeos consecutivos: un
mapeo conforme y un mapeo ortogonal auxiliar, sugeridos por Kang y Leal
[14]. El método es no iterativo y puede ser bastante ttil para problemas
donde las mallas sean adaptivas.

El método se aplicé a diferentes dominios irregulares, pero no muy com-
plejos, obteniendo resultados aceptables. El método permite especificar a
priori la correspondencia de las coordenadas de la frontera en dos segmentos
adyacentes, la correspondencia de los otros dos se calcula durante la solucién.
Se observé que un cambio en la especificacién de las coordenadas, afecta la
distribucién de los puntos interiores de la malla, asi como su ortogonalidad.

Por otro lado, si el contorno del dominio es bastante complejo, como es
el caso de la frontera de Inglaterra, el sistema falla cuando se quiere resolver
el sistema lineal resultante de las ecuaciones 3.23. Posiblemente la falla se
deba a que la funcién de distorsién, debido a las irregularidades del dominio,
contiene valores que difieren mucho entre sf, lo cual produce un sistema mal
condicionado, el cual es dificil de tratar. El problema podria resolverse si se
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rompe en regiones mas simples al dominio irregular, y entonces se construyen
mallas sobre cada subregién para luego unirlas. En este caso se debe tener
bastante cuidado con la distribucién de los puntos sobre las fronteras para

no tener problemas en_la_unién. El problema también podria_ser resuelto
usando el método propuesto por Oh y Kang [15] donde el mapeo ortogonal
auxiliar es mas elaborado y la funcién de distorsién se puede suavizar de
alguna manera. Sin embargo, estas soluciones son temas de trabajo futuro.

Se utiliz6 la malla ortogonal de un semicirculo para resolver la ecuacién de
Laplace en ese dominio. La forma de la ecuacién de Laplace en coordenadas
curvilineas se simplifica bastante debido al uso de la malla ortogonal. Los
resultados numéricos obtenidos difieren en un maximo del 8 % de la solucién
analitica. Esta diferencia puede reducirse si se refina la malla, ya que la
solucién numérica se obtuvo usando el método de volumen de control cuya
precision depende de la fineza de la malla.

Los resultados en cuanto a eficiencia del sistema son aceptables. Esto se
debe principalmente al uso de bibliotecas orientadas a objetos optimizadas
que se basan en BLAS. En un trabajo futuro se espera implementar todo
el sistema completamente en C++4 haciendo uso de la biblioteca estdndar.
Esta biblioteca contiene distintos algoritmos optimizados para el uso de la
memoria y para cdlculos, numéricos. :
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