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Capitulo 1
INTRODUCCION

En el afio de 1973 aparecen las primeras publicaciones sobre lo que serd
denominado problemas tipo anti-Ramsey ( [7],{12] y [14] ), que a grandes
rasgos podemos plantear como problemas de biisqueda de condiciones para
asegurar la existencia, en estructuras coloreadas, de subestructuras en las
cuales no se repita ningin color.

A partir de este momento surgen diversas ramas de estudio alrededor de
este tema desde muy variadas perspectivas, siendo un par de estas ramas de
investigacién las que en particular resultardn relevantes para este trabajo. La
primera es el estudio de los problemas anti-Ramsey a partir de la siguiente
éptica:

Dada una hipergrafica H, cudl es el minimo nimero de colores tal que
para toda coloracién de los vértices de H con tal nimero de colores, existe
una hiperarista de H con todos sus vértices de distinto color.

Este pardmetro es introducido por C. Berge, segin nos comenta F. Ster-
boul en [14]. Trabajos al respecto los encontramos en (14],[15] ¥ [16].

La otra rama que nos atafie es una serie de estudios que buscan responder
cudl es el minimo nimero de colores, dada una gréfica G, tal que para toda
coloracién de las aristas de la grafica completa con ese niimero de colores,
aparece alguna subgréfica isomorfa a G con todas sus aristas de colores dis-
tintos ( [1],{7],19] y [23]). En la mayorfa de estos estudios, que por lo general
se denominaron de grdficas totalmente multicoloreadas, existe la motivacién
de revelar la relacién de estos problemas con los problemas tipo Turén, razén
por la cual las coloraciones son siempre sobre la grafica completa.

Afios después, y de manera independiente, en [2] se redescubre el pardmetro
introducido por Berge bajo el nombre de nimero heterocromdtico.y, de igual




forma, en la direccién de atacar este problema, en [11] es introducido el con-
cepto de niimero heterocromdtico lineal, el cual serd el eje central de este
trabajo, y que se define de la siguiente manera: dada una grafica G y una
clase de gréficas C, el nimero heterocromatico lineal de la grafica G' con
respecto a la clase C es el minimo nimero ¢ tal que para toda coloracién
de las aristas de G con ¢ colores exista una subgréfica de G isomorfa a un
elemento de C con todas sus aristas de distinto color.

La relacién entre el mimero heterocromético de una hipergréfica H y el
ntimero heterocromético lineal de una grifica G con respecto a una clase
C se hace evidente si pensamos en la hipergrafica H cuyos vértices son las
aristas de la grafica G, y las hiperaristas estan definidas como los conjuntos
de aristas de las subgréficas de G que sean isomorfas a elementos de C.

La semejanza entre los problemas de las gréaficas totalmente coloreadas
y del nimero heterocromitico lineal es bastante clara, aunque este 1iltimo
es un concepto mas amplio. De ahf que varios de los trabajos que fueron
planteados e investigados en términos de las graficas totalmente coloreadas
son retomados en esta tesis, siendo finalmente resueltos o dando una mayor
aproximacién al resultado (capftulos 4, 7y 8 ).

FEn el desarrollo de esta investigacién que, como ya se mencions, estaba
dirigida a atacar problemas del nimero heterocromético lineal, surgié otro
concepto que igualmente concierne al problema del mimero heterocromaético
de una hipergréfica, el cual denominamos nimero heterocromdtico lineal in-
terno y que se define de la siguiente manera: dada una gréfica G y un
conjunto D de subgréficas de G, el niimero heterocromético lineal interno de
G con respecto a D es el mfnimo mimero tal que para toda coloracién de las
aristas de ( con ese nimero de colores existe al menos un elemento de D con
todas sus aristas de distinto color.

Obsérvese que este concepto no equivale al de nimero heterocromatico
lineal, pues un conjunto D de subgraficas de G no necesariamente puede ser
definido como el conjunto de subgréficas de G isomorfas 2 los elementos de
alguna clase de graficas C. Resultados de este tipo los encontramos en el
capftulo 3 de esta tesis.

Igualmente, el desarrollo de este trabajo llevé a extender el concepto
de mimero heterocromético lineal y lineal interno para ser definido sobre
hipergréficas, esto es, la coloracién se hace sobre las hiperaristas de una
hipergréfica, y se buscan algin tipo de subhipergréficas de la misma cuyas
hiperaristas esten coloreadas todas de distintos colores. Un caso de este tipo
de problemas se presenta en el capftulo 5.
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Asi, en su versién final este trabajo aborda problemas tanto del nimero
heterocromatico lineal como lineal interno de gréficas e hipergraficas.

En los capitulos 2 y 6 se presentan distintas herramientas y conceptos
tales como las S-transversales segmentedas y las digrdficas selectivas, que
permiten atacar problemas del mimero heterocromético tanto lineal como
lineal interno, y con los cuales se analizaron distintos problemas obteniendo
los siguientes resultados:

Se determina el mimero heterocromatico lineal interno de cualquier gréfica
G cuya valencia minima sea al menos 2, con respecto a la familia de ramos
de la gréfica, siendo un ramo una subgrdfica de G sin vértices aislados y
cuyo conjunto de aristas es el conjunto de aristas incidentes a un vértice
(Capitulo 3 ).

Se investiga el mimero heterocromético lineal de la grafica completa de
orden 1 con respecto a la clase de gréificas cuyo dnico elemento es la estrella
de g aristas. En dependencia de los valores de g y n se determina el valor del
nimero heterocromético lineal o se acota en un rango de 1 (Capftulo 4 ).

En el capftulo 5 tenemos lo siguiente: dada una 3-grdfica H (una hiper-
grafica tal que todas sus hiperaristas constan de 3 vértices), un libro de H
es una 3-subgrédfica de H sin vértices aislados y cuyo conjunto de hiperaris-
tas es el conjunto de hiperaristas que contienen a una arista del 1-esqueleto
de la 3-grifica H. En este capftulo se acota superiormente el nimero hete-
rocromético lineal interno de cualquier 3-grafica H tal que todos sus libros
contengan cuando menos 2 hiperaristas, con respecto al conjunto de libros
de H. As{ mismo, se aborda el problema del niimero heterocromético lineal
de la 3-gréfica completa de orden n con respecto a la clase de 3-graficas cuyo
dnico elemento es el libro de n — 2 hiperaristas, y en dependencia del valor
de 7 se determina el valor del mimero heterocromadtico lineal o se acota en
un rango ne mayor a 2mn.

En el capitulo 7 se determina el mimero heterocromético lineal de la
grafica completa de orden n con respecto a la clase que consta de la grafica
completa de orden g como idnico elemento.

Finalmente en el capitulo 8 se investiga el nimero heterocromético lineal
de la gréfica completa de orden n con respecto a la clase cuyo tnico elemento
es el ciclo de orden ¢. En dependencia de los valores de g y n se determina
el valor del nimero heterocromético lineal o se acota en un rango no mayor

a (3)-




1.1 Terminologia

En esta seccién introducimos la terminologfa que serd usada en el presente
trabajo. .

Dada una hipergréfica H, como V (H) y E {H) denotaremos al conjunto
de vértices e hiperaristas de H, respectivamente.

Dada una coloracién T' de los vértices de H, diremos que I' es una
g-coloracién si asigna exactamente g colores al conjunto de vértices de H,
y dada una hiperarista no vacfa e de H, diremos que ¢ s I-heterocromdtica
(o heterocromdtica simplemente, si no existiera ambigtiedad) si bajo la co-
loracién I en el conjunto de vértices de e no se repite ningin color.

En estos términos, la definicién del mimero heterocromético de una hiper-
grafica H, que denotaremos como hc (H), es como sigue:

Definicién 1.1 El nimero heterocromético de una hipergrdfica H es el mt-
nimo numero he (H) tal que para toda he (H)-coloracion del conjunto de vér-
tices de H, existe al menos una hiperarista heterocromética.

Dada una grafica G, como V (G) y E(G) denotaremos al conjunto de
vértices y aristas de la grafica G, respectivamente.

Para cada z € V (G), dg () seré la valencia del vértice z en G y §(G)
la valencia minima en G.

Asi mismo, para cada z € V (G), N () y N¢ [z] denotaran la vecindad
abierta y vecindad cerrada, respectivamente, del vértice z en G.

Dado B C V (G), G|[B] denotars la subgrifica de G inducida por el
conjunto de vértices B y G \ B denotar4 a la subgrafica de G inducida por
el conjunto de vértices V (G) \ B. _

Asi mismo, dado § € E (G), denoteremos como G [S] a la subgrafica de
G sin vértices aislados cuyo conjunto de aristas es justamente S'y como G\ S
a la subgréfica de G resultante de borrar de G las aristas de S.

Dados 7,y € V (G) tales que {z,y} ¢ E(G), G + =y denotard a la
supergrafica de G resultante de pegar la arista {z,y} a la grédfica G.

Dada una coloracién I de las aristas de G, diremos que I' es una
g-coloracién si asigna exactamente g colores al conjunto de aristas de G,
y dada G’ una subgréfica de G, diremos que G' es I'-heterocromdtica {o he-
terocromdtica simplemente) si bajo la coloracién T en el conjunto de aristas
de G' no se repite ningin color.




Cuando resulte importante resaltar que nos estamos refiriendo a la gréfica
G con sus aristas coloreadas por I, y no s6lo a la grafica G independiente de
I, escribiremos [G, T en lugar de G. Asi mismo, dada G' una subgréfica de
G, escribiremos [G', T'] en lugar de G’ en el mismo sentido que para G.

Ademi4s, denotaremos como I'g a la coloracién definida por la restriccién
deT a E(G") . Asf obsérvese que [G',T] = [, T¢c/].

Dada una clase de graficas C, al conjunto de subgréficas de G isomorfas
a algmin elemento de C lo denotaremos como C (G) .

En estos términos, la definicién del nimero heterocromético lineal de la
gréfica G con respecto a la clase C, que denotaremos como H (G, C), es como
sigue:

Si C(G) no es vacio entonces

Definicién 1.2 El nimero heterocromdtico lineal de G con respecto a la
clase de grificas C es el minimo nimero H(G,C) tal que para toda
H (G, C)-coloracidn de las aristas de G, existe al menos un elemento de
C (G) heterocromdtico.

Al conjunto de las coloraciones I' de E (G) libres de elementos de C{G)
heterocrométicos lo denotaremos como C (G, C), y al conjunto de coloracio-
nes de C (G, C) que sean (H (G, C) — 1)-coloraciones, es decir, coloraciones
libres de elementos de C (G} heterocrométicos que asignen efectivamente el
méximo nimeroc de colores posible, lo denotaremos como C* (G, C).

Si la clase de graficas C consta de un tinico elemento G, por comodidad
denotaremos al nimero heterocromético lineal de la grafica G con respecto
a C como H (G,G"),ya C(G,C)y C*'(G,C) como C(G,G') y C* (G,G"),

respectivamente.

Asf{ mismo, dado un conjunto no vacfo D de subgréficas de G, la defini-
cién del niimero heterocromético lineal interno de G con respecto a D, que
denotaremos como h {G,D), se presenta como

Definicién 1.3 El ndmero heterocromdtico lineal intermo de G con respecto
a D es el minimo numero h (G, D) tal que para toda h (G, D)-coloracidn de
las aristas de (3, existe al menos un elemento de D heterocromdtico.

De manera andloga, dado un conjunto D de subgréficas de G, al conjunto
de coloraciones I' de E (G) libres de elementos de I heterocromdticos lo




denotaremos como C (G, D), y al conjunto de coloraciones de C (G, D) que
sean {h (G, D) — 1)-coloraciones lo denotaremos como C* (G, D).

En los casos del mimero heterocrom4tico lineal y lineal interno definido
sobre hipergraficas, estos conceptos se extienden de manera natural.

Dada una digrafica D, denotaremos como V (D) y F (D) a los vértices y
flechas de D, respectivamente.

Denotaremos como g [D] a la grafica resultante de sustituir las flechas de
la digrafica D por aristas, y en caso que aparecieran aristas muitiples, susti-
tuir cada una de ellas por una arista simple. A esta grafica la denominaremos
grifica subyacente de la digréfica D.

Para cada z € V (D), d} (z),dp (z) ,Np () ¥y Np () denotarén la ex-
valencia, invalencia, exvecindad abierta e invecindad abierta del vértice z en
la digréfica D, respectivamente. Ademés sea

dy(z) =y eV (D):gd e F(D) y 5 ¢ F(D)}|.

Finalmente, dados dos enteros positivos n y ¢, re (n, ) denotaré el residuo
de n médulo g.




Capitulo 2

LAS 2-TRANSVERSALES
SEGMENTADAS

En este capitulo presentamos el concepto de 2-transversal segmentada, el
cual fue introducido en [11], ¥ que estard presente en los préximos capitulos
de este trabajo.

Iniciamos exponiéndolo en términos de coloraciones de vértices en hiper-
graficas y del niimero heterocromético de hipergraficas, que es de donde surge
de manera natural, para después traducirlo a coloraciones de aristas y del
mimero heterocromético tanto lineal como lineal interno, que es en la forma
en que seré itil para este trabajo.

2.1 Las 2-transversales segmentadas

Sea H una hipergréifica tal que E (H) es no vacfo.

Definicién 2.1 Una 2-transversal segmentada S de la hipergréfica H es una
familia

{51, Sisi }
de subconjuntos de V (H) tal que

i) Para toda S; € S, |5:| > 2.
#1) Para cade par S;,5; € S, sii# j enfonces

S ﬂSj = {.
i#) Para toda e € E (H) existe S; € S tal que leN 55| > 2.
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Para cada hipergréfica H sea

IBI . .
A(H) = min {Z (1Si]) — IS} : S es una 2-transversal segmentada de H} .

i=1
En [11] se demuestra que
Teorema 2.1 Sea H una hipergrifica tal que E (H) es no vacfo. Entonces
he(HYy=|V(H)|-A(H)+1

Prueba. Sea n un entero y I' una n-coloracién de los vértices de H libre de
aristas heterocrométicas.
Por un lado, si I es libre de aristas heterocrométicas entonces la familia

S = {5, .-+ 5}

de las clases crométicas no singulares de I' es una 2-transversal segmentada.
de H.
Por otro lado,
[l
n=|V(H)] =3 (IS)+18l;

=1
por tanto el méximo valor posible de n es |V (H)|— A (H} y se sigue el resul-
tado. u



2.2 Las 2-transversales y los numeros
heterocromédticos lineal y lineal interno
Sea G una gréfica y F un conjunto de subgréficas de G.
Definicién 2.2 Une 2-transversal segmentada S del par (G, F) es una fo-
milia
{51, Sisi}
de subconjuntos de E (G) tal que

i) Para toda S; € 8, |5;| > 2.
#) Para cada par S;, S5 € S, sii # j entonces 5N S; = .
ii) Dada G' € Fexiste S; € S tal que |[E(G') N Si| > 2.

Al conjunto de 2-transversales segmentadas del par (G, F) lo denotaremos
como

T(G,F).

Para cada familia
S= {SI)'")S|SI}

de subeonjuntos de F (G) ajenos 2 a 2 definimos
18]
J(8) =Y (s —1sl.
=1
Ahora sea

A(G,F) =min{J(8):S e T(G,F)}.

Lema 2.1 Sea G una grdfica, F un conjunto de subgrdficas de G y c el
minimo nimero tal que para cada c-coloracién de E (G), eziste al menos un
elemmento de F heterocromético. Entonces

c=|E(G)| - MG, F) +1.

Prueba. Primero definamos la hipergrafica H como sigue:
V (H) = E(G)

E(H)={E(G):G €F}.

10



Obsérvese que dada la definicién de H, tenemos que
c=he(H) y WV(HI=IEQ)

Asf pues, por el teorema 2.1 vemos que para probar este lema sélo resta
mostrar que

AG,F)= A(H),
lo cual se sigue de que, nuevamente por la definicién de H,S ¢ T (G,F)siy
sélo si S es una 2-transversal segmentada de la hipergrafica H . [ |

Corolario 2.1 Sea G una grifica y C una clase de grificas. Entonces
H(G,C) = |B(G)| - A(G.C(Q)) +1.

Prueba. Considérese a C (G) como el conjunto F del lema 2.1, y el resultado
se sigue de las definiciones. [ ]

Corolario 2.2 Sea G una grifica y D un conjunto de subgrdficas de G.
Entonces
R(G,D)=|E(G) - A(G, D)+ 1.

Prueba. Sesigue igualmente del lema 2.1 y de las definiciones. ]

A partir de estos corolarios podemos ver que la bisqueda de los niimeros
heterocrométicos H (G,C) y h(G,D) es equivalente a la bisqueda de los
valores A (G, C(G)) y A (G, D) respectivamente. Este hecho serd usado fre-
cuentemente en los préximos capftulos.
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2.2.1 Sobre familias de subconjuntos de aristas

Sea (7 una grafica y
S ={Si,.-.Ss}

una familia de subconjuntos no vacios de E (G) ajenos 2 a 2.

Lema 2.2 Pare cada 8'C S se cumple que

J(8)<I(S).
Prueba. Sea, sin pérdida de generalidad,
S'= {S], vy Sk}
con 1 < k < |S|. Entonces
Is{ ISt
3(S) = Y_(Sh-IsI=3_(sd~1)
i=1 =1
E |S|
= Y (51-1D+ 3 (181-1)
i=t i=k+1
Isi
= IS+ ) (181-1)23(8)
i=k41
y se sigue el resultado.

Sea F' un conjunto de subgréficas de G.
Definicién 2.3 Una pretransversal S del par (G, F) es una femilia
{51, .-, St}

de subconjuntos de E (G) tal que
i) Para cada par S;,S; € 8, sii # j entonces

SN Sj = Q.
ii) Dada G' € F, eziste S; € S tal que
|E(G’) N S,I > 2

12



Lema 2.3 Sea8 = {51,..., Sjg|} une pretransversal del par (G,F). Entonces
existe S'C 8 fal que

SeT(G,F) y I(8)<I(8).

Prueba. Sea
5" ={S.' €S :lSil= 1}.

Claramente

S =(S\S")eT(G,F)
y como §' C S, por el lema 2.2 se sigue el resultado. |

Lema 2.4 Sea S={51,---,S|s|} € T(G,F). Entonces para cada par
S,',Sj eS8
§'=(S\ {S,,S;Hu{S:US;} e T(G,F).

Prueba. Se sigue de las definiciones. - B

En este capitulo definimos el concepto de 2-transversal segmentada para
parejas de gréficas y conjuntos de subgréficas de las mismas. Se hizo de esta
maners pues serd as{ como més la utilicernos en el presente trabajo. Sin
embargo, este concepto es claramente generalizable a parejas formadas por
hipergraficas y subhipergréficas, y todos los resultados de este capitulo se
demuestran de manera andloga para este caso.

13




Capitulo 3
RAMOS EN GRAFICAS

Dada una gréfica G , consideremos a la familia L (G) de subgréficas de G
compuesta por los siguientes elementos:
Para cada z € V (G) sea

L(z)=(V(L(=)),E(L(=))
la subgrafica de G formada por el conjunto de aristas incidentes a z, es decir,
V (L{(z)) = Ng =]

E(L(z))={e€ E(G):z€¢e}.
Asl pues,
L(G@)={L (I)};ev(c) .
A los elementos de esta familia los denominaremos ramos.
En este capiftulo se probar4 que para cualquier gréfica G tal que 8 (G) =2,
el mimero heterocromético linea! interno de G con respecto a L (G), que
denctamos como h(G,L(G)), es igual a

¢(G)+HIEG) - [V(G) +1

donde ¢ {G) es el méximo nimero de ciclos ajenos 2 a 2 en vértices en G.

Esto nos permitird determinar, para toda gréfica G que sea g-regular con
q > 2, el mimero heterocromético de G con respecto a la clase C = {Kiq},
el cual denotaremos como H (G, K, ).

14



3.1 El ndmero heterocromdtico h (G,L (G)).

3.1.1 La cota inferior

Sea G una gréfica tal que § (G) > 2. Entonces
Lema 3.1 (G, L(G)) 2 ¢(G)+|E(G)| -V (G)| + 1.

Prueba. Esta prueba se llevaré a cabo exhibiendo una c-coloracién de £ (G)
COIl

c=¢(G)+|E(G) - V(G

que es libre de elementos de L (G) heterocrométicos. Para esto, primero
definiremos una familia de subgraficas de G de la manera siguiente:

Sean m = ¢(G) y
{c',...,c™}

una familia méxima de ciclos ajenos dos a dos en vértices en GG, donde para
cadal <t <m, . _ .
¢ = (V(C),E(CY)).

Ahora sean

V=V ()

y G la subgrafica de G inducida por el conjunto de vértices V (G) \ Vim
Obsérvese que Gy, es un bosque.
Ahora iteremos €l siguiente proceso:

Paso 1. Sea
Pm+l (V (Pm-l-l) (Pm+1))
una trayectoria maximal en Gy, (tal vez vacfa) donde
V(P = {ptt, o
Pﬂ’H-l {{ m+1'p‘+11} 1<7-<Tm+1_1}

Si V (P™*1) no es vacio, dado que § {(G) > 2 y G, es un bosque, existen
dos aristas distintas

{pT*, 2m} {P0LL wm} € B(G)

15




tales que
Zm, W € Vin.

(Dibujo 3.1a).

Dibujo 3.1a Dibujo 3.1b

Obsérvese que 2y, ¥ W, NO 500 Necesariamente vértices distintos.

Definamos entonces la subgréfica de G
T = (v (1), B (7))
donde
E(T™*) = E(P™Y U ({7, 2m}, {71}, wm}}
V(T™) = V {(P™1) U {2, wm} (Dibujo 3.1b).
Nétese que T™! puede ser un ciclo o una trayectoria en G.

Ahora sean

Ving1 = Vi UV (P™H)
y Gima1 la subgréfica de G inducida por V (G) \ Vin41-
Paso k+41. Sea k € N tal que k > 1.

Sea

pfn+k+] — (V (an+k+l) , E (Pm+k+l))

una trayectoria maximal en Gmix (tal vez vacia) donde

174 (Pm+k+l) - {prln+k+1 m+.l:+1}

v Proas
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E (Pm+k+1) - {{p?+k+1,p;’4‘_“;"+1} R 1}-

De igual manera que en el paso 1, si V (P™**1) no es vacio existen
dos aristas distintas

(PP, 2} PN, wmn } € B(G)

Zmtk; Wtk € Vingr.

Obsérvese nuevamente que Zy 4k ¥ W4k DO son vértices necesariamente
diferentes.

Definamos asf la subgrafica de G
Tk = (V7 (Tm+k+1) E (Tm-{-k+1))
donde
E (T™4+41) = B (Pm+e+l)y {{p&'”'k“, Zmvk } r{Pf::tﬂ, wm+k}}

y
V(T4 = V(P U {2040, Wings) -

Una vez més, T™*+! es un ciclo o una trayectoria en G.

Sean ahora
Vintkt1 = Ve UV (Pm +k+1)

¥ Gmx+1 la subgréfica de G inducida por V (G) \ Vipyks1- a
Dado que |V (G)| es finito, existe n € N tal que

V,=V(G)
y este proceso termina, siendo la iltima trayectoria maximal no vacia
Pr=(V(P"),E(P),
la cual esta en la subgréfica G,.-; inducida por V (G) \ Va_1.
Ahora bien, por construccién

{v(cy),..,vc™,v (P, .., v{P}
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es una particién de V (G) . Asf pues
m n
Y IVEH+ Y VP =Ive).
k=1 k=m+1
Por otro lado, igualmente por construccién,
{Cl, ., C™ T ,T"}

es una familia de subgréficas de G ajenas dos a dos en aristas y claramente:
a) Parak € Ntalque 1 <k <m,

|2 (C")] =V (¢*)];

¥
b) Para k € Ntalque m+ 1<k <n,

B (@] =V (P +1

Por lo tanto

SleEl+ 3 B G
= VEN+ (v
= SVEN+ 3 W+ e
= V@) +@—m)

Ahora, con base en la familia
{C",...cm T, T,

definiremos la coloracién buscada de F (G).
Sea

I':E(@G)—={1,..,|[EG)] - IV(G)+m}
una coloracién de £ (G) tal que:
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a) Parak € Ntal que 1 <k < m,
I'{E(CY)] =&
b) Para k € Ntal que m+1< k< n,
T [E(TY)] =&
c) Para las

- (SieE+ 3 8@) -

k=1 k=m+1

aristas restantes, que por (3.1) son
|E(G)] = (IV{(G)| + (n —m)},

I" les asigna, uno a uno, los colores restantes.

Ahora veremos que I" es una coloracién de E (G) libre de elementos de
L (G) heterocromAticos.
Ya que
(V(CY),..V(C™),V (P™1), ..,V (P")}

es una particién de V (G), dada z € V' (G) tenemos dos casos posibles.
Caso 1. Existe k € N, donde 1 < k < m, tal que z € V (C¥).

En tal caso,
|E(L(a:))ﬂE(C")] =2

pues C* es un ciclo y por tanto existen 2 aristas en L {z) de color k, y ast
L {z) no es heterocromético.

Caso 2. Existe k € N, donde m+1<k < n, tal que z € V (P¥).

En este caso, dado que

E(P) ={{s.pln}:18i<n -1}

E(T*) = E(P)u{{pl, -1}, {#Fs we-1}}
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con zx-y,Wr—i € Vg1, entonces
|E(L(2) N E (T*)] =2

y por tanto existen 2 aristas en L (z) de color k, y asf L(z) no es hetero-

cromético.
Asf pues, I' es una c-coloracién de £ (G) con

c=m+|E(G)| - |[V(G)| = ¢(G) +|E(G)| - [V(G)],
que es libre de elementos de L (G) heterocrométicos y entonces
h(G,L{(G)) > ¢ (G) +|E(G)| - [V (G)|

de donde se sigue el resultado. [ |
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3.1.2 La cota superior

Las 2-transversales segmentadas

Sea G una gréfica tal que § (G) 2 2.
Por definicién, una 2-transversal segmentada de G con respecto a L (&)
es una familia

S= {Sl, S[5|}
de subconjuntos de E (G) tal que

i) Para cada S; € 8, |Si] > 2
ii) Para cada par S;,5; € 8, si i # j entonces S;NS; =9,
iti) Para cada subgréfica G' € L (G) jexiste S; € S tal que

ISiNE(G)] > 2.

Al conjunto de 2-transversales segmentadas del par (G, L (G)) lo deno-
taremos como T (G,L(G)), y sea

A(G,L(G)) =min{J(8):8e T (G,L(GYH}-
Dada S = {S1,..., 55} € T(G,L(G)), denotaremos como Graf () a la
familia de subgraficas de G
{GI8),.G[Sm}},
y para cada G [S;] € Graf (S) definamos:

Q(GIS) = {z € V(G[S]) : dgysy (=) = 2}
Y
sit=1;
AGIS)) = { Q(G {S.] Y\ U A(G[S;]) en otro caso.

J<i

De estas definiciones es importante resaltar que

Observacién 3.1 Pare cada G [S;] € Graf (S},

Q@GS ={zeV(G):|IEGISHNE(L(z))] =2},
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Observacién 3.2 Por definicion,
S ={5, Ssi} ={E@G&D,- E (G[Ssl)}-
En lo que sigue sea G una gréfica tal que §(G) 2 2y
8 ={S1,...S} € T(G,L(G)).

Propiedades de las 2-transversales

. |
Lema 3.2 im(a SN =1V (G-

Prueba. Como S € T(G,L(G)), entonces para cada £ € V (G) existe
S; € S tal que
1Sin E(L{=z)) 2 2

y por ende
|E(GIS)NE(L(=))] 2 2

Ast, para cada z € V (G) existe i € N tal que z € Q(G[S;]) {observacién
3.1), y por tanto
Is|

U QEGISN =V (G)
do dondi o siguee rsultado. .
Lema 3.3 Para todo G [Si] € Graf (S) con 1 <i < || se cumple que
IE(G S]]z Q(GISDI-
Prucba. Sea G[Sy] € Graf (S) . Por definicién
QSN EVI(GISD,

y entonces
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BEsh- Y (ud)

zeV{GISD

> () s ()

zeQ(G[S:D) zeV(GISIN\Q(GISi])

> (ml-fieeen+ 3 ().

zeQ(GIS:]) eeV{(GSINQ(CIS])

I

Como para toda z € Q (G [Si]) se cumple que dgys, (z) = 2, entonces

> (dalsi} (23) - 2) + E (dGiSizl (3’)) >0
ze(V(GISINQIGIS:H)

zeQ(GI%i)

y de ahf{ que
IE(G S]] 2 QG SN

Las 2-transversales dptimas

Aqui analizaremos a los elementos de T (G, L (G)) que son Sptimos, es
decir, aquellos
8={8,..,8s} €T (G L(G)

tales que
Isi

I(8) = E (15:]) - 18] = A(G,L(G)) -

Al conjunto de estas 2-transversales lo denotaremos como T* (G, L (G)) .




Lema 3.4 $i 8 € T*(G,L (G)) entonces para toda 1 < i < || se cumple
que G [S;] € Graf (S) es una grdfica coneza.

Prueba. Probaremos este resultado por reduccién al absurdo.
Primero nétese (observacién 3.2) que

S={5,...5s) = {E(G[S1]) , E (G [Ss])}-
Sean G (5] € Graf (S) no conexa y
Gl .. G}
las r > 2 componentes conexas de G {S;], donde para cada j € N tal que
1€j&r, ) ) .
Gi = (V(G}).E(G})).
Claramente, para cada z € V (G}, si
BGIS)NELE) 22
entonces existe G con 1 <1 < r tal que
|E(G) nE(L ()| 2 2
Entonces

g’ ={ E@G[8), - E(G[S]), E(GL), .., }
E (G:) rE (G [St+1]) :"'!E (G [S|Sl])

es una pretransversal del par (G, L (G)) tal que
J(S) < I(S)

pues |S'| > |S|.
Asi, por el lema 2.3, sabemos que existe 8 C 8' tal que

$"e€T(G,L(G)) y J(8")<I(8)

por lo que

J(S" < I(S)
y sigue el resultado. n




Lema 3.5 Sea S € T*(G,L(G)) y G|S € Graf (S) para algin i € N con
1<i<8. S
|E(G[S])] = 1Q(G S

entonces G [S] es un ciclo.

Prueba. Sea G [S;] € Graf (8) y supongamos que

|E(G[S)] =1Q (G S

Dado que
IGISHcvIEsD,
entonces
dgys, ()
|E (G (S| = e
35‘/‘(25-'])( 2 )
- doysy (@) | daisg (%)
=H~'§G:IS-D( 2 ) =EV(GlSaI)\Q(GiSa])( 2 )
dejsy (2) — 2 dais, (Z)
= —— | +IR(G IS+ Gl A
=E°(Eff‘is‘l)( 2 ) zevmw%o(cis‘-l)( 2 )
y como
B (G S]] =1Q (G S,
entonces

derga (x) — 2 dais.
E G[S.l( ) + Z G|[S;i) (37) =0.
2 2
zEQ(GIS)) seV(CISINQCIS:I)

Ahora bien, para toda z € @ (GS;]) se cumple que dgs; (z) = 2, por lo

tanto 5 (dL&l(z‘E)_-_?_) >0

zeQ(G{5:])

s (s v ()

ze Q(C[S:]) =eV(GISINQ{GIS:1)

y asi
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Como G [S,) no tiene vértices aislados, entonces la segunda igualdad nos
dice que
VGISP\Q(GIS]) =0,

y por tanto

V(G[S]) =Q(GIs)).
Por otro lado, de la primera igualdad se implica que para cada z € @ (G [Si])
se tiene que dgs, (z) = 2, y dado que

VGI[SH) =Q(GIS)),

entonces para cada z € V (G [S;])

daisy (z) = 2.
Finalmente, como § € T* (G,L(G)) entonces por el lema 3.4 se sigue que
G {S:) es conexa y por tanto, G [S}] es un ciclo. [ |

Lema 3.6 Sea S € T*(G,L(G))}. Entonces
[{S: € S:IEG SN =|AGISDIH < ¢(G).
Prueba. Sea G [S;] € Graf (S) tal que

|E(G S = A(GIS:])]-
Por definicién de @ (G [Si]) ¥y A(G [Si]), es claro que

1Q (G S 2 1A(G S

Asi, si
|E(G[S)] = A(GISI)

entonces aplicando el lema 3.3 tenemos que

|E (G IS =1Q (G S = |A{G{S)-

Ahora bien, si

IEG IS =R (G S,
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por el lema 3.5 sabemos que G [S;] es un ciclo, y si G [Si] es un ciclo, entonces
para cada £ € V (G [Si]) se tiene que dgs) {2) = 2, y por tanto

QG [Si]) =V(G [Si]) .

Ahora bien, como
QG IS =1AG S
entonces
AGIS)) = Q(GIS])
v asi
AGIS) =V (GI[S])-

De lo anterior se sigue entonces que para cada par S;, S; € 8 tales que
E@GSH=IAGIN v |EGES) =1AG[S)

se tiene que

G[S) y GIS;] son ciclos,

¥ que
AGIS)=V(GIS) vy AGSD=V(GI[S)-

Como por definicién
A(G[SHNA(G[S)) =9,

entonces

VG[Shnv(G[s)) =0

y asi G [S;] y G[S;] son ciclos ajencs en vértices.
De todo lo anterior vemos que

{S;e8: |E(G{S]) =|A(GISDI}
es un conjunto de ciclos ajenos en vértices 2 a 2 en G y concluimos que

I{S: € 8:{E(G(S])| = |A(GSDIH < 4(G)
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Teorema 3.1 Sea G una grifica tal que 6 (G} > 2. Entonces
h(G.L(G) =¢(G) +|E(G) -V (G} +1.
Prueba. Por el lema 3.1 sabemos que
B(G,L(G)) 2 $(G) +|E(G) ~ IV (@) + 1.
As{ pues, para demostrar el teorema basta probar que
h(G,L(G)) < $(G) + B (@)~ IV (G)) +1.
Por el corolario 2.2 sabemos que
h(G.L(G)) = |E(G) - A(G,L(G)) +1
y entonces, probar el teorema es equivalente a demostrar que
MG LGN ZIV(G) -4(G).

Sea pues

8 = {S1,...5g} € T (G,L(G)).

(3.2)

Por definicién, para cada §; € S tenemos que S; = E (G [Si]) por lo que

sl
Yo Usih-1si

= Z(lE(G [SDI) — 181

Por otro lado, por el lema 3.2 vemos que

8l

V(&) =3_(AGIS))

y entonces se sigue que
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1S}

Yo Usi = 18| =V (G

= s

= Y (E@Ish) - 18I~ 2_(A@GIsDN)
isl 18|

= Y (B@GISNI-1) =3 (AEGISH
is)

= Z(IE(G (S} - 1A(G:)| - 1).

Ahora bien, obsérvese que cada sumando
(E@G[SHI-1AGIS))| - 1)
seré negativo si y sélo si
IEGSD=AG IS,

pues tanto | E (G [Si])} como |A (G [Si])| son enteros. Entonces
84
> ()~ 181 IV (@)
18l

Z (IE@G[SDI-1A@GISDI-1)

Il

2 —{Sie8:EB(GIS]) = [AGISDH,
y como por ¢l lema 3.6 sabemos que

{S:i e 8:|E(GIS) = |AGHH < 4(G),
se sigue entonces que

[S]

S (S - 18- V(@) = ~4(G)

i=1
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y asi
is|

38)y=>_(Sh-IsI 2 [V(G) - ¢(G)

=]

de donde se implica (3.2) y como consecuencia el teorema. |

Algunas implicaciones de teorema 3.1

Teorema 3.2 Sea G una grifica g-regular con q > 2. Entonces
H(G, Kig) =¢(G)+IEG) -V (G)+1.

Prueba. S6lo obsérvese que dado que G es una gréafica g-regular, la clase de
subgréficas de G tales que son isomorfas a K| 4 es igual a la familia

L(G)={L (x)}zEV(G) ’

y asf
H(G,Ki,) = h{(G,L(G))
de donde el resultado se sigue del teorema 3.1. |
En [20] se prueba que

Teorema 3.3 Sean n y k enteros tales que k > 0 yn > 3{k+1). Sea G

una grdfica de orden n con grade minimo [—’-‘iz'—'i] . Entonces G conltene kb + 1

ciclos independientes que cubren a todos los vértices de G, de los cuales k de
ellos son tridngulos.

m
Ahora bien, para cada n € N se cumple que

sl

entonces
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Teorema 3.4 Sea G una grifica de ordenn > 3, tal que 6 (G) > ["+ !f _l-l .

Entonces n
R(G,L(G)) = bj ~n+|EG) +1.

Prueba. Del teorema 3.3 se sigue que

¢ 2 |3,

y claramente
¢ < |3
pues cada ciclo independiente contiene al menos 3 vértices. Asi
@)=
y del teorema. 3.1 se sigue el resultado. | |
Sea G una gréfica plana tal que §{(G) > 2, y denotemos como Ca (G) al

conjunto de caras de G.
Entonces

Teorema 3.5 A{G,L(G)} =¢(G)+|Ca(G)| - 1.
Prueba. S6lo nétese que dado que G es plana, entonces
|E(G)] - [V (G)] = |Ca(G)| - 2,
y con el teorema 3.1 se sigue el resultado. |
Para cada C € Ca (G}, sea E (C) el conjunto de aristas de la frontera de
C; y sea h{G,Ca(G)) el minimo nimero tal que para toda h (G, Ca(G))-

coloracién de E (G), existe C € Ca(G) tal que E (C) es heterocromético.
Si E (C) es heterocromético diremos que €' es heterocromético.
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Teorema 3.6 Sea G* = (V (G*), B(G")) la grifica dual de G. 5t G* es una
gréfica simple y § (G*) > 2 entonces

h{(G,Ca(G)) =¢(G*)+|V(G)| -1

Prueba. Obsérvese que dada cualquier coloracién de £ (G}, y por tanto de
E(G*), existe un elemento de Ca (G) heterocromatico si y sdlo si existe un
elemento de L {G*) heterocromdtico. Asi

h(G,Ca(G)) = h(G",L(G")).
Y como G* es plana, entonces por el teorema 3.5 vemos que

h(G,Ca(G)) = $(G")+ICa(@)-1
- $(E)+IV(G)-1

y se llega al resultado. ||
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Capitulo 4

ESTRELLAS EN GRAFICAS
COMPLETAS

Dado m € N, denotaremos como
K ={(V (Kn), E(Km))
a la gréfica completa de orden m, y como
Kim = (v (Kl,m) B (Kl.m))

a la estrella de m aristas.

Dados n,¢ € N tales que n > g > 2, denotemos como H (K, K; q) al
miimero heterocromético de K,, con respecto a la clase C = {Kj 4} .

En este capitulo demostraremos que para todo par n,q¢ € N tales que
n>q>2

g(n,q) sinéqespa.rdﬁ(:‘—‘%%ﬂl<%;

g (n') q) 5 H(KmKl.q) S
g{n,q)+1 en otro caso,

donde

g{n,q) = ln(qz" 2)J + { z J+1.

n—g+2



4.1 El nimero heterocromdtico H (K, K1)

4.1.1 La cota inferior

Lema 4.1 Seann € N y g € N tales que n > ¢ > 2. Entonces
H(Kﬂr Kl,q) 2 g (n': Q) ’

Prueba. Probaremos este lema exhibiendo una c-coloracién de £ (K.} con

c=g{ng-1= ln(qg— 2)} * [n—2+2J’

que es libre de copias de K, heterocrométicas.

Para esto, antes de dar la coloracién construiremos una familia de sub-
gréficas de K,.

Primero consideremos a

{V]’ VI. P }’

una particién de los vértices de K, definida como sigue:
Paracadai € Ntalque1 <4 < (t“ q+2J —1) sea

Vil=n—-q+%

v

—o =n-q+2+re(n,n—q+2).
Ahora para cada i € Ntalque 1 <i < l J denotemos como G; a
la subgréfica de K, tal que
V(G)=V
Y

a) Paracadai € Ntalque 1 <i < (l" q+2J _1),
Gi = Kﬂ-—q+2

b)GI. Jesregula.rdegra.don—q+1 sim & g es par; y regular de
grado n— q+ 1 excepto por un vértice de grado n—g+2 si n y ¢ son impares.
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n

Nétese pues, que para cada i € Ntal que 1 €4 < lmJ y para cada
z € V (G,) sucede que
dg, (z) =n—gq+1,

salvo si m ¥ ¢ son impares, en cuyo caso existe un dnico vértice de valencia
n — g+ 2. Entonces

|+ ) (

S (BGW= Y.

=l i=1

ze V(G;)

Ahora consideremos la coloracién de E (K,)

T:E(Kd) — {1,2:---: (ln(qz— 2)J + [n—2+2J)}

definida como sigue:
a) Paracadai € Ntal que 1 <4 < l""‘;"‘"’J )
T[E(G)] =1

b) Para las aristas restantes, que por (4.1) son

(-] -

I" les asigna, una a una, los

157+ =emal) - =il = 5

colores restantes.

Veremos que I es una coloracién libre de copias de K 4 heterocromaéticas.
Sea G una subgréfica de K, tal que G = Kj,. Para fijar ideas, sea

E(G) = {{z.n}}

V(G)={z,n,. ¥}
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Ahora bien, para algunai € Ntalque 1 <i £ [n_: o J debe ocurrir que
z € V(G,), y por tanto

de, (z) >n—q+1.

Sea entonces
{z, 2P C E(G)

{m) 2y, ‘-'pzn—q+1} g 14 (Gl) ?

la estrella con centro en z y n — q + 1 aristas contenidas en G;.
Obsérvese que como

n—g+1l+g=n+1,

entonces
Hz w0 ({z a2 2
y luego
|E{G) NE(G:)| > 2.
Es decir, en E (G) existen dos aristas de color %, y por tanto, no es hetero-

cromética.
Asi,

(KoK > {n(qz“ Z)J + ln_1;+ 2J

de donde se sigue el resultado. n
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4.1.2 La cota superior
SeanncNtalquen>3y
K, = (V(Ka) E(K,))

la gréfica completa de orden n.
Dada S = {.5'1,...5'15|} una familia de subconjuntos de E (K,,) no singu-
lares disjuntos 2 a 2, denotamos como Graf (S) a la familia de subgréficas

{Gi%],-.G [Ss1]}
y como G (8) a la subgrafica de K, definida como

s
E(G(s) = U B@IS)

y
V(G(S) =V (Kn).

Por 1ltimo, para cada z € V (G (8)), sea
Gslz] = {G[Si| € Graf (S8) : z € V(G [S])} -
De estas definiciones es importante resaltar que

Observacién 4.1 .
i} 8= {5,..8g} ={E(G&),...E(G[Se])}-

L
i) 2 (i) = [E (G (8))].
iit) |S| = |Graf (S})}.
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Las 2-transversales segmentadas

Sean n € Ny g € N tales que n > ¢ > 2 y sea C la clase de gréficas cuyo
tinico elemento es K 4. Por definicién, una 2-transversal segmentada del par
(K, C(K,)) es una familia

S ={5,.-Ss}
de subconjuntos de £ (K,) tal que

i) Para cada 5; € 8, |S5;| > 2;

ii) Para cada par S;,5; € S, si i # j entonces 5;NS; = &

iii) Dada G € C(K,) existe S; € S tal que |S;N E{(G)| > 2.

Al conjunto de 2-transversales segmentadas del par (K,, C(K,)) lo de-
notaremos como

T (Ka, C(Ky,)),
y ademds sea

A(Kn, C(K,)) = min {J(S) : S € T(Ka, C(Kn))}.

Lema 4.2 Seann,g € N tales quen > ¢ > 2; S = {Sl, ...S|s|} una familia
de subconjuntos de E (K,,) no singulares disjuntos 2a 2. 8 € T (K., C(K.))
si'y sdlo si para cada x € V (G (S)) se cumple que

de) (z) > n—q+|Gs [z]}.

Prueba.
=) Supongamos que existe z € V (G {S)) tal que

des) (2) Sn—q+|Gslz]] - 1.
Entonces existe un conjunto de aristas {{z,3}},_, con
t2q-|Gslzll

que no estan contenidas en F (G (S)) ¥ que son adyacentes al vértice .
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Ahora, para cada G [Si] € Gs [z] escojamos una arista {z,w;} € B (G [S:]),
con z como extremo. Sin pérdida de generalidad supongamos que

Gs[z] = {C[S1].G 5] -, C [Sicsian] } -
(Dibujo 4.1a}

/’

y‘ N yi f yq A N
291G,k |! G[SIG.HI]\ 12 9-{G, L= |y G[SIG.MI} N

Dibujo 4.1a Dibujo 4.1b

Como t > ¢ — |Gs [z]| entonces el conjunto de aristas

{{=, yi}}::l U {{=z, wi}}l‘-gf["’"

es o contiene una subgrafica G isomorfa a K 4, donde el centro de la estrella
Gesz.

Ademss, por como se escogieron el conjunto de aristas {{:c,w,-}}ﬁlzn
" tenemos que para toda i € N tal que 1 < i < |S] sucede que

H

EGISNNE@G) <L,
y entonces se sigue que para toda S; € S
ISinE(G) <1

lo cual implica que 8§ ¢ T (K., C(K.)).

«) Ahora supongamos que 8 ¢ T (K, C(Kn)) . Esto por definicién es equi-
valente a que existe una subgréfica G € C(K,) tal que para cada 5; € 5
sucede que

IS;NE(G)|<1.
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Para fijar ideas, supongamos que

E(G) - {{35, yi}}:?:l

’ V(G) = {z,y1,-. %}
Como para cada S; € S tenemos que
ISiNEG) <!
entonces:

a) Para cada G [S}] € Gs [z]
|E(G SN {{z,u}Hol <1
b) Para cada G [Si] ¢ Gs [z]
|E (G S n {{z,m}}il =0
Por lo tanto
|{{z,%}}izs N E(G (S))| < |Gs [2]].

(Dibujo 4.2b).
Asi, el nimero de aristas adyacentes a z que no estén en E (G (S)) es
mayor o igual a g — |Gs [z]], es decir

n—1-dgs)(z) 2 9 |Gsz]|
de donde se sigue el resultado. |
Las 2-transversales segmentadas dplimas

En esta seccién centraremos nuestra atencién en el conjunto de 2-transversales
S= {Sl, ...,S|s[} eT (K,—.,C (Kn))

tales que
S|

3(8) = _(IS:)) - I8} = A(Ka, C(Kn)) -

=1

A este conjunto de 2-transversales segmentadas lo denotaremos como

T {Ka,C(K,))-
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Lema 4.3 Sean n,q € N tales quen > ¢ > 2 y 8 € T(K,,C(K,)). Si
8 € T*(K,,C(K,)) entonces toda G [S;] € Graf (8) es una grifica coneza.

Prueba. Probaremos este resuitado por reduccién al absurdo.
Primero nétese {observacién 4.1 i) ) que

S = {S1....5s1} = {E(G[S)]), . B (G[Sis]) } -
Sean G [S;] € Graf (S) no conexa y
G;,....G}

las 7 > 2 componentes conexas de G [S;], donde para cada j € N tal que
15, ) . _
Gi=(V(G).E(G))-
Claramente, para cada grafica G € C(K,,} si
B(GISDHNE(G)| 2 2
entonces existe G} con 1 <i < r tal que
|E(G) nE(G)| =2

Por tanto

g ={ E(@G[S),... E(CG[S..a]), E(GY), ..., }
E(G;),E(G[Sen]) - E (G [Ss)])

es una pretransversal del par (K,, C(K,)) tal que
J(8) < J(S)

pues |§| > |8].
Asi, por el lema 2.3, sabemos que existe 8" C 8’ tal que

8" € T(Kn, C(Kn)) vy J(8")<J(8)

por lo que
J(8") < J(S)
y sigue el resultado. |
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Las 2-transversales segmentadas éptimas de cardinal minimo

Ahora centraremos nuestra atencién en el subconjunto de T* (K,, C (Kn))
formado por las 2-transversales cuyo nimero de segmentos |S|, sea minimo.
En otras palabras, fijaremos nuestra atencién en el conjunto

{S € T* (K., C(K,)) : para toda 8' € T* (K4, C(Ka)),|8| < [8]}.
A este conjunto de 2-transversales segmentadas lo denotaremos como
T (K, C(Kn)) -
En lo que resta de esta seccién, sean n,g € N talesquen>¢ > 2y
S ={S,..58s} € T* (Kn, C(Ka)};

Lema 4.4 5iS € T:, (K., C(K.)) entonces cada G [S;] € Graf (S) es una
subgrdfica inducida de G (S).

Prueba. Supongamos que el resultado es falso. Sea S € Ty, (Kn, C(Kn)) ¥
sean, sin pérdida de generalidad, G [$;], G [S2] € Graf (8S) tales que existen
z,y € V(G (S)) donde

{z.y} € E(G(S]) v =,yeV(G[S]),

es decir, que G [S1] no es inducida en G (8).
Sea () ; la subgréfica de G (S) definida como:

E(Gi2) = (BE(G[Si) VUE (G [S:I)\ {{=.9}}

V(Gi)= U e (Dibujo4.2).

ee E(G1,2)

y

Dibujo 4.2
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Ahora sea

S = {E(G12) . E(G[S)),- E (i)}

G(S) = (V(G(E),EGS)))-
Obsérvese que como
|E(GS)=|E@GEN+1 vy [8]=18]+1,
entonces (observacién 4.1 #i} )

J (8"} =J(S)

8] < 8]
Asf, si probamos que
8' € T (K», C(Kn)),
tendriamos entonces que S’ € T* (K,, C(K,)) y se seguirfa que
8 ¢ Ty (Ko, C(Ky)),

demostrando asf este lema.
A continuacién veremos que 8’ € T (K, C(K,)) -
La argumentacién siguiente serd usada constantemente en las demostra-

ciones de los préximos lemas, por lo que en esas demostraciones sélamente
haremos referencia a ésta.

Primero obsérvese que por el lema 2.4, la familia
8 = {(E(G[SI)VEG(S), E@GIS)), . B (Gisi) }
es un elemento de T (K,,, C (K,)). Ahora sea
G(8")=(V(G(8"),E(G(8").
Por el lema 4.2 vernos que para toda z € V (G (8”)) se cumple que
da@n (z) 2 n— g+ |Gs: [2]],
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y como la inica diferencia entre §' y §” es la arista {z,y} se sigue entonces
que en G (8}

Para toda z € V(G (8))\ {z,¥}, degn(2) 2n-gq+|Gs (2. (42)

Entonces, a la luz del lema 4.2, para probar que 8’ € T (Ko, C (¥,)) sélo
resta ver qué sucede con los vértices z e ¥.

Hasta aqui llega la argumentacién que repetiremos constantemente.

Ahora bien, como

E@GE)\{{z,y}} = E(G(S))

se sigue que

dein (z) =de@) () ~1 ¥y dosy(¥) =des) (¥) - 1.

Por otro lado, como

S' = (S\{E(G[S1]). E(GS:]}}) U E(G1z)

{2y} S(VGSENNV(G[S])) v zyeV(Gr)

entonces
IGszll - 1=|Gsfe]l v I1Gshli-1=IGs[t]l.
Por tanto, como 8 € T (K,, C(K,)) tenemos entonces (lema 4.2) que
dos) (@) 2n—q+|Gslzll v dos @) 2n—-g+IGshll,

y as{

de) (%) =das) (z) - 12n—-q+|Gs[z]l ~1 =n— ¢ + |G [z]|

dos) (V) =do (W) ~12n—q+|Gsbll - 1=n—g¢+[Gs ]l
Asi, con (4.2) vemos que para todo z € V (G (8'))
dos) () 2 n—g+|Gs [2]|
y por tanto (lema 4.2) S'e T (K, C(K.,)). |
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Lema 4.5 5i S € T2, (K,, C (K,)) entonces para cade z € V(G (8)) tal
que |Gg [z]} = 2 se cumple que

dg(s)(z) =n—q+|Gs |-
Prueba. Demostraremos este resultado por reduccién al absurdo.
Supongamos que S € Ty, (Ka, C({K,)) y sea z € V(G (S)) tal que
IGs[z]| 2 2 ¥
dG(S) (ZE) >n- q+ IGS [.’E“ + 1.
Como |Gg [z]| = 2, sean pues, sin pérdida de generalidad,

G[5],G[S]€Gslal, {z3}€E@GS)]) v (zw}e€E(GI[S]).
Caso 1. y es adyacente a w en G (8).

Como S € Ty, (Kn, C(KL,)), entonces por el lema 4.4 sabemos que tanto
G [S,] como G [S,] son graficas inducidas en G (S), por lo que

{yw} ¢ E(G[SHNVE(G[S]).
Sea pues 53 € 8 tal que
{y,w} € E(G[S]).
Nuevamente, como G [5)] es una gréfica inducida en G (S}, y dado que
{zule E@GI[S]) v {wyleE(GI[S]),
entonces z ¢ V (G [Ss]) (Dibujo 4.3a).

Gisl

e

GlS) 4

Dibujo 4.3a Dibujo 4.3b




Asi, sea Gy 5 la subgrafica de G (S) definida como:

E(Gia) = (B(G[SIHVEG[S:))\ {z,y}

’ V(Giz)= U e (Dibujo 4.3.b).
eE E{Gh3)
Ahocra sea
S' = {E(G13),E(G8:]), B(G8i]),-, B (G [Sis1]) }
Y

G(8)=(V(G(S)) E(G(S))).
Obsérvese que como
[EGESH=IEGEN+1 v [8]=]8]+1,
entonces (observacién 4.1 i) )
I(s)Y=1I(S)

Y
1S'|< 8.

Asf, si probamos que
S§ e T{K, C(K,))

tendrfamos que S ¢ T%, (K., C(K,}), terminando con este caso.

Ahora bien, de manera andloga que en la prueba del lema 4.4, vemos que
Para toda z € V(G (S)\ {z.¥}, doen(2)2n—qg+|Gs ]|, (43)

¥ como

E(G 8N\ {{z,y}} = E(G(8)),

entonces

de@y(z) =dawy(z) =1 v dasn(y) =des(¥) - 1.
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Por otro lado, como

8 =(S\{E(G51]),B{G[S])HV E(Gia)

entonces:
a) Dado que
yeV(GSINNV(G[S]) e y€V(Gis)
se tiene

IGs [4]] - 1 = |Gs' [y]l -
b) Como z ¢ V (G [S3]), se sigue que
. |Gs [z]] = |Gs [z]] si z € V(G13)
|Gs [z]l = 1Gs: [z]| + 1 si 2 ¢ V(Gy5).

En todo caso
|Gs [z]] 2 |Gs [2]] -
Asi pues, como S € T (K, C(K,)) entonces (lema 4.2)
desy (¥) 2 n—q+ |Gs [y
y asi
dos) (¥) = de (W) —12n-q+|Gshll - 1=n—q+|Gs [l;
y como por hipétesis
dc(s) (33) 2’_ n—gq + IGS [SE][ +1
entonces
don () = doy (2) —1 2 n—q+|Gs[z]] 2 n— ¢ +|Gs:[2]].
Por tanto, con {4.3) vemos que para todo z € V (G (8')}
dG(S') (Z) 2 i — q+ IGsJ [Z]]

y por tanto (lema 4.2) S'e T (K,,C(K.)).
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Caso 2. y no es adyacente a w en G (8).

Sea en este caso G2 la subgréfica de K, definida como:

E(Gya) = (E(GIS)VEG S\ {{z,y}, {z,w}}) U {{y,w}}

¥y
v (G1.2) = U € (leu_}o 44)
ec BE(G1,2)
G[S]
T
Glsl
Dibujo 4.4
Ahora definamos
S = {E (Gr2),E(G %)), .- B (G[s|)}
y sea
G(8)=(V(G(S)),E(G(8))-
Nuevamente
I[E(G(8)=IEGEN+1 vy 8|=I81+1,
¥y entonces

Is)=168) vy I8]<I8l.
As{, probando que
S e T (K., C(K,)),

termimos con este caso.

Una vez mds, de forma andloga que en la demostracién del lema 4.4 vemos
que

Para toda z € V(G () \ {z,v,w}, dee)(z) 2n—q+|Gs [2]], (44)
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¥y dado que

(B (G S)\ {{z.v}, {z,wI) U {{y,w}} = E(G(S))
entonces

des) (V) =dos) (1) desn (W) = deg) (w)

dgsy (2) = dgsy (z) — 2.
Por otro lado, como
S' = (S\{E(G[S1]) ,E(G[S:))}) U E(G12)

entonces:
a) Dado que

{yrw} c v (G [81]) U V(G [Sg]) Y Y, weE |4 (Glﬂ) 3

entonces

IGsfyll 2 1Gs ]l ¥ Gs[wll > |Gs [w]l-

b) Como z € V(G [S1]) NV (G [S,]) se sigue que
1Gs [z]]| = [|Gs [2]] + 1 51 z € V (G12}

|Gs{z)] = |Gar [z}] + 281z & V(Gyp)-
En cualquier caso
|Gs {z]] = 12> |G [=]] -
Asi, como S € T (K., C(Ka)), por el lema 4.2 vemos que

dony (¥) = des (W) 2n—q+|Gslyll = n—q+|Gs [yl
dosny (W) = dog (W) 2n—g+|Gsw]| > n—q+|Gs [v]],

y como por hipétesis

' deg) (z) 2 n—q+|Gs[z]] + 1.
entonces

degsy (2) = dgsy (z) —2=n—q+|Gs [z]] ~12n—g+|Gw[z]|.
Asi, con (4.4) y el lema 4.2 se sigue que §'€ T (K, C(K,)).
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Lema 4.6 Existe S € Tt (Kn, C(K,)) tal que para cada G [S;] € Graf (8},
6(G[S]) = 2.

Prueba. Supongamos que el lema es falso.
Sea pues 8§ € T2 (K., C(K,)) con el minimo mimero de parejas

(2,G[Si]}, con
zeV(G(S)) y GISi]e€Graf(S)
tales que dgis, (z) = 1.
Sin pérdida de generalidad, sea
Gl eGraf(S) y yeV(G(S))
tales que dgis, (¥) = 1, y sea
{z.y} € E(G[S)]).

Obsérvese que como S € Th;, (Kn, C(K,)) entonces por el lema 4.3 G {S)]
es conexa y como |V (G [§1})] > 3, entonces dgs,) () > 2.

Caso 1. |Gslz]] > 2.

Dado que |Gglz]| > 2, entonces existe, sin pérdida de generalidad,
G [Sy] € Graf (S) tal que

GISiI|#G[S) vy G5 € Gsla].

Nétese que por el lema 4.4, G [S))] es una subgréfica inducida de G (8) por lo

tanto
yEVI(G[S]).
Sea entonces G2 la subgréfica de G (8) definida como:
E(G2) = (E(GSI)V E(G[SMN\ {{=z,v}}
Y

V(Gi2)= U e (Dibujo 4.5. Pégina siguiente).
eEE(C),2)
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Dibujo 4.5

Ahora definamos la familia

S' = {E(G12) . E(GIS)),. E (G}

y sea
G(8)=(V(G(¥)),.E(G(8))).
Obsérvese que
E(GS)I=IEGEN+1 v I8|=18+1,
¥ entonces

J(SY=I(8) v ISi<I|s
Asi, si probamos que
8' € T (K., C(K.)),

tendriamos que S ¢ Ty, (K,, C(K,)), terminando con este caso.
De manera andloga que en la prueba del lema 4.4, vemos que:

Para tods z € V(G ($))\ {z,4}, dow) (2) 2n—q+IGs 2], (45)

¥ como

EGEN\{{zy}}=E(G()),

entonces
de(sn (¥) = dos) w-1 y da(sn {z) = deots) (z)-1.
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Por otro lado, como

= S\ {(E(G[S1]), E(G SN} V{E(G12)}

entonces:
a) Dado que y ¢ V (G [S,]) , entonces y € V (G12) y asf

IGs [yl - 1 = |Gsr [w]]-
b) Como
seV(GISINV(G[S]) vy zeV(Gip)

entonces
1Gs [z]] - 1 =Gs [2]].

Asf, dado que S € T (K,, C(K,)), entonces (lema 4.2)

dosh(¥) =dem W) —12n—qg+|Gsfy]l - 1=n— g+ |Gs [y]]

dG’{S') (J’J) = dG(S) (I) -1 2 n—q+ iGs {IE“ -1=n -g+ |G51 [SU“ .
Y asf, con (4.5) v el lema 4.2 se sigue que 8'e€ T (K, C(K.,.)).
Caso 2. |Gs[z]| =1 y dgs)(z) 2 n—q+|Gs[z]j +1=n—g+2

En este caso sea G, la subgréfica de G (8) definida como:
E(Gh) = BG5S\ {{=z,9}}

y
V{(Gi.,)= |J e (Dibujo 4.6}
ec E(G1,.)
‘y‘i’ g y‘\j/
x :5},
Y e,
G [S] o

Dibujo 4.6
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Ahora definamos
§'={E(G..),E(GIS:), E(Cas)}

y sea

G(S) = (V(G(S),E(G(S))-
En este caso
[E@GS)H=IBEGEN+1 v |8]|=181,

por lo que

J(8)<I(S) .
Asi, si probamos que
S§' € T (K., C(K,)),

tendriamos que S ¢ T* (K,, C(K,)), terminando con este caso.

Andlogamente que en la prueba del lema 4.4, vemos que:

Para toda z € V(G (8')\ {z,¥}, dge)(2) > n—q+|Gs [2]],

¥ como

EG SN\ {{=y}} = E(G(S))

entonces

dg(s) (¥) = da(s) vi-1 y dg(s) (x) = das) (z) - 1.

Dado que
§' = (S\E(G[S))UE(Gy,)
entonces:

a) Comoy € V(G[S]) y v ¢ V(Gy.)
IGs [y]l - 1 =|Gs [3]].
b) Dado que z € V(G {S:1]) y = € V(G1,.) entonces

|Gs [z]| = |Gs [=]] -
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Asi pues, como S € T (Kn, C(Ka,)), por el lema 4.2 sabemos que
des) (¥) =des(¥) —12n~-g+|Gslyl|-1=n—-g+ |Gs' [yl ,
y como por hipétesis
dg(s) (z) 2 n - ¢ +|Gs[z]] +1
entonces
doen (2) = dogs) (#) =1 =n~ ¢ +|Gs[z]l =n — g+ |Gs [4]| -
Asi, por (4.6) y el lema 4.2 tenemos que 8'€ T (K, C(Kx)) .

Caso 3. |Gs [z]] = 1; dgs) (x) = n—g+|Gs [z]| y para cada z € V (G [S1])
{z,z} € BE(G[S]).

Dado que |Gs [z]] = 1 ¥ que = es adyacente a todos los vértices de G [S)]
se sigue que
V(G [Si])] = dgs, (z) +1=n—g+2.
Sea zo € V(G [Si]) \ {z,y} . Dado que 8 € T (K,, C{K,)) entonces por
el lema 4.2 sabemos que

dos) (z0) 2 n—q+|Gs[z]| 2n—q+1,

y como en la grafica G [S)], el vértice y s6lo es adyacente a z, entonces
en G (S) el vértice 2 debe ser adyacente a algin w ¢ V(G [51]) donde
{z,w} € E(G|Si)) pera algin G [Sj] € Graf (S) tal que i # 1.
Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ = 2.
Por otro lado, como z sélo es adyacente a vértices en G [S)], entonces w
no es adyacente a z en G (S} (Dibujo 4.7a).

Dibujo 4.7a Dibujo 4.7b
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Sea. pues G,,. la subgréfica de K, definida como:
E(Gy.) = (E@GSID\ {{z.v}H U {{=z,w}}

Y
ViGiy)= U e
ecE(G1,.)
Ahora definamos
= {E(G1.) . E(G[S) - E (G}
¥ sea

G(8)=(V(G(8),E(G(S)-

Aqu{
I(S)=J3(8) vy [S|=1§1],

por lo que st probamos que
S € T(Ka, C(K:)),
como § € T%,, (Ka, C (Ka)) entonces 8'€ Toy, (Kn, C (Ka)) , pero en G (S')

sucede que

{Zg,‘w} el (G {82]) y {{m: ZO} ' {l‘,‘w}} - E (Gl.') »
por lo que Gy, no es una subgréfica inducida de G (8') (Dibujo 4.7b) lo cual

contradice el lema 4.4.
Anslogamente que en la prueba del lema 4.4, vemos que:

Para toda z € V (G (S)\ {z,3,w}, dgg)(z) 2n—q+I|Gs[2]|, (47)

y dado que
G(SY\ {{= U {{z,w}} = E(G(S)
entonces

doe) (y) =doe @) ~ 1 desn (w) = dogs) (w) +1

da(s (T) = dae) ().
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Por otro lado
§'=(B\EGS]HVE(GL),

entonces:

a) Comoy € V(G [SI)) yy ¢ V(Gy,.)
IGs bl — 1= Gl
b) Dado que w ¢ V (G [51]) y w € V (G\,.) entonces
IGs [w]} +1 = |G [w]| -
¢) Como z € V (G[$1]) y = € V(G),.) se sigue que
Gs [z]] = |Gs [z} -

Asi pues, como S € T (K,, C(K,)) entonces por el lema 4.2 vemos que

dg(sn (v) = dg(s) (y)—-12n—-g+ |Gs ll-1=n—-qg+ |Gsr IR
dogn (W) = dog (W) +12n-q+|Gslwll+1=n—g+|Gs [u]l,

y como por hipétesis
dg(sy (z) =n— ¢ +|Gs [z]| + 1,
entonces
desn (z) = desy (1) = n — g+ |Gs lz]] = n — ¢ +|Gs: [2]] -
Luego, con (4.7) y el lema 4.2 se sigue que §'€ T (K, C(K,)).

Caso 4. |Gs [z]] = 1; dgs) (z) = n ~ g + |Gs [z]] y existe w € V(G [S)])
tal que = es no es adyacente a w en G [5)].

Dado que |Gs [z]] = 1, sabemos que si z es no es adyacente a w en G [51]
entonces z no es adyacente a w en G (S) pues T sélo es vértice de G [5)]-

Sea pues G, la subgréfica de K, definida como:
E(G1.) = (E(@[SID\ {{z,y}}) U {{z,w}}

V(Gi.)= | e (Dibujo 4.8. Pégina siguiente).
ec E(Gy,.)
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v,

Dibujo 4.8

Ahora sean

§' = {E(G1.),E(G[S:)),..E (Gs)) }

G(S)=(V(G(S)), E(G(8))-
En este caso nuevamente
J(S)) =J (8).

Asi, si probamos que
S' € T (K., C(K.)),

como S € T.,, (Ka, C(K,)) entonces 8'e Ty, (Kn, C{Kn)) . Sin embargo,
por hipétesis S tiene el minimo nimero de parejas (z,G [S;]) con

zeV(G(S)) y G[Si]e€Graf(9),
tales que dgg,) (z) = 1 en el conjunto Tpy, (Kn, C(Kn)) y vemos que 8’ tiene

menos de tales parejas, por lo cual este caso tampoco es posible y quedarfa
demostrado el lema.

De forma andloga que en la prueba del lema 4.4 vemos que:

Para toda z € V(G () \ {z,y,w}, dgsy(2z) 2n—q+|Gg (2]}, (48)
y como

(EG SN\ {{z.v}Hhu {{z.w}} = B(G(S)

entonces
doeny (¥) =de@ (¥) =1, dgsy (2) = dogs) (%)
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dc;(sl) ('w) = dG(S) (w) + 1.

Dado que
S =(S\ E(G[S1))) VE(Gr.)

entonces

a) Comoy € V(G(Si]) y y ¢ V(G1)
1Gs [yl ~ 1 = |Gs: [v]l-
b) Dado que {z,w} C V (G[S1)) y {z,w} C V (G1..) entonces
IGs[zll = Gs[a}i ¥y [Gswll=I|Gs [w]l.
Como S € T (Kn, C (K)) , por el lema 4.2 vemos que

deiny (v) = dog) W) -12n~-g+|Gslll ~1=n—q+|Gs B
doy(w) = dag(w)+12n—-q+|Gsp}j+1=n—-g+|Gs 3] +1

y como por hipdtesis
dos) (x) =n - ¢ +|Gs [2]]
entonces
dosy (2) = dae) (z) =n~ ¢ +[Gs [z} =n— ¢ +|Gs [a]l.

Asf, con {4.8) y el lema 4.2 se sigue que 8'e T (K, C(K,))- |
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Sobre las 2-transversales del lema 4.6

A la luz del lema 4.6 sabemos que para toda n € Ny ¢ € N tales que
n > q > 2, existe
S e T, (Kn, C(Ka))

tal que para cads G[Si] € Graf (8),8(G[Si]) = 2.

Son este tipo de 2-transversales las que nos permitirén demostrar el re-
sultado principal de este capitulo.
En lo que resta de esta seccién, seann € Ny g€ Ntalesquen>g22y

S= {Sl,...S|s]}

una de estas 2-transversales segmentadas del par (Kn, C (K1) -
Ademés sea

G(S)=(V(G(S8)),E(@G(S).
Abora definamos
Ram (G (8)) = {z € V(G(S)) : |Gs z]] 2 2}
y para cada G [$)] € Graf (S)
ord (G[SY)) = ze%&]) (@]—I) :
Lema 4.7 Para cada & € Ram (G (8)),
IGsall <n-g.

Prueba. Sea z € Ram (G (8S))

Es clero que :
dowy(@) = D (dosu (@),

GlSieGslz]
y como para cada G [S;) € Graf (S) sucede que § (G [S;]) 2 2, entonces

de(s) (z) 2 21Gs [z} .

59



Por otro lado, como |Gs |z]] > 2, entonces por el lema 4.5 tenemos que
do(s) (#) =n—g+|Gslz]l,
por tanto
n—q+|Gs[z]] 2 2|Gs 2]l
de donde se sigue el resultado. ]
Lema 4.8 Sea G 5] € Graf (8) tal que
IV (G15) 1 Ram (G (S)] = k.
Entonces
i) ord (G[S]) > FEE‘

i) Sik £ 2 entonces ord (G[Sg]) = n—q+2—-k.
i) Siord (G [Si]) < n— g+ 2 — k entonces |V (G [Si])] = k.

Prueba.
i) Dada z € V{G[S:]), si * € Ram (G (8)) entonces por el lema 4.7 sabemos
que |Gs{z]] £ n—q.
Asi
1

rd@S) = Y (M)

=eV(GI5))

v

(femm)
cevesirmamasy MOs [l

k
n—gq

v

1
| 2e(V(GISIINRam(G(S)) ("' - Q)
i) Como |V (G [Si])] = 3, entonces existe z € V (G [Si]) tal que
z € V(G [Si])\ Ram (G (8)),
y por lo tanto

IGslzll=1 y des () =dee) (z)-
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Por el lema 4.2 vemos entonces que
dgisy (%) 2 n—~ g+ [Gs[z]|
lo cual irnplica que

V@GISH 2n-q+ICslall +1=n—q+2.

Asi,
V(GISD\ Ram (G(8))| 2n—-q+2~k
Y entonces
1
ord(G[S}]) = ———
,E‘,\(’;’;wi,, (le [:v]l)
2

()
zeV(G[Si])\ Ram(G(S)) |Gs {=]|

IV (G[SH\ Ram (G (S))}

]

2 n—qg+2-k

iti) Sea G[S;] tal que ord (G [S]) <n—g+2— k.
Si
V(G[Si])\ Ram (G (8)) # 0

entonces, andlogamente que en el caso i), tendriamos que
ord(G[Si))>2n—qg+2—k.

Por lo tanto
V(G[Si]) € Ram (G (8))

¥ se sigue el resultado.
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Lema 4.9 Y, ord(G[Si]}=n.
GlS:J€ Grat(S)

Prueba. Considérese la gréfica bipartita
B=(V(B),E(B))
definida como:
V{B)=V(G(8));
V (B,) = Graf (S)

y
dado z € V (G (8)) y G [S;] € Graf (S), tenemos que

(z,G[S)) e E(B) siysdlosiz € V(G[S)]).
Nétese que por definicién de Gg [z], esto 1iltimo equivale a que
(z,G[Si]) € E(B) siy sdlosi G[S;] € Gg [z].

Ahora, a cada arista (z, G [S;]) de B asignémosle el peso

_1
|1Gs [=]]’

Asf, contando los pesos de las aristas de B por V (B;) vemos que

1
ze‘;ﬂ(s)) (Glsilgﬂj;ﬂzl (IGS [m]]))
> W=vEE)=n

zeV(G(8))

]

Y contando los pesos de las aristas de B por V (B;) obtenemos

> (EE (,E-ll—ﬁ))= > od(GIs)

G|Si)eGraf(8) \zeV(G[S) GIS;|eGrat(S)

de donde se sigue el resultado.
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Lema 4.10 Sin — g > 2 entonces

nin—g+1) =
2 n—q+2

I(5)2

Prueba. Supongamos que el lema es falso, es decir, que

_ " nin—¢g+1)  n
3(8) = ;(ISJ) Sl < —— o SN L)
Por la observacién 4.1 ) y el lema 4.2 vemos que
ISi
d_(sh = IB@GS)
i=1
= ¥ (40(8) (-'B)) |
2
26V (G(8))
n - g+|Gs [3]]
> —_—
> ¥ (=
z€V(G(8))
- (n—q+1+|Gs[z]|—1)
zeV(G(8)) 2
_ n(n-—q+1)+ (le[z]|—1)
= — — )"
z€V(G(8))
Por tanto (4.9) implica que
O ) T p—
zeVIG(S)) 2 n—g+2
y entonces
3 (%) <I8l- —— (4.10)
zeV(G(8) n-g+ _
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Ahora, por un lado, del lema 4.9 y la observacién 4.1 ii1) vemos que

18] -

n
n—q+2

C -y i)

cisgeGratts) 4 +2

( ord (G [S.]))
] — 1Y
n—q+2
Por otro lado, para cada z ¢ RamG (8) sucede que |Gs [z} = 1, entonces

>3 (1Gs[12=]|—1)= )y (le[-";]i—l)_

zeV{G(S)) 2€ RamG(S)

GIS:|eGrat(8)

Asf (4.10) implica que
|Gsla]| -1 _ord (G [S])
zeﬂuzm:G(S) ( 2 ) ) G{S‘lgnf(s) (1 n-g+2 ) ' )

Lo que haremos a continuacidn, seré poner a la sumatoria del lado derecho
en términos de una sumatoria sobre RamG (8).
Si particionamos el conjunto Graf (S) en

{Graf (S,0), Graf (8,1), Graf (S,2), ...}
donde para cada k € N,
Graf (S,k) = {G[S)] € Graf (8) : |V (G [§:]) N RamG (S)} = k}
vemos entonces que

)

ClSJeGrat(8)

) g(IS«IEG at(8.4) n—q+2))-
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Por otro lado, por el lema 4.8 ii) se sigue que para Graf (8,0) tenemos que

%) B, ()

Gl5ij€ Grat(S,0) G|5;|cGraf(5,0) ( n—g+2

y entonces

ord (G [Si})
E ol "n‘-m)) (1)

k=0 (G[S.»]eGr-f(s.k)

e ord (G [Si))
,S kz=; (Gisgleg-:d(s.k) (1 n- 9+2 ))

Ahora para cada £ € RamG (8), particionemos el conjunto Gg [z] en
{Gen e, Genlal, -}
donde para cada k € Ntalque k > 1
G [7] = {G[S)] € Graf (8,k} : G [Si] € Gs [z]} .
Obsérvese que por definicién, para cada z € RamG (8S)
{G[S:]) € Graf (8,0) : G[Si] € Gs [z]} = 9,

as{ que efectivamente estamos particionando a cada Gg [z].
Seaahora k € Ncon k > 1.
Dado G [S;] € Graf (S,k), por definicién

[V (G[S:]) N RamG (8)| =k,
por tanto existen
' {z1,..., 2} C RamG (S)

tales que G [Si] € Gg [z;] para cada j € N tal que 1 < j < k, y consecuente-
mente tales que
G[Si] € G, (5]

para cada e Ntalque 1 < j < k.




Asf pues

3ERGI71G{S) G[S.']EG(B.”[II

_od(G [Se]))

n—g+2

L (O 50))

k (1
GiSi|eGraf(8,k)

o ord (G {Si])
] - Z2AV
; (G{&IE;-I(S*) ( noat? ))
hisid }- - ord (G [S‘])
;—l (:ER.&;»G(S) (G'[SdG%(s,nl:l (k k (ﬂ -t 2))) )

- 1 ord(G[S)
seRgﬂ(S) (g (c;]s,.].;;(,‘ﬂ[,] (E - k ("‘ —q+ 2)))) .

Asf, de (4.11), {(4.12) y {4.13) se sigue que

) (|Gs [zzll-l)

z€ RamG(8)

& 1 _ ord(G[S))
) Z(,(Z([&,E (E‘k(n—q+2))))'
zeRomG(8) \ k=1 \GIS€Gs nlz]

Ahora bien, esta iiltima férmula implica que existe £ € RamG (S) tal que

Gslell =1 _ & 1_ erd(GI5))
: “Z( 2 (E_an—q+2)))" (414

k=1 \ G[S:|eG g nkl

y entonces

A continuacién veremos que esto no es posible.

Primero obsérvese que como
{Gen el G el -}
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es una particién de Gg [z] entonces en
Sy (3o g ))
k=1 G[Si]EG(g_k)[:l:] k k (n -4 + 2)

existen exactamente |Gg {z]| sumandos.

Caso 1. |Gs|[z]| = 3.

Por la cantidad de sumandos, (4.14) implica que para alguna k& € N con
k > 1y algin G[Si] € G [2] sucede que

1 ord(G[S))

k k(n-g+2)
1 IGS [I]! - 1
7 1Gslal ( 2 )

1 1 1
——_— >
2 2|Gsfz]| ~ 3

por lo que k < 2, pero entonces por el lema 4.8 ii} se sigue que
O’Fd(G{S,]) > n—q+2—k
y asi

ord (G{Si])
k{n—q+2)

IA

1 1 _ 1
k n-q+2 n-—q+2

por lo que tenernos entonces que

1 1

—_— >
n-g+2 3
lo cual no es posible pues por hipétesis n — g+ 2 > 4.
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Caso 2. |Gg[z]] = 2.

En este caso sean, sin pérdida de generalidad, G [$],G [S:] € Gslz]
donde .
GiSieGglel y G[S)eGg],

stendo k; y ko enteros positivos no necesariamente distintos.
Entonces por {4.14) vemos que

1 1  ord(GIS)) 1 ord(G[Sy))
PR RG-+ Dk Re-ary O

Caso 2.1.

ord(G[S;])Zn—q+2-—k; Y Of’d(G[Sa])Eﬂ—Q‘l'z—*kg

Aqui tenemos entonces que

1 ord (G [S1]) 1 ord (G [Sa])

k, kl(n—q+2) ks kz(ﬂ—q+2)
1 n—q+2—k1 1 n-q+2——k2

g - " - 2 A - 4
- kl kl(ﬂ—q+2) kg kg(ﬂ"'q+2)
l_1+ 1 +1 1+ 1
kl kl ﬂ—q+2 k2 kz ﬂ—q+2
- 2%
T n-—-q+2
y asf, con (4.15) se sigue
1 2
§<n-—q+2’

cosa que no es posible pues por hipétesis n — ¢+ 2 > 4.
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Caso 2.2.

ord (G[S1]) >n—q+2-711 y ord(G[S))<n—g+2-r

En este caso, por el lema 4.8 ) y 4.8 i) sabemos que

ks
n—gq

ord (G [Sy]) 2

y k223

Asi
1 ord (G[Si)) |, 1 ord (G [S])

ki ki(n—gq+2) k k(n—g+2)

< _1___n—q+2—k1 _1__ ko

Tk kln-g+2) k k-9n-qg+2)
1 1 1

S At h gD m-9
1 1 1

[ — + _——
n—-qg+2 3 (n—-g¢g+2){n—q}
y entonces con {4.15) se sigue que

11 1
2 n—q+2 3 (n—-¢g+2)(n-gq)’

y por tanto
1 1 1

<
6 n—q+2+(n-q+2)(n—q)

Ahora multiplicando por 6 (n — g) (n ~ ¢ + 2} resulta entonces

0.

0 > (n-g)(n—qg+2)—6{n—q)+6

(n—gq}+2(n—q)—6(n—q)+6

= (n—q)’-4(n—q)+6,

pero esta cuadrética no tiene soluciones reales para (n — g}, y asf este caso
no es posible.
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Caso 2.3,
ord(G[S))) <n—g+2—k y ord(G[S])<n~qg+2—k,.

En este caso, por el lema 4.8 i) y 4.8 #i) sabemos que

rdGlS) 2 2 WEISDI=k v k23

rd @[S 2 2i VEISHI=k v k23

Por otro lado, como en G (8S) el vértice = sélo es vértice de las subgréficas
G [Si] ¥ G [S2], entonces

kl +k2 -2 _>_ dg(s) (IL‘) .

(Dibujo 4.9.).

G 18] % G1s]

Dibujo 4.9

y por tanto, por el lema 4.2 vemos que
k1+k2—22ﬂ—q+lG5[{E”=n—q+2.
Asf pues,

1 ord{(G[$]) | 1  ord(G[S))

kl k;(n—q+2) k-z kz(ﬂ-—q+2)

11 2
S —_——

ki ks (n—gq)(n—q+2)
< L.l 2

.-..+._-
k1 ks (k1+k2—4) (k1+k2—2)
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y entonces, con (4.15) se sigue que
1 1 1 2
S —— .
2 ky ky (ky+ka—4)(ki+ke—2)
Esto ltimo en particular implica que
1

(4.16)

St
y como k; > 3 y ka > 3, si suponemos que ky > k;, entonces debe suceder
que
k=3 y 52k >3
Regresando a (4.16) con esto iltimo, vemos que
11 1 2

23Tk T lm-DEmID)’

0 equivalentemente

l 2

6 sz (k2 — 1) (k2 +1)
2)" —

) tenemos entonces que

Multiplicando por 6 (( (

(k2)? — 1 Eﬁ?glil—lz
Pl ﬂkﬁ:)_z‘—12=6kz—12

¥ asi
(ke)® — 6k +11 < 0,

y nos encontramos con una cuadritica que no tiene soluciones reales para kj,
y por tanto este caso tampoco es posible. a

A la luz del lema 4.10 vemos que si n—g > 2, entonces existe una 2-trans-
versal segmentada S del par (K, C(K.,)) que es 6ptima, es decir,

J(8) = A(K., C(K,)),

y que ademds
nn—g+1)  n

J(8)2 2 n—g+2

Asf tenemos
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Corolario 4.1 Seann € N y g€ N tales que g 2> 2 yn— ¢ > 2. Entonces

nn—q+1) n
> - .
MKy, C (Kq)) = ; ey

Teorema 4.1 Para todon € N y q € N tales que n > ¢ > 2 se cumple

gln,q sindqcspardﬂ:‘—:ﬁf—a-(%;

g(n,q) < H(Kn Kig) <
g(n,g+1 en otro caso.

Prueba.

Caso1l. n—¢q=1.

Obsérvese que en este caso, como K, es una gréfica g-regular, entonces
por el teorema 3.2 sabemos que

H (K, Kiq) = (’;) —n+ ¢ (Ka)+1,

y como el mimero maximo de ciclos ajenos 2 a 2 en K, es I_gj , entonces

H (Kn, K1q) mzii) + 3] +1

ln(n_zl_mj * ln-(n?—sz i

= g(n,n-1)=g(n,q)

de donde se sigue el resultado.

Caso 2. n—g =2
Por el lema 4.1 sabemos que }:;a:a todan € Nyqg € Ntalesquen > g 2> 2,
se cumple que

H(Kn) Kl.q) Z g (n)Q) '
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Por otro lado, por el corolario 2.1 sabemos que

H (K. Kig) = (’;') — A(Kn, C(Kn)} +1

y entonces del corolario 4.1 se sigue que

n\ n(n—q+1) n
< - .
H(Kn Kiq) < (2) : tor gt (4.17)

n(n—l)_n(n—q+1)+ n
2 2 n—q+2

+1

—1- ~1
_ n(n n+gq )+ g
2 n—q+2

n(g—2) n
7 +n—q+2+1'

Ahora bien,

(n@;2}+n_3+2+1)-gm4)

= n(qz_ 2 - ln(qzﬂ 2)} + n—:;+2 - ln—Z+2J

re(n(g—2),2) +re(n,n—q+2)
2 n—qg+2

por lo tanto de (4.17) tenemos que

re(n(g—2),2) , re{n,n—q+2)
H(Ka Kig) <g(m, -
(Ko Krg) S glm,g+ 222D Telmn L

(4.18)
Asf entonces

Caso2.1n6qmpar,6%1;—n<%.

En este caso

re(n{g—2),2) +re(n,n-q+2) <
2 n—-q+2

1
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y como tanto H (K, K14) como g (n,q) son mimero enteros se sigue de (4.18)
que
H (Kn: Kl,q) S g (nl 9’) -

Caso 2.2nyqsonimpa.resyﬂ%;12+—222%.
Aquf
1< re(n(g—2),2) +re(n,n—q+2)
2 n—g+2

pero claramente

re(n{g—2),2) re(n,n—g+2) <
2 n—q+2

2,

y nuevamente, como tanto H (K, K, ;) como g (n,q) son nimero enteros se
sigue de (4.18) que
H (Kﬂs Kl.q) <y (n'z q) +1.

74



Capitulo 5
LIBROS EN 3-GRAFICAS

Dada una 3-grifica G = (V (G}, F(G)) (una hipergrafica tal que todas sus

aristas constan de 3 vértices), sea
60 = (v (%), B (6®)
la gréfica definida como
V(GEM) =V (G)
E(GW) = {{z,y} CV(G) : existe e € E (G) tal que {z,y} Ce}.

A la grafica G |a llamaremos el I-esqueleto de G.
Ahora consideremos la familia L® (G) de 3-subgréficas de G compuesta.
por los siguientes elementos:

Para cada arista a € E (G(l)) , 5ea

L(a) = (V(L(e)},E(L(a))

la 3-subgréfica de G definida por el éonjunto de 3-aristas que contienen a, es
decir,

E(L{a)) = {e€ E(G):aCe}

VL@h)= U e

e€ E(L{a))

y

Asi pues,
LO(G) = {L ()} aes(om)
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A cada elemento L (a) de L® (G) lo denominaremos libro de G, a la
arista & de G la llamaremos el lomo del libro L(a) y cada e € E (L (a))
serd una hoja de libro L (a) .

En este capitulo demostraremos que dada una 3-gréfica G tal que para
cada L (a) € L® (G) se cumpla que |E (L (a))} > 2, entonces

h(G.LO(0)) < |B(G)] - 5 |E (GW)] +1

donde h (G’, L® (G)) es el mimero heterocromético lineal interno de la
3-grafica G con respecto a L® (G).
Esto ademés nos permitird probar lo siguiente:

Dada n € N tal que n > 4, sean
KS = (v (), E (K))
la 3-gréfica completa de n vértices y
Loa = (V(Ln-2),E (La-2))
la 3-gréfica definida comeo:

V (Ln-2) = {z,%,%1, ..., Zn_2}

E(Ly_3) = {{z,w,z;}: con1<i<n—-2}

(es decir, Ly-z es un libro de nn — 2 hojas).
Entonces

()30 1202 ()-3) 28 w0

donde H (K,(,a),Ln_g es el nmimero heterocromdtico lineal de Kr(xa) con
respecto a la clase C = {L,_,};

pin)=re(n—-1,3)n+re(n(n—1)—re(n—1,3),12)

Osin¢ {8,9,10,11,17,19} yn% 7 6 10 mod 12

1sing {8,0,10,11,17,19} yn=7 6 10 mod 12
gn)=4( 1lsine {917}

2sin e {8,10,11}

3sin=19.
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5.1 La cota superior de A {G,L®) (G))

5.1.1 Algunos resultados previos
En toda esta seccién, sea G una 3-gréfica; G) el l-esqueleto de G, y para

cada a € B {GW
(@) L(a) = (V (L(a)),E(L(a)))

denoctari el libro de 7 con lomo a.
Ademés sea

Q(G) = {ec E(GW):|E(L(a))| > 2}.

Lemas.l Y (IE(L(a))=3|E(G).
scE(GL)

Prueba. Considérese la grafica bipartita
B=(V(B),E(B))

definida como:
V(B1) = E(GY);
V(B;) = E(G)

y

dadaa € V(B,) y e € V(B,), entonces {a,e) € E(B)siysSlosiaCe.
Asf, para cada a € E (GV) tenemos que

dp (a) = |E (L (a));
y por otro lado, obsérvese que para cada e € E (G)
[{a€e BE(G):aCe}|=3

y por lo tanto dg (e) = 3.
De esta forma, contando las aristas de B por V (B,) y V (B;) tenemos

que
Y (BE@@D= 3 3)=3|E@G)
a€ E(Gm) € E(G)
¥ se sigue el resultado. ]



Lema 5.2 2 |E(G)| > |Q(G)].

Prueba. Por definicién @ (G) € E (GM) , entonces

> (B (L@

aEE(G“))

= S uEC@h+ Y, (BLE))
s€Q(G) ae E(CMINQ(G)

= Y (B@@I-2+20@H+ Y (EL@))-
1€Q(G) s E(GMNQ(C)

Y como para cada a € Q (G) se tiene que |E (L (a))] > 2, entonces
Y GBZ@I-2+ 3 (BEL@NH20
s€Q(G) ae E(GMN\Q(S)

y asi
3T (EEL@)) 221Q(G)|

acE(GW))

que con el lema 5.1 implica el resultado.
Lema 5.3 |E(G)| - }1Q(G)) 2 1.

Prueba. Demostraremos el resultado suponiendo que es falso.
Supongamos que

1
EG)] <51Q@)]+1.
Por €l lema 5.2 vemos entonces gque

IB(@)| <5 1Q@)]+12 S IE@)+1

y por tanto
B ()] < 4.

Ahora veamos los siguientes casos:
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Caso 1. |E{G)|=1.
En este caso {Dibujo 5.1a}, claramente |@} (G)] = 0 por lo que
I5(G)-51Q@)121
Caso 2. |E(G)| = 2.
Aqui (Dibujo 5.1b), |@ (G)| £ 1y entonces
IB(G) - 510G > 1
Caso 3. |E(G)} = 3.
En este caso (Dibujo 5.1¢), |Q (G)] € 3 y ast

B@G)-31R(@E) 2 1

Dibujo 5.1a Dibujo 5.1b Dibujo 5.1c

ESTA TRGID NO SALE
DE LA BIRLIOTECA
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5.1.2 Sobre las 2-transversales segmentadas
En lo que sigue, sea G una 3-gréfica; G} el 1-esqueleto de G, y supongamos
que para cada a € E (G}, el libro

L(a) = (V (L(a)), B (L(a))) € L¥(G)

cumple que {E (L (a))| > 2.
Por definicién, una 2-transversal segmentada del par (G,L® (G)) es una
familia
(1)
de subconjuntos de E (G) tal que

i) Para toda S; € 8, |S;| > 2.
#i) Para cada par S;,5; € S, sii # j entonces ;N S; = §.
#1i) Dada G' € L® (G) existe S; € S tal que |E(G')N S| > 2.

Denotaremos como T (G, L (G)) al conjunto de 2-transversales segmen-
tadas del par (G,L® (G)) y sea

A(G,L®(G)) = min {J(8) : S € T (C,L® (G))}.

Dada
S ={51,...5s5} € T(G,L®(G)),

dentaremos como Graf (S) al conjuntode 3-subgraficas de G
{GIS1),.,G[Ss]}-

Observacién 5.1 Para cada G [5;) € Graf (S)
RGISN) ={a e E(GM): |1E(GISHNE(L(a)] > 2}.
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Lema 5.4 Sea S € T (G,L¥(G)) y Graf (S) = {G[81],...,G [Sis1]}-

Entonces
18|

Y lQ(@[shi 2 |B(GW)].
il
Prueba. Seaac F (G(”) . Por definicién, existe S; € S tal que
|SiN E(L{a))| = 2

por lo que

|E(G[SNE(L(a)} 22

de donde se sigue (observacién 5.1) que ¢ € @ (G [S;]).
Asf pues

EB(G") < GQ (G1s)
y se sigue el resultado. -
Teorema 5.1 h(G,L®(G)) < |E(G)| - ;B (GW)]| +1.
Prueba. Por el corolario 2.2 sabemos que
R (G,LO (@) = [E@)] - A(G,LP (G)) +1,
y entonces probar el teorema es equivalente a demostrar que

2GLO @) 2 3 1B ()],

para lo cual basta mostrar que para cada S € T (G, LG (G)) sucede que

I8l

1®)=Y_ (8 - 1812 5|B(EW)].
Sea pues

S={5,..8g} €T (G, {L(“)}aeE(G(‘J))

Graf (8) = {G[S1],...C [Ss(]} -
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Primero obsérvese que por definicién, para cada S; € S tenemos que
Si=E(GIS]),
por tanto

S|

Y (i) ~ 181 - 5| B (G@)|

i=}

5_‘, (E(@[SH) - I8l -5 |E G

ISI

Y (B@ISDI-1-3|E@E)].

Por otro lado, por el lema 5.4 vemos que

SRS = B (G™)]

i=]
y entonces
I8!

Z(IS )= Isl- 3 1B (@)

15I ISI

> E(]E(G[S.])l—l ZIQ (G S

|S[

> (1B@ishi-zle@isni-1).

=1

Finalmente, por el lema 5.3 sabemos que para toda 3-gréfica G’ se cumple
que

12(@)-51Q(E) 21

Entonces en particular, por el lema 5.3, para cada G [S;] € Graf (8) se tiene
que

IB(GIs)I - 31Q(G IS 21
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sl

> (s -1s1- S1E(6®)] 2 0

de donde se sigue el resultado.




5.2 El niimero heterocromaiatico H (KT(?), Ln_z)

5.2.1 Algunos resultados previos

Dada n € N tal que n > 4, sea

K9 = (v (K9)  E (K{))
la 3-gréfica completa de orden n y sea

K = (v (K) B (KE))

el l-esqueleto de K&
Ademds sea

La-2 =(V (In-2), E (Ln-2))
la 3-grafica que es un libro con n — 2 hojas.

Observacién 5.2 El conjunto de 3-subgrdficas de K® isomorfas a Ly,_» es
igual al conjunto L® (K,(‘s)) .

Lema 5.5 Seann e N talquen> 4y
{a1,..am} C E (KM
conl<m< ('2‘) Entonces eziste
S={5,...5s}
una 2-transversal segmentada del par (K,(,s), {L (a,-)},.";l) tal que
I8|

i) = Z(!Sjl) ~ 18] < m.

Prueba. Sea A = {a;,...am}. Para cada a; € A escojamos un par
e‘;,ei cFE (KS’})

tal que




Al par escogido para a; lo denotaremos como p(a;) .
Ahora definamos a la gréfica G de la forma siguiente:

V(G)= U pla)

a;EA
E(G) = {p{a:) : a; € A}.

y sean

(Gy,....G:}

las r componentes conexas de G.
De regreso a K& 1a familia

S={V(G)),.. V(G,)}

es una familia de subconjuntos de £ (K,(‘s)) disjuntos 2 a 2.

Obsérvese que si S es una pretransversal del par (K,(,3), {L(a.,)}':_;l) , el
lema estard probado pues

I® =2 WG -r=IVEG)-r,

y como G es una gréfica,
m=|E(G) 2 V() -r

de donde se sigue que
m > J(S)

v con el lema 2.3 tendriamos el resultado.
Asf pues, sea a; € A. En la gréfica G, como

pla) = {e},e}} € E(G),

entonces el par de vértices €] y €} estan en la misma componente conexa,
digamos G, por lo tanto, de regreso en K5’ y S, tenemos que V (GHesy

WV (G;) N E(L{a))| 2 2.

Asf, S es una pretransversal del par (K.(;a), {L(a,-)}fll) y queda demos-
trado el lema. |
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Observacion 5.3 Acerca del lema 5.5, dada

S = {Sl,..., S|s|}

la 2-transversal segmentada del par (K,(‘a), {L (01)}’:;1) tal que J(S) < m, es

claro que podemos suponer gque para toda S; € 8 y para toda e € S; eziste
a; € {a1,...a;m} tal que a; C e. En otras palabras, suponemos que no sobran
J-aristas en los elementos de S.

Teorema 5.2 {6] Sea I,un conjunto de n elementos. Paran > k > t sea

D (t,k,n) el mdzimo entero b tal que existe una familia
B= {B], aeey Bb}

de subconjuntos de I,, cada uno con k elementos, tal que todo A C I, de
cardinal t esta conienido en a lo mds un elemento de B.

Entonces

i) D(2,4,n) = J(2,4,n) si y sélo sin ¢ {8,9,10,11,17,19}

i) D(2,4,n) = J(2,4,n) — 1 si y sdlo sin € {9,10,17}

i) D(2,4,n) = J(2,4,n) — 2 st y sdlo sin € {8,11,19}

donde

212t -1 paran=7 610 (mod 12)
|

ol en ofro caso.

Lema 5.6 Sean € N tal que n > 4. Entonces

D(2,4,n) = %(’;) —’% ~g(n).

Prueba. Obsérvese que
n n—1
4 3
_ lﬁ (n—l _re(n-1,3)
T ola\ 3 3
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_ ln(n* 1) re(n——l,s)nJ

12 12
_ n(n—-1) re(n-13n re(n{n—1)—re(n—1,3),12}
- 12 12 B 12
_n(n—-1) r(n-13)n+re(n(n—-1)-re(n—1,3),12)
12 12
_nfi-1) p@)
12 12
_1fn {n)
- 3(5) -2
Asi, por el teorema 5.2 se sigue el resultado. |

Teorema 5.3 Seann € N tal quen > 4, K& la §-grdfica completa de orden
n, ¥ L,_p el libro con n — 2 hojas. Entonces

()36 2 2 () 10) 22w

Prueba. Recordando la observacién 5.2 vemnos que
H (KO, Ln_g) =h (K®,L® (K),

y asf, por el teorema 5.1 se sigue que

n 1fn
_= @)
(3) 2(2)+12H(Kn yLn-2) .

Entonces para probar este resultado sélo resta demostrar que:

H(K®, L) > (;) -~ %(;‘) J@ —3g(n) +1.

Lia dempstracién de esto iltimo la haremos mostrando una c-coloracién

de E (KS’") donde
3 ()-4) 20w

¥ que es libre de [,_, heterocrométicos.
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Para esto, primero construiremos una familia de 3-subgraficas de K de
la manera siguiente:

Sea
K& = (v (kM) E(KM))

el l-esqueleto de K. Ademés sea

B ={B,...5}

una familia de subconjuntos de V (K,(ta)) , cada uno con 4 elementos, tal que

cada lomoa € F (K,S.l)) este contenido en a lo més un elemento de B.

Por el teorema 5.2 existen D (2,4, n) de tales conjuntos. Denotemos como
G[B] = (V(G{Bi), E(G[B)

la 3-subgréfica de K inducida por cada B; € B . Nétese que para cada
B; € B tenemos que .
G[B) = kP,
Ahora, bien, obsérvese que en dependencia de n, no necesariamente todos

los lomqs ac F ( ,(;“) estan contenidos en algiin B; € B. Es decir, fuera de

este "empaque” queda una familia de
(’2‘) ~86D(2,4,n)

lomos de F (K,(.l)) . A este conjunto de lomos sobrantes, si no es vacio, lo
denotaremos como A.

Asf,
A={a1,.am)
conm = (3) — 6D (2,4,n). Por el lema 5.5 existe
S = {Sl, ...,S|si}
" una 2-transversal segmentada de la familia {L (a:)}iL, tal que

IS] n

(s -8l < () -oD24m).

=1
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son exactamente |

(5) -0 Cam -2 8-

=1
Ahora, a partir de la familia

{G[B)},...G[BY,G 5], ..G [Sisi] }

definimos la. siguiente coloracién de & (K,(,a)) :

Sea
n [s]
[:E(K®) - {1 ((3) - Z(Isjl) +|8|-3D (2,4,11.)) }
donde:

{) Para cada 1 <4 < D (2,4,n)
LE(G{B] =1
ii) Para cada 1 < i < |S|

T[E(GIS]) =D (24,0) +i.

#i) A las
n ISl
(5) -2 s -40@4n)
j=1
aristas restantes, I' les asigna uno a uno los
sl
('3‘) — 3 "(Si]) + 18] ~ 3D (2,4,7) — (D (2.4,%) +I8)
j=1
- Jlt’»l
- (3) - Y (15 - 4D (,4,7)

colores restantes.

A continuacién veremos que I' es una coloracién libre de La..z hetero-
crométicos.

Sea G una 3-subgrifica de K isomorfa a Lo.oyseaae & (K,‘.”) el
lomo dei libro G.
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Caso 1. Existe B; € B tal que a C B;.
Sin pérdida de generalidad supongamos que

a={z,y} y Bi={z,ywz}.
Como
{{z,v.2},{z,3.w}} C E(G[B])
entonces
F{{z,y,2}) =T ({z,y,w}) =1

y por tanto, el libro con lomo a no es heterocromdtico, es decir G no es
heterocromético.

Caso 2. a € A

En este caso tenemos que G = L (a) con a € A, y por tanto existe S; € 8
tal que
|E(L{a))NS; =2

y por tanto
|E(L(e)NE(GIS]) 22

Entonces el libro de lomo a tiene 2 hojas de color D (2,4,n) + j, es decir G
no es heterocromético.
Asf pues, I es una c-coloracién de Ef ( ,(,3)) libre de copias heterocromdti-

cas de Lo, donde

s

c= (’;) = (S + 18| -3D(2,4,m).

=1
Ahora bien, por el lema 5.5 sabemos que

S s -8l () -0 @4,
i=1
y por el lema 5.6 tenemos que

D(2,4,n)=%(g) -—pT(;-l-«g(n).

a1



(|3| +1S] - 3D (2,4,n)

(’2‘)+GD (2,4,n) — 3D (2,4,7)

(’;‘)+2(2) R
i
T2

de donde se sigue el resultado.
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Capitulo 6

LAS DIGRAFICAS
SELECTIVAS |

En este capitulo se introduce el concepto de digréfica selectiva, junto con otra
serie de conceptos y resultados relativos a las coloraciones de aristas, muchos
de los cuales serdn necesarios para el desarrollo de los capftulos siguientes.
6.1 La funcién v y las digraficas selectivas
Sea G una gréfica y
r:EG)—1{1,..49}

una coloracién de las aristas de G.
Definicién 6.1 Para cada z € V (G), sea

v(z,G,I) =T [E(G)]| - IT[E (G \ {=z})]]-

Es decir, v (z, G, T') es el nimero de colores en (G, I'] que aparecen exclu-
sivamente en las aristas incidentes al vértice z.
Asi podemos ver que
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Observacién 6.1 Pare cada z € V(G),
v(z,G,T)>n

st y solo st existe
{z1,., 2} € Ne (2)
tal que:

i) Dadosi, jeN talesque 1 <i<nyl<j<n,siiz ] entonces
I'({z,z:}) #T ({z,2;}).
#) Dada i € N tal que 1 <i < n, para toda e € E (G \ {z}) sucede que
I'e) # ' ({z,2z:}) .
Observacién 6.2 Para cada z € V (G),
v(z,G,T})=n

st ¥ sdlo si existe
{xlr"‘lxﬂ} g NG ('T')
tal que cumple i) y i) de la observacidn 6.1 y ademds
#i} Para toda y € Ng () \ {21, ..., Tn} ocurre una de dos cosas:

a) Para algini e Nfal que 1 <i<n

F({.’B,y}) = F({lei}) :

o bien
b) Para alguna e € E (G \ {z})

I'{{z,y}) =T(e).
A partir de las observaciones anteriores tenemos la siguiente

Definicién 6.2 Sea z € V(G). Un subconjunto W C Ng (z) se dird que es
un (z,G,T)-conjunto selectivo si:

t) |W|=v(z,GT).

i) Todas las {z} W -aristas estan coloreadas con colores distintos.

iit) Tode {z} W -arista tiene un color que no aparece en [G\ {z},T}.
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Es decir, dados los v (z,G,T") colores que sélo aparecen en aristas in-
cidentes a z, escogemos , por ejemplo {:z,y.-}iz]'c'm, v(z,G,T} aristas in-
cidentes a z, cada una de distinto color, y cada una con alguno de esos
v(z,G,T) colores que sélo aparecen en aristas incidentes a z. Asi, el con-
junto de vértices

{yl ) ---,'yu(z,c,r)}
es un (z, G, I')-conjunto selectivo.

Para cada z € V (G) sea
S(z,G,T)={W C Ng(z): W es un (z,G,T)-conjunto selectivo} .
Asf entonces

Observacién 6.3 Dadosz € V(G) yc € T [E(G)] talquec ¢ T[E (G \ {z})],
para cada W € S {z,G,T) ezistey € W tal que

I'{{z,9}) =

Utilizando los conjuntos selectivos de los vértices de G, podemos definir
la familia de digraficas siguiente:

Definicién 6.3 Una digrdfica D serd denominada una (G,T')-digrdfica se-
lectiva si cumple con:

i) V(D)=V(G)
i) Si V(G) = {z1,...,Zn}, entonces existe una familia de n subconjuntos
de V (G)
Wy s War),

tal que para cada z; € V (G)
Wz‘ € S(zg,G,l")

FD)= |J {(za:uew,}.
e V{G3)
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En otras palabras, cada (G,I")-digrafica selectiva se define escogiendo
para cada vértice z de G, un (z, G,T’)-conjunto selectivo Wy, y a partir de
esto,

zU € F (D) siy sélosiu€ W,.

Por simplicidad y a menos que resulte ambiguo, diremos que una (G, I')-
digréfica selectiva D esta definida por la familia

(WP .z V(G))

de conjuntos selectivos.
Al conjunto de todas las (G, T')-digréficas selectivas lo denotaremos como

DS (G,T).
De todo lo anterior, es importante resaltar lo siguiente:
Observacién 6.4 Dada D € DS (G,T) definida por la familia
(WP :zeV(G)},
tenemos que:
i) Para todo par z,y € V (D),
Ty € F (D) siysolo siye WP.
it} Para todo z € V (D),
d}, (z) = v(z,G,T).
Finalmente
Definicién 6.4 Para cadaY C V (G), sea

v(¥,G,T) = T [EGN - T [B(G\Y)].

Es decir, v (Y, G,T') es el mimero de colores en [G,T'] que desaparecen en
{G\Y.T]. Obsérvese que si Y = @, entonces v (Y, G,T") = 0.




6.1.1 Sobre [G,I] y las (G,T')-digrdficas selectivas

En toda esta seccién, sean G una gréfica;
L:E(G) - {1,-a}
una coloracién de las aristas de G
ceT[E(G) y C={ecE(G):T(e)=c}.

Lema 6.1 Las siguientes proposiciones son eguivalenies:

i) C = {{z,y}}.
ii) Para toda D € DS (G,T)

7y, 5% € F (D).
iii) Briste D € DS (G,T) tal que

Prueba.
i) = ii) Sea C = {{z,y}} y D € DS(G,T) definida por la familia

{(WP:zeV(G)}

de conjuntos selectivos.

Vemos que
c¢T[E(G\ {=})]
y por tanto (observacién 6.3) existe z € W2 tal que
I'({z,z}) =¢,

y claramente z = y, entonces Ty € F (D).
La demostracién de que y € F (D) es andloga.
i) = 1), Se sigue.
#it) = i}. Sea D € DS (G,T) definida por la familia
WP zev(G)}
de conjuntos selectivos tal que

7Y,y% € F (D).
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Entonces por definicién
T € Wf y y€ Wf ,
por lo que

T({zy})) ¢TEG\ N v T{zy}) ¢TIEG\{=})]

de donde se sigue que
C = {{=.y}}
|

Habiendo caracterizado el caso en que |C] = 1, en lo que sigue sea |C] = 2
v D una (G, T)-digréfica selectiva definida por la familia

{Wz‘o czeV(G)}.

Lema 6.2 Si zy € F (D) entonces

L= ﬂe.

eclC

Prueba. Si zy € F (D) entonces tenemos que ¥ € W2, por tanto para toda
ec E(G\ {z})
T{{z,y}) #T (e)

y se sigue el resultado. |
Lema 6.3 Sean 77,700 € F (D) con {z,y} # {z,w} . Entonces

I ({z,y}) # T ({z,w}).
Prueba. Supongamas que

F({zy}) =T({zu})=c

Por el lema 6.2 se sigue entonces que

z=(Ne=2

esC
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por tanto
5, 5% € F (D)

y asi
y,we W,

lo cual por definicién implica que

T ({z,y}) # T {{z,w})

y legamos a una contradiccién.
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6.1.2 Las grdficas subyacentes
En toda esta seccién sean G una gréfica;
r:E(G)—{1,..q}
una coloracién de las aristas de G;
¢ceTEG) y C={ecE(G):T'(e)=c}.

Lema 6.4 C = {{z,y}} s y s6lo si para toda D € DS (G,T) se cumple que
{z,y} € E (g [D]) ,donde g [D] es la grifica subyacente de D.

Prueba.

=) Si C = {{z,y}} entonces (lema 6.1) para toda D € DS(G,T) se tiene
que
), y¢ € F (D)

y por tanto {z,y} € E(g[D])-
<) Esta implicacién la demostraremos por reduccién al absurdo.
Sea |C| > 2y {z,y} € C tal que para toda D € DS(G,T)
{z.y} € E(g[D])-
Entonces para toda D € DS(G,T") se tiene que
FHeF(D) 6 WeF(D),
y como Z # y, por el lema 6.2 se sigue entonces que:

Para toda D € DS (G,T) se cumple que 73 € F (D},

Para toda D € DS (G,T) se cumple que 32 € F (D).

Sin pérdida de generalidad supongamos que para toda D € DS (G,T) se
tiene que Ty € F (D).
Si este es el caso, entonces para todo W € S (z,G,T)

yeEW,
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lo cual implica que no existe z € V (G) tal que {x,z} € C, pues de lo
contrario, dado cualquier {z,G,TI')-conjunto selectivo W tdl que y € W, el
conjunto
W= (W\ {yhu{z}
serfa también un (z, G, I')-conjunto selectivo.
Asf JC| = 1 y se demuestra esta implicacién. [ ]

Nuevamente, habiendo caracterizado el caso en que |C| = 1, en lo que
resta de la seccién supongamos que |C| > 2.
Ademés sea D una DS (G, T)-digrdfica selectiva definida por la familia

{Wf 1L € V(G)}

y g [D)] su gréfica subyacente.
Nétese que como D € DS (G,T), entonces g [D] es una subgréfica de G
y podemos considerar a

[&{D].T] y T[E(gD])].
‘Lema 8.5 c € I'[E (g[D})] si y solo si existe z € V (G) tal que

z=(e
ecC

Prueba .
=) Sea ¢ € T'[E (g [D])]. Entonces existe {z,y} € E (g{D]) tal que

F({zyh)=c
Como {z,y} € E (g[D]) entonces
Zge F(D) 6 yEeF(D),

y por el lema 6.2 se sigue que

m:ﬂe 6 y=ne.

eeC ecC

<) Sea z € V (G) tal que

X = ne

ecC
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y denotemos a los elementos de C como {z,y%} coni =1,...,|C|.
Claramente, el color ¢ no aparece en [G \ {z},I] por tanto {observacién
6.3) existe 1 € N con 1 < ¢ £ |C] tal que

v € W,D
y asi
Ty € F (D)
por lo que
{z.u} € E(g[D])
de donde se sigue el resuitado. |

A la Juz del lema 6.5 podemos ver que

Lema 6.6 Sea {z,y} € E(g[D)]) tal que T ({z,y}) =c¢. Si

I=n€

e’

entonces

zge F(D) y yE¢F(D).

Prueba. Del iema 6.2 se sigue que si

:z:=me

ecC
entonces
vd ¢ F (D),
pues si no,
r= n e=y.
eeC

Y como {z,y} € E (g (D]) entonces no queda otra opcién que

zy € F(D).

102




Lema 6.7 Para cada z € V (g[D))
dgip| (z) = v(z,G,T) +dp ().
Prueba. Dada z € V (g [D}]) tenemos por definicién que
dyipy (x) = df; (z) +dp (z) — [NF (2) N N (2)].

Ahora bien,
dp (z) =dp (z) - |N§ (2} N N (z)]
y {observacién 6.4 i) )
dp (z) = v (2,G.T)
de donde se sigue €l resultado. [

Lema 6.8 .
i) (g [D],T] es heterocromética.
i) |E(g[D))| < IT[E(G)]I

Prueba.
i) Supongamos que [g [D],T] no es heterocromdtica. Entonces sean

{z,y} {z,w} € E(g[D])

tales que
T({z.y}) =T'({z,w}) eT{E(g[D])].
Por el lema 6.5 vemos, sin pérdida de la generalidad, que

x=ne y z=uz
ecC
Asf, por el lema 6.6 se sigue que
weF(D) y TWeF(D)
por lo que {y,w} C W2 y por tanto

I'({z,y}) # T ({z,w})

lo cual es una contradiccidn.

ii) Dado que g[D)] es subgréfica de G y que {g[D],T] es heterocromsética,
el nimero de aristas de g [D] no puede exceder el nimero total de colores de la
coloracién I"en G. n
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Lema 6.9 Sex {y,w} € E(G)\ E(g[D]} tal que
I({v.w}) eT[E(g[D))].
+ Entonces existen 2 € V (G) y D' € DS(G,T) tales que la grifica subya-

cente g [D'] se define como:
V(gD =V{g(D])

/)
E@g[D) = (EED)\ {z )V {v,w}}
é
E (D)) = (E( D)\ {{z.w}}) U {{y,w}}.
Prueba. Como

F({y,w) eT[E(g[D])) vy {v.w}eE(G)\E(g[D)

entonces existe {v,z} € E (g[D]) tal que
F'({y,w}) =T ({v,2}).

Por el lema 6.5 vemos, sin pérdida de generalidad, que existen dos posibili-

dades, a saber

v=ne y v=y
e

é
v=ne y v=u.
eeC

Supongamos que y = v.
Por el lema 6.6 vemos entonces que

v =2 € F(D)
por lo que
zve.

Ahora bien, como

F{{y,w}) =T ({y,2})

104




entonces el conjunto
W, = (Wf \ {z}) U {w}
es un (y, G, T')-conjunto selectivo y asi, la digréfica [’ definida por la familia
(w2 :ze v\ {WPhHu{w}

es una (G, T')-digrafica selectiva tal que su gréfica subyacente g [D] esta
definida por

V(glD)) =V (glD])
E(g[D) = (B DN\ {{z, v} v {{y,w}}

Para el caso en que w = v, con una demostracién andloga llegamos a que

E(g[DY) = (£ DD\ {{z,wiHU{{w,3}}- - =
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6.2 La funcién v y las subgraéficas de GG

Sean G una gréfica y
r:E(G)—{1,..q}

una coloracién de las aristas de G.
Dada G’ una subgréfica de G tenemos la siguiente

Definicién 6.5 Para cadaz € V (G') sea
v(z,G'\T) = |CE(G)]| - T [EG\ {=}DIl,
y para cada Y C V(G'), sea
v(¥,G'\T) =T [EG) - [FIEG\Y)].
Lema 6.10 Para toda z € V (G')
v(z,G'\ 1) =v(z, G Ta).
Yparatodo Y CV(G)
v(Y,G\T) =v(Y,G"'Ta).

Prueba. Dada
Lo : E(G'} = {(1,...,q}

la restriccién de T en E{G'),
FEG))=Te(E@G); TEG\{eh=Ta[EG\{z})
h 4
ME(G'\Y)] =T {E(G'\Y)]
de donde se sigue el resultado. |
Asi pues
Deftnicién 6.6 Sea x € V (G'). Un subconjunto W C Neg: (z) se dird que
es un (z, G',T')-conjunto selectivo si cumple con:

i) |W|=v(z,GT).
i) Todas las {z} W -aristas estan coloreadas con colores distintos.
iii) Toda {z} W -arista tiene un color que no aparece en |G’ \ {z},T}.
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Para cada z € V (G} sea
§5(x,G',T') = {W C Ng:(z) : W es un (z,G,T)-conjunto selectivo}
Por el lema 6.10 vemos que para cada z € V (G')

S(z,6.T) = §(z,& Te).

Definicién 6.7 Una digrdfica D serd denominada una (G',T')-digrdfica se-
lectiva si cumple con:

i} V(D) =V (F)

1) St V(G') = {1, ..., Za}, entonces existe una familia de n subconjuntos
de V (G')
{We,.... W2},

tal que para cada z; € V (G')
W, € §(z:;,G".T)
FD)= |J (ZR:ueW.}.
=EV(G)
Al conjunto de todas las (G', I')-digréficas selectivas lo denotaremos como
DS(G,1).
Andlogamente vemos que

DS(G',T) = DS(G',T's).
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Lema 6.11 Sea {z;,..2m} C V(G). Para toda y € V (G) \ {z1,...Zm} se
cumple que

v{{z1,12m,¥},G,T)
=v({zy,....2m}, G T)+ v (¥, G\ {z1, .- Zm},T).

Prueba. Por definicién
v{{z1, - 2m}, G, T) = L {E(G))| - T [E (G \ {21, ., Zm})]|
y para cada y € V (G) \ {z1,...Tm}

v(y,G\{zy,....,zm},[)
= [T[EG\ {z, .. 2u})ll - [T [E (G \ {23, e, Zm, y})]]

por tanto
v{{z1,..-.Zm} , G, ) +v(y,G\ {21, ...2m} , T}

IT(E (@)} ~ IT[E(G\ {21, .. zm})]}

+ICE G\ (=1, .am])| = [T [E (G \ {21, ..., y})]]

IT(E (@) - IT [E(G\ {1, .tm, y})]]
y como por definicién
4 ({:B], “':mmxy} rG: P) = |F [E (G)]I - Ir [E (G\ {31:---,1‘m,y})]|
se sigue el resultado. u
Lema 6.12 Sea {x,,..zm} C V(G). Entonces

v({z1,..zm} G, ) = Zu(x,—,G\{:cl,...,:r:,-..l}.,l")

=1

Prueba. Por el lema 6.11 sabemos que para cada i € Ncon1 < i < m
sucede que

U({.’Bl,...,.’]:"} ,G,F)
= v({{z1,...,Ti1},G D) + v (z;, G\ {21, ..., 2:i4},T)
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por tanto para cada i € N con 1 € i € m se tiene

V(.’u"g,G \ {I],...,Ii...]} ,P)
= v({{z1,...x:},GT)=v({{z1,...,2:-1},G,T).

Asi
m

> v{zi, G\ {z1,- Tia},T)

i=1
m

E (V ({.’151, ...,1‘:,'} ,G, 1") - U({.’L‘l, ...,I.'..l} ,G,F))

=1

(v(z.,G.T)—v(®,G.T)) + (v({z1,22} ,G,T) — v (2,,G,T))

]

+o+w{{z1, . 2m} G T)—v({z1, -, T }, G, T)) .

Reordenando los sumando tenemos entonces que

ZU(I{,G\ {xl,...,z,-_l} ,P)
=l
= —v(@,G.)+ (v (z,G,T) —v{z,G,T))

+( ({z1,2},G,T) — v ({21,2,} ,G,T)
tor+ W ({21, 0 Tme1}, G T) = v ({21, oo, Zmon }, Gi T))
+v({21,.,Tm} ,G,T)

= v({z1,%m},G,T) = v(0,G,T)

= v({z1,..,%m},G,T)

y se sigue el resultado.
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Lema 6.13 Sea G’ una subgrifica de G. Dada xz € V(G'), si W es un
(z,G,T)-conjunto selectivo, entonces

WAV(G) < vz, D).

Prueba. Sea z € V(G’) y W un (z, G, I')-conjunto selectivo.

Por definicién, todas las {z} W-aristas estdn coloreadas de colores distin-
tos y toda {z} W-arista tiene un color que no aparece en [G \ {z},T].

Asf, considerando la coloracién

Te: E(G)—{1,...q},

en particular todas las {z} (W N V (G'))-aristas estan coloreadas de colores
distintos y toda {z} (W NV (G'})-arista tiene un color que no aparece en
[G"\ {z}.Tc]. '

Es decir, en la subgrdfica G' existen cuando menos {W NV (G')] vértices
en Ne: (z) , que denotaremos como

{31, ---.$|wnv(c.")|} '

tales que:
i)Dados i, j ENeon 1 <i < [WNV(GQ)y1 i< |WnV(G), st

i # j entonces
To ({z,2:}) # Cer ({7, 7;}) .

i) Dadai€ Ntal que 1 <i < [WNV(G), para toda e € E(G'\ {z})
sucede que

Lo (e) # Tor ({2, %))

(Dibujo 6.1).




Asf (observacién 6.1)
v(z,G'\Te) 2 |WNV(G)
y por el lema 6.10 se sigue el resultado. |

Lema 6.14 Sea G' una subgrdfica de G. Para toda z € V(G') se cumple
que
v(z,G.T) € v(z,G T} +dc(z) - de (z).

Prueba. Sean z € V (G') y W un (z, G,T')-conjunto selectivo.
Como

W]=WAV(G) +WnV(G)

y
W\ V(G)] £ dg(z) —dgr (z)
entonces
W| < |WnV(G)| +dg(z) —de (z).
{Dibujo 6.2).

Dibujo 6.2

Por otro lado, por el lema 6.13 sabemos que
WnV(G)| <v(zG.T),
¥ entonces
|W1 <v (1’;, G’, F) + da (1:) - dgr (I) -
Por 1iltimo, como por definicién
IWI = U(z’ Gi F) ’

se sigue el resultado. |

111




6.3 Y sobre el niimero heterocromadtico...

Ahora veremos la relacién existente entre los conceptos presentados hasta
ahora en este capitulo, con el nimero heterocromético lineal.

Sea G una gréfica y C una clase de graficas. Al niimero heterocromético
lineal de G con respecto a C lo denotaremos como

H(G,C).

En lo que sigue, sea I' una coloracién de las aristas de G tal que
I'e C(G,C), D una (G,TI')-digréfica selectiva y sea G' € C(G).

Lema 6.15 Sea x € V(G) tal que C(G\ {z}) # 0. SiT € C*(G,C) en-
tonces

v(z,G,T) > H(G,C) - H(G\ {z},C).

Prueba. Sea z € V(G) tal que C(G\ {z}) #8y T € C* (G,C).
Como I" € C* (G, C) entonces, por un lado

IT[E(GN = H (G,C) -1,

y por otro lado, [T, G \ {z}] es libre de copias heterocrométicas de elementos
de C, por tanto

[CIE@G\ {=})]| < H(G\ {z},C) - 1.

Asf
v(z,G.I) = [C{E(G)|~IT{E(G\ {=})]
= H(G,C)-1-|L[E(G\{z})]l
2 H(G,C)-1-(H(G\{=z},C)-1)
= H(G,C)—H(G\{ﬂ:},C)
¥ se sigue el resultado. |

112




Lema 6.16 SeaY C V(G) tal que C(G\Y) # 0. SiT € C*(G,C) en-
tonces

v(Y,G,T) > H(G,C)— H(G\Y,C).

Prueba. SeaY CV(G) tal que C(G\Y)#£0yT e C*(G,C).
Como I' € C* (G, C) entonces,

IC[E(G)]| = H(G.C) -1

y por otro lado {G \ Y, '] es libre de copias heterocrométicas de elementos de

C, por tanto
ICEG\Y))| € H(G\Y,C) -1

De manera andloga al lema 6.15, se sigue el resultado. |
Lema 6.17 Sea Y C V(G) tal que C(G\Y) = 0. SiT € C*(G,C) en-

tonces

v(Y,G,T) 2 H{G,C)-1-|E(G\Y).

Prueba. Sea Y CV (G) talque C(G\Y) =08yl € C*(G,C).
Como I' € C* (G, C) entonces,

IT[E(@G)]l = H(G,C) - 1;
y por otro lado
ITEG\Y)]| < IE(G\Y)].
Asf

v(¥,G,I) = IT[E@)-IT[EG\Y)]
H(G,C)-1-[F[E(G\Y)]|

H(G,C)-1-|E(G\Y)|

AV

v tenemos el resultado. u
Lema 6.18 La grdfica g [D] es libre de subgrdficas isomorfas a G'.
Prueba. Como (lema 6.8 i) ) [g[D],I] es heterocromético y g[D] es sub-

gréfica de G, si existiera una subgréfica de g [D] isomorfa a G, entonces en G
existirfa una copia heterocromético de G’ lo cual es una contradiccién. |
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Lema 6.19 Sea z € V (G) y W un (z,G,T')-conjunto selectivo. Entonces
en [G [W],T] no eriste una copia heterocromdtica de G’ \ {z}.

Prueba. Demostraremos este resultado suponiendo que es falso.
Sea z € V(G) y W un (z, G,I")-conjunto selectivo tal que en [G [W],T]
existe una copia de G’ \ {x} heterocromética (Dibujo 6.3).

Dibujo 6.3

Por definicién de W, todas las {z} W-aristas son de dlstmt.o color y de
colores que no aparecen en [G \ {z},T)].

Asi, en la subgréfica de G inducida por W U {z}, y por tanto en |G, T],
existe una copia de G’ heterocromética lo cual es una contradiccién. [ |
Lema 6.20 Si existe una subdigrdfica D' de D tal que

gD +ay =@,
donde {x,y} € E (G), entonces
i () + dp (3) < dgion (2) + dygon (8).
Prueba. Sea D' una subdigrdfica de D que tal que
gl +ay =G
y {z.y} € E(G).
Como (lema 6.8 i) ) [g[D), I'] es heterocromaético, entonces también lo es

[&[D).T],y dado que
gD +zy=d
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entonces debe suceder que

I'({z,y}) eT[E(g [D’])]-
Sea pues {z,w} € E (g[D']) tal que
['({z,y}) =T ({z.w}}.

Sin pérdida de generalidad, por el lema 6.5 vemos entonces que

z=ne y z=z,
ecC

y asi (lema 6.6)
rweF(D) y wi¢F(D)
de donde
dp: (2) < dgior) ()
y se sigue el resultado.
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Capitulo 7

COMPLETAS
EN GRAFICAS COMPLETAS

Dadom € Nconm > 3, sea
Kn =(V (Kn),E(Kn))

la gréfica completa de orden m.

Dados n,g € N tales que n > ¢ > 3, denotemos como H (K, K;) el
ndmero heterocromético lineal de K, con respecto a la clase de gréficas
C={K,}.

Aquf demostraremos que para todon € Ny g € N tales quen > q > 3,
se cumple que

_Jn 8i ¢ = 3;
H (Ka, Ky) = { dg_y (n) + 2 en otro caso.
donde dg.) (n) es el méximo nimero de aristas de una gréfica de orden n
libre de subgréficas isomorfas a K_;, también llamado el mimero de Turdn
de Kq-l.
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7.1 El nimero heterocromdtico H (K, K;)

7.1.1 La cota inferior
El caso ¢ = 3.

Lema 7.1 Para todan € N tal que n > 3, tenemos que
H (Ka, K3) 2 n.

Prueba. Este lema lo probaremos exhibiendo una (n — 1)-coloracién de
E (K,) libre de K3 heterocrométicos.
Sea
V (Ka) = {21,120}
y consideremos la coloracién
I':E(K,) —{1,..,n—1}
donde para cada {z;,z;} € E(K,),

r({zi:"cf}) = min {"!J} .

Veremos ahora que I' es una coloracién libre de K3 heterocromdticos, es
decir, que
FeC(K,, Ks).

Sea G una subgréfica de K, tal que G = Kj. Para fijar ideas, sea
V(G) = {zi,z;,zx}
y sin pérdida de generalidad, supongamos que
i =min{i,jk}.

Asf
T ({zi,z5}) =T ({zi, za}) =1
y por tanto G no es heterocromdtico.

Entonces
H(Kn K3) >n—1

y se sigue el resultado. ]
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El caso g > 4.

En [17] y [18] se establece una condicién suficiente para que una gréfica de
orden dado n, contenga & K,, como subgréfica en términos del nimero de
aristas en la gréfica, a saber:

Teorema 7.1 Sean n,m,r y t nimeros enteros tales quen > m > 3 y
n=(m—1)t+r dondel <r<m-—1. Sea

i) = (22 ) )+ LD,

Ademds, denotaremos como A (n,m) a la grdfica de orden n con la siguiente
estructura: los vértices estdn particionados en r clases det + 1 vértices cada
une y m —r — 1 clases de t vértices cada una. Las clases son ajenas 2 a
2, y dos vértices de la grdfica son adyacentes si y sdlo si no pertenecen a la
misma clase. & (n,m) contiene exactamente d., (n) aristas.

Cualquier grifica con n vértices y mds de dy, (n) aristas contiene al menos
un K,, como subgrdfica, al igual que cualguier grifica con n vértices y exac-
tamente d,, (n) aristas que no sea isomorfa a A{n,m).

Observacién 7.1 Notese gque

dm (n) = (?%-——_-21—)-) (n® —re(n,m - 1)%) + (re (n,;n— 1))

Lema 7.2 Para todo par n,q € N teles quen > g > 4, se cumple que
H(Kn K,) 2dy1(n)+2.

Prueba. La prueba de este lema la realizaremos mostrando una c-coloracién
de E (K,) con
Cc = dq—l (ﬂ.) + 1,
que es libre de K; heterocromaticos.
Consideremos a

Vi, .. V-a}
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Caso 1. Existei e Ncon 1 <7< g—2 tal que
[V (G)NV (Gi)| = 3.

En este caso, en E (G) existen al menos 3 aristas de color 1, a saber,
las que también pertenecen a E (G;).

Caso 2. Existeni,j € Ncon1 <1< qg—2y1< j<g— 2 tales que
VGnvG)=22 y IVGNVG) z2

Entonces en E (G) existen al menos 2 aristas de color 1, a saber, las
aristas contenidas en E (G;) y E (G,}.
En ambos casos, el conjuntos £ (G) tiene al menos 2 aristas de un mismo
color, por tanto G no es heterocromstico.
Ast,
H(Kn, K,) >dg-1(n) +1
y se sigue el resultado. ]

El subcaso n=q 2 4.

Lema 7.3 Dada g € N tal gue g > 4, tenemos que
H (K, Kg) = dgo1 (g) +2.

Prueba. Dada ¢ € N tal que g > 4, claramente se cumple que

H (K, Ko) = (g)
Ahora, calcularemos dy-1 (¢) + 2, y lo haremos en dos casos.
Caso 1. g=4.

Si g =: 4 entonces e (4,2) = 0, y asf vemos (observacién 7.1} que

dy(4) +2 = G) (16)+2=6 = (‘;)
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Caso 2. g 2> 5,

Si g > 5 entonces re(g, g — 2) = 2, y asf (observacién 7.1)

g—3 2 2
d,- = | &—— | {¢* -
= (?)(q+2)+3
= q(¥)+q—3+3
= of1=1
- ()
de donde se sigue el resultado.
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7.1.2 La cota superior
El caso g =3

Lema 7.4 Sean € N tal quen > 3 y ' € C (K., K3). Entonces para cada
z e V(K,)
vz, K. T) <1

Prueba. Sean n € N tal que n > 3, T una coloracién de E (K,) y supon-
gamos que existe z € V (K,) tal que

viz,Ka,T) 22
Si v(z, Kna,T') > 2 entonces (observacién 6.1} existen
z1,%3 € Nk, (z)
tales que
I ({z,2:1}) # T {{z,2:})
y para toda e € E (K, \ {z}) sucede que
L) #TC({z.m}) y Tle)#T({z z2})
Siguiendo esto, como {z1,z2} € E (K, \ {z}) entonces
F({zvz) #T({z.2)) ¥y D({or2)) #T{({z.7))
(Dibujo 7.1).

K\ %}
Dibujo 7.1
Asi pues, la subgréfica G de K, inducida por {z, z,, z; } es heterocromética

y G 2 Kj;, por tanto
T'¢ C(K,, Ks).
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Teorema 7.2 Sean € N lal que n > 3. Entonces
H (Ko, K3) =n.

Prueba. Por el lema 7.1, para probar el teorema basta mostrar que
H (K, K3) <n.

La prueba de esto la realizaremos por induccién sobre n.
1. n=3
Claramente,
H(Ka,K:;) =3 S 3.

2. Sean > 4.
Supongamoes que para toda m € N tal que 3 £ m < n, se cumple que

H(Km, K3) __.<_ m.

Sea I € C* (K, K3). Como en particular, I' € C (K, K3) entonces por el
lema 7.4 sabemos que para toda z € V (K,,),

v(z, K, T) <1
Ademiss, como
FreC'(Ku,Ks) y n—-12>3,
entonces por el lema 6.15 vemos que para toda x € V (K,,) se tiene que
H(K,,K3)— H(K.-1,K3) < v(z, K, T).

Por tanto
H(Kn;KS) S H(Kn—11K3) + 11

que por hipétesis de induccién implica que
H(Kp,Ky)<{n—1)+1=n

y se sigue el resultado. L

123




El caso g > 4

Algunos lemas técnicos.

Lema 7.5 Seann,m € N tales que n > m > 3. Entonces

Prueba. Supongamos que

m—2

in ) > (5255)-
Como (observacién 7.1)

dm (n) = (2—(%%) (n?* —re(n,m—1)%) + ("e ("'afzn -1)

entonces se sigue que

(re (n.;n— 1)) > (5%1_2_1)) re(n,m - 1)°,

:?) re{n,m—1).

re(n,m—-1)—-1> (m,
m
De esto ltimo se sigue que
refnm—=1)(m-1)=-(m-1)>re(n,m—1)(m—2)
¥ entonces
re(n,m—1)>(m~-1)
lo cual es una contradiccién.
Ahora, para todo par n,q € N tales quen > ¢ > 4 sea

g{n,gl=n—-1-— [-;’f;—_l
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Lema 7.6 Sean n,q € N tales que n > ¢ > 4. Entonces
dg-1(n) —dy1 (n—1) =g (n, 9}
Prueba. Por la observacién 7.1 vemos que

dg-1{n) —dq-1{n—1)

(2_?(}——_?2_)) (n? —re(n,q~2)%) + (’”e (n, ; -~ 2))
- (%:37)) (n—1)"—re(n—1,g-2)") - (re(n-21,q__ 2))

973 N2 re(ng—22—(n—1)72+re(n—1,q—2)°
(355) 0 - retma =2~ (= 1"+ ren = 1.9 2))

+(re(n,2q—2)) _ (re(n—;,q—2))

g-3 2 2
('2@;_—2)) (2n—1+re(n—1,¢g~2)" —re(n,g-2)°)

+(re(n,;-—2)) _ (re(n—-;,q—2)).

Asf tenemos los siguientes 2 casos:

Caso 1. re(n—1,g—-2)=re(n,g-2)-1.
Aqui tenemos que '

dort (7) = dg-1 (0= 1)
(_q__?__) (2n—1—2re(n—1,9—2)—-1)+re(n—1,4-2)

(3 3) (n—-1—-re(n—-1,g—2))+re(n—1,q—2)
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= (1_5'1'_2) (n—1-re(n—1,¢~2)) +re(n—1,g—2)

—1—re{n—1,g—2
= n—l—re(n—l,q—Z)—(n re (n g ))

qg—2
+re(n—1,9 — 2}

 pe1- (n—l—re(n—l,q—2))
qg-2

- n—l-*l:T_;-Jr-g(“,Q)-

Caso 2. re(n—1,g—2)=q¢-3 y re{n,g—-2)=0.
En este caso, entonces

dg-1{n) ~dg-1(n 1)

_ ( g-3 )(2n_1+(qﬂ3)a)_(q—3)(q—4)

2(g-2) 2
_ (. 9-3 - oy (@-3)(g-4)(¢—-2)
- (sh=g) o1+ @9 - 505
_ qﬁa(2n—1+(q—3)2—(q—4)(q-2))
. 2 g—2
I Sk A WY Gk WY P S
- 52 (Z) () - 0-7)
e pe " opoq_nmle=2)
g-—2 g—2
n-1-(g—3) n—1-re(n-1,q-2)
= n-—1 =2 =n-1- 12
n—1
= nﬁl—lq_2J=g( 9)
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Lema 7.7 Seann, g € N tales qguen > g > 4.
i) Si ¢ = 4 entonces g(n,4)+1 > 3.
i) Siq > 5 entonces g(n,q) +1 > q.

iiz’)g(n,q)+1>n(%§%).

Prueba.
i) Por definicién

2

amt) = 2.

2

g(nd)=n—1— l”_lj

y por tanto

Asi, como n > g y ¢ = 4 entonces

g@%@+1z[§1+1=&

i) Demostraremos este resultado suponiendo que es falso.
Sean n > ¢ > 5 tales que

gln,g)+2<¢

Entonces

v
=]

+
|

Por lo tanto
g{g—2) 2 (n+1)(g-2)—n+1
= ng—~3ntg-—1
= n(g—3)+g-1
g{g-3Y=2n(g—3)—1
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de donde se sigue que

>n !
gzn-

pero 1. > ¢ 2> 5 lo cual nos lleva a una contradiccién.
i) Nuevamente, por definicién

glng)=n—-1- E%;J

¥y por tanto

n-1 re(n—1,¢g+ 2
g(n,q) = n-1- ( 4+2)
g—2 q+2
n 1
> B [ T
2 n-1 =2 7-32

de donde se sigue el resultado. u

Lema 7.8 Sean ng € N, h y [ dos funciones reales con dominio en el con-
Junto de nimeros enteros {n: n > ng} y co una constante. Si tenemos que:

i) h{no) = f(na) +co ¥
it} Para todan > ng

hin+1)=~h(n) < fln+1)—f(n),
entonces para tode n > ng tenemos que
h(n) < f(n) +co.

Prueba. Demostraremos este resultado por induccién sobre n > ng.
1. n = ng.
Por i} sabemos que ki (np) = f {ng) + co ¥ por tanto

h{ng) < f(na) + co.
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2. 8ean+1>ng.
Supongamos que para toda m € N tal que ng £ m < n+ 1 se cumple que

h(m) £ f(m) + cp.
Por i) vemos que
h(n 1) —h(n) < f(n+1) =1 (n),

por tanto
An+1)—f(n+1}<h(n) - f(n).

Ahora bien, por hipétesis de induceién
hin) < f(n)+co

de donde se sigue que
h(n) - f{n) < co.
Asf pues
h(n+1)— f(n+1)<h(n) - f(n) < co
por lo tanto
hin+1)— f(n+1) <c.

En las digréficas selectivas de una coloracidn.

En esta seccién analizaremos las coloraciones méximas de £ (K,) libres de
K, heterocromdticos, es decir, las coloraciones I' de E (K,) tales que

TeC (KnK,).

Analizaremos solamente los casos en que n > ¢ > 4, ya que el problema
en el caso en que n = ¢ > 4 esta resuelto en el lema 7.3.

Para empezar, dados n,q € N falesque n > g > 4, sea

vt (Kn, Ky) = maz {min {v (2, K,,T}) 1z € V(K,)} : T € C* (K, Kj)}
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Lema 7.9 Sea ¢ € N tal que ¢ > 4 y supongamos que para todan € N tal
que n > ¢ se cumple que

v (Kn, Kg) < g(n,q).
Entonces para todan € N tal que n > g,
H{Kn, Kg) =dgy (n) +2.

Prueba. Sea ¢ € N tal que ¢ > 4 y supongamos que para toda n € N tal
que 11 > ¢ se cumple que

v (K Ko) < g (naq).
Para cada n € N tal que n > ¢, sea
'€ C* (Ky, K}
Por el lema 6.15 vemos entonces que para toda z € V (K,),
v(z, Ko Tn) 2 H(Ka, K;) ~ H(Kn-1, Ky) .
Por tanto para toda n € N tal que n > ¢ sucede que
v (Kn Kg) 2 H (K, Ky) — H (Kno1, Kg)
Asf pues, si para toda n € N tal que n > g > 4 se cumple
v (Kn Ko) < 9 (n,9),
entonces para todan € Ntalquen >g> 4
g{n,q) > H(K,,K;) — H(Ka_1,Ky) .

Ahora bien, por el lema 7.6 vemos que para toda n € N tal que
n > q > 4 se tiene que

dg-1{n) = dg-1(n—1) = g(n,q),
por tanto, para toda n > g > 4,

dg-1(n) —dg-1(n— 1) = H(Kn, Ky) — H (Kn-1, Ko} - (7.1)
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Por ofro lado (lema 7.3), para toda ¢ > 4 sucede que
H (K, Kq} =dg-1{q) +2. - (7.2)

Asi, aplicando el lema 7.8 a (7.1) y (7.2) tenemos entonces que para cada
n € N tal que n > g se cumple que

H(Kn, Kq) S dq‘—l (11) + 2
Finalmente (lema 7.2), como para toda n € N tal que n > ¢ > 4,

H(Ky, Kp)2dy1(n) +2

se sigue el resultado. o n

Lema 7.10 Seanne€NyqgeNtaesquen > g2 4 yT € C(K,, K,-1).
Entonces existe o € V (K,) tal que

2
v (zo, Ko, T) < o (H (Kn, Kg-1) — 2).

Prueba. Demostraremos este resultado suponiendo que es falso.
Seanne NygeNtalesquen> g >4,

F E C (Kﬂ: Kq-l)

¥y supongamos que para toda z € V (K,) sucede que
v(z, Ka,T) > %(H(K,.,K,_l) ~2).

Ademds sea D € DS (K,,T') y g|D] su gréfica subyacente.
Por el lema 6.7 sabemos que para toda x € V (g [D]) sucede que

dyip) (z) = v{(z, K, T) +d}, (z)

donde
dp(z)={ye V(K.): i@ € F(D) y 3y ¢ F(D)}|,
por tanto, si para toda = € V (K,) tenemos que

v(z, Kn,T) > %(H(K.,,Kq_l) ~9),
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entonces

E@D) = Y (”(x'KmFHdb(z))

2
zeV(glD])
2 (H(Ka,Kg-1) — 2} +dp (2)
>
2 V{glD]) ( 2 )
— Iv(gn[D])l(H(KmK_l)_z)+ Z (dbz(m)) ,

zeV{g|D})

y como por definicién
VED)=V(D) y V(D)=V(K.),
se sigue entonces que

|E (D > H (Kn Ket) =2+ Y (ﬂ?g) (73)

zeV(glD)}

Por otro lado, como I' € C (K, K,-1) entonces
IT{E (Kn)ll < H (Kn, K1) — 1,
y ademds ( lema 6.8 i) )
T (B (K] 2 |E(g[D]),

por lo que
H(Kn, Ko-1) =1 2 [T [E (Ka)]| 2 |E (8 [D])]-

Aplicando a esto dltimo (7.3) tenemos que

H(Kp, Kper) = 1

2 [P[E(Ku)I 2 |E(g (D)

> H(KnKer)—2+ 3 (de(x))

=€V {(glD])
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Yy por tanto & ()
¥ <1 (7.4)
2, 5)
|E (g [D))| = IT[E (Ka)]l = H (Kn, Kg-1) — 1. (7.5)
Asi pues, por (7.4) vemos que:

Nota 1. A lo sumo existe un wnico zo € V (g [D]) tal que d}, (zo}) = 1, y
para todo z € V (g [D]) \ {20} sucede que d}, (z) = 0.

Asl mismo, por la Nota 1 se sigue
Nota 2. Existe a lo mds un 3% € V (g [D]) tal que
wZ € F(D) y Zowo ¢ F(D).

Obsérvese que si ahora probamos que [K, \ {yo},I] es heterocromético,
como n 2> q entonces [Ky, \ {yo},T} contiene una copia heterocromética de
K4-1, lo cual implica que [K,,, '} contiene una copia heterocromética de K,_,
¥y por tanto

r ¢ C(Km Kq—l),

que contradice las hipStesis y demuestra el lema.
A continuacién veremos que {K, \ {yo} , '] es heterocromatico, y lo demos-
traremos suponiendo que es falso.

Sean e;,€; € E(Ky \ {yo}) tales que
C(e)) =T (e2).

Por el lema 6.8 i) sabemos que [g{D],I'] es heterocromético y por (7.5)
vemos que

|E (g [D]) = T [E (KA,
entonces todos los oolores de I' [E (K,)] aparecen en [g[D}],I] y por tanto

I'{e1) =T (e} eT[E(g[D))].

Sea pues {w,z} € E(g[D}), que sin pérdida de generalidad podemos
suponer {w,z} # e;, tal que

I'({w,2}) =T (e1).
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Por el lema 6.5, sin pérdida de generalidad, vemos que

w=[e€ E(Ka):Te) =T ({w,2}))
y asi, por el lema 6.6 se sigue que

GeF(D) y @¢F(D),
por tanto dj, {z) = 1 y entonces, por la Nota 1

Z = Ig,

y por la Nota 2
w = Yo,

pero como w € e, y por hipdtesis e, € E(K,\ {w}), se sigue que
w # 1p lo cual es una contradiccién. |

Teorema 7.3 Para todon € N y g € N tales que n > q > 3, se cumple que

L stg=3;
H (K, Kq) = { dy-1(n) +2 en otro caso.
Prueba.
Casol. n2>qygqg=3.
Por el teorema 7.2 se sigue este el resultado.
Caso 2. n>2qyq>4
Caso 2.l. n=qyg>4

Por el lema 7.3 tenemos el resultado.
Caso 2.2 n>¢qygqg>4.

Dada g € N tal que g > 4, denotemos como Prop(q) a la propiedad:

Pare toda n € Ntal que n > g, se cumple que v* (K,, K;) < g(n,q).

Obsérvese que si probamos que para toda ¢ > 4 se cumple Prop(q),
entonces por el lema 7.9 sabremos que para todan € Ntalquen > ¢ > 4

H(Kp K,) =d, (n) +2

y habremos probado el teorema.
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Asi entonces, probaremos que para toda ¢ € N tal que ¢ > 4 se cumple
Prop(q), y lo haremos por induccién sobre g.
1. Sea q=4.
Supongamos que Prop (4) no se cumple. Entonces existen € Nconn > 4
tal que :
v (Ka, Kg) 2 g(n,4)+1. (7.6)

Sean ' € C* (K, Ky) y zo € V (K,,) tal que
v(To, Kn,T) = ¢* (Kn; Ky);
y ademés sean D € DS (K,,,T) definida por la familia
{(W.:z eV (Ka)}

de conjuntos selectivos y G [W,,,] la subgrdfica de K|, inducida por el conjunto
de vértices W,,. Sobre esta subgrafica es que centraremos nuestra atencién.
Primero obsérvese que como

v(zo, Kn,T') 2 g(n,4) + 1,

entonces (lema 7.7 i) )
v(zo, Ky, T') 2 3. (7.7)

Asf
G [We] = K,

con p > 3, y como G [Wy,] es la subgréfica de K, inducida por W, entonces
(lema 6.19) G [W,] es libre de K heterocrométicos, es decir,

FG[W-o] eC(G [W,‘,] , K3).
Asf, por el lema 7.4 vemos que para cada z € V (G [W,])
v (z, G [We,] ’FG[W.O]) <1,
y por el lema 6.10 se sigue entonces que para cada z € V (G [Wy,])
v{z,GW,],I) < 1.
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Por otro lado, (lema 6.14) vemos que para toda z € V (G {Wy,]) sucede

que

viz, K, T) £ v(z,G Wy, T)+dxk, (2) - dG[Wzo] (2)
= v(z,G[Wy], T} +n-1-(V(G[Wz])|-1)

= v(z,G Wy, T) +n —v(xe, Ka,T).
Asf entonces, para cada z € V (G [Wy,]) tenemos que
v(z,Kn,T) <14 n—v(z, KaT).
Ahora obsérvese que si probamos que existe zp € V (G [W,,]) tal que
v(zo, Kn,T') £ 0 — v (zo, Ka,T),

como

| V(ZO: Kmr) 2 U(-'Bo, Kn,r)

se sigue entonces que

v (2o, Ko, T} £ 0 — v (xo, K, T)

y por tanto
[%J 2 v{rp, Ko, T).
Pero dado que
n-1 n
g(n,4)+1= [—2-_] +1> |.'§J ,
entonces

g{n,4) +1> v (20, Ka,T) = v* (K, K,)
lo cual contradice a (7.6) y probarfamos asf el caso ¢ = 4.

A continuacién demostraremos pues que existe z € V (G {W,]) tal que
vz, Kn,T) <n—v(ze, Ku,T),

y lo haremos suponiendo que es falso.
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Supongamos entonces que para cada z € V (G [Wy,]) sucede que
vz, K,,T) = 1 +n— v (zo, Ka,T}.

Dada z € V (G [Wa,)) ¥ €l (2, Kn, T)-conjunto selectivo W, , por el lema 6.13
Vemos que

[We NWo| = [W2 NV (G [Weo])] < v(z,GWao],T) < 1
lo cual implica que en la digréfica D estdn presentes todas las
{2} (V (Ko} \ W) -flechas
(las n — v (zo, Ky, ') flechas) y que
(W, "Wy, =1

Asf, en la digrafica D estdn presentes todas las Wy, (V (K,) \ Wy, )-flechas
y para cada z € V (G [W;,]) existe la flecha zv; donde

W, NW,, = v,.
(Dibujo 7.2a).

Dibujo 7.2a Dibujo 7.2b

Por otro lado, como para cada z € V (G [W,,])
V(z! Kﬂlr) 2 v (3;01 KﬂJF) .->- 3

entonces
|(V (Ka) \ Wao) "W, | > 2,
de donde existe
Yo € V(Kn) \ Wmo
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con Ty ¥ Yo.
Asi las cosas, dada z € V (G [W,,]}, sea D" la subdigréfica de D inducida
por
{20, %0, 2,v:}

(Dibujo 7.2b) donde g [D"] es su gréfica subyacente.
Ahora veamos los siguientes 2 casos:

Caso 1. {4, %} € E(g[D"]).
En este caso g{D"] & K lo cual contradice el lema 6.18.

Caso 2. {zo, 3%} ¢ £(g[D"})
Si {20,350} ¢ E (g[D"]) entonces
g[D")| U {{z0,1}} & K,,
que por el lema 6.20 implica que
dgip) (o) + dgiov) (w0) > dpw (zo) + dpu (w0)

pero
dgipv| (To) + dgip| (Vo) = dpo (Zo) + dpn (yo) = 4
o cual es una contradiccidn.

2. Sea g > 5, y supongamos que para toda k < g se cumple Prop (k}.
Ahora demostraremos que se cumple Prop (g), y lo haremos suponiendo
lo contrario.
Asf pues, sea n € N con n > ¢ tal que

v (Kn, Kg) 2 g(n,g) + 1. - (7.8)
Sean T € C* (K, K,) ¥ 2o € V (K,,) tal que
v (zo, Kn,T') = v* (Kn, Ky) ;
y ademés sean D € DS (K,,,T') definida por la familia

{(W.:ze V(K,)}
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y G{W,,] la subgrdfica de K, inducida por el conjunto de vértices Wp,.
Nuevamente, sobre esta subgrifica es que centraremos nuestro anélisis.
Por el lema 6.19, G [W,,] es libre de K,_; heterocromatices, es decir,

I‘G[W,D] € C(G [Wm] yKoa) .
Por otro lado, como
v(ze, Kn,T) 29(n,0) +1 v ¢25,
se tiene que (lema 7.7 i} )
v(zg, Ky, T) 2 g2 5.

Asi,
GWz| = K,

p= V(a;O)Kﬂxr) Z 5
y entonces, por el lema 7.10, sabemos que existe 2 € V (G [W,,]) tal que

v (.G Wl Tofue,)) <y ey (7 (Koo, Kom) =)
Ahora bien, por hipétesis de induccién se cumple Prop(g¢— 1), y como
vz, Ko, I) 2 g>qg-1
entonces, aplicando el lema 7.9, vemos que
H (Ku@o,kary, Kg-1) = dga (v (T, Kn, T)) + 2

¥ por tanto

2

v (zo,G Wz, ,Fc[w,n]) < e KnT) (dg-2 (v (20, K, T))) .

Ahora, por el lema 7.5 sabemos que

o2 (v (30, Kn, T) < v (20, K, T’ (5"(%—:4?))
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y entonces

v (ZO:G [Wza] ) FG[WWJ)

< ST (" (@0, Ko, T’ (2(qqﬁ—43)))

= v(o koD (125

que por el lema 6.10 implica que

v (2, G [Wy,],T) < v{zo, Kn,T) (g%g) : (7.9)
Por otro lado (lema 6.14),

V(Zg, Kﬂrr) < V(ZO’G [WCO] :P) +dk., (z) - dG[Wﬂ)] (Z)
= v{z,GWa],T) +n—1- ([V(G[Wa])| - 1)

= v(2,G W), T) +n —v(zo, Ka, T,

por lo tanto, con (7.9) resulta que

v(zo, Ky, ) (7.10)
v (3:01 Kn:r) (g%‘;) +n—-v (30, KH:F)
_ 174 (.’En, Kn,I‘)
g—-3

I

Ahora bien, como por definicién
v (zﬂ) KH)F) 2 v (30, Kﬂ) F) )

se sigue de (7.10) que

v(zg, K,,T)

K, D)<
v (o, 1< n -
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y entonces

V(xO:KmF) (1+QT13) <n

-3
v{ze, Kn, I} < (%—_—2) .

Por otro lado, por el lema 7.7 i#i) sabemos que

g(n,g)+1i>n (Z—:—g)
y por tanto
g(n,q) +1> V(:DO: Kﬂ:r) = (Kqu)
lo cual contradice a {7.8).
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Capitulo 8

CICLOS EN GRAFICAS
COMPLETAS

Sean n,q € N tales que n > ¢ > 3;
Ko = (V(Ka), E(Ka))
la gréfica completa de orden n;
Ce=(V(C,).E(C))

el ciclo de orden g y denotemos como H (K, C,) al nimero heterocromético
lineal de K, con respecto s la clase C = {C,}.

En este capftulo demostraremos que para toda n € N y ¢ € N tales que
n > g 2 3, se cumple

glng) +re(na-1) (2] - D) > (K, 0) 2 9 (0

donde
o=l (39 [+ (1)

~

Obsérvese que para el caso en que ¢ = 3, dado que (3 = K por el
teorema 7.3 vemos que

H(KnC)=n=|3]+[3] =93,

asi que centraremos nuestra atencién en los casos en que ¢ > 4.
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8.1 El nimero heterocromitico H (K, C,)

8.1.1 La cota inferior
Lema 8.1 Dados n,qg € N tales que n > q > 4, se cumple que
H(Ka,Cp) 2 g(n.q).
Prueba. Probaremos este lema exhibiendo una c-coloracién de F (K,) con
c=g (ﬂ'i Q) - 1!
que es libre de copias de C; heterocrométicas. Para esto, sea
P= {V,,...,Vr_L }
~—1
una particién de V (K} definida como sigue:

a) Paracadai € Ntalque 1 £i < lq—fijy

Vil=¢-1.
Y si
n n
[q - 1] g [q - lJ
entonces
b)

|Vfﬁ]| =re(n,g—1).

Ahora, paracadai € Ntalque 1 €4 < [ﬁ] denctemos como G; a la
subgréfica de K, inducida por el conjunto de vértices V;.

Obsérvese que

[&]

3 IB(GY)

i=1

- I ()

g{n.q) — L—f—l]
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Ahora consideremos la siguiente coloracién de £ (K,) .
Sea

I E(Kn) - {1:’“=g(n#Q) - 1}

donde:
a) Para cada G;Gj-arista con ¢ # j, I' asigna el color

min{i,7}.

Nétese que hasta aqui, I' a asignado [q—'_‘—l] — 1 colores.

b) Alas g(n,q) — [_n,] aristas restantes, I' les asigna, uno a uno, los

st~ ||

qg—1
colores restantes.

Ahora veremos que I es una coloracién de E (K,) libre de C, hetero-
crométicos.

Sea G una subgréfica de K, tal que G = C,, y sean
{Wl [REEE] ‘/tg}
el conjunto de los elementos de la particién P tales que para cada r € N con
1<r<k
V. OV (G) #0.
Nétese que k > 1 pues cada elemento de la particién tiene cardinal a lo m4s

-1y [VGl=4¢
Ahora supongamos, sin pérdida de generalidad, que

‘l':l = min {ilr ...,ik} -

Entonces todas las Gy, G;_-aristas, con 2 < r < k, son de color 4; y como G
es un ciclo, existen cuando menos 2 aristas de G que son de color i; de donde
se sigue que (G no es heterocromdtico.
Asi pues
H(K,,Cp) > g(n,q) —1

y se sigue el resultado. u
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8.1.2 La cota superior
Algunos resultados previos.

En esta seccién enunciamos algunas definiciones y resultados que serdn nece-
sarios para el desarrollo de este capiftulo.

Definicién 8.1 Una grdfica coneza G se dird que es panconeza si para cada
par de vértices u,v € V (G) eziste una uv-trayectoria de longitud m con
m=d(u,v),..,|V(G)| — 1; siendo d (u,v) la distancia entre u y v.

Teorema 8.1 [21] Sea G una grifica de orden t. Si para cada z € V (G)
sucede que dg (z) > 12 entonces G es panconeza.

Teorema 8.2 [3] Sea G una gréfica de orden t. Si para cada par de vértices
z,y € V(G) sucede que

do(z)+de(y) 2 t+1,

entonces para cada par de vértices u,v € V (G) existe una uwv-trayectoria de
longitud m con
m=d(u,v),2,4,..,t - 1

Lema 8.2 Sea G una gréficay P = {z;,..., T:} una trayectoria en G. Ahora
sea G' la subgrdfica de G inducida por los vértices {2, ..., z:}. Si

de (Z1) +dgr (Te) 2 L
entonces G' es hamiltoniana.

Prueba. Sean
NGJ (331) = {x}l,...,:':!dp(s”}

Ahora sea
1 1
{xi;—lv ey zi‘P(.l)—l}
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el conjunto de los vecinos "izquierdes” (izquierdos segin la trayectoria P que
va de 1, a x,) de los vecinos de z; en G".

Obsérvese que si un vecino izquierdo de un vecino de T; pertenece a
Ner (x¢), entonces tendremos que los vértices de G’ forman un ciclo y con
ello el resultado {Dibujo 8.1).

x Lin
Dibujo 8.1

Como z; no es vecino de s{ mismo ni puede ser vecino izquierdo de nadie,

entonces
1 1 t t
:Bt, ¢ ({zil—l’ “.'x‘-‘P(S])—l} U {Iil,“-’xi‘p(zl)})

1 1 ¢ t
l{"‘h—l: ""I-'a,,(a,)-l} u {x,-l,...,:n,-‘ﬂm}| <t-1.

As{ mismo, como

por lo que

dGr (31) + d(;l (I;) 2 t

entonces ’

1 i t t
Hxi,—h "'lzidp(.l)-l}‘ + |{-'5¢'1: ---;Iidp(_l,}l >t

1 1 t
{mil_l, ""xia,,(.,)—l} n {:cﬁl,...,:z‘-dpm)} #0
y se sigue el resultado. |

por tanto
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Lema 8.3 Sean q¢ € N tal que ¢ > 4, G una grifica tal que 6(G) 2 14]
y P = {z,...,5} una trayectoria mdzima en G. Siq—1 > t entonces
la subgrdfica de G inducida por los vértices {Zi,...,T;} es una componente
coneza hamiltoniana de G. :

Prueba. Sea P = {z),..., 7} es una trayectoria méxima en G, G’ la subgré-
fica inducida por {zy, ..., Z:} ¥ supongamos que g —1 2 &.
Como P = {z,...,Z:} es una trayectoria méxima en &, entonces

NG (.‘E]) g {31, ...,Jlg} y NG (.Ig) g {:L‘l, ...,.'l.':t} ,
y como 6 (G) > | #] entonces se sigue que
der (71) +da (z) 2 ¢—-12 1t

Asi, por el lema 8.2 vemos que G' es hamiltoniana.
Ahora bien, sea

{ylr “'!yhyl}
un ciclo hamiltoniano en G'.

Si existe
zeV (G) \ {yl: ...,y;}
tal que sea adyacente a algin vértice y; de G, entonces

{z:yizyi+l: o Y Y1, "':yl"'l}

es una trayectoria en G mis larga que P, lo que contradice las hipétesis. n

Lema 8.4 Sean g € N tal que g > 4 y G una gréfica tal que §(G) > |¥]. Si
G no contiene una trayectoria de orden mayor o igual a g, entonces G es
una unidn de componentes conexas hamiltonianas, y cada componente tiene
orden a lo mds ¢ — 1 y cuando menos |_§_| +1.

Prueba. Este resultado lo demostraremos por induccién sobre el orden de
las gréficas. Obsérvese que como por hipétesis las gréficas a considerar tienen
valencia minima |_§J , entonces la base de induccién del orden es [g_‘ + 1.

1. Sea G una gréfica tal que

ver=|i+u  s© = |3
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¥ que no contiene una trayectoria de orden mayor o igual a q.
En este caso, claramente

(;g Kl,%J+1

y se sigue el resultado.
2. Sea G una gréfica tal que

ven=m>3|+1  s@ 2|

y que no contiene una trayectoria de orden mayor o igual a g. Ademds,
supongamos que para toda grafica G' tal que

vEeN<m 6@z |3

¥ que no contiene una trayectoria de orden mayor o igual a g, se cumple el
resultado.

Sea P = {zj,...,%;} una trayectoria mdxima de G. Comot < g—1y
§(G) > |_§_| entonces (lema 8.3) la subgréfica G inducida por {x1,..., T} €8
una componente conexa hamiltoniana de G, y como 8(G) > || entonces

Z)+1cvien=t<g-1

Ahora bien, como G es una componente conexa de G, entonces la sub-
gréfica G’ de G inducida por

V(GI\V(G))
es tal que no contiene una trayectoria de orden mayor o igusal a g,
" = 9
5@ =52 1]

y ademds,
[V (GH < V(G =m,

por lo tanto, por hipétesis de induccién en G' se sigue el resultado. ]
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Algunos lemas lLécnicos

Dados k,p€ Ntalesque k> 1y p > 4 sea

-] 03l (27)

Lema 8.5 Sean k,p€ N tales quep>4 yp > k > 1. Entonces

glk,p)-1= (I;)

Prueba.
Casol. p—~1=k.

En este caso

el (4270
g(k,p) = (pgl) +1= (g) +1.

Caso 2. p—1>k

por lo que

Aquf

Lema 8.6 Sean k,p ym nimeros naturales talesquek > p> 4 yk-m 2> p.
Entonces
p|_re(kp-1)
(k) +re(hp-1) (| 5] - L=
- Pl_
> g(k m,p)+m([2J 1)-
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Prueba. Por definicién es ficil ver que para cada par k,p € N tales que
k>p=>4

k{p-2) _re(k,p—l)(p—2)
2 2

re(k,p—1)(re{k,p—1} 1) k
- 2 +[P‘1.l

g(k.p) =

por lo que para cualquier terna k,m y p de mimeros naturales tales que
k>p>4dyk—m2>p2>4sesigue que

klp—2) (k-m)(p—2)
2 2

_re(k,p-1)(p—2) +re(k—m,p—1)(p-_-2)
2 2

Lre (k,p—1) (rez(k,p -1)-1)

._re(k—m,p—1)(ﬂ;(k—m,p—l)—1) + Ljfl] 3 [i;—_ﬂ

m(p—2) _re(k,p——l)(p-—l-—re(k,p—l)) _
2 2

re(k-mp-1)(p—1~—re(k—mp—1))
- 2

g(k,p) —g(k—m,p)=

v

v

m(l_%_l _1) +m(re(§,2)) _re(k,p—l)(p—zl—re(k,p- 1))

v

m([PJ _1) _relk,p—1)(p~1-re(k,p—1))

2 2

Asf pues,

g{k,p) = g(k—m,p)+m(l§J—1)

_re(k,p—l)(p—l —re(k,p—1))
2
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¥y por tanto

v

v

gtk +reep - (|5] - =E2=)

ste-mo+m([Z] -1

+rek,p—1) (l’% |- __<k§_—1))

_re(k,p— 1) (p— 1 —re(k,p— 1))

glk—m,p)+m I.gJ ——1)

+re(k,p—1) ([

re(kp—l p—l-re(k,p-—l))
2

J—l)—i—re(k p~1) (lzJ w’i—;—l)
J-1)-

|-
l
g{k—m,p)+m l

(
i
2
g(k— mp)+m(
(

D i

Lema 8.7 Sean k., p € N tales que k > p > 4 y sean kq,..., k: una sucesidn
de enteros positivos menores 0 iguales a p— 1 tales que

Entonces

t
Zk.-=k.

i=1

t

> (’;) +t < g(k,p).

i=1

Prueba. Para demostrar este lema, antes veamos lo siguiente:
Dados a,b € N tales que a 2> b, se cumple que

(19+03)- 0 Qremvn o
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Ahora sea Suc (k) el conjunto de todas las sucesiones decrecientes de
enteros positivos menores o iguales a p— 1, tales que para toda s € Suc (k),
donde s = (uy, ..., ;) , se cumple que

t
Sk
i=1
y sea R un orden sobre Suc (k) definido como sigue:
Sean s;,5; € Suc (k) tales que
si= (U, ., u) y 8;j=(m,..,m).
s; >R §; s1 y sblo si
i<,
o bien
i}t =7y u; >m;siendo i =min {i € N:u; # m;}
Claramente, el méximo en este buen orden es la sucesién

= ()
donde para cada i € Ntalquel €i < I_ﬁj se tiene que
ki=p—1
y sl [;%] > lp—f-l-J entonces,
’“[;ﬁﬂ =re{k,p—1).

Ademsds

[
—_—
3
||ar
ey
| I,
N
3
8> |
—_
S’
+
N
-3
1)
—
Ko
B w3
|
fd
S
~—
—_—
3
{ | >
—_
J—— |
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Asf pues, demostraremos el lema probando lo siguiente:
Dada s; = (uy,...,us) € Suc(k) tal que s; # s°*, existe

s; = (my,...,my) € Suc(k),

con 8; >g S; que cumple que
t " r my
2(2)+t52(2)+r,
i=1 i=1
es decir, estamos probando que s* alcanza el méximo de esa sumatoria.
La prueba es como sigue:

Sea 8; # s* con 8; = (ty,...,Us).
Como s; es una sucesién decreciente y &; # s°* entonces

wmy<p-1 y wm<p-—-1l
Asl, a partir de esto definamos la siguiente sucesién:

Sea m,,...,m; una sucesién de naturales tal que para cada i € N con
1<i<t-2
m =11
y ademds
mey=w1+1 y me=wn—-1L
Caso 1. u, > 1. |

En este caso, sea s = {my,...,m,). (Sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que esta ordenada de forma decreciente).
Asis € Suc(k), s >r8i Y

> (3)re= S (5)+ (5 )+ (75 +

i=1 i=1

que por {8.1) implica que

> () +1= 30 (5) # e Gaa -3

i=1 i=1

¥ se sigue el resultado.

153



Caso 2. u; = 1.

En este caso, sea s = (my, ...,mqy_1). (Nuevamente, sin pérdida de gene-
ralidad supongamos que esta ordenada de forma decreciente).
Asis€Suc(k),s >r sy

S () remr- S () (3 ) e (5 ) e

=1 i=1

que por (8.1) implica que

6

+t= 14 (u—u)+1

(3) e
)

Il
M..

-
Il

1

9 +t+ (-1 — %)

)
)+

y se sigue el resultado. a

- (;
>
= 2

t

]
«EM-

U
2
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Las coloraciones 6ptimas

En toda esta seccién seann,g € Ntalesquen > ¢ > 4y € C* (K,,Cy) -

Lema 8.8 Para todo Y CV (K,) tal que Y] =m < g— 1 se cumple que
v (Y, Kay T) > ("2"') +1.

Prueba. Sean Y C V (K,,) tal que
Y|=m<qg-1

y G Y] la subgréfica inducida por Y en K.
Ahora consideremos la coloracién

I E(K,) — {1,...,|I‘[E (K. \ V)l + (’;‘) + 1}

definida como sigue:
a) Paracadae € E(K,\Y) sea

M{e)=Te).

Supongamos que esos colores son del 1 al |T{E (Kn \Y)]|.

b) A las (7) aristas de G[Y] las coloreamos con () colores nuevos, a
saber,

LB KAV + 1 [P EEA YN+ (7).

c) A las aristas que van de Y a V (K, — Y) las coloreamos con un sélo
color nuevo, a saber, el color

IT{E (K. \ V)]| + (’;‘) +1

{Dibujo 8.2. Pégina siguiente).

Ahora veremos que I es una coloracién de E (K,,) libre de copias hete-
rocrométicas de C,.

Sea GG una subgréfica de K, tal que G = C.
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©
r rt

Dibujo 8.2

Caso 1. V(G) CV (K. \ Y).
Como para cada e € E (K, \ Y} tenemos
I'(e) =T (e},

se sigue que
[G,P'] = [G: F}x

y como I' € C* (K, C,) entonces [G, T, y por tanto [G,I"], no es hetero-
cromadtica.

Caso 2. V(G)NY #40.

Dado que |Y| = m £ g — 1 entonces V (G) no puede estar contenido
totalmente en Y, por tanto existe algin vértice de Gen V (K, \Y).

Entonces, por ser G un ciclo, existen cuando menos 2 aristas que van de
Y a V(K. \Y) y por ende de un mismo color, a saber, el color

rE A+ (7 ) +1.

Por tanto [G, "] no es heterocromitica.
Asf pues, IV € C(K,,,Cq) ¥y

I (B (Ka))| = DIE (Ka \ V)] + (’;‘) ,1

Ahora bien, como I' € C* (K, C;) entonces

T [E (Kl > 1T [B (K
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y dado que por definicién
v (Y, K, T) = T [E(KJ)]| - [T [E (Ka\Y)]|
entonces |
LB AN+ (6K D) 2 DB AT+ (7 ) +1
de donde se sigue el resultado. ]

Lema 8.9 Sea {),...,zm} C V(K,) un conjunto mdrimal de vértices tal
que para cada 1 < i < m sucede que

v(z, Ko\ {Z1, 31}, 1) £ l%J -1
Entoncesm < 21| - 2.
Prueba. Demostraremos este resultado suponiendo que es falso.
Sea {zy,...,zm} C V (K,) tal que m > 2 [gj ~ 1y para cada i € N con
1 € i < m sucede que

v(zi, Ko\ {z1, ..., %1}, T) £ l-g_l -1

Consideremos los primeros 2 | §| — 1 elementos del conjunto {21, ..., Zm} . Por
el lema 6.12 sabemos entonces que

23]
u({ml,...mzlﬂ_l},KmI‘)= Z (v (zi, Ka \ {71, .., %=1}, T))

ycomopara.cadaieNoonls'igﬂ_%J——lsucedeque

v (zs, Kn \ {Z1, .y Zi1},T) < [%J -1

entonces

v({z 2y} KaT) < (2[ 3] - 1) (12 )

Pero como por el lema 8.8 tenemos que
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lo cual es una contradiccién.
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Sobre un tipo de coloraciones

A la luz del lema 8.9 vemos que en cualquier coloracién éptima I' de .
E (K,) libre de ciclos heterocrométicos de orden g, existe una serie de vértices

{Z1, -, T}

tales que si nos fijamos en la coloracién IV definida por la restriccién de I'
a E(Ky\ {#1,--,Zm}}, ' es una coloracién sin ciclos heterocromaticos de
orden ¢ y tal que para todo vértice £ € V (K, \ {z1,...,Zm}) se cumple que

v (2, Kn\ {21, 0,7} ,TY) 2 EE

Seran estas coloraciones las que analizaremos en esta seccién. Asi pues,
dados n € Ny g € N tales que n > g > 4, al conjunto de coloraciones
T € C (Ka,C,) tales que para cada x € V (K,,) se tiene que

v(z,Ka,T) > l%J
las denotaremos como
cz (Kn,Cy) -

En toda esta seccién, seann, g € Ntalesquen > ¢ > 4; T € C2 (K., G,);
D € DS (K,,T') una digréfica selectiva y g [D] su grafica subyacente.

Lema 8.10 Para toda trayectoria {z;,...,z,} en D sucede que:
Si %12 € F(D) entonces T,1z, ¢ F (D).

Prueba. Sea I = {z,,...,z,} una trayectoria en D tal que ¥13; € F (D) y
sea g [D] su gréfica subyacente.Como

{z1,2,} ¢ E (g[D)

y
gD+ iz, = C,

entonces por el lema 6.20 vemos que
dp (1) + dpy (Tq) < dgioq (21) + dgipy (%) -
Ahora bien
dgipy (Z1) + dgip (2g) = 2,

por tanto, como dp, (z1) = 1 entonces dp, (z;) = O de donde se sigue el
resultado. -
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Lema 8.11 Supongamos que g [D] contiene una trayectorie mdrima
T={z1,--,Tm}

conm > q. Entonces la subgrédfica inducida por {Z,,...,%n} en g[D] contiene
un ciclo de ordent > g— 1.

Prueba. Supongamos que el lema es falso.
Sea T = {x],...,Tm} una trayectoria méxima de g{D] con m > gy sea
D' la trayectoria en D tal que g [D'] =T.
Claramente [)' también es méxima en [, entonces
N} (=) C V(D).

Y como la subgréfica inducida por {z,, ..., Tm} en g{D] no contiene un ciclo
de orden t > ¢ — 1, entonces

N (z1) € {z2,..., Tg—2} .
Ahora andlicemos los 2 casos posibles siguientes:
Caso 1. £1z; € F(D').
Sea y € N} (z,4-1) y consideremos el camino
{1, Tg2, Tg-1,¥} -
Como %172, T,1y € F (D), por el lema 8.10
{Z1, s Tg-2, Tg—1, Y}
no es una trayectoria, por lo tanto y € {x;,...,Zq—3} ¥y asf
N} (zg-1) € {1, ..., Tg-2} -

Regresando a la gréafica g [D], vemos que entonces en la subgréfica G de
g [D)] inducida por los vértices

{.’.El, ...,.'Bq..l}

sucede que
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dg (21) +dg (2g-1) = d (1) + df, (Tg-1)
y entonces (observacién 6.4 i) )

de (z1) + dg (g-1) 2 2 l%J 2q-1,

que por el lema 8.2 implica que G es hamiltoniana de donde se sigue que
existe un ciclo de orden ¢ — 1 en la subgrédfica inducida por {z,...,Zn}.

Caso 2. £x; € F (D).

Para este caso primero observemos lo siguiente:
Parar € Ntalquer > 2, si

iz, € F(D}) y Z. az.1€ F(D)
entonces considerando la trayectoria
{xr—l:xr—'m ‘“11:21 xllmrl '-':mm}

regresamos al caso 1.
Supongamos entonces que para cada r € N tal que r > 2, si T;z, € F (D)
entonces ¥, 3%, 1 € F(D) y sea

k = max {r: T;z, € F(D)}.

Obsérvese k < ¢ — 2.
Ahora bien, como
N; (.'L‘l) g {.’.L‘g, ...,.’L‘k}

entonces en la trayectoria {z1,...,zx-1} existen cuando menos d}, (z;) — 1
flechas orientadas hacia z,, a saber, el conjunto

(52, €e F(D):r> 2y ziz, € F(D)}.
Ahora consideremos la trayectoria
P ={zp1,Z-2,..., T2, T1, Tk, Tkt 1, --, Tm )}

y supongamos que no se da el caso 1.
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Nétese que en P, en la subtrayectoria {z, ..., Tx—1 } existen cuando menos
d} (z:) — 1 flechas no orientadas hacia Z}., a saber, las orientadas a ;.
Ahora bien, como D' es méxima en longitud, entonees

Np (mx) €V (D),

y dada la construccién de P, y que la subgréfica inducida por {z;, ..., Zn} en
g [D)] no contiene un ciclo de orden t > g — 1, entonces

N3 (ze-1) C {Zk-2, T3, -, Z1, Tky -y Tg—2} -
Ahora veamos el siguiente par de casos:
Caso 2.1. k=g — 2.
Aquf vermos que
P = {&4_3,4-4,.., 22,1, Tg-2, Lg=1, -1, Tm} -

Por idénticas razones para no regresar al caso 1 que las aplicadas a z; en la
trayectoria original, en

{34_3, veny :El}

existen cuandc menos
dB {£4-3) -1

flechas orientadas hacia z,-3, y junto con las dj, (z;)— 1 flechas no orientadas
hacia z;_; tenemos entonces que en

{.’.Eq..a,...,l:]}

deben existir cuando menos

d'*D(:ﬁl)—l—}-dB(zq_g,)—l
q
= —-2>
2[2J 2>2q¢-3

flechas, pero sélamente existen g — 4 flechas.
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Caso 2.2. k<g-2.
En este caso
P ={xy_y,Tr_2,...,T2,T1, Tk, Tkt1, ., Tq-2, -1 Tm} -
Andlogamente al caso 2.1, en
{zx-1,Zx-2, ..., T1, Tk, ..., Tg-3}

existen cuando menos
dp (Te-3) = 1
flechas orientadas hacia z,_3, y junto con las d}, (z;) — 1 flechas no orientadas
hacia Ix-1 €1
{zx-1,..., 21}
tenemos entonces que en

{wk—nfﬂk—z, RTT S O 7 TREPN xq-a}

deben existir cuando menos

df (z1) = 1+ df (z4-5) - 1

q
= 2{%|-229-3
2 24
flechas, pero nuevamente sélo existen g — 4. |

Lema 8.12 Supongamos que g [D)] contiene un ciclo C = {z,, ..., z;, 21} con
t > g — 1. Entonces la subgrdfica inducide por {z,,...,z,} en g[D] contiene
un ciclo de orden ¢ — 1.

Prueba. Sea
C= {:El,...,ﬂig,zl}

con t > g — 1 el ciclo contenido en g [D)] y sea
C'=(V(),E(C)

un ciclo de orden minimo p mayor o igual a ¢ — 1 que esté contenido en la
subgrafica inducida por los vértices

{2;1, "’vzhxl}
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en g|D].
Denotemos al ciclo ¢! como

{y].: "'lyp)yl}

y sea D' la subdigréfica de D tal que g {I¥] = C".
Nétese que si p = g — 1 el lema queda demostrado, y p # ¢ pues
I'e C(K,,C,) (lema 6.18). As{ entonces, supongamos que

p=g4rconr>l.
Caso 1. [ es un ciclo no orientado por sus flechas.

Por ser D' no orientado, entonces sin pérdida de generalidad supongamos

que
wo, Iy € F(D').

Por el lema 8.10, en el ciclo I no existe una trayectoria {z,...,2,} tal
que
122,zq_1zq € F (D’) ’

asl entonces, para cadai € Ntalque 1 <i<p—1,si
i € F(D),
entonces para toda terna s,f y k de enteros tales que
g=1i+k(g—2) modp

Y
t=i+1+k(g—2) modp

se tiene que
fge e F (D).
De aht se sigue que:

a) Como {1y, € F (D') entonces §,_13, € F (D).
b) Jq_2¥e-1 € F (D) pues de lo contrario se implicarfa que fiy1 € F (D').

Consideremos ahora en el ciclo I’ la trayectoria
D” = {yq—l: yq—z, yq—3: ey Y2, yl} .

164



Como
m:yq—qu-l S F(D’)

entonces nuevamente por el lema 8.10,

Ng (yl) g {va "':yq-I:yq—l}

N; (yq-l) g {yl:y2: "'1yq—‘2} .

Asf, regresando a g [D] vemos que entonces en la subgréfica G inducida
por |
{yl yrey yq—l}

sucede que

de (1) + de (yg-1) 2 df () +dj (¥e-1)
y entonces (observacién 6.4 it) )
do (1) +de (V1) 22 |3 | 20 -1,

que por el lema 8.2 implica que G es hamiltoniana de donde se sigue que en
la gréfica inducida por los vértices

{:1:,,...,:!;,,3:1}
en g [D] existe un ciclo de orden ¢ — 1, contradiciendo la minimalidad de C’.
Caso 2. D' es un ciclo orientado.

Supongamos que todas las flechas de [ son de la forma ¥¥i1 ¥ consi-
deremos las trayectorias dirigidas contenidas en D' de orden g — 1 siguientes:

D1 = {y1,%2, -, Yo-0¥a-1} ¥ Da={ye1,%, ., Y2g—4, Y203}

(por comodidad, en D, obviamos el médulo).
Como

Yo—2Ug—1, Yag-at2g_3 € F (D)
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entonces (lema 8.10)
NE () € {v2, o U2, %1} ¥ NG (e-1) € {UoBa41s 1 V2g-4, Y203} -
Ahora bien, por hipétesis
C' = {31, ¥p, 11}
es un ciclo de g (D] de orden ¢ + 7 con r > 1y r mfnimo. Entonces
N (Yg-1) N {¥ge1, Ygt2s - Yp-1} = 0,
y como I' € C (K,, C,) entonces
Yp & N3 (%g-1)

pues si no
{yq-—l ) yp: Ytyeems yq—-?: yir'l}

serfa un ciclo heterocromético de orden ¢ en g[D] contradiciendo al lema
6.18 (Dibujo 8.3).

Dibujo 8.3

Asi pues,

N; (yq-l) g {yq; yq+1) ---.y2q—4ay2q—3} \ {yq+1!yq+21 sney yp—l: yp}
g.. {ylay‘lp "'ayq—'l} U {yq} -

De regreso a g [D], vemos entonces que en la subgrafica G inducida por

{v1,- 0 ¥g-1}

sucede que
de(w) 2dh () v de(ye-1)2dp{ye-1) -1
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Sin embargo, nétese que en G, y4_; es adyacente a yq-2 aungue

Yo-2 € NP (y-1)

por lo tanto
d (y4-1) 2 dp (Yg-1) +1
de donde se sigue que
de (y1) + dg (yg-1) = d} (1) + df (ve-1),
y entonces

do (1) +de (v1) 2 2|5 24 -1,

que por el lema 8.2 implica que G es hamiltoniana y asi, en la gréfica inducida
por los vértices
{xl seeny Lty 3:]}

en g D] existe un ciclo de orden g—1, que contradice de nuevo la minimalidad
de C'. ||

Lema 8.13 Supongamos gue g [D) contiene un ciclo C = (V (C),E (C)) de
orden ¢ — 1. Sean ahora

yeV(K)\V(C) y zeV(0).

SiT ({z,y}) ¢ T[E(C)| entonces en |K,,T] todas las {y} V (C)-aristas
tienen el color T ({z,y}).

Prueba. Demostraremos el resultado suponiendo que es falso.
Sean

C=(V(C}),E(C)
unciclode ordeng—1; y
yeV(K)\V(C) y zeV(C)

tales que
T({{z,y}) ¢TE(C)].
Ahora sea z € V (C) tal que

I'({z,9}) #T ({z,9}).
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Denotermos al ciclo C como {1, %2, ..., Te-1,Z1} ¥ sin pérdida de genera-
lidad supongamos que
T=x Yy 2z==zI

Entonces I ({z2,y}) € T'[E (C)] pues si no, el ciclo

{$1,y, 932---.%—1,-’51}

serfa un ciclo heterocromético de orden g en {K,, [

Asi, como
I'({z,0}) eT[EC) v w¢V(O),
por el lema 6.5 se sigue que
2 = [ {e € E(Ks) : T'(€) = T ({z2,y})}
y entonces
P({zv}) =Tz} 6 T({za,}) =T ({z2,73)),
" sin embargo, si I'{{zg,y}) = T ({22, 71}) , nuevamente el ciclo
{z1,v, %2, Tgu1,T1}
serfa un ciclo heterocromdtico. Asi,
I {{z2,y}) =T ({z2,7a}).
De forma andloga I' ({3,y}) € T'{E (C)] pues si no el ciclo
{£1,Z2,¥, T3, Tgir, L1}

serfa un ciclo heterocromético de orden ¢ en [K,,,T] y por razones idénticas
que para F({$2:y}) )

T ({zs,y}} = T {{z3,74}) -

{Dibujo 8.4a. Pigina siguiente).

168



Dibujo 8.48 Dibujo 8.4b

Siguiendo este argumento, tenemos entonces que para cada i < ¢ — 1
sucede que

I'({z:,v}) =T ({z:;, zix1})
y por tanto, dado que C es un ciclo,
I ({£g-1,9}) =T ({%g-1.m:}) .
Como estamos suponiendo que T ({z;,y}) € T [E (C)] entonces el ciclo
{Ze—1,4,%1,Z2..., Tg-1}

es un ciclo heterocromético de orden g en [K,,, T lo cual es una contradiccién
(Dibujo 8.4b). |

Lema 8.14 Supongamos que g [D] contiene un ciclo C de orden g~ 1. En-
tonces la subgrdfica de g [D) inducida por los vértices de C, es una componente
coneza de g [D].

Prueba. Demostraremos el resultado suponiendo que es falso.
Sea

C=(V{C),E(C))

un ciclo de orden g — 1 en g [D}. Denotemos al ciclo C' como

{xll"'JzQ“l!ml} .

Sea ademés y € V (K,) \ V (C) tal que
{z1,y} € E{g[D}).
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Como (lema 6.8) [g[D],I] es heterocromatico entonces

T ({z.¥}) ¢ T[E(C),

por lo que (lema 8.13) en {K,, I} todas las {y} V (C)-aristas tienen el color
T ({z1,¥}) y por tento, en g [D] sélo existe la arista {z,,y} uniendo a y con
el ciclo C.

Ahora bien, por hipétesis

v K D) 2 [3] 22

por lo que (lema 6.7)
dgipy (y) 2 2
y entonces existe w € V (D) \ V (C) tal que

{yw} e E(g[D])); T({z1,v})#T{wy})

y

T ({w,y}) ¢ T [E (Ko~ {3})]
(Dibuyjo 8.5a. P4gina siguiente).

Ahora veremos que pasa con la arista {w,z,} .
Caso 1. I'({w,z2}) ¢ T[E (C)].

Entonces el ciclo
{-’51 y ¥, W, Ta..., X1, -'51}

es un ciclo heterocromético de orden g en [K,,T].
Caso 2. I'({w,z,}) e I'[E(C)].

En este caso, entonces ' ({w,z2}) € T'[E{g[D])] y por el lema 6.5 se
sigue que

23 =(")|{e € E(Ka): T () = T ({z5,w})}

y entonces

C({w,z2}) =T ({z1,22}) 6 T({w,z2}) =T ({z3,22}).
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En cualquier caso,
{xlr'y$w1$2'--)zq-1:zl} é {mlsxﬂiw)ylz«?"'lzq-l:xl}

es un ciclo heterocromético de orden q en [K,,I'] (Dibujo 8.5b.).

Dibujo 8.5a Dibujo 8.5b =

Lema 8.15 La trayectoria mdxima contenida en g D) es de orden menor o
igual a g — 1.

Prueba. Demostraremos este resultado suponiendo que es falso.
Sea T = {z,,..., T} una trayectoria méximaen gD} conm > gy sea G
la subgréfica inducida por {z;,...,zm} en g [D]. Obsérvese que G es conexa.
Por el lema 8.11, G contiene un ciclo de orden t > g — 1. Sea

C=(V(0),E(C)

tal ciclo. Por el lema 8.12, en la subgréfica inducida en g [D] por V (C) existe
un ciclo de orden g — 1. Como

v{C)cv(G),
entonces en GG existe un ciclo de orden g — 1. Sea
¢'=(V(C),.E(C))

el ciclo de orden g — 1.
Ahora bien (lema 8.14), C' es una componente conexa de g (D], y como
G es conexa y C' esta contenido en G, entonces

V() =V(G)
lo cual es contradictorio pues

VICH=¢-1 vy [V(GNl=m2gq.
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Asi pues,

Lema 8.16 g (D] es una unidn de componentes coneras hamiltonianas. Y
cada componente tiene orden a lo mds ¢ — 1 y cuando menos HJ + 1

Prueba. Por el lema 8.15, la trayectoria méxima contenida en g[D] es de
orden menor o igual a ¢ — 1. Como por hipétesis, para cada z € V (K,)
sucede que

v(z, K, T} > l%J ,

entonces (lema 6.7 )
g
sohz 1]

Asf, por el lema 8.4 se sigue el resultado. n
Lema 8.17 Sean {G,,...,G,} las componentes hamiltonianas de g [D] .

Para toda {z,y} € E (Kn) tal que sea una G;Gj-arista con i # j sucede
que

T({z,y}) ¢ T[E ([D])]-

Prueba. Supongamos que el resultado es falso, es decir, sea {z,y} € E(K,)
una GG ;-arista tal que

T({z,y}) eT(E(&{D]).
Como
{z,y} e E(KJ\E@ED]) vy T({z,9})) €T[E(g[D])],

entonces por el lema 6.9, existen z € V (K,,) y D' € DS (K,,C,) tales que
la grafica subyacente g [D'] esta definida como:

V(gD =V{giD])
E(g(D) = (E(g DD\ {{z,2}}) U {{=,4}}
E(g[D) = (E@E[DD\{{y,z}) U {{z.y}}-

Obsérvese que en cualquier caso, dado que tanto G; como G; son hamil-
tonianas y

¥y

é

El+1siv@l vy [ +isive,
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se sigue que en g [D] existe una trayectoria de orden al menos
q
2 [EJ +2>q41
contradiciendo el lema 8.15 (Dibujo 8.6). [ ]

» -
~

Dibujo 8.6

Lema 8.18 Sean {G},...,G,} las componentes hamiltonianas de g [D) . Para
cada par de componentes G; y G;, todas las G;G;-aristas son de un mismo
color.

Prueba. Demostraremos este resultado suponiendo que es falso.

Sean Gy y G2 dos componentes conexas hamiltonianes de g [D] ta.les que
en [K,, T}, en las G,G;-aristas existe més de un color.

Como (lema 8.16)

vz |i+1 vy ez i +y
¥ g > 4 entonces, si en las G,(G,-aristas existe més de un color entonces
existen
L €VI(G) v {z2,1)} € E(Gy)
con Iy # y1 ¥ Tz # Y2 tales que

T ({z1,22}) # T ({1, 12})-
{Dibujo 8.7a. P4gina siguiente).
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Dibujo 8.7a Dibujo 8.7b

Por el lema 8.17, dado que {z,,22} y {11, %2} son G,Gy-aristas entonces

I({z1,22}) ¢ T{E(®ID)] vy T({mw}) ¢T{E(g{D])],
por lo que la subgrédfica G de K|, definida como
V(G) =V (G)UV(Gy)

E(G) = E(G1)VE(G2) U {{z1, %2}, {y1,1}}

es heterocromética en {K,,T

Ahora, veremos que la existencia de esa subgrafica implica que en [K,,T]
existe un ciclo de orden ¢ heterocromético, lo cual es una contradiccién, dado
que ' € C(K,,Cy).

Caso 1. [V(G)| < [V(G ¥y [V(Gi)l=¢—1.

Por el lema 8.16 sabemos que G es una componente conexa harmiltoniana
de g[D]. Sea
C=(V(0),E(C))

un ciclo hamiltoniano en G, al cual denotaremos como
{wl: "':wq—l} ]

v sea, sin pérdida de generalidad, z, = wy.
Dado que
I'({v1,32}) ¢ T[E (g [D])],
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entonces I' ({z1,2}) es un color que no aparece en ' [E (C)] . Asf (lema 8.13)
en [K,, T todas las {y;} V {C)-aristas tienen el color I' ({yl,yg}) Luego se
sigue que en [Ky, T, el ciclo -

{92,932:-'31 = i, Wy, ---»wq-—%y?}
de orden g es heterocrom4tico (Dibujo 8.7b).
Caso 2. |V (Ga)| < [V(G)l ¥y V(G| =g -2

Dado que & (g{D]) > |2] , entonces para cada par w,z € V' (G1) sucede
que
de, (W) +dg, (2) 2¢-12{V(G)l +1.

Asi, por el teorema 8.2, sabemos que para cada par de vértices
u,v € V(Gy)
existe una uv-trayectoria de longitud m con
m=d(u,v),2,4,...,|[V(G} -1
Consideremos una trayectoria en G, entre z; y 3 de longitud
V(G| -1=¢-3,
a saber
{z1,v1,..., W0, %} -
Entonces, en [K,,T] el ciclo

{yz,ﬂz, Iy, Wy, ..., We-a, Y1, ¥}

es heterocromético de orden ¢ (Dibujo 8.8a).

Dibujo 8.8a Dibujo 8.8b
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Caso 3. [V(Go)] < V(G < g— 2

En este caso, dado que 6{g[D]) > 2], tanto G, como G, cumplen las
hipétesis del teorema 8.1 y entonces, tanto Gy como (2 son panconexas.
Como q

13| +1<vieaisval,

sea en G, una z,1;-trayectoria de longitud
13-
2
y en G, una Zay,-trayectoria de longitud
2|
= -1
E
Uniendo las trayectorias con las aristas
{zi,22} v {vie}
tendremos en [K,,[] un ciclo heterocromético de orden g (Dibujo 8.8b). W

Lema 8.19 Sean {Gy,...,G,} las componentes hamiltonianas de g{D]. En-
tonces en [K,,T'], en las aristas

E(Kn)\ U E(Gi)

no existen mds de r — 1 colores.

Prueba. Demostraremos este resultado suponiendo que es falso. Supon-
gamos que en el conjunto de aristas

BEN\UEG)

existen cuando menos r colores distintos bajo la coloracién T'.
Por el lema 8.18 sabemos que para cada par de componentes conexas G;
y Gj, todas las G;G;-aristas son de un mismo color. Consideremos asf a

K, =(V(K,),E(K))
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la gréfica completa de orden r donde
V(K;) = {z1, ...,z },
y a la coloracién IV de las aristas de K, definida como
' ({zi,z;}) = ' [GiGj-aristas] .

Por el teorema 7.2, en {K,, '] existe un K3 heterocromético.
Supongamos que {Z3,Zs, Z3} es el tridngulo heterocromético en (K., T'].
Regresando a K, de aqui se sigue que en (K, T, las

GG oyaristas, GyGs-aristas y (G3Gh-aristas

son de tres colores distintos.
Como G3 y G3 son hamiltonianas, sean

{yl»---nyIV(Gn)i:yl} ¥y {wx,---,ww(cs)l,%}
dos ciclos hamiltonianos de Gy y Ga respectivamente y sea z € V (G1) .
Como 7 7
v@iz |3+1 v v@)z ||+

entonces

{ylgj |yL§J_], -y Y1, T, W, Wy, :wl'%'l_lryl_%J }
es un ciclo de orden g que es heterocromético en [K,,, T} (Dibujo 8.9). [

Dibujo 8.9

Con todo esto tenemos que
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Lema 8.20 Sean n,qg € N tales quen > ¢ > 4 y sea T € C2 (K,,Cy)-
Entonces
T[E(K.)] <g{n.g)— 1

Prueba. Por el lema 8.16, g [D] es la unién de componentes conexas hamil-
tonianas {G, ..., Gr}, y cada componente tiene orden a lo més ¢ ~ 1.
Por el lema 8.19, en las aristas

EKIN\JE G,

=1

no existen mas de r — 1 colores. Asf{ pues

CEE)) < 3@ +r~1

i=]

i: (lv (f*)!) +r— 1

=1

Il

Ahora, como por definicién V {D) = V' (K,) entonces

Y vy =n

i=}

y asi por el lema 8.7 se sigue el resultado. |

Teorema 8.3 Sean n,q € N tales que n > g > 3. Entonces

s +rime-1) (|§] -"2ED) 2 Hx G 20 m0),

Prueba.

Caso 1. g= 3.

Como se dijo al inicio del capitulo, por el teorema 7.3 se sigue el resultado.
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Caso 2. n>g 2> 4.
Por el lema 8.1 tenemos que
H (Kﬂ: CQ‘) Z g (n'r q) -

Asi pues, sélo queda demostrar que

H (K., C) <g(n,g)+r(nqg—1) ([%J - T_(’L‘__q_g_l)*'_l) .

Sean '€ C* (K,.,C,) ¥y
{z1,--,Tm} C V{(Ka)
un conjunto maximal de vértices tal que para cada 1 <1 £ m sucede que
vz, Ko\ {z1,....%ic1}, T} € l%J -1
Por el lema 8.9 sabemos que
0<m<?2 EJ -2
A continuacién veremos cuéntos colores a lo més existen en
(K \ {21, 2m} , T]
Primero obsérvese que n — m > 0 pues
n2q>2[%J —-22m.

Subcaso 2.1. n—m < ¢q.

En esta caso, claramente
NCCAVEREN) B )

que por el lema 8.5 implica que

IF [E (Kﬂ \ {:B], ...,:'Em})” < g(n - m) -1

179



Subcaso 2.2. n—m 2 q.

Aqui, dado que {zj,...,zn} € V(K,) un conjunto méximal de vértices
tal que para cada 1 < ¢ < m sucede que

v ($i1 KI‘I \ {.'51, ...,.75.'._]} lr) _<_ I.%J - 1:
entonces se sigue que para cada z € V (K, \ {z1,...,Zm}) se tiene que

(o Ko\ (31,50 ) 2 [ 3]

y por tanto, la coloracién I' definida por la restriccién de ' a
E{Ka\{21,--,Zm}) es una coloracién tal que

I € C2 (Kn-m, Cy)
y entonces, por el lema 8.20
ITIE (Ka\ {21, -, 2] =T [E (Kn-m)] £ g (n = m, g}~ 1.
Asi, en ambos casos vemos que

T (B (Ka\ {21,-,2mD]| £ 9 (n —m,q) ~ 1. (8.2)

Ahors queda por ver que pasa con lo demés.

Por el lema 6.12 sabemos que si {zi,...,Zm} C V (K,) entonces

v({Z1, 0 T}, K T) = Y (v (@i, Ko \ {21, -, %1}, T))
=1
y como para cada i € N tal que 1 < i < m sucede

vz, Ko \ {z1,.., 201}, 1) £ l%J -1,

entonces

v({z,,,3m}, K D) <m (2] -1) (8.3)

conmS2|_§J-—2.
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Asi pues, como por definicién,

v({Z1,5,:%m}, Kn,T) = [T [E (Kl = [T [E (Ka \ {21, 2=}l

- entonces

(B (Ka)ll = [T IE (Kn \ {21, -, 2}l + ¥ ({21, %},Kn,l")

y asi _
I (B (K| < DB (Ko \ {z1, 2Dl +m (5] - 1)
que con (8.2) y (8.3) implica que

ITC[E{Ky)]| £ g(n- mq)—l+m(ng—1),

y por el lema 8.6 esto dltimo nos dice

I8 Ul < 9 () +re g —1) (| ] - A=) -0

Finalmente, como I' € C* (K, C,) entonces
IT[E (K| = H(Kn,Cg) — 1

y se sigue el resultado.
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