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i. INTRODUCCION

El entendimiento del universo que nos rodea en términos de las interacciones de las particulas
fundamentales y de sus propiedades es el suefio de la Fisica. Modelar el comportamiento de
moléculas que contienen pocos &tomos mediante desarrollos de software es relativamente simple,
sin embargo se observa que los procesos naturales contienen sistemas muy complejos y la mayoria

de las veces no es posible desarrollar programas que se adeciien perfectamente a éstos.

La importancia de este trabajo de tesis se basa en su contribucién a los trabajos de investigacién que
se realizan entorno al entendimiento de sistemas complejos en crecimiento aleatorio mediante el
desarrollo de un programa que entregue distribuciones de probabilidad calculadas por enumeracién

exacta en las etapas iniciales de crecimiento de estos sistemas.

El progreso sustancial en el entendimiento del comportamiento de sistemas complejos proviene de
conceptos de fisica estadistica, tales como esc\éﬂamicnto y en el desarrollo de 1a geometria fractal de
Benoit Mandelbrot'. El avance de estas areas parte del conocimiento detallado de sus componentes
microscopicos, y de las propiedades comunes que todos los materiales poseen, sin considerar su

estructura atémica y molecular.

1.1. Objetivo

El objetivo de este trabajo es el desarrolio del software de un modelo computacional de
enuimeracion exacta en las etapas iniciales para sistemas complejos de crecimiento desordenado que
proporcione las distribuciones de probabilidad en el crecimiento inicial de agregados bicolores
DLA. Dicho modelo se implementard como una herramienta que cuantitativamente arroje datos
estadisticos y probabilisticos del origen de crecimiento de dicho proceso, tomando como base el
modelo bicolor DLA (Agregaciéon Limitada por Difusién). Las fluctuaciones iniciales en el
crecimiento de agregados son muy importantes para explicar la morfologia macroscopica de los

mismaos.

Buscamos establecer pardmetros que nos permitan explicar los diferentes regimenes morfolégicos

obtenidos experimentalmente usando enumeracion exacta,

La complejidad computacional de este modefo tendri que ver con los recursos computacionales
requeridos para resolver estos problemas orientados 2l desempefio de los algoritmos en funcion del

uempo y del espacio
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1.2. Antecedentes

La amplia diversidad de formas y fendmenos naturales que nos rodean tienen un impacto profundo
sobre la calidad de nuestras vidas. Por esta sola razén, no es sorprendente que los origenes de estas
formas y cosas han sido tema de serios estudios desde la antigiiedad hasta nuestros dias. La
caracterizacién cuantitativa de las formas naturales es un paso importante hacia €] entendimiento de
sus origenes. Desgraciadamente han habido pocas aproximacionss computacionales hacia la
descripcidn cuantitativa de patrones complejos v desordenados que son caracteristica de la mayoria
de fendmenos naturales. Hoy en dia, con el gran avance en la computacidn, se abre la posibilidad de
desarrollar software para procesos complejos de crecimiento aleatorio, cuya e_]ecuc:on realice una
enorme cantidad de célculos en tiempos muy pequefios y con el uso tan solo de computadoras

personales,

Las técnicas fisicas y computacionales en la formacion de procesos y patrones naturales alejados del
equiiibrio han tenido un lento desarrollo. Las técnicas sistemdticas y bien entendidas de
mecanismos estadisticos er equilibrio no pueden ser aplicadas en la mayoria de procesos de

formacién de patrones.

En las Gltimas dos décadas esta perspectiva ha progresado sustancialmente. El trabajo
interdisciplinario del pionero B. Mandetbrot ha demostrado que aquellos conceptos matemdticos’,
alguna vez creidos sin relevancia posible en el mundo real, pueden ahora Proporcionamos nuevas
formas de describir y pensar acerca de un extenso y asombroso rango de estructuras y fendémenos
naturales, al igual que los conceptos de escalamiento que fueron originaimente aplicados a un
limitado rango de problemas tales como fendmenos criticos en el movimiento de particulas

suspendidas en ef aire.

En muchos casos, la aproximacion a la geometria fractal desarrollada por B. Mandelbrot se usa para

proporcionar una mejor interpretacion intuitiva sobre el comportamienio de escalamiento.

1.2.1. La variedad de patrones en la naturaleza
La naturaleza exhibe una amplia variedad de patrones desde modelos cast completamente
Euclidianos, hasta modelos complejos completamente caéticos. Esta amplia riqgueza pucde
observarse mediante diversos patrones familiares sobre la tierra. Aunque la formacién de patrones
complejos como un resultado de mecamismos simples es relevante, la formacién de patrones
regulares con escalas de longitud bien defimdas, como un resultado de procesos més complejos, s
tambicn comin. Ejemplos comunes incluven los surcas que se forman en la arena de lag playas al

¢hocar de fas olas, o bien las formas de las nubes en el ¢ielo por ¢l Tujo def viento. Otros ejemplos
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menos familiares pueden ser la formacién de cerros de grava sobre el desierto. Los ejemplos de
patrones naturales completamente desordenados no pueden ser descritos en términos de la
geometria Euclidiana o modelos que incluyen escalas de longitud bien definida como las montarias,
rios ¥ costas. Una amplia variedad de estructuras entre estos tipos de patrones también se puede
observar. Estas estructuras intermedias no pueden ser descritas en términos de cualquier modelo
estadistico o modelo Euclidiano y son a menudo, los mas dificiles para caracterizar en términos

cuantitativos.

Las hermosas figuras formadas por el crecimiento de cristales de hielo en ta formacién de copos de
nieve han inspirado una extensa gama de investigaciones sobre ia formacién de patrones. La
formacién de patrones simétricos pero con puntos complejos dentro de un mecanismo de

crecimiento deterministico lo hace un tema exquisitamente sensible para un estudio profiundo.

1.2.2. Patrones Euclidianos
Hay muchas clases de patrones que son mds o menos regulares y pueden ser descritos en términos
totalmente Euclidianos simples. Frecuentemente, Jos patrones més simples son formados cercanos
al equilibric y se van haciendo mas y mas complejos conforme se van alejando del equilibrio. Sin
embargo es peligroso afirmar que dos patrones son lo mismo, dado que sus origenes pueden ser

explicados de la misma forma.

1.2.3. Patrones complejos y desordenados
En la naturaleza, los patrones complejos y/o desordenados son los més comunes. Ejemplos
familiares incluyen cuando rompen las olas sobre la playa, la estructura interna del cuerpo humano
y los paisajes naturales. Hace pocas décadas, las tareas para describir tales patrones en términos
cuantitativos era casi imposibie. Hoy en dia, el desarrollo de computadoras de alta velocidad y la
alta resolucion grifica juegan un papel muy importante en el desarrollo de este tipo de modelos. Los
matemnaticos han estimado por mucho tiempo que ecuaciones simples, pueden proporcionar
soluciones complicadas. No obstante, solo en la Gltima década ésto ha sido apreciado por upa
amplia variedad de cientificos. Esta simple idea nos Hlama a la reflexién de lo que significa cuando
un patrén es descrito como complejo. Es natural preguntarse “;Es un patrén que puede ser

interpretado mediante una sola ecuacion o mediante un algoritmo complejo?”.

Pug 7
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1.2.4. Agregados

El proceso de agregacion (aute-ensamble de pequefias particulas para formar grandes estructuras)
juega un papel muy importante en el entendimiento del crecimiento v la apreciacién de la geometria
fractal. Las grandes estructuras de agregacion de pequefias particulas encontradas en sisternas tales
como la contaminacién y coloides han sido descritas por muchos afios en términos tales como

“tenues”, “ramificadas”, “filamentosas” y “esponjadas”.

La figura 1.2.4.1 muestra una micrografica de un agregado de particula de hierro que fué estudiada
por Forrest y Witten®. Porque este agregado es tan tenue, su proyeccién no cubre un plano. Esto
significa que esencialmente la estructura puede ser vista en una proyeccion y sus propiedades de
escalamiento fractal pueden ser completamente caracterizada, usando una imagen de la proyeccién
vista en un micrégrafo electronico. De esta manera Forrest y Witten pudieron demostrar que los
agregados formados bajo estas condiciones pueden ser descritos en términos de la geometria fractal.
Dichos agregados son propiamente fractates con una dimensién fractal de 1.7 2 1.9%, esto constituyd
una de las primeras aplicaciones de la geometria fractal en un experimento en fisica de materia
condensada y ciencia de materiales, ademas de problemas en fisica de polimeros, los cuales fueron
discutidos en términos diferentes pero con lenguajes cercanos. Este trabajo fué importante porque
estimuld més tarde el desarrollo de la agregacion limitada por difusion DLA, modelo de Witten y

Sander’, y fus la primera demostracién de 1a naturaleza fractal de un agregado real.

e

*

‘

Figura 1 241 Agregado de una parncula de fuerro wisio medianie un mucrigrafe electrénico
Estructuras como la mostrada en la figura anterior se explican mejor en términos de modelos de
agregacion grupo-grupo, que en modelos de agregacidn particula-grupe, tal como en ¢l modelo
DLA. La agregacion grupo-grupe es uno de los méds extensamente estudiados en los procesos gue se

dingen a la formacién de patrones.

(ARt
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1.2.5. Generador de nitmeros aleatorios
La formacion de agregados de crecimiento aleatorio no es sino la acumulacion de pequefias
particulas en. movimiento que se integran en alguna posicion de un espacio delimitado y forman
grandes estructuras. Las técnicas de modelacion computacional de estos fenémenos hacen
especialmente adecuadas la utilizacién de generadores de mimeros aleatorios, en la simulacion de

las caminatas aleatorias.

Para el modelo computacional de este trabajo de tesis, fué necesario implementar el uso del
generador de niimeros aleatorios ran3, con ¢l fin de simular las caminatas, posiciones y colores que

toman las particulas en cada experimento.

La definicién de aleatoriedad en el contexto de secuencias generadas a través de una computadora,
nos dice que un programa deterministico que produce una secuencia aleatoria debe ser diferente y
sin correlaciones con el programa que use su salida. En otras palabras, si dos generadores de
numeros aleatorios producen estadisticamente los mismos resultados cuando se aplican a algin
programa en particular, podremos decir entonces que al menos uno de ellos no es un buen

generador.
Las caracteristicas generales que debe cumplir un buen generador de nitmeros aleatorios son:

»  Periodo amplio de generacion. El periodo para repetir la misma secuencia debe ser muy

grande

» Libre de correlaciones. Las secuencias generadas deben ser independientes, sin ninguna
relacion de recurrencia, o al menos aparentarlo, porque como ya se dijo, estos programas de

generacion de ndmeros aleatorios son estrictamente deterministicos.

Los sistemas que incluyen generacion de nimeros aleatorios, son casi siempre generadores de
congruencia lineal (LCG), los cuales generan una secuenciz de enteros f;, I;, . cada uno entre Oy

m-], expresado como sigue;
I,= (an +c)* mod m

Donde m es llamado modulo, y a ¥ ¢ son enteros positivos llamados multiplicador e incremento
respectivamente, La recurtencia de la ecuacién anterior se repetird con un periodo que obviamente

no serd mayor que m. Veamos el siguiente ejempio en la tabla 1.2.5.1

Pag 9
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a=3 a=7 a=7 a=7 a=7 a=7

DATOS c=5 c=5 c=5 c=5 c=5 c=5

m=11 m=18 m=18 | m=18 m=18 m=18
bes E E: B | & | & | |k
o] 5 12 19 23 29 36
1 17 12 4 1Q 5
2 10 16 17 15 3 4
3 2 g 16 2 8 15
4 14 8 1 7 2
5 13 14 12 Q 1
8 [¢] 13 17 5 12
7 Eh ] 16 4 17
B 10 " 9 15 16
9 3 10 14 2 g
10 8 3 13 1 14
11 7 8 B 12 13
12 2 7 11 17 6
13 5 0 10 16 11
14 4 5 3 g 10
15 15 4 8 14 3
16 2 15 7 13 8
17 1 2 ¢ B 7
18 12 1 5 11 0
19 17 12 4 10 5

Tabla 1.2.5.1 Eremplo sumple de un generador de mimeros aleatorios

Debido al médulo aritmético usado en el LCG, la secuencia de nimeros producidos serd ciclica, La
longitud del ciclo es conocida come periodo, por ejemplo en la columna E, de la tabla anterior, el

periodo es igual a 5, ohserve que el nimero 5 se repite despuss de 5 1teraciones,

El periodo médximo para un LCG con médulo m, es m por st mismo. Un LCG con un periodo
méximo posible, se conoce como un LCG de eiclo complete. Un LCG de ciclo completo produce,

cada ciclo, una permutacién de los numeros entre &'y m-1.

Se puede obtener un generader de ciclo completo para cualquier m, escogiendo los valores
apropiados para a, ¢ y x,. Existen algunas reglas que se aplican cuando ¢ es igual 0, para garantizar

ur ciclo completo.

.
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En una secuencia de nimeroes aleatorios, cada niimero en Ia secuencia s totalmente independiente
de los nilimeros que llegaron antes que él, de tal manera que no se puede predecir el nimero

siguiente.

La técrica més popular para generar secuencias de nimeros aleatorios, es el uso del LCG, por su
facilidad de implementacién, rapidez, v si se genera apropiadamente, es capaz de producir
secuencias bastante aleatorias.

Si se usa el LCG para generar secuencias, los ntmeros obteridos estan Iejos de ser independientes
por su relacion de recurrencia del LCG. Sin embargo para quienes no conocen esta relacion

fundamental, los nimeros aparentan ser aleatorios.

En la columna E; de 1a tabla 1.2.5.1 del efemplo anterior, s¢ puede observar que con valores de

La secuencia obtenida tiene un periedo de solo 18 nimeros. La forma de obtener un periodo largo,

es usando un valor grande para el médulo y seguir las reglas de la generacion de un ciclo completo.

La utilizacion de un médulo bastante grande no garantiza una secuencia aleatoria, por ejemplo para
m=2"—1=2147483,647

a=1

e=2

xp=1

se obtiene una secuenciade 1,3, 5,7,9, 11, ...

Esta secuencia no es aleatoria, de hecho para cualquier valor de ¢, la secuencia producida tendrd a ¢

como la diferencia entre dos nimeros consecutivos.

Una solucién parz este tipo de problema es elegir el valor mas alto posible para m, cuyo valor no
sea primo o producto primo. Probablemente csto nos leve a una secuencia mids aceptable. Otra
solucidn seria utifizar un generador multiplicativo puro, ¢con ¢ = ¢ Entonces la relacién de

recumencia se reduce a;
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x, =ax, ,modm

Utilizar un generador multiplicativo pure, involucra un cdlculo menos (la suma). Debido a esto, los

generadores multiplicativos puros son cominmente usados en generadores de niimeros aleatorios.

Exisie ¢} problema de qus nadie puede garantizer la aleatoriedad. Lo que se debe hacer es intentar
con varios valores para a y m, y probar las secuencias resultantes. Para un generador multiplicativo
puro, es necesario un grupo diferente de reglas para asegurar un ciclo completo, pero l6gicamente

con mateméticas méds complejas.

Los generadores multiplicativos puros han sido estudiados ampliamente parzi Su usO COmo
generadores de niimeros aleatorios. A diferencia del LCG, se quiere un médulo primo. Para el
modulo 2,147,483,647 hay mas de 500 millones de valores para 2 que garantizan un ciclo completo,

sin embargo muchos de ellos no son buenos generadores de niimeros aleatorios.

Un grupo de parametros que ha tenido un amplio uso es m = 2,147,483,647 y a = 16,807 . Un
generador con este particular grupo de pardmetros se le denomina Generador Estindar Minimo. Un
generador estdndar minima fué ampliamente probado para su aleatoriedad y se considera bueno

para producir secuencias aleatorias,

Una critica del generador de estindar minimo, asi como de los generadores basados en LCU, es que

falian en una prueba denominada Prueba Espectral.

En general Ia prueba espectral busca las correlaciones entre los nimeros producidos en un espacio
de k dimensiones. Muchos generadores de nimeros aleatorios tendern a formar grupos de
hiperpianos. Consideremos el siguiente ejemplo para el caso de k = 2. Aqui los nOmeros
consecutivos s¢ prucban para ver si existen correlaciones. Una forma grafica para desarrollar esta
prueba, es tomar los nomeros aleatorios de la secuencia en pares, formando de esa manera

coordenadas bidimensionales;
1,4,8,2,5,9,12,43,24,7,0, 1, ......
(1, 4),(82), ...

Los puntos Se trazan entonces en estas coordenadas. Este proceso se repite varias veces hasta

obtener una grafica llena de puntos.

Si los nimeros son realmente aleatorios, ne habra ninglin patrén notable en fos puntos. Si hay

correlaciones, se observan cn la grafica los puntos alincados, como se muestraen la fig, 1.2.5 1

Pan
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Fig.1.2.5.] Gréafica espectral por el generador de estindar minimo

Para tres dimensiones, es necesario considerar los tres primeros nitmeros de la secuencia como un
punto de coordenadas (X, ¥, z), los siguientes tres niimeros de la secuencia como otro punto, ¥ asi
sucesivamente, graficindolos en un espacio tridimensional, verificando entonces que en cada plano

del espacio no se formen patrones repetitivos en ninguno de los planos.

Probablemente la prueba espectral de niimeros aleatorios no compruebe la aleatoriedad de una

secuencia de nameros, pero existe una prueba més eficiente, la Entropia de Kolmogorov®.

Basicamente 1a entropia de Kolmogorov estudia [a relacién entre cada niumero de la secuencia y el

resto de niimeros que forman parte de ésta. En este sentido, la entropia puede tener los siguientes

valores:

K=0

K = Un niimero positivo

K=c

Para el primer caso, sc dice que la secuencia representa un sistema periddico.
Para el segundo caso, se dice que el sistema es cadtico.

Para el tercer caso, se dice que la secuencia es aleatoria.

Desde luego, la gran cantidad de calculos que deben hacerse para calcular la entropia de
Kolmogorov en una secuencia de mas de 60,000 nimeros, requiere una gran cantidad de recursos

de computadora.

Pag S
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Con el propésito de simular las caminatas, posiciones y colores que toman las particulas en cada

experimento, fué necesario implementar e} uso del generador de nimeros aleatorios rand.

El procedimiento para implementar la generacidn de nimeros aleatorios en el programa, consistié

en tres pasos fundameritales;

» Inicializacién, proporcionando una semilla inicial aleatoria (a partir de! reloj interno de la

computadora).

= Generacion de un niimero aleatorio, en este caso se utiliza el algoritmo de ran3, el cual nos

devuelve un niimero de punto flotante sobre el rango de 0 a 1 sin correlaciones
= Destruccion del generador, con lo cual se permite liberar memoria cuando ya no se vaya a
usar mas.
Este método ran3 genera nimeros aleatorios con distribucion uniforme en el rango de [ 0.0 2 1.0 1.

Los tiempos de ejecucidn de diversos algoritmos de generacion de nimeros aleatorios, son
inevitablemente dependientes de cada computadora. A pesar de eso, la tabla 1.2.5.2 es un indicativo

de tiempos relativos entre diversos generadores de niimeros aleatorios”,

Generador Tifmp;g&g{’ﬁcucién
ran( 1.0
ranl 13
ranl 20
ran3 0.6
rangdl 0.10
ranqd? 0325
ran4 40

Tabla 1 2 5.2 Tiempos relativos entre generadores de ndmeros aleatorios

[ -
Ver anexo L. en donde se explica ¢f algonimo del generador de numeros aleatorios ran?
i N .
Los valores mas pequeitos en ta tabla indican generadores mds raprdos

Pae b




PROGRAMA DE ENUMERACION EXAGTA APLICADD AL MODELO BICOLOR DLA

El generador ranl se utiliza en propésitos generales, es portitil (puede ser ¢jecutado con pocas o
ninguna modificacion en un gran rango de sistemas de computo) y esta basado en el generador
estdndar minimo de Park&Miller”.

El ran2 se recomienda cuando se requieren generar mas de 100,000,000 de ndmeros aleatorios.

El ran3 ofrece una ruting portdtil y muy rdpida, recomendada en donde se requiera rapidez y

amplios periodos.
El rand es extremadamente bueno, pere es lento.

La rapidez de generacién de nameros aleatorios R de amplio pericdo, uniformemente distribuido
sobre un rango de 0 < R < 1, sin correlaciones que pudieran influir en la salida de la simulacidn, es

parte crucial de cualquier generador de nimeros aleatorios.
1.2.6. Fractales y escalamiento

Los conceptos relacionados a la geometria fractal y escalamiento han probado ser recursos
extremadamente valiosos en la descripeién y entendimiento de un amplio rango de estructuras
desordenadas y sus origenes. Hay muchos tipos de fractales que pueden ser descritos cualitativa y

cuantitativamente, en muchas formas.

Cualquiera que sea el método de aproximacién al concepto de fractal que utilicemos, hay un
concepto central, que es el de dimensién. Més precisamente, consideraremos varios conceptos de

dimensién; y el primero de ellos, el de dimensidn topolégica.

En los “Elementos” de Euclides, ya se define, implicitamente y de forma inductiva, el concepto de
dimensién. Se dice que una figura es unidimensional, si su frontera estd compuesta de puntos;
bidimensionai, si su frontera estd compuesta de curvas y tridimensional, si su frontera estd

compuesta de superficies.

La construccion de la dimension topoldgica se puede basar en la idea de generalizar el concepto de
que ia dimension de una bola es tres mientras que la dimension de la esfera que ta limita es dos:

dimensién de un conjunto X a partir de 1a dimens:idn de su frontera dX.

Por otra parte, un objeto fractal es, ante todo, un subconjunte de R”. En este contexto, preferimos
una definicién equivalente de dimensidn topoldgica basada en la dimensidén de recubrimiento,

concepte que juega un pape] imporntante ¢n la definicién de dimensidn fractal.

Consideremos un subconjunto Sde 7

Pag 1
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Un recubrimiento abierto de § es cualquier coleceidn de conjuntos abiertos a cuya reunién contiene

al conjunto S, como se muestra en la figura 1.2.6.1

Figura 1.2.6.] Dimensi6n topoldgica 1
Un refinamiento abierto a” del recubrimiento abierto a es otro recubrimiento tal que cada abierto

A’e a’, esti incluido en algin abierto 4 £ a.

En algin sentido, un refinamiento abierto e’ de S, proporciona un recubrimiento “mds detallado™ de

Squea

analioco
&,,UQJ O 8

Figura I 2 6 2 Dimensién Topeldgica @

Decimos que a €5 un recubrimiento abierto de orden & del conjunto S, si, cualquiera que seax € §, x

pertenece a2 un maximo de k abiertos del recubdmiento «.

El conjunto § tiene dimension de recubrimiento (dimensién topoldgica) n, si cualquier

recubrimiento abierto a de § admite un refinamiento abierto de orden n+1, pero no de orden .

3,3*4‘" l ‘t

{/P~ o

BTN

Figure 1 26 3 Dimension topoldgica 1

Uno de los procedimientos para caracterizar e incluso para clasificar ios objetes fractales consiste

en atribuir 2 cada uno de ¢llos una cantidad numdrica, la dimension fractal,
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Para realizar esta atribucién, la cantidad numerica correspondiente, debe satisfacer algunas

propiedades que contribuyen a dotar de credibilidad al citado pardmetro.

Los requerimientos apuntados por Yamaguti y otros en “Mathematics of Fractals™, referidos a
subconjuntos de R, y considerados como una relacién de “minimos™ a satisfacer por cualquier

concepto de dimensidn, son los siguientes:

a) Para conjuntos constituidos por un solo elemento {a}, la dimensidn deberd ser 0. Para el

intervalo unidad [0,1], el valor deberd ser 1.

b) Cardcter mondtono: Si X c ¥, la dimension de X deber4 ser menor o igual que la dimensién
de ¥.

¢) Estabilidad numerable: Sea X, una sucesién de conjuntos cerrados de R”. Entonces,

dim! | }.X, =supdim(XJ)

1 Jzl

s

J

d) Invariancia: Para alguna clase de aplicacienes w de R” en R” (homeomorfismos para la

dimensidn topoldgica)
dim(p (X)) = dim{X)
Una de las interpretaciones de la dimension, posiblemente la mas natural, estd relacionada con la
capacidad de los objetos para ocupar el espacio euclidiano en el que se encuentran sumergidos.

Dicho de otra forma, la dimension ayudara en la determinacion del contenido o medida de un

conjunto, en particular de los conjuntos fractales.

Asi, cuantificar fractales es definir, por algiin procedimiento, la proporcion del espacio fisico en el

que se inscriben y que es llenado por ellos.

Establecemos distintos conceptos de dimension que, por otra parte, hacen use de algunos objetos
euclidianos (conjuntos abiertos, cerrados, segmentos, bolas, etc.) y los pasos a limite

correspondientes.
Encontraremos una diferencia fundamental con los objetos euclidianos:

Teniendo en cuenta que se¢ cumple la propiedad de que la dimension fractal de £ es mayor que su

dimension topoldgica’, establecida al tratar el conceplo de objeto fractal

Los valores obtenidos serdn racionales o irracionales (no enteros).

TPy
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Habitualmente, para cuantificar conjuntos buscamos “blogues unidad” con cuales compararlos. La
correspondiente suma proporciona la longitud, drez o volumen del conjunto considerado. Esta

técnica funciona con objetos euclidianos, incluyendo eventualmente procesos de paso a limite.
Para objetos fractales no disponemos de bloques unidad semejantes.

Por ejemplo, si magnificamos sucesivamente un objeto euclidiano “unidimensional”, encontramos
segmentos rectilineos. Sin embargo, si magnificamos sucesivamente un objeto fractal, encontramos

objetos con niveles de complicacion comparables a los del conjunto de partida.

1.2.7. Fractales auto-semejantes
Uno de los principales fractales estudiados desde el punto de vista matematico fué el conjunto
Cantor, ilustrado en ia Figura 1.2.7.1. El comfunto Cantor'® puede ser construido, primero
removiendo la tercera parte central de un segmento de linea que cubre el intervalode 0a /. Enla
siguiente etapa de! proceso de construccidn, son removidas las terceras partes centrales de los dos
segmentos de lineas restantes. Durante cada etapa siguiente, la tercera parte central s removida
para cada uno de los segmentos de linea restante, de tal forma que después de n etapas, el niimero
de segmentos de lineas han crecido 2 2" y su longitud total s ha reducido a (2/3)". En el limite n —
%o, un conjunte fractal serd generado. Este “objeto”, con medida cero (longitud total de los
segmentos de lineas restantes) y un nimero infinito de piezas, se consideré una paradoja, sin

relevancia alguna en e! mundo real.

(al
1

{b}

— —
ud /3

—_— — (c)
— — — —
ue e e ue
-— - e =)
[T7 LA Vrird [ S WA wms oL L2 W

Fig 727/ Tres etapas en la construceién de un conjunto Cantor {4 ) muestra el segmento de
limca orgnal, { b ) Ce Yy (d ) muestran Jos prefractales después de fas primeras tres etapas cn
la construccion del proceso
El compunto Cantor posee algunas propiedades comunes a muchos otros fractales Contiene huecos

en lodas sus escalas de Jongiud y Hena una fraecion despreciable del espacio que ocupa Si el

P 1s
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conjunto Cantor es dilatado por un factor de 37, puede ser cubierto por un minimo de 27 réplicas de
si mismo. Estructuras con esta propiedad dicen ser de escala invariante, similar propia o que tienen
simetria en su dilatacién. En general, si M™ es el niimero minimo de réplicas del patrén original que
son requeridas para cubrirse a si mismo después de la dilatacion (cambio de escala de longitud)
mediante un factor de N7, sus propiedades de escalamiento geométrico pueden ser caracterizado por

un fractal con dimensionalidad D dado por

D =log{M )/ log(N)
Para objetos Euclidianos, tales como lineas continuas, planos rectangulares o cubos, lz anterior
ecuacién proporciona una dimensionalidad Euclidiana de 1, 2 y 3 respectivamente. Para el confunto
Cantor la dimensionalidad fractal es log(2)/log(3) o 0.6309 . Este resultado (0 < D < [} es
intuitivamente razonable. El conjunto Cantor es mas que un punto dimensional ¢ (contiene un
niimero infinito de ellos) pero menos que una linea dimensional 7 (la longitud total ocupada es
cero). En este caso, la dimensionalidad fractal puede ser considerada como una medida de cuanto

efectivamente el conjunto Cantor llena €l espacio dimensional ! en el cual reside.

El triangulo de Sierpinski, mostrado en la figura 1.2.7.2 es otro ejemplo simple de un fractal auto
similar. El patrén puede ser construido encajando juntos tres tridngulos equildteros idénticos, con
lados de longitud £, para formar un nuevo triangulo con lados de longitud 2g ¥ con un hueco
triangular en la parte media. En la siguiente etapa del proceso de construccidn jerarquico, tres de los
tridngulos con lados de longiud 2e, con huecos triangulares en sus partes medias, son colecados
juntos para formar un tridngulo con lados de longitud 4&, con un hueco triangular de tamafio Ze ¥
tres huecos triangulares de tamafio €. Después de n generaciones, un patrén triangular con lados de
longitud 2" conteniendo 3" triangulos solidos, cada uno con lados de longitud £, son formados.
Cadz vez que la escala de longitud es incrementada mediante un factor de 2, el drea o medicidn se
incrementa por un factor de 3, y la dimensionalidad fractal esta dada por D = log 3/ log 2. Muy a
menude, solamente los bordes de los triangulos de tamafio £ son usados para formar un marco o

enrejado en el triangulo de Sierpinski que también tiene una dimensionalidad fractal de DD = log 3 /

log 2.



PROGRAMA DE ENUMERACION EXACTA APLICADO AL MODELD BICOLOR DLA

Fig.1.2 7.2 Estas figuras muestran los primeros dos estados en la construccion del wiangulo de
Sierpmski { D=log 3/ log 2)
Este proceso de continuar encajando tridngulos equiliteros idénticos pusde continuar hasta llegar a
formar estructuras mas complejas, como la mostrada en la figura 1.2.7.3, que corresponde a este

mismo triangulo de Sierpinski en su 8 generacion

Fig 1.2 7.3 Trnangulo de Sierpinshi en su 87 generacion

Un procedimiento alternativo serd iniciar con un tridngulo con lades de longitud L = / y remover
tridngulos con longitud de L/2 desde su parte media, para generar un patrdn de tres tridngulos con
lados de longitud L/2. Este procedimiento serd repetido para todos los tridngulos con lados de
longitud L/2 y para todos los sub tridngulos durante cada etapa del procese de generacién, Después

de n etapas, los lados de Jos subutridngulos tendrén longitudes de / = Z/2".

El proceso de construccion del prefractal en el iuangulo de Sierpinski desde pequefios prefractales
parece un proceso de agregacion sistematico. Consecuentemente, esta aproximacion es Gtil para

ilustrar los conceptos de geometria fractal en el contexto de problemas tales como agregacion.

1.2.8. Modelos de Crecimiento
El desarrollo de modelos extremadamente simples ha proporcionade mucho de la motivacion para

el estudio sisieminco de creenmiento  desordenado  wsando  aproaimacioncs tedricas v

- - . r . -
experimentales. Ts el caso del maodelo Eden’' eslos modelos akora estin totalmente bien entendidos
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desde el punto de vista tedrico. En otros casos, tal cormo en el modelo DLA, estdn totalmente
alejadas de un entendimiento satisfactorio, y estos modelos plantean una discusién tedrica

importante,

Mucha atencidn se enfoca sobre el modelo DLA. Este modelo puede ser usado como base para
entender un amplio rango de fendmenos de formacion de patrones. Este modelo se ha estudiado
extensamente durante los Gltimos 15 afios y juega un papel muy importante en el estudio de
formacion de fractales. A parte de su amplia aplicacién, importancia tedrica y atractivo estético, el
modelo DLA proporciona un excelente ejemplo de progreso llevado a cabo ¢n las discusiones que
permanecen en el estudio de procesos de crechmiento alejado del equilibrio. La sensibilidad a
cambios en la geometria fractal de este modelo partiendo de sus fluctuaciones iniciales, la
enumeracion exacta de las formas y cantidad de particulas que integran a estructura fractal durante

su crecimiento inicial, proporciona un reto de estudio importante.

1
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2. Modelo Bicolor de Agregacion Limitada por difusién
(bicolor DLA)

2.1. Descripcién del Modelo bicolor DLA
A partir del modelo original de Witten y Sander™ que como ya se dijo fué la primera demostracion
de la naturaleza fractal de un agregado real, diversos investigadores han propuesto modificaciones y

nuevos modelos ajustandolos a diferentes 4reas del conocimiento.,

Una amplia variedad de fenémenos naturales pueden considerarse come fendémenos cuyo
crecimiento s¢ ajusta a lo que conocemos como DLA; la coapulacién de aerosoles, algunos
crecimientos de cristales, flujo de fluidos en medios porosos, movimientos intermedios entre

liquidos con viscosidad diferente, etc.”

Debido a la flexibilidad que presenta el modelo de Witien v Sander, ¢l fendmeno DLA se ha
expandido y diferentes investigadores han propuesto novedosos modelos cuyo objetive ha sido
estudiar ¢l comportamiento con o sin enrejado, la dimensién fractal y también la simetria de las
estructuras obtenidas experimentalmente’. La totalidad de fos resultados han coincidido en que el
estudio del fenomeno DLA no es sencillo y menos lo es si se pretende formular un modelo tedrico.
Por lo tanto es mucho més sencillo y rentable intentar formular un modelo computacional gue

permita obtener informacién importante del fenémeno.

Recientemente los investigadores Sergey Nechaev, Vladimir Tchijov v Suemi Rodriguez Romo
propusieron el moadelo Bicolor DLA", basados en el modelo original de Witten y Sander. Los
resultados experimentales de sus simulaciones, pusieron especial atencion a la distancia que

separaban a dos semillas iniciales def fendmeno en estudio.

El modelo bicolor DLA es un desarrolle del modelo original de Witten y Sander e inicia con dos
particulas (semillas) de diferente color situadas a una distancia & upa de ia otra, como se muestra en
la figura 2.1.1. Una particula se crea a una gran distancia de las dos particulas originales de
diferentes colores. Esta particula se genera con una probabilidad p de ser de! cofor de una de las
particulas utilizadas como semillas y una probabilidad de /-p de ser del color de la otra semilla. La
particula empieza 2 caminar en forma aleatoria, es decir, levar a cabo un movimiento de caminata

al azar, hasta que una de las siguicntes cosas ocurren:
1. Llegando a limiwes predeterminados del enrejado, es eliminada v una nueva particula sc
genera en algén otro lugar aleatorio del enrggado. Los limites son arbitrarios y dependen del

tamafio v forma de la estructura fractai que se va formando.
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2. En su caminata la particula ocupa un tugar adyacente a ja semilla de color diferente, por lo

cual esta particula es efiminada y se genera una nueva para repetir la secuencia.

3. En su camino aleatorio, la particula ocupa un lugar adyacente s la semilla de su misma
color, entonces esta particula se adhiere a la semifla dando con este origen a una estructura

ctuya forma serd también aleatoria, ¥ genera otra particula para continuar ¢on el proceso.

Este procesa se repite hasta que alpuna de las dos estructuras de diferente color alcanza un tamafio
considerablemente grande que incite al andlisis de estos resultados.

Las variables de este modelo son; la distancia d entre las dos semillas v la probabitidad ppaala
determinacién del color de una particula.

¥
;2 SSRSREEE
Eﬁr i | @s
Samila A .sﬂm
« == - = »
l?)t»:k:unch:: dlbnire semifias |

Fig. 2.1.1 Modelo Bicolor DLA

Los vértices inferior derecho de la semilla roja y el vértice inferior izquierdo de la semilla verde,

estin a la misma distancia del origen cartesiano como se muestra en la figura 2.1.1.

Las particulas de dos colores diferentes se suponen colocadas dentro de un enrejado a upa distancia
d una de otra.

A una gran distancia de las semillas (también particulas), en un punto aleatorio sobre un enrejado
circular de radio R, una nueva particula es introducida con probabilidad p de ser de color rojo y una
probabilidad [-p de ser de color verde. El radio R, es mucho mas grande que la distancia que separa
a las semullas, R, >> d. De hecho, es uno de los pardmetros implicitos del modelo computacional,

observe la figura 2.1.2.en la cual se muestra el radio circufar R, del enrejado.

ag 24
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Como ya se menciond, los variables del modelo Bicolor DLA son la distancia d entre semitlas y 1z
probabilidad p de que la particula caminante sea de un color u otro. En el case del programa de
enumeracion exacta aplicado al modelo bicolor DLA, se restringen los valores de estudio a p entre

0y 0.5 por simetria, y valores de 4 iguales a 2, 4, 6, 8 y 10 unidades de enrejado. En este rango de
distancias se presentan fendmenos que nos interesan estudiar.

=T

] I
I T I i1

Ty

4

~

figura 2 I 2 Enrejado de radio circular del medelo Bicolor DLA

Las siguientes figuras muestran diversas estructuras obtenidas para los modelos DLA v Bicolor
DLA

Figura 71 3 DLA con cien rmilones de pariculas
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Con p=0 5y d=100, lik o esbucturas son hiace ments cimatricas

Figura 21 6

Pag 6
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Con p= 0.5 y d+2, ias dos estructuras son diferentes

Figura 2.1.7

2.2. Simulacién computacional del modelo Bicolor DLA

Una muy buena herramienta para la simulacién de procesos, actualmente es la compuiadora
personal, Mediante programas especificos desarrollados con algoritmos suficientemente rapidos,
eficientes, que generen resultados confiables y cuyo tiempo de cdiculo sea relativamente bajo, se
reatizan simulaciones de proceses muy compiejos.

Para la simulacion del modelo Bicolor DLA se utilizé un programa escrito en Borland C++, el cual
ha sido ejecutado en compusadoras personales con plataformas integradas (Linux y Windows), la
mayoria de las ejecuciones se realizaron en Windows con un procesador Intel Pentium I 2 450

Mhz, donde se consideraron principalmente probabilidades p con valores entre 0y 0.5, y distancia d
entre semiilas 2, 4, 6, § y 10 unidades de enrejado.

Los primeros experimentos s¢ realizaron para cada valor de Py d mencionados anteriormente, con

ta condicién de terminar cada experimento en ¢l momento que alguna de las estructuras fractales
alcanzard un niimero maximo de particulas de 5000

Algunos otros experimentos se repitieron en computadoras Pentium similares, con el sistema

operativo Linux, observindose basicamente los mismos resuitados (datos y desemperio),
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Con el andlisis de resultados obtenido a través de este programa se observé formacién de
estructuras en algunos experimentos citya asimetria rompia el esquema tradicional de muchos otros
experimentos coh las mismas condiciones de probabilidades p y distancias d entre semillas, esta fue
una de las principales razones que motivan fa necesidad de redisefiar este programa para cuantificar
con exactitud el crecimiento inicial de las estructuras fractales obtenidas y el impacto de estos

resultados en la formacién geométrica de dichas estructuras™,

Cuantificar con exactitud los origenes de las estructuras fractales en el modelo Bicolor DLA,
significa generar resultados que arrojen dztos basicamente importantes a! inicio de las estructuras

fractales y que sirvan para definir el comportamiento macroscopico de dichas estructuras.

w . < .
En el capitulo 3 comprenderemos v analizaremos los resultados que dan ongen al rediseno del programa
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3. Tablas Hash

3.1. Algoritmo de tablas Hash

Lin problema de gran importancia en la simulacién computacional de los modelos de agregacitn
limitada por difusién es una verificacién rapida para saber si una particula viajera se acerco a la
estructura ya existente o todaviz esta lejos de ella. La técnica mds eficiente de dicha verificacién es
el método de las tablas hash.

La tabla hash es una estructura de datos que nos permite realizar inserciones, eliminaciones y
biisquedas en un tiempo promedio constante, bajo ciertas hipétesis. Sin embargo, con un disefio
cuidadoso, es posible hacer que sea arbitrariamente pequefia la probabilidad de que el hashing (o

dispersién) demande mds de un tiempo constante para cada operacion'®.

La idea del hashing es ¢jecutar alguna operacion sobre el campo clave (el campo clave nos permite
identificar de manera {inica Jos diferentes elementos) y obtener ¢l valor que es la direccién (o
indice} del elemento al que pertenece la clave. La técnica de bitsqueda hashing intenta localizar el
¢lemento deseado después de un intento. El nimero de intentos necesarios para localizar una
entrada, depende de factores tales como ef algoritme de hashing, los datos a buscar, el tamafio de la
tabla, asi como otras consideraciones, Se aplica igual para buscar elementos en memoria principal o
auxiliar. El hashing se usa generalmente si el rango de las claves es grande en comparacién con el

numero real de elementos.

La estructura de datos ideal para la tabla hash" es simplemente un arreglo de tamario fijo. Cada

elemento de [a tabla consiste en a clave y [a informacion asociada a ésta.

Cada elemento del arreglo se le llama bucket o celdas, y al proceso de implementacién se le conoce
como hashing, El hashing es una técnica utilizada para la construccién de tablas para bisquedas,
inserciones y borrado altamente eficiente. Un buen disefio de una tabla hash, encuentra que una

entrada puede tomar solo una o méas comparaciones, sin importar el niimero de entradas presentes.

Cuando dos elementos sefialan al mismo bucket sucede un fendmeno llamado colision. Los métodos

para el manejo de colisiones se conocen como estrategias de resolucién de colisiones.

¥ S teata de un vector de tamaria fijo en el que se van a guardar los elementos Existe una funcion hash que
convierte la ¢lave en una posicidn en el vector. Asi se consigue un acceso con retardo ¢asi constante. Tienen
¢l problema de fa gestion de colisiones, Una colision se produce cuando 1a funcion hash devuelve ¢l mismo
valor para distimtas claves

Pae W
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3.2. Hashing, muestreo aleatorio invertido

Las funciones para el mapeo en la tabla se ltaman funciones hash. Una funcién hash debe tomar una
clave, que proviene de un gran rango de valores, ¢ introducirlo dentro del menor rango de buckets.
Cuando se mapea de muchos a pocoes, existen muchas colisiones, para minimizar [as colisiones se
mezclan las claves en una forma que la salida de la funcién hash sea esencialmente aleatoria.
Funciones con estas propiedades son conocidas como funciones hash uniformes. Idealmente, se
quiere que cada bucket tenga //m oportunidad de ser seleccionada, dando un grupo aleatorio de
claves, c;omo en el caso de las coordenadas de las posiciones de las particulas adheridas, ¥ donde m

es el niimero de particulas en la tabla,

Es posible tener malas funciones 'hash, como el caso en donde todas las claves sefialan al mismo
bucket.

El hashing esta relacionado a un muestreo aleatorio. Recordando que en una muestra aleatoria, [as &
selecciones se eligen aleatoriamente de un grupo de r elementos. Supongamos que asignamoes un
nimero dnico en el rango de 0 a m-J a cada muestra en un grupo de » muestras aleatorias ficas.
Estos nimeros son equivalentes a indices de buckets v las selecciones en cada muestra son las

entradas cuyas claves mapean al mismo bucket.

Con hashing se tienen muchas muestras, escogidas a priori, y debemos determinar de entre el grupo

de muestras a cual muestra pertenece una clave dada.

3.3. Funciones Hash
Una funcién hash debe satisfacer dos requerimientos, que usualmente estdn en competencia. Es

deseable que 12 funcién hash sea ripida, tomando solo un peco de cilculos. Ademas la funcion debe

ser bastante habil para minimizar colisiones.

La idea general es usar la clave para determinar la direccién del registro. Para ello hay que

encontrar una aplicacion adecuada A del conjunto X de claves sobre el conjunto D de direcciones

H:K—>D

Los dos criterios principales al seleccionar una funcién hash H son los siguientes:

* K deberd producir tan pocas colisiones eomo sea pasible. Es decir, en la medida de fo
posible, debera distribuir uriformemente las direcciones hash sobre todo el conjunto D. Por
supuesto, a menos que las claves se conozean con anterioridad, no se puede determinar si
una funcién hash las dispersa de manera adecuada, Sin embargo, aunque es raro conocer lag

claves antes de selecclonar una funcidn de dispersién, es bastante comiin conocer algunas



PROGRAMA DE ENUMERACION EXACTA APLICADO AL MODELO BICOLOR DLA

propiedades de las claves. Por ejemplo, si todas las claves terminan en los mismos tres
digitos y el tamafio de la tabla es 1000, si utilizamos ¢l método de divisidn, entonces la

funcién hash nos producird el mismo valor para todas las claves.

e H debe ser ficil y rdpida de calcular. Aunque la funcidn hash proporcione direcciones
tinicas, no es buena, si lleva mas tiempo calcular la direccidn que buscar directamnente de la
tabla.

3.4. Funciones hash mas utilizadas

A continuacién veremos algunas de las funciones hash mas utilizadas.

s Meétodo de division. Una de las transformaciones més antiguas vy sencillas, es Ia de dividir
por el nimero de direcciones posibles. La transformacion de un nimero a su resto después
de dividir por un niimero fIjo, es la idea central en la aritmética modular. La funcion hash

se define por cualquierz de las sipuientes dos consideraciones:

Hk)=kmodm
H(k) = (k mod m)+1

La segunda férmula se usa cuando querernos que las direcciones hash vayan de I a m en vez de
desde 0 am-1.

Una buena idea es que el tamafio de la tabla sea algo mas grande que el niimero de elementos que se
desean insertar. Cuanto mayor sea el tamafio de la tabla, mayor es el rango de la funci6n hash, y por
lo tanto, disminuye la probabilidad de que se produzcan colisiones. Por supuesto, esto conlleva un
compromiso entre espacio y tiempo. Dejar posiciones en blanco es ineficiente en términos de

espacio, pero reduce el nimero de colisiones, y por [o tanto, es m4s eficiente en términos de tiempo.

Es crucial que se escoja un buen valor de m, o los resultados no serdn buenos. Si se hace m un
nimero par, entonces las claves pares se introducirdn en los buckets pares v las claves impares en
buckets impares. De esa manera, si todas las claves fueran impares, la mitad de los buckets no se

utilizaran y se esperarian més colisiones.

Los mejores resultados con el método de division se producen cuando el tamanio de la tabla es
primo, ya que asi, en general, la funcion hash se dispersa de manera mas uniforme sobre todas las

posibles posiciones de 1a tabla y el niimero de eolisiones se minimiza.
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La ventaja de este método es su simplicidad, aunque para determinados conjuntos de claves se
deberia usar otra funcidn de hash. Un ejemplo de esto seria aquel en el que las claves terminan con

los mismos 3 digitos y el tamafio de la tabla es 1000.

* Meétodo de plegado. La clave & se divide en varias partes k,, k..., k. Donde cada parte,
excepto posiblemente la Gltima, tiene el mismo numero de digitos que la direccién
tequerida. Entonces, a cada una de las partes se la aplica ¢l operador "OR exclusive" para
formar la direccion (El resultado del operador OR exclusivo de 2 bits es 1 si los bits son
diferentes y 0 si son iguales, Equivale a la suma binaria de bits si se ignora el acarreo). La

funcidn hash quedaria como:
HE)y=k+Fky+---+k,

donde se ignoran los digitos més significativos que se den por el acarreo. A veces a las partes pares,

k3, k. ..., se las invierte antes de sumarlas, con el fin de conseguir valores mas aleatorios y Gnicos.

El problema del método del plegado de bits es cuando las claves contienen los mismos grupos de

bits pero en orden diferente. Estas claves se dispersan en el misme valor,
Este método se combina frecuentemente con otros métodos hash

» Me¢étodo de andlisis de digitos. S6lo se seleccionan los digitos que tienen la distribucién més
uniforme. Los que no son tan uniformes (homogéneos) se borran de la clave, hasta que se
obtiene el nimero deseado de digitos. Este método implica un conocimiento de las claves.
Un cambio en el conjunto de claves implica un nueve anélisis de los digitos, por tanto este

método no se ajusta a las exigencias de rapidez de insercion y posibilidad de borrado.

St las claves no son enteros, se tienen que convertir a enteros antes de aplicar una de las funciones

hash anteriores

3.5. Hashing, cadenas de caracteres
Es muy comin que las claves sean cadenas de caracteres. Algunos ejemplos son nombres,

domicilios, o identificadores.
Para el caso de cadena de caracteres, hay varias maneras de hacerlo;

1. Se puede utilizar la representacion interna con bits de cada cardcter interpretado como
némero binarie. Una desventaja de esto, s que las representaciones con bits de todas las

letras o digitos tienden a ser muy similares en la mayoria de las computadoras.

3

Otra funcién hash polindmica con base en la regla de Horner.

P 3%
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A0+ X(A1+ X{(42 +..+ X(4N)..))

Para estos casos se tiene una posibilidad; sumar los valores enteros de cada cardcter en la cadenay

usar el resultado como el indice del bucket.

Debido 2 que es posible que el indice resultante sea mdis grande que el mimero de buckets, s
comin tomarle al resultado el médulo .

En otras palabras, una vez que una cadena de caracteres es convertida a una forma numérica, se usa
el método de la divisién tanto para aplicar més tarde hash al resultado como para mantener el valor

en el rango. Como en el caso anterior, lo mejor es sim es un nimero primo.

3.6. Funciones hash perfectas

Dado un conjunto de claves k = k;, ky, ... k» una fimcién hash perfecta es aquella funcién de
dispersion h, tal que;

A(k,)= Hk,)
Para todo i #/. Es decir no se producen colisiones’

En general, es dificil encontrar una funcién hash perfecta para un conjunto particular de claves.
Ademds, una vez que se afiaden unas cuantas claves mas al conjunto para el cual se habfa
encontrado una funcién hash perfecta, ésta deja de serlo en general para el nuevo conjunto. Asi,
aunque es deseable encontrar una fincién hash perfecta para asegurar la recuperacién inmediata,
esto no es practico a no ser que el conjunto de claves sea estitico y se busque en él con frecuencia.
El ejemplo mas claro de ésto, es un compilador. El conjunto de palabras reservadas del lenguaje de
programacion que se estd compilando no cambia y se tiene que acceder muchas veces a este
conjunto. Por 1o tanto, una funcién hash perfecta permitiria al compilador determinar ripidamente si

una palabra es reservada o no.

Cuanto mas grande sea la tabla hash mas dificil sera encontrar una funcién hash perfecta para un
conjunto de claves dado.

En general es deseable tener una funcién hash perfecta para un conjunto de # claves en una tabla de

s6lo n posiciones. A este tipo de funcién de dispersién perfecta se le flama minima.

A continuacién veremos algunos ejemplos de funciones de dispersion perfectas
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a} Funcioncs hash perfectas por reduccion al cociente. Son de la forma:
Key+s
H(Key)= H”{; J

donde L ] significa "truncar al entero més proximo inferior", ¥ s y 4 son enteros.
£2n P ysy

b) Funciones hash perfectas por reduccién de residuoc. Son de [a forma:

HKey)= [&*ﬂ?’ﬂj

¥ un algoritmo para calcular los valores enteros 7, 5, x y d.
Estas dos funciones fueron desarroltadas por Sprugnoli®®.

¢) Otro métado para funciones hashing perfectas nos lo oftece Cichelli'®. Su férmula es:

h(k) = longitud de k + valor asociado del primer cardcter de k + valor asociade del itltimo
cardcter de k

donde & es la clave. Para un conjunto de claves en particular, se deben calcular los valores asociados

para los caracteres.

3.7. Clases universales de funciones hash

Como hemos visto es dificil obtener una funcidén hash perfecta para un conjunto de claves.
Tampoco es posible garantizar que una funcién hash especifica, minimice colisiones sin conocer el
conjunto preciso de claves que deben ser dispersadas.

Carter y Wegman® introdujeron el concepto de clase universal de funciones de dispersion. Tal ¢lase
consta de un conjunto de funciones de dispersidn Afkey). Aunque una funcién individual en Ia clase
puede funcionar mediocremente en un conjunto particular de claves de entrada, hay suficientes
funciones que trabajan bien para cualquier conjunto de entrada aleatorio que si se elige una funcién
de manera gleatoria de la clase, es probable que ésta ejecute hien la dispersién sobre cualquier
conjunto de entrada que se e presente®.

3.8. Resolucién de colisiones

Puesto que el objetivo del hashing es el comprimir un posibie espacio de claves grande en uno
pequeio, es inevitable gue ocurran colisiones, o sea que dos o mas claves se transformen en la
misma direccton.

A los registros que tienen la misma direccidn se les denomina sindrimos.

Pag i~
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El procedimiento particular para la resolucion de colisiones que se escoja dependerd de muchos
factores. Uno de los mas importantes es el factor de carga (4). Este se define como [a relacidn entre
el mimero de elemeritos en la tabla de dispersion (1) y el tamafio de ésta ().

A=n/
i

Si el factor de carga es bajo, significa que hay un gran nimero de espacio libre, pero significa
también que el tiempo de recuperacién sera bueno. Los factores de carga grandes, requieren un
niimero mayor de accesos para recuperar un registro, pero ahorran memoria. A la hora de decidir
cual debe ser el factor de carga, tendremos que tener en cuenta el costo de almacenamiento frente a
ia frecuencia de recuperaciones.

Los procedimientos para la resolucién de colisiones se pueden clasificar en dos tipos:

a) Dispersion abierta, externa o encadenamiento por separado

b) Dispersion cerrada, interna o direccionamiento abierto

La diferencia entre ambos es que, mientras en la dispersion abierta las colisiones se almacenan fuera
de la tabla de dispersidn, en la dispersién cerrada se almacenan dentro

3.8.1. Dispersion abierta

La dispersidn abierta consiste en tener una lista de todos los elementos que se dispersan en el
mismo valor. Si se desea tener B listas, numeradas de ¢ a B - 1, se usa una funcién de dispersion &
tal que para la clave x, k(x) de un valor entre 0 y B - 1. Légicamente, el valor h(x) es 1a lista a 1a cual
x pertenece. A las "listas" se las llama buckets y a A(x) valor de dispersion.

En un vector llamado tabla de buckets, indexado por los mimeros de bucket 0, I, B-1, se tienen los
encabezamientos de B listas (si hay poco espacio podria ser preferible evitar ¢l uso de las
cabeceras). Los elementos de la i-ésima lista son los que pertenecen a la clase i, es decir, aquellos
elementos x tales que A(x) = I.

Ademds de utilizar listas enlazadas, se podria usar cualquier otro esquerna para resolver colisiones
como: un arbol binario de bisqueda u otra tabla de dispersion. Pero esperamos que si la tabla es
grande y la funcién de dispersion correcta, todas las listas deben ser cortas, por lo que no vale la
pena intentar nada complicado.
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LISTA DE ELEMENTOS EN CADA BUCKET

1 | 0 i

[ ] {
B-1 I .| i L1
TABLA DE
BUCKETS

Figura 3 8.1.1 Dispersion abierta o encadenamiento por separado

Si hay B listas y N elementos almacenados en 1a tabla hash, las listas tienen en promedic A/B
clementos, ya que los elementos se distribuyen uniformemente sobre las B listas.

Como ya hemeos visto anteriormente, A/B es lo que hemos definido como factor de carga (1)

Si el elemento no estd en [a lista, le tendremos que comparar con todos 1os elementos de esa lista.
Por lo tanto, se puede esperar que 1a bisqueda [leve un tiempo OfZ+4). La constante / representa el
tiempo necesario para hallar [a lista.

Ahora, supongamos que la bisqueda es exitosa, es decir, €l elemento esta en la lista. Del analisis de
la biisqueda secuencial sabemos que el nimero promedio de comparaciones es 1/2 (k+1), donde k
es la longitud de 1a lista que contiene el elemento que estamos esperando. Pero fa longitud de la lista
va 1o es N/B, puesto que sabemos por anticipado que debe contener 2l menos un elemento (el que
estamos buscando). Los otros N-/ se distribuyen uniformemente sobre las B listas. Por tanto, el
namero esperado de elementos de la lista donde estd el elemento que buscamos es [+(N-1)/B.
Excepto, para las tablas de tamafio trivialmente pequefio podemos aproximar (N-1)/B por (N/B). De
aqui que el mimero promedio de pruebas (niwmero de posiciones de la tabla que deben ser
examinadas en la bisqueda de un elemento) para una bisqueda exitosa esté muy cercano,

%(k+])z—;—(l+ﬁ+l)={l+%lj

En el caso de la operacién de borrado, el andlisis seria el mismo.

El tiempo que requiere la operacion de insercidn seria Of1), en el supuesto de que se inserten los
elementos por el principio de la lista o Ofi+42), si se insertan al final. En el caso de que tengamos un
puntero al Gltimo, insertar ef elemento por el final tendria un ticmpo de Ofl). En ¢l caso de que no
se permitan ¢lementos repetidos, tenemos que comprobar antes gue el elemento no estd. Por lo
tanto, si ¢l elemento estd ya en la tabla, el tiempo que requiere la operacion de insercién seria igual
al tiempo de una blisqueda exitosa Si el elemento no estd repetido, el hempo que requiere entonees
la operacion de insercién seria igual al tiempo de una bisqueds no exilosa mis el tiempo de
insercion.
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Este anéalisis demuestra que e tamafio de la tabla, por si solo, no es realmente importante, ya que los
elementos no se almacenan en la tabla de dispersién en si, sino en los nodos de las listas. Pero si lo
es el factor de carga . La regla general de una dispersién abierta es hacer el tamafio de 1a tabla casi
tan grande come el nimero de elementos esperados. En otras palabras, 4 = I. También es buena
idea, como se menciond al principio, conservar primo el tamafio de la tabla para asegurar 1a buena
distribucién.

Todo este anilisis estd basado en que las listas no estin ordenadas, Si lo estuvieran, el tiempo de
bisqueda infructuosas se pedria reducir, ya que en promedio, sélo la mitad de la lista necesita
TecorTerse para determinar si ¢} elemento estd o no en la lista.

3.8.1.1. Ventajas de Ia dispersién abierta

¢ La dispersion abierta permite que el conjunto se almacene en un espacio potencialmente
ilimitado, por lo que no impone un limite al tamafio del conjunte.
La resolucion de colisiones es sencilla. No tendremos problemas de agrupamiento primario.
La eliminacién es una tarea facil y eficaz,
Si los registros son bastantes extensos se ahorra espacio. Si los registros estuviesen en la
tabla, entonces si hay muchas posiciones vacias (como es deseable para ayudar a evitar el
coste de las colisiones);éstas consumirdn espacio que podria utilizarse en otro lugar. Por
ofra parte, al contener 1a tabla sélo los apuntadores, éstos requieren menos espacio que los
registros y se podria reducir el tamafio de la tabla.

3.8.1.2. Desventajas de la dispersion abierta

» Ocupa espacio adicional al de [a tabla. Los enlaces requieren espacio. $i los registros son
extensos, €l espacio es despreciable en comparacién con el necesario para los registros
mismos, no asf si los registros son pequeiios.

+ Requiere ¢l uso de memoria dindmica. Esto tiende a hacer més lento el algeritmo, debido al
tiempo necesario para asignar celdas nuevas, v también requiere la implantacién de una
segunda estructura.

¢ Exige el manejo de listas enlazadas. Si las Itstas crecen demasiado se perdera la facilidad de

acceso directo del método hash, ya que al realizar la operacidn de busqueda, tendrd que
recorrer toda la lista.

3.8.2. Dispersion cerrada

En ¢l procedimiento de dispersion cerrada se utiliza la tabla para almacenar los elementos en lugar
de almacenar los apuntadores a las listas.

En un sistema de dispersion cerrada, si ocurre una colision, se intenta buscar celdas alternativas
hasta encontrar una vacia. Si ninguna estd vacia, la tabla estd llena y no es posible insertar. Més
formalmente, se busca sucesivamente en las celdas h0(x), hilfx), ., donde hifx} = ((Dispersiénfx} +
J1) mod TAMANG_TABLA, con f70) = 0. La funcién fes la estrategia de resolucién de colisiones.
Como todos los datos se meten en fa tabla, se necesita una tabla mds grande para la dispersion

cerrada que para la abierta. En general, el factor de carga debe estar por debajo de fo = 0 S para la
dispersién cerrada.
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Fig. 3.8.2.1 Dispersion cerrada o direccionamiento abierto
3.9. Estrategias para la resolucién de colisiones
Estas estrategias son conocidas como estrategias de redispersién. Las mds comunes son:
3.9.1, Exploracion linea!l

Si la direccién caleulada estd ocupada, se cornprueba la siguiente y as se recorren todas las celdas
en secuencia (la siguiente de la Gltima es la primera) en busca de una celda vacia. Aqui la funcién f
¢€s una funcion lineal, por lo general i) = i.

Este esquema es muy sencillo pero tiene algunos inconvenientes. En tanto que la tabla sea
suficientemente grande, y no esi4 llena, siempre se puede encontrar una celda vacia, pero ello puede
llevar demasiado tiempo. Pero la desventaja fundamental, aun si la tabla esta relativamente vacia, es
que los registros tienden a agruparse, o sea, a aparecer unos juntos a otros, cuando el factor de carga
es mayor del 50%. Este efecto se denomina agrupamiento primario y aumenta el tiempo medio de
biisqueda para un elemento. Este agrupamiento sucede cuando la funcién hash no distribuye las
direcciones uniformemente por todas las direcciones.

3.9.2. Exploracién cuadratica

Este método elimina el problema del agrupamiento primario. En la exploracién cuadrdtica la
funcidn de colision es cuadratica. La eleccién comin es fi) = 7. Ahora buscamos linealmente en
las posiciones con direcciones: o, A+ I, A+ 4, h+ 9, .. h+ .

En la exploracion lineal es mala idea dejar que la tabla de dispersioén esté casi liena, porque se
degrada cl rendimiento. Para el sondeo cuadrético, ka situacion afin es mas drdstica. No hay garantia
de encontrar una celda vacia una vez que ia tabla se llena a mds de la mitad, o aun antes, si el
tarnafio de la tabla no s primo. Esto se debe a que a lo més la mitad de !a tabla se puede usar como
pasiciones alternarivas a! resalver las colisiones. Lo que si sucede es que si la tabla estd medio vacia
¥ su t?fnafio ¢s primo, podemos contar siempre con la seguridad de poder insertar un elemento
nuevo™,
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Aunque la exp[oramén cuadratica elimina el agrupamlento primario, los elementos que se dispersen
a la misma posicidn irdn probando en las mismas celdas alternas. Esto se denomina agrupasniento
secundario.

3.9.3. Desplazamiento cociente

Para calcular la direccion o posicidn inicial se utiliza el método de divisién. Cuando ocurre una
colisién, es necesario calcular la siguiente posicién, con lo cual a la direccién inicial se le suma un
desplazamiento. Este es igual al resultado de dividir 1a clave por el tamafio de la tabla. Cuando el
desplazamiento es miltiplo del tamafio de la tabla, entrarfamos en un bucle infinito, ya que siempre
iriamos 2 la misma posicion. Cuando esto ocurre, se hace que el desplazamiento sea 1.

Con el desplazamiento cociente se evita el agrupamiento secundario. El cociente es independiente
del resto. Por lo tanto, dos claves con el mismo resto tienen més probabilidades de tener diferentes
cocientes y, por lo tanto, distintos desplazamientos,

El agrupamiento primario se minimiza (aunque no se elimina por compieto), dependiendo del
célculo de 1a direcci6n inicial y de como ésta se disperse a lo largo de toda la tabla.

Las diferentes posiciones que vamos comprobando siguen la formula hifx) = ((Dispersion(x) + c)
mod TAMANO_TABLA). Donde ¢ es una constante que es igual a} desplazamiento. Con este tipo de
funciones no tenemos la seguridad de que recorramos todas las posiciones de 1a tabla. Por ejemplo,
si ¢ €s ignat a 2, cualquier clave cuya direccién inicial fuese i impar, se redxspersana en posiciones
1mpares Si todas €stas estuviesen ocupadas, 1o se encontrarfa ninguna posicién libze, aunque todas
las posiciones pares estuviesen vacias.

Para que esto no ocurra, ¢ y el tamafio de ]a tabla deben ser primos relativos, es decir, no pueden ser
ambos leldldOS por un entero que no sea 1. Una forma de garantizar ésto, es que el tamafio de 1a
tabla sea primo®.

3.9.4. Dispersion doble

Para este método la eleccion comin es fi) = i * H’ (x). Aqui se usa una segunda funcion hash /'
para resolver la colisidn de [a siguiente forma. Si la clave k tiene las direcciones hash Hk) = hy
H'fk} = ' {distinto de m), entonces buscamos linealmente en las posiciones con direcciones:

hh+h h+2h h+3h.. .

Si ¢l tamafio de 1a tabla m es un nimere primo, entonces la secuencia anterior accedera a toda la
tabla. En caso contrario, es posible que no encontremos posiciones donde insestar el elemento,
aunque haya posiciones vacias.

Veamos un ejemplo para ilustra esto™. Supongamos que tenemos una 1abla de tamafio 10 ¥ una
funcion H (x) = R - {x mod R) con R un ntmero primo menor que ¢i tamadio de la tabla. Escogemos
Rigual a 7. Insertamos ¢l 89 en la posicion . Insertamos el /4 en la posicion & lnsertamos el 38.
Este tendria que ir en Is posicion &, pero ya estd ocupada. Calculamos H58) = 7-2 = 5, con lo
cual el 3¥ mria a la posicidn 3 81 ahora queremos inscriar ¢l 23, entraria en mhm{m con el 58.
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Calculamos H(23) = 7 - 2 = 5, con lo cual sélo tenemos una posicién alternativa (la 8) y ésta ya
estd ocupada.

Otra posible eleccion de H'(k), si m es primo y Hik) = k mod m, es hacer H'(k) = I + (k mod (m-1)).
Pero como m-1 es par seria mejor H'(k) = 1 + (k mod (m-2)). Se sugiere la eleccion de m, tal que m
y m-2 sean "parejas de primos”, como 102! y 1019,

Una mala eleccidn de H'{x) seria desastrosa. Si se implementa correctamente 1a dispersién doble, el
nimero esperado de intentos es al menos el mismo que en la estrategia aleatoria de resolucién de
colisiones. Esto hace interesante la dispersién doble desde un punto de vista terico. La exploracién
cuadrdtica, sin embargo, no requiere el uso de una segunda funcién hash y asi es, probablemente
mas simple y ficil de calcular (no requiere multiplicaciones ni divisiones adicionales).

3.9.5, Estrategia aleatoria

Se utifiza un generador de niimeros aleatorios para obtener i. El generador utilizado deberfa ser uno
que siempre genere la misma serie proporcionada que comience con el mismo origen. El origen,
entonces, puede especificarse como alguna funcién llave. Este método es excelente para evitar la
agrupacién primaria, pero probablemente mas lento que otros.

3,9.6. Estrategia uniforme

Dada una clave probariamos con una permutacién de elementos entre ¢ y TAMANG TABLA - 1.
Cada permutacién es distinta y depende de la clave. Dentro de cada permutacion los elementos no
se repiten.

3.10. Rehashing

Con las técnicas que se han presentado, existe un problema cuando se trata de agregar mas entradas,
especialmente para 1ablas con un tamafio fijo. Aun con la dispersién abierta, que permite agregar
cualquier niunero de entradas , eventualmente se tienen problemas. Como las cadenas que llegan a
ser muy largas para ser pricticas, la tabla debe ser disefiada acorde a las entradas que se esperan, ©
de lo contrario prever de alguna manera el crecimiento de la misma.

Una técnica que se usa cuando una tabla se llena, es crear otra. Una mas larga, quiza dos veces el
tamafio, e insertar las entradas desde la primera tabla. Esto es los que se llama Rehashing®. Para
cada clave se debe aplicar la funcién hash, debido a que el nimero de los buckets es diferente.
Dependiendo del tamafio de la tabla aumenta el costo.

Existers muchas técnicas que permiten crecer ia tabla sobre 1a marcha, pero son complicadas, y cast
todas las técnicas suffen pequefios problemas de desempefio aun si la tabla no necesita crecer. Otra
técnica popular se llama hashing extendible, la cual arma una estructura de directorio jerarquica
basada en los patrones de bit de 1as claves hashed™.
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3.11. Hashing extendible

En el caso en que la cantidad de datos sea demasiado grande para caber en rmemoria principal, se
puede utilizar el hashing extendible (también conocide como ampliable). Este es un método de
acceso a ficheros, especialmente indicado para aquellos que sufren cambios y actualizaciones
frecuentes. Estd disefiado para localizar cualquier registro de datos como maximo en 2 accesos al
medio externo de almacenamiento en que se encuentre e fichero. Es una combinacion perfecta del
bashing y de la bisqueda de raiz. Lo que caracteriza a este método es que ¢l indice del hashing
ampliable puede expandirse y contraerse.

Los méiodos hashing de almacenamiento interno que se han descrito antes comienzan con una tabla
hash de tamafic fijo y una funcién hashing que depende del tamafio de esa tabla. 8i el factor de
carga de [a tabla se acerca mucho a 1 y hay muchas colisiones, no es posible incrementar el tamafio
de la tabla sin tener que pasar todos los registros a la nueva tabla y calcular su nueva direccién con
¢l nuevo tamafio. Por el contrario, el hashing ampliable permite que crezea 1a tabla hash cuando sea
necesario sin tener que mover los registros.

La estructura entera del hashing ampliable est4 formado por piginas, cajones o buckets. Una pdgina
€s un &rea de tamafio fijo que puede contener registros de datos o punteros a otras paginas, Una
pagina-directorio sélo contiene punteros. Una pdgina-hoja contiene claves y sus registros o punteros
hacia otros registros.

El directorio puede constar de una o mas paginas, v sus eniradas apuntan a paginas hojas. El
nimero de entradas del directorio serd una potencia de 2. La funcién hashing usada puede ser

cualquiera que sea apropiada, es decir, que distribuya las claves de forma uniforme sobre el espacio
de direcciones.

El tiempo para acceder a un elemento es el mismo que para acceder a ¢ualquier otro. No existe la
circunstancia de ejecucién en mejores o peores condiciones, Los 2 accesos para localizar un
elemento son: uno para acceder al directorio y otro para acceder a la pdgina-hoja. Si la hoja
apuntaba gl registro de datos en vez de contener el registro, habrd un aceeso adicional. Lo que hace

eficaz el hashing ampliable, es la particion de los datos en grupos sobre la base del valor hash de su
clave.

A la hora de trabajar con el hashing ampliable debemos tener en cuenta dos factores.

* Un nimero "D" que nos indica la porcién de la direccién hash que vamos a utilizar como
indice del directorio. A este nlimero se lo sucle llamar profundidad del directorio

«  Unnlmero "D, 1al que D7 <= D, que nos indica el nimero de digitos de la direccion hash
comunes a todos 10s registros de una pagina. A este nlmero se le denomina profundidad de
una pagina

Teniendo esto en cuenta, e tamafio del directorio serd 2°.
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d=2
00 01 10 1]
2 2 GG
0001... 0100... 1010... 1111...
0010... o110... 1000... 1101...
0cit.. 10071...
0001... ig11..

Hashing extendible {en itélica ef valor de d’ para cada pagina}

Fig. 3,71.1 Hashing extendible
3.12. Tablas hash en la agregacién limitada por difusién

El problema que plantea el modela bicolor DLA, es la necesidad de calcular de forma rdpida las
posiciones de Jas particulas caminantes”, Para cada una de estas posiciones es necesario saber si las
particulas caminantes estin ya unidas a alguna semilla o no lo estdn. Debido a que ¢l nimero de
posiciones que toma la particula caminante son muchas, se requiere de vn algoritmo que permita
hacer calculos rapidos.

Cuando se traia de tres dimensiones, la posicion de la particula se almacena en arreglos
tridimensionales que van creciendo de la misma forma en que las particulas forman estructuras mas
grandes.

Mientras mas particulas se unen, mas calculos se requieren para saber si una particula caminante se
unjrd ¢ no a alguna estructura fractal, esto influye directamente en las caracteristicas de la
computadora que se utiliza,

El algoritmo de la tabla de hash puede aplicarse a cualquier dimensién y el tiempo no depende da la
cantidad de particulas que ya estén formando la estructura, este tiempo se mantiene casi constante.

Consideremos una estructura del modelo DLA que ya ha crecido, teniendo como tinica una semiila
la particula localizada en las coordenadas (0,0,0);

(1.0,0)
(11,0
{1.1.1
2,11

v . . . . .
Recucrdese gue dicha particula toma posiciones aleatorias
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Y sea (3,-1,2), las coordenadas de una particula caminante, como se observa en la figura 3.12.1:

//>8\‘

‘ :‘_‘,‘J‘

2
=4

Figura3.12 1

Considerando a M como la cantidad méxima de particulas caminantes

El algoritmo consiste en obtener un indice para cada particula que ya esta integrada a la estructura,
asi como de la particula caminante

{Ax + By +Cz} es ¢l indice y x,y,z son las coordenadas de las particulas, como se muestra:

Coordenadas {Ax + By +Cz)
A

(1,0,0)

(1,1,0) A+B
(1.1.1) A+B+C
21,1 2A+B+C

Las constantes 4, By C, se obtienen como sigue:
AxMD
BxMP
CaMP?
En donde D es la dimensidn de trabajo + 7, en esta caso D= 3+] =4

En los calculos M y D son conocidos, asi como las coordenadas tanto de las particulas que ya
forman la estructura como de la particula carminante.

Para evitar colisiones el algoritmo indica que las constantes 4, B, C (reales), se deben aproximar al
nimero prime mas cercang.
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Consideremos e} siguiente gjemplo:
DIMENSIONES = 3
D= 4
M= 1000
A= 562341325
B= 316227766
C= 177.827941
Los valores primos cercanos para las constantes 4, By C son 5, 31 y I77 respectivamente

Consideremos que se inicia con una semilla en ¢l centro de un enrejado tridimensional™, y que las
coordenadas del vértice inferior sen (0,0,0). Donde la funcién hash correspondiente es:

{dx +By +Cz Jmod M

Para este gjeraplo M=1000 (véase la figura 3./2.2)

Figura 3,122

En la fisura 3 12.2 observe cuidadosamente las 6 alternativas de crecimiento, como lo indica fa
tabla 3. 12 I:

[ Alternativas XYz} (0,0,0)
L 1 X+1,Y,2)} (1.0.0)
» Y +1,2) {0,1,0)
a 00Y.241) {0,0,1)
4 P12} {-1,00)
5 X, ¥-1Z) (0-1.9)
L 6° XYzZ-1) | 00-1)__ |
Tabla 3.12 1

Considerando que aparece una particula caminante cuyas coordenadas son (1.0.0), s necesario

verificar si la funcién hash aplicada a las seis alternativas de la unidn de la particula. tiene un

residuc igual al de la semilla*™".

M parg ¢ madelo DLA

Tae 4%
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Al aplicar la formula (4x+By+Czimod M, obtenemos los residuos mostrados en la tabla 3.12.2:

Alternativas x y z A B C RESIDUOQ
1= X+1.Y.2) = (2,0.0) 2 0 0 5 31 177 10
2 XY+1,2) = (1,1,00 1 1 0 5 31 177 36
Ky KXY Z+) = (1,01 1 0 1 5 31 177 182
42 %-1.Y.2) = (0.0.O) 0 0 0 5 31 177 0
50 oLY-1,2) = (1,-1.0} 1 -1 0 5 31 177 -26
g° XY.Z-1) = (1,01} 1 0 -t 5 31 177 472
Tabla 3.12.2

La 4° alternativa tiene el mismo residuo que la semilla, por lo tanto se agrega el residuo de la
particula caminante al arreglo de residuos y se incrementa la estructura en une particula.

En cada nueva particula caminante, se deberdn verificar sus seis alternativas de unién con las dos
particulas (semilla y primer particula unida}, en caso de que ¢l residuo de alguna alternativa, este
contenido en el arreglo de residuos, se agregara el residuo de la particula caminante al arreglo de
residuos (cada vez sé ira llenando la tabla de registros), como se muestra en la figura 3./2.3;

Tishiz do ragpytrs O rcaduos (0} Tabin de ragroiros do mesdocs (t)
] i Reg 0 !
oo 0 i "" o
Rug Rag 1 5
- \
Rep2 : 8 Reg 2 i |
' o
-~ 1 % F
[ VoA
» o - . 2
* E - -
. . H
B $
. H . E
» , & - 7]
. ©
]
1 S
: ,
Reg 21 v Rog 2M:1 .
Figura 3.12.3

v . ; .
Recordar 1as constantes A, By O para este vlemplo donde como ya diimaos son tos valores primos cercanos
5.31 v 177 respectivamente
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Continuemos para la siguiente particula caminante que aparece en las coordenadas (0,2,0),
realizando la prueba en sus seis alternativas, tenemos:

Alternativas X y z A B c RESIDUO
12 X+1.Y.2) = (1,2,0) 1 2 0 5 3 177 87
22 XY+1,2) = (030} 0 3 0 5 31 177 93
32 XY.Z+1) = (0,21) o 2 1 5 31 177 239
4= X-1Y.2) = (-1,20) -1 2 v 5 31 177 §7
5 XY12) = (010) o A 0 5 31 177 31
8° (KY.Z-1) = (0,2-1) 0 2 -1 -] 31477 -115

Como puede observarse en la tabla anterior, ningin residuc encontrado en las seis alternativas de
esta particula caminante, se enconiraba en la tabla de registros, por lo cual esta particula aun ne se
agrega ala estructura y por lo tanto el residuo de la particula caminante no se agrega’™

Del mismo ejemplo anterior, supondremos que la pasticula caminante se desplaza un paso a la

coordenada (0,1,0), veamos ahora que sucede evaluzndo sus seis alternativas, como se muestra a
continuacién:

Altornativas x y =z A B € RESIDUO
12 (X+1.Y.2) = (110) 1 1 ¢ 5 31 177 36
23 XY¥Y+12) = (620) © 2 ¢ 5 31 177 62
3 (XYZ+) = (011) 0 1 1 5 31 177 208
4 KLYZ) = ¢110) -1 1 0 5 3% 177 26
5 XY12) = (000) 0 0 0 & 31 177 0
&° KYZ) = {014y O 1 A4 5 31 177 148

Observemos que el residuo de la quinta opeidn, ya se encuentra en la tabla de registros, por lo cual
esta particula se agrega a la estructura y se adiciona a la tabla de registros ¢l residuo de la particula
caminante evaluado en las coordenadas (0,1,0), esto es:

Y z A B C RESIDUO
XY2) = (010) 0 1 0 5 31 177 31

Quedando la siguiente tabla de registros de residuos como lo indica la figura 3 72.4:

v -
™ £l res:duo de esta particuls caminante en las coosdenadas (2, 2, 0) es 62, aplicando la formula
1 By~ Cymod M
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4. Enumeracion Exacta

4.1. Objetivos

A partir de un programa de simulacién que se aplique al modelo bicolor DLA para cualquier
namero de particulas, desarrollar otro que proporcione datos en el crecimiento inicial de estructuras
fractales aplicados a este modelo, como son: Distribuciones de probabilidad, ntimeros y posiciones
exactas de las particulas en el crecimiento inicial para diferentes valores de distancia d entre

semillas y probabilidad p de que la particula caminante sea de un color u otro.

4.2. Ejemplo de una prueba simple del modelo computacional

Cada prueba realizada mediante e! desarrollo computacional de enumeracidn exacta para el modelo
bicolor de agregacion limitada por difusion, se basa principalmente en ejecutar hasta 5000
experimentos ¥ cuantificar en cada unc de ellos, las particulas agregadas y las posiciones de

agregacion en que se van adhiriendo para la formacion de dos diferentes estructuras fractales.
La ejecucion del programa requiere que el usuario especifique;

a) ladistancia de separacion entre semillas (/ a 5)

b) la probabilidad de que las particulas que se generan sean de color I (entre 0y 0.5)

¢) lacantidad de experimentos a realizar (como méaximo 5000)

d) La cantidad maxima de particulas que deben integrar cualquiera de los dos fractales y que
sirve como referencia para indicarle al programa que la estructura ya alcanzd la cantidad de

particulas previamente especificadas.

Como resultado final, el programa entregara dos archivos en ASCII (formato *.dat), uno de ellos
nos proporciona la informacién general de la prueba y los resultados especificos de cada uno de los
experimentos: Posicién de la Semilla de color 1 y 2 respectivamente, asi como la cantidad y
posicidn de cada una de las particulas que se van integrando a cada estructura fractal. El otro
archivo proporciona datos y resultados globales de cada experimento, de tal forma que estos puedan

ser analizados y procesados en forma independiente.

De los resuliados relevantes de cada experimento destacan, la cantidad de particulas generadas en
forma total por experimento, sin imporiar aquellas que mueren ya sea porque se salen de los limites
del enrejado o bien porque tratan de adherirse a una estructura de diferente color, las czntidad de
particulas que sc integran a cada estructura fractal y 1a razén de asimetria entre las dos estructuras

fractales, definiendo la razdn de asimetria como el fog (N oW oad, donde N = max (N1 N2jy N

Pug 31
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= min (N1,N2j, y donde N7 y N2 son la cantidad de particulas que integran cada una de ias
estructuras fractales.

Para esta prueba en particular se tienen los siguientes datos;
Distancia de la semilla ! al origen: 3
Por 1o cual la distancia entre semillas es: 6
Probabilidad de que la particula creada sea de color 1 (0 a 0.5): 0462564
Experimentos a realizar (7 @ 5000): 5
Nimero max. de particulas por fractal (2 @ [0 mdx.): 2
Con los datos anteriores, al finalizar la ejecucién del programa se obtienen los siguientes datos:
Probabilidad de Color 1 = 0.452564
Nimero de Experimentos a realzar = 5
Distancia entre semillas = 6

Nimero max de particulas por fractal= 2

Cantidad de particulas en la

No. Exp. estructura X Y
1 1 -3 0 Semilla Color 1
1 1 3 0 Semilfla Cofor 2
1 2 4 0 Fractal Color 2
2 2 2 0 Fractal Color 2
3 2 -3 1 Fractal Color 1
4 2 -3 1 Fractal Color 1
5 2 3 1 Fractal Color 2

Los resultados anteriores es la parte sustancial del primer archivo de resultados de esta prueba

simple y los siguientes resultados forman la parte global de esta prueba.

Total de Total de Razon de Simetria
Probabilidad No. Dignr.al::ia P.'::ttl_a:u‘::s Particulas Particulas ontre Fractales
de Color ¥ Expenmento somillas eneradas integradas al  intagradas al  log{Nmax/Nmin)
g Fractal 1 Fractal 2 (base 10)
0462564 1 6 5 2 1 0.30103
0.452564 2 6 4 2 1 0.30103
0 462564 3 6 6 1 2 0.30103
0.462564 4 6 4 1 2 030103
0462564 5 5} 1 2 1 0301903

Ahora bien, regresando a los datos que dan oripen a esta prueba de cjemplo. El primer dato en el

que indicamos que la distancia de la semilla  al origen es 3, sirve para que ¢l programa establezca

g, . . . e
Este valor se escoge por ser de relevancia sepln un anidhisis teoree prevramente hecho usando el grupo de
renormalizacion.
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las coordenadas donde se sitdan las semillas de color 1 v 2 respectivamente, en este caso las
coordenadas son las siguientes (-3, 0 )y (3, 0 )%

Como se puede observar en la primer tabla de resultados de esta prueba, en el primer experimento
se adhiere la 2° particula a la estructura del fractal de color 2 en la posicidn ( 4, 0), es ahi donde
finaliza este primer experimento, ya que con los datos iniciales le indicamos al programa que la
cantidad méxima de particulas por fractal deberia ser 2 (en cualquiera de las dos estructuras), en
esta misma tabla se observa que la primera particula que integra cada fractal son por si mismas las
semillas. En ei siguiente experimento No. 2, se inicia nuevamente con las semillas 1 y 2 en las
posiciones (-3, 0)y (3, @) respectivamente y se observa que la segunda particula se adhiere en
2, 0) correspondiente también a Ia estructura del fractal de color 2, asi sucesivamente se obtienen

los puntos de agregacion para los experimentos 3, 4 y 5 respectivamente.

La otra tabla de resultados nos indican como ya dijimos los aspectos globales de cada experimento.
Para ¢l experimento / nos indica que el nimero total de particulas generadas fué de 3, esto quiere
decir que si solamente una se integré al fractal 2 y se dio por finalizado el experimento, entonces 4
particulas murieron, ya sea por alejarse mucho de las estructuras fractales o bien porque trataron de
integrarse a esiructuras de diferente color. Otros resultados importantes obtenidos en esta prueba
son la cuantificacion de particulas que forman cada estructura al finalizar cada experimento, sin
embargo para ¢l caso de este ejemplo siempre una estructura va a tener 2 particulas integradas y la
otra solamente J. Por Gltimo en esta Gltima tabla se observa también lo que denominamos razén de
simetria fractal entre estructuras que como ya se menciond, es la relacidn logaritmica entre la

cantidad méaxima de particulas que integra una estructura fractal con relacion a la otra.

El ejemplo anterior es realmente simple ya que siempre que se adhiera alguna particula a
cualesquiera de las estructuras fractales, esto originard que se finalice diche experimento. Sin
embargo esta aparente simplicidad se convierte en un proceso realmente complejo al indicarle al
programa que la prueba consistira de 5000 experimentos, que la distancia entre semillas es 10, que
la cantidad méxima de particulas por fractal es de JO y que es necesario cuantificar todas las
trayectorias y formas en la formacién de las estructuras fractales, este programa computacional

puede proporcionarnos resultados relevantes para este tipo de problemas complejos.

El anglisis de los resultados obtenidos nos proporciona un conocimiento detaflado en el crecimiento
y fluctuaciones de agregacion de las particulas af inicio de la formacion de estructuras fractales

complejas, se espera ademas que estos resultados sean una aportacién en la descripcién cuantitativa

Ny R
Veraneve 2, anshisis de radios de piro v de muerte
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y probabilistica de patrones complejos y desordenados, como son la mayoria de fendmenos

naturales.

4.2.1, El detalle de esta prueba
Analisis sobre la posicitn inicial de las semillas
Cuando el programa le selicita al usuario que proporcione la distancia de la semilla I al origen, se le
sugiere introduzca un nimero entre 7 y 5, el usuario puede escoger el mimero que le sea
conveniente. Sin embargo el programa primeramente asigna las coordenadas de ¢ada una de las
semillas de acuerdo al dato proporcionado por el usuario, en la tabla 4.2.1.1 se muestran las

asignaciones de coordenadas que el programa proporciona de acuerdo a distancias de la semilla 1 al
origen que vande T a 5.

Distancia dela Coordensdas dele | Coordenadas de la Distancia entre
semtitla 1 al origen semilla 1 semilla 2 semillas
1 (-1,0) (1,0} 2
2 {-2,G) (2,8) 4
3 (-3,0) (3,0) 6
4 (4,0) (4.0) 8
5 (-5,0) (5.0) 10

tabla 4.2 1.} Asignaciones de coordenadas en funcidn de la distancia entre semillas

Caso 1. En el caso de que el usuario indique que la distancia de semilla 1 al origen es 1, entonces se

tiene lo siguiente:

Siempre el nimero de pariiculas al inicio en las dos estructuras fractales es uno, ya que las semilias

son por 51 mismas particulas.

Parz la semilla de color I cuya {inica particula integrada tiene coordenadas (-1, (), s¢ calcula la

distancia Rl, en donde
RZ = xz + y2
en este caso K= J

También al inicio del programa existird una variable inicial CurrentDis:_2 con valor de 0, que s¢

tratard como sigue:

(R ~ CurrentDist 2) CurrentDist 2 ~ R, de lo que se obtiene que CurrentDist 2 = /
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A continuacion se calcula un radie maximo como sigue

MaxRadius =2+ n_;’iCurrentDist_Z )}, y se obtiene que MaxRadius es igual a 3

MaxRadius _2 = MaxRadius® , con lo cual MaxRadius_2 es igual 2 9

Para la semilla de color 2 cuya Unica partfcula integrada tiene coordenadas (1, @), se realizan

exactamente 1os mismos pasos anieriores.
De lo antericr se obtienen otros dos radios mediante las siguientes formulas

Radius = MaxRadius + 5
Radius _ Kill = MaxRadius +15

con lo que se obtiene que Radius = 8 y Radius_Kill= 18

Como se puede observar hasta ahora, las posiciones de las semillas son determinantes en el calculo
de los radios miximos y de muerte 2l inicio del expetimento, estas variables seguiran sufriendo

modificaciones en sus valores conforma las estructuras fractales vayan creciendo.

La primera particula caminante que se genera aparecera en un enrejado cuyo radie estard delimitado

por el valor de Radius calculado previamente y cuyas coordenadas estardn dadas por:
XO0=(int)ceil(Radius*cT);
Y0=(int)ceil{Radius ¥sT);

Lo que significa que X0 esta dado por el techo del nimero (redendeo de X0 al entero més pequefio

no menor que X0), que se obtiene del producto de Radius por <7, donde ¢T es el coseno de Theta y

theta proviene del producto de dos nimeros, uno de ellos se obtiene mediante el generador de

ntimeros aleatorios ran3™,

Y0 se obtiene en forma similar, solo que sT en este caso es el seno de Theta, y al igual que en el
caso anterior thera proviene del producto de dos nimeros, uno de ellos también obtenido mediante

el generador de niimeros aleatorios ran3.

Supongamos que [as coordenadas de la primer particula camiranie son (8, 2}, el color de dicha
particula se obtiene mediante la comparacion del valor de probabilidad de que la particula generada

sea de color / con el nimero obtenido a través del generador de nitmeros aleatorias ran3™, de tal

xi
Veraneao 1, en donde se eaphiea algonuno del generador de numeros aleatorios 1an3
RIS . i - - <
“ Este métedo genera numeros aleatonios con distribucion uniferme en el rango de 0 02 10
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torma que si el niimero generado es menor al valor de Ia probabilidad proporcionado por el usuario,

entonces la particula caminante serd de color 1, en cualquier otro caso la particula serd de color 2.

Regresando al ejemplo anterior, sea que la particula caminante localizada inicialmente en (8 2 es
de color ], el sisternz computacional creari un objeto cuyas propiedades seran posicién en x,

posicion en y, y el color.

A partir de este momento la particula caminante inicia sus movimientos, veamos la tabla 4.2 7.2

para visualizar los diferentes caminos que puede tomar esta particula caminante en particular:

Coordegada Coordenada
Caso Movimiento Ini end después del
nicial .

movimiento
1 Derecha (8,2) (9,2)
2 Izquierda (8,2) (7.2)
3 Arriba 8.2) (8.3)
4 Abajo (8,.2) {8, 1)

Tabla 4.2.] 2

Supongamos que el primer movimiento lo hace hacia arriba, ahora la particula se localizara en las

coordenadas ¢8, 3), en ese momento el programa debe realizar;

a) el caleulo de la distancia la distancia a la que ahora se encuentra la particula al centro del

enrejado

b) Con los valores anteriores deberd determinar que magnitud serd el paso en el siguiente
movimiento aleatorio de la particula, brevemente esto nos indica que conforme la particula
se aleja demasiado, entonces el paso se debe incrementar, todo con el fin de hacer mas
eficiente el programa y forzar asi a la particula a alejarse y en su caso salir del enrejado o
bien a acercarse mas rpidamente a las estructuras fractales. Lo anterior se logra
primeramente calculando a que distancia se encuentra la particula y comparandola con el

radio maximo como se indica en las siguientes formulas:

w= (x'+ yz_) ahora este valor obtenido es comparado como sigue
if (w < MaxRadius+ 10) Paso=1;

else
il fw < MaxRadus+20} Paso=2:

Pap 5o
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else
if (w < MaxRadius+40j Paso=4;
else
if (w < MaxRadius+80) Paso=8;
else Paso=16;

En el caso de nuestro ejemplo, la magnitud a la cual se encuentra la particula caminante en la
posicién (8,3}, es la siguiente;

w=- (8% +3*)=8.5440

MaxRadius = 8, entonces se cumple que;

8.544 < [MaxRadius + 10}, por [o cual 1a magnitud del sigujente paso de la particula caminante serd
de 1.

i Ia particula continua alejandose de las estructuras fractales ¥ después de varios movimientos
llega a la posicién (12, 4), la distancia af centro del enrejado seria;

w= (122 +47)=12.649,

este valor de w siendo menor a /3, por lo cual su siguiente movimiento también sera de una unidad.
Sea que la particula caminante en su movimiento aleatorio se desplaza a las coordenadas (13, 4),

entonces w estaria dada por;

w=- (137 +47) =13.601,

donde w = 73.60] es mayor que [MaxRadius +10], pero menor que [MaxRadius + 20], dado lo

anterior, el siguiente movimiento de la particula debe ser de 2 unidades.

Estas comparaciones las realiza en todas las particulas que se van generando para determinar lz
magnitud de sus movimientos, sin embargo no son en sf tas (njcas comparaciones, ya que el sistema
tambi¢n debe determinar cuando d4 por muerta una particula si se ha alejado una distancia

considerablemente grande, para lo cual también realiza la siguiente comparacion, después de cada
movimiento.

Cuando x* + yl)Radz'us_ Kl

Cuando se cumple la anterior desigualdad, se toma por muerta la particula por rebasar e! radio de
mueite, en el caso de nuestro ejemplo, tenemos que Radius _Kill = 18, por lo cuzl veamos en la
tabla 4.2 1.3 en cuales coordenadas del enrejado la particula caminante se considera como muerta,
por rebasar el radio de muerte.

Pus %7
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Posicion de Ia particula
Coordenada < +y Radius_Kill® respecto al radio de

muerte
. 14 277 18%=324 Adentro
(10, 14) 296 182=324 Adentro

2_ Afuera, por lo tanto muere la
(10, 15) 325 18=324 particula

. 2 Afuera, por lo tanto mueré fa
(13,-13) 338 18=324 feula

Tabla 4.2.1.3

Otra comparacion muy importante 1a realiza para determinar 1a cercania de 1a particula caminante a
alguna estructura fractal, y de ser as{ realiza un proceso muy cuidadoso para probar si la particula en
alguno de sus siguientes movimientos se adhiere o no a alguna estructura fractal. Esta comparacién
es parte sustancial del alto desempefio del programa, dado que si se determina que la particula
caminante esta algjada de alguna estructura fractal, el programa deberd omitir algunos calculos que
no son importantes dado que por Io lejano de Ia particula podemos se sabe que no esta unido a
ninguna estructura fractal, sin embargo en el caso contrario en et que la particula este lo
suficientemente cercana a alguna estructura fractal, es muy conveniente observarla cuidadosamente
para determinar rdpidamente cuando la particula caminante se adhiere o muere por estar en contacto
con una estructura fractal. Estas comparactones las realiza como sigue:

Cuando se cumple la siguiente desigualdad de cercania
** + Y {MaxRadius_2,
Se considera que una particula esta cercana a alguna estructura fractal,
Consideremos que ahora la particula caminante se encuentra en la posicién (-3, -1), se tiene;

MeaxRadius _ 2 =9 (en este ejemplo, esto es valido solo al inicio del experimento™™)
P +y’=(=3) +(1¥ =10

Se observa que no se cumple la desigualdad de cercania, por lo cual no se considera todavia cercana
1a particula a alguna estructura fractal.

Sea que esta misma particula se desplaza en su siguiente movirniento hacia la derecha, se localizara
ahora en las coordenadas (-2, -1), en donde

4yt =(=2f +{-1) =5,

En esie momento si se cumple la desigualdad y se considera que dicha particula se encuentra muy
cercana a alguna estructura fractal.

X - .
Dentro del ejempie, este valor es correcto, siempre y cuando las dos estructuras fractales solo consten de

sus sermillas y estas se encuentren en las posiciones (-1, 0) y (1, 0) como lo indica este ¢jemplo, en cualgquier
otro casg, es muy probable que este valor sea diferente.
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En nuestro ejemplo particular la semilla de color 1 se localiza en las coordenadas (-J, 0), por lo cual
una particula localizada en la posicidn (-2, -1 no se encuentra pegada a la estructura, sin embargo
se Ie considera que tiene muchas probabilidades de agregarse a la semilla.

Ahora es importante entender brevemente qué comparaciones y pruebas hace el programa cuando
considera que la particula caminante se encuentra muy cercana a una estructura.

Cuando el programa determina que la particula esta muy cercana 2 una estructura fractal, wtiliza la
instruccién de control switch para indagar el color de lz particula caminante™”, Una vez que
determina que color tiene la particula caminante, compara y verifica en las posiciones adyacentes a
la posicién de 1a particula caminante, con el fin de ver si alguna de estas posiciones adyacentes esta
ocupada por alguna estructura fractal..

Regresemos al ejemplo de la particula caminante situada en las coordenadas (-2, -1), considerando
ademds que las dos estructuras fractales solo estaban integradas por sus semillas propias, 0 sea que
no habfan integrade ninguna particula caminante. Bs muy facil determinar entonces que hasta este
momento la particula caminante en cuestion no esta agregada a ninguna particulz, ya que sus
posiciones adyacentes no contemplan las posiciones de las semillas (véase la tabla 4.2.1.4).

Renglén; Objeto o posicion X Y Color
1 Semilla 1 A 0 Cofor 4
2 Semilla 2 i 0 Coler 2
3 No se sabe
particula caminante -2 -1 hasta el
momento™
4 Posicidn a 12 derecha
de la particula -1 -1
caminante
5 Posicidn amba de la 2 0
particula caminante A
6 Posicién 4 ia zquierda
de la particula -3 -1
caminanie
7 Posicion abajo de ia 2 2
particula caminante
Tabla 4.2 1.4

De esta tabla se puede observar lo siguiente:

1. Los renglones /, 2 y 3 comresponden propiamente a las dos estructuras fractales y a la
particula caminante en cuestion

xav . . I .

Recuérdese que previzmente habiamos dicho que se creaba un objeto inicial por eada particula caminante
gon ias propiedades de pesicién imcial y color

N0 s¢ conece el color o bien asta oule momento no s de IMportancia

Pay ©



PROGRAMA DE ENUMERACION EXACTA APLICADO AL MODELC BICOLOR DEA

2. Los renglones 4, 3, 6y 7 son los puntos adyacentes a ia particula caminante

En la fila 3 que corresponde a la particula caminante no se indica el color de dicha
particula, esto se debe meramente a que hasta el momento no habiamos necesitado conocer
con precision el color de la particula caminante,

4. Por la posicién que tiene la particula caminante, se observa que se encuentra mas cerca de
la semilla 1, correspondiente a la estructura fractal I de color 1.

5. Supongamos que la particula caminante es de color I, entonces con un movimiento a la
derecha o hacia arriba se encontraria en un lugar adyacente a la semilfa de su mismo color y
entonces se agregaria y por lo tanto awmentaria el tamafio de esta estructura fractal.

6. En el caso de que la particula caminante fuera de color 2, también con un movimiento a la
derecha o bien hacia arriba, estarfa en una posicién adyacente a la semilla de color 1, pero
en este caso se causaria la destruccién de la particula caminante por tratar de intégrarse a
una estructura fractal de diferente color.

Basicamente cuando la particula caminante esta cercana a alguna estructura fractal, se realizan
comparaciones de los puntos adyacentes a esta particula con los puntos que integran cada estructura
fractal, sin embargo ya en este punto también es necesario conocer con precision el color de la
particula caminante, ya que esto finalmente es determinante para saber el futuro de la particula.

Estas comparaciones de los puntos adyacentes a la particula caminante con los puntos que integran
las estructuras fractales, se realizan mediante comparaciones de indices entre las particulas que
integran las estructuras fractales y la particula caminante. Dichos indices se obtienen con la
utilizacion de algoritmos de hashing numeérico que realizan calculos muy rdpidos en tiempos
bisicarnente constantes para arreglos de cualquier dimension.

Como ya se menciond, una vez que la particula caminante estd en un lugar adyacente a cualquiera
de las estructuras fractales, se determina el futuro de esa particula, ya sea integrandose a la
estructura fractal o muriendo por haberse pegado una estructura de color diferente. De 1o anterior
derivan las siguientes dos posibilidades:

1. Sea que la particula caminante murié por tratar de integrarse a una estructura fractal de
diferente color, entonces se inicia nuevamente la generacién de una nueva particula
caminante, iniciando con la obtencion del color en forma aleatoria y respetando la
probabilidad que de inicio fué parte de los datos del experimento proporcionados por el
usuario. También se incrementan los contadores de particulas generadas por experimento en
forma general y por color, para posteriormente ser utilizados en el andlisis estadistico de
resultados. Se crean en forma aleatoria las coordenadas iniciales correspondientes a la
posicién de la particula caminante y se vuelve 2 crear un objeto con las propiedades de
color, posicidn x y posicion y, e inicia el ciclo de movimientos aleatorios.

2. Sila particula se integra a una estructura fractal de su mismo color, entonces se adhiere e
incrementa el tamafic de ésta, el programa incrementa el mimero de particulas que integran
dicha estructura. También compara el niimero de particulas que integran ahora ka estructura
fractal, cor el ndmero total de particulas que queremos que integren la estructura fractal, en
caso de que el nimero de particulas que estin integradas sea menor del que se pretende
alcanzar, entonces se debe agregar este nuevo sitio a la estructura fractal y {ambpién a una
tabla en el hashing numérico. También se deben calcular el radio maximo y su cuadrado en
funcién de la posicién de la nueva particula que integra la estructura, y de estos valores
caleular el radio y ¢l radio de muerte respectivamente, Lo dltimo que se realiza es verificar
si alguna de las dos estructuras fractales ha completado el niimero de particulas solicitadas
por ¢l usuario, de ser asi da por finahizado este experimento ¢ inicia €] siguiente ¢ bien
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termina el programa en caso de que también se hayan completado el nimero de
experimentos solicitados. En el caso de que ninguna estructura haya completado el niimero
de particulas solicitadas, se genera una nueva particula caminante con las propiedades de
sus coordenadas y color y se inicia nuevamente un ciclo como el que brevemente
describimos en los parrafos anteriores.

Bésicamente este modelo computacional de enumteracién exacta realiza los pasos previamente
narrados, arrojando datos cuantitativos que posteriormente deben ser analizados en forma profunda
para entender el comportamiento de estos procesos, que si bien por el momento no sabemos si
corresponden o no a algln proceso natural en particular, una vez se tenga el analisis detallado de los
resuitados, estos se podrin encatisar a los procesos paturales que més se adapten.

4.3. MODELO COMPUTACIONAL

Este proyecto esta disefiado en lenguaje estandar C++, puede ser compilado y ejecutade en las
plataformas Linux (g++), o bien en Windows (Borland C++ u otro compilador de C++), de acuerdo
con el estandar preliminar ANSIISO,

El programa computacional es un proyecto el cual consta de los siguientes archivos fuente de
usuario indicados en la tabla 4,3.7

. Archivos de Encabezado dela] g pohivos de Encabezado
A‘;/clllll::::’ :‘;‘in:i (e:?ll:ls:;a Biblioteca Estandar propios del programa ( “ *.k “
(<*h>)
enum2d.cpp iostream.h cabeza h
fract2d.cpp Fstream.h fractal.h
cabeza.cpp stdlib.h hash2d.h
fractal.cpp Math .k define.h
define.cpp Mem.h spis2d.h
hash2d.cpp Stdio.h random.h
random.cpp Time.h screen2d.h
spis2d.cpp Alloc.h primo.h
sereen2d.cpp
Tabla431]

El archivo principal del proyecto, ¢! cual incluye la funcién Main, ¢s enum?2d.cpp, el cual a su vez
define los demds archivos * epp como unidades del proyecto. Por lo tanto, este archivo inicia la
ejecucion del programa.

En la siguiente seccidn se explicard como csta organizado a bloques oste programa y se
profundizard mds a cerca de cada uno de ellos,
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4.4, Diagrama de blogues del programa computacional

A continuacién muestro se muestra un diagrama a bloques general de la estructura principal del
proyecto (figura 4.4.1)

Datos del expetimento
x_init, probab

h 4

Austa generador cie
rirmeros aleatorics

Creq fractales

Resutiados v fin

Frgura 4,4.1 Diagrama 2 loques general de) modelo de enumeracion exacta

El archivo principal del proyecto es enum2d.cpp, el cual incluye la funcidn main ¢ inicia la
ejecucion del programa.

El proyecto a su vez cuenta con los demas archivos fuentes mencionados en la tabla anterior.
1. Datos del experimento

En esta etapa se dd inicio a la ejecucion del programa de enumeracion exacta, solicitando al usuarto
que indique los siguientes datos;

a. Distancia de la semilla 1 al origen ( I 2 5 Y*V!

b. Probabilidad de que las particulas caminantes sean de color 1 (0 0a 0 5) **"

i Cun este dato, ¢l programa caleulara inmediatamente cual es ta distancia entre semillas
! Recuerde que fa probablidad de que ta particula sea de color | es complementaria de gue sea de color 2
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2. Inicializacion del Generador de Niimeros Aleatorios

La mayoria de las implementaciones en C, tienen escondidas algunas ratinas para la inicializacion y
generacion de ndmeros aleatorios, En ANSI C, se tiene:

Hinclude <stdlib.h>

#define RAND MAX ...

void srandfunsigned seed);

int randtveid);

La funcién srand toma un argumento entero unsigned {conocido como semilla) y siembra la funcién
rand para que genere una secuencia diferente de niimeros aleatorios cada vez que se gjecute el

programa®""

Con instruccién srand (time(0)), 1a computadora lee su reloj, obteniendo de ahf el valor para la
semilla La funcién time con argumento 0, devuelve en segundos Ia hora calendario actual. Este
valor se convierte a un ertero sin signe Y se utiliza corno la semilla para el generador de niumeros

aleatorios.

Es importante mencionar que el mismo valor de semilla (seed), siempre regresara la misma

secuencia aleatoria.

Las funciones que se gjecutan en esta etapa son las siguientes:

AjustaGenNumAleatorio( ), esta funcién se define en el archivo fractal.cpp, inicializa las variables
IntSeed™™, puColor™ y IntTheta™, asignandoles un valor entero negativo aleatorio diferente a
cada uno de elios.

Como ejemplo veamos la variable IntSeed, a la cual se le asigna un ndmero negativo aleatorio,
obtenido de utilizar la funcidén random (num), donde num en este caso proviene de la funcién
time((), dicha funcion entrega como resultado la cantidad de segundos que han ocurrido desde el 1°
de enero de 1970 al momento donde se invoca esta funcién. Esto es muy interesante ya que asegura
que el generador de niimeros aleatorios siempre tendra un valor de inicializacion diferente, con Io
cual las secuencias de nimeros aleatorios siempre seran también diferentes.

randomitime(0)); //Genera un numero aleatorio entre 0 y time(0)
IntSeed = -random{time(0}}-1;

M iin unsigned int se puede almacenar en cuando menos dos bytes de memona, Un ansigned int de dos
bytes puede tener valores no negativos del 0 al 65535, Un ansigned int de cuatre bytes solo puede tener
valores no negativos en el rango de 0 al 4294967295 La funcidn srand tomo como argurmento un valor
unsigried int.

La variable InitSeed es ¢l identificador de una variable externa declarada en el algoritmo de generacion de
nimeros aleatorios ran3
XX La vatiable ImColor ey of idemificador de una variable externa declarada en ¢ algoritmo de generagion de
nimeros aleatorios ran3
"X 1 vanable InfTheta ot of identificador de una varable externa deelacada en ol algonuno de generasién de
aumeros aleatorios tan3
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Cuando ya se tiene el valor aleatorio de ntSeed, se realiza el mismo procedimiento para IntColor y
posteriormente para JntTheta, sin embargo entre cada una de estas operaciones se establecen
refrasos intencionales. Estos retrasos aseguran que el valor aleatorio para cada una de estas
variables proviene de la misma funcidn random(time 0), pero con diferente periodo. Esto es que el
time (0) en cada para el cilculo de cada variable es diferente por dos cosas principaimente;

a. Porque la cantidad de segundos del 1° de enero de 1970 al momento de la ejecucion del
programa siempre es diferente

b. Porque entre [a generacién del nimero aleatorio para cada variable existen estos retrasos
intencionales.

Es de observarse que estamos hablando de 3 variables que se inicializar y que se les conoce como
IntSeed, IntColor ¢ IntTheta. En el modelo bicolor DLA se requiere determinar mediante el
generador de niimeros aleatorios tres aspectos fundamentales que somn:

1. Posicion aleatoria cuando se forma la particula caminante

2. El color que tiene la particula caminante, el cual también debe estar determinado en
forma aleatoria

3. El movimiento aleatorio de la particula, donde para el caso de 2 dimensiones una
particula puede tener 4 movimientos (arriba, abajo, derecha o izquierda) y para el
caso de 3 dimensiones la cantidad de movimientos ahora es de 6.

3. Crea Fractales

Como este programa fué diseitado en base a la tecnologia orientada a objetos OOP, se¢ manejan
clases y funciones. Las funciones estan compuestas por estructuras de control que realizan acciones
y decisiones. Ademas en este programa se determinan las clases necesarias para los atribuios que
necesitarian tener los objetos de estas clases, los comportamientos de las clases y la manera de
interactuar los objetos.

La funcién CreaFractales como veremos es la méas compleja del programa y es invocada desde el
archivo principal ¢como sigue:

CreaFractales(X_Init, Probab);

En donde X_Irit es la distanciz de la semilla 1 al oﬁgén y Probab es la probabilidad de que la
particula caminante sea de Color 1.

A partir de la figura 4 4.2 muestra el diagrama a bloques general de la funcién Crea fractales, el
cual tambien integra el bloque de resultados vy fin referido en la figura 4.4. 1.
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CreaFroctales(¥_init,Probab)

Se crean archivos
ASCIl para resulfados
{resutta.dct, info.dat)

'

Posiciones de las semillas
(x0_1.y0_1)
0. 2v0 2)

!

INCREMENTA NO. DE
EXPERIMENTO

Cuantos experimentos ?
No. Farticulas Mdx. por fractal ?

»)
»

REPORTE FINAL

Ne. Experimento
<=
No, Max.
de Bxpernmenios

Figura 4 42

EPERAR]
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INICIALIZACION DE VARIABLES

Y

INICIALIZACION DE ARREGLOS
POR ESTRUCTURA DE COLOR

Y

H\ICREMENTA No. DE PARTICULAS
EN FRACTAL DE COLOR 1Y 2
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4.5. Operaciones de Entrada y Salida a archivos en nuestro modelo
computacional.

En el diagrama a bloques detallado del programa, fué necesario declarar clases para el
procesamiento de /S a través de archivos.

C++ proporciona el soporte para su sistema de E/S en el archivo de cabecera lostream. h, en este
archivo se definen las jerarquias de clase para que admitan las operaciones de E/S.

Las jerarquias de clase con las que se trabaja normalmente derivan de la clase jos. Se emplea como
una base para varias clases derivadas incluyendo istream, ofstream, iostream. Estas clases se
utilizan para crear flujos que lieven a cabo Entrada, Salida y Entrada / salida respectivamente.

La clase ios contiene miembros y variables que controlan las operaciones fundamentales de un
flujo, para tener acceso a esta clase, debe incluirse iostream.h en el programa.

Para realizar £/S en archivos debe incluirse en el programa el archivo de cabecera fitreant.h .

En C++, un archivo se abre mediante el enlace a un flujo. Hay tres tipos de flujos: de Entrada, de
Salida 'y de Entrada / salida. Antes que pueda abrirse un archivo debe obtenerse un flujo. Para crear
un flujo de Entrada, este debe declararse de la clase ifstream. Para crear un flujo de Salida, este
debe declararse de la clase gfstream.

Los flujos que realizan tanto operaciones d¢ Entrada como de Salida deben ser declarados de la
clase fstream.

Ejemplo:
= Ifstream Archivo_Ent;
=  QOstream Archivo_Sal;
»  Fstream Archivo_Ent_Sal;

Una vez creado un figjo, una forma de asociarle aun archivo es realizar la funcién open(), su
prototipo es como sigue:

= Void open (const char*nombre, int modo, int acceso)

nombre, es el nombre del archivo, el cual puede incluir un especificador de trayectoria o ruta donde
se ubica dicho archivo.

mado, determina el modo de abrir un archivo. Su valer implicito ios::in para entrada (para ifstream)
y ios::out para salida (para ofStream). Por omisién, todos los archivos sc abren en modo texto. Pero,
si el valor de modo es ios::binary, dicho archivo seré abierto en modo binario.

acceso, determina el modo de acceso al archivo, por omision, acceso toma un valor que crea un
archivo normal (no oculto, no del sistema y/o no de solo leciura).

Practicamente nunca se verd una llamada a open( } con tres parmetros, porque los pardmetros
modo y acceso toman valores implicitos.

1. Unarchivo normal de Salida
Ofstream FileOut
FileOut open {“test.dat”),

2. Un archivo normal de Entrada

Ifstream Filien,
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Filien.apen (“test.dat”);
3. Unarchivo normal de Entrada / salida
Fstream FileInOut;
FileInOut.open(“test.dat”, ios::in }ios::out);
En ¢sta situacién, modo no toma ningfin valer implicito.

Si se produce un error en open(), el flujo serd nulo. Antes de utilizar un archivo, seria necesario
comprobar la operacion de apertura:

ofstream Fout{"datos.dat");
if ({Fout)
{
cout << "Error al abrir archivo datos.dat" << endl;
exit(1);
}
Para cerrar un archivo hay que emplear la funcién miembro close( ):
Fout.close( },
La funcién close( ) no tiene parametros, no devuelve ningiin valor.

En el caso de nuestro modelo en particular s hace uso de la clase ofstream para las operaciones de
salida de archivos. La clase gfstream utilizada en este programa pertenece 2 la biblioteca iostream,
la cual maneja una amplia variedad de operaciones de E/5.

4.5.1. Entrada / salida a Consola

Aunque se pueden utilizar funciones como pringf( } y scanf( ), C++ proporciona un método nuevo y
mejor de realizar estas operaciones de £/5. En C++, La E/S se realiza usando operadores de E/S en
vez de funciones de E/S.

El operador de salida es <<, y el operader de entrada es >>.

La forma general de salida por consola es:

cout << “gxpresion™ ;

Aqui, expresion puede ser cualquier expresién vilida de C++.

La forma general de entrada desde teclado

cin >> variable ;

Los operadores <<y »> son ejemplos de sobrecarga de operadores

En la forma general de salida, se le indica a Ia computadora que imprima en la pantalla la cadena
contenida entre comillas (expresitn). La linea completa, incluyendo cout, el operador <<, la cadena
“expresién” y el purto y coma (3), se le llama instruccion.

La salida y entrada en C++ se logra por medio de flujos de caracteres. Por 1o tanto al ejecutarse la
instruccion previa, envia ¢l flujo de caracteres expresion al objeto de {flujo de salida estandar, cout
normalmente esta dirigido 2 la pantalla,
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En ia forma general de entrada desde el teclado se emplea el objeto de flujo de entrada cin y el
operador de extraccién >>, con el fin de soficitar al usuario introducir datos mediante el teclado.

En el programa se wiilizan ambas formas generales para 1a entrada / salida 3 través de la consola
(teclado y pantaila), con el fin de ingresar los datos de cada experimento y entregar visualmente los
resultados de cada uno de ellos al usuario.

cout<<end|<<"Proporciona la Distancia de la semilla I al Origen(la%):"
cin>>setw(l0)>>X Init;

Las dos lineas anteriores forman parte inicial del programa, en donde se le solicita al usuario a
través de la pantalla ingresar el dato de la distancia de la semilla 1 al origen, y dicho valor sera
reconocido por la computadora a través de la variable X_Init.

Otros datos que se le solicitan al usuario son:

iProbabilidad de que 1a particula sea de color 1 (02 0.5) ?
;Cudntos experimentos desea realizar (I a 5000 max.) ?
£Niimero méximo de particulas por fractal (2 a 10 méximo) ?

Para cada una de estas preguntas en pantalla, se asocia una instruccién de entrada mediante el
teclado para la iniroduceion de estos datos solicitados.

4.6, Declaraciéon de funciones

Este programa al igual que muchos otros programas grandes escritos en C++, ha sido desarrollado a
partir de la construccion de pequefias partes que facilitan su manejo en forma completa. Estos
componentes pequedios los podemos dividir en funciones y clases.

Los programas en C++ generalmente se eseriben combinando funciones nuevas que el programador
escribe con las finciones disponibles en la biblioteca estandar de C++, y combinando clases nuevas
que el programador escribe con clases disponibles en varias bibliotecas de clases.

La biblioteca de C++ contiene un vasto conjunto de funciones para realizar calculos matemdticos,
manipulacién de cadenas, manipulacion de caracteres, entrada / salida, comprobacion de errores ¥
muchas otras operaciones ttiles. Las funciones de la biblioteca estindar de C++ son parte del
entornio de programacién que simplifican el trabajo del programador ofreciendo muchas de las
capacidades que se necesitan,

El programador puede escribir funciones para definir ciertas tareas especificas que podran utilizarse
en muchas partes de su programa, dichas funciones son conocidas como funciones definidas por el
programador. Estas funciones solo se escriben una sola vez y se ocultan de las demés funciones.

Se puede invocar a una funcién mediante una llamada de funcién. Esta especifica el nombre de la
funcién y le proporciona informacién (en forma de argumentos) que necesita para trabajar.

Las funciones le permiten al programador modularizar sus programas. Todas las variables
declaradas en la definicién de funcién son variables locales, salo se conacen en la funcién en la que
se definieron. La mayoria de las funciones tienen una lista de parametros, que proporciona el medio
parz la comunicacidén de informacion entre las funciones. Los pardmetros de una funcién también
son variables locales.,

C++ permite definir varias funciones con el mismo nombre, siempre y cuando tengan diferentes
grupos de parametros. Esta capacidad se llama sobrecarga de funciones. Cuando se llama a una
funcion sobrecargada, el compilador de C+— selecciona la fincidn adecuada examinando el nimero,
tipes v orden de los argumentos de la llamada. La sobrecargs de funtiones se utiliza normalmente
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para crear varias fimciones con el mismo nombre que realicen tareas similares, pero sobre distintos
tipos de datos.

La reutilizacion de software en la programacién orientada a objetos es una de las razones
principales para la utilizacion de funciones ya existentes como bloques de construccion de nuevos
programas.

La repeticion de codigo dentro de un programa se evita con la utilizacion de funciones, ya que el
codigo es empacado come funcion, y es posible ejecutarlo desde varios puntos del programa,
simplemente Hamando a la funcion.

Una de las caracteristicas mds importantes de C++ es el prototipo de la funcion. El prototipo de 1a
funcién le dice al compilador e! nombre de la funcidn, el tipe de datos que ésta devuelve, el
niimere, tipo y orden de los pardmetros que dicha fimnci6n espera recibir. El compilador utiliza sus
prototipos de funcion para validar las llamadas de funciones.

En nuestre programa, se tiene la siguiente llamada a la funcion;
AjustaGenNumdleatorio( ) ;

Como se puede observar e} prototipo de esta funcién carece del tipo de datos que espera recibir, asi
como del tipo de datos que se debe usar en el cuerpo de la funcién. Esto significa que el Hamado a
ta funcion AjustaGenNumdleatorio ( }, no espera la devolucion de ningtn valor, solo 1a ejecucion
de una serie de calcules y acciones que permitan inicializar tres variables que posteriormente se
utilizaran con los algoritmos del RAN3. Esta funcidn es llamada en el archivo enum?2d.cpp, el cual
es el archivo principal del proyecto enum2d.

La definicién de la funcion se encuentra en el archivo fractal.cpp, y esta escrito como sigue;
void AjustaGenNumAleatorio{ ) /* Ajusta el generador de niimeros aleatorios ¥/
{

srand(time(0)); //Semilla para el generador de nimeros aleatorios
random(time(0)); //Genera un mimero aleatorio entre 0 y time(()
IntSeed=-random{time(0))-1;
double k;
for (int k=1; k<=50000L:k++)
{double kk=2 0**2.0;} //Retrazo intencional
random(time(0));
ntColor=-random{time(0))-1,
Jor (int k=1; k<=30000L. k++)
{double Ik=2.0"*2.0;} //Retrazo intencional
random(time((});
IntTheta=-random(time(0)}-1;
}

Una vez que es invocada la funcion AyustaGenNumdleatorio ( ), iniciz la ejecucidn de las
declaraciones © instrucciones que forman parte del cuerpo de fa funcidn. En el cuerpo de 1z funcidn
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anterior se tienen funcicnes anidadas, sin que por esto se tenga que definir una funcién dentro de
otra.

Por gjemplo en primera linea del cuerpo de la funcidn anterior, se tiene linea srand(time(());, esta
instruccion forma parte de dos funciones anidadas, que son srand y time. La funcién srand forma
parte de la biblioteca estindar y genera niimeros pseudoaleatorios, ya que Tlamadas repetidas de esta
instruccidn produciria una secuencia de nitmeros al parecer aleatorios. La funcion time forma parte
de la libreria time.h (ctime en el nuevo estidndar de C++), esta funcién con el argumento 0, devuelve
en segundos la hora calendario actual, como un entero sin signo y sirve como semilla para la
funcién srand. Es importante mencionar nuevamente que aunque existan llamados a otras funciones
anidadas dentro de la declaracién de la funcidn AjustaGenNumAleatorio ( ), las declaraciones de
est4s funciones anidadas s¢ encuentran fuera de ésta.

4.7. Estructuras de controi

El algoritmo de este proyecto representado en el diagrama de flujo, muestra ia ejecucion secuencial
del programa, los simbolos de inicio y fin del programa se representan mediante un ovalo, 1os
simboles de conexion son representados por circulos pequefios con un nimero interno gue indica la
referencia de conexidn,

Fécilmente podemos distinguir aquellos simbolos que involucran una decision, estas estructuras son
conocidas como ¢structuras de seleccion.

C+-+ ofrece tres tipos de estructuras de decision; if, iffelse y switch.

La estructura de seleccién if se llama estructura de seleccidn inica, pues selecciona o ignora una
sola accion. La estructura de seleccidn ffelse se llama estructura de doble seleccion, pues selecciona
entre dos acciones distintas. La estructura de seleccién switch se llama estructura de seleccion
miiltiple, dado que selecciona la accitn a ejecutarse entre varias acciones,

Por otra parte C++ ofrece estructuras de repeticion que son while, do/while y for.

4.7.1. Estructuras de seleecion ; if, if/else y switch.

El simbolo de la expresidn if contiene una condicion, que puede ser verdadera o falsa. Del simbolo
de decisidn emergen dos lineas de flujo. Una indica la direccién que se debe tomar cuando la
expresion del simbolo es verdadera (true); la otra, la direccion que se debe tomar cuando la
expresion es falsa (false).

Como ejemplo en nuestro proyecto, se tiene 1as siguientes instrucciones;
if (0.CheckCubContact(Color2) == Yes)
{
K_C2++, /*Incrementa nimero de Particulas de Color 1 que trataron de integrarse
al fractal de Color 2 %/

cout<<"\nParticula de Color 1 MUERTA por integrarse a FRACTAL de
COLORZ"<<endi,

goto L1;
4
if fo CheckCubContact{Colorl) == Yes)

(
4
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cout<<"\nParticula Agregada a Fractal de color I en Las Coordenadas\tf "<<
0.GetXPos()<<", "<<o.GetYPos(}<<" }"<<endl;
NumParticlesinFractal [Color]++;

}

Estas instrucciones forman parte del diagrama a bloques de la figura 4.4.6, en la cual se muestran
dos estructuras #f anidadas (romboides conectados), los cuales toman una decisién al evaluar si la
particula en cuestion ha hecho contacto con alguna estructura fractal.

Ei primer if evalfa si un objeto (particula con propiedades de color 1, posicion en x y posicién en
¥), se encuentra en una posicién adyacente a la estructura fractal de color 2, en caso afirmativo se
ejecuta el siguiente grupo de instrucciones que se encuentra entre llaves, caso contrarjo no evaluaria
este grupo de instrucciones e iniclaria la siguiente estructura de decision if.

En segundo if del ejemplo anterior evalila muevamente el objeto, pero ahora para saber si se
encuentra en una posicién adyacente a la estructura fractal de color 1, de ser afirmativo se puede
observar que indicara esto a través de la pantatla mediante el mensaje Particula Agregada a Fractal
de color 1 en Las Coordenadas.... (coordenadas en las cuales se encuentre el objeto).

La estructura de seleccion ifelse permite indicar que se realizaran acciones diferentes cuando la
condicion sea verdadera y cuando sea falsa.

Del diagrama a blogues del programa, en la figura 4.4.5 se tiene un bloque denominado seleccién
de paso, veamos parte de las instrucciones que integran esta aceion;

void Cub_Step::ChooseStep()
{
double w=sqrt(sqr((double)Pos.x)+sqr((double)Pos.y)),
if (W < MaxRadsus+10) Step=1I;
else
if ftw < MaxRadius+20) Step=2;
else
if (w < MaxRadius+40) Step=4;
else
if tw < MaxRadius+80) Step=8;
else Step=16,
}

La primera instruccién se denomina funcién miembro de la clase Cub_Step, posteriormente
ahondaremos mas en el tema de clases.

Cuando inicia la ejecucion de esta funcidén miembro, pnmeramente se evalda w como sigue;
(2,07
w= | (x +y )

con este valor de w se inicia una seric de iffelse anidados, supongamos que ¢l valor de wes 18y el
valor de MaxRadius ¢s 6, sc tiene
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leriffelse {w < MaxRadius+10) 18<16 No se cumple
2° iffelse (w < MaxRadius+20) ©18<26 Si se cumple

Como en €l primer if la desigualdad es falsa, entonces se realiza una segunda accidn que d4 inicio a
otra estructura iffelse, en 1a cual vuelve a existir una desigualdad que en este caso si se cumple y que
da por finalizado este ciclo de iffelse, devolviendo en este caso Step = 2. Esto pricticamente nos
indica que la posicién del objeto (particulz) se encuentra muy alejada, por 1o tanto el paso con el
que debe moverse debe ser més grande, para con esto aumentar la eficiencia del programa.

Las estructuras iffelse anidadas en este ejemplo son mucho mds rdpidas que una serie de estructuras
if de decisién, pues existe la posibilidad de salir con rapidez de la estructura una vez que se
satisfacen las condiciones.

1a estructura switch es de seleccidn miltiple, con frecuencia algfin algoritmo contiene una serie de
decisiones en las que se prueba por separado una variable o expresién para cada uno de ios valores

enteros que pueda tomar, efectuando diferentes acciones segin sea el caso. C++ ofrece esiz
estructura para manejar tal toma de decisiones.

La estructura switch contiene una serie de etiquetas case ¥ un caso opcional default. Veamos el
siguiente sjemplo;

switch (Randint3(IntSeed, 4)) //Valor alearorio en decimal multiplicado por 4
{

case 0 : o.MoveXP();

cout<<"Derecha \t"; break;

case 1 : o.MoveXM{();

cout<<"Tzquierda \t",; break;

case 2 : 0.MoveYP(};

cout<<"Arriba \t": break;

case 3 : o.MoveYM{();

cour<<"Abajo  \t"; break;

}

Después de Ia palabra switch se encuentra entre paréntesis (Randint3(IntSeed 4)),. A esto se le
llama estructura de control. El valor de esta expresion se compara con cada una de las etiquetas
case. Si sucede una coincidencia con cada una de las estructuras case, se ejecutan las instrucciones
correspondientes a dicho case y se sale de inmediato de ia estructura switch por medio de la
instruccion break. A diferencia de otras estructuras de control, no es necesario encerrar entre Haves
los ¢ase de varias instrucciones.

La instruccién break provoca que el control del programa pase a la primera instruccidn después de
la estructura switch. La instruceién break se utiljza porque de otra forma los case de una instruccion
Switch se ejecutarian juntos. Si no se indica break en ninguna parte de la estructura switch, cada vez
que suceda una coincidencia en la estructura, se ejecutardn las instrucciones de los case restantes. Si
ro sucede minguna coincidencia se puede incluir un caso defumls (opcional), que a la vez puede
ejecutar alpuna instruccién que envié un mensaje de error.

By 7T
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En el caso de ejemplo anterior, la estructura de control (RandInt3(IntSeed,4)), es una funcién de
nombre Randint3, cuyos argumentos son (IrtSeed,4). La tarea de esta funcion es devolver un valor
entero aleatorio entre 0 y 3.

En este case la funcién Randine3, proporciona la informaci6n necesaria para trabajar en forma de
argumentos. Esta funcion se encuentra definida en el archivo random.cpp, como sigue;

int RandInt3(int &idum, int IMax)
{

return (int)floor(ran3 (idum) *IMax);
}

Esta funcién regresa un valor entero, que se obtiene de multiplicar un valor aleatorio (obtenido de
aplicar la funcién ren3 (idum)) por Imax (en esta caso 4), al resultado de este producto se le aplica
su piso del nimero con lo que se obtiene un valor entero completamente aleatorio entre 0 y 3, dicho
valor es regresado a la estructura de control switch para ser comparado con cada uno de los case.

Como se puede observar los tnicos valores posibles que regresa la fincién RandInt3, son 0, 1,2 y
3. Dichos valores proporcionan a su vez las finicas 4 posibilidades de direccién de movimiento de la
particula caminante (derecha, izquierda, arriba y abajo respectivamente en el espacio de dos
dimensiones™™).

El valor entero aleatorio que se compara solo ceincidird en un case, en e¢se momento se puede
observar simplemente del ejemplo que:

* Se ejecuta la primera instruccién del case coincidente sobre un miembro de Ia clase Cub_Step,
por ¢l momento no shondaremos en una explicacién detallada de esto, simplemente
pensaremos en que se realiza una accidn a un objeto (particula caminante).

* Se emitird un mensaje indicando la direccién de movimiento y después se aplicard la
instruccién break con la que saldra de la estructura de control switch, y continuaré la siguiente
instruccién del programa.

» Se rompe con la estructura switch mediante la palabra break
4.7.2. Estructuras de repeticion while, do/while y for.

La estructura de repeticién while permite especificar una accién que debe repetirse mientras cierta
condicion permanece verdadera

while (imp != NULL)
{
if (mememp((void*)imp, (void*)&Puosition,sizeqf{TPosition)) == ()
{

return True;

!
imp=tmp->Next,

!
!

M Esto puede ser apheado en un espacio de tres dimensiones, simplemente multiplicandalo por 6, las cuales
seran sus postbilidades de movinuenito (derecha, izquierda, asmba, abajo, al frente v atras)

Pog T8
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{

cout<<"\nDESTRUCCION de la Particula por colocarse™<<
"\njunto a la estructura de diferente color"<<endi;

return False;

}

En el pseudocédigo anterior se establece que mientras se cumpla la condicién de que la variable mmp
sea diferente de NULL (nulo), se debe ejecutar el siguiente bloque de llaves (linca 2 2 9). Cuando
esta condicién ya no se cumpla, entonces se ejecutaran las Gltimas 4 lineas, emitiendo con esto el
mensaje “Destruccion de la particula por colocarse junto a la estructura de diferente color” y regresa
un faise.

La instruccién que se ejecutan mientras la condicién while se cumple, es una instruccion de
seleccion #f, cuya condicidn emerge de una comparacién de dos bloques de memoria.

La funcién memcmp es una funcién de biblioteca para el mangjo de cadenas v comparacién de
bloques de memoria.

Mememp (*s1, *52, sizeofn)

La funcién mememp compara el niimero especificado de caracteres de su primer argumento con los
caracteres correspondientes de su segundo argumento. La funcién devuelve un valor mayor que 0 si
el primer argumento s mayor que €l segundo, devuelve 0 si Jos argumentos son iguales, y devuelve
urt valor menor que @ si el primer argumento es menor que el segundo argumento.

La estructura de repeticion do/while es parecida a la instruccién while. En esta Gltima, la condicién
de ciclo se prueba al inicio del ciclo, antes de que se ejecute el cuerpo. La estructura do/while
prueba la condicién de continuacién del cicle después de que se ejecuta el cuerpo det ciclo; por lo
tanto, el cuerpo se ejecutard cuando menos una vez. Cuando termina un do/while, 1a ejecucion
prosigue en la instruccion que esta después del while.

do
{
instrucciones
}
while (condicién),
Veamos nuevamente parte del codige utilizado en la seccién de generacion fractales
do
{
# Genera la direccidn de un movimiento
switch (Randlmt3(IntSeed 4)) //Valor aleatorio en decimal muitiplicado por 4
{
case 0 - o MoveXPg);
coul<<"Derecha \t": break.

case | o MoveXMy). oo —” TR e
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cowr<<"Izquierda \t"; break;
case 2 : 0.Move¥P(});
cout<<'"drriba \t"; break;
case 3 : o.MoveYM();
cout<<"Abajo \t*; break;
i
if (0.CubnSphere() == No) gote L1, //Cuando se rebasa el radic de muerte
}
while (CheckMaxDistance(o.GetXPos(),0.GetYPos(}) ==TRUE},

En este gjemplo, se esta indicando que las instrucciones del do, encerradas en llaves y que se
refieren a dos estructuras de control de seleccion if, y switch, se estardn ejecutando mientras la
condicion del while no sea verdadera.

Bésicamente en este ejemplo se genera un nUmero aleatorio entre ¢ y 1.0, dicho numero es
multiplicado por 4, el resultado obtenido se ie aplica el piso, para obtener e} niimero entero inferior
proximo. Dicho niimero nos dara la direccién de movimiento de la particula que previamente estaba
en una locatizacién aleatoria denmtro de una érea de operacidon. Después de cada movimiento se
encuentra el i, el cual estard verificando que con los movimientos de la particula, estd siempre se
encuentre dentro de un radio calculado en funcion del tamafio de 1a estructura fractal formada. De
tal forma que cuando dicha particula sale de este radio, entonces se ejecuta el goto enviando la
siguiente instruccidn a la posicion L£. L] inicia con la generacidn de una nueva particula caminante
vy se registra que la particula anterior ha muerto por salirse ¢l radio de muerte.

La estructura de repeticidn for se encarga de todos los detalles de la repeticién controlada por un
contador.

El formato general de la estructura for es
Jor {expresiénl, expresién2, expresion3)
Instruccion

Donde fa expresidni inicializa la variable de control de flujo, expresion2 es la condicion de
continuacion del ciclo y expresidn? incrementa la variable de control.

Si expresidn/ del encabezado de la instruccién for define la variable de control (es decir, si se
especifica el tipo de la variable de control antes del nombre de la variable), la variable de control
sélo puede utilizarse dentro del cuerpo de la estructura for, es deciy, el valor de 1a variable de
control sera desconocido fucra de la estructura for. Este uso restringido del nombre de [a variable de

control se¢ conoce camo aleance de la variable, El alcance de la variable define dénde puede
utilizarse en un programa.

A veces expresidnl y expresion3 sou listas de expresiones separadas por comas. Las comas sirven
aqui como operadores de coma que garantizan que las listas de expresiones se evalden de izquierda
a derecha. El operador de coma tiene la menor precedencia de todos los operadores de C++. El
valor y tipo ge una lista de expresiones separadas por comas es el valor y tipo de la expresion de la
derecha de la lista, El uso mds frecuente del operador de coma es en las estructuras for, Su principal
aplicacidn es permitirle al programador cmplear vanias expresiones de inicializacién y/o vanas
cxpresiones de incremento. Por ¢jemple, puede haber varias variables de control en una misma
estructura for que habra que intcializar e incrementar.
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Las tres expresiones de 1a estructura for son opcionales. Si se omite la expresién2, C++ supone gue
la condicién de continuacién de ciclo es verdadera, creando asf un ciclo infinito, La expresionl
podria omitirse si la variable de control se inicializa en otra parte del programa. La expresion3
podria omitirse si el incremento se calcula por medio de instrucciones en el cuerpo del for 0 sino se
necesita un incremento,

A veces se pone un punto y coma después de un encabezado for para crear un ciclo de retardo. Tal
ciclo for con un cuerpo vacio efectia la cantidad indicada de ciclos sin hacer nada mas que contar.
En ccasiones esto sirve para efectuar ciclos de retardo para disminuir fa velocidad de un programa.

Jor (int n=1I; n <= NumMaxExp; n++)
‘
NuymParticulasEnFractal [Color1]=0;

..... /* Seccion de inicializacion de arreglos y variables

if (ran3{IntColor) < Probab)
CubColor=Colori;

else
CubColor=Color2;

- /* Seccion de caleulo de posicion aleatoria de la particula caminante */
o.Init(X0,¥0,CubColor); //Se crea objeto con propiedades de pos.x, pos.y y Color
NumTotalParticulas++;

do //Hasta Finalizar
!
do

{
switch (Randfnt3(IntSeed 4)) //Valor aleatorio en decimal multiplicado por 4
{
case 0 : 0. MueveXP(),
case I - o.MueveXMy);
case 2 o.Mueve YP(),
case 3 : ¢ MugveYM();

4
if fo.CubInSphere() == No) goto L1; //Cuando se rebasa el radio de muerte

$

while (VerificaDistanciaMeaximato VeryicaPosicionXi).o VerificaPosicionY())
==TRUE);

switch (o GetColor()y

e wi
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{

case Color] :
{
if (0. VerificaContacto(Color2) == Yes) goto L1;
if (o.VerificaContacto(Colorlj == Yes)
{
NumParticulasEnFractal [Colorl]++;

-... /* seccidn de agregacidn a la estructura de color 1y cdlculos de las siguientes
condiciones del experimento */

if (Termina() == False) goto L1;
}
break;
4
case Color2 :
y
if (o VerificaContacto(Colorl) == Yes goto L1,
if (0. VerificaContacto(Color2) == Yes)
{
(NumParticulasEnFractal [Color2])++;

... /™ seccion de agregacion a la estructura de color 2 y calculos de las siguientes
condiciones del experimento Y/

if (Termina(} == False) goto LI;
}

break;

}
while (Termina()==False);
BorraFractal(Fracial{Colori]),
BorraFractal(Fractal[Color2]),
BorraTablaHash(Colori),
BorraTublaHash(Color2),
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El cbdigo anterior representa la parte sustancial del algoritmo para la creacidn de las estructuras
fractales, todo la seccidn esta delimitado por un ciclo for cuya variable de control n dependers de!
nimerc méaximo de experimentos indicados por el usuario, de tal forma que si la cantidad de
experimentos a realizar son 5, entonces se efectuaran todas las instrucciones encerradas en la llave
de for 5 veces, y en cada una de ellas por ejemplo se crearan las tablas hash de cada experimento y
posteriormente al finalizar Ja prueba, estas seran borradas como se muestra en las {iltimas lineas.

4.7.3. Arregios

Un arreglo es un grupo consecutivo de localidades de memoria que tienen el mismo nombre y el
mismo tipo. Para referirnos a una localidad o elemento particular de un arreglo, especificamos el
nombre del arreglo y el ntimero de posicién del elemento particular dentro de éste.

El primer elemento de cualquier arreglo es el elemento cera. Par lo tanto nos referimos al primer
elemento del arreglo como array{0], al segundo elemento como arrayf], v asi sucesivamente hasta
el i-esimo elemento del arreglo como arrayfi+1].

El nimero de posicion entre corchetes se conoce como subindice. Los subindices deben ser enteros
0 expresiones enteras. Si se emplea como subindice una expresion, entonces ésta se evaliia para
determinar el subindice.

Los arreglos ocupan espacio en memoria. Se debe especificar el tipo de cada elemento y el niimero
de elementos requerido para cada arreglo, de modo que el compilador reserve la memoria necesaria.

Los arreglos pueden declararse para que contengan otros tipos de datos. Por ejemplo, es posible
utilizar un arreglo det tipo char para que almacene una cadena de caracieres.

Es conveniente cuando se usan arreglos, inicializar los valores de sus elementos a 0, muy
frecuentemente mediante la estructura de control for seguido con una declaracién de asignacidn a 0.

Jor (int k=0; k<=NumeroMaximoParticulas; k++)
{
(*Lugar)fk].x=0, / Inicializa a cero
{(*Lugar)[k].y=0, // Inicializa a cero
}

En el codigo anterior se utiliza Ja variable constante &, previamente definida como una constante de
tipo entero que permite especificar el tamafio del arreglo NumeroMaximoParticulas, que hace que
este programa sea mds escalable en funcion del dato proporcionado por el usuario para determinar

el nimero mdximo de particulas que deben integrar alguno de los dos fractales en el problema de
este modelo.

Para pasar un arreglo como argumentos de una funcion, se debe especificar ¢! nombre del arreglo
sin corchetes, por gjemplo la ltamada de funcion

CreaFractales tdrray, 20),

Le pasa el arreglo Arrgy de tamafio 20 a la funcién CreaFractales. Al pasar un arreglo a una
funcidn, generalmente también se pasa su tamaiio, con e! fin de que la funcién pueda procesar la
cantidad especitica de elenientos que contiene.
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4.7.4. Apuntadores

Daos maneras de invocar funciones en muchos lenguajes de programacién son mediante llamada por
valor y llamada por referencia. Cuando se pasa un argumento utilizando una llamada por valor, se
hace una copia del argumento, la cual se pasa a la funcién llamada. Los cambios a la copia no
afectan el valor de la variable original en el invocador. Con esto se evitan efectos secundarios.

Una de las ventajas de la llamada por valor es que, si se estd pasando un elemento de datos grande,
su copia puede tardar un tiempo de ejecucion considerable.

Un parimetro de referencia es un alias de su argumento correspondiente. Para indicar que el
parametro de una funcion se pasa por referencia, simplemente se pone un ampersand (&) después
del tipo del pardmetro en el prototipo de la funcién. Se utiliza esta misma convencioén para listar el
tipo de pardmetros en el encabezado de la funcién.

La llamada por referencia es buena por cuestiones de desempefio, pues elimina la sobrecarga
generada por copiar grandes cantidades de datos.

Una llamada por referencia puede afectar la seguridad, pues la funeién llamada puede alterar los
datos del invocador.

Las variables de apuntador contienen direcciones de memoria como sus valores. Normalmente las
variables contienen valores especificos. Por otra parte, los apumtadores contienen direcciones de
variables que contienen valores especificos. En este sentido, los nombres de variables hacen
referencia directa a un valor y los apuntadores hacen referencia indirecta a un valor. La referenciaa
un valor a través de un apuntador se llama indireccién.

Los apuntadores, como cualguier otra variable, se deben declarar antes de utilizarles, ya sea al
declararlos 0 mediante una instruccion de asignacion. Un apuntador puede inicializarse a 0, a NULL
0 a una direccion. Cada variable que se declara como apuntador debe ir precedida por un asterisco
*).

El & u operador de direccion, es un operador unario que devuelve la direccién de su operando.

El * u operador de indireccién devuelve un sindnimo, alias o apodo hacia el que apunta su operando
(es decir, su apuntadozr).

Los apuntadores, como las referencias, también pueden servir para modificar una o més variables
del invocador o para pasar apuntadores a objetos de datos grandes, evitando la sobrecarga de pasar
los objetos mediante llamada por valor.

En C++, los apuntadores y el operador de indireccidn pueden utilizarse para simular llamadas por
referencia. Al llamar una funcidén con argumentos qgue deben ser modificados, se pasa la direccién
de los argumentos. Por lo general, esta se logra aplicandole el operador de direccion (&) al nombre
de la variable que se habra de modificar. Cuando se pasa la direccién de una variable a una funcién,
s¢ puede emplear ¢l operador de indireccion (*) en la funcidn, creando un sinénimo o alias del
nombre de la variable, con esto a su vez es posible modificar el valor de la localidad de memoria del
mvocador (si la variabic no esta declarada como const).

Una funcién que recibe como argumento una direccidn debe definir un pardmetro de apuntador para
recibir dicha direccién.

void MakeFracialdrray(TPirdrreglo &Lugar)
!

Lugar=(TPtrArreglo) new drray.,
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if (Lugar == NULL}

{
cout << "Error de asignaciéon dindmica de memoria’;
extt(EXIT FAILURE);

/

Jor (imt k=0, k<=MaxNumParticles; k++)

{
(*Lugar)[k] x=0; // Inicializa
(*Lugar){kj.y=0;

}

}

TPtrArreglo es un alias del tipo de datos de arreglo, el cual fué definido previamente como sigue
typedef Array* TPirArreglo;

En el ejemplo anterior la variable la tipo Lugar es una referencia del tipo Tpirdrregio (array), la
cual es wtiliza para la asignacion dindmica de memoria, de tal forma que primeramente se establece
un espacio de memoria y en caso de que este espacio no exista, se emitird una indicacion de falla en
la asignacién de memoria. En casc contrarie se inicializaran a 0 los espacios correspondientes a la
cantidad maxima de particulas disponibles en el arreglo.

Algunas variables del tipo TPtrdrreglo utilizadas en diferentes archivos fuentes del programa, se
identificaron como variables globales de alcance externo, como se muestra en la siguiente linea de
codigo.

extern TPtrdrreglo Fractal {2],

Este tipo de variables esta disponible para cualquier funcion definidas en el provecto, de tal forma
que el especificador de la ¢lase de almacenamiento extern, le indica al compilador que la variable
Fracm![Z)éudel tipo Tptrarreglo, estd definida posteriormente en el mismo archivo o en uno
diferente,

Como sabemos los amreglos son tipos de datos agrupados que almacenan elementos de datos
relacionados del mismo tipe bajo ¢l mismo nombre. Una estructura es capaz de almacenar
elementos de daios relacionados de distintos tipos bajo un mismo nombre. Al invocar una funcién
con un arreglo como argumento, éste se pasa de manera automatica a la funcién simutando una
llamada por referencia. Sin embargo, las estructuras siempre se pasan mediante llamada por valor
(se pasa una copia de toda la estructura). Esto requiere la sobrecarga en tiempo de ejecucion que es
causada por copiar todos los ¢lementos de datos de 1a estructura y almacenarlos en las pilas de
llamadas de funcién de la computadora (que es el lugar donde se almacenan las variabies locales
empleadas en Ja funcién mientras &sta se ejecuta). Cuando hay que pasar una estructura a una
funcién, puede utilizarse un apuntador hacia datos constantes (o una referenciz hacia datos
constantes), logrando el descmpeiio de una llamada por referencia y la proteccion de una llamada

XXin : . - . . ..
Las variables globales incrementan su desemperio debido a que eualguier funcion las puede acceder
directamente, climinando con esto la sobrecarga del paso de datos a funciones
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por valor. Cuando el apuntador s¢ pasa hacia una estructura, sélo hay que copiar la direccidon en la
que se almacena dicha estructura.

4.8. Programacién Orientada a Objetos (POO)

El programa utilizado en este trabajo para la realizacién de las simulaciones computacionales del
modelo de enumeracion exacta, esta escrito en C+, lo cual permite utilizar 1a tecnologia orientada
a objetos para la creacidn de las estructuras fractales.

La programacién orientada a objetos se basa en:
s Clases
s Objetos
¢ Instancia de variables
« Meétodos

La naturaleza del problema de agregacidn limitada por difusién, se adapta para aplicar la
programacion orientada a objetos, debido a que cada particula puede ser tratada como un objeio y se
pueden presentar diversas caracteristicas,

En términos simples, la POO es una programacion con objetos, los objetos son una extension del
concepto de registro. Los objetos nos permiten combinar datos y ¢odigo dentro de paquetes. Un
objeto es um lenguaje constructor que enlaza datos con funciones y estas funciones realizan alguna
funcién sobre el dato. Los objetos pueden ser extendidos para incorporar nuevos elementos de datos
y funciones, usando adecuadamente la propiedad de herencia.

Los objetos contienen cddige y datos, por lo cual éstos se parecen a programas minjaturas que
permiten la construccién de objetos mds complejos.

Una clase es un modelo usado para definir un objeto. La clase se puede reutilizar muchas veces para
crear varios objetos de la misma clase. Las clases tienen la propiedad de ocultamiento de la
informacion. Esto significa que, aunque los objetos de clase podrian saber como comunicarse entre
ellos por medio de interfaces bien definidas, a las clases normalmente no se les permite conocer

como se implementan otras clases. Los detalles de implementacion estan ocultos dentro de las
clases mismas.

La programacién de C++ se concentra en la creacion de tipos definidos por el usuario, llamados
clases. Cada clase contiene datos, asi como el conjunto de funciones que los manipulan. Los
componentes de datos de una clase se Vlaman datos miembro {o métodos en otros lenguajes
orientados a objetos). Asi como a una instancia de un tipo integrado, como int, se le Hama variable,
a una instancia de un tipo definido por el usuario (es decir, una clase) se le llama objeto. En C++ el
enfoque es sobre clases, no sobre funciones.

Una clase contiene dos tipos de componentes: variables de clase y métodos. Una variable de clase
sirve como un elemenrto de datos, ¥ un método es una funcidén. En un sentido, tas variables de clases
definen el estado intemno del dato de un objeto. Los métodos definen al comportamiento del objeto,
esto s, las acciones que un objeto puede reatizar.

En C++ ¢l termino dato miembro es usado para referirse a la variable de clase y el término
funciones miembro sera usado para referirse a métodos.

La POO muestra tres propiedades recurrentes

¢ Encapsulamienio
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» Herencia
s Polimorfismo

El Encapsulamiento es un mecanismo que agrupa c6digo y datos y los mantienen protegidos contra
alguna interferencia o mal uso. El Encapsulamiento proporciona dos caracteristicas importantes:

Pone datos y funciones sobre ¢l mismo techo
Proporciona capacidades para ocultar datos.

El Encapsulamiento protege los datos de objetos, pues usualmente se accede a los datos a través de
funciones que estdn definidas en el objeto, hace mas facil usar los datos de objetos y se puede
utilizar para ocultar ios detalles de 1a manera como los datos son almacenados o implementados.

La herencia es el proceso mediante el cual un objeto puede adquirir las propiedades de otro. La
herencia nos permite derivar una nueva clase de una clase ya existente, 1o cual nos permite:

© Agregar datos y codigo a una clase, sin tener que cambiar 12 ¢lase original
s Reutilizar codigo
o  Cambiar €l comportamiento de una clase

Se puede usar la herencia para crear maltiples objetos que desarroilen nuevas acciones, aunque fos
abjetos sean derivados del mismo blogque,

El polimorfismo es la cualidad que permite que un nombre se utilice para dos o més propésitos
relacionados, pero técnicamente diferentes. El propdsito del polimorfismo aplicado a [a POO es
permitir usar un nombre para especificar una clase general de acciones.

Un aspecto importante del polimorfismo, es que cada abjeto en la familia puede tener métodos con
los mismos nombres, pero el codige para cada método del objeto puede ser enteramente diferente.

Las clases permiten que el programador modele objetos que tienen atributos (representados como
datos miembro) y comportamiento u operaciones (representados come fiunciones miembro). En
C++, los tipos que contienen datos miembro y funciones miembro se definen mediante la palabra
clave class.

En algunos lenguajes de programacion orientados a objetos las funciones miembro se conocen
como métodos y se invocan en respuesta a mensajes enviados a un objeto. Un mensaje comesponde
a la invocacién de una funcién miembro enviada de un objeto a otro o de una funcién a un objeto.

Una vez que s¢ ha definido una clase, es posible utilizar su nombre para declarar objetos de la
misma.
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5. Analisis de los Datos Obtenidos

5.1. Modelo Bicolor DLA

5.1.1. Descripcion del modelo

El proyecto de enumeracién exacta parte inicialmente del modelo bicolor DLA, el cual consiste
bésicamente en colocar dos semillas de diferente color (color! y color?) 2 una distancia d, dentro de
un enrejado. Posteriormente se tienen que generar particulas en lugares aleatorios dentro del
enrejado, dichas particulas deben ser del color de alguna de las dos semillas, con una probabilidad
complementaria (pcolor! + peolor2 = 1.0).

Una vez que ha sido creada una particula, inicia una caminata aleatoria. Dentro de esta caminata
puede suceder alguna de las diferentes situaciones:

e llega el momento que la particula en su caminata toca algin limite del enrejado, en ese
momento dicha particula muere y da inicio a la generacion de una nueva particula.

e Llega el momento en que particula se encuentra adyacente a la semilla cuyo color es
diferente, en este caso la particula también muere y da origen a una nueva particufa en un
lugar aleatorio dentro del enrejado

+» El dltimo caso e5 que la particula en movimiento llegue a estar en un lugar adyacenie a la
semilla de su color, con lo cual se une a la semilla y empieza a formar una estructura

Este proceso se repita nuevamente y las particulas generadas solo se incorporaran cuando se -
encuentren adyacentes a las estructuras en formacién de su mismo color y de igual forma se
destruirdn cuando se encuentren en lugares adyacentes a estructuras de diferente color o bien toquen
el limite del enrejado.

Es conveniente mencionar que las distancia d de separacidn entre semillas es demasiado pequeiia
comparada con la distancia maxima de los limites del enrejado a cualquiera de las semillas.

Lo anteriormente expuesto en forma breve forma una idea respecto al funcionamiento del programa
computacional, el cual se basa principalmente en generadores de niimeros aleatorios de gran
periode y en comparaderes de posicidn (debido a que se necesita saber en cada movimiento de la
particula su posicidn y esta compararla con el area o superficie de las estructuras fractales en
formacidn, o limites del enrejado en cuestién). En el caso de dos dimensiones la comparacién de
posiciones se realiza con dreas de estructuras fractales, en el caso de 3 dimensiones estas
comparaciones se tendrian que hacer contra volimenes de superficies, y esto se complicarian
conforme Ja dimensién se vaya incrementando, aun en el caso de que esto no proporcione un
significado fisico real.

El nuestro programa de enumeracidn exacta aplicado af modefo Bicolor DLA, utilizamos una
dimension de trabajo de 2. Una de las razones para trabajar en planos de 2 dimensiones es gue los
resultados que nos proporcionan la razon de simetria entre las estructuras fractales obtenidas y el
cual es un nimero que proviene de una refacién logaritmica es facilmente representable en la
determinacién geométrica de las estructuras fractales obtenidas. Dicho de otra manera un simple
nimero obtenide y que nos representa la asimetria de las estructuras nos lleva a imaginarmos
ripidamente el comportamiento global de las estructuras fractales al finalizar del experimento.

Por ejemplo cuande al finalizar un experimento, s¢ observa que una cstructura alcanzé una cantidad
de 5000 particulas, mientras que la otra solo aleanzo 4879 particulas, su razon de asimetria estaria
dado por el log(5000/4879) = @ 0106. Este valor es muy cercano a cero v n0s reprasenta que ambas
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estructurzas resultan ser muy similares (forma y cantidad de agregados), una siguiente etapa a este
trabajo de tesis es precisamente la graficacion de estos resultados para confirmar lo que
intuitivamente nos ha representado tos resultados calcutados anteriormente.

En el caso contrario en que una estructura alcanzo las 5000 particulas y la otra solamente fue
integrada por 4 particulas, la razon de asimetria seria la siguiente fog(5000/4) = 3.0969. En este otro
caso este nimero nos representa que una estructura practicamente absorbié a la otra.

En la figura 5.1.2.] se observa una grifica con resultados de asimetria relevantes en 100
expertmentos.

3.1.2. Obtencién de datos

La obtencion de datos del Modelo de bicolor Agregacién limitada se realizo mediante la ejecucion
de un programa computacional, y constituyd las siguientes etapas experimentales:

I* Etapa

Reatizar 100 ejecuciones de programa, cada ejecucion a su vez proporciond & resuttado de 100
experimentos y cada uno de estos finalizé cuande alguna de las dos estructuras fractales en
formacion estuvo integrada con 5000 particulas.

Cada una de las ejecuciones del programa se realizd a diferentes distancias (2, 4, 6, 8§ ¥ 10) enwre
semillas y a diferentes probabilidades de que la particula generada fuera del color 1 (peolori =
diferentes valores entre 0.4 y 0.5)

La siguiente tabla muestra el nombre del archivo obtenido en cada ejecucién del programa, ast

como la relacion entre las diferentes probabilidades y de las diferentes distancias entre semillas en
cuestion.
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d = Distancia entre semillas
Pcolor 2 4 ] 8 10
¢.4000 exp_L0 exp_20 exp_40 exp_BH0 exp_80
0.4100 exp_1 exp_21 exp_41 exp_61 exp_ 81
0.4200 exp_0Z exp_22 exp_42 exp_62 exp_B2
0.4300 exp_03 exp 23 exp_43 exp 63 exp_83
0.4400 exp_D4 exp_24 exp A4 exp_64 exp_B4
0.4500 exp_05 exp_25 .  exp_45 exp_65 exp_85
0.4550 exp_06 exp_26 exp_46 exp_65 axp_B6
0.4600 exp_07 exp 27 exp_47 exp_67 exp_87
0.4625 exp_D8 exp 28 1 exp_48 exp_68 exp_88
0.4650 exp_09 ep29 | exp a9 exp_B9 exp_89
0.467% exp_10 exp_30 exp_50 exp_70 exp_ 90
0.4700 exp_11 exp_31 exp_51 exp 74 exp _91
0.4725 exp_12 exp_32 exp_52 exp_T72 exp_92
0.4750 exp_13 exp_33 exp 53 exp_73 exp 93
0.4775 exp_14 exp_34 exp_54 exp 74 exp 94
0.4300 exp 15 exp_35 exp_55 exp_75 exp_95
0.4350 exp_16 exp_36 exp_56 exp_7B exp_ 96
0.4800 exp_17 exp_37 exp_57 exp_77 exp_97
0.4950 exp_i8 exp_38 exp_ 58 exp_78 exp_98
$.5000 exp_19 exp_39 exp_50 exp_79 exp_99

2" Etapa

En cada archive de datos, se obtuve como ya se menciond, el resultado de 100 experimentos. En
cada experimento se obtuvo:

« ElnOmero total de particulas que se crearon
* El nimero total de particulas que se integraron a la estructura fractal )
¢ Einimero total de particulas que se integraron a la estructura fractal 2

s Larelacion existente entre ¢l logaritmo natural del nimero mdximo de particulas integradas
en una estructura fractal y el niimero de particulas integradas en la otra estructura fractal, lo
cual es un indtcador de simetria entre las estructuras fractales

10g[NmfN )

Caon los datos obtenidos en cada ejecucién del programa (100 experimentos), se realizaron los
siguientes caleulos:

* Ll nomero méximo correspondicnte a la cantidad de particulas generadas en un
expertmente por cjiecucidn del pragrama
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Las coordenadas de las semillas son (-1, ) y (I, 0) para el color [ y 2 respectivamente. §i la
probabilidad de que las particulas generadas sean de color I es de 0.46 y solo nos interesa conocer
la posicidn en que se agrega la primer particula en 5000 experimentos, se pueden obtener los
siguientes agregados iniciales:

Para la semilla 1, localizada en las coordenadas (-1, 0), las tres posiciones en las cuales se puede
agregar la primer particula caminante son las indicadas mediante el subindice 1 en la figura 6.1.2

1oy [-2,011 {-1.0) {-1.0)
j £

Figura 52.1.2

Para la semifla 2, localizada en las coordenadas (1, 0), las tres posiciones en las cuales se puede
agregar la primer particula caminante son las indicadas mediante el subindice 1 en la figura 6.1.3

0.
1

.0 ‘ (LO}T; (2.0 } (1.0
j 1

(-13

i
Figura5213

Para el experimento de este ejemplo, se requirieron los siguientes datos

DATOS
Distancia entre semillas 2
Probabilidad de que las particulas 048
generadas sean de color 1
MNumero de expenmentos en la
prueba 000
Numero maximo dg(eamcu!as por 5

fractat

¥ Como Tas semillas de cada fractal son también particulds, entonces se le deben tomar en cuenta para
estableeer el niamere maxmmo de particulas por fractal

L S
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Para estos datos se obtuvieron los siguientes resultados:

RESULTADOS
) CANTIDAD DE
POSICION PARTICULAS % DEL TOTAL

AGREGADAS
1.1 621 13.82
(2. 0) 914 18.28
¢-1,-1) 77 1434
(1, -1) 820 16.4
@ 0 1066 21.32
(11N 792 15.84

{ TOTAL 5000 100 J

Otros resultados interesantes que engloban toda la prueba (los 5000 experimentos), son:

FRACTAL DE FRACTAL DE
GENERADAS MUERTAS COLOR 1 COLOR 2
TQTAL DE
PARTICULAS 30285 15285 7322 7678
PROMEDIC DE
PARTICULAS L 6.057 3.057 1.4644 1.6356

Una de las cualidades mds importantes en este programa computacional es la generacion masiva de
resultados en tiempos de computadora muy pequefios, en el ejemplo anterior el tiempo para ejecutar
esta prucha tomo aproxtmadamente 30 minutos en una computadora con procesador Celeron 466
Mhz y 256 Mb de RAM.
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s del Agregados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Brob_Color 1 458 916 Ganomdas 29640 (375
Nurm de Exp 508 12.18 Intagradas & Fractat 1 8521 13042
Dist Samiles 455 X reoradas a Fractal 2 8479 16958

P. Fractal + 1005 01 Muertas 14540 3528
P fractal2 1306 2612

(1, 1) 1188 2336

TOT, 5000 100

Expefimmanto mﬁ' Agregades | % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Prob Cowr1 1035 1,31 577 114 Genaradas 30521 & 1042
NGm de Exp_[5000 (2,01 T2 144 Ioleqraias a Fracta 1 6804 26074
Dist Seriias | 2 (1.1 509 1018 Integradas a Frackl 2 8156 352

P Frciall (1804 (1.1 923 1866 Muortas 15521 3 1042
P Fractal2 3196 (2.} 1342 26.84
i1.1) 021 |84z
L TOTAL 3000 100
St e P:“EE“;;;Z:" l Wﬂm—[ % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS ]
Srob Goiatl 104 (131 ¢t 13 1238 Genetadas 30012 60024 |
Nim ge Exp [5000 2.0} 10 162 infegracas a Fractal 1 7012 04
Dist. Sormiias | 2 [ENES 583 1165 Inteqradas a Framal 2 7585 5976
P Fractal1_[2012 (1,35 894 1788 Muerias 15012 30024
P Fmctsl2 |2988 170y 1187 23.74
.1y a7 1814
| | TOTAL 1 _s000 | too
s e w agregages | % | PARTICULAS TOTALES | PROMETIOS
Frob Colr i1 041 [ENY 625 25z Generadas 29760 5952
Nim de Exp_|5000 (2,0} 802 16.0¢ iegracias & Fractal 1 7000 i
Dist Semilas | 2 R 52 1143 Inteqradas a Fracial 2 8000 16
Frectal 12000 (1 1) 950 [E] Muerias 14760 7952
P FractalZ |3000 28) 1194 2388
i (3 1) 856 1712
[ TOTAL 5000 100
—

Ef‘::"m:ﬂb P:““‘m:‘ Agregados % PARTIGULAS TOTALES | PROMEDIOS
Prob Coer1 042 (1.1) 832 1264 Genemdas 30273 € 0536
Num de Exp {5000 (2,0} 880 17.6 Intagradas a Fractal 1 7120 1424
Dist Semitas | 2 {1 1) 508 1218 Integradas a Fracto! 2 7880 1576

P Factal1 2120 {1.-1) Bi4 1768 Muertns 15273 30546
P Fractal 22880 (2.0} 4170 234

(i 1y 826 16 52

TOTAL 5660 100

ExD;:g’m::;o Posictanar de | agrogades * PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Prob Color1 {043 (1,13 €38 1276 Genaragns 30071 60142
Num do EXp_| 5000 {(Z 0} 865 173 Integracas a Fractal 1 7126 14252
Dt _Semilis | 2 (1.1} 23 1245 Inogradas o Fractal 2 7874 16748

P Faotall {7176 S 867 1724 Muerias 5671 30142
P Fractal? |2674 (2. 0y 1127 2744
(1 1} 885 177
- TOTAL R0 RET)

ot Posiclonazde | agragados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Prob Comri J044 1.1 614 228 Goneradag 30371 50742
Num de Exp | 5000 (2.0} 922 18.64 Integradas a Fractal 1 T204 1 4408
Dist”Somuins | 2 SIS 658 13716 intagradas @ Frackal 7 7796 15582 |

P Fractal 1 [2204 (1 -1 568 17 36 Musrtas 15371 30742 1
P Fracn2 [2798 2,0} 1107 2214

1) B21 16 42

TOTAL I 5000 [T

o s Poniclones @0 | agrogados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Peb Color 1 1045 -1,1) 662 1324 Genarmdas 30500 61
Num de Exp 5000 {2 D) 958 1918 Inteqradas a Frocini 1 7275 1455
Cigt_Sorruilas | 2 (1) 55 131 Inteqrodas a Fracial 2 7725 1545

P Froctal 1 [2275 {1 ) 808 1616 Muartas 15500 31
[P Frmctal2 |2725 {20} 1073 2146
[ 1 (3,1) i 44 16 88
[ 1 TOTAL | e0b0 100
Datoy dal p:;i‘;ﬁ‘:;? X Agregados % \ PARTICULAS i TOTALES | FROMEDIOS
=N 1 (01 T Goneradas R I

g 99
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completd al legar a 3604 pasticwlas™ ", y la esiructura de color 2 solo fué integrada por su semitla.
Con lo anterior podemos imaginar un fendmeno bastante raro en e} cual la estructura que tiene
menos probabilidad de formarse, se crea formando su estructura de 5000 particulas, mientras que fa

otra estructura fractal nunca acepté ninguna particula agregada, podemos decir que la estructura
fractal de color I amild a la estructura fractal de color 2.

4* Etapa

Graficacion de varianzas del logy, de Noo/Noun. Para una serie de 7060 experimentos manteniendo
constantes las probabilidades y distancias entre semillas.

En esta etapa se pretendié visualizar en una serie de /00 experimentos ¢l comportamiento de las

simetrias enre las estructuras fractales, cada experimento se ejecutd para uma probabilidad y
distancia entre semillas constantes.

De esto se obtiene la siguiente grifica, que incorpora § funciones cada una de ellas a una distancia d
igual a 2, 4, 6 8y 10 respectivamente.

Figura 5.1.2.2

De la figura 5.1.2.2 de varianzas de) 10gig de N,o/Nom, para la serie de experimentos realizados, se
obtuvo el caleulo de las siguientes aproximaciones 2 polinomios:

Distancia d Aproximacién # Lt variauza experimental mediante un polinomio de 4° orden
2 Fx) = -2T0635.6677 x* + 486346 6549 x* - 327064,0449 x° + 97548.29485 x ~10885.60330 !
4 Fix)=7991.212904 x* ~ 14375.46571 x* + 9692.54185 «* — 2004 026162 x + 326.90903 15
6 Fix) = 1395453897 x* - 25045.73658 x* + 16808.95847 x* — 4909,007907 x + $56.2847488

N Recugrdese que 12 retacion 10g,0 de NNy, nos ofrece un indicador de simetria, de tal forma que
cuanda esta se aproxima a cero se dice que las dos estructuras fractales son simétricas, o bien en ¢l caso

contratio, en el gual el valor de csta formula es muy grande, se dice que las estructuras fractales son
asimctricas.
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8

F) =-B337.325334 5* + 1344131283 5° - 10449.05008 = + 3135.046022 x - 3517987452
0

LA = TA3A35H 16 5" - 13185.73334 2 + BRO6.987740 x% - 2643742284 x + 2949224851

A continbacion se rnnestra una grafica obtemida a partir de los valores reales y 12 aproximacidn al
polinomio de 4° orden™ para encontrar la varianza del fag(Nmax/Nmin} a una distancia d = 2
(véase figurz 5.1.2.3)

'Y
. “— REAL
et = - APROXIMADO
Y —— ERROR S
o8 T ;\‘1 -
“ = i 5. Ll
§ o4 : fﬁ; Y IR RN
§ oa A ! "";, VLA SR NI (L"R
E 02 b \—«1‘\ }5 \z\v‘f &jl !
§y w7 i Loy :
bl S TR 77 ]
q . 5 " 4
e ' = ; : :
EF ] PR e JJ..IJ_....I.:,._L._. A aal I..“!v
- ] o F] o w
* 33 8§ 8§88
-4 >
Probabitidad p
Figura 5.1.2.3

5.1.3. Equipo y material utilizado

El programa computacional es un desarrollo en C++ de linux (g++). Dicho programa fué ejecutado
en dos computadoras personales, con las siguientes caracteristicas cada una

Procesador Pentium 111 a 450 Mhz
128 Mb Memoria RAM

Sistema Operativo Linux (Red Hat 6.1)
Cada ejecucion de un programa se realizaba en un promedio de & horas en una computadora

personal con las caracteristicas mencionadas anteriormente y dedicando el 95% de los recursos del
procesador para estas tareas. Recuérdese que se realizaron 100 ejecuciones de programas (8300
horas)

Teda la informacion recopilada en las diferentes etapas experimentales se encuentra contenidas en
tres votdmenes (aproximadamente 500 hojas)

-

g pohnomio al que se refiere en esta grafica es el indicado en la tabla anterror para una distancia d
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5.2. Enumeracion exzcta del modelo bicolor DLA
5.2.1. Descripcion del Modelo

La enumeracién exacta en el modelo tiene su origen en el andlisis de los resultados obtenidos para
grandes estructuras fractales del modelo Bicolor DLA, y cuya informacion relevante fué analizada
en ¢l capitulo anterior.

Los resultados de asimetria obtenidos a partir de muchos experimentos dejaron entrever aquellos
casos en los cuales se rompia un esquema logico, que partia de las condiciones de dichos
experimentos. En el capitulo anterior como ya se observd en 1a figura 5.1.2.1, casos én donde una
estructura fractal invadia a otra cuando las probabilidades de que el color aleatorio de las particulas
generadas son casi iguales fueron parte importante en la motivacion para la realizacion del
programa de enumeracion exacta.

Este modelo pretende cuantificar con exactitud los origenes de las estructuras fractales en el
modelo Bicolor DLA. Esto significa que los resultados obtenidos a través de este modelo
computacional nos deben generar datos del crecimiento inicial de las estructuras fractales, como son
posiciones en [as cuales se adhiere el primer agrepado (para una semilla o la otra), cantidad de
particulas que se mueren por haber rebasado el radio de muerte antes de que se adhiera la primer
particula, cantidad de particulas que mueren por intentar agregarse a una semilla de diferente color
antes de que se haya adherido la primer particula, determinar las posiciones de hasta las primeras 10
particulas que se integran a cualquier estructura fractal.

Todos estos resultados obtenidos para un crecimiento inicial de estructuras fractales en ¢! modeio
bicolor DLA, se obtienen para diferentes probabilidades de que las particulas generadas sean de un
color u otro (como en ¢l caso del capitulo anterior), para distancia entre semillas que pueden variar
en 2, 4, 6, 8 y 10 unidades, parz el nimero miximo de particulas que el usuario desee (se
recomienda no mayor a 1 particulas).

Los resultados obtenidos se proporcionan a través de un archivos tipo texto, en el cual se indican las
posiciones de agregacion y el orden en que se van presentando conforme van creciendo las
estructuras fractales.

Por ejemplo, consideremos que la distancia entre semilias es de 2 unidades como se muestra en la
figura 6. 1.1

- L
| Semilla | I Semilia |
55 color | 50 color =5
-1.0) 1 Q.0 2 Il )

SEMILLAS CON UnNA DISTANCIA ¢f ENTRE ELLAS DE 2

Figura 5211
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Nim degwp |5000) (-2 0} 14 18.23 Integradas 2 Frctal 1 Tazz 14848
Dut Somidas | 2 (A1} 717 1434 Integradas a Fractal 2 7878 15556
P Fracall |52 (1.9} ) 64 Wieriss 15282 3067
P fmclaiz_Iz78]  (2.0) 1088 3132
(1.1) 787 1584
TOTAL 5600 106
% PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
572 Gonoragas 50728 50255
18,2 intagradas a Fractat 1 7377 4754
146 Inegradas a Fractal 2 7655 546
154 Muerias Y5178 30356
21458
1538
100
Duiog dot | Posieones 3¢ | agregados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Prob Color1 J0%8]  (1.1) 55 R Gansradas FEE] 5555
ficm de Exp_[5000] __ (2.0) 560 1.6 Tnlegradas a Fractal 1 Y41z 1454
Dist Sowulias | 2 [EREE) 759 15 18 Integradas a Fracta 2 7588 15176
P Frmcall [2ai2] €11} 6z 1598 Whusrias 13613, 75735
P Frctal? |25a8] (7 0) 1060 312
(Tt 766 1552
I TotaL 5000 100
e Pasclonss e | gregados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Prot Color] |083] (1 1) 765 %3 Genordas Ta55a 55758
[ Ham. de Exp J5000] (2.0} 8z 19,64 Togradas a Fractal 1 7535 1507
"5t Semvies | 2 [ENET) fi 576 “Ireqracas 3 Frada 2 7455 Y=
P Fracai1_|2535] (1 -1} 747 Y] Mueras 74354 ZE08 |
F Fracal? |2465] (7.0} 1001 20.02
RS 717 1433
TOTAL 5650 100
o dnl Poraren? | apragados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Bk Color 108 .10 753 =06 Goneratas, 30155 ((Eo5E]
Hum do Exp | 5000 {2 &y 1010 20.2 regradas a Frackai 530 1508
Tt Semias | 2 (3.0 767 534 Inteqradas a Fracial 2 7475 1a |
P Fractol 1 |2630 (1 -1} 720 144 Muerias 15195 3039 1
P Fmcialz |2470] ___(2,0) R 19.62
(D) 755 1518
TOVAL 5000 160

Tabla 5 2 2 ] Para una distancia entre semillas de 2 umdades

s Para una distancia entre semillas de 4 unidades

Datos dal
Experimanto dwl | Ponclonesdo | oo % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
[ menta gregaclén
Prob Color1 { 01 {2.1) 126 272 Genemdas 26295 5659
Num go Exp {5000 (3,0} 159 3.18 integradas a Fractal 1 5475 1085
Ot Semllas | o (2.9 23 258 Inlegradas a Fracial 2 5525 1905
P Focmi 1| 475 1.0) 53 102 Mugras 13295 2659 |
P Fracwiz |d525] . (3.1) 187 2374
(3 0} 1529 3058
(2.1 1227 24 54
(10} 552 154
TOTAL 5000 160
Catos dal
Experimaniode; | FoMsloneRda | oo es % ] PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Exparimento q
Frob Cokr3 [015 D) 795 30 Ganeragas 28548 55356
Num o Exp | 5000 (3 0} 265 577 Irteqragas o Fragt) 1 5787 11574
Dist Somdias 4 (-2, -1 191 382 pas] a Fradtal 2 5213 18420
P Fraci 1 | 767 o) 115 75 Nigenas e 26005
P Fracui7_ 4213 (Z 1) 11a5 F )
(3,01 1403 35 05
(2.3 BEn 2768
I 14 0% 531 e |
C i TOTAL 1 5000 | _do0_ |
Tatos dal
Exporimanta dal | Toaclonenda | o0 a0s % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Cxperimanto gregacién
Prob Colern [ 02 ] g2 vy T ] . Groaeas EOCN TR
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5000 7.26 Integradas a Fractal 1 8075 1215
Dist Semilas | 4 287 5724 integradas a Fractal 2 6925 1788
? Fractal1_[1075 [ 143 296 Musttas 13163 2 6326
P Fractal2 [3525 (21 1117 23
(3 0) 1253 25.06
1 (2.1} 0% 054
| (t 0) 528 1056
i 1 TOTAL 5000 108
Datos del
de | Pomiciondsde | o jedas % PARTICULAS TOTALES | PROMEDICS
- rimantc arod
Piab Colr 1 | 025 (2.1 331 6 62 Generacas 26140 5628
Num de Exp_ | 5600 (3.0} 50 ] rtegradas a ¥ rca) 1 6232 13584
[ Dist Semilas | 4 iz 1) 347 594 Integr2das a Fractal 2 8708 17416
D Froctal 1| 1292 1.0} 164 328 Muertas 13140 2628
F Frmctalz |3708 (z 3} 994 1988
(2,00 1234 24,68
(2 1) 1004 20 08
(1.0} 476 552
TOTAL sgoe [ 00 |
Datos del
Exparintanto del P:""“’"‘l:“ Agregados “ ] PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Experimento gregaclon
Prob Celer! | 032 (2.1} 413 833 Genaradas 28172 56344
NGm de Exp_ | 5000 {3.0) 512 10.24 Integradas a Fractal 1 6534 1 3068,
Dist Semilas | 4 {-2.-1} 424 8.48 Integradas a Fracial 2 B455 16932
P Fractal1 | 1534 (-1 0} 179 358 | Muertas Tai72 26044
P Fiacta2 {3486 (2.4} 926 1852
(3.0} 1167 2322
(2,17 913 1826
(1.0) 465 9322
TOTAL ! 5000 T
Datox dal
ao | Poviclonesde | oo cagos % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
. _Experimanto hatiig
Prob Color |035] (-2 1} 447 504 G 28500 572
Hum e Exp. 15050 (3 0y S33 1198 Voregradas & Fractal 1 E785 1357
D:st_Sernilas 4 (2, 1) 521 1042 Integradas a Frctal 2 8Z15 1643
P Fractal1 1785 (1.0} 218 436 Mustdas 12600 272
P Fractalz |3215 (2. 1) 887 1T 74
(3.0} 1082 2164
(z 1) 854 17 28
(1.0} 382 764
TOTAL E0D0 100
Datos dol
Experimermogat | Foncones s | pgregauon % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Exgsrimanto saregacion
Prob Coior1 | 04 (-2,1) 486 §72 Generadas 28242 56484
Num_de Exp | 5000 (3.0} 583 13.66 Integradas o Fractal 1 7001 14002
Dist Semilaz | 4 (-2 A} 573 3146 Inteqradas a Fractal 2 7955 15558
T Feactaly | 2004 BN 255 538 Muadas 13247 26484
P Fractal? _|2999 (2,13 804 16 08
(3.0) 1052 2104
(Z 1) 785 157
(1.0} 358 78
TOTAL 6000 1w |
Datos del ® da
s mmmgm agregacién Agregades % PARTICULAS TOYTALES | PROMEDICS
Prob Color1_| 041 (-2, 1) 539 30 78 Ganarados 28833 57656
| am de Exp | SH0Q 3.0} 703 14 06 intagradas @ Fractal | 7078 14156
Dist Somulas | 4 (2,-1] 57 1158 intogradas o Froctal 2 7522 1 5844
P Froctal1 2078 (-1 0} 25 518 Muortas 45833 2 7668
P Fomctal 2 | 2922 (2.-1) 77 15 56
% 0y 1004 2008
(21} 766 35 32
(1.6} a4 78
TOTAL 5000 100
T Datos dal o
Expartmanto del o °'°""|:°° Agregados - PARTICULAS TOYTALES | PROMEDIOS
I Exparimanto gregacion
Pra Colar 1 ]1G42 T2 13 518 10 36 Gengracas 28415 5 763
Num dn Exp | 5000 {-3.0) 716 14,32 Intogradas o Fraclal 1 7042 14084
Disl_Semitas | 3 7 834 068 Inlegradas o Frocial 2 T 7ese | ramE
P Tmoctat £ 12042 T 274 A 48 Muoras 13815 2763
BRESE TESE] BT 15 04
. (3 01 | 895 XN
[N 1 TR T

AT




PROGRAMA DE ENUMERACION EXACTA APLICADG AL MODELO BCOLOR DLA

1 Pl 11,09 | see | 732
1 3 TOTAL | 5000 1 100
Datos dot
Eipermentodet | TooGiomeRde | agoages | % PARTICULAS TOTALES | FROMEDIOS
memo
Pret Calor1 [ 043 {Z.1) 679 1258 das 28141 £ 6282
Num deé Exp | 5000 (3,98) 748 14.95 Tnteqredas a Fractal 1 7277 ¥ 453
Dnel Somilas | & (2,11 597 1754 Intogradas a Fractal 2 7773 T 5548
P Focml 17277 [N i 508 Huenzs 13141 2 G262
P Faclalz 12773 (Z A 745 1492
(3 957 19,94
[F] 718 1452
i 354 708
TJOTAL 5860 100
atos dal
Posiclones da =0
Epr:dmomn dst agrogacion Agregados % PARTICULAS TOTALES § PROMEDIOS
Prob Coiort [044 (2 1) 592 1184 Gansradas 23340 5668
NCm. ga 5000 (3.0) 752 15.04 Inegradas & Fractal 1 7249 1 4458
DSt Gemilas | 4 (2. 1) E 1218 Integradas a Fractal 2 7751 15507
P brecal1 2249 (1.0 296 592 Mustias 13348 3668
P Fmctal2  |2751 (2 -1} 710 a7
{3.0) 3 13,52
2 1) 73 L=
(1.0} 322 G 44
TOLAL 5000 100
Datos dal
Exparimarto do ":‘;:_‘_‘:::lg:“ Agregados = PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
manio
Prob Color 1] 045 12 1) 594 168 Generadas 28453 5906
Num de Exp  [5000 {-3,.08) 765 15.3 Imegradas a Fractal 1 7271 45427
Chst Samiias | 4 (2, -1) 625 12 62 Integradas a Fractal 2 7725 558
P Fractal1_|2971 1 0) 286 572 Muenas T35 E906
P Fraaalz |272g z 1) 748 1%
(3 03 808 18.16
(3. 1) 730 146
(1.0) 43 €65
TOTAL 5000 T00
Datos de!
Expertmanto det P:;Lf::;:‘ Agrogades % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Exparimento
[ Prob Color 1 (048 2 11 25 [F Ganardas areTr S ga5d
[Num de Exp_{ 5000 30 505 16.32 ilgradas a Fractal 1 7368 14735
| Dist Serublas | 4 {2 1) 549, 1298 Intogradas a Fractal 2 7632 15264
P Facial | [2368 -4 253 5 86 Musrias 12877 2 5054
P Froctal? | 2632 2 -1y 724 14 48
30 876 17.52
(31 695 308
o) 333 6 66
TOTAL 5060 109
Datos del
Experimento da) | Poriioneeda | atos % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Experimanto agregaciin
Pob_Color1 |G 47 T2 1} 627 1754 Generadas, 28260 5652
Num g0 Exp | 5000 13 00 B2 16.48 Integradas a Fractal 1 TIET 1 4734
Dt Sorniles | 4 (2,-1} 82 1164 Infoqradas a Fractal 2 7633 1 5268
F fracmli |2867 1 0} 338 666 | Wutrias 13260 2 €52
P Frociat? |z683 (2.1 673 1346 |
(2 01 510 82
{2 1) 705 141
1 o) 345 )
TOTAL 5000 168
Datos cot
Paslcionss do
Exrpmr!mntt: dol agragacion Agregadoes % PARTICULAS TOTALES PROMEDIOS
Prob Cofor1 1048 (2 11 623 12 46 Genarados 28319 5 6538
Num de Exp [5000 (-2 Q) 828 16,76 Integradas a Fractal 1 744 14822
Dist Serulkas | 4 (-2 1) 640 128 Intagradas a Fractal 2 Ta89 156778
P Froclatl_[2411 (1 0) 310 ¥ Muortas 13313 2 6638
F Frctni 2 |2583 1z 1) 711 Taz7
{3 0 Nz 15 24
T 1 10 178
[ .00 21 tay
[ TGTAL [T C
Datos del Posicionat d T
Exporimanto del rlcion Mn" Agrogadoa % | PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Exparimonto raregas j




L

PRCGRAMA DE ENUMERACION EXACTA APLICADO AL MODELO BICOLOR DLA

Prob Colert 043 (-2 1} i 545 129 Generadas 28353 56706
Num_da Exp (5600 (3.0) 874 1748 integradas a Fractal 1 7503 1 5006
Dt Semiias | 4 (2,91 655 133 Inteqradas a Fractal 2 7497 14954
P Fractal1_ | 25608 1.0) 319 638 Muertas 13353 26708
P Fractal2 | 2457 (2.1) [ 1334
{(3.0) a7z 1746
(2.} 5 204
(7.0} B (353
TOTAL, 5050 100
Datos del
Experimento del | Tonelon@Rde | o oregados " PARTCULAS TOTALES | PRONEDIOS
Exparifients gregacion
Prob_Cokr1 | 05 2. 1) 544 1288 Generadas 28564 Trize |
Num de Exp_| 5000 (3 0) 875 7.5 Tntegradas & Fractal 1 7584 5168
Dist_Semilas | 4 (2 ) 725 145 integradas a Fractal 2 7416 4832
P Fractal1 | 2584 (=T 30 58 Mucttas 13864, 7128
P Fragtalz |2a16 (2,1} 544 FEN)
(3.0} 138 6.72
(2,1} 522 1244
(1.0} 314 628
[ TOTAL BC00 100
Tabla 5.2.2 2 Para una distanciz entre semillas de 4 unidades
Para una distancia entre semillas de 6 unidades
Datos del
Expenmento gl | PONCOIRIN | oGy * PARTICRAS TOTALES | PROMEDKIS
Experimanto Agregacion
Prob Color 1 | ©1 =0 110 22 Generadas 79209 5 6418
[ Num de 5000 (4.0) 150 3.2 Integradas a Fractal 1 5479 10858
Dt Semtias | 6 (3,-1) 123 245 Integradas a Fractal 2 9521 19042
P Fractai1_f 479 {2 0} 3 172 Muertas. 14209 ZBATE
F Fractal2 [4521 (3.} (ETad 73 54
(4.0) 7436 28,72
(3.1) 1108 5218
(2.0) 759 558
TOTAL 5000 100
Datos dal
Experimenta deal ";‘;“'g‘;'o:” Agrogados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
irimento
Prob_Color | 015 3 11 214 520 Gonaradas 29724 5 6448
Num da 5000 (4. 0) 25¢ 5 Irtagradas a Fractat 1 5815 1163
Dt Semiias | € 13 A1 210 7 Integradas 8 Fracial 2 5185 187
& Frocwi 1| 515 (2 0} 41 782 Muerios 14224 2 8448
© Fracmi2 |4185 (3. ). V08 22 16
[CR 1332 25.64
[ER N 1050 21
(2 0y 655 139
TOTAL 5000 160
Dasos dat Poslclanes de
Experimento del e | Agregados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Exparimante
Prab Coler 1 | 02 (311 271 542 Generagas 26639 £ 7478
Num de Exp | S000 (4 0} 335 6.7 Integradas a Fractol 1 6102 12204 |
Ot Semillas | & (-2,-13 285 59 Integradas o Fractal 2 8898 17796 i
P Fractal 1| 1107 (Z o) 201 402 Munrias 33639 27278 1
P Froctoz {3808 (3 585 1878
(4 0} 287 25.5¢
(3.1} 962 1924
(Z.0) 650 12
TOTAL E0C0 106
Datos gl Paslctongs de
Experdmento do} i Agregadox % PARTICULAS TOTALES PROMEDIOS
Experimento raregacion
Prob Colr1 1025 (3,1} 224 548 Genaradas 29359 5 8718
Num de Exp {5000 (4 0) 357 754 Iniagradas o Fractal 1 6267 1 25ad
Cist Somilas & £33 1% 36 a7 Inteqrotas o Fraci 2 BT33 4 T4C6
P Frogtal i 11267 2 0} 210 az Muprias, 14355 | 28718
P Fractal2 {3733 K] 573 1358
(4.0} 1100 238
3.1 220 184
I R =T 8
i Total | s6oo 100
mp[::‘;:::ﬂ qgy | Posiclonerdo | o edon % PARTICULAS TOTALES moucmos—l
! Expermento *regacion

P

w
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PROGRAMA DE ENUMERAGION EXACTA APLICADO AL MODELOC BICOLOR DLA

Prob Colory | 03 (3.1 | 407 814 | Generadas 28812 57624
Niom oa Exp 15000 (4 Q) 1 A7 956 | wvegmadas a Fractal 1 [ 13012
Dist Semilas | & (-3,-1) T Yi 758 Inteqradas a Fractal 2 8494 6988 |
P Fractal 1 1506 20y T 4. 484 Mugras 13812 2 7624 1
P Fractal2 3404 (3,-1) 30! 1814 |
(4.0) 1057 754 |
(3 1) 825 185 |
(2 0 565 13
TATAL 5800 1606
Tatos del
Expeimanto dal | FONClOMSde | o0 % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
© gregackin
Prob Color1 {035 (3.1} 441 882 Genaradas 28280
NUm te Exp | 5000 (-4 0} 612 12.24 Inteqracas 3 Fractat 1 §822
Dist_Semilas | € (2 1) 477 g42 G a Fracta 2 8175
P Fractal1_|1822 {2.0) 298 596 Muerias 13280
P Fracialz 13178 {3 1) 800 | 18
(4 0) 1027 | 2054
2.1 8% [ ETE
{2 .} 545 | 10§
TOTAL 5000 | ™00
Datos del
Exporimena del p‘:‘"'““" 90 | Agregedes % T PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
erimarto gregacian
Prob Cobri {04 (3.1) 520 104 Genaradas 23409 58818
Nom de S000F (4 0) 678 1356 integradas a Fracial 1 7353 4706
Cist Semiias | & {3 1} ) 1918 | integradas a Fractal 2 7947 5834
P fracmil_|2053 (2.0) 1 346 697 | Muertas 14109 28218
P Faclalz (45477 (3,13 777 1554 |
(4,0} 857 74.02
(2,1) 725 TES
(2.0 454 988
L TOTAL | Eaog 100
Oatos dal
ey | Posklonesda | o % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIDS
arimonto s
Prob Celor1 | 041 (2 1) 504 1008 Generadas 26976 57952
Num de Exp | 5000 (4.0 647 72.94 integradas a Fractal 1 7074 14148
Dist_Semilas [ 3,11 558 1116 Integradas a Fractat 2 7928 15862
P Fraclal1_{z074 (2,01 _ 365 73§ Muedas 13575 27952 ]
P Fmctal2 |2926 3.-1) 762 1524 |
(4,0} B 1852
[ (3, 1) 754 1508
| 2. 0] 484 368
[ TOTAL £oo0 100
Datas del
Experimenta dat ”:"‘"’““ a0 | agregados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Ex igregacion
Prop Cokr1 | 042 (=3 1) 561 1122 Ganeragas | 28784 57568
Num de Exp 15000 {4 0) 656 3312 | Integradas a Fractal © 7174 14248
Dist_Somilas |6 (3,41 54 1068 Integradas 3 Fractal 2 I 7876 15752
A Fractll (2124 2 0y B 735 Muonas ERSCT) 27508
P Fractaip |2876] {3 1) 768 1538
(4.0} 838 1796
31) 736 1472
Y 474 9 48
. | TOTAL £000 100
Caton dey
Exporimentodes | FOMClonorda | 00, % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Exporinents Agregacidn
Preb Cowr1 (043 RS 568 1136 Generadas 28864 57728 1
Num_do E: 5000 (4. 0) (5 15 74 Intogradas a Fractal 1 7145 1429 i
Oist Semilas | & 81y 563 1126 Integradas a Fractal 2 7855 1571
2145 (2 0) 327 €54 Muartas, 13864 27738
2855 ENEE 780 156
— I (4 10) [5E] 3778
I (2 13 735 147
[ (2. 0) 457 ge2
L— TOTAL 000 100
Dztax dal Poticianos da
Experimonto do? . \on Agreqados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Exparimenta rapac
[ Prob Color 1 [ G 44 (-3 1) 569 ; Ganarnda% 28950 57938 N
Num Je Exp | 5000 [ I | ] . Iningradar aF 7308 Tagis |}
Dt bondas | 6 43 vy 1 S d & 7562 15324
P Fretal 1 (2238 Y | 41d | ) 2738 |
P Facin 2 |2667 IS R o
L T ar T T




FROGRAMA DE ENUMERACION EXACTA APLICADO AL MODELO BIGDLOR DLA

L (3.1} 583 1366
| (2,0) 440 BB
| TOTAL 5460 100
Tatos ded Pogitl _}
" de
t ARTICI PROMI
Expe mg- agregscitn Agregadox % P ULAS TOTALES QMERIOS
Prob Colort [ 045 (=3.1) 600 12 Generzdas 28448 5 GHOS
Nim da 5000 (4 0) 673 1346 integradas a Fractat 1 7218 14436
Dist Semiflas | & (3 1) 582 1166 Integradas a Fractal 2 7782 15564
P Fractai 2218 (2 0) 362 774 Mygras 13345 2 6896
P Fractal2 }2ve2 (3 1) 728 1476
(£ 0y 843 16,96
(3, 1) 722 14 44
{2,0) 1 418 S 58
TOTAL 5000 190
Datas dat
menta el | Posiclones do dus % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
m agregacién roga
| __Experimenta
Prob Color1 | 046 (-3.1) N 1242 Generadas 28359 58718
Nu do Exp | 5000 {4.0) 757 15.14 Infegradas 2 Fractal { 7384 14768
Chst Semilas | & (3 1) 627 1044 Integradas a Fractal 2 7616 15237
P Fractaiy |zage (2,0) 384 7 58 Muertas 14359 28718
P Fraclal? 2616 (3.-1) 671 1342
{4.0) B05 16.1
. (3,13 €54 1308
L (2.0) 455 572
TOTAL 5000 463
et gor | Fosic % | agregades % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
E‘ Himerto lgnqaclén
Prob Color 1 [0 47 (3 1) 580 18 Gerpradas 78313 56626
Num_de 5600 (4.0) 714 1448 Integragas a Fractal 1 7302 1 4504
Tnst. Semdas | B 13,143 i3 1292 Imegradas a Fractal 2 7698 1 5356
P Fractal1_|2302 (2 0, 452 504 Muartas 13313 2 662
P Fractal2 |2688 (3.-1) 706 1412
{4.0) 865 17.28
£3,1) 712 1424
(2 0y 411 822
| TOTAL 5000 106
Datos dol
Experimonta dat P‘:;";’:;‘:;:" Agrogadas % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Expermanto
Frop Color 1] 048 [ERD 625 125 Generadas 29016 58032
Num de Exp 5000 [N ) bl 15.82 Integradas a Fractal 1 7481 14922
Oist Semifles | © (3, €30 26 MBgiadas A Fradal 763 1 5078
P Fractal1_ | 2451 (2.0} a15 83 Muertas 14016 28032 |
P Froctal2 | 2539 (3 1) 621 1242
(4,0) 787 15,7’4:'
(3. 1} 638 1396
| — (3 0} 433 566
| TOTAL | 5000 00 |
Datos dal
Experimenio gt | FoMclonesda | o o e % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Experimsnts agragacion 9
Prob Cokor 1| 049 (-3 1) €16 1232 Gengradas 28812 57624
Num de Exp | 5000 (4.0} [ 16 1 Inteqrodas a Fractal 1 7532 15064
Dist Semilas | & (3 -1 59 L) nteqrndas 3 Fracd 2 7468 14936
P Froctal 1 |2532 (2.0} Kl 526 Morias 13812 2 7624
P Fmctal 2 [2468 (3,-1) 631 1262
(4,03 770 154
(3.1) €45 129
L (2,0) I 43F  ["TEad )
I I TOTAL 006 | en |
Datos del
Expeiimenio dat | F ‘::'cm"“’;‘;;:" Agrogados % PARTICULAS TOTALES | FROMEDIOS
Expardmerto
Prob Color1 | 03 (-3 1) 635 127 Genoradas 28684 S 78
Num _de Exp [s000 4.0 850 17 Intogradas a Fractat 1 7560 1532
Dist Semiias | & (w3 =11 €89 1378 Integradas a Fractal 2 440 1488 |
P Fractal 1 | 2560 (-2 0} 385 i Muanas 13684 27368 i
P Froctal 2| 2440 (3.1 547 1274
(4 0} 780 15§ {
(3 1y 623 12 46
I {2 01 400 i [ |
TQIAL [ so00 300

Table 32 2 3P arg una didancia entre seim oy de 6 nowdades
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PROGRAMA DE ENUMERACION EXACTA APLICADO AL MODELO BICOLOR DLA

e Para una distancia entre semillas de 8 unidades
Datos del
Expertmanta dol P::‘ﬂ:;‘;‘d? Agragedas sf. PARTICULAS TOTALES | PROMEDWOS
erimento
Prob Colors [ 01 (4.1) 11 222 Genemadas 29879 59358
Nim de Exp 15000 (5.0} 76 352 Intaqradas g Fracta) 1 5485 1087
st Semulas | 8 (4. -1} 15 232 Integradas a Fractal 2 8515 1403
F Fractal{ | 485 (-3,0) 82 [ [ Muerias 14979 2 6358
P Fracial2_|4515 4 1) 1173 2346
5 0) 1347 26.98
(4. 1) 1129 58
3.0 864 7758
T TOTAL 5000 100
Dates del
Exptrimanta gel ":;':.':;‘:i;n“ Agregados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Experimento
Frab_Color 1 10 15 a1y 206 412 Generadas 25140 5828
Nim de Exp {5000 (6.0) 221 442 Integradas a Fractal 1 5810 1162
Dist Semillas | 8 {4 1) 218 436 Inteqradas a Fractal 2 9190 18338
P Fractai1_| 810 (2.0) 165 23 Muertas 14140 FET)
P Fractal2 4180 (4,-1) 1112 2224
(5.0} 1263 25,26
(4, 1) 582 1984
1 (3,0} 823 16 48
i TOTAL 5000 100
Datos g}
Expart wey | Posiclonesda 3 o see % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
rimento Bl
Prob Colori1 | 02 (= 1) 264 528 Generacas 29962 56624
Num de 5000 {-5.0) 330 &6 inteqradas a Fractal 1 6045 12098
Cist Semilas | 8 4 1) 244 a8 Ivearadas a Fractel 2 8951 17902
P Fracali_ | 1049 (3.0) 211 a7 Muertas 14962
P Fractal 2 {3551 (4,-1) 952 1984
(5.0) 1243 24.26
(& 1) 571 19 42
(2,0} 775 155
I TOTAL 5000 [ 100
Datos del r
Exportmonio qel | Poslonesds 4 Lo oo, “ PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Experimonto agregacién s
Frob_Gowr 1 ] 025 (4.1} 322 a Genaradas 29732 56444
Num de Exp |3000Q (-5 ) 411 22 Iregradas a Fractal 1 6211 2622
Ot Semdas | & (A Ay 525 658 \BGraas a Frack 2 5589 737
P Facial1_ 1311 (3 0) 254 ] Muertas 14722 2 944 1
P Fractal2 | 3689 (4 1} 90¢ 1812
(5.0 1126 22.57
(4,1) 93 T
(3 03 725 1145
TOTAL oo | 100
Datos dol
Expsrimanto dal Posiclones do Agregades % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
armento agregacién
Prob Colort | 03 {4 1) 310 74 Goparadas 29681 59327
Num da Exp (5000 (5,0} 476 52 Integracas a Fractal 1 65585 1311
Ot Semitas | 6 [N 406 12 Integradas a Fracial 3 8445 1689
P Fractal1_ 1555 (3.0} 30! 05 Muertas 14661 29322 1
P Fractal2 [3445 (4.1 ] 901 1802
| P _Froctal:
{50y | 1w 70 36
[EYEN) 1 843 16 96
(3.0} 678 1356
TOTAL | T 100
1
Datos del Posiciones ds
Exparimonto dol Agregados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
i o
Prob Cokr1 {035 {4 1) 481 922 Ganeradas 29739 sa478
Hum_do Exp | 5000 (5.0} 316 1032 Inteqrodys & Froctal 1 6784 13568
Dist Semillas | 8§ (4 1) 438 876 95 0 Froctal 2 8216 3 6432
P Fractal 1 [1784 (2.0 369 738 Muortas 14735 25479
P Fractal? |3216 (4_1) 805 [ st
(5.0} 981 19.67
1 ta, 11 BOY | 1618
| 3 0 521 72 42
[ TOTAL 5000 ]
Distow def )
Exporinanta del P:'ﬂ";'::‘c‘,;:‘ Agregadcn PARTICULAS TOTALES | PROMCDIOS
Expanmanto
|_Prb Cokrt Tna RN T I Genorada® 20087 ] wBoid ]




PROGRAMA DE ENUMERACION EXACTA APLICADO AL MCDELO BICOLOR DLA

Num do Exp 5000 {-5.0) 551 N0 Imeyradas 3 Fractal 1 7040 1408
Dist Bemilas | 8 (4,-1) 458 % integradas a Fracial 7 7960 1502
P _Fractal 1_|2040 (5.0) 208 6 Muenas 14457 28914
® Fractal2 [2960] (4,1 760 58
(5.9 362 7.64
(4.1 598 1358
(3.0 580 118
TOTAL 5000 100
Datos dol
Experimantodel | PoRclonesda | o g0 % PARTIGULAS TOTALES | PROMEDIOS
arimants agregacion
Brob Golor 1 (041 TS 570 T4 Cenaradas ToazE %
NOm de Exp_| 5000 (5.0} 12 1224 irtegracas 8 Fractal 1 7318 az738
[ Dist Somilas | B (4, -1) 535 3078 Integradas a Fractal 2 7881 5762
P Fractal 1 _|2190 (2.0} 598 7 % Muertas 14328 8656
P Fretalz 2881 (a0 730 Y-
(5.9} 51 17.02
(4 1) 725 145
(30) 575 15
TOTAL 5000 100
Datos onl
Experimentodel | PoRlclonesde | oo 0. = PARTICULAS TOTALES { PROMEDIOS
Amanto agregaclén
ot Color 11042 (4. 1] 528 058 Geromdas 79435 5857
NGm de Exp 15000 (5.0} 544 1245 B Fracit 1 7161 14322
Dist Serndlas |8 (4,1) 555 111 Inlegradas a Fractel 2 7839 15578
P Fractal1 12161 (3.0} 433 86 Muertas 14435 2887
P Fractlz 2839 (@ 1) 728 % 56
[5.0) B41 16,82
(4 1) T01 1402
(3,0} 569 1138
TOTAL 5000 100
Datos dol
de | Posklonesde | o rogados % PARTICULAS TOTALES PH.OMEDIOS—‘
Experimento o
Prob Coleri 1343 (<4 13 559 1118 Senaradas 29207 8414
Nim de Exp 5000 (5.0) 635 127 integracas a Fractal 1 7159 PRI
Dist Sernilas | B (4 1) 556 1112 Integradas a Fractal 2 7841 5682
P Fractal1_|2159 (303 409 518 Wiuaras 14207 8414
P Fractal2_|2841 (4,-1) 718 14365
(5.0} 578 I7.56
(a 13 752 1264
(3,0) 513 1026
TOTAL 5000 100
Datos dal
" dol | Pomlclonesde | oo idos % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Exporimanto
Frob Color 1 | 044 (2. 13 545 036 S 79818 S55E
Fiom de Exp 15000 (50) 710 1d.2 o Fraciol 1 7328 14428
Dist Semdas | 8 {4 13 536 1072 Integradas a Fractat 2 776 15552
P Fractol1 |222a =0 330 56 Muerias 12619 29238
P Fractal? |2776 (3.1} 702 Ta04
5 0) 528 16.56
(a1 88 1376
3 0) 558 1116
TOTAL 5000 100
Datos del
Exportmento ga | Porcionesde | oo o0 % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Exparessnto gragacton
Prob_Color 1] 045 T 13 [ 266 Goneragas 20672 9344
Hum o Exp_| 5000 (5.0} 685 15,78 integragas o Fracal € 7322 4644
st Semflias [] (4 -11 585 17 Integradas a Fractal 2 7578 5358
P Fractsi1_| 2323 (3.0} 315 a3 Musrtas 14572 0344
P Fracta 2| 2678 1) 720 T4
(5.0} 7Tz 544
(a1} 628 276
(3 0) 548 096
TOTAL 5000 100
Datoa dat Poalclonas de
Exparimanto dal repacion. | Agregados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
b
Prob Color 1 | 048 (1] 592 T84 Genoragas 73878 S oros
Num do Exp | 5000 {5,071 584 1358 integradas a Froctal 1 by 14642
Dist Semils | § (4, 1] 602 127 04 Integradns o Fractal 2 7679 15358
S Fracial 1 [2aa1 (3 0) 443 586 Nijanas 12576 70756
PRl 2 .19 (4 -1] 706 14 12
5 03 797 15 0d
N 4] 657 1314

Pag 107




PROGRAMA DE ENUMERACION EXACTA APLICADO AL MODELO SICOLOR DLA

3,0 518 1038
TOTAL So0d 160
Batos del
Eaparimento v P:;E:‘":;:' Agregatos * PARTICULAS TOTALES ; PROMEDIOS |
Prob Color 1 |0 47 4.1} 584 1168 Gensradas 28323 8546
Num de Exp | S000 5.0) 753 T5.04 Imégradas a Fracial ] 7401 4802
Drst_Sermillas | 8 4.1} §13 1225 Intexiradds a Fractal 2 7538 5193
P Fractal 1 |[2401 (2 0y 452 904 Huerizs 14323 2 8646
P Fractar? |2599 {4,-1) 678 1356
5.0) 784 15,38
{4.1) 805 121
(3.0} 522 1044
1 TOTAL 5000 [ 100
Datos dal de
£xp del agregacion Agrogatoes. - PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Frob Color1 048 {4 13 626 12 5: Generadas 2959 Songz
N de 5000 (§.0) 733 74,54 Integradas a Fractal 1 7385 14774
Dist Sermnas | 8 (4. -1) S04 42 08 Imegradsas a Fractal 2 7514 15228
P Fractal 1. 12386 (3 6} 325 545 Wietas 14556 29192
F Fractal 2 |2614 (4, 1) €64 1328
{(£.0) 763 15.26
{4, 1) 689 1378
(3.0 | ass EE3
TOTAL | — soog 100
Datos det el da
m:nl v agregacian Agregedos % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
M
Prob_Color1_| 049 [ENE) = 1264 Generadas 29523 55046
Num g8 5300 (5,00 749 148 Integredas a Fraclal 1 7511 15022
Cist. Semilas | 8 (~4.-1) 665 123 Integradas 3 Fractal 2 7489 14978
P Fractat1_|2511 (3.0) 472 944 Muertas 14523 25645
P Fractal2 |248% (4.1 605 9218
(5,0} 746 1432
a1 541 1282
i3 0) 1 T FES
JOTAL Sag0 | t0e
Datos del
Experimanto dot P‘::'ﬂ;::;:“ Agregados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
imeTte:
Prop Coler1 | 05 (4 1} 588 78 Ganaradas 29560 5912
Num de Exp | 5800 {-5,0) T 5 42 Integradas a Fractal 1 7536 15072
Dist Samdlas | 8 (4.1 654 380 Integradas a Fractal 2 7484 14928
P Frocial1 | 2536 (30) 487 964 Mugias 14560 2912
P Froctal2 | 2464 (4.1 513 1226
(5.0) 727 14.54
(¢ 1) 629 52 58
T (3.0 T 455 5%
[ TOTAL 5000 100

Tabia 5.2 2.4 Para una distancia entre semillas de 8 unidades

s Para una distancia entre semillas de 10 umdades

Datos del
Experimento agl | Pomiclonos da o0, 00y % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Exparimanto gregacion
Prob Caler ! | 01 (5.1} 131 262 G 31028 5 2058 l
hum g Exp 5000 (5 0} 152 3.08 ohgredar & Fracial 4 BE17 11074
Dist Semijlaz | 10 (5_-1) 148 295 Infegradas & Fracial 2 54E7 18928 |
P Frclel1 | 537 (4 o) 105 21 Muertas 16028 32058 |
P Fractal2 [4463 {5 -1} 118 2382
{6 0) 1377 25 54
(5 1) 1050 218
| (4 _0) 5 183
f TOTAL 5000 100
Dalos daf
Experimento ol | PORICIonesde | o dos % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Exporimanto agrogacion

Prog Gokar1 | 015 {5_1) 185 37 Gunamdas 30837 6 1874 l
Num A0 Exp | 5000 (6 0} 236 i72 IMegqrvaas 8 Fracis STR4 11568
Dint Semits | 10 N 207 a1 | Inogrudss 8 Fractal 2 4216 18437 i
P Fractnl1 ] 784 (4 0} 15 316 ] Muortaz 15837 ERCED |
P Focl 2 14216 (5 1054 21081

1 (6_0) W {28517 |

I (5 1% \ G | o1oe |
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o el | F de o = PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
] 108
Expesimento agragacién | A0
Prob_Color 1 | 02 [N 270 54 Genaradas 30306 G612
Nam de Exp | 5000 (%.0) ) 5.18 T s a Fractal 1 6044 7088
Cust Semilas | 10 (-5, +1) 263 526 fniegradas a Fractal 2 3956 THZ
P Fractal1 1044 (< .0) 202 208 Muartss 15306 0612
B Fractal? {2056 ) an 9az
(6,0) 1137 2174
[ 583 1956
a0} 865 173
oA | 600 450
Datos dat
Experimanto del m“’m‘; 98 | sqregados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Experiment agregaclon
Pron Cowor 11025 .1 8 6 Generadas 3086 | 62172
NOm da Exp 5000 (50) 386 7.72 Infogradas o Fracl 1 6206 |- 12592
Oist Semilzs | 10 ) 338 %6 Integradas o Fractal 2 3704 17408
® Fractail_|129% (Z.0) 254 08 Musrtas 16086 32172
F Fractal2 |3704 (5.1 333 1866
5.0 1058 2996
5.1 922 1844
[EG)) 751 502
TOVAL 5000 100
Datos col
det [ Poslcionende | Lo oai0s = PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
arirtanto T
Prow Coor 1 | 05 = 1} 38 7% Genoradas 722 61344
Num ge Bx0_[5000] . (6 .0) 468 936 friegracas a Fractal 1 5563 13138
Dist Sernibas | 10 (5.1 05 81 Integradas a Fractal 2 8431 16262
P Fractal1_|1568| (4 .0) 318 636 WMuertas 15722 37aia
P Fractai2_ 3431 5.1} 504 16 08
(6.0) 955 5.1
(5.1) 825 165
(< 0) 747 1454
TOTAL 5000 100
Datos del
Experimento gy | Posiclonesde | o onyos % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Experipwnts agregacin
Prob Golor 1] 035 O] 465 38 Genemdas 30372 60746
Num de Exp 15000 {6 .03} 498 .96 I@gredas a Fractal § 6784 IS6E
Dt Sowwalios | 10 (5 1) 473 55 Inteqradas a Fractal 2 8215 6432
P fracal1_[1784] 14 0) 338 76 Muerias 15373 0746
P Fmcs2 |3216] {5 1) 503 16 05
(6.0 529 1858
(5 13 831 16 42
{4.90) 853 1326
TGUAL 5000 100
Datas dof
Posicionas do
Exp:dmar::t:u! aroacion | Aareoados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Prob Coler 1 | 04 [E9E0) 455 976 Generadas 30935 [ATH
[ tum de Exp {5000 (5 0) 508 1218 Trdeqradas a Fractai 1 7019 14038
Dt Semilas | 10 (S5.) 528 1056 infeqradas a Fracial 7 7551 15562
P Fractal 1_|2015 (4 0) 354 788 Muertas 15538 3187
P Frocl 2| 2981 (5 1) 762 3524
(6 .0} B7a 17.46
51 737 3474
40 09 1218
TOTAL S0D6 10h
Datos det
Exprimento del ":;m‘:"a::‘ Agregados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDICS
p
Pt Coar1 (041 {-5 1) 515 103 Ganeradas 30085 §017
Num dg Ex 5000 (-6 .0} [F ] 1263 ln}ggmdns 2 Fractal 1 7135 1427
Dt Somias | 10 (5 1) 545 105 inteqradas o Fractal 2 7865 1573
P Froctal1 [2135] (<4 0} a4 82 Muertas 15085 3017
P _Froctal 2 | 2865 (9 1% 753 15 08
(60 869 17 38
(5 1) 584 368
(a0} 559 [T
TOTAL 600 100
Catos del
Cxperimento dal P“":_“";‘:'z 9% |1 agregader % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Exparinento gregacion
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Pon Gor1 042 (5,13 503 1006 152 52304
Num de Exp | 5000 {6 0y 518 12.38 Integradas 3 Fractal 1 7050 141
Dt Senuas | 10 {5 11 503 10 06 \ntagradas a Fractal 2 7950 168
P Fractal1 | 2050 (<.0) 325 85 Muertas 16152 32304
P Fractal2 | 2950 (5.1 742 1464
{6,0) 885 17.3
(5.1} 785 149
(4 ,0) 538 1196
TOTAL 5000 100
Datos del
Experimontodet | Posklonesds | o0 i0s % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
arfmento Iﬂﬂglcléﬂ
Prob Celort [043 15 1) 538 1676 Generadas 30082 5 0164
Nim_de £xp @ 15,0} 624 1248 Inteqradas a Fractai 1 7176 14352
Cist_Semillas | 10 (5.-1) 568 1136 _Intogradas a Fractal 2 7824 15648
P Froctals |2178 (% 0) 445 852 Musrtas 15082 30164 |
P Froctal2 |2824 5 . -1) 719 14 39
(6 .0) 802 15,04
(5 1} 01 1402
[C] 602 1204
TOTAL £000 160
Datos dal
Experimonto del P::'r‘:’:"‘:;:‘ Agregados “% PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Exgerimento
Prob_Color 1 ] G 44 (6 .1) 547 1064 Generadas. 30304 6 0608
| Nom de Exp | 5000 (8.0} 655 133 Inteqradas a Fractal 1 7231 14452
| Dist Geruitas | 10 (5 -1} 544 1088 Integradas a Fractal 2 Fait] 15538
P Fractal 1 |2231 {4 0} 475 [ Muertas 15304 32 0608
© Fractal? |2765 (5 1) 725 135
(8.0} T 75.88
{5 1) 671 1342
{4 0) 579 1158
TOTAL 5000 100
Datos cl
Exparimento del P::m‘éf‘" Agragados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Peob Calor 1 {045 (5 1) 556 1112 Generadas 30757 6 1504
Num_de 5000 (6.0} 637 12.74 Integradas a Fractal 1 7260 1452
Disl Semutas | 10 [ 554 1988 Integradas a Fractal 2 TT4D 1548
P Fractal1 | 2260 (4.0} 473 946 Musrias 15797 31594 |
P Fracialz_ | 2740 (5 1) 77 1434
(6 0) T8 15.56
(5 1) €59 13 18
(6 .0) 536 1172
TOTAL 5600 100
Datos doi . o < <
del ados % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIO!
Experimane apregacién Agreg
Prob_Color 1 ] 045 (5.1 609 1218 Genaradas, 30841 6 1682
Num do Exp_| 5000 (5 _0) 650 138 iniegradas a Fractal 1 7418 14836
Dist_Somelas | 10 (-5 1) 817 1224 Integmdas o Fractol 2 T582 15164
| ¢ Fractall 2418 (4 0} 502 10 04 Muartas 15841 3 1682
P Fractal2 | 2587 (5 1) 666 13 32
(6 .0} 728 7451
(5 1) 660 132
(4.0} 528 10 56
TOTAL 6000 100
Datos del
Exporimento gq) | Posiclonesds | o, % PARTICULAS TOTALES | PROMEDICS
Experimanto agragacién
Prob_Celor1 | 047 (=5 1) 562 1124 Generagas 0796 & 1552
Num de Exp | 5000 (6.0} 10 L7¥] Integrdas o Fracial 1 7337 14674
Dist Semias | 10 {5 .1} 504 1208 Ineqr3das a Froctal @ 7660 15326
P ot l7ew (% ©) 461 922 Hhoorias 5796 53562
P Frocwl2 | 2663 (5. 659 1358
{6 o) 780 5.6
(5 1) €33 12 66
& 0) 551 02
TCTAL 5000 100
Datoa dol Poslclones de
Exparimoento dal rgrogactd Agregados % PARTICULAS TOTALES PROMERIOS
Exparimanto wacion
Prot_Color 110 48 15 1] £00 12 Gonamas 30366 60737
Num do Exp | 5000 (6 .0} 796 74 52 inteqradas o Fractal 1 7408 14816
Disl_Somias | 10 -5 1) 620 I 24 Inloqradi. a Fraciyl 7 7892 15184 |
P Fraciti | 2408 = 0} 452 IR Muanas 15366 30732
VP Fracal? §2592 (5 1) €7 {533
| 1 (6_ o 1 73 R
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H 15,0 538 272
i 16,9 325 JFEF)
. TOTAL 000 00
Deatow det i
Bosiclones da ]
Eiﬁ : L] agrequcién Agregadon % PARTICULAS TOTALES PROMENOS ;E
Figh, Coart |0 6% (5 3] 5 376 Generaiss R & 1335
Numdﬂm 5000 {6 .41 704 4.08 nlegradas & Fracial 7482 14964
Dré. Samaes | 10 FEIREE) 853 1006 wgmasmz 7518 % 5035
P Fracta 5 12482 14 G} ‘..G..% G24 Huorng +5069 3 1338
P Fractal2 2518 16 .-t1 535 125 )
b {8 0 7ag 19
[ Bef 1 12 |
{5 .0} g5 i 03 |
TOTAL 5000 i)
Datos el
Sxparioweto et | PONCORLIL | % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Prob Celor s | 06 {5 1 6565 13.12 Sarmradas 30893 61788
Nim goExn [S000F {8 .0} 755 157 Irfagradas 3 Feacial | 7582 5164
Disi. Somkas | 10 IS 854 1388 irtagradey o Fracist 2 7408 4318
P _Fractal 1 12559 -4 _ AT 3.74 Muotas 45893 35708
P Fracial 2 {2408 (5.1 616 1232
{5 .0 274 1348
(5% 1S 1272
(4.8 [T TE4
TOTAL 500 0
Tablz 3.2.2 5 Para una distancia entre semillas de 10 unidades
3* Etapa

Como se vio en la etapa anterior, Ja generacién masiva de resultados muchas veces no proporciona
una vision rapida del comportamiento de dichos resuliados. A continuacidn se presentan diversas
graficas que represestan los resultados de 1a segunda etapa de obtencién de datos.

e P{d p), es la funcién representada en la siguiente grafica para cuando el primer agregado en la
estructura fractal de la semitla de color 1 se integra en la parte superior de esta (figura 6.2.1).

Figura 5 2 2.7 Primer agregado en ¢l fractal de color | se integra por 1a parte superior

Pay 1.1



PROGRAMA DE ENUMERACION EXACTA APLICADC AL MODELO BICOLCR DLA

Ptd, p), es una funcién que depende de 2 variables d y p (distancia entre semiilas y probabilidad de
que las particulas generadas sean de color 1 respectivamente). En la tabla 5.2.2 se muesira el
resumen de resultados obtenidos a partir de que la probabilidad de que las particulas generadas sean
de color I sea igual a 0.5 y que 1z distancia entre semillas sea de 2.

_ Dataa dol P":"lf““‘ 9 | Agregacas % PARTICULAS TOTALES | PROMEDIOS
Prob Color 1 | 05 1.1y 753 1506 Generadas 30195 & 039
Num doExp |5000] (2.0 1010 202 Integradas a Fractal 4 7530 1506
Dist Semiias | 2 (1.0 787 1534 Imegradas o Fracial 2 7470 -+ st

P Fracti1 12530] (1.1 720 P Muertas 15195 3050
P Factelz (2470 (2,0} 541 19.82
(N 759 1518
5060 160

La funcién Prd, p) evaluada en ests serie de experimentos, se representa como P(2, 0.5), en donde
los resultados obtenidos estdn representados con un valor de porcentaje obtenido a partir de la
posicion de agregacion inicial.

Por ejemplo en la grafica anterior 1a condicidn nos dice que dicha gréfica se obtuvo a partir de que
el primer agregado en la estructura fractal de la semilla de color 1 se integré por la parte superior de
esta, lo cual indicarfa que para una distancia entre semillas de 2 en la estructurz fractal de color 1, la
posicion de agregacion debié ser (-1, 1), observando ef valor del porcentaje correspondiente a estas
condiciones en la tabla se obtiene el valor de 15.06, dicho valor en la figura 5.2 2./ no es sino un
punto de la funcion P(d, p), localizado en la seccion de color rojo.

En las siguiente graficas la funcién P(d, p) proporciona esta misma visién de porcentajes,
pretendiendo con esto analizar en todas las graficas los valores obtenidos, asi como los cambios en
las pendientes y secciones en las cuales parecen tener comportarmientos lineales. Es muy importante
seguir experimentando sobre estos resultados a fin de ver el impacto que tieren estos cambios en las
pendientes en la formacién de un fractal de gran tamafio.
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Pd pj), cuando et primer agregado en Ia estructura fractal de fa semilia de color 7 se integra por e}
{ado izquierdo.

Figura 5.2.2.2 Primer agregado en ¢l fractal de color | se integra por la parte izquierds

* P(d pj, cuando &l primer agregado en la estructura fractal de la semilla de color J se integra por
abajo.

Figura 5.2 2.3 Primer agregado en el fractal de color I se integra por la parte inferior
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e F(d p), cuando ¢l primer agregado en la estructura fractal de la semilla de color / se integra por
el lade derecho,

Figura 5.2 2.4 Primer agregado en ¢l fractal de color 1 se integra por la parte derecha

s P4, p}, cuando el primer agregado en la estructura fractal de Ia semiila de color 2 se integra por
arriba.

Figura $.2.2.5 Primer ngregado en el fractal de color 2 se integra por Ia parie superior

N‘.:;. (L]
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* P{d pj, cuando el primer agregado en la estructura fractal de 1a semilia de color 2 se integra por
el lado izquierdo.

Figura 5 2 2.6 Primer agregado en ¢l fraceal de color 2 se inegra por la parte izquierda

«  P(d p}, cuando el primer agregado en la estructura fractal de la semilla de color 2 se integra por
abajo.

Figura 5 2.2.7 Primer agregado en ¢l fractal de color 2 se integra por la parte inferior

frap 115
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s P(d pj,cuando ¢l primer agregado en la estructura fractal de la semila de color 2 se integra por
el ladoderecho

Figurg 5.2.2.8 Pnmer agregado en ¢} fractal de cotor 2 se integra per la paste derecha

3.2.3. Equipo y material utilizado

Este programa de Enumeracidn exacta también se desarrolls en C++. Dicho programa fué ejecutade
€n una computadoras personal, con las siguientes caracteristicas cada una:

Procesador Pentium IIf a 450 Mhz
256 Mb Memoria RAM
Sistema Operative Windows 2000

Cada ejecucion de un programa se realizaba en un promedio de 30 minutos, dedicando el 35% de
los recursos del procesador para estas tareas.

Los datos numéricos fueron importados desde los archivos *.txt a Excel 2000, para pasteriormente
ser analizados y graficades

Para 1a graficacion se uttlizo el software Hatvard ChartXL, version 2.0

Pav [Eh
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Conclusiones Finales

El modelo Bicolor DLA al igual que el modelo original de Witten v Sander pretenden contribuir en
la simulacién de procesos naturales con una base estocéstica. Desde hace algunos afios se utilizan
para simular procesos como el crecimiento del virus HIV, el crecimiento de colonias bacterianas,
crecimientos cancerigenos, etc.

Muy particularmente el DLA en ciencias como la biologfa y la medicina exploran las geometrias
fraciales para entender y describir organismos biolégicos, su desarrollo y crecimiento, asi como su
disefio estructural y propiedades funcionales. Extender estos conocimientos para evaluar cambios
asociados con una enfermedad proporciona una esperanza en la comprensién de procesos
patogénicos en la medicina.

Ahora bien, el desarrollar un programa que simule el modelo bicolor DLA, es otra perspectiva que
de igual forma intenta contribuir en la comprensién de procesos aleatorios que bien pueden ser
aplicados a diversas ciencias.

El prograrna de enumeracion exacta surge de la necesidad de describir los origenes de fractales que
se comportan como en el modelo bicolor DLA, asi como su impacto en la forma, tamafio y
orientacién final de las estructuras fractales de este modelo.

De las principales cualidades en el desarrollo de este programa se tienen:

* La utilizacién del algoritmo para la generacidn de nimeros aleatorios de muy amplio
periodo, sin correlaciones y rapido.

*  Por ofro lado la utilizacién de las tablas hash, las cuales proporcionan la ventaja de poderse
aplicar a cualquier dimensitn de trabajo y que ! tiempo en el que ¢l algoritmo verifica si la
particula esta ¢ no unida a la estructura no depende de la cantidad de particulas que ya estén
formando la estructura. Este tiempo se mantiene casi constante

* Una ventaja también muy importante es la utilizacion del algoritmo que aumentan
terriblemente el desempefio del programa, alguno de ellos se refiere por ejemplo a la
determinacién del tamafio de] paso dependiendo de la distancia a la que se encuentre la
particula caminante con Tespecto a las estructuras fractales. Esto es, cuando esta distancia es
muy grande los pasos de desplazamiento de la particula son grandes, lo cual origina que se
acerque o aleje ia mayor de las veces esta particula se aleje o acerque a la estructura fractal
mas rapidamente, provocando con esto la muerte o bien la apregacién de esta particula a la
estructura fractal,

Este trabajo ha intemtado describir alguna de estas técnicas que hacen més eficiente e! programa,
otra parte de este trabajo fu¢ el presentar y analizar brevemente algunos resultados interesantes
como lo son las formas geométricas que se forman en las estructuras fractales con una distancia

entre semillas 4=2, asi como con et valor de probabilidad cercano a p=0.462564 de que la particula
caminante sea de color 1.

Existieron otros resultados interesantes, sin embargo el mas interesante siempre se obtuve con las
condiciones anteriores,

Los resultados experimentales de la cjecucion del programa también arrojaros datos estadisticos, los
cuales deben formar parte de ta biticora para un analisis de los siguientes resultados que se generen
con nuevas condiciones, y con esto generar un andlisis profunde que invelucre todas las
posibilidades de crecimiento de fractales aphcados al modelo bicolor DLA
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Un siguiente trabajo que forma parte de la continuidad de estos desarrollos seria el implementar
estos algoritmos para una dimensién de trabajo de 3, asi como la graficacion de los resultados, todo
esto teniendo en cuenta no desviar mucho la atencién de procesador, ya que lo primordial en este
tipo de trabajos son los resultados.

Una gran ventaja en la actualidad es la creciente evolucion de computadoras, 1o cual nos permite
realizar miles de operaciones y célculos en tiempos muy pequefios con una cantidad minima de
recursos al alcance de cualguier persona.

Un reto ahora se dirige a desarrollar algoritmos complejos ¥ eficientes que puedan ser utilizados en
la programacién de modelacidn de procesos.

Otro reto se dirige 2 otras 4reas de investigacion, alas cuales deben utilizar estas herramientas para
la solucién de sus objetivos particulares, y en caso de que no se acople a sus necesidades establecer
un equipo con el drea de desarrollo.

Por titimo, se debe tener en cuenta siempre la posibilidad de encontrar alterativas en el desarrolio
de procesos aleatorios.
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ANEXQ 1

Rutina de Generacién de Niimeros Aleatorios ran3.

En este proyecto, la rutina de generacién de niimeros aleatorios se usa para la simulacién de
caminatas aleatorias, asi como a la generacion aleatoria del color que se asigna a cada particula al
momento de su formacién. Para generar las estructuras fractales necesarias en esté proposito, las
rutinas deben generar secuencias aleatorias de muy amplio periodo.

En este apartado se describira la rutina de un generador de ntimeros aleatorios entre 0 y 1 utilizado
en los experimentos de enumeracion exacta del modelo DLA.

La rutina consta principalmente de dos procedimientos:

El primero se le conoce como inicializacién del generador de ntmmeros aleatorios, y el segundo
como generador de nimeros aleatorios (ran3).

1. [Inicializacién del generador de niimeros aleatorios
El cédigo bésico de este procedimiento es el siguiente:
#include<time. >
#include<stdlib.h>

void main () {
AjustaGenNumAleatoriof);
Datos( );

Saliday );

/

void AjustaGenNumdleatoriof }{
srand(time(());
random(time(0));
IntTheta=-random{time(0)})~1;

AjustaGenNumAleatorio, inicializa el valor de IntTheta.

La expresidn srand(time(0)}, se utiliza para penerar una secuencia diferente de ndimeros aleatorios
en cada gjecucion (Aleatorizacion), debido a que la funcién time con argumento 0 devuelve en
segundos la “hora calendario actual”, este valer se convierte a un entero sin signo y se utiliza como

la semilta para el generador de niimeros aleatorios. Los prototipos de las funciones srand y time se
encuentran en <stdlib.h> y <time h’> respectivamente.

La expresion random(time(0)), es la encargada de devolver un valor del generador de nimeros
aleatorios, debido a que fa funcidn srand no devaelve un valor.

La uitima expresion ntTheta=-randomfume(0)-1, zsigna ¢l valor aleatorio obtenido a ImThea,
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2. Generador de nimeros aleatorios (ran3)

El cédigo bésico de este procedimiento es el siguiente:
#include<iostream>
#include<math>
#include<stdlib>

#define MBIG 1000000000
H#define MSEED 161803398
#define MZ 0

#define FAC (1.0/MBIG)

int IntSeed=-3;

int IntColor=-34635;
int IntTheta=-13453;
int TemntTheta=1;

double ran3(int &idum)
{

static int inext,inextp,
static long maf36 ],
static int iff=0;

long my,mk;

int Liik,

if (icum < 0 |} i == 0)¢
iff=1
mj =MSEED-(idum < 0 7 —idum : idum);
mj %=MBIG; // Obtiene el Mod mj de MBIG
maf55]=mj;
mk=1;
Jor (i=1; J<=534;i++)

i
¢

ii=21%() % 55,

mafii}  mk,
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mk=mj-mk;
if (mk < MZ) mkc += MBIG; //mk= MBIG+mk cuando mk < MZ
mj=mafiil;

4
Jortk=1; k<=4, k++)
Jor (i=1; i<=55:j++)

y
mafi]-= mafI+(i+30) %53];
if (mafi] < MZ) mafi] += MBIG;
}
inext=0;
inextp=31;
idum=1;

}

if (++inext == 56) inext=1,
if (++inextp == 56) inexip=1;
mj=mafinext]-mafinextp];

if tmj < Mz} mj += MBIG,
mafinext]=my;

return mj*FAC;

H

En algin lugar del proyecto del programa se puede incluir esta instruccién ran3(IntTheta), 1a cual
invocaria el procedimiento ran3

{int &idum). En este caso FntTheta corresponde al valor aleatorio obtenido en el procedimiento 1
(inicializacién del generador de niimeros aleatorios), logrando con esto que cada vez que se ejecute
el programa el valor de IntThetq sera diferente.

Como idum es el valor de IntTheta, en el cual se puede observar que es negativo desde 1a asignacion
del procedimiento 1, por lo cual mj=MSEED-{idum < 07 —idum : idum) sera la suma de 161803398
+ Idum.

Basicamente el algoritmo que realiza la generacion de nimeros aleatorios ran3, consiste en formar
arreglos de 56 elementos, numerados del 0 al 55, pero el trabajo significativo solo lo realiza con los
subindices de] 1 al 55.

El primer arreglo consiste en:
1° Asigrar el valor de my obtenido anteriormente al arreglo ma/55/ e inicializar mk con 1
maf5il=m,

mk- |,
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Jor (i=1; i<=54; i++)

!
H=(21*I} %353;
mafiij=mk;
mk=mj-mk;
if (mk <MZ) mk += MBIG; // mk=MBIG+mk cuando mk < MZ
mj=mafii]; // Corresponde a ma[34] con i=54 al finalizar
}

2° Posteriormente se inicia un ciclo con 54 iteraciones, las cuales van a ir formando el primer
conjunto de arreglos, como se muestra en el cddigo anterior

Leos siguientes cuatro arreglos se obtienen con Ia gjecucion del siguiente cédigo
For (k=1 k<=4, k++}
For (i=I; i<55; I++)

msfi] -= mafI+(i+30} % 55];
if (mafi] < MZ) mafi] += MBIG:

Cada arreglo formado en forma subsecuente, sustituye el arreglo anterior, de tal forma que cuando
se ha realizado la Gltima iteracion con k=4, se obtiene el amreglo final mafi], con i=1 a 55.

El dltimo paso consiste en la ejecucion del siguiente pseudocédigo:
If (+tinext == 36) inext=1,
If (++ inextp == 56) inextp=1,
Mj=mafinext]-mafinextp];
If (mj < Mz) mj += MBIG;
Mafinext]=mj;
Return mj*FAC;

Estas (timas instrucciones proporcionan solo el maf7], el cual corresponde a mj y se multiplica por
FAC. Es importante mencionar que esta multiplicacién solo se realiza para que el nimero aleatorio
generado se encuentre entre 0 y 1, con una precision de hasta 10 decimales.

A continuacién se anexan los archivos del proyecto random.bpr disefiado en Borland C++ Builder,
asi como un archivo de datos obtenido en una ejecucién.

random.cpp
Epragma hdrsiop

Binclude ~condefs h>

R
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#include <iostream.h>
#include <fstream.h>
#include <stdlib.h>
#include <conio>
#include "rand3.h"
#include "varios.h”
#include "salida h"

Y/
USEUNIT("rand3.cpp”);
USEUNIT("varios.cop™);
USEUNIT("salida.cpp");
-
#pragma argsused

void main()

{

AjustaGenNumAleatoriof); /* Inicializa los valores del generador de
niimeros aleatorios */
Datos();
Salida();
geich();
}

varios.cpp
#include <vel h>
#include <time>
#include <stdlib>
#pragma hdrstop
#include "varws.h”
tinclude "rand3.h"
#pragma package(smart_iniy)

void AfusiaGenNumAleatoriof) 7* Apusta of generador de wimeros uleatorios *
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/
srand(time(0)); // Semilla del Generador de nimeros aleatorios
random(iime(0)); //Genera un numero aleatorio entre 0y time(0)
IntSeed=-random(time(0))-1;
double kk;

Jor (int k=1; k<=50000L;k++)

{double kk=2.0*%*2.0;} //Retrazo intencional
random(time(0));
ImtColor=-random(time(0))-1;

Jor (int k=1I; k<=50000Lk++)

{double kk=2.0%*2.0;} //Retrazo intencional
random{time{0));
IntTheta=-random(time(0))-1;
TemIntTheta = IntTheta;

salida.cpp
#include <conio>
#include <iostream>
#include <fstream>

#include "rand3.h"

void Datos (}
{
clrser();
cout << "n\ntPROGRAMA DE GENERACION DE 3 NUMEROS ALEATORIOS" << endi;
getch();
cout << "\min\titValores de fnicializacion\n” << end!:

int Int_Seed=IntSeed;

cout <<"\t4leatorio inicial de IntSeed = " << Ini_Seed << endl,

int Int_Theta=IntTheta,

cout <<"Wdleatorio imicial de IntTheta ¥ << Int_Theta << end!,

int Int_Color-intColor,

cout <~ "tdleatorio mical de ItColor + " < It _Color ~~+ endl,
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geteh();

cout << "\n\t\tValores Aleatorios con periodos‘\n\t\tAleatorios de inicializacion\n” << endl;
double RandomSeed = ran3(IntSeed);

cout<<"\tPara IntSeed =\t" <<RandomSeed<<endl;

double RandomTheta = ran3(IntTheta);

cout<<"tPara ImtTheta =\t" <<RandomTheta<<endl;

double RandomColor = ran3(IntColor);

cour<<"\tPara mtColor =\t" <<RandomColor<<endl:

getch();

cout<<"inln\\WOBSERVE LOS DATOS ORBRTENIDOS EN EL  ARCHIVO
random.dat"<<endl:

ofstream Four("random.dat");
if (fFout)
{
cout << "ERROR - al abrir archivo de datos para escritwra” << endi;
exit(i);
J
Fout << "“\winValores de Inicializacion'n" << endl;
Four <<"Aleatorio inicial de IntSeed =" << Int_Seed << endl;
Fout <<"Aleatorio inicial de IntTheta = " << Int_Theta << endl;
Fout <<"dleatorio inicial de IntColor = " << Int_Color << endl;
Fout << "n\nValores Aleatorios con periodos Aleatorios de inicializacion\n" << endi;
Fout<<"IntSeed = " <<RandomSeed<<endl;
Fout<<"IntTheta = " <<RandomTheta<<endl;
Four<<"IntColor = " <<RandomColor<<endl;

Fout.close(); <

void Salida ()
{
gerch(),
clrser{),
cout << end] << "\mn\ntPROGRAMA DE GENERACION DE NUMEROS ALEATORIOS"
<-:"Wn\ePARA PRUEBA DFE TESIS DE MAESTRIA"<<
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"n\nin\tElaborado por:” << "\n\t\t\fitIng. Sergio Ramirez Garcia" <<
"imn\tCon la colaboracion de: " << "m\n\\O\r\tDra. Suemi Rodriguez Romo™
<< "\n\\tle\tDr. Viadimir E. Tchijov "<<end! ;

}

rand3.cpp
#include <vel >
#include <iostream>
#include <math>
#include <sitdlib>

#define MBIG 1000000000
#define MSEED 161803398
#define MZ 0

#define FAC (1.0/MBIG)
#define M1 259200
#define I41 7141

#define IC1 54773

#define RM1 (1.0/M1)
Hdefine M2 134456
#define 142 8121

#define IC2 28441

Hdefine RM2 (1.0/M2)
#define M3 243600
#define 143 4561

#define IC3 51349

int IniSeed=-3;
int IntColor=-34635;
int IntTheta=-13439,

int TemIntTheta=1;

double ran3(int &idum)
!
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static int inext,inexip;
static long maf56];
static int iff=0;

long mj,mk;

int il k;

if (idum < 0] iff == O){
=1
mj=MSEED-(idum < 0 ? <idum : idum}; /* Obtiene el valor de 161803398 +
idum cuando idum < 0 (Siempre)*/
mj %= MBIG, // Obtiene el Mod mj de MBIG

maf55]=mj;
mk=1];
Sfor (i=]; i<=534; i++}
{
ii=(21%) % 53;
mafii]=mk;
mk=mj-mk,
if (mk < MZ) mk += MBIG; // mk= MBIG+mk cuando mk < MZ
mi=mafii]; # Corresponde a ma{34] con i=54 al finalizar

/
for (k=1; k<=4; k++)
Jor (=1; 1<=55; i++)

!
mafi] -= mafl+(i+30) % 35];
if (mafi] < MZ) mafi] += MBIG;
§
inext=0);
inextp=31;
idum=1I;

}
if (++inext == 56) mext=1,
if (*+inextp ~= 56} inexip=1;

mj—mafinextj-mafinexip],
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if (mj < MZ) mj += MBIG;
mafinext]=mj;
return mi*FAC;

}

void nrerror(char Yerror_text)
{
cout << error_text << endi;
exit(l);
7

int RandInt3(int &idum, int IMax)
{

return (ing)floor(ran3(idum) *IMax);
}

varios.h
H-
Hifndef VARIOS
#define __VARIOS
/.
void AjustaGenNumdleatorio();
#endif

salida.h
H—
#ifdef SALIDA_
#define SALIDA_
-
void Datos();
void Saliday),
void Archivo(),
Hendif”
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rand3.h
-
#ifndef RANDFUNC _
#define RANDFUNC _
#-

extern int IntSeed;

extern int IntColor;
extern int IntTheta;

extern int TemIntTheta;
double ran3(int &);
int RandInt3(int &, int);

Hendif

Resultados Obtenidos en una ejecucién de random

Valores de inicializacién

Alaatono iniclal de InfSeed -567849426
Aleataio Jnicial de feiTheta -15140653
Aleatond inkaal de lnfcclor -23662312

Valores Alsatorios con Periodos-Aleatonos de Inicializacion

intSeed 0.805726
intThets 0.336308
IntCoker 0448291

Para el valor de inicializacién de la variable IntSeed, que se muestra en la tabia anterior y los
siguientes datos.

MBIG 1000000000
MSEED 161803398

Mz 0
FAC 0.00000000
Imcialzador de intSeed -567949429
Resultade Esperado 77 0.805726492

A continuacidn s¢ muestran los arreplos formados mediame el algoritmo ran3 para los datos de cste
ejempla,

Bay, 12
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ARREGLO OBTENIDO EN EL PRIMER CICLO mafi]
ma[] maf] ma[] ma[]
Q 299508917 14 900021165 28 863931814 42 161803388
1 400016711 15 405672259 28 63654101 43 300028968
2 352784963 16 808016987 30 500070193 44 652782630
3 103444166 17 200181611 31 605562927 45 501315511
4 100474840 18 163906151 32 400502367 46 101242308
5 586155526 19 700191590 33 203252287 47 484560427
<] 700072403 20 508514552 M 597525755 48 400025619
7 322291389 2t 1 35 500004454 49 458359555
8 838196603 22 89987743 36 52787296 50 514589808
L] 799958775 23 700002333 37 705572821 51 2099558582
10 47219703 24 6502125655 a8 89706871 52 441656778
1" 100313144 25 999232331 39 277750625 53 700310777
12 97990022 26 391585099 40 119187 54 694737735
13 897034572 27 300048784 4 186223183 55 -838196601

VALORES DE CALCULOS REALIZADOS PARA LA OBETENCION DEL PRIMER ARREGLO mal |

[T malti] mk mj mk mk+ mj
1121 1 1 -406146031 406146032 593853968 1

2 |42 593853966 593853968 1 -593853967 406146033 593853968
318 405146033 406146033 593853968 187707935 187707935 406146033
4129 187707935 187707935 406146033 218438008 218438098 187707935
5 |50 218438098 218438098 187707935 -30730163 969269837 218438098
6 |16 969269837 969269837 218438098 -750831739 249168261 969269837
7|37 2451682614 249168261 969269837 720101576 720101576 249168261
813 720101576 720101576 249168261 470933315 523066685 720101576
9 ;24 529066685 525066685 720101576 191034881 191034891 529066635
10|45 181034891 191034891 529066685 338031754 338031794 191034891
11111 338031794 338031794 191034891 -146996903 B53003097 338031754
121 32 853003097 853003097 338031794 -514971303 485028697 853003097
13| 53 485028697 485028697 853003097 ISTSTH00 367974400 485028597
14 |19 I67374400 367974400 485028697 117054297 117054297 367974400
15 | 40 117054297 117054297 367974400 250920103 250520103 117054297
15 ] 250920103 250920103 117054297 -133865806 866134194 250920103
17 ; 27 ¢ BBG141%4 8665134154 250620103 515214091 384765909 866134794
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18} 48 384785809 384785909 866134194 481348285 481348285 384785909
19114 451346285 481348285 384785909 -96562376 903437624 481348265
201 35 903437624 03437624 451348285 -422089338 577910661 503437624
2t 1 577910661 577910661 903437624 325526963 325526963 577910661
2 (22 325526363 325526963 577910661 252333698 252363658 325526963
23 | 43 252363698 252383698 325526963 73143265 73143265 252383698
24| 9 73143265 73143285 252353688 175240433 179240433 73143265
25130 175240433 179240433 73143265 -106097168 893802832 179240433
26 | 51 893902832 £93902832 176240433 -71466235% 285337801 893902832
27 {17 285337601 285337601 853902832 608565231 608565231 285337601
2838 B08665231 608565231 285337601 -323227630 676772370 608565231
23] 4 676772370 B76772370 608565231 -6820713% 931792861 676772370
30|28 831792861 931792861 ETE7T2370 -255020491 744979508 931792861
3146 744979509 744979509 9317925861 186813352 186813352 744979509
32712 186813352 186813352 744372509 558166157 558166157 186813352
3333 558166157 B5EBE66157 186813352 -371352805 628647195 558166157
34|54 628647195 628647195 558166157 -7048103% 928518962 528647195
35120 929518962 929518362 628647195 -300871767 699128233 929518962
36| 41 699128233 699128233 929518962 230390729 2303%0729 699128233
377 230380729 230390729 695126233 468737504 458737504 230390729
38|28 468737504 458737504 230390729 -238348775 761653225 AGB737504
3849 761653225 761653225 468737504 «292815721 707084273 TE1653225
40115 707084279 707084279 761653225 54568945 54568946 707084279
41 [ 36 54568945 54568946 707084279 652515333 652515333 54568946
42 2 652515333 652515333 54568946 -557946387 402053613 652515333
43|23 402053613 402053613 652515333 250461720 250461720 402053613
441 44 250461720 250451720 402053813 151591893 151591893 250461720
43110 151591893 151591893 250481720 98869827 9BEGIHZT 151591893
45 [ 31 986659827 98869827 161591893 52722066 62722066 98865827
47 | 52 62722066 52722068 98869827 46147761 46147761 52722066
48| 18 46147761 46147751 52722066 6574305 6574305 46147761
49 | 39 6574305 6574305 45147761 39573458 39573456 6574305
50| 5 39573456 3G573456 6574305 32889151 987000849 39573456
5126 BETN00848 967000845 39573456 -827427393 72572607 867000849
52 | 47 72572607 72572607 967000843 1 594428242 894428242 72572607
53113 894428242 894428242 i 72572607 -821855635 178144363 594428242
54 134 178144365 178144385 1 894428242 716283877 716283877 178144365
g TIGIBILTT ——71628387? [ 1751443565 I -538139512 461850488 716283877
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ANEXO 2

Fundamentos basicos de caminatas aleatorias

Desde los 80's se han realizado estudios acerca del comportamiento de procesos aleatorios, sin
embargo los resultades han sido como una caja negra, ya que los algoritmos v técnicas de
simulacidn se ocultan a lectores de estos estudios.

El reto es desarrollar algoritmos cada vez mas eficientes y rdpidos para la simulacion de estos
procesos. Todo esto con el fin de proponer cada vez nuevos modelos que motiven a una
investipacion mas profunda de estos.

Las caminatas aleatorias en los procesos de agregacion tienen su origen en el modelo de los
investigadores Witten y Sander”’, los cuales, basindose en sus estudios proponen unt modelo tedrico
¥ computacional (particula o semilla y reticulado o enrejado), en el cual una particula aparece en un
lugar lejano a una semilla (la semilla reside en el centro del enrejado) y caming con movimientos
aleatorios hasta llegar a un sitio adyacente a la semilla y pasa a formar de una estructura de grupo.
Una nueva particula se introduce, también en un punto distante y camina hasta unirse al grupo, si
una particula, durante su caminata aleatoria, toca los limites del enrejado, entonces es eliminada y
otra particula nueva s¢ genera. Este proceso se repite hasta formar estructuras de tamafio
suficientemente grande para obtener datos estadisticos. La siguiente figura muestra un modelo de
caminatas al azar similar al proceso descrito anteriormente.

Lo 01 i CAMINATA AGREGADA |
- ‘

T T T s
' LA . T

CAMINATAS AL AZAR

Debido a que una particuta recorre un camino zaleatorio comenzando desde un puntc a gran
distancia de la semilla, y para cada punta que toca dentro de su recorrido, es necesario saber si ya
esta colocada en un lugar adyaccnte a la semiila, De ser asi, se adhicre al grupo; de no ser asi, la
particula sigue su camino aleatorio hasta que ocurran una de dos cosas: o bien sale del drea

delimitada por ¢l enrejado, o bien se coloca en un punto adyacente a fa semilia y pasa a formar parte
del grupo.

Pay ii6
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La siguiente figura muestra el resultado obtenido después de que un gran nimero de particulas se
han adherido a la semiila en dos dimensiones.

Madelo de Witten y Sander en dos dimensiones

Es evidente que los cdlculos deben ser muy numerosos antes de saber si alguno de los dos sucesos
descritos antes ocurrieron. Esto significa mucho tiempo de procesamiento. Por esta razon, €s
necesario contar con algoritmos rapidos y eficientes que reduzcan el tiempo de procesamiento
mediante herramientas computacionales.

Diversos modelos han surgido para investigar entre otras cosas [a relacion entre los diferentes
pardmetros de cada uno de ellos, por ejemplo: 1a utilizacién o no del enrejado, la relacion existente
entre la dimension fractal y 12 dimension euclidiana de las estructuras que se simularon. La relacion
entre el nimero de particulas que forman una estructura ¥ la dimension de ésta.

+ Witten y Sander reportan que ia correlacidn de la densidad del modelo que utilizan, cae dentro
de un modelo cuyo comportamiento s exponencial, aclarando que limitan el estudio a un
crecimiento dendritico.

+  P. Meakin®, reporta que el radio de giro (R,) de la estructura esta relacionada con el nimero de
particulas Ni que forman dicha estructura, esta relacidn es:

R =N 2
Para un nmero de particulas N grande, en donde
B = 6/5d
Donde 4 ¢s la dimension euclidiana del enrejado
El radio de giro de un ndmero N de particulas en el agregado se define como

R S )

'l
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R, es el vector de fa i-esima particula

R.N) es el radio, vector del centra de 1a masa del fractal, considerando que cada particula tiene una
masa iguala 1.

En una funcidn de recurrencia, R, se calcula como:

ROV =N 2AR -1+ M (R NV-1)-R.Y

Donde:

N-1 1

=——RIN-])+—
R{N)=—RIN-)+1R,
Los resultados reportados por P. Meakin indican una relacion entre la dimension fractal o también
llamada dimensién HausdorfY, v 1a dimensién ciasica o euclidiana; dicha relacion es expresada de iz
siguiente forma y es valida para 2 dirnensiones y hasta 6 dimensiones:

D=5d/6

Donde, D es ia dimension fractal o Hausdorff y 4 la dimension clisica o euclidiana.

Los doctores V. Tchijov, Suemi Rodriguez Rome ¥ S. Nachaev han propuesto un mueve modelo
desarrollado sobre fa base del original de Witten y Sander. Este nuevo modelo se llama Colored
DLA4 mode™!. Esta variacion considera dos semillas de diferente color separadas por una clerta
distancia d. Se considera una particula viajera que tiene clerta probabilidad p de ser de un color, ¥
una probabilidad /-p de ser de otro color. St en su caminata aleatoria, la particula torna un lugar
adyacente 4 un color que no es el suyo, se elimina y una nueva empieza otra vez a caminar. Cuando
toma urn lugar adyacente a su color, la particula se fija y el proceso se repite hasta formar estructuras
fractales de un tamafto que permita obtener informacién estadistica importante. En otro de sus
trabajos, se realizan experimentos para encontrar la relacién entre la distancia de separacion de Jas
semillas y la dimensién fractal que alcanzan las estructuras formadas.

Patrdn similar al crecimiento de minerales como el oxido de magnesio en roca verde
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