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Prefacio

Las ideas pueden volverse mas complejas cuando
intentan abarear un mayor ndmere de situscionos.
Luego se do ae
Gencubro Algin principio subyacente.

Esa haaido la historia de 1a ciencia.

El punto central de este trabajo es el estudio del G,-juego. Este juego
esta definido para cada ultrafiltro libre p de w. Se estudio su relacién con
el W-juego de G. Gruehage [Gru] y el G-juego de A. Bouziad [Bo], ademas
con algunos conceptos y operaciones de topologia general, con los cuales
presenta correlaciones importantes. Los resultados de este trabajo, estdn
muy relacionados con los espacios numerablemente compactos, los. ultrafil-
tros, construcciones infinitas y combinatoria infinita.

El trabajo inicia con una ligera introduccién al espacio Sw y la nomen-
clatura de los juegos mencionados, con esto sélo pretendemos hacer que el
trabajo sea autocontenido en buena mediada.

En el segundo capitulo, se enfoca a clasificar los G,~juegos, usando algunas
de las relaciones entre los ultrafiltros y luego a clasificar los ultrafiltros con los
Gp-juegos. Este inicia, precisando los vinculos del G,-juego con los juegos W y
G y ademsds con otros conceptos de topologia general. En la siguiente seccién,
se estudio propiedades en los ultrafiltros, para que el jugador I del G,-juego
tenga estrategia ganadora en algunos subespacios de B(w) determinados por
el RF-orden o el RK-orden. En este proceso, construimos para cada p € w*,
el espacio Q2(p), el cual fue utilizado, para la demostracién del teorema que
muestra las condiciones en los ultrafiltros p y ¢, para que se pueda trasladar
la estrategia ganadora del jugador I en el G,-juego al jugador I del G,-juego.
Este es uno de los resultados principales, el otro, es la caracterizacién de los
ultrafiltos que son @Q-punto usando los G,-juegos; el cual se prueba usando el
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resultado anterior junto con uno resultado de {HST]. Finalmente, el capitulo
concluye una serie de resultados referentes al espacio Q(p).

En el capitulo tres se estudio el proceder de los juegos G y G, en el
producto de una familia de espacios. Se exponen las implicaciones mas sus-
tanciales al hecho de que jugador 7 o el jugador /7T tenga estrategia ganadora
en el producto de una familia de espacios (infinita o finita) en estos jue-
gos. Ademas, se estudian los reciprocos de estos resultados. Primeramente
trabajamos con una familia infinita de espacios y luego con familias finitas.
Esencialmente, lo que se logra en la primera seccién es dar la condiciones
necesarias para que el jugador I del G-juego (o el G,-jucgo) tenga una es-
trategia ganadora en el producto de una familia no numerable de espacios,
asi como las potencias arbitrarias de un espacio fijo. La scccién dos, puede
visualizarse en tres partes. En la primera, se construyen cspacios numerable-
mente compactos cuyos productos no son G-espacio, en csti, generalizamos
el resultado de Novik y Terasaka de [Va, Lema 3.1], con el

Teorema 3.2.7. Existe un espacio X numecrablemente compacto, tal que
IT1TG6(X x X).

Con este resultado, abrimos una serie de preguntas abiertas, las cuales
se encuentran al final de capitulo. En la segunda parte, las hipétesis de
los resultados son delimitadas por los G,-juegos, aqui se muestran espacios
X y Y en los cuales I 1 G,(X) y I T G,(Y), pero que no siempre es posible
I 1T G(X xY), esto depende mucho de como estén relacionados los ultrafiltros
Py q. Los resultados de la tercera parte, muestran las condiciones necesarias
para que I T G(X % Y) donde X y Y son subespacios especificos de SB(w).

En el iltimo capitulo, mostramos la indeterminacién del G,-juego, asi-
mismo, mostramos que es consistente que los juegos citados en la obra, son
indeterminados. En la primera seccién, usamos el concepto de arbol, para
dar una caracterizacién del hecho de que el jugador Il del G,-juego (o W
o G juego), tenga una cstrategia ganadora (es muy probable que este ya
sea conocido). Con esta caracterizacién y un lema a cerca de los arboles
en (w*)<¥, con ciertas propiedades, mostramos que para cada p € w* existe
un espacio en el cual el G,-juego es indeterminante. Las seccién finaliza
con la construccién de un espacio numerablemente compactoX tal que 77 T
Gy(xz, X), para todo z € X y p € w*. La prueba de la indeterminacién de los
juegos W, G y G,, esta en la seccién siguiente, para esta, usamos un resultado
andlogo a la caracterizacién de estrategia ganadora de I/ con arboles y una




caracterizacién topolégica de la estrategia ganadora del jugador I en un
espacio numerable, regular y primero numerable. Cabe mencionar que esta
prueba esencialmente fue hecha por P. Nyikos en [Ni]. El capitulo termina
con un par de resultados, los cuales muestran que ¢ es la minima cardinalidad
de un espacio X € w* no discreto tal que I + G(X).

El material que se presenta cn esta tesis, fue realizado en colaboracién
conjunta con el Dr. Salvador Garcia Ferreira (capitulo 2y 3) y el Dr.  Michael
Hrusiak (capitulo 4), en la bibliografia podemos: encontrar los articulos que
estan en colaboracién conjunta.

- En’ el praceso de dosarrollo de una iden,
ésta pucde siendo
> d

a Sl e excluye

ia

puede q
oxcluya ol cracimiento.
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Notaciéon y Convenciones

En las siguientes lineas, enunciamos algunos de los términos y conceptos mas
usados en este trabajo, con el fin de evitar confusiones y lograr que este
trabajo seca lo mas autocontenido posible. En la parte final, se encuentra un
indice de los simbolos con su definicién o su referencia de pagina.

Al conjunto de los nmimeros naturales, 0, 1, 2, ... lo denotamos como w,
este simbolo también lo usamos para representar al primer nimero ordinal
infinito, en este contexto queda claro que escribir 7 < w y n € w representa
lo mismo. Para denotar niimeros ordinales lo haremos con las letras «, 3,
v, #t y v y para cardinales con £ y A. El primer ordinal no numerable es
denotado por w; y ¢l cardianal del continuo, 2%, es denotado por c.

Todos los espacios que consideraremos en este trabajo serian Tychonoff
(i.e. Hausdorff y completamente regular), salvo que se indique de manera
especifica sus propiedades. Una sucesién en un espacio X, es denotada como
(Zn)n<w © como una funcién f : w — X. Para denotar que limz, = =z,
usualmente escribiremos como z,, — x.

Al conjunto de vecindades de un punto z en un espacio X lo denotaremos
por N (z). Si A es un subconjunto de X, y = € X, decimos que z cs punto
de acumulacidon de A, si para cada Ve N(zx), Vi (A\ {z}) #£ 0.

Un espacio se dice que es numerablemente compacto si todo subconjunto
infinito tiene punto de acumulacién. Si un espacio cumple que para todo
subconjunto 4 de X y =z € A, existe una sucecidn (z,)n<w cn A tal que
z, — x entonces es llamado un espacio de Fréchet. Si pasa que para cada
punto z € X, y cada sucesién (A, )< de subconjuntos de X conx € A, para
cada n < w, existe una sucesién (z,)n<w tal que z,, € A,, y £, — x, entonces
se dice que X es un espacio estrictammente Fréchet. Un espacio X se le llama
sequencial si sucede que para todo subconjunto A de X no cerrado, existe
una sucesion (Zp)n<w € A y un punto z € X \ A4, tal que =z, — z. Cuando en

un espacio sucede que la cerradura de todo subconjunto abierto es abierta,

ix
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entonces es llamado espacio eztremadamente disconexo. Si_ocurre que en
cada punto del espacio, la interseccién de cualquier conjunto numerable de
vecindades, es vecindad del punto, entonces se dice que es un P-espacio.




Capitulo 1

Introducciéon

En este capitulo se establecerin las notaciones y convenciones de.la:tesis."
Usaremos principalmente las que se encuentran en los libros [CN], [HS], [KV] -
y [Wal.

Los objetivos del capitulo son dos: El primero, es dar una breve intro-
duccién a la Compactificacién de Stone-Cech de w y el segundo, introducir
los conceptos y terminologia del W-juego y del G-juego.

Las secciones estidn escritas de manera muy resumida, sdlo se enuncian
definiciones y resultados, cuyas demostraciones se pueden encontrar en la
bibliografia citada. En la primera seccién introducimos el concepto de ul-
trafiltro (en w) y enunciamos algunos de sus resultados mas generales; esta
seccién es complementada posteriormente. La seccién siguiente esti com-
puesta de dos partes; en la primera de ellas enunciamos algunas de las
propiedades topolégicas de B(w) y w*, que se derivan de propiedades com-
binatoriales de w, asi como también algunas propiedades de la extensién de
funciones definidas en w. En la segunda parte de esta seccién, definimos los
(pre-)ordenes de Rudin-Frolik, Rudin-Keisler y Comfort, enunciamos varias
de sus propiedades, ademsds de otros resultados relacionados con las fun-
ciones extendidas, también introducimos los conceptos de p-limite y de p-
compacidad.

La tltima seccién es referente a los juegos citados; sélo contiene defini-
ciones y algunas observaciones. El objetivo de ésta es introducir la notacién
que serd usada en los siguientes capitulos.




2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1 Resultados basicos en ultrafiltros

Aunque es posible hablar de el concepto de filtro y ultrafiltro de manera muy
general, nosotros solo hablaremos de estos conceptos en w, ya que para los
fines de este trabajo, no es necesario mencionar mayores generaluacxones )

Definicién 1.1.1. (a). Un filiro F en w es un subconjunto de P(w) tal,que

e F#Oy0 & F;
e FNF'e F, para todo F,F' € F; y
° SiFCF'Cw,/Fef entonces F' € F.

(b). Un subconjunto B de 'P(w) ‘es base de ﬁlt'ro st

e B#0,0 ¢ B;. J
® Para toda subfamilia finita .A de B e:czste A eB tal que AC ﬂ A.

(c). Un filtro F en w es llamado ultra ltro sz. L .

e F es un filtro en w, y
e F no esta propiamente contenzdo en: otro ﬁltro de w.

El conjunto Fr = {A C w : |w\ A <;2‘fto}’}e's;unbﬁltro, el cual es llamado
el filtro de Fréchet. BT Vo S :

Lema 1.1.2. Sean F un filtro en w. y

‘w.  FEntonces uno de los siguientes
enunciados es cierto. ) C -

(1). Eziste B € F tal que Arh B
(2). {ANB:Be F} es base de,ﬁltro g

Se dice que un conjunto A. tlene la jo3 ogledad de la mtersecc16n finita, si
M F # 0, para cada subcon_]unto ﬁnxto F-de. .A

Teorema 1.1.3. S7 0 # F C ’P(w), entonces los szguzentes enunczados son
equivalentes. ;
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(1) .7-' es um: ultraﬁltro en.w:

(CYE Fes un ﬁltro Sy i ' J F€-F; entonces
: Fn.’)’-‘;é(b- S

(5). Ewiste i € w tal que F = {n}.

Los tnicos ultrafiltros a los cuales se les pueden definir explicitamente
todos sus elementos son los ultrafiltros principales. Por el Teorema 1.1.4.(3),
obtenemos que si F e¢s un ultrafiltro no principal en w, entonces JF contiene
cl filtro de Fréchet. Por lo tanto, si el filtro de Fréchet puede ser extendido a
un ultrafiltro, entonces concluimos que existen los ultrafiltros no principales.
Por ello es que trabajaremos en ZFC, ya que el Axioma de Eleccién nos
permitc obtener una gran cantidad de ultrafiltros libres. ?!

! Existen modeclos axiomdticos en los cuales no hay ultrafiltros libres en w.




4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Teorema.1.1.5.(ZFC). (Tarskx) Si F. es.un ﬁltro en w, entonces.eriste.un
ultraﬁltra P e'n.w tal que .7-' C p L : : .

En este trabajo, los filtros los denotaremos por letras como F,H,...y los
ultrafiltros como p, q, 7, ...

1.2 El espacio topolégico G(w)

Existen diferentes formas de construir la compatificacién Stone-Cech de un
espacio topolégico. En el caso de que el espacio sea discreto, su compactifi-
cacién de Stone-Cech puede ser vista como el conjunto de ultrafiltros sobre
el espacio. En este trabajo, tomaremos este enfoque en el espacio discreto w.
Esta seccién exhibe algunos resultados de la compactificacién de Stone-Cech
de w (denotada por 8(w)) y de su residuo w* = B(w) \ w. Finalizamos con un
teorema (el cual usaremos frecuentemente) que enuncia varias propiedades
de la extensién de una funcién de w a B(w).

Definicién 1.2.1. (a). B(w) = {p: p es un ultrafiltro en w}.
(b). Para A Cw, A= {p € B(w) : A € p}.

Lema 1.2.2. Sean A, B C w. Entonces, se cumplen las szguzentes propiedades:

(1). (AnB)—AnB

(2). (AUB) =A

@). GNAD) =B \A
(4).‘ A= '?D-"si y‘sléojo siA=10."
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(5). .;l (w) .81 Y sola si-A=w.
A=PBsiy solo st A B

(6).

Por el inciso (1), los conjuntos de la forma. A son cerrados bajo intersec-

ciones finitas. Por lo tanto {A: A C w} forma una base para una topologia
en B(w). Esta es la topologia que le daremos al conjunto B(w).

Para cada n € w, el ultrafiltro {4 C w : n € A} que pertenece a B(w), lo
identificaremos con n. Asi, w se vé como un subespacio de B(w).

Teorema 1.2.3. (1). El espacio B(w) es compacto.

(2). Los conjuntos de la forma A son.los conjuntos cerrado-abiertos de

B(w).
(3). Para todo A Cw, A= Aﬁ(u)
(4). Para todo A Cw ytodon € w, p& Aﬂ(w) si y solo si A € p.;

(5). El subconjunto w de B(w), es densa. ‘Este esta for'rna.da par todos los
puntos aislados de B(w).

(6). Si U es un conjunto abierto de B(w), entonces tt'zmbz"én T 10 es.
Teorema 1.2.4. El espacio B(w) es la compactiﬁcacio’ﬁ de Stone-Cech de
w. Fs decir, w es un subespacio denso de B(w) y ademas para cualquier

espacio compacto X y una funcidn continua de f : w — X, eriste una inica
extencion de B(w) a X.

Los siguientes resultados son un resumen de algunas propledades topols-
gicas de B(w) y w*.
Teorema 1.2.5. (1). (B. Pospisil). La cardinalidad de 8(w) es 22° = 2¢,

(2). (E. Cech). La cardinalidad de cualquier conjunto cerrado e infinito de
Bw) es 2°.

(3). Todo subconjunto abierto no numerable de B(w), tiene cardinalidad 2°.
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Proposicién 1.2.6. El espacio B(w) es cero-dimensional (tiéne'ﬁha base.de ...
cerrado-abiertos) y, por tanto, es totalmente disconezo (los unwos subcon-
Jjuntos conezos son los que tienen un solo punto). R

Teorema 1.2.7. (1). Todo subconjunto ce'rrado abzert

"?dé”ﬂ(lu)"'es“de la
forma A para algin subconjunto. A de w. [N

(2). Todo subconjunto abzerto de ,B(w) que znte'r‘secta w‘ tzene cardzna,l'l.dad
o€ B : ,

(3). (E. Cech). EI espdcib iI) ctb: ;’/isi'ri'puntosa‘islados.

Definicién 1.2.8. Sea Ag

Teorema 1.2.9. Sean A;B
(1). B* € A* si y solq
(2). B* = A* si y sdlo \ A).: es finito.

(3). B* N A* #0*5{)5010 , infinito.

(). BnA = (BnaAy.

(5). B-UA* = (BUA). =

Proposicion 1.2.10. Todo subconjunto cerrado abzerto de w* esde la forrna
A* . para algin A C w infinito. El conyuntou{A CAY € [w]“’} es: una base de
w* que consiste de cer'rados-abze'rtos v i : ST

Proposicién 1.2.11. S A" _'/B",'
de w* , entonces existe un autom fis

son ubcan]untos cer'rado abzertos ipropios

Corolario 1.2.12. La Jrbita dé‘un D

. - de w* bajo ho?ﬁeom'orﬁszrnbs‘ de
B(w), es un subconjunto denso de w*." ST R e T
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Teorema 1.2.13. La celularidad. jel’,\ﬁesd;de wr.esc.. ..

Teorema 1.2.14. Para todo A € [w]¥, A“;*co“'}iztvi_ebri‘eidna"rco‘piq de w*.

Teorema 1.2.15. (1).. " Todo G’;-subconjunto (‘m n,numerablc de
conjuntos abiertos) no vacio de w* tzene znterzor ‘no:vacio.

(2). Toda union numerable de subcon]untas nu 'di' W es,n'unca.
denso (A es nunca denso si int(cl(A)) =0). :
(3). B(w) es un espacio exiremadamente dzscone

,(la ce'rradura. dc tado
subconjunto abierto es abierto), pero w* no lo es. : :

Si X un espacio Tychonoff y f : w — X es una:funcién continua, su
extension Stone-Cech es denotada como f : Bw). — B(X) El: Teorema
siguiente enuncia algunas propiedades que tiene'la extensién de una funcién
con dominio w y rango un subconjunto de B(w). Cuando 1ntroduzcamos los
ordenes en B(w), veremos mads de estas propledades :

Teorema 1.2.16. Sean p € w', f.g € w. Entonces
(1). f(p) ={ACw: fA] €p).

(2). (Frolik) f(») =p SE _/ sol' s’:

(3). (Frolik) Si f no. tzene 'p ntos ﬁ]os,
tiene puntos fijos.

fw f(n)—n}EP

ntonces f ﬂ(w) - ﬂ(w) tampoco

(4). Si ademds f es un’ eﬁca]e, f(p) g(p) si' y sclo si {n <w: f(n) =
g(n)} € p. : v

3). Sih:w—w", entoncés il(p) ={ACw:{n <w:Ae€h(n)}ep}
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1.2.1. Tres ordenes en S(w)

Los tres ordenes que se introducen en esta seccién, han servido para clasificar
ultrafiltros, entender parte de la estructura intrinseca de éstos y estudiar
propiedades topoldgicas del espacio 8(w) y de sus subespacios. En esta breve
introduccidn, sélo mencionamos algunas de las propiedades de estos ordenes,
que estaremos usando constantemente. Por comodidad, escribiremos orden
en lugar de pre-orden u orden parcial.

El Orden Rudin-Keisler en 8(w).

Definicién 1.2.17. Sean p y q ultrafiltros en w .
(a). Decimos que p = q si existe una permutacion 7 en w tal que 7‘rr(p) =
(b). (pre-orden Rudin-Keisler). p <py g si existe f € w¥ tal queff(q)' = p.

Es ficil demostrar que la relacién =~ en S(w) es una relacién de equiv-
alencia y que <gy es un pre-orden no anti-simétrico en B(w).. La clase de
cquivalencia de un elemento p de 8(w) la denotamos por T'(p) y le llamaremos
el tipo de p. En general, si $ € B(w), el conjunto de todos lo tipos en S lo
denotaremos por T°(S), es decir T(S) = {T'(p) : p € S}.

Teorema.1.2.18. Para p,q, 7,5 € B(w) y f € w¥, se cumplen las szgmentes
propzedades

1-p <n1\ p.

(2) Sl p <m\ q.y.q <RK r, entonces p <RK 7.

(5) Fp)=psiy solo s7 ‘e:mst 'e.’fl;qx es.uno_a uno.

Observacién 1.2.19. Del: Teo ,
de manera natural un arden p
st pasa que p <px q. Rt

nterior,: deduczmos que se puede definir
T(,B(w)), deﬁnzendo T(p) <RrK T(q),
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Definicién-1.2.20:% Sean p,q € ,B(w) :Decimos ‘que.p-<px .q.si se.cumple
quep<m<(1Jpaéq :

Por 51mp11c1dad escnbu‘emos RK- mlmmal RK-comparable y RK-xncom—
parable en lugar de < RK-m' } K comparable y < RK—lncomparable,
respectlvcxmente : A o

Pa.ra.pew y\Cw

(a). T(p) = {f(p

para Ceada P e w S(p) c R(:n) c T(p) < Pmc(:o);;

Est ev1dente Qﬁe,.
8 »(p) En [HST]

S() € R(p) S I(p)  Pric(p) y también que T@ NI (p)
se demuest:ra que S(P) # T (p) y que S(p) # I(p). :

La cardmahdad de alglmos de estos subcon_)untos se estxma en el sngulente
Lema. . :

Lema 1.2.21. Para ‘cadap & w*, se ltiene que
). ITE) =2+
(2). | Pric(p) = 2v.

3. He'e ﬁ(w) P <rK q} = 22”

4). T(p) es un con]unto denso en ﬁ(w)
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Ademds |T(B(w))].= 22.

Definicién 1.2.22. Sea p € w™.

(a). Decimos que p es un P-punto si para’ cada‘partzczon {I, : n"< w}
de w en conjuntos infinitos que no estdn: en p, eriste A’ € p tal ‘que
|[ANI,| <R para todo n € w. ;

(b). Decimos que p es un Q-punto si para cada. partzcwn {I << w} de w
en conjuntos finitos, exriste A € p tal‘qu fl»pa'ra. todo n € w.

Deﬁnlcic‘)n 1.2.23. Un puntox de un esp
stz & a~ para todo subconjunto numerabl

.que es P-Qunto débil

W. Rudin probé que e‘usten
un modelo en ZFC en. el cua
njuhto w*. es (2¥)*-dirigido;
tal-que p <px q para toda

Teorema 1.2.24. (Comfor -
es decir, para cada. S 24
pPES.

Teorema 1.2.25.
de T son ultraﬁltros RK minimalesen
entre st.

K. Kunen probo la e*clstenma. de c ﬁltros que son P-puntos debll Yy RK-
incomparables entre si. JEE

Teorema 1.2.26. (Simon). Eziste un conjunto de cardinalidad 2° de ultra-
filtros en w que son puntos débil y RK-incomparables entre si. .

El Orden Rudin-Frolik #(w)

Definicién 1.2.27. re-orden Rudin-Frolik). Para p,q € w*, se dice que
» <grr q, st eriste un encaje f : w — B(w) tal qu.e f(p) = q.
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Lema 1.2.28.. (1) fL]‘tz ‘relacién < pr- es.un pre-orden en w*.

(2). Sipyq € wyp <nrq; entoncesp <pi q-

(1). Sip=p', q= q Y1
(2). p=qgsiy svo:lo s
(3)- |Pre(p)] =
(4). 1SrF(P)I-
Observacicb‘)n‘n;_li’
de manera natu

Usando el terce‘

inciso del Lema. 1 2 30 Z Frohk [Fro] demostré que w*
no es homogeneo : . X
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Teorema 1.2.32. (Frollk) Sea. p <. w oty Y} con]unto

. g€ w q <m~ P}

es linealmente ordenado con el orde

Este es un ultraﬁltro que se consxdera como un elemento de w* ya que
WX w Yy w son homeomorfos e .
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Lema 1.2.37.

(Blass). S Siprg.cwty foiw — T(q) es un encaje,” se tiene

Teorema ‘ e ‘o Entonces

) ;(-I‘{: KD G T para toda. rew

Si'q R T, entonces p @

(2). ,
(3). Sig=T, ,éntonces q ®Rp ~ r® p.
(4). SipRr =~ p® q entonces r == q.
(5). Sip® 7 = q® 7 entonces p = q.

El Orden Comfort en w*

Para definir el pre-orden de Comfort, necesitamos el concepto de p-limnite,
el cual es una generalizacién natural de la convergencia de una sucesién.
Cuando se escribe p— lim z,, = ¥ intuitivamente se quiere decir que las z,,’s
estian “frecucntemente cercanas” a y. Lo “cercano” estd determinado por las
vecindades de y y lo “frecuentemente” estd determinado por los elementos
de p.

Definicién 1.2.40. (Bernstein 1970). Sean p € B(w), (ZTn)n<w una sucesion
en un espacio X y x € X. FEntonces p— hm:z:" =z si v solo St para toda.
UeN@E), {new: z, €U} Ep. : .
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Observacién.1.2.41. Es fdcil probar, que para p.€. w?,. una sucesion (Tn)n<w
en.un espizcio Xiyxz € X, si se define una funczo fidelwen X como
f(n) ==z, para’cada’n € w, entonces p— hm :z:,1
es'la e:z:tenszon de Stone-écch. de f :

Definicién 1.2.44. (Bernstein).: Un espacw A
f € X¥, se tiene que f(p) € X, dondep € w*

para algun p € w™

Teorema 1.2.45. Sea p e wr ./;X_‘Tun;equczou(I‘ychonoﬁ Entonces el
espacio TR G N

Bp(X) = n{Yv: XC_ZYQ B(X) y Y es p — compacto}
cumple las szguzentes propzedades:

(a). Bp(X) es p- compacto '

(b). X es densa en BP(A)
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(c). Para. toda. fu'n.czon ‘continua. f.: X —-Z con Z p- compa.cta, la extension
f satzsface que: f[,B,,(X)] cZ. . :

o ue satzsface (a), (b) y (c) es homeomorfo a Bp(A)

Definicién 1.2;46. (Comfort). Sean p,q & -w".‘ <Efntonces P ¢ q st todo
espacio g-compacto es p-compacto. S = TR .

No es dificil mostrar que <¢ es un pre-orden en w®*. A este orden se le
conoce como el orden Comfort en w*. Decimos que los ultrafiltros p y ¢ de w
son Comfort equivalentes o que son del mismo tipo de Comfort si se cumple
que p <¢ g <c p. A esta propiedad la denotaremos por g ==¢ p. Al conjunto
de todos los ultrafiltros en w* que sean del mismo tipo de Comfort que p lo
denotaremos por T¢(p). Es decir, Te(p) = {q¢ € w* : ¢ =¢ p}.

Teorema 1.2.47. Sip,q € w* son tales que p <pi q, entonces p <c¢ q.k

Teorema 1.2.48. (S. Garcia Ferreira). Para p,q € w*, se tiene que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1). p <c¢ q o _
(2). Bpw). ;ﬁq(w)g v
<3) PE Po(w) :

-

. Entonces se cumple
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(@ {Tol@):a ScpHl =2
(5). |Tc(p)l =2%.
(6).:7[{Tc(1’) ipe w

Teprema 1. 2 54. (S Garc1a Ferreira). Sip,q.€ w* cumplen que p <c.q'y
p es un P—punto débil, entonces: P ‘<ric. q.x En: partzcular el RK—orden v el
C-orden coinciden en él conjunto de los P—-puntos débiles. ’
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1.3 El W-juego y €l G-juego

El objetivo de esta seccién es introducir los conceptos de G-juego y W-juego,
los cuales fueron introducidos por A. Bouziad [Bo] y G. Gruenhage [Gru],
repectivamente. Esto lo haremos con una notacién un poco diferente a la
usada por cllos, la cual nos serd muy til porque abarcaremos mds aspectos
dentro de la teoria de estos juegos y del juego que sera definido en el siguiente
capitulo. Estos juegos introducen ciertas clases de espacios, que estin muy
relacionados entre si.

En cl G-juego y el W-juego, solo hay dos jugadores los cuales denotaremos
por I y II. Las reglas en ambos juegos, son las mismas, excepto en la forma
como es declarado el ganador:

Sea X un espacio y x € X. Los jugadores, I y Il jugarian por turnos.
El jugador I juega primero escogiendo Up € AN (z), el jugador IT responde
escogiendo un punto xg € Up; luego el jugador I escoge U; € N (z), a lo cual
cl jugador I7 contesta tomando xz; € U, y asi sucesivamente. Los jugadores
juegan una cantidad infinita de veces. El jugador I gana en el G(x, X)-juego
(respect. W (x,X) — juego), si {z, : n < w} tiene punto de acumulacién
en X (respect. z, — z). De otra manera, decimos que el jugador IJ es el
ganador de el G(z, X)-juego (respect. W (z, X')-juego).

Una estrategia para un jugador es un algoritmo que especifica cada mo-
vimiento de éste en cualquier posible situacién. Una estrategia es ilamada
ganadora si al aplicarla el jugador en cuestién gana.

Definicién 1.3.1. Sean X un espacio yx € X.

(a). Una estrategia para el jugador I en el G(x, X')-juego (respect. W (z, X)-
juego), es una sucesion de funciones o = {0, : n < w}, donde o, :
X" — N (z) para cada n < w.

(b). Sea o una estrategia para el jugador I. Una g-sucesidn es una sucesion
(Tn)n<w en X tal que z,, € 0,({zo, ---3 Tn—1)), Para cada n < w.

(c). Un estrategia o = {0, : n < w} en el G(x, X)-juego (respect. W (z, X)-
juego) para el jugador I es llammada estrategia ganadora si cada
o-sucesion tiene punto de acumulacidon en X (respect. si cada o-
sucesion converge a x).
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Definicién-1.3.2.-Sean X..un- espdéio’ vz &X.

(a). - Una estrategza. para. eljugador ITenel g(:z:, X) ~juego-(respect.. W (xz, X)-
r]uego), v esiuna sucesion-de: funczones f‘{w}tf{dande
: XX N(z)n+1 _') X-es tal que Pn((xo, =iy z-n—l) (‘/0: ShVa) e Vi,

; pa.'ra cada n < Wi e (RN

(b). Sea p una estra.tegza para ‘el ]ugador II. Uﬁa—su'cesio‘n“ Vi, Tn)
n < w) donde V,, € N(x) 'y z, € V, es una p-sucesidn si x, =
Prn({Tos eevs Tne1); Vo, ooes Va)) € V., para cada n < w.

(c). Un estrategia p = {pn : n < w} en el G(z, X)-juego (respect. W(x, X)-
juego) para el jugador II es llamada estrategiac ganadora si en cada
p-sucesion (Vn, Za) : n < w), la sucesion {xn : n < w) no tiene punto
de acumulacion en X (respect. si la sucesidn {(z, : n < w) no converge
azx).

Definiciéon 1.3.3. Sean X un espacio y x € X.

(a). Fl simbolo I + G(z, X) significa que el jugador I tiene una estrategia
ganadora en el G(z, X)-juego. Similarmente se define I + G(x, X).

(b). E!l simbolo I + G(X), quiere decir que para todo x € X, I t+ G(x,X).
Andlogamente se define I1 + G(X).

(c). El simbolo I L G(x.X), quiere decir que el jugador I no tiene es-
trategia ganadora en el G(x, X)-juego. De la mismna manera se define
Ir z, X).

(d). I 1 G(X) quiere decir que para todo x € X, I | G(x,X). Similarmente
se define Il ) G(X).

De manera similar se definen 7 4 W (x;. X), Ir T VV(a: X), I | Wz, X),
IT L W(z, X), I TW(X), IT+ W(X) Iy W(X) y Iy W(X

Definicién 1.3.4. (G. Gruenhage). Un' espaczo ‘X'es llamado W -espacio si
I+ W(X).

Definicién 1.3.5. (A. Bouziad). Un espacio X ‘es llamado G-espacio si
I1TG(X). :
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-En otros trabajos se. han-usado.los:nombres de W-espacio.y G-espacio .
(véase [Bo], [Ca] y [Gru]), sin embargo no’las usaremos-por considerarlas
inadecuadas para nuestros propésitos. Utilizaremos en cambio las notaciones
de la Definicién 1.3.3. ' : ) :

De las definiciones se siguen las implicaciones:

ITW(X) = ITG(X)
ITtTW(X) «— IITG6(X)

Obsérvese que si X es primero numerable, entonces I 1 W (X). Por otro
lado, la clase de los G-espacios es mas grande, por ejemplo, si X es localmente
compacto entonces es un G-espacio. No obstante, la clase de los G-espacios
no cumplen las mismas propiedades que la de los W-espacios. Por ejemplo,
los W-espacios son preservados bajo subespacios, £-productos y funciones
abiertas, y esto no sucede para los G-espacios.

Dado un juego, uno puede preguntarse si siecmpre existe un ganador
cn el juego; es decir jexiste siempre una estrategia ganadora para uno de
los jugadores?. Cuando la respuesta cs afirmativa, se dice que el juego es
determinante. En el contexto del G-juego, la pregunta se traduce de la si-
guiente manera: jexiste un espacio X tal que para todoz € X, I | G(z, X)
y Il | G(z,X)?. Esta pregunta, se estudia en el Capitulo 4, tanto para
los G-juegos, como para los G,-juegos, que seran definidos en el siguiente
capitulo.
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CAPITULO 1.

TeqIS CON |
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INTRODUCCION



Capitulo 2

Juegos definidos por ultrafiltros

Usando los conceptos p-limite y G-juego, definiremos para cada p € w* un
juego, que denotaremos como Gp-juego. En este capitulo estudiaremos los
Gp-juegos utilizando ciertos subespacios de B(w), los cuales estdn definidos
por los ordenes Rudin-Keisler y Rudin-Frolik.

Comenzamos la primera seccién definiendo el G,-juego. A partir de esto,
enunciamos sus relaciones con el W-juego y el G-juego, mostrando con al-
gunos ejemplos que todos los juegos en cuestién son diferentes. En la seccién
siguiente, nos interesamos en encontrar condiciones en los ultrafiltros para
que el jugador I del G,-juego tenga estrategia ganadora en ciertos subespa-
cios de B(w) definidos en términos del RF-orden y RK-orden (Teorema 2.2.1,
2.2.2 y 2.2.3). En particular (en el Teorema 2.2.4), construimos un espacio
para cada ultrafiltro p € w™*, al cual denotamos por §2(p), que sirve para
probar que el jugador I del G,-juego solamente tiene estrategia ganadora en
ciertos elementos ¢ de 7'(p) (en el siguiente capitulo se hace una general-
izacién del espacio 2(p)). Por otro lado, las condiciones en los ultrafiltros
para pasar la estrategia ganadora de un Gp-juego a otro, estin dadas medi-
ante el Teorema 2.2.4, el cual nos lleva a obtener el resultado mds importante,
el Teorema 2.2.5. La aplicacién de este Teorema en el Corolario 2.2.7, junto
con un resultado de [HST)], da una caracterizacién en términos de juegos
de los ultrafiltros en w que son @Q-puntos. Finalizamos demostrando algu-
nas propiedades del espacio §2(p) y un resultado, que da una cota inferior
temporal, para la cardinalidad de un G-espacio contenido en 8(w).

21
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2.1 El G,-juego

Con e! concepto de Gp-juego, para p € w*, se definen nuevas categorias de
espacios. La scccién esta enfocada a comparar éstas con otras categorias de
espacios.

El G,-juego, es definido de igual manera que el G-juego o el W-juego.
Hay dos jugadores, [ y I], que van tomando turnos para jugar. El jugador I
juega primero, escogiendo Uy € N'(x), luego IT responde tomando un punto
o € Up; después I elige U; € N(z), en seguida el jugador Il selecciona
un punto z; € U; y asi sucesivamente. Los jugadores juegan w-veces. El
jugador I gana en el G,(z, X)-juego, si p— limz, existe en el espacio X. De
lo contrario, decimos que el jugador I/ gana.

Las definiciones de estrategia y estrategia ganadora para los jugadores
I y Il en el G,-juego, son definidas del la misma manera que las del G-
juego (véase 1.3.1, 1.3.2 y 1.3.3 ); sélo se reemplaza la condicién de punto de
acumulacién por la de p-limite.

Definicién 2.1.1. Un g‘spaqz'q X es llamado G-espacio si I T G,(X).

Veamos algunos ejemplos que- muestran e"e‘stés impli-—
caciones no son ciertas. . EY L

Ejemplo (1). El espacio X = £(w) muestra que 1Gp (X)) 7= I T W(X)
para todo p € w*. Si X = w*, es facil ver que TT 1 WL (X)) =TT 1 Gp(X).

Ejemplo (2). El espacio X = B(w) \ PRK(p) muest;ra. que I+ G6(X) =
I T G,(X) (véase el Teorema 2.2.1). 3

Ejemplo (3). Consideremos el espacio X = ,B(w) \ SRp(p) Veamos que
II T Gp(X) #= II T G(X). Probar que It G,(X) es ficil, ya que el jugador
11, solamente tiene que jugar de forma tal que la sucesién resultante del juego
sea discreta en X, con esto tendremos que el p-limite de esta sucesién sera
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un: elemento de Sppr(p) y por lo tanto no esta en X. Ahora, veamos que
II | G(B(w) \ Spr(p)), de hecho, probaremos que I T G(B8(w) \ Srr(p)),
Afirmamos que la estrategia del judador I en este caso, es forzar al jugador
Il a tomar un sucesién f : w — B(w) \ Srr(p) que sea un encaje. Aclaremos
por que esta es una cstrategia ganadora para el jugador I, es decir, veamos
que [ tiene punto de acumulacién en X. Tomemos un ultrafiltro ¢ en w
que sea P-punto débil y g € Prr(p), esto es posible ya que |Prp(p)| = cy
por el Teorema 1.2.26 existe un conjunto de cardinalidad 2¢ de ultrafiltros
RK-incomparables P-puntos débiles. Ademads, tenemos por la Observacién
1.2.33, que g € Sgpr(p). Ahora bien, se tiene que f(q¢) € Srr(p), ya que de
otra manera se contradice el Teorema 1.2.32 (véase [CN, Teorema 16.16]).
Por lo tanto f(q) es un punto en X que esta en la cerradura de {f(n) : n < w},
con lo cual concluimos que [ tiene estrategia ganadora en el G-juego en X.
El Teorema 4.1.5, muestra también un espacio en el que no es cierta la
implicacién IT T Go(X) = IT 1 G(X). ,

El siguiente diagrama muestra cémo se relacionan las categorias de ‘los
espacios definidos por estos juegos, con otros conceptos de topologia ge_heral
(para las implicaciones con el W-juego, vease [GN]). )

X es compacto
X ‘es numerablemente

X es primero:: L
- e8P : X es p-compacto - —,

numerable. compacto

ITWw(Xx)y - — I1Gu(X) —ITG(X)
X es estrictamente X es'ld‘caimente

Fréchet - - . compacto

X es Fréchet
X es Séct_xencial

HX) i
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. X es extremadamente:.
disconcexo S

. G és:P-espaCiO'

IITI«V(X) e— IITg,,(X) <— - IITg(X
Otra relacién que tamblen sale de las deﬁn1c1ones es. :

X es estrictamente Frechet. — II 1 W(X)

2.2 (G,-espacios

El enfoque de esta seccidén estd encaminado en dos sentidos: la clasificacién
de los G,-juegos usando las comparaciones de los ultrafiltros, definidas por
los 6rdenes del capitulo anterior. El otro es el opuesto, es decir, buscamos
comparar ultrafiltros usando los G,-juegos. Para esto, tomamos espacios
que muestran que si los ultrafiltros satisfacen alguna propiedad, entonces
el jugador I (o II) de cada uno de los juegos tiene estrategia ganadora y
viceversa.

Teorema 2.2.1. Sean p,q € w*, p # q. Entonces I 1 g,,(ﬁ(w) \ PRK(p)) sty
solo si ¢ Lric P-

Prueba: Pongamos X = B(w) \ Prr(p).-

Necesidad: Fijemos x € X y sea o una estrategia ganadora. para ‘el _]ugador
I en el G,(z, X)-juego. Como w es denso en X, podemos tomar una o-
sucesion (kn)n<w contenida en w, tal que k, # km para:in < m < w. Por
hipétesis, r = ¢g— limk, € X. De aqui obtenemos que. T ' Lpx py r = q, por
lo tanto q L rx D- )

Suficiencia: Supongamos que q €rx Py fijemos z en X. Como X es cero-
dimensional, el jugador I puede forzar al jugador IT a escoger un subconjunto
discreto {z, : n < w} de X. Para este conjunto tenemos dos casos:

Caso (i): A = {n < w : z, € w} € ¢. Sin perdidad de generalidad,
podemos suponer que |A| = |[w\A| = Ry. Sea f : w — w una funcién inyectiva
tal que f(n) = x, para cada n € A. Es ficil ver que de la definicién de p—
limite se obtiene que ¢—limz, = ¢g—lim f(n) = (@), ¥y ademas f(q) =
Con lo cual concluimos que f(g) € X = Bw) \ Prx(p)-
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-Caso-.(ii):A-=.{n < w.: Tpn. € w4} . €.q. AvNueva.ment;e,,sin perdida
de generalidad |A] = |w \ A] = Ro.: Sea f : w —w* un-encaje tal que
f(n) = z, para cadan € A. De la definicién de p-limite, se’ obtiene que
f(q) = g—limz,. Por lo tanto ¢ <rr f(q) De esta ultlma desxgualdad y de
nuestra hipStesis, se obtiene que f(g) € X: 7~ - s : a

También es ficil probar que I7 1 g,,(,B(w) \ PRK(]J)) — q <RK p Con
lo cual se concluye que I | G,(B(w) \ PRK(p)) <=> It g,,(ﬁ(w) \ Pri(p))-

Cambiando el RK-orden por el RF—orden en_ el Teorema anter:or, obtene-
mos un resultado anilogo cuya demo’tracmn es muy sunxlar ‘

Teorema 2 2 2. Sean P, q Ew*, P ;é q Entonces

! 518
hecho dc que ‘dos ltraﬁltros sean R.F-comparables

Teorenia 2.2.3, Seqn P.qg < w‘, r # q. FEntonces se tiene que p y q son
RF-comparables si y solo st IT 1 G,(B(w) \ Srr(p))

Prueba: Suficiencia: Si p y ¢ son RF-incomparables, entonces Sgpr(p) N
Srr(q) =6 (por el Teorema 1.2.32). Por lo tanto, para cada encaje f : w —
B(w) \ Srr(p), se tiene que f(g) & Srr(p), luego f(q) € B(w) \ Srr(p). Con
esto tenemos que el jugador 7 tiene una estrategia ganadora en el G,-juego,
la cual es forzar a que el jugador 77 tome una sucesién discreta de puntos
Necesidad: Ahora, supongamos que p y g son RF-comparables. En el
caso de que p <gr ¢, entonces la estrategia del jugador /7 en el G,-juego
es escoger una sucesién de puntos (Zn)ncw en X M w* que sea discreta, con
esto se tiene que ¢ <ppr g— limz, = x y por transitividad, p <gr z, por lo
tanto z € B(w) \ Srr(p). Ahora, supongamos que ¢ <pr p. Entonces existe
f:w — w* tal que f(g) =p. Afirmamosque A ={n<w:p <pr f(n)} €q.
Ya que si A € ¢, entonces para un encaje g : w — T'(p), se tiene que
{n < w:g(n) <pr f(n)} € q. Por el Teorema 1.2.35.(5), esto implica que
9(q@) <rr f(g) = p. Como p <px P ®q = g(g), se tiene que p <pr p, lo




26 CAPITULO 2. JUEGOS DEFINIDOS POR ULTRAFILTROS

cual es-imposible. ‘Por.lo.tanto.w:\*A" € ¢.-"Ahora,. consideremos el siguiente
conjunto B = {n'< w:p:<pr-f(n) ®f(n)}. Tenemos dos casos.

Caso (i): B € ¢.- Usando que w \ A € ¢ y el Teorema 1.2.32, tenemos
que el conjunto {n < w : f(n) <pp p} € q. En este caso, la estrategia de IJ
en el G,-juego es tomar una sucesién de puntos (x,)n<. discreta, contenida
en T'(p). Luego para g : w — T'(p) definida como g(n) = xz,, se tiene por el
Teorema 1.2.35.(5), que f(q) <rr g(q). Es decir §(q) & B8(w) \ Srr(p)-

Caso (ii): B &€ ¢q. De esto, obtenemos que para cadan € w \ B, f(n) ®
f(n) € Srr(p). En este caso, la estrategia del jugador IJ es tomar en el
n-esimo paso, g(n) € T(f(n) @ f(n)), sin € w\ B y un punto arbirtrario
cuando n € B. Con esto, se tiene que {n < w : f(n) <gpr g(n)} € q, lo cual
implica que f(g) <rr §(q). Por lo tanto 3(q) & Srr(p)-

El Teorema que a continuacién enunciamos, lo utilizaremkos en resultados
posteriores. Una primera aplicacién es en el Teorema 2.2.5 elcual ayuda a
dar una caracterizacién por medio de nuestros _]uegos de’los ultraﬁltros que
son Q-punto. ) :

Teorema 2. 2.4. Para cada P € w*, existe.un es

cada f : w — ,B(w) deﬁmmos A
Xy = R(p) Para v < w1 ord' 1
definimos: -

Xo= (/) s w—m,‘esvu,

Veamos que Q(p) = LJ,,<“_,l A., es el ‘espacio requendo, cuya topologla es
la de subespacio de B(w). La estrategia del jugador I en el G,-juego, sera
forzar al jugador II a tomar un subconjunto discreto {z, : n < w} de Q(p),
de tal manera que la subsucesién {z, : z, € w,n < w} sea estrictamente
creciente. Por construccién, el p-limite de la sucesiéon (Zn)n<, esta en Q(p).
Esta estrategia de I es factible ya que B(w) es un espacio cero-dimensional
y €(p) es un subespacio. Por lo tanto, I T G,(Q2(p)). Sea g € T'(p) \ R(p).
Definiremos una estrategia ganadora para el jugador II en el G,-juego. Como
w es denso en Q(p), el jugador IT puede jugar en cada partido un sucesién
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estrictamente creciente (Zy)n<w contenida en w. Definimos f : w — w como

f(n) = z, paracada n < w, y r = f(g) = g—limz,. Supongamos que
r € Q(p), entonces existe una funcién inyectiva g : w — wy A € p tal que gla
es estrictamente creciente y §(p) = r = f(g). Como g € T (p), entonces existe
e € Per(w) tal que é(p) = ¢. Con lo cual se tiene que Flép)) = §(p); pero
por el Teorema 1.2.35(1), B={n € A: f(e(n)) =g(n)} € p. Sean m,n € B
con n < m. Como gla es estrictamente creciente, se tiene g(n) < g(m) y
por consiguiente f(e(n)) < f(e(m)). Por otro lado, como f es estrictamente
creciente, e(n) < e(m). Esto significa que e|p es estrictamente creciente,
lo cual lleva a una una contradiccién. Por lo tanto, » &€ Q(p) y entonces

I 1G4,(2(p))-

El siguiente resultado muestra las condiciones en los ultrafiltros p y g,
para que se pueda trasladar la estrategia ganadora del jugador I en el G,-
juego al jugador I del G;-juego. Para llevar acabo la demostracién, definimos
la concatenacién de sucesiones ﬁnltas de puntos

Sean sy :'n.—. Xy sz : Mmoo X dos.; sucesmnes ﬁnlta.s de puntos
en un espacio N (n,m . € . w), la concatenacu)n de sl y Sz €8 la funcxon
Ss1 32.n+m——)Xdeﬁn1dacomo‘k” B : e : :
‘ "'sl(k:) 51 A.<n R e
Sz(k) { sa(l) sii ke n+l y k: < n+ ™.

Teorema 2 2.5, Para cada. p e w 5 se tzene que los szguzentes enunciados
son equzvalentes : : S .

M). g€ R(p) 4
(2). Para todo espacio X I T g,,(X) st y solo st I T G,(X).

Prueba: (1) = (2). Por el hecho de que ¢ € R(p) si y solo si p € R(q),
es suficiente probar que si I 1 G,(X), entonces I T G,;(X). Por hipétesis,
existe f € Per(w) y A € p tal que f|4 es estrictamente creciente y f(p) = q.
Enumeremos A en orden creciente {a, : n < w} y sea b, = f(a,) para cada
n € w. Fijemos £ € X y tomemos una estrategia ganadora o = {0, : n < w}
para el jugador I del G,(x, X)-juego. Definiremos una estrategia ganadora

= {7, : n < w} para el jugador I del G,(z, X)-juego. La idea para definir la
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estrategia de este jugador es la siguiente: Mentalmente €l jugara también otro
juego en el tablero del G,(z, X)-juego usando la estrategia o. Después de un
movimiento del jugador IZ del G,(z, X')-juego, el jugador I “trasladara” este,
a un movimiento del jugador II del G,(x, X)-juego, responde a este usando
oy luego regresa al tablero del G,(z, X)-juego trasladando esta respuesta a
un movimiento que contesta la jugada anterior del jugador I7. Para escribir
de manera precisa esto, definimos (¥ = 0sii =0,y ® = (z,...,xz) si i > 0,

ademds sea h; = a; — a;—; — 1, para cada 7 € w \ {0}.
Definimos 7, : X™* — N (x) como:
X sinew)\ B.

Tn(Zo, T1y ooy Tn) = Ca (z(au—l),—\wboﬁx(lu),«zblA‘_‘f\z(h;_,),«zbi_lAx(h.-))
51 n.=b;.
Ahora, veamos: que r = {Tn e < w} es una estrategla. ganadora para

I en: el g.,(z, 4\ )—Juego Sea. (yn)n<w un ‘ent X Con51deremos la

A, entonces

y st n=aj para. alguna < w, entonces
Ty = $a, = ij <€ 76; (Yo, Y1, .ee 1ybj—1) = g
T g (@@ Dy, g~ Jb

Esto. muestra que (ZTn)n<w €S una o-sucesidn. Por hlpotesns, existe y € X
tal que y = p— limz,. Veamos que y = g— limy,,.; Sed’ V.e N (y), entonces
{n <w: =z, € V} € p. Lo cual implica que Ay {n w ;:z:,1 €V} = {a,:
T, € V} € p. Por lo tanto f[{a, : €.V} € q. De
donde se sigueque {n<w:y, € V} €gq, para cualquler‘V e N(y),; es decir
Y = q—limyn.

(2) = (1). Si g ¢ Prx(p), entonces por'el: Teorema 2.2.1 se tiene que
I 1T G,(B(w) \ Pri(p)). Por lo tanto I 1 g,,(B(w) AV PRK(p)), pero esto es
imposible (ya que contradice el Teorema 2.2.1). Asi: que ¢ <px p. Por un
razonamiento anilogo, también se prueba que p <prk' ¢. Por consiguiente
» = q. Si g ¢ R(p), entonces por el Teorema 2.2.4, existiria un espacio X tal
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que 1T g,,(X) tal que I ,L g,,(X) lo_cual. es.una contradiceién ,;Por lo tanto
qGR(p) : s L FRREEE T

g,,-_]ucgos. :!',;

Lema 2.2.6. [HVS"';I“]);“ se

creciente.

Corolario 2. 2. 7. Seap e w*. Enta lvojsvsng entes. nu;nyciardols_ één'equiv-

alentes:

(1). p es un Q-punto..

(2). Pa'ra. todo espacio X, st I T g,,(X), ‘entonces I'T gq(.x), para. todo
qeT(p). ; S

Prueba: (1) == (2). Por el Lema 2. 2 6 T(p)
2.2.5, hallamos que si 7 1 g,,(.x), en

(2) == (1). Por el Teorema 2.2:
se concluye que p es un Q-punt:o

R(p) Al aphcar el Teorema'

Los siguientes resultados; descrlben lguna.s propiedades-del espacio Q(p),
las cuales son muy parecidas a’ las del espacio ,Bp(w) (vea.se [G- Fl] y: [G-F2]).

Lema 2.2.8. Sean p,q € w*. Sz q € Q(p), entohces R(q) C Q(p).

Prueba: Sea ¢ € Q(p). Como Q(p) = U,.., Xu, entonces existe v < wy
tal que ¢ € X,. Si v =1, entonces ¢ € R(p), por lo tanto R(q) < Q(p).
Supongamos que para toda s € X, con u < v, R(s) C Q(p). Por definicién
es suficiente analizar el caso en que v = 4+ 1. Sea g : w — X, un encaje
tal que g(p) = q con g|a4, es estrictamente creciente y tomemos r € R(q).
Por la definicién de R(q), existen i € Per(w) y A € g tales que h.(q) =ry
h|a es estrictamente creciente. Por lo tanto, r = h(§(»)). Tenemos que la
funcién h o g : w — B(w) es un encaje. Para probar que = € Q(p), nos falta
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ver que ho g| Apgy €S estrictamente creciente .y que: h.oy[w] <. (p). Como h es
una permutacxon, hallamos que A;, =-Aj,. Si: A,wy & p,-entonces podemos
modificar 2 o g de tal forma que Aheg = 0 'S ‘pongamos que A;,, € p. Ya
que B = {n<w:g(n)€A}ep,BﬁAh° € p. Sinme BN A,

entonces g(m), g(n) € A. Ademds, si n <'m, entonces h(g(n)) < h(g(m)g
Por lo tanto, & o g|BnA,_ es estrictamente creciente. Podemos modificar
h o g, de forma tal que A,-wg = BN A;,,. Con esto aseguramos que la funcién
h o g sc estrictamente creciente en Ajog- Solo resta demostrar que la imagen
de hog esta contenida en Q(p). Para esto, es suficiente con probar que
{n < w: h(g(n)) € Q2p)} € p. Como B € p, entonces para cada n € B,
A € g(n). Asi que h(g(n)) € R(g(n)) pues h|4 es estrictamente creciente.
Por la hipétesis inductiva, se tiene que R(g(n)) C Q(p), luego h(g(n)) € Qp),
para cada n € B. Se concluye que el conjunto {n < w : i(g(n)) € Q(p)} es
un elemento de p ya que contiene a B. O

Teorema 2.2.9. Seanp,q € w*. Entonces, I T G,(2(p)) st y solo st q € Qp).

Prueba: Necesidad: Sea o una estrategia ganadora del jugador I en el g.,
juego. Como w es denso en Q(p), entonces cs posible encontrar una o-sucesién
f € w”*. Luego, por hipétesis tenemos que f(q) € 2(p). Ya que ¢ € R(f(q)),
se sigue del Lema anterior que g € Q(p).

Suficiencia: La estrategia o del jugador I en el G,-juego es obligar a que el
jugador /7 tome puntos de tal manera que la sucesién resultante f : w — Q(p)
sea un encaje y f|a, es estrictamente creciente. Sea g € Q(p). Si g € X,
entonces la conclusién se sigue del Teorema 2.2.5. Supongamos que ¢ € X,
Y que para toda s € X, con v < u, I gana con esta estrategia en el G;,-juego.
Si 1 es un ordinal limite, no tecnemos nada que probar. Supongamos que
p=v-+1lyqge X,\ X,. De esto, se tiene que existe un encaje g : w — X,
tal que g = §(p) y gla, es estrictamente creciente. Sea f la sucesién resultante
(de acuerdo a la estrategia o) al jugar el G4-juego en un punto fijo de 2(p).
Consideremos la siguiente composicién fo g : w — B(w). Es claro que fog
es un encaje, y ademads Ajog < A,. Por lo tanto, si m,n € Aj-oy ym<n,
entonces g(m) < g(n), luego f(g(m)) = f(g(m)) < f(g(n)) = f(g(n)). Por
lo tanto, f o gl“‘l es estrictamente creciente. Para concluir que f(g) =
Fla(p)) € Q(p), solo basta con probar que {n < w : f(g(n)) € Q®)} € p.
Ahora bien, si A € ¢, entonces B = {n < w : A € g(n)} € p pero como
ademads g(n) € X, y f es una o-sucesién entonces por hipdtesis inductiva,
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Flg(n)) er‘ﬂ(p)L ara cadan& B. . o m

C;rbliarl . I‘?g;fafz'), qre w*, son equivalentes:
(2). 7€ ). ’
(b) Q(‘1) C Q(P)
(©)- Iqu(Q(P))

El Teorema que sigue da una cota inferior para la cardinalidad de un

G-espacio no discreto contenido en B(w). Cabe mencionar, que en tltimo

capitulo, utilizando técnicas diferentes mejoraremos este resultado. Recorde-
mos unas definiciones.

Una familia F C [w]¥, se dice que tiene la propiedad de la interseccién
finita fuerte, si cada subfamilia finita tiene.interseccién infinita. Un conjunto .
infinito A es llamado una pseudomterseccxon de F, si A c* F para. todo‘
FeF. .

p =min{|P|: P C [w]“’ tlene la propxedad de la 1ntersecc16n ﬁmta fuert;e
¥y ‘ningun X '€ [w]“ e§ pseudoxnterseccxon de‘Pk }

Teorema 2.2.11. Si w C X C B(w) es un espa.czo no dzscreto ‘tal que
I 1 G(X), entonces | X| = p.

Prueba: Supongamos que & = |X| < p. Sean {p, : @ < k} una enumeracién
de X'y p € X. Para cada ¢ < K, tomemos A, € p con A, € p,. Por hipétesis
existe una estrategia ganadora ¢ = {0, : n < w} para el jugador I en el
Gp(p, X)-juego. Se tiene que |{on({To, T1, s Tn)) : (T, T1,s...Tp) € X, n <
w}| < p, por lo tanto existe A € [w]* tal que A C* on({z0, 1, ..., Tn)) Nw para
cada {(To,T1, ..., Tn) € X"t y n € w. Ademas A C* A,, para cada a < k.
Podemos suponer sin perdida de generalidad que A € p. Consideremos una
sucesién (an)n<w, tal que ant1 € on({ao, ai, ..., an)) M A para cada n < w.
Claramente ésta es una o-sucesién y ademds {a, : n < w} C* A, para todo
a < kK, por lo tanto no tiene puntos de acumulacién en X, lo cual contradice
que I T G(X). Por lo tanto, |X| = p. . [}
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Capitulo 3

Productos y juegos topoldégicos

En esta parte, estudiaremos los G-juegos y los G,-juegos en los espacios pro-
ducto, dando condiciones necesarias (y/o suficientes) en los elementos de una
familia de espacios, para que en el espacio producto de la familia, el jugador
I o IT tenga estrategia ganadora en el juego en cuestién.

En la primera seccién, trabajamos con los productos infinitos de espacios.
Los primeros resultados muestran las condiciones necesarias para que en cl
producto de una familia de w, espacios el jugador I pueda tener estrategia
ganadora en el G-juego o el G-juego (Teorema 3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3). Después
usando un resultado de Ginsburg y Saks ([GS]), damos varias equivalencias
al hecho de que el jugador I tenga estrategia ganadora en el G-juego (o el G,-
juego) en potencias infinitas de un espacio fijo (Corolario 3.1.4 y Corolario
3.1.5). La seccién la concluimos con un ejemplo que muestra que no es
condicién suficiente la conclusiéon del Teorema 3.1.1.

La seccién que sigue, trata sobre productos finitos de espacios. Esta
seccién puede visualizarse en tres partes. En la primera (Ejemplo 3.2.2,
Lema 3.2.5 y Teorema 3.2.7), se construyen espacios numerablemente com-
pactos cuyos productos no son G-espacio. En la segunda parte (Corolario
3.2.8, Teorema 3.2.9, Teorema 3.2.10 y el ejemplo 3.2.11), las hipdtesis de
los resultados son delimitadas por los Gp-juegos, aqui se muestran espacios
X y Y enlos cuales I T Go(X) ¥y I T Go(Y), pero que no siempre es posible
I 1t G(X xY), esto depende mucho de como estén relacionados los ultrafiltros
Py q. Los resultados de la tercera parte, muestran las condiciones necesarias
para que I T G(X x Y) donde X y Y son subespacios especificos de 8(w).
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3.1 Productos infinitos y juegos

Si {X; : i € J} es una familia de espacios y X = [];c, Xi, una base para la
topologia Tychonoff en X, esta formada por todos los conjuntos de la forma
Mierli, Vi], donde F € [J]<¥, V; es un subconjunto abierto de X;'y ‘

G Vli={ze]]X::z() eV}
i€J

Teorema 3.1.1. Si {X, : t < w1} es una familia de espacios tal que I T
G(I1,.<w, Xu), entonces eziste A € [w1]= tal que X, es numerablemente
compacto para todo p € w \ A.

Prueba: Supongamos que existe un conjunto A € [w;]*" tal que X, no es
numerablemente compacto, para cada u € A. Entonces para cada u € A,
existe un subconjunto numerable, cerrado y discreto {## : n < w} de X,.
Fijemos z € X. Veamos que el jugador I7 tiene una estrategia ganadora en el
G(z, X)-juego. El jugador I empieza jugando un abierto Vo = (M, g, [12, W21,
donde Fp € [wi]<¥ y W2 € N (z(w)), para cada p € Fp. El jugador IT
responde tomando xg € X definida de la siguiente manera

oy _ 2w siope (wi\A)U F,
"“’(")—{ v si pe A\ Fo.

Ahora, el jugador I escoge Vi = Muer, (1, W], donde F € [w]<¥ y W} €
N(x(n)), para cada u € F;. El jugador II responde tomando el punto
x; € X definido como : i

_ J z() sipe (w\ A) U Fy,
s ={ "W 3 e A\R,

y asi sucesivamente. Claramente, z, € Vi, = (\.cr, [#, W], paracadan < w.
Ya que el conjunto |, .., Fr es numerable, entonces existe v.€ A\ (U, .., Fn)-
Pero entonces, el conjunto {z,(v) : n < w} = {y4 : n < w} no tiene punto
de acumulacién en X,. Esto implica que el conjunto {z, : n < w} no puede
tener punto de adherencia en X, lo cual es una contradicién. Por lo tanto,
A tiene que ser numerable. (am]
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Corolario: 3.1
pacto.

-G (Xu1), -entonces: X« . es numerablemente..com-

Prueba: E:
~que es homeo

La pr_ueba de

Teorema 3:1.3. Sea p € w* y {X;; Y <'wy .
que I T Gy(I1,.<.; Xu), entonces existe A € [wi]
para cada p € wy \ A. : .

Sabemos que la p-compacidad, para p € w*,. caract riza’ los /esp'aciqslnu_
merablemente compactos cuyas potencias son numerablemente compactas
(este es un resultado de J. Ginsburg y V. Saks [GS]) Esta caracterizacién y
el Teorema 3.1.3 implican lo siguiente:

Corolario 3.1.4. Para cada espacio X, se tiene que los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

(1). I 1T G(X"), para todo cardinal k.

(2). 71G(X*). |

(3). Todas las p’o'tvcyzrlzcias de X son numerablemente commpactas.
(4). X es é—compacto, para algin p € w*.

Prueba: (1) = (2) es obvio. (3) <= (4) es el resultado de J. Ginsburg y
V. Saks. (4) == (1) se siguen del hecho de que la p-compacidad es cerrada
bajo productos arbitrarios. Asi que solo resta probar que (2) = (3). Sea

= (X?2°)*1. Este espacio es homeomorfo a X2°. Por lo tanto se tiene que
I 1+ G(Y). Luego, por el Corolario 3.1.2, X2 es numerablemente compacto.
Aplicando una vez mas el resultado de J. Ginsburg y V. Saks, concluimos
que todas las potencias de X son numerablemente compactas. O
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.Corolario.3.1. 5 Sea P cw
szgmentes enunciados.

y X.un espa.czo Entonces son.equivalentes los

Teorema 3.1.6. Sea.npew _/{A <Y 1 ilia;de .St
I 1 G,(X:), para toda i < w, entoncesITg,,(H T

Prueba: Sea {X; : i < w} una fa.mlha que cumple la.s condlcxones del
Teorema. Pongamos X ]_—L<u X; y fijemos T € 'X. "Tenemos que, para
cada i < w, existe una estrategla ganadora 7% = {7} : X1 — N (z(3)) :
n < w}, para el jugador I en el gp(:z:(z) X;)-juego. Para cada n < w y
(wo, ...y yn) € X+l definimos o, : X" — AN(z) como 0,(Yo,---sYn) =
Micnlt, 75 (W0 (2)s ...y Yn(3))]. Veamos que el conjunto o = {0, : n < w} es una
estrategia ganadora para I en el Gp(z, X)-juego. Tomemos una o-sucesién
(¥n)n<w- Por definicién, tenemos que yn31 € o(yo,..-, Yn), Para cada n. < w,
¥y por lo tanto yn1 (i) € 7i(yo(3)s .--» yn(?)), para cada i,n < w. Es decir,
(yn(z))n<w es una 7¥-sucesién, para cada i < w. Por hipétesis, para cada’
i < w, existe y(Z) = p— limy, (7). Por lo tanto, tenemos que y = p-— llmy,l
Con lo cual concluimos que I 1 G,(X). Coeted

No es posible extender este teorema a potencias mas grandes sin: condl—
ciones extras. En efecto, considérese el espacio X = B(w)\{p}, donde p € w?;
este es un-espacio tal que I 1 G,(X%),; pero I | G,(X“*). Esto también mues-
tra que no es equivalente que I tenga estrategia ganadora en el g,,-Juego en
t:odo punto del espacio, a que el espacio sea p-compacto.

Conclulmos la seccién con un ejemplo, el cual muestra que no es posxble
el recnproco del Teorema. 3.1.1
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Ejemplo:3.1.7. Ezxiste una familia de espa,cios'{Xa o< .wi}.tal que Xq
es numerablemente compacto para toda o < wl, I T g(l‘[Kﬂ Aa) para toda
B < w,, pero II"[‘g(]_[mQ‘Jl Xa). ; ’ :

Prueba: Consideremos una familia {pa :y i< wl} de ultraﬁltros en w que :
sean RIK-incomparables dos a dos (vease el Teorema
o< w, definimos

Xa = Q({p,g .B > a})

de manera andloga al espacio construido en el Teorema 2.2.4, agrega do en-
cada pa,so de la. const;ruccnon el p,g—hmlt.e de los encajes; donde Bz clBs

Aﬁrmacnén 1: Nacw, Xa = w.

Esto se obtiene del hecho de que si z € ([N
un RF-sucesor de algunos ultrafiltros de la familia {pa : @ < wi}, pero- pori
el Teorema 1.2.32, esto implicaria que hay ultrafiltros RF-comparables-en
esta familia, lo cual es imposible. De hecho, se obtiene con un razonamlento
andlogo que para todo 8 < wh, ﬂﬂ<ﬂ<wl Xaoa = w.

acuny Xee) \ W, entonces x seria

Afirmacién 2: Para cada n € w, sea ¢; € [ .., Xa, tal que cp(a) =
para todo @ < w;. El conjunto {¢, : n < w} es cerrado y disCreto en
na<w1 Xa.

Fadcilmente se deduce que es discreto. Veamos que es cerrado. Supong-
amos que existe y € J] Xa que es punt.o de acumulacmn Esto: 1mp11ca. :
que

a<wy

{{ntcneV} VEN(y)}

es un filtro, por lo tanto existe q e w tal que.
q— llmcn =y

pero como. c,.(a) es Ia. const;a.nt.e T, entonces y(a) g para todo o < w,, lo
cual es 1mposxble por'la afirmacién 1.
Afirmacién 3: Para todo v < wy, I T g(]_[a<., Xa).
De hecho probaremos que' I 1 G, (Il.zy Xa)- Nétese que py € {pp ,3
a} para toda o < «y. Por lo tanto- el p.,-hmxt;e de cualquier encaje en: X,
un elemento de X,. Con lo cual se sigue que I 1 Gy, (Xa), para: todo [o% < '-y
Al aplicar el Tcorema 3.1.6 obtenemos. que I TGy, (I'Ia<., ﬂ,)

Afirmacién 4: IT T 6(T1..., a)"
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.. Sea x € [[aen, Xa Yy supongamos que lajugada n-ésima el jugador I juega
Vi = MNacr, [@ Val, donde F}, € [w1]<¥ y-Vi. € N (z(a)) para cada o € F. La
estrategia del jugador IJ es tomar xn,,€'1~%na<w,fxd ‘definida de la siguiente
manera N

i aeF,
zn(/—l') = { zgza) :; ze wh \ (UmSn Fm)'

Por la Afirmacién 1, se tiene que para 8 = sup(lJ,., Fn), el conjunto
{znl[gw) = n : 7 < w} no tienen puntos de acumulacién, por lo tanto el
conjunto {z, : n < w} es cerrado y discreto. ]

3.2 Productos finitos y juegos

Heimos visto en el Teorema 3.1.6 que si el jugador I tiene estrategia ganadora
en el G,-juego en los elementos de una familia numerable de espacios, entonces
éste también tiene cstrategia ganadora en el G,-juego del espacio producto.
Aqui veremos que esta afirmacién no es cierta en los g-juegos aiin en ¢l caso
de dos espacios.

Es fdcil probar que el producto de un espacio compacto y un numera-
blemente compacto es numerablemente compacto. Sin embargo, J. Novdk
[1953] y H. Terasaka [1952], mostraron que ésto no es cierto si los espacios
son numerablemente compactos (véase [Va, Lema 3.1]). Los siguientes resul-
tados generalizan el ejemplo de Novak y Terasaka ya que muestran espacios
numerablemente compactos cuyo producto no es un G-espacio (de hecho el
jugador II tiene estrategia ganadora en el G-juego).

Lema 3.2.1. Eziste un familia {X, : p < w,} de subconjuntos de w* y una
Jamilia {p, : 1 < w1} de puntos en w* tal que:

(1).. p.. 'y P son ultrafiltros RK-incomparables para distintos p,v < w;.

t { *(p) f :jyc’u —>Uu<“X,, es un encaje} C Srnp(p,‘), pdra cada
3). 1l

(4): ,\’“OX,, = ,‘pa‘\'ra,'u <V <w;.
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Prueba: Por el Teorema 1.2.26, sabemos que existe un conjunto W de cardi-
nalidad 2€ contenido en w* formado por P-puntos débiles y RK-incomparables
dos a dos. Ademds, por el Teorema 1.2.32 tenemos que Srr(s) N Srr(t) =0
para distintos s, € W. Sea pgp € W y Xg = T(po). Ahora, supongamos que,
para cada p < 6 < wy, p, ¥y X, han sido definidos de forma tal que cumplen
las condiciones (1)-(4). Sea pp es un elemento de W \ {p, : p < 6}. Por la
condicién (2) y la observacién anterior, obtenemos que Srr(pe)N(U, <o X)) =
@ y ademds del inciso (3), obtenemos que ||J, g Xu| < c. Asi que el con-
junto Xp = {f(@e) : f 1w — U,.<e X es un encaje} satisface las condiciones
(2), (3) y (4). Con lo cual conclulmos que cxiste la familia de subconjuntos
buscados. : -

Z. Frolik demostré que para cada n > 0 existe un espacio X tal que- X" es
numerablemente compacto, pero que X"**!'no 1o es (vease [Fro]).. Siguiendo
la idea de Frolik desmotramos el 51gulente resultado para el g-Juego

Ejemplo 3.2.2. Para ca.‘da. 2 < <, existe un espaczo X ta,l que X" es
numerablemente compacto y X"'H no es un G-espacio. : oz :

Prueba: Sea {X, : p < w1} y {p,‘ : 4 < w} conjuntos que samsfacen las
condiciones del Lema 3.2.1. Para @ 3 I C w;, definimos X7 = wU (U,cr X,.)-
Usaremos el siguiente resultado, el cual es el Teorema D de [Fro]:
(*) Sea {I, : n < w} € P(w,) una familia de conjuntos no vacios. Si
n<w In NO es acotado en w;, entonces Hn<w X;,, es numerablemente com-
pacto. Si[,«, In = 0, entonces [],,.., X, no es numerablemente compacto.
Fijemos n € w\ {0}. Para k < n,sea I}y = {u <wy : p #F k mod(n+ 1)}.
Consideremos la suma topoldgica X = @k<nXr.. Ya que [\1c;cn fi; DO €s
acotado en wy, por (*), A’,k1 * ... x X, es numerablemente compacto, para
cada ki,..., k, € n+ 1. Esto prucba que X" = U, t.ent1 X, X o X X
cs numerablemente compacto. Para probar que X"*! no es un G-espacio,

es suficiente probar que I § G(X;, X X, %X ... x X;.). Para cada & £ n,
fijemos un punto no aislado zx € X,,. Probaremos que el jugador I no tiene
estrategia ganadora en el G((xo,..., Zn), X5, X X7, X ... X X . )-juego. Sea

o = {om: (Xip XXy, X ... x X1, )" — N ((z0, --., Tn)) : m < w} una estrategia
para el jugador I. No es dificil probar que, para cada & < n, el jugador IJ
puede escoger fir € w” tal que

(fl (m -+ 1)7 ey fn(m + 1)) <€ a'rn.((fl(o)v eey fn(o))7 ceey (fl(m)7 secy fn(m))):
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para-cada. - m. << w._ y: para cada-k‘< n.::Supongamos que existe r € w* tal
que fk('r) €: X,,"‘ para toda:k, <. 7. Entonces para cada k < n, fk('r) [
q y ‘ ,deﬁn:mon, Pur <rr fk(r) ~ r, para cada
k< . ~BlE Teorema. 1.2.32. 1mp11ca que Py = Pu;'= ... = Pu, ¥ por lo tanto
Ho == = gy € ﬁk<nIk =@, que es una contradlccmn Por lo tanto,
el con_]unto {(fl(m), i ,fn(m)) :'m < w} no tiene punto de acumulacién en
Alo x A,, x)\," Con lo que conclulmos que X7+l no es un G-espacio. [

. El 51gu1ente e_]emplo que veremos muestra dos espacios en los que el ju-
gador I tiene estrategia ganadora en el g,,-Juego y el G-juego, pero no tienc
estrategia ganadora en el producto de estqs dos espacios en el G-juego. Antes
veremos algunos Lemas que se usarén cOnStantemente.

Sz

Lema 3.2.3. Sean p,q € w*'y sea.n f,g wi—r w‘funczones szectwas.
P % g, entonces (p, q) no es punto de ac :

en B(w) x B(w).

Prueba: Supongamos lo contrario.: Entonces
q = g(r). Por el Teorema 1.2.18.(4), se t;l
P == q, lo cual es imposible.

Lema 3.2.4. Sea w C X,Y C f(w) dos espacio
T(Y) = w. Fntonces IT T G((x, y),XxY)-,:qu it

vecnndades basicas de (x, 2 J) en X =< Y. Como ¢
podemos encontrar funciones estrlctamente !

éxi'cox';t;fakr“,,q: € w* tal que para
=" B(w) \ Prk(q) es un espacio

todo r G X, 7 <rr' G
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numerablemente compacto.. Y ademds, T(X) N T(Y') = w, entonces, por el
Lema 3.2.4 se concluye que I7 T+ G(X x Y Nw* x w*). O

] El siguiente teorema muestra un espacio numerablemente compacto X,
tal que X x X no es numerablemente compacto en un sentido mas fuerte, es
decir, el jugador I7 tiene estrategia ganadora en el G-juego en este producto.
Para la prueba de este teorema, usaremos el siguiente lemma, el cual utiliza
un espacio que es numerable, denso en si mismo y extremadamente disconexo.
Este espacio es definido para un ultrafiltro fijo p € w* y es denotado como
Seq(p). Su conjunto base es w<¥, el conjunto de las funciones finitas en w.
Un subconjunto U de w<¥ se dice quc es abierto si y solo si para cada t € w<Y,
{n < w:t™n} € p (para mas detalles de Seq(p), véase [DGS], [LS], [BS] o
[Va1]).

Lema 3.2.6. Eziste un subespacio X de w* que es numerable, denso en si
mismo y con la propiedad de que para cyada‘,‘,p,unto‘ z. € X, este tiene una
sucesidn de vecindades {V,, : n’ < w} tal'que si{zn 1 n < w} < X con
T € Myen Vin para cada n < w, entornces eziste una vecindad V' de =, tal
que VN {z,:n<w}=0. :

Prueba: Consideremos el espacio Seq(p), con p un ultrafiltro en w que no
es P-punto. Usando el Teorema 1.4.7 de [JvM], podemos tomar una-copia
homeomorfa de Seqg(p) dentro de w*. Por lo tanto es suficiente probar que
Seq(p) es el espacio buscado. )
Como p no es un P-punto, entonces existe una sucesion {U, : n < w} Cp
que no tiene pseudointerseccién en p. Tomemos z € Seq(p) y Vi = {t €.
Seqp) : x € ty t(lz]) € U,}. Si (@n)n<w ©s una sucesién tal que z,. &
m<n Vm, entonces z,(|z]) € U,,, para cada n > m. Por lo tanto W. /=~
{z (|z]) : » < w)} & p. Asi que U = w \ W € p, esto implica que-V. = {t €
X :zCty t(lz|) € U} es una vecindad de z, disjunta de {z, : n.< w}. 0O

También necesitaremos el concepto de tipo relativo, para la prueba. del’
teorema mencionado. Este concepto fue introducido por Z. Frolik y. se define
como sigue: Si ¥ es un subconjunto numerable y discreto de w*'y p € Y* =
D it \ Y, entonces el tipo de p relativo Y es T(2(p)), donde ht Y. — w
es una biyeccién. Esto lo denotaremos como T'(p,Y). Notese que este no
depende de la funcién biyectiva. En general, si § C w*y:p € w*, se define
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T'[p,S] = {T(p, Y) :
T[p,w*] tiene cardmahdad c

Teorema 3.2.7. Ezist
ITtG(X x X). .
Prueba: El espacio X:ser a.;Xu .es
construido recursivamente ] 1 A ca wi:hemos
construido X, tal que;:

. Xo € w* es numi

X\ 1\0, {J [ 'X T[a: .X ] n T[y, Ao] ;é (D} {zx}.

Sea Xo er espacm ‘del Lema 3.2. 6 Ahora, deﬁmremos X,. Si v es un
ordinal:limite; definimos X, = Uice Xu- Cuando v.es un ordinal sucesor,
v.= g+ 1. Primeramente, enumeramos el conjunto de todos los encajes de
w-a X,, como {f, : @ < ¢} (este tiene cardinalidad.¢ por la clausula 3).

Luego, para cada a < ¢, tomamos un punto p, € fa [w]ﬁ(w) tal que para todo
Y € Xy T[pa,yXo] NT[y, Xo] = 0, y también T [ps, X¢] N T[pg, Xo] = @, para
todo B < «. Usando estos puntos, definimos X1 = X, U {pa : @ < c}.

Notese que el espacio X = |J,.,, X, es numerablemente compacto y
ademds satisface que para cada p € w*, |[{y € X\ X : T(p) € Ty, Xo]}| < 1.
De hecho, |[{v € X : T'(p) € Tly, Xo]}| < w.

Veamos que 11 1T G((x,y), X x X), para cada punto (z,y) € X x X.
Denotemos con A el conjunto {(z,z) : z € Xp}.

Caso (i): (z,y) € X x X \ (Xo x Xo). Sea {(n,¥n) : < w} una
enumeracion de todos los puntos en Xp X Xy. Para cada n < w, sea W, €
N({(zn, ¥n)) \ N ((z,y)) un cerrado abierto tal que Xp x Xp \ Um<n Win es
infinito para cada n < w y también (z,n, Ym) & W, para cada m < 72 (esto es
posible, ya que el espacio X es un subespacio de w* denso en si mismo).
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- Sea Vp el primer movimiento del jugador I.. El jugador.II responde con
el punto (g(0), £(0)) € Vo N (Xo x Xo), y al mlmo tlempo, toma un par de
cerrado-abiertos Ag y Bp tales que:

Ao € NM(g(0)) \ NV (x),
By € N(h(ON\N(w) ¥ ;
(AQ > Ao) \ [(Ao > 1\0) U (Ao X Bo) U A)]

Inductivamente los Jugadores I y'II producen una sucesién de puntos
{(g(n), h(n)) : n < w} en Xg % Xo:y: una sucesién’ de cerrado-abiertos {4,
n < w}y {B, : n < w}, tal. que lo mov1m1entos del jugador I son
denotados por V,'s, entonces: k

1. (9(0) h(O)) € Vo, 3

4.

g ‘XO XA \ [Um<n’
para todo:n' < w;

Por_por como fue construldo el eSpacm ‘X, el jugador I/ pude jugar de
esta manera, escogiendo los conjuntos An s y B,1 s de.forma tal que satisfacen
las condiciones anteriores.

Al final del partido, la sucesién resultante S(g, ) = {(g(n), h(n)) : n <
w} es un conjunto discreto. Ademads, tenemos que las funciones definidas en
cada coordenada, g, h : w — Xp son encajes. Ahora, ya que (Zn,¥yn) € W,
para cada n < w, entonces ningin punto de Xy x X, esta en la cerradura
de S(g,h). Si (a,b) € X x X \ Xo x Xg fuera un punto de acumulacién de
S(g, k), entonces T'[a, Xo] N T[b, Xo] # O, pero por construccién de X, esto
implica que a = b. No obstante, como S(g, 2) N A = (), entonces este punto
no puede estar en la cerradura de S{g, h). Por lo tanto S(g, h) es un conjunto
cerrado y discreto.

Caso (ii): (x,¥) € Xo %X Xg. Sea {(zn,¥yn) : n < w} una enumeracién de

todos los puntos en Xg x Xg \ {(z,%)} ¥y sea {W,, : n < w} una sucesién de
vecindades como el Caso (i). Ademads, sean {UZ :n < w} y {U¥ : n < w} las




44 CAPITULO 3. PRODUCTOS Y JUEGOS TOPOLOGICOS

sucesiones.de vecindades de z y y respectivamente, dadas por el Lema 3.2.6.
Si V;, es el n-th movimiento del jugador I, entonces el jugador /I jugara como
antes, pero con la clausula 2 cambiada, por:
(9(n), A(n)) € Va M (Minga U x UZ) N (Xo x Xo \ [Um<n Wm
en (Am X Xo) U (Xo x Bm) U A)).

Una vez mas, las sucesmn resultante S(g, i) es cllscreta. con 7

los puntos de Ao Por lo tanto tenemos que el conJunto S(g, h)ies:

discreto.

En los siguientes resultados cambiamos la condicién de numerablementze
compacto por lade G, y G,-espacio. Estos muestran que al'ir dando dlferent:es
propiedades a p y ¢, también cambia el ganador en el Q-Juego i

Hay varias formas de probar el siguiente corolario, una es usando el es-
pacio Bp(w) (véase 1.2.45 o [G-F1]), la idea de la prueba del Teorema 3 25 y
el Teorema 2.2.1. . e o

Corolario 3.2.8. Para cada p € w*, ezisten subespacws 1\,;. B(u)) Yy
q € w*, tales que I T Go(X), I 1 G,(Y), pero IITg(X XY MWt w? *): :

Entonces-existen espa-

Teorema 3.2.9. Sean p,q € w* RK-incomparaIileé. :
Yrw-x w*).

cios X y Y tales que I 1 Go(X), I1G,(Y) v IITZQ(’»

Prueba: Considérese los espacios X = Spr(@) UT @) Uw'y Y = Srr(q) U
T(q) U w. Es facil probar que I T G,(X) y I 1T G,(Y"). - Probaremos que
Ir + G((z,y), X xY), paraxz € X Nw*'yy € YMNw*. La estrategia del
jugador II en el G((z,¥),X x Y)-juego, es escoger funciones f,g € w”v,
con flw] N glw] = @, esto es posible ya que w X w es denso en X X Y. Si
(s,t) € X x Y es punto de acumulacién de {(f(n),g(n)) : n < w}, entonces
por el Lema 3.2.3, s == t. Pero por la forma como son los espacio X y Y,
se tiene que p <pr sy ¢ <pr t, que junto con el hecho de que s = t y
el Teorema 1.2.32, se concluye que p y g son RF-comparables, lo cual es
imposible. Por lo tanto el conjunto {(f(n),g(n)) : n < w} no tiene puntos
de acumulacién. g
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Teorema .3.2: 10. Sean p, g€ whicon'q. €. R(p)..5i X.y Y .son. espacios tales .
que. I*T Gp (X) Y I T gq(Y), entonces*‘ -T:gq(X x ¥). : .

Prueba. La prueba se obtlene dc la apllcacxon de los Teorema 3 1. 6 y-Teo-
rcma225._ ‘ : ’ B R R -0d

Ejemplo 3.2.11. Sean p,q € w* can q e T(p) \R(p) Par el Teorema 2. 2 4,

It g,,(A,,)

Teéorema :3.2.12. Sean.p,q € w*. Entonces, I T G(A, x A,) si y solo si
P € Tc(q):

Prueba: Necesidad: Como I 1 G(A, x A,) entonces por el Lema 3.2.4, se
tiene que To(P) N U{Trx(r) : 7 € To(@)} # 0 o Tc(q) N U{Trx(s) : s €
Tc(p)} # 0. Sin perdida de generalidad supongamos que z es un elemento
en el primero de estos conjuntos. Por lo cual, se obtienen las siguientes
relaciones, x =~¢ p y T =px 7 para alguna r € T¢(g), las cuales implican que
PR T =c Q.

Suficiencia: Como p € T¢(q), entonces To(p) = Tc(g). Por lo tanto, A,

y A, son Gy-espacios, y por. el Teorema. 3 1. 6 se concluye que A, x Ag es un
g-espacm i O

Corolario 3.2.13. Séan 'p,‘ql e w“.i'vSi”pc‘zr_‘a,to’do XyY .épn It g,,(X) Y
I 1 G4(Y) se tiene que I T Q(X x'Y'), ‘entonces p.y q son RK-comparables y
P =cq. PN

Prueba: Por el Teoxema. 3.2. 9 se tlene qu y?) K—xnébiﬁbarables
Por otro lado, al a.plxcar el Teorema. 2:12'a’los espacios 'A,, y Aq, se concluye
que p =c q. T e N S TN - E
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-El:ejemplo que sigue, muestra que. el.reciproco.del.Corolario anterior, no
es valido. Para esto,- usaremos el -signiente resultado de ‘S.- Garcia-Ferreira
(véase [G- Fl]) Si r,s p € w*, son tales que’r’y s son RK-incomparables,
r<pr PY S <rr D. Entoncesp®r~cp~cp®s, yademids p@ryp®s
son RK—lncomparables

Ejemplo .3.2.14. Sean s,t € w™ RF-mimimal y RK-incomparables (véase
[Ku]) y'r € w*, tales que s <px T Yyt <px v. Consideremos los ultrafiltros
PpP=s®@®ryqg=t® (s®@71). Entonces, tenemos que p <pi q, p =c q (véase
[G-F1]), pero p y q son RF-incomparables y no tiene ningin RF-predecesor
en comiun. Del Teorema 3.2.15 se tiene que I | G(Srr(p) X Srr(q)). Por lo
tanto, el reciproco de Corolario 3.2.12 no es wvalido.

Usando el hecho de que I 1 g,,(SR,.-(p)) para cada p € w*, obtenemos el
51gu1ente Teorema

‘Teorema 3 2 15, Sean P g E wr Sz I T g(Snr(P) x Srr(q)), entonces se
' ) lo “szguzentes enun ados

(1) PYa ’on RF—comparables. :

(2) «Ezzste rew tal quer <pr p YT <RF Q.

‘Prueba:. Fijemos (z,¥) € X = Sgre(p) X Srr(g). Sea o una estrategia
ganadora del jugador I en el G({x,y), X)-juego. Tomemos f : w — Sgrr(p)
Y g : w — Srr(q) encajes, tales que (f(n), g(n))ncw €5 una o-sucesién. Por
hipétesis, que existe r € w* tal que f(r) € Srr(p) vy §(r) € Srr(q). Con lo
cual se tienen las relaciones siguientes: r <pr f(r), 7 <gr §(r), p <rr ()
Y q <rr (7). Al aplicar el Teorema 1.2.32, se obtiene que  y p son RF-
comparables y también r y ¢ son RF-comparables. Con lo cual se obtienen
los enunciados (1) y (2). (]}

El siguiente Teorema demuestra que la clausula de (1) del Teorema 3.2.15,
es condicién suficiente.

Teorema 3.2.16. Sip,q € w* y p <grr q, entonces I T Gp(Srr(P) X Srr(q))-
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Prueba: Sean-fi: w.— Spr(p) y. g1 w. —- SRF(q) dos encajes. .Por. transi-_
tividad‘del RF-orden, tenemos que f(@) € Srr(p) ¥y §(q) € Srr(g). Por lo
tanto, (f(¢),§(q)) es un punto de acumulacién de {(f(n), g(n)) < w}.

Con lo que se concluye que It g,,(S'Rp(p) > Snr(q)) S EI

" La cldusula (2) del Teorema 3.2. 15 es un’ poco mas debll, pero en algunos
casos es suﬁcmnt;c, como se. muestra a contlnuamon

Teorema 3.2.17. Sean p,q € w*. Supo’ngase que existe r € w* y dos encajes
9w — w* tales que f(r) = p y g(r) = q ademds de que f(n) <pr p ¥y
g(n) <pr q para toda n < w. Entonces I 1 gr(SRp‘(p) x Srr(q)):

Prueba: Sean e : w — Sgpr(p) y h :+ w — Srr(q) dos encajes. Usando esto
y nuestras hipétesis, se tiene que f(n) <pr €(n)'y g(n) <rr h(n) para toda
n < w.  Aplicando el Teorema 1.2.35.(5), obtenemos p = Fr) <mrr &(r) y

= §(r) <rr h(r). Asi que, (&(r), h(r)) &€ Srr(P) %X Srr(q) es -un punto
cle acumulacién de {(e(n), h(n)) :'n < w} Por'lo tanto, I 1 G.(Srr(p) %
Srr(@). O

Ahora, veremos un ejemplo que. muestra que no es suficiente la clausula
(2) del Teorema 3.2.15. :

Ejemplo 3.2.18. FEzisten p,q € w* RF-incomparables con RF-predecesor
comin, tales que I L G(Srr(p) X Srr(q)).

Prueba: Seanr € w* y f,g : w — w* dos encajes tales que {r}U{f(n) :n <
w}U {g(n) : n < w} es un conjunto de ultrafiltros RK-incomparables dos a
dos y RF-minimales (véase el Teorema 1.2.26, [Si] o [Ku]). Para p = f(r)
y ¢ = §(r), demostraremos que I | G(Srr(p) x Srr(q)). Es ficil ver que,
por el Teorema 1.2.35.(5), p ¥ ¢ son RF-incomparables, y ademds 7 <pp p y
r <pr q. Probaremos que, para e : w — Spr(p) y h: w — Srr(q) encajes, el
conjunto {(e(n), h(n)) : n < w} no tiene punto de acumulacién en Sgpr(pP) <
Srr(qg) (nétese que no es posible aplicar el Lema 3.2.4). Por la Observacién
1.2.43, es suficiente con demostrar que (&(s), h(s)) € Snpr(p) % Srr(q), para
todo s € w*. Al aplicar el Teorema 1.2.32 solo resta analizar los casos en que
T ERrF S<RFPYT <pr S <nrrdq.

Caso 1: s = r. Sea o : w — w un biyeccién tal que &(r) = s. Entonces
se tiene

p=F(r) <rr &(s) = &) ¥ a=§(r) <rr h(s) = o)
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Al apllcar el: Teorema 1.2:35. (5), obtenemos qu' '
—{n <w. ,f(n) ‘ ‘

Sin,me A, entonces :

f(n). <pr . &(@(n)),
F(m) "<pr é&(o(m))y
p <rr é(e(n)) y
» <rr é(o(m))

Usando el Teorema 1.2.32 y nuestras hipétesis, se tiene que f(n) y f(mm) son
RF-comparables, lo cual es una contradiccién. Esto prueba que para toda
s € T(r), é(s) & Srr(p) vy h(s) & Srr(q)-
. Caso 2: 7T <pr $ <prFp PY T <mrr 8 <RF: gl Seaj w—)w Jun
encaje tal que _7(7') = s. Al aplicar el Teorema 1.2.35. (5) a: las desngualdades
3(r) <mrr f(r) y 3(r) <rr §(7), obtenemos que - : »

= {n < w: j(n) <rr f(o’(n))} n {n < <Rl‘ g(a(n))} G T, '

lo cual es imposible ya que f(n) y g(n) son RF‘-mmlmal, para ca.da. n<w. Por-.
lo tanto el conjunto {(e(n), h(n)): ni<: }“no tlene puntos de acumulacxon,
con lo cual se concluimos que s .L g(s E

Las ideas de la demostracxon del Teorema. 3 2.7 motiva los resultados
siguientes: :

Lema 3.2.19. Sean .p,q. e wry sean‘ f,g ‘w , — w* dos encajes. Sz P Yyqgmno
tienen un RF-predecesor: comun, entonces (p, q) no es punto de acumulaczon

de {(f(n),g(n)) : n <w}.

Prueba: Supongamos que (p, q) esfpu'nto de acumulacién de {(f(n)',g(n))f:
n < w}. Entonces, existe r € w* tal'que (p,q) = r— lim(f(n), g(n))."Por lo
tanto p = r—lim f(n) y g = r—limg(n).. Como f y g son enca_]es, se. deduce
quer <pFp Py T <prr 4, lo cual contradlce las hipdtesis. A |

Corolario 3.2.20. §i X,Y C w* son tales que PRF(A) @] PRP(Y) o,
entonces II T G(X %< Y).
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Prueba:;Eseﬁna‘npliéa' ién_directa. del lema anterior. - .

apltulo con las 51gu1entes preguntas, las cuales no fue
p051ble responder a.un :

Pregunta32 21. -3 FEzisten éspaéiQS»X y Y tal que X es un G,-espacio
pa'ra todo P cew*yY es un g—espacz‘o, pero X X Y no es un G-espacio ?.

Pregunta 3.2.22. Sip,qg € w' yp~cp <px q & Eristen un G- espaczo Yy
un gq espacio cuyo producto no es un G-espacio ?.

Pregunta 3.2.23. Para n € w*, ;Eziste un grupo topologzco G tal que G"
es un G-espacio pero G™"*! no es un G-espacio?. .

Pregunta 3.2.24. ; Eziste un grupo topologzco G que es urn g espaczo y no
. es.un Gy-espacio para cualquzerp [ w“ 2. : : .

Pregunta 3.2.25. Sean p,q e w* RK-zncomparables 5;Emste un grupo
topolégico Gp-espacio G y un _qrupo topolagzco Gq- espacza H tal que G ' H,
no es un G-espacio ?. o . 3




50

CAPITULO 3. PRODUCTOS Y JUEGOS TOPOLOGICOS




Capitulo 4

Indeterminacion de los juegos

Op Yy U

Un punto interesante dentro de la teoria de juegos (topolégicos), es mostrar
si un juego es determinante, es decir, saber si siempre pasa que uno de los ju-
gadores tiene estrategia ganadora. En el caso de que esto no suceda, decimos
que el juego es inderminante. En este capitulo, mostramos que el G,-juego
es indeterminante, para cada p € w®*, y que es consistente que el G-juego
también lo sea.

En la primera seccién, damos una descripcién en términos de drboles,
de la hipdétesis: el jugador /7 tienec una estrategia ganadora en el G,-juego
(Teorema 4.1.2). Usando esta caracterizacién y un lema que enuncia las
propiedades de los drboles (en (w*)<*) numerables cuyas ramas son casi
siempre diferentes (Lema 4.1.3), demostramos que para cada p € w” existe un
espacio en el cual el G,-juego es indeterminante (Teorema 4.1.4). Concluimos
la seccién con un ejemplo de un espacio X que es numerablemente compacto
y de cardinalidad ¢, tal que para todo z € X y p € w*, Il 1+ G,(z, X).

La prueba de la indeterminacién del G-juego esta en la seccién dos (Teo-
rema 4.2.3). Para esto, usamos un resultado en ¢l G-juego que es andlogo
al Teorema 4.1.2 y una caracterizacién topolégica de la estrategia ganadora
del jugador I en un espacio numerable, regular y primero numerable (Lema
4.2.2). El Teorcma de la indeterminacién del G-juego es un resultado con-
sistente, ya que es cierto bajo la suposicién de que p > w;. Cabe mencionar
que esta prueba esencialmente fue hecha por P. Nyikos en [Ni]. La seccién
termina con un par de resultados, los cuales muestran que ¢ es la minima

51
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cardinalidad de un espacio X € w* no discreto tal que I 1+ G(X).

4.1 La indeterminacién del G,-juego

Definicién 4.1.1. Sea X un espacio.

(1). Un drbol en X es un conjunio T € X <%, tal que para cada t € T y
s € X<% con s C t, entonces s € T.

(2). Site T, el conjunto {y € X :t™y € T} de los sucesores de t.en T, lo
denotaremos como sucer(t). :

(8). Una funcidn f € X% se dice que es una rama de T, sz fln € T para
cada . € w.. Al con]unto de todos las ramas de T se
[T]-' ' ‘

En varlos result;ados, verem

Prueba. (1) = (2) Sea p = {pn :n < w} una estrategla ganadora
del _]ugador JTI:en el gp(z:,)l)—_]uego. Diremos que‘una sucesién de puntos
{Toy..: ,zn) en X es p-legal, si existen Vj,..., Vy, € N.(z), tal que para cada
i€ {0,...;n} se tiene que p;({zo, --.; Tim1) {Vos -..;, Vi) ='z; € V4.

Con51deremos el arbol siguiente, T = {s € X<,“" s .es p — legal}. Por la
forma como esta definido, se sigue ficilmente que T cumple (i) y (ii).
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(2) = (1) Sea T.un érbol en.X <% que cumple las condiciones (1) y (11)
Para cacla. n < w, definimos p, : X" x N(:z:)"‘*" —X tal que -’ .

yVa) € Vo succ-r(mo,

-~zn—1; %: oo - .y xn—l)

_)uga.dor T ‘en‘el Gy (z, J\ )-Juego ya que la sucesién resulta,nte en’cada’ partldo
del g,,(a:, X )-_]uego ‘es una rama del drbol T, la cual por (u) no tlene p—llmlt;e .

conjunto p[T): ] ‘ (n) :k:f e [’JI‘]} tzene cardznalzdad c.

Prueba .La primera ‘conclusién se obtlene de usar los incisos (2) y (3), junto
con el Lema 1.2:35.(1). La segunda conclusién se deduce de lo anterior y del
hecho ' de-que el drbol tiene al menos ¢ ramas. 3

La idea de la demostracién del siguiente teorema, es construir un espacio
X C w* recursivamente, diagonalizando a través de ¢ todas las posibles es-
trategias para los jugadores I y II. Al hacer esto, surgen dos obstdculos. Si
no sabemos quien es X, entonces no podemos decir mucho de las estrategias.
El otro obstdculo es que habri al menos 2! estrategias posibles. Afortu-
nadamente, podemos usar el lema 4.1.2 para capturar suficiente informacién
acerca de las estrategias, con lo cual superaremos el primer obstidculo. Para
sobrepasar el segundo obstédculo, haremos que | X| < ¢, con lo cual tendremos
que la cardinalidad de {T € X <% : T satisface las condiciones del lema 4.1.3}
es a lo mas c.
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Teorema 4.1.4. Para cada. p'e ‘w*, . existe un_:espacio. A numerablemente,
compacto tal que para todo z €. I .L g,,(:z: X) v II_.L g,,(z, X)) .

constrmremos para cada’v < )2 s X0, e '6n {’11"’ Yo < c}

[ R

contenldos en’ X<“’ que cumplen las cond1c1ones del Lema 4.1.3

6. 51 v + 1 < ey entonces X,,+1 np['n‘z'jgg] ;é o y Y1 ﬁp[’]l‘z‘l’f::g] # 0.

La construccnon inicia con el espacio Xy, el cual lo obtenemos utlh?dndo el
Teorema 1.4.7 de [JvM]. Si ues un ordinal limite, definimos ' X,, = U, ., X. ¥
Y, = UV<“ Y,. Cuando g = v+1; definimos X, = X, U{p.,} y Y, =Y, U{q,,},'
donde p,,, q., € w ‘somn tales que Py .—,é v’y ' ! R

Punas € PITEEN (X, UYL, |

Deﬁnlmos X = U u<c Xu.  Observe que si T C X<‘_"k es ‘un a.rbol que

; satlsface las condlcmnes del Lema 4.1.3, entonces exxste v.< ctal que T C

fX<‘_“', por lo:tanto existe a < ¢ tal que TY, = T. Como P es sobreyectiva,
entonces existe v < ¢ tal que TI‘:E:; T.

Afirmacién 1: X es numerablemente compacto.

Consideremos un subconjunto ¥ de X numerable, sin perdida de gener-
alidad podemos suponer que Y es discreto. Es fdcil ver que existe un drbol
T € Y <% que satisface las condiciones del Lema 4.1.3. Luego por la obser-
vacién anterior, existe v < ¢ tal que T“:c’g; T. Por lo tanto p, es un punto

de acumulacién de Y, que pertenece a X.

Afirmacién 2: Para cada z € X, I | G,(z, X).
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. FlJemos T E A Ly supongamos que I tiene una estrategia ganadora o =
1: G, (z, X )-juego. Inductivamente para cada. s. € 2<%.y
;€. Xy .V, € N(z) cerrado-abierto, tales que

T € 0’|s|($s|o, Tglyseeey xsl]sl—l);
cme E{xy 1 € 25kl y 3£ 5},
cxe €V, para todo s € 2"y
zs & Vn para todo's € 2<7.

Deﬁxumos ty="Tulg, Ts]y> Talgs--Ta) ¥ T = {ts : s € 2<«}. De la con-

struceién se:sigue que T es un arbol que satisface las condiciones del Lema
4.1 3 ‘Por lo cual, se tiene que existe v < ¢ tal que '11‘(,,“’8; T y. tamblenf
f € [T] tal'que p— lim f(n) = q,. Nétese que f es una o-sucesién’ que no

tiene p-limite en X . Por lo tanto o no es estrategia ganadora.

Afirmacién 3: Para todo z € X, IT | G,(=, X).

Supongamos que existe x € X y un drbol T € X<* que satlsface las
condiciones del Teorema 4.1.2. Construiremos un subdrbol T C: ']I‘ que ‘sea
numerable y que cumpla las condiciones del Lema 4.1.3. Sea 't €T fijo. )
Inducmvamentzc, para cada s € 2<¥ y n > 0, tomamos un: par; de: puntos

s~0 7% Ts—~1 en X y V;, € N(x) un cerrado-abierto, con’ las propxedades
51gu1entcs :
Lg~0, Ls~1 € succr(t™ Ly, " Tspy ... T Xs),
Tgmo, Ty~ & {Tp : 7 € 25IsI+1 \ {s"O s71}}),
Ty~0,Ts~1 € Vp, Paracada s € 2" ' y n — 1> 0;
Tg~0,Ts~1 &€ Vi, para cada s € 2<*~ ! yn —1.> 0.

Sea t; = t— (:1:31,,.1:_.”2,. -»Ts). Definimos T = {t; : s = 2<“’} ‘Por:la
eleccién de los puntos z,’s, se sigue que T es un subdrbol de T que adema.s
cumple las condiciones del Lema 4.1.3. Por lo tanto, existen: -y <‘c:tal que
’]I‘I‘:E:; = T. Por esto iltimo se tiene que, existe una rama f-&[T]: -tal que
p—1lim f(n) € X. Con esto concluimos, que no existe z € X tal: que el
jugador II tenga estrategia ganadora en el G,(z, X)-juego. iy |

Si un espacio es numerablemente compacto, naturalmente se- tlene que
el jugador I del G-juego tiene estrategia ganadora en cualquier punto de -
este. Pero esto no implica que la tenga en el G,-juego para algin:p € w*.
La complejidad del siguiente resultado es que el jugador I tiene est;rategla
ganadora en el G,-juego, para cualquier p € w” . i
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Teorema 4.1.5.. FExiste un espacio X que es numerablemente compacto, tal
que para todo z € X yp € w*, Il T Gp(z, X).

Prueba: Consideremos el espacio X, definido en el Teorema 3.2.7. Veamos
que II 1 Gp(xz,X), para cada p € w* y =z € X fijos. Habiamos obsevado
anteriormente que |[{y € X : T(p) € Ty, Xol]}| < w, para cada p € w*.
Luego, de esto, tenemos que el conjunto A = {q € X : T'(p) € T[q, Xo]} es
numerable. Sea {g; : ¢ < w} una enumeracién de A, y tomemos para cada
i < w, un encaje f; : w — Xp tal que f;(p) = qi. La estrategia del judador
IT es escoger en el n-th paso g(n) € Xo \ {fo(n), f1(n), ..., fn(n)} tal que la
funcién g : w — Xp definida de esta manera es un encaje. Del Teorema
1.2.35.(1), tenemos que §(p) € A. Y como T(p) € T[g(p), Xo], entonces
d(p) € X. Con lo cual concluimos que esta es una estrategia ganadora para
el jugador II en el G,(z, X)-juego. O

4.2 La indeterminacion del G-juego

Para el G-juego, también existe una caracterizacién de la estrategia ganadora
del jugador II. Esta se demuestra de manecra analoga al Teorema 4.1.2, razén
por la cual solamente la enunciamos.

Teorema 4.2.1. Sea X un espacio y x € X. FEntonces son equivalentes los
siguientes enunciados: '
(1), IT+G(z, X). :
(2). Eriste un drbol T C X<¥ tal que .. .

iscretoien ' X."

Si.en el . Teorema anterio
condicién:(ii),; por:* : :

).
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Lema 4:2.2.FEn un’ espaczo, numei‘dble, se.tiene.que para.cada - € X .los
szguzentes enunczados san equzvalentes :

(1)' X(.’E, X) —TVNO-
@). 116, X).

Prueba: (1) = (2). Sea = € X ‘tal que x(z, X) = Rg." Entonces existe un
conjunto de abiertos {U, : n < w} que es base local de z. Es ficil demostrar
que o = {oa(Zo,+crs Tn-1) = ((nen Um : 7 < w} es una estrategia ganadora
para el jugador I en el G(z, X)-juego.

(2) = (1). Supongamos que x(z,X) > w. Sea o una estrategia de I, y
{Vn : n < w} una enumeracién del rango de o. Como X es cero dimensional,
escogemos para cada n < w un suconjunto cerrado-abierto U,, tal que

1. Upy1 C U,, para cada n < w.

2' ﬂu<w Un = {:L‘}.
3. U, C V,, para cada n < w.

Como x(z,X) > w, entonces existe una vecindad V de x tal que para
todo n < w, |U,\ V| = Re. Sea z,, € U, \ V, para cada n < w. Por la manera
en que fueron elegidos estos puntos, tenemos que z &€ {z, : n < w}. Ahora
bien, para ¥y € X \ {z}, existe n < w tal que y € U,. Por ello, X \ U,, ¢s
vecindad de y, de lo cual se deduce que (X \U,) N{z, : n < w}| < ¥y. Es
decir, ¥ € {z, : n < w}. Finalmente, ya que {z, : n < w} es una o-sucesién
sin puntos de acumulacién, concluimos que o no es una estrategia ganadora.
Como esta fue tomada arbitrariamente, obtenemos que I | G(x, X). O

En la demostracién de la indeterminacién del G-juego, usaremos el nimero
cardinal b, el cual ¢s mayor o igual que p. Se define el nimero cardinal b,
como el cardinal mas pequefio de todos los subconjuntos no acotados en el
orden parcial (w¥, <*), donde se tiene que para f,g € w%, f <* g si existe
n < w tal que f(k) < g(k) para toda k& = n (para mas detalles sobre el
cardinal b véase [EvD]).

El Teorema 1.12 de P. Nyikos en [Ni] esencxalmente es el sxgulentc teorema.
Daremos otra demostracién usando el lengua_]e de _]uegos s
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Teorema 4.2.3 (p.> w,)..Para.todo. subcon]unto D de 291 que. sea numerable
y denso, se tiene que I ,L g(D) v IIJ, W(D) 5 B

Prueba: Sea D un subcon_]unto de. 2“u ‘numerable Y. denso. Tomembs un
punto z en D. La demostracién de que I no tenga estrategia ganadora en el
G(x, X)-juego, se deduce del Lema 4.2:2, ya ' que x(x, D) > w:" :
Ahora, veamos que IJ” 1 ‘W (z, D).  Para probar esto," utlluaremos su
caracterizacién en términos - dedrboles - (vease el comentario: que?51guc al
Teorema 4.2.1). Sea T. C: D<% 'un drbol tal que para t,oda t € ,'IP ‘x €
sucer(t) \ {z}. Para cada F € [w1]<¥, definimos -

[z, F] ={y € 2** ryjr = zF}.

Como z € succr(t).\:{z}, entonces la familia :
A, = {[z, F] N sucer(t) : F € [un]<“} -
tiene la propiedad de la interseccién finita fuerte. Ya. que"l.A; E "wl yp>wy,
entonces existe un conjunto que es pseudointerseccién de A, para cadate T.
Este conjunto, lo denotaremos como {zf, : n < w} Obser e,»yque ‘para:cada
F e [w1]<“’, se-tiene que {zf, : n < w} C* [F,z). ;Lo cual significa que
hma: = :z:.' Sea. S el subarbol de T definido por estos on_]untos, es decir

S_U{{a: in<w}: te']l‘}

Para cada F € [w;]<% definimos

1§ —w donde
gF(t) = min{k : para todo m > A. zte [:1: F]}

Sabérh'os que b > w;. Por lo tanto, existe g :' S ——) w tal que
g=* g, paratodo F & [w]<“" [ .
Sea A {:z:" te Tyn > g(t)}, este conJunto sa.tls c_
ademas IA N succ-‘r(t)] = Wp, para todo t € T. Con 1o ¢ual tenemos que para
cualquier rama f € [T] tal que f(n) = xh,, Y M > g(t), lim' f,(n) = z. Por lo
tanto, el jugador II no tiene estrategia ganadora VV(:z:, D)-_]uego, para
todo = € D. : : O

Usando los implicaciones entre los juegos* "V'
Teorema anterior, obtenemos el siguiente’ corolan

g‘ de la pagina 22, y el
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- Corolario 4.2;4:(p >'wn ). Eziste un grupo topoldgico numerable en el cual
los juegos W, Gy G,, son indeterminantes.

Con la aplicacién del siguiente lema, daremos una cota inferior de la car-
dinalidad de un G-espacio no trivial, mejorando asf el iiltimo de los resultados
del capitulo dos. El lema, se enuncia solamente para el G-juego, pero este
también se pudo haber descrito en términos del G,-juego.

Lema 4.2.5. Sea X C w* y x € X un punto de acumulacién tal que el
jugador I tiene una estrategia ganadora en el G(x, X)-juego. FEntonces ea:zste
un subcan]unto numerable y discreto D en X y un drbol T C D<w, tal que:

(1) Para todo tET, Isucc-r(t)l >2.
(2) S’z f,g E [T] 3 f ;é g, entonces lrrg(f) Nrng(g)| < No.

['1[‘], f es una succesidn de movimientos legales del
reépecto a la estrategia ganadora.

= an i n < w} una estrategia ganadora para el jugador I
en’el g(z A)-Jue o :El'conjunto D y el arbol T los construiremos inductiva-
mente Sea dm ='z.~ Para n =1, sean d(o,0) # d(o,1) € X tales que

v - doo, d(o n € oo(0) \ {z}
Supongamos que para. n < kyte 2<'° hemos escogido
: d‘ G U]t] (dtlo’ dthv "-a;dtlm-;)
y abiertos Ul e N(d ) tales{que i

y Uk+l g N(d ), con la propnedad de que el
LSTA TESIZ MO SALE
DE LA BIBILIDTECA
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U,NUy = @ para todo s, s’ . € 2kt con's# s .y . .
x € int(X \ U{UM : t € 255+1}) = Wiy,.

Sea D = {d, : s € 2<«} y T = {t, = (dsjo,dsj1+---5ds) s.€ 2w},
Demostrar que DD es un conjunto discreto, se sigue del hecho de que’ Ul n
W, = @ para todo &k < w y t € 2%, De la construccién se deduce famlmente
que T es un drbol que cumple las condiciones requeridas. ‘ (]

Teorema 4.2.6. Si X C w” es no discreto y I t G(X), entonces | X| = c.

Prueba: Sea 2z € X y o una estrategia ganadora para el jugador I en el
G(zx, X)-juego. Por el Lema 4.2.5, existe un conjunto discreto D € X y arbol
T € D<%¥ que satisface las condiciones de dicho Lema. Observe que por este
hecho [[T]| = ¢. Es ficil ver que si A, B € [w*]¥ son tales que AU B es
discreto y el conjunto B M A es finito, entonces A* = A\ Ay B* = B\ B,
son disjuntos. Con este hecho, tenemos que si f,g € [T] ¥ f # g, entonces
rng(f)* Nrng(g)” = 0. Como I 1+ G(x, X)), se tiene que cada rama de T tiene
al menos un punto de acumulacién, con lo cual concluimos que | X|=¢ O

Corolario 4.2.7. Sean p € w* y X € w* sin puntos aislados. Si I 1T Gp(X),
entonces | X| = c.
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Simbolos

w

o, B,y

Wy

AC* B
f:A— B
AP

fle

w W
Per(w)
B(X)

!

¥, clx(¥)
int(y), Y°

IX|

P(X)

XO

_,\’<w

[X]

[X]<a

[X]Sor .

[X]>a

[X]ze

=rrK

=RFr

<c

p—limz,

R(p), T'(p)
Prr(p), Srx(p)
Pri(X), Srx(X)
Prpr(p), Srr(p)

" Prp(X), Srr(X)
P-punto, Q-punto
TG
Irt+ G
T

SIMBOLOS

Conjunto de los numeros naturales.

Denotan numeros ordinales.

Primer cardinal no numerable.

A\ B es finito.

Funcién de A en B.

Conjunto de funciones de A en B.

Funcidén restringiada a un subconjunto C del dominio.
Conjunto de funciones estrictamente crecientes de w en w.

~ El conjunto de funciones biyectivas de w en w.

La Compacttificacién de Stone-Cech del espacio X.

.La extencién de f : X —+ Y a f:8(X) = 8(Y) (pag. 7) .
La cerradura de )’ en el espacio X.

'El interior de Y.

La cardinalidad del conjunto X.

= {A: A C X}, el conjunto potencia de X.

= {0} = 1.

= |J{X":n < w}.
={AC X: |A| =a}.
={AC X:|A4| < a}.
={AC X: 4| < a}.
={AC X :|A| > a}.
={AC X:]4] > a}.

El pre-orden Rudin-Keisler (pag. 8).

El pre-orden Rudin-Frolik (pag. 10).

El pre-orden Comfort (pag. 15).

p-limite (pag 13).

pag. 9.

pag. 9.

pag. 9.

pag- 11.

pag. 11.

pag. 10

I tiene estrategia ganadora en el G-juego (pag. 18).
ITI tiene estrategia ganadora en el G-juego (pag. 18).
Arbol (pag. 52).
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