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Resumen

En esta tesis estudiamos las propiedades espectrales del operador de
Schrodinger en la semirecta. Primero, damos un ejemplo de un potencial que
genera espectro singular continuo sumergido en el espectro absolutamente
continuo y el espectro singular continuo esta soportado en un conjunto den-
so. Esto nos da el primer ejemplo conocido de espectros realmente mezclados.

En la segunda parte estudiamos promedios de la funcién espectral corres-
pondiente al operador de Schrodinger para diferentes condiciones de frontera.
Como consecuencia obtenemos condiciones que implican existencia del espec-
tro singular continuo sumergido en el espectro absolutamente continuo para
conjuntos de condiciones de frontera de medida positiva y potenciales nulos
en el intervalo [0, N]. Estas condiciones estdn relacionadas con las estimacio-
nes de la medida de conjuntos donde la densidad espectral es positiva.
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Introduccion

La ecuacién de Schrodinger en la semirecta
—y"(z) + V(z)y(z) = Ey(z), z € [0,00) (1)

describe el movimiento de una particula cudntica en un caso particular e
importantes propiedades fisicas de este sistema dependen directamente de la
estructura espectral del operador asociado a esta ecuacion. Esta tesis estd de-
dicada al estudio de diferentes partes del espectro del operador de Schrédin-
ger, especialmente al espectro singular continuo.

Desde hace bastante tiempo se sabe que existen operadores de Schrodinger
con espectro singular continuo (por el teorema espectral inverso de Gelfand-
Levitan). Debido a que usualmente se suponia que este tipo de espectro no
admite una interpretacién fisica, los trabajos en el estudio del espectro se
concentraban en la tarea de dar criterios que garantizan ausencia de este
tipo de espectro. El punto que cambié la direccién en el estudio del espectro
fué el trabajo de Pearson [17] en 1978, donde por primera vez se da un ejemplo
explicito de un potencial con espectro singular continuo y una interpretacién
fisica de este tipo de espectro.

En 1997 Remling en [20] di6 el primer ejemplo de potencial con espec-
tro singular continuo sumergido en el espectro absolutamente continuo. En
este ejemplo tenemos el espectro absolutamente continuo, igual al espectro
esencial, que llena todo el semieje positivo. No tenemos espectro puntual en
el semieje positivo y para un conjunto de condiciones de frontera de medi-
da positiva tenemos el espectro singular continuo sumergido en el espectro
absolutamente continuo (ver seccién 2.6).

En relacién con la construccién de Remling surgen dos preguntas:
Primero, en dado ejemplo el espectro singular continuo estd soportado en
un conjunto denso en ningun lado. Entonces es interesante obtener un ejem-
plo con espectros realmente mezclados, donde el espectro singular continuo
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estd soportado en un conjunto denso.

Segundo, no se da ninguna caracteristica del conjunto de condiciones de fron-
tera para las cuales tenemos espectro mixto. No se sabe por ejemplo si es un
conjunto grande, probablemente que contiene todas las condiciones de fron-
tera o un conjunto realmente pequeno.

Los resultados de esta tesis contestan estas dos preguntas. En el capitulo 3
damos una construccién explicita de un potencial con espectro singular con-
tinuo sumergido en el espectro absolutamente continuo y el espectro singular
continuo estd soportado en un conjunto denso, lo cual nos da un ejemplo de
espectros realmente mezclados.

Los resultados del capitulo 4 estdn relacionados con el estudio del com-
portamiento de diferentes partes del espectro cuando la condicion de frontera
varia. Hay varios resultados conocidos en esta direccién. Por ejemplo se sa-
be que no podemos tener un conjunto de eigenvalores denso en un intervalo
para todas las condiciones de frontera; ver [7, 2]. En cierta forma el espectro
esencial impide la existencia del espectro denso puntual para muchas condi-
ciones de frontera. Por otro lado, es posible tener el espectro singular continuo
para todas las condiciones de frontera. En este contexto en el capitulo 4 es-
tudiamos como la existencia del espectro absolutamente continuo afecta las
posibilidades de existencia del espectro singular continuo y damos un criterio
que caracteriza el conjunto de condiciones de frontera donde tenemos el es-
pectro mixto. En particular, este criterio nos permite describir el conjunto de
condiciones de frontera para las cuales tenemos el espectro singular continuo
sumergido en el espectro absolutamente continuo en [20] y capitulo 3.

Ademads de los nuevos resultados de los capitulos 3, 4 esta tesis incluye
preliminares reunidos en los capitulos 1, 2. En el capitulo 2 presentamos una
breve descripcién de aspectos bésicos de la teoria de operadores de Schrodin-
ger en la semirecta y en el capitulo 1 estdn reunidos varios resultados que
usamos a lo largo de la tesis.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo estdn reunidas las principales herramientas que se usan
en el resto de la tesis, salvo la teoria de los operadores de Schrodinger en la
semirecta que se describe en el siguiente capitulo. Aqui se discuten elementos
de los siguientes temas: Densidad de conjuntos, Teoria de la medida, Espa-
cios L,, Convergencia de series, Transformadas de Fourier, la Representacién
integral de Herglotz, la Férmula de inversién de Stieltjes y Probabilidad. El
material de cada seccidon es tomado de la referencia que indicamos al inicio
de la seccién, salvo cuando en el texto se da otra referencia.

1.1. Definiciones sobre densidad de conjuntos
(Ver [9, seccién 5.2])

Sean A y B dos subconjuntos de un espacio métrico R. A denota la
clausura del conjunto A en R.

Definicién 1.1 (Conjuntos densos). El conjunto A es denso en B, si
ADB.

Definicién 1.2 (Conjuntos densos en ningiin lado). El conjunto A es
denso en ningun lado, si es denso en ninguna bola, i.e. ¥ bola B C R existe
otra bola B' C B tal que B'N A = 0.

Sea R = R los numeros reales y | - | la medida de Lebesgue.

Definicién 1.3 (Conjuntos esencialmente densos). Un conjunto A es
esencialmente denso en B, siV intervalo abierto B' C B tenemos que |AN
B'| #0.
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1.2. Elementos de la teoria de la medida (ver
[22, Cap. 11])

Definicién 1.4 (o-algebra). Sea X un conjunto arbitrario. Una coleccion
A de subconjuntos de X es una o-dlgebra si:

(i) X € A,

(ii) para todo conjunto A que pertenece a A el conjunto A° pertenece a A,
donde A° = X \ A es el complemento de A en X, y

(iii) para cada sucesion {A;} de conjuntos que pertenecen a A, el conjunto
UL, A; pertenece a A.

Entonces una o-dlgebra en X es una familia de subconjuntos de X que
contiene a X y es cerrada respecto al complemento y a la formacién de
uniones numerables. La o-algebra mas comun es la o-dlgebra de Borel B(R)
en R. Esta o-4lgebra es generada por la coleccién de todos los subconjuntos
abiertos de R. Un conjunto de Borel es un conjunto que pertenece a la
o-algebra de Borel.

Definicién 1.5 (Medida). Sea X un conjunto y sea A una o-dlgebra en
X. Una medida en A es una funcidn p : A — [0, 00] que satisface siguientes
condiciones;

(i) n@ =0,y

(i) p(UR,A;) = Y2, u(As), para cualquier coleccion numerable disjunta
de conguntos {A;} que pertenecen a A. (Como u(A;) > 0 para todo 1,
oo, u(A;) siempre eziste como un nimero real 0 como +00.)

Los conjuntos en A se llaman medibles respecto a p.

Si X es un conjunto, A es una o-algebra en X y u es una medida en A,
entonces la tercia (X, A, ) la llamamos un espacio medible. Muchas veces
se refiere al par (X,.4) como un espacio medible.

Definicién 1.6 (Medidas absolutamente continuas). Sean (X, A) un
espacio medible, pu y v dos medidas en (X,.A). Entonces v es absolutamente
continua respecto a u, st para todo conjunto A que pertenece a A y satisface
u(A) = 0 tenemos que v(A) = 0.
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Cuando decimos que una medida es absolutamente continua, nos referi-
mos a una medida absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue.

Definicién 1.7 (Medidas singulares). Sea (X,.A) un espacio medible.
Una medida p estd concentrada en un conjunto E € A, st u(E°) = 0. Supon-
gamos que p y v son dos medidas en (X, A). Entonces p y v son mutuamente
singulares, si eziste un conjunto E € A tal que p estd concentrada en E y v
estd concentrada en E°.

Decimos que una medida es singular, si es singular respecto a la medida
de Lebesgue.

Teorema 1.1 (De descomposicién de Lebesgue). Sean (X, A) un espa-
cio medible y u una medida en (X, A). Entonces existen unicas medidas iqc
y ps en (X, A) tales que

(i) pac es absolutamente continua,
(ii) s es singular, y

(lll) K= Hac + Hs.

La descomposicion p = pgc + ps se llama la descomposicion de Lebesgue de
Wy Mae Y Ms Son las partes absolutamente continua y singular de p.

Sea p: R — R una funcién con las siguientes propiedades:
(i) p(X) es una funcién mondtona creciente,
(ii) p(A) es continua por la derecha, i.e.

Jim p(A+e) = p(}),
entonces podemos definir una medida p en la o-dlgebra de Borel de la si-
guiente manera
1((a, b)) = p(b) — p(a).

La medida p se llama la medida de Borel-Stieltjes generada por p. Para una
medida de Borel-Stieltjes, un punto singular A\g puede tener medida positiva
si y solo si la funcién p(\) es discontinua en )\¢. La medida de un punto
singular A\ estd dada por

al{2o}) = p(%o) — lim p(ho —e).
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Puntos que tienen una medida estrictamente positiva se llaman puntos dis-
cretos de la medida. Una medida de Borel-Stieltjes puede tener a lo mas
un numero numerable de puntos discretos. Si no hay puntos discretos, en-
tonces la funcién p()) es continua y la medida p es una medida continua.
Para cualquier medida continua de Borel-Stieltjes, la medida de un conjunto
numerable de puntos es cero.

Por el Teorema de descomposicién de Lebesgue 1.1, una medida de Borel-
Stieltjes dada p puede descomponerse en partes absolutamente continua y
singular respecto a la medida de Lebesgue, p = e + ps- A su vez, la par-
te singular ps puede descomponerse en partes singular continua y discreta.
Asi ug. es una medida singular continua en el sentido de que los puntos sin-
gulares tienen medida cero. Por otro lado, la parte discreta py de la medida
u estd concentrada en aquellos puntos (un nimero finito o numerable) que
tienen medida positiva. Tomando p; = psc + g, podemos escribir la descom-
posicién completa

B = Hoc + Hsc + Ha-

Una funcién f : R — R se llama funcién de escalera si es una funcién
mondtona, continua salvo un conjunto numerable de puntos y f es constante
en trozos en el complemento de este conjunto. Una funcién f se llama sin-
gular continua si f’ existe a.e. y es igual a cero a.e. La funcién f se llama
absolutamente continua si para cada ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal que

Z|$=‘—$§f<5 = Z|f($z‘)—f(-’€i)[<f

para cada entero n > 1y zy,...,Z,,2},...,2;, € R. En correspondencia
con la descomposicién de Lebesgue, cualquier funcién monétona p(A) se des-
compone (de manera tnica) en suma de funciones absolutamente continua,
singular continua y de escalera (parte puntual):

P(A) = Pac(A) + psc(A) + pp(A).

1.3. Espacios L, ( Ver [24, p.66] )

Definicién 1.8 (Funciones medibles). Sean (X,.A) un espacio medible y
A un subconjunto de X que pertenece a A. Una funcion f : A = [—00, +00]
es A-medible, si para todo nimero real t el conjunto {z € A : f(z) < t}
pertenece a A.
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Definicién 1.9 (Espacio L,). Sea (X, A, i) un espacio medible y 1 < p <
00. Ly(X, p) es el espacio de todas las funciones medibles en X tales que
Jx [fIPdp < oo, considerando dos funciones equivalentes si son iguales salvo
un conjunto de medida cero (a.e.)

L, es un espacio métrico completo, con la norma

= (/. Ifl”du)w.

Si p = 2, en el espacio L, podemos definir el producto escalar:

(ho)= [ fadu

Teorema 1.2. Si {fn(z)} es una sucesion de funciones en L, (1 <p < )
convergente en la métrica de L, a una funcion f(z) y, ademds, f,(z) converge
a f(z) puntualmente para casi todo z, entonces f(z) = f(z) a.e.

Demostracidn. La sucesion {fu(z)} contiene una subsucesién que converge a
f(z) puntualmente a.e. ([24, Teor.3.12, p. 70]). Como f,(z) converge a f(z)
puntualmente, esto implica que f(z) = f(z) a.e. a

A continuacién presentamos algunos de los resultados fundamentales de
la teoria de integracién que vamos a usar repetidamente.

Teorema 1.3 (Lema de convergencia monétona de Beppo Levi). Sea

{fa} una sucesion de funciones medibles en X y supongamos que para casi

todoz € X 0 < fi(z) < fo(z) < -+ < 00. Entonces fo(z) — f(z), la
n—oQ

funcidén f(z) es medible, y

/h@—%/f@
X n—oo X

Demostracion. Ver [24, Teor. 1.26, p.22] O

Teorema 1.4 (Lema de Fatou). Si f, : X — [0, 00] son medibles, entonces

f (lim inf fn) dy < lim inf f £ dp.
X n—oo n—oo X
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Demostracion. [24, Teor. 1.28, p.24] Sea gx(z) = 1;1£f,(x) Entonces gx < fi

y tenemos que

/ grdp < / frdp y lim inf[ gr dp < lim inf/ fedp (1.1)
X X X X
Tambien tenemos que 0 < g;(z) < go(z) < ..., cada gx es medible y
gk(z) — liminf f,(z).
k—oo n—oo0

Por el Teorema de convergencia monétona 1.3 tenemos que

/ gk dji. ~—— (liminf fn) du
X k=00 X

n—oo
y usando (1.1) obtenemos el enunciado del Teorema. (]

Teorema 1.5 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue). Sea
{fn} una sucesidn de funciones medibles en X tales que para c.t.p. x € X

f(z) = lim fu(z)
y eziste una funcion g € Li(X, p) tal que

|fa(@)] < g(z).
Entonces f € Li(X, p),

limflfn—fld;u=0
n—00 X

lim [ fodpu= / fdu.
X X

n—co

Demostracion. [24, Teor. 1.34, p.27] Como |f| < g y f es medible, tenemos
que f € Li(X,p). Ademds tenemos que |f, — f| < 2g. Vamos a aplicar el
Lema de Fatou 1.4 a las funciones 2g — |f, — f]:

[ 29du= [ timint (g1, £1) du
X X
<timinf [ (@g=1fa=fDas= [ 2odu-+timint (- [ o= f1du)

=/29du—lim5up(f Ifn—fld#)-
X n—o00 X
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f x 29 du es finita y obtenemos

lim sup (f |fo — f|dﬁ) <O0.
n—oo X

Esto implica que lim, o0 [y | fo = f|die = 0y, usando que | [ f du| < [|f]dp,
obtenemos limy o0 [y fndp = [ fdp. m

Definicién 1.10 (Espacio medible o-finito). Sea (X, A, 1) un espacio
medible. Si X es una unidn numerable de conjuntos E; tales que pu(E;) < oo,
entonces el espacio (X, A, p) se llama o-finito.

Teorema 1.6 (Teorema de Fubini). Sean (X, A, p) y (Y, B, p) dos espa-
cios medibles o-finitos y f(z,y) una funcion integrable en el espacio (X x
Y, A x B, ux p). Entonces

[ tewduxe = [ ( [ 1@ dp) dy

= ] (f f(r,y)dn) dp
¥ \Jx
St ocurre que por lo menos una de las integrales

[([uona)a o [ ([ o)

es finita, en tal caso f(z,y) es integrable en (X X Y, A x B,y x p) y las
tqualdades se cumplen.

Demostracion. Ver [9, Teorema 4, p.359]. O

1.4. Transformada de Fourier ( Ver [24, Cap. 9,
p-192])

Si f € Li(—o00,+00) podemos definir la integral

foy=—= ™ fo)e=t do

para cada t real. La funcién f se llama la transformada de Fourier de f.
Para las funciones en L,(—00,+00) tenemos el siguiente resultado prin-

cipal:
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Teorema 1.7 (Teoremaﬁ de Plancherel). A cada funcién f € Ly le pode-
mos asoctar una funcion f € L, tal que se cumplen las siguientes propiedades

(a) Si f € Ly N Ly, entonces f es la transformada de Fourier de f previa-
mente definida.

(b) Para todo f € Ly, ||f|l2 = [If]l.-
(c) El mapeo f — f es un isomorfismo del espacio de Hilbert Ly sobre Ls.

(d) fy f estdn relacionadas de la siguiente manera simétrica: si

1 = —ixt __.._.1.__ @ F izt
oatt) = 7= [ 1@etda v vate) = o= [ foeaea)

entonces ||pa — fllz —— 0 y |[¢a — fllz —— 0
A—oo A—roco

La propiedad (d) define la transformada de Fourier inversa.
Demostracion. Ver [24, Teor. 9.13, p.200] O

También podemos definir la transformada de Fourier para las funciones
f(z) € Ly(—00,+0),1 < p < 2 (ver [30]):

Teorema 1.8. Si f € L,(—00,+00), donde 1 < p < 2, entonces la integral

-~ +m "
f = - | et

converge como integral tmpropia para casi todo t y la funcion f (t) se llama
la transformada de Fourier de f(z).

Demostracidn. Ver [30, Teor. A] O
1.5. Algunos criterios de convergencia de se-
ries ( Ver [23, Cap. 3, p. 51])
Vamos a necesitar los siguientes criterios de convergencia de series:

Teorema 1.9 (Criterio de comparacién). Si |a,| < ¢, paran > No(Ny €
N) y si la serie Y.>° | ¢, converge, entonces también converge la serie Y . | an.
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Demostracion. Ver [23, Teor. 3.2, p. 52]. O

Teorema 1.10 (Criterio de la razén). La serie ) .-, an

(a) converge st limsup,,_, . “f’—‘| <1,
n

(b) diverge si “;4“‘\ > 1 para todo n > ng, donde ng es un numero natural
fio.
Demostracién. Ver [23, Teor. 3.34, p. 57] O

Teorema 1.11. Supongamos que a; > ay > a3z > --- > 0. Entonces la serie
Y oey an converge st y solo si converge la serie

oo
szagk =a;+2a;+4a4+8ag+....

n=1
Demostracion. Ver [23, Teor. 3.27, p. 53] O
Observacion 1. s
Zn“l >InN
n=1
Demostracion.
N N 1
Zn"1 2/ —dr=InN
¢ B

n=1

O

Teorema 1.12 (Expansién de Taylor). Supongamos que f(z) es una fun-
cion real en el intervalo [a,b], n € N, f(*~1)(z) es continua en [a,b], f™(z)
eziste para cada t € (a,b). Sean a, 8 dos puntos de [a,b] y definimos

Entonces existe un punto x entre o y [ tal que

7(8) = P8) + E 5 _

n!

Demostracion. Ver [23, Teor. 5.15, p. 95]. O
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1.6. Representacion integral de Herglotz
( Ver [3, Sec. II])

Para demostrar la representacion integral de Herglotz primero necesita-
mos una serie de resultados preliminares:

Teorema 1.13 (Teorema de seleccién de Helly). Sean f,(z) funciones
reales mondtonas no-decrecientes y k una constante positiva tal que

|fa(z)| < K m=1,2...;a <z <bh).

Entonces eziste una sucesion de nimeros ng < ny < ... y una funcion
acotada no-decreciente f(z) tal que

lim f,, = f(z),(a <z < D).
1—00
Demostracion. Ver (28, p. 165] O

Teorema 1.14. Sea W(z,t) una funcidn continua de dos variables, la varia-
ble compleja z pertenece a un conjunto abierto G y la variable real t pertenece
al intervalo [a,b]. Entonces la funcion

H(z) = / bW(z,t) dt

es continua en el conjunto G.

St, ademds, para cada t € [a,b] la funcidon W(z,t) en cada punto z € G
tiene la derivada parcial W)(z,t), continua respecto a ambas variables z y t,
entonces la funcion H(z) es analitica en G y

H'(z) = /b W, (z,t) dt

Demostracidon. Ver 25, Teor. 3.1, p. 107] O

Teorema 1.15 (Teorema de Cauchy sobre la expansién de una fun-
cién analitica en una serie de potencias). Sea f(z) una funcion analitica
en un dominio G, sea zy un punto arbitrario de G y A = A(2) la distancia
entre zo y la frontera de G. Entonces eziste una serie de potencias

f(2) =) an(z = 2)"

convergente a f(z) en el disco {z € G : |z — 2| < A}.
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Demostracion. Ver [12, Teor. 16.7, p. 361] O

Teorema 1.16. Sean u(z,y) una funcidn armdnica en el dominio G, v(z,y)
su conjugado armdnico y 2y algin punto de G. Sea A = A(z) la distancia
entre zo y la frontera de G. Entonces u(z,y) y v(z,y) tienen las siguientes
eTpanstones

u(z,y) =u(r,0) = ap+ Z:(an cosnd — By, sinnf)r" (1.3)

n=1
v(z,y) =v(r,0) = B+ Z(ﬁn cosnf + ay, sinnf)r" (1.4)
n=1

en el disco |z — z| < A, donde z — 2y = re®.

Demostracion. Sea f(z) una funcién analitica en el disco |z — 29| < A tal
que su parte real es igual a u(z,y). Por el Teorema 1.15 la funcién f(z) tiene
la expansion en serie de potencias

o0

f(2) =) an(z—2)"

n=0

en el disco {z € G : |z — 2| < A}. Sustituimos en esta expansién a, =
Op +iBn, 2z — 29 = 1€’ y tomando las partes real e imaginaria de

flz) = Z(an + 10,)7" (cos nb + isin nb)
n=0
obtenemos (1.3) y (1.4). 0O

Lema 1.1. Las series

i, i
g1 _
Fri-2prasli—a 1+ZZ( ) cosn(0 — @)

2prsin(0—¢) 22( ) sinn(d — ¢)

P2+ 12— 2prcos(6 — @)

convergen uniformemente en cada subconjunto compacto del disco {z : |z —
2| < p}, donde zy = pe'?, z — 2y =€ y 6, ¢ € [0, 27).
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Demostracion. Ver [13, p. 149]. O

La integral

1 2 ,02 =
g‘/{; f(p:¢)92+1~2 —2pTCOS(9_¢) dd}

con el nicleo

P —p? R et + 1t
p?+ 12— 2preos(6 — @) pet? — rett

se llama la integral de Poisson. Vamos a demostrar una propiedad carac-
teristica de las funciones armoénicas que consiste en la representacion en forma,
de integral de Poisson:

Teorema 1.17. Sea u(z,y) una funcién armdnica en el dominio G con el
conjugado armdnico v(z,y). Sean zy algin punto de G y A = A(z) la distan-
cia de zy a la frontera de G. Entonces u(z,y) y v(z,y) pueden representarse
en el disco |z — 2| < A, donde z — zy = re®, en forma de integrales de
Poisson de la siguiente manera

B 27 p —T‘

ur,6) = _f up, p +7r2— 2,orcos(9 o) dg (1.5)
3 27 ,0 — 2

wnd) = g3 [ et (19)

para toda p conr < p < A y cualquier §. Ademds

B 1 o 2pr sin(f — ¢) '
wn0) = ot o | o) T

en términos de u(r,0).
Demostracion. Usamos la férmula (1.3) reemplazando r por p (p < A), 8

por ¢ y n por m:

u(p, ) = ap + Z(am cos m@ — P, sinmg) p™ (L7

m=1
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Usando la convergencia uniforme de (1.7) para todo p < A, multiplicamos
(1.7) por cos(ng) e integramos término a término respecto a ¢ entre 0 y 27.
Como resultado obtenemos

2m
Gy = _] p':

o = E | (p,rﬁ)COS(ﬂcb) dp  (n>1). (1.8)

De la misma manera, multiplicando (1.7) por sin(n¢), donde n > 1 es un
entero, e integrando término a término obtenemos

e sy fus D (L.9)
" Jo , B

La sustitucién de (1.8) y (1.9) en (1.3) y (1.4) nos da

u(r,0) = --—/‘2’r u(p, ¢ d¢+i%]:wu (—) cosn(f — ¢) do
oo 1 B r n
v(r,0) = Bo+ — 0, P) (—) sinn(f — ¢) do
° ;rf p

Por el Lema 1.1 obtenemos
2 2

g = 1 £~ d
u('r? ) - %/{; U(p‘¢)p2+?"2——2p7'005(9~¢) ¢5

~ 1 % 2prsin(0 — @)
v(r,0) = Bo+ gfo u(p, ¢)p2 + 12 —2prcos(f — @)

Como (1.5) se cumple para cualquier funcién arménica en G, podemos reem-
plazar u(r,6) por v(r,8) y obtenemos (1.6). ' O

de.

Teorema 1.18. Una funcion analitica en el circulo |z| < 1 satisface la con-
dicion Ref(z) > 0 para |z| < 1 si y solo si f(z) tiene la representacién
integral

fz) = fo "EAR b (1.10)

donde p(1) es una medida de Borel positiva y finita en el intervalo [0,27] y
¢ es un numero real.
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Demostracion. La funcién f(z) definida por (1.10) es analitica en el circulo
|z| < 1 por el Teorema 1.14. Si ponemos z = re*

2w iz T.Z
Ref(z) = d >
f(2) /U 1 —2rcos(0 — ) + r2 p(¥) 20
para r < 1. Entonces la representacion (1.10) es suficiente para que f(z)
tenga las propiedades indicadas en el Teorema.

Sea f(z) una funcién analitica en el circulo |z| < 1y tal que Ref(z) >0
para |z| < 1. Vamos a considerar las funciones f,(z) = f(":1z). Las funciones
Ref,(z) son arménicas y no-negativas en el circulo cerrado |z| < 1y su valor
un(0) = Re f,(2) en la frontera z = €* es no-negativo y continuo. Por la
formula integral de Poisson (Teorema 1.17) tenemos

n 1—r?
Rednie) = _/0 1 — 2rcos( — ¢) + r? dpa(¥)

donde p,(¥) = 5= fu'p un (@) da es una funcién continua y monétona creciente
para 0 < ¢ < 27. Cuando z = 0 obtenemos

2

Ref(0) = Refu(0) = | dpa(¥) = pu(27) = pn(0) = pu(2m)

Entonces la sucesion {p, (1)} satisface las condiciones del Teorema de Helly
(Teorema 1.13). Esto implica que existe una sucesién de nimeros enteros
{nx} y una funcién monédtona creciente p(1) tal que

lim ny = co,  lim pn, (¥) = p(¥), 0< p(¥) < Ref(0).

k—o0

Pasando al limite en la férmula para Ref,(z) cuando ny — oo obtenemos

lim fu2) = £(2), lfl<1 oy

2r 1 — 72
Hef(z) = /.; 1 —2rcos(f — ) + r? dp(¥)

para |2| < 1.
La funcion Imf(z) es arménica en |z| < 1y podemos determinarla usando
el hecho de que es conjugada a Ref(z) y asume el valor Imf(0) para z = 0:

= 2rsin(60 — 1)
Inf@) = | Topresg s o) + Imf ).
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Combinando las expresiones para Ref(z) y Imf(z), encontramos que

2T iy P
f(z) = fo €Y+ 1ol +ilm (0]

ew — z
O

Definicién 1.11 (Funciones de Pick). Una funcidn de Pick es una funcion
analitica en el semiplano superior con la parte imaginaria positiva.

Teorema 1.19 (Representacion integral de Herglotz). Una funcidn de
Pick F(s) admaite la representacion integral en la siguiente forma:

T g t
t—¢ 1241

F(c)zap+bpc+/

—00

] du(t) (1.11)
donde br > 0 y ar son dos constantes reales y u(t) es una medida de Borel
en [—oo, +00] tal que [(t* + 1)~  du(t) es finita.
Demostracion. Las transformaciones dadas por

_*lz-f-l
T iz-1

)=y @)

= 1.12
S+ ( )

son transformaciones lineales fraccionarias, inversas una de la otra. ¢(z) ma-
pea el disco unitario |z| < 1 en el semiplano superior, mientras que z(s) trans-
forma el semiplano superior de regreso al disco. Si f(z) es una funcién analiti-
ca en el disco |z| < 1 con la parte real positiva, la funcién ¢(s) = if(2(s)) es
una funcién de Pick; inversamente, si ¢(s) es una funcién de Pick, la funcién
f(z) = —ip(s(z)) es analitica en |z| < 1 con la parte real positiva. Entonces
existe una biyeccién entre estas dos clases de funciones.

Podemos encontrar la representacién integral de Herglotz de ¢() usando
la representacién para f(z) dada por el Teorema 1.18:

Ll N
7(z) = f 2 40(8) + iImf(0).

e — 2

Si la medida dp da peso positivo & > 0 al punto § = 0, separamos este punto

2m iy
@)= a-ip+ [ SGEEaiw).

1 eV —z
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Vamos a formar ¢f(2(s)). Los primeros dos términos se reducen a ag + 8 y
la integral es igual a

/2” gcosf/2 —sinf/2 /0)
o §sinf/2+ cosf/2 '

Vamos a introducir el cambio de variable ¢t = — cot 8/2 que mapea el circulo
en el eje real y el punto z = 1 que quitamos al infinito. La medida dp' se
transforma en una medida finita v(t) en el eje real y obtenemos

+o0 o0
#lc) = e+ B+ f tt‘j: du(f) donde / dolE <400
Finalmente tomando du(t) = (¢* + 1)dv(t) obtenemos (1.11). O

Lema 1.2. Sea F(s) una funcion de Pick con la representacion integral
[t —¢ 241

F(s) =ap + bps + f ] du(t) (1.13)

—00
Entonces las constantes ar y bp estan determinadas por

ImF (i
s FA, o i 2P,

§—00 5

Demostracién. De (1.13) tenemos que

F(i)=ap+1 (bp + /R 1 _i v du(t))

entonces ReF'(i) = ap. También tenemos que
ImF(is) 1

— = du(t).

o+ j;; s2 +t2 (®)

Como ;2—_'}_? < @z (s 2 1) y la funcién T2z es integrable respecto a ,
podemos aplicar el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue 1.5 y en

el limite cuando s — oo obtenemos

lim ImF(is) _

§—00 S
/

br.
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Sea dp()\) una medida de Borel-Stieltjes tal que

* dp(})
o A2 +1 S

(1.14)

Entonces podemos definir

Qg(m,y):/_mL(”\)

w (=22 +y*

La féormula de inversién de Stieltjes nos permite expresar p(\) en términos
de ¢(z,y).

Teorema 1.20. §i —0c0 < a < b < 400, entonces

T i® 1 1
lim — = = = . .
i ~ [ 6(z,3) dz = p((,b) + 5({a}) + 5p({8}) (1.15)
Demostracion. Ver [21, Teor. 5.4, p. 84]. O

Ejemplo: Consideremos la funcién F'(¢) = logs. El logaritmo estd deter-
minado de tal manera que es real en el semieje positivo. Es una funcién de
Pick. Entonces

ap = Relogi=0
b s i TRORE e WA
$—00 S =00 S

0

0 sifa,b) C R,
b—a sifa,b] CR™.

v—0

p(b) — p(a) = lim %f: Arg F(z + iv)dz = {

Entonces

0
1 t

1 = - —dft.

0gz /mt—z 71 i

Teorema 1.21 (Teorema de Fatou). Sea f(z) una funcidn analitica aco-
tada en el disco unitario |z| < 1. Entonces el conjunto de los puntos donde
el limite

lim f(re®)

r—1

no existe es de medida de Lebesgue cero.
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Corolario 1.1. Sea F(z) una funcidn de Pick. Entonces casi siempre res-
pecto a la medida de Lebesgue eziste el limite

y]_}}l’(r]lJr F(z + iy).
Demostracion. Si la funcién F'(z) es acotada, el resultado se sigue del Teo-

rema de Fatou 1.21 usando las transformaciones (1.12).
Si la funcién F'(z) no es acotada, entonces la funcién

1
G(z) = —
() F(2)+4
es una funcién de Pick acotada y la existencia de valores en la frontera de
G(z) implica la existencia de valores en la frontera de F(z). O

1.7. Elementos de la teoria de la probabilidad
(Ver [1, Cap. 5))

Un espacio de probabilidad es una tercia (£2, F, P), donde es un conjun-
to, F es una o-algebra en este conjunto y P una medida en esta g-dlgebra tal
que P(§2) = 1. Vamos a llamar P la medida de probabilidad y los elementos
de F eventos.

Definicién 1.12 (Variables aleatorias). Una variable aleatoria X en un
espacio de probabilidad (2, F, P) es una funcion Borel-medible de Q2 a R. Si
X,Y son dos variables aleatorias, llamamos a X + 1Y una variable aleatoria
compleja.

Definicién 1.13 (Variables aleatorias independientes). Las variables
aleatorias X, ... X, son independientes siV By, ... B, € B(R) (o-algebra de
Borel) tenemos

P{X, € B,... X, € B,} = P{X, € B}...P{X,, € B,}

Definicién 1.14 (Esperanzas matematicas). Si X es una variable alea-
toria en (2, F, P), la esperanza matemdtica de X estd definida por

EX:fXdP
Q

st la integral existe.
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Teorema 1.22 (Desigualdad de Chebyshev). Sean X una variable alea-
toria no-negative, 0 < p < 00 y 0 < € < 00. Entonces

E X?P
ep

Demostracidn. Ver [1, Teor. 5.10.7, p. 227]. O
Teorema 1.23 (Lema de Borel-Cantelli). i A}, A;,---€ F y

P{X > ¢} <

oy P(An) < 00, entonces
o0 00
P[kgl ik 4] =0.
Sean T1,T5,... y T variables aleatorias. Decimos que 7,, convergen a
T casi seguro si P[T,, — T cuando n — oo] = 1 y usamos la anotacién
T. — T a.s.

Teorema 1.24. Supongamos que
> E|T,PP < o0
n=1

para algin p > 0. Entonces T,, — 0 a.s.

Demostracion. [29, Teor. 2.1.3, p.13] Por el Teorema de convergencia monéto-
na de Lebesgue 1.3 > E|T,|P < oo implica que EY *° |T,|f < ooy
Yoo 1 |Tn|P < oo a.s. Entonces T, — 0 a.s. 0

Teorema 1.25. Sea T, una sucesion de variables aleatorias. Supongamos
que eziste una variable aleatoria T y una sucesion de nimeros ny — oo tal
que T, = T a.s. y

max |T, — Ty, ,| = 0 a.s. cuando k — co.
Ng—1<n<ng

Entonces T,, = T a.s.

Demostracidn. [29, Lema 2.3.1, p.17] Para un nimero n dado escogemos ny
tal que ng—; < n < ni.

ITn - T‘ S |T - Tnk-1| . |Tn - Tnk—l[ < [T - Tnic—ll + méx [Tn - Tnk—ll

ng_1<n<ng

en la suma final ambos miembros convergen a cero a.s. cuando k — oco. Esto
implica que 7, — T a.s. O
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Teorema 1.26. Sean X, (n € N) variables aleatorias complejas. Suponga-
mos que ezisten nimeros p, > 0 tales que Y oo pn Inn < ooy

n—1
E|Xal? + ) |EXnXa| < pa.

m=1
P N 2 3
Entonces limy_,00 Y,y Xn eziste casi seguro.

Demostracion. Este resultado se sigue esencialmente de [29, Teor. 2.4.2]. No-
sotros necesitamos una versién para X, complejas

Sean g(j, N) = QEJ_JH pny h(j,N) = QEJ_J_H pn In? n. Tenemos que

2

J+N J+N J+N n-1
Yo Xa| < Y EXP+2) Y IEXAX
n=j+1 n=j+1 n=j+1m=1
j+N
< 2Y pa=9(G,N) (1.16)
n=j+1

90, k) + 90 + k,m) = g(j, k +m)

h(j, k) + h(j + k,m) = h(j, k +m)
h(j,n) < C (C es una constante que no depende de j y n) (1.17)
9(j,n) < h(j,n)/ % + 1) (1.18)

Usando (1.16), (1.17) y (1.18) obtenemos

2

J+N
Y X.| < g(j,N) < Ch(j,N)/log*(j +1)
n=j+1
C‘Z
o — 0 cuando j — 0Q.
log“(j + 1)

Entonces la sucesién {S, = >, X;,n > 1} es una sucesién de Cauchy en
la norma de L,. Como L, es un espacio completo existe S € L, tal que
E(S,—5)?—=0

Vamos a demostrar que la subsucesién Syx — S a.s. Por el Teorema 1.24
es suficiente demostrar que Y p; E|S — Sor|? < o0.
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Usando otra vez (1.16), (1.17) y (1.18)
E|S — Sot|* = lim E|S, — Sa|* < lim sup g(2¥,n — 2¥)
n—oo n—oo

k o _ ok
& ClimsupM

< (C*log (2 41
n—00 log?(2k +1) — Y

obtenemos que
> E|S - Syl <C*) log73(2F+1) < o0
k=1 k=1

demostrando que Sor — S a.s.
Para demostrar que S, — S a.s. vamos a usar el Teorema 1.25.
Hace falta demostrar que

max |S, — Spx-1| — 0 a.s cuando k — oco.
2k-len<2k

Para eso, por el Teorema 1.24 es suficiente demostrar que

E[ méx S, — Sp-1/%] < o0.
2k-1<n <k

Para demostrarlo vamos a necesitar el siguiente Lema:
+k
E: =7+1 X‘

EM;, < (log(2n)/log2)’ g(j,n).
Demostracion. Ver [29, Teor. 2.4.1, p. 22] O

Lema 1.3. Sea M;, = miX;ck<n

, entonces

Usando el Lema y (1.17), (1.18) obtenemos

M8

1E[2k o <2k|S _82k 1| ]—;EM(zk 1-1) 2k=1

i (lOg 2*: ) 2k 1 2!4: l < CZ (log(Qk)) h‘(Qk_IJQk_l)
— \ log2 log 2 log?(2k-1 + 1)

Z R(2%1 9k 1)< 020 < oo,

.
I

l/\




Capitulo 2

El operador de Schrodinger en
una dimension

En este capitulo estan reunidos los principales resultados sobre los Ope-
radores de Schrodinger en la semirecta que usamos en el resto de la tesis.
También damos una breve descripcién de dos conocidos ejemplos de Pearson
[17] y Remling [20] que motivan los resultados de la tesis y los ponen en el
contexto de los trabajos que se han hecho en este campo. El material de cada
seccion es tomado de la referencia que indicamos al inicio de la seccién, salvo
cuando en el texto se da otra referencia.

2.1. Extension autoadjunta y la alternativa
de Weyl (Ver [16, cap.6, p. 231])

Vamos a considerar el operador diferencial de la forma
Ly=—y"(z) +V(z)y(z) , 0<z<o0

donde V(z) es una funcién real y supongamos que V(z) € L}, [0,00). Es
la minima condicién necesaria para garantizar que L sea un operador en
C§°(0,00), el conjunto de funciones infinitamente diferenciables de soporte
compacto. Observamos que C§°(0,00) es un subconjunto denso de L?(0, 00).

Para poder aplicar el andlisis espectral necesitamos definir una extensién
autoadjunta del operador L. Definimos esta extensién como el operador H,
de la siguiente manera

Hyu = Lu para ueD

22
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donde u € D si

(i) u,Lu € Ly(0,00),

(ii) wu,u’ son absolutamente continuas en cualquier subintervalo finito de [0, 00),
(iii) u(0)cos @ + u/(0) sina = 0 para algin a € [0, 7).

Segin la llamada alternativa de Weyl en el infinito pueden suceder dos
situaciones:

(i) para cada z € C cada solucién de la ecuaciéon Lu = zu estd en Ls(c, 00),
para algin ¢ > 0; este caso se llama el caso de circulo limite.

(ii) para cada z € C no mds de una solucién de la ecuacién Lu = zu,
linealmente independiente, estd en Lo (c, 00); este caso se llama el caso
de punto limite y para cada z € C\ R siempre hay una solucién en
Ly (¢, 00).

Si para algin Ao € C\ R tiene lugar el caso de circulo limite, entonces este
caso tiene lugar para cualquier A € C\ R.

Nosotros vamos a considerar la opcidon de punto limite, ya que la mayoria
de los casos de interés fisico o matematico son de punto limite. En el caso de
punto limite el operador H, es un operador autoadjunto.

Tenemos el siguiente 1til criterio

Teorema 2.1. Si V(z) > —kz?, donde k es una constante positiva, entonces
tenemos el caso de punto limite al infinito.

Demostracion. Vamos a demostrar que la ecuacion
"+ V(z)y=0

no tiene dos soluciones linealmente independientes en Ly(c, 00). Supongamos
que ¢(z) es una solucién real de Ly = 0 y ¢(x) € Ly(c,00). Como ¢" = V¢,

obtenemos
“¢"(t)e(t) 2V (t)p(t) T o9
fc = dt —/c — dt > —k/c ¢ (t)dt

y como ¢(z) € Ly(c,00) existe una constante k; tal que

“¢"(t)o(t)
ki > —/c — (2.1)
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Integrando por partes (2.1) obtenemos

[0, _ $000 _de)

t2 N x?
/ {‘ﬁ’ ey, [Mdt<k1 (2.2)

Sea H(z) = [ iﬂéu—dlt Entonces, usando la desigualdad de Schwartz obte-
nemos
[ 20080, _ ([ )Jdt)

} <k ( / (W)) dt) ( f (¢(t))2dt) < kyH(z)

Entonces podemos reescribir (2.2) como

$@E) ,

(z) — ke HY?(z) < ky. (2.3)
Si H(z) — oo cuando z — oo de (2.3) podemos concluir que
#'(z)¢(x)
— 2H (z)
para z suficientemente grandes. Esto significa que ¢(z) y ¢'(z) tienen el

mismo signo para z grandes, que contradice el hecho de que ¢(z) € Ls(c, 00),
entonces H(z) es acotada y

f (ng 2 — (2.4)

Ahora supongamos que ¢(z) y 1¥(z) son dos soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuaciéon Ly = 0 y ¢(z),9¥(z) € La(c, 00), i.e. supongamos
que para L tiene lugar el caso de circulo limite. Podemos asumir que estas
soluciones son reales y el Wronskiano

W{¢, v} = d(z)¢/(z) — ¢'(z)¥(z) = 1.
Dividiendo el Wronskiano entre z, obtenemos

LR

- ;Y@ =_.
Por (2.4) y la desigualdad de Schwartz tenemos que la funcién en la parte
izquierda es integrable en (c,00), pero la parte derecha no es integrable.
Entonces el caso del circulo limite es imposible. O
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2.2. Funcion espectral. Espectro. (Ver [11, Sec.
2.1, p. 38])

Estamos considerando la ecuacién
¥'+(A=V(2)y=0, 0<z<o0 (2.5)
con la condicién inicial
y(0) cosa + y'(0) sina = 0 (2.6)

Sea b un niumero positivo finito, # € [0,7) y para empezar vamos a
considerar el problema de Sturm-Liouville en el intervalo finito

y'+(A=V(z)y=0, 0<z<b (2.7)

y(0)cosa + y'(0)sina= 0

y(b)cosf+y'(b)sinf = 0

Definicién 2.1 (Valor propio y funcién propia). Si el problema (2.7)-

(2.8) tiene una solucidn no trivial y(z, \o) para un cierto Ao, entonces Ay es
un valor propio e y(x, Ag) es una funcidn propia de este problema.

(2.8)

El problema (2.7)-(2.8) tiene un conjunto numerable de valores propios
{Ans} (esto se sabe desde principios del siglo XIX por los trabajos de Sturm
y Liouville) y sean y,(z) = y(z, Anp) funciones propias correspondientes.

Si f(z) € L»(0,) y )
2= [ vhola)de

entonces por la igualdad de Parseval
2

[ P@de=3 o ([ 1@hsta) o) 29)

n=1 b

Vamos a introducir la funcién espectral del problema de Sturm-Liouville
en el intervalo finito. Es una funcién de escalera, mondtona creciente dada
por

a= -~ T = BEg

o
A<Ap p<0 b

= Y 5 s

o
0<An <A b

(2.10)




26 CAPITULO 2. OPERADOR DE SCHRODINGER

Entonces podemos reescribir la igualdad (2.9) en la siguiente forma

[ ' fo(a) do = [P0 dn0)

o0

donde F(A fo (z)y(z, \) dz.

El conjunto de las funciones monédtonas {py(A)} (=N < A < N) es acota-
do. Entonces podemos escoger una sucesion {bx} tal que las funciones pp, (\)
convergen a una funcién monétona p,(A) (por el Teorema de Helly 1.13). La
funcién p,(A) es la funcién espectral del problema (2.5)-(2.6) y ademds,
para cualquier funcién f(z) € Ly(0,00) tenemos la igualdad de Parseval

[ r@a= [ F0 e

oo

donde F(A) (la transformada de Fourier generalizada) es el limite en Ly (0, 00)

de funciones
. /ﬂ F(@)y(w, \) da

Podemos usar la funcién espectral p,()) para definir el espectro del ope-
rador H,.

Definicién 2.2 (Espectro). El espectro del operador H, es el complemento
de conjunto de los puntos en cuya vecindad la funcién espectral es constante.

La descomposicién de la funcién espectral en partes absolutamente conti-
nua, singular continua y puntual define en forma similar las partes absoluta-
mente continua, singular continua y puntual del espectro. Asi, por ejemplo,
el espectro singular continuo es el complemento del conjunto de los pun-
tos en cuya vecindad la parte singular continua de la funcién espectral es
constante.

Tiene lugar la siguiente formula (ver [5, formula A.9])

2(1 +cot’ )
Jim, 77 / doale) = - @1
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2.3. La funcién m de Weyl. (Ver [4, Sec. 2.2 y 2.3])

Sean u;(z,2) y us(z,z) dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion

Lu=zu

que satisfacen las siguientes condiciones

(2.12)

u1(0,2) = —sina u2(0,2) = cosa
) cos a u5(0,2) = sina

Por la alternativa de Weyl sabemos que para cada z € C\R existe una
solucién uq(z,2) € La(c,00). Esta solucién la podemos expresar como com-
binacién lineal de u,(z, 2) y uz(z, 2) :

Ue(Z, 2) = ua(z, 2) + ma(2)ui(z, 2). (2.13)

El coeficiente en esta combinacién lineal es una funcién de z y se llama la
funcién m de Weyl. La funcién m de Weyl es una funcién analitica en
C\ R y para a.e. z € R tiene el limite finito cuando nos acercamos a z en
forma perpendicular:

mq(z + 10) = lim mq(z + iy).
y40

Tomamos dos condiciones de frontera distintas oy # ap (modn) y sean
u(z, 2),u2(z, 2) y vi(z, 2), v2(2, 2) soluciones de la ecuacién de Schrédinger
que satisfacen las condiciones iniciales (2.12) para oy y as correspondientes.
Por la definicién de la funciéon m de Weyl tenemos que

Uq, (T, 2) = ua(x, 2) + Mq, (2)u1(z, 2) € Ly(c,00)
Ugy (T, 2) = v2(x, 2) + Ma, (2)v1(2, 2) € La(c, 00).

Por la alternativa de Weyl sabemos que no més de una solucién linealmente
independiente estd en Ly(c,00), entonces el Wronskiano W (u,,,uqs,) = 0.
Esto implica que

Ua, (0, 2)uy, (0, 2) = ug, (0, 2)u, (0,2) = 0.
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Usando las condiciones iniciales (2.12) obtenemos

(cos a; — Mg, (2) sin a;) (sin ap + Mg, (2) cos as)
— (sinay + myq, (2) cos a;)(cos g — Mg, (2)sinay) =0 y
COS (1 Sin oy — Sin oy €os arg — Mg, (2)(sin @ sin @, + cos @ cos ap
+ Mg, (2)(sin ; cos az — cos a; sin ay))
+ Mg, (2)(cos og cosap + sinag sinay) = 0

Tomando v = ay — a;, podemos reescribir la dltima expresién como

i ) Ma,(2) coty + 1
“ cot 7y — Mg, (2)

(2.14)

Sea z = z + 1y. Tenemos las siguientes férmulas que conectan la funcién
espectral p,(A) y la funcién m de Weyl

A+A

1
Pa(A+ A) — pa(A) = = lim Immqy(z + ty) dz (2.15)

donde A y A + A son puntos de continuidad de p,.

* dpa(A)

e, (2.16)

ma(z) = cota +

—00

donde a # 0y z & R (ver [4, (2.3.5) y (2.3.9), p. 31]).
2.4. Medida espectral y soportes minimales
(Ver [6])

Usando (2.15) podemos dar una clasificacién del espectro en términos de
limite de la parte imaginaria de la funcién m de Weyl. Para poder hacerlo
primero vamos a definir el soporte minimal de una medida.

Definicién 2.3 (Soporte minimal). El conjunto S C R es soporte minimal
de una medida u dada en R, si

(i) W(R\ S) =0,
(i1) So C S y u(So) =0 = [So| = 0.
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El soporte minimal nos indica dénde nuestra medida estd viviendo, salvo
los conjuntos de medida cero respecto a esta medida y medida de Lebesgue.

Sea uq(A) la medida de Borel-Stieltjes generada por la funcién espectral
pa(A). Esta medida se llama la medida espectral. El andlisis del espectro
que vamos a hacer es en términos de soportes minimales de la medida espec-
tral y sus partes absolutamente continua, singular continua y puntual. Tiene
lugar el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Los siguientes conjuntos son soportes minimales de la medida
espectral y de sus partes absolutamente continua, singular, singular continua
y puntual:

M, = {z :0<Immg(z+10) < oo}
M, = {z:0<Immy(z+1:0) < oo}

M; = {z : Immg(z +:0) = oo}

M,, = {z:Imma(z+i0) =00 y pa(z)=0}

M, = {z:Immu(z+i0) =00 y pal(z)>0}
Demostracién. Ver [6, Propos.1]. O

La relacién entre el conjunto de los soportes minimales de la medida
espectral y el espectro se aclara en el siguiente resultado.

Teorema 2.3. Sea o(H,) el espectro del operador de Schridinger Hy de la
seccion 2.1. Entonces eriste un soporte minimal M, de la medida espectral
pa(N) tal que o(H,) = M,. El mismo resultado tiene lugar para cada una de
las partes absolutamente continua y singular del espectro.

Demostracion. Ver [6, Lema 5]. ]

Observacion 2. En general los conjuntos M. y M, no estan contenidos en
los espectros respectivos.

Sean E,.(a) el conjunto de todos los soportes minimales de la parte ab-
solutamente continua de o(H,) y Es() el conjunto de todos los soportes
minimales de la parte singular de o(H,). Hay una notable diferencia en el
comportamiento de estos conjuntos cuando la condicién de frontera o varia:

Teorema 2.4. (i) Esc(a1) = Epe(az) YV ap,as.
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(i) Si para o # ap tenemos espectro singular, entonces Es(oy) # Ey(as).
Adn mds, ezisten soportes minimales M(a;) € Es(an) y Ms(ag) €
Es(az) tales que Mg(aq) N Mg(ay) = 0.

Demostracion. Ver [6, Lema 6]. O

Entonces, si las partes absolutamente continuas del espectro son equiva-
lentes para dos condiciones de frontera, las partes singulares son mas bien
ortogonales.

Corolario 2.1. El conjunto S = {z : no existe ninguna condicién de frontera
a tal que Immy (2 +10) = 0} es un soporte minimal de la parte absolutamente
continua del espectro.

Vamos a considerar el conjunto
Ap = {z : Immy(z +:0) > 0}.

Este conjunto es un soporte minimal de la parte absolutamente continua
del espectro. En efecto, los puntos que sobran aqui en comparacién con
la caracterizacién que dimos en el Teorema 2.2 son los puntos z donde
Immga(z + 10) = oco. Este conjunto es de medida de Lebesgue cero y co-
mo se trata de una medida absolutamente continua pueden ser incluidos en
el soporte minimal.

Por el Colorario 2.1 lo tnico que puede soportar el complemento del
conjunto Ay para cualquier condicién de frontera es la parte singular del
espectro.

2.5. Criterios para el espectro absolutamente
continuo

En la seccién anterior hemos vinculado la funcién m de Weyl con el es-
pectro del operador de Schrdodinger. Por otro lado, la funcién m de Weyl
esta relacionada con las soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger. Entonces
de algiin modo podemos relacionar el espectro con el comportamiento de las
soluciones. Esta conexién puede resultar de gran utilidad, ya que muchas ve-
ces es imposible encontrar en forma directa la funcién espectral o la funcién
m de Weyl, sin embargo se puede analizar el comportamiento asintético de
las soluciones de la ecuacién de Schrodinger.
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Como un ejemplo de dicha relacién vamos a presentar dos criterios que
usaremos en el siguiente capitulo.

Teorema 2.5 (B. Simon). Supongamos que el potencial V(z) satisface la

siguiente condicion:
z+1 9
sup (/ V()| dy) <0
z>1 z—1

y sea S = {\ : todas las soluciones de la ecuacion (2.5) estdn acotadas }.
Entonces el espectro es puramente absolutamente continuo en S en el sentido
de que

(i) YT C S, |T| > 0 tenemos que u2(T) >
(i) pa(S) =

Demostracion. Ver 27, Teorema 1]. O

Sean Hj el operador de Schrédinger que corresponde a la condicién de
frontera dada por @ = 0 y T)(z,y) la matriz de transferencia, es una
matriz 2 x 2 que transforma (‘:((:))) en (u((y])) para las soluciones u de la
ecuacion (2.5). Denotamos por ||. || su norma.

Teorema 2.6 (Last, Simon). Sean z;,y; sucesiones arbitrarias en {z €
R | z > 1} Entonces para a.e. A en la parte absolutamente continua de la
medida espectral de Hy tenemos que

z;+1 y;+1
lm [ [7wime )l <o .17
j—oo z;—1
Demostracion. Ver [10, Teor. 3.5C]. a

De este Teorema podemos obtener el siguiente corolario:

Corolario 2.2. Sea S = {\ : existen soluciones no acotadas de la ecuacion
(2.5)}, entonces p2(S) = 0.

Demostracion. Como ||Th\(z,y)|| = sup [|lu(z)|| donde
[lu(y)l|=1
lu(z)|| = /|u(z)[? + [u/(z)|?, para A € S tenemos que
zj+1 yi+1
lim dm/ dyl|Ta(z,y)|| =
j—o0 z;—1
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y por el teorema anterior podemos concluir que S no estd en la parte absoluta-
mente continua de la medida espectral de Hy. Como las partes absolutamente
continuas son equivalentes para todas las condiciones de frontera, obtenemos
el resultado para cualquier a. (]

Los siguientes resultados relacionan el espectro del operador de Schrodin-
ger con el comportamiento de potencial V' (z).

Teorema 2.7. Si lim,, 1 V(z) = A, entonces en el intervalo (—oo, A) el
operador H, puede tener solamente eigenvalores discretos que pueden acu-
mularse solo en A = A.

Demostracidén. Ver [15, Teorema 1,Seccién 24.1, p.211]. O

Teorema 2.8. i lim,, 1 V(z) = 0, entonces el espectro continuo del ope-
rador H, cubre todo el semieje positivo.

Demostracion. Ver [15, Corolario 1,Seccién 24.1, p.214]. O

El espectro esencial o.ss(H,) es el complemento en el espectro del con-
junto de eigenvalores aislados de multiplicidad finita.

Corolario 2.3. Silim; . V(z) =0, entonces oess(Ha) = [0, 00).

Demostracidn. Por el Teorema 2.7 0¢5s(Hgy) N (—00,0) = 0 y por el Teorema
2.8 0ess(Hy) D [0, 00) entonces oe55(Hy) = [0, 00). O

2.6. Dos ejemplos del espectro singular con-
tinuo

En esta seccién vamos a describir brevemente dos ejemplos de potenciales
con espectro singular continuo. Estos ejemplos estdn estrechamente relacio-
nados con los resultados de la tesis.

En 1978 Pearson en su trabajo [17] por primera vez dio un ejemplo explici-
to de un potencial con espectro singular continuo y dio una interpretacion
fisica de este tipo de espectro.

Vamos a describir brevemente el tipo de potenciales introducidos por
Pearson. Son potenciales de tipo barrera:

V(z) = Zgnvn(x = an)
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donde g, > 0 son nimeros, V,(z) = X(-B,,B,W(z), aqui Xx(-g,,8,) s la
funcién caracteristica del intervalo [—By,, B,] y W(z) € Li®(0,00). Los in-
tervalos [a, — By, an + By] son disjuntos y L, = a, — B, —an—1 — B, es la
distancia entre las barreras.

Para obtener un ejemplo de potencial con espectro singular continuo po-
demos tomar barreras de la misma anchura y altura

By=8B, gy=1

y L, — oo suficientemente rapido. Entonces para el operador H, generado
por el potencial V(z) que acabamos de describir tenemos espectro singular
continuo en el semieje positivo:

0sc(Ha) N (0,00) # 0.

El tipo de potenciales introducidos por Pearson se anulan en muchos
intervalos y a través de la transformada de Priifer permiten dar asintéticas
no triviales de las soluciones. Este tipo de potenciales fue usado en varios
trabajos. Por ejemplo en [8] se demuestra que cuando B, = const, g, —
0, W(z) > 0 es una funcién acotada y a,/an+1 — 0 la condicién Y oo | g2 <
oo es suficiente para tener espectro puramente absolutamente continuo en
(0, 00) para cualquier condicién de frontera y la condicién Y >, g2 = oo es
suficiente para que el espectro sea puramente singular continuo en (0, 00)
para cualquier condicién de frontera.

Remling en [20] en 1997 usando potenciales de tipo barrera dio el primer
ejemplo de potencial con espectro singular continuo sumergido en el espectro
absolutamente continuo. En su ejemplo Remling tomé las barreras de soporte
creciente, los g, tales que g, > 0y > >, g2 = oo y las distancias entre las
barreras crecen muy rapido (mas rapido que exponencialmente). Entonces
para el operador de Schrodinger con el potencial que acabamos de describir

aac(Ha) = o'ess(Ha) = [0: 00)
0p(Ha) N (0,00) =0

y para un conjunto de condiciones de frontera de medida positiva tenemos

05(Ha) N (0,00) # 0.



Capitulo 3

Ejemplo de potencial con
espectro singular soportado en
un conjunto denso.

En este capitulo vamos a presentar una modificacién de la construccién en
[20], que nos permite obtener espectro singular continuo sumergido en espec-
tro absolutamente continuo y donde el soporte del espectro singular es denso
en un subintervalo I del espectro absolutamente continuo, en el sentido que
para cualquier subintervalo de I existen condiciones de frontera (un subcon-
junto de medida positiva) para las cuales tenemos espectro singular en este
subintervalo. Esto nos da un ejemplo de los espectros realmente mezclados.

Para construir un potencial, tal que el correspondiente operador de Schrodin-
ger tenga regiones del espectro absolutamente continuo y singular continuo
es suficiente tomar una func'i_{.'ln W (z), que va a generar el potencial, tal que
su transformada de Fourier W (z) sea cero en algin conjunto S. Resulta que
el espectro absolutamente continuo estd soportado en S. Esta idea fue usada
en el articulo [8, Teor. 6.3] donde se da un ejemplo de un operador que tiene
el espectro singular continuo en un intervalo S y el espectro absolutamente
continuo fuera de S. Para otros casos donde se estudia espectro mixto véase
[14].

Si W (z) es de soporte compacto, W(m) no se anula, entonces necesitamos
tomar una funcién de barreras, donde las barreras son de soporte crecien-
te, que convergen a una funcién cuya transformada de Fourier se anula en
S. Este ejemplo requiere una construccién mas complicada del conjunto que

34
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va a soportar la parte singular continua que en [20], porque necesitamos un
conjunto F tal que él y su complemento F¢ (que va a soportar la parte ab-
solutamente continua) sean esencialmente densos en un intervalo. Las lineas
de demostracién siguen las ideas de [20]. La diferencia estd en que tomamos
la transformada de Fourier de la funcién ) > c,Xr, (t) en lugar de la trans-
formada de Fourier de la funcién caracteristica del conjunto F', que lleva a
ligeros cambios en la demostracién de los Lemas 3.1, 3.6 y se necesitan es-
timaciones un poco mas laboriosas cuando evaluamos el comportamiento de
las soluciones al infinito (en la demostracién de Teorema 3.1, parte B)

3.1. La construccién del conjunto F.

Vamos a considerar, como en los ejemplos de Pearson [17] y Remling [20],
el potencial de tipo barrera

V(z) = Egnvn(x - an) (3.1)

donde g, > 0, V, € L,([—Bn, By, los intervalos [a, — Bn,an, + By son
disjuntos. Sean L, = (an — Bp — ap—1 — By—1) (donde a9 = By = 0) las
distancias entre barreras y

e /_ " Ve (3.2)

Bn

Los V, tienen la siguiente forma

Va(2) = X(-B..8.) (2)W (2) (3.3)

donde X(-B,,B,)(z) es la funcién caracteristica del intervalo (—B,, B,), y
definimos
o0

W(z) = /chxpn(t) cos 2zt dt (3.4)

R n=0

donde ¢, > 0, tales que Y.%° v ¢, < C20-MN; aqui C es una constante,

v > 2 (por ejemplo ¢, = 2(=M") y F,, C [a, b] son conjuntos disjuntos tipo

Cantor. Cada uno de los conjuntos F; esta construido en los ”huecos”de

algun conjunto anterior y [a, b] C (0,00) es un intervalo finito fijo.
Construimos los conjuntos F, de la siguiente forma:
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CAPITULO 3. SOPORTE DENSO

1. Vamos a construir el conjunto Fy. Sean J, > 0 nimeros suficiente-

mente pequenos y dados y n € N. FljaIIIOS Jo = [a,b] C (0,00) y sea
J1=Jo\ ( — 8o, ¢ + &) donde e () es el centro del segmento Jy.
En general si J,, es la unién disjunta de 2" intervalos cerrados con cen-
tros en cmj(m = 10 B), 880 g = oy VUE e () 6,,,0,,,, + 6n).
El conjunto Fy = l’],,lzlJ'ﬂ es un conjunto tipo Cantor y tiene medida
de Lebesgue |Fy| = b—a— > 7 ,2""§,. Asumimos que 6, son sufi-
cientemente pequenos para que Y > 2"*1§, < co y |Fy| > 0. Vamos
a numerar los intervalos que quitamos en la construccmn del conjunto
Fy, sean estos Jyx, entonces Jy; = (cgf} — 8, M+ 6, ) (para algunos
n, m que dependen de k).

. En cada uno de los segmentos Jy; construimos, como lo describimos en

el paso 1, un conjunto tipo Cantor Fj; de medida positiva. Denotamos
los intervalos que quitamos en la construccién de los conjuntos Fyj
como Jox. En cada uno de los intervalos Jy; construimos un conjunto
tipo Cantor de medida positiva Fyy.

. En general en el paso ¢ tenemos una sucesion de intervalos J;; y en ca-

da uno de ellos construimos un conjunto tipo Cantor Fj; y denotamos
los intervalos que quitamos en la construccién de estos conjuntos con
J(i+1)k- Al final tomamos solamente la mitad de los conjuntos construi-
dos, por ejemplo los conjuntos construidos en los pasos impar Fo;i 1)k
y los numeramos con un solo indice n € N: F, = Fg;41)% (para algu-
nos ¢,k que dependen de n) y sea F' = U2 F,. Sean G, = Fl ¥y
G =L Gy,

Los conjuntos F' y G son esencialmente densos en el intervalo [a,b]. En
efecto, sea J C [a, b] un intervalo, existe J;; (¢ impar corresponde a F', ¢ par
corresponde a G) tal que J;; C Jy |F| > |[FNJ| > |FNJ;| > |FnNEF
;j| > 0 y lo mismo tenemos para el complemento de F'.

En las demostraciones que vamos a dar a continuacién, por comodidad

vamos a usar la misma letra C para denotar cualquier constante, cuyo valor
particular no tiene relevancia.

Lema 3.1. Sean F,W (z) como arriba. Supongamos que sup 6,2 < oo para
algin v > 2. Entonces W(z) = O ((1 + |:r:|)_l+"lr) :
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Demostracién. Sea Wi(z fR xF;(t) cos2tz dt y el conjunto F; = NS FT,
donde F? es el mtervalo en que estd construido el conjunto Fj, F't! =
FP Ny (e — ,(:),C(:)m +6%) es la unién disjunta de 2"*! intervalos

cerrados con los centros CE;; (m = 1,27#T) y 0 < 6% < 6, son ntimeros

suficientemente pequefios, tales que » - o+ < oo y |F;| > 0. Vamos

a demostrar que |W;(z)| < C ((1 + |:z:|)'1+-r) donde C no depende de i y
usando esta estimacion

W) = |3 aWi@)| < aWiz) <Y aC(1+ [z]) 7 <
1=0 i=0 =0

< C(1+ o)/ Zcf = O((1 + |z)~"+1/7).

obtenemos el enunciado de Lema. Aqui podemos intercambiar el orden de

integracion y de suma por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue
L.5.

Sean fI(z) = [ Xrn (t) cos 2tz dt. Por la construccién de F;

f;i-f-l (2) - fM(z) = /XF;‘“(ﬂ cos 2tz dt — /Xﬂn(t) cos 2tz dt

= f(xppu (t) — xpn(t)) cos 2tz dt = —f cos 2tz dt
: g Fr\Fp+!

2 nen 460
=~ =  cos 2tz dt
m=1 C?‘-)m-—é,(:)
=1
= e Z(sin 2$(C?i)m + 57(:)) — gin Qm(cﬁ)m _ 5&)))
m=1
-1 2
= = sin 226" Z €08 2ZCljyp- (3.5)
m=1

Usando (3.5) podemos demostrar que la suma Y oo (f7* (z) — f (z)) con-
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verge absolutamente a W;(z):
o0 o0
Zlfn+l fﬂ )[ S Z2ﬂ+15£::) S Z2n+15n < 0o y
n=0 n=0
|fH(z) — Wi(z)| = /Xpl_n (t) cos 2tz dt — /Xp; (t) cos 2tz dt’

= / cos2tzdt| < |F!'\ F;| —— 0.
F{“\Fi n—oo

Entonces tenemos

+Z Jcﬂ+1 fn( ))

|Wi(z)| = | (=) +Z (f7H (=) = £7(=))

Para |z| > 277, deﬁmmos N (z) € N tal que satisface la condicién
277 < 277N |z| < 1. Ahora, vamos a considerar por separado las sumas

Zn(N(z} y Engw(:) .

< é (1 + 22“ |sm 2:1:5(')1)

n=0

] N(z)-1 ] N(z)-
!— 1+ Z 2“|sm2x5‘)| <ﬂ 1+ Z 2"
n=0
N(z)
=i(1+2"’(3)~1)=2

|| ||

1 i 2" [sin 2z6{| < i gretlsll) < i -

n=Niz) n=N(z) n=N(z)
o0 - -
2@ Yy, Plrv=gn ¥ e ggi-ieEl Y Tod-m
n=N(z) n=N(z) -
= 02(1—’7)}\!(93)4-1__*_1___ <C | |-1+1;’7

_217—
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Entonces, obtenemos |W; (z)| < C |z|™"*/" para |z| > 2.

Para |z| < 277, |W;(z)| < |F;| < |F| y sea C = |F| (1_}_2_-,)1—1,17 s
W; (z)| < C(1+2")" " < C 1+ |z]) . =

Lema 3.2. Supongamos que sup 6,2" < oo para algin v > 2. Sea f(k) =
Yoo tnXGn (k). Existen funciones fn(k) € C§°(R), fn(k) > 0 tales que

/ F(6) = fu(K)|dk < C20-DN

[ k) dk < CaNH.
R

Demostracion. Tenemos que

D CAGIE

Para cada conjunto de Cantor G, n = 1,... N tomamos el conjunto GY que
obtuvimos en el paso N de la construccién. GY es una unién disjunta de 2V
intervalos cerrados:

z cn S 02(1_7]‘”

n=N+1

Y o hll

n=N+1

G?{f = Ui21[ak: bk]
Entonces
|G£{ \ Gn} = Z 2n+1é'n v Z gnt+lg—n < CQN(I_T)
n=N n=N

(Ver Lema 3.1). Esto implica que

f Zcﬂx(;ﬂ (k) — Z cnXen (k)

n=0
Aproximamos cada una de las funciones caracteristicas xgv (k) n =1,...N
que toman valores 0 y 1 y sus puntos de discontinuidad son ax, by k =1...2Y
con las funciones fN(k) € C°(R),0 < fn(k) <1

N
dk < cnlGY \ G| < C2VO-),

n=0

| Ixoy (k) = £ 0] di < 200,
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y tales que para la derivada de la funcién f;Y (k) tenemos la siguiente estima-
cién:

[ley|a=3 | oy de- [ () a

donde A > 0 es un nimero suficientemente pequeno. Entonces

[ )| = 3 {52+ 8~ £ - )
k=1

—f O+ A) + (e —A)} =) 2=2,

k=1

Esto implica que

J

N N N
Y caxan®) = S caf¥ (k)| dk < S a2ty
n=0 n=0 nel

N ! N
]R (chf,’:‘(k)) dk < ) e / | (£ (k) | dk < C2V+

y tomamos fy(K) = SN_g caf (k). O

3.2. Asintoticas de las soluciones.

Fijamos o € [0,7) y, para k > 0, sea y (z, k) la solucién de la ecuacién de
Schrédinger en la semirecta

—y" (z) +V (2)y (z) = Ky (z), z€[0,00) (3.6)

con la condicién inicial y(0, k) = —sina, y' (0, k) = cosay V(z) € L}, [0, 00).
Definimos las variables de Priifer R (z, k) , ¢ (z, k) , tales que R (z,k) > 0,
¢ (z, k) es continua en z y hacemos el cambio de variables

y(z) = R(z)sing(z) (3.7)
y'(z) = R(z)kcosyp(z)
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R, ¢ satisfacen las siguientes ecuaciones

(InR) = ;; sin 2¢, (3.8)
¢ = k- %Sin2 ®. (3.9)

Denotamos por R, (k) = R (an — Bn, k), on(k) = @(an— By, k) y de (3.8),
(3.9) tenemos que

R(z,k) = Ru(k) si z € [ap—1 + Bn-1,an — By] (3.10)
Y ¢n(k) =@ (an-1+ Bn-1,k) + kL. (3.11)
Fijamos un intervalo J = [ky, k2] C (0,00) . Para k € J, podemos integrar

(3.8), (3.9) sobre el intervalo [a, — Bn,an + B,] y usando la expansién de
Taylor respecto al parametro g,/, obtenemos

B
In R}q':’:l(!(:)g) N g_z /_B,, dzVy () sin 26, (z, k) (312)
2 Bn X
2 [ 4V, (0) cos 200 (3, k) [ dtVe (0)5in? 6, (8,k) + O (6313)
—B, —Bn

donde 6, (z,k) = k(z + By) + ¢n (k).
Suponemos que g, I, € l3. Entonces podemos escribir (3.12) en la siguiente
forma

N
1|
In Ry (k) = ﬁfmgxﬂ( = mRe Z Y, (k) (3.13)
1 N
2
+§E§R8; Zy, (k) 8k2 Zgnlv (2k) |I° + pw (K)
donde |py (k) | < C para todos N € N, k € J. Ponemos

Vo (2k) = f "V (@) 2t dn (3.14)

~Ba

Xn (k) = gaVi, (2k) 2i(on(k)+5Bn) (3.15)
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T

Bn
Y, (k) = g2e2i(en(t)+kBx) / dzV, (z) %% [ dtv, (t)
—Bn —By

—_ 2 i
Z (k) = gi (Vn (2k)) eti(en(k)+kBr)

Lema 3.3. Sea C, = maxyey |%“a";c‘8+“‘k)}. Suponemos que gn,I, — 0

Y (Ln + Bn) /Lny1 — 0. Entonces eziste una constante C = C (J) tal que
Cn S CLn—l Y

dz(:o(an—l + B -1 k)
dk?

max
keJ

n—1
<0 (1 + ngImLfn)

m=1

Demostracion. Este resultado es de [8, Proposicién 5.1]. O

3.3. Espectro mixto

i Para la demostracién del teorema principal vamos a necesitar los siguien-
tes lemas.

Lema 3.4. Sean B,, ay, B, > 0 niumeros reales tales que

Bﬂ. £ Bn-l + 20.’11 \V4 Bﬂ—l + ﬁn (TL & 1)

entonces
VBa S VBo+ Y ar+,| > B
k=1 k=1
Demostracion. Este resultado es de [8, Lema 6.2]. O

Lema 3.5. Sean X, (n € N) variables complejas aleatorias. Suponemos que
eristen niumeros p, > 0 tales que 3 ppIn®n < oo y

n—1
E|Xal* + ) |EXmXa| < pu,
m=1
donde EX, = [ X, (k) dP(k) son las esperanzas matemdticas respecto a al-

guna medida de probabilidad dP (k). Entonces limpy_,q0 E:;an eziste casi
seguro, respecto a esta medida de probabilidad.
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Demostracion. Este resultado es de [29], ver Teorema 1.26. a

1
Ponemos €, = (flxi‘»Bn W (z)? d:c) =,

Lema 3.6. a) lim, o ﬁ(?k) =7/23 oo o nXFau—F, (k) para casi toda k.

2

b) Sea f (k) una funcidn acotada, entonces ezxiste una constante C = C(f),
Va(2k) = 7/2 " eaxpau-ra (k)| f(k)dk < Ce2

tal que
/ n=0

Demostracion. a) Como y > 2, Lema 3.1 demuestra que W(z) € Ly(R) N
Ly(R) para algin 1 < p < 2. Entonces, por el Teorema 1.8 la integral

Bg W (z)e*** dz converge puntualmente a [ W (z)e%* dz, cuando B, —

oo. El limite puntual coincide con el limite de V (2k) f B, e?®k dz en
la métrica de Ly(R). Por el Teorema de Plancherel 1 7 este hmlte es la trans-
formada de Fourier inversa de W (z) y es igual a /2% > | caxpu-r, (),
tomando en cuenta que
2W(z) = [ 302 s enXFau—F, (t)e**t dt. Entonces

+o00 B,

W(z)e*™* dz = lim W (z)e?** dx = 7 /2 Z CaXFou-F, (K)

B, —00
" -Bn n=0

—00

b)Para demostrar el punto b), vamos a usar la férmula de Plancherel (1.2)
para la funcién xiz>8, W (z) € La(R) (Lema 3.1).

Sea [ X|z|>8,W (z) €%** dz su transformada de Fourier inversa (en el sentido
de Ly(R)). Por la férmula de Plancherel

[‘/X|Z|>Bn szz dﬂ?

Ahora, usando a)

dk—ﬂf|xiz1>sn (2)|" da

= '.rrf |W (z) |*dz = e (3.16)
|z|>Bn

Vi, (2k) — /2 Z CnXFau—F, (k)

n=0

Bn - _ |
= f X(—Bman)W(:ﬂ)e%kz d:c—/ W(x)emk:c dr = / 1%,%4 (x) e2;k..~. drx

—Bn |z|>Bn
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y finalmente usando (3.16)

f :

2

(k) dk

Vo (2k) = 7/2 " caxr (k)

-/

2

/ W (z) e¥** dz| f(k)dk < Ce?
|z|>Bn

O

Ahora podemos demostrar el resultado principal.

Teorema 3.1. Supongamos que el conjunto F cumple con las condiciones
de Lema 3.1 para un v > 6. Sean g, = n~%, B, = nP donde (1 —2/7)""' <
B < 7v/8 y L, tales que n?/*'L,_,/L, — 0. Entonces, para el operador de
Schrodinger en la semirecta H, con el potencial V(z) =Y ooy g2Va (2 — an)
donde V,(z) = X(-Bn,B)W (x) y W(x) = [ 3.2, caXF, (k) cos2kz dk te-
nemos que 04 (Ha) = Oess (Ha) = [0,00), 0, (Hs) N (0,00) = @ y, para un
conjunto (que depende de I) de condiciones de frontera o de medida positiva,
0sc (Ha) NI # O para todo intervalo I C [a,b].

Demostracion. Para demostrar el teorema, primero observamos que
V(z) — 0, esto implica que 0.5 (Ha) = [0,00) (ver Colorario 2.3). En el
paso A demostraremos que la ecuacion (3.6) no tiene soluciones en L, (0, co),
lo que implica que no tenemos espectro puntual en la semirecta [0,c0). En
el paso B demostraremos que para casi toda k € FC (referimos al conjunto
G U (R \ [a,b]) como el conjunto F€) todas las soluciones de (3.6) son aco-
tadas, esto implica que el espectro absolutamente continuo estd soportado
n (FC)2 = {k% : k € F€} y cerrando el conjunto (Fc)2, denso en [0, 00),
obtenemos o,.(H,) = [0,00). En el paso C se demostrara que para casi toda
k € F tenemos soluciones de (3.6) no acotadas, entonces la parte absoluta-
mente continua de la medida espectral no ve el conjunto F? = {k* : k € F},
y tenemos el espectro singular continuo soportado en este conjunto.
A. Demostraremos que no hay soluciones de (3.6) y (z,k) € Ly(0,00).
La clave aqui es el rapido crecimiento de las separaciones entre las barreras
que no permite tener soluciones en Ly (0, 00).
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Usando (3.10) y (3.11), tenemos que

Awly(xsk)|2 dr = /W|R($)|2|Sinq}($)|2 din

0

oo an—Bn
>3 [T R@Psine() do
n=2 Y @n-1+Bn-1
o0 an—Bn
= Z/ R? [sin(¢ (@n-1 + Bp_1, k) + kz)|* dz
n=2 Y @n-1+Bn-1
oo 2 ﬂn_Bn
= Z L 1 —cos2(p (an—1 + Bp-1,k) + kz) dz
n=2 2 an-1+Bn-1
o0
_ erl 1 z an—Bn
= ;T Ln ] '2—kSll'12((p (anl‘f‘B _1,k)+k$) e B
(e o] 2 1
> Z T(Ln - E)'
n=2

Vamos a demostrar la estimacion de Gronwall
R(z) < Rpy1 para z € [a, — Bp,a, + Byl (3.17)

De (3.8) tenemos que R’ (z) = R (z) 1’2_(’;'51 sin 2¢ (z). Integrando esta ecuacion,
obtenemos

an—}-Bn Gn+Bn
f R(t) dt = f R(t)% sin2elt)dt v

an+Bn
R(z) = R(ay + B,) — [ R(t) V;;) sin 20(t) dt
R(z) > 0, W(t) es una funcién acotada y tenemos que
g an+Bn
R(z) < R(an+Bn)+Cﬁf R(t) dt
ﬂ-niBn
& R(an+Bn)+C/ R(t) dt.
Sea ¢ (z) = R (an + By) + C [P R (t) dt
—~¢'(z) = CR(z) < Cg(z) = (¥4 (z)) >0
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y la funcién e*¢ (z) es monétona creciente. Entonces,

gXntE)g (a, + B,) = efleatBalR
> eClantBn)g(z) > ClantBn) R(z)

Y R(if) < Ry

En particular tenemos que
Rn < Rop1. (3.18)

Usando (3.18) vamos a demostrar que la serie ) >, = (Ln — 1) diverge

> R L - HE 3 Iz"L (B 22

n=2 n=m

esta suma diverge. Entonces [ |y (z,k)[* dz > 322, %L(L —3)=o0.

B. Para probar que para casi todo k € F* todas las soluciones de (3.6)
son acotadas demostraremos, usando Lema 3.5 y (3.13), que |In Ry| < oo si
N — oo para casi todo k € F°.

Primero vamos a demostrar algunas estimaciones que usaremos a lo largo
de la demostracién. Usando Lema 3.1, obtenemos:

Bn B, -
_[n = / |Vﬂr (.’L‘)Id.’f} :-/ |W($)| dz < C-/ (1 +x)—1+]h¢ dx
0

i _B,
5= C’YB((I + Bn)lh e 1) = Cy ((1 + nﬁ)lm - 1) < Cnfl"

Entonces tenemos

I, < Cnfl" (3.19)

1/2 1/2
En = (f W (sr)Fdf) 50(/ (1+x)2('””"”dw)
|z|>Bn 2>Bn

< C (nﬁ(—mm))lﬂ — Cn—Bl2+B/
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y obtenemos
En < Cn~PI2+B/ (3.20)

Como v > 6,6 > 0= f(1/y—-1/2) < 0 = €, —— 0. También tenemos
n—o0
que 3 (gnln)® < 00

(gnln)® < Cn=3/2n38/7 = Cp3B/1-1/2)

y 3(8/y — 1/2) < —1 por las condiciones del Teorema. Esto implica que
podemos usar la férmula (3.13).
Vamos a demostrar la siguiente estimacion:

n—1
Y ol L} < CuWENLE | (3.21)

s=1

Como tenemos que L,_/L, — 0, podemos encontrar C, > 0 tales que
L?/L%_, < Ce~*("~%) para todos s < n — 1. Entonces tenemos

n—1 n—1
ngIst < CLi_le_““ZS—UHﬂheas

5=1
n

< CLi_le‘onf g BT dgod O HHBITR
1

—~

Vol y |V

Tenemos las siguientes estimaciones para

Bn B
T?n(2k)| = <[ Vo (z) e#*%dz ng Vo (2)|de =1, (3.22)
17,;(2k)| = ! / (2iz) V;, (z) €**dz| < 2B,I, (3.23)

Sea [c, d] cualquier subintervalo finito de [0, 00) e introducimos la funcién
=Y caxan (k) + Xte,d) (k) = Xta)(F)

([a, b] es el intervalo donde construimos el conjunto F'). Tenemos que f(k) =0
sike Fy f(k)>0sikeGok € [cd])\ [a,b]. Consideramos la medida
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dP(k) = cf(k)dk, donde c es una constante tal que [ dP(k) = 1. Vamos
a demostrar que X, satisfacen las condiciones de Lema 3.5 con la medida
dP(k). Vamos a estimar EX,,X, (m < n), donde las esperanzas son calcu-
ladas respecto a la medida de probabilidad dP(k). Por el Lema 3.2 existen
funciones fn(k) € C§°(0,00) (N € N) tales que fy >0y

f £ (k) — Fw (k)| dk < 207N, f 1F1 (k)| dk < C2V1 (3.24)

(v es de Lema 1).
Usando (3.15), (3.24), (3.22), obtenemos

|EXnXal = Cgmgn f f(k)f?m(2k)1’21(2k)62*(¢m(k3—¢nm+k(sn—Bm))dk‘

< Combn (rnfm [ 1K) — (k)] db (3.25)
4 . f fr(k V7 (2k) 2t (6)=8n () +(Ba=Bm)) de
Sean en (3.25)
L= Congn (Inkn [1706) - (B k) 3

Il = Cgmgn ffN )17 (2k)e 2i(¢m (k) —n (k) +k(Bm—Bn) dk\

Podemos estimar I usando (3.24)
I € Comgnlmln2"¥ (3.26)

Integrando por partes, obtenemos para 11
Vin (2K) Vi (2k) S (k)

_ o 9mn
=8 (f Fn(k) — (k) + B — B

Vin(2K) Vi (2K) fov (K ) +

B (k) = 81, (k) + B $1a(k) = $1(k) + B — Bn

(ffm(%)ffn(zk)f;v(k))(cb;;( ) = 9a(k))
(#1n (k) — @, (k) + B — Bn)?

(3.27)
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Vamos a estimar cada uno de los términos de (3.27). Para los primeros dos
términos, usando (3.22), (3.23), Lema 3.3 y (3.11), tenemos

GmGn Vr ( ) n(Zk)fN( ) —1/2, -1/2 0 BmIm
OO [ = g + BBy O S O
(3.28)

Para el tercer término de (3.27), usando (3.24) tenemos
(Vin (2K) Va (2K) £ (K))

ImZn
“7 ( (B8 — 6(k) + B~ B) "”“)

< Cn-lﬂm-“’?‘r‘zif |y (k)| dk < Cn'lﬂm'”?z”“‘r’;—fﬂ (3.29)

Para estimar el iiltimo término en (3.27), vamos a necesitar la siguiente esti-
macion
[ [Pmle0a2n)] 18 di

< f |i?,,,,l(:z;rc)(2 f(k) dk I'?“’n(2k)|2f(k)cﬂc

por la desigualdad de Schwartz. Como supp fNF =0
(donde supp f es el soporte de la funcién f) tenemos

Vi (2k) — "’T/QZ XF.u-F, ()| f(k)dk
2 f Da@k) = 7/2 3 Xrwoorn (2)| (k) dk

y por Lema 3.6 < CEnEm (3.30)
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Entonces para el ltimo término en (3.27) tenemos
m (2K) Vo (26) fiv (K) (2t (K) — 00 (K))

9Gmdn
C2f (@ (k) — @3, (k) + B — By)?

usamos Lema3.3

<Cgmgnng 2 [ [P @8 P 20 1 )

usamos (3. 21)

< om o an [0, o0 % 00)| 1y () a

dk,

— O Va1 nl(ﬂv (24) B (20)] (f () = f(R) db

f(k) dk) y usamos(3.30), (3.24)

L2
%‘1 (LI 200N + cenem)  (3.31)

n

< Cm—lmn—lwh

En conclusién, usando (3.26), (3.28), (3.29) y (3.31) tenemos que EX, X,
satisface la siguiente estimacion:

m~2n"Y2] I, B,
L,

|[EXaXa| < Om™ VP 2L p20-WN 4 C

2
+ Cm'mn_”ﬁ’!"’{%;—l (InIn2N + cenem)

n

usando (3.19), (3.20) y reagrupando, obtenemos
N+1
< Cm-Y2HBlrg 1248/ (2(1—1)N+ PR 4w e

Ly

L2
+ ((mn)_ﬁf'2+2(1 )N )n ~1/24B/y Zn=1 7 )
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Tomamos N = n y sumamos sobre m

S < 1/2+8/ TSNS kst i — 1/2+8/
= L s —y)n < ¥
X L
1 n—1 L2 n—1
P Em_ugJ,ﬁthﬂ 4 E 1,.-1/2+8/7 (n—ﬁﬂ zm—1ﬂ+ﬁh—ﬁﬂ
L n m=1
n—1
+2(1—'¥]n Z m—1/2+ﬁh)) _
m=1

Asumimos que las potencias de m son positivas. La demostracion en el caso
contrario es completamente andloga. (La parte de mayor interés para nosotros
es de decrecimiento més lento —L—Efn‘”zﬁf Tp=PI2 3L q=1/2+6/7=B/2 y en
este miembro la potencia de m, —1/2+ (/v — /2, es siempre positiva por las
condiciones del Teorema.) Tomamos en cuenta que 20-7" — 0 muy rapido
(como y > 6), entonces

'il |EXmXa| < C (n—1f2+ﬁh gi}li’fnuzwm

m=1 -
+ n2ﬁ£'r+ﬁ 4 LE;n-Hzﬂh (n—ﬁfznuzwh_ﬁm))
ke (;ﬁh 2“+j:+ i + nziﬁﬁ -+ Ligln-lf%aﬁh—ﬁ)

para algunos ¢, ¢s.
Para estimar F an|2 usamos el hecho de que suppf N F = (0 y Lema
3.6a)

D (2k)| () dk

E|X,]" = Cg?
n(2k) —W/chnxpnu Fa ()

=anf
n=0

£ Ogc £ op~ -2, (3.33)
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Usando (3.32) y (3.33) podemos tomar en Lema 3.5

n+l,c 2
— p~1+28/7-P 5 2" n® & Lﬂ-ln—1/2+3ﬁj~;-ﬂ

Pn = L. +L_n I2

y

anln2n=21+22+23+24

n=1
donde
sl gn+lpc ® ¢
Z nlln2n, Egzzz—zlnzn
n=1 n=1 B
% 72 oo
Y = Z %n‘”ﬂwh'ﬁ In®n, X;= Zn_“’mh“ﬁ In®n
n=1 n n=1

Vamos a demostrar que cada una de estas sumas converge. Por la condicién
nflL. 4 /L, — 0 del Teorema tenemos un crecimiento rapido de L,, (mds
rapido que exponencial), entonces

0L, 10 (3.34)

para cualquier ¢. Usando (3.34), tenemos que

¥ === Zann_2 In?n, donde a, — 0

n=1

y esto implica que ambas sumas convergen (aplicamos el Teorema 1.11).
La serie

e} i 2
3 I -l oBl2y ) -1/2+28/7-B 12 g,
= 2 (%

n=1

oo

== Zann_m”ﬁ’“"_ﬁ In’n donde a,, — 0.

n=1
Entonces para demostrar que las series Y3y Ly convergen es suficiente de-
mostrar que converge la serie Y oo n(=1/2+28/7-8) In? . Esta serie converge
por el Teorema 1.11 si y solo si converge la serie

o0 o0
Z 2k2k(—1f?+2ﬁf"y—ﬁ] (ln 2k)2 — 1n2 ) Z 2—-]‘:{,8{1—2,!‘7]—1;’2);‘;2.

k=1 ) =1
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Por la condicién de Teorema (1 —2/v) > 1 y tenemos una serie convergente.
Entonces Y22, pnIn*n < oo y por el Lema 3.5 322 | X,, < oo para casi todo
k € supp f y como el intervalo [c,d] es arbitrario ) .-, X, < oo para casi
todo k € F*.

De manera similar podemos demostrar que ) " Y, y > >°, Z, son aco-
tadas para casi todo k € F°.

Para demostrar que [In Ry| < oo cuando N — oo para casi todo k € F¢
falta demostrar que el ultimo término en la asintética (3.13)

E:'.ozl 9721 Vn

2
(2k)| < oo casi siempre respecto a la medida dP(k). Sea

,351;2%

! [0, 0] .

Por (3.30)

o0 2 o0
>c [ |7 1w de <0 gied
n=1 n=1
<OY PP oo (28/7-B<0)

n=1

y por el Teorema de convergencia monétona 1.3 tenemos que S (k) < oo para
casi todos k € supp f. Y con esto demostramos que Ry < C para todo N y
casi todo k € FC.

Por la estimacién de Gronwall (3.17) tenemos que

R(z) <R, <C

para todos z € Uy [a, — Bp,a, + By] y esto es cierto para dos diferentes
angulos iniciales (0, k). Entonces tenemos que todas las soluciones de (3.6)
son acotadas para casi todo k € (F)C.

T

tencial V(z) y |F°| > 0 podemos usar el resultado de Simon Teorema 2.5.
Entonces la medida espectral es puramente absolutamente continua en (F¢ )2
y, como el conjunto (FC)2 es denso en [0, 00), tenemos que o4 = [0, 00).

Como se cumple la condicién sup, (fmjll |V (t)|2dt) < oo para el po-
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z—1

Demostraremos que sup, (f”l IV (@)]? dt) <0

z+1 z+1
sup[ |V(t)|2 dt = supsupf |gn Vi (t — »:);n)|2 dt
x T n T z—1

~1
2

dt

0

z+l—an
= Supv/n E
z z—1—an

n=1

9nX(~Bn,Ba) W (t)

IA

Bn
sup gﬁ/ |W(t)|” dt usamos Lema 3.1
n —Bn

IA

Bn
Csupgi/ (1+8)"Y7 dt < Csupn~ (1 + B,)Y/"
n 0 n

< Csupn P < (B/y<1/8).

C. Demostraremos que o, (Ha) N (0,00) # 0.
Tomamos f(k) € C§° (0,00), f(k) >0, [ f(k)dk =1y F C suppf. Es

suficiente demostrar que E Z::i Xn| =0 (ln2 N ) para casi todo k respecto

a la medida dP(k) = f(k)dk e igualmente para Y,, Z,. Si esto es cierto,
usando la desigualdad de Chebyshev tenemos que

2

i B | S X
P> Xa| 26N | <———5—--0 (N—o0) (3.35)
e 52In* N

para todo 6 > 0. En particular podemos encontrar una sucesién N; — oo

tal que > o F ’Ef;l X,
Cantelli tenemos que

(

y lo mismo tenemos si reemplazamos X, por Y, o Z,.
Por otro lado, Lema 3.6a) implica que

2
In"2 N; < co. Ahora, usando el Lema de Borel -

N;

2 X

n=1

> dIn N; para un nimero infinito de z) =0

lim V,(2k) = 7/2 Y enxrau-r (K)

n—oo
n=0
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para casi todo k. Si 0 es suficientemente pequefio, de (3.13) vemos que

N; N;
) ) 1 1 1 i
lim In Ry, (k) = lim —1Im ,?=1 Xn(k) — WRe nE=1 Yo (k)

1i—00 1—00 k

‘f/';(zxc)]2 +on (k) (3.36)

e 1 o
_ G 5 2
+8k2Re§Z"(k) 53 ;g,,

Ny N
> 11_1}12, (c1 Zgi —cdln Ni) = Il_l}!& (cl Zn'l —cy01n N,—) =00

n=1 n=1

para casi todo k € F.

Entonces, para casi todo k € F', tenemos soluciones no acotadas de (3.6)
y la parte absolutamente continua de la medida espectral p2° (F?) = 0 para
cualquier «, donde F? = {k?: k € F} (por el resultado de Last y Simon
Colorario 2.2). Igualmente, como lo demostramos al principio en A esto
ocurre con la parte puntual de p,. Como « es cualquiera, usando la férmula
del ” promedio” (ver Corolario 4.1) obtenemos

0< |F2|:/ D (F2) da=/ P (Fz) da
0 0

Esto implica que pi° (F?) > 0 para un conjunto de condiciones de frontera
de medida positiva.

Falta demostrar que F |Z:’=1 X
entonces

2
=.o(lt° N). Sea Sy = YN Xy,

E|Sy* < BE|Xn|* +2|ESy-1Xn| + E|Sn-1/. (3.37)

Vamos a estimar cada uno de los términos de esta suma. Usamos el mismo
procedimiento que en B.

Para el primer término, usando Lema 3.6a), tenemos

e 2
ElXalP =6 /R lVN (2k)} f(k)dk < Cg% = CN- (3.38)
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Para estimar el segundo miembro integramos por partes

|ESN—1X_N‘ = gn

f Sw—1(k) Vi (2k)eilon (0)+kBN) (k) dk’

—2i(on (k)+kBn) Sn—1 (k) Va (2k) £ ()
fen dk( ~2i(¢hy (k) + Bw) )‘”‘

= gnN

d [ Sn_1 (k) Vi (2k)f (k)
< o [ d_k( v (B + Bn) ) &
~ (k) Vi (2K)F (k) Sn—y (k) Vv (2K)f ()
- Cg”/ dy®) +By &y (k)+ By

Sn-1(k) Vv (2K)f' (k) Sw-1 (k) Vv (2Kk)f (k) &y (k)

o (k) + By (@ (k) + By)? i

Vamos a estimar cada uno de los cuatro términos que obtuvimos. Por la
desigualdad de Schwartz tenemos que

f|SN—1 (k) ﬁv (2k)f(k)| dk < ( (S (B)F (k) dk) 1/2
i (/ TS d’“) " C (E|Sn-1l)" (3.39)

Para el dltimo término, usando Lema 3.3, obtenemos
o / Sn-1(k)Vn (2k)f (k)¢ (k)
(¥ (k) + By)?

N-1
L2 —_—
<Cow Y gmlng2 [ [Sna ()T 20)1 (1) di
m=1 N

dk

L3
usamos (3.39) y (3.21) < CN~MA/ZA-L 12 L (E|Sn| )13{2- (3.40)
N

Para estimar el primer término necesitamos estimar Sy (k). Como en (3.21)
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podemos estimar

n-1

n—1
ngLs < CLn_le"’“Zs"me"‘" (3.41)
s=1

s=1

< C'anle""‘”f s V2e%ds < Cn~ V2L, _,.
1
y para |Sy (k)| tenemos

N-1 7
ISn(R)| = Egn (ﬁ(2k)e2‘(*°ﬂf’°)+"f‘ﬂl) (3.42)

= Z In ( (2k)e 2i(pn (k)+kBn) V (2k)2i ((pn(k) + By) 2a(zp“(k)+k3"))

usamos Lema 3.6a), (3.23), (3.5) y Lema 3.3
N-1

C>" 9u(2Baln + Ln)

n=1

IN

como Bpl,/L,=n°/L, — 0 por el ripido crecimiento de L,
N-1
< C Z 29nLn < CN7V2Ly_; (usamos (3.41)).

n=1

Entonces para el tercer término, usando (3.42) y Lema 3.3 tenemos

- f Siv_1(k)Vn (2k) f (k)

¢y (k) + By
Para los demds términos, usando (3.39), tenemos

Sn—1 (k) Vi (2k) f'(k)
:p}v(k) + By

Ly_
dk < cw—lé";—l (3.43)

db 2 OB |Sya)"
Ly

N—l{?
Ly
Entonces, sumando (3.38),(3.40),(3.43) y (3.44), (3.37) llega a

1/2 L2_ N—1/2
Blsw’ < Blsual'+C (BlSyal)” (Nt B2)
N N

B
4 @ (N—l—ﬂ 4 N‘l) (3.45)
Ly

gn

< C (E|Sy-1*)'"* (3.44)
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De (3.45), usando Lema 3.4, obtenemos

N 2
(E ISN|2)1I!2 S C (Z n—l-l-ﬁf"}' (LLn—l) A n—l,&/Lﬂ)

n=1 %
N = 1/2

+ C (Z n~t + n-l—gii) (3.46)
n=1 B

Como tenemos que n?/>'L, /L, — 0, n°/L, -0y L,_1/L, — 0, pode-
mos reescribir (3.46) en la siguiente forma

P % 1/2
(E |.‘5"r\r|2)u2 £ CZann“’ +C (Zn_l)

n=1 n=1

(donde a, +0) = o(InN)

En efecto

" B & il
2 n=10nn "+ (Zn:ln 1) < ctan InN + (In N)Y/2

InN = In N —+0.

Con esto finalizamos la demostracién de C y del Teorema. O



Capitulo 4

Condiciones de frontera del
operador de Schrodinger con
espectro mixto.

En este capitulo estudiamos el comportamiento de diferentes partes del
espectro cuando la condicién de frontera varia. Usando estimaciones para la
funcién espectral del correspondiente operador de Schrédinger, obtenemos un
criterio que nos garantiza la existencia de espectro singular sumergido en el
espectro absolutamente continuo para conjuntos de condiciones de frontera
de medida positiva y potenciales que se anulan en un intervalo [0, V].

En particular, usando este criterio, podemos dar una descripcién més pre-
cisa del conjunto de condiciones de frontera para las cuales tenemos espectro
singular sumergido en el espectro absolutamente continuo en los ejemplos de
[20] y Capitulo 3.

4.1. Resultados auxiliares sobre la funcion es-
pectral.

Estamos considerando la ecuacién de Schrodinger en la semirecta
ly = —y"(z) +v(2)y(z) = By(z)
0<z<oo

59
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y el operador autoadjunto asociado

2
Ha=—£5+v(x) en Ly(0,00)

generado por la condicién de frontera

y(0)cosa+y'(0)sinae = 0

(4.2)
a € [0,7).
Sean u(z, 2) y us(z, 2) soluciones de la ecuacién
lu=zu (4.3)

que satisfacen las siguientes condiciones

) = —sina u2(0,z) = cosa
u1(0,2) = cosa u5(0,2) = sina

Entonces para cada z no real existe una funcién
Val(z, 2) = ui(z, 2) + ma(2)uz(z, 2)

que es una solucién de (4.3) y pertenece a L,(0,00). La funcién m,(z) se
llama la funcién m de Weyl y para o # 0 tiene la representacion integral de
la forma

ma(z) = cot +f d2a(}) (4.4)

R /\—Z

donde p, es una medida de Lebesgue-Stieltjes determinada por m,. La me-
dida p, se llama la funcién espectral de H,. La densidad espectral %"T"‘ para
casi todo A estd dada por

dpa(N) _ o A :
) = E:]ernl+ﬁlmma()\+zE)

=: lIm Ma (A + 10)
T

El siguiente Lema es similar a uno en [18, Teor. 1].
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Lema 4.1. Sean a, f € [0,7) dos condiciones de frontera, o < 3 y sea A un
conjunto de Borel, entonces

8 1 cos ( + sin S mgy(E + 10)
_/c; po(A)d6 = - / HE [cosa + sin amg(E + 0)

| a5

Demostracidén. Sea

8 [mo(z) cos@ — sin @
G = _/,:t mo(z) sin 6 + cos 9] 4

= log (cos g+ sinﬁmg(z)) — log (cos a+ sinamg(z)).

Usando la representacion integral de Herglotz el Teorema 1.19 obtenemos

G(z):c+R/L1z—$2‘il] Al

donde
1 [t
wu(b) — p(a) = e[&rél+ ' § Im G(x + i€)dx.
Por una parte
Bl cos f + sin fmg(z)

cos a + sin amg(z)

1 /° cos § + sin S my(z + 10)
ulb) - pla) = ﬂ_/‘; M8 cosa + sin amg(x-{-iﬂ)dx

Por otra parte, usando la relacién entre mg y my (2.14) y la representacién
integral de my (4.4) obtenemos

InG(z) = Imf [ o(2) cosf — smt‘?] 40

z)sin @ + cos 6

B o0
_ Imf me(z d9—Im[ {coc9+/ Cl"’_g_(?}de
= f dt?/ T
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donde 2 = A+ iey

u(b) — ua) = szsz,;/d)\f o T raim®. (49)

Por el Teorema de Fubini 1. 6 podemos cambiar el orden de integracién

) -t = g 2 [a0 ["ar [7 o amn

Para evaluar e-limite vamos a usar el Teorema de convergencia dominada de
Lebesgue 1.5. Para esto observamos que

* dpy(t) Immo(i) cosf — sinf
o 24+ 1 7 mg(i)sin + cos

Im my(7)
esta acotado uniformemente en . Entonces

edpy(t) dpy(t)
e

R\(a—6,b+9) R\(a—06,b+5)

< C|e|f_°°‘:f()

° edpy(t)
i .4, A 1
dX RS c(b—a)
R\(a—8,b+9)

cuando A € [a, b),

donde C' es una constante y

cuando € — 0. Por otro lado tenemos que

b+6 b
d)\ ab+6 ed,092 2= [:_6 dpe(t)[a md)\‘
= /:H: la,rctan (b—;E) — arctan (GT_’&)] dpg(t)‘
< Cppf{(a—06,b+6)}
y como

¢ 2 o [ doe()
5 5
_/; dé [a_é dpg(t) =~ Clﬁ dHA t2 T 1= Cz,
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podemos intercambiar el limite y la integral. Por la férmula de inversién de
Stieltjes Teorema 1.20 obtenemos

ult) —ulay= [ a6 tim L f dA / o dn(t)

= e—0+ T

= [ (rotte, + Jputtad) + 3outioD)) a0 = [ prl(a b)) 40

[e3

Usando la contabilidad aditiva obtenemos el enunciado para un conjunto

general de Borel A.
a

Corolario 4.1. Si tomamos a = 0 y B = m obtenemos la conocida férmula
del "promedio”[26, Teor. 1.12]

f:pa (4) da = |4,
Sea
Ay = {E/Immy(E +i0) > M}. (4.6)

Si tomamos M = 0, el conjunto Ag soporta la parte absolutamente continua
de la medida espectral, ver la Seccién 2.4.

El resultado de Lema 4.2 nos da la cota por arriba que vamos a usar mas
adelante. En la siguiente seccién donde analizaremos el espectro singular
sera suficiente tomar M = 0. En este caso el resultado del Lema es una cota
que se sigue de Corolario 4.1

fﬁpg(fﬂﬁg)dﬂ < ’mAD}
o]

donde | - | denota la medida de Lebesgue.

Lema 4.2.
fﬂ Do (I N AM)dt? < i—a.rctan (ﬁ(cota — cot ﬁ)) |Iﬂ AM’

donde I es un intervalo arbitrario y0 < a < f < 7.
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Demostracion. Segiin Lema 4.1 tenemos

ﬁ . .
/‘ pg(A)dB::E/arg [cosﬁ+31nﬁmg(E+zO)] dE 47)

T cos a + sina mo(E + i0)

para cada conjunto de Borel A. Sea

zsin 3+ cos B
zsina + cosa
Para todo M > 0,T mapea el semiplano Im z > M en el disco

sin 8 ” sin(8 — a)\? sin(8 — )\ >
(39 - sina) T (y— 2Msin2a) = (ZMsinza)

De aqui se sigue que si Imz > M entonces argw < 2arctan (ﬁ(cota -

w=Tz=

cot B)) Entonces si Im mo(E + ¢0) > M, usando (4.7) obtenemos

/:1 Po (I N AM) = %/;M arg (T(mo(E + z'O])dE

IA

2 f 1
- arctan ( —(cot a — cot 3) |dF
o (QM( ))

™

= %arctan (ﬁ(cota — cot ﬁ)) lI N AM"
O

Para demostrar la cota por abajo, vamos a usar el siguiente resultado de
[19]. En el teorema siguiente, My denota a una familia de medidas que tiene
en particular la siguiente propiedad: dado v en [0, N], para cualquier exten-
sién (localmente integrable) de v en [0,00) la medida espectral del corres-
pondiente problema en la semirecta pertenece a My.

Teorema 4.1. (Cor. 1.2 en [19]) Sean X;, A; dos eigenvalores de (4.1) en un
intervalo [0, N] con la condicidn de frontera (4.2) y condiciones similares en
N. Sea py la medida espectral de este problema. Entonces

:00([)\:': )\j]) = max P([)\is )‘j])

pEMN

po((62)) = min p((A,Ay))

PEMpN
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El siguiente Lema es una aplicacién de este teorema.

Lema 4.3. Asumimos que v(z) = 0 para x € [0, N]| donde N es cualquier
numero positivo.

2 2
a) Sea I, = ((“—A‘f) ,(1(%“32) ), donde k € N

entonces

5 ;(l%jcota
2n(k+1) / dz
L)dg > ———-
A pe(11)do > N2 T+ 22
;(f—_{_ljcotﬁ
o, B € (0,m)
2 2
b) Sea I = !(7\,&) (J%,ﬂl) ],keN,NeR*
entonces
8 %cota ﬁfﬁ;cc‘tﬂ
2k dz 2n(k+1) / dz
L)do < —
_/; po(f2) N? [ 1+ 22 N2 1+ 22
% cot B TEFD iy cot B
a,p € (0,7)

Demostracidn. a) La funcién

wk 1] N ik, 1|, N —ink
Yo(T, =) = = sina+ -—cosa|en” + 5 |sina— —-cosaf W

N 2 v 2 o
satisface
¥(0) =— sina
P'(0) = cosa
y
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para z € [0, N] con las condiciones de frontera

Y(N)cosa + 9'(N)sina=0
P(0)cosa + ¢'(0)sina=0

2
Ademaés tenemos los mismos eigenvalores (-’;\—f) para todo a € [0, 7). Vamos

a calcular la norma de los eigenfunciones 1o(z, 5) en L,[0, N|
r k
™
[ (o ),
0
r N N
= 1/4_[ ([sma-{- —cosoc] e + |sina — — cosa| e N =
k ik
0
(l: N ] kz |: N :l urk:r)
siny — —cosa| e N °+ |sina+ —cosa|eF dz
ik ik

p 2
= 1/4‘/2 [Sin2a+ (M) ]d:c: (sin @)? o 9 N(Ncosa)
0

Vel T, - |

L(0,N)

7wk 2 mk

La medida espectral py del problema en el intervalo finito es una funcién de
escalera, con las discontinuidades en los eigenvalores A;. El peso que da la
(ver Seccién 2.2). En el

Tk
¢h(£’”) L2(0,N)

2 2 2
intervalo ((’}\’f) 3 (ﬂ%z)) ) tenemos un solo eigenvalor (%) y usando

medida al eigenvalor )\; es igual a ’

el Teorema 4.1 obtenemos

W (G2 2 o)

- () (22)

Entonces

;(f—\rm cot a

b p dé om(k + 1) dz
[ a0 > [ =T | Tea
. « N(sin0)? + 4 (Bt

ﬂ'(k"" 1) Hfﬁj cot B
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(hacemos cambio de variable z = 7=y cot 6)

y a) queda demostrado.

2 2 2
b) En el intervalo [(%) ,(“(—ﬁ\}tﬂ) ] tenemos dos eigenvalores (%) y

k+l

2
(ﬂ%l) . Usando Teorema 4.1 tenemos

A [(sinf)? 1. /Ncosfy2]™ B [(sinf)? 1./ Ncosf \2]™"
fadﬁ[ = N+§N( = )l +/a da_[ : N+§N(ﬂ(k+l))]

s 7k\? [(w(k+1)\>
> il
2 ”"([(N) (5F) |)
y ha.cxendo cambios de variable z = ﬂ—cotﬂ en la primera integral y x =
y cot 6 en la segunda obtenemos el enunciado de b). El

'.lr(k+l

4.2. Resultado principal y ejemplos.

Los Lemas 4.2 y 4.3 nos dan cotas por arriba y por abajo que vamos a
necesitar para demostrar el resultado principal.

Teorema 4.2. Asumimos v(z) =0 para z € [0, N], N € R*, k € N.

Si
mh—_:jn-cota ﬁcotu;cotg
2n(k +1) f dz % 2|Ap N | / dz
N? 1452 s 14 22
H,;'"'Tncotﬁ
a,p€(0,m),a<p
entonces p
f ,09(1 N A5,)dé >0
e

donde

1= (G5 (52
Demostracion. Tenemos que

B B B
[ s = [ ez duas+ [t 0 a5000
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Usando Lemas 4.3 a), 4.2 y las hipétesis del Teorema

B
O
;(kN_-HTCOta _}é{_cotu;cot,@
2m(k + 1) / dz " 2|Ap N I| dz
N? 1+ 22 T 1+ z2
mﬁmcotﬁ 0

B
2/ po(I N Apr)dé.
a

Esto implica

B
f po(I N AS,)dE > 0

Ejemplos
a) Sean k =1, N =27 y M = 0. Segiin el Teorema 4.2, si

B—a>mr|ANI|

donde I = (i, %), entonces

B
/ po(I NAS)dE > 0.

Como A§ soporta la parte singular del espectro (ver la Seccién 2.4)
podemos concluir que existe un conjunto de condiciones de frontera
B C (o,f), |B| > 0 tal que si 6 € B entonces Hy tiene espectro
singular en I.

b) De manera similar, si tomamos k = 2, N = 37, M = 0 entonces una
condicién suficiente para tener espectro singular en I para condiciones
de frontera @ entre oo y 3 es

(B—a) > rlAgNI]|

/
L

[N )

©hix

donde en este caso I = [
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c) En la demostracién del Teorema 3.1 del Capitulo 3 hemos demostrado
que la parte absolutamente continua de la medida espectral da peso cero
al conjunto F? y el potencial V(z) puede ser nulo en un intervalo [0, N].
En este caso, usando Teorema 4.2, podemos tomar k = 1,N = 27 y
M = 0 como en el ejemplo a). Entonces la condicién que garantiza la
existencia de espectro singular continuo para un conjunto de condicio-
nes de frontera de medida positiva en (o, 3) es

B—a>mlAenI|=|(F)NI|

44
controlar la medida de (F?)¢. Por ejemplo la podemos hacer tan pe-
quena (positiva) como queramos, entonces obtenemos espectro singular
para muchas condiciones de frontera. Podemos aplicar esto al resultado
del ejemplo dado por Remling en [20].

donde I = (1 9). En particular observamos que en este caso podemos

La restriccién v(z) = 0 en [0, N] implica ciertas restricciones sobre la
medida de Ay si M es grande, que vienen dadas por el siguiente Teorema.

Teorema 4.3. Sea Ay como en (4.6) y asumimos que v(z) = 0 para z €
[0, N]. Entonces

273

IAMHII'MS NE

(k"’ + (k + 1)2)

donde I := [(ﬂkf(ﬂ’;;—”f] keNyN eR*.

N

Demostracion. Tenemos que

sin(m/2 —xz) cos(m/2— (z —7/2))
cos(m/2—z) sin(r/2— (z —7/2))

cotz — cot(m — ) = = 2tan(w/2 — z)
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Entonces, usando Lema 4.2 y Colorario 4.1 tenemos que

T m

/pg(AMﬂf)d9+fpe(AMﬂf)d9

m—T
m =X n—Z

:fpg(AMﬂI)dB— /.pg(ﬂMﬂI)dig:[!\Mﬂfl— fpg(!\MﬂI)dG
0 z T

2 1
> {1 - ;a.rcta.n (m - (cot z — cot(m — :c)))} |Aae N I|

2 1
= {1 - = arctan (H tan(n/2 — 3:))} [Aape N I|

Tenemos la siguiente cadena de desigualdades, para z € |0, x)

I(z) = i@f%tm : dt+4“(k+1)/’?1 R S
N2 J, 142 N2 s 1+¢2

[ mnao+ [ ponyas

= /pg(AMﬂf)dB-f-/ po(Ap N I)dO
0 T—I

ve

ve

2 1 ™
[1 - ;arcta.n (H -ta.n(:?- - x))] |[Are N I|

=: ITI{z)

La desigualdad @) se sigue del Lema 4.3 b) y(@) se sigue de (4.8).
Entonces tenemos
II(z) > III(x) cuando  z € [0,7/2)
y II(0) = III(0)=0

Esto implica que
Ir'(0) > I11'(0)
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pero
[ro) = 2[Am N I|M
s
472
IT'(0) = F(k2 + (k + 1)2)
y obtenemos el enunciado del Teorema. O

Por el Teorema Espectral Inverso de Gelfand-Levitan, sabemos que la
funcién espectral del operador de Schrodinger puede ser arbitraria en un
intervalo finito, en este contexto es interesante notar que el Teorema 4.3 nos
da restricciones sobre la derivada de la funcién espectral cuando el potencial
es nulo en el intervalo [0, N].

En el siguiente teorema la condicién v(z) = 0 en [0, N] no es necesaria.

Teorema 4.4. Dados o, € (0,7) y1 >k > 0, eziste oo > N(e, 3,k) >0
tal que R> N y

[Ayd N (=R, R)| k(cot o — cot )
R1/2 = 1 cota—cot
arctan (T\Z w—:)——-ﬁ)

implica

B
/ pg((—R, R) N Ai,,)dﬂ >0
para R > N.

Demostracién. Por la férmula (2.11) tenemos que

R
) 1 _ 2(1+cot?0)
i, s [ ame) = =S
R

Usando el Lema de Fatou 1.4 obtenemos

# 2(1 + cot? 6) Lo 1 P
j; S < limint e | pg((—R,R))d@

T e sin”

B 2 8
f 2(1 + cot 9)d9=3f 1 dgzg(cosa—sinﬁ)
o & a
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Entonces existe N(a, 8,k) > 0 tal que R > N implica

B
kRm%(coto: —cot ) < /

(4§

po((~R, R))do

donde 0 < k < 1.
Usando la cota por arriba dada por el Lema 4.2 y las hipétesis del teorema,
podemos concluir que

fﬁ pg((—R, R)HAM)dﬂ < % arctan (ﬁlif-(cot a—cot ﬁ)) | (—R, R)ﬂAM‘

" 2 RY?k(cota — cot f)

T arctan (ﬁ;(cota — cot ,6))

arctan (ﬁ(cot a — cot ﬁ))

]
= kRUzg(cota —cot B) < /
™

[+3

po((—R,R))d6

para todo R > N. Entonces tenemos que

f ’ pg((—R, RN AM)dH < f ; pg((—R, R))d9

y podemos concluir

fﬁ po((-R, R) ﬂA‘i,,)dB > 0.
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