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Resumen 

En esta tesis estudiamos las propiedades espectrales del operador de 
Schrodinger en la semirecta. Primero, damos un ejemplo de un potencial que 
genera espectro singular continuo sumergido en el espectro absolutamente 
continuo y el espectro singular continuo está soportado en un conjunto den­
so. Esto nos da el primer ejemplo conocido de espectros realmente mezclados. 

En la segunda parte estudiamos promedios de la función espectral corres­
pondiente al operador de Schrodinger para diferentes condiciones de frontera. 
Como consecuencia obtenemos condiciones que implican existencia del espec­
tro singular continuo sumergido en el espectro absolutamente continuo para 
conjuntos de condiciones de frontera de medida positiva y potenciales nulos 
en el intervalo [O, N]. Estas condiciones están relacionadas con las estimacio­
nes de la medida de conjuntos donde la densidad espectral es positiva. 
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Introducción 

La ecuación de Schrodinger en la semi recta 

_y"(X) + V(x)y(x) = Ey(x), x E [0,00) (1) 

describe el movimiento de una partícula cuántica en un caso particular e 
importantes propiedades físicas de este sistema dependen directamente de la 
estructura espectral del operador asociado a esta ecuación. Esta tesis está de­
dicada al estudio de diferentes partes del espectro del operador de Schrodin­
ger, especialmente al espectro singular continuo. 

Desde hace bastante tiempo se sabe que existen operadores de Schrodinger 
con espectro singular continuo (por el teorema espectral inverso de Gelfand­
Levitan). Debido a que usualmente se suponía que este tipo de espectro no 
admite una interpretación física, los trabajos en el estudio del espectro se 
concentraban en la tarea de dar criterios que garantizan ausencia de este 
tipo de espectro. El punto que cambió la dirección en el estudio del espectro 
fué el trabajo de Pearson [17J en 1978, donde por primera vez se da un ejemplo 
explícito de un potencial con espectro singular continuo y una interpretación 
física de este tipo de espectro. 

En 1997 Remling en [20J dió el primer ejemplo de potencial con espec­
tro singular continuo sumergido en el espectro absolutamente continuo. En 
este ejemplo tenemos el espectro absolutamente continuo, igual al espectro 
esencial, que llena todo el semieje positivo. No tenemos espectro puntual en 
el semieje positivo y para un conjunto de condiciones de frontera de medi­
da positiva tenemos el espectro singular continuo sumergido en el espectro 
absolutamente continuo (ver sección 2.6). 

En relación con la construcción de Remling surgen dos preguntas: 
Primero, en dado ejemplo el espectro singular continuo está soportado en 
un conjunto denso en ningún lado. Entonces es interesante obtener un ejem­
plo con espectros realmente mezclados, donde el espectro singular continuo 
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está soportado en un conjunto denso. 
Segundo, no se da ninguna característica del conjunto de condiciones de fron­
tera para las cuales tenemos espectro mixto. No se sabe por ejemplo si es un 
conjunto grande, probablemente que contiene todas las condiciones de fron­
tera o un conjunto realmente pequeño. 

Los resultados de esta tesis contestan estas dos preguntas. En el capítulo 3 
damos una construcción explícita de un potencial con espectro singular con­
tinuo sumergido en el espectro absolutamente continuo y el espectro singular 
continuo está soportado en un conjunto denso, lo cual nos da un ejemplo de 
espectros realmente mezclados. 

Los resultados del capítulo 4 están relacionados con el estudio del com­
portamiento de diferentes partes del espectro cuando la condición de frontera 
varía. Hay varios resultados conocidos en esta dirección. Por ejemplo se sa­
be que no podemos tener un conjunto de eigenvalores denso en un intervalo 
para todas las condiciones de frontera; ver [7, 2]. En cierta forma el espectro 
esencial impide la existencia del espectro denso puntual para muchas condi­
ciones de frontera. Por otro lado, es posible tener el espectro singular continuo 
para todas las condiciones de frontera. En este contexto en el capítulo 4 es­
tudiamos como la existencia del espectro absolutamente continuo afecta las 
posibilidades de existencia del espectro singular continuo y damos un criterio 
que caracteriza el conjunto de condiciones de frontera donde tenemos el es­
pectro mixto. En particular, este criterio nos permite describir el conjunto de 
condiciones de frontera para las cuales tenemos el espectro singular continuo 
sumergido en el espectro absolutamente continuo en [20] y capítulo 3. 

Además de los nuevos resultados de los capítulos 3, 4 esta tesis incluye 
preliminares reunidos en los capítulos 1, 2. En el capítulo 2 presentamos una 
breve descripción de aspectos básicos de la teoría de operadores de Schrodin­
ger en la semi recta y en el capítulo 1 están reunidos varios resultados que 
usamos a lo largo de la tesis. 



Capítulo 1 

Preliminares 

En este capítulo están reunidas las principales herramientas que se usan 
en el resto de la tesis, salvo la teoría de los operadores de Schrodinger en la 
semirecta que se describe en el siguiente capítulo. Aquí se discuten elementos 
de los siguientes temas: Densidad de conjuntos, Teoría de la medida, Espa­
cios Lp, Convergencia de series, Transformadas de Fourier, la Representación 
integral de Herglotz, la Fórmula de inversión de Stieltjes y Probabilidad. El 
material de cada sección es tomado de la referencia que indicamos al inicio 
de la sección, salvo cuando en el texto se da otra referencia. 

1.1. Definiciones sobre densidad de conjuntos 
(Ver [9, sección 5.2]) 

Sean A y B dos subconjuntos de un espacio métrico R. A denota la 
clausura del conjunto A en R. 

Definición 1.1 (Conjuntos densos). El conjunto A es denso en B , sz 
A=> B. 

Definición 1.2 (Conjuntos densos en ningún lado). El conjunto A es 
denso en ningún lado, si es denso en ninguna bola, i. e. \:j bola B e R existe 
otra bola B ' e B tal que B ' n A = 0. 

Sea R = lR los números reales y I . Ila medida de Lebesgue. 

Definición 1.3 (Conjuntos esencialmente densos). Un conjunto A es 
esencialmente denso en B , si \:j intervalo abierto B ' e B tenemos que lA n 
B'I # O. 

1 



2 

1.2. 

CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 

Elementos de la teoría de la medida (Ver 
[22, Cap. 11]) 

Definición 1.4 (a-álgebra). Sea X un conjunto arbitrario. Una colección 
A de subconjuntos de X es una a-álgebra si: 

(i) X E A, 

(ii) para todo conjunto A que pertenece a A el conjunto AC pertenece a A, 
donde A C = X \ A es el complemento de A en X, Y 

(iii) para cada sucesión {A} de conjuntos que pertenecen a A, el conjunto 
U~l Ai pertenece a A. 

Entonces una a-álgebra en X es una familia de subconjuntos de X que 
contiene a X y es cerrada respecto al complemento y a la formación de 
uniones numerables. La a-álgebra mas común es la a-álgebra de Borel B(lR) 
en IR. Esta a-álgebra es generada por la colección de todos los subconjuntos 
abiertos de IR. Un conjunto de Borel es un conjunto que pertenece a la 
a-álgebra de Borel. 

Definición 1.5 (Medida). Sea X un conjunto y sea A una a-álgebra en 
X. Una medida en A es una función M : A -+ [0,00] que satisface siguientes 
condiciones; 

(i) M(0) = O, Y 

(ii) M(U~l AJ = 2::1 M(Ai ), para cualquier colección numerable disjunta 
de conjuntos {Ai} que pertenecen a A. (Como M(Ai ) ~ O para todo i, 
2::1 M(Ai ) siempre existe como un número real o como +00.) 

Los conjuntos en A se llaman medibles respecto a M. 

Si X es un conjunto, A es una a-álgebra en X y M es una medida en A, 
entonces la tercia (X, A, M) la llamamos un espacio medible. Muchas veces 
se refiere al par (X, A) como un espacio medible. 

Definición 1.6 (Medidas absolutamente continuas). Sean (X, A) un 
espacio medible, M y lJ dos medidas en (X, A) . Entonces lJ es absolutamente 
continua respecto a M, si para todo conjunto A que pertenece a A y satisface 
M(A) = O tenemos que lJ(A) = O. 
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Cuando decimos que una medida es absolutamente continua, nos referi­
mos a una medida absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue. 

Definición 1. 7 (Medidas singulares). S ea (X, A) un espacio medible. 
Una medida Jl está concentrada en un conjunto E E A, si Jl(EC) = O. Supon­
gamos que Jl y v son dos medidas en (X, A) . Entonces Jl y v son mutuamente 
singulares, si existe un conjunto E E A tal que Jl está concentrada en E y v 
está concentrada en EC . 

Decimos que una medida es singular, si es singular respecto a la medida 
de Lebesgue. 

Teorema 1.1 (De descomposición de Lebesgue). Sean (X, A) un espa­
cio medible y Jl una medida en (X, A). Entonces existen únicas medidas Jlac 
y Jls en (X, A) tales que 

(i) Jlac es absolutamente continua, 

(ii) Jls es singular, y 

(iii) Jl = Jlac + Jls· 

La descomposición Jl = Jlac + Jls se llama la descomposición de Lebesgue de 
Jl; Jlac Y Jls son las partes absolutamente continua y singular de Jl. 

Sea P : IR -+ IR una función con las siguientes propiedades: 

(i) peA) es una función monótona creciente, 

(ii) peA) es continua por la derecha, i.e. 

lím peA + E) = peA), 
ó-tO+ 

entonces podemos definir una medida Jl en la a-álgebra de Borel de la si­
guiente manera 

Jl«a , b]) = p(b) - pea). 

La medida Jl se llama la medida de Borel-Stieltjes generada por p. Para una 
medida de Borel-Stieltjes, un punto singular Ao puede tener medida positiva 
si y solo si la función peA) es discontinua en Ao. La medida de un punto 
singular Ao está dada por 

Jl({Ao}) = p(Ao) - lím p(Ao - E). 
ó-tO+ 
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Puntos que tienen una medida estrictamente positiva se llaman puntos dis­
cretos de la medida. Una medida de Borel-Stieltjes puede tener a lo más 
un número numerable de puntos discretos. Si no hay puntos discretos, en­
tonces la función peA) es continua y la medida f-L es una medida continua. 
Para cualquier medida continua de Borel-Stieltjes, la medida de un conjunto 
numerable de puntos es cero. 

Por el Teorema de descomposición de Lebesgue 1.1, una medida de Borel­
Stieltjes dada f-L puede descomponerse en partes absolutamente continua y 
singular respecto a la medida de Lebesgue, f-L = f-Lae + f-Ls. A su vez, la par­
te singular f-Ls puede descomponerse en partes singular continua y discreta. 
Así f-Lse es una medida singular continua en el sentido de que los puntos sin­
gulares tienen medida cero. Por otro lado, la parte discreta f-Ld de la medida 
f-L está concentrada en aquellos puntos (un número finito o numerable) que 
tienen medida positiva. Tomando f-Ls = f-Lse + f-Ld, podemos escribir la descom­
posición completa 

f-L = f-Lae + f-L se + f-Ld· 

Una función f : IR -+ IR se llama función de escalera si es una función 
monótona, continua salvo un conjunto numerable de puntos y f es constante 
en trozos en el complemento de este conjunto. Una función f se llama sin­
gular continua si l' existe a.e. y es igual a cero a.e. La función f se llama 
absolutamente continua si para cada é > O existe un <5 > O tal que 

n n 

L IXi - x~1 < <5 L If(Xi) - f(xDI < é 

i=l i=l 

para cada entero n 2: 1 Y Xl, ... , Xn , X~, ... ,X~ E lR. En correspondencia 
con la descomposición de Lebesgue, cualquier función monótona peA) se des­
compone (de manera única) en suma de funciones absolutamente continua, 
singular continua y de escalera (parte puntual): 

1.3. Espacios Lp ( Ver [24, p.66] ) 

Definición 1.8 (Funciones medibles). Sean (X, A) un espacio medible y 
A un subconjunto de X que pertenece a A. Una función f : A -+ [-00, +00] 
es A-medible, si para todo número real t el conjunto {x E A : f(x) < t} 
pertenece a A. 
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Definición 1.9 (Espacio Lp ). Sea (X, A , J..L) un espacio medible y 1 :S p < 
oo. Lp(X, J..L) es el espacio de todas las funciones medibles en X tales que 
Ix IflP dJ..L < 00, considerando dos funciones equivalentes si son iguales salvo 
un conjunto de medida cero (a. e.) 

Lp es un espacio métrico completo, con la norma 

Si p = 2, en el espacio L 2 podemos definir el producto escalar: 

(j,g) = Ix tgdJ..L 

Teorema 1.2. Si {fn(x)} es una sucesión de funciones en Lp (1 :S p < 00) 

convergente en la métrica de Lp a una función j(x) y, además, fn(x) converge 
a f(x) puntualmente para casi todo x, entonces j(x) = f(x) a.e. 

Demostración. La sucesión {f n (x)} contiene una subsucesión que converge a 
j(x) puntualmente a.e. ([24, Teor.3.12, p. 70]). Como fn( x) converge a f( x) 
puntualmente, esto implica que j(x) = f(x) a.e. O 

A continuación presentamos algunos de los resultados fundamentales de 
la teoría de integración que vamos a usar repetidamente. 

Teorema 1.3 (Lema de convergencia monótona de Beppo Levi). Sea 
{fn} una sucesión de funciones medibles en X y supongamos que para casi 
todo x E X ° :S h(x) :S h(x) < . .. :S oo. Entonces fn( x ) ~ f( x), la 

n-too 

función f(x) es medible, y 

Demostración. Ver [24, Teor. 1.26, p.22] o 

Teorema 1.4 (Lema de Fatou). Si fn : X -+ [0 ,00] son medibles, entonces 

( (lím inf fn) dJ..L :S lím inf ( fn dJ..L. J x n-too n-too J x 
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Demostración. [24, Teor. 1.28, p.24] Sea 9k(X) = ínfli(x) . Entonces 9k ~ !k 
i?k 

y tenemos que 

Ix 9k d¡.t ~ Ix fk d¡.t Y lím inf Ix 9k d¡.t ~ lím inf Ix fk d¡.t (1.1) 

Tambien tenemos que O ~ 91(X) ~ 92(X) ~ .. . , cada 9k es medible y 

9k(X) -----+ líminf fn(x). 
k-too n-too 

Por el Teorema de convergencia monótona 1.3 tenemos que 

r 9k d¡.t -----+ r (lím inf fn) d¡.t J x k-too J x n-too 

y usando (1.1) obtenemos el enunciado del Teorema. o 
Teorema 1.5 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue). Sea 
{fn} una sucesión de funciones medibles en X tales que para c.t.p. x E X 

f(x) = lím fn(x) 
n-too 

y existe una función 9 E Ll (X, ¡.t) tal que 

Ifn(x)1 ~ 9(X) . 

Entonces f E L1(X, ¡.t), 

lím r Ifn - fl d¡.t = O 
n-too J x 

y 

lím r fn d¡.t = r f d¡.t. 
n-too J x J x 

Demostración. [24, Teor. 1.34, p.27] Como Ifl ~ 9 Y f es medible, tenemos 
que f E Ll (X, ¡.t). Además tenemos que Ifn - fl ~ 29· Vamos a aplicar el 
Lema de Fatou 1.4 a las funciones 29 - Ifn - fl: 

Ix 29 d¡.t = Ix lím inf (29 - Ifn - fl) d¡.t 

~ lím inf r (29 -Ifn - fl) d¡.t = r 29 d¡.t + lím inf (- r Ifn - fl d¡.t) 
n-tCXl J x J x n-tCXl J x 

= r 29 d¡.t - lím sup ( r Ifn - fl d¡.t) . J x n-too J x 
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Jx 2gdp, es finita y obtenemos 

lím sup ( r IJn - JI dP,) ~ o. 
n-+oo J x 

Esto implica que límn -+oo Jx IJn - JI dp, = O y, usando que IJ J dp,1 ~ J IJI dp" 
obtenemos límn -+oo Jx Jn dp, = Jx J dp,. O 

Definición 1.10 (Espacio medible a-finito). Sea (X, A, p,) un espacio 
medible. Si X es una unión numerable de conjuntos Ei tales que p,(Ed < 00, 
entonces el espacio (X, A, p,) se llama a-finito. 

Teorema 1.6 (Teorema de Fubini). Sean (X, A, p,) y (Y, B, p) dos espa­
cios medibles a-finitos y f(x, y) una función integrable en el espacio (X x 
Y, A x B, p, x p). Entonces 

IxxY f(x, y) d(p, x p) = Ix ([ f(x, y) dP) dp, 

= [ (Ix f(x, y) dp, ) dp 

Si ocurre que por lo menos una de las integrales 

Ix ([ lJ(x, y)1 dP) dp, o [(Ix If(x, y)1 dP,) dp 

es finita, en tal caso f(x, y) es integrable en (X x Y, A x B, p, x p) y las 
igualdades se cumplen. 

Demostración. Ver [9, Teorema 4, p.359]. o 

1.4. Transformada de Fourier ( Ver [24, Cap. 9, 
p.192]) 

Si f E Ll ( -00, +00) podemos definir la integral 

1 1+00 

j(t) = ¡¡c f(x)e- ixt dx 
v 27r -00 

para cada t real. La función j se llama la transformada de Fourier de f. 
Para las funciones en L 2 ( -00, +00) tenemos el siguiente resultado prin­

cipal: 
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Teorema 1.7 (Teorem3: de Plancherel). A cada función f E L2 le pode­
mos asociar una función f E L2 tal que se cumplen las siguientes propiedades 

(a) Si f E L 1 n L2 , entonces} es la transformada de Fourier de f previa­
mente definida. 

(b) Para todo f E L 2 , 1I}1I2 = Ilf112. 

(c) El mapeo f --t } es un isomorfismo del espacio de Hilbert L 2 sobre L 2 . 

(d) f y } están relacionadas de la siguiente manera simétrica: si 

1 ¡A. 1 ¡A ~ . 
'PA(t) =!éC f(x)e-~xt dx y 7/JA(X) =!éC f(t)e txt dt (1.2) 

y21f -A y21f -A 

entonces II'PA - }112 ------+ O Y II7/JA - fl12 ------+ O 
A~oo A~oo 

La propiedad (d) define la transformada de Fourier inversa. 

Demostración. Ver [24, Teor. 9.13, p.200] o 

También podemos definir la transformada de Fourier para las funciones 
f(x) E Lp( -00, +00), 1 < p < 2 (ver [30]): 

Teorema 1. 8. Si f E Lp ( - 00, +00), donde 1 ::; p < 2, entonces la integral 

1 ¡+oo }(t) =!éC f(x)e- ixt dx 
y 21f -00 

converge como integral impropia para casi todo t y la función }(t) se llama 
la transformada de Fourier de f (x) . 

Demostración. Ver [30, Teor. A] o 

1.5. Algunos criterios de convergencia de se­
ries (Ver [23, Cap. 3, p. 51]) 

Vamos a necesitar los siguientes criterios de convergencia de series: 

Teorema 1.9 (Criterio de comparación). Si lanl ::; Cn para n 2: No(No E 
N) Y si la serie I"::'=1 en converge, entonces también converge la serie I"::'=1 an · 
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Demostración. Ver [23, Teor. 3.2, p. 52J. o 

Teorema 1.10 (Criterio de la razón). La serie ¿~=l an 

(a) converge si lím sUPn~oo I a~:l I < 1) 

(b) diverge si I a:: 1 I ~ 1 para todo n ~ no) donde no es un número natural 
fijo. 

Demostración. Ver [23, Teor. 3.34, p. 57J o 

Teorema 1.11. Supongamos que al ~ a2 ~ a3 ~ ... ~ O. Entonces la serie 
¿~=l an converge si y solo si converge la serie 

00 

L 2k a2k = al + 2a2 + 4a4 + 8as + .... 
n=l 

Demostración. Ver [23, Teor. 3.27, p. 53J o 

Observación 1. 

Demostración. 
N {N 1 L n -1 ~ J 1 -;; dx = In N 

n=l 1 

o 
Teorema 1.12 (Expansión de Taylor). Supongamos que ¡(x) es una fun­
ción real en el intervalo [a, b], n E N) ¡(n-l)(x) es continua en [a, b], ¡(n)(x) 
existe para cada t E (a, b). Sean 0:, (3 dos puntos de [a, bJ y definimos 

P(t) = I: fk¡~) (t - o:l. 
k=O 

Entonces existe un punto x entre o: y (3 tal que 

f((3) = P((3) + fn(~) ((3 - o:t. 
n. 

Demostración. Ver [23, Teor. 5.15, p. 95J. o 
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1.6. Representación integral de Herglotz 
( Ver [3, Seco lID 

Para demostrar la representación integral de Herglotz primero necesita­
mos una serie de resultados preliminares: 

Teorema 1.13 (Teorema de selección de Helly). Sean fn(x) funciones 
reales monótonas no-decrecientes y k una constante positiva tal que 

Ifn(x)1 < k (n = 1,2 ... ;a:S x:S b). 

Entonces existe una suceswn de números no < nI < ... y una función 
acotada no-decreciente f(x) tal que 

lím f ni = f (x), (a :S x :S b). 
z-+oo 

Demostración. Ver [28, p. 165] o 
Teorema 1.14. Sea W(z, t) una función continua de dos variables, la varia­
ble compleja z pertenece a un conjunto abierto G y la variable real t pertenece 
al intervalo [a, b]. Entonces la función 

H(z) = lb W(z, t) dt 

es continua en el conjunto G. 
Si, además, para cada t E [a, b] la función W(z, t) en cada punto z E G 

tiene la derivada parcial W; (z, t), continua respecto a ambas variables z y t, 
entonces la función H (z) es analítica en G y 

H'(z) = lb W~(z, t) dt 

Demostración. Ver [25, Teor. 3.1, p. 107] o 
Teorema 1.15 (Teorema de Cauchy sobre la expansión de una fun­
ción analítica en una serie de potencias). Sea f(x) una función analítica 
en un dominio G, sea Zo un punto arbitrario de G y Ll = Ll(zo) la distancia 
entre Zo y la frontera de G. Entonces existe una serie de potencias 

00 

f(z) = L an(z - zot 
n=O 

convergente a f(z) en el disco {z E G: Iz - zol < Ll}. 
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Demostración. Ver [12, Teor. 16.7, p. 361] o 

Teorema 1.16. Sean u(x, y) una función armónica en el dominio G, v(x , y) 
su conjugado armónico y Zo algún punto de G. Sea .6 = .6(zo) la distancia 
entre Zo y la frontera de G. Entonces u (x, y) y v (x , y) tienen las siguientes 
expansiones 

00 

u(x, y) = u(r, O) ao + '2)an cos nO -/3n sin nO)rn (1.3) 
n=l 
00 

v(x, y) = v(r, O) = /30 + I)/3n cos nO + an sin nO)rn (1.4) 
n = l 

en el disco Iz - zol < .6, donde z - Zo = reiB . 

Demostración. Sea f( z ) una función analítica en el disco Iz - zol < .6 tal 
que su parte real es igual a u (x , y). Por el Teorema 1.15 la función f (z) tiene 
la expansión en serie de potencias 

00 

f( z ) = L an(z - zot 
n=O 

en el disco {z E G : Iz - zol < .6}. Sustituimos en esta expansión an = 
an + i/3n , z - Zo = reiB y tomando las partes real e imaginaria de 

00 

f( z ) = L(an + i/3n)rn( cos nO + i sin nO) 
n=O 

obtenemos (1.3) Y (1.4). 

Lema 1.1. Las series 

p2 + r2 - 2prcos(O - </J) 

2pr sin( O - </J) 

p2 + r2 - 2pr cos(O - </J ) 

o 

convergen uniformemente en cada subconjunto compacto del disco {z : Iz -
zol < p} , donde Zo = pé P, z - Zo = reiB y O, </J E [O , 21f) . 
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Demostración. Ver [13, p. 149]. o 

La integral 

- f(p,cfy) P -1' dcfy 
1 ¡h 2 2 

211" o p2 + 1'2 - 2pr cos(O - cfy) 

con el núcleo 

p2 - 1'2 [pé/> + rei8
] 

p2+r2-2prcos(0-cfy) =Re pé/>-rei8 

se llama la integral de Poisson. Vamos a demostrar una propiedad carac­
terística de las funciones armónicas que consiste en la representación en forma 
de integral de Poisson: 

Teorema 1.17. Sea u(x, y) una función armónica en el dominio G con el 
conjugado armónico v(x, y). Sean Zo algún punto de G y ~ = ~(zo) la distan­
cia de Zo a la frontera de G. Entonces u(x, y) y v(x, y) pueden representarse 
en el disco Iz - zol < ~, donde z - Zo = rei8 , en forma de integrales de 
Poisson de la siguiente manera 

1 ¡211" p2 _ 1'2 
u(r, O) - u(p, cfy) dcfy 

211" o p2 + 1'2 - 2pr cos(O - cfy) 
(1.5) 

1 ¡211" p2 _ 1'2 
v(r,O) = - v(p,cfy) dcfy 

211" o p2 + 1'2 - 2pr cos(O - cfy) 
(1.6) 

para toda p con l' < p < ~ y cualquier O. Además 

1 ¡211" 2prsin(0 - cfy) , 
v(r,0)=(Jo+-2 u(p,cfy) 2+ 2 2 (O cfy)dcfy 11" o p l' - pr cos -

en términos de u(r, O). 

Demostración. Usamos la fórmula (1.3) reemplazando l' por p (p < ~), O 
por cfy y n por m: 

00 

u(p, cfy) = 0:0 + L (O:m cos mcfy - (Jm sin mcfy) pm (1.7) 
m=l 
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Usando la convergencia uniforme de (1.7) para todo p < Ll, multiplicamos 
(1. 7) por cos (n<jJ) e integramos término a término respecto a <jJ entre O y 21T. 
Como resultado obtenemos 

1 12
71" - u(p, <jJ) d<jJ 

21T o 

1 12
71" - u(p, <jJ) cos(n<jJ) d<jJ 

1Tpn o 
(n ~ 1). (1.8) 

De la misma manera, multiplicando (1.7) por sin(n<jJ), donde n ~ 1 es un 
entero, e integrando término a término obtenemos 

1 12
71" -f3n = - u(p,<jJ) sin (n<jJ) d<jJ 

1Tpn o 
(n ~ 1). (1.9) 

La sustitución de (1.8) y (1.9) en (1.3) y (1.4) nos da 

u( r, e) 
1 {271" 00 1 (71" ( ) n 

21TJo U(P,<jJ)d<jJ+~:;Jo U(p,<jJ) ~ cosn(e-<jJ)d<jJ 

v(r, e) = 
00 1 {271" ( ) n 

f30 + L :; Jo u(p, <jJ) :. sin n(e - <jJ) d<jJ 
n=l o p 

Por el Lema 1.1 obtenemos 

u(r, e) 
1 12

71" p2 _ r 2 
- u(p, <jJ) d<jJ 
21T o p2 + r 2 - 2prcos(e - <jJ) 

v(r,e) f3 1 {271" ( <jJ) 2pr sin( e - <jJ) d<jJ 
0+ 21T Jo u p, p2 + r 2 - 2prcos(B - <jJ) . 

Como (1.5) se cumple para cualquier función armónica en G, podemos reem­
plazar u(r, e) por v(r, e) y obtenemos (1.6). O 

Teorema 1.18. Una función analítica en el círculo .lzl < 1 satisface la con­
dición Ref(z) ~ O para Izl < 1 si y solo si f(z) tiene la representación 
integral 

1271" ei1jJ + z 
f( z) = 1jJ dp('ljJ ) + ic 

o et 
- z 

(1.10) 

donde p('ljJ ) es una medida de Borel positiva y finita en el intervalo [0 ,21T] Y 
e es un número real. 
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Demostración. La función f( z ) definida por (1.10) es analítica en el círculo 
Izl < 1 por el Teorema 1.14. Si ponemos z = rei8 

(2~ 1 _ r 2 

Ref(z) = Jo 1- 2rcos(B _ 'ljJ) +r2 dp('ljJ) 2: O 

para r < 1. Entonces la representación (1.10) es suficiente para que f( z ) 
tenga las propiedades indicadas en el Teorema. 

Sea f( z ) una función analítica en el círculo Izl < 1 Y tal que Ref(z ) 2: O 
para Izl < 1. Vamos a considerar las funciones fn( z ) = f(n~l z). Las funciones 
Refn( z ) son armónicas y no-negativas en el círculo cerrado Izl :S 1 Y su valor 
un(B) = Re fn(z) en la frontera z = ei8 es no-negativo y continuo. Por la 
fórmula integral de Poisson (Teorema 1.17) tenemos 

donde Pn ( 'ljJ) = 2~ Jo"¡; Un (a) da es una función continua y monótona creciente 
para O :S 'ljJ :S 27r . Cuando z = O obtenemos 

(h 
Ref(O) = Refn(O) = Jo dPn('ljJ) = Pn(27r) - Pn(O) = Pn(27r). 

Entonces la sucesión {Pn ( 'ljJ )} satisface las condiciones del Teorema de Helly 
(Teorema 1.13) . Esto implica que existe una sucesión de números enteros 
{nd y una función monótona creciente p( 'ljJ ) tal que 

lím nk = 00, lím Pnk('ljJ) = p('ljJ ), O:S p('ljJ ) :S Ref(O) . 
k-too k-too 

Pasando al límite en la fórmula para Refn(z ) cuando nk -t 00 obtenemos 

lím fn(z) = f(z), Izl < 1 Y 
n-too 

(2~ 1 _ r 2 

Ref(z ) = Jo 1- 2rcos(B _ 'ljJ ) + r2 dp( 'ljJ ) 

para Izl < 1. 
La función Imf(z ) es armónica en Izl < 1 Y podemos determinarla usando 

el hecho de que es conjugada a Ref(z ) y asume el valor Imf(O) para z = O: 

1
2~ 2rsin(0 - 'ljJ ) 

Imf(z) = (O 'ljJ ) 2 dp('ljJ ) + Imf(O). 
o 1 - 2r cos - + r 
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Combinando las expresiones para Ref(z) y Imf(z), encontramos que 

1
27r érjJ + z 

f(z) = o é/J _ z dp(1/;) + ilmf(O) 

D 

Definición 1.11 (Funciones de Pick). Una función de Pick es una función 
analítica en el semiplano superior con la parte imaginaria positiva. 

Teorema 1.19 (Representación integral de Herglotz). Una función de 
Pick F( C;) admite la representación integral en la siguiente forma: 

1+00 [1 t] F(c;) = aF + bFC; + - - -2- dp,(t) 
-00 t - c; t + 1 

(1.11) 

donde bF 2 O Y aF son dos constantes reales y p,(t) es una medida de Borel 
en [-00, +00] tal que J(t2 + 1)-1 dp,(t) es finita . 

Demostración. Las transformaciones dadas por 

c; - z 
z(c;) =-. 

C;+z 
y c;(z) = ~ z + 1 

z z - 1 
(1.12) 

son transformaciones lineales fraccionarias, inversas una de la otra. c;(z) ma­
pea el disco unitario Izl < 1 en el semiplano superior, mientras que z(c;) trans­
forma el semiplano superior de regreso al disco. Si f(z) es una función analíti­
ca en el disco Izl < 1 con la parte real positiva, la función q;(c;) = if(z(c;)) es 
una función de Pick; inversamente, si q;( c;) es una función de Pick, la función 
f( z ) = -iq;(c;(z)) es analítica en Izl < 1 con la parte real positiva. Entonces 
existe una biyección entre estas dos clases de funciones. 

Podemos encontrar la representación integral de Herglotz de q;( c;) usando 
la representación para f(z) dada por el Teorema 1.18: 

¡
27r ei'IjJ + z 

f( z ) ='IjJ dp(1/;) + ilmf(O) . 
o et 

- z 

Si la medida dp da peso positivo a > O al punto e = O, separamos este punto 

1 + Z ¡27r ei'IjJ + z 
f(z) = -a - i(3 + .'IjJ dp'(1/;). 

1 - z o et - z 
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Vamos a formar if(z(<;)). Los primeros dos términos se reducen a a<; + (3 y 
la integral es igual a 

(27r <;cosO/2 - sin 0/2 d '(O) 
Jo <;sinO/2 + cosO/2 p . 

Vamos a introducir el cambio de variable t = - cot O /2 que mapea el círculo 
en el eje real y el punto z = 1 que quitamos al infinito. La medida dp' se 
transforma en una medida finita v(t) en el eje real y obtenemos 

1+00 t<; + 1 
cjJ(<;) = a<; + (3 + -- dv(t) 

-00 t - <; 
donde 1: dv(t) < +00 

Finalmente tomando df-l(t) = (t2 + l)dv(t) obtenemos (1.11). o 

Lema 1.2. Sea F(<;) una función de Pick con la representación integral 

1+00 [ 1 t] F(<;) = ap + bp<; + -- - -2- df-l(t) 
-00 t - <; t + 1 

(1.13) 

Entonces las constantes ap y bp están determinadas por 

ap = ReF(i), bp = lím ImF(is). 
s-too S 

Demostración. De (1.13) tenemos que 

entonces ReF(i) = ap. También tenemos que 

1 mF( is) = b lId ( ) p+ 2 2 f-lt. 
s IRS +t 

Como s2~t2 < 1~t2 (s ~ 1) Y la función 1~t2 es integrable respecto a f-l , 
podemos aplicar el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue 1.5 y en 
el límite cuando s 4 00 obtenemos 

lím ImF(is) = bp. 
s-too s 

o 
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Sea dp()..) una medida de Borel-Stieltjes tal que 

Entonces podemos definir 

l OO dp()..) 
)..2 1 < oo. 

-00 + 

roo y dp()..) 
qy(x, y) = J-oo (X_)..)2+y2· 

17 

(1.14) 

La fórmula de inversión de Stieltjes nos permite expresar p()..) en términos 
de qy(x, y) . 

Teorema 1.20. Si -00 < a < b < +00, entonces 

1 ¡b 1 1 
lím- qy(x,y)dx = p((a,b)) + -p({a}) + -p({b}). 
y.j.O 7r a 2 2 

(1.15) 

Demostración. Ver [21, Teor. 5.4, p. 84]. o 

Ejemplo: Consideremos la función F(<;) = log<;. El logaritmo está deter­
minado de tal manera que es real en el semieje positivo. Es una función de 
Pick. Entonces 

Relogi = O 

lím Im logis = lím 7r /2 = O 
s-too S s-too S 

J-L(b) - J-L(a) }' 1 ¡b A F( . ) d {O si [a, b] e jR+, 
1m - rg x + w x = . 

v-t07r a b - a SI [a, b] e jR-. 

Entonces 

¡O 1 t 
logz = -- - -- dt. 

-00 t - z t 2 + 1 

Teorema 1.21 (Teorema de Fatou). Sea f(z) una función analítica aco­
tada en el disco unitario Izl < 1. Entonces el conjunto de los puntos donde 
el límite 

no existe es de medida de Lebesgue cero. 
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Corolario 1.1. Sea F(z) una función de Pick. Entonces casi siempre res­
pecto a la medida de Lebesgue existe el límite 

lím F(x + iy). 
Y--+O+ 

Demostración. Si la función F(z) es acotada, el resultado se sigue del Teo­
rema de Fatou 1.21 usando las transformaciones (1.12). 

Si la función F(z) no es acotada, entonces la función 

1 
G(z) = - F(z) + i 

es una función de Pick acotada y la existencia de valores en la frontera de 
G(z) implica la existencia de valores en la frontera de F(z). O 

1.7. Elementos de la teoría de la probabilidad 
(Ver [1, Cap. 5]) 

Un espacio de probabilidad es una tercia (O, F, P), donde O es un conjun­
to, F es una a-álgebra en este conjunto y P una medida en esta a-álgebra tal 
que P(O) = 1. Vamos a llamar P la medida de probabilidad y los elementos 
de F eventos. 

Definición 1.12 (Variables aleatorias). Una variable aleatoria X en un 
espacio de probabilidad (O, F, P) es una función Borel-medible de O a R Si 
X, Y son dos variables aleatorias, llamamos a X + iY una variable aleatoria 
compleja. 

Definición 1.13 (Variables aleatorias independientes). Las variables 
aleatorias Xl, ... X n son independientes si 'ti B I , .. . Bn E B(lR) (a-algebra de 
Borel) tenemos 

Definición 1.14 (Esperanzas matemáticas). Si X es una variable alea­
toria en (O, F, P), la esperanza matemática de X está definida por 

EX= LXdP 

si la integral existe. 
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Teorema 1.22 (Desigualdad de Chebyshev). Sean X una variable alea­
toria no-negativa, O < p < 00 y O < é < oo. Entonces 

EXP 
P{X ~é}:::; ~ 

Demostración. Ver [1, Teor. 5.10.7, p. 227]. 

Teorema 1.23 (Lema de Borel-Cantelli). Si Al, A2 ,· ·· E F Y 
L~=l P(An) < 00, entonces 

00 00 

P[ n U An] = O. 
k=ln=k 

o 

Sean TI, T2 , . .. y T variables aleatorias. Decimos que Tn convergen a 
T casi seguro si P[Tn --+ T cuando n --+ 00] = 1 Y usamos la anotación 
Tn --+ T a.s. 

Teorema 1.24. Supongamos que 

00 

para algún p > O. Entonces Tn --+ O a.s. 

Demostración. [29, Teor. 2.1.3, p.13] Por el Teorema de convergencia monóto­
na de Lebesgue 1.3 L~=l EITnlP < 00 implica que E L~=l ITnlP < 00 y 
L~=l ITnlP < 00 a.s. Entonces Tn --+ O a.s. O 
Teorema 1.25. Sea Tn una sucesión de variables aleatorias. Supongamos 
que existe una variable aleatoria T y una sucesión de números nk --+ 00 tal 
que Tnk --+ T a. s. y 

máx ITn - Tnk _11 --+ O a.s. cuando k --+ oo. 
nk-l <n~nk 

Entonces Tn --+ T a.s. 

Demostración. [29, Lema 2.3.1, p.17] Para un número n dado escogemos nk 
tal que nk-l < n :::; nk· 

en la suma final ambos miembros convergen a cero a.s. cuando k --+ oo. Esto 
implica que Tn --+ T a.s. O 
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Teorema 1.26. Sean X n (n E N) variables aleatorias complejas. Suponga­
mos que existen números Pn 2: O tales que 2::~=1 Pn In2 n < 00 y 

n-1 

EI X nl
2 + L 1 EXmXn 1 ~ Pn' 

m=1 

Entonces límN-too 2:::=1 X n existe casi seguro. 

Demostración. Este resultado se sigue esencialmente de [29, Teor. 2.4.2J. No­
sotros necesitamos una versión para X n complejas. 

y 

Sean g(j, N) = 2 2::~~~+l Pn y h(j, N) = 2 2::~~~+l Pn In2 n. Tenemos que 

j+N 2 j+N j+N n-l 

E L X n < L EI X nl
2 + 2 L L 1 EXmXn1 

n=j+1 n=j+l n=j+l m=1 
j+N 

< 2 L Pn = g(j, N) 
n=j+l 

9 (j, k) + 9 (j + k, m) = 9 (j, k + m) 
h(j, k) + h(j + k, m) = h(j, k + m) 

(1.16) 

h(j,n) ~ C (C es una constante que no depende dej y n) (1.17) 

9 (j, n) ~ h (j , n) / In 2 (j + 1) ( 1.18 ) 

Usando (1.16), (1.17) Y (1.18) obtenemos 

j+N 2 

E L X n < g(j, N) ~ Ch(j, N)/ log2(j + 1) 
n=j+1 

cuando j ---+ oo. 

Entonces la sucesión {Sn = 2::~= 1 Xi, n 2: 1} es una sucesión de Cauchy en 
la norma de L 2 . Como L2 es un espacio completo existe S E L2 tal que 
E(Sn - S)2 ---+ O. 

Vamos a demostrar que la subsucesión S2k ---+ S a.s. Por el Teorema 1.24 
es suficiente demostrar que 2::%:1 EIS - S2k 1

2 < oo. 
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Usando otra vez (1.16), (1.17) Y (1.18) 

obtenemos que 
00 00 

k=l k=l 

demostrando que S2k -t S a.s. 
Para demostrar que Sn -t S a.s. vamos a usar el Teorema 1.25. 

Hace falta demostrar que 

máx ISn - S2k-11 -t O a .scuando k -t oo. 
2k-l <n~2k 

Para eso, por el Teorema 1.24 es suficiente demostrar que 
00 

L E[ máx ISn - S2k-1 12] < oo. 
2k-l <n<2k 

k=l -

Para demostrarlo vamos a necesitar el siguiente Lema: 

Lema 1.3. Sea Mj,n = máXj<k~n ILi~;+l Xii, entonces 

EMJ,n ~ (log(2n)jlog2)2 g(j,n). 

Demostración. Ver [29, Teor. 2.4.1, p. 22] 

Usando el Lema y (1.17) , (1.18) obtenemos 

00 

~ ce L h(2k- 1, 2k-l) ~ c2e < oo. 
k=l 

21 
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Capítulo 2 

El operador de Schrodinger en 
una dimensión 

En este capítulo están reunidos los principales resultados sobre los Ope­
radores de Schr6dinger en la semirecta que usamos en el resto de la tesis . 
También damos una breve descripción de dos conocidos ejemplos de Pearson 
[17J y Rernling [20J que motivan los resultados de la tesis y los ponen en el 
contexto de los trabajos que se han hecho en este campo. El material de cada 
sección es tomado de la referencia que indicamos al inicio de la sección, salvo 
cuando en el texto se da otra referencia. 

2.1. Extensión autoadjunta y la alternativa 
de Weyl (Ver [16, cap.6, p. 231]) 

Vamos a considerar el operador diferencial de la forma 

Ly = -y"(x) + V(x)y(x) OS;x<oo 

donde V(x) es una función real y supongamos que V(x) E Ltoc[O, (0). Es 
la mínima condición necesaria para garantizar que L sea un operador en 
Cü(O, (0), el conjunto de funciones infinitamente diferenciables de soporte 
compacto. Observamos que Cü(O, (0) es un subconjunto denso de L2 (O, (0) . 

Para poder aplicar el análisis espectral necesitamos definir una extensión 
autoadjunta del operador L . Definimos esta extensión como el operador Ha 
de la siguiente manera 

Hau = Lu para uE D 

22 
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donde u E D si 

(i) u, Lu E L2 (O, 00), 

(ii) u, Uf son absolutamente continuas en cualquier subintervalo finito de [0,00), 

(iii) u(O) cos a + uf(O) sin a = O para algún a E [O, 7f). 

Según la llamada alternativa de Weyl en el infinito pueden suceder dos 
situaciones: 

(i) para cada z E re cada solución de la ecuación Lu = ;cu está en L2 (e, 00), 
para algún e > O; este caso se llama el caso de CÍrculo límite. 

(ii) para cada z E re no más de una solución de la ecuación Lu = zu, 
linealmente independiente, está en L2 (e, 00); este caso se llama el caso 
de punto límite y para cada z E re \ IR siempre hay una solución en 
L2 (c, 00) . 

Si para algún Ao E re \ IR tiene lugar el caso de círculo límite, entonces este 
caso tiene lugar para cualquier A E e \ IR. 

Nosotros vamos a considerar la opción de punto límite, ya que la mayoría 
de los casos de interés físico o matemático son de punto límite. En el caso de 
punto límite el operador Ha es un operador autoadjunto. 

Tenemos el siguiente útil criterio 

Teorema 2.1. Si V (x) 2: - kx2
) donde k es una constante positiva) entonces 

tenemos el caso de punto límite al infinito. 

Demostración. Vamos a demostrar que la ecuación 

-y" + V(x)y = O 

no tiene dos soluciones linealmente independientes en L 2 (e, 00). Supongamos 
que cjJ(x) es una solución real de Ly = O y cjJ(x) E L2(e, 00). Como cjJ" = V cjJ, 
obtenemos 

¡X cjJ"(t)cjJ(t) dt = ¡X V(t)cjJ2(t) dt > -k ¡X cjJ2(t)dt 
~ ~-e e e 

y como cjJ( x) E L2 (e, 00) existe una constante k1 tal que 

¡X cjJ"(t)cjJ(t) 
k1 2: - t 2 dt . 

e 
(2.1) 
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Integrando por partes (2.1) obtenemos 

-¡X cjJ"(t)cjJ(t) dt cjJ'(e)cjJ(e) 
t 2 e2 

e 

cjJ' (x )cjJ( x) 
X2 

¡
X {cjJ'(t)P ¡X 2cjJ'(t)cjJ(t) + 2 dt - 3 dt ::; k1 

e t e t 
(2 .2) 

Sea H(x) = fex {Ij>'¡J)}2 dt. Entonces, usando la desigualdad de Schwartz obte­
nemos 

I [ 2<P'(;;<P(t) dtl' <:: k, ([ W(t) ;1<p(t)1 dt) , 

::; k2 (¡X (cjJ';;))2 dt) (¡x(cjJ(t))2 dt) ::; k3H(x) 

Entonces podemos reescribir (2.2) como 

- cjJ'(x)t(x) + H(x) - k4H1/2(X) ::; k2. 
X 

(2.3) 

Si H(x) -+ 00 cuando x -+ 00 de (2.3) podemos concluir que 

cjJ'(x)cjJ(x) ~H() 
X2 > 2 x 

para x suficientemente grandes. Esto significa que cjJ( x) y cjJ' (x) tienen el 
mismo signo para x grandes, que contradice el hecho de que cjJ( x) E L2 (e, 00), 
entonces H (x) es acotada y 

l OO (cjJ'(x))2 
2 dt < oo. 

e t 
(2.4) 

Ahora supongamos que cjJ(x) y 'ljJ(x) son dos soluciones linealmente inde­
pendientes de la ecuación Ly = O Y cjJ(x) , 'ljJ(x) E L2(e, 00), i.e. supongamos 
que para L tiene lugar el caso de círculo límite. Podemos asumir que estas 
soluciones son reales y el Wronskiano 

W {cjJ, 'ljJ} = cjJ(x)'ljJ'(x) - cjJ'(x)'ljJ(x) = 1. 

Dividiendo el Wronskiano entre x, obtenemos 

cjJ ( x) 'ljJ' ( x) _ cjJ' ( x ) 'ljJ ( x) = ~ . 
x x x 

Por (2.4) y la desigualdad de Schwartz tenemos que la función en la parte 
izquierda es integrable en (e, 00), pero la parte derecha no es integrable. 
Entonces el caso del círculo límite es imposible. O 
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2.2. Función espectral. Espectro. (Ver [11, Seco 
2.1, p. 38]) 

Estamos considerando la ecuación 

y" + (A - V (x) ) y = O , O::;x<oo (2.5) 

con la condición inicial 

y(O) cos a + yf(O) sin a = O (2.6) 

Sea b un número positivo finito, f3 E [0,1T') Y para empezar vamos a 
considerar el problema de Sturm-Liouville en el intervalo finito 

y" + (A - V ( x ) ) y = O , O ::; x ::; b 

y (O) cos a + yf (O) sin a = O 
Y (b) cos f3 + yf (b) sin f3 = O 

(2.7) 

(2.8) 

Definición 2.1 (Valor propio y función propia). Si el problema (2.7) ­
(2 .8) tiene una solución no trivial y(x, Ao) para un cierto AO , entonces AO es 
un valor propio e y(x , Ao) es una función propia de este problema. 

El problema (2.7)- (2 .8) tiene un conjunto numerable de valores propios 
{An,b} (esto se sabe desde principios del siglo XIX por los trabajos de Sturm 
y Liouville) y sean Yn ,b(X) = y(x, An,b) funciones propias correspondientes. 

Si f(x) E L2(0, b) y 

a;,b = lb y;,b(X) dx 

entonces por la igualdad de Parseval 

b 00 1 ( b )2 1 f2(x) dx = ~ a~,b 1 f(X)Yn ,b(X) dx (2.9) 

Vamos a introducir la función espectral del problema de Sturm-Liouville 
en el intervalo finito. Es una función de escalera, monótona creciente dada 
por 

Pb(A) = L 
1 

(A ::; O) 
a 2 

A<An,b::;O n,b 
(2 .10) 

Pb(A) = L 
1 

(A > O). 
a 2 

O<An ,b::;A n,b 
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Entonces podemos reescribir la igualdad (2.9) en la siguiente forma 

lb f2(X) dx = 1:00 

F2(>.) dpb(>') 

donde F(>') = f: f(x)y(x , >') dx . 
El conjunto de las funciones monótonas {Pb (>')} (-N ::;; >. ::;; N) es acota­

do. Entonces podemos escoger una sucesión {bk } tal que las funciones Pbk (>') 
convergen a una función monótona Pa(>') (por el Teorema de Helly 1.13). La 
función Pa(>') es la función espectral del problema (2 .5)-(2.6) y además, 
para cualquier función f(x) E L2 (O, 00) tenemos la igualdad de Parseval 

donde F(>.) (la transformada de Fourier generalizada) es el límite en L2(O, 00) 
de funciones 

Fn(>') = ln f(x)y(x, >') dx . 

Podemos usar la función espectral Pa (>') para definir el espectro del ope­
rador Ha. 

Definición 2.2 (Espectro). El espectro del operador Ha es el complemento 
de conjunto de los puntos en cuya vecindad la función espectral es constante. 

La descomposición de la función espectral en partes absolutamente conti­
nua, singular continua y puntual define en forma similar las partes absoluta­
mente continua, singular continua y puntual del espectro. Así, por ejemplo, 
el espectro singular continuo es el complemento del conjunto de los pun­
tos en cuya vecindad la parte singular continua de la función espectral es 
constante. 

Tiene lugar la siguiente fórmula (ver [5, formula A.9]) 

R 

1, _1_ J d () _ 2(1 + cot
2 

a) 
1m Rl j 2 Pa x - . 

R-too 7r 
(2.11) 

-R 
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2.3. La función m de Weyl. (Ver [4, Seco 2.2 y 2.3]) 

Sean Ul(X, z) Y U2(X, z) dos soluciones linealmente independientes de la 
ecuación 

Lu= zu 

que satisfacen las siguientes condiciones 

Ul(O,Z) 
u~(O,z) 

-sina 
cosa 

cosa 
sma 

(2.12) 

Por la alternativa de Weyl sabemos que para cada Z E te \ 1R existe una 
solución uQ(x, z) E L2(c, 00). Esta solución la podemos expresar como com­
binación lineal de Ul (x, z) y U2(X, z) : 

(2.13) 

El coeficiente en esta combinación lineal es una función de Z y se llama la 
función ID de Weyl. La función m de Weyl es una función analítica en 
te \ 1R Y para a.e. x E 1R tiene el límite finito cuando nos acercamos a x en 
forma perpendicular: 

mQ(x + iO) = lím mQ(x + iy). 
y.j.O 

Tomamos dos condiciones de frontera distintas al f. a2 ( mod 7r) Y sean 
Ul(X,Z),U2(X,Z) Y Vl(X,Z),V2(X,Z) soluciones de la ecuación de Schr6dinger 
que satisfacen las condiciones iniciales (2.12) para al Y a2 correspondientes. 
Por la definición de la función m de Weyl tenemos que 

UQ¡(X,Z) = U2(X,Z) +mQ¡(z)ul(X, Z) E L2(c, 00) 
uQ2 (x,z) = V2(X,Z) +mQ2 (z)vl(X,Z) E L2(c, 00). 

Por la alternativa de Weyl sabemos que no más de una solución linealmente 
independiente está en L2 (e, 00 ), entonces el Wronskiano W ( U Q ¡ , u(2 ) = O. 
Esto implica que 
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Usando las condiciones iniciales (2.12) obtenemos 

(cos 0:1 - mal (z) sin o:d (sin 0:2 + m a2 (z) cos 0:2) 

- (sin 0:1 + mal(z) cos o:d(cos 0:2 - m a2 (z) sin 0:2) = O Y 

COS 0:1 sin 0:2 - sin 0:1 cos 0:2 - mal (z) (sin 0:1 sin 0:2 + COS 0:1 COS 0:2 

+ ma2 (z) (sin 0:1 cos 0:2 - COS 0:1 sin 0:2) ) 

+ ma2 (z)(COS0:1 COS0:2 + sin 0:1 sin 0:2) = O 

Tomando, = 0:2 - 0:1, podemos reescribir la última expresión como 

(2.14) 

Sea z = x + iy. Tenemos las siguientes fórmulas que conectan la función 
espectral Pa('>') y la función m de Weyl 

1 1'\+~ 
Pa(>\ +~) - PaCX) = -lím 1m ma(x + iy) dx 

7r y'¡'O ,\ 
(2.15) 

donde ). y ). + ~ son puntos de continuidad de Pa. 

(2.16) 

donde o: =f. O Y z tf.IR (ver [4, (2.3.5) Y (2.3.9), p. 31]). 

2.4. Medida espectral y soportes minimales 
(Ver [6]) 

Usando (2.15) podemos dar una clasificación del espectro en términos de 
límite de la parte imaginaria de la función m de Weyl. Para poder hacerlo 
primero vamos a definir el soporte minimal de una medida. 

Definición 2.3 (Soporte minimal). El conjunto S e IR es soporte minimal 
de una medida Ji, dada en IR, si 

(i) Ji,(IR \ S) = O, 

(ii) So e S y Ji,(So) = O ~ ISol = o. 
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El soporte minimal nos indica dónde nuestra medida está viviendo, salvo 
los conjuntos de medida cero respecto a esta medida y medida de Lebesgue. 

Sea f..LQ(>.) la medida de Borel-Stieltjes generada por la función espectral 
PQ (>.). Esta medida se llama la medida espectral. El análisis del espectro 
que vamos a hacer es en términos de soportes minimales de la medida espec­
tral y sus partes absolutamente continua, singular continua y puntual. Tiene 
lugar el siguiente resultado. 

Teorema 2.2. Los siguientes conjuntos son soportes minimales de la medida 
espectral y de sus partes absolutamente continua, singular, singular continua 
y puntual: 

M' ¡.t. {x O < 1m mQ (x + iO) ::; oo} 

M~c {x O < 1m mQ (x + iO) < 00 } 

M' s {x 1m mQ (x + iO) = oo} 

M;c {x 1m mQ(x + iO) = 00 y f..LQ(x) = O} 

M' p {x 1m mQ(x + iO) = 00 y f..LQ(x) > O} 

Demostración. Ver [6 , Propos.1J. o 

La relación entre el conjunto de los soportes minimales de la medida 
espectral y el espectro se aclara en el siguiente resultado. 

Teorema 2.3. Sea a(HQ) el espectro del operador de Schrodinger H Q de la 
sección 2.1. Entonces existe un soporte minimal M¡.t. de la medida espectral 
f..LQ(>.) tal que a(HQ) = Mw El mismo resultado tiene lugar para cada una de 
las partes absolutamente continua y singular del espectro. 

Demostración. Ver [6, Lema 5J . o 

Observación 2. En general los conjuntos M~c Y M; no estan contenidos en 
los espectros respectivos. 

Sean Eac(O:) el conjunto de todos los soportes minimales de la parte ab­
solutamente continua de a(HQ ) y Es(O:) el conjunto de todos los soportes 
minimales de la parte singular de a(HQ ). Hay una notable diferencia en el 
comportamiento de estos conjuntos cuando la condición de frontera o: varía: 
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(ii) Si para al =1= az tenemos espectro singular, entonces ES(al) =1= Es(a2) . 
Aún más, existen soportes minimales Ms(ad E Es(ad Y Ms(a2) E 

Es(a2) tales que Ms(al) n Ms(a2) = 0. 

Demostración. Ver [6, Lema 6]. o 

Entonces, si las partes absolutamente continuas del espectro son equiva­
lentes para dos condiciones de frontera, las partes singulares son más bien 
ortogonales. 

Corolario 2.1. El conjunto S = {x : no existe ninguna condición de frontera 
a tal que 1m mo(x+iO) = O} es un soporte mínímal de la parte absolutamente 
continua del espectro. 

Vamos a considerar el conjunto 

~o = {x : 1m mo (x + iO) > O}. 

Este conjunto es un soporte minimal de la parte absolutamente continua 
del espectro. En efecto, los puntos que sobran aquí en comparación con 
la caracterización que dimos en el Teorema 2.2 son los puntos x donde 
1m mo(x + iO) = oo. Este conjunto es de medida de Lebesgue cero y co­
mo se trata de una medida absolutamente continua pueden ser incluidos en 
el soporte minimal. 

Por el Colorario 2.1 lo único que puede soportar el complemento del 
conjunto ~o para cualquier condición de frontera es la parte singular del 
espectro. 

2.5. Criterios para el espectro absolutamente 
continuo 

En la sección anterior hemos vinculado la función m de Weyl con el es­
pectro del operador de Schrodinger. Por otro lado, la función m de Weyl 
está relacionada con las soluciones de la ecuación de Schrodinger. Entonces 
de algún modo podemos relacionar el espectro con el comportamiento de las 
soluciones. Esta conexión puede resultar de gran utilidad, ya que muchas ve­
ces es imposible encontrar en forma directa la función espectral o la función 
m de Weyl, sin embargo se puede analizar el comportamiento asintótico de 
las soluciones de la ecuación de Schrodinger. 
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Como un ejemplo de dicha relación vamos a presentar dos criterios que 
usaremos en el siguiente capítulo. 

Teorema 2.5 (B. Simon). Supongamos que el potencial V(x) satisface la 
siguiente condición: 

sup ( ([;+! lV(y)1 2 dY) < 00 

x~l }X-l 

y sea S = {A : todas las soluciones de la ecuación (2.5) están acotadas }. 
Entonces el espectro es puramente absolutamente continuo en S en el sentido 
de que 

(i) VT e S, ITI > O tenemos que J-L~C(T) > O, 

(ii) J-L~(S) = O. 

Demostración. Ver [27, Teorema 1]. o 

Sean Ho el operador de Schrodinger que corresponde a la condición de 
frontera dada por a = O Y T>. (x, y) la matriz de transferencia, es una 
matriz 2 x 2 que transforma (:gl) en (:(~l) para las soluciones u de la 
ecuación (2.5). Denotamos por" . 11 su norma. 

Teorema 2.6 (Last, Simon). Sean Xi, Yi sucesiones arbitrarias en {x E 

lR I x ~ 1} Entonces para a. e. A en la parte absolutamente continua de la 
medida espectral de Ho tenemos que 

rXj+1 jYj+l 

}~r: }Xj-l dx Yj-l dy liT>. (x, y) 11 < oo. (2.17) 

Demostración. Ver [10, Teor. 3.5C]. o 

De este Teorema podemos obtener el siguiente corolario: 

Corolario 2.2. Sea S = {A : existen soluciones no acotadas de la ecuación 
(2.5)}, entonces J-L~C(S) = O. 

Demostración. Como liT>. (x, y) 11 = sup IIu(x)" donde 
lIu(Y)II=l 

IIu(x)II = Jlu(x)1 2 + lu'(x)12 , para A E S tenemos que 
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y por el teorema anterior podemos concluir que S no está en la parte absoluta­
mente continua de la medida espectral de Ho. Como las partes absolutamente 
continuas son equivalentes para todas las condiciones de frontera, obtenemos 
el resultado para cualquier a. O 

Los siguientes resultados relacionan el espectro del operador de Schrodin­
ger con el comportamiento de potencial V(x). 

Teorema 2.7. Si límx-Hoo V(x) = A, entonces en el intervalo (-00, A) el 
operador Ha puede tener solamente eigenvalores discretos que pueden acu­
mularse solo en A = A. 

Demostración. Ver [15, Teorema I,Sección 24.1, p.211]. O 

Teorema 2.8. Si límx-Hoo V(x) = 0, entonces el espectro continuo del ope­
rador Ho. cubre todo el semieje positivo. 

Demostración. Ver [15, Corolario 1,Sección 24.1, p.214] . O 

El espectro esencial (Jess(Ho.) es el complemento en el espectro del con­
junto de eigenvalores aislados de multiplicidad finita. 

Corolario 2.3. Si límx-Hoo V(x) = 0, entonces (Jess(Ho.) = [0,00). 

Demostración. Por el Teorema 2.7 (Jess(Ho.) n (-00, O) = 0 y por el Teorema 
2.8 (Jess(Ho.) :J [0,00) entonces (Jess(Ho.) = [0,00). O 

2.6. Dos ejemplos del espectro singular con­
tinuo 

En esta sección vamos a describir brevemente dos ejemplos de potenciales 
con espectro singular continuo. Estos ejemplos están estrechamente relacio­
nados con los resultados de la tesis. 

En 1978 Pearson en su trabajo [17] por primera vez dio un ejemplo explíci­
to de un potencial con espectro singular continuo y dio una interpretación 
física de este tipo de espectro. 

Vamos a describir brevemente el tipo de potenciales introducidos por 
Pearson. Son potenciales de tipo barrera: 

00 

V(x) = LgnVn(X - an) 
n=l 
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donde gn > ° son números, Vn(x) = X[-Bn,Bn]W(X), aquí X[-Bn,Bn] es la 
función característica del intervalo [-Bn, Bn] Y W(x) E LiOC(O, (0). Los in­
tervalos [an - Bn, an + Bn] son disjuntos y Ln = an - Bn - an-l - Bn-l es la 
distancia entre las barreras. 

Para obtener un ejemplo de potencial con espectro singular continuo po­
demos tomar barreras de la misma anchura y altura 

y Ln -t 00 suficientemente rápido. Entonces para el operador Ha generado 
por el potencial V(x) que acabamos de describir tenemos espectro singular 
continuo en el semieje positivo: 

El tipo de potenciales introducidos por Pearson se anulan en muchos 
intervalos y a través de la transformada de Prüfer permiten dar asintóticas 
no triviales de las soluciones. Este tipo de potenciales fue usado en varios 
trabajos. Por ejemplo en [8] se demuestra que cuando Bn = const, gn -t 

0, W(x) ~ ° es una función acotada y an/an+l -t ° la condición L~=l g~ < 
00 es suficiente para tener espectro puramente absolutamente continuo en 
(0,00) para cualquier condición de frontera y la condición L~=l g~ = 00 es 
suficiente para que el espectro sea puramente singular continuo en (0,00) 
para cualquier condición de frontera. 

Remling en [20] en 1997 usando potenciales de tipo barrera dio el primer 
ejemplo de potencial con espectro singular continuo sumergido en el espectro 
absolutamente continuo. En su ejemplo Remling tomó las barreras de soporte 
creciente, los gn tales que gn > ° y L~=l g~ = 00 y las distancias entre las 
barreras crecen muy rápido (mas rápido que exponencialmente). Entonces 
para el operador de Schr6dinger con el potencial que acabamos de describir 

aac(Ha ) = aess(Ha ) = [O, (0) 
ap(Ha ) n (O, (0) = 0 

y para un conjunto de condiciones de frontera de medida positiva tenemos 



Capítulo 3 

Ejemplo de potencial con 
espectro singular soportado en 
un conjunto denso. 

En este capítulo vamos a presentar una modificación de la construcción en 
[20], que nos permite obtener espectro singular continuo sumergido en espec­
tro absolutamente continuo y donde el soporte del espectro singular es denso 
en un subintervalo 1 del espectro absolutamente continuo, en el sentido que 
para cualquier subintervalo de 1 existen condiciones de frontera (un subcon­
junto de medida positiva) para las cuales tenemos espectro singular en este 
subintervalo. Esto nos da un ejemplo de los espectros realmente mezclados. 

Para construir un potencial, tal que el correspondiente operador de Schrodin­
ger tenga regiones del espectro absolutamente continuo y singular continuo 
es suficiente tomar una función W (x), que va a generar el potencial, tal que 
su transformada de Fourier W(x) sea cero en algún conjunto S. Resulta que 
el espectro absolutamente continuo está soportado en S. Esta idea fue usada 
en el artículo [8, Teor. 6.3] donde se da un ejemplo de un operador que tiene 
el espectro singular continuo en un intervalo S y el espectro absolutamente 
continuo fuera de S. Para otros casos donde se estudia espectro mixto véase 
[14]. 

Si W(x) es de soporte compacto, W(x) no se anula, entonces necesitamos 
tomar una función de barreras, donde las barreras son de soporte crecien­
te, que convergen a una función cuya transformada de Fourier se anula en 
S. Este ejemplo requiere una construcción más complicada del conjunto que 

34 
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va a soportar la parte singular continua que en [20], porque necesitamos un 
conjunto F tal que él y su complemento Fe (que va a soportar la parte ab­
solutamente continua) sean esencialmente densos en un intervalo. Las líneas 
de demostración siguen las ideas de [20J. La diferencia está en que tomamos 
la transformada de Fourier de la función L~=o CnXFn (t) en lugar de la trans­
formada de Fourier de la función característica del conjunto F, que lleva a 
ligeros cambios en la demostración de los Lemas 3.1, 3.6 Y se necesitan es­
timaciones un poco más laboriosas cuando evaluamos el comportamiento de 
las soluciones al infinito (en la demostración de Teorema 3.1, parte B). 

3.1. La construcción del conjunto F. 

Vamos a considerar, como en los ejemplos de Pearson [17J y Remling [20], 
el potencial de tipo barrera 

00 

V(x) = L 9n Vn(x - an) (3.1) 
n=l 

donde 9n > O, Vn E Ll ([ - Bn, Bn]' los intervalos [an - Bn, an + BnJ son 
disjuntos. Sean Ln = (an - Bn - an-l - Bn- 1) (donde ao = Bo = O) las 
distancias entre barreras y 

(3.2) 

Los Vn tienen la siguiente forma 

(3.3) 

donde X(-Bn ,Bn )(X) es la función característica del intervalo (-Bn , Bn ), Y 
definimos 

W(X) = J f CnXFJt) cos 2xt dt 
IR n=O 

(3.4) 

donde en > 0, tales que L~=N en ::; C2(1-¡)N; aquí C es una constante, 
'Y > 2 (por ejemplo en = 2(1-¡ )n) y Fn e [a , bJ son conjuntos disjuntos tipo 
Cantor. Cada uno de los conjuntos Fn está construido en los "huecos" de 
algún conjunto anterior y [a , bJ e (0,00) es un intervalo finito fijo. 

Construimos los conjuntos Fn de la siguiente forma: 
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1. Vamos a construir el conjunto Fo. Sean on > O números suficiente­
mente pequeños y dados y n E N. Fijamos Jo = [a, b] e (0,00) y sea 
JI = Jo \ (c~o) - 00, c~o) + 00) donde c~o) es el centro del segmento Jo. 
En general, si Jn es la unión disjunta de 2n intervalos cerrados con cen-

(n) ( _ 1 2n) J, - J, \ 2n (n) Á (n) Á) tros en Cm m - ,... ,sea n+l - n Um=1 cm - Un, cm + Un . 
El conjunto Fo = n~=1 Jn es un conjunto tipo Cantor y tiene medida 
de Lebesgue IFol = b - a - L~=o 2n+lon. Asumimos que on son sufi­
cientemente pequeños para que L~=o 2n+lon < 00 y IFol > o. Vamos 
a numerar los intervalos que quitamos en la construcción del conjunto 
Fo, sean estos J lk , entonces J1k = (¿;;) - on, ¿;;) + on) (para algunos 
n, m que dependen de k). 

2. En cada uno de los segmentos J1k construimos, como lo describimos en 
el paso 1, un conjunto tipo Cantor F1k de medida positiva. Denotamos 
los intervalos que quitamos en la construcción de los conjuntos F1k 
como J2k . En cada uno de los intervalos J2k construimos un conjunto 
tipo Cantor de medida positiva F2k . 

3. En general en el paso i tenemos una sucesión de intervalos Jik y en ca­
da uno de ellos construimos un conjunto tipo Cantor Fik y denotamos 
los intervalos que quitamos en la construcción de estos conjuntos con 
J(i+1)k. Al final tomamos solamente la mitad de los conjuntos construi­
dos, por ejemplo los conjuntos construidos en los pasos impar F(2i+l)k 
y los numeramos con un solo índice n E N: Fn = F(2i+1)k (para algu­
nos i, k que dependen de n) y sea F = U~=oFn· Sean Gn = F(2i)k Y 
G = U~=oGn. 

Los conjuntos F y G son esencialmente densos en el intervalo [a, b] . En 
efecto, sea J e [a, b] un intervalo, existe Jij (i impar corresponde a F, i par 
corresponde a G) tal que Jij e J y IFI ~ IF n JI ~ IF n Jijl ~ IF n Fijl = 
IFijl > O Y lo mismo tenemos para el complemento de F. 

En las demostraciones que vamos a dar a continuación, por comodidad 
vamos a usar la misma letra C para denotar cualquier constante, cuyo valor 
particular no tiene relevancia. 

Lema 3.1. Sean F, W (x) como arriba. Supongamos que sup on2'Yn < 00 para 

algún "( > 2. Entonces W(x) = O ((1 + Ixlr1+~) . 
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Demostración. Sea Wi (x) = JIR XFi (t) cos 2tx dt y el conjunto Fi = n':=oFr, 
donde Fi

O es el intervalo en que está construido el conjunto Fi, Ft+ 1 = 

Fn \ 2n (n i'(i) n di)) 1 . , d" t d 2n+1 ' t 1 i Um=l c(i)m - Un ,c(i)m + Un es a umon lSJun a e m erva os 

cerrados con los centros c~)~ (m = 1, 2n+l) y O < 6~i) ::; 6n son números 

suficientemente pequeños, tales que ¿~=o 2n+l6~) < 00 y IFil > O. Vamos 

a demostrar que IWi (x) I ::; C ((1 + Ixl)-l+~) donde C no depende de i y 

usando esta estimación 

00 00 00 

IW(x)1 
i=O i=O i=O 

00 

< C(1 + Ixl)-l+lh L Ci = 0((1 + Ixl)-l+lh). 
i=O 

obtenemos el enunciado de Lema. Aquí podemos intercambiar el orden de 
integración y de suma por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue 
1.5. 

Sean fr (x) = J XFr (t) cos 2tx dt. Por la construcción de Fi 

! XFt+1 (t) cos 2tx dt - ! XFr (t) cos 2tx dt 

! (XFn+l(t) - XFr(t))cos2txdt = - r cos2txdt 
• lFr\Ft+1 

2n n +é i ) - L l C

(i)m n cos 2tx dt 
n é i ) m=l C(i)m- n 

2n 

;: L(sin2x(c0)m + 6~i)) - sin2x(c(i)m - 6~i))) 
m=l 

2n 

-1. 2 i'(i)'" 2 n sm xUn L COS xC(i)m' 
X m=l 

(3.5) 

Usando (3.5) podemos demostrar que la suma ¿~=o (Jin+1 (x) - fin (x)) con-
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verge absolutamente a Wi(x): 

00 00 00 

L Ifin+l(X) - fr(x)1 < L 2n+1ó~i) :::; L 2n+lón < 00 y 
n=O n=O n=O 

Ifr(x) - Wi(x)1 - 1/ XFr(t)cos2txdt- / XFi(t)cos2txdtl 

- 1/ (XFr(t) - XFi(t)) cos2txdtl 

- r cos 2tx dt :::; IFin \ Fil -----+ O. 
} Fr\Fi n-too 

Entonces tenemos 

00 

Wi (x) = fP (x) + L (fin+l (x) - fin (x) ) 
n=O 

00 1 (00 . ) IWi(x)1 = fP(x) + ~ (fin+1(X) - fr(x)) :::; r;¡ 1 + ~2n Isin2xó~')1 . 

Para Ix I > 2-'" definimos N (x) E N tal que satisface la condición 
2--Y < 2--yN(x) Ixl :::; 1. Ahora, vamos a considerar por separado las sumas 

Ln<N(x) y Ln2:N(x) : 

( 

N(x)-l ) 1 ( N(X)-l) 
I~I 1 + ~ 2

n Isin2xó~i)1 :::; r;¡ 1 + ~ 2
n 

1 2N (x) 
= - (1 + 2N(x) - 1) = -- < 2Ixl-1+lh 

Ixl Ixl -

y 

1 00 00 00 L 2n Isin 2XÓ~i) 1:::; L 2n+1ó~i):::; L 2n+lon 
Ixl n=N(x) n=N(x) n=N(x) 

00 00 00 

:::; C L 2n+l2--yn = C2 L 2(1 --y )n = C2(1 --y)N(x)+l L 2(1--y )n 

n=N(x) n=N(x) n=O 

= C2(1--y)N(x)+1 1 < C Ixl-l+1 h . 
1 - 21-1 -
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Entonces, obtenemos IWi (x)1 :S C Ixl-1+lh para Ixl > 2-'Y. 

Para Ixl :S 2-'Y , IWi (x)1 :S IFil :S IFI y sea C = !PI (1 + 2-'Y)1-lh :::} 
IWi (x)1 :S C (1 + 2-'Yr1+1h :S C (1 + Ixl)-l+lh. O 

Lema 3.2. Supongamos que sup 6n2'Yn < 00 para algún, > 2. Sea f(k) = 
L~=o CnXGn (k). Existen funciones fN(k) E Cü(lR), fN(k) ~ O tales que 

llf(k) - fN(k)1 dk < C2(1-'Y)N y 

llf'rv(k)1 dk < C2N+1. 

Demostración. Tenemos que 

N 00 00 

f(k)-¿cnXGJk) = ¿ cnXGn(k):S ¿ Cn :SC2(1-'Y)N. 
n=O n=N+l n=N+l 

Para cada conjunto de Cantor Gn n = 1, ... N tomamos el conjunto G;: que 
obtuvimos en el paso N de la construcción. G;: es una unión disjunta de 2N 

intervalos cerrados: 

Entonces 

00 00 

n=N n=N 

(Ver Lema 3.1) . Esto implica que 

N N N J ¿CnXGn(k) - ¿CnXG~ (k) dk:S ¿cnIG~ \ Gnl :S C2N(1-'Y). 
n=O n=O n=O 

Aproximamos cada una de las funciones características XGN (k) n = 1, . .. N 
que toman valores O y 1 Y sus puntos de discontinuidad son ~k, bk k = 1 .. . 2N 

con las funciones f!:,(k) E Cü(lR) , O :S fN(k) :S 1 

llXGdk) - f!:,(k) I dk:S 2(1-'Y )N, 
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y tales que para la derivada de la función 1;: (k) tenemos la siguiente estima­
ción: 

donde D. > ° es un número suficientemente pequeño. Entonces 

2N 

J 1 (1;: (k) ) '1 dk = L {I: (ak + D.) - 1: (ak - D.) 
k=l 

2N 

-1:(bk+D.)+I:(bk-D.)} = L2=2N+l. 
k=l 

Esto implica que 

N N N 1 LCnXG~(k) - LCnI:(k) dk < L Cn2(1-'Y)N 
IR n=O n=O n=l 

y 

L (t,Cnf:(k))' dk < 
N 

LCn JI U:(k))'1 dk::; C2N
+l 

n=O 

o 

3.2. Asintóticas de las soluciones. 

Fijamos a E [0,1r) y, para k > 0, sea y (x, k) la solución de la ecuación de 
Schrodinger en la semirecta 

_y" (x) + V (x) y (x) = k2y (x), x E [0,00) (3.6) 

con la condición inicial y(O, k) = - sin a, y' (O, k) = cos a y V(x) E Lfoc[O, 00). 
Definimos las variables de Prüfer R (x, k) , cp (x, k) , tales que R (x, k) > 0, 

cp (x , k) es continua en x y hacemos el cambio de variables 

y (x) 
y' (x) 

R (x) sin cp (x) 
R (x) k cos cp (x) 

(3.7) 
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R, rp satisfacen las siguientes ecuaciones 

(In R)' 

rp' 

v . 2 
2k sm rp, 

k 
V . 2 

- -¡sm rp. 
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(3.8) 

(3.9) 

Denotamos por Rn(k) = R (an - En, k), rpn(k) = rp(an -En, k) Y de (3.8), 
(3.9) tenernos que 

R(x, k) = Rn(k) si x E [an-l + En-l, an - En] (3.10) 

y rpn (k) = rp (an-l + En-l, k) + kLn· (3.11) 

Fijarnos un intervalo J = [k1 , k2] e (0,00). Para k E J, podernos integrar 
(3.8), (3.9) sobre el intervalo [an - En, an + En] Y usando la expansión de 
Taylor respecto al parámetro 9n1n obtenernos 

Rn+l(k) 9n {Bn ()' () ( ) 
In Rn (k) = 2k J-B

n 
dxVn x sm2 n x,k (3.12) 

2 {Bn {X 
-f~ J-B

n 

dxVn (x)cos2()n (x,k) J-B
n 

dtVn (t)sin
2

()n (t , k) + O (9~I~) 

donde ()n (x, k) = k(x + En) + rpn (k) . 
Suponernos que 9n1n E l3' Entonces podernos escribir (3.12) en la siguiente 

forma 

In RN+l (k) (3.13) 

1 N 1 N __ 

+ 8k2Re L Zn (k) + 8k2 L 9~IVn (2k) 1

2 + PN (k) 
n=l n=l 

donde IPN (k) 1 ~ C para todos N E N, k E J . Ponernos 

(3.14) 

y 

(3.15) 
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¡Bn ¡X 
Yn (k) = g~e2i(cpn(k)+kBn) -B

n 
dxVn (x) e2ikx -B

n 
dtVn (t) 

Zn (k) = g~ (R (2k)) 2 éi(CPn(k)+kBn). 

L 3 3 S e ' 1 8CP(an- 1+Bn-l,k) I S 1 o ema .. ea n = maxkEJ 8k . uponemos que gn n -+ 
y (Ln + En) / Ln+1 -+ O. Entonces existe una constante C = C (J) tal que 
Cn :::; CLn - 1 y 

Demostración. Este resultado es de [8, Proposición 5.1]. o 

3.3. Espectro mixto 

Para la demostración del teorema principal vamos a necesitar los siguien­
tes lemas. 

Lema 3.4. Sean En, Q'n, f3n 2: O números reales tales que 

entonces 

JB,; ~ v'B. + t fr. + ~ t (J. 

Demostración. Este resultado es de [8, Lema 6.2]. o 

Lema 3.5. Sean X n (n E N) variables complejas aleatorias. Suponemos que 
existen números Pn 2: O tales que 2::: Pn ln2 n < 00 y 

n-1 

E I X nl
2 + L I EXmXnI :::; Pn, 

m=l 

donde EXn = J Xn(k) dP(k) son las esperanzas matemáticas respecto a al­
guna medida de probabilidad dP(k) . Entonces límN-too 2::::=1 X n existe casi 
seguro, respecto a esta medida de probabilidad. 
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Demostración. Este resultado es de [29], ver Teorema 1.26. o 
1 

Ponemos én = (!¡xl >Bn IW (X)12 dx)"2. 

Lema 3.6. a) límn -+oo R(2k) = 1T/2L~=oCnXFnU-FJk) para casi toda k . 

b) Sea f (k) una función acotada, entonces existe una constante C = C(J) , 
tal que 

00 2 J R(2k)-1T/2I:cnXFnU-Fn(k) f(k)dk5:Cé~ 
n=O 

Demostración. a) Como 'Y > 2, Lema 3.1 demuestra que W(x) E Lp(R) n 
L2 (R) para algún 1 < p < 2. Entonces, por el Teorema 1.8 la integral 
J.~~n W(x)e2ixk dx converge puntualmente a J~: W(x)e2ixk dx, cuando En --t 

oo. El límite puntual coincide con el límite de R(2k) = J!~n W(x)e2ixk dx en 
la métrica de L2 (R). Por el Teorema de Plancherel1.7 este límite es la trans­
formada de Fourier inversa de W(x) y es igual a 1T/2L~=oCnXFnU-Fn(k), 
tomando en cuenta que 
2W(x) = J L~=o CnXFnU-Fn (t)e

2ixt dt. Entonces 

f +OO W(x)e2ixk dx = lím fBn W(x)e2ixk dx = 1T /2 f CnXFnu-FJk) 
-00 Bn-+oo -B n n=O 

b) Para demostrar el punto b), vamos a usar la fórmula de Plancherel (1. 2) 
para la función Xlxl>Bn W (x) E L2(R) (Lema 3.1) . 
Sea J Xlxl>Bn W (x) e2ikx dx su transformada de Fourier inversa (en el sentido 
de L2 (R». Por la fórmula de Plancherel 

/1/ Xlxl>B. W(x)e'ikx dxl' dk = 7r / IXlxl>B. W(x)I' dx 

= 1T ( IW (x) 12dx = 1Té~ (3.16) 
J1xl >Bn 

Ahora, usando a) 

00 

R (2k) - 1T /2 I: CnXFnU-Fn (k) 
n=O 

= {Bn X( _Bn .Bn)W(X)e2ikx dx- roo W(x)e2ikX dx = { W (x) e2ikx dx 
J -Bn J -00 J1xl >Bn 
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y finalmente usando (3.16) 

00 2 J. Yn (2k) - 7r /2 L CnXFn (k) f(k) dk 
n=O 

= JI ( W (x) e2ikx dxl2 f(k) dk ::; Cé~ 
J1xl>Bn 

o 

Ahora podemos demostrar el resultado principal. 

Teorema 3.1. Supongamos que el conjunto F cumple con las condiciones 
de Lema 3.1 para un 'Y > 6. Sean gn = n-~, En = n f3 donde (1 - 2/"1)-1 < 
(J < "1/8 Y Ln tales que n f3 /2-y Ln-d Ln -+ O. Entonces, para el operador de 
Schrodinger en la semirecta Ha con el potencial V(x) = l::'=ognVn (x - an) 
donde Vn(x) = X(-Bn,Bn)W(X) y W(x) = fl::'=oCnXFJk)cos2kxdk te­
nemos que aae (Ha) = aess (Ha) = [0,00), ap (Ha) n (0,00) = 0 y, para un 
conjunto (que depende de 1) de condiciones de frontera Q' de medida positiva, 
ase (Ha) nI =10 para todo intervalo 1 e [a , b]. 

Demostración. Para demostrar el teorema, primero observamos que 
V (x) -+ 0, esto implica que aess (Ha) = [0,00) (ver Colorarío 2.3). En el 
paso A demostraremos que la ecuación (3.6) no tiene soluciones en L2(0, 00), 
lo que implica que no tenemos espectro puntual en la semirecta [O, 00). En 
el paso B demostraremos que para casi toda k E F G (referimos al conjunto 
G U (lR \ [a, b]) como el conjunto F G

) todas las soluciones de (3.6) son aco­
tadas, esto implica que el espectro absolutamente continuo está soportado 
en (FG )2 = {k2 : k E FG } Y cerrando el conjunto (FG )2, denso en [0, 00), 
obtenemos aae(Ha) = [0,00) . En el paso e se demostrará que para casi toda 
k E F tenemos soluciones de (3.6) no acotadas, entonces la parte absoluta­
mente continua de la medida espectral no ve el conjunto F 2 = {k2 

: k E F}, 
Y tenemos el espectro singular continuo soportado en este conjunto. 

A. Demostraremos que no hay soluciones de (3.6) y (x , k) E L2 (0 , 00). 
La clave aquí es el rápido crecimiento de las separaciones entre las barreras 
que no permite tener soluciones en L2(0, 00). 
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Usando (3.10) Y (3.11), tenemos que 

100 Iy (x, k) 12 dx 100 IR (x) 121sin <P (x) 12 dx 

> t, t~:~.-, IR(x)I'lsin\O(x)I' dx 

t, f:~:;.-, R?, Isin(\O (<1,.-1 + B n - l , k) + kx)I' dx 

00 R21an-Bn - L -.f 1 - cos 2(<p (an-l + En- l, k) + kx) dx 
n=2 an-l+Bn-l 

t, ~ (Ln - 2~ sin 2 (\O (<1,.-1 + Bn-l , k) + kx) 1::=::8._, ) 
> ~ R;(L _~) 

L 2 n k · 
n=2 

Vamos a demostrar la estimación de Gronwall 

(3 .17) 

De (3.8) tenemos que R' (x) = R (x) V2~) sin 2<p (x) . Integrando esta ecuación, 
obtenemos 

l

an+Bn lan+Bn V(t) 
x R'(t) dt = x R(t)Tk sin 2<p(t) dt y 

l

an+Bn V(t) 
R(x) = R(an + En) - x R(t)Tk sin 2<p(t) dt 

R(x) > 0, W(t) es una función acotada y tenemos que 

l

an+Bn 
R(x) < R(an + En) + C;~ x R(t) dt 

l

an+Bn 
< R (an + En) + C x R (t) dt. 

Sea q; (x) = R (an + En) + C f;n+Bn R (t) dt 

-q;'(x) = CR(x):::; Cq;(x) => (eCXq;(x))' ~ ° 
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y la función ecx 1J (x) es monótona creciente. Entonces, 

eC(an+Bn)1J (an + Bn) = eC(an+Bn) Rn+l 
2 eC(an+Bn)1J(x) 2 eC(an+Bn)R(x) 

y R(x)::; Rn+1 

En particular tenemos que 

(3.18) 

Usando (3.18) vamos a demostrar que la serie L:~=2 ~;, (Ln - fe) diverge 

~ R~ (L _!) > ~ R~ L (L ) 
¿2 n k -¿4 n n-+ OO 

n=2 n=m 

Por el criterio de la razón 

lím R~~ ~n+ 1 > lím Ln+ 1 = 00 
n-too n n n-too Ln 

esta suma diverge. Entonces f~oo Iy (x, k)1 2 dx 2 L::=2 !!f-(Ln - t) = oo. 

B. Para probar que para casi todo k E FC todas las soluciones de (3.6) 
son acotadas demostraremos, usando Lema 3.5 y (3.13), que Iln RNI < 00 si 
N -+ 00 para casi todo k E FC. 

Primero vamos a demostrar algunas estimaciones que usaremos a lo largo 
de la demostración. Usando Lema 3.1, obtenemos: 

Entonces tenemos 

1 < Cnf3h 
n_ (3.19) 

En (1 IW(X)12dX)1/2 ::; C (r (1 + x)2(-1+1h )dX) 1/2 

JxJ>Bn }x>Bn 

< C (n(3(-1+2h)) 1/2 = Cn-(3/2+f3h 
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y obtenemos 

C < Cn- f3 /2+f3h 
n_ (3.20) 

Como, > 6, f3 > O =} f3 (1/, - 1/2) < O =} Cn ---+ O. También tenemos 
n-;oo 

que ¿ (gn1n)3 < 00 : 

(gn 1n)3 :S Cn-3/2n3f3h = Cn3(f3h- 1/ 2) 

y 3(f3/, - 1/2) < -1 por las condiciones del Teorema. Esto implica que 
podemos usar la fórmula (3.13). 

Vamos a demostrar la siguiente estimación: 

n-l 

L 9s I sL ; :S Cn- 1/2+f3h L~_l' (3.21) 
s=1 

Como tenemos que Ln-d Ln -+ O, podemos encontrar C, a > O tales que 
L;/ L~_1 :S Ce-a(n-s) para todos s :S n - 1. Entonces tenemos 

s=l s=1 

< CL2 e-an In S-1 /2+f3h easds < Cn- 1/2+f3h L 2 . 
n-l - n-1 

1 

Tenemos las siguientes estimaciones para I Vn I y I V~ I 

IVn (2k) I 

IV~(2k)1 

If:~ Vn (x) e
2ik

" dx
l ~ f:~ IVn (X)I dx = In (322) 

If:~ (2ix) Vn (x) e
2ik

" dx l ~ 2Bnln (3.23) 

Sea [e, d] cualquier subintervalo finito de [0,(0) e introducimos la función 

00 

f(k) = L enXGn (k) + X[c,d] (k) - X [a ,b] (k) 
n=O 

([a, b] es el intervalo donde construimos el conjunto F). Tenemos que f(k) = O 
si k E F Y f(k) > O si k E G o k E [e, d] \ [a, b]. Consideramos la medida 
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dP(k) = cf(k) dk, donde c es una constante tal que J dP(k) = 1. Vamos 
a demostrar que X n satisfacen las condiciones de Lema 3.5 con la medida 
dP(k). Vamos a estimar EXmXn (m ::; n), donde las esperanzas son calcu­
ladas respecto a la medida de probabilidad dP(k) . Por el Lema 3.2 existen 
funciones fN(k) E Cü(O, (0) (N E N) tales que fN 2:: O Y 

I I f;'" (k) I dk::; C2N
+l (3.24) 

(¡ es de Lema 1). 
Usando (3.15), (3.24), (3.22), obtenemos 

I EXmXnI - Cgmgn 1I f(k)Vm(2k)Vn(2k)e2i(4>m(k)-4>n(k)+k(Bn-Bm))dkl 

< Cgmgn (InIm Ilf(k) - fN(k)1 dk (3 .25) 

+ 1I fN(k) Vm(2k )Vn(2k )e2i(4)m(k)-4>n(k)+k(Bn- Bm))dkl) 

Sean en (3.25) 

I = Cgmgn (InIm IIJ(k) - fN(k)1 dk) Y 

II = Cgmgn 1I fN(k)Vm(2k)Vn(2k)e2i(4>m(k)-4>n(k)+k(Bm-Bn))dk·1 

Podemos estimar I usando (3.24) 

(3.26) 

Integrando por partes, obtenemos para I I 

(3.27) 

Vm(2k)V~(2k)fN(k) Vm(2k)Vn(2k)f~(k) 
+ c/J'm(k) - c/J~(k) + Bm - Bn + c/J'm(k) - c/J~(k) + Bm - Bn 

(Vm(2k)Vn(2k)fN(k))(c/J~(k) - c/J~(k)) dk) . 
(c/J'm(k) - c/J~(k) + Bm - Bn)2 
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Vamos a estimar cada uno de los términos de (3.27). Para los primeros dos 
términos, usando (3.22), (3.23), Lema 3.3 y (3.11), tenemos 

C9m29n 1 V~ (2k) Vn (2k)fN (k) dk < e -1/2 _1/2 I nBm1m 
cp~ (k) - cp~ (k) + Bm - Bn - m n Ln 

(3 .28) 

Para el tercer término de (3.27) , usando (3.24) tenemos 

C 9m9n (1 ' (Vm(2k),Vn(2k)fJv(k)) dk) 
2 (<pm(k) - <Pn(k) + Bm - Bn) 

:::; Cn- 1/ 2m-1/ 2 12~n 1 If~(k) I dk :::; Cn- 1/
2m-1/ 22N+l 12~n (3.29) 

Para estimar el último término en (3.27), vamos a necesitar la siguiente esti­
mación 

1 IVm(2k)Vn(2k)1 f(k) dk 

:::; 1 IVm(2k) 1

2 

f(k) dk 1 IVn(2k) 1

2 

f(k) dk 

por la desigualdad de Schwartz. Como supp f n F = 0 
(donde supp f es el soporte de la función f) tenemos 

00 2 

= 1 Vm(2k)-7r/2LXFnu-FJX) f(k)dk 
n=O 
00 2 

X 1 Vn(2k) - 7r /2 L XFnU-Fn (x) f(k) dk 
n=O 

y por Lema 3.6 (3.30) 
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Entonces para el último término en (3.27) tenemos 

C9m29n J Vm (2k) Vn (2k)fN (k) (cp~ (k) - cp~ (k)) 
(cp~ (k) - cp~ (k) + Em - En? dk, 

usamos (3.21) 

:S Cm-l/2n-l+PhL2t J IVm (2k) Vn (2k)1 fN (k) dk 

= Cm-l/2n-l+PhL2t (J IVm (2k) Vn (2k)1 UN (k) - f(k)) dk 

+ J IVm (2k) Vn (2k)1 f(k) dk) Y usamos(3.30), (3.24) 

L 2 
< Cm-1/ 2n-l+Ph ~ (1 1 2(1--y)N + CE E ) (3.31) _ L2 m n n m 

n 

En conclusión, usando (3.26), (3.28), (3.29) Y (3.31) tenemos que EXmXn 
satisface la siguiente estimación: 

I EXmXnI < 

+ 

+ 
usando (3.19) , (3.20) 

< 

+ 
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Tomamos N = n y sumamos sobre m 

Asumimos que las potencias de m son positivas. La demostración en el caso 
contrario es completamente análoga. (La parte de mayor interés para nosotros 

es de decrecimiento más lento Lh"l n-1+2fJhn-fJ/2 L~-==\ m-l/2+fJh-fJ/2 y en 

este miembro la potencia de m, -1/2 + f3 /"1 - f3 /2, es siempre positiva por las 
condiciones del Teorema.) Tomamos en cuenta que 2(1-oy)n --+ O muy rápido 
(como 'Y > 6), entonces 

para algunos Cl, C2. 

Para estimar E IXnl2 usamos el hecho de que supp f n F = (/) y Lema 
3.6a) 

2 

Cg~ J Vn(2k) - 7f /2 f CnXFnU-FJk) f(k) dk 
n=O 

< Cg~é;:S Cn-1+2fJh- fJ . (3.33) 
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Usando (3.32) Y (3.33) podemos tomar en Lema 3.5 

00 

L Pn ln2 n = ¿:l + ¿:2 + ¿:3 + ¿:4 

n=l 

donde 

00 

¿:4 = L n-1+2f3h-f31n2 n 

n=l 

Vamos a demostrar que cada una de estas sumas converge. Por la condición 
n f3 / 2

,,; Ln-d Ln -t O del Teorema tenemos un crecimiento rápido de Ln (más 
rápido que exponencial), entonces 

nC2n/ Ln -t O 

para cualquier c. Usando (3.34), tenemos que 

00 

¿:l = ¿:2 = L ann-2 1n
2 n, donde an -t O 

n=l 

(3.34) 

y esto implica que ambas sumas convergen (aplicamos el Teorema 1.11). 
La serie 

00 

L ann-l/2+2f3h-f31n2 n donde an -t O. 
n=l 

Entonces para demostrar que las series ¿:3 y ¿:4 convergen es suficiente de­
mostrar que converge la serie ¿~=l n( -1/2+2f3h-(3) ln2 n. Esta serie converge 
por el Teorema 1.11 si y solo si converge la serie 

00 00 L 2k2k(-1/2+2f3h-f3) (In 2k)2 = ln2 2 L 2-k((3(1-2h)-1/2) k2. 

k=l k=l 
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Por la condición de Teorema ,8(1- 2/,) > 1 Y tenemos una serie convergente. 
Entonces ¿~=l Pn In2 n < 00 y por el Lema 3.5 ¿~=l X n < 00 para casi todo 
k E supp f y como el intervalo [e, d] es arbitrario ¿~=l X n < 00 para casi 
todo k E FC. 

De manera similar podemos demostrar que ¿~=l Yn y ¿~=l Zn son aco­
tadas para casi todo k E FC. 

Para demostrar que Iln RNI < 00 cuando N --t 00 para casi todo k E FC 
falta demostrar que el último término en la asintótica (3.13) 

¿~=1 g;; IVn(2k)r < 00 casi siempre respecto a la medida dP(k). Sea 

Por (3.30) 

N ...... 2 

S(k)= lím Lg~IVn(2k)1 E [0,00]. 
N--+oo 

n=l 

f C J g~ 1 Vn (2k) 1

2 

f (k) dk ~ C f g~é~ 
n=l n=l 

00 

~ C L n-1+2f3h- f3 < 00 (2,8 /, - ,8 < O) 
n=l 

y por el Teorema de convergencia monótona 1.3 tenemos que S (k) < 00 para 
casi todos k E Supp f. y con esto demostramos que RN ~ C para todo N y 
casi todo k E FC. 

Por la estimación de Gronwall (3.17) tenemos que 

R(x) ~ Rn+l ~ C 

para todos x E Un [an - En, an + En] Y esto es cierto para dos diferentes 
ángulos iniciales <p(0, k). Entonces tenemos que todas las soluciones de (3.6) 
son acotadas para casi todo k E (F)C. 

Como se cumple la condición sUPx (Jxx~11IV(t)12dt) < 00 para el po­

tencial V(x) y ¡Fcl > ° podemos usar el resultado de Simon Teorema 2.5. 
Entonces la medida espectral es puramente absolutamente continua en (FC) 2 

y, como el conjunto (FC)2 es denso en [0,00), tenemos que O"ac = [0,00) . 
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C. Demostraremos que ase (Ha) n (O, (0) =J 0. 
Tomamos f(k) E Cü (O, (0), f(k) ~ 0, J f(k) dk = 1 Y F e suppf. Es 

suficiente demostrar que E 1L::=1 Xnl2 = o (ln2 N) para casi todo k respecto 

a la medida dP(k) = f(k) dk e igualmente para Yn, Zn' Si esto es cierto, 
usando la desigualdad de Chebyshev tenemos que 

(3.35) 

para todo fJ > O. En particular podemos encontrar una sucesión Ni -* 00 

tal que L:~1 E 1L::~1 Xn121n-2 Ni < oo. Ahora, usando el Lema de Borel -

Cantelli tenemos que 

p ( ~ X n ~ ó in Ni para un número infinito de i) = O 

y lo mismo tenemos si reemplazamos X n por Yn o Zn' 
Por otro lado, Lema 3.6a) implica que 

00 

lím Vn(2k) = 1f/2 ""' CnXFnU-FJk) 
n-+oo ~ 

n=O 
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para casi todo k. Si Ó es suficientemente pequeño, de (3.13) vemos que 

para casi todo k E F. 
Entonces, para casi todo k E F , tenemos soluciones no acotadas de (3.6) 

y la parte absolutamente continua de la medida espectral P~c (F2
) = O para 

cualquier a, donde F2 = {k2 
: k E F} (por el resultado de Last y Simon 

Colorario 2.2) . Igualmente, como lo demostramos al principio en A esto 
ocurre con la parte puntual de Po. ' Como a es cualquiera, usando la fórmula 
del" promedio" (ver Corolario 4.1) obtenemos 

Esto implica que p~c (F2
) > O para un conjunto de condiciones de frontera 

de medida positiva. 

Falta demostrar que E 12::=1 Xnr = o (ln2 N) . Sea SN = 2::=1 X n, 
entonces 

(3.37) 

Vamos a estimar cada uno de los términos de esta suma. Usamos el mismo 
procedimiento que en B. 

Para el primer término, usando Lema 3.6a) , tenemos 

(3.38) 
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Para estimar el segundo miembro integramos por partes 

IESN-1XNI = 9N 1I SN_l(k)V;;(2k)e2i(<¡?N(k)+kBN)f(k) dk l 

9N le-2i(<¡?N(k)+kBN)~ (SN-l (k) V;; (2k)f (k)) dk 
dk -2i(<p'¡¡ (k) + EN) 

< e I ~ (SN-l (k) V;; (2k)f (k)) dk 
9N dk <p'¡¡ (k) + EN) 

---- ----1 e I S'¡¡_l (k) VN (2k)f (k) SN-l (k) VN (2k)f (k) 
- 9N <p'¡¡ (k) + EN + <p'¡¡ (k) + EN 

SN-l (k) V;; (2k)f' (k) 
+ <p'¡¡ (k) + EN 

SN-l (k) V;; (2k)f (k) <p'Jy (k) dk 
(<p'¡¡ (k) + EN)2 

Vamos a estimar cada uno de los cuatro términos que obtuvimos. Por la 
desigualdad de Schwartz tenemos que 

(3.39) 

Para el último término, usando Lema 3.3, obtenemos 

Para estimar el primer término necesitamos estimar S',v(k). Como en (3.21) 
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podemos estimar 
n-1 

< CLn_1e-om L s-1/2eas (3.41) 
s=1 s=1 

< CLn_1e-an in s-1/2eas ds ::; Cn-1/2 Ln- 1. 

y para I S'rr (k) I tenemos 
N-1 

IS~(k)1 = L gn (R(2k)e2i
(<pn(k)+

kB
n})' (3.42) 

n=l 
N-1 
L gn (R' (2k)e2i(<Pn(k)+kBn ) + R(2k)2i (ep~(k) + Bn) e2i(<pn(k}+kBn}) 

n=l 
usamos Lema 3.6a) , (3.23) , (3.5) Y Lema 3.3 

N-1 
< C L gn(2BnIn + Ln) 

n=l 
como BnIn/ Ln = nC 

/ Lm --t O por el rápido crecimiento de Ln 
N-l 

< C L 2gnLn ::; CN-1/2 LN-l (usamos (3.41)). 
n=l 

Entonces para el tercer término, usando (3.42) y Lema 3.3 tenemos 

J S'rr-l (k)VN(2k)f(k) dk < CN-1 LN- 1 
gN ep'rv(k) + BN - LN 

Para los demás términos, usando (3.39), tenemos 

SN-l (k) Y;(2k)f'(k) dk < 
ep'rv ( k) + B N 

(3.43) 

N- 1/ 2 

< C-¡;- (E ISN_1n
1
/
2 

(3.44) 

Entonces, sumando (3.38) ,(3.40) ,(3.43) y (3.44) , (3.37) llega a 

E ISNI2 < E ISN_11 2 + C (E ISN_1n
1
/
2 

(N-1+f3h L;'¡;1 + N¡:2) 

+ C ( N- 1 L;;1 + N- 1) (3.45) 
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De (3.45), usando Lema 3.4 , obtenemos 

(E ISNI') 1/' S; c (t, n-l+Ph ( L2:1 )' + n-1/' / Ln) 

+ C (t,n-1 +n-1L2:}/2 (3.46) 

Como tenemos que n f3 / 2
-y Ln-d Ln -T O, nC 

/ Ln -T O Y Ln-d Ln -T O, pode­
mos reescribir (3.46) en la siguiente forma 

{E ISNI') 1/' < ct,a"n-1+c(t,n-1Y/' 
(donde an -T O) o (In N) 

En efecto 

Con esto finalizamos la demostración de e y del Teorema. o 



Capítulo 4 

Condiciones de frontera del 
operador de Schrodinger con 
espectro mixto. 

En este capítulo estudiamos el comportamiento de diferentes partes del 
espectro cuando la condición de frontera varía. Usando estimaciones para la 
función espectral del correspondiente operador de Schrodinger, obtenemos un 
criterio que nos garantiza la existencia de espectro singular sumergido en el 
espectro absolutamente continuo para conjuntos de condiciones de frontera 
de medida positiva y potenciales que se anulan en un intervalo [O, N]. 

En particular, usando este criterio, podemos dar una descripción más pre­
cisa del conjunto de condiciones de frontera para las cuales tenemos espectro 
singular sumergido en el espectro absolutamente continuo en los ejemplos de 
[20] y Capítulo 3. 

4.1. Resultados auxiliares sobre la función es­
pectral. 

Estamos considerando la ecuación de Schrodinger en la semirecta 

ly = -y"(x) + v(x) y(x) = Ey(x) 
(4.1) 

O~x<oo 

59 
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y el operador autoadjunto asociado 

generado por la condición de frontera 

y(O)cosa+y'(O)sina = O 

Sean u¡ (x, z) y U2(X, z) soluciones de la ecuación 

tu = zu 

que satisfacen las siguientes condiciones 

u¡ (O, z) 
u~(O,z) 

-sma 
cosa 

Entonces para cada z no real existe una función 

cosa 
sina 

(4.2) 

(4.3) 

que es una solución de (4.3) y pertenece a L2(0, 00). La función mo:(z) se 
llama la función m de Weyl y para a -# O tiene la representación integral de 
la forma 

(4.4) 

donde Po: es una medida de Lebesgue-Stieltjes determinada por mo:. La me­
dida Po: se llama la función espectral de Ho:. La densidad espectral ~ para 
casi todo ). está dada por 

lím .!. 1m mo: (). + iE) 
E-tO+ 7r 

1 . 
-' -1m ma(A. + '1,0) 

7r 

El siguiente Lema es similar a uno en [18, Teor. 1]. 
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Lema 4.1. Sean a, f3 E [0,7r) dos condiciones de frontera, a :::; f3 y sea A un 
conjunto de Borel, entonces 

¡p plJ(A)dO = ! J arg [cos f3 + s~nf3mo(E + ~O)] dE 
Ct 7r cos a + SIn a mo (E + ~O) 

A 

Demostración. Sea 

G(z) ._ ¡P [mo(z) cos O - sin O] dO 
Ct mo (z) sin O + cos O 

log ( cos f3 + sin f3 mo (z)) - log ( cos a + sin a mo (z) ) . 

Usando la representación integral de Herglotz el Teorema 1.19 obtenemos 

donde 

G(z) = e + J [_1_ - 2 X ] dp,(x) 
x-z x +1 

IR 

p,(b) - p,(a) 1 lb lím - 1m G(x + it)dx. 
f --+0+ 7r a 

Por una parte 

1 G() 
cos f3 + sin f3 mo(z) 

m z = arg . 
cos a + SIn a mo (z) 

y 

(b) () 
1 lb COS f3 + sin f3 mo (x + iO) d 

p, - p, a = - arg x. 
7r a COS a + sin a mo (x + iO) 

Por otra parte, usando la relación entre mlJ y mo (2.14) y la representación 
integral de mlJ (4.4) obtenemos 

lmG(z) = 1m ¡f3 [mo(z) c~s O - sin O] dO 
Ct mo(z) SIn 0+ cos O 

1m l f3 
mlJ(z) dO = 1m l f3 

{cot 0+ ¡: ~p~(; } dO 

¡f3 dO 100 ( _ A~2 2 dplJ(t) 
Ct -00 t + t 
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donde z = >. + iE Y 

f.1(b) - f.1(a) = lím.! lb d>.l{3 dO ("" ( >.~2 2dpe(t). (4.5) 
f -+0+ 7f a Q J -00 t - + E 

Por el Teorema de Fubini 1.6 podemos cambiar el orden de integración 
" 

11{3 lb loo E f.1(b) - f.1(a) = lím - dO d>' ( )2 2 dpe(t). 
f -+0+ 7f Q a -00 t - >. + E 

Para evaluar E-límite vamos a usar el Teorema de convergencia dominada de 
Lebesgue 1.5. Para esto observamos que 

1 (
') _ loo dpe(t) _ 1 mo(i) cosO - sinO 

m me ~ - -- - m--;-:---:-------c 
-00 t 2 + 1 mo(i) sinO + cosO 

esta acotado uniformemente en O. Entonces 

< IEI / dpe(t) 
It - >'1 2 

IR\(a-o,bH) 

< CIEI 2 e cuando>. E [a, b], l OO dp (t) 

-00 t + 1 

donde C es una constante y 

l b d>' / E dpe(t) ::; c(b - a) 
a (t - >')2 + E2 

IR\(a-o,bH) 

cuando E -+ O. Por otro lado tenemos que 

Il
b 

lbH fdpe(t) 1 IlbH 
lb E 1 

a d>' a-o (t - >.)2 + E2 = a-o dpe(t) a (t - >')2 + E2 d>' 

= 1(' [aretan e ~ t) -aretan (a ~ t) 1 dP,(tll 
::; Cpe{(a - O, b + oH 

y como 

1{3 lbH 
Q dO a-o dpe(t) 

< C 1{3 dO r dpe(t) < e 
1 Q JIR t2 + 1 - 2, 
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podemos intercambiar el límite y la integral. Por la fórmula de inversión de 
Stieltjes Teorema 1.20 obtenemos 

¡f3 l¡b 100 é 
J.-l(b) - J.-l(a) = dO lím - dA ( A)2 2 dpo(t) 

O< f -+0+ 7f a -00 t - + é 

= ¡f3 (po{(a,b)} + ~po({a}) + ~po({b})) dO = ¡f3 po{(a,b)} dO. 

Usando la contabilidad aditiva obtenemos el enunciado para un conjunto 
general de Borel A. 

o 
. 

Corolario 4.1. Si tomamos a = O Y {3 = 7f obtenemos la conocida fórmula 
del "promedio"[26, Teor. 1.12] 

i1f 

Po< (A) da = IAI . 

Sea 

AM := {E/1m mo(E + iO) > M}. (4.6) 

Si tomamos M = 0, el conjunto Ao soporta la parte absolutamente continua 
de la medida espectral, ver la Sección 2.4. 

El resultado de Lema 4.2 nos da la cota por arriba que vamos a usar más 
adelante. En la siguiente sección donde analizaremos el espectro singular 
será suficiente tomar M = O. En este caso el resultado del Lema es una cota 
que se sigue de Corolario 4.1 

¡f3 Po (1 n Ao) dO ~ 11 n Ao I 

donde I . I denota la medida de Lebesgue. 

Lema 4.2. 

donde 1 es un intervalo arbitrario y O < a ~ {3 < 7f. 
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Demostración. Según Lema 4.1 tenemos 

1(3 Po(A)dO = .!! arg [cos {3 + s~n (3 mo(E + ~O) 1 dE 
Ct 7f cos a + SIn a mo (E + ~O) 

A 

para cada conjunto de Borel A. Sea 

w = T z = z sin {3 + cos {3 
zsina + cosa 

Para todo M > O, T mapea el semiplano 1m z > M en el disco 

(X _ Sin(3) 
2 + (y _ sin({3 - a))2 < (sin({3 - a))2 

sin a 2M sin2 a 2M sin2 a 

(4.7) 

De aquí se sigue que si 1m z > M entonces arg w :::; 2 arctan (21- (cot a -

cot (3)). Entonces si 1m mo(E + iO) > M, usando (4.7) obtenemos 

{ p,(I n AM) = ; LAM arg (T(mo(E + iO))dE 

< ~ J arctan ( MI (cot a - cot (3)) dE 
7f InA M 2 

o 
Para demostrar la cota por abajo, vamos a usar el siguiente resultado de 

[19] . En el teorema siguiente, MN denota a una familia de medidas que tiene 
en particular la siguiente propiedad: dado v en [O, N], para cualquier exten­
sión (localmente integrable) de v en [O, 00) la medida espectral del corres­
pondiente problema en la semirecta pertenece a M N . 

Teorema 4.1. (Cor. 1.2 en [19j) Sean 'xi,'xj dos eigenvalores de (4.1) en un 
intervalo [O, N] con la condición de frontera (4.2) Y condiciones similares en 
N . Sea Po la medida espectral de este problema. Entonces 

Po (['xi, ,Xj]) ~fr~ P(['xi' ,Xj]) 

Po ( ('xi, ,x j ) ) pIJ1ÍR: P ( ( 'xi, ,x j ) ) 
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El siguiente Lema es una aplicación de este teorema. 

Lema 4.3. Asumimos que v(x) = O para x E [O, N] donde N es cualquier 
número positivo. 

a) Seal, = (( ~ r ( '(';2) ) '). donde k E N 

entonces 
N 1i1k+IJ cot a 

rfj (1 )dO > 271"(k + 1) 7r J dx 
J a Pe 1 - N2 1 + X2 

7r(/:+1) cot fj 

a,{3 E (0,71") 

b) Sea 1, = [ ( ~ ) 2, ( '(';') ) 2] , k E N, N E IR+ 

entonces 

N
k 

cota 
f3 " 

1 (1 )dO < 271"k J dx 271"(k + 1) 
a Pe 2 - N2 1 + X2 + N2 

N 
,,(k+1) cota 

J dx 
1 + X2 

:;. cot fj "(/:+1) cot f3 

a, (3 E (0,71") 

Demostración. a) La función 

71" k 1 [ N 1 id 1 [ N 1 -i"k 'ljJa(x, N) = - sin a + -. - cos a e-¡rx + - sin a - -. - cos a e-¡;¡-x 
2 271" k 2 271" k 

satisface 

'ljJ (0) SIn a 

'ljJ' (O) cos a 

y 
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para x E [O, N] con las condiciones de frontera 

'!f; (N) cos a + '!f;' (N) sin a = O 

'!f; (O) cos a + '!f;' (O) sin a = O 

Además tenemos los mismos eigenvalores (~) 2 para todo a E [O, 1f). Vamos 

a calcular la norma de los eigenfunciones '!f;a(x, ~) en L2 [0, N] 

N 

J ([ N ] i1rk [ N ] -¡"k) = 1/4 sino. + i1fk cosa etrX + sino. - i1fk cosa e--¡¡-x 
o 

( [ N] -i1rk [ N ] ¡Wk) sin 0.- i1fk cos a e--¡¡-x + sin 0.+ i1fk cos a etrX dx 

/ IN 2 [ . 2 (N cos a) 2] d (sin a) 
2 
N 1 N ( N cos a) 2 = 1 4 SIn a + 1f k x = 2 + 2 7r k 

o 

La medida espectral Po del problema en el intervalo finito es una función de 
escalera, con las discontinuidades en los eigenvalores ,\ . El peso que da la 

medida al eigenvalor ,\ es igual a II'!f;a (x, ~) 11-
2 

(ver Sección 2.2). En el 
L 2(O ,N) 

intervalo ( (~ ) 2, (71"(;;2)) 2) tenemos un solo eigenvalor (71"(;;1)) 2 Y usando 

el Teorema 4.1 obtenemos 

Entonces 

1
(3 1 (3 de 21f(k + 1) 

pe(I)de ~ 2 - -----:--

a a N(Sine)2+N(Ncose) N2 
2 2 71"(k+l) ,,(::+1) cot (3 

N 
,, ( k+1) cot Q 

I dx 
1 + X 2 
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(hacemos cambio de variable x = 1r(!:t1) cot ()) 
y a) queda demostrado. 
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b) En el intervalo [( ~ ) 2, (1r(;;1)) 2] tenemos dos eigenvalores (~) 2 Y 

(1r(;;1)) 2. Usando Teorema 4.1 tenemos 

1
{3 d() [(Sin())2 N + !N(N COS())2] -1 + 1{3 d() [(sin())2 N + !N( N cos() )2]-1 

o 2 2 1rk o . 2 2 1r(k + 1) 

y haciendo cambios de variable x = ~ cot () en la primera integral y x = 

1r(!:t1) cot () en la segunda obtenemos el enunciado de b) . O 

4.2. Resultado principal y ejemplos. 

Los Lemas 4.2 y 4.3 nos dan cotas por arriba y por abajo que vamos a 
necesitar para demostrar el resultado principal. 

Teorema 4.2. Asumimos v(x) - O para x E [O, N], N E jR+, k E N. 
Si 

21r(k + 1) 

a, (3 E (0,1r),a < (3 
entonces 

donde 

N 
1f(k+l) coto 

J dx > 21AM n 11 
1 + X2 1r 

1f(~1) cot{3 

¡(3 Po(I n A~ )d() > O 

Demostración. Tenemos que 

-1.. cot a-cot i3 
M 2 

J dx 
1 + X2 

o 
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Usando Lemas 4.3 a), 4.2 y las hipótesis del Teorema 

N 
,..(k+1} cot a 

21f(k + 1) J dx > 21AMn11 
1 + X2 1f 

1f(::+1) cot fJ 

Esto implica 

Ejemplos 

...L cot a-cot ¡3 
M 2 

J 
O 

dx 
1 + x2 

a) Sean k = 1, N = 21f Y M = O. Según el Teorema 4.2, si 

(3 - a > 1fIAo n 11 

donde 1 = (t, ~ ), entonces 

l fJ 
p(J(I n Ag)de > O. 

o 

Como Ag soporta la parte singular del espectro (ver la Sección 2.4) 
podemos concluir que existe un conjunto de condiciones de frontera 
E e (a, (3), IEI > O tal que si e E E entonces H(J tiene espectro 
singular en l. 

b) De manera similar, si tomamos k = 2, N = 31f , M = O entonces una 
condición suficiente para tener espectro singular en 1 para condiciones 
de frontera e entre a y (3 es 

2 
3((3 - a) > 1fIAo n 11 

donde en este caso 1 = [~, 1;] 
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c) En la demostración del Teorema 3.1 del Capítulo 3 hemos demostrado 
que la parte absolutamente continua de la medida espectral da peso cero 
al conjunto F 2 y el potencial V(x) puede ser nulo en un intervalo [O, NJ. 
En este caso, usando Teorema 4.2, podemos tomar k = 1, N = 27r Y 
M = O como en el ejemplo a) . Entonces la condición que garantiza la 
existencia de espectro singular continuo para un conjunto de condicio­
nes de frontera de medida positiva en (a, (3) es 

donde 1 = (i, ~). En particular observamos que en este caso podemos 

controlar la medida de (F2 )c. Por ejemplo la podemos hacer tan pe­
queña (positiva) como queramos, entonces obtenemos espectro singular 
para muchas condiciones de frontera. Podemos aplicar esto al resultado 
del ejemplo dado por Remling en [20J. 

La restricción v(x) _ O en [O, NJ implica ciertas restricciones sobre la 
medida de AM si M es grande, que vienen dadas por el siguiente Teorema. 

Teorema 4.3. Sea AM como en (4.6) y asumimos que v(x) = O para x E 
[O, NJ . Entonces 

donde 1 := [ ( ~ ) 2 ( ?f(l:;1) ) 2] ,k E N Y N E ll?+. 

.~ .". r, 
l : ...... r. 

Demostración. Tenemos que 

( ) 
sin(7r/2-x) cos(7r/2-(x-7r/2)) 2 (/2 ) 

cot x - cot 7r - x = - = tan 7r - x 
cos(7r/2 - x) sin(7r/2 - (x - 7r/2)) 
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Entonces, usando Lema 4.2 y Colorario 4.1 tenemos que 

x ~ 

J PO(AM n I)dO + J PO(AM n I)dO 
o ~-x 

~ ~-x ~-x 

= J PO(AM n I)dO - J PO(AM n I)dO = IAM n 11- J PO(AM n I)dO 
o x x 

~ { 1 - ~ arctan (2~ . (cotx - cot(7r - x))) } IAM n 11 

= {1- ~ arctan (~ tan(7r/2 - x)) } IAM n 11 

Tenemos la siguiente cadena de desigualdades, para x E [O, ~): 

47rk 1"'; tan x 1 47r(k + 1) l1f(~l) tan x 1 
11(x) := - --dt+ --dt 

N2 o 1 + t 2 N2 o 1 + t 2 

~ [1 - ~ arctan (~ . tan (~ - x)) ]IAM n 11 

=: 111(x) 

La desigualdadCD se sigue del Lema 4.3 b) y@ se sigue de (4.8) . 
Entonces tenemos 

y 

Esto implica que 

11(x) > 
11(0) 

111(x) cuando x E [O, 7r /2) 

111(0)=0 

11'(0) ~ 111'(0) 

( 4.8) 
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pero 

I1I'(0) 

1 l' (O) 

1f 

~: ( k2 + (k + 1) 2 ) 

y obtenernos el enunciado del Teorema. 
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o 

Por el Teorema Espectral Inverso de Gelfand-Levitan, sabernos que la 
función espectral del operador de Schrodinger puede ser arbitraria en un 
intervalo finito, en este contexto es interesante notar que el Teorema 4.3 nos 
da restricciones sobre la derivada de la función espectral cuando el potencial 
es nulo en el intervalo [O, NJ. 

En el siguiente teorema la condición v(x) _ O en [O, NJ no es necesaria. 

Teorema 4.4. Dados a, (J E (0,1f) Y 1 > k > O, existe 00 > N(a, (J, k) > O 
tal que R > N Y 

IAM n (-R, R)I k(cot a - cot{J) 
R1/2 < ( ) arctan ~ cot a;cot f3 

implica 

¡/3 Po ( ( _ R, R) n A~ ) dO > O 

para R > N. 

Demostración. Por la fórmula (2.11) tenernos que 

R 

1, _1_ J d () _ 2(1 + cot
2 

O) 
1m R1/2 Po X -

R-too 1f 
-R 

Usando el Lema de Fatou 1.4 obtenernos 

¡f3 2(1 + ;ot
2 

O) dO ::; IW2.~f R~/2 ¡f3 Po (( - R, R)) dO 

y 

¡f3 2(1 + cot
2 

O) dO = ~ ¡/3 ~dO = ~(cos a - sin (J) 
Q 1f 1f a sm O 1f 
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Entonces existe N(a, (3, k) > O tal que R> N implica 

kRl/2~(cot a - cot (3) ~ 1{3 Po (( -R, R) )dO 

donde O < k < 1. 
Usando la cota por arriba dada por el Lema 4.2 y las hipótesis del teorema, 

podemos concluir que 

1{3 po( (-R, R)nAM )dO ~ ~ arctan (2~(cot a-cot (3)) I( -R, R)nAMI 

2 R 1
/
2k(cot a - cot (3) ( 1 ) < - arctan - (cot a - cot (3) 

7r arctan (2~ ( cot a - cot (3) ) 2M 

2 1{3 = kRl/2_(cot a - cot (J) :S Po (( -R, R) )dO 
7r a 

para todo R > N. Entonces tenemos que 

y podemos concluir 

o 
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