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Prefacio

9l proposito del presente trabajo es desarrollar métodos efectivos para generar
mallas estructuradas, convexas y casiortogonales, en regiones irregulares.

Una de las dreas donde es importante generar mallas estructuradas convexas
es en la solucidn numdrica de ecuaciones diferenciales en regiones irregulares
erupleando diferencias finitas (Vedse [40]).

Son pocos los métodos propuestos ue operan de manera casi automatica en
regiones irregulares. Los mas efectivos han sido propuestos por Barrera-'T'inoco
(19], [11}) e Ivanenko ([17], [30]), que se basan en la discretizacion de un proble--
ma variacional el cual se transforma en uno de optimizacion de gran escala.
Por otra parte, el interés especifico en la gencracion de las mallas ortogonales se
debe a que tal problema es uno de los retos actuales en la generacion de mallas
([23)), ya que ofrecen varias ventajas en la solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales, entre las que destaca la reduccion del nidmero de términos
adicionales en la solucién de las ecuaciones diferenciales parciales por el método
del mapeo,

Para generar mallas ortogonales se han propuesto dos grandes grupos de méto-
dos: ¢l primero a través de mapeos conformes, ver Toledo [57), y el segundo con
base en el laplaciano escalado.

Para generar una malla se resuelve un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales casiconformes ([13], [43]). La dificultad practica de esta idea radica en
conocer el valor del médulo conforme, el cual es dependiente de la region, y por
lo tanto se desconoce a priord, ademds de que su cdleulo resulta muy ineficiente
en regiones irregulares ([3)). '

Cabe mencionar que, en términos generales, los mapeos conformes tienen las
siguientes limitaciones para la generacion numérica de mallas (Knupp y Stein-
berg, [40}): '

« Permiten poco control sobre los puntos interiores de la malla.
e Las distribuciones de los puntos en la frontera no pueden ser arbitrarias.

e Los mapcos conformes estan mal condicionados, en el sentido de que cam-
bios pequenos en la frontera del dominio, pueden alterar significativamente
las posiciones de los puntos que se mapean.

[i7 rundo grupo de métodos para generar mallas ortogonales se obtienc a par-
tir v la relacion conocida como el Laplactano escalado o ecuacion de Beltrami
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([40]), la cual involucra el caleulo de una expresion denominada funcidn de dis-
Lorsidn.

A partir de tal Laplaciano escalado, se obtiene el sistema de ecuaciones dife-
renciales empleado originalmente por Leal y Ryskin ([41]), que con pequenas
variaciones se ha utilizado ampliamente como sistema generador de mallas; la
mayor parte de los trabajos al respecto se diferencian entre si sélo en la forma
de proponer maneras distintas para el calculo de la funcion de distorsion.

Las mallas generadas con las ecnaciones de Leal y Ryskin son de excelente ca-
lidad en regiones con frontera suave en donde cs posible cdlculo cficiente de la
funcion de distorsion, pero, de manera semejante a los métodos basados en los
mapeos casiconformes, la dificultad practica al resolver el sistema de ecuaciones
consiste en que la funcion de distorsion se desconoce a priori([22]).
Adicionalinente, hay que sefialar que se ha encontrado que las soluciones de las
ccunciones de Ryskin y Leal existen sélo para ciertas funciones de distorsion
([40}).

Por lo tanto, tampoco los métodos basados en lng ccuaciones de Leal y Ryskin
resultan de utilidad para generar mallas ortogonales en regiones irregulares.

Asi. de 1o hasta aliora expucsto, se signe que una gran parte de la dificultad
para la generncion de mallas estructuradas en regiones irregulares radica pre-
cisamente en la forma de la frontera.

Los métodos para la generacion de mallas que han resultado dtiles pari resolver
este problema, son esencinlmente tos métodos variacionales denominados diree-
tos, cn los cuales, las mallas a generar se obtienen como las soluciones de un
problema de optimizacion de gran eseala, en el que las variables son las coor-
denadas de log nodos interiores de la malla. En este contexto, la convexidad de
la malla se expresa en términos de un pardmetro ¢, ¢l cual se elige para que ¢l
problema esté bicn plantcado; a esto nos referiremos de ahora en adelante como
e-convexidad.

Iistos métodos han resultado cficientes debido a que es posible proponer un
criterio muy sencillo para garantizar la c-convexidad de las mallas generadas,
de tal forma que el problema de optimizacién que se resuelve resulta ser sin
restriceiones, con las consiguientes ventajas que esto implica.

Ia tarea pendiente consistia naturalmente en aplicar estas ideas al problema de
la generacion de mallas ortogonales y casiortogonales.

De esta forma, es posible afirmar de manera mds precisa que el objetivo de
esta tesis es proponer mélodos para generar variacionalmente mallas discretas
c-convezas y casiortogonales, con posiciones fijas de los puntos de la frontera,
para toda region para lo cual exvistan mallas estructuradas conveas.

A fin de evitar la pérdida de gencralidad en la discusion, se considerarda que

en toda regién para la cual se vayan a generar mallas convexas se ha hecho un
escalamiento de tal forma que el promedio del drea de las celdas es igual a la
unide ~ que una malla es e-convexa si el minimo valor del drea de una celda

es mayor que ¢, 0 <o <L
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i regiones irregulares, soélo existen mallas para valores mnuy pequenos de €.
Los trabajos previos mas relevantes en esta direccion y los funcionales cldsicos de
area, ortogonalidad, longitud y suavidad empleados en esta tesis se deben a Ba-

rrera el al ([1)), Barrera-Tinoco ([9],[10],(11]), Castillo ([14]) ¢ Ivanenko({17),[36]).

1 funcional cldsico de ortogonalidad es una de las opciones naturales para la
generacion de mallas cuasiortogonales, sin embargo, como no garantiza mallas
convexas por sf solo, es necesario combinarlo con uno que si lo garantice.

Por lo anterior fue necesario evaluar cudles era los funcionales que garantizaban
sus optimos fueran mallas convexas para poder seleccionar los mas adecuados
para combinarlos con ¢l funcional de ortogonalidad.

Contenido de los capitulos

Brevemente, el contenido de los capitulos de este trabajo puede resumirse de la
manera siguiente:

» Capitulo 1.
Se presentan las definiciones de malla y funcional, asi como los funcionales
de suavidad, longitud, drea y ortogonalidad que se emplean en los capitulos
posteriores.

e Capitulo 2.
Aqui se describen someramente los funcionales k-drea y k-suavidad de-
sarrollados por Barrera y Tinoco ([9], [11]), junto con los resultados que
muestran como emplearlos para construir una malla convexa.

s Capitulo 3.
Se presentan los funcionales que se desarrollaron para garantizar y preser-
var la convexidad. Para ello se enuncia una serie de condiciones que sa-
tisfacen algunos funcionales continuos de drea que son de utilidad para
generar variacionalmente mallas convexas. '

= Capitulo 4.
Se presentan los resultados que muestran ¢dmo gencrar mallas casiorto-
gonales, empleando combinaciones lineales entre un funcional de drea que
garantiza y preserva convexidad y el funcional de ortogonalidad.

« Capitulo 5.
Conclusiones del trabajo y algunas lineas de trabajo a futuro.

Cabe senalar que los funcionales de ejernplo empleados en este trabajo fueron
incorporados como parte de los funcionales disponibles en el software UNA-
MALI A, el cual se encuentra disponible en la direccidn:

http://www.matematicas.unam.mx/unamalla/



vii

I5n regiones irregulares, solo existen mallas para valores imuy pequenos de e.
Los trabajos previos mas relevantes en esta direccion y los funcionales clisicos de
drea, ortogonalidad, longitud y suavidad empleados en esta tesis se deben a Ba-

rrera el al ([4]), Barrera-"Tinoco (|9],[10],(11]), Castillo ([14]) e Ivanenko({17],[36}).

Il funcional clasico de ortogonalidad es una de las opciones naturales para la
generacion de mallas cuasiortogonales, sin embargo, como no garantiza mallas
convexas por sf solo, es necesario combinarlo con uno que si lo garantice.

Por lo anterior fue necesario evaluar cudles era los funcionales que garantizaban
sus optimos fueran mallas convexas para poder seleccionar los mds adecuados
para combinarlos con ¢l funcional de ortogonalidad.

Contenido de los capitulos

Brevemente, el contenido de los capitulos de este trabajo puede resumirse de la
manera siguiente:

» Capitulo 1. ,
Se presentan las definiciones de malla y funcional, asi como los funcionales
de suavidad, longitud, drea y ortogonalidad que se emplean en los capitulos
posteriores,

s Capitulo 2.
Aqui se describen someramente los funcionales k-drea y k-suavidad de-
sarrollados por Barrera y Tinoco (|9}, [11]), junto con los resultados que
muestran cémo emplearlos para construir una malla convexa,

s Capitulo 3.
Se presentan los funcionales que se desarrollaron para garantizar y preser-
var la convexidad. Para ello se enuncia una serie de condiciones que sa-
tisfacen algunos funcionales continuos de drea que son de utilidad para
generar variacionalmente mallas convexas.

= Capitulo 4.
Se presentan los resultados que muestran ¢dmo gencrar mallas casiorto-

gonales, empleando combinaciones lineales entre un funcional de drea que

garantiza y preserva convexidad y el funcional de ortogonalidad.

= Capitulo 5.
Conclusiones del trabajo y algunas lincas de trabajo a futuro.

Cabe senalar que los funcionales de ejemplo empleados en este trabajo fueron
incorporados como parte de los funcionales disponibles en el software UNA-
MALLA, el cual se encuentra disponible en la direccion:

http://www.matematicas.unam.mx/unamalla/
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Capitulo 1

Introduccion

Los principios variacionales son ttiles para generar mallas convexas. La pre-
sentacion que haremos se basa en el denominado enfoque directo, que consiste
en resolver un problema de optimizacion, asociado a una discretizacion de un
funcional continuo. Esta presentacion evita resolver numéricamente las ecua-
ciones de Luler-Lagrange.

Analizaremos en este capitulo las expresiones de los funcionales de drea, longi-
tud, ortogonalidad y suavidad escritos en el contexto de la discretizacion pro-
puesta por Barrera ¢t al. (14]).

Para cada celda de la malla, se consideran los cuatro triangulos que es posible
formar con sus vértices, con la idea de tener un control estricto sebre cada una
de las celdas. Kl fin es obtener mallas convexas.

1.1. Generacion variacional continua

Ion este trabajo empleamos el término funcional en dos formas, la primera en el
sentido clasico del cdlculo de variaciones:

Definicion 1 Un funcional 1(x) es una funcidn definida sobre los mapeos x
que pertenceen a un subconjunto de un espacio de funciones,

y la segunda para relerirnos a funciones de un nimero finito de variables, que
operan sobre las mallas discretas que definiremos posteriormente.
Consideraremos que ¢l funcional I opera sobre el conjunto de todas los mapeos
diferenciables x, los cuales mandan el rectdngulo

RR={¢mno<&£<1;,0<y<1}

sobre una region € del piano, de tal forma que las restricciones de x a la frontera
del rertangulo son biyecciones continuas sobre la frontera de §2.

Deciimos que cada uno de estos mapeos x es una malla continue para §1.
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Generar variacionalmente una malla consiste en encontrar, en el conjunto de
mallas para una region, los extremos (minimos) de un funcional. La cleccidn de
éste dltimo se basa en las propiedades geométricas que se desea tener en las
mallas obtenidas. ‘

1.1.1. Suavidad y longitud

Consideremos el conjunto de todas las biyecciones x = (x(&n), y(&, 1)) dife-
renciables entre el rectdngulo unitario R y la regién §2; denoteinos por J los
Jjacobianos correspondientes.

Dos funcionales estdn directamente relacionados con sistemas de ecuaciones de
Laplace correspondientes a dichas transformaciones.

El primer funcional I ¢s el de suavidad (Winslow, [60]), que fue utilizado por
Brackbill y Saltzman ([12])

9 2 2 2
Tyl 4 yr 1
Ig :.—/ £ ; Ue '/"([{;dv], (1.1

conocido también como funcional homogéneo de Thompson-Thames-Mastin.
Ll funcional de suavidad wleanza su minimo en un mapeo arménico ([36]). Sus
ceuaciones de Fuler-Lagrange son las de Laplace para la transformacion inversa
()1 (&m).

Il segundo funcional es el de longitud ([50)):
- 2 22 2 2N e )
IL - / (xf + .’L‘" + y{ + 3/:,)45(177, (]’Z)
R

este tiene como ecuaciones de Euler-Lagrange las dos ecuaciones de Laplace de
la transformacion (&, ) v (x, y).

Pucde mostrarse que los mapeos déptimmos del funcional de longitud satisfacen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

1.1.2. Area y Ortogonalidad

Les funcionales de drea y ortogonalidad 14 y Io ([14], [50]) se expresan como

Ig = / J2dEdy, (1.3)
i

lo = / (:125:131, + yg;l/q)'zdﬁdn (]4)
R

respectivamente,

Las ecuaciones de Euler-Lagrange de (1.3) y (1.4) son acopladas y no lineales,
por Il 1o resolverlas presenta varias dificultades.

Ion este wrabajo no nos interesa resolver numéricamente las Feuaciones de Fuler-

Lagrange para generar mallas, sino que emplearemos versiones discretas de los



Introduccion 3

funcionales, Para informacion mas detallada con respecto a la generacion varia-
cional continua, véanse [14], [15], [40] y [55)].

1.2. Generacion variacional discreta

Nuestro interés es discretizar los funcionales continuos para obtener mallas dpti-
mas, como soluciones de un problema de optimizacion de gran escala, en lugar
de resolver un problema de calculo de variaciones. A esto se le conoce como
generacion variacional discreta de mallas.

Iin las siguientes definiciones, se precisard lo que entendemos por una malla
estructuradal y por un funcional discreto.

Consideremos una region Q del plano definida por una poligonal v de vértices
V = {uy, v, -+, vy}, carada, simple y orientada en sentido positivo (Figura
1.1).

V.
L
[
» - w
i ]
!
"o . o
1
fu /. /
/ @ ’.
! /‘ *
i i
/ &
v" I]
‘ /e
N J
L) e o n
. K

L

Figura 1.1: Fyemplo una region definida por una poligonal cerrada y simple.

Definicién 2 Sean m y n nimeros naturales mayores que 2. Decimos que el
conmjpunto de puntos del plano

y o= {I)l.)lz = ]»“')771;j == l' ...,TL}

con lados
L]((") - {P;J"i s l,...,ﬂl}
L';((;) == {1”",‘:"“ = I, ...,11,}
Ly(G) = {Fnli = 1,...,m}

L. veniente mencionar que una malla discreta estructurada, admisible y convexa, in-
duce de manera natural la construecion de una malln continua empleando los mapeos bilineales
que presentaimos en la seceidn 1.2.1.
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Ll((;) = {1’1‘1“ == l, ...,'I'I.}

. 2 Yo ; ]
es una malla estructurada” admisible y disereta de orden in x n para §Q, si s¢
salisfaee que

El
Ve o).
i=]
Decimos ademds que la malla G es conveza si cada uno de los (m — 1)(n = 1)
cuadriliteros (o celdas) ¢; ; de vértices { Py j, Piyrg0 Pijers Pivrjar}, con 1 £
t<myl <7< n, es convero.

Los conjuntos L (), Lo(G), Ly(G) y La((7), a los cuales nos referimos como los
lados de la frontera de la malla o los lados de la malla, aparecen en la definicién
para resaltar nuestro interés en que la frontera de la malla sea la misma que la
frontera de la region.

Definicion 3 Un funcional discreto 1 sobre una malla G = {£; 5} es una fun-
cion
1G) =Y [(ey) (1.5)
il.)

donde ¢, , es la celda v, 3 de la malla y

fleig) = TPy Pivg, Pocr g, Piji)
es una funcion de sus vérlices.

Alpunos funcionales discretos pueden obtenerse a partir de los funcionales con-
tinuos de la siguiente manera: Subdividimos It construyendo una malla Ry dada
por
vt o .
Ro = {(&n;) = (—, 2)0 < <m0 < j s

I'mpleando esta malla podemos escribir un funcional continuo de la forma

1(x) = /I; Y(xe, Xy )d€dn

COIG

I(x) = Z/H Yxe, Xy )dEd). (1.6)

Cada una de las restricciones del mapeo x e las celdas By ; de Ry puede aproxi-
marse einpleando el mapeo bilineal r que veremos en la siguiente seccion (Figu-
ra 1.2).

Formada con enadriliteros
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Finalmente, la integral en la celda B ; se aproxima empleando una férmula de
cuadratura:

/13.‘,'/,()((’)(")(1&1” e~ %{1/)()(5(;2— %),xn<7~%,%)> ,
(54 )

7
L) (4 1)
m "m n

Para mds detalles sobre esta discretizacién, véase Gonzalez ({30}).

rerg,m
(. i ,0| ) (i” il ) e L
WmOH e W e ST
.
a,
T~
(Ll (v
m n m 'n

Figura 1.2: Mapeo bilineal entre B; ; y ¢; ;.

1.2.1. El mapeo bilineal

A fin de obtener las expresiones de los funcionales discrelos, consideremos el
mapco bilineal que manda el rectangulo unitario R sobre un cuadrilatero de
vértices P, Q, R y S en el plano. Asi

r(€,n) = A + B€ + Cn + Déy
donde A, B, C, y D son puntos tales que

r(0,0)=P, r(1,0)=Q,
r(0,)=8, r(1,1)=R.

Fstas cuatro condiciones implican:
rin)=P+(Q~-P)+(S-P)n+(R~Q+P - S)n;

on ecuencia, las derivadas parciales de r son

re(6,1) = Q- P+ (R-Q + P - S
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() =S- P+(R-Q+P - 8S),

por lo tanto
I‘,g(().”) Qo P
re(b,0)y - Q- P
re(0,1) . R-S
re(L,1) RS
ry(0.0) = § - P
rp(1.0) - R Q
r,(0,1) -8 P
(1, 1) - R -Q.

I5s fimportante notar que re(0,0) y r,,(0,0) dependen solamente de los puntos
S, Py Q, esto es, del tridngulo ASPQ. Aunilogamente re(1,0) y v, 1, 0) depen-
den solo del trigngulo APQR y asi sucesivamente,

Kl jacobiano de r es la magnitud

.I({, ')) !'(I vl'_’“l’
= QPRS- P4 (R~ Q)8 - P)g
t+ (Q PR S)y

0 1
‘l"*—‘( -1 ())'

Podemos ver gque en el triangulo ASPQ se tiene

donde?

JO,0) = (Q - P)Y'IS - P)
w2 drea(ASPQ).

Observemos que la discretizacion del jacobinno, en los triangulos individuales
corresponde exactanente al doble de su drea, con el signo dado por la orientacion
del triangulo.

Eixpresiones equivalentes se obtienen para los valores J(1,0), J(0,1) y J(1,1)
sobre los tridngulos APQR, AQRS y ARSP, respectivamente.

1.2.2.  TFuncionales discretos para el mapceo bilineal

Fmpleando el mapeo bilineal que hemos introducido, eseribivemos las expre-
siones que corresponden a los funcionales de area, longitud, suavidad y ortogo-

naticadd.
Definimos

Aa(ASPQ) = (Q - )T Iy (S — P), (1.7)

lo que nos permite escribir para ol jacobiano en (0, 0)

J(0,0) = a(ASPQ)

SUnhzamas ol subfudice para distiguir estn matriz Jy de In matriz jacobiana,
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y las correspondientes expresiones para los otros tres vértices; estos cuatro va
lores representaran ¢l “valor del area®” sobre una celda cuyos virtices son P,
Q, R v S. Por lo tanto, el funcional disereto de darea en st celda es

fa = : (./?(u,()) FJAL0) + JE0, 1) ¢ S, l))
%((r""(/\SPQ) + > (APQR) + n(AQRS) 4 0?(ARSI")
B funcional discreto de longitud A para el mapeo resti dudo par

A& y) = ll!’cl|2 + ""11”2 ,

de manera que para los enatro triangnlos de ln celdn de vértiees L. Q. R v 8
se Liene: , y

MO.0) = Q- PIE IS - P

A1 0) = ||Q - Pu PR - Qn

A0, ) IR - Sll' + 8- Py’

AL =R - S)7 v IR Q-

Definiendo parn ASPQ

NASPQ) = IS - P Q- |

tenemos
A0, 0) = AASPQ)
A1, 0) = MAPQR)
A0, 1) = A(ARSP)
A1, 1) = MAQRS).

Asi, el funcional discreto de longitud en la celda os

! ,
fo = Z(’\(O' 0) -+ ACL, 0) 4 A0, 1) 4 AL, l))
%(A(ASPQ) +AAPQR) + MAQRS) + ,\(/\MSP)).

Empleando « y A, podemos escribir la expresion del funeional disereto de suavi-
dad en un triangulo:

(ASPQ) — A(il_Sl’Q)

SASPQ) ~ rREBq)

que en la celda vale

fs = ;]1-(3(0,0) + 5(1,0) -+ 800, 1) 4 s(1, l))

= 4( S(ASPQ) + s(APQR) + s(AQRS) | e(z\nsp))

[T Y N W

1De hecho, dos veces el drea; sin embargo, Ia constante 2 no implica pérdida de generulidad.
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Por dltimo, uno de los funcionales de mayor interés para nuestro trabajo ¢s el
funcional de ortogonalidad® O, dado como
A
()(g,’,) : !'EI,,
Definiendo o para el tridinguio ASPQ como
o(ASPQ) - (8§ - P)(Q - P)

oblenenos
0O0,0) = o(ABPQ)
O(1,0) - o(APQR)
000, 1) = o(ARSP)
O(1, 1) — o(AQRS),

entonees el funcional en la celda os

fo - " (020,00 1 0*(1,0) 1+ OX0.1) + (1. 1)
- : (,;”(/\SPQ) + Y (APQR) + o*(ARSP) + u”(AQRS))‘

1.2.3.  Lxpresiones para los funcionales discretos

Con la notacion de lu seccion 122, escribimos ln discretizacion de los funcionales
de suavidad, longitud, drea y ortogonalidad para una malla.

Una vez definidos oy Ay O para tridngitlos, solo nos resta eseribir los funcionales
discretos correspondientes a los funcionales de lu seccion 1.1, considerando los
cuatro triangulos en cada celda.

Para esto, denotemos los tridngulos en la celda 1, j con vértices Py ;Q; ;R ;S, ;5
CcOIno

DS ;P ,Qi, = A
AQi; RS, = A%
AP QiR = A
AR ;S P, — AL

de tal manera que el funcional discreto sobre una malla (7 seca

m-1ln-1 4

HGY =3NS f(AF). (1.8)

=1 g1 k=l

Ast, el funcional de suavidad de Winslow Ig, el funcional de longitud Iy, el
funcional de darca I4 y el funcional de ortogonalidad Fp estin dados como

m-In—1 /\(Ak

ZZZ

t=] jF=1 k=

5in |40], se presentan otras formas posibles de funcionales de ortogonalidad sobroe tridangulos
individuales.
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m-tn 1 4

Fo o Y303 (aak)” (1.9)

teel gl kst

Un tratamiento mas extenso de los funcionales discretos presentndos en esta
seccion puede encontrarse en (9], {1, [14] y [56).

1.8. Yaracterizacion de la convexidad

Fsmpleando la orientacion de la frontera de cada celda en una malla, es sencillo
vertlicar que si el drea en eada celdn es positiva, lnmalla no necesariamente es
convexa. sto se debe a que existen cuadriliiteros de drea positivi que no son
convexos ([14)).

Por esta razdn, es importante buscar una manera de asegurar convexidad en
una celda, esto es posible empleando Ja discretizacion que hemos presentado,
considerando directanente eadn uno de los cuatro tridngulos gque se forman con
tos vartices de cada celdun de 1o malla ([4)). Se debe emplear la orientacion de los
trinpgrulos, pues sioel valor de a en cada tridngulo es positivo, entonces la celda
es convexa (Figura 1.3).

Sin cmbargo, no es conveniente resolver el problema

ug(n{!((:‘)}
sujeto explicitamente a
alb)>0, =1, N (1.10)

pues las restricciones no permiten un manejo eficiente y complican el proceso
de optimizacion.

in vez de emplear las restricciones (1.10), es preferible que « aparezca direc-
tamente en la expresion (1.5), con el objeto de que la convexidad en las mallas
Oplitias sea consecuencia de las propiedades del functonal.

Ademas, se satisface automaticamente que la suma de los valores de « de los
triangulos.en una malla es igual al doble del area de la region Q.

ISsto es precisamente lo que permite escribir el problema de optimizacion de gran
escala para generar mallas como un problema no restringido.

Debido a la importancia de a, en [56] se definen para una malla G de orden

m - n, sobre una region §2: el promedio @, el minimo «_ y el maximo a, de los

valores de «a como
N

oy I
a(G) = 55 Dol Bg),

q=1
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a (G) - min{a(Af M <icml<jsnl <q<4},

oy (1) ~ lllzi.x{z)(/\;"_,ffl Sl gt <l < g <A}
Clarmmente, si o_((7) = 0, entonees ¢ es convexa. Esta es la condicion que
emplearemos para garantizar converidad,

——/“ - [
/ - ] 1\”' ‘\
l/ o h . N /
)
i -k: PUm— v
I ¢

Figura 1.3: Los cuntro tridugulos orientados en una celda.

1.4. Combinaciones lineales convexas de funcionales

Para combinar los efectos de varios funcionales en una malla, ¢s natural con-
siderar combinnciones lineales convexas de cllos, como se discute en Knupp y
Steinberg ([40]). Originalmente, Roache y Steinberg introdujeron funcionales del
tipo ([50])

F(x) = o fi{x) + oo fa(x) + o3 fa(x)

donde oy,09,04 20y oy + 09 + 03 = 1.

La eleccion de los “pesos” a4 y los funcionales f; esta motivada por las propiedades
que se desca aparezcan ¢n la malla. s posible encontrar en la literatura pesos

obtenidos de forma empirica buscando mallas satisfactorias.

Una de las combinaciones mas itiles es el funcional de area-ortogonalidad de

Kuoupp, para el cual oy = 03 = 3 y fi(z) = Fa(z), f2(z) = Fo(z), donde Fu y

Iy representan a los funcionales de dreca y ortogonalidad; esta combinacion es

. r g
1"AO‘:—"A%;'2- : (1.11)

K] funcional de area-ortogonalidad produce mallas muy suaves y con pocas cel-
das no convexas, pero no mallas convexas en general.

Cuando se utilizan combinaciones lineales de funcionales -debido a que el orden
de magnitud de los funcionales individuales puede ser muy diferente- es impor-
tante normalizar las expresiones en la combinacién con respecto a los valores
que .an en sus mallas ideales (Capitulo 3).
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1.5. Sobre la optimizacion de los funcionales dis-
cretos

Como se ha mencionado con anterioridad, ta idea central de la generacion varia-
cional discreta de mallas se basa en construir una funcion cuyas variables, /,
son las coordenadas de los nodos interiores de la mallas: A esta funcion se le
denomina funcional disereta,
Generar mallas de manera variacional directa significa entonces resolver el pro-
blema de optimizacion

min [{{)

GaGep o o
Debido a la importancia de este problema en los desarrollos de la presente tesis,
¢s muy importante enfatizar nuevamente algunos puntos:

s Primero, que el problema variacional continuo descrito en la seccion 1.1 se
ha tranformado en un problema de optimizacion multivariada por medio
de la formula (1.6). Esto ocurre al discretizar el funcional continuo sobre
Q2 dividiendo la region en celdas, asi obtenemos una funcién que refieja las
propiedades del funcional sobre cada celda en funcion de las coordenadas
de sus vértices.

» Il segundo punto a senalar es que el problema de optimizacion, per se, no
necesariamente conduce a una malla convexa; un ejemplo muy claro de este
hecho es el funcional disereto de ortogonalidad que se presentara poste-
riormente. Fu consecuencia, es necesario imponer condiciones al problema
de optimizacién para lograr la convexidad, lo que puede hacer muy costoso
¢l proceso de optimizacion si las restricciones son explicitas.

s l.a idea clave entonces es lograr que la convexidad sea una restriceiéon -
plicita dentro de la formulacién de los funcionales, a fin de que ¢l problema
de optimizacién pueda ser resuelto eficientemente, lo cual efectivamente
puede hacerse como se mostrara en el capitulo 3.

= 1] problema de optimizacion a resolver es de gran escala cuando la dimen-
sion de la malla m x n es grande pues es una funcién de 2(m — 2)(n — 2)
variables, debido a que cada nodo tiene 2 coordenadas y los puntos de
la frontera son fijos. s por ello que en problemas especificos, donde se
requicren mallas con muchos nodos interiores, ¢s necesario contar con un
optimizador eficiente. En este trabajo se empled el Método de Newton
Truncado con Busqueda en la Linea como estrategia global, que nos ha
permitido obtener excelentes resultados. Para una referencia completa de
este método de optimizacion y su implementacion en el sistema UNAMALLA,
véase [26].

Para finalizar, hemos de comentar que no necesariamente debemos obtener el
0, o del problema, lo que se requiere es generar un malla conveza que sa-

Listaga algunas otras propiedades geométricas como la casiortogonalidad, razon
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por la cual el proceso de optimizacion se detiene al lograr ¢-convexidad, como
se discute en la seccion 3.7,

Como veremnos mas adelante, la fortaleza de los funcionales que presentaremos
en los capitulos siguientes reside precisamente en los puntos anteriores.

A mancra de ejemplo de las mallas dptimas de los funcionales de drea, longitud,
arca-ortogonalidad y ortogonalidad, presentamos en la figura 1.4 mallas de 40
puntos por lado, generadas para un contorno que representa a la bahia de la
Habana. A fin de apreciar su estructura, en ¢l apéndice B se presentan nueva-
mente estas mallas a mayor escala.,

in ninguno de los cuatro casos se logrd una malla convexa, debido presuini-
blemente a que para estos funcionales no es posible garantizar mallas optimas
convexas en regiones con forma irregular,



Introduccion 13

Py Ve 4l i
!4’///////’”',"//,,; " s AT
i f474 u/l(tt/p/// i,’/'!
ey
1 i il
i
i/

/, 144 A
/ L e
/ ///,;{«/,;'4:'/ st/
T Ao
s

(e il
/-l”f'hv/“i/”/ :
"‘/"‘7’7/’///"47 -

Vi .
i
111

7/ f’-
el
'/A/, /
y ’1""1’ /
S .'l

,1}/.'," I:’;' .
i\

v / J
2, ey
’/J ehia i

T ‘/
Wi /ffl,fpzf/x 7.
I8 BAYY. .,j“"~
m

Vi ﬂlf//

Ly //;,;rw;?;::,,%@“l '

Ortogonalidad /\rea—ort.ogoxmlidad

Figura 1.4: Mallas optimas para los funcionales de longitud, drea, ortogonalidad
y arca-ortogonalidad
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Capitulo 2

Los funcionales k-area y
k-suavidad

2.1. Introduccion

fon este capitulo hacemos un breve listado de las propicdades de los funcionales
denominados k-iren y k-suavidad propuestos por Tinoco et al. ([9], [V los
cuales serdan nuestro punto de partida para desarrollar otros funcionales.

Los funciouales k-drea y k-suamdad son algunos de los funcionales eseritos en el
contexto de la discretizacion e presentamos en el capitulo anterior. Permiten
generar mallas convexas de manera muy eficiente, incluso en regiones muy irre-
rulares.

Fn lo sucesivo, con el objeto de facilitar la notacion escribimos los funcionales
como;

N
HG) =) S(Ay) (2.1)
q=1

en donde N == 4(m ~ 1)(n - 1) es el total de triangulos en la malla Gy m,n
son ¢l ntimero de puntos horizontales y verticales de sus lados. Ademas, expre-
samos las funciones [ evaluadas en ol tridngulo A, siinplemente como f,, esto
cs, fy = f(D\).

2.2. Motivacion para construir el funcional k-
suavidad

[.a version disereta de suavidad
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el maotivacion paca proponer el funcional de k-suavdad.

st tarea sencilla veriticar dos cosas: Primero, si el proceso de aptinizacion
para el Tuncional de suavidad parte de ana madla no convesa, nose Begars nince
a una mallia convexa, Segundo, L difienltad radica en los denominadores ghe
aparecen en buexpresion (2.2}, pues si se usaoina talla icial convesa, entorices
ol imcionsl de Winslow aleanzie s minimeo en nnn nedbe convesi (4

i De gué manera puede reeseribiese ol denominador del funcional J para gue
s posible eraplear madlas inicisles no convexas?

Cna respresta congiste en “mover el polo”; trasladarlo de tal orma gue los
denominadores en el funcional de suavidad seun sicinpre positivos al peenntic
valores de o negativos mediante estn transhacion.

B ovalor o (G) es la *medida de la o convesidid “de Ta malln €7 De abi s
importancia de considerat el conjunto sigaiente:

Definicion 4 Sca M ol congunta de {odas las mallas adonsdiles para wria
reqrant s de Jiniimos

D {0 Moo (G = k) {2.3)
con ko oun mimero real.
Lis propicdades syanentes son sencillas deoverificar:
I, Si Ay b son muneros reales tales gque b« ks I l)‘,.
Q0 ke e Iy

De éstas se sipue que of conjunto 1Y {hk ¢ IR[Dg £ ¢} es no vacio y acotado
inferiormente. Si int M < 0, entonces el conjunto Dy de mallas convexas es no
Vac1o,

La idea es minimizar un fmocional semejoate a 'y en Dy con k2= 07 el objetivo
es que el dptimo sea una malla convexa.

2.3. El funcional k-suavidad

Para presentar de manera elara el funcional k-snavidad, que se cplea para re-
solver ol problema de optimizacion en el conjunto g, es conveniente comentar
hrevemente las ideas generales que se siguieron para proponerlo.

i 1998 lvanenko establecio ol resultado siguiente: El funcional de suawnidad
tiene al menos una malle dptima en el conjunto Dy de mallas admisibles con-
veaas ([30]).

fon 1092, Barrera e al. ([4]) establecieron ¢l funcional

A

SO = o)

LY y n figos
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el cual aleanzi su valor optimo sobre ei conjunto de trigangulos con area orientada
posttivie, cne el congunto de tringulos rectangulos isosceles.

Fan 1996, Tioca of al (|00 extendieron los resultados de Barrera e Ivanenke al
establecer gue of funcional

"‘(,&)‘ 2({([’3} (2.1
CEaldy i
considerado sobre todos los triangulos A donde a{A) = <k, aleanza su valor
optimo en cradquier triangulo rectangulo isosceles.

Fanpleando el funcional (2.4), se eseribe ol funcional k-suavidad pac no malia
(7 cotne

JIVAY]

N . . \
o " . A(t{\’l}} 2(?([&,{) SR
S0 2 el LTV Y

k() k4 al/s,) t=)

g

Lav eatvatepin para ponerar madlas convexas con ol funcional k-sunvichid consiste
e tnproximarse i la regidn convexa” empleando ol parunetro k.

Pl sigutente teorema nos paantize que, unn vez elegido k, by mallas aptinas
del fimcional ksuavidad se encnentran precisamente en el coujunta 1.

Teoremn U Sea k0. Sc{d, ) ¢ D oes una sucesidn de mallas gue se apro-
soma a la frontera de g, entonces

Sk((ry) v oxo.

Demostencion
Para endn g, sea A, un trisingulo de drea minima en (/. Por hipotesis, se cumple
que kb a(Ay) 0081 {Sk()) et acotado, debe cumplirse que

z\(l.',\,l) - 'Zﬁ((’_\,‘) - {)

lo quesipnitica que lasucesion de triinguios {Ag} tiende a un tridngulo rectdangu-
lo isdseeles con diren positiva o que los lados tienden a cero. Ninguno de estos
casos es posible debido o hipotesis sobre el drea de A0

Comao consecuencin, tenemos el corolario siguiente.

Corolario 2 Sea k > 0. St el comunto Dy es no vacio, entonces Sy tiene al
menos wne minnno en 1.

Bl teorema 3 proporciona, para & > 0, una estimacion del incremento del va-
lor v de Tas mallas dptimas del funcional Sy, a medida que k se aproxima a cero.

Teoremu 3 Sea 'y en Dy, k > 0. Sea Gy € Dy tal que
Se(Gr) = miin{Sk(G)|C € Dy}

cntonees
a_(G) = —k,

' 2k

caon / T“A"((;l) ."}
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Fl siguiente resultado nos indica que si existe una malla convexa para una re-
qon, entonces a medida que & > 0 se aproxima a cero, los valores de o de las
mallas dptimas del funcional de k-snavidad se incrementan en proporcion a un
factor andependiente de k.

Teorema 4 Supongamos que existe G ¢ Dy y sea ¢ = So(G). Si G es una

: | G
malla no convera, entonces para k en el intervalo (o _(Go), —a_(Gy) — 51—%—“-2)
las mallas dptimas Gy, del funcional Sy satisfacen que
. (/] V} I ‘1 Yy £
(ft_,((tk) e G (Y_(C:()). (2())
¢ 42

Con este resultado se puede demostrar que es posible obtener una malla convexa
cn un nimero finito de pasos.

Los teoremas anteriores nos indican que efectivamente podemos seguir disminu-
vendo & en cada ocasidn para eventualmente obtener mallas dptimas convexas.
in caso de que estas iltimas no existan para una region, ¢l proceso de opti-
mizacion arrojara como resultado una malla con el menor nimero posible de
celdas no convexas.

2.4. El funcional k-arca

En 1996, 'Tinoco ([11}) construyé un funcional de drea basado solamente en los
denominadores b+, para ¢l cual se curiplen resultados semejantes al funcional
de k-suavidad, ¢! funcional k-area:

ki los siguientes teoremas se enuncian las propiedades de este funcional.

Teorema 5 Sea k = 0. 851 Dy # ¢, entonces Ay tiene al menos un minimo en
..

‘Tambien se cumple que los valores o de las mallas optimas del funcional Ay se
incrementan a medida que & > 0 se aproxima a cero.
Teorema 6 Scan Gy ¢ Dy y Gy en Dy tal que
A(Gh) — min Ag (@),
Geo i

tntonces

«© ((;1} - —~’.‘.

l](i,' )‘ . T
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Teorema 7 Supongamos que Dy, es no vacio y sea Gg, € Di,; elijamos Go ¢
Dy, una malla no convera.

Entonces para todo k en el itervalo ( - a_(Go), —a_(Go) + A

. 'dewu)' las mallas

optimas Gy del funcronal Ay satisfacen que
a (Gy) > (‘)_(G()) + (2.8)

donde ¢y, = Ak, (Gr,)

Con este resultado se puede demostrar que es posible obtener una malla convexa
en un namero finito de pasos.

De ahora en adelante, sin causar ambiguedad denotaremos a los funcionales de
k-suavidad y k-drea como kS y kA, respectivamente.

2.5. Mallas generadas con kS y kA

Como un ¢jemplo de las mallas dptimas gencradas con kS y kA, en las figuras
2.1 y 2.2 se muestra una serie de mallas convexas de 40 puntos por lado para
fronteras poligonales que aproximan a la bahia de la Habana, Gran Bretana, el
lago Ucha en Rusia y a Sudamérica. Las mallas iniciales fueron generadas por
interpolacion transfinita (Descrito en el apéndice A),

Listas mallas se presentan a mayor escala en el apéndice B.

2.6. Importancia del denominador & + a

Los funcionales kS y kA generan mallas convexas admisibles de manera muy
cficiente, y aunque los resultados se presentan de manera natural, lo Gnico que
se ha hecho es una translacion del origen en un espacio euclidiano.

L Qué es lo que hace que funcionen?

Resulta sugerente que los funcionales de cste capitulo, que permiten generar
mallas convexas en fronteras arbitrarias, se distinguen de los presentados en el
capitulo anterior por la presencia del denominador & 4+ «, que funciona como
una barrera para evitar que los valores de « en las mmallas sean negativos.

Una desventaja que presentan es que el proceso de optimizacién numérica, cuan-
do los valores de a se aproximan a —k, los funcionales kS y kA requicren ser
reemplazados por expresiones continuas en una vecindad del polo. Es decir, el
funcional kA de la teoria es uno, y el que se implanta en el algoritmo es otro

para poder usar un meétodo de optimizacion sin regtricciones.
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Bahia de la Habana.,

Gran Dretana. Sudamérica.

Figura 2.1: Mallas generadas con k-suavidad,
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Bahia de Ia Habana. Lago Ucha.

Gran Bretana. Sudamérica.

Figura 2.2: Mallas generadas con k-irea.
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Giran Bretana. Sudamdérica.

Figura 2.2: Mallas generadas con k-area.



Capitulo 3

Funcionales convexos de
area

3.1. Introduccion

fon este capitulo analizamos el significado de una expresion semejante al denomi-
nador & + ar en los funcionales. Dicha expresion tiene la capacidad de distinguir
si el drea orientada de un tridngulo es positiva o negativa.

Fste es un hecho que sugiere que algunos funcionales son capaces de identificar
los triangulos Gtiles para construir una malla convexa.

El objetivo contral de este trabajo es generar mallas casi ortogonales. s natural
buscar los éptimos del funcional de ortogonalidad mencionado en ¢l capitulo 1;
sin embargo, lo que se observd fue que sus mallas dptimas casi nunca son con-
vexas. Ksta problematica se analizard er 2l capitulo 4.

Por otro lado, lo que si esta claro es lo siguiente; es indispensable combinar
el funcional de ortogonalidad con algin funcional de drea. La necesidad de es-
ta combinacion nos llevé a buscar el funcional de drca mas adecuado para la
generacion de mallas convexas, ademss es necesario entender completamente
porque un funcional de drea genera mallas convexas.

3.2. Mallas convexas y dispersion

5l proceso de la generacidn de mallas empieza con una malla inicial, que se
obticne por interpolacion. Bl drea de los triangulos de la malla inicial en regiones
icregulares tiene usualmente un rango muy grande de valores, las drecas estan
muy dispersas. Al final del proceso de optimizacidn se produce una reduccion
signiicotiva de ese rango de valores. Fn este sentido, decimos que ¢l proceso de
seneracion de mallas logra una reduceion de dispersion de las areas.

Para facilitar I diseasion gque sigue, sobre los mncionales de drea, es necesario
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establecer una definicion mds precisa, es lo que haremos en la siguiente seccion.

3.3. Funcionales de Area

Sea f(x) : M = IR una funcién continua y F un funcional, F'(x) : RN — IR
dado como :

Sea M (§2) el conjunto de mallas admisibles con N = 4-(m~1)-(n--1) tridngulos,
para una region poligonal 0 de drea igual a A. Sea w la funcion, ¢ : M) —
IRY que a cada malla le asigna el vector o(G) = (ar, @2, .. aN)", entonces
definimos el funcional discreto de drea Fy, asociado a la fun(,lon F' como

Fall) = Plel@))

N
Zf (q).

3.4. Exponenciales de area

Un teorema que se discute en [14] y [56], sobre la utilidad de los funcionales de
Area, es ¢l siguiente,

Teorema 8 Si (', es una malla tal que todos sus triangulos uuwn la misma
drea y Ia es el funcional de drea expresado como I°4(G) = L " flayg), donde
[ es una funcion f : IR — IR, con f"(x) > 0, entonces Gy es un punto minimo
de Iy,

Este resultado nos sugiere que casi cualquier funcional convexo de drea es util.
Sin embargo. esto no es ast, ya que el funcional de drea

N
Fa(G) =) a?
q=—1
no es capaz de generar mallas convexas en regiones irregulares.
Para loprar mallas convexas, debemos buscar una funcion S(«) que se comporte
de manera semejante a 1/(k +«). Desglosando las condiciones implicitas de este
tipo de funciones, se reguiere que f sea:

o capiz de distinguir valoves distintos de «

B COoTIVeNG
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3]

o acotada inferiormente
» v se incremente a medida que los valores de a disitninuyen

Ademias, os conveniente que tenga ta mayor suavidad posible, para permitir en
fa practica una optimizacion sencilla,
Unie respuesta i nuestro planteamiento es fa funcion

fla) = exp(--a). (3.1}

Vewmos el comportamicento de (3.1) sobre Ta familia de triingulos vértices son
(0,0), (J,0) y (1.0) en coordenadas polares, con [ fijo y el angulo 0 variable,
como s representa en o ligura 3.1,

.8y @ o

Fignea 3.0 Triangulo de lados (1,0) y (1, 0).

Sobre éste tridngulo [ - exp(-2sin(0)). Derivando ¢ igualando a cero con-
chiimos ¢ = §  (mdd n). Esto significa que

o . .
(5.65.)0“% = 2oxp(~-21) >0

oy o

5l minimo de f se alcanza en tridngulos rectiangulos orientados positivamente
y sit maximo en triangulos rectangulos orientados negativamente.

3.5. Sumas de exponenciales

Nuestro siguicnte objetivo es mostrar que los funcionales semejantes a

FalC) = F(p(G)) (3.2)

donde

N
F(x) = Z(\xy.)(~-a:q) (3.3)

g1
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son de ntilidad para construir mallas convexa..
Como primer paso, presentamos un teoremna clisico propuesto por Hardy, Lit-
tlewood vy Polva en sn bello texto Inequalities ([32]).

Teorema 9 Scan g una funcion convera y A un mimero veal. Siary, -+ ,ry son
N

nimeros reales que salisfacen d 0 o, = A, entonees

S
A N
Ng( 7\ ) = ZT gl.ry).
1.

Demostracion:
De da convexidad de g se sigue Ta designaldad

N l\'

A e b
1/(';,'\1,‘) iy }4-”" N L-"("")'U

i
T | [

D aqui en adelame, In constante A para nuestro problema es cuatro veees el
darea orientada de la region poligonal,

Este resultado refuerza laidea presentada en e teorema 8: Funcionales de la
forma (.4) aleanzan su valor minimo en una malle con lodos sus valores de o
wquales.

s importante comentar que el teorema 9 no garantiza la existencia de una malla
convexa per se. Una malla como (f, no tiene porque ser una malla admisible
para toda region, ya que existen varias restricciones implicitas en el problema
de optimizacion:

s [on las celdas que se encuentran en las esquinas, los tridngulos que corres-
ponden a los vértices no se mucven durante el proceso de optimizacion,
esto s, tienen area constante.

v 150 cada una de las celdas, la suma del drea orientada de los cuatro tridngu-
los es dos veces el drea orientada de la celda, Fstos tridngulos estdn rela-
cionados por una relacién lineal. Existe una restriccién para cada celda de
Ia malla.

Fistas restricciones implican que para algunas fronteras no existiran mallas con-
vexas para toda eleccion de puntos en los lados.

Un ejemplo de lo anterior fue propuesto por Ivanenko para la {frontera mostrada
en la figura 3.2. Para ese contorno!, es sencillo verificar que no es posible generar
una malla convexa de 3 puntos por lado®,

Con el objetivo de hacer claro el camino a seguir, presentamos dos graficas co-
rrespondientes a earvas de nivel de (3.3) para el caso de 2 variables. Aunque
son mas sencillas que las expresiones para el problema general que necesitamos
resolver, nos sirven para imaginar la geometria asociada al funcional (3.3).
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Figura 3.2: Contorno modelo de Ivaneuko.

Soo(x) = =907 4.

Figura 3.3: Curvas de nivel para fi y fro.
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A pesar de que las curvas en la segunda grifica parecen no ser suaves, cs sola-

mente un efecto visual; consecuencia de un cambio de pardmetro que incrementa
de mancra importante el crecimiento de la exponencial, pero no afecta su dife-
renciabilidad.
Iin ambos casos, las graficas sugieren un comportamiento asintético con respec-
to a rectas paralelas a los ¢jes coordenados. Asi ocurre cfectivamente, y tenemos
en ¢l caso general varios resultados al respecto.
La segunda grifica nos sugiere que debemos hacer para generar mallas convexas.
Notemos que es posible interpretar la grafica de las curvas de nivel para f; como
un “zoom” de fso, pues tomando como argumento 50x en lugar de 2z podemos

considerar, un

en la primera grafica.

Z v H0x

:ambio en el pardmetro, o un cambio de escala dado por

'Los puntos que no estén sobre ¢l recténgulo tienen coordenadas (0.25,0. 5) y (0.75,0.5).

“Tomando como puntos al interior de los lados (0,0.5), (0.25,0.5), (0.75,0.5) y (1,0. "))
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Consideremos dos mallas de 40 puntos por lado generadas minimizando (3.3),
una para un contorno que aproxima a la bahia de la Habana, otra para un
poligono simple de prueba (tigura 3.4). Bn ambos casos el proceso de opti-
mizacion partio de una malla generada por interpolacion de los lados.

La primera de estas mallas tiene 2 celdas no convexas y la segunda es una malla

il
b H .
il i
;:""”“:" ] ¢ ’ e,
"i""'-'"ij"k{ (‘l { }; e e
! BT
) “751(: }/ .’! :/( fu J{{‘ '
! o N “f“ﬁﬁ’."%i‘iﬁ‘l‘ "i‘
rie= i
s e

Figura 3.4: Mallas generadas con el fuacional (3.3).

convexa. Los histogramas para los valores de a en estas mallas se muestran en
la figura 3.5,
! promedio @ es igual a la anidad en ambuas madlas. Fsto explica el fuerte
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Figura 3.0: Las distribuciones de o para los contornos (hgura 3.4).

agrupamiento alrededor del valor o == 1 después del proceso de optimizacion.
Sin embargo, la primera distribucion no corresponde a una malla convexa.
. Por qué Tracasa ¢l funcional

N

- WY .

Fa(G) = ) exp(-ay),

Q=1

en el cnso de la bahia de la Habana?
[51 problema esta en el hecho siguiente: La exponencial exp(—a,) no penaliza lo
suficiente a los triangulos de area negativa pequena, por esta razon es necesario
aumentar la penalizacion.
Consideremos la funcion exp(—ta), donde t > 1. Lo anterior da lugar al funcional

Fa o ((7) = Fo(pl( )
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donde

A’

Fe(x) ) expl=tag).

q:..l

Aumentar la penalizacion es equivalente a escalar la malla. jQue queremos decir
con esto? Como la malla GG es un punto en un espacio enclideano de dimension
finita, si escalamos los puntos de la malla ( por un factor \/f las areas de los
triangulos de fas celdas quedan escaladas por un factor £ Fn forma simbdlica

G s VIG

ry r Ay,

por lo tanto, si denotamos F(VIG) como F (1) tenemos

N

Fp () - Zt'xl)(»=-ln,,),

01

3.6.  Superficies de nivel de F

A continuacion, establecemos algunos resultados sobne las superficies de nivel
de 1.

Teorema 10 Scan u > 0, 1 > 0. Existe xo = (xg1, To2, - xon)"T ¢ R™ tal
que

m

2—’\ o ~trg,

(= |
== u

It (x0)

!

Demostracion:
Tomando xg, = 2, para 1 < 1,5 < tenemos Fy(xg) = Ne 0 entonces

l(,{;_gln ~logu a

Loy = - /

1 anterior resultado también indica que el espacio cociente construido en RN
con la relacion de equivalencia

X~y e Fi(x) = Fi(y)

s¢ identifica con los reales positivos, considerando la interseccidn de las superfi-
cies de nivel con la recta generada por el punto (1,1,1,-+, 1)7 € IR™.

% inmediato verificar que las superficies quedan dentro de una translacién ade-
nT.

cuada del primer *hipercuadrante” de RV en la direccion del vector (1,1,1, - -
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Definicion 5 Definamos para k real el conjunto

A = {x = (ry, 19, -, an) € BY|min{x;} > k}. (3.4)

Teorema 11 La superficie de nivel Sx, del punto xg = xo(1, 1, -+, 17T, defini-

da por el funcional
N

Fi(x) =) et

donde k,t son mibineros reales y > 0, cumnmple que

Sey C Mg

simg 2 ko !!It’;_!)l,,

Demostracion:

Dada la simetria del funcional, solo hay que verificar que no existe intersec-
cion con ¢l plano ay = k. Si dicha interseccion existe, entonces parn el punto
(kg an) tenemos

Y

N
g N ..
ety > ¢ e Neotho,
Al

=g

Como consecuencia del teorema 10, existen valores g, xy,..., 0y que satisfacen
la expresidn anterior, si Ne 0 > ¢ % de donde se deduce inmediatamente
que

log N
ro < k- ~~£{»»—.U

Es importante senalar que la forma de la frontera de los conjuntos Ag y las
superficies de nivel del funcional Iy, es muy parecida para t grande (Figura 3.3).
Definicion 6 Consideremnos un wimero real k . Kl (:()njuﬂw Ty es
T = A NP,
donde 12 ¢s el plano
P={(xy, a9, an)ey +ag 4+ ay = AL (3.5)

El vector de los valores de « de una malla admisible siempre estd contenido en
P, y cuando la malla sea convexa estarda contenido en 1g.

Ll siguiente ejemplo muestra como se puede aprovechar el comportamiento sui-
géneris de las superficies de nivel y el papel que juega el parametro £.
Ejemplo. Para Ia funcion

Fe(r,y, t) = cxp(—tx) 4 cap( ~ly),
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consideremos un punto (xp. yg) ¢ Ax € %, Sea la familia de curvas de la
funcion /14 dada como:

Slroyo ) = {(ry)je 7 4TV s 70 g Tl

s inmediato verificar que cuando £ -+ oo, las curvas de nivel quedan eventual-
mente contenidas en el cuadrante que detine Ag, en otras palabras, a partir de
cierto valor de £ quedan contenidas completamente en Ay (Figura 3.6).

PA}

li 1

~-

Figura 3.6: Algunas curvas de nivel para I,

Con base en este ¢jemplo, vamos a demostrar que en el caso general existen
valores de f a partir de los cuales se cumple la siguiente condicion: "Si 2y € Ay
entonees existe un valor de { tal que la superficie de nivel esta contenida en Ay
para valores de k << A/N".

El siguiente teorema sintetiza el proceso que hemos motivado.

Teorema 12 Si el punto xg = (xor, Toz, ..., won)! € AN P ysik < A/N
entonces exste un mimero real t > 0 tal que, la superficie de nivel Sy, de I(x)
que pasa por Xo, estd contemda en Ay,

. ¢ s
Demostracion
La primera observacion es que si se aplican los teoremas 10 y 11, se obtiene la
condicion para de t, a saber

log Fi(x)

> k.
!

Como 4(1,1,..., 1)7 es el minimo de Fi(x), tenemos

A
“{xq) > xXp(—t-—=
Fi(xq) = N exp( N)

de donde se sigue
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mp lf (x()) '

© Por otra parte, dado qne'Xn 'E: Ar
nLE mm{l,o,} >k,
o quo pl opm(‘lond una ml.a sumnm pum Ig(xo)

filxa) < Nosp(-t22)

~de donde

J,(‘,_ log(N) mw (xo)
R ! ot S L

o resumen

et rtral o o e s i

tomando limite ¢ - oo obtenemos

At g ( !*(‘)gﬂfi“(ﬂ-)*)) SR

k<a® < lim ( Tog(F c(_’&)))) e

Lo I(»g(;\) Vlog(rlf‘,(xn))r A L lo;r(l\)"

¢s decir,

t- L
por lo que para ¢ suficientemente 'gr:mde tﬁJ que
log(F(x
N _.ELLL_O_D,
; o A

se stg,n(‘ la ahrmdmon del L(mmnau
- Ahora estamos interesados en ¢l conjunto

Ly = {x¢€ I’II',(x) < a}

que es la interseccion del plano £ con los puntos X tal(‘s que I‘g(x < q. l:;lz;——;ﬂ"

~Ejemplo: Consideremos las curvas de nivel dc la ftlllci(’)il

m(m,’ Y, z) = exp(——l r) + ¢ rp( {u) +cxp Iz)

“sujetas a la condicién z +y 4z = 1. Se puede ver fécilmente qm , I (onJunm L,, S e
se obtiene de las curvas de nivel de Iy al lennar la vm’mhlo e : =
“Asi ()btonvmuh la_funcion S

. ,“,{(;lr,ry)r = (:)V(V}')(”[:II;':)V"F exp(=-ty) + (;gx')(ﬁ-%(.(j':;} x "t/)) ; o
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y L os el conjunto de puntos (1 y) m](‘s que

Observemos de la figura 3.7 que el conJunto La ('s CONVeXo, motado y homm—
morfo a la bola unitaria.

R - . 15
/‘fﬂ“tn_
AN \, 1
;\\\
RN
b "\\ 05 y
B ™\
N
-x\‘\ 7 ; \) 0
,,M\'\. . o
S S VS WS U —J {5
05 0 04 1 15
X

Pigura 3.7: Conjunto Fy(x, y).

Las propiedades del conjunto L, son vilidas para cualquier funcion parecida a
la exponencial. Bl siguiente teorema establece esta afirmacion.

Teorema 13 Sea

N SRR
G Al it Il‘ . ,-‘ oy
Hi((er, o yen)') = N f (),
=1 ,
donde f(r) es una funcion continua, e,ahu‘(amen!e decreciente, convera y posi--
tiva, Seant >0, A>0y P la expresion (3.5). kntonces para toda a> Nf(',(,‘,),
los conjuntos

La = {x€ Pla> l(x)} (3.6)
setisfacen las siguientes propiedades:
» Los conguntos Lg son cerrados y no vacios.

o Sia< b, entonces L, C L.

para toda x ¢ P\ L,, Hy(x) > a.

La frontera de L, es el conjunto

{x G PlH(x) = a}.

Los conjuntos 1., son convesos.




o Los conguntos L, son acolados (y en consecuencin compaclos usando la
pranera propiedad).

Estas propiedades indican que las superficies de nivel de Iy restringidas a P son
topolégicamente equivalentes a esferas ([48]), lo que nos permite demostrar de
una manera sencilla los teoremas de la seecion siguiente.

lin la figura 3.8 se muestran los conjuntos L, que pasan por el punto xg para
distintos valoves de o,

3.7. Mallas optimas del funcional F;

Sea M (§2) el conjunto de mallas admisibles con N = d(ne — 1)(n - 1) tridngulos

para una region poligonal © de drea orientada ignal a A. Se define el conjunto?
' My~ (G ¢ M) (G) > k)

para k< A/N.

Observemos que (7 e Mg siy solo st p(G) € Ag.

PRI v ) e ' v ' '
as [T
e ""‘-‘ .
2N
14 ‘\:\\\
I \\\
N
03
NG N
05 \kkﬂ//"my )\\

Figura 3.8; Conjuntos L,.
£ a

Teorema 14 Sca k < 7/\11 y supongase que existe una malla convexa Gy €
My (S2). Entonces, para un valor de t suficientemente grande, existe (! € My(QQ)
lal que

I"A,,((;') = min{ I (G)|G € M}

3Los conjuntos Afg son cquivalentes a los conjuntos Dy del capitulo 2; para nuestros

propositos, por la manera como hemos planteado el problema en términos de los conjuntos
Agp y Tx eos conveniente hacer una nueva definicion. Claramente, D _ . = A,
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Demostraciéon

Hagamos ¢ == () vy sea ¢ tal que la superficie de nivel Sg == {x ¢ RV |F(G) =
Fe(x)} satisfaga 55 < Ay

La interseecion Sg NP es no vacia, pues G ¢ 1,y dado que SeN P C Al ="y,
la superficie de nivel del funcional £ restringido a F? estd contenida en Ty. Esto
significa que ¢l conjunto

Liygy = {x ¢ PIF(G) > (X))

esta completamente contenido en 7.
De la defincién de Ly, gy, se sigue que Vx € P\ Loy

Fi(x) > Fi(G) (3.7)
y consecuencia de la propiedad 3 del lema 13, VX € Ly, gy se cumple

Fy(x) < F(G). (3.8)

Finalmente, si Gy y (/5 con mallas en My, tales que o(G) ¢ Loy y w(G2) ¢
Ly las desigualdades (3.7) y (3.8) implican que

Fe(p(Ci)) > 19(G) 2 Fi(p(Gh));
en otras palabras tenemos

Faa(Ga) > Fad(Go) 2 #4,4(Ch).0

3.8. Sobre el escalamiento y la e-convexidad

Para m, n fijos, consideremos M (€2) el conjunto de mallas de dimensién mn x n
donde los puntos a la frontera son fijos. Ahora bien, para cada G € M(§2) el
promedio del drea de los triangulos de las celdas lo escribimos como

1 N
N ==
(,V((l) = —N- 2 v,
=1
donde NV es el nimero de tridngnlos en la malla ; sin embargo, debido a que

la frontera de 2 y los tridngulos estdn orientados positivamente tenemos que

Area(9)
(m—=1)n-1)

() =

antidad que es mdependiente de la malla, sélo depende de la region y de la
dimension de ésta. Por consiguiente lo denotaremos como

FM(52)) —~ —Drealld)

(m -Dm-1)
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Ahora bien, consideremos el conjunto de mallas convexas My(§2) en la region £,
a cada malla (7 < My(Q) le asignamos a_(G) = min{a(A)| & € (7}, observemos
las propiedades de esta funcidn

[ R A[()(Sl) -~ R
G a_(()

a) o esta acotada superiormente. [Bn lo particular

0 < o (G) < @(M(2)).

b) Esta funcion alcanza su mdximo para alguna malla G € Mo(82), definimos
ese NIMero como

((Mo(e) = iy ()

De manera particular observamos que

0 < . (G) < e (Mo(82)) < w(M(82)),
para cualquier (¢ My(R2).

Cabe senalar que el valor ¢.(Mo(52)), es un punto de referencia para la dificul-
tad cspernda en la generacion de mallas convexas en la region; sin embargo, este
valor puede fluctuar en valores muy grandes o muy pequeios, dependiendo de las
coordenadas espaciales de la vegion €2, por lo que no habra un valor de referencia
a menos que escalemos las mallas y entonces podamos hablar en conjunto de
una ¢-convexidad.

El escalamiento propuesto consiste en hacer @(M(§)) = 1, de esta manera,
transformaremos €} en Y, por un factor de 7‘5 de tal forma que @(M(Q')) = 1.
A partir de ahora, cuando hablemos de 2 y ¢l conjunto de mallas de dimension
m X n, pensaremos que se encuentra ya escalada de esta forma.

Iiscalada la region, ya contamos con un patrén de referencia para e (Mp(€2)).
Es importante subrayar, que este valor ¢.(Mp(€?)) depende de la region Q, para
regiones muy irregulares, por ejemplo, con con dificultades de cambio de con-
vexidad en su frontera, este valor podria ser muy pequeno.

0 < o (Mo(§2)) < 1

Fsto puede ocasionar que ¢l problema de la generacion de mallas e-convexas no
tenga solucion si ¢ > .(Mp(2)). in la priactica hemos encontrado, para nuestros
problemas tipo, que con el escalamiento propuesto y para ¢ = 10~4, siempre hay
mallas c-convexas.

Todos los algoritmos se han implantado en doble precision, de tal fortuna que,
al usar este valor cota para la c-convexidad, no tenemos problema de mal condi-
cionamiento con el redondeo.
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3.9. Algoritmo para la generacion de mallas con-
vexas

In esta seccion se muestra la forma practica de emplear los resultados hasta
ahora discutidos para generar mallas convexas. Para tal proposito, es necesario
tener presentes los siguiente hechos:

« [l objetivo es generar mallas converas, no mallas dptimas. Los funcionales
cuyas mallas 6ptimas son convexas son solo una herramienta para generar
por medio del proceso de optimizacién, una sucesion de mallas que tiene
un primer elemento convexo si existen mallas convexas para una region.

» Fn la optitmizacion numérica se requiere un criterio de convergencia. Il
criterio de paro se basa en la norma del gradiente.

In resumen, empleando lo hasta ahora expuesto, se propone ¢l siguiente algo-
ritmo para generar mallas convexas:

1. Elegir valores iniciales para TOL L, 7> 1y e > 0.

2. Gencerar una malla inicial y escalarla para satisfacer @ = 1.

3. Bfectuar algunas iteraciones del problema de optimizacion

G~ arg i Fi (G
ks (.'élfl\lll(ln){ (G}

con

N
F(G) = Y fllay)

q=1
hasta satisfacer ||V F,(C)|| < TOL, donde VF, es el gradiente de Fy

4. Si a_(G) > e, obtenemos una malla convexa y el proceso ha terminado;
de lo contrario multiplicamos ¢ por el factor T > 1 y regresamos al paso 3
con (7 como la malla inicial.

Es importante observar que el factor 7 y el valor inicial de t en el algoritmo son
arbitrarios. y pueden, en principio, ser elegidos sin relacion a un valor especifico
de k, aunque claramente diferentes eleceiones implicaran que el proceso de op-

timizacion requerira de nids o menos iteraciones para generar una malla convexa.

3.9.1. Resultados numeéricos

Usando el funcional 74 ¢, gencramos las mallas convexas de 41 puntos por lado
que se muestran en la figura 3.9, para contornos que aproximan la bahia de la
Habana, Sudamérica, el lago Ucha en Rusia y Gran Bretana.

Siguiendo el algoritmo descrito en la seccion anterior:
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o Las mallas iniciales fueron generadas empleando el funcional de drea-or-
toponalidad? v escaladas para satisfacer @ = 1.

» Se cligicron los valores £ = 1, 7 =2, ¢ = 1074 y TOI, = 104,

» Se empled Newton Truncado con Bisqueda en linea para la optimizacion

(Véase (]26))).

Is posible observar que las mallas dptimas convexas mostradas en la figura
3.9 presentan zonas con una densidad alta de los puntos ivteriores de la malla,
lo que ocasiona un efecto visual de “conglomeracion” a la escala a la que se
han incluido en el presente capitulo. En el apéndice I3 se muescran nuevarnente
estas y otras mallas obtenidas en la tesis, pero dibujadas a mayor escala, lo que
permite una mejor apreciacion visual de su estructura,

Iin la tabla 3.1 se presentan los valores inicial y final de ¢, {; y Ly, el nimero u
de actualizaciones de (, asi como «v_ y ay para las mallas finales y el nimero 7t
de iteraciones del proceso de optimizacion,

Ion el apéndice B se muestran a mayor escala las mallas de esta seccion.

Region x Ly v vy Il u
Bahfa de la ITabana | 1.00 | 4.00 | 0.1220 1.9579 | 174 | 2
Sudamcdrica 1.00 § 2.00 | 0.0618 1.9269 52 | 1
Tago Ucha 1.00 | 800 | 0.0388 | 27271 74 |3
Gran DBretana 1.00 | 8.00 | 0.0022 { 10.7981 | 398 | 3

Cuadro 3.1: Parametros empleados con el funcional /.

3.10. Caracterizacion de los funcionales suaves y
convexos de area para generar mallas con-
vexas

La sencillez del funcional (3.3) permite ver que nuestros resultados son vilidos
debido a que la funcidon e™7 es

s Convexa.
e listrictamente decercciente.
» Positiva,

Por lo tanto, proponcmos los siguientes teoremas gencerales.

Wresentado en el capitulo 1.
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Sudamérica. Gran Bretana.

Figura 3.9: Mallas generadas emplcando ¢l funcional #).

Teorema 15 Sca uw > 01 una funcion continua, convexra, positiva y estric-

! y B !
tamente deereciente. Entonces, c.iste un punto z = (21, -y 2m) € IR™ tal que
para ¢l funcional

se cumnple que:

Demostracion
Consideremos sin pérdida de generalidad que f > 0. Solamente hay que hacer
o=, para ]l <4< n, asi

(z) = mf(c)

1
Iintonces
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También es cierto que algunas curvas de nivel de I quedan completamente con-
tenidas en el hipercuadrante positivo.

Teorema 16 Sean z, bk wmimeros reales, [ una funcidn continua, conveza, pos-
iwa y estrictamente decreciente, Ay == {(, - en)mimcien{a} > k} oy
zoo (2,20 2) ¢ N Butonces, la superficic de nevel S, del punlo 7. definida
por el funcional

N
F(x) =Y flr)
i~ )

satisfare que
S, A

stz z [T (R (k)

Damostracion
Si la primera coordenada de un punto en S, es &, debe cumplirse gue

%
SR 1Y fa)) = k()
=2
o en fornwa equivalenie
N
Y I = Nf(z) - SR,
1=2

La dltima expresion se salisface como consecuencia del teorema 15 si N f(z) =

S(R), esto es
2 f! (%J-j(k)) 1)

A partir del tearema 16 ¢l significado de ¢ es geométricamente evidente. I8l valor

0 [ ({V-fm))

representa un “umbral” medido sobre la recta generada por el punto (1, -+, 1), a
partir del cual, todas las superlicies de nivel que corresponden a puntos mayores
que zp, estan completamente contenidas dentro del hipercuadrante positivo.
Iiscalar un punto en RN que esté asociado a una malla convexa, significa en-
contrar puntos en la recta generada por ¢l en las superficies de nivel que estan
completamente contenidas en Ag, (figura 3.10).

Teorema 17 Scan [ con las hipdtesis del teorema 16, F' dada por
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Figura 3.10: Significado geométrico de ¢.

y §2 una region poligonal para lu cual cxiste una malla admisible Gy.
Ismtonces cs posible encontrar un mimero real t para el cual cxiste una malla
(: € My(1Q) tal que

Py (@Y = min{ By ()G ¢ M(VED)}.

Demostracién
A partir de los teoremas 15 y 16, se sigue que la superficie de nivel de Gy es una
superficie contenida en el primer hipercuadrante, si se satisface

£ (G 2 1 (1),

que es equivalente a pedir

F(tw(Go)) < F(0). (3.9)
Notemos que F(tGo) < Nf(ta_(Gy)). En consecuencia, si

N f(ta_(Go)) < f(0),

la afirmacion del teorcina sc sigue inmediatamente. Por lo tanto, para satisfacer
la expresion (3.9) sélo hay que elegir ¢ tal que

Lo (L, ,
2mf (Nf(O))-D (3.10)

Los teoremas 13 y 17 nos proporcionan el resultado deseado. De hecho, indican
que tenemos una gran libertad para disenar funcionales para generar mallas
convexas. '

ISs interesante observar que el conjunto de mallas convexas que podemos al-
canzar depende continuamente de t debido a la continuidad del funcional F'
sustentado en el teorema 15,
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3.10.1. Resultados numéricos

Para concluir, sélo resta hacer el siguiente comentario. Bl teorema 17 afirma
que lo ainico que hace falta para generar una malla convera es un valor de t lo
suficieniemente grande. Aunque no se cuente con informacion sobre los valores
de a_(G7) para las mallas G en una region §2, es posible incrementar ¢ de manera
gradual hasta obtener una malla convexa. Por lo tanto, podemos aplicar el
mismo algoritmo presentado en la seccion 3.7,

A manera de muestra, incluimos en la figura 3.11 mallas convexas generadas con
el algoritino anterior para la bahia de la Habana, Sudamérica, el lago Ucha en
Rusia y Gran Bretana con 41 puntos por lado con un funcional que denotamos
coma S = Y f, para la cual f(z) es

Kl valor inicial para ¢ fue tomado igual a la unidad y 7 = 2. Las mallas iniciales
fucron gencradas con el funcional de drea-ortogonalidad.

Iuu fa tabla 3.2 se muestran el valor final £5 de ¢, el mimero u de actualizaciones
de ¢, los valores maximo y minimo de o para las mallas hinales y el ntimero [t
de iteraciones del proceso de optimizacion.,

Region L ty r_ vy It | u
Bahia de la Habana | 1.00 | 4.00 | 0.0024 | 2.0004 66 | 2
- Sudamdrica 1.00 | 4.00 | 0.1619 | 1.9510 [ 48[ 2
L.ago Ucha 1.00 | 4.00 | 0.0478 | 1.9897 13 | 2
Gran Bretana 1.00 | 8.00 { 0.0003 | 3.7991 | 182 | .

Cuadro #.2: Parametros empleados con el funcional S.

3.11. Combinaciones de funcionales

Consideremos una combinacidn lineal del tipo
gl (p(G)) + (1 = a) L (p(G)) (3.11)

donde o es un niunero real que satisface 0 < o < 1y I, es el Tuncional de
longitud.

Como mencionamos en la introduccion, la idea ¢s reflejar ¢l efecto de ambos
funcionales. Bl papel de F es obligar a que las mallas dptimas sean convexas.
El objetivo de emplear /9, es obtener mallas mas suaves.

En ia inplementacion numérica de las combinaciones, hay que tener presente el
hechio de que el orden de magnitud de los funcionales puede ser muy diferente,
por lo tunto, deben ser normalizados con respecto a los valores que toman en
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Sudameérica. Gran Bretana.

Figura 3.11: Mallas generadas con el funcional S.

sus mallas dptimas.
La normalizacion para longitud se caleula tomando como referencia una malla
ideal forimrada sélo con celdas rectangulares. La constante de normalizacion Ky
esta dada por ((56))

1
1\’/ T e
2No
Por otra parte, el teorema 9 indica que para el funcional F que aparece en ¢l
teorema 15 debemos usar

1

e e

Nf(ta)

I3
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3.11.1. Resultados numéricos con las combinaciones linea-
les

Clomo cjemplo de mallas optimas de las combinaciones, mostramos mallas ge-
neradas con %S + :3—!"1, empleando los contornos y el funcional S de la seccion
31001 (Figura 3.12).

Las mallas iniciales fucron generadas por interpolacion transfinita y escaladas
para satisfacer &v = 1. Bl valor inicial de { se tomd igual a la unidad; el valor de
7 se eligio como T = 2,

También presentamos mallas generadas para las mismas regiones mediante la
combinacion TlTiS + 1—%]"‘,, (Figura 3.13). Es posible observar que al disminuir o
se obtienen mallas mds suaves, (
Todas las mallas que obtuvimos con las combinaciones son convexas.

En las tablas 3.3 y 3.4 se muestran los valores inicial y final de t, t; y t7, ¢l
numero 1 de actualizaciones de () los valores minimo y maximo de o en las
mallas linales v el ndmero [L de iteraciones del proceso de optimizacion.

P:R.ngi(’m [ ty o | ay It | u ]
Bahia de la Habana | 1,00 | 8.00 { 0.3075 | 3.1117 | 237 { 3
Sudamérica 1.OO | 4.00 | 0.0346 | 2.0067 { 34 | 2
Tago Ucha 1.00 | 800 0.201T | 3.0065 [ 137 | 3

| Gran Bretana 1.00 | 8.00 | 0.0018 | 4.02487| 221 | 3 |

iy

Cuadro 3.3: Pardametros empleados con la combinacion <£L

Region L, ty (_ oy | u
Bahia de la Habana { 1.00 | 8.00 | 0.2155 | 3.3764 | 148 | «
Sudamérica 1.00 | 8.00 | 0.2427 | 2.2851 | 68 | 3
Lago Ucha 10618001 0.2164 13,0311 [ 139 | 3
| Gran DBroetana LO_(“)%J 800 | 0.0025 | 4.2426 | 189 | 3

Cuadro 3.4: Parametros empleados con la combinacion 0,1 « 5 4+ 0,9 « I,

3.12. El cociente oy /ov_

Como se ha mencionado, una malla “perfecta” es aquella para la cual todos los
valores de a son iguales. En el problema que hemos resuelto, dado que no per-
mitimos la reubicacion de los puntos en los lados de la malla, en algunos casos
tendremos valores maximo y minimo de a que estardn mas alejados mientras
mas irregular sea la frontera de Ia region. Fsto no representa mayor problena
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si nuestro intorés es generar mallas convexas®. Sin embargo, es descable que el
area total de la region se distribuya lo mas uniformemente posible en las celdas
de las mallas: esto puede lograrse redistribuyendo puntos en la frontera.

Como en nuestro objetivo inicial no incluimos dicha tarea, su andlisis y apli-
cacion debe diferirse para trabajos posteriores. Por el mismo motivo, también
queda como una actividad pendiente 1a bisqueda, entre todos los funcionales
descritos por el teorema 17, de aquellos que sean mas «ficientes para generar
maollas convexas.

En las tablas 3.5 a 3.8 presentamos los valores del cociente o /o para las ma-
llas de este capitulo. Este cociente es independiente de la escala y nos indica
que tan lejos estamos de la malla ideal donde es igual a la unidad. Es posible
observar que, mientras mas irregular es la forma de la frontera, mds grande es
el cociente.

No obstante, a pesar de la irregularidad de las fronteras en los ejemplos que pre-
sentamos, siempre que existan mallas convexas para una region, el teorema 17
garantiza que podemos generarvlas empleando los funcionales que desarrollamos
en este capitulo: en esto radica precisamente la efectividad de los mismos.

No existen en la literatura especializada en generacion de mallas resultados
similares a los aqui propuestos, con excepcion de los desarrollados por Barrera-
‘Tinoco ([9},{10},{11]) ¢ Tvanenko ([17),]36)).

Region ) x_ Oy g/
Bahia de la Habana | 0.1220 1.9579 16.0484
Sudameérica 0.0618 | 1.9269 |  31.1796
[ Lago Ucha 0.0388 | 2.1271 54.8222
Gran Dretana | 0.0022 | 10.7981 | 4908.2272

Cuadro 3.5: Cociente ay /a_ para el funcional 1.
{ I

Region «_ o ay/a.
Bahia de la Habana { 0.0024 | 2.0004 { 533.50002
Sudameérica 0.1619 | 1.9510 12.0506
“Lago Ucha 100478 | 1.9897 | 41.4184
Gran DBretana 0.0003 | 3.7991 | 1266.4020

Cuadro 3.6: Cociente vy /a_ para el funcional S.

“Tampoco representa necesariamente una dificultad considerable en la solucién numérica
de ecuaciones diferenciales parciales empleando diferencias finitas: Una vez que se ha generado
una malla convexa, puede refinarse para obtener celdas con valores del cociente ay /a_ mas
cercanos s la unidad.
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A:lj,_(_:gi(.'m - o a, a,fa.
Bahia de la Habana | 0.3075 | 3.1117 | 10.1193
Sudamérica 0.0346 | 2.0667 59.4422 |
Lago Ucha 0.2911 | 3.0065 10.3281 |-
Gran Bretana 0.0018 | 4.0248 | 2236.0002

Cuadro 3.7: Cociente « . /a_ para la combinacién 5—%—’-‘*

MRegion o ay | ayja
Bahia de la Habana | 0.2155 [ 3.3764 15.6677
Sudamérica 0.2427 | 2.2851 9.4153
Lago Ucha 0.2164 | 3.0311 14.0069
Gran Bretana 0.0025 | 4.2426 | 1697.0011 |

Cuadro 3.8: Cociente avy /or_ para la combinacion 0,1 .5 + 0,9 % {7,
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Sudamérica. Gran Bretana.

Figura 3.12: Mallas generadas con la combinacién %S + %I",,.
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Capitulo 4

Mallas casiortogonales

4.1. Panorama del problema

Como menciona I¢a ([23]), la obtencién de mallas ortogonales, es uno de los
retos actuales en la generacion de mallas.

Fsto se debe a que ofrecen varias ventajas en la solucion de sistemas de ecua-
ciones diferenciales parciales, como por ejemplo:

» La tranformacion de las ecuaciones diferenciales parciales, por el método
del mapeo, reduce el nimero de términos adicionales.

» Generalmente la precisién en las téenicas de diferenciaciéon numérica es
mayor en las mallas ortogonales.

» La implementacion de modelos de turbulencia requiere informacion a lo
largo de direcciones perpendiculares.

Sin embargo, las mallas ortogonales sélo existen ¢n algunas regiones con dis-
tribuciones muy cspecificas de puncos en la frontera. Por esta razon, para tratar
de aprovechar las ventajas anteriores, es necesario construir mallas que sean
casiortogonales, es decir, lo mds cercanas a la ortogonalidad.

Ion las mallas casiortogonales las condiciones de ortogonalidad, que presentamos
en la siguicnte seceion, solo se satisfacen parcialmente (Thompson et al. [46)).
151 problema central que motivé nuestro trabajo, fue generar mallas discretas
casiortogonales. in este capitulo, presentamos una propuesta variacional discre-
ta, para generar este tipo de mallas.

4.1.1. Mallas ortogonales continuas y discretas

Sea x una malla continua del rectangulo R = {(§{,7)[0 < € < 1,0 < 5 < 1}
sobre la region 2 y (€p,no) € R. Para cada ng y €o, definamos los segmentos
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horizontales H y verticales V

M) = {(€,po)|0 < € < 1}

V(o) = {(§o. )10 < 9 < 1}
Las lincas (o trayectorias) coordenadas en §2 son las imagenes bajo x de H(io)
y V(&), cuyos veetores Langente son Xe = (g, yg) ¥ Xy = (q. Uy). respectiva-
mentce,

Decimos que una malla continua x s ortogonal si se satisface la condicion

X'EI.X'I = Lgldy -+ Yely
= 0.

in el caso discreto una malla ortogonal tiene una configuracion trivial. Para ver
lo que esto significa, consideremos una malla convexa y ortogonal (7 para uua
region §1.

Debido a que 1a malla es convexa, las posiciones de todos sus puntos interiores
estan al interior de €. Si todos los dAngulos interiores de las celdas son angulos
rectos, entonces cada celda es un rectangulo. Por lo tanto, como la malla es
estructurada, la frontera de la region € es un rectingulo.

4.1.2. Mapeos conformes y casiconformes

Observemos que si una malla continua x = (2(&€,n), y(€, 1)) es un mapeo con-
forme, entonees ¢s ortogonal, pues satisface las ecuaciones de Gauchy-Ricmann

g = Un
Ty = Ve
de donde
xTx = XLy + YelYn =
eXn T Ly T Yelny =

= —xeye + Yyl = 0.

Por lo tanto, una alternativa natural para generar mallas ortogonales s medi-
ante mapeos conformes (Una revision de los métodos basados en mapeos con-
formes para generar mallas convexas puede encontrarse en Toledo, [57]).

Sin embargo, como consecuencia del teorema de mapeo de Riemann (Henrici,
[34]), no es posible transformar por medio de un mapeo conforme cualquier
rectangulo sobre un dominio arbitrario Q , a menos que el cociente ancho-largo
del rectingulo sea igual a una constante M denominada médulo conforme.
Para encontrar x, se resuelve Ja ecuacidon diferencial

M%xee + Xy =0,
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obteniéundose un mapeo x que se denomina casiconforme (Lehto, [43)).

La dificultad practica en la obtencion de este mapeo consiste en que Af deperde
de £, y por lo tanto no se conoce a priort; algunas propuestas para estimar Af
pucden encontrarse en Anderson ([3)) y Challis ([13]).

Un caso particular del teorema del mapeo de Riemann, cuando la frontera de
es una poligonal con m vértices, es el lema de Schwarz-Christoffel ([1]). Debido
a que las fronteras de nuestras regiones son poligonales, este lema pareee ser la
opcion natural para generar mallas ortogonales.

Il lema indica como transformar el interior del circulo unitario sobre el interior
de €2, por medio de la formula

m

LA
S(w) = / r[ (u = wg )™ Vdw + (4.1)
SO gy

en donde Cy ¢ son dos constantes complejas que dependen de la frontera de 2,
los puntos wy son los prevértices ubicados sobre la frontera del circulo unitario
que corresponden alos puntos que definen ta poligonal, v los valores e son
los Angulos entre los lados consccutivos, con vértice vi.

Howell ([35]) presentd un estudio del cilculo numérico del mapeo de Schwarz-
Christoffel, que resulta muy 0til para generar mallas en regiones con un alto
grado de simetrin,

Sin embargo, en regiones de forma irregular, emplear la {ormula de Schwarz-
ChristofTel resulta complicado. Como cjemplo, consideremos la region que se
muestra en la figura 4.1. Su frontera es una poligonal con 156 vértices V ==
{1, v, -+, vise} que aproxima a la isla de Gran Bretana.

La construccion de una malla discreta consiste en evaluar una integral del tipo

Figura 4.1: Contorno de Gran Bretana
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w 1H6
S(w) = / H(uy — ) e 4 (4.2}
Jo o
k-1

Previamente, deben determinarse las constantes €y €. Una vez conocidas, para
encontrar los puntos interiores de la malla, se trazan trayectorias ortogonales
dentro del circulo unitario y se caleulan sus imagenes.

Para hacer esta evaluacion, hay que considerar que la integral (4.2) ficne una
cantidad umportante de singularidades en las pre-imdgencs de los puntos que
definen la poligonal. Aproximarla numéricamente debe incluir una cstrategia
para mancjar adecuadamente las singularidades.

Ademas, la distancia entre los prevértices disminuye de manera exponencial;
esto causa el fendmeno conocido como conglomeracion (crowding) (De Lillo,
[18]). Por ésta razon, cuando el nimero de vértices en la frontera es grande, los
prevértices pueden ser indistinguibles numéricamente.

Fin resumen, las singularidades en los prevértices y el mimero de los mismos
dificuftan el uso de laintegral (4.2) para generar mallas ortogonales, en regiones
irregulares, con la formula de Schwarz-Christoffel,

Fin general, los mapeos conformes tienen las signientes limitaciones, para la
generacion numérica de mallas (Knupp y Steinberg, [40)):

= Permiten poco control sobre los puntos interiores de la malla.
s Las distribuciones de los puntos en la frontera no pueden ser arbitrarias.
= Los mapeos conformes estan mal condicionados, en el sentido de que cnin-

bios pequenos en I frontera del dominio, pueden alterar significativiunente
tas posiciones de los puntos que se mapean,

4.1.3. Generacién ortogonal de mallas empleando E.D.P.

Las mallas ortogonales continuas también pueden ser definidas a través de la
relacion conocida como el Laplaciano escalado o ecuacién de Beltrami ([40))

Fxeg = ~Jaxy, (4.3)

donde F es la funcion distorsion

(4.4)

y Jo la matriz
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A partir de la ecuacion (4.3), se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales
empleado por Leal y Ryskin ([41])

0o ir 0 (1 (’).r)
e {Frs) 2+ =) =0
€ A€ dny \F

i ( Ly i ( | (')y)

v | Fmm ) e | e ] = ),

¢ r){) an \F oy
Ixste sistema se ha utilizado ampliamente como generador de mallas ortogonales.
Generar una malla consiste en resolverlo numéricamente. La mayor parte de los
trabajos al respecto se basan en proponer distintas formas para F.
Las mallas generadas con el sistema (4.5) son de excelente calidad en regiones
con frontera suave, ya gue permiten un calenlo eficiente de la funeion de distor-
sion.
La dificultad pritctica al resolver el sistema (4.5) consiste en que I funeion de
distorsion J* se desconoce a priori([22]). Leal et al. ((41]) proponen calcularla
en la frontera de la region, v obtener los valores al interior por interpolacion; o
bien resolviendo una ecuacion diferencial para F en toda la region €, lo cual es
fuertemente dependiente de la suavidad de la frontera (Ega, [23)).
I general, las soluciones del gistema (4.5) existen solo para ciertas flunciones
de distorsion 7 (Knupp y Steiberg, [40]).

{1.5)

4.1.4. El funcional continuo de ortogonalidad I

Como mencionamos en ¢l capitulo 1, los trabajos de Winslow ({60]). Brackbill
y Saltzman ([12]) sentaron las bases de la generacion variacional de mallas, que
permiten construir mallas buscando controlar las propiedades geométricas de
suavidad, longitud, drea y ortogonalidad, asociadas a una malla (Seccion 1.1).
Consideremos el funcional continno de ortogonalidad /¢:

lo(x) = [(x{x,,)”d{du. (:.6)

SR

Si x es una malla ortogonal para una region €2, entonces Ip(x) == (0. Ahora bien,
para toda malla x sobre la misma region, se satistace

lo(x) < lo(x). (4.7)

Fisto significa, que toda malla ortogonal es un minimo del funcional de orto-
gonalidad. Por lo tanto, una mancra natural de buscar mallas ortogonales, es
a través de la solucion del problema de calculo de variaciones, que consiste en
minimizar /o(x).

Sin embargo, empleado individualmente, el funcional continuo de ortogonalidad
produce mallas convexas solo en algunas regiones muy simétricas.

Sus ecuaciones de Euler-Lagrange son cuasilineales, acopladas y no clipticas.
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Knupp y Steinberg resolvieron estas ecuaciones y observaron que en ba mayoria
de los casos no habia convergencia, presumiblemente debido a que no existen
tmallas ortogonales en la mayoria de los casos (]10]).

Para analizar el caricter de los puntos eriticos de (4.6), observemos que el inte-
grando de (1.6) puede eseribirse como

v o
S

(x¢ %y)* = (Uxelilxyli cos0) t.

en donde 0 es ol angulo entre los vectores tangentes Xe v X,,.

Claramente, st x es una malla ortogonal, entonees xé'x,, = (). Sin cibargo, s
xg‘x,, = (), la malla puede ser ortogonal o bien al menos uno de los vectores tan-
pente os cero. Sioalpuno de los vectores tangente os coro enoun puto x(&n. 1a),
entonees ol jacobiano J se anula on (&g, 50): la malla deja de ser una biyeecion.

Sdlo restringiondo el dominio del funcional (4.6) de tal manera que X sca un
difeomorfisimo, puede cvitarse que se¢ anule el jacobiane.

Sioel minimo del funcional 1oy es cero, la malla es ortogonal; en ol caso con-
trario, o5 ln transformacion mas coreana a la ortogonalidad en el sentido de los
mintmos cuadrados.

14.1.5. Bl funcional discreto de ortogonalidad o

Las propicdades del funcional [ tienen consecuencias directas, al aplicar 1a
diseretizacion que propusimos en la seecion 1.2, Fl funcional de ortogonalidad
10>, en unn celda de vértices P, Q, Ry S se aproxima mediante fo como

PP QRE = %{((S“p)"'(Q“ P)Y* ((P -Q)"(R - Q))2

@ 2
-;—((Q -~ R)"(S - R)) + ((n. ~-8)y'(p - 5)> }
de tal manera que el funcional de ortogonalidad Fo sobre la malla
G={P 1 <i<m!l <j<n}

se esceriba como

m- -1

Fo(G) = > Jo(Pij, Pivr g Pugin Piin)

izl j=

Al minimizar, el método de optimizacion intenta hacer cero cada uno de los
términos de fe, los cnales pueden escribirse en forma genérica

] '
q (“d“ Ibll cos 0) 2
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donde 0 es el dngulo entre a y b,

Fa consecucncia, muchos de los vectores a y b se haran cero, causando que
existan tridngulos con .m- 1 cero en algunas mallas dptimas del funcional 4.
Ademas, [a expresion eos? 0 aleanza si minimo cuando 0 — o0 -3

Iisto significa que los términos del funcional fo se misamizen cuando alyuno de
log vectores a o by es cevo; v bien, cuando éstos definen un tridngulo rectingulo.
Las mallas optimas del funcional discreto de ortogonalidad, pueden no ser con-
vexas, incluso en regiones elementales, 1] signiente ejemplo muestea una malla de
cstas caracteristicas pari una region muy sencilla, cuya frontera es un caadrado.

Problenmia modelo

Figura 4.2: Malla de prueba,

Consideremos una malla de 4 x 4 para el cuadrado unitario, con la distribucion
de puntos en la frontera dada por

Ly - {(0, 0), (¢2,0), (¢, 0), (1, 0)}
{ (1,0), (1, 1/3), ( 2/3),(1,1)}
o= {000,2/3,1,(1/3,1),(0,1)}
L4 { ), (0, ¢), (0, ¢, (0, o)}

[J'z

donde 0 < ¢ < 1.

A medida que ¢ disminuye, los puntos sc acumulan cerca del origen. Fn la figu-
ra 4.2 se muestra una malla de 4 x 4 generada con csta dlbmbu(,lon, para un
valor ¢ =0.24.
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Bn fa figura 4.3, s¢ presentan las mallas éptimas del funcional de ortogonalidad
que corresponden a las distribuciones de puntos a la frontera que se obtienen
empleando ¢==0.29, (.28, 0.27 y (.26. Como puede observarse, la tiltima malla
O Cs Convexa, 7

Nuestros experimentos fueron corroborados en Maple comprobando que el
minimo del funcional de ortogonalidad para ¢=0.26, ¢s una malla no convexa.
Por otra parte, a medida que se disminuye el valor de ¢, el funcional de ortogo-
nalidad produce mallas cada ver, mas dobladas.

Aun en éstas configuraciones elementales, el funcional de ortogonalidad genera
mallas no converas. Se aprecia claramente una fuerte dependencia de Jo con
respecto a la distribucion de los puntos en la frontera.

¢ -0.29 ¢ —0.28
{ y r H 4 ¥ B
i i ! ! ] {
{ i / H A
% / ! * ! /
| i | §
/ i ' .
| i ! i !
e !
i ; {
r 7 |
’ / i
f ’ 3
/ |
1 // _',’ }
Y A A .. {
¢ =0.27 ¢ =0.26

Figura 4.3: Mallas generadas con el funcional de ortogonalidad.

4.1,6. Importancia de la convexidad

I general, en regiones irregulares, el funcional de ortogonalidad produce mallas
1O Convexas.

Nuestro interés es generar mallas casiortogonales, que sean convexas, pues una
malla no convexa no es (il para propositos numéricos.
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Il problema de generacion de mallas convexas se podria plantear, en una primera
instancia, como:

Problema L Deternunar las mallas (. que son los minumos del funcional Ve
sobre el congunto de lus mallas convexas, es decir

min o (¢)
(€14 1\’((”

sujelo a

Sin embargo, puede ocurrir que el problema no tenga solucion, ya que en los
minimos del funcional Iy, existe la posibilidad de que o sea igual a cero.

Asi, una reformutacion mas adecuada os 1a siguiente,

Problema 2 Determinar las mallas que son los minimos del problema

min  Fold/
GOAM(G) o(G)

swyelo a

a () ¢, =0

Este problema involucra la eleccion de un parametro: e

Fin ambos casos, tratar de obtener mallas casiortogonales a través de un proble-
ma con restricciones explicitas, es una tarea demasindo compleja para ser itil
en términos practicos. Fl proceso de optimizacién se vuelve costoso y dificil de
mancejar.

i.Como podemos evitar las restricciones explicitas? Para responder a esta pre-
gunta, es conveniente revisar una de las aplicaciones exitosas del funcional de
ortogonalidad: el funcional drea-ortogonalidad de Knupp.

4.1.7. El funcional drea-ortogonalidad de Knupp

Roache y Steinberg ({50}) introdujeron las combinaciones lincales de funcionales,
con el propésito de superar las limitaciones que tienen los funcionales de orto-
gonalidad, en la generacion de mallas convexas.

El funcional que nos permitié entender la importancia del drca en la generacién
de mallas casiortogonales convexas, fue ¢ irea-ortogonalidad Fao de Knupp

((38]).




Mallas casiortogonales

Como mencionamos en la seccion 1.4, en una malla G con NV tridngulos, cste se

caleula a través de la {Srimula

| |
] SR AN 35
AQ 5 y - 5 O

(@(A)) + (o)) o)

T

=1

Fiste funcional representé un “boom” en la gencracién variacional de mallas

Produce propiedades geométricas idéneas en sus mallas éptimas:
s Son suaves
s Cercanas a la ortogonalidad.

= Muy uniformes en area.

o Con pocas celdas no convexas,

Si aplicamos el funcional /40 a la malla no convexa de la figura 4.3 (¢ =().26),

obtenemos una malla convexa (Figura 4.4).

Figura 4.4: Malla obtenida con el funcional Fao.

In este cjemplo, se observa lo siguiente: el funcional de drea impidid que se
“doblara” la malle. Kl funcional 4 intenta distribuir uniformemente el area
entre los tridngulos de la malla, asi evita que las celdas se doblen.

Sin embargo, en regiones mds complicadas el funcional de drea-ortogonalidad
no es suficiente para generar mallas convexas. kin la figura 4.5 mostramos mallas

optimas de 30 puntos por lado, gencradas con el funcional Fap, para las regiones
de Cran Bretana v la Bahia de ta Habana. Ninguna de las dos es convexa.
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Gran Bretana Bahia de la Habana

Figura 4.5 Mallas para Gran Bretaia y la Bahia de la Habana gencradas con
Fao

El funcional de darea 4 no garantiza la convexidad de las mallas éptimas. De
hecho, para ningin peso en la combinacién entre 14 y el funcional de ortogo-
nalidod podemos garantizar la obtencién de mallas dptimas convexas.

4.2. Gencracion de mallas convexas casiortogo-
nales

Las mallas generadas empleando el funcional F40, sugieren la posibilidad de
evitar que ¢l funcional de ortogonalidad, produzca mallas muy dobladas, si se
combina adecuadamente con un funcional de area.

Iisto es lo que nos indicé como debiamos proceder, para plantear un problema
de optimizacion sin restricciones. Kn los resultados se observé que las mallas
optimas del funcional de drea-ortogonalidad, son cercanas a la ortogonalidad.
Lo anterior nos {levo a replantear el problema 2 como:

Problema 3 Determanar mallas que son soluciones al problema de oplimizacion

in (of + (1 - a)Fo)(G
ity (1= RN

con ) <o <1 yF un funcional de drea que garantice, y mantenga converidad,

en las mallas optimas de la combinacion.

Observemos que, de manera natural, las mallas optimas de este problema son
“mas ortogonales” a medida que o disminuye.
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Iista reformulacion es fundamental porque no hay restricciones explicitas y todo
radica en la eleccidn adecuada del funcional de drea. El problema de optimizacion
os mucho mas simple,

. Qué funcionales garantizan y manticnen convexidad? Los tinicos funcionales
(que se conocian era k-area y k-suavidad, y con ellos obtuvimos una primera
solucion al problema 3.

. . . \
4.2.1. Combinaciones lineales entre kA y Iy

Un funcional de drea, que nos permite garantizar que, el valor minimo de a en
sus mallas optimas satisface una desigualdad del tipo o > —¢, es ¢l Tuncional
k-area que presentamos en el capitulo 2.

Fue el empleado en la primera solucion, a través de la combinacion

o(kAY 4 (1 o)l

con valores de o positivos y cereanos a cero (Barrera el al., |5))

Laccombinacion anterior nos permitio generar mallas convexas casiortogonales.

1.2.2. Generacion de mallas casiortogonales con kA y kS

Teorema 18 Sca k un real positwo yo tal que 0 < o < 1. 5t 1) es el funcional
de ortogonalidad, entonces para una sucesion de malles (Gq) € M o tal que

a_(Gy) =k, se cumple
(a(kAY 4+ (1 =)o) () — oo.

Demostracion
Debido a que el funcional Fg es continuo y no negativo, la conclusion se sigue
de manera inmediata, ()

Il siguiente teorema nos indiea que, eligiendo un valor de ¢ cercano a cero,
es posible garantizar que las mallas Optimas para la combinacion lineal

o(kA) + (L = o)t

S0 CONvexXeas.

Teorema 19 Supongamos que el conjunto My(§2) es no vacio pare une regiin
£ y sea o un real positivo tal que 0 < o < 1. Enlonces, existe un valor ¢ > ()
pare el cual una malla G) que satisface

(a(kA) + (1 - o) o)) = min {(a(kA) + (1 - o) Fo) ()}




Mallas casiortogonales ' 61

es lal que

(.1_((}'1) > 0,

donde ol valor del pardmetro k, en el funcional de k-drea, es c.

Demostracion
Sean k > 0y Gy una malla convexa; definimos

Di = (a(kA) + (1 = 0)Fp)(Co)

J .. l.a
y k! =k 5.

Veamos que «_(Gy) > -k, Sia_(G) < -K’, entonces

(a(kA) 4 (1 - a)Fo)(Cy) ((1-- 0)kANGH)

\VF

oo S

(o) aicn

) I
> (l~n)‘_m‘.,

\i

=y,

asi, no se cumpliria que (a(AA) 4+ (1~ a)lFo)() es el minimo.

Sea
N

A

q-1
Dado que

(/’k T ((T(Af/\) A (l -~ (T)l"())((:'()) < ((’I’ -+ (l - 0)/"())((;()).
podemos sustituir ¢l valor de ¢ en la definicion de k' para obtener
Il -0
e o e = = kS (),
01'((:.)) + (l - (Y)I’()(C-())
Lo inico que resta es elegir & > 0, tal que a_(GY) > 0. Bsto se logra eligiendo
k tal que

a (G) >

|
aH(Go) + (1 - a)lu(Go)
Observemos que k asi clegido es ¢l vilor de ¢ para el teorema. 0O

>k >0.

Iin otras palabras, empleando la combinacion
a(kA) + (1 — o)l

con o y k positivos y cercanos a cero, ¢s posible obtener mallas casiortogonales.

Con la motivacion de estos primeros resultados, se experimenté también combi-
nando kS con ortogonalidad. Dos resultados casi idénticos a los teoremas 18 y
19, demuestran que las combinaciones de kS y ortogonalidad también son ttiles
para generar mallas casiortogonales,
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Teorema 20 Sca k un real positivo y o tal que ) < o < 1. S Fo cs ¢l funcional
de ortogonalidad, entonces para una sucesion de mallas {Gy} C M -y tal que
a (Gy) - =k, se cumple

(a(kS) + (1 ~ @) o) (Gy) — 0.

Teorema 21 Supongamos que el conjunto Mo(§Y) es no vaclo para una region
Q0 y sea o un real positivo tal que O < g < 1. Entonces, cxiste un valor k > ()
para ¢l cual wna malle Gy que salisface

(0(kS) + (1 - o) o) (i) = min {(o(kS) + () - a)Fo)(C))

GeM

es tal que
(&'_((l']) > ()

4.2.3. Generacion de mallas casiortogonales: problema ge-
neral

14 funcional de k-irea es muy cliciente para construir mallas convexas. Repre-
sentod un avance signiticativo en la generacion variacional de mallas, pues per-
mitio obtener mallas convexas, incluso en regiones muy irregulares, por medio
de un algoritmo sencillo para Ia actualizacion del parimetro k.

Sin embargo, el funcional no permite tridngulos con valores de ¢ menores de
k. Como se desconoce a priovi, cuales son las mallas optimas del funcional de
ortogonalidad, esto implica un problema para la eleceion de k.

Ademas, se debe tener especial cuidado durante el proceso de oplimizacion, pues

si en una malla existe trigngulos con a cercano o -k, los algoritmos pueden
generar puntos de pruecba fuera de la region de detinicion del funcional.

51 funcional k-darea es de gran utilidad para generar mallas casiortogonales, pero
su uso en regiones muy irregulares no ¢s automatico, ya que requiere una elee-
cion cuidadosa de k.

Por consiguiente, si queremos una solucién satistactoria al problema 3, es nece-
sario determinar, en general, los funcionales de drea que garantizan y mantienen
convexidad. Es decir, la pregunta que se presentd de manera natural es

. Existen otros funcionales, ademais de k-drea y k-suavidad, que garan-
ticen y mantengan convexidad?

Asi, se inici6 el andlisis de las propiedades del funcional de k-irea, con el fin de
encontrar las hipdtesis importantes; buscamos qué condiciones debian satisfacer
los [uncionales de area, utiles para la generacion de mallas convexas, os decir,
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que generan y mantienen convexidad.

Bl resultado de esta biisqueda es la principal aportacion de nuestro trabajo. Es la
caracterizacion que presentamos en la seccion 3.10 del capitulo 3: los funcionales
continios que garantizan y mantienen convexidad, se obtienen por medio de
funciones del tipo

N
Fag =y fila(A), (4.10)
1~}

donde [ es cualqurer funcién [ continua, conveza, decreciente y posiliva.

Fon resumen, los funcionales de darea que desarrollamos tienen varias propiedades
fundamentales:

I, Garantizan la conveaidad. Fsto significa que si existe una malla convexa
(o, entonees existe un parametro t, tal que el minimo G del funcional Fa,
€8 U Hl;l“il CONVEeXa.

2. Mcyoran la no converidad en las mallas dptimas. El valor de a_ en las
mallas dptimas del funcional se incrementa a medida que ¢ se incrementa.

3. Mantienen la converidad. Sioexiste una malla convexa G e una region,
cntonees existe un valor de ¢, tal que el dptimo del funcional

al'ay + (1 - a)lo
¢s tambion una malla convexa.

Iin resumen, las tres propicdades implican que hemos obtenido Ia solucidn al
problema de generacion de mallas casiortogonales.

Para cllo basta con elegir cualquier funcional de drea que garantice y mantenga
convexidad, ya que el problema de optimizacion de gran escala se puede resolver
de una forma rapida y eficiente,

Ion la siguicnte seccion, presentaremos algunas de las posibles combinaciones
lineales que pueden emplearse para generar mallas casiortogonales.

4.2.4. Generacion de mallas casiortogonales: solucién al
problema

El siguiente resultado presenta la solucién al problema 3 que emplea los fun-
cionales de drea que desarrollamos.
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Teorema 22 Sea 0 < o < 1. Si existe una malla conveza Go en la region €1y
I es un funcional de drea que satisface las condiciones del teorema 15, enlonces
el funcional

ol () + (1 o) Fo(C)

tiene una malla optama convera para un valor de t suficientemente grande.

Demostracion

Sea {1} = {11, 12, -} una sucesion estrictamente creciente de niineros reales.
A 1

Yara cada q, sea (/y, una malla en donde ¢l funcional

oy (G4 (1 a)lo(G)

alcanza ol minimo.

Denotemos por o = a_((g). Para cada t,, se satisfacen las desigualdades
C’I:'A‘{q((.ll()) + (l - U)I"“((:'n) < UN/(“(){)) -+ (l - (7)1"()((;()) (1.1 |)
”/.’7'/\.1,,(,("‘,) (L a)FolGy) < f’[;',\,l,,((-?'(») + (1 =~ aYlo(Go). (1.12)

de donde se sigue gque
o Lopn (Cg) F (1= ) Fo(Gy) © N f(La%) + (1 a)Fo(Gy).  (4.13)
Sea & un real positivo, Siopara cada g se camplicra gue
v ((ly) = 4

ol Indo izquicrdo de la desigualdad (4.13) no estaria acotado. Por lo tanto, existe
un indice n a partir del cual

a () =20, g=n.

De mancera similar, se demuestra que no puede ocurrir «_((7g) == 0 para todo ¢,.
Los detalles se omiten.t)

Fiste teorema sintetiza nuestra propuesta para generar mallas cercanas a la or-
togonalidad o través de un problema de optimizacion de gran escala sin rvestric-
crones.

Los funcionales [, y § que presentamos en ¢l capitulo 3, son solo algunos de los
muchos funcionales que pueden combinarse con Fop.

4.2.5. Constantes de normalizacion

Como mencionamos en la seccion 1.4, para emplear combinaciones lineales de
funcionales, es necesario normalizar estos Gltimos para que sus propiedades se
reflejen eficientemente, en lag mallas optimas de las combinaciones.
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Considerando una malla con todos sus valores de o iguales (]56]), las constantes
de normalizacion, para los funcionales de ortogonalidad, k-iarea y k-suavidad son

1
Ko = 5
‘o /Vﬁz
k- @
Kipg = —:—
kA N
Y I
Kis = 55

respectivamente.
Del teorema 9, las constantes de normalizacion, para los funcionales Fy y S son

) exp(ie)
A
lx
J (TR
¢ N

Antes de presentar los resultados numéricos obtenidos, es conveniente analizar
algunos criterios que nos permiten comparar las mallas obtenidas con las com-
binaciones,

4.3. Desviaciones maxima y promedio de la or-
togonalidad

En general, en una malla discreta, el valor del producto punto r'f"r,, ¢n los
dngulos interiores de las celdas no es cero. Por este motivo, requerimos de algiin
criterio que nos indique “qué tan ortogonal” ¢s una malla discreta.

Motivados por razoues pricticas, Allievi y Calisal ([2]) propusieron dos criterios!
que se emplean con frecuencia en la literatura: la desviaciéon promedio de la
ortogonalidad (A.D.O.)

n-—1m-—1

! 1
N D R O R ——_ § 90° - ¢, . 4.
ADO n--2m -2 g j-:z(( 107 - 6i,51) (4.14)

y la desviacién méaxima de la ortogonalidad (M.D.O.)

M.D.O. = méx (190° - 6; ;1) (4.15)

2<i<n~1,2<<m~-1

donde 0y 5 es el dngulo entre los vectores xg y x,,.
Las desviaciones proporcionan informacion complementaria: en algunos casos es

YPambién pueden considerarse otras medidas en términos del error en las ecuaciones de Leal
y Ryskin (|22)), que no utilizamos en este trabajo por estar basados en la solucién numérica
de estas ecuaciones, ’
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suficiente considerar valores pequeios, para la desviacion maxima; en otros, para
mallas con muchas celdas rectiangulares, la informacion dada por la desviacion
promedio es preferible. '

Naturalimente, no es conveniente generar mallas casiortogonales minimizando di-
rectamente las desviaciones M.D.O. vy A.D.O., ya que no son expresiones suaves.

4.3.1.  Diferencias entre mallas ortogonales y casiortogo-
nales

Observemos que ol valor de las desviaciones miaxima y promedio de la ortogo-
nalidad se anula en las mallas ortogonales discretas.

Figura 4.6: Mallas de 10 x 10 para ¢ y %

Sin embargo, una malla discreta ortogonal solo puede construirse en regiones

con {rontera rectingular. No es posible obtener valores de las desviaciones de la
ortogonalidad arbitrariamente cercanos a cero, en regiones irregnlares.

Como ejemplo de las magnitudes de las desviaciones en una malla discreta,
considercmos las funciones ¢* y %, que son analiticas en Cy C\ {0}, respectiva-
mente. Construyamos con ellas dos mallas, evaluando en una reticula uniforme
en [0, 1] x {0, 1], para e* y en [%, 5’] X H, %] para %, empleando 10, 20, 30 y 40
puntos por lado.

En la figurs 4.6 se muestran las mallas de 10 puntos por lado.

La tabla 4.1 muestra los valores de las desviaciones para estas mallas. Ambos
resultados estan medidos en grados.

Observemos que incluso para funciones conformes, las desviaciones pueden ser
grandes si no se emplean muchos puntos.

4.4. Algunos resultados numeéricos

Presentamos enseguida mallas éptimas de 41 puntos por lado, generadas por las
combinaciones de k-suavidad, k-drea, Fy y S con ortogonalidad.
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[ n [ Tuncion | MD.O T AD.O
1 ¢ 732 |7318°
ORIV Ve P
0 TR T e ST
20 | 1/ 584 | 1,47

30 et 1200099
S0 17z | 386 | 118
40 e 1.03 0.73
01 1]z 2.92 T 090 |

Cuadro 4.1: Valores de las desviaciones e* y %

Para obtener estos resultados, se cmpk'uon los valuws g = 1072 para la com-
binacion lincal entre funcionales y & = 1072 como tope para kA y £S. En todos
los casos se partio de una malla nn(,.ml pencrada con el funcional #4¢.

4.4.1. Regiones sencillas

La primera region que empleamos apmv(m en el trabajo de Mol I()y v Stewart
([49]) ¥ ha sido empleada ampliamente como region de prueba, para los métodos

de generacion de mallas casiortogonales, desde o) trabajo de ( J()]cmdn y Haus- -

sling ([33]).

s una region que donmnm(uonma “ol domo”, limitada por las curvas = = 0,
=Ly =0y g 34 g sen(m(d + 2n)) (Figura 4.7).

La sc;:unda region de prnolm que d('nmnrmnus como B, esta limitady Dor cuatro

semicirculos sobre los lados del cuadrado unitario, Las mallas correspondientes

se muestran en la figura 4.8.

Una tercera region es una circunferencia que se divide equitativamente para for-

mar 4 lados de 41 puntos cada uno. Los resultados se muestran en ls figura 4.9.

Las mallas en estas tres regiones tienen una distribucion uniforme de puntos en

los lados. Sus valores de lus desviaciones maxima y promedio de la ortogonali-

dad se encuentran en las tablas 4.2 a 4.4.

Observemos que los valores de la desviacion promedio de la ortogonalidad indi-
can que los valores altos de la desvineion solo se presentan localmente.
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MDO.

ADO

Funcional
aksS + (1~ a)lo .28 1.84
ok A4 (1= a)lo 1330 274}
aly+ (L~a)lp | 758 184
ns+ (I 0)Fo 9.01 | 202]

M.D.O. y Al D 0. para h r(‘glon l)omo, ‘con dlstmtfns)‘
o =0.01 (ki lgma 4. 7) S

Funcional | M.D.O. | AD.O.
okS+ (1 - o)l 2063 |  1.27
akA (1 - 0)Fo 17.83 74
oly + (1 - a)lo 17. ()8 1.43

oS TRy | Trds | 135

Cuadro 4.3: Valores de M.1).O. y A.D.O. para la rog.,lon B, con dl.stmt(x.s (omln~
naciones de funcionales y o =0.01 (Figura 4.8)

Funcional | M.D.O. | A.D.O.

kS 4 (1 - a)[() 18.95 0.97

TokA+ (1 ~o)Fo | 61.80 2.82
aly 4+ (1 - 0)10 19.14 0.96

oS+ (1 =a)lo 26.95 143"

Cuadro 4.4: Valores de M.1D.O. y A.D.O. para la Circunferencia, con distintas
combinaciones de funcionales y o =0.01-(Figura 4.9) : '
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(.7) ["(j)

okS 4+ (1 -

e S e e e
Troee T

- 0)lo

a8 - (]

a)Fo

akA 4 (1 -

Figura 4.7: Mallas generadas para ¢l domo con distintas combinaciones de fun-

cionales y o =0.01.
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1 P

ok A+ (1~ o)k

IFigura 4.8: Mallas generadas para la region I3 con distintas combinaciones de -
funcionales y o =0.01.
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okA (1 - 0)Fp oS+ (1- 0)Fo

Iigura 4.9: Mallas generadas para la circunferencia con distintas combinaciones
0.01.

de funcionales y o =

L

e it A
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4.4.2. Regiones irregulares

Consideraimos ahora mallas generadas para las regiones de la bahia de la Ha-
bana, el lngo Ucha en Rusia, Sudamérica y Gran Bretana empleando las mismas .
combinaciones de funcionales de la seccidn anterior.

Los valores de las desviaciones para estas mallas so encuentran en los tablas 4.0
a 4.8, Las mallas obtenidas se muestran en las figuras .10, 4.11, 412y 4.13.
Las graficas nos muestran que los funcionales k-suavidad, k-drea, Fy y S efec-
tivaunente funcionan, ain ¢on un peso pequenio, como una barrera que impide
que el funcional de ortogonalidad doble las mallas. :
Fs interesante el efecto del funcional de ortogonalidad: las mallas que obtenemos
recuerdan el efecto de “doblez” que tenia la malla de la figura 4.3, pero ahora
la malla optima es convexa.

Ifuncional | M.D.O. | A.D.O.

TokS (1 0) ko 71.87 11.35
oA+ (T —o)lo | 8014 11.05
oF (1 ~oYlg | 7707 19.87

oS+ (1 ~o)lo | 8183 | 10.68

Cuadro 4.5: Desviaciones de los angulos para la region Bahia de la Habana, con
distintas combinaciones de funcionales y un peso o ==0.01 (ver figura 4.10).

Muncional [ M.D.O. TAD.O. ]
okhS + (1 -a)lp | 68.08 7.01
okA+ (1 o)lo | 8L16 ]  6.30
oly+ (1 —-a)lo 81.61 14,18
aS+(l-a)lo | 8814 1089 |

Cuadro 4.6: Desviaciones de los dnguios para la region Lago Ucha, con distintas
combinaciones de funcionales y un peso ¢ =0.01 ( ver figura 4.11).

Funcional | M.D.O. | A.D.O.

akS+ (1~ o) lo 76.00 17.67
gkA+ (1 -0)kp 86.77 8.44
oly+ (1 --0)Fo 80.30 13.76
oS5+ (1 =a)lp | BB8R | 12.69

Cuadro 4.7: Desviaciones de los dngulos para la region Sudamérica, con distintas
combinaciones de funcionales y un peso o =0.01 (ver igura 4.12).
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Funcional | M.D.O. | A.D.O.

TokS (I -a)lo | 79.65 | 2247
okA + (1 - a)ly 89.66 | 26.95
aly + (1 - o) Iy 89 41 22.25

(1
oS + (1 - o)lp 85.31 |  24.35

Cuadro 4.8: Desviaciones de los angulos para la regién Gran Bretana, con dis-
tintas combinaciones de funcionales y un peso o =0.01 (ver figura 4.13).

[5s importante senalar que hemos empleado solo el funcional Fo, porque es muy
sencillo de calcular y permite obtener resultados del mismo orden de magnitud

que otros funcionales de ortogonalidad que se presentan en la literatura 2.

4.4.3. El cociente o /v

Para concluir, veamos en las tablas 4.9 a 4.12 los valores del cociente oy /o
para las mallas presentadas en la seccion anterior. s de esperarse que tal co-
ciente sea mas cercano a la unidad controlando la distribucién de puntos en la
frontera, lo cual no forma parte de los objetivos del presente trabajo.

v oy ay /o Funcional
02136 { 9.2607 | 43.3815 | oy + (1 - 0)Fo
0.0024 | 9.6002 | 386.7901 | oS+ (1 —o)Fp
70.0452 | 9.29227] 2054072 | kA + (1 —a)lo
0.0029 | 2.6625 | 918.1034 | okS + (1 — o) Fo

Cuadro 4.9: Valores del cociente a4 /a_ para mallas sobre la region Bahia de.
la habana, generadas con distintas combinaciones de funcionales y un peso
o =0.01. o

_ ay | ay o Funcional
0.1700 | 6.9749 | "41.0138 | oFy + (1 —o)Fo
0.0003 7| 7.8217 | 20708.8371 | oS+ (1 - a)Fo
0.0625 | 6.8754 | 109.8851 | okA+ (1~ 0)Fo
0.0001 | 3.7981 | 37981.0000 | okS+ (1 - 0)Fo

Cuadro 4.10: Valores del cociente ay./«_ para mallas sobre la regién Lago Ucha,
generadas con distintas combinaciones de funcionales y un peso o =0.01

20tras expresiones para funcionales de ortogonalidad pueden encontrarse en Knupp y Stein-
berg [40] : :
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. oy ay/a | - luncional
0.2026 | 6.6379 |  32.7644 | ol + (1 -~ a)Fo
0.0138 [ 6.8950 | 498.0344 | oS + (1 —a)Fp
0.0330 | 8.3822 | 253.7728 | okA + (1 ~ 0)Fo

[ 0.0015 | 3.2513 | 2167.5333 | okS +(1 —a)kop

Cuadro 4.11: Valores del cociente oy /ov_ para mallas sobre la region Sudamérica,
(¥4 ! ,
generadas con distintas combinaciones de funcionales y un peso o =0.01.

a. Qg oy /o | Funcional
0.1520 | 14.0605 | 92.4996 | oF,+ (1 —o)lo
0.0066 | 18.3173 | 2761.7133 | oS+ (1 —o)ly
0.0204 | 16.6607 | 815.1511 | okA+ (1 = o)l
0.0015 | 2.3505 | 1567.0000 | okS + (1 - a)Fp

Cuadro 4.12: Valores del cociente oy /o para mallas sobre la regidn Gran Bre-
tafia, generadas con distintas combinaciones de funcionales y un peso o =0.01,
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)
R A

oS 4+ (1 - o)l

Figura 4.10: Mallas generadas para la Bahia de la Habana con distintos fun-
cionales, y con un peso o =0.01.



Mallas casiortogonales

Figura 4.11: Mallas generadas para el Lago Ucha con distintos funcionales, y un

peso o =0.01.
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oS + (l - O‘)I"(j)

kA4 (1 = o)y

Figura 4.12: Mallas generadas para Sudameérica con distintos funcionales, y un

peso o =0.01.
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okA +(1 - a)lg oS+ (1 -a)Fo

Figura 4.13: Mallas generadas para Gran Bretaba con distintos funcionales, y

un peso o =0.01.



Capitulo 5

Conclusiones

5.1. Conclusiones

i este trabajo, se abordo el problema de a generncion de mallas castortogonales
sobre regiones planas irregulares;

« La generacion de mallas casiortogonales solo ern posible sobre regiones
planas relativiuncnte simples.

« Se demostré que era indispensable combinar el funcional de ortogonalidad
con un funcional que garantice la convexidad de la malla.

= Se introdujo el concepto de ¢-convexidad de las mallas lo que permite hacer
un planteamiento adecuado del problema.

o Los resultados que aqui se presentan se inspiran en los trabajos de lva-
nenko para la generacion de mallas arménicas y en el de Tinoco que ex-
tiende el trabajo de Ivanenko con sus funcionales kS de suavidad y kA de
area.,

» Se demuestra que el funcional kA de drea de Tinoco se puede combinar con
el de ortogonalidad para generar mallas cuasiortogonales, pero la dificultad
en la cleccion de los parametros v la discontinuidad del funcional kA, hace
necesario buscar otros funcionales de drea.

s Se desarrolla un csquema tedrico que permite construir funcionales de drea
que generan y mantienen la convexidad de las mallas y que son C* en todo
el dominio.

« Combinando el funcional de ortogonalidad con uno de los obtenidos en este
trabajo, es posible generar mallas casiortogonales en regiones irregulares

de manera satisfactoria. ES'rA T‘ESIS NO S |
D) LA BIBLIOTECA
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o La comparacion de éste métado y el funcional kA de Tinoco, no es posible
en condiciones simitares, yia que ol funcional de ‘l'inoco necesita ser regu-
larizado alrededor del polo para poder mtilizar un método de optinnzacion
S PCSITICCIones,

e La tmplantacion de los métodos aqui propuestos es transparente, no re-
quicre de ningun parametro especial y se pueden utilizar con cualguier
método de optimizacion sin restriceiones,

Nota: La contribucian fundamental de Ivanenko consiste en proponer an nuevo
funcional para generar malla suaves y mostrar que es factible nsarlo en regiones
irregulares st Lenemos una malla convexa. Fan su trabajo Tinoco, medditica ¢l
funcional de suavidad para ver que es posible obtener mallas convesas o par-
vir de cualquier malla inicial, no necesariamente convexa. Ademas construye un
funcional de Area que permite obtener mallas convexas cuando existen. La prin-
cipal limitacion de sus funcionales es que tienen un polo y esto representia un
problema en la implantacion de sus métodos yie que hay que resolver un proble
ma de optimizacion y es necesario hacer una regularizacion del funcional para
poder utilizar un mdétodo de optimizacion sin restricciones. Ivanenko v Tinoeo
usan diferentes regularizaciones, que dependen de pardmetros extras, los enales
son elegidas en base a su experiencia. Fo este trabajo se construyeron an nuevo
tipo de funcionales, con las mismas propiedades que los de Ivanenko y Tinoco,
y que no tienen ninguna discontinaidad, son €% por lo que su implantacion
es Lennsparente, y no requiere de ningan pardimetro adicional, son sumanente
clicientes.

5.2. Trabajo a futuro

Varias lineas de trabajo pueden seguirse de manera directa a partir de los de-
sarrollos que hemos presentado. specificamente, estamos interesados en

1. Aplicar niestros resultados a regiones con fronteras suaves, permitiendo
la reubicacion de puntos en la frontera.

2. Construir siguiendo las ideas que discutimos un funcional de suavidad
semejante al de Winslow.,

3. Caracterizar las regiones donde es dificil generar mallas convexas.

5.3. Nota final

Los luncionales que hemos desarrollado para generar mallas casiortogonales y
convexas pueden implementarse facilmente. Como mencionamos al principio de
este trabajo, han sido incorporados en el software UNAMALLA | al cual puede
accederse libremente en la direccion:
http://www.matematicas.unam.mx/unamalla/



Apéndice A
Interpolaciéon Transfinita

Un aspecto importante en generacion variacional discreta es la construecion
de una mallainicial. Esto puede hacerse por medio de un método algebraico de
generacion muy sencillo, denominado interpolacion transfinita ('TY], Transfinite
interpolation) ([40)).

Para construir una malla por TFl, se seleccionan los lados derecho La(n),
izquierdo L (n), inferior Ly (€) y superior L3(€) de la frontera de una region
£, parametrizados de tal forma que 0 <€ <1y 0 <n < 1.

Yara estos lados deben cumplirse las condiciones

1.1 (0) = 14(0)

Li(1) = Ly(0)
La(1) = La(1)
L3(0) = L4(1).

La expresion que se utiliza para la generacidn algebraica es

X(€m) = (L =)L {&) -+ nlsis) + (1~ ) La(n) + ELa(n) -
{EnLa(1) + €01 - )Ly (1) + (1 =€) Ly (0) + (€ - 1)(n — 1)1, (0)},

y la malla se genera como la imagen bajo x del rectangulo

R={mM0<ESh0<y< 1),

Fste mdétodo tiene el inconveniente de que las sigularidades diferenciales en la
frontera de §2 se propagan hacia el interior, por lo que produce mallas nuy
dobladas en regiones irregulares.

Como cjemplo, mostramos mallas de 20 y 40 puntos por lado generadas por
interpolacion transtinita para el contorno de la la bahia de la Habana (Figuras
Al y A.2). Notemos que ninguna de las dos mallas es convexa.
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Figura A1 Malla para fa Bahia de la Habana generada por interpolacién: 20
puntos por lado. '
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Yigura A.2: Malla para la Bahi

puntos por lado.
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Apéndice B

(Galeria de mallas convexas

Fn este apéndice se presentan las mallas optimas empleadas como muestra de
los resultados obtenidos a lo largo del presente trabajo. Se reproducen a mayor
Lamano con ¢l objeto de apreciar su estructura.
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R RS

",f PP RS
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Figura B.1: Bahia de la Habana, 40 puntos por lado. Funcional de longitud
(Capitulo 1). ' :
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Figura B.2: Bahia de la Habana, 40 puntos por lado. I'\muonal de ortog sonalidad

(Capitulo 1).
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“igura B.3: Buhia de la Habana, 40 puntos por lado. Funcional de drea (C

lo 1),
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Figura B.4: Bahia de la Habana, 40 puntos por lado. Funcional de drea-

apitulo 1).
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Figura B.10: Gran Bretana, 41 puntos por lado, kA (Capitulo 2).
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Figura B.17: Bahia de la Habana, 41 puntos por lado, & (Capitulo 3).
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Figura 13.32: Domo, 41 puntos por lado, ¢ =0.01, a8 +(1-a)Fp (Capitulo 4). -
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Figura B.37: Circunferencia, 41 puntos por lado, o =0.01, akS + (
(Capitulo 4).
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Figura B.37: Circunferencia, 41 puntos por lado, o =0.01, okS 4 (1 - rrr)l"'()
(Capitulo 4). ,
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