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Prefacio 

li~l prop<'.1si t.o del presente trabajo es drnmrrollar métodos cfect i vos para J~tmerar 
mallas cstrudurndo."l, convexas y casiortogonales, en regiones irregulares. 
U rm de las ,í.rea.i,; donde es importante generar mnllns estructuradas convexa..-.. 
es en la :mlución 111un(!rica de ecuacio11es difere.ncial<'s en regiorws irregulares 
<?111plt'a1tdo difNencias finit.;u.; (V<!iis<• !'101). 
Son pocos loH métodos prop11<~t.os que opernn de manera casi auto1111í.t.ica t~11 

rcµ:iorn's irrcgularr•s. Los mús efoct.ivos han :,;ido prop11C'stos por Barrnrn-Tinoco 
(IY], 1111) <• lvanm1ko (117], ¡aü]), que HC bnsnn cu la discwt.iznd<'in dt> 1111 prohl<~ 
ma varinciona.l d cu1d H(! transforma en uno de optimizaci6n de gran <>Rcnln. 
Por otra. pa.rt.e, t~I i nt.er{?}; espedf1co en la generación de )ns mnllu.s ortognnnles s<· 
ddw u que t.al prohlenrn e:-; uno de los relo8 nctualt>s e11 la g<!nerncilm de mallns 
([2:JI), ya que ofrc~cen varias vrn1t.ajn.H PII lo. soluci<'>n do sistcmns de et.11ado11(':o; 
diferm1dales parciu.leH, ent.rc lns que dcslacn la reducc.ión dd 111h11ero el(! términos 
adido11ales en la solución de l1-1s t.~cua.cio11es diforcncinlcs parcial"~~ por el mótodo 
d('I n;apeo. 
Parn generar nrn.llm, ortogonales se han propuesto dos grandes grupos de méto­
dos: el pri111ero a tra.vé?s de rnapcos confonnes, ver Toledo [57], y el segundo con 
ha.se m1 el laplacia.no escalado. 
Para 1~e11erar uua malla se res1wlve un sistema <le ecua.dones diferenciales par­
cia.les cnsiconforuws (1131, [4:J]). La dificult.ad práctica de <'~5ta idea radica en 
conocer el valor d<~I módulo conforme, el cual PB dependiente de la región, y por 
lo tarit.o se desco1wce a priori, adenuis de q1w su cálculo rcsuU.a muy ineficiente 
en regioues irregulares ([3]). 
Cabe 111c11cio11ar que, en términos generales, los mapoos conformes tienen las 
8iguie11t.es limitaciones para la generación 11u111érica de malla.s (Knupp y Stein­
bcr¡z, [110]): 

• J>ermite11 poco control sobre los puntos interiores de la malla. 

• Ln.':i distribudone; de los puntos en la frontera no pueden ser arbitrarias. 

• Los map<XlS conformes están mal condicionados, en el sentido de que cam­
bios pcqueiíos en la frontera del dominio, pueden alterar significativamente 
la.,;; posiciones ele los puntos qu<.' se mapean. 

E1 ·urido grupo de métodos para generar mallas ortogonales se obtiene a par­
tir ,.,: la relación conocida como el Laplaciano escalado o ecuación de Bdtrami 
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([-10j), la. c1ml í11vnl11crn d cálculo de una expresión denomina.dél flmr.icfo ,fo dis­

lorsirín. 

A partir dt' tnl Laplncia110 '<'scnla.clo, :-;e obtiem' el sistema de ecuaciones difc­

n•nciak:; t•mplemlo origi11al11u.•nte por Leal y ftyr:;kiu (1411), que cou pequcüas 

variacio11r'8 se !in 11tili'l,ado ampliamente como sistema generador de mallas; la 

mayor part.n d(• los trabajos al n'.'lpecto se difore11da11 cnt.re sí sólo <'ll la forma 

de proponer 111anera.s di8tintas para el cálculo de la función de distorsión. 

Lm, ma1las ge11erndH."i co11 las ecuac·iones de Leal .Y Ryskin son de excele11ll' ca­

lídnd en rngione;; con frontera suave en donde es posible cálculo clicicnte de la 

fuución dü dislnrsió11, pero, ele r111-1.nera semejante a los métodos basados en los 

mapco8 casíconfonm'8, In dificullnd prúclíca al resolver el sistema de ccunciones 

co11Riste <'11 que In fu11ciú11 de distor:·ÜÓ11 se dcsco11occ a pdod(l221). 
Adicio11alme11t.e, hay q1w Hf!iíalar que se ha. e11contrnclo qll(' las soluciones de las 

ecua.cio11c:-; de: Hyskin y Leal exisl<'n sólo para cierta .. -; funcio11cs d<' distorsión 

( [,lO]). 
Por lo t,nnt.o, tampoco los llll!lodos l>t1.ciadm; 011 las ccw1ciom•s de LC'al y Hyskin 

nisull.an cln 11t.ilidad para g<•ru~mr mallas ort.ogo11nle.-; e11 rer,iomis irregulares. 

Así, d<· lo h11st.n ahora <!XIHJC•st.o, se sig1H' que una gran p11rtc de la <lilicult.ad 

parn. la goiH•rncic'm d,i 111al111:,; <•stnwt.11radu,.c; <m rngiomis irrcgularc>H radica pre­

,•i:;1u11e11te en In fort11a du In fro11t.<•rn. 

l ,os rn{•t.odos para la gti11Naci1>11 dri mallai,; que han resultado útiles ¡mm r<'solver 

<'ste problema., son e:-;e11cialrne11t.e luH nH~lodo8 v1\rÍl\ciormlcs <lonomiundos direc­

tos, cu lo:-; c11alrn;;, las ma\la,'-i n. gtirnirnr H(i oht.imipn como las H(1l11do11es de \111 

problema de• opt.irniw.ci611 de gran <!Hcnla, üll ol que !ns variables son ln.s coor­

dc!11adn:-: de los nodrn; interiorn-; de la malla. En c~tc contexto, la convexidad de 

la malla 8'-! ex¡m.•sa Pll t.(•rn1i11os de 1111 pariÍmctro <., el cual tie elige para que el 
problema m,té bien planteado; o. esto nos referiremos de o.hora. en o.delante como 

,--co11vexiclad. 
Esto:-; métodos han resultado clkicnt.cs debido a que es posible proponer un 

cri t.crio muy ::;cmdllo ¡mrn ga.rant.iiar la (-convexidad de las malla .. <, 1~encra.da.s, 

de tal forma que el problema <le optimización que se resuelve rúsult.a ser sin 

rest.riccio11es, con la.<; consiguient.c~ ventajas qtw esto implica. 

I ,a t.arna pm1dim1t.e co11si1-1tía 11a.t.11rnlment.c! en aplicar estas ideas al prohl,mm de 

la generación de mallas ortogonales y cn.',iortogonnlcs. 

/)e e8la forma, es posible afirmar' de manera más p1·cdsa que el objetivo ,fo 

e.si.a tesis es pruponc1· rru!lodos pam gerwrnr variacioruumc,itc mallas di.'ic1·cta.'i 

e-convexas y casiortogonales, con posic'iones fijas de los puntos de la frontem, 

¡J<Lm toda 1·errión para fo cual c:z~istan mallas cstructura,fos c(mvcxas. 

A fin de evitar la pérdida de generalidad en la discusión, se considernrá. (lUe 

en loda región para la cual se vayan a generar mallas convexas se ha hecho un 

escalamiento de tal forma que el promedio del área de las celdas es igual a lé1. 

unid¿. • que una. malla c.s e-convexa si el mínimo valor del área. de una celda 

e8 mayor que r, O < e :S l. 
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En rt1giorws irrpgulnres, sólo existen mallns para valores tnuy pcqucr1os de e 
Los t,rnlmjoB previos nuí.c; relevantes en esta dirección y los funcionales clásicos de 
árt)H, ort.ogor1alidad, lo11git11d y suavidad emplea.dos en esta t~is se deben a Da­
rrnrn d al ([ ✓ti), Barrcrn-Tínoco (l!Jl,[IOl,(111), Castillo (1141) e lvanc11ko({l71,l:lüj). 

El funcional d1isíco de ortogonalidad es una de las opciones naturales para la 
generación <.fo mallas cuasiortogona.lcs, sin embargo, como no garantiza mallas 
convexa:-; por sí solo, c>B 11ccesario combinarlo con uno que sí lo garantice. 
Por lo ant.crior fue nccrnmrio cval uar cuáles era los funcionales que garantizaban 
sus óptimos fueran mallas convexas para poder seleccionar los más adecuados 
para combinarlos con d funcioru1l de ortogonalidad. 

Contenido de los capítulos 

Brevemcnt<·, el conLenido de los capítulos <hJ este traoajo puede mmmirse de la 
manera siguiente: 

• Capítulo 1. 
Se prese11t.a11 las deli11icioncs de 1111111a y funcional, así como los funcionales 
d<i suavidad, longitud, ftr~a y ortogonalidad citw se empican e11 los capítulos 
J>ORl.eriorc:.1. 

• Capítulo 2. 
Aquí se dcHcrilJen Horncrnnwnt.e los fuucionales k-área y k-suavidad dc-
1.-mrrulladm, por Oarrcra y Tinoc.o (19], lll]), junto con los rr.sullados que 
mucstrnn cómo emplearlos para const,ruir una malla convexa. 

• C&pít.ulo 3. 
Se pres<fütan los f uncionalcs que se <lesarrollaron para ga.rantiza.r y preser­
var la convexidad. Para ello se enuncia una serie de condiciones qu<? sa­
tisfacen algunos funcionales continuos de área que son de utilidad para 
generar varia.cionalmcntc malla..-; convexas. 

• Capítulo 4. 
Se presentan los rC>Sultados que muestran (',Ómo generar rna.lla.s casiorto­
gonalcs, empleando combi11udoncs lineales entre un funciorml de área que 
garantiza y preserva convexidad y el funcional de ortogonalidad. 

• Capítulo 5. 
Conclusiones del traba.jo y algunas líneas de trabajo a futuro. 

Cabe~ señalar que los funcionales de ejemplo empleados en este trabajo fueron 
incorporados como parte de los ÍW1cionales disponibles en el software UNA­
MALLA, el cual se encuentra disponiGle en la dirección: 

http://www.matematicas.unam.mx/unamalla/ 
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E11 n•giorws irr('gularc~, sólo existen mallas para valores tnuy pequci1os de e 
Los t,rnlmjoB previos rmí.c; relcvantc.':i en esta dirección y los funcionales clásicos de 
Arc-:1, ortogonalidad, longitud y suavidad nmplcados en esta tc:;is se deben a Da­
nern et. al ([ ✓ti), Uo.rrcra-Tinoco (19],[ IOj,{11]), Castillo (1141) e Jva11c11ko({l 71,[30]). 

El funcional cl1ísico de ortogonalidad es nna de las opciones naturales para la 
ge11cració11 <le mallas cuasiortogonalcs, sin embargo, como no garantiza mallas 
convex;,ts por sí solo, <'8 11ecüsario combinarlo con uno que sí lo garantice. 
l'or lo ant.crior fue ncn!:;ario evaluar cuáles era los funcionales que garantizaban 
sus óptimos ftwran mallas convexas para pode,r ooleccionar los mós adecuados 
para combinarlos con el funcional de ortogonalidad. 

Contenido de los capítulos 

Brevemente•, el contc11ido dü los capítulos de este trabajo puede r(!SUmirsc de la 
111a11ern sig11ie11t(•: 

• Capítulo l. 
Se prescBl.a11 las d<~li11icioncs de 1111Llln. y funcional, así como los funcionales 
de suavidad, longitud, área y ortogonalidad c¡ue se cmpl<',an m1 los capítulos 
poRt.eriorc:i. 

• Capítulo 2. 
Aquí se dcscriu<m Homcra.me11te los fuucionales k-área. y k-suavida<l <lc­
snrrollados por Barrnra y Tinor.o (!Ol, lll]), junto con los r<'sultados que 
rnuestrnn cómo emplearlos para const.ruir una malla convexa. 

■ C&.pít.ulo 3. 
Se presentan los funcionales que se Jesarrollaron para garantizar y preser­
var la convexidad. Para ello se enuncia una serie de condiciones que sa­
tisfacen algunos f uncionalcs continuos de área que son de utilidad para. 
generar variacionalrnentc mallas convexas. 

■ Capítulo 4. 
Sfi prescmt.an los resultados que muestran <--Ómo generar ma.llas ca.siorto­
gonalcs, empleando combinaciones lineales entre un fuuciomd de área que 
garantiza y preserva convexidad y el funcional de ortogonalidad. 

• Capítulo 5. 
Conclusiones del trabajo y algunas líneas de traba.jo a futuro. 

Cabe señalar que los funcionales de ejemplo empleados en este trabajo f ucron 
incorporados como parte de los funcionales disponibles en el software UNA­
MALLA, el cual se encuentra disponible en la dirección: 

http://www.matematicas.unam.mx/unamalla/ 
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Capít11lo 1 

Introducción 

Los princ1p1os variacional,~ son útiles para gerwrnr malla.i.; convexas. La. prc­
snntación que haremos se basa en el denominado enfoque directo, que consiste 
c11 resolver 1m probl<~ma de optimización, 11.sociado a una discretizaciú11 de un 
f1111cio1rnl co11t.i11uo. Esta presentación evita resolver numéricarncnt.c lns ecua­
ciones de Euler-Lagrange. 
J\11a.lizaremos en est.e capítulo las expresiones clt~ los funcionales <le área, longi­
tud, ortogonalidad y suavidad escrito:-; en el contexto d<l la discretización pro­
puesta. por Barrera et al. (14]). 
Para cada celda. de ]¿,, malla, se considcrnn los cuatro triángulos que es posible 
fornrn,r con :ms vfat,iccii, con la idea de t.cner un control estricto sobre cada una. 
de la . .., celdas. El fin es obtener mallas convexas. 

1.1. Generación variacional continua 

En este trabajo empleamos el término funcional en dos formas, la primera en el 
se11tido clásico del cálculo de variaciones: 

Definición 1 Un fu.ncionnl /(x) es muL funci6n df1jinida sobre los mapcos x 
que 71crtencccn a un subconjunto de u.n espacio de fmicioncs, 

y la 8egunda para referimos a funciones de un uúmcro finito de variables, que 
operan sobre la.-; rna.l]a.-, discretas que definiremos posteríormente. 
Considcrn.rmnos que el funcional / opera sobre el conjunto de todas los rnapoos 
difen~11ciablt•s x, los cuale8 mandan el rectángulo 

u = { ( l;. T/) 1 o s ~ s l; o s 11 s 1} 

sobre una región n dPI plano, de ta.l forma que las restricciones de x a la frontera 
del n•(•t.ángulo son biycccioncs continuas sobre la frontr.ra de n. 

lkdmos qu<-' cada. uno de <~tos mapcos x es una. malla contimm pn.rn H. 



2 Introducción 

Gerwrar variadonalrrwnte una malla consiste cm cucontrar, eu el conjunto de 
m:1.llns para. una región, los extremo:-, (mínimos) de Ull funcional. La cleccióu de 
<;ste úllimo S<' ba.<;a en !ns propiedades geométricas que &>. desea tener en las 
mallas obtenidas. 

1.1.1. Suavidad y longitud 
Consideremos el conjunto de todas las biyecciones x = (:1:(e, 17), y(C 11)) <.life­
rendab]('A9 ent.re el rectángulo unitario ll y la región n; denotemos por ./ los 
jacobianos correspondientes. 
Dos funcionales C',Stán directamente relacionados con sistcrna.9 de ccuncio11es de 
Laplace corrcspoudient.es a dichas tram;formacio11es. 
El primer funcional J.c.; es ei de suavidad (Wiuslow, j60]), que fue utilizado por 
Brackbill y Salt:imin11 ([12]) 

( l. 1) 

co11ocido también como f1111cional homogéneo dH Thompso11-'l'harnes-Ma . ...,t.in. 
El funcional de Hllavidad cikamm. su mínimo en un mapco armónico ([:H:ij ). Sus 
ccuacio11cs de Eulm·-Lagrnngc son las de Laplacc para la tram,for111ació11 i11versa 
( :r , !I) , • ( e 1,) . 
El scr,undo fttncional C}; el de longitud ([5ü]); 

i 2 2 2 2 I 1, = (xf. + x,1 + YE, + y11 )dE,d17; 
H 

( l.2) 

este t.iene corno ecuaciones de Eulcr--Lagrangc las dos ccuacioucs de Laplacc de 
In. trnnsfonnadón (~. r¡) •··> (x, y). 
Puede mostrarse~ que los mapeos óptimos del funcional de longitud satisfacen 
las ecuaciones de Cauchy-Ricmann. 

1.1.2. Area y Ortogonalidad 

Lrn-; fu11cio11ales de área y ortogonalidad / A y lo ([l 4], [501) se exprn"ian cotno 

( 1.:3) 

( 1.4) 

rc~pcct i vamcntc. 
Las <-><:t1ado11es de Euler-Lagrnngc de (l .3) y (1.4) son acopla.das y no lineales, 
por l1 ·,to rt"'!Sülvcrlas presenta varitL"l dificultades. 
l•:n <'Rh ,rahajo 110 nos interesa r<'solvcr numéricamente las E-cuadori<',s de l•~ulcr­
Lagrang<' para gl•rwrar mallas, si110 que emplearemos versiones discretas de los 
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funciormlcH. Para información 1rní.,; dctallnda con respecto a la gerwración varia­
ciona.l continua, v{iamil' [1,1), [tfll, [40] y [f>5l, 

1.2. Generación variacional discreta 

Nuestro intNés rn discretizar lm; funcional<!H continuos para oht.c11er rnall,u; ópti­
tna~, como soluciones de 1111 problrn11a de opt.imi:imcióu <le gran escala, en lugnr 
df! resolver un problema de cálculo de variacione:,;. A esto He le conoct~ como 
gc11era.ció11 variaciorial di:-;creta de 111a.lla.s. 
En las &iguientes ddinidones, se precisará lo que entendemos por una malla 
estrnct.urada.1 y por 1111 f11ncio11al discreto. 
Co11siderernos 1111a región n del plano definida. por una poligonal I de v«;rticcs 
V -:-: { 111, V·2, • • ·, v,1}, cerrada, Himple y orientada en sentido positivo (Fi~ura 
1 . l ) . 

1,. • 
,,, ·~ , 

• 
~. j r, ,, 

• , 

• "1• / I , 
ú ! t, 

Í .. , 
1 • 1 

\

1,. ,. 
• ,, 

• .. 
• ,, 

,, 

Figura l. I: Ej<'mplo 1.111a rogióu definida pm una poligo11al cerra.da y :;imple. 

Definición 2 Sean m y n números naturalc.., mayon.?:, r¡uc 2. Decinw:-; que el 
con,iunto de ¡mnlo.<; del pla rw 

con lados 

L2(G) = {l'm,jU = l, ... ,n} 

D:,(G)-'- {/'.,,.ji==- 1, ... , m} 

1 L Vf'lliM1t1• n1t•11cionar que unn malla discreta Pstrud.urndn, admisihlr· y conw•xa, i11-

d11cl' de 111a11.-rn 11at11rnl la co11s1.rucd1í11 de• \lila 1tll\ll1l continua ernplctu\do los nmp~os hili11ealn, 
ljll<' prt'M:lll,\lllW', ('ll la :a•cr11',11 1.'J.. le 
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e:; ww malla cst.nu:lurada2 ndmisihle y discreta de orden 1n x n parn i2, .c;i se 
sal isfa,Y· que 

,¡ 

V e LJ /,¡(G). 
i ~ l 

/)c<:imos ridcnuís <¡lle lri malla C,' es convexa si rnda uno dP. los (rn - 1 H n - 1) 
nuulriláteros {o cddns} <1,1 de vértices ( P;,1 , P¡ t-1,1 , l\1+ 1, P;+1 ,J+1}, con I < 
i. < m y l S .i < n, es convexo. 

Los conjuntos L, (G), L2(G), /.,:i(G) y L,1(G), a los cunlrn 110s referimos como los 
lado:, de la frontera de la malla o los lados de la malfo, apiuc<:cn en la definición 
para rn.:;a.ltar nuestro int.cr{·s en que la frontera de la malla stm la misma que la 
íro11Lt1 ra de la n~gió11. 

D,~finición 3 Un funcional discrdo l sobre una malla G ~:.:: { l'i,_;} es una fmi­
cú5n 

( l .5) 
i ,J 

donde c.,., es la celda i, j de la malla JI 

} '(<•· ·) - f(J). · f). • J.>. 1 . l /J .. 1) -1,.7 - •,J, t 1-1,.7, ,¡..,JI· , 1,.1-I 

es ·u.na función de sus v{rl.iccs. 

Alg111108 funciouales discretos pueden obt.ei1ersc a partir de los funcionales co11-

ti1111os de la. siguiente manera: Subdividimos /l co11struyendo una malla H0 dada 
por 

!lo-:-:- {(~i,rJ;) = (_:_, :Z..)10 :Si::; m;O :S j ~ n}. 
11i n 

E111plea11do e .. -;t,a malla podnmos escribir uu funcional continuo de la forma. 

('(JI 11( 1 

(1.ti) 

Cnda uun de las re.-;t.riccioues del mnpt,•o x eo las celdas Hi,j de Ro puede aproxi-
11111rst> PmPl••ando Pi mapeo hilineal r que veremos en la Higuicntc sección (Figu-
ra l 'l). 

·'Fot111,vla 1·1111 l'llildriLí1<·11~ 
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Finnlmcute, la. íntep;ral en la celda Hi,i se aproxima empleando una fórmula de 

cuadratura: 

1 { ( ( i j) ( i j )) -1/JX -- X --
,1 ( m' n I r¡ 1n I n 

Para mn., detallcH sobre esta discrclización, véase Gonzálcz ([30l). 

( i J; __ I ) 
m n 

(...!._L l 
111 11 

( ¡~-' .L > 
111 n 

Fignra. l. 2: Mapüo bilirwa.1 cutre /3¡,i y Ci,j • 

1.2.1. El mapeo bilineal 

A fin de obtmwr las expresiones de los funcionales discretos, consideremos el 

mapoo bilincal que manda el rectángulo unitario ll sobre un cuadrilátero de 
vértices P, Q, Il y S en el plano. Así 

donde A, B, C, y D son puntos tales que 

r(O, O)= P, 
r(O, 1) = S, 

Estas <~un.tro condiciones implican: 

r(l,O)=Q, 
r(l, 1) = R. 

r((, r¡) -= P + (Q - P){ + (S - P)r, + (R - Q + P --- S){r¡; 

<m ·,.-xueucia, las derivadas parciales de r son 

r((C 11) :-::: Q ·- P + (R - Q + P - S),¡ 
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por In ta11t.o 

r.dO, O) Q P 
rc(l.O)····q •• p 
rdO, l) . ll ~ S 
rd 1, 1) H 8 
r,1(0, 0) -, S · P 
r ,¡ ( 1 , O) -- H q 
r,1(0, 1) •• S P 
r ,

1 

( 1 , 1 ) ll -· Q. 

Es i111porta11lc! notar qw• 1'1, (O, O) y r,,(0, O) dcip1•wl1•11 Hc1l11uw11l1• d,• los ¡umtos 

S, P y Q, <'Rf.o l'H, dnl t.riii11g1il11 1\SPQ. A111ílug111ru1 r,t1• r.d J, O) y r,1( 1. O) clqu•11-
d(•11 f,('1l0 d1•I I rí1í11g1ilo ¡\pqn y IISÍ Hll('(•SÍVlllllf'lltí•, 

El jacobiano d(~ r ('.', In 111111~11i111d 

.!(C 11) r[ .11 v-,1 

.. (q J>).J..,(S -- P) + (H - Q)./..i(S ·· P)~ 

+ (Q P).l~i(R 8)11 

./~! ....., ( - \) r'i ) • 

l'odernos ver q1!c ,~11 el t.ri1í11g11lo /\SPq :·w !.ÍPIII' 

2 • 11rna(/\SPQ). 

Olmervemos que In rliscrctiw.ción dd jncohi,rno, en los tri1í.11g11los i11divid11alt~s 
c01Tc)sponch1 

t

1xada11Hmle al do/JI<• de .'i'll <Ín!a, con d si_q110 dado 7,01· la nnf!ntación 
dt'/ th<i11yulo. 
Expresiow':-. e<.¡uivalcmt.Ps M~ oht.imwn pnrn loH vnlorc'R J( 1, O}, ./(O, l) y ./( 1, 1) 
snbn, los tri1i11µ;11los 6PQrt, 6qns y /.\HSP, r<'Rpcct.ivamonte. 

1.2.2. l•'uncionalrn; discretos para el ,napeo bili1wal 

l•:111plPa11d11 d mapl'<> hilim~d q110 lwmos i11t.rod11ddo 1 •.'l-:l<.Tibirl•mos lu.-; cxpre­
sio11cs q11" corrt'Hpo11deu a lrn; funcio11nh11 ele nl'C'l\, lo11git.11d, sunvídad y ortogo­

lllLli<lnd. 
Udi11i111os 

o(L'\SPQ) = (q (1.7) 

lo que 1101; ¡wrmite <•scrihir pnra d jncobinno en (O, O) 

./(O, O) •• o(/\SPq) 
.. 

J¡: t1h11111H .,¡ 1'l su l,í11du:c pnrn d1sl 1111~11ir c•st.n 1111il ri;o. J.i d1• In 111111.f'Ít j1u•ohia1m. 
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y In~ corrr,c;pon<lient.es í!xpr<~íonNi para lrn; otros tr~ vértin~; ,-:;tos cuatro vn 

lorf•s rni;.-1~1-w11f.ar;í 11 <;I "v1tlor ,Id área11 '' sobn• 1111n rddn. cuyos v,·•rtín-s :;c-,u P. 
Q, H. y S. Por lo U111t.o, ,,1 f1111cíonal di!.r-rrto de ;ín•a nn t-:;ln rdda ,.,,.. 

1(2 2 • -i 'l. ·) ~t ./ (0,0) 1 ./ (1,0) +./(O, l) + ./ (1, 1) 

1 (o1(/\SPQ) + n2(/\PQR) + n2 (/.\QHS) + ,.·1(/,\HSI•)) 

El f1mdo11al dí:-crelt., ,fo longitud ,\ para ,.J 11u,1wo r ,~, 1í ,hulo ,,m 

,\(o, O) •• IIQ ·· Pf t IIS Pll1 

,\( l 1 O) ;:: IIQ Pll'l. 1 llll Qll .. 
,\ (O, 1 ) :·- 11 ll - 811 2 + 11 S · P 11

1 

,\(t, 1) ~ 11n · s11·., ,. 11n Qli'' 

Defi11ic11do parn /\8PQ 

A(O, O) -· "( /\SPQ) 
..\( t, O) = ..\(l\PQU,) 
,\(O, l) - ,\(/\H.SP) 
>.(1, 1) e·~ \(l\QHS). 

Así, f!l funcional discreto do longitud (!11 la cl'lda t'H 

1 ( .,\(O, O) + .,\( 1, O)+ ,\(O, 1) + ,\( 1, l)) 

~ ( >.(6SPQ) + .,\(/\PQll) + ,\(/\qH.S) + ,\( /\HSI')). 

Emplca11do a y .,\, podemos escribir la (!X pn•:;iú11 d1!I fi11wio1111l diHITt>lo d1! 8ll1lvi­

.dad en un triángulo: 

que en la celda. vale 

fs -· t(s(O,O)+s(l,0)+.<i(0,1)+.'i(l,l)) 

l (s(L\SPQ) + s(/\PQll) + .. 1(/\QllS) 1 s(t\llSP)). 

•
1 D<' hecho, <los veces el área; sin embargo, In corrntnnto 'l. no ímplicl, p6rdida de gcuernlídad. 
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Por último, 11110 df• los í1111cío11alPs ,k mayor íntn{-:-. pHrn nu<·stro lmhajo (':i- el 
f11ncío11al d,• ortugo11alidac(' O, dado romo 

'/' O((, 1¡) ·- r~ r·,1. 

íh•íi11ím1do o parad t rÍiÍIJf;llln /\SPQ <'omo 

o(/\SPQ) ,,_ (S - P)'1'(Q - J>) 

0(0, O) ·-== o(óSPQ) 
0(1,0) - o(/\PQll) 
0(0. t) - 0(1\llSP) 
O( 1, l) ,,_ o(/\QH.8). 

l'lll.011<'<':-i el f11rn:io1111I <'11 la <'f'lda l'S 

fo :: (n~(O,O) 1 0:.!(l,O) 1 (i.!(0.1) +fi-1(1. 0) 
;~ (,?(/\SPq) + ,l(/\PQH.) + o·.i(!\ltSP) + ui(L::.QHS)). 

1..2.a. Exprci:;ioues para los funcionales discretos 

( :011 la notaci,',r I el,, la 8< 1t:dú11 1 .1. 2, Pscri l>i 1110s In <liscrnt.i1.ad,,11 dfl los ftmdnnalr-s 
dt\ suavidad, lougil.lld, {m•a y ortogo11nlidad para una media. 
Una vc7. dcfiuido:; u, A y() pnrn triiinguloH, H<'>lo 110:-; rr~lll c8<:rihir los fundonalt>:-. 
di:c;crdos corn:spo11die11LPs a los f11ndonalt 18 do lll ::;t•ccic'm l. 1 , co1rnidern11do los 
cuatro lri1í.11g11lo8 e11 cad,t celda. 

Para esi.o, clenoicrnos los tri1í11gulos en la cdda i, j c.011 vért.ict>s Pi,.,Qi,iR·i,jS,,i 
como 

6S¡,1P i,1 Q¡ ,.i 

/\ Q¡ ,1 R¡ ,1S¡ ,1 

6P1,1Q¡,.,R1,J 

t-iRi,jsi,j P ,,1 

-.:: 

/\:,_j 
¡\2 ' 

t,J 

/\" 1,j 

de tal rnaw•ra q11<' el funcional discreto sobre 1rna 111nlla. G :;ea 

( 1.8) 

Así, el funcional de suavidad de vVinslow Ji:~•, c~I funcional dv lon1dt.11d /i'¡_, ni 
funcional de úrea FA y el fu11cional de ortogonalidad /•'o e:-;tún dado8 como 

'I: I: t ,\(Ati) 
' o:(l'-.,,. J) t=l j=I k::-cJ , 

Fs 

51•:n [1101, se presentan otras formas posibles de f1111cio11alesdc ortogo11alidad sobrn t rí;i11¡~11los 
i ndi vid 11alc!s. 
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rrt 1 11 1 ·1 

I: 1..= Z: ,\( 6 ~-.J) 
, 1 J-' 1 k::c 1 

'" 1 11 - 1 ·1 

f,'A L L L (o(L\~,,))~! 
, -1 1 .. , 1 k _, 1 

"' - 1 11 1 ·1 

L L L (o(L\~_,))·i · ( 1.9) 
1-I 1-I J.-.d 

Ur1 lrat.a111í,•11to rmí."i ,•xt1•1rno di' los fu11do11ales discrc•tos pr<~mtados en tisln 

H<icció11 ptwd<' er1<·011trarfi<• cm [HI, 11 lj, ll•II y lfüij. 

1 .a. (~aract~ri~ación de la convexidad 

1':111plc•a11do la orí1•11tadó11 el,, In front<'rn dt• rndn r.clcla en una malla, e:; st•ndllo 
v,•rili<'ar cp11• HÍ (•11í.n•a 1•11 rnda c·<'ld11 c•:; positiva, la mulla 110 ru~·t">Saríamt•nl<' t'S 

1·011wxa. Esto :-;1• d«!IH! 11 que PXÍHll!fl cutulrihHt•roH df.' úrea positiva que no 0011 

COIIW 1X08 (!1 111), 
l'or <'1-ila ra·1lrn, C'S ir11port1111t.1• h11:;car una 1111uwrn de llS(!gt1mr conv«•xi<lnd t'II 

1111a celda, t•~;tn 1';1 posible <•mplecmdo 11, dinrrdiímción <¡uc hemos prescnla<lo, 

c·orniid,•1·n11<lo dí1· .. ct.11111c•11t.11 cada 11110 dt• lm: :~u1üro lriá11gulos que i-:ti forman con 
los v1·•1ti<'t!H ,J., cHdn c<'lda de la 111al11l (1'1]). ::fo dcl>c emplear la orientación de los 

tri1111¡•111lm;, ptw:-; si <'I valor de n r-11 cnda t.ri1í.11gulo es posit.ivo, entonces la celda 
<•s co11wxn (Fig11rn l .:q. 
Si11 0111liaq1,11, 110 <1s ,·011w11iu11lt• rPsolv,ir el problema 

mín{/~G)} 
(,' 

sujdo (•xplícit.am<'lll<' a 

0(61 )>0, i=l,···,N (1.10) 

pues la.<; rcstriccion,~s no pernaitcn un manejo eficiente y complican el proceso 
d1• opt i111iz1u:iú11. 

En w:1. dü mnplear las restricdones (1.10), es preferible que a aparezca direc­
t,,w1r•11te Pll la cxpres!Ófl ( l .fi), con el objeto de que la c,onvexidad en la.i:; mallas 
óptima."i sea rnw;<!<:ucnci<L de las propiedade.'l del funcional. 
Además, se satisface automá.tkarnente que la suma de los valores de a de los 
t.riúnµ;11los.,m 1111a malla es igual al doble del área de la región O. 
Bslo es Jffecisamente lo que pe1,nite escribir el problema de optimización de gran 
,•scala ¡)(J.rn gnu:rnr· mallas como ttn prnblema no restringido. 
Debido a la importancia de <..r, en [56] S€ definen para una malla G de orden 
m • n, sobre una región O: el promedio a, el mínimo a_ y el máximoª+ de los 
valore~ de n corno 



JO J n t. rod ucción 

Clara11111 11lc•, si oj(,') .:• O, w1to1H:t?S G l'S co11vcxa. Hs/rJ c.'I lrz c01u/íc,ó11 t[llf' 

,·m¡,lt·arr•1110H fl(l1'fl .,111nrnl1u1r com1txi,fod. 

J 

/ 
.\ 

/ A 

t { -
/ 

.. y)// 
I ,\th 

. ,,, 
)¡ 

., .... , 
f / 

_,/ ) 

' { 
,.,r 

/ ,\''' 
. •, 

/ 
/ ,,•'• 

) 
'~ . __ j 

' . ..-~ .. - ~V 
/' (l (l 

Figura l .:J: LoH cuntro triá11gulos orientados un urUl cddn. 

1.4. Con1bi11aciones lineales convexas de funcionales 

Para cornbi11ur lo!:i efoctmi de vnrim1 funcionales en una malla, es natural con­
sidcrnr comhinacio1m.'i llrwal<.!t! convexas de ellos, como se discute <in Knupp y 
81.einberg {[ 1101). Origi11alrmml.e1 Ron.che y Stoinhürg introdujeron ftmcionnles dd 
t.ipo (150]) 

donde 01, <l'J., a:, 2: O y <T¡ + 02 + a3 = l. 
La eleccióu cll' los "pesos" a¡ y lrn; funcionales/¡ está. motivada por las propiedadc8 
que H<! deS(",n aparcican (!ti la malla. Es posible encontrar en la literatura pesos 
obtenidos de forma empírica buscando mallas satisfactorias. 
Unn d<' IM combinaciones mn.'> útil<•s es el funcional de árca-ortogo11a.lidad de 
Kuupp, parn el cual a¡ :...:: a2 = ½ y /1 (x) = FA(x), /2(-i:) = Fo(x), donde~ FA y 
Fo repr<•srn1t.n11 a los funcionales de úrea y ortogonalidad; esta combinación es 

] ., J~, + Fo 
'Ao=----

2 
(1.11) 

1~1 funcional de anm-ortogonalidad produce mallas muy suaves y con poc,as cel­
das no convexas, pcrn no mallas convexas en general. 
Cuando se ut.ili,r,an combinaciones lineales de funcionales -debido a que el orden 
de magnitud de los funcionales individuales puede ser muy diforente- es impor­
tante rrorma.lii.ar las expresiones en la combinación con respecto a los valores 
que .a.n en sus mallas ideales (Capítulo 3). 
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l !"'., .. 
• lt • Sobre la optimización de los funcionales dis­

cretos 

Como se ha 11u~11cio11ado con anlerioridad, la idea. re11Lral de la g_l•1wración v¡,ria­
cional discreta de mallas se basa en c,onstruir unn función cuyas variables, /. 
son laH coorde11adaR de los nodo:,; interiores de la rnallm,: A esta ftmciún se le 
de11omina funcional discreta. 
Gcn<'rnr malla .. <; de marwra varíacíonal directa significa entonc<.'S rc~,lwr «>l pro­
blema df! opt,ímizaciú11 

mín /(G) 
Gr.P • 

Debido a la importn11cía de este problcmu un los c.le,<,arrollos d(l In prc8ente ksis, 
es muy importante enfat.iza.r mIcvamentc algunos puntos: 

• J >rimcro, (lile el prohlrma varinciorial conli11110 clf'.scrito c11 In :-;c1:cíú11 1.1 :.t" 

ha t.rnnfnrmadn <'11 1111 problema. de optirnizad,111 multivariada por rncdio 
de In fórmula ( I .n). Esto ocurre ni dii;crctizar el funcional rontí11110 sobre 
n dividiendo la región 1m celd11.s1 así ol>Lcmc111os 1111a fu11ció11 quP n•flt-ja la.-. 
propiedn,fo:-i dd f1111cional Hobrc cn<la celda en función de lns coordcmndns 
dc1 sus vértic1-s. 

• l•~I se~undo punto 1t :-iefmln.r es que el prnblcml\ de optimi:r.aciim, 7"''" se, 110 

IH!<:f~sariament.e coud11ce a una malla convexa; un ejemplo muy duro de esto 
hecho es d funcional dh,r.r0.to de ortogonalidad que sü prcs1.mtnrri. poste­
riormente. En consecuencia, es necesario imponer con<liciom'.S al problema 
do optimi¼nción parn lograr la convexidad, lo (ltW puede hacer muy costoso 
el proceso de optimización si las r<>.stricciorics 1-1011 explícitas. 

• La idea clave c11tonce:-, es lograr que la c.onvcxidad sea una restricción im­
plú:ita dentro el,~ la formulación de los funcionales, a. fin de que el problema 
de optimización pueda ser resucito ef1cienterncntc, lo cual efectiva.mente 
puede hacerse corno se mostrará en el capítulo :j. 

• El prnhlenrn de optimización a resolver es de gnrn escala. cuando la dimen~ 
sión de la malla m x n es grande pues es una función de 2(m - 2)(n - 2) 
variables, debido a que cada. nodo Licue 2 coordenadas y los punt,os de 
la frontera son fijos. Es por ello que en prnblerna.s espedficos, donde se 
requieren mallas con muchos nodos intúriore:;, eH ueccsario contar con un 
optimizador eficiente. En este trabajo se empleó el Método de Newton 
Truncado con Búsqueda en la Lín<',a como estrntegia. global, que nos ha 
permitido obtener excelentes remlltados. Para una. referencia completa de 
est.e rné!Lodo de optimización y su implementación en el sistema UNAMALLA, 
v{iasc 126]. 

Para firw.li:,,;ar, hernos de corncnlar que no necesariamente debernos obtener el 
ó, n del problema, lo que se [(,'quiere e."i generar un malla convexa que sa-
t.is1aga algunas otras propiedades geométricas como la. casiortogonalidad, razó11 
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por la c1wl el ¡m»cmio de optimización se detiene al lograr e-convexidad, como 

:,;e disCIII.(• en la sección :l.7. 

Como veremos más n<lclnntr:, la fort.alcza de los funcionales que presentaremos 

en los rnpít.ulos síguient.(,s n~ide pr<:cisanwnlc en los puntos anteriores. 

A manera de <)jemplo de las mallas Óplirnas <le los funcionales de 1irca, longitud, 

(trea-ortogonnli<lad y ortogonalidad, pre&mt.amos en la figura. 1.4 mallas de 40 

puntos por lado, generada.'\ para un contorno que represtmla a la bahía de la 

Ilahana. A fin de aprccí¡u su estructura, 11n el apéndice B se prcS(!ntnn nueva­

mente estas mallas a. mayor c,.><;ea.)a. 

En ninguno d1! los cuatro caMH se logré, una rnalla convexa, dchi<lo presmni­

blen1c11te a que pura c~-;t.os fundormles no es posihlc garnnli1.ar mallas <>ptimns 

convexa:-; en rcgio11e8 con forma írrngular. 
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• ' ·1, 
/• I /7~11 

'-\>. ·1 - \ \ 
.,.,'• .. \ \ \ 

' ' 1 "-,'¡ \ \ 1 1 
1 J l \ 

Ortogonalidad 

• I ; ¡\ 

.j 

.. ~:-

13 

Figura 1.1: Mallas óptimas pa.rn los funciona.les de longitud, área., ortogonalidad 
y área-ortogonalidad 
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Ca¡Jít11lo 2 

Los funcionales k-área y 
k-suavidad 

2.1. Introducción 

E11 PSI.<• rnpítul" lwnm1os 1111 lirPVI' list.ndo dt• lu:-i propit~d1uf(':; de los íurn·ionah•s 
dnnomí11Mlns k .. ,ír«•a .Y 1<•:·HlllVÍdad prop111•sl11!, por Ti111wo t'/ 11/. (l!J¡, 11 lj l. los 
cwd1•~; :-«'.r1Í11 11111•st.ro p1111t.o dP partida para dl'sa.rrnllnr ot,ros fundo11ali•s. 

Los f1111ci0Hales k- ri.rm y k•!i'/UWtdrul son nlr,unos de los f1111do11nlt-:-; <•:,nitos t•n PI 
co11tnxt.o d1• la discrnt.izaciú11 fl'lf! prt-S<!lll.a111os tm 4ll capítulo anl<•rior. PN111íte11 

gonorar mallas <'Onvexas dP mn.nern muy efidrnt.e, incluso un rngiorw:.; muy irrn• 
gularrn;. 
En lo s11c1 .. sivn, m11 <'I ()hj<1 l.o el<! facilit.itr la notación escribimos los funcionales 

como: 
N 

/(C)-:-:: ¿J(L\,,) (~. 1) 
,,= 1 

en donde N :...;.; •i(m. 1 )(n · 1) <'A'> d t.olal de triángulos e11 la malla G y m, 11 

son el número dt'. pu11t.os horizonlales y verticales de sus lados. Ad1~nui:-, PXpre. 

samos la.i..; f111H·irnws J <•valuad;,\.<; en el triángulo 6." simplemente como /,,, <~t.o 
es, f,1 ---'- J ( 6,1 ). 

2.2. Motivación para construir el funcional k­
s uavidad 

La v1 1rsi('111 disnda de suavidad 

(2.2) 



10 

1~; Í;1 1110111:ací,111 ¡i:ir;1 propo11t•r c•l ÍllllCÍ<mal dP k--.ur,l,'ltlod, 

I•:), 111111 1 arr·a i;c•rwllla v1•rílwar dos ,·osas: l'ri11H•ro. sí d pron:~o d,• n¡,omi/;ff101t 

¡,11n1 f'I r,111, Íllliitl d,· ~llil\ íd:1,I ¡,:rrlt· d,· 1111:i rmtlla "º f'IHl\'l•i(il, IJP ,'it' Hn;;lfil mmnr. 

a 1Jllí1 111alli1 1·,,r,v,•.,;1. S,·~IIIHlr,, la dífiniltad nulin, t'II lns dl'J1nmi11;11fon~ ,pw 

;1p;11r·c-1·11 1•11 IH ,·xpn•!'ifOII ('L.'2}. ¡,111·:-1 :,j s,· 11:;a 111m malla míi:íal «·onvr~,ii. t•utunn·;-; 

PI f111wio11:d d,, \\'11,slow aln111za sil 111í11ímo c•11 una rualb ,·onvi>xa fl l¡) . 

;,1 ),, q111·· 111111wrn p111•d,· n•1•:-;1·nhír'hl· ,.¡ d,•riomiuador dt•l f1mriorml /· -~ para c¡i1,• 

~,•a Jl"~íl1l1• 1•11q1l1'111· 111allas ír1ídah•:. 1111 cor,v,•xas'' 

l • 11a rt•SJlll!\'-ll a c1111~1isl<• r•n "movn <•I pnkt; f.ra.-;ladarh., clt· tul fnrmu (am• los­

d,·r1< 1111i 11ad11n•:,,; "" 1•! í11111·íowd df' l-illavídad s.•;rn síPmpn· posith·os al pnmHir 

valor,•:-; d(' n 11,•~•Jtl ivmi rrl<'dí1111l1• ('!illl trnrwladúu. 

l•:I valor n(<,') 1·:-. la "11wdidn d,• la 1111 co11vP.-.;idmf"d•· la ,mitin,,· D,· ahí ra 

i111p111ta11,·1;1 di' i:011sid1.•rn1 1•1 <·1111j111110 síg11i,.11t,•: 

()pf111ici1'111 11 Hu, M((l) d ,·n11,11111/o ,/, l1Hltt., ltt:, 111t1llt1 ... w/,,11,-;1/,l,.-. ¡mm 111m 

/'l'(fl(Í1t 1 ; d, }Íll/(1/d, 

{(:¡<: < i\/011.n(C:) kJ 

f'/JI/ J.'. 1111 IIIÍ/lll'UI 1·,·,1/ 

l. 1:,i k y J.· HoII 11111111•rrn, tl'1d1•s l.11lf'S qI11• k ,, l.· ;, lh { !>¡.,. .. 

~, J.: :.. ... ( 1 ;, / ) J..· 1/1, 

lk 6sl;1.·, s1• si¡•,111· qu,· 1•1 ('111i,i1111t.o 'P . {k r= /Hl/h / ,f,) p:, no vad1, ~· acotado 

itd'<•rínrnH'llln. Si i111' 'P < O, 1mt.0111:1•.'i t•I co11j1111l.o /Jo d1: 111nllo.c.; com•1•xas l'S 110 

vacío. 
La id1•a ,~s 111i11i111i1.ar 1111 f11u<'io11al s1~111Pj,,11l1i a J,\· 1•11 /),_. con k > O; t-l olijl't.ivo 

c•s cp1<• 1\I <'lpti1110 sr•a 1111a malla ro11vcxa. 

2.3. El funcional k-suavidad 

Para l>1Ts<·11tnr dt' 111aIH~ra cla.rn d runcionnl k-i,;11avidnd, qud se empica parn re­

sol v1!r PI prolilt•111;1 dP opt.i111izari(111 <'ll t~I co11ju11t.o /h, es co11vc11ic11t.c comentar 

hff~vc1111•nt.c· las idPas g(!llcrnlus que SP SÍRllieron pttra propouerlo. 

l•;r, l!l!)S lva11,•11ko ,·stalikci<í ,·1 ni:-rnltado sigt1ie11I.(): Rl funcional de s1w11úiad 

tiene al meno,.; una malla rí¡Jlima en d conjunto 1)0 de mallw; 1ul111:isiblcs con­

,,,·;1:w; (l:Hij). 
En 1 !lD2, BanNa ,,¡ al. (1,1 J) est.abl<•cil.iro11 el fu11cio11al 

1 < ·,,. )' " liJ<,,., 
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<'I f'11al aka11za s11 valor úpl.ínm sobre· <·í nmj1mto d,• triángulo~ con ;íu~a orir·ntada 
pw,I t I Vil. 1·11 d , 1111.Jllllf 11 ,k 1.rHH1J~1Jlo:-. rcnarigulo:. i!-1(1:-1:n•ln, 
E11 l~J!H,. T1111w,, f'/ al (111;; t'Xff'ft<ií('rníl los n-:-;uitmlos dt• Oarrna e lvmwrvko at 
1•:,I nhl1•('f'f q11,· d f11m ir ,rral 

,\(l\) 2ní Ó) 
• ---•~--·-o>-.---------.... ----~--·-

l· + n(l\) 

1•<111,-;ídPradn ~(11,r,, rod1Js lns !tÍíÍ.fl~~•ilns ú dondr. n(/\) :.-. -•k. nlnmza su va!or 
/,pi 11110 ,,n n1alqoi1•r f riHftJ~lllo n•d 1ÍJ1~~11lo ,~·<"f,•~. 
Empl1•1t111lo ,.¡ f 11t1dorrnl (2A ). l'«r flS('rilw f•I fmu:íonal k-~mwidruf pma nm, malla 
(,' <'01110 

La 1•111.raf 1•1~1a parn g,•rwriir ruallnn 1·011v1 1xH.'i <:011 (•1 fum:inual k-smwiilml t·on.-.i:-.l.-
1•11 ''1qm,xí111:,rs1• a la ,,.1~i1',11 rollVl'Xa'' t•111plc•;u11lo ••l 1,ariinwtro k. 
hl 111¡\11I1·11t1• 1,·11n·1111, 110H 1~ui11111.ízn qw•, mm vtrt. rhtr.hlo k. 111~-+ rmdta., ú¡,tmuL-; 
d1•l f1111,·i111111l k••a1avidad st• ,•1w11P11I rn11 pu•,·isauu•nlc! ••11 t!I c·ouj1111f-o n .. 

'l'rn11·nm11 1 81·,1 k • O. H, {U.,J l /h ,.,., 1mt1 ,'iu,•,•,11idn rfo 11wJlm¡ 1¡w· .<H· 01m1-
.r111w <1 la /runf,•111 ,fr / iA-, 1·11fow·1:.~ 

1 )p111m1t.r11cí,'m 

Parn n"la ,¡, H('I\ 1\,1 1111 tri1irw,ulo de nrcn rnínímn <.'n Gq, Por hipót<isis. :.e c11mpl<-
q111• k ·I 11(/,,1) , O, Sí {Sk(<,'.,)} <-:illi nrnt.nclo, clPlw c11mplirsc.· <¡lll' 

,\(/\,1) - 2o(l,,1) -• O 
111 que• sigriiti,a q111• la :-.111·c•:,;iú11 de t.ri1i11g11l1,~i { 6.q} tiende~ un tri1i11g11lo n><:t.,ing11-
lr1 h;,'1:•H'P!P}i 1·n11 1írc11 po:-iiliva u q111.• luH lndoH tiendeu n. <'ero. Ninguno d~ ('Slos 
cm;oH t•s prn1ihl1• d1!liido ll lit hipüt.1•:-iii; i;ol,w el tima de L':-.q,D 
( :, 111111 co11~<!C'1w111·ia, t.1~11Pmm, PI 1:orolario siguiente. 

Corolurio '.l ,'-.',•a /...· > O. 81 d con11mto lh- es 110 vado, entonces 81,. tiene al 
/111'1/f//j 111/. 111//111//(/ t'II Í h,. 

1,;1 t.1iorti111a :~ propordo11n., pam k > O, una cstimacióu del i11cwrncnto dd va­
lor n _ de> las 1111dl11:,; úpti llléL'i di'! f1111cio11al ,'h, a lHl,'<:lida que k se aproxima a cero. 

'J'nm·nma a 81•11 (,' 1 (!/1 /)¡,,' k > O, Sea Gk e Dk tal que 

f'l//()11('/'S 

/'1111 J. '.!,.. 
:-;~--l ¡_; 1) f"':i. 



Los funcior111lt1s k-nnm y k-sunvidad 

El sig11iFt1lfl rPs1ilt.ado no~ indica q11<' si e:i:v,lt• muz malla c01we1:a ¡1arn una rc­
qllfo, c·11to1wcs 11 11wdida que k > f) se aproxima a C<'ro, lo8 valon•:-; de n_ dP 111:--; 

111111111:-; ,·1ptirrn1s del funrional <k· k-s11avidad He incr<•111e11tan Pll proporción a 1111 
f'nctur 11ulc¡wn.dtcntc de I,·. 

Tt!onmta ,, S11p011yrwws c¡11c <1:úsle D e !)0 y sell </> ,..= S0 (D). Sí C:0 es mw. 

nrnlla no convc•:m, entonces pa.ra k en l'l intervalo ( •·n_((;0 ), -o_(U0 )- º-~;-,-o)), 
las mallas óptimas GA: del fwi.cwnal s,.. satisfacen qw· 

(2.ti) 

Con <)si.e resultado se pucdt• demostrar que es posible obtener u11a malla convexa 
<·n 1111 rtt'!1111:ro fi11it.o d<) pasos. 

Los t.corc111a.s ant.eriore; 110s indican que efoct.ívame11l.e podemos seguir dismi1111-
ve11do A: Pll cada ocasicí11 para PVl!lll.11al111c11t.e ol>t.c1wr 111alla.s ópti111as coJIV('Xas. 
f<:11 ca.so de que C'fitít.'> últimm; 110 t)xist.an para una rcgiú11 1 el pron~:;o dr opt,i-
1nízaci611 arrojar;i corno l'PS11lt.ado una malla con el 1tH:•11or nú111crn posible d<' 
celdas 110 co11vcxa.s, 

2.4. l~l funcional k-árca 

En HlUG, Tinoco ( 1111) constrnyó un funcional de úrea basado oolH111c11tc en los 
dct1<Hni11adon!:-; l.: +o, para el cual se c11111plen resulta.drn, semejantes al ftmciona.l 
dt• k-s11avidad, d f1mcio11al k-1írea: 

Eu los siguie11t.es t,pore111as iw rn111ncia11 las propiedades de este fu11cio11al. 

Teorema 5 Sm k >· O. S1 lh I </1, enlonc:cs Ak t.ícnr. al 111.rno.~ w1 11tfnúno en 
l>1., .. 

Ta111bie11 se cumpll' <¡lll' los valore:; n ... de las mallas ópt.i111as dol fu1Jcio11al J\k se 
itHTt'llll'llla11 a llll'dida q1w k >OSI' aproximan Cl'ro. 

Teorema O Sean C,'0 e /Ji,: y G 1 ru lh tal que 

I 11/()llí'I ,-., 

,/ll: 



Timr~mn 7 S'upo11grtmos que /h0 es no vucío y St!a G1,0 E /Jko; dijamos Go '/: 
lh0 nna malla 1w co1wcia. 

l~'ntoncc8 ¡mrn lodo k f'H d inlcnHJ.i.o ( -- o_(G0 ), --a_(Go) + 2Jko), las mallas 

ápt.irna.-; (h del f1mcwnal J\k s<1lísfa<)'.H que 

(2.8) 

Con este resultado se puede demostrar que es posible obtener una malla convexa 
ell un número finito d<! pasos. 
De n.horn en adelante, sin cau:mr a.mbiguedad denotaremos a. los funcionales de 
k-suavidad y k-áre,t como kS y kA, respectivamente. 

2.5. Mallas generadas con kS y kA 

Como 1111 cj<illlplo de las nrnlla., ópti111n.s generadas c.on kS y kA, en las figuras 
2.1 y 2.2 se muestra una iw.ric~ de~· mallas convexas de 40 puntos por Indo para 
frontero..<, poligonnles que aproximan 1t la. bahía de ln. ~fabatm, Gran Brclafü,, d 
lago Ucha en Rusia y a Sudamérica. Las mallas iniciales fueron gencrnd1L'i por 
interpolación trnnsfi11ita (Descrito 011 el apéndice A). 
EHl.a.'l n1t.1.llns se pwsenta11 a mayor <:'.Scnla. en el a.r><~11dice B. 

2.6. Importancia del denominador k + a 
Los funcionales kS' y kA generan rnalla.q nmvexas admisibles de manera muy 
di.cim1t.c, y aunqtw los resultadoH se prt~cntan de manera naturnl, lo único que 
se ha hecho es una t.rn11slació11 dtil origen en un ~pado cuclicliano. 
¿Quó es lo que hncc que funcionen? 
H.C',sulta sug;crcnt.c qu<> los funcionalffl de este capítulo, que permiten generar 
mall1Lc.; convexas en fro11t.era.s arbitrarias, se dist.inguen de los presentados en el 
capítulo unlNior por la pre8<.'11cia d(1 l denominador k + n, que funciona como 
111111. ba.rrnrn ¡mm Pvilnr que los valores de n en lus malln.'l sean negativos. 
Una dc'.8ve11taja quP presentan es que el proceso de optimhmció11 numérica, cuan­
do los vnlorffi <le n Rl' aproximan a --t;, los funcionales kS y kA requieren ser 
H'(m1pla.zndos por Px¡m:~iones rm1ti11uas en una vecindad del polo. gH decir, ul 
funcional kA de la teoría es uno, y el que se implanta (m el algoritmo•~ otro 

parn poder mmr un lrt<!lodo de optimización sin rt!t!lriccioncs. 
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lfahín d<) la llalmna. J,ago Ucha. 

Cra11 Brda11a. Sudamérica. 

Figura '2.1: Mallas gPuern.das con k-suavídad. 
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Sudamérica. 

Figura 2.2: Mallas g(mcrndas con k-árca. 
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Figura 2.2; Mallas gerwrndns con k-área. 
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Capítulo 3 

Funcionales convexos de 
, 
area 

a.1. Introducción 

En tJsl.<! cnpít,11!0 a11111iinmoH c1l ~:ig11ilkndo de 11na üXJ>r<!sión ::;enwja11t.<1 al de11omi­
naclor k -t- et t'll los fu11ciormk.-;. Didm expresión ticrw la capacidad de disliuguir 
i-;i el 1í.rnn oriP11tada de 1111 tri1í11gulo es positiva o uegnt.iva. 
Este es u11 hecho cp1c· Rugiere que alg1111os fu11ciorw.les son capaces de identificar 
los t.ri;íngulos 1'it.il<~:-; para coni-;trnir una malla convexa. 

El objetivo cPnLral de este trabajo c>.8 gerwra.r ma.lla.s casi ortogona.lcs. Es natural 

buscar los óptimos del funcional de ortogonalidad mencionado en el capítulo l; 
sin emh,ugn, lo que 8(~ observó fu~ que sus malla:; óptimas casi 11u11ca. HOil con­

vexas. Esta problen11í.lica se unali;mrá en d capítulo 4. 
Por otro lado, lo qtw si Psta da.ro es lo siguiente; es indispensable combinar 
el funcional de ort.ogona.lidn.d con algún funcional de iirca. La ncccsidad de es­

ta comhinadó11 no:-. 11<:vó a. buscar el funcional de Arca más ade<;uado pa.rn. la 
generacicín de• 11iallas convexas, adPtnH.S es necesario enlen<for co11tpletanwntfi 
porq1w un f11ncio11nl <le árna gC'nern mallas convmrn.~. 

M alias convexas y dispersión 

El proceso de· la i~t"tl<'radón d0 malln.s cmpi<'za. con unn malla inicial, que se 
olil í1•111· por i11tPrpoladú11. El IÍ.rPa dt• los lri,i11g11los dt• In. malla inicial en regiones 
irT('l!;lllarcH tu•rt(' 11swtl111c11tt• 1111 rango muy grande de valores, las áreas cslan 
11111y diHJwr:-.,1:.. Al li1111I dc•I pnwe:·,o dt• optimiinció11 se produrn una reducción 
sig11ili,·;1tiva d1· ,•se• ran¡•,o d" valon-:,;. En 11~t(' St.'lllido, decimos quu d proceso de 
;•,1•1wraf•1,'i11 d,· mallm, 111,~ra 1111a rr•dt1l'ci1,11 d1· diHpen;ión de las fÍWH."L 

Para fadlit :11 la dis1·11:-i1•1t q11" NiJ,~IIP, sohn 1 los f1mdo11ak•s dP l~l"t'a, ,~ rwc<•.1-mrio 
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<'stahlr>cer 11na ddinición nniH precisa, es lo que haremos en la siguiente sPcción. 

, 

Funcionales de Area 

S<.•a J(.r) : lll _ _, lll 11na función co11t.inua y F' 11n fu11donal, F(x) /H,N ··--> /U 

dado como 

N 

f;' (X) ::.~, L j ( :1; j). 
i:::-1 

Sea M(U) PI co11jt1nto de mallas admisibles con N = 4-(m--l)·(n--l) triángulos, 

para un,t n·giú11 poligonal n de área igual a A. Sea <p la función, <p : /\,/ (n) -+ 

N 1' 
IW • <¡lll.' a cnda malla le asigna el vector ip(G) = (0·1, ü2, ... , ü'N) , entonces 

ddi11imns <'I funrional discret.o rlc área f\1, asociado a la. función F como 

F(<p(O)) 

N 

I: f(or¡), 
,¡.::.:\ 

Exponenciales de área 

lJ11 t.eorNrH1 q1w r-;e discute en [14\ y [56J, sobre la utilidad de los funciona.les de 

1ín•a., ('S e~! sig11i1•11t<~. 

Teoremn 8 Si C:,, es ·una malla tal q·ut todos sus tl"iángulos tienen la misma 

área y FA es el Jw,cional de área expresarlo como FA(G) = ~:=l J(o:q), donde 

f es mw funrión f: IR-• Ul, con J"(.r,)?.: O, cntonc.r.s Gu es un punto min.imo 

rfr 1-'A. 

Esl.P r<:sult.ado nos sugiere que casi cualquier funcional convexo de ftrca es útil. 

Sin f'llilmrgo. (•sto 110 es w,í, ya. que el funcional de área 

N 

"~1(<n -e- Lª~ 
q-1 

110 (':-i <'apaz dt' g1!11erar mal In.-.; convexas en regiones irregulares. 

Para lograr 111:dla.-.; <"onvexas, dohe111os huscar una fu11ció11 /(o:) que tm co111port.u 

d<! 11liu11·rn se11wja11t.e a 1/(k +n). Desglosando las co11dicio11es implícitas de c:..le 

tipo ch• 1'11tH'ÍOl1<'h, sc> rPqtlÍ(!['(' que f sc•i-1.: 

• capaz de disl in~11ir vnlnr<'s distinto::, de et 
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• ~· se í11<Tet1l<'flt<· a. 11Hxlida q1w lrn; valon•s den dísmínuypn 

Afk111;í:-;. ,·:; cor111c 0 r11<•11f11 c¡tl<' l<·rrga la mayor suavidad posiblt•, para permitir e11 

la prú<:líc;i 1111a opt ímízación se11cill:i. 
( 111a n'HJ>1H·~l.í1 a mw~;tro pla11tca111ímrto ,~ la función 

VeH111m1 ,.¡ comportarníe11lo de (3.1) ~obr<! la familia de lrí,íngulos v,•rtic~ :;on 
(O, O), ( l, O) y (/, O) P11 c:oord1•11ada:, polarci:;, con l fijo y el ángulo lJ variahl('. 
co1110 sc• l'l!prt·~•111 a <•JJ lo fig11ra :t 1. 

Fig11rn. :L I: Trí1i11g11lo dl' Indos ( 1, O) y (/, O). 

Sohrn ú .... t.n tri,í_11g11lo / --- ◄ 1xp( --2/ :.;in(O) ). 0Privarnlo e! igualundo a. <'No con­
d11í111os O = 1 (múd n). l•~-:;to signilica q1w 

(
¡p I) 
002 o-;_¡ 

= '2l cxp( --2l) > U 

( fP.J) 1 -- - -'2/(!Xp(· 'Jl) < o ¡)(/2 • • 
(he-.-;-

El mínimo de J HC alcanza en triángulos rcct,inguloi:; oricntadoH p0Hitivamc11t.e 
y s11 m1ixirno en t.ri,í.ngulos rect.ángulos orientados negat.ivament.e. 

3.5. Sumas de exponenciales 

N11e:;lro Hip;uie11te objetivo e~ most.rnr que los funcionales semejantPs a 

donde 

N 

F(x) = ¿ ('Xp( --x 11 ) 

,¡;; 1 

1 
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so11 de ut.ílidad para co11struír mallas coBvexa .. 

C:01110 pri111N p;1so. prc•s◄!11t.1111os 1111 l<•on•rria cl,í.-.íco proptu,st.o por llardy, Líl­

t lr·wood .Y l'1'1lyn l!lt :,;11 lu•llo tPxto /11u¡ual1lu'.c; (¡:J21). 

Teorema U Smn fl una J1rntuin r:011vc:1:a ll A un nrimrro rrnl. Si .r 1. • • ·, .rN son 
• l . \'N 

nurn,·ros rr:11. ,·.~ 1r111· .rn.(1.sfo,·1·11 :r, . ..;.. :\, ,•11/011,Ts 
✓ . ...,, ' 1 

,V 

\ .(A.·\." 
i • fl N J <. Lt y(.ri). 

1 .:. 1 

DmnoHtraci<>n: 
Dti la ,·,,11v<·xidarl d1: !/ s,• síg1H• la ,!.•sí1411aldad 

\ 1 N I N • L L ... ,¡( .:. ) . ,¡t' ·--. .,: ) • -. .. ,¡( .r ).LI 
• N • 'N 1 

- N • ·' 
' 1 1 1 

n,, iHjllÍ 1'11 adPl:1111,,, );i ('()IJHlílllf,1 1 11 para 11111•st.ro prohh•111a l'S c·uatr11 Vi'('('~; d 

1in!a ori1!11t.ada d1· la n•,.~¡,·,11 ¡Hiligo1ml. 
Esl.< 1 n•s1ilt.ado n•f11m,,a la id1•a prrn•if!lll.nda C!II c•I l.t•on•11111 8: Funcw,wfrs de lu 

/<Pina (:l . .'I) ul,•1mw11 .'iU 1111lo1· 111h1i,rrn 1·11 u,w malla to11 lodo.i; .'i/l.~ 1•,Liol'l's ,fr n 

1,IJllfLlt·8. 

Es i111porta111n co11w11tnr qll<' PI t.1•on•11m 9 110 J!,lll'l\lll.i1.a la <'Xis1.<•11cia d(' 1111a malla 
conv,•xa 71f!T' se. l lim rnal la c.omn (,' 11 no t.ieno porque Hl!l' una nrnlla ndrnisihll' 
para. tC1da rc•gic',11, ya. q11P f'Xistl'll varia:-. rcHl,riccinne:;; implídt.a~ e11 t•I problema 
dn optimizació11: 

• 1,;11 las cc•ldns que Re cnc1wntrnn en ln!-i esquinas, los tri1ingulos qtw corres­

po11clrn1 a los vt'•rt.ice:-; no .'if mucvr:n dnrcmll! d pnx:cso dt> optimización, 

<·sto <!H, t.ie11<!ll área co11sla11le. 

• h11 cada una de la.'i n·ldmi, la Ht111111, del iírca orientada. de los cuatro tri1íng11-

lrn, <':-i do8 vcr:t:8 el 1í.rea orientada de lét celda. J ◄::-;tm, lri¡Íngulos c:,¡t,1,.n rcln­
ci1)11ados por 11na relación lineal. J~xi::-;tc una rcstdcción para ca.da colda dP 

la mall<1. 

Esta.'> restriccio1ws implican que pa.ra aJgu11a.s l'ru11teras 110 exist.ini11 malla.-; co11-

vexa.-; para Lodn elección d<• puntos en los lado8. 

U II Pjrn11plo de lo anterior l'HP propuesto por I vammko para la frout.crn mostrada 

e11 la lig11ra :3.2. Para ese co11l.orno1, C8 sencillo vmificar que no es posible generar 

1111a 111alla co11vexa. d<' :J p1111los por lado2. 

Con d ol>jdivo de hacer ria.ro el camino a Hcguir, prescnla.mos dos gráficas co­

rn:1,poudie11t.es a curvas dP nivel de (:3.~3) para el caso de 2 variablP.-.,. Aunque 

son rníÍs scllcillas que ln.s <·xpn'sioncs para el problema general que 11en•sitarnos 

n•solvN. 11ns sirv<!ll para imagi11ar la geometría a:,;ociada al fu11cio11al (:3.:q. 
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,,. 

•• 

•• 

•• 

O/ 

., 
. 

o º' 

Figura :3.2: Contorno modelo de 1vancnko. 

·¡_ 111_ I r·1 _l "_ l • ' ' 1 '· 
. : 1 -.. 

1 

--
--

A pesar dti que las curvas en la segunda gr."i.fica. parecen no Her suaves, es soln­
nienf,o un efecto visual; con&•cucncia de un cambio de parámetro que incrementa 
de mauern importante el crecirnionto de la expommcial 1 pero no afecta su difo­
rencial>i I idn.cl. 
En ambos casos, las gní.íica.--; sugieren un comportamiento asintótico con rC8pcc­
t.o a n~:t.as parnlelus a los ejes coordenados. Así ocurro cfoctivamc11t.e 1 y tenemos 
en el caso general varios n~ultados ni respecto. 
Ln segunda gní.fica nos 1-rngierc que debernos hacer pu.ra gcnernr malla.s convexas. 
NotomoH que es posible interpretar la. gráfica de las curvas de nivel para / 1 corno 
uu ";i;oom" de /50, pue:-; lomando como argumento 50x en lugar de x podemos 
co11siderar, un cambio en el parámetro, o un cambio de escala dado por 

en la prinwrn gráfica. 

1 Los punt.os que no cbt.1i11 tiobrn el rnctá11gulo t,icnen coordenadas (0.25,0.5) y (O. 75,0.5) . 
.!Tomando como punt.os al int.,~rior de los lados (0,0.f>), (0.25,0.5), (0.75,0.5) y (1,0.5). 
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C011sidnnimos dos malla:; <1<· ,JI) p1111l.oi-; por lado generadas minimizando (:3.:J), 
1111a para llfl contorno q11,, aproxima a la bnhía de la llaha11a, otra para 1111 
polígono si1npl1~ de 1n1dm (lig11rn :t4). E11 ambos casos el pron•so dP opl.i­
rnízacic'111 partir'> d,, 111111 !11nlln gi!11erada por i11tcrpolad(>11 de lo!- ln<ins. 

La primera chi 1'St,ns mallns t.iti111• 2 celda . .., 110 c:o11v,ixas y la S<'gtmda c-s 1111a malla 

Fi.¡~11rn :L,I: Malla:; g1•111•rnda., con 111 f111wio1111l (:t:l). 

c<Jt1voxa. Los histogrn111ns para los valorffi de tl en <>SI ns 111nllr1.-; Sú 111111•slrn11 c•11 

la ligura a.r,. 
El prn11wdio ii 11s iir,11al a la 1111idad Pll ambtL'- mallas. l•;.-;to üxplica <'l ftwrle 

:¡ 
.. , 

-i 

Figura :l.[1: La.'i di8l.rilrnl'.irn1t'8 den para los contornos (li~1ira :1.,1). 

n.grupamiento nlnxhxlor d<~l valor o -- 1 despll<'S del proceso de opti111i~1tdó11. 
Sin embargo, la primera distribución no corrt'.'ipo11dc IL una malla co11wxa. 

;, Por q11(; frnc:w.;a d f1111cional 

N 

Ji\, ( G) ,-- ¿ exp(-ü,1), 
q=l 

en el caso cfo la bahía de la I faba11a'! 

1-;1 problema csL,í t·n d hecho sig11ie11tí1
: La <'X(H)11encial exp(-rt,1) 110 pcrutli;m lo 

sulicienLe n los tri1i11gulm; dl~ n.rea negativa pequeiia., por <1~!.a ra1ím es necesario 
a11rncmtar lH ()<~nalizaci1'H1. 
Consid<•nimos la función exp( -l.o.), donde t > 1. Lo nntcrioi· da lugar al 1'1111cio11al 
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N 

f,i(x) . L (!Xp(-l:r,1). 

'/ '-1 

A u mentar la penalíiacíón <:s eq11ivalm1te a <!Hralar la malla. ;,Q,w q1wrr.111os dN·ir 
(·011 c•:-;to't Como la malla G f'!'i tlll punto ('rt 11n <•spacio c11clideano de dimensión 
finita, sí escalamos los puntos de la 111alla G por un factor Vi, las rirfiL"i dr los 
trí,í.11g11lu:-. d,, la:-; ('(•ld,1s q11eda11 ,•1-caladas por 1111 íac:tor t. En forma simhólíe11 . 

r: ./iG 
n,1 fn,1 

¡,orlo tanto, HÍ cle11ota111ns F(,/i<n como /•i((,') tc•rtt•mos 

N 

1'~1,1((,') .. L ,•xp(-··/o,1). 

1/ - 1 

Superficifls de nivel de P, 
/\. co11t.í111111.dú11 1 t 1Htn.blec1•111ns l\lµ;uno:-; n•fmltado:-; Hl.>hr,: lns 1mpNlicit1H cl1· 11ivf'l 
<k F,. 

Teorema 1 O S<'an u > O, f > O. /-,'xisi,: x 0 

<¡'ll<: 

111 L l' .. tJ"o, 

ll 

Demost.t'ación: 
Tomando :r:0; ,-,,:._ :ro.1 paro. 1 s; i,j ~ m tenemos /i't(Xo) = N<'.-t:J-01

1 entonces 

log m ·- log 1t 
.i:01 = . ·-----.□ 

' 
El 1rntcrior re811llado la.mbié11 indica q1w el eRpacio codcnle conslruido en Dl"' 
con la relación d<i equivalencia 

x~y 

:,;e ide11t.ifica con los realc~s positivos, considcmndo la intersección de las superfi­
cies de ni ve! con la recta ge u era.da. por el punto ( 1, 1, 1, • , , , 1 )7' E Ulrt. 
1':8 in medial.o verificar que las superficies quedan dentro de una translación ade­
cua.da dd pri11wr ''hipercua<lrantc" d0. O?N en la dirección del vector ( 1, 1, 1, ... , l )T. 
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Definición fi IJr.firzamo.~ ¡,ara /...· rml r.l c0111rmlo 

At = {x--0 (.r¡,:r2,--·,:rN) 0 Ui'Nlmí11{:1:¡} > k}. 
1 

Too rema 11 /,a .m¡,r,rjir.ir de nivd Sx
0 

d,·l ¡nmlo Xo = :ro( 1, 1, • • •. l )'1 ·, ,frjini­
rfa por d funnmwl 

N 

Fi(x) e Le .tJ', 

i::::I 

don<Í<' k, /, .'ion númao,-; T'efJlr.-8 11 t > O, cum¡,le que 

D<~most.rnc:i{)I): 
1 )ada la sí111l'tría dril f1111cio1ml, súlo hay qtll! verificar qw• 110 existP i11l(•rnc•c• 

ció11 con el plnnn :r1 ~-: k. Si dicha i11f(•rsc•ccii'111 existe~, c•11Lonc:Ps ¡mm PI p1111to 

( 1,-, ;r:•2, • ' ' , ;r N) l.(•1w1 IIOS 

N 

(' 1 '·¡ '\''"' ,. I I " . L..J . . r, e-:::: N ,. -• ro . 

Corno cow;c•r·11<'11c:i11 del lcorc11111 1 O, cxislen valon~ ;,:'.!, :r;¡, ... ,:r N q11P satisfa<'t'll 

la. f!xprnsicSn ant.erior, si N ,: • ti:o > e· t~, de donde He cfoduce i11mcxliutm11cnt~ 
qtw 

logN 
:i:n < k + ----- .u 

(. 

Es importante seíialar que la forma de 111 frontera de los conjuntos Ak y las 
supcrlkies de nivel del funcionnl Vi, es muy parecida pam t gratule (Figura :l.:l). 

Definición 6 Considen:11w8 un mÍTlwrn TY:nl k . b'l conjrmlo Tk es 

donde J> es el plano 

}_) ·· {(·t• .,., '· · "''N)l•r _J_ ·1•,, .l.'••+ 'lºN A} - , • 1 , ••· ~ , , .,_ ,,, 1 r , • ., , , , -'· , 

El vector de los valore~ de a de 111111 malla admisible siempre estlÍ. contenido <'n 

1-', y cuando la ma.lla sea rnnwxa c-~tani contenido en '/b. 
El siguiente ejemplo miwstra c<>mo se puede aprovedmr <!I comp<>ttami<mlo .inti­

géncr·is de la.-i 1,uperíicirs de nivel y el papel q110 juega el parámetro l .. 
Ejemplo. l'ara la f1111dó11 



"<>r1s'1<lt·•1·<•111<·is 1111 J)llllf<> (r. 1.J ) < /\ c.•_- 11{ 2 . S" ... ,n l,'l 1·,a11,·11·1,a de curvas de la ! • • • • •·O• . O .- k 11 " • 

f1111ció11 F, dada. cotno: 

'-• ( l ) { ( •. i· , .1/ )' ¡· 1, - t .r l--, 1, - 1 1¡ _ _ t·· -· t r O __,_ f' - r ,1[1 } • 
e) ,.i·o, .1/o, • C.,. · 1 

Es i11111C!cliat.o verificar qtw rnandn / - , (X,, la.-; C'llrvns de 11ívcl quedan eventual­
rrnint.<• cor1l<!11idas <•n el cuíldranl,~ q11<' dditw J\k, en otras palahrns, n partir de 
cí<'rlo valor <1': f, q11cda11 co11tm1idas rnmplPtam,i11te Pll Ak (Figura 3.H). 

f·l•JI í 

-.,. • ... ,.,.~:: . ··\' _ . .._.._,_,_, ~- . ----ji 
• ,.,_..,.. •-,-~., -,.~,.. •-•-~ i.-.. 1 , l. , 

1t~ ti O". 1 t '\ I l l l 

Figura :Ui: Alg1111a.-; c·11rv1L<; de• nivel para J,¡, 

Con hns<' cu l'Sh' ejemplo, va111os a dP111ost.rnr qtll' t!ll el caso genera.! existen 
va Ion:.:,; d 0 f a part.i r d<• los c1-mies su cumple la siguir.nt<) co11didon: "Si :r0 t.= Ak 
e11to11cc8 r.xist.e un valor cfo f tal qtw la superlici~ do nivel cst.a co11te11ida Cll Ak 

pal' a valores de k < A/ N''. 
El 8iguieute teorema ::;i11tct,i;1,a d prnct•so que hemos motivado. 

Teormna 12 81: el punt.o xo .·-: (.i:01 ,:.1:02, ... ,:r:nN)T E /\1,;nP y si k < A/N 
enlonces e;1:islc un mím<To rml I > O tal que, la s11,pe1jic-ie de nivel Sx

0 
tfo Ft ( x) 

</111' ¡J<Lsa por xo, está l'ontc1wla en /\k·· 

Dmnost.ració11 
La printcra observación es q11c si se aplicnn los tcorcnHL.'> 10 y 11, se obtiene la 
condición para de t., a saber 

Como 1J(l, 1, ... , 1rr es PI mínimo de F,(x), tcnemm; 
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logf,i{xo) 
.•• -~-.. -·--·-.,~·· ·~ 

l 

Por otra pnrt.c, dado qu(' x0 ( A1: 

lo que proporcio1u1 una cot,n superior ¡'mra Ft(,co) 

E11 res1m1c11 

log(F,(xo)) ,,, 1\ .· log(N) 
·• ----~···•-·. "-.. -·- - --•-. 

t. -~ N t. , 

to11in11do límite l -•1 1x> ol>te11cm1os 

es decir, 

por lo que para f. suficienl.ernentc grande tal que 

log(P,(xo)) 
k < .. -·------· 

t 
se sigue la atirmüdón del tfx)rcma.tJ. 

• ' 

Ahorn estamoi:¡ interesados en el conjunto 

J, ª ·'º· { x e PI F, ( x) ~ a} 

que es la int.er:-;ección del plano P con lo:; puntos x lales que /•'t(x) < a. 1~:l 
ejemplo :-;ig11ie11le IIHWHtrn la forma dül co11jt1nt.o /," 
Ej<-nnplo: Co11sidern111os las cmvas dt• 11ivcl de la función 

f,'1 (:1:, y, z) :.:.e exp(-1.:r) + c;r:p(-t.y) + cxp( -·lz) 

st1jct.11s u la condición :r +y+ z =0 1. Se p11t,:.cle ver fádln1f'mt,cqued conjunto La 
se obtiene de lns curva.8 de nivel de Í't. al eliminar In varinhle z. 
A~í obt.c11t•111os la f1111ció11 
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y f,11 tiH el co!lj11nto de puntos (:r) y) ta.les qw? 

Observc111os dt' bt figma 3.7 q1w el conjunt.o Ln es co11vexo 1 acolado y horneo­
morfo n. la bolit unitaria. 

05 o o!, 

05 

o 

.fJ 5 

1.6 

Figura :L7: Conjunto J,¡(;i:, l/), 

y 

1,as propi(•dadfü dd conjunto L11 son válida.-; pam cualquier función parecida a 
In (ixponendal. El Hig11ie11tc teorema establece f~t.a afirma.ció11. 

Teorema 13 Sm 

i=I 

donde /(1:) es una función continua, esfridanwnle tlccnxicntc, convexa !I ¡>os-i­
liva. Scrin l. > O, A > O y P la c:J:prcsión (:J. 5). Bntonccs ¡1,1.rn toda a ? N f ( '/J ) , 
los co11j1111.tos 

(3.6) 
sau,~Jaart las s(r¡uú!•flft:s propú:dadr.s: 

• Lo8 con1unlos ta son cm·mdos y no vacíos. 

• pam /.oda x C P \ /, 11 , /11(x) > (1 .. 

• La frontcm de L11 es d conjunto 

{ X (: /11 JI t (X) :::: CL} . 

■ Los co11;]1tnl,os 1,n son c:on1w:ros. 



1 
• l,o,'> nmjnnl.os /,ª snn fü:olwios (?J en cmIsec11t'.1I.crn rmn¡mc:t.os usando la 

/H1111cn, propu:dwl). 

Estas propie<fades i11dica11 q1H• l:i.'> s11p1:rlicies de nivel ele /•, re:-;tringidns a P son 

topolc'igicanw11t.c equivalentes a e!-il'<1 ras (11181), lo que nos per111iLe dernost.r,11· df' 

111111 rrrnnern S(11i<'Íllt1 los teore1nns de la s<1cción 8Íguic11te. 

1':11 la figura :L8 se 111111•strm1 lrn, co11ju11tos 1,a que pamm por el p1111to xo para 

distintos valores dt.• f .. 

3.7. Mallas óptin1as del funcional F, 

Sf':t /\1(0) Pi c<rnj1111l.o de rnallm; admisibles con N = 4(m -- l)(n -- 1) triú11gulo:; 
parn una región poliµ;o11nl n de ¡frca orie11tadn ig11cd a;\. Se dcfirw el co11j1111to:1 

Ohsf'rw111os ((111' Uf:: Af 1,; si y súlo :-;i ,p(G) E A1,:. 

1 ,. 

" /---

/ 
1 

·: íl 
•• 

Figura :J.8: Conjuntos La. 

Toorenia 14 Sea J~ < ,~ y suvónyase qw~ c:i:-islc una tnalla convexa (,'o E 

.A/0 (0). ¡._,'ntoncc.c;, ¡Jara un valor d(' t .mfiócntement.c rrmnde, existe(,' E M0 (n) 
lal que 

:II,os co11j1111tos Af k son equivalentes a los conjunt.os Dk del capít.11!0 2; para 1111Psl ros 

propúsito:;, por la manl'rn co1110 he111oi,; planteado el problc111a c11 térn1i11os d1• lm, cn11J1111l.os 
,\A· y'/,-. ,•s co11v<'11ir>11t.<' hac0r 1111n nueva definición. C.:laran1ent.e, /)_A,= l\•lk-, 

1 



Demostración 
IJn.g1í.111os ~¡ :e~ 'f?(Cr'0) .v sea f tal q1w la superficie de nivel 89 =0 {x (:: fflN¡F,(G) e:.:: 

F1(x)} satisfoga S\; e- J\ 0 . 

La inlt'rnccció11 ,'-,'(;(l/ 1 ,:s 110 vacía, p11es (J (:: JJ, y dn<lo que S\;nP C i\onl' .:-: To, 
la SllfH\rficí,~ de nivel del fun<:ional Vi rr.stringido a /> estü contcnidíl en 'ni. Esto 
significa que el co11junto 

est.ú completamente contc11ido en '/¡1. 

De la defi11ció11 de /,F,/9)• Sl! sip.;uc que Vx E P \ LF,(Q) 

¡,¡_(x) > f,i(()) (3.7) 

y co11sccm•11cia de la propif'<Jad :1 dc1! lerna 13, Vx e LF,(9) Sf~ cumple 

Fi11al111e11tc, sí (,' 1 y <,''2 c<JJI lllalla.'-i Pll /1.h tales que <p(G'i) e L,-·,(()l y :..p((,' •. ?) r/ 
/,, .• ,(O), las desig11aldad<>:-; (~!. 7) y (:3.8) implican qw! 

<'11 ot.ras palalinL'-i t.P1w111os 

3.8. Sobre el escalan1iento y la e-convexidad 
Para 1n, n fijos, consideremos ft..f (!!) d conjunto de mallas de dimensión 111 x n 
donde los p11nt.os a la frontera son fijos. Ahora bien, ¡mm cada G E= /1.1(0) d 
promedio del ár<:a d<: los tri1í.11gulos de las celdas lo escribimos como 

N 
·-( ··,) 1 ,--.. 
ne, = N ~o:" 

q-c:I 

doudc N e:; d número de triángulo:, en la malla G; sin embargo, debido n que 
In frontera de n y los triángulos c:-;l.ú11 orientados positiva111c11tc tenemos que 

a(C:) 
0
_ Area(n) , 

(m-l)(n···l) 

ca11Udad que es ;ndependicnte de lu malla, sólo depende de la región y de la 
dimensión de ésta. Por consigui<~rtte lo denotaremos como 

_ Area(O) 
n(AI(n)) =- --------. 

(m - l)(n - 1) 
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Ahora bien, consideremo:,; d conjunto de malla:; convcxns M0(n) en In región n; 
a cada rnalla Gr~ J\/0 (0) le a.-;igrmmos o_(G) :· mín{n(.6)1 6 E G}, observemos 
la.e; propicdad<)S de <'st.a función 

o_ Afo(fl) ---- 1H: 

G l--i (l -- ( C,') 

a) n exta a.cotada superiorm~nt.e. gn lo particular 

o< rL (G) :s n(M(fl)). 

b) Est.n fu11ció11 alcam:a :-;11 11111xirno para alguna nwlln GE 1'1o(f2), definirnos 

<'SI' IIÚlllf>ITl COIIIO 

1 )1• 111a111ira particular observamos qtw 

¡mrn ('\lftlq11iN (,' ( Mu(n). 

Cabe ¡.¡eúalar que d valor <e( M 0 (n)), es 1111 punto de referencia parn la dificul­
t.ad <::•i¡>füacla en la gt>llNftci611 d<~ mallas convexas mi In. rn~ión; Hin embarp;o, est.<1 

valor pued<i fluctuar e11 valores muy grandes o muy pcqucíios, dependiendo de las 

coordenadas ,~..,pacialei-; de la región n, por lo qtw 110 habrá un valor de referencia 
a rne11os qtw escal(•111os j¿L<; mallas y e11to11ces podamos lwblar cu conjunto de 
1111a r-convcxidad. 

El eHcalamie11to propui.,'81.o consisto en lmr.er a( Al (O)) = l, de estn manera, 
t.rnrrnformarcmos nen 0 1, por un fador d~ ~dolo.! fornia que Zi(A1(01)) = l. 
J\ partir de ahora, cuando hablcmo1; den y el conjunto de mallas de dimensión 
11i x n, pcusarernos q11c se encuentra. ya escalada de f'A~t.a forma. 

Escalada la regi<'>n, ya contamos coII un patrón de referencia pa.rn fc(íWo(f!)). 

Es import.a11t.c subrayar, que este valor c-c(A1o(n)) depende de la región n, para 

r1:gione$ 11111y irregulares, por ejemplo, cou con dificullade:.; de cambio de con­

vexidad en su front<•ra, este va.lor podría sm muy pequei10. 

O< tc(Mo(n)) « 1 

E:-;to µued1.• occu;ionar que el problema de la. generación de mallas e-convexas no 

t.l!nga soluci<ín si t > <,,( Mo(O)). En la pnict.ica hcmo!i cnco11trado, para ll\H~!itros 

prohlomas tipo, qtw con el escalamiento prop11C8to y para ( = 10-4, siempre hay 
111alla.s r-convexa!i. 
Todos los a.lgorit.111os se ha.n implantado en doble precisión, de ta.l fortuna que, 

al usar este valor cota para la e-convexidad, no tenemos problcmn de mal condi­
ciormm i1mt.o con el redo11deo. 

1 
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3.9. Algoritrno para la generación de mallas con­
vexas 

En Psta sección se rn11<~t.ra. la forma práct.icn de emplear los resultados liast.a. 

ahora disc11ti<los para gcnera,r mallas convexai-;. Parn tal propósito, es necesario 

tener pres<!llles los sig11ient<• hed1m;: 

■ Bl objcUvo ,;,'i genr.rar mallas co1wcJ.:as, no mallas ó¡1timas. Los funcioualcs 

cuya.,;; mallas óptimas son convexas oon sólo una herramienta paw generar 

por medio del proceso de opt,imi1.ació11, una sucesión de mallas que tiene 

1111 primer elenwnto convexo si nxist.cn malla:, convexas para una región. 

• En la optimi1.ación numérica se requiere un criterio de convergencia. El 

criterio de paro sc lnum rn la nnrrnn del gradiente. 

l•)n rc:-n1mcn 1 Clllplcando lo lrn;-;Lii iLhora exp11<~t.o, :-;e propone el si¡;uicnte alr,o­

rit.mo para generar mallas convexas: 

J.. l•~lcgir valon's í11icíalcs para '/'O L, I, T > 1 y E > O. 

2. Gmwra.r una malla inicial y escalarla parn satisfacer a ::-.-: l. 

:S. Vifr:ctunr nlg11n1t.'i it(•raciom·~ del problema de optimización 

con 

(; -- arg mí11 { F1 ( G)} 
C:Ef,f(ll) 

N 

¡;¡_(C.') '-"" Í: J(/.aq) 
q=I 

hasta satisfacer l!v' F,_(C))I\ < TOL, domh~ 'v Fi es el gradiente de F1 

4. Si o:JG') > E, obtenemos un~ mulla convexa y el proceso ha terminado; 

de lo contrario multiplica.mos l por el factor T > 1 y regresamos al pa.•m a 
co11 (; como la malla inicial. • 

Es importante observar que el factor T y el valor inicial de t. en el algoritmo son 

arbilra.rim,. y pueden, en ¡winci¡l'io, sm· elegidos sin relación a un valor· l!8Jwcíjico 

de k 1 aunqU<~ da.rnment,~ diforcntc~s eleccio1w8 inipliear:í.n qtw ül proN~<lO d<.\ op­
tirnización requerirá de más o menos iteraciones para generar una rnalla convexa. 

3. 9.1. Resultados nu1néricos 

Usando el funcional FA,t, generamos las mallas convexas ele 41 puntos por lado 

que se muestran en la figura 3.9, para contornos que aproximan la bahía de la 
Habana, Sudamérica, el lago Ucha en Rusia y Gran 13reta.f1a. 

Siguiendo el algoritmo descrito ('ll la sección anterior: 
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• Las mallas inicialt'S fueron r.;t~llt:ritclas empleando el funcional de área-or­
togo11alid,11i'1 .v escalada.'> para satisfacer iT = l. 

• St) empicó Ncwl.011 Trnnc .. Hlo con Bt'1squedn en lírwa para la opt.irnización 
(V(\1.-;c ([2Gj)). 

Es posible• observar que las mallas óptimas convexas mostrarlas e11 la figura 

:Ln pr0.éw11tau zorws co11 una de11sidad alt.a de los puut.os ioteriores de la malla, 
lo que ocasiona un efecto visual de "conglomeración" a In escala a la que se 
hnn incluido en 01 presente capítulo. En el apé11dicc B se mucs,,mn nuevamente 
estas y otras mallas obtenida:; eu la te:-;ís, pero dibujadas a mayor escala, lo qur• 
permite u11a mejor apreciación visual de: su cstrncturn. 
En la tabla :L I se pn!sc11Can los valores inicial y final de/., l¡ y l¡, el mímero 11 

de actwtlizaciom•s de t, así como O'_ y r:t 1 para las mallas finales y el número lt 
ck itcriu·íor1c::; d<•I proceso de opl.i111i1,ació11. 
En d apóndic(• B S<! 1111wst.ra11 a mnyor esenia las mallas de esta sección . 

.-------
H.egiú11 /,¡ l. f ()'. ·-· CYt /i, u 

--·" 1.-

Bahía de la Ilalmna. 1 .00 4.00 0.1220 1.9[>79 174 2 

S t1d arn<'~rica 1.00 2.00 0.0Gi8 1. !>20!) fJ2 i 
.. 

l ,ngo tJéirn • ·-··----· --~·-•·-- -~---- ·-·----~-····- ·- 1---.---- - -

1.00 8.00 0.0388 2.1.271 7,1 3 .,__ ___ . -
Gran Bret.a.úa 1.00 8.00 0.0022 10.7981 :198 :.\ 

Cuadro :L I: Pa.nÍ,nwtros empicados con el funcional /i',. 

3.10. Caracterización de los funcionales suaves y 
convexos de área para generar mallas con­
vexas 

Ln ::;cncillei del funcional (:~.:!) permite wr que ntiest.ros resultados so11 vúlidm, 
debido a que la función e-:r ,is 

• Cú11vexa. 

• Estriclfu1ie11tl! d<icrecient.e. 

1) ' ' • o:-;1t.1va. 

Por lo tanto, proponm11os los siguientes tcoretoiL.<, generales. 

'1l'res('lltildo 1•11 <·1 capftulo 1. 
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Bahía de la liaba.na. Lago Ucha. 
'• ".:T::~~-i/ :~ 

' 

:-::iudaméricn. Gra11 Breta.iia. 

Pigurn a.U; Malla;,; gencrnda.'i empicando el funcional i"t, 

Toorerna 15 Sea u > O y f una función continua, mnvc:i:a, po.<;lliva y cstric­
lmncnte decreciente. Hnt.onccs, e, ·,.:,le un punto z = (z1, ... , z111 ) C: /Hm tal que 
parn el Jmu:iorwl 

fil 

F(x) =-- L f (:1:1) 
i= 1 

se cumple que: 

Demostración 
Consideremos sin p{irdida de generalidad que f > O. Solamente hay que hacer 
.--:, _,. e, para 1 S- i ~ n, a.-;í 

F(z) =- mf (c) 
.. u. 

E11to11cPS 

('- ¡-1 (~-).11 
111 
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Tarnhic;11 es CÍl•rl.o que alg1111a.'> curvas de nivel d<' J,' q1wdan co111pletarnenlP co11-

IP11idn.-.; <'ti nl hiperc11:1drn11tc• positivo. 

Teonnna 1 fl ,':h:un z, k 11,ím,Tos rcofr,.,, f 11,11a f1mc1<i11 <'011túw11., c,m1w:w, po:;­

itwa .ti c:;(1·1dm11cnt.c dr.crccicnlc, /\k •'" {(;1· 1, .. ·,.rN)lmí111<i"'N{:ri} > k} y 

z ... (z, ::, ... 'z) (: Oi'N. /-,'ri/on('(:s, fo su¡w,jic·it· r/,· 1/l/lf'/ st d<.1 ,~u11/o í': thji11id11 

¡,or d funciorw.l 

.'il z 2: ¡-· 1 ( 1Jf(k)). 

Demost.racióu 

N 

V(x) -- ¿ f (.r:1) 
i-::: 1 

Si la pri111era coonlPr1ada d<' 1111 p1111t.o c•11 ,'-,\ ('S k, d1•lu• l'lll11plírsc• qtH' 

N 

J(k) 1 ¿ J(;r,) - /•'(z) 
/.e=';. 

o <m forma <•quivaknte 

N 

L J ( .,: 1 ) ; - N f (,; ) J ( h°) • 
, -.·2 

La últ.imn cxprcsi<'111 si· sat.isfan· co1110 1·011:,;1•c11P11ri11 del lf•orcmn tf, si N /(;;) > 
f U,t p:-;to <'fi 

A partir del teorema Hiel signitirndo de t. es geo1111'.•Lric¡unc11te evicle11tfi. El valor 

rcpn\s<•nta 11n "111nl>rnl" 111edido :;obre la n:-ct.a µ;c1H'rada por d p1111t.o ( 1, · · ·, l ), a 

partir df'I cual, todas las supmlicies df' nivel que correspondt~ll a p1111tos mayores 

que zo, estii.?1 cornpletrunP.lltc contt•nida.s dcntrn del hipcrcua.drant.c posit,ivn. 
Escalar 1111 pu11l.o e11 /UN q11e (>Sl.f! asociado a 1111a 111alla convexa, significa en­

contrar pu11tos en la recta generada µor ól en lm; supmficies de nivel que están 

co111pldatnente co11t<•11ida.-; 0n /\ 0 , (ligurn. :J.10). 

Teorema 17 Sca11 J r.o11 las hípót.r:sis del teormna lfi, F dada. ¡un· 

N 

, .. -- I: 1(.r;) 
t l 
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. ··-· 

.. 

1 • . .. -~- .. -- -·-·· -· --~- -- --~~ __ ..-,J....-_ - ·•·-' -----

·l <'I', (l 1, l l, .1 J \ ,e 

Figura :t I O: Significado geométrico de t. 

JI n una región pol1:r1011al pam lu cual r.:cislc w1a malla admisible G'o. 

l:'ntonct•s es posible nicontrnr un número 1'Cal t para el cttal existe mw malla 

U E kfo(/fl) /.al que 

l•\,.,¡¡((}) ::e: mín{ PA,./i( O)IG E A,J( Jtn)}. 

Demost.ración 
A partir de los teoremas l 5 y I fi, :-;;e sigue que la superficie de nivel de G0 es u11a 

su¡Hirficie contenida en el prinwr liipcrctrndrant.e, si se satisface 

qne es equivalente a pedir 

Notemos que 1"(/,(,'0) ::; N J(to._(G0)). En cousecuencia, si 

N f(to:_(Go)) :S /(O), 

la afirmación del t.corcrna se sigue inmediatamente. Por lo tanto, para 8atisfaccr 

la expresión (:U)) s<'>lo hay que elegir t. tal que 

l ¡-i ( l ( • ) 
t. ~ o:_(Go) N f O) .o 

Los teormnas 13 y 17 nos proporcionan el resultado d~a.do. De hecho, indican 

que teuemo8 u11a gra.11 libertad para. diseñar funcionales para generar mallas 
convexas. 

E8 interesante observar que d conjunto de mallas convexas que podemos al­

canzar d,!pc>11de continuamente de t debido a la r..ontinuidad del funcional f,' 

sm;tent ado t!ll el teoremn lf>. 
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a.10.1. R.esult.ados ntunéricos 

Para co1H·.h1ir, s1llo n•st.a han•r el sí~uient.e cornenta.rio. g¡ teorema 17 alirrna 

q11e lo único que hw:e falta para gencm1· mw malla convr~rn rs w1 ualor de I lo 
snficicnk111e11lc r¡rmuil'. A un que 110 se c11e11t.c co11 i11furnrnción sol,n, los v;dorPs 

de n_(G) para las mallas(,' <111 1ma región n, es posible incrementar t <l<' 11rn.1w1·a 

grrt.dllal hasta obtener una malla convexa. Por lo tnnl.n, podc1110.s aplicar el 
m i.srno algori t1110 prl'sentndo en la sección a. 7. 
A IIHlllcm de tn\l('Strn, incluimos en la liµ;11ra :t 11 mallas co11vcxa.s gPll('ntda.'{ co11 

el algoritmo anterior para la bahía de la Habana, Sudamérica, el lago Ucl1n <m 
Rusia y Gran Uretaiia con '11 puntos por lado con un funcional que dc11ota111os 
romo S :c..:¿/, pa.rn la cuaJ /(:r:) <~ 

J ( .r) = { ~r - 1 )2 - ( :e - 1 ) + 1 
. r 

:1: :5 l 
;,; > J . 

El valor inicial para t f111~ tornado i~11al a la uuidad y r c..c.. 2. La:-; malla:-; i11idalc:-; 
fueron generadas con t->l funcional de {irea-orlogo11alidad. 

1~11 la tabla 3.2 :-;e 11111<~-;tran f'l valor final t¡ de t,, el mímcro 11. dr ar.t11alizncione:-. 
dci t., los valon·s 111úximo y 111í11i1110 den para las nia.llas linalE>s y d 111ímt>ro /1 
el(' iterncint1<'S del proc<!so de optimi:.mción. 

-·---- ·-·--~---· -···~--- . ...... ·-----·-· 
llcgÍÓll l¡ ___ ,_t.L. (}' __ u, /1, 11, 

.. -------
Bahía de la, Habana 1.00 4.00 0.002:1 2.000,1 GG 2 

·- --·--·------
S11dnrnhicn, 1.00 '1.00 O. HH9 1.051() 48 '2 
Lago Ucha 1.00 4.00 0.0,178 1.9897 13 '2 
Grnn Brcta11a 1.00 8.00 0.000:1 :J.7991 182 ;3 

Cuadro ~L2: Parámetros empleados con el funcional ,','. 

3.11. Cornbinaciones de funcionales 

Considercmm, una combinación linea! del t.ipo 

rrF(cp((:)) + ( 1 - a)/•'¡,(cp(G)) (3.11) 

doudc o es 1111 11ú111ero real que satisface O < a < 1 y J,',, es el fu11doual dt• 
longitud. 
Como 111e11c1ona111os en la i11trod11cción, la idea es reflejar el efecto d1~ ambos 

funcionales. El papd dti F <!8 obligar a que las rnallu.s óplima.s sea11 couvexas. 
El objetivo de empicar F1; e:-; obtener mallas más strnveK 
J·:11 ia i111plenw11taciú11 11ur11érica do !a.~ combinaciorw1-11 hay q11e t,e11er pn~s<•11tP f'I 
ht:d10 de que el úrdc11 de magnitud <le los funcionales puede ser muy <lífcrcntc, 

pur lo tanto, dc·bc~11 ser normalizados co11 n•spedo a los valores q1w to111a11 en 
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Bahía de la 11H ha11a. La¿J;o Ucha. 

Gran Bretaña. 

Figura :!.11: tvialln.s gcncrnda.<i con el funcional S. 

sus 111alla.s ópt.i111as. 

La norrnalización parn longitud se calcula Lomando como referencia una malla 
iden.l forma.da súlo con celdas rectángula.res. La const.antc de normalización J( L 
está dada por ([f>o]) 

1.;, = _l ·-. 
' 2Na 

Por otra parte, el teorema 9 indica que para. el funcional F que ilparcce en el 
teorema 1 [} dPhemos wmr 

/
. 1 

( F ~ N f(l.a)' 
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Resultado:_; 11u1nóricos co11 las co111hinaciones linca­
lt!s 

Corno <',Íf>lllplo de mallas c'>ptimas di' las cornhi11acio1m'-l, 111ostmmos mallas ge­
nernda.s con ~ :•; + & //1, empicando los contornos y el funcio11al S' dt! la sección 
:uo.1 (Figura a.12). 
La8 111allns i11iciale:-; fueron ge11erndns por int.erpolació11 trn11sfinita y escaladas 
parn sa.tisfacer <.- - 1. El valor iniciH.I du / se tomé> igual H la unidad; el valor· dE1 

r se ,,Jigió COl!IO T .:-: 2. 

También prc:wntamo:, malla.~; genPrnda.-.; parn las misma:,; regiones mediante la 
cornhinariún -¡t/i' + 1~,Ji'1, (Figura :.t1;q, Es posible observar que al disminuir a 
se obl.if'IWTI m11lla.s mris sunvrs. • 
Todas la.s ruallas que obt.11vi1110:-; co11 la:-; combín;tciones son co11vcx11s. 
En la.-, tahl:1.-:; :3.:J y :J.•1 ~e· m1wst.rnn los vnlon~s inicinl y finnl de! / 1 11 y I¡, ('! 

11ú11wrn 11. d<! a<·t1mlízado1ws de t, los valorns 111Íni1110 y máxi1110 de o Pll la:-; 

111alla::; li11al<is y el 11ú111(•ro Jf, de itc•rado11rn, <kl proc<•:-;<) de optimización. 

·-' ---·· - -·· - ...... --=·-·-~------- ---- ----- - - -

gió11 ,, l{p 

Ba 
S11, 
La 
Gr 

hía de la l labana J .00 ______ .,,._.,_ 

larnérica l.00 
go lJd1a 1.00 

------ ---- ·--
a11 nretn11¡1 1.00 

t. f 
8.00 
'1.00 

<>----· -

8.00 

8.00 

---....-------·-· --
et - ff¡ Jt u 

-o.:m75 :3.1117 2:17 ~{ 
- i.---o.o:Hn 2.0567 34 2 

1-----····· -- -•····•··--1--~- --
0.2HI 1 :L00H5 1:37 :1 - ·-- ----~-
0.0018 4 .02,1s 221 a 

.. 

Cuadro :L:L Panímcl.rns ompleadoH nm la coml>i11ació11 ~i.. 

-------. ·--·- -----
lf1~gió11 lt l¡ n {t 1 1/ ll 

----~· -~ -·---~_, .. -----~ 
Bahía de la l labann 1.00 8.00 0.2 lf.if, 3.3764 1118 3 

··-- ... .. ---- ------ "··--~--.. ----- --
Sudamérica 1.00 8.00 0.2427 2. 285 l 68 3 

Lago Ucha 1.00 8.00 0.2W4 a.oa11 1ao a 
Gran Breta(ia 1.00 8.00 0.0025 4.242{j 189 3 . ---

Cuadro :t-1: Parámetros empleados con la comhinaciú11 O, l t.','+ O,!) +: F1.. 

3.12. El cociente n + / n -· 

Corno se ha 1111i11do11ado, 11na malla "perfecta" P.S aquPlla para la cual t.odo:-; los 
valores de o son i~11aleB. En d problema que hemos rc•sll<'it.0 1 dndo que no per-
111 i ti 111os la n•til,icacic'>11 de los pt111t.os en los lados de la malla, en alg1111os nL-;os 

1.t•1Hln•111os valnn•s r111í.xi1110 y 111íni1110 d(' n qtH' fist.aní11 111lÍ,-; altijados 111i<•11tnu; 

111:is ÍITf'J!;Uln.r st'H la fruntcrn de la región. l•;:,;tu 110 rcpr\•füi11ta 111aynr problc,1111 
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si llll('$t,ro int.oré:-i es gc11ernr ma.l la.'i cc:>rlV<~xa,•i''. Sin emlmrr;o, ('8 <k~able que el 
1í.rea total de la región :,;e dist.rib11ya lo rn,i.s 1111iformerrnmte posiblP en la!> ccldaR 
de las nialla.s: esto pue<le lograrne rcdist.ribuym1do puntos en la front<•rn, 
Corno en 1111c:c;tro ob,1etivo inicial no incluimos dicha tarea, s11 n111ílísis y apli­
cación rif,be diferirse para trabajo¡; posteriores. Por el mismo mnt.ívo, tnmbién 
queda. como 111w actividad p<mdicnte la búsqueda, ent.re t.odos los f1111cional,)s 
descritos por el tc!orcma 17, cl<i 11qucllos que S<~an m:i.-; 0 ficie11tes parn generar 
mulla:-; convexas. 
En las tablas 3.5 a 3,8 1m~e11ta111os lm; valores del cociente n 1 /o:_ para las ma­
llas de este capítulo. l•~<,tc codcntc es independiente de la escala y nos indica 
que f.an lejos estamos de la malla ideal donde es igual a la unidad. Es posiblP 
observar que, mientras n1rí.s irregular es la forma de la frontera, mfis grande C$ 

el cocientú. 
No obstante, a pesar de la irregularidad de las froutcms en los ejemplos que pre­
sentamos, siempre q1w existan mallas convexas para u11a región, el teornna 17 
garantiza q1u: podnnos _,¡r:11,Tm-lris crnplcando los ftmciv1wh:s que desarrollamos 
en c:;lc cupauio: t!ll <~'ito radien p,rnci:·m,11H 1nte la efectividad de los mismos. 
No existen en In lit<·rnt11m ('¡.;p<-•daliY-ada Pll gerwrnci6r1 dti mallas n~sultados 
símilart•s a lo:-; aquí propuestos, co11 excepción de lm, de:mrrollados por Barrern­
Tinoco (IUl,\10),[l lJ) e lvarwriko (l17lJWl). 

-füiµ;ión -~ O'¡. ct+/o:_ 

Bahía <ic la llalmria O, 1220 l.H:í7H HUM84 
-·:q¡-¡·clam{!ric1~ --·--·--··u.0618 l.92fiU ;Jl.17H6 

LagoUcha O.Ü:388- 2.1271 5'1.8222 
Grnn Brdn111i 0.0022 1 O. 7!>81 4908. 2272 

Cuadro 3.5: Codc11te o 1 /o._ para el fuucional /•'t. 

- -
H,cgión o - O¡ cq_/o_ 
Bahía de la Habana 

·~--
0.0024 2.0004 533.50002 

Sudamérica 0.1619 1.9510 12.050(.i ------ -•----

Lago Ucha 0,0478 1.9897 41.4184 
Gran Bretaña 0.000:1 ;J. 7991 12()6.4020 

Cuadro :tG: Cocie11tP- n 1 / n_ para el fu11cio11a.l S. 

r,Tampoc:o rcpr<'senta neccs11ria111cntc una dificultad considernhlc en la solución numérica 
de ecuaciones difl•rencia.les parciales <•mplcando diferencias finitas: Una vez que se ha generado 
una 111nlla co11v(·x11, pued~ refinan,u parn obtener celdas con valores d~l cor:icnt.c o 1./n_ más 
rc>rctulO$ a la unidad. 
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•---e ---·--·-·· ···- -~---- ----------- ·----
a+/c,_·-Región a - ü¡ 

Ür~"i1ía d(\ la IT1~L,11m lJ.~l075 3.1117 10.J 193 
Sudam~rica 0,0;J46 2,0567 59.4422 
Lago Ucha 0.29 I l 3.0065 10.3281 
Gran Bretai1a 0.0018 4.0248 2236.0002 

( ' ) 'J 7 (' , t / ) l ' •, S+PL ,11ac ro .J. : A>cie11 ,e n I n _ para a co1110111ac1on • 2 . 

e-Región 
----

o~)o:_ (l' ª+ ----=- -
Bahía de la Habana 0.2155 3.3764 15.6677 
Sudamérica 0.2427 2. 28fi 1 9.4153 
Lago Ucha 0.2Hi4 a.0311 14.006D 
Gnu1 Urclltfiu 0.0025 11.2426 1697.0011 

C11adro :L8: Cociente o· 1 /o-_ para la. cornbinació11 0,1 * .S' + 0,9 * /·'1,. 
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·-------· -----------·-··--··-···-----·-------------------

Sudamérica. 

Lago Ucha . 

• _:;_,. ~ ::~ :: ) 
, ~· --.---: .. .,­

.... -,-

Gran ílrctaün. 

Figura :l.12: Mallas gc11eradas con la cornbi11ación ½S + ½ F¡,. 
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Capítulo 4 

Mallas casiortogonales 

4.l. Panorama del proble1na 

Corno rnenciona ~a ([231), In obtención de mallas ortogonales, es uno de los 
retos actuales en la generación de mallaB. 
l•;sto se debe a que ofrecen varias ventajas en lo. solución de sistema.5 de ccua­
<·.ion<!8 difcrencin.lei-; pllrcitdes, corno por ejcrnplo: 

• La t.ra.nforrnación de IHs ecuaciones diferenciales parciales, por el método 

d<il rnapeo, reduce el número de términos adicionales. 

• Genera.lmenle la. precisión en las técnicas de diferenciación numérica es 
mayor en la.<; mallas ortogonales. 

• La implementación de modelos de turbulencia requiere información a lo 
largo <le direcciones perpm1dicularcs. 

Sin embargo, las mallas ortogonales sólo existen en algunas regiones con dis­
tribuciones muy cspecífkas de punt.os en la frontera. Por esta razón, para tratar 
de aprovechar las ventajas anteriores, es necesario construir mallas que sean 
cnsiort.ogona.lcs, (\<; decir, lo rnás cerca.nas a la ortogonalidad. 
En la.e; malln .. <: ca .. <:iortogonal<~ las condiciones de ortogonalidad, que prcS<mt.amos 

en la siguie11tc sección, sólo se satisfa.rnn parcialmente (Thompson et al. [46]). 
El problema central que motivó nuestro trnbajo, fue generar mallas discretas 
casiorlo1?;onak\"L Bn este capítulo, presentamos una propuesta variacional discrc-
1.a. para. generar ~>stc tipo do mallas. 

4.1.1. Mallas ortogonales continuas y discretas 
Sea x una 11Hdh1. continua dd rectángulo ll = { (~, 17)jO $ ~ -:; 1; O :S r¡ s; 1} 
sohn• la n•gión n y (l;o, r¡0 ) E R. Para. cada 170 y l;o, definamos los segmentos 



50 Malltts CIL'iÍort.ogonales 
·----------· ---· ·-•• 

horizontales H y verticales V 

7t( 1¡0) .,.. { (C 1/o)IO S ~ < l} 

V((o) = {((o,7/)IO S 1¡ ~: l}. 

Lns lí1w,11-, (o t.rayt'dorias) coordenacl;u.; nn O so11 l1L'> imtígrnu~s hnjo x de H(,¡0) 

y V(~o), cuyos welorr.s Ln11g<i11te son x{ ;,;:; (:r{, JI() y x,1 ,::'"'. (x,,, y,1). rt'.spectiva~ 
rnn11tc. 

Dücitnos qtw una rnalla continua x es or/.oflonal sí s~ satisface la corulici6n 

T 
X~ x,1 :i:(;r,, + 11~ !J,1 

o. 

E11 <·1 ca:,:;o di:-i<.'rdo 1111a malla 01to~n11al Uerw 1111n c·or1fig11radú11 trivial. Para vn 

lo que <18lo significa, co11Hider<'lll<>s 1111a molla convexa y ortogonal G pnrn u11a 

regiú11 n. 
Debido a q110 la 1111_1.lla <lB convexa, lai:; posicionCH de lodoi:; i,;us puutos inh•riort•:-. 

están a.l i11t.cl'ior d(i n. Si todos lo:; úngulm; int.cricm•s du In:; <:<!Ida..-. son 1í.11gulos 

n~ct.os, mItrnIc(!H cada <'dda eH IITI r<'ct.1í11~11lo. Por lo t.ant.01 como !a malln <'S 

c:-;t.ruct.mn.dn, la fro11torn de la región n cH un rect.1í11g11l0. 

4.l.2. Mapeos conforrnes y casiconformús 

Observmnos que si u11a malla cout.inun. x ==-= (x(~, 11), v(C ,,)) es un map(!<> cm1~ 

fornw, ontoncml es ortogonal, puos sn.t.isfo.co la..c; ecunciom~ de Cnuchy-fUemann 

de donde 

T 
X~ X,¡ :i:e:i:,, + 1101,, ::::.: 

-:t:t)I~ + ue:1:e =-=-= 0. 

Por lo t.a11t.o, una. allerna.t.iva nat.mal para generar mallas ort.ogo11aleH es mcdi-
1:mtc mapcos conformes (Una revisión de los mélodm; basados en rna.pcos con­

formes para genernr mallas convexas pm~dc encont.rn.rs{~ en Toledo, 15 71). 

Sin embargo, romo consecuencia del teorema du mapeo de Ric111a11n (Hcnrici, 
[:M]), no es posible Lrnrn,fon11ar por medio de un ma.pco confornw cualquier 

rediíngulo sobre 1111 dominio a.rbit.rario n , a. menos q1w d cociente ancho-lm:tJo 

del r·cctán9·11lo sea ·igual a ttn<l consf.ante AJ denominada m6du.lo conf onne. 

Para encontrar x, se rnsud ve la <~c11ación diferencial 
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obt.enié11dosc 11n mapeo x qne St' denomina rai,iconfonnc (Lchto, ¡,t\l). 
La dificultad pr:íct.ica en la obtención de este mapeo consiste en que ,\f depc,·de 
de n, .Y por lo tanto no Sf! conoce a priori; algunfls propuestas para estimar ¡\f 

p11<'den c11<:ontrarse <~n Anderson (l~l) y Cha\li:; (llaj). 
U II cuso particular del teorema dd tnapco de· Ricrnann, cuando la frontera df> n 
<'S una poligonal con 111 vértic:PH, <•s d lc•rna d<! Schwarn-Christoffel (11 !). Debido 
a que la:-; fronternH de mwstra.9 regíonffi son poligo11ales, este lema pan1<.·e ser la 
opción nat.11ml para generar mallas ortogonales. 
El lrnna indica cómo transformar el interior del círculo unitario sobre d interior 
<le n. por m~dio d<! la fórmula 

( 4.1) 

('11 clo11dc (,' y (:' son dos co11st.a11f.c•s compleja.-; que d<'pcndcn dP la fronll'ra de H, 
los puntos Wk son los prevórtin•:-; uhícados sobre la fronl(!rn del dn:ulo unitario 
q1w corrc:;po11dc·n 11. los p1111t.os q11P ddi1w11 la poli¡wnal. y los valon•s ¡!,._.re son 
los ;i11gulos mitre lo:; lado::; conS<icutivos, con vértice llk, 

liowell U ;$fi j) prcse11 Ló 1111 cst, 11d io clPI c1ilc11 lo 1111 rrH~rico dul rnapeo de Schwn.r1.­
Ch ri stofk l, qtw resulta 11111y útil para gencrnr nmlln.'> en regiom•::-; co11 1111 alto 
grado de si11wt.rí1t. 

Sin embargo, en n!giorn~s dci forma irrngular, emplear la fórmula de Sr.hwnrz­
Christ.offd l'(~ulta complic-l"tdo. Corno ejemplo, consideremos la f('gión qt1ti S<: 

rnucst.ra en la figura '1. l. Su fronf.(!ra es una. poligonal con 156 vórticeR \/ •·-: 
{ v1, v2, • • ·, v,rin} que aproximan la isln de Grnn Ilretaífa. 
Ln. co111.;t.rucción de una. 11u1.lla discn~la consistfl en evaluar una integral del tipo 

\ 
'! 

I 

Fip;11ra 11.1: Co11torno de Gran nretaña 
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Prc•viarne11tf't dc•ben df-!U~nniHan-;(' las constantes(,' y C 1
. Una ve-1, conocidns, para 

encontrnr los prrntos interiores de la malla, se ttaznu traycdoriiLc; ortogonales 
dentro dPI circulo unitario y &• calculan s11s irmigerH~. 
Para hacer etita. evaluación, hay que considerar <111c la integral ('l.iJ tícw.· tmu 
<'.rtntidrul un¡1ortrmfr fÍ<' .<íÚl!JUlru-idadr,., en la:, ¡JT·e-imri!Jenc.,; de los ¡mulos qur 
dejine11 fo poligonal. Aproximarla uuméricnmcnle debe incluir una estrategia 
para tnn.fü~jar adecuadarrwntc las singularidades. 
Ad('IIHts, la dístatl<'.Íil eril.rn los ¡mwf'rl.ices disminuye dn manera <'Xpon(·ncial; 
e:;to causa el fe11ó11wno conocido corno co11glo111eradún (nowdiug) (JJ1• Lillo, 
1181). f>or {~ta razún, cuando el número de vértices en la frontera es grnrnlP, los 
prc.•v<Srtices puedcIJ Her i11distíng11iblt>s n11n1<~rkamentc. 
En rei-Hmwn, la.o.; sí11g11 laridad1•:,; 1'11 los prcv{·rlÍC<!:. y l'I m'1111ero d1· los mismos 
difk11ltn11 PI 11so d1! la i11t('grnl (,t.2) parn gerwmr malla.,;; ortogoual<•s. l'll rt'V,Íoll<--:. 
irrc~gulan!s, cnr1 la fúr11111la de) Sd1warz-Christoff('I. 
l·:11 g<!ll<'ral, los 111apeos co11fornic-:-; lfo11en lns sigt1Í<'llh!S limitaciorws. para la 
gc\11ernción numúrica de mn.lln.s (I(nupp y Std11h~rg, l'101): 

• P<!rrnil.t!ll po('o co111.rnl sobm los p1111los iul,urion?s dti In malla. 

• I ,rn; dist.ri!Hwiories d1• los p111l1.o<-: en la froutern 110 p11ed<'ll ser arhitrarins. 

• Los nrnpcos conformci:; c.,tá.n mal condicionados, <'ll el scnt.ido de que ciu11• 

biu:.-; peq1wí1n:.-; c11 lit front<!l'/l del domi11io, pueden n.llcrar i;ignificativ,ll11e11te 
la.'> posicio11es d11 108 pu11t,ns que se rnapmrn. 

4.1.3. Generación ortogonal de 1nallas empleando E. D. P. 

La5 mallas ortogonales continuas también pueden ser definidas ,1 t1·avés de la 
relación conocida. como el Da¡Jlacúmo t;:scalado o ecuación de Belfrnmi ([ 1WI) 

(4.a) 

donde :F es );1 fnnción d-islo1•sión 

( 4.4) 

y Ji la matriz 
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/\ partir df' la ('('llaCi<Jíl (,1.:n, se ol>tícmf' c•I siskrna de cc11adonffi difPrc-ndalPS 
,i111p!íwh, por L<'al y Byski11 (l,t ti) 

//4 (I~~i) -4- - --- -o iJ ( 1 D.r) 
lh¡ F 011 ' 

(4.5) 

.f!z (F7iz) + iJ (2-?ll) ,:-;Q_ 
iJr¡ F <hJ 

E8te Hístcma Hú ha 11tílízado amplíamcnl<! corno gm1erndor de umlla.s ortogonales. 
C:,•rwrar 1111n malla consíHl.e Pfl resolvnlo rmméricmnentr. Ln mnyor parte «i,· lrn, 
t.rnlmjm; al n.•Hpetlo :-;1i ha.:-mn (!11 proponer distintas formw; para :F. 
Las 11111.llm; gerl<'rnda."í c·o11 d i;isl.t-11rn (1t5) ~Jn de excelente calidad rn rC"gionr.s 
,·rn1 frortl.('ra :;n:Lv1•, ya que pt~rmítrn un rftlculo didcutc clr la fundún clP rlblor• 
HÍÓI\, 

l ,a dilirnl1,ad pní.díra al rr~olwr el :;istmrm ('1.fi) com1istc• ,•n qm· In fnndún el•· 
d istor:-;íú11 J' s11 d1'Hco11oc·t! ,1 ¡11wn( j221). IA.•al d al. (1411) proporu•1t cnkulnrla 
,:n l11 fro11l.t!l'II d,! la n·µ;iú11, y ohlf•1u!r lo:-; valorc'H l\l intNior por í11tc·rpol11dú11; o 
l,i<'ll rcsolvil•ndo u11a c!Cllítción difn,:ru:ial para :F ,,n t.oda la rngi<ín H, lo cual f'S 

f11erf.ernci11t.r: depP11diPnl.P d,• la suavidad dt• la frontera (E<;a, (2:11). 
J•:11 grnwral, las sol11cíoru•:-; dr>I Hhiterna ('1.5) c•xiHltm Hi,lo pnrn dt•rlas fum:iom-s 
de di:;t.ornión F (Ku11pp y St.dhr.rg, !401). 

4.1.4. El funcional continuo de ortogonalidad lo 

Corno 11w11cio11nmos en ül capítulo l, los trabajos de Winslow ([fiíll), Hrackhill 
y Sal tzma11 ([ 12]) s<rntaron la .. " b1t'-:ú8 do la gorwrnci<>n variucionnl de mallas, q,w 
¡wrmitr.11 ron.strnir 11rnllns buscando r.ontrolnr In .. , propirdnde:; gcom<;t.rica:; de 
suavidnd, lonp;it.ud, ,Írea y ortogonalidad, asociadas a 1111a malla {8t•cción 1.1 ). 
Corn,id<!rcmos f'! f1111cional continuo de ortogonalidad / o: 

Si x c~s 1111a 111alla ort.ogona.1 pum una. región n, entonce . ..-, / 0 (x) =O.Ahora. bien, 
para toda malla x sobn• la 11li:-mia región, se satisface 

/o(x) :S lo(x). ( ·L 7) 

t•:sLo significa, que toda malla ortogonal es un mínimo dd ft111cio11nl d(! orto­

gonalidad. Por In la11lo, una. manera 11at.11rnl de buscar mallas ortogo11ales, es 
n trnv<'~ de la solución del problema de cálculo d.e v,lriacionNi, que co11sist(' en 
minimizar /o(x). 
Sin embargo, empleado i11diviclualme11te, el funcional continuo de orlogonnlida<l 
produce 111alla.s convt>X,l.'•; 1-;/>lo en algunas regiones muy sirmStrica.s. 
Sus cc11a.ciones de Enler-Lagrang<· son cuasilinea)e_-,, acopladas y no elípticas. 
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K rnipp .Y StPính<~rg rcscJlvieron c.sltL'i ecuaciones y observaron que en la mayoría 
d" lüs cm;o:, r,,, ha l,fo r·oJ1v<-rg1mda. pn-:-;umí hlf'mente dd,ído a ,¡u" IIP ••x isl PJJ 

111;illa.-; orlogonalP:-; PII la mayoría <le loi; CéL')(JS (l 110I). 
l'arn nnalizar ,.¡ canícter de los puuto:; crít.í,·os el<' (4JiJ. oh:;.•rn•rno5 q11t• f'I iute­

gra11<lo df' (,Ui) p1lf'd" 1•:•wríhírs<! como 

"" do11dP () n: ,.¡ :í11g11lo 1•11trn los wctores ta11gcnlcs X( y x,,. 
Clarnrrw11tn, :-ii x <'H 111111 malla orf.01~011al, <·ntoncc~ xf x,, = O. Sin <;mlmrgo, ~• 
xf' x,1 e·,'. O, la mnlln pw'<I<' fi<•r ortogonal o hicm nl rmmos uno dt! h>:-t vc'<:tor«~ tm1-

g,:111.<• 1•s <'('W. Si alg1rno ,k los ve<·ton'1; ta11wm11• <~ ,·••rn t.•n 1111 punto x({o. 11,1), 

1•11U1111'.t:-s "' j:u·"l,íauo .I ~e a1111la ,m ({0 , 1¡0 ): ra nmlla drja dí" srr mm híyt't~dún. 

Hálo rf,':ífrir,yif'IUÍO ,.¡ dominio dt'/ funcunwl (4.li) de tal mamTu ,¡m: x :.n1 1m 

1ltfrm1101'jí.m10, ¡11,rd,: ,·víl<!r.'í,· ,¡w: tw mwl,· d 1uml>1mw. 

Si d mí11í1110 dd í1111dnt1al fu ,,~ <·,·ro, la 111alln c':l orto,~ounl; ,m t•I c·a.so n111-

trario, 1•s la lrn11Hfonr1ad,-,11 1111í.o; t'Prc'at111 a la orto1~011a1iclad c-11 ,,t ~•nti,lo «lt• los 

111í11i11108 c111tdnulml. 

,1. 1.5. 11;1 funcional discreto de ortogonalidad Fo 

l,11.•; propi<idadP:-; dPI f1111do11al lo t.imum co11St•c11t•11da.-; dircda.-., ni aplicar la 
d1scn•1.izaci611 que pwpusimos (~tl In :,.ccdán I .~. l•:I funrionnl de orto¡.r,onnlidnd 

lo, t·11 u11n cdd11 dP v<'-rtil'<'li P, q, ll y S lit! aproximn 11u~linnll' fu <'111110 

/o(P, q, ll, S) 

de tal manera que d ftmrional ele ortn¡~o11alidad Fo Robre In rualln 

G = { p 1 ¡ < i < m· 1 < ·¡· < 11} 
1,.11 ·- -· ' - • ··-

St' <·scri lm <'OIIH) 

111 •• 1 11 •.• 1 

Fo ( (,') 7 ~· ¿ ¿ / o ( P; ,J, P; 11 ,1, 1-', ,J 1-1 , J>; 1 1 ,¡ + 1) 

i.:; 1 j::::: 1 

Al minimizar, el rndodo de optimización intenta. hacer cero cnda uno de lm; 
tón11i11os ,fo / 0 , lm; c11ale[i p1ie<Jcn escribirse en forma genérica 

1 2 
;¡ (!lall!lbll cosO) 
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doride O (~ el ;ínguln <'ntr<• a y 1,. 
E11 co11s1•cw•11cín, 11111d1os de los vectores a y h 8'~ hanin cero, causando <1Iw 
<!XÍstan tri:íng11lrn; <'on tin.a cero e11 algunas mallaR óptimas cid funcional Fo 
Ackm;í.-;, la f'.Xpí<'!;l<,Hl 1·0:-/.l O alcanza su rní11í1110 cuando O -- ~ o " 1. 
I•::-;to Hígr1ífirn q11P los l.cír111í11os dd funcional fo ,,;e mímmium cuando al!/WW ti,· 
lo:, vcctorc .. 1 a oh r\~ aro; o lm·n, cumulo é.1/0.<1 ,Jt,ji,wn 1tn trüínyiúo rr.dtÍ1&[J1llo_ 

Ln:-1 malla.,; ópt í1111i.:; dd fu11cional discreto d,! ortogonuli<lud, pm'<fen no ser c-011-

v,•x,L'i, írwl11so cu rer.íone:; d<'11wnt.alc-:;. El siguinatc pjcmplo 1mIcstra una malla de 
f!tlf.ttA 1:aracl <•ríi;t.ic1L'i para 1111a regíó11 muy sencilla, cuya frontera <-s un nrndrado. 

Prohlcm111 modolo 

I j 

Fiµ;11rn 4.2: Malla <le prueba. 

Consideremos una 111alla de 4 x 4 para. el cuadrado unitario, con la dist.ribudón 
de p1111tm; <!11 la frontera dacia por 

/, 1 { (0,0), (c2 ,0), (r,O), (l,O)} 

L-2 --- { (1,0), (l, 1/~l), (l,2/:l), (1, l)} 

/,;¡ :-- { {l, 1), (2/:J, 1), (1/3, 1), (O, l)} 

'1,1 --- { (O, 1), (O, e), (O, l,-2), (O, O)} 

donde O < e < l. 
A medida. que e dísmi11uyo, los puntos se acumulan cerca del origen. En la figu­
ra 4.2 se muestra una. malla de 4 x ,1 generada. con esta distribución, para un 
valor e ::.-0.2S. 



Mallas casiortogonalcs 
·- -

En la figura '1.:l, se prrn;<mt.an ln.s mallas óptimas del funcional de ortor;onalidad 
qtH' r:orrc!}ípo11de11 a la:; dístrib11c:ioue:-; de puntos a la frontera que &! ohtiP11en 
tm1plrnmdo r·0 :c0.2fl, 0.28, 0.27 y 0.'2G. Como puede observarse, la última malla 
no es COIIVl!X/1. 

N1w.<;tros expnimentos Ílleron corroborado~ eu Maplc comprobando <!IW el 
mínimo del frmdonal de• ortogonalidad para r:=O.2fi, <':i urm malla no com1ex;1. 
Por of.rn partl!, a uwclída c¡11e se dismínuy,? PI valor de e, ,,l fu11cioual de ortogo-
11alídad produce mallas cada vc-z rruis cfohladm;. 
/11m en ,:sfa.'I mnjiyur<u:io11f•.<; cfrrrwrilniP.s, d funcional de orto9mrnlúlwl !/nwrn 
molla.'i 110 r·011m'xw .. Se aprecia claramente una fuerte! dcpcmfoncin ,lt,. Fo con 
íl!SfH'cto a la dí:;t.rílmric',11 el<• los p11uf.os rn la fronlt'.rn. 

4.l.O. 

,. ·0.20 

I 
1 

1 

,' 

Í 
¡ 

/ 

! 
¡ 

·/ 
! 

Fiir,ma ,l,;\: rvtallas generada:-; con el fundonal de ortogo11a.lidad. 

hnportancia de la convexidad 

J,;n gerwrnl, en rcgio11c~ irrcgula.rc>R, el funcional de ortogonalidad produe<.> mallas 
110 co11vexa.s. 

N tH•:-;tro int.erú; e:,; g1!11crar malla.'i casiortogonales, que sean convexas, JHH:'S una 
malla 110 convexa no es t'ltil para propósitos numéricos. 
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El problc1nn de gP1H•md(rn dP 111allas co11vc•xas se podría plantear, en una prinwra 
instarwia, corno: 

Probl<:~ma l [)f'/1rmrnm· /ri:; malla.-; (,' q11r. son los ndnimo:; del fwu:io,wl Fo 
sobre d c:onJwit,o de lo.~ mc1llw; c:onvc:ms, es dt·t'Ü' 

,'iuylo a 

mín Vo(C,') 
G< M(Ol 

n_(G) > O. 

Si II ornhargo, p1w<.lr_• ocurrir que el problPma 110 tenga soluc-iún, ya qtH' <~ll los 
mínimo:-; d<'I fu11cío11al Fo, l'XÍ:;11! la posibilidad de que o_ sea igual a cero. 

Así, 111111, rdon1111lncíú11 11uí:-. adt'<·11ada 1~ la :-;ig11i1mt.1·. 

P,·ohlmna 2 Ut'il'rm.i.nar las rrrnllas r¡111· 8011 lo.'i tnÍllimos rld ,,mli/n,w 

mín /•'u(C:) 
U(M(II) 

o_ (e,') > -· 1, , > o 

Este problema i11vnl11cra la cl1•ccic'rn d,i 1111 paní.mnt.ro: e 
En a.rnbo:-; caso~, t.rnt.ar de obtener mnlla.-, casiortogo11al<':,; íl trnvi--:,; d,i un proble­
ma con rest.riccione.; explícitas, ,~ una t.area drnna:-:;iado cornpl<.~ja para ser útil 
<~11 tfaminos práct.ico~. fü proel'tlo de ortimhmribn se vudvü cosloso ,Y difícil dt• 
manejar. 

;,Cómo podemo::; evitar la:-; rc8trkcioncs explícitas? Para re:-pondor a esta pre­
gunta., L'8 conveniente revisar 1111a de las aplicaciones exitosas del fu11cio11al de 
ortogo11alid1td: el funcional ri.rra-orl.ogonalidad ík Knupp. 

4.1.7. El funcional Arca-ortogonalidad de l(nupp 

H.oa.cbe y Steinbcrg (i50j) introdujeron las combi11acio11e.s lineales de funcionales, 
con el propósito d(~ superar las limitaciones que tienen los f1111donales de orto­
gona.lidn.d, <>.n la genc•rnción de malla.e; convexa.-.. 

El funcionn.1 que nos permitió entender la importancia del A.rea en In gcncrnción 
de mallas ca.i.;iortogonak~ convexas, fuo e Anm-ot'logorrnlida<l v~o de K1111pp 
([38] ). 
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Co!llo 11w11cio11amos c•11 ta secci611 l .t1, <rn una malln. <7 cou N triángulos, este S(' 

cak11la n. tra,·1~8 dP la fór11111ln 

(•U)) 

J,;,-;t.c funcion(tl representó un "boom" en la generación varincional de mallas. 

Produce propiedadcH gcoméLrica.s idónea .. , en sus rna.lléls óptimas: 

• CcrcarnL'> a la ortognnalidud. 

• Muy 1111iformes 11n ñ.r~n.. 

• Con pociL" celda . ., 110 convt!Xa.s. 

Si aplicamoH el fu11cionn.l F.,w a la malla 110 co11vúxa de la. figurn '1.:1 (í' :.·dl.2(i), 

ol>t.1'11e111os 1ma 1111tlla 1·1>I1vcxa (Figura 11.4 ). 

1 

/ ¡· 
i 
1 
1 

/ 
1 
/ 

1 

i ! 

1 
/ 

1 
/ 

Fig11ra 4./4: Mnl!n obtenida con el funcional FAo• 

En est.1~ ejemplo, fü! oln,;erva lo siguiente: el funcional, de área impithó <¡'lle se 

,;doblarn'' la malla. El funcional FA intenta distribuir ur1iformemei1ic el área 

<'ni.re los tri1í11gulos de la malla, a.sí evita que las cclda.s sc1 doblen. 

Sin embargo, en regiones 11HÍ.<i complicadas el funcional de área-ortogonalidad 

no t•s suficiente para generar mallas convexas. l~n la figura '1.5 mostrarnos mallas 

óptimas de :m puntos por lado, generadas con el fu11ciona.l /1Ao, parn las regiones 

d(• Grn.n ílrnlaúa y la Bahía de! la Habana. Ninguna de las dos es convexa. 
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Gran Brelaiia Bahía de la Haba.na 

Figura 4.fi: Mallas para Gra.n J3rnta11a y la Bahía de la Habana genera.da.<; con 
F\\o 

El funcional de ¡irea FA 110 garantiia la convexidad de la:; mallas óptimas. De 
hecho, para ningún peso en la combinación entre FA .Y el funcional de orl.ogo-
11nlido.d podemos garnntiza.r la obtención de mallas óptirna.c; convexas. 

4.2. Generación de n1allas convexas casiortogo­
nales 

La.s mallas gencra.da.':i empleando el funcional Ji'Ao, sugieren la posibilidad de 
evitar que el funciona.! de ortogonalidad, produzca mallas muy dobla.das, si se 
combina adecuadamente con un funcional de área. 

Esto es lo que nos indicó como debíamos proceder, para plantear un problema 
de optimhmción Hin restricciones. En los resulhtdos se observó que las mallas 
óptimas del funcional de área--ortogona.lida<l, son cercanas a la ortogon1tlidad. 

Lo n.nt.crior noR \levó a replcrnt.ear el problema 2 como: 

Pl'oblema 3 Determinar mallas que son soluciones al problema de o¡,timización 

mín (ai' + (l - a)Fo)(G) 
<JEM(n) 

c:ml O < o < l y 1> un fmicionai de á1,ea que garantice, y numtenga convexidad, 
<:n las mallas óptimas de la combinación. 

Observemos que, de manera natural, las mallas óptimas de este problema son 
''más ortogonalC':;'' a medida que a diHmiuuyc. 
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1·:st.a n~form11lació11 ('s fundame11f.al porque no hay restricciones explícitas y todo 
radica <'11 la ekcciAn adeniada do! funcional de área. El problema <le opf.imización 
es 1111who lllcÍ.-; ~;implt•. 

,.Qué funr.ionalcs gn.ranti(;a11 y mantic1w11 convexidad? Los únicos f1111cio11alc•s 

(ftl<! Si~ m11odnri l--!r:t k-úreH .Y k-stwvidnd, ,Y con <'llos obtuvimos 11ua primera 

imlución al problema :3. 

1.2. l. Co1nbinaciones lirwales entre kA y Fo 
Un f11ncio11a.l dr: ;írP.a, que nos permite gara11t,izar q11c, el valor mínimo ele o en 
~11s mallas óptimas sat.ísfar,c una dc:-;íg11aldad del t.ipo n_ > -, , e,:,; <·1 funcional 
k-1írea que prese11I arnos P.11 f•l capítulo '2. 

1•'111! <:I 1•mpl1•,ulo <'11 la pri11wra. sol11cic'm, a. t.rav{•s dP la romhinadbu 

a(J.:A) + ( 1 rr)Fo 

r·o11 valon•s d,~ o po:;itivos y cm-ca11os a <'<?ro (ílarrnra l'l <ll., ¡r,I) 

La C()111I,i1111.d,'111 a11t.1·rinr 110;; p1!r11tit.ic'1 g<~rwrar 111allas co11vt 1 XH~ casi1nlogo11al1•s. 

,1.2.2. Generacic.'>n de rnallas casiortogonales con k/1 y kS 
'l'eormnu 18 Sm k un ·,·cal 7JOsilwo y a tal que O < (f < 1. 8i F'u rs d funrimwl 
de ol'lof/Onalúlad, cnl.oWY'S paro. wuz s1u~csión d,: mallas { C,'q} C Al k tal t/lW 

o_( C,\1) •-1 k, se eum¡,le 

{cr()u1) -1- ( l - a)J10 ) ((,',¡) _. oo. 

Demostración 
Debido a que d f1mcicmal Fu t'S continuo y flO 11egat.ivo1 la cor1du:-;ió11 se sigue 

de manern inmediata. L l 

El siguiente• I.Pornm:\ nos i11clica qtw, eligiendo un valor <le < cercano a cero, 
0s posible ganu1t.iz.a.r que la .. -; m11lla .. s úpti1111w ¡mm la co111hi1mción li1ten.l 

a(kA) + (1 --- o)Fo 

son con vex1-u-;. 

Teorema 19 811,¡,onyamos que d conjunto Mo(O) C8 n.o vado para, tma n~gum 
n y sea a un real positivo tal que O < a < 1 . !!l'nfoncc.i;, r.:i.:i.'ile un valor <· > O 
¡mm d cual una malla G I que satisf acc 

( a ( k A) + ( 1 - rr) Fo ) ( C: 1 ) = ni í 11 { ( a ( k A) + ( l - a) /, ,:>) (O) } 
Ut:M , 
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('.'/ lal <JIU' 

o-_(G,) > O, 

donrl<' r:l valor dd /lr11'<Ímt'lrn k, ni el funr.ional de k-área. <'s l. 

Dmnostración 
8mm /,: > O y Go una malla conv<?xa; df'ftnímos 

y k' -, /., -·· L n . • t/>k 
Veamos q1m n_(G¡)? -k'. Si o_(Ci) < -k', ('lltonces 

(a(/u\) + (1 -·• a)F0 )(G,) > ((1 •· o)kA)(GI) 
1 

> (I -(f)k+o_(Ga) 

1 
> ( 1 - rr) k-k; 

,¡,,.. 

11 • ..;í, 110 H<! eumpliría <¡Uf! (n(A·A) + (1 •· <1}1-iJ)(G
1

) ,•sel mínimo. 

Dado qHP 

</,A:~:. (a(A:A) + (l -- a)/•'o)(C,'o) < (,,// + (l - o)l-h)(Uo), 

podemos H11stil11ir el valor de <h.: tm la dulinicit'm cltt k' parn ohtrnwr 

1-a 
<t ( G 1} > ··-·- 1 • -~ ·-··-----,---

1
• - - A: > O. 

• (1 11 ( ( , 11 ) + ( 1 - <T) J.c > (c.()) 

Lo IÍnico <¡11<' rcHt.a es ologir k > O, tt\l que n_{(.' 1 ) > O. E:-1to se lugra eligiendo 
k t.nl que 

1 - <1 
------~---· ----- .._, k > O 
uH(Go)+(l -•cr)1"u(Uo) ·' • 

Obscrvc1110~ que k así elegido 1-.o.; el ,. \lor de < parn el teorellla. O 

En otras palahrm;, empicando la cornbi11a.ció11 

con a y k positivos y cercanos a cero, ffi posible obt.cuer mallas casiortogonales. 

Con la motivación de estos primeros resultados, 84.1 experimentó también combi­
nando k8 con ortogonalidad. Dos resultado:, casi idénticos a los teoremas 18 y 
19, dcm11cstrn11 que la:; combina.cióne; de k.':-,' y ortogonalidad también son útiles 
para gell(mu- mallas c.:a~iortoµ;onu)rn;, 
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Teorema 20 Sea l.: un real positivo 11 a tal que O < r, S 1. Sí f,'o es el f1mciorwl 

de orlof!onalíriad, <·ntoncc:; pam mm ,o;·1u:c.nón de 111.allas { G,1} e i\1 -k tul que 

n _ ( <: q) > -k, .w· cum¡,lr. 

Teorexna 21 Su¡J(Jnyrmws 1¡uc el c011j1tnlo M0 (H) f',<; 1w tmdo ¡mrn mw H'!JÍC>11 

n 1J .'lea a un rf'.al po.'iíti110 tal <JU(', O < a < 1. J~ntmicc:.o;, cxislr. un valor k > O 

11am el r:wil una nw.lla O 1 </ll<' sali,-;fru:1: 

(a(k8) + ( 1 rT)Fo)(C,'¡) = ,míu f (o(kS) + (J ·-· ,:r)Fo)(G)} 
(,(M ._ 

(;,'i tal <JIU' 

o_(<,'¡) > O. 

r:enoraci6n do 1nallas casiortov;onalcs: prohle1na gn­

rwraJ 

1,:1 fu11cio111tl do k-úwa 11:-; 111uy di<:i<i11t.c? para n>11strnir mallas conv,•xas. Hnprc-­

i-mnt.ó 1111 avance signílic:ntivo en In gt!rlrración vnriacionn.l ele mnlla~, puPs 11cr-

111il.i<'> obl.t•!u~,· malla,-; c·o11vcxas, i11cl11so rn1 rnµ.iotw:-- 11111y irrngulan•:;, por 11wdio 

de un alµ;orit1110 :,;1~1H.:íllo ¡mrn la uct11aliiacic'm del par1inwtro k. 

Si11 embargo, el funcionn.l 110 punnit.e tri{mµ;u\o:.; con vtdon~s <l•• o 1mmon•s <le 

--k. Corno se descouocú a vrirwi, cual1:s :;o11 lw, 1110ll11.-; óptiru11:-1 ch•) fu11do1111I dl· 
ort.ogormlidnd, c•:-;\.o i111plica llll prohlc111a parn la (1!(•tTiú11 d<' k·. 

AdemlÍH, se dclw tener cispccial cuidado durnnt.r. el procrn;o de optimiinciún, pm-:-; 

8i c11 una malla existe triángulos con a cercano u -A-, los alhoritmos pmxlcu 
g;enerur pu11t.os de prueba fuera de la región de detinicic>n dd funcional. 

El funcional k-éiroa. es de gran utilidad pa.m generar mallas cnsiorlo~onale:-;, pero 

HU uso en regiones muy irrngulnrcs no es 1-..utonuitico, ya que requiere unn <~lec­

ción cuidadosa de k. 

Por cotu-iiguie11L<\ si queremos una solución sa.Lisfactoria ni prnhlonm :t, c>s t\ncü­

sario determinar, en ge1wrnl, los funcionales d~ área que p;arnnti1.a11 y 111anLienen 

co11voxidad. Es decir, la prnguntn que se pr<.'scnt.ó de 11w.nera nntuml e::; 

;,Existen ohos funcionalüs, admnás de k-árcm y k-suavidad, que gnrun­

ticen y mantengan convexidad'! 

J\sí, se inició el arníli:,is de las propicdadc;;; del funcional de k-1lrca, con d fin de 

encontrar la.'> hip<1Les1s imporl.nnt.üH; busc1tlll08 q116 cond1cio11ús <kihía11 i:ialiHfaCül' 

los funcionales de área, út.ileH para la g<!11eraciú11 de 111alla.-, co11vexas, ('8 decir, 
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que genera.u y ma.ntie11e11 conwxida.d. 

/•,'[ resultado ,fr esta l,,i.,r¡urda es la, principal aport,icíón de nuestrn trnbaJn. f:<-; lu 
carac!E'rizací<'111 q1w pn~..;t•11tamo~ en la S<:cdó11 :L I O dd capítulo :J: los funcionales 
continuos que ga.rn11t.íza.11 y ma11lie11cn convexidad, se obtienen por rrwdio de 
f1mciorwH cid típo 

N 

J.'A,t ·- L /,(n(D.¡)), 
1-:' 1 

donde J P.s cualr¡uuT fwu:ión J continua, convexa, dr.cnxumfr 11 ¡,o,.,ilwcz. 

E11 rrnrnrnen, los f11Hcío11ak.'i rl<• íÍrc•a qu" dt~arrollamos tic1w11 varias propirdach-s 
fu, 1da1 rn~11LalC'H: 

1. Garunl-lzan la c01wei:i<Jad, Jo:sto significa q11n :-;i exish• _una molla conv!•xn 
(/o, <!l1lo11<·cti 1•xi:-;t ,~ 1111 paní1111't.ro /, tal q11P l'I mínimo G d1•I fu11<·íor1al l-~1., 
es 1111a malla 1·011vPxa. 

:l. Mc:,ornn La no c:omw:rúlwl c,i las uwllw; ,,¡,tmrns. El valor el<? o_ <'n lns 
mall11~ ,;pt.i11111.<-; df.'I f1111donnl Hf~ incr<!nrnnt.n n mc:didn <¡ur I se• im:n'nwntn. 

a. Mantfrni·n fu cmnw:1~itl1ul. Si f!XisUi 1111a malla convexn C,'0 en unn rf'~iún, 

c11to11ce:; <'XÍ8te 1111 valor de t, tal que d 6pt.imo dd f1111do11nl 

es tambi(•n 11na malla 1·onvoxa. 

E11 r<.•s11rrie11, la.'> tres propiedadl'H implica11 qtw hemos obtenido la soludlm al 
prohlcnm de gc11craci()fl dt: 111alla,-; cn::,iort.ogotmlcs. 

Para dio lm~t.a co11 degir c11alquim funcional dn iirea que garantice y ma11tc11ga 

convexidad, ya que el problema de optimización de grn11 t>.scala se J)\IL'<ie n•so\ver 
de una fornrn rEipidn y dicient<•. 

l·~n In Higui<~11tc :-;ccciún, prcS(.'ntarcmos algunas de las posibles combinaciones 
lineales que pueden emplcmne para µ;encrar nrnlla.'i ca.siorlogona.lf'~'i. 

4.2.4. Generación de n1allas casiortogonales: solución al 
problcrna 

El siguiente resulta.do presenta la HO!ución al problema 3 que empica los fun­
cicmalcs de área que de:-;arrollumot>. 
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rJ.'eorerna 22 Sea O < rr < l. Si <:xú;t.e una malla comw:ra C:0 <'n la n:gíón n y 

F C8 mi f1mcional de árr.a que satisface [a,., coruliáoncs rld teorema J r,, r.11low:c.'i 

d Junciorwl 
<TF.4,,(U) + (l a)Fu((,') 

tiene una malla ó¡¡llma c011.ve1;a ¡u1r11. Im val01· de l s11ficient.cmcnlc !J'm"fr. 

Demostrac.i<'>n 

S,,a {l,1} 0-- {/¡, 11, • • ·} 1111a s11n)siú11 ('Sf,rícL/u11(•111.<• crecicmlP de números n·ales. 

I'arn cadn q, sea Oq una malla ~n drmde d f1mcicmal 

aln1.11i11 el rn1111mo. 

Deuot.,·1110:; por o 1! :-::: o _(00). Para cada lq, :-ie sati:;fn1•p11 la ... dc:-;ig11aldad1-:,; 

do do rufo SI.' i-:igue q, w 

Sea 6 llll n•n! po:-;it,ivo, Si parn nul11 í/ :m c11111plit•rn que 

( ·l. 11) 

(•1.12) 

1°1 Indo i1.q11i1•nlo dt> lit •h.•~igualdad (,1. 1 :q 110 C!.<;l.llrÍn ncol.11<!0. Por lo Urnto. t•xi."tt' 

u11 í11dic1! n a partir <Id cual 

De manera similar, se demue:-;trn que no puede ocurrir n_{C,'q) = O parn. tocio t,,. 
Los detalle.><:> oc omiten.U 

Bstc teorema sintetiza mu'slnt ¡>ro¡nw.'jtn ¡Jam f/<:rwmr· mallaR cery•aruts a la or­
togonalúiarl o, lrnv/s de un ¡nnblema de o]llimi::aciún de _qnrn escala .-;iri re,'ilric­

<"Wru~s. 

Los funcionalc:,; F1 y S que pre:-;e11tamos en el capítulo a, son sólo algunos de los 
muchos fuuciouales que pueden combinarse con /•'o. 

4.2.5. Constantes do norn1alización 

Como 111c11cio11a1110:, en In sección 1 A, para emplear combinacioneK lineales do 
funcio11a.les, es necesario normalizar eslos últimos para que sus propi(~dadPs se 

reflejen eficionlemente, en la.ci mallas óptimas de la.s combinaciones. 
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Com1idPrnndo una malla. con todos sus valores de O' iguales (156]), las constantes 
d,, 11ormalizació11, para los funcionales de ortogonalidad, k-área y k-suavidad R)ll 

.Y 

l'<'8JWdivarne11tP. 

A·+ n 
/{kA =.:.. 

N 

/
, 1 
\ks' 0~ -• 2N' 

Dd teorema U, las consta.nU!s dt! normalización, para los funr.ional~ Vi y 8 son 

/\,.; =-- : • 

A11l,)s de prc\::;cntar loH n•:rnlt.ado:.; 11111néricos ohte11idos, ('8 convtmic11l<' nrmlizar 

alg11110H cri l.erios que nos pur111ite11 cornJM.rar lns mallas obt.m1idas c.on los com­
hi llé\CÍOIH'S. 

4.3. Desviaciones nuixin1a y pron1cdio de la or­
togonalidad 

1~11 gcncrnl, cu una malla discreta, el valor del producto punto rfr,1 en los 
1ing11los intm·iorns de la.s cdc\1~<i 110 (~ cero. Por este motivo, nx1ueri111os de nlg1í11 
criterio que 110s indique "quó tan ortogonal" e~ unn malla discreta. 
Motivado:-; por razone:, pnicticas, Allicvi y Cn.lisal (121) propusieron dos r.ritPrios1 

que se emplean con frccuenciH en la literat.urn: la desviación promedio de la 
ortogonalidad ( A.D.O.) 

(4.14) 

y In. desviación máxima de la ortogonalidad (M.D.O.) 

M.JJ.O. = má.x (190° -- O¡ ·I) 
'.l::,1,S11-l,2Sj~m-l .J 

(4.15) 

donde 01:,J es el ,ingulo entre los vectores x{ y x,,. 
Las desviaciones proporcionan información complementaria: en algunos casos es 

1También pueden considern.rseotra.5 medidas en términos del error en las ecuaciones de Leal 
y Ryskin (1221), que no utilizamos en e.stc t.rabajo por estar basados en la solución numérica 
d<• P-lit1L'i ec:uacio11es. 
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:illficiPnt e cnnsidNar valores pequeños, para la de~winción máxima; <'rl otro~, para 
nrnlla.s Cúll 11111clia.,; celdas rcct1í11g11larco, la información dada por fa dt>Sviad6n 
pronwd ío Ps pn~f,•ri 1>1,,. 
Naturalmei1t<:•, 110 ,,:-; convenícnt<i gcnernr malla.-, ca.'liorto1~omlle:,; mi11í111izando cli­
rect.airn·"t.<• las dc·.wíacíorws M.n.o. ,v AJ).0., ya (fllf' (l(J son ('XJ)fC.'SÍOfl('S SIHWCS. 

Difürencim; entre 1nallas ortogonales y casiortogo­
nales 

Ob:-iervemos q1w d vriJqr d,· las d,-.,viac:io11c'S ,rnixima y promedio ti,~ la or1ogo-

11alídad He anula Pll la.-. mallas ortogonal<-s discrntas. 

/ .,, ·., 

(' .. ' 

l-'ig11rn ,t.H: Malln:; do 10 x 10 pal'n el, y ¾. 

Sin emli11.rgo 1 una nrnlla díscrda orlogo11al S(>lo p\h)de comitruiri;t• en n•giorws 

con l'ro11t.cra r<:d1t11gular. No es posible obtener vnlores de las dc~winciorw:; de In 
cwt.ogo11alid:1d arbi t.rnrimwmte cercauos a cero, en rngiu1ws irn~gular(>s. 
Como ejemplo de laH magnit.udt.'8 de las dcsviacione.<; en una malla di:-;cnit.a, 
coni;id<mnnos las fuucio11es cz y f, que son nnalíticnse11 C y C\ {O}, tespec.tiva­
mente. C~onstruyamos con ellns dos mnllu..c,, ovaluan<lo t'll una rntícula unifomw 
en ¡o, l] x ¡o, ll, pa.rn cz y en!½,~] x !½, 11 para +1 empleando 10, 20, :m y ,10 
puntos por la.do. 
F:11 la. fig-uni. ,u; 8(' mtwst.rnu las mallas de 10 puntos por lado. 
La tabla 4.1 m1iestrn los valorc:!8 de las desviaciones para estas mallns. Ambos 
resultado:-; esuin medidos en grados. 
Observemos que i11clrn;o para f1111ciones co11fonncs, la.'-i de:wiaciones pueden ser 

grandes si 110 se <~111plea11 muchos puntos. 

4.4. Algunos resultados numéricos 

Pre8C11ta.mos c11sc:g11ida malla.~ óptirnR.c, de -11 p11r1tos por lado, generadas por las 
combi11acio11cs de k-suavidad, k-úrca, F't y ,5 con ortogonalidad. 



l\1allas cnsiort.ogonul,,s 67 
----•----·· -·---·-- • -·-·--·--------

11 

10 
1 O l /::, ··11 A 2 :3. mf--
'2O ci l.fi4 1.51 
·----~ ----,"•--+ 

20 1/ z___ f>.84 1.47 
:JO cz 1.20 - (U)O ·----··- ---~-··-~---- ____ " _____ .. ,. 
30 I / z :~. 8(i .. .!J.~-
40 fl 1.0:_i O. 73 
,1() • _ 1/z -- - ___ 2.n2- 0.90 

Cuadro 4. l: Valores de In.e; desvin<:iones cz y ! 
z 

Para obtener estos rnsultndos, se emplea.ron los valores a = 10-2 pam la com­
hi11adú11 lineal e11t.re f1111cio11alc1:-; y k ,0 - 10- 2 corno tope paro. k/1 y k8. gn todrn, 
los ca.sos se partió de 1111a malla inicial gc11ernda con el funcional PAo. 

4.4.1. llcgio1u~s sencillas 

La primera n•gi()t1 q1w cinplcnmoi:i apareciú rn1 el trabajo du Mobl<ly y Stew11rl. 
(['1Hj) y ha sido empk11.da 11.mplia11w11te corno rc•gió11 d(! prueba, para los métodos 
de g<•11mació11 de 11ml\m1 cn.siortof.{onnlc:, 1 dcHdc el trnb1tJo de Colcman y lfaus­
sl i ng ([:131). 
Es unn rcgió11 qll(~ d(•110111i11al'c1111n1> 11 <'1 domo" 1 limitndn por la.s curvas :r. = O, 
:,: :-:-:: 1, 11 ~.:: O y !J :_· 1 + 1 scn(7l'q + 2:1:)) (Figura tl.7). 
í,n Rcgundn. región de pnmlm, qufl denot.nremos como B, está limitada por cuatro 
semicírculos sobre lo::; lados del cuadrado unit.ario. Las mallas correspondientes 
s<• mucst.ra.n en la figura 4.8. 
Una t.cn:crn wgi<'>11 C'.'-i una circunfore11da que S(J divicfo e<¡uitalivnrmmte para for­
mar ,t lados de 111 puntos en.da 11110. Los rc:,;ult.ados se muest.rnu cu l¿i fígura 4.9. 
Ln.'-i malla.<-; en est.a.'i tres n•gioll<'::i ti<mc11 urin distribución uniforme de puntos c11 
los lados. Sus valnr<•s de iiL'-l dc-sviacin11(~..., rn1ixirnn y promedio de la ort.ogor1ali­
dad se e11c11entra11 t~ll las tabla . ., 4. 2 a ,t .il. 

Ohserw111os <!lH' los vnlorrn de la drnwiaciú11 promedio de la ortogoruilidad indi­
ra11 qtw los valnn1." altos cfr• la d"svi1u·ió11 sblo se prnscntnn loc/\l nwnt,c. 
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Funcional M.D.O. A;D.O. 
-;¡:.-s•_+_(_l_·_:··-¿;}Fo 7.28 l.84 

o lu1 + ( l • ,r) Vi> 13.30 2. 74 

a Vi + .. ( l -· a) Fo -7.58 1.84 
····;.,b' + ( l '-~=··;,Tp¡) ·---··9.01--· 2.02 

---- -

Cuadro ,1.2: Valores dn M.D.O. y A.D.O. para la región Domo, con distintas 
combinn.ciones de fu11cio11ales y a =0.01 (Figura 4.7) 

Fuucional M.D.O. A.O.O. 
1--c,-k.-'i-+_(_l ___ . a~) ·¡;i¡; -~ 1 . 27 

<1kA + ·(1 .... ,,)Fo 17.83 ---,·:-ff 
a/.',_ ~t- (l •· a)/i<> l7.fi8 1.4:1 
aS + (l - a)Fo • ·T1>ú,· 1.:35 

Cuadro 11.3: Valores do M.D.O. y A.O.O. para la región B, con distintas combi­
IH\donrn de funcionales y a 0~0.01 (Fit~11rn. 4.8) 

Funcional M.D.O. A.O.O. 
o k S + ( 1 -· a) Fo L8.H5 0.97 

-;;·k A + ( 1 -· o)Fo <i 1.80 2.82 
·-

crl•, + (1 - a)Fo 19.14 0.96 
-

a.','+ (1 - <1)Fo 26.9f, 1.4:i 
------•--------

Cuadro 4.4: Vnlon~ chi M.D.O. y A.D.O. pa.rn la Circunfot·cncia., con disti11tas 
c01uhinacio11Ps <fo fundo11ales y <1 ..::::0.01 (Figura 4.9) 
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akS + {l ·- o)Vi1 

okA + (l · a)Fo a8 + (1 ··- a)Fo 

Figurn 4.7: Mallas generadas para el domo con di:;t.intas combinaciones de fun­
cionalrn, y a -=U.Uf. 
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a/,'¡+(1 a)l•'n 

• . .1 

"\:\\: ·:: :<> . 
',, 

•••• J 

1//i'. ,,/,.,,¡,,,,,•,••',·.·.· ..• ,'.\\> 

\'· ·.:<;·,:;;;;:;::'.~:;·.>· .. ·~-- :i)' •• 

. ::·\ti?){<·· -? 
• 'f '/ / f ~ • 1 1 : ' 

',.' Í ,'.·'. ,\. '.'. 

ab1 + (1 a)E-'o aS' + (1 a)F'o 

Figura ,1,8: Mallas p_enc'.ra<las pnrn. la región JJ con distintas comhinaciones de 
funcio11al<'s y a =::O.O 1. 

\ 
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/ 
¡ 

okS + (l ·- <r)J•'o 

.• _'.·. --. :,: : : : :~. :.: ·'. . ,_ .. <". 
' ' ' \ 

\ l 1 \ '. 1 \ 1 1 'f_ '11 l 1 1 l l ~ , ·.._ 1 \ • \ 1 /. . ,1. '{ _, 

,.. ·. 

akA + (I -- a)Fo 

."/' 
•,f/.' ',' /-', -

, "I', 

. / •,. 

','/J/111_1 /1 Í/, ·.,:._·· ··\\\\\'\ .•• 
•• 111//!!1¡· ',<.\,\\\ .. .", .... 

l/11 ,.~.1. •. ,.\. 

71 

Figura 4.H: Mallas gm1ern.da.,;; para la circunfcrnncia con distintas combinaciones 
d,i funcionales y r, :c..--0.01. 

1 . 
/ J 
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11.'1,2. Tlegiones irregulares 

Corn,idera1nos ahora rnalla.'{ genera.das para las regiones de la b;.i hía de la lla., 

ha11a 1 f.'I lago l lcha, PII H11sia1 Sud111nérica y Gran 13rct.aúa empicando las tnisrnas 

comhinncioncs de· f1111ciunal<·s de la 8ccci611 anlNÍor. 

Los valon~s de las d(1Hviaciorws ¡mrn esl.m; ma.lla.c,;so e1H•.um1t.ra11 mi In:; tablas '1.f) 

r1 11.8. Las 11iallns obtenidas se rntw::;trn.n en lns figuras 11.101 4.11, 4. l '2 y 4.1 J. 

Lns gráficas nos muestran que los fundonak•s k-s11avidad, k-fírca, F, y 8 efoc; 

tivauwnlc hmciorwn, aún con un peso pcq11oiio, como 11na barrcrn que impide 

que d fuucional de ortogoualidad dohle las mallas. 
Es íntt!r<!sa.nte el efecto del funcional do ortop;onalidad: las mallas que obtenemos 

rnc:11crda.11 el d'ecto de "doblc,r," que t.criía la malla de la figurn 11.J, pP-ro ahont 
la malla úptirna (!S convexa.. 

-
Fum·io1ml 

----~·~----· 
k8 -1 ( 1 (T 

( 11.:A + ( 1 
a)J•'o 

•- o) Vi) 

M.D.O. J\.D.O. 
··--

71.87 11.35 
- -- --·--

80.14 11.0f> 
~-- ·------ ·-- ----------

nF1 + (1 - cr)Fo 77.17 lU.87 

ds· + ( 1 ··• (:~)Lº-
··-

81.s:1 -,o.GR 
--···--·-··-

C11adto 11.f>: l)esviacio11cs ,h~ los Angulos para la l'f!giún Bahía de In llahana, con 

d isti ntu.s co111bi11acio11,~ de fu ncional<'H y un peso a =(UH ( ver ltgura '1. l O). 

.. - ---··---·--
l•\111cio11al M.D.0. A.D.O. 

.. 

ok8 + (l -- a)Fo 
-· -----·· 

ü8.ü8 7.01 
akA + (1 ····a)Po 81. lü G.:m 
aJ<i + {l - a)Fo 81.61 14.18 

__ <18 + (1 _-- a) Fo .. 88.14 10.89 
----. ·--· "•·--·······-

Cuadro 4.G: Ucsvia.cione8 de los ángulos para la wgión Lago lJcha, con distintas 

comoínado1ie8 de fu11cíonales y un peso a =0.01 ( ver figura '1.11). 

f•\mcio11al M.D.{f--.-t\.D.O. -
akS+(l·-a)Fo 76.00 17.f,7 

1----~---c--~---•-;---:-...,.-; 

akA + (1 - a)Fo 8(i.77 8.4'1 
aF'¡ + (l • a)Fo 80.:10 t:3.76 

--;;-.s• + (1 - ;)1,·;; 88.88 í2.m) 
--~ -··· ---4-•---- --- -• - -- --~---~<-- -·-- ····-· ,. 

Cuadro <f. 7: DcsviaciorwH de los ángulos para la región Sudamérica., con distinta . .;, 
cumbinacioncs de funcio11nle:-; y un peso O' ,cc.0,01 (ver igura 4.12). 
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Fl111cio11al M. o.o":-.--A. n.o. 
----~--

- cr)N--;->--- 79.05 ---~---
(TkS !· ( 1 22.47 

(Tl.:A + (1 -~ afFo --8U.66 26.05 
rr F,. + ( l -··· a) Fu - 89 .4 I • • 2'.X.J5 ·• 

--¡;:5 + ( I --- cr) Fo 85.31 24.35 .___ ____ 

Cuadro 4.8: Desviaciones de los n.ngulrn, paÍ·rt la región Gran Bretaiía, con dis­
tinta.e; combinacio11cs de funcionales y un peso· a =O.O l ( ver figura '1. 1:J). 

Es import.antc sürialar q11c lwmos empleado sólo el funcionn.l Fo, porqt1c es muy 

sencillo de cakula.r y permite obtener resultados del mismo orden de magnitud 

que otros funcionales de orf.ot,!;ona.lída.d que oo prcsentau en la litera.tura 2 . 

4.4.3. El cociente n+ /o:_ 

Para concluir, veamos <in \as tnbla.s 4.!} a. 4.12 los valor('A'idcl cociente n- 1/n. 
para la.s nHllln~ prc:,entadas <!11 la sección anl.t.>rior. Es de esperarse que t.al co­

ciente sea más cercano a. la 1111idad conlrolando In distribución de puntos en la 

fro11t.ern, lo cual no forma parte de los objetivos del presente t.rn.hajo. 

o:.¡ /o_ ·r 
Funcional n - O¡ 

0.2136 9.2G97 i1a.3815 ¡,¡;i, + (l - a)Fo 
--·- ·-~·--·-~- ---·-•-•-----· 

aS + ( l - o-)¡.,¡;-0.0024 H.ú002 :J86. 7901 ..._ ______ ..._ 
··--·-•·- __ , ____ •r-•• 

akA + (l - a)F~;-0.0452 9.2H22 205.4072 
0.0029 2.füi25 918.1034 akS + (1 - n)F'o 

Cuadro 4.9: Valores dül cocimüc o:+/et_ para mallas sobre la región Bahía d~ 

la habana1 generadas con distinta.s combinaciones de funcionalrn y un peso 
a c-:c:0.01. 

ü - ª' ü¡/o:_ I•\1ncional 
-----·------

0.1700 6.H749 41.0138 afi't + (1 ·•· cr)r'o 
0.0003 7.8217 20708.8371 aS + (1 - cr)Fo 
0.0625 ü.8754 109.8851 akA + (1 •·• u)Fo 
0.0001 3.7981 37981.0000 akS + (l -- a)Fo 

Cuadro 4.10: Va.lores de\ cocicnle a¡/o:_ para mallas sobrn la región Lago Ucha, 
generadas con distintas combina.dones <le funcional~ y un peso a =0.01 

20t.rns exprcsiotws para fuucionall's de ortogonalidad pueden encontrarse en l<n1.1pp y St.eín­

h<'rg l40j 
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~~--· ·•-•.~· ... 
o 1 /er_ 

--
<l' -· n+ Funcional 

f---------

32.764-4 aFt-+ (1 .:.·a)Jí'o 0.2026 6.0379 
0.01:38 6.8959 498.0344 a,S'+(l -a)Po 

r------

akA + (1 - a)F'o 0.0330 8.3822 253.7728 -0.0015 :t2513 2167.5:J:J:J ak8 + (1 - a)Fo ---- ···-~-------

Cuadro 4.11: Valores do! c.ocient(-! <:\'.+/n_ para rna.l\assohre la rngión S11da111érica 1 

g<mcrada.s con distintas combinacioncti de funcional~ y un peso a ,.e.O.O l. 

O' - a.¡ a 1.jn·_ Punciona! 
-- ·----~l't. + (1 - a)/•'o 0.1520 14.0605 92.4996 

0.0066 18.3173 2761.7133 aS + (1 -- a)Ji'o 
0.0204 16.6607 815.1511 akA+ (l - a)J•'o 
0.0015 2.3505 1567.0000 akS + (l "· a)Fo 

Cuadro 4.12: Vnlorcs dd cociente et. i/o:_ para. malla.s sobre la rngión Gran Bre­

t.afm 1 generadas con distinta-; combinaciones de funcionales y un peso a -0.0l. 
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a1'i + (t - a)Fo 

<TkA+(I -rr)Fo 

Figura ·1.10: t\lalla.~ g(•rwradas para la Uahía de la Habana con distintos fun­
donalt•:-;, y <'on un peso a ::c·0.01. 



76 Mallas ca.siortogonales 
----•••--• •---•-•--•--•-• ••r•••-----•-•••-••••••~---------

ak8+(1 o)l•'o 

akA ·I (1 a)h_> 

/ 

' ,, 

a8 -1- (1 - a)Fo 

Fir.;tira '1.11: Mallas generadas para el Lago Ucha con di:-,t.iut.m; funcio11al<'s, y un 
peso a ::_-O.O}. 
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••>-• •d--•••-- ---•••---- ----•------•-•••----•• 

rTÁ:8 + (1 - a)Fo 

akA+(l --a)Fo crS + (1 --- a-)Fo 

Figura. 4.12: Mallas g<\tieradas para Sudaméríca con distintos funcionales, y un 
f H'SO (T _:().()I. 
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aS + (I - a)Fo 
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Figura ,L 1 :\: ~tallas gc11erad,L'i para Gran Bretaíia con di:,;linlos fnncionalcH, y 

u11 peso o -0.0l. 



Capítulo 5 

Conclusiones 

r-:: ] ,) . . . Conclusiones 

(•;n este trn.lmj,,, H<'. aborde', el prol,lc~llla el<' la gc•11n1tc·ic',11 df' 111alla . ._ c;1 ... i11rlognnal,-:,. 

Hohre rngio11es pla11m.; ÍITl!f{llli.m~: 

• La g1•11enu:ic'i11 de mnllas c11.siort.ogo11aleti f1<>1o ern posihl<! sohw r<'i~iotu•~ 

plo.11n.'> rdntiva.111c11t.c• simple•:.;. 

• Se demostró que era indispernmble combinar d funcional d<' ortogonrdidnd 

con un funcional que garantice la convexidad de la malla. 

• Se introdujo el concepto de e-convexidad de las malliL'> lo que permite hacur 

un planteamiento adecuado del problema.. 

• Los resultados que aquí se prcsenla.n se inspiran en los trnb11jrn; dP lva­

nenko para la gcnernción de 111allns arrnó11ica.s y en el de Tinoco qtie cx­

tieucfo el traba.jo ele l vanenko con sus funcionales kS' de suavidad y k A de 
área. 

• Se demuestra que el funcional kA ele tí.rea de Tinoco S(l puede combi11ar con 

d de ortogonalidad para generar malla:, cua~iort.ogonale:.;, pero la dificultad 

en la elección de los parániet.rm; y la discont.inuida.d dül funcional kA, hace 
11e<:esario buscar otros funcionales de área. 

• Se clc•~arrolla un <!8quema t.eúrico que permite construir funcionales d(! iirea 

que g<)lllira.11 y 111a11Limwn la co11vüxidad <lo !ns mallas y que son C:2 eu lodo 
el dominio. 

• Co111hi11a.11do el f unciona.l <le ortogonalidad con uno de los obtenidos en este 
trabajo, es posible gmiernr 111allas ca.o.;iortogonales en regio11es irrngulares 
dl• m,uwra satisfactoria. 

ES'fA T'ESIS NO SAU. 
l>J~ I..A BIIlIJOl~C,A 



80 Conclusiones 

• La c·o1111mradá11 d<' i'!sl«· mt'!t.odo y el funcional kA de Tí1101·0. no PS posíhlr 
<!11 condí1·í11m,:-; símíl;in~, ya que "1 fmwíonal d(• Tímwo llf'<"«'SÍfa St!í rrf!tl· 

larízado ,drf"dr·dDr d,·l polo parn pmll'r utíli:.wr un m{•1odo ,J,, opfimiz.1dún 

sI11 n·:-.1 J'I( ("ÍO!ll'S 

• 1,a í111plar1taí'i<'111 d1• !u:; JJH:todrn, aquí pro¡nu~tos t'S lransparn1f.••, no ft:"• 

qt1Íf'l'I' d" 11ing1rn paní111dro e:-;Jlf.'CÍHI y Sf! pul'dt•n ulilír.:.r tún ,·ual«autttr 
111Modo di' opti111iiíu·íúr1 sin n•sl rirdo11,•s. 

Not.n: La c·oi1tril,11cí/m f11rul111m•11I al d,• lvarlf'nko l'onsíslfi t!fl proponer un mwvo 
f1111cio11al para gmwrar malla 1mavcm y mostrar c¡uc es factible usarlo en rngímw.'i 
Í1T1•1~11lares si l.r·rtc•111us 1111:1 malla co/1\'f'Xil. En :rn l.rahajo Timwo, mrnlifü·a rl 
f1111do11al d1i s11nvídad para ver qlW <~i posít,h• ohh•rwr mnlln:; c·rm\·,.,aL't a pm• 
tír de: c11nlq11ícr 111alla ínidal, no ru•c1•:mria111(•1tlc ronvtixn. A«fomás nm~trny,• un 

fiirwío11al d1• An•a q1u• pern1ito ohfmwr mul11L<1 coUVl'Xns cmmdo cxistNl. tn prht· 
cipal limil.acíc'in d<"• hllS f1mrio11alc•s <•:; qun l.i(•lll'll un 1mlo y t,:,lo repu-smita tm 

prnl,l1·111a "'' 111 ir11pl:111t al'Í1°>11 di' SIIH 1111ítodon )'il ,,.,.. ltay ,,111• rt•soh·••r un pruhlt~ 
11111 di' llpti111izadú11 .v c8 tu'<:<•tmrio han•r mm n•i~ulnrimdlm dc•I ím1dn1ml ¡mm 

pod1·r 111.ilizar 1111 1111·•1<1do df' opti111izm·ic,11 HÍII n--strit'dn1u•s. fvnm•nl-.n ,v Tinm·n 
11i-:a11 difNt111t1•:,; n•g11l11ríz11.1·im11-:-1, que do¡umdun ele..! pnrtímutros t?Xlras, lo.e; ,:,mlt"S 
son «dPp;idns í'II 1,a.'l<' 11 su c•xp1iri<n1da. J,;11 C'Sf.C' t.mhnjo se• co11struyc'ron un IIIH'\'o 

t.ip<, ele· fu11c:i(J11alt•s, c·o11 las 111ís111a~ propíc'<lndns qm• los dH lvmlt'nho y Tmo<'O. 
y quu 110 tirn1v11 11i11g1111n disr.onti11,1ídacl, Hotl cfl por lo qw• su itnplanladún 
<·s trn11span•11l.1•, y 110 n·q11Í1•n• el,• 11ir11~1í11 panir11f'l.ro adidorial, :-;on ~umnr11,•11lt• 

diC'Ít'lll(•S. 

5.2. 'I'rabajo a futuro 

Varia!-i lí111!a.-; d«' Lra.lmjo pue<len seµ;11trs(.! dt- manúra din><:la a pnrlir <l<! los tk'-­

sarrollus que lw1110::: prescuta<Jo. Específicamente, estamos int.<'r<':mdo~ c11 

l. Aplicar 1111eslros result.ados a regio11(>s co11 fro11t.ern..:; 8lmve:-., 1wr111it.iendo 
la re11bicadón de puntl)8 en la frontera. 

2. Co11st.rnir si~11iendo la .. '> idct\8 que discutimos un funcional de suavidad 
S<'llWjn.ntc• al ck Winslow. 

:i. Carndt•ril,ar las regiorws donde 08 difícil generar mallas convexas. 

5.3. Nota final 

l ,o:; f1111rio11alrn; que hemos desarrollado para gennrar ma.llas ca.siort.o~onales y 
co11vcxa8 pueden implementarse fa.cilmcnte. Como mcuciona.mos al principio de 
esw trnhajo, hau .•·ido inco1-porndos en ol softwarn UNAMALLA, al cual puede 
acr-c•dcr:;(• libre111e11h.· en la din!cción: 

http://www.matematicas.unam.mx/unamalla/ 



Apéndice A 

Interpolación 'Iransfinita 

Un n.'ipt•cl.o i111porla11!.<'. 1m gcmNac1or1 varincional discreta es la. c·orrnlruccíó11 
d,, una 1,w.lla i11icial. E8Lo puc<l1: lwccrne por m<>dio de 1111 nuq.odo algd,raic.:o el<' 
genernci1>11 muy sc•n\'.illo, df•1101ninado int,c17JOlación transfinita (TFI, TransfinitP 
inl.<'.rpolation) {[•IO]). 
Para conHt.ruir 111in malla por 'I'FI, :-;(! Hei<x:cioua11 los lados dcredw l,2(11), 
izquirirdo /1.1(1¡), inferior f, I (O y supt!rior /,:1(0 do la frontPra de 1111a rt•gilm 
n, para111et.ri1.ado:-i dti tal fornrn q1I<• O .:; ( S l y O s; tJ ·~~ l. 
Para CAi.os lado:-; dd><•11 c11111plirS<i l,L"l c011<1icioues 

/,1 (O)= 1,c1(ü) 

/,1 ( l) ~- J,'2(0) 

f.,2 ( l ) ~- L~1 ( 1 ) 

l,;1(0) = L,1 ( 1 ). 

La expresión qtH' st' utiliza para. la gencra.ció11 alp;ebrnica <~s 

x(C1¡);...;(l ··1¡)J,1(0+11La\d+{l ·O/,a(11)+~L,1(r¡)···· 
{(r¡/,:1(1) +((l 1¡)/.,,(l)+1¡(1---0I,:1(0)+((-· 1)(,¡-l)/,1(0)}, 

y la mallas<~ g<!1wrn corno la imagen ha.jo x del rect.ánµ;ulo 

Esl.<' método tic11<' el i11cm1ve11ie11tc de que la.s sigularidades diferenciales e11 la 
front.Na d<· O se propagan hacia PI interior, por lo qu<' prod11cc mallas muy 
dobladas <>n regiones irregulares. 
Como ejemplo, mostnunns mallas de 20 y 40 punt.os por lacio generadas por 
iutt•rpolacic'Hl l.rn11sli11ita pnra <•I coulorno de la !a bahía de la Habana (Figuras 
A. l y A.2) Not('mos qw• ninguna de> las <los mallas e:-; co1wexa. 
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Apéudice: interpolaci<lll franstinitn 
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Figura A. l: Malla p:tra i:i Bahí:1 <fo la IJahana gennrndn por i11terpolació11. 20 
puntos por lado. 
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Figura A .2: Malla para la Bahía de la Habana generada por interpolación. '10 
puntos por lado. 



84 Apéndice: inturpolnción trnnsflnita 
--~· 



Apéndice B 

Galería de mallas convexas 

l•';n est,o apéndice se preH<mtan la.'> rna.llas 6pti11rns empicadas como muestra de 

los resultados obtenidos a lo hrAo del presente trabajo. Se reproducen a mayor 

l.amaüo co11 el objeto de 11prcciar s11 eslrnct.ura.. 
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Gaforía do malll.ts convexas 

Figura B. l: Bahía de la Habana, ,1(} puntos por lad(). Funcional de longitud 
(Capítulo 1 ). 
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Figura B.2: ílahía de la llnbana 1 '10 puntos por lado. l•'uncional do ortogonalidad 
(Ca.pítulo 1 ). 

--¡ 
! 



88 Galerín <fo nmllas conv(•xns 

Pigura R.3: Bu.hía de la Habana, ,10 puntos por lado. F1111cional de área (Capítu­
lo 1 ). 



Galflrín de mallas convoxm; 
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Figura HA: Bahía de In Habana, 40 puntos por lado. Funcio11al de área~ 
ortogonalidad (Capítulo l ). 
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Fiµ;urn U.G: Bahía de la HalHrna1 11 puntos por lndo, k8 (Capítulo 2). 



GnJorín d<! maJIU.ff CO.UV'f?Xll.'t 
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Figura B.O: Gra11 Bret.nüa, 4 J puntos por lado, k8 (Capítulo 2). 
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Galería de mallas convexas 

Fiµ,urn B.7: Laµ;o Uchn,, 111 puntos por lado, kS (Capít.ulo 2). 
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r 

Vigurn B.8: Sudamérica, 41 puntos por lado, kS (Capítulo 2). 



Galerín de mallas convexas 

Fig11rn B.!I: Bahía de la Habana, ,t I puntos por Indo, kA {Capítulo 2). 



Gnlel'Ín d(i rnnllns convexos 
·--------'"-----·---------------------

Figura n. JO: Grnn Bretafia., 41 pu11tos por lado, kA (Capítulo 2). 



GalfJrin do nwllas convexas 

Figurn B.11: Bahíil d(• la 11,,hana, 41 puntos por lado, kA (Capítulo 2). 
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Figura B.12: Sudamérica, 41 puntos por lado, kA (Capítulo 2). 



98 Galería de mallns convexas 

Figura B. Ja: Bahía de la Haba.na, 41 puntos por lado, F't (Capítulo :n. 



Galería do mallas convexas 

Í 

Figura 13. H: Sudamérica, ,11 puntos por· lado, fi} (Capítulo J). 
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Figura 13.lf>: Lago llcha, 111 punto~ por lado,¡;¡_ (Capítulo :-3). 
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Figura B. In: Gran Bretarin., 11 p1111tos por lado, /•i {Capítulo 
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102 Galerín de rnnlL,s convexas 

"' 
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Figura B.17: Bahía de la fln.bana, ,11 p1111tos por Indo, ,',' (Capítulo :J). 
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Figura B. I H: Sudurn{!rica, 41 puntos por lado, 8 (Capítulo 3). 
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Galería du mnlln--. con\•r,cas 
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Figura H. W: Ln.go Ud1a, ,JJ p1111t.os por lado, 8 (Capítulo :q. 
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Figt1rn B.20: Grn11 Brctaiia, ,t 1 pu11t.m; por Indo, 8 (Capitulo a). 



100 Galería <le 1nallas convexas 

Figurn B.21: Bahía de la Habana, '11 puntos por lado, ½8 + ½F,, (Capíl11ln :l). 



Galerín de mallos convexos 
107 

Vigurn B.22: Sudamérica, '11 puntos por lado, ½S + ! i'!, (Capítulo 3). 
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Galería de mallas convcxns 

. 1 

Figura B.2:J: Lago Ucha, 111 punto:-, por Indo, ½8 + ½l•'i (Capítulo :\). 



Gn!ería dt1 nmllas convexns lOH 

Figura n.21: Gran 13ret.aiin, 41 punto:; por lado, ½S + ½P1, (Capítulo J). 



llU Galería de nmllas convexas 
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J • 

Figura B.26: Sudamérica., 41 puntos por lado, /0 S + 
1
~ F1, (Capítulo 3). 
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Gnleríu de mallas convexas 
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Figura f3.27: Lago Ud1a, 41 puntos por lado, / 0 S + 1~¡F1, (Capítulo 3). 
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Figura B.28: Gra11 l3retaf1n., 41 puntofl por lado, ti/'+ -fh 1"t, (Capítulo 3). 
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Vigurn B.2D: Domo, 41 p11nt.os poi· lado, e, :::"'.0.01, a~'.8+(1-a)Jí'o (Capítulo 4). 
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Figura B.:m: Domo, 41 p1111t.os por lado, <T :=-0.01, akA+(l- a)Po (Capítulo 4). 



116 Golcriu de mnllas convexa'> 

Figura B.31: D01110, 11 puntos por Indo, a- ,,,O.O 1, a F, + ( L ····a) /•'0 ( Capítulo 4). 
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Figura. B.!32: D01110, 41 p1111t,o:-; por lado, <.'1 =0.01, a8 + ( 1 ·- o) Fo (Capítulo '1). 
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Figura. U.:3:t H.cgión H, 41 puntos por lado, a =0.01, ak8 + (l - a)Fo (Capítu­
lo 4). 
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Figura B.:H: Región R, 41 puntos por lado, <1 =0.01, akA+ (l --· a)/i'o (Capítu­
lo 4). 



120 Gnforía dn mnllm, conv,~xm; 

. . ' , 
• f .... 

. . 
•• 1 • ••• ' 

.. · . ... ' 
,,_ · ... 

\ \ 

1 • • :·f 
. ' 

' • ! 

¡ 

\ 

Figurn n.ar1: H1•µ,i,:111 /3, 111 puntos por lado, cr =0.01, aF¡ + (1 -·- a)J,'0 (Capítu­

lo r1). 
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Figura B.39: Circunforencia, 41 puntos por lado, (J ::.-::O.O!, a F, + (1 -· a)Fo 

(Capítlllo 4). 
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Figura BA 1: Bahía de la llabana, ,11 puntos por la.do, <1=0.01 1 ak/·i + ( l - a)/i'o 

(Capítulo •1). 
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Fígurn B.4~: Bahía de la. llahana., 111 puntos por lado, <J :;::0.01, akA+(l--a)f•'o 
(Capíí.1do ,t). 
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Fígurn B.4:J: Bahía de la llabana, 41 puntos por lado, a =().()I, a Vi+ ( 1 - a)/•'cJ 
(Capí1.1tlo 11 ). 
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lo 11). 
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Figura B.47: Lago Ucha, 41 puntos por lado, a :.:::0.()1, a/1',, + ( l -· a)l•'o (Cnpílu­
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l ◄'igurn B.48: Lago Udia, 1 l puntos por lado, o ,c:-:0.01, oS + ( 1 - a)Fo (Capítu­
lo ,t ). 
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Figura B.4H: Suda111<'wica, 11 l pur1t.os por lado, a '""'0.01, o-k8+(1-a)Fo (Capítu­
lo 4). 
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Figura B.f,I: Sudamérica, 41,.punlos por lado, n- =0.01, <rl•'t+(I -a)Vi> (Capítu­
lo 4). 
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Figura B.52: Sudamérica, '11 puntos p<.tr lado, a =-O.O 1, a 8 + ( 1 · - o) Fo ( Capítu­
lo 11). 
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