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Resumen

Esta tesis presenta una manera de obtener un mosaico en 2D a partir de una secuen-
cia de imágenes de fondo de ojo. El proceso descrito a lo largo del documento tiene un
enfoque modular, basado en la metodoloǵıa descrita en Zhang et al. [1994] y en Capel
[2004]. Podemos resumir las fases del proceso de reconstrucción desarrollado en este
trabajo en tres etapas principales: relacionar las imágenes, encontrar la transformación
adecuada y por último creación del mosaico. El objetivo principal de este documento
es obtener una escena plana de mosaico a partir de una secuencia de imágenes médicas.
Los métodos probados en las diferentes fases son descritas ampliamente en el documen-
to. Cada una de las fases es descrita independientemente pero manteniéndolas dentro
del contexto del objetivo principal.
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gráficas por computadora de la Universidad de Standford. . . . . . . . . . . 2
1.3. Vista panorámica. Mannheim, Alemania. Vista panorámica formada por seis
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2.3. Geometŕıa de puntos correspondientes. (a) Los centros de las cámaras junto
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polares sobrepuestas. (b) Geometŕıa epipolar de dos vistas. Fuente tomada

[Hartley y Zisserman, 2004] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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para cada par de correspondencia de puntos. Ambas tablas son ordenadas en

forma descendiente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.10. (a)(b) Cruces y bifurcaciones encontrados por RISA en un par de vistas, (c) Conjunto

de puntos obtenidos por el método de ZNCC. (d) Conjunto de puntos obtenidos por

el proceso de relajación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

vii
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respectivamente. (c) Resultado de la correlación con ZNCC. (d) Resultado de la

relajación. (e) Resultado de aplicar LMedS. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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4.7. Mosaico formado por dos imágenes de fondo de ojo. (a) y (b) Muestra la

imagen origen y destino respectivamente, con los puntos correspondientes

entre ellas, arrojados por el método LMedS (sección 3.3.3) y mostrados en la

figura 3.13. (c) Muestra la imagen origen-transformada. (d) Mezcla la imagen

origen-transformada con la imagen destino para crear el mosaico. . . . . . . 67
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de los vasos sangúıneos extraidos por RISA. (e) Muestra el resultado del proceso de

correlación hecho manualmente. (f) Muestra los vasos sangúıneos de (a) y (b) en 3D. 76
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Caṕıtulo 1

Introducción

Desde la antigüedad, el hombre ha sentido siempre la necesidad de representar gráfi-
camente el entorno que le rodea, como lo demuestran los dibujos encontrados en las
cuevas prehistóricas. Sin embargo, las pinturas prehistóricas son planas, no muestran
la profundidad de los objetos como existen en nuestro mundo tridimensional.

Fue hasta el renacimiento cuando los pintores de esta época intentaron representar
la profundidad. Ellos fueron los primeros en entender la formación de las imágenes y
avocarse en el estudio de la geometŕıa para reproducir los efectos de la perspectiva
en las imágenes del mundo que observaban. En las pinturas planas el tamaño de los
objetos está relacionado más con la importancia dentro de la obra que con la ubicación
espacial. Se muestra un ejemplo en la figura 1.1 (a). En las pinturas renacentistas, se
aprecia claramente la profundidad producida por las ĺıneas que convergen en un punto
de fuga, de esta manera se le hace creer al observador que está frente a una escena
tridimensional. Se muestra un ejemplo en la figura 1.1 (b).

A partir del plano cartesiano introducido por Descartes (1596-1650) se empieza a
concebir la geometŕıa desde un punto de vista algebraico. Aśı las entidades geométricas
son descritas como coordenadas y entidades algebraicas.

En el año 1826 el qúımico francés Niepce llevó a cabo la primer fotograf́ıa, colo-
cando una superficie fotosensible dentro de una cámara oscura para fijar la imagen,
plasmando por primera vez una escena del mundo tridimensional en una imagen bidi-
mensional. Una cámara produce imágenes bidimensional de un mundo f́ısico percibido
como tridimensional.

Ahora, en la actualidad con el avance de la tecnoloǵıa, se intenta reconstruir los
objetos del mundo tridimensional a partir de imágenes bidimensionales. Esto es un
tema que forma parte de visión computaciónal.

La visión computacional es una gran herramienta para establecer la relación entre
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(a) (b)

Figura 1.1: Pinturas. (a) Pintura pre-renacentista: Pintura circa, Grecia. (b) Pintura renacentista:
Capilla Sixtina, Italia. Fuentes tomadas de imágenes de www.culturageneral.net.

el mundo tridimensional y las vistas bidimensionales tomadas de él. Por medio de esta
teoŕıa se puede hacer por una parte, una reconstrucción del espacio tridimensional a
partir de sus vistas (figura 1.2) y por otra parte llevar a cabo una simulación de una
proyección de una escena tridimensional en la posición deseada a un plano bidimensio-
nal.

(a) (b)

Figura 1.2: Imagen 3D. (a) Imagen bidimensional. (b) nube de puntos para la reconstrucción
tridimiensional. Imágenes obtenidas de la página del laboratorio de gráficas por computadora
de la Universidad de Standford.

La proyección en un plano bidimensional de varias imágenes para formar una vista
panorámica (también llamado mosaico) de una escena tridimensional es un tema de
visión computacional. El objetivo de crear una vista panorámica es tener una visión
general de la escena, poder apreciar el tamaño de un objeto con respecto al resto de
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Figura 1.3: Vista panorámica. Mannheim, Alemania. Vista panorámica formada por seis
imágenes. Hecho en Adobe Photoshop CS2 ver. 9.0.

los objetos y a su posición relativa y tener una mejor idea de la escena que se está ob-
servando. Un ejemplo de una vista panorámica o mosaico de imágenes es mostrada en
la figura 1.3.

La investigación sobre construcción de mosaicos se ha llevado a cabo por más de 30
años [Milgram, 1975], el rango de aplicaciones incluye formación de imágenes panorámi-
cas, realidad virtual, compresión de imágenes, detección de cambios, superresolución,
seguimiento (tracking), navegación, composición de documentos y cartograf́ıa.

Una aplicación en la que los mosaicos son particularmente valorables es en el
diagnóstico y tratamiento de enfermedades de la retina, útil para monitorear la pro-
gresión de enfermedades y que puede ser usado como un mapa espacial durante trata-
mientos quirúrgicos [Can et al., 2002].

En este trabajo de tesis nos enfocamos en la creación de un mosaico bidimensional a
partir de una secuencia de imágenes médicas de vasos sangúıneos tomadas de un mismo
sujeto. En un trabajo futuro estas técnicas pueden ser utilizadas para la reconstrucción
3D de imágenes de fondo de ojo.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Mosaicos

Vamos a hablar en términos generales de los mosaicos. Un mosaico es la alinea-
ción de múltiples imágenes dentro de una composición más grande la cual representa
una porción de una escena tridimensional. El mosaico es formado a partir de varias
imágenes del mundo real que se sobreponen; en la literatura existen varias definiciones
citadas [Can et al., 2002; Zhang et al., 1994]. Nosotros daremos una breve descripción
sobre el método elemental. Hay cuatro pasos básicos: registro, marco, reproyección y
mezcla, los cuales son descritos a continuación [Capel, 2004].
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1. Registro (también llamado cálculo de correspondencia): primero, identificamos
puntos caracteŕıscos (ver 1.5 (c)-(d)) en ambas imágenes y mediante técnicas de
correspondencia identificamos los puntos de la imagen 1 que también se encuen-
tran en la imagen 2.

2. Marco: el objetivo es escoger un marco global, es decir, escoger la alineación
con respecto a una imagen llamada imagen de referencia, aśı la transformación
entre el marco global y la imagen de referencia es simplemente la identidad.
Para una secuencia de imágenes, este proceso primero calcula la transformación
geométrica entre un par de imágenes. En la figura 1.4 se escoge a (b) como la
imagen referencia y las imágenes (a) y (c) son los que se alinearán a ella.

3. Reproyección: después de crear el marco global, cada punto en cada imagen puede
ser transformado a un punto en el marco global. En algunos casos, este mapeo
puede ser una transformación tan simple que sólo involucre escalamiento y trasla-
ción, o bien puede ser alguna transformación más complicada, tales como rotación
de cámara. Habiendo escogido una transformación, cada imagen es incorporada
en el marco de la imagen de referencia. En la figura 1.4 (d) las imágenes son
alineadas a la imagen referencia.

4. Mezcla: es la etapa final, el objetivo es mezclar todas las imágenes por la porción
que se sobreponen. En la figura 1.4 (e) se muestra cómo queda la mezcla de la
secuencia de imágenes. La figura mostrada está completa y se puede ver cómo
una sola imagen.

Un ejemplo de construcción de mosaico con dos imágenes tomadas de una misma
escena puede verse en la figura 1.5, donde al crear el mosaico se puede apreciar una
vista más amplia de la escena.

1.1.2. Anatomı́a del Ojo

Vamos a hablar brevemente sobre la anotomı́a del ojo humano, para poder entender
claramente el tipo de imágenes sobre las que se trabajarán a lo largo de este documento.

El ojo humano es un órgano de visión que detecta la luz. El sistema de visión
humano nos permite extraer información tridimensional a partir de las imágenes bidi-
mensionales proyectadas en cada uno de los ojos. Como un objeto tridimensional, el
globo del ojo se aproxima a una esfera irregular como se muestra en la figura 1.6 (a).

Se han registrado diferentes medidas en la dimensión del globo del ojo, sin embargo,
se encuentra un rango de valor constante entre la población adulta y no tiene relación
con el sexo o raza. En los adultos el globo pesa 7.5g y tiene un diámetro promedio de
23.48mm.
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(a) (b) (c)

(d)

(e)

Figura 1.4: Construcción de un mosaico. (a)(b)(c) secuencia de imágenes tomadas de una misma
escena; (d) transformación 2D, la imagen de referencia es la segunda imagen de izquierda a derecha;
(e) mezcla de las imágenes formando el mosaico.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 1.5: Construcción de mosaico a partir de dos imágenes. (a)(b) Secuencia de imágenes de
una misma escena. (c)(d) Puntos caracteŕısticos en ambas imágenes. (e) Mosaico contruido. Fuentes
tomadas de imágenes de http://www.pages.drexel.edu.

.
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(a) (b)

Figura 1.6: Ojo humano normal, (a) vista de frente. Fuente tomada de Duane’s Clinical
Ophthalmolog, versión digital. (b) Anatomı́a del ojo. Fuente tomada de www.wikipedia.org.

La anatomı́a del ojo (figura 1.6 (b)) está estructurada para enfocar la luz sobre la
retina, todos los componentes por los que pasa la luz antes de llegar a la retina son
transparentes. La córnea y el lente ayuda a converger los rayos de luz sobre la retina.
La luz causa cambios qúımicos en las celdas fotosensible de la retina y con esto se
disparan impulsos eléctricos que llegan al cerebro. La luz entra al ojo desde un medio
externo, pasa a través de la córnea y de la pupila y entra al humor acuoso. La mayor
refracción de luz ocurre en la córnea la cual tiene una curvatura fija. El humor acuoso
es una masa clara la cual conecta la córnea con la lente del ojo y ayuda a mantener
la forma convexa de la misma. La cámara v́ıtrea es la zona entre el lente y la retina y
está rellena de un gel transparente llamada humor v́ıtreo.

El iris está entre el lente y el humor acuoso y es un anillo rojo de músculo fibroso. La
luz debe pasar primero a través del centro del iris, la pupila. El tamaño de la pupila es
activamente ajustado por un músculo radial y circular para mantener una constancia
de luz que entra en el ojo. El lente detrás del iris es un disco convexo elástico, el cual
enfoca la luz a través del humor v́ıtreo sobre la retina.

Tres capas mantienen y dan forma al globo del ojo (figura 1.6 (b)), la esclerótica, la
cual da el tono blanco al ojo. La coroide es la capa interior siguiente. Y la tercer capa
es la retina; en la tercer capa se encuentran los vasos sangúıneos (figura 1.7).
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(a)

Figura 1.7: Vista del ojo de perfil, mostrando los vasos sangúıneos y los componentes que
están antes de llegar a ellos. Fuente tomada de wikipedia.org.

1.1.3. Técnicas para Capturar las Imágenes

Las imágenes con las cuales se trabaja en esta tesis son imágenes de fondo de ojo.
La técnica para tomar estas imágenes es descrita a continuación.

La retina es el tejido neurosensorial del ojo que traslada las imágenes ópticas en
impulsos eléctricos al cerebro. Sobre la capa de la retina se encuentran los vasos san-
gúıneos que son de interés en nuestra investigación. Estos pueden ser fotografiados
observando a través de la pupila. A estas tomas se les llama fotograf́ıa de fondo de ojo
y el equipo con el cual son tomadas se llama cámara de fondo de ojo.

En el mercado existe una gran diversidad de cámaras de fondo de ojo y básicamente
son identificadas por el ángulo de vista y el ángulo óptico de aceptación de la lente
(figura 1.8 (a)). Existen cámaras con ángulo múltiple y cámaras con ángulo único.
El ángulo de 30◦ se considera el ángulo normal de vista, crea una imagen 2.5 veces
más grande que la realidad; una cámara de fondo de ojo con ángulo amplio captura
imágenes entre 45 y 140 grados y provee proporcionalmente menos magnificación de la
retina; un ángulo estrecho es de 20◦ o menos.

El sistema óptico de la cámara de fondo de ojo proyecta un anillo iluminado a
través de la pupila dilatada; la luz refleja la retina sobre el fondo de la cámara for-
mando una imagen plana (fotograf́ıa de fondo de ojo, figura 1.8 (b)). Las imágenes
aśı tomadas pueden ser capturadas digitalmente a través de una cámara digital CCD
(Charge Coupled Device) o bien a través de la digitalización de una peĺıcula fotográfica.

El ángulo usado para la toma de las fotograf́ıas en esta tesis es de 50◦, sin embargo,
no se puede hacer una sola toma fotográfica abarcando toda la superficie del ojo, aśı que
se hacen varias tomas para capturar la mayor parte de la superficie del ojo.
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(a) (b)

Figura 1.8: (a) Ángulos de vista; fuente tomada de Ophthalmic Photography. (b) fotograf́ıa
de fondo de ojo.

1.1.4. Planteamiento del Problema

El objetivo del presente trabajo es reconstruir la superficie del fondo de ojo en un
plano bidimensional a partir de una secuencia de imágenes médicas de fondo de ojo,
de manera que podamos visualizar la superficie completa en una sola imagen y poder
tener una vista más amplia (también llamado mosaico). Para construir un mosaico
con un mı́nimo de errores, debemos tomar en cuenta las distorsiones provocadas por
factores internos y externos del ojo. Los factores internos son provocados por todos los
componentes transparentes por los que tiene que pasar la luz antes de llegar a la retina
(córnea, pupila, iris, lente, humor v́ıtreo). Los factores externos son los provocados por
la lente de la cámara de fondo de ojo y por la transformación proyectiva de un objeto
3D a un objeto plano.

El problema estará divido en varias fases, las cuales se describen a continuación.

Relacionando las imágenes. En esta primera etapa se busca la manera de encon-
trar correspondencias entre las imágenes, aśı como establecer una geometŕıa entre ellas.
El resultado será un conjunto de puntos que indican la sobreposición entre las imágenes.

Transformación 2D. En esta fase debemos encontrar la forma de alinearlas, usando
alguna transformación geométrica que se adapte al tipo de la imagen: es decir, tomando
en cuenta que la fotograf́ıa al ser tomada sufre algún tipo de deformación .

Creación del mosaico. En esta última fase, se mezclan todas las imágenes para for-
mar el mosaico de imágenes de fondo de ojo.

El objetivo del trabajo de tesis presentado puede servir como base para la recons-
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trucción 3D de los vasos sangúıneos con más de una vista. Este tema se comentará como
una introducción breve en esta tesis pero es continuación de otra.

1.1.5. Estado del Arte

La creación de mosaicos a partir de una secuencia de imágenes de fondo de ojo es
un problema conocido en computación [Can et al., 2002; Ryan et al., 2004; Shen et al.,
2003; Becker et al., 1998] el objetivo de estos trabajos es simplificar la interpretación
cĺınica.

Ryan et al. [2004] utilizan de 5 a 7 fotograf́ıas para crear el mosaico. El método
describe los siguientes pasos: primero se etiqueta una imagen de referencia arbitraria-
mente, las demás se toman como imágenes distorsionadas. Se identifica los puntos de
control (en un par de imágenes). Este paso se realiza manualmente. Para relacionar las
imágenes se hace primero una transformación af́ın, seguida por una transformación de
similitud y por último una transformación polinomial de segundo orden para corregir la
distorsión geométrica, y con esto obtiene la transformación necesaria para la creación
del mosaico. Se crea el mosaico de la siguiente forma:

Del total de imágenes que se tienen:

Inicialmente se toma una imagen arbitraria a la que se llama imagen de referencia,
y el resto de las imágenes deberán alinearse a ella (a las demás imágenes se les
llama imágenes distorsionadas).

Se toma una imagen distorsionada, y se encuentran las correspondencias con la
imagen de referencia.

Cuando una imagen-nueva seleccionada (distorsionada) se intersecta con más de
una imagen (la de referencia y otras más), entonces la imagen-nueva será compa-
rada con todas aquellas que intersecta; es decir, la nueva imagen será la imagen
distorsionada y con quien empata será la imagen de referencia.

El proceso de la creación del mosaico es ilustrado en la figura 1.9 (a) y en la 1.9 (b)
muestra el mosaico construido.

Can et al. [2002] proponen una técnica lineal, que crea la correspondencia directa e
indirectamente entre los pares de puntos de control (sobre una gráfica) por transforma-
ción de estimación conjunta de todas las imágenes dentro de la imagen de referencia del
sistema de coordenadas. El algoritmo permite crear mosaicos a partir de n-imágenes.
Primero se detectan los puntos de control automáticamente, y después se hace una
transformación af́ın para encontrar la correspondencia entre imágenes y para refinar
esta correspondencia se utiliza la suma de diferencia de cuadrados (SSD), teniendo esto
se aplica una transformación cuadrática y con este resultado construye el mosaico. Se
muestra un ejemplo de la construcción del mosaico en la figura 1.10.

10



(a) (b)

Figura 1.9: Construcción de un mosaico. (a) Enumera la forma arbitraria en que fueron escogidas
las imágenes. (b) Mosaico construido. Imágenes tomadas de Ryan et al. [2004].

(a) (b)

Figura 1.10: Construcción de un mosaico. (a) Gráfica de correspondencia. (b) Mosaico construido.
Imagen tomada de Can et al. [2002].
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Shen et al. [2003] crean un mosaico para ser utilizado en tiempo real, utilizando
invariantes para identificar el mismo conjunto de puntos en diferentes imágenes usando
la transformación cuadrática que define Can et al. [2002]. Las invariantes están basadas
en la posición y orientación de un conjunto puntos seleccionados.

Existen otros autores que han implementado mosaicos de imágenes de fondo de ojo
en 3D [Deguchi et al., 2000; Mart́ınez-Pérez y Espinosa-Romero, 2004]. Deguchi et al.

[2000] contruyen un mosaico en 3D a partir de 3 imágenes: primero modelan el lente
del ojo en forma esférica e identifican todos los parámetros ópticos de la cámara, y
entonces reproyectan las imágenes a la superficie esférica reconstruida. Mart́ınez-Pérez
y Espinosa-Romero [2004] crean un mosaico en 3D a partir de dos imágenes de fondo
de ojo utilizando una superficie ciĺındrica para proyectar las imágenes.

1.1.6. Objetivos

En la presente tesis tenemos como objetivo hacer una extensión del trabajo de Mart́ınez-
Pérez y Espinosa-Romero [2004]. Nuestros objetivos se dividen en dos:

1. El cálculo automático de las caracteŕısticas aśı como de las correspondencias para
lo cual investigaremos y evaluaremos diferentes métodos.

2. La generación de mosaicos en el plano con tres o más vistas de imágenes tomadas
con una abertura de 50◦, de manera que podamos tener una vista panorámica
mayor para su posterior reconstrucción en el espacio. Para ello probaremos trans-
formaciones cuadráticas que corrijan la transformación geométrica necesaria para
proyectar la composición de la esfera ocular en el plano.

1.1.7. Imágen Digital

Antes de empezar con la descripción para la creación de un mosaico bidimensional
y los métodos que se han propuesto para obtenerla, existen algunos conceptos que
deben ser comprendidos claramente ya que son necesarios para obtener las ideas más
avanzadas descritas en caṕıtulos posteriores de este trabajo. Podemos describir una
imagen como ‘Una función bidimensional de la intensidad de la luz I(x,y) donde x,y

son coordenadas espaciales y cualquier punto (x,y) es proporcional a la brillantez de la

imagen en ese punto’ [Gonzalez y Woods, 1993]. Siguiendo esta definición lo que ha sido
discretizado es tanto las coordenadas espaciales como los niveles de brillantez. Podemos
imaginar una imagen como una matriz cuyos ı́ndices de fila y columna identifican a un
punto en la imagen y el valor del elemento de la matriz identifica el nivel de gris (en
caso de imágenes en escala de grises) en este punto. Los elementos que forman esta
matriz son llamados comúnmente pixeles. La figura 1.11 muestra una imagen digital.

El proceso necesario para la reconstrucción de un escena panorámica partiendo de
la información bidimensional contenida en imágenes lleva varios años de investigación
y en caṕıtulos posteriores serán descritos algunos métodos.
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Figura 1.11: Imagen Digital. Psyché ranimeé le baiser de l’Amour. Museo de Louvre, Paris.

1.1.8. Organización del Documento

Este documento está formado de la siguiente manera: en el caṕıtulo dos tratare-
mos los conceptos básicos de la geometŕıa epipolar necesaria para la presentación de
los métodos de correspondencia que utilizaremos. En el caṕıtulo tres presentaremos
algunos métodos para relacionar imágenes (cálculo de correspondencias), comenzando
desde la obtención de puntos caracteŕısticos hasta obtener un conjunto de correspon-
dencias correctas que relacione a un par de imágenes. El caṕıtulo cuatro describiremos
la creación del mosaico, empezando por encontrar la transformación 2D necesaria para
alinear las imágenes y por último construir el mosaico. En el caṕıtulo cinco se represen-
tarán varios experimentos realizados con el método propuesto para construir mosaicos.
En el caṕıtulo seis analizaremos nuestra implementación e indicaremos los puntos en
que se puede mejorar.
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Caṕıtulo 2

Conceptos Generales

En este caṕıtulo se introducen los conceptos y las principales ideas geométricas y la
notación que son requeridos para entender el resto del trabajo de la tesis presentada.
En particular, este caṕıtulo cubre: i) las transformaciones proyectivas de un plano.
Estas transformaciones modelan la distorsión geométrica que le ocurre a un plano
que es visto a través de la perspectiva de una cámara. Sin embargo, no todas las
propiedades geométricas del plano son distorsionadas, algunas como la colinealidad son
preservadas; por ejemplo, las ĺıneas rectas son vistas como ĺıneas rectas, mientras que
otras propiedades no son preservadas, tales como las ĺıneas paralelas que por lo general
no son vistas como ĺıneas paralelas. ii) Visión estéreo. En esta sección se estudiarán
las relaciones algebraicas y geométricas que existen cuando se ha tomado más de una
vista de una escena. Se pondrá especial énfasis en el análisis de dos, geometŕıa bifocal.
Para más detalle sobre las trasformaciones proyectivas y sobre visión estéreo puede ser
investigado en Hartley y Zisserman [2004].

2.1. Geometŕıa Proyectiva

Vamos a entender bien el concepto de geometŕıa proyectiva. La geometŕıa proyectiva
está en todos lados y todos estamos familiarizados con las transformaciones proyecti-
vas: cuando miramos un fotograf́ıa vemos esquinas que no son esquinas, o ćırculos que
no son ćırculos. La transformación que mapea a los objetos 3D en objetos planos, es
un ejemplo de transformación proyectiva.

La mayoŕıa de las propiedades geométricas no son preservadas por la transformación
proyectiva, por ejemplo, el ćırculo que puede aparecer como una elipse, ni el ángulo, ni
la distancia, ni el radio, son preservados. Sin embargo, una de las propiedades que es
preservada es la colinealidad. Aśı podemos definir una trasformación proyectiva de un
plano como algún mapeo de puntos sobre el plano que preserva ĺıneas rectas.

En el resto del caṕıtulo hablaremos de un plano proyectivo, que definimos a conti-
nuación. Un plano proyectivo P2 es un conjunto de rayos en R3. El conjunto de todos
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los vectores k(x1, x2, x3)⊤ cuando k vaŕıa forma un rayo que pasa a través del origen.
Tal rayo puede pensarse como la representación de un punto sobre P2. Las ĺıneas pro-
yectadas en P2 corresponden a planos que cruzan el origen. Se verifica que dos rayos
no idénticos inciden en un plano y que dos planos intersectan en una recta. Esto es la
analoǵıa de dos puntos únicos y diferentes que definen a una ĺınea y de dos ĺıneas que
siempre se intersectan en dos puntos.

Figura 2.1: Plano proyectivo. Puntos y ĺıneas de P2 son representados por rayos y planos
respectivamente, a través del origen en R3. Las ĺınes que están en el plano x1x2 representan
puntos ideales, y el plano x1x2 representa l∞

2.1.1. Transformaciones Proyectivas 2D

La geometŕıa proyectiva 2D es el estudio de las propiedades del plano proyectivo P2

que son invariantes bajo un grupo de transformaciones conocidas como proyectividades.
Una proyectividad es también llamada colinealidad, transformación proyectiva o una
homograf́ıa.

Una proyectividad es una transformación invertible dada por: hP2 → P2 de ma-
nera tal que una ĺınea recta es transformada en otra ĺınea recta. La proyectividad
está definida como:

h(x) = x
′ = Hx (2.1)

donde H es una matriz de 3x3 no singular y x es un punto de P2 (x,y,1) representado
como un 3-vector homogeneo.. Se dice entonces que x

′ es la transformación lineal H de
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x. Esta transformación es biuńıvoca entre dos planos 2D, cuyos puntos son represen-
tados homogéneamente por x y x

′. Es decir, un punto en el plano 2D tiene una única
correspondencia en un punto de otro plano 2D y cada punto en un plano tiene un solo
punto correspondiente en el otro plano.

La condición invariante (una recta es transformada en una recta) puede comprobar-
se de la siguiente manera: Si x1,x2 y x3 están en la misma ĺınea recta l (l es un vector
con los componentes de la ecuación de la recta), entonces l

⊤
xi = 0 para i = 1, 2, 3.

Esta ecuación puede ser escrita como l
⊤
H

−1
Hxi = 0. Aśı los puntos Hxi caen en una

ĺınea H
−⊤

l y la colinealidad es preservada por la transformación.

La ecuación 2.1 se puede escribir como:




x
′

1

x
′

2

x
′

3



 =




h11 h12 h13

h21 h22 h23

h31 h32 h33








x1

x2

x3



 (2.2)

Su multiplicamos H por una constante k diferente de cero, se observa que los re-
sultados en la transformación de coordenadas no son afectadas para la condición de
invariante (una recta es transformada en una recta).

2.1.2. Categorización de las Transformaciones Proyectivas 2D

En esta sección describiremos la especial importancia de una transformación pro-
yectiva y sus propiedades geométricas. Las transformaciones proyectivas forman un
grupo, llamado el grupo lineal proyectivo y será visto que estas especializaciones son
subgrupos de este grupo.

A continuación se presentan cuatro categoŕıas existentes en las transformaciones
proyectivas.

Clasificación I: Transformación Isométrica (Eucĺıdea)

En la transformación isométrica se conserva la distancia eucĺıdea, es decir, la dis-
tancia entre dos puntos es igual a la distancia entre los puntos transformados. Una
transformación isométrica es representada como:




x
′

y
′

1



 =




ǫ cos θ − sin θ tx

ǫ sin θ cos θ ty

0 0 1








x

y

1



 (2.3)

donde θ es el ángulo de la rotación entre los ejes y tx, ty es el desplazamiento del origen
y ǫ = ±1. Si ǫ = 1 entonces se preseva la orientación. Si ǫ = −1 entonces la transfor-
mación isométrica invierte la orientación.
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Una transformación eucĺıdea puede ser escrita en forma sintetizada, de la siguiente
manera:

x
′ = HEx =

[
R t

0T 1

]

x (2.4)

La transformación Eucĺıdea tiene 3 grados de libertad: uno para la rotación y dos
para la translación.

Clasificación II: Transformación de Similitud

Una transformación de similitud es una composición isométrica con una escala
isotrópica. En esta transformación de similitud se conserva la forma de los objetos. Sin
embargo, la distancia entre dos puntos ya no es igual a la distancia entre los puntos
transformados. La transformación proyectiva de similitud se representa de la siguiente
manera:




x
′

y
′

1



 =




s cos θ −s sin θ tx

s sin θ s cos θ ty

0 0 1








x

y

1



 (2.5)

donde el escalar s representa la escala isotrópica, con s se obtiene la ampliación (s > 1)
o reducción de los objetos (0 < s < 1). Las invariantes de esta transformación son :
i) ángulos entre rectas, ii) ĺıneas paralelas, iii) razón entre dos distancias y iv) razón
entre dos áreas.

También puede ser escrita en forma sintetizada, de la siguiente manera:

x
′ = HSx =

[
sR t

0T 1

]

x (2.6)

Una transformación de similitud tiene 4 grados de libertad, una más que la trans-
formación isométrica que es factor escala.

Clasificación III: Transformación Af́ın

Una transformación af́ın es una transformación lineal no singular seguida por una
traslación. En otras palabras, en una transformación af́ın se distorsiona la forma de los
objetos introduciendo una matriz A de 2 × 2 no ortonormal en lugar de la matriz de
rotación R. La transformación af́ın, está representada por la siguiente matrix:




x
′

y
′

1



 =




a11 a12 tx

a21 a22 ty

0 0 1








x

y

1



 (2.7)
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donde las a11...a22 forman la matriz A no singular. Las invariantes de esta transforma-
ción son: i)ĺıneas paralelas y ii) razón entre dos áreas.

También puede ser escrita en forma sintetizada, de la siguiente manera:

x
′ = HAx

[
A t

0T 1

]

x (2.8)

Esta transformación tiene 6 grados de libertad, cuatro para la matriz A y dos para
la matriz de traslación.

Clasiciación IV: Transformación Proyectiva General

Es una transformación lineal no singular de coordenadas homogéneas. Es la gene-
ralización de las transformaciones lineales R2 → R2 en la que las ĺıneas paralelas no
son transformadas necesariamente como tales. Las invariantes de esta transformación
son la concurrencia y la colinealidad.

La matriz de proyección general está descrita en la fórmula 2.2 y se puede escribir
en forma sintetizada de la siguiente manera:

x
′ = HPx =

[
A t

v
T

u

]

(2.9)

donde v = (v1, v2)
⊤, es un vector de valores arbitrarios y u es un escalar. Ya que lo

importante es la proporción que existe entre los elementos de la matriz, ésta se puede
homogeneizar con respecto de un valor de escala diferente de cero, quedando aśı 8 gra-
dos de libertad.

En la figura 2.2 se muestra un ejemplo de las cuatro clasificaciones de la transfor-
mación proyectiva.

Figura 2.2: Geometŕıa Proyectiva 2D. Clasificación de las Transformaciones proyectivas 2D
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2.2. Visión Estéreo

El término estéreo en visión computacional se utiliza cuando existe más de una
vista en una escena. La relación que existe entre las diferentes vistas es importante
para la reconstrucción de escena más grande (mosaico) y también se puede tener la
idea de las caracteŕısticas tridimensionales de la escena en estudio (reconstrucción 3D).

2.2.1. Análisis Bifocal

En el análisis bifocal se tiene un sistema de visión con dos cámaras, o bien una sola
cámara que toma dos imágenes del objeto de estudio en dos tiempos distintos, supo-
niendo que en este tiempo la cámara o el objeto se han movido. Con la teoŕıa expuesta
en esta sección se puede deducir la solución al problema de dos vistas distintas con una
sola cámara.

La geometŕıa de dos vistas es conocida como la Geometŕıa Epipolar. El término
epipolar viene del griego epi que significa sobre, encima y polos cuyo significado es
punto de atracción o uno de los dos puntos de una esfera que son intersectados por su
eje de rotación. La Geometŕıa Epipolar lleva este nombre porque, como se verá más
adelante, a cada una de las dos imágenes se le asocia un epipolo. A continuación se
describe la Geometŕıa Epipolar.

Geometŕıa Epipolar

La geometŕıa epipolar es la geometŕıa proyectiva intŕınseca entre dos vistas [Hartley
y Zisserman, 2004]. Es independiente de la estructura de la escena y sólo depende de
la posición y parámetros internos de la cámara.

La matriz fundamental encapsula esta geometŕıa intŕınseca y es independiente de
la estructura de la escena. Sin embargo, puede ser calculada desde los puntos señalados
en la imagen sin requerir conocimiento de los parámetros internos o la posición relativa
de la cámara.

Vamos a entender bien el concepto de geometŕıa epipolar; supongamos que un
punto X en el espacio 3D es proyectado en dos vistas [Hartley y Zisserman, 2004],
denominaremos x en la primer vista y x

′ en la segunda vista, como se muestra en la
figura 2.3(a), los puntos de la imagen x, x

′, el punto en el espacio X y los centro de las
cámaras (c y c

′) son coplanares (forman un plano π). Si sólo conocemos a x, el plano
de π está determinado, por la ĺınea que que pasa por el centro de la primer cámara C

y el punto x y por la ĺınea que une los centros de las dos cámaras (llamada ĺınea base).
El punto x

′ cae sobre la ĺınea de intersección del plano π con el plano de la segunda
imagen (figura 2.3(b)).

Los términos utilizados en la geometŕıa epipolar son los siguientes [Hartley y Zis-
serman, 2004]:
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(a) (b)

Figura 2.3: Geometŕıa de puntos correspondientes. (a) Los centros de las cámaras junto con
un punto tridimensional X forman el plano π en donde también se encuentran los puntos
correspondientes. (b) Se muestran los epipolos localizados en la intersección de la ĺınea que
une los centros de las cámaras y los planos de la imagen, también se observa la ĺınea epipolar
correspondiente al punto x. Imágenes tomadas de [Hartley y Zisserman, 2004].

Epipolo. Es el punto de intersección de la ĺınea base con el plano de la imagen.

Plano epipolar. Es un plano que contiene la linea base.

Ĺınea epipolar. Es la intersección de un plano epipolar con el plano de la imagen

En la figura 2.4 se muestra la geometŕıa epipolar entre un par de imágenes.

(a)

e /e

(b) (c)

Figura 2.4: Esquema de ĺıneas epipolares. (a) y (c) Dos vistas epipolares con ĺıneas epipolares
sobrepuestas. (b) Geometŕıa epipolar de dos vistas. Fuente tomada [Hartley y Zisserman,
2004]

En la figura 2.5 muestra dos planos practicamente paralelos de la misma escena.
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Figura 2.5: Esquema de ĺıneas epipolares. (a) Ĺıneas epipolares. (b) Dos vistas con ĺıneas
epipolares sobrepuestas, las cuales están en el infinito. Fuente tomada [Hartley y Zisserman,
2004].

Se ve claramente que las ĺıneas epipolares son paralelas, lo que indica que están en el
infinito.

Estimación de la Matriz Fundamental

Como se describió anteriormente, existe una matriz que encapsula la geometŕıa
epipolar: la matriz fundamental, la cual denotaremos con F , es una matriz de 3x3 y
de rango 2 y es la representación algebraica de la geometŕıa epipolar. Dado un par de
imágenes, como en figura 2.3 la matriz fundamental relaciona a cada punto x en la
primer imagen con su correspondiente punto x

′, el cual cae en la ĺınea epipolar (l′) en
la segunda imagen. La ĺınea epipolar es la proyección en la segunda imagen del rayo
que atraviesa del punto x al centro de la cámara. Ésto se puede escribir:

x → l
′ (2.10)

Los puntos que relaciona la matriz fundamental satisfacen la relación x
′T

Fx = 0.
La matriz F puede encontrarse dada una serie de correspondencias entre dos imágenes.

Existen otros métodos para el cálculo de la matriz fundamental, la mayoŕıa de ellos
enfocados a la minimización de alguna función de distancia, ejemplos de estos métodos
pueden ser encontrados en Hartley y Zisserman [2004]. El algoritmo más usado y sencillo
para el cálculo de la matriz fundamental es presentado a continuación.
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El Algoritmo de los Ocho Puntos Normalizado

El algoritmo de los ocho puntos involucra la construcción y solución de un conjunto
de ecuaciones lineales. El algoritmo original fue propuesto por Longuet-Higgins [1981]
y aunque por mucho tiempo sufrió de cŕıticas debido a su sensibilidad al ruido sólo fue
necesaria una pequeña modificación [Hartley, 1997] para convertirlo en un algoritmo
confiable y que se desempeñara bien, incluso mejor que varios algoritmos iterativos.
Como la matriz fundamental es una matriz de 3 × 3 determinada hasta un factor de
escala, sólo son necesarias 8 ecuaciones para obtener una solución única. La forma más
simple de calcular es utilizando la ecuación x

′⊤
Fx = 0 que puede reescribirse de la

siguiente manera:

[
xx

′
yx

′
x
′

xy
′

yy
′

y
′

x y 1
]
f = 0 (2.11)

donde f es un vector que contiene las 9 entradas de la matriz F.

Agrupando ocho de estas ecuaciones (una por cada correspondencia) en una matriz
A se obtiene la ecuación:

Af = 0 (2.12)

Este sistema se resuelve de manera sencilla utilizando SVD (Singular Value Des-
compositon) [Burden y Faires, 1985]. Aplicando esta descomposición a la matriz A

obtenemos A=USV⊤ con U y V matrices ortogonales y S una matriz diagonal que
contiene los valores singulares en orden decreciente. La solución de nuestro sistema es el
vector singular correspondiente al menor valor singular el cual está dado por la última
columna V.

Una de las propiedades de la matriz fundamental es su singularidad, de hecho como
ya se ha mencionado tiene un rango 2. Muchas aplicaciones de la matriz fundamental
dependen de esa propiedad por lo cual debemos asegurarnos de que se cumpla. La
matriz F obtenida como se describió anteriormente, no tiene rango 2 en general. Una
manera de forzar esta restricción es sustituyendo F por F’ que minimice la norma de
Frobenius ‖ F-F’ ‖ sujeta a la condición det F’ = 0. Para realizar ésto Tsai y Huang
[1984] propusieron un método que minimiza la norma de Frobenius ‖F-F’‖ y consiste
en lo siguiente: dada F = USV

⊤ donde USV
⊤ es la descomposición SVD de F y S

es una matriz diagonal S = diag(r, s, t) con r ≥ s ≥ t, entonces F’ está dada por
F’=Udiag(r, s, 0)V ⊤.

La normalización fue propuesta por primera vez por Hartley [1997]. Esta norma-
lización consiste en calcular transformaciones de similitud T y T’ correspondientes a
los puntos de cada imagen de tal manera que su centroide sea el origen coordenado y
cuya distancia promedio del origen sea

√
2. Dichas transformaciones están dadas por:
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T =




k 0 −kx̄

0 k −kȳ

0 0 1



 T
′ =




k
′ 0 −k

′
x̄
′

0 k
′ −k

′
ȳ
′

0 0 1



 (2.13)

donde:

x̄ =




x̄

ȳ

z̄



 =
1

N

N∑

i=1

xi, k =

√
2

1

N

∑N
i=1

‖ xi − x̄ ‖
(2.14)

x̄′ =




x̄
′

ȳ
′

z̄
′



 =
1

N

N∑

i=1

x
′

i, k
′ =

√
2

1

N

∑N
i=1

‖ x
′
i − x̄′ ‖

(2.15)

Se aplican las transformaciones T y T’ para obtener los puntos normalizados de la
siguiente manera: x̃i=Txi y x̃

′
i=T

′
x
′

i.

Realizar la normalización antes de formular las ecuaciones lineales lleva a una mejora
sustancial en el condicionamiento del problema y por lo tanto a la estabilidad del
resultado. Una vez realizada la normalización de las correspondencias se sigue al cálculo
de la matriz fundamental como se describió anteriormente. Después para obtener la
matriz F buscada tenemos que realizar la desnormalización de la matriz F̂ encontrada
de la siguiente manera:

F=T’T F̂T

En el cuadro 2.1 se muestra el algoritmo de los ocho puntos normalizados.

2.3. Caṕıtulo Siguiente

Ya que hemos estudiado los conceptos generales para poder entender los caṕıtu-
los que siguien, ahora podemos empezar a describir nuestro trabajo. En el caṕıtulo
siguiente empezamos por describir el método utilizado para la extracción de puntos
caracteŕısticos, seguido del método implementado para la correspondencia de puntos y
por último se implementan técnicas para eliminar correspondencias erróneas.
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Objetivo:
Dadas n ≥ 8 corespondencias de puntos xi ↔ x′

i, determinar la matriz fundamental
F tal que x′⊤

i Fxi = 0.
Algoritmo:

1. Normalización: Transforma las coordenadas de acuerdo a x̂i = Txi y x̂′
i =

T ′x′
i, donde T y T ′ son transformaciones de normalización que consisten en

una traslación y un escalamiento.

2. Encuentra la matriz fundamental F̂ ′ con las correspondencias x̂i ↔ x̂i:

Solución Lineal: Determina F̂ del vector singular correspondiente al
menor valor singular de la matriz Â, la cual está compuesta por las
correspondencias x̂i ↔ x̂′

i de la manera descrita en la fórmula 2.12.

Restricción: Sustituye F̂ por F̂ ′ que det F̂ ′ = 0 usando SVD.

3. Denormalización: F = T ′⊤F̂ ′T . La matriz F es la matriz fundamental
correspondiente a los datos originales xi ↔ x′

i.

Cuadro 2.1: Algoritmo de los 8 puntos normalizados. Tomado de Hartley y Zisserman [2004].

24



Caṕıtulo 3

Relacionando las Imágenes

En esta caṕıtulo se analizarán distintas técnicas para establecer la correspondencia
entre elementos que están presentes en varias imágenes. Para establecer una relación
geométrica entre las imágenes no es necesario determinar la relación entre todos los
puntos de la imagen, con un subconjunto de puntos de correspondencia es suficien-
te para determinar la relación geométrica entre imágenes. El primer paso consiste en
seleccionar un número de puntos de interés o puntos caracteŕısticos (sección 3.1). En
el segundo paso, los puntos caracteŕısticos son comparados y se obtiene un número
de puntos de correspondencias (sección 3.2). En el tercer paso, el conjunto de puntos
de correspondencia obtenidas generalmente contiene un número importante de corres-
pondencias erróneas. Para filtrar y desaparecer el total o el mayor número de corres-
pondencias erróneas se implementan técnicas para eliminar correspondencias erróneas
(sección 3.3).

3.1. Extracción de Puntos Caracteŕısticos

Hay dos requerimientos importantes para puntos caracteŕısticos: primero, la corres-
pondencia de puntos a la misma escena podrán ser extráıdos consistentemente sobre las
diferentes vistas. Si éste no es el caso, podŕıa ser imposible encontrar suficiente corre-
pondencia entre ellos. Segundo, debeŕıa existir suficiente información en los vecinos
de los puntos de tal manera que la correspondencia se pueda hacer automáticamen-
te. Pollefeys [2000] cita varios algoritmos para extraer puntos caracteŕısticos que han
sido propuestos para diferentes tipos de imágenes. En la literatura a estos puntos ca-
racteŕısticos se les llama esquinas ; en nuestro caso particular por el tipo de imagen
utilizadas les llamamos bifurcaciones y cruces.

Un buen detector de esquinas debe satisfacer varios criterios tales como: detectar
todas las esquinas verdaderas, buena localización, robusto respecto al ruido, estable
y ser computacionalmente eficiente. Los métodos encontrados en la literatura sobre
técnicas para extraer puntos caracteŕısticos generalmente hacen una mezcla de dife-
rentes técnicas. Se puede encontrar un clasificación de técnicas para extraer puntos
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caracteŕısticos en Patrón Pérez [2006].

Algunos autores han clasificado estos métodos en tres categoŕıas principales: los
métodos relacionados con los bordes, los topológicos y los de auto-correlación. Existen
métodos que utilizan otras caracteŕısticas de la imagen, como ĺıneas o curvas en lu-
gar de puntos para establecer las correspondencias; una breve descripción de estos se
puede encontrar en Hartley y Zisserman [2004]. En el caso de imágenes de fondo de
ojo se hace una combinación de aplicaciones morfológicas, operaciones de convolución
y topoloǵıa.

A continuación se describe el método presentado en este trabajo de tesis, el cual
es un detector creado para imágenes de fondo de ojo, basado en topoloǵıa y detección
morfológica.

3.1.1. Detector de Bifurcaciones y Cruces RISA

La extracción de puntos caracteŕısticos en las imágenes de fondo de ojo que corres-
ponden a cruces y bifurcaciones es realizado de manera automática con el programa
RISA (Retinal Image multiScale Analysis) [Mart́ınez-Pérez et al., 2007, 2002]. Para
obtener los cruces y bifurcaciones RISA se llevan a cabo dos etapas.

En la primer etapa se lleva a cabo un proceso de segmentación de los vasos san-
gúıneos utilizando un algoritmo basado en análisis multiescala [Mart́ınez-Pérez et al.,
2007] y a partir de dos caracteŕısticas geométricas basadas en la primera y segunda
derivada de la intensidad de la imagen (gradientes y curvatura principal máxima), uti-
lizan un procedimiento de crecimiento de regiones de múltiples pasadas para segmentar
los vasos sangúıneos utilizando la información anterior junto con información espacial
sobre ocho ṕıxeles vecinos. En la figura 3.1 se muestra la imagen que fue tomada a un
sujeto y el resultado de la segmentación.

La segunda etapa consiste en extraer de la imagen binaria los árboles sangúıneos
[Mart́ınez-Pérez et al., 2002]. Para esto se obtiene el esqueleto del árbol a través del
proceso de adelgazamiento cuidando de no destruir la conectividad existente con un
esquema de conectividad-ocho. La figura 3.2 muestra un ejemplo.

Basándose en el esqueleto se hacen dos filtros para obtener los puntos significativos,
aśı como otros datos geométricos como son la longitud, área y ángulo. El resultado de
estos filtros es una clasificación de los puntos significativos en tres tipos: terminales,
bifurcaciones y cruces. Los filtros consisten en lo siguiente:

1. En el primer filtro, los ṕıxeles con un solo vecino son etiquetados como pun-
tos terminales, los que tengan tres vecinos, son etiquetados como bifurcaciones
candidatas. En este filtro se pueden etiquetar puntos significativos que no son
bifurcaciones y cruces.
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(a) (b)

Figura 3.1: (a) Imagen tomada de un sujeto. (b) Imagen segmentada. Imágenes tomadas de
[Mart́ınez-Pérez, 2000].

(a) (b)

Figura 3.2: Imágenes del proceso de segmentación. (a) Una pequeña sección de la imagen
original. (b) El árbol segmentado en gris y el esqueleto en negro. Imágenes tomadas de
[Mart́ınez-Pérez, 2000].
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2. En el segundo filtro, se toman los puntos caracteŕısticos candidatos y se coloca una
ventana circular de tamaño fijo centrada en el punto de bifurcación para detectar
los puntos significativos “verdaderos”, los cuales aparecen en el esqueleto como
dos puntos de bifurcación muy cercanos uno del otro.

En la figura 3.3 (a), se muestra con un ćırculo los puntos caracteŕısticos marcados
como candidatos y en la figura 3.3 (b) se muestra un resumen de los dos filtros
hechos.

.

(a) (b)

Figura 3.3: (a) Puntos candidatos marcados con un ćırculo. (b) La primer columna (‘Skele-
ton’) muestra los puntos candidatos obtenidos en el primer filtro, la segunda columna (’In-
tersections with feature’) muestra el tipo de punto, la cuarta columna (‘Output’) mues-
tra el resultado del segundo filtro, bifurcaciones y cruces verdaderos. Imágenes tomadas de
[Mart́ınez-Pérez, 2000].

Finalmente, se tiene el árbol completo con el esqueleto marcado. Los puntos ca-
racteŕısticos significativos marcados como bifurcaciones y cruces son los puntos que
utilizaremos para poder hacer la correspondencia de puntos en la sección.

El conjunto de puntos de bifurcaciones y cruces que se utilizaran a lo largo del
trabajo presentado serán los obtenidos en el segundo filtro de RISA.

3.1.2. Resultados

Un ejemplo del resultado del aplicar RISA a dos imágenes de fondo de ojo para
extraer los puntos de bifurcaciones y cruces se muestra en la figura 3.4.
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Para la figura 3.4 (a) RISA obtiene en el primer filtro 328 puntos candidatos (ver
figura 3.4 (c)). En el segundo filtro sobre esta misma figura RISA obtiene 59 puntos
(ver figura 3.4 (e)), el resultado es un número menor de puntos pero con una mayor
confiabilidad de que son bifurcaciones y cruces “verdaderos”. Este mismo procedimien-
to se hace para la figura 3.4(b) donde se encuentran en el primer filtro 330 puntos
candidatos (ver figura 3.4(d)) y en el segundo filtro se encuentra 52 bifurcaciones y
cruces “verdaderos” (ver figura 3.4 (f)).

3.2. Cálculo de Correspondencias

Una vez obtenidos los puntos caracteŕısticos en las imágenes debemos encontrar
una manera de relacionarlos. Esto puede ser muy dif́ıcil debido a distintos problemas
que se pueden presentar tales como oclusiones, es decir, algunos puntos tal vez no
tengan una correspondencia debido a la presencia de algún objeto que obstruye la visi-
bilidad del punto correspondiente. Otro problema lo constituyen las correspondencias
erróneas, esto se da debido a la presencia de puntos similares en la vecindad de la
correspondencia verdadera. También puede haber cambios en la intensidad en puntos
correspondientes de una imagen a otra, debido al cambio de dirección de la luz, ruido
o cambio de tamaño entre otros.

Un primer paso para encontrar correspondencias consiste en definir alguna medida
que nos permita establecer cuándo dos puntos caracteŕısticos en diferentes imágenes
son similares. Se han propuesto varias medidas en la literatura de visión computacional
[Pollefeys, 2000]. Sin embargo, las técnicas más comunes para encontrar corresponden-
cias se pueden dividir de manera general en dos ramas: las basadas en correlación y las
basadas en rasgos. Las primeras consisten en calcular la correlación entre la distribu-
ción de disparidad de una ventana centrada en un punto de la imagen y una ventana
del mismo tamaño centrada en el punto a analizar de la otra imagen. Por otro lado las
técnicas basadas en rasgos comparan primitivas de alto nivel, tales como bordes, seg-
mentos, curvas y regiones, las cuales poseen un conjunto de caracteŕısticas invariantes
a la proyección en mayor o menor medida.

Algunas medidas t́ıpicas de correlación son: correlación directa, correlación de media
normalizada, correlación de varianza normalizada, sumas de cuadrados de las diferen-
cias entre pixeles correspondientes (SSD), suma de las magnitudes de las diferencias,
correlación cruzada normalizada (ZNCC), entre otras. Un estudio comparativo de algu-
nas de estas medida se puede encontrar en Burt et al. [1982]. En este trabajo se utiliza
un método basado en correlación, el método ZNCC que se describe a continuación.

Cabe recordar que seguimos los algoritmos propuestos por Zhang et al. [1994] para el
registro de imágenes. El ZNCC es más costoso computacionalmente que el SSD, aunque
es más estable. En nuestro caso particular el número de correspondencias son pequeñas
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(a) originales (b) originales

(c) 1er. filtro (d) 1er. filtro

(e) 2do. filtro (f) 2do. filtro

Figura 3.4: Resultado de RISA. (a)(b) Dos imágenes de fondo de ojo del mismo sujeto, (c)(d)
resultados del primer filtro de RISA (328 y 330 puntos respectivamente), (e)(f)resultados del segundo
filtro de RISA (59 y 52 puntos respectivamente).
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(entre 30 y 50 puntos correspondientes aproximadamente) y no cuesta demasiado usar
una medida de correlación cara como el ZNCC.

3.2.1. Correlación Cruzada Normalizada de Media Cero (ZNCC)

Antes de explicar el método de ZNCC (Zero Mean Normalized Cross Correlation),
vamos a entender cómo funciona la técnica de correlación.

Un buen resultado de correspondencia podŕıa ser alcanzado tomando la información
de varios pixeles [Pollefeys, 2000]. Esto podŕıa ser llevado a cabo comparando la vecin-
dad a través de la correlación cruzada de sus intensidades. La vecindad es especificada
como una pequeña ventana de (2N + 1) × (2N + 1) pixeles centrada alrededor de un
punto seleccionado. Para los puntos (x, y) y (x′

, y
′) la medida de similitud es obtenida

de la manera siguiente:

C =
N∑

i=−N

N∑

j=−N

(
I (x − i, y − j) − Ī

) (
I
′ (x′

− i, y
′
− j) − Ī

′
)

(3.1)

Donde I e I
′ son los valores de intensidad de cierto punto. Y los valores de Ī y Ī

′

representan la intensidad media (promedio de la intensidad) en la vecindad considerada.

El método de correlación cruzada es invariante a traslaciones y cambios en la in-
tensidad de la imagen. Si existe una importante rotación o escalamiento, la medida de
similitud no es la apropiada; lo mismo cuando las condiciones de luz difieren mucho.
De cualquier forma el enfoque de la correlación cruzada se basa en que sólo puede ser
usada en imágenes para las cuales la posición de la cámara no es trasladada demasiado.

Si se considera que el desplazamiento entre las imágenes es pequeño entonces se
puede reducir la complejidad combinatoria del algoritmo; es decir, en lugar de compa-
rar cada esquina encontrada en una imagen con todas las esquinas en la otra imagen,
sólo calculamos la similitud con las esquinas que se encuentran dentro de una vecindad
cercana. Esto es, de manera más precisa, dada una esquina localizada en la posición
(x, y) en una imagen, ésta sólo se compara con esquinas en la otra imagen localizadas
en el intervalo [x − wi, x + wi] × [y − hi, y + hi], donde usualmente el tamaño de wi y
hi corresponden con el 10 % o el 20 % del tamaño de la imagen.

Existe una forma normalizada de la correlación cruzada, llamada ZNCC (Zero
mean Normalized Cross Correlation) dada por:

C =

∑N
i=−N

∑N
j=−N

(
I (x − i, y − j) − Ī

) (
I
′ (x′ − i, y

′ − j) − Ī
′

)

√
∑N

i=−N

∑N
j=−N

(
I (x − i, y − j) − Ī

)
2

(
I
′ (x′ − i, y

′ − j) − Ī
′

)
2

(3.2)
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Nosotros usamos dos ventanas para comparar las vecindades a través del ZNCC.
En la primer imagen colocamos una ventana de tamaño (2n + 1) × (2m + 1) centrada
en un punto mi (a esta ventana le llamamos ventana de correlación). En la segunda
imagen seleccionamos un área de investigación de tamaño (2dx + 1) × (2dy + 1) (a
ésta le llamamos venta de búsqueda) y realizamos la operación de correlación con el
ZNCC barriendo la ventana de correlación dentro del área marcada por la ventana de
búsqueda en la segunda imagen, comparando el punto mi con todos los puntos mj que
caen dentro de la ventana de búsqueda. En la figura 3.5 se muestra lo anterior de forma
gráfica.

Figura 3.5: Correlación. Correlación del punto m1 contra todos los puntos que caen en la
ventana de búsqueda de la imagen 2.

Para un par de puntos de correspondencias candidatas, el valor de correlación debe
ser más alto que un umbral [Zhang et al., 1994]. En nuestra implementación para las
imágenes de fondo de ojo utilizadas, el umbral es definido a 0.5 (este valor se obtuvo
de manera experimental). Los pares de puntos que tengan un valor menor al umbral
son eliminados.

Otra restricción impuesta por nosotros es que después de hacer la correlación, ana-
lizamos el ángulo de rotación de cada vector que es formado por un punto en la imagen
1 a un punto en la imagen 2. Estos puntos deben estar entre un rango θ.

El rango de θ se establece siguiendo el algoritmo mostrado en el cuadro 3.1.

En la figura 3.6 se muestra gráficamente la obtención del rango de θ.
La hipótesis de este ángulo está basado en que la rotación de la cámara es mı́nima,

en el caso particular de las imágenes de fondo de ojo.
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1. Se obtiene de cada vector el ángulo que forma con respecto al eje x.

2. Se obtiene el ángulo que más se repita (la moda).

3. Se establece un rango sumando 30◦ y restando 30◦ al ángulo obtenido en
el paso anterior (moda). El ángulo que sumamos y restamos puede variar
dependiendo de la imagen utilizada.

El rango θ es establecido a no mayor de 60◦.

Cuadro 3.1: Algoritmo para obtener el rango de θ.

Figura 3.6: Rango de ángulo θ. Donde, L es el vector formado por un punto m1 a un punto
m2; α es el ángulo obtenido de la moda; θ es el rango entre −β y +β.

3.2.2. Resultados

Los resultados obtenidos con este método fueron buenos en general. Una ventaja
del ZNCC es que el valor dado por esta medida siempre se encuentra entre un rango de
[1,−1] lo cual facilita su uso. Sin embargo, aún existen correspondencias erróneas por
lo que es necesario utilizar técnicas de eliminación para descartar estos puntos erróneos.

La figura 3.7 muestra el resultado de aplicar el proceso de correlación cruzada nor-
malizada (ZNCC). Las imágenes utilizadas en esta prueba tienen una resolución de
576 × 768 pixeles. Los puntos de bifurcación y cruce encontradas por RISA para la
figura 3.7 (a) son 59 puntos y para la figura 3.7 (b) 52 puntos. El resultado del método
implementado (ZNCC) arrojó 33 correspondencias (ver figura 3.7 (c)). El tamaño de la
ventana de búsqueda fue de 200× 200 pixeles y el tamaño de la ventana de correlación
fue de 25 × 25 pixeles. El umbral utilizado fue de 0,5 y el rango del ángulo fue entre
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(a) bifurcaciones y cruces (b) bifurcaciones y cruces

(c) ZNCC

Figura 3.7: (a y b) Cruces y bifurcaciones encontrados por RISA en un par de vistas, (c) Conjunto
de puntos obtenidos por el método de ZNCC.

262◦-322◦. El conjunto de correspondencia obtenido contiene un número de correspon-
dencias erróneas. Se pueden verificar los puntos buenos y erróneos visualmente; en este
resultado existen 5 correspondencias erróneas, las cuales tienen una dirección diferente
al resto de los vectores. Para eliminar las correspondencias erróneas utilizaremos técni-
cas de eliminación de erróres.

3.3. Eliminando Correspondencias Erróneas

En la sección 3.2 obtuvimos un conjunto de correspondencias en donde no todos
los puntos son “buenos”. En la literatura podemos encontrar algunas técnicas para
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resolver las correspondencias erróneas [Hartley y Zisserman, 2004; Pollefeys, 2000].
En este trabajo de tesis utilizamos dos metodos para eliminar correspondencias

erróneas:

1. El primer método cae dentro de las técnicas de relajación. El nombre de ésta
técnica es tomada de los métodos numéricos iterativos a los que se asemeja.
La idea es permitir a los puntos de correspondencias reorganizarse por si mismos
por propagación basados en algunas reglas, tales como continuidad y singularidad
en referencia a sus vecinos. Esto se obtiene calculando un valor de similitud y
posteriormente este valor de similitud es actualizado iterativamente hasta que
converja o hasta encontrar suficientes correspondencias buenas. Sin embargo, la
convergencia y la complejidad de este acercamiento no siempre está bien definida,
y en la practica a menudo son necesarias técnicas robustas. Nosotros utilizamos
esta técnica para eliminar correspondencias ambiguas; llamaremos ambiguas a la
situación en que un punto en la imagen 1 está apareado con varios puntos en
la imagen 2. Básicamente utilizamos esta técnica para obtener un conjunto de
correspondencias erróneas menor antes de utilizar un método robusto.

2. Métodos robustos clásicos. Se les llama robusto por que son sensibles en la identi-
ficación de correspondencias erróneas. Hay muchos tipos de algoritmos robustos,
los cuales se escogen dependiendo de la proporción de correspondencias erróneas.

En el trabajo de tesis presentado, se implementa un algoritmo del tipo de relajación
para quitar correspondencias ambiguas (relación de uno a muchos entre un par de
imágenes) y un algoritmo robusto, el LMedS (Least Median of Squares) para detectar
correspondencias erróneas.

3.3.1. Proceso de Relajación

Para realizar el proceso de relajación primero debemos establecer una medida de
soporte para las correspondencias, es decir, cómo determinamos el valor de correlación
que nos indique que un par de puntos son correspondencias buenas o erróneas.

Considerando una correspondencia candidata (m1i,m2j) donde m1i es un punto en
la primer imagen y m2j es un punto en la segunda imagen, y N(m1i) y N(m2j) serán
los vecinos de m1i y m2j, dentro de un disco de radio R, si (m1i,m2j) es una bue-
na correspondencia, entonces esperaremos ver muchas correspondencias en sus vecinos
(n1k, n2l), donde n1k ∈ N(m1i) y n2l ∈ N(m2j), tal que la posición de n1k es relativa a
m1i de manera similar n2l es relativo a m2j. De otra manera si (m1i,m2j) es una corres-
pondencia errónea, entonces esperamos ver sólo algunas correspondencias o ninguna en
sus vecinos. Se puede ver un ejemplo en la figura 3.8.

Se define una medida de soporte para la correspondencia, la cual llamaremos fuerza

de correspondencia (SM). Básicamente esta medida se obtiene analizando la similitud
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Figura 3.8: Proceso de relajación. Los ćırculos negros son los puntos de correspondencias
candidatas m1i,m2j , los ćırculos vaćıos son los vecinos que se encuentran dentro de una
vecindad definida por un radio R.

que tiene un vector que va de un par de puntos seleccionado llamados (m1i,m2j) con
respecto a los vectores que forman sus vecinos (n1k, n2l), la similitud está basada en la
posición relativa de n1k con respecto a m1i y lo mismo para n2k con respecto a m2i,
esto está basado en la distancia relativa r, es decir. La similitud es justificada en la
hipótesis de que una transformación af́ın puede aproximar el cambio entre un vecino
y el punto candidato seleccionado. Ahora describimos algebraicamente la fuerza de

correspondencia (SM) como:

SM (m1i,m2j) = cij

∑

n1kǫN(m1i)

[

máx
n2lǫN(m2j)

cklδ (m1i,m2j; n1k, n2l)

1 + dist (m1i,m2j; n1k, n2l)

]

(3.3)

donde cij y ckl son los valores de la correlación obtenidas con la técnica de ZNCC
descrita en la sección 3.2.1, dist(m1i,m2j; n1k, n2l) es la distancia promedio de dos
pares de puntos.

dist (m1i,m2j; n1k, n2l) = [d (m1i, n1k) + d (m2j, n2l)] /2 (3.4)

con d(m,n) =‖ m − n ‖, es la distancia euclidiana entre m y n, y

δ(m1i,m2j; n1k, n2l) =






e
−r/ǫr si (n1k, n2l) es una correspondencia candidata y r < ǫr

0 de otra forma
(3.5)

donde r es la diferencia de la distancia relativa dada por:

r =
| d (m1i, n1k) − d (m2j, n2l) |

dist (m1i,m2j; n1k, n2l)
(3.6)

y ǫr es un umbral sobre la diferencia de la distancia relativa.

Si definimos la función de enerǵıa como la suma de todos las fuerzas de correspon-
dencias calculadas de la siguiente manera:
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ϑ =
∑

(m1i,m2j)

SM (m1i, m2j) (3.7)

entonces el problema de correspondencia ambigua es equivalente a la minimización de
la función de enerǵıa ϑ. El esquema de relajación es un enfoque a esto. Formulamos el
procedimiento a continuación:

ciclo

{

Calcula la fuerza de correspondencia (SM ) para cada punto de correspondencia
candidato.

Actualiza las correspondencias minimizando el total de enerǵıa.

} hasta que converja la enerǵıa.

Cuadro 3.2: Proceso de relajación. Tomado de Zhang et al. [1994].

Se implementó una estrategia para actualizar las correspondencias y minimizar el
total de enerǵıa la cual es propuesta por Zhang et al. [1994], algunos-ganadores-toman-
todo (some-winners-take-all), que se describe a continuación. Consideran todos los
puntos cuyos valores de fuerza de correspondencia es más alto. A tales pares de puntos
de correspondencia les llaman correspondencias potenciales y es denotada por Pi. Para
Pi se construyen dos tablas. La primera, denotada por TSM , que guarda la fuerza de

correspondencia de cada Pi y es ordenada en forma decreciente (figura 3.9 (a)). La
segunda tabla es denotada por TUA, que guarda valor el que indica la ambigüedad en
cada Pi (figura 3.9 (b)). Este valor está dado por:

UA = 1 − S
(2)

M /S
(1)

M (3.8)

donde S
(1)

M es el valor de fuerza de correspondencia de Pi y S
(2)

M es la fuerza de corres-

pondencia del segundo mejor par de correspondencia.

Aśı TUA está en un rango entre 1 (no ambiguo) a 0 (ambiguo). La tabla TUA es
también ordenada en forma decreciente. Finalmente, aquellas correspondencias Pi las
cuales están en los primeros q puntos de la tabla TSM y entre los q primeros puntos
en TUA son seleccionados como correspondencias correctas (ver figura 3.9). Aśı, las
correspondencias ambiguas no serán seleccionados aunque ellos tengan un SM alto y
aquellos que tengan un SM débil no serán seleccionados aunque ellos no sean ambiguos.
Si una correspondencia candidata no tiene soporte (SM = 0), será eliminada; q debe
ser un valor mayor del al 50 % del total de elementos.
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(a) guarda el valor de obtenido por la
fórmula 3.3

(b) guarda el valor obtenido por la
fórmula 3.8 para cada Pi

Figura 3.9: (a) La tabla TSM guarda el valor de la fuerza de correlación para cada par de
correspondencia de puntos. (b) La tabla TUA guarda el valor de ambigüedad para cada par
de correspondencia de puntos. Ambas tablas son ordenadas en forma descendiente.

3.3.2. Resultados

Se corrió el proceso de relajación con las imágenes de fondo de ojo de la figura 3.7
(a) y (b), se muestra el resultado en la figura 3.10. En la etapa del ZNCC se obtuvie-
ron 33 correspondencias (figura 3.10 (c) ), de las cuales 5 son erróneas. En la etapa
de relajación se eliminan 4 corespondencias ambiguas, quedando 29 correspondencias
(figura 3.10 (d)). Sin embargo, aún quedan correspondencias erróneas, por lo que se
deberá usar métodos robustos para eliminarlos.

3.3.3. Algoritmo Robusto: Least Median of Squares, LMedS

En la sección 3.3.1, obtuvimos un conjunto de puntos sin ambigüedad. Sin embargo,
aún pueden existir puntos erróneos, tales como que dos puntos sean apareados errónea-
mente por localización (con 3 o más piexeles erróneos, ver figura 3.10 (d) ).

El algoritmo implementado fue tomado de Zhang et al. [1994], quienes utilizan el
LMedS de pesos con un criterio no lineal basado en la matriz fundamental para detec-
ción de correspodencias erróneas (formula 3.15). Y trabaja como sigue.

De un total de datos se toman subconjuntos aleatorios, para obtener estos subcon-
juntos, Zhang et al. [1994] proponen una técnica tipo Monte Carlo para obtener m

submuestras de s = 8 puntos de correspondencias diferentes. Para cada submuestra,
indexada por j, determinamos la matriz fundamental Fj, para j = 1, 2, ...,m. Para ca-
da Fj, nosotros podemos determinar la mediana de los residuos cuadrados, denotados
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(a) bifurcaciones y cruces (b) bifurcaciones y cruces

(c) ZNCC

(d) relajación

Figura 3.10: (a)(b) Cruces y bifurcaciones encontrados por RISA en un par de vistas, (c) Conjunto
de puntos obtenidos por el método de ZNCC. (d) Conjunto de puntos obtenidos por el proceso de
relajación.
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por Mj, con respecto al conjunto total de correspondencias de puntos. Ésto se puede
expresar como sigue:

Mj = medi=1,...,n

[
d

2 (m̃2i, Fjm̃1i) + d
2

(
m̃1i, F

⊤

j m̃2i

)]
(3.9)

donde, d
2 (m̃2i, Fm1i) + d

2

(
m̃1i, F

⊤
m̃2i

)
, es

(
1

(Fm̃1i)
2

1
+ (Fm̃1i)

2

2

+
1

(F⊤
m̃2i)

2

1
+ (F⊤

m̃2i)
2

2

) (
m̃

⊤

2iFm̃1i

)
2

(3.10)

Retenemos el Fj para el cual Mj es el mı́nimo de todos los Mj. La pregunta ahora
es, ¿cómo determinamos a m?. Es computacionalmente ineficiente e innecesario obtener
todos los posibles subconjuntos, entonces se toma m submuestras, las cuales son sufi-
ciente para asegurar una probabilidad p que asegure que al menos una de las muestras
(de s puntos) seleccionada está libre de correspondencias erróneas. Suponiendo que ω

es la probabilidad de que un punto sea correspondencia correcta, entonces ǫ = 1−ω es
la probabilidad de que sea correspondencia errónea. Entonces, el número necesario de
pruebas está dado por:

m = log (1 − p) /log (1 − (1 − ǫ)s) (3.11)

donde s representa el número de datos que se toman en cada muestra.

Para mayor información sobre cómo encontrar a m referirse a Hartley y Zisserman
[2004]; él muestra un tabla colocando a p =0.99 para valores de s y ǫ dados.

La eficiencia del LMedS es pobre ante la presencia de ruido Gaussiano [Rousseeuw
y Leroy, 1987]. La eficiencia de un método está definido como la razón entre la varianza
de los parámetros estimados más baja y la varianza actual que provee el método dado.
Para compensar esta deficiencia, se llevó a cabo el procedimiento de mı́nimos-cuadrados

de pesos. La desviación estándar robusta estimada está dada por:

σ̂ = 1,4826 [1 + 5/ (n − d)]
√

Mj, (3.12)

donde d es la dimensión del espacio, en nuestro trabajo es igual a 2. n es el número
total de elementos. Mj es la mediana mı́nima. La constante 1,4826 es un factor de
corrección asintótica; la lectura de cómo se obtiene este número está en [Rousseeuw y
Leroy, 1987]. Basándose en σ, se asigna un peso para cada correspondencia:
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ωi =

{
1 si r

2

i ≤ (1,5σ̂)2

0 de otra forma,
(3.13)

donde

r
2

i = d
2 (m̃2i, Fm1i) + d

2
(
m̃1i, F

T
m̃2i

)
(3.14)

donde, d
2 (m̃2i, Fm1i) + d

2

(
m̃1i, F

T
m̃2i

)
, se describe en la fórmula 3.10.

Las correspondencias que tengan ωi = 0 son correspondencias erróneas y son elimi-
nadas; obteniendo con ésto un conjunto de puntos libres de errores. La matriz funda-
mental F puede ser finalmente estimada resolviendo el problema de mı́minos cuadrados
con peso, que es encontrar la matriz fundamental F que minimize a (fórmula 3.15) :

F = arg mı́n
F

∑

i

ωir
2

i (3.15)

En este trabajo de tesis no obtenemos la F final que minimize a la fórmula 3.15, ya
que sólo nos interesa el conjunto de puntos correspondientes libres de errores.

Como se dijo anteriormente, para obtener los m subconjuntos se utiliza una técni-
ca tipo Monte Carlo. Sin embargo, para una submuestra generada aleatoriamente los
puntos pueden quedar muy cerca unos con otros. Tal situación puede ser evitada. Pa-
ra alcanzar una distribución uniforme Zhang et al. [1994] propone un método al cual
llaman selección aleatoria uniforme basada en técnicas de cajas (bucketing), las cuales
trabajan como sigue. Primero se calculan las coordenadas mı́nima y máxima de los
puntos en la primer imagen. La región es entonces divida en cajas de b × b (ver figura
3.11). Se identifican las cajas en las cuales caen puntos (e indirectamente un conjunto
de puntos correspondientes en la segunda imagen) dentro de ellos; y las cajas en las
cuales no caen ningún punto no son tomadas en cuenta. Para generar una submuestra
de ocho puntos, primero se selecciona aleatoriamente ocho diferentes cajas y entonces
se escoge aleatoriamente un punto de cada caja.

Sin embargo, el número de correspondencias en una caja es diferente una de la otra.
Como resultado de esto, una caja que tiene muchos puntos tiene más posibilidad de ser
seleccionado que una caja que tiene pocos puntos. Para que cada punto tenga la misma
probabilidad a ser seleccionada, se propone el siguiente procedimiento. Si tenemos un
total de l cajas, entonces la selección de las cajas serán en un intervalo [0-(l − 1)], de
tal que todas las cajas tengan la misma probabilidad de ser seleccionada (ver figura
3.12). En nuestra implementación, b = 8.

41



Figura 3.11: Ilustración de la técnica de cajas (bucketing). Fuente tomada de Zhang et al.

[1994].

3.3.4. Resultados

Se corrió el proceso de LMedS con las imágenes de fondo de ojo de la figura 3.7
(a) y (b), se muestra uno de los resultado en la figura 3.13. En la etapa de ZNCC

se obtuvieron 33 correspondencias (figura 3.13 (c)), en la etapa de relajación se ob-
tuvieron 29 correspondencias (figura 3.13 (d)) y en la etapa de LMedS se obtuvieron
28 correspondencias (figura 3.13 (e)). Con la relajación se eliminaron 4 corresponden-
cias erróneas y con el LMedS se elimina una correspondencia errónea, quedando un
conjunto de correspondencias buenas entre una par de imagenes.

3.4. Otro Algoritmo Robusto: RANSAC

RANSAC(Random Sample Consensum) es otro algoritmo robusto clásico, el cual
será probado en la sección de experimentos (sección 3.5) contra nuestra implementación.

La idea es muy simple, se toma un subconjunto aleatoriamente del total de datos,
estos puntos definen un modelo, (el modelo es escogido según el problema y puede ser
lineal o no lineal). El soporte para el modelo es medido por el número de puntos que
caen dentro de un umbral t. El número de puntos buenos son los que caen dentro de
un umbral t alrededor de esta ĺınea.

Se calculan soluciones con estos subconjuntos, cada una de las soluciones parciales
nos permiten dividir el total de datos en correspondencias erróneas y correspondencias

correctas, este proceso se repite un N número de veces y se escoge la solución que pro-
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Figura 3.12: Selección de cajas. Cada caja tiene la misma probabilidad a ser seleccionada.
Fuente tomada de Zhang et al. [1994].

porcione más correspondencias correctas. Esto se hace en base a un umbral T , el cual
determina si el tamaño del conjunto es similar a el número de correspondencias correc-

tas creibles en un conjunto de datos, dada la proporción de correspondencias erróneas.
Por ejemplo, para n puntos T = (1− ǫ)n, donde ǫ es la proporción de correspondencias
erróneas y n es el número total de datos.

Ahora las preguntas son, cúantas veces debemos iterar para obtener una buena
solución, cómo calcular la distancia que decide cuándo un dato es considerado una
correspondencia correcta o una correspondencia errónea y cuándo se ha alcanzado el
número suficiente de correspondencias buenas que permita acortar el número de itera-
ciones del algoritmo.

Para determinar el número de N iteraciones necesarias, se emplea el mismo con-
cepto que LMedS, utilizando la fórmula 3.11.

En la práctica la distancia del umbral t se escoge emṕıricamente de manera que
cumpla con una probabilidad σ, la cual nos indica que el punto es una corresponden-
cia correcta; sin embargo, si asumimos que la medida del error sigue una distribución
Gaussiana con desviación estándar σ, entonces el valor de t puede ser calculado. Una
revisión de cómo el valor es obtenido está en Zhang et al. [1994]. El algoritmo completo
es descrito en el cuadro. 3.3

La aplicación para utilizar RANSAC se toma de un programa de uso libre para
relacionar imágenes [Kovesi, 2004]. En la etapa del cálculo de correspondencia utiliza
una técnica de correlación normalizada y en la etapa de eliminación de errores utiliza
el método RANSAC con la matriz fundamental. El modelo que utiliza este programa
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(a) bifurcaciones y cruces (b) bifurcaciones y cruces

(c) ZNCC (d) relajación

(e) LMedS

Figura 3.13: LMedS. (a)(b) Cruces y bifurcaciones encontrados por RISA en un par de vistas. (c)
Conjunto de puntos obtenidos por el método de ZNCC. (d) Conjunto de puntos obtenidos por el
proceso de relajación. (e) Conjunto de puntos obtenidos por el proceso de LMedS.
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Objetivo: Ajuste robusto a un modelo desde un conjunto de datos S el cual contiene
correspondencias erróneas.

Algoritmo:

1. Seleccionar aleatoriamente un conjunto de datos s desde un total de S e ins-
tanciar el modelo desde estos datos.

2. Determinar el conjunto de puntos Si, los cuales están dentro de una distancia
definida por un umbral t del modelo. El conjunto Si define correspondencias
buenas de S

3. Si el tamaño de Si (el número de correspondencias buenas) es más grande que
algún umbral T , reestimar el modelo usando todos los puntos en Si y terminar.

4. Si el tamaño de Si es menor que T , selecciona un nuevo subconjunto y repite
los pasos anteriores.

5. Después de N veces se selecciona el conjunto más grande de Si y el modelo es
re-estimado usando todos los puntos en el subconjunto Si.

Cuadro 3.3: RANSAC(Random Sample Consensum). Algoritmo de RANSAC. Método des-
crito en Hartley y Zisserman [2004].
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es ajustado automáticamente al tipo de datos que tenga como entrada. Se toma este
programa como prueba por estar referenciado en Hartley y Zisserman [2004]).

3.4.1. Resultado

Se corrieron las imágenes médicas de fondo de ojo de la figura 3.7 (a) y (b), sobre
el programa de [Kovesi, 2004], la extracción de puntos caracteŕısticos fue hecho con
RISA (sección 3.1) (figura 3.14 (a) y (b) ), el resultado arroja 32 correspondencias
(figura 3.14 c) ). El tamaño de la ventana de búsqueda fue de 200×200 pixeles y el
tamaño de la ventana de correlación fue de 25×25 pixeles. De las 32 correspondencias
obtenidas por el programa de Kovesi [2004], existen 27 correspondencias buenas y 5
correspondencias erróneas, (figura 3.14 c)).

(a) bifurcaciones y cruces (b) bifurcaciones y cruces

(c) RANSAC

Figura 3.14: Resultado de correr RANSAC sobre las imágenes de fondo de ojo. (a),(b) Bifurcaciones
y cruces obtenidas por RISA. (c)Resultado de correr (a) y (b) sobre el programa de Kovesi [2004], el
cual utiliza RANSAC.

46



3.5. Experimentos

Se realizaron varios experimentos para probar el funcionamiento de nuestra im-
plementación, cuyo objetivo fue comparar su capacidad para clasificar corresponden-

cias correctas y correspondencias erróneas en cada una de sus etapas (correlación con
ZNCC, relajación y LMedS) y por último comparar nuestra implementación contra
alguna otra que use RANSAC para detectar puntos erróneos.

Experimento 1:

Para el primer experimento, se realizaron varias pruebas con puntos de bifurca-

ciones y cruces obtenidas por RISA (sección 3.1.1). Con este conjunto de puntos
como entrada se ejecutó la implementación de nuestro algoritmo y se obtuvie-
ron los resultados mostrados en el cuadro 3.4. El cuadro resume nueve pares de
imágenes de fondo de ojo en cada una de las etapas de nuestra implementación.
Como un paso previo, se contaron manualmente los puntos que a simple vista son
buenas correspondencias (cuadro 3.4, 3er. columna) para tener un valor tentativo
de comparación con el resultado que se obtiene en cada etapa (cuadro 3.4, colum-
nas 4ta,5ta,6ta ). Finalmente en la 7ma. columna del cuadro 3.4 se muestran los
falsos negativos, esta columna representa a los pares de puntos correspondientes
que existen en la realidad como buenos pero no fueron encontrados por el método
presentado en este trabajo de tesis; este valor se obtiene restando los puntos que
a simple vista son buenos (3era. columna) menos los puntos buenos obtenidos en
la última etapa del proceso (6ta. columna).

Uno de los experimentos (el par de imágenes 1 de la tabla 3.4) puede verse en
la figura 3.15. Las imágenes utilizadas tienen una resolución de 768×576 pixeles,
las bifurcaciones y cruces encontradas por RISA son de 66 y 55 puntos respec-
tivamente (ver figura 3.15(a)(b) y 2da. columna de la tabla 3.4), el número de
correspondencias que a simple vista son buenos es de 40 puntos (3er. columna
de la tabla 3.4), el resultado del método ZNCC arrojó 45 correspondencias (ver
figura 3.15(c)), y 5 de ellas son erróneas. En el proceso de relajación fueron eli-
minadas 4 correpondencias ambiguas, aśı en el proceso de relajación obtuvimos
41 correspondencias y una de ellas errónea (ver figura 3.15(d)). En el proceso
de LMedS se obtuvieron 40 correspondencias correctas (ver figura 3.15(e)). Los
resultados obtenidos en este experimento en general son buenos, en la mayoŕıa
de las imágenes comparadas obtuvimos un conjunto de correspondencia final con
un mı́nimo o nulo de correspondencias erróneas.

Experimento 2:

Para el segundo experimento, se introdujo ruido generando 20 %, 40 % y 60 % de
puntos aleatorios sobre un par de imágenes. El objetivo de este experimento es
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(a) bifurcaciones y cruces (b) bifurcaciones y cruces

(c) correlación (d) relajación

(e) LMedS

Figura 3.15: Relación de un par de imágenes. (a)(b) Imágenes a relacionar con 66 y 55 puntos res-
pectivamente. (c) Resultado de la correlación con ZNCC. (d) Resultado de la relajación. (e) Resultado
de aplicar LMedS.
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Par de Num. Pts. Pts. Buenos ZNCC Relajación LMedS Falsos
imágenes (izq.-der.) (manual) (total/error) (total/error) (total/error) (-)

1 (66, 55) 40 41/1 40/0 40/0 0
2 (66, 59) 41 45/9 36/0 36/0 5
3 (55, 59) 36 34/0 34/0 34/0 2
4 (55, 52) 36 33/1 33/1 32/0 4
5 (59, 59) 29 30/3 30/3 29/2 2
6 (59, 52) 36 33/5 29/1 28/0 8
7 (43, 59) 40 39/0 39/0 39/0 1
8 (43, 52) 22 17/0 17/0 17/0 5
9 (59, 52) 20 14/0 14/0 14/0 6

Cuadro 3.4: Experimento 1. Muestra el resultado en cada una de las etapas de nuestra implementa-
ción. 1er columna, muestra el par de imágenes a evaluar. 2da. columna, conjunto de puntos entrantes
obtenidos por RISA. 3er. columna, puntos buenos detectados manualmente. 4ta. columna, resultado
de la etapa ZNCC. 5ta. columna, resultado de la etapa de relajación. 6ta. columna, resultado de la
etapa de LMedS. 7ma. columna son los falsos negativos.

medir la robustez de nuestra implementación al ruido introducido. El resultado
obtenido con este conjunto de puntos se muestra en el cuadro 3.5. En la tabla se
indica la cantidad de puntos aumentadas por el porcentaje indicado (cuadro 3.5
1er. columna). Los resultados obtenidos son buenos a pesar del ruido introducido
(ver cuadro 3.5 6ta. columna). La última columna de la tabla muestra los falsos

negativos que se obtienen de la misma forma que en el experimento 1.

Par de Num. Pts. Pts. Buenos ZNCC Relajación. LMedS Falsos
imagen 1 (izq.-der.) (manual) (total/error) (total/error) (total/error) (-)

20%(11pts) (77, 66) 40 43/3 41/2 40/1 1
40%(22pts.) (88, 77) 40 45/5 42/2 40/0 0
60%(33pts.) (99, 88) 42 58/16 54/12 42/0 0

Cuadro 3.5: Experimento 2. Muestra el resultado en cada una de las etapas de nuestra implementa-
ción al aplicar un conjunto de puntos con ruido del 20 %,40 % y 60 % generados aleatoriamente sobre
un par de imágenes.

Experimento 3:

Para el tercer experimento, se utilizó una imagen que no es una imagen médica
de fondo de ojo, los puntos de interés (esquinas) fueron obtenidos con el detec-
tor de esquinas de Harris (una descripción del algoritmo puede encontrarse en
[Patrón Pérez, 2006]). Los resultados obtenidos se muestran en el cuadro 3.6 y en
la figura 3.16. Este experimento se realizó con el fin de saber cómo se comportaba
nuestra implementación con imágenes que no tienen el mismo tipo de distorsión
geométrica que las imágenes de fondo de ojo utilizadas en este trabajo de tesis.
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Imagen Num. Pts. Pts. Buenos ZNCC Relajación. LMedS Falsos
(izq.-der.) (manual) (total/error) (total/error) (total/error) (-)

Escritorio (347, 368) 228 252/54 215/17 202/3 29

Cuadro 3.6: Experimento 3. Muestra el resultado en cada una de la etapas de nuestra implementación
con una imágen de una oficina.

Los resultados son buenos en general, nos indican que tienen un buen comporta-
miento en la presencia de ruido en la mayoŕıa de los casos experimentados.

Experimento 4:

Se corrieron los 3 experimentos anteriores sobre el programa de Kovesi [2004],
con el fin de comparar nuestra implementación que utiliza LMedS contra la de
Kovesi [2004] que utiliza RANSAC, ambos métodos fueron utilizados para eli-
minar correspondencias erróneas. En el cuadro 3.7 columna 5, se muestran los
resultados de la etapa final de cada uno de los experimentos anteriores y en el
cuadro 3.7 columna 6, se muestra el resultado de correr cada uno de los expe-
rimentos anteriores con el programa de Kovesi [2004]. En términos generales la
comparación de estas dos columnas no muestra una diferencia significativa. Sin
embargo, el objetivo en estos métodos es obtener un conjunto de corresponden-

cias buenas con un mı́nimo o nulo error, por lo que nuestra implementación se
muestra ligeramente mejor.

Num. Exper. imagen Num. Pts. Pts. Buenos LMedS Falsas RANSAC Falsas

(izq-der) (total/error) (-) (total/error) (-)

1 1 (66, 55) 40 40/0 0 39/0 1
2 (66, 29) 41 36/0 5 35/0 6
3 (55, 59) 36 34/0 2 33/0 3
4 (55, 52) 36 32/0 4 31/0 5
5 (59, 59) 29 29/2 2 25/0 4
6 (59, 52) 36 28/0 8 32/5 9
7 (43, 59) 40 39/0 1 40/0 0
8 (43, 52) 22 17/0 5 17/0 5
9 (59, 52) 20 14/0 6 18/4 6

2 1 (20 %) (77, 66) 40 40/1 1 40/0 0
1 (40 %) (88, 77) 40 40/0 0 41/1 0
1 (60 %) (99, 88) 42 42/0 0 43/3 2

3 Escritorio (347, 368) 228 202/3 29 202/0 26

Cuadro 3.7: Experimento 4. Se corrieron en Kovesi [2004], los mismos experimentos realizados para
nuestra implementación con LMedS y se comparan los resultados de ambos. La columna 6 muestra los
falsos positivos de nuestra implementación y la columna 8 muestra los falsos positivos de RANSAC.
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(a) puntos caracteŕısticos (esquinas) (b) puntos caracteŕısticos (esquinas)

(c) ZNCC (d) relajación

(e) LMeds

Figura 3.16: Relación de un par de imágenes. (a)(b) Imágenes a relacionar con 346 y 369 puntos
respectivos. (c) Resultado de la correlación con ZNCC. (d) Resultado de la relajación. (e) Resultado
de aplicar LMedS.
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3.6. Resumen

El objetivo de este caṕıtulo fue encontrar un conjunto de correspondencias con un
mı́nimo de errores que relacionara a dos imágenes. Primero se describió la técnica de
extracción de puntos a los que llamamos bifurcaciones y cruces. Luego las correspon-
dencias candidatas se obtuvieron usando técnicas de correlación cruzada normalizada
(ZNCC), por último se implementó LMedS para eliminar las correspondencias erróneas.
En los experimentos presentados se compara nuestra implementación contra otra que
utiliza RANSAC ([Kovesi, 2004]). Nuestra implementación arrojó mejores resultados
en los diferentes experimentos realizados, obteniendo un conjunto de correspondencias

buenas libres de errores en la mayoŕıa de los pares de imágenes evaluadas.

En el siguiente caṕıtulo se construye el mosaico de las imágenes de fondo de ojo,
teniendo como entrada el conjunto de correspondencias encontradas en este caṕıtulo
por el método LMedS.
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Caṕıtulo 4

Creación de mosaicos

El objetivo de este caṕıtulo es la creación de un mosaico a partir de una secuencia
de imágenes. Habiendo establecido en la sección 3.3.3 el conjunto de correspondencias
entre un par de imágenes, la siguiente tarea es identificar una transformación que nos
permita alinear una imagen con otra.

Básicamente, la idea principal de construir un mosaico es el cálculo de la función
de transformación (sección 4.1). El paso siguiente es calcular el tamaño de la nueva
imagen que contendrá a las imágenes que formarán el mosaico (sección 4.2), y el último
paso de la construcción del mosaico es realizar la mezcla de todas las imágenes en una
sola imagen (sección 4.3). Finalizamos el caṕıtulo con una breve introducción a la
reconstrucción 3D de vasos sangúıneos con más de 3 imágenes.

4.1. Transformación Geométrica de una Imagen

La transformación geométrica de una imagen significa reorganizar los pixeles de la
imagen. También es llamada corrección geométrica, distorsión de la imagen y torcer la

imagen (image warping).

Para transformar una imagen necesitamos una función que mapee los puntos corres-
pondientes entre la imagen origen y la imagen destino. En la literatura esta función es
llamada función de transformación o función de mapeo. Un ejemplo de una transfor-

mación de una imagen se puede ver en la figura 4.1.

Ahora bien, nuestro objetivo es encontrar una función de transformación que nos
permita reorganizar los pixeles de la imagen origen con respecto a los pixeles de la
imagen destino.
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Figura 4.1: Transformación de una imagen. Los pixeles de la imagen origen son reorganizados
para coincidir con los pixeles de la imagen destino, por medio de un mapeo entre la imagen
origen y la imagen destino. Fuente tomada de Heckbert [1989].

4.1.1. Función de Transformación

Existen diferentes funciones de transformación; el caso más simple en 2D son las
transformaciones lineales (las cuales son: la transformación af́ın, similitud, eucĺıdea
y proyectiva. Ver sección 2.1.1). Otro tipo de transformaciones son las polinomiales
([Ryan et al., 2004]). También pueden ser usadas transformaciones arbitrarias, por
ejemplo la transformación Beier-Neely, que es una transformación cúbica ([Heckbert,
1989]).

La transformación de una imagen es usada principalmente para corregir distorsio-
nes geométricas introducidas por un sistema de imperfección de imágenes [Heckbert,
1989]. La lente de la cámara algunas veces introduce distorsión de barril o distorsión
de coj́ın, la perspectiva de la vista introduce una distorsión proyectiva y otros compo-
nentes ópticos no lineales pueden crear distorsiones más complejas. Una revisión sobre

54



técnicas de transformación puede ser revisado en [Heckbert, 1989]. Se muestran en la
figura 4.2 ejemplos de distorsión provocada por la lente de la cámara.

Para encontrar la función de transformación que corrija la distorsión de las imáge-
nes de fondo de ojo utilizadas en este trabajo de tesis, tomamos en cuenta que el
objetivo de estas imágenes es escanear el área sobre la periferia del fondo de ojo, y que
la distorsión entre imágenes puede ser compleja dada la distorsión perspectiva. Por esta
razón fue asumido que usar una función de transformación que involucre traslación,
rotación y escala no seŕıa suficiente para corregir esta distorsión ([Ryan et al., 2004]).
Un modelo de transformación capaz de corregir un área completa es la transformación
polinomial de segundo orden. Una transformación polinomial de grado dos permite
flexibilidad en la distorsión geométrica modelada y es caracterizada por la fórmula 4.3.
La fórmula es obtenida como sigue:

Un polinomio general de grado m en 2D está dado por:

m∑

i=0

m−i∑

j=0

aijx
i
y

j (4.1)

donde aij son los coeficientes a buscar y x, y es un punto en la imagen.

Desarrollándolo para m = 2 obtenemos las siguientes ecuaciones :

a00x
0
y

0 + a01x
0
y

1 + a02x
0
y

2

a10x
1
y

0 + a11x
1
y

1

a20x
2
y

0 (4.2)

Ordenando en forma de matrices para un punto (x, y).

[
x
′

y
′

]

=

[
a00 a10 a01 a11 a20 a02

b00 b10 b01 b11 b20 b02

]





1
x

y

xy

x
2

y
2





(4.3)

Los parámetros de este sistema de ecuaciones se encuentran de manera sencilla uti-
lizando SVD (Singular Value Descompositon).

Básicamente la transformación es realizada desde un conjunto de puntos correspon-
dientes entre la imagen origen y la imagen destino. Esta función nos permite mapear
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(a) lente ojo de pez (b) omnidireccional

(c) original (d) distorsión de
coj́ın

(e) distorsión de ba-
rril

Figura 4.2: Ejemplo de distorsiones geométricas. a) y b) muestran las deformaciones causadas por
la lente de una cámara en la vida real, lente ojo de pez y omnidireccional respectivamente. c) d)
e) muestra el esquema partiendo de la imagen origen, y las deformaciones de coj́ın y barril que son
originados por las cámaras b) y a) respectivamente. Fuente tomada de Researchers [2006].
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Figura 4.3: Una ilustración esquemática de la transformación polinomial de segundo orden.
En general todas las ĺıneas rectas son mapeadas a curvas. Fuente tomada de Ryan et al. [2004]

todas las ĺıneas a curvas (ver figura 4.3), con un gran flexibililidad.

Otros autores que utilizan esta función de tranformación para crear el mosaico con
imágenes de fondo de ojo son Ryan et al. [2004] y Can et al. [2002].

En los caṕıtulos siguientes vamos a hacer referencia a esta función de transforma-

ción como H (fórmula 4.3).

Expresamos la transformación de un punto (x, y) utilizando una función de trans-
formación H de la siguiente manera:

[
x
′

y
′

]

= H





1
x

y

xy

x
2

y
2





(4.4)

donde x
′ y y

′ son las coordenas transformadas, y H es una matriz que representa la
función de transformación.

Una vez calculada la función de transformación H, se calculan los nuevos ĺımites
de la imagen.
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4.2. Dimensiones de la Imagen Nueva

Para calcular los ĺımites de la nueva imagen (figura 4.4 (e)) que contendrá el mosai-
co formado por la imagen origen (figura 4.4 (a)) y la imagen destino (figura 4.4 (b)), la
idea es la siguiente: se hace una multiplicación de la imagen a origen por la función de
transformación H, como resultado tenemos la imagen origen-transformada. Con esto
se obtiene la ubicación de la imagen origen con respecto al marco de coordenadas de la
imagen destino; mediante las esquinas de la imagen destino y la imagen transformada

se calcula el tamaño que tendrá la nueva imagen.

Sin embargo, si transformamos la imagen origen de esta manera, el resultado pue-
de sufrir pixelación por la deformación de la imagen. Para evitar esto aumentamos la
resolución haciendo una rejilla del mismo tamaño de la imagen origen pero con una
separación de .5 pixeles de unidad (figura 4.4 (c)), a esta rejilla aplicamos la transfor-
mación H (figura 4.4 (d)) y posteriormente en la sección 4.3 la llenamos con los valores
de intensidad de la imagen origen. Se ilustra el proceso completo en la figura 4.4.

En la figura 4.4 (e) se muestra la rejilla de la nueva imagen con las dimensiones
correctas (Ry,Rx) para contener el mosaico que formarán las imágenes (a) y (b). Vamos
a llamar de aqúı en adelante a la nueva imagen simplemente I.

4.3. Mezcla de Imágenes

Obtenidas las dimensiones de la nueva imagen I , procedemos a mezclarlas dentro
de esta nueva imagen para crear el mosaico. El procedimiento es el siguiente.

Se utilizó una estructura de datos para representar a la nueva imagen I de tres
capas (bandas).

En la capa 1 de I, se coloca la imagen destino, en la capa 2 de I, colocamos la rejilla

transformada y la llenamos con los valores de intensidad de la imagen origen (ahora
tenemos la imagen origen transformada). Para colocar la imagen origen transformada

y la imagen destino se debe hacer un corrimiento para que entren en las dimensiones
del marco de la imagen I. Vamos a entender esto con un ejemplo espećıfico; suponga-
mos que la imagen origen transformada tiene coordenadas en Mmin = −40 en el eje y

y Nmin = −251 en el eje x, y que la imagen destino tiene coordenadas en My = 768
y Mx = 576; si colocamos las imágenes con las coordenas mencionas, alguna de las
imágenes podŕıa quedar fuera del marco de I (ver figura 4.5 (c)). Si aplicamos un corri-
miento a ambas imágenes de tal manera que el corrimiento esté dado por el mı́nimo de
las coordenas entre las imágenes.

corrimiento = −(mı́n(Imagen origen transformada, imagen destino)
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(a) Imagen origen (b) Imagen destino

(c) rejilla de imagen origen (d) rejilla de imagen origen transforma-
da

(e) Dimensiones de la nueva rejilla

Figura 4.4: (a) Imagen original. (b)Imagen destino. (c) Rejilla con las dimensiones de la imagen

original pero separada a 0,5 pixeles en ambas direcciones x y y. (d)Rejilla transformada sobre las
coordenas de la imagen destino. (d)Dimensiones de un marco rectangular que contendrá el mosaico
formado por la imagen original e imagen destino.
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entonces las imágenes quedan dentro del marco de la imagen I, como se muestra en la
figura 4.5 (d).

En la capa 3 de I se hace la mezcla de las imágenes siguiendo la estimación de
una transformación de parámetros óptimos, el valor del pixel en la imagen destino e
imagen origen-transformada en una misma rejilla espacial rectangular.

La imagen destino que utilizamos está definida como una rejilla rectangular con
valores positivos y pixeles separados por una unidad en ambas direcciones x y y. Sin
embargo, siguiendo la transformación de los pixeles en la imagen distorsionada, ésta es
transformada sobre una imagen correcta en la cual se obtienen valores no enteros en
referencia a la rejilla de la imagen destino.

Por esto es conveniente interpolar los valores de la imagen origen transformada

sobre los valores discretos de una rejilla rectangular usada por la imagen destino. Este
es un problema conocido en computación y un rango de técnicas estándar para in-
terpolacion de imágenes son discutidas en Heckbert [1989]. Un enfoque de bajo costo
computacional utilizado en este trabajo de tesis es el método de interpolación bajo el
criterio de vecino más cercano, el cual trabaja como sigue.

La más simple de las interpolaciones es la del vecino más cercano. La idea es que
cada punto tome el valor del punto anterior (vecino más cercano). El error de inter-
polación es por mucho de medio pixel. Este error es perceptible con ĺıneas rectas que
pueden aparecer como escaleras tras la interpolación. La figura 4.6 muestra gráfica-
mente la técnica de interpolación del vecino más cercano.

Hasta aqui se tiene ya un mosaico compuesto por dos imágenes. En la figura 4.7 se
muestra el proceso descrito de la creación del mosaico utilizando el par de imágenes de
fondo de ojo de la figura 3.13 (a) y (b), el conjunto de puntos correspondientes se toma
del proceso LMedS que se muestra en la figura 3.13 (e) . La figura 4.7 (a) muestra la
imagen origen, la cual será alineada (transformada) con respecto a la imagen destino
(figura 4.7 (b) ). En la figura 4.7 (c) se muestra la transformación de la imagen origen
con respecto al marco coordenado de la imagen destino. Finalmente en la figura 4.7
(d) se muestra el mosaico resultante de mezclar la imagen origen-transformada con la
imagen destino. Se puede notar que la transformación que sufre la imagen origen es
prácticamente una simple traslación.

4.4. Mosaico de tres o más Imágenes de Fondo de

Ojo

Ahora bien, para tener un mosaico con más de dos imágenes se tienen varias op-
ciones. La primera (que es la utilizada en este trabajo de tesis) consiste en repetir los
pasos anteriores para cada imagen tomando como imagen destino el mosaico generado
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(a) rejilla de origen transformada (b) imagen destino

(c) colocando imagenes sin desplazamiento

(d) colocando imagenes con desplazamiento

Figura 4.5: Mezcla. (a) Rejilla de origen transformada. (b) Imagen destino. (c) Ejemplo de colocar
las imágenes dentro de I sin utilizar un desplazamiento. (d) Ejemplo de colocar las imágenes dentro
de I utilizando un desplazamiento.
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(a)

(b) (c)

Figura 4.6: Interpolación del vecino más cercano. (a) Si los puntos no coinciden toma el valor de
intensidad del vecino más próximo. (b) y (c) se describe esquemáticamente la interpolación del vecino
más cercano. Fuente tomada de Researchers [2006].

en el paso anterior.

Otra opción que se tiene si la rotación de la cámara no es mucha o si la imágen
de referencia tiene puntos en común con todas las otras imágenes, es la de calcular
todos los puntos de transformación con respecto a dicha imagen destino, calcular la
transformación de todas las esquinas para obtener las dimensiones de la nueva imagen
para luego mezclarlas en una sola imagen I, si el punto cae dentro de varias de las
imágenes se promedia su valor.

En la figura 4.8, se muestra el procedimiento de adicionar una imagen más a la
figura 4.7 para crear un mosaico de 3 imágenes. Se toma el mosaico generado en la
figura 4.7 como imagen destino y la imagen origen es la imagen que se agrega para
formar un mosaico de 3 imágenes.

Para tener un mosaico de 4 imágenes se sigue el mismo procedimiento. En la figura
4.9, se muestra el procedimiento de adicionar una imagen más a la figura 4.8 para crear
un mosaico de 4 imágenes.

Finalmente, la tabla 4.10 (b) y figura 4.10 (a) muestran en forma esquemática, la
manera en que fue creado el mosaico de 4 imágenes. Las correspondencias de entrada
en cada una de los pares fueron tomadas de la etapa de LMedS. (sección 3.3.3).
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4.5. Experimentos

Se hicieron varios experimentos probando el algoritmo implementado para la crea-
ción del mosaico. Se observan algunas imágenes más oscuras que otras debido al cambio
de intensidad de la luz al momento de tomar las fotos. Para estas pruebas se utilizó como
origen del sistema coordenado, la esquina superior izquierda de las imágenes, toman-
do el eje x positivo de izquierda a derecha y el eje y positivo de arriba a abajo. Un
parámetro que influye en gran manera en el resultado es la elección de las correspon-
dencias ya que una sola correspondencia errónea puede generar muy malos resultados.
Las correspondencias no se deben elegir solamente en una pequeña región de la imagen
sino de una manera más distribuida. Según las pruebas realizadas un conjunto entre 8
y 15 correspondencias son suficientes para obtener buenos resultados. Se describen a
continuación los experimentos realizados:

Experimento 1:

El objetivo del primer experimento es mostrar cómo afectan las correspondencias
erróneas en el proceso de creación del mosaico.

Se toma un par de imágenes del experimento1 de la sección 3.5 (el par número
2) las cuales son mostradas en la figura 4.11 (a) y (b), y se crea un mosaico con
estas imágenes tomando como entrada el conjunto de puntos correspondientes
obtenidos por la etapa de correlación ZNCC; se puede apreciar en la figura 4.11
(c) que existen correspondencias erróneas (tienen una dirección diferente al resto
de los vectores). El resultado de construir el mosaico se muestra en la figura 4.11,
las imágenes no son alineadas correctamente y por lo tanto no pudo crearse el
mosaico.

Experimento 2:

En segundo experimento se toman el mismo par de imágenes del experimento1
de la sección 3.5 (el par número 2), mostradas en la figura 4.12 (a) y (b), pero
tomando como entrada el conjunto de puntos correspondientes obtenidos por la
etapa de correlación LMedS, se puede apreciar en la figura 4.12 (c) que se tiene
un conjunto de correspondencias correctas sin errores. El resultado de construir
el mosaico se muestra en la figura 4.12, las imágenes son alineadas correctamente.

Experimento 3:

En este experimento, el objetivo es tomar aleatoriamente cuatro imágenes para
formar un mosaico (ver figura 4.13 (a)-(d)). En la tabla 4.1, se muestra la forma
en que fueron escogidas aleatoriamente las imágenes. En la figura 4.13 (e) se
muestra el mosaico obtenido.
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Selección Imagen Imagen
aleatoria origen destino

1 1
2 2 1
3 3 2
4 4 3

Cuadro 4.1: Experimento 3. La 1er. columna, muestra la forma aleatoria en que fueron
seleccionados las imágenes de la figura 4.14 (a)-(e). La 2da. columna, muestra la imagen
origen que será transformada en las coordenadas de la imagen destino. La 3er columna,
muestra la imagen destino.

Experimento 4:

Se toman aleatoriamente cinco imágenes (con una secuencia diferente al expe-
rimento 3) para formar un mosaico (ver figura 4.14 (a)-(e)). En la tabla 4.2 se
muestra la forma en que fueron esocogidas aleatoriamente las imágenes. En la fi-
gura 4.14 (e) se muestra el mosaico obtenido y en esta misma imagen se resaltan
las áreas que no tuvieron una buena alineación con un rectángulo.

Se puede concluir en este experimento que el método escogido para crear mosai-
cos de 3 o más imágenes tiene desventaja al agregar una imagen que no tiene
puntos de transformación en toda el área de sobrelape. Como se muestra en el
este experimento donde la imagen 5 (figura 4.14 (e)) es agregada al mosaico te-
niendo solo puntos de transformación con la imagen 4 (figura 4.14 (d)) (ver tabla
4.2); lo que origina una mala alineación en las áreas que no hay puntos de trans-
formación. Esto se puede evitar si antes de crear el mosaico seleccionamos las
imágenes de manera que al ser agregadas tengan el mayor número de puntos de
transformación en el área que sobrelapan con el resto de las imágenes.

Selección Imagen Imagen
aleatoria origen destino

1 1
2 2 1
3 3 2
4 4 3
5 5 4

Cuadro 4.2: Experimento 4. La 1er. columna, muestra la forma aleatoria en que fueron seleccionados
las imágenes de la figura 4.14 (a)-(e). La 2da. columna, muestra la imagen origen que será transformada
en las coordenadas de la imagen destino. La 3er columna, muestra la imagen destino.
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Finalmente concluimos que los experimentos 1 y 2 nos muestran la importancia
de tener un conjuntos de correspondencias libres de errores (los cuales se obtienen en
la sección 3.3.3) y en los experimentos 3 y 4 se muestra que no interesa el orden en
que son incorporadas las imágenes para formar el mosaico, siempre y cuando la nueva
imagen empate con por lo menos una imagen que pertenezca al mosaico y ésta cubra
el mayor número de puntos de transformación en todo el área.

4.6. Introducción a la Reconstrucción de un Mosai-

co de Imágenes en 3D.

Mart́ınez-Pérez y Espinosa-Romero [2004] hacen una recontrucción en 3D del es-
queleto de los vasos sangúıneos utilizando una secuencia de dos vistas (ver análisis
bifocal en la sección 2.2).

De un conjunto de puntos correspondientes entre las dos imágenes (xi ↔ x
′

i), se
asume que éstas dan un conjunto de puntos 3D Xi (ver sección 2.2), los cuales son
desconocidos. La fórmula para encontrar los puntos 3D, se describe como:

xi = PXi, x
′

i = P
′
Xi para todo i (4.5)

donde P y P
′ son matrices de proyección. Una matriz de proyección permite recuperar

la estructura de la escena y el movimiento de la cámara a partir de la relación obtenida
entre los puntos correspondientes de las imágenes. El procedimiento para encontrar la
matriz de proyección es descrito en Pollefeys [2000], y de manera general consiste en
lo siguiente: primero se seleccionan dos imágenes y se determina un marco inicial de
reconstrucción entre ellas, luego la posición de la cámara para las otras vistas se calcula
con referencia a este marco, y cada vez que se agrega una nueva imagen la vista se refina.

Una vez que se han definido las matrices de proyección para cada imagen, se hace
una reconstrucción proyectiva; para este fin se utiliza un método de triangulación lineal
descrito por Hartley y Zisserman [2004]. El método de triangulación lineal está basado
en la combinación de las ecuaciones proyectivas descritas en la fórmula 4.5, para tener
un sistema de la forma AX = 0. La matriz A está dada por:

A =





xp
3⊤ − p

1⊤

yp
3⊤ − p

2⊤

x
′
p
′3⊤ − p

′1⊤

y
′
p

3⊤ − p
′2⊤



 (4.6)

donde p
iT representa la i-ésima fila de la matriz de proyección P y x = (x, y, 1),

x
′ = (x′

, y
′
, 1) son las coordenadas homogéneas de puntos correspondientes. Ellos pro-
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ponen resolver el sistema por medio de mı́nimos-cuadrados. El concepto de triangula-
ción puede observarse en la figura 4.15.

Ahora ya que se cuenta con un conjunto de puntos tridimensionales que representan
la escena, el siguiente paso que se realiza es el modelado de un superficie ciĺındrica para
proyectar los puntos en el espacio.

El proceso seguido por Mart́ınez-Pérez y Espinosa-Romero [2004] para la recons-
trucción de los vasos sangúıneos es el siguiente:

Se extrae el árbol de vasos sangúıneos y los puntos de bifurcación y cruce utili-
zando RISA (ver sección 3.1.1) de un par de imágenes. La figura 4.16 (c) y (d)
muestra un ejemplo.

Se detectan los puntos correspondientes entre las dos imágenes, esto lo hace
manualmente. En la figura 4.16 (e) se muestran los esqueletos de (a) y (b), los
cuales empatan.

Por último, se reconstruye en 3D el esqueleto de los vasos sangúıneos utilizando
el procedimiento descrito anteriormente. La figura 4.16 (f) muestra un ejemplo
del resultado obtenido.

En este trabajo de tesis presentado puede ser extendido a reconstrucción 3D de un
mosaico; partiendo de que en el trabajo presentado por Mart́ınez-Pérez y Espinosa-
Romero [2004] utilizan un enfoque bifocal para crear el mosaico de dos imágenes.

Este mismo enfoque puede ser utilizado para crear un mosaico de más de dos imáge-
nes; la hipótesis es la siguiente: en este trabajo de tesis presentado también utilizamos
un enfoque bifocal para crear un mosaico con más de dos imágenes (ver sección 4.4)
en 2D, es decir, se toma como imagen destino el mosaico generado en un paso pre-
vio; tomando ésto como base podemos seguir el proceso que hacen Mart́ınez-Pérez y
Espinosa-Romero [2004] para la reconstrucción 3D de los vasos sangúıneos y como re-
sultado obtendŕıamos un mosaico con más de 3 imágenes en 3D.

Vamos a mencionar las ventajas que existiŕıan sobre el trabajo de Mart́ınez-Pérez y
Espinosa-Romero [2004]: el primero es que la etapa de correlación que ellos hacen ma-
nualmente seŕıa automático, y el segundo es que se tendŕıa un mosaico en 3D formado
por más de dos imágenes.
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(a) imagen origen con puntos correspondientes (b) imagen destino con puntos correspondientes

(c) imagen origen transformada (d) mosaico de dos imágenes

Figura 4.7: Mosaico formado por dos imágenes de fondo de ojo. (a) y (b) Muestra la imagen
origen y destino respectivamente, con los puntos correspondientes entre ellas, arrojados por
el método LMedS (sección 3.3.3) y mostrados en la figura 3.13. (c) Muestra la imagen origen-
transformada. (d) Mezcla la imagen origen-transformada con la imagen destino para crear el
mosaico.
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(a) imagen origen con puntos correspondien-
tes

(b) imagen origen con puntos correspon-
dientes

(c) mosaico formado por tres imágenes

Figura 4.8: Mosaico formado por tres imágenes de fondo de ojo. (a) y (b) Muestra la imagen
origen y destino respectivamente, con los puntos correspondientes. (c) Mezcla la imagen
origen-transformada con la imagen destino para crear el mosaico.
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(a) imagen origen con puntos correspondientes (b) imagen origen con puntos correspondientes

(c) mosaico formado por cuatro imágenes

Figura 4.9: (a) y (b) muestran las imágenes origen y destino respectivamente. c) muestra el
mosaico construido por cuatro imágenes.
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(a) mosaico esquemático

(b) tabla del mosaico 4.8b)

Figura 4.10: (a) Muestra el mosaico esquemático formado por 4 imágenes. (b) Muestra la
forma en que fueron seleccionadas e incorporadas al mosaico.
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(a) imagen origen (b) imagen destino

(c) puntos correspondientes en forma de vec-
tores

(d) mosaico de dos imágenes

Figura 4.11: Mosaico formado por dos imágenes de fondo de ojo. Tomando los puntos de
correspondencias de la etapa de correlación (ZNCC) 3.5. (a) y (b) Muestran el conjunto
de puntos correspondientes. (c) Conjunto de puntos correspondientes en forma de vectores,
donde se pueden apreciar los puntos erróneos a simple vista. (d) Mosaico mal alineado.
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(a) imagen origen (b) imagen destino

(c) puntos correspondientes en forma de vectores

(d) mosaico de dos imágenes

Figura 4.12: (a) y (b) Imagen origen y destino respectivamente con el conjunto de puntos corres-
pondientes entre ambas imágenes. (c) muestra el conjunto de puntos correspondientes de las imágenes
en forma de vectores. (d) muestra el mosaico bien alineado.

72



(a) 1 (b) 2

(c) 3 (d) 4

Figura 4.13: Mosaico formado por 4 imágenes de fondo de ojo. (a)-(d) Muestra la secuencia de
imágenes en el orden en que fueron escogidas. (e) Muestra el mosaico construido por la secuencia de
imágenes de la (a)-(b).
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(a) 1 (b) 2 (c) 3

(d) 4 (e) 5

(f) mosaico de 5 imágenes

Figura 4.14: Mosaico formado por una secuencia de 5 imágenes de fondo de ojo. (a) - (e) Muestra
la secuencia de imágenes en la forma en que fueron escogidas aleatoriamente. f) Muestra el mosaico
construido por las imágenes de la (a)-(e) y las áreas mal alineadas son resaltadas por un rectángulo.
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Figura 4.15: Triangulación de puntos correspondientes. C y C ′ son los centros de las cámaras y X

es un punto tridimensional. Fuente tomada de Pollefeys [2000].
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(a) imagen de fondo de ojo (b) imagen de fondo de ojo

(c) esqueleto extraido (d) esqueleto extraido

(e) correspondencia de
los esqueletos

(f) vasos sangúıneos en
3D.

Figura 4.16: (a) y (b) muestran dos imágenes de fondo de ojo. (c) y (d) muestran los esqueletos de
los vasos sangúıneos extraidos por RISA. (e) Muestra el resultado del proceso de correlación hecho
manualmente. (f) Muestra los vasos sangúıneos de (a) y (b) en 3D.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

5.1. Conclusiones

El trabajo presentado en esta tesis trata de la creación de un mosaico bidimensional
obtenido a partir de una secuencia de imágenes médicas de fondo de ojo. Tomando esto
como el objetivo central un enfoque modular al problema de registro de imágenes fue
basado principalmente en el art́ıculo escrito por Zhang et al. [1994]. Para la etapa de
la construcción del mosaico nos basamos principalmente en Capel [2004]. Guiándonos
por dichos art́ıculos y revisando otros métodos disponibles en la literatura de visión
computacional para poder comparar nuestra implementación y hacer notar que los
métodos elegidos pueden ser sustituidos sin alterar el proceso, aunque quizá puedan
dar resultados ligeramente diferentes.

Todo el proceso de construcción de mosaicos se realiza de manera semi-automática;
ésto es debido a que algunos parámetros inciales como lo son el tamaño de la ventana
de búsqueda y la ventana de correlación en la sección 3.2.1 se asignaron de manera
independiente y emṕırica para cada par de imágenes. La reconstrucción se llevó a cabo
siguiendo las fases: primero los puntos caracteŕısticos (bifurcaciones y cruces) fueron
obtenidos de las imágenes y se extrajo un conjunto de correspondencias tentativas en-
tre ellos, las cuales encapsulan la información de la geometŕıa epipolar; este conjunto
de correspondencias tentativas es empleado para definir y encontrar correspondencias

correctas, libres de errores. Como paso final se alinearon las imágenes encontrando una
función de transformación polinomial de segundo grado, que eliminara la distorsión
provocada por la superficie esférica del fondo de ojo. Cabe resaltar que todos los méto-
dos descritos en este trabajo fueron implementados desde cero, y sólo se utilizaron
implementaciones ya existentes como el caso del programa de Kovesi [2004] el cual fue
usado para hacer una comparación de los resultados obtenidos (en la seccion 3.3.3) con
nuestra implementación.

La programación de los algoritmos fue realizada en dos etapas y en dos lenguajes
de programación. La etapa de relacionar las imágenes (capitulo 3) fue programada
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en el lenguaje C y la etapa de creación de mosaicos (capitulo 4) fue programada en
Matlab. Se utilizó una máquina IBM thinkPad T30 con procesador Pentium 4 a 1.80
MHz con 512 MB en RAM. Los tiempos de procesamiento en las dos etapas son los
siguientes: en la etapa de relacionar las imágenes fue de 0.4 seg para un par imágenes
con aproximadamente 59 puntos en cada una; el número de puntos (bifurcaciones y
cruces) que conteńıan las imágenes utilizadas para la creación del mosaico van de 43
a 66 puntos. Otras imágenes de prueba que se utilizaron las cuales conteńıan 99 y 88
puntos (ver cuadro 3.7) tuvieron un tiempo de procesamiento en la etapa de relacio-

nar imágenes de 0.6 seg. En la etapa de creación de mosaicos realizado en Matlab el
tiempo de procesamiento en la creación de un mosaico con 2 imágenes fue de 5 seg; pa-
ra el mosaico de 4 imágenes fue de 15 seg y para el mosaico de 5 imágenes fue de 21 seg.

Existen varios puntos que deben ser comentados, ya que deben ser tomados en
cuenta a la hora de implementar los métodos descritos y realizar experimentos propios
para obtener buenos resultados. Se debe elegir un método para encontrar puntos carac-
teŕısticos que nos asegure un buen grado de repetibilidad, es decir, el número de puntos
repetidos entre dos imágenes con respecto al total de puntos detectados [Patrón Pérez,
2006]. En el caso de nuestra implementación con imágenes de fondo de ojo, obtene-
mos buenos resultados utilizando RISA. Un buen grado de repetibilidad, nos facilita la
detección de correspondencias correctas. También es importante una buena selección
en las imágenes para estimar el marco inicial de la construcción del mosaico. Una ma-
la selección del marco inicial nos lleva a una pésima reconstrucción. Otro aspecto a
considerar es que en nuestra implementación los buenos resultados obtenidos en gran
medida se debe a que RISA arroja un conjunto de puntos filtrados, es decir, todos o
la mayoŕıa son bifurcaciones y cruces de vasos sangúıneos los cuales nos facilitan las
siguientes etapa que nos permiten construir el mosaico.

En la literatura encontramos varios autores que realizan construcción de un mosaico
bidimensional con una secuencia de imágenes médicas de fondo de ojo (ver experimentos
en el caṕıtulo cuatro, sección 1.1.5), todos estos autores (incluyendo nosotros) utilizan
una función polinomial de segundo orden con 6 términos como función de transforma-
ción para la creación del mosaico. La mayor diferencia en nuestra implementación con
el resto de los autores es en la etapa de selección de puntos caracteŕısticos extraidos
por RISA (sección 3.1.1). Y en la etapa de registro de imágenes; nosotros utilizamos
algoritmos clásicos que no hab́ıan sido utilizados en la obtención de correspondencia

correctas (sin errores). Esta etapa es crucial para la construcción del mosaico, ya que
una sola correspondencia con un error grande puede darnos resultados no deseables.

Finalmente, el proceso de construcción de mosaico en 2D puede se útil para lograr
la reconstrucción de un mosaico en 3D de vasos sangúıneos (sección 4.6).
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5.2. Trabajo Futuro

Concluimos indicando algunas de las áreas más importantes de este trabajo donde
creemos se pueden realizar modificaciones que ayudarán a mejorar los resultados y la
eficiencia del proceso.

Primero, una investigación a fondo en cuanto a la selección de valores óptimos
asignados a los parámetros utilizados por los métodos descritos en este trabajo,
tales como las dimensiones de las ventanas de búsqueda y correlación. Éstos pue-
den ser automatizados midiendo la distancia que existe entre los nervios ópticos
de un par de imágenes (desde el centro del nervio óptico). De esta forma se podŕıa
saber aproximadamente la distancia que existe entre ellas. Esta hipótesis se basa
en que las imágenes de fondo de ojo no tienen una rotación grande, por lo que
una distancia de traslación seŕıa una buena aproximación.

Segundo, realizar de manera automática todo procesamiento de las imágenes y la
construcción del mosaico de manera que pueda ser utilizada en tiempo real. Es
decir, desde que se toman las imágenes de fondo de ojo al sujeto, poder crear el
mosaico.

Tercero, para evitar el problema de alineación (el mostrado en el experimento 4,
sección 4.5) se puede probar obtener los puntos de transformación de una imagen
contra todas las imágenes con quien sobrelapa en el mosaico.
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