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Resumen

Los sistemas distribuidos de consenso de larga vida sonlegsestemas que llaman al algoritmo de
consenso de manera continua. Un aspecto fundamental etipestie sistemas es el nimero de cambios
en el valor de decision de salida; llamado inestabilidass Investigadores han desarrollado modelos que
permiten explicar la inestabilidad de dichos sistemas, demostrado tendencias en su comportamiento
y han encontrado condiciones para minimizarla. Ademasaseplanteado nuevas preguntas acerca de la
implicacion que tendria modificar algunos aspectos denlodelos originales.

Precisamente una modificacion a uno de los primeros modsltisque permite hacer mas robustay a la
vez menos limitada la ejecucion de los sistemas de conslensoga vida, obteniendo también una adecuada
representacion matematica.

Otro aspecto importante que trata esta tesis es simulamgbadamiento de los modelos tebricos. El
objetivo es obtener informacion adicional a la que nos @rcipnan las ecuaciones de los articulos previos.
Por ejemplo: los investigadores prueban que la inestalileh estos sistemas converge hacia un valor espe-
rado. Sin embargo, las ecuaciones no nos dicen qué tatorapnvergen a dicho valor; por lo tanto, también
introducimos el estudio de lo que llamamos alcance del essthble.

Asi pues, la aportacion principal de este trabajo es ptasen estudio de la velocidad de convergencia
en los modelos hacia el valor esperado. Para ello, empletooisas estadisticas utilizadas por los investi-
gadores de simulaciones y modelado computacional.

Concluimos que la aplicacion de los conceptos de alcari@stilo estable, periodo de calentamiento y
punto de friccion, seran (tiles para la comparacion wietan rapido converge un mismo modelo, cuando el
valor en su parametro de entrada cambia.

De igual modo, a lo largo de su desarrollo, nos hemos enamtian una serie de problemas a resol-
ver; dando como resultado una serie de ejercicios aplisgtdea un curso de temas selectos de sistemas
distribuidos.



Capitulo 1

Introducci on

1.1. El problema del consenso en los sistemas distribuidos

A lo largo del desarrollo de las ciencias de la computacion, los investigadores se han encontrad:
serie de problemas a tratar; en muchas ocasiones han sido resueltos, en otras no; y por ello se ha
escenarios o modelos tebricos donde se busca entender el comportamiento de dichos problemas
condiciones, o bien encontrar limites o cotas para las soluciones posibles.

Dentro de los problemas mas encontrados y tratados en la teoria del computo distribuido esta el
del consenso. Dicho problema es de los mas estudiados debido a su interés tebrico y a sus ir
aplicaciones. En su formulacion basica e informal podemos decir que cada proceso comienza prc
su valor de entrada y después de algunas comunicaciones unos con otros, tienen que acordar
esos valores. Imaginemos el ejemplo de una base de datos distribuida, donde todas tienen que
una transaccion se compromete a realizamgnit) o se da marcha atramllback) en cada una de ellas.
evidente en este ejemplo, que cada una de las bases de datos participantes en la transaccion debe
so6lo una de esas dos operaciones y que debe ser la misma en todas.

En palabras simples diremos que un sistema distribuido es un conjunto de ptapespsieden com
nicarse entre si y se organizan para resolver un problema en comin. Organizar todo ese sistem
repetidamente problemas de acuerdo entre los procesos.

Los sistemas distribuidos computacionales se componen de procesadores que varian en su ai
velocidad y desempefio unos con otros. Ademas de que no comparten un reloj central y sus canale:
nicacion no estan exentos de fallas y limites en la capacidad de transmisién de datos. Asimismo, lo:
distribuidos han proporcionado toda una gama de posibilidades en la resolucion de problemas r
tanto en la ciencia como en la ingenieria. Han dado acceso a diversos recursos antes no disponibles
quier usuario, como lo son el almacenamiento distribuido de gran cantidad de informacion, el acces
a una estructura de control, o bien, el uso de varios procesadores en paralelo para la resolucion de
“pesados”, computacionalmente hablando; dando con ello una ventaja tanto en costo como en tien

Post hoc, podemos pensar en ejemplos de sistemas distribuidos muy utilizados en la actualidac
son Internet y los Clusters. El primero engloba una serie de redes de computadoras entre las cual
gran cantidad de intercambio de informacién; en el segundo caso utilizamos diversos procesadore
que funcionen como una sola supercomputadora, con gran poder de procesamiento y memoria.

Por proceso entendemos a aquella unidad que realiza algiin calculo o trabajo, como aritmético/logico o de com
ComiUnmente puede ser un procesador computacional.



Asi como estos, podemos encontrar numerosos ejemploscaciphes, y es precisamente la heter
neidad en los elementos que conforman un sistema distribuido la que hace que sea dificil la sitt
sincronizar el trabajo.

El problema del consenso ha sido estudiado bajo una gran variedad de suposiciones en sus r
comunicacion y sus tolerancias a fallos; en algunos casos mostrando cotas inferiores (como en [2]
algunos mostrando resultados de imposibilidad (como en [11]); y en otros disefiando algoritmos ¢
(como en [10]).

Las investigaciones relacionadas a este problema han sido descritas como de “una sola pasada
los procesos comienzan con su valor propuesto y tienen que resolver consenso una sola vez. Pero |
distribuidos reales tienen que resolver consenso repetidamente en entradas recibidas una despué
De esa manera, los investigadores han estudiado versiones del consenso continuo o también llamac
de larga vida; y han propuesto soluciones las cuales son mas eficientes que simplemente repetir €
independientes del consenso de “una sola pasada”.

1.2. Los requerimientos a cumplir en un algoritmo de consenso

En el problema estandar del consenso de “una sola pasada”, cada una gedossadores propone
valor binario de entrada y después de algunas comunicaciones entre ellos, tienen que acordar un ve
como salida. Estas entradas son representadas como vectores hiratioensionales; id est, elemen
del conjuntoZs.

Si bien el problema puede resolverse de manera trivial, por ejemplo: que todos los procesos dec
aunque para fines practicos esa no seria una buena estrategia.

Los sistemas de consenso deben satisfacer esencialmente tres requerimientos a fin de conse:
sensus omnium:

1. Todos los procesos correctos deciden el mismo valor. (Acuerdo).
2. Tarde o temprano cada proceso no fallido debe decidir un valor. (Terminaciéon).
3. El valor decidido tiene que ser el valor propuesto por algln proceso del sistema. (Validez).

Nosotros consideraremos también un parametro de tolerancia atfidlagie0 < ¢ < [n/2] con un reque
rimiento adicional:

» Sialomag entradas son iguales a un valor binabientonces la decision de salida es igual-ab.

La idea principal que no debemos perder de vista en el estudio de la estabilidad en un sistema ¢
de consenso de larga vida, es que el valor de decision puede cambiar a lo largo de varias y repetida
nes del algoritmo de consenso. Por esto mismo, es preferible el uso de algoritmos de consenso de
en los cuales el nimero de veces que el valor de decision es cambiado es lo mas pequefio posible. |
te imaginemos un ejemplo, en donde tenemos un conjunto de sensores replicados los cuales debe
un dispositivo (un avibn remotamente dirigido) debe realizar alglin cambio en su ejecucion (subir o
altitud). Es en este sentido que nos interesa estudiar qué tan estable puede ser el sistema de cor
entender los aspectos y los limites de la estabilidad tratamos de que el modelo sea lo mas general |
pocas palabras, nos interesa que los cambios de decision a lo largo de ejecuciones consecutivas de
sea minimo.



Otro aspecto fundamental de nuestra definicion es la aatnkzacion. Un sistema que tolera fallas
transitorias es autoestabilizante. Una falla transitptiade cambiar el estado actual de un proceso a otro
diferente dentro de su espacio de estados posibles. Lagarbide autoestabilizacion de un sistema asegura
la recuperacion de un estado arbitrario a un estado quénéanton la ocurrencia de fallos inesperados.
Estrictamente hablando, si la salida de un sistema no casubizdo un limitado nUmero de entradas cambia,
entonces ese sistema es también tolerante a un limitadeno(de fallas transitorias que ocasionen cambios
en los valores de las entradas.

Si bien, en el presente trabajo nos enfocaremos en repaesam®s que asumen entradas binarias, es
menester sefalar que también se ha estudiado, los matkekituaciones en que los valores a decidir por
el sistema distribuido, forman parte de un rango multivdduévea el articulo [5]). Ademas se dan unas
demostraciones detalladas del lema 1 (pagina 11) y del Z¢pagina 12), las cuales son alternativas a las
presentadas en [2].

Cabe mencionar que el desarrollo de esta tesis sirvid case para un articulo presentado en el En-
cuentro de Estudiantes de Ciencias de la Computacion 20@T I®N, donde obtuvo per se el premio de
segundo lugar al mejor articulo. También sirvid de bam® una presentacion y un articulo fast abstract en
el Third Latin-American Symposium on Dependable CompuB07; llevado a cabo en la Universidad de
San Nicolas de Hidalgo en Morelia, conjunto al Encuenttertmacional de Computacion 2007.

1.3. Objetivos planteados y descripéin de resultados obtenidos

Basados en la formalizacion, estudiaremos la estabilitadistemas sin memoria donde ejecuciones
consecutivas de consenso son independientes; y compawarla estabilidad de sistemas que pueden man-
tener memoria de ejecuciones de consenso previas. Posteni®, generalizamos las entradas al sistema, de
manera que no estén restringidas a la definicion 2 (pagMaomo en [5] y [2]; sino que realizamos una
modificacion tal y como se presenta en [4]. Con ello, se ftimaia unos nuevos sistemas con memaoria y sin
memoria, para los cuales realizamos unas simulacionesn@outadora, a fin de estudiar su comportamiento.

Otra clasificacion que resulta ser relevante, es si elss&s simétrico o no. En un sistema simétrico las
decisiones son tomadas solamente en base a la distrilileios distintos valores de entrada, pero no en cual
proceso especifico se produjo un particular valor de eati@ith embargo, en este trabajo sblo consideraremos
sistemas simétricos.

Hasta este momento, los investigadores han mostrado largamcia de la inestabilidad de estos mode-
los. Sin embargo, las simulaciones computacionales pugaEtarnos informacion adicional que no ha sido
estudiada hasta ahora, como lo puede ser la rapidez con la qestabilidad de los sistemas converge al
valor predicho en las ecuaciones.

Estas simulaciones en computadora, son presentadas apltgas 4 y 5, las cuales fueron realizadas
en lenguaje MTLAB, bajo el ambientaVindows XPy Mac Os X con arquitecturagntel Centrino Duo e
Intel Xeon de doble nlcleo respectivamente. Vea los apéndideg B.2.

El problema del consenso de larga vida es una version dimadel problema del consenso de “una
sola pasada” donde las entradas cambian en el tiempo y ldtadss de estas simulaciones sirvieron para
comparar la inestabilidad mostrada en los modelos sin mamerlos modelos con memoria. Notese que un
algoritmo de consenso de “una sola pasada” que tolakas para un modelo particular de comunicacion,
puede ser usado para resolver la version del consensade/ida, simplemente invocando una nueva version
del algoritmo en cada fase. Pero este tipo de solucion peodn sistema de consenso de larga vida con
estabilidad no garantizada en el siguiente sentido: siéasoves de entrada de dos fases consecutivas no
cambian, los valores de decision pueden cambiar, debidmalos de ejecucion.



Nos interesa minimizar las variaciones de las salidas deddase tanto como sea posible. Por supuesto,
si el vector de entrada cambia @f¢ en una fase, a un vectdf en la siguiente fase, entonces la decision de
salida tiene que cambiar dea 1. Pero si el vector de entrada cambia en unos pocos bits, édepgee el
cambio de decision sea evitado.

Comenzaremos pues, con una serie de definiciones que usaadoriargo de esta tesis. Después daremos
un panorama general sobre el estado del arte ad usum referdos trabajos realizados por los investiga-
dores en el area; concluyendo el presente capitulo comesefia de los resultados previos importantes que
debemos tener presentes al adentrarnos en el tema.

El resto de la tesis esta organizada de la siguiente formel @apitulo 2 veremos a detalle la estabilidad
mostrada por algunos de los primeros sistemas de consernagydevida (vea [2]). El capitulo 3 muestra
los cambios realizados en la interpretacion de las ergradan de hacer mas poderoso el modelado de los
sistemas (vea [4]). El capitulo 4 ensefa los experimemakzados por las simulaciones en computadora
sobre los modelos previos. Y el capitulo 5 presenta un estabre la velocidad de convergencia de los
modelos, basado en las simulaciones del capitulo antegnrel articulo [4].

De las simulaciones hechas también observamos el compertto de los sistemas a lo largo de las
ejecuciones; notamos el valor mas grande en la inestabitdando el parametro de tolerancia a falles
igual a la mitad del valor de. Asimismo, notamos la convergencia predicha por los iiyagdores y una
gran variacion en los valores tempranos de salida de la@fat

A fin de que constituya una aportacion original en el estdditos sistemas distribuidos de consenso de
larga vida; mostramos los resultados en términos de wmcte estadistica utilizada por los investigadores
de simulaciones computacionales. No olvidemos que unaaiin es el resultado de un modelo con va-
riables estocasticas; por lo tanto, para decir qué tpidoaconverge nuestra simulacion al valor esperado,
es necesario decir en qué momento alcanza su estado dididestafal que llamaremos punto de friccion).

Y lo importante aqui es comparar ese punto de friccibn daannuestro programa de simulacion le damos
distintos parametros de entrada.

Anticipando algunos resultados al lector, diremos quexpsementos muestran que conforme el nUmero
n de procesos participantes en nuestro sistema distrib@doilsenso continuo aumenta, el punto de fricion
se posterga. Y este comportamiento se observo tanto enddloncon memoria como sin memoria.

1.4. Descripcon del problema: consenso de larga vida y estabilidad

El consenso continuo o de larga vida, es una version doeael consenso de “una sola pasada”; es-
to quiere decir que el algoritmo de consenso se tiene quzaeale forma repetida conforme los valores
aportados por los procesos participantes cambian en ghdieBi estos valores cambian, entonces la salida
(el valor acordado) debe cambiar; sin embargo, si sélo pooss de esos valores de entrada cambian, es
posible evitar el cambio en el valor de salida. Asi puesndaain cambio en la salida se realiza, entonces la
inestabilidad del sistema aumenta. Por lo tanto, buscaasosdndiciones necesarias para describir la peor
situacion en la inestabilidad de un sistema distribuidoealiesenso de larga vida.

Uno de los primeros modelos propuestos es el de entradagsieasl [2], donde los procesos partici-
pantes en el sistema pueden cambiar su valor propuesto adaind sola vez. Dado lo muy limitado que
este modelo puede ser, los investigadores mostraron ctenpentos interesantes. Posteriormente, el mo-
delo sufrid una variacion; ahora los procesos partidigaestaban organizados como vectores que formaban
un conjunto de veértices, los cuales se relacionaban sloyss@entre dos vectores habia sblo una entrada
distinta. Dando con ello el modelo de un hipercubo [4] dorat#acvértice tiene asociada una probabilidad
de desplazamiento de acuerdo a la cantidad de entradas déudado.



Para un camino aleatorio sobre el hipercubo, nos interesantidad de pasos realizados por un vértice
en particular (el vértice cohentradas de un valor dado). Ese numero de pasos dividide laribngitud del
camino aleatorio es ahora lo que llamaremos inestabilidad.

En la practica existen varias razones para preferir ursiatde consenso continuo estable: algunos
dispositivos son discretos, como aquellos que determinarascompuerta se abre o se cierra. Existe también
la posible alargamiento operacional del tiempo de usonaligaal encender o apagar un motor. La energia u
otro recurso de consumo es proporcional al nimero de tiansgis entre encendido y apagado de un motor,
reduciendo con ello su tiempo de vida Util.

Existen muchas aplicaciones del consenso de larga viddpdamm ello toda una rama de investigacion
y aplicaciones para el desarrollo de los sistemas distiisucomputacionales.

1.5. Una breve resia de la investigacbn relacionada al consenso

Hablar de los sistemas distribuidos de consenso es hahléugar a dudas de algunos de los trabajos
de Leslie Lamport [20]. Ab initio, cuando se acopl6 libratteea un conjuntos de procesadores que inter-
actuaban mediante una red de comunicacion, y que desdatel gl vista de un procesador en especifico,
el resto de los procesadores y sus respectivos recursogsaios, fue la instauracion de lo que hoy cono-
cemos como sistema distribuido [8]. Las investigacionektataport han contribuido esencialmente en los
fundamentos de la teoria del computo distribuido. Entieaticulos mas destacados podemos mencionar:
“Tiempos, relojes y ordenacion de eventos en un sistent@bdislo” [24] y “Fotos Instantaneas Distribuidas:
Determinando el Estado Global de un Sistema Distribuid6];[@n los cuales introduce la nocion de causali-
dad de eventos, consistencia de relojes l6gicos y cortefeenciones. Estos conocimientos se han utilizado
en la sincronizacion de relojes fisicos entre processxlormotos, implementacion de sistemas distribuidos
replicados, y la creacion de algoritmos distribuidos ceelwsion mutua; donde un procesadgral cual se
le ha asignado un recurso, lo tiene que liberar antes de qoeesta asignar a algin otro procesaggrlas
peticiones a recursos se atienden en el orden en que sehigise garantiza que si todo procesador libera
su recurso entonces todo pedido es atendido tarde o temprano

También podemos mencionar el articulo: “El Problema dédenerales Bizantinos” [23], donde su estu-
dio es el manejo de un sistema distribuido, cuyos processdgupresentar comportamientos completamente
arbitrarios, sea por errores o por ejecuciones malint@acias. A esto podemos afadir también que se han
desarrollado algoritmos que toleran un nimero deternairkedfallas bizantinas, como en el articulo [1] don-
de se muestra un algoritmo distribuido que resuelve conssred nUmero de procesos con comportamiento
impredecible es menor a un cuarto del total de procesos.

El termino se refiere al problema de acuerdo entre genedalegnperio Bizantino, quienes deben de
decidir si atacar o no a un enemigo [27]. El problema es caagt por la separacion geografica de los
generales, quienes se comunican enviando mensajes unoga®ry por la presencia de traidores entre los
generales. Estos traidores pueden actuar arbitrariagnent@ndo a algunos generales a atacar, o forzando
una decisiobn que no es consistente con el deseo de la mayori

Otro de los trabajos mas mencionados de Lamport es el tdgnde Paxosi{ayoo) [13] y [14]. En este,
se resuelve el acuerdo en los valores de entrada sobre umtmiie maquinas de estados replicadas [22].
Hacia finales de los afios 80’s del siglo XX, la Systems Rebdaenter implement6 un sistema de archivos
tolerantes a fallos, y afirmaban que dicho sistema podidenanconsistencia a pesar de cualquier nimero
de fallas no bizantinas, y podria hacer progreso si cuatquayoria de los procesadores hubiesen trabajado.
Como muchos de tales sistemas, este era bastante simpbocuamabia errores, pero tenia un algoritmo
complicado para el manejo de fallas basado en tomar condmuigaos los casos que los implementadores



pudieran pensar. A raiz de ello, Leslie Lamport descubtialgoritmo de Paxos, el cual es un protocolo
de consenso de tres fases. Reconocid que son necesasifeste para evitar un bloqueo del sistema en la
presencia de una falla arbitraria simple.

Inspirado por el éxito y la popularizacion que el probled&h consenso tenia al describirse con gene-
rales bizantinos, decidi6 dar el algoritmo en términosidgparlamento de una antigua isla griega [29]. Se
sugirib para ello el nombre de la isla de Paxos; y di6 a Igssladores griegos nombres de cientificos de
la computacion trabajando en el area utilizando un falatecto griego. Asi pues, escribid acerca de una
antigua civilizacion egea y su perdido protocolo parlataga. Ademas, el mismo Leslie Lamport expuso
algunas platicas y presentaciones del algoritmo de Pagigle como un arqueblogo.

Sin embargo, su sentido del humor no fue apreciado; la gardeota sus conferencias recordaba al
“Indiana Jones” y su encuentro arqueolbgico pero no elrdiigo. Los que leian el articulo se distraian tanto
en la parabola griega que no entendian el algoritmo. $acla la gente que afirmaba haber leido el articulo,
Lamport les escribia un par de meses después la siguimgamna: ¢ Puede usted implementar una base de
datos distribuida tal que pueda tolerar las fallas de cugdquimero de sus procesadores (posiblemente de
todos ellos) sin perder consistencia, y que reanude un atampiento normal cuando mas de la mitad de los
procesadores estén trabajando con propiedad de nuevaguiidi de ellos notd cualquier conexibn entre esta
pregunta y el algoritmo de Paxos!

El articulo original de “The Part-Time Parliament” fue peatado para TOCS en 1990, no fue aceptado
para su publicacién diciendo los revisores que el adicadl usum, era medianamente interesante y no muy
importante, pero que todas las cosas de Paxos debian sataguiSin embargo, Lamport, un tanto molesto,
puso el articulo a remotis. Pero unos afios mas tardee gnla Systems Research Center necesitaban
algoritmos para los sistemas distribuidos que habianteods y Paxos proporcionaba justo lo que ellos
necesitaban.

Efectivamente, no hubo problema alguno con el algoritmdempntado y fue entonces cuando Lamport
penso en que el momento de ponerlo a publicacion halgjadte

Mientras tanto, a pesar de todo lo que habia pasado, hub@lgue si reconociod la significancia del
algoritmo: Butler Lampson. Lo mencioné en sus conferengian sus articulos[19]; ademas de que interesd a
otros investigadores para publicar su version de espacifioes y pruebas. Convencieron a Lamport de que
su articulo necesitaba revision para tomar en cuentalehjp que se habia publicado entre esos afios. Asi,
finalmente, con algunas revisiones y comentarios de otvestigadores, el articulo apareci6 publicado [13].

No todos los articulos han pasado las peripecias que hdgasaalgoritmo tan importante como lo es
Paxos.

Uno de los resultados mas importantes dentro del compsitdbdiido, con respecto a la imposibilidad de
disefiar una solucion deterministica al problema detengso, en un sistema distribuido asincrono propenso
a fallas de caida en sus procesos; la dieron Michael J. Fjddhacy A. Lynch y Michael S. Paterson [11].
En el mismo sentido, Idit Keidar y Sergio Rajsbaum, dieroa prueba simple e intuitiva sobre una cota
inferior de f 4 2 rondas para resolver el problema del consenso uniforméd @pt, que para cada algoritmo
de consenso que toletdallas y que para cadf < t — 2, existe una ejecucion cghfallas que requiere de
f + 2 rondas para resolverlo.

Algunas versiones de algoritmos de consenso de larga vate@pron en “The Part-Time Parliament”
[13], y en “Revisando el Algoritmo de Paxos” [19]; donde yacsesideraban algunos modelos. El manejo
de inestabilidad en estos sistemas, tanto con entradagakicamo multivaluadas fue desarrollado en [2] y
[5] respectivamente.



1.6. Resultados previos del consenso de larga vida y aplicanes

Actualmente, en muchos algoritmos de consenso, existe alguna libertad en la forma en que los
dores pueden escoger su decision. Tipicamente, después de algunas comunicaciones, un procesar
un conjunto de valores de entrada y entonces decide en uno de esos valores, usando algin criterio, -
decidir el maximo, el mas frecuente 6 el de mayor prioridad, etc. Usualmente, hay mas de un crit
el cual el algoritmo trabaja correctamente. Para entender cuéales son las estrategias mas estables
de escoger los valores de decision, comenzaremos por abstraer la forma del modelo de comunic
algoritmo especifico de consenso utilizado, de la siguiente manera:

En cada fase el sistema comienza en algln estagloecibe un vector de entrada Como resultado ¢
una ejecucion particular, los procesadores convienen en algun valor bfitario) = b, satisfaciendo Ic
requerimientos del consenso de “una sola pasada”, y llevando el sistema a alguyestage- s’. En ur
sistema distribuido especial, las funciongyg g pueden depender de la ejecucion en particular, y de al
puedan ser no deterministas.

Es necesario abstraer el modelo de sistema distribuido a fin de hacerlo lo mas general pos
restringirlo a propiedades tales como el tipo de canales de comunicacion o la arquitectura de los prot

Estos resultados pueden ser interpretados como “lo mejor posible” en el sentido de que muestr
la mejor estabilidad posible que puede ser alcanzada en principio, abstrayendo las propiedades ¢
distribuido en particular. Esto es; hacemos estas funciones deterministas escogiendo una ejecuc
mas grande nimero de cambios de decision.

Ha habido diversas caracterizaciones acerca de la estabilidad en los sistemas de acuerdo a sus |
de simetria y de memoria. Entre los resultados destacados en el articulo [2], se han obtenido cotas
e inferiores para la estabilidad de sistemas con memoria; mostrando por ejemplo, que un bit de m
suficiente para obtener un sistema de consenso optimo. De igual manera, se mostro la estabilidad
para un sistema simétrico sin memoria.

Para el caso de estabilidad en sistemas de consenso de larga vida con entradas multivaluac
autores tuvieron gue recurrir a técnicas topologicas para complejos de alta dimensién (2s3)ledino de
los requerimientos de validez del consenso multivaluado es que la decision puede estar entre los
dos procesos correctos. Asi pues, estudian dos tipos de sistemas: los sistemas de vald? Exaatmde €
valor de decision es el valor de un proceso correcto; y los sistemas de rango de valoyedande el valc
de decision del sistema esta en el rango de valores que aportan procesos correctos.

Basados en el resultado de que el consenso multivaluado puede reducirse a consenso bina
enfocaremos en modelos que asumen entradas binarias.

Veremos el desarrollo de un sistema simple llam2&d?, tal que dado un paramettpresuelve consen
de larga vida tolerandbfallas. Este parametrig donde) < ¢ < 5 tiene algunos requerimientos adicioni
tales como: si a lo méasentradas en el vector son iguales a un vala@ntonces la decision que se tom
igual al — b; cuandot = 0 el conjunto de requisitos de tolerancia a fallos es vacio; y cuahdol = n
entonces requiere que la funcion de decision de los procesos sea mayoria.

Este sistemd& P comienza con inestabilidad igual @uandon > 4¢; y converge hasta una inestabilic
igual a2t + 1 de forma monbdtona cuandcse acerca a satisfacer la ecuacios 2t + 1.

De igual forma veremos un sistema simétrico sin memBi$acuya inestabilidad e + 2 para cualquie
n > 2t + 2. En general los sistemas simétricos sin memoria poseen una inestabilidad muy grande.

En el articulo [2] los autores dejan abierta la pregunta de si existe un sistema sin memaoria con il
dad menor quét + 1 para cuanda > 2t + 1.

Estos modelos serviran para cuando mas adelante realicemos algunas variantes en la forma de
de las entradas; dando con ello sistemas de mayor flexibilidad con comportamientos interesantes.



Concluimos el capitulo sefialando que el uso de sensgoésados de una manera exacta y confiable
ha desarrollado una gran atencion de los sistemas distodule tiempo real [21], y para largo tiempo [28].
Usualmente se utilizan funciones de promedio de manerpémdiente de ejemplo a ejemplo, algunas veces
combinandolas con protocolos de consenso como en [25].

Un tipo especial de sensores, son los sensores de tiempegiesdispositivos para medir el tiempo.
El problema de sincronizacion de relojes es realizar lautacde distintos dispositivos de reloj (sensores) y
producir un sélo valor de tiempo, el cual sea exacto y col#itamto como sea posible y de la manera mas
eficiente. Existe mucha literatura acerca del problema mieraiizacion de relojes y sus correspondientes
funciones de promedio (vea [34]). En los sistemas que regquigncronizacion de relojes, un tipo de estabi-
lidad a menudo es deseado, pues se trata de evitar briresticds en los valores de tiempo, principalmente
por amortizar el ajuste del reloj en tiempo real [35].



Capitulo 2

Estabilidad en sistemas de consenso
continuo

Los sistemas distribuidos de consenso continuo (o también llamadasgdevida son una coleccit
de elementos cuyo modelo matematico tiene el proposito de realizar acuerdo entre los valores p
por un conjunto de procesos; los cuales estan a su vez, posiblemente cambiando su propio valor
conforme pasa el tiempo. Si bien, este problema se presenta cominmente en los sistemas compt
las soluciones para consenso de “una sola pasada” propuestas por varios investigadores como Les|
[13] y [14], Rachid Guerraoui [10] y Michel Raynal [1] pueden aplicarse a cualquier sistema distribi
general. El consensmontinuoo delarga vidaaparece en los trabajos de Lior Davidovitch, Shlomi Dol
Sergio Rajsbaum [5]; Shlomi Dolev y Sergio Rajsbaum [2]; posteriormente Florent Becker, Sergio Re
Ivan Rapaport y Eric Rémila [4] y se trata de la version dinamica y cambiante en el tiempo del con:
“una sola pasada”.

En este capitulo veremos las nociones introducidas sobre inestabilidad en sistemas con modelt
en entradas geodésicas (i.e. que cambian su valor de entrada a lo mas una sola vez). La idea |
mostrar un escenario de las investigaciones y resultados previos al modelo de hipelaud® veremc
cotas alcanzables para modelos con memoria y sin memoria.

Comenzaremos con una serie de definiciones (seccibn 2.1) y posteriormente trataremos la ine
de un sistema con memoria llamaBd (seccion 2.2.1). A continuacion, haremos el analisis de inestat
paraBsS, el cual es un sistema sin memoria (seccion 2.3.1). Ambos sistemas se basan en el mod
los procesos participantes pueden cambiar su valor de aportacion a lo mas una sola vez y esto nos
base para las modificaciones que realizaremos en el capitulo 3.

2.1. Definiciones

Empezaremos con una formalizacién abstracta de un sistema de consenso de larga vida y la
de estabilidad. La formalizacion es independiente de un modelo especifico de computo distribuidc
entender las cuestiones basicas de estabilidad. Asumiremos entradas binarias en los vectores,
valores propuestos por los procesos 8dnl (v. gr. realizarcommito rollback).

*En el modelo de hipercubo se piensa en los posibles caminos que podria tomar una secuencia de vectores de
1—esima componente cambia. Esta modificacion la estudiaremos en el capitulo 3



Definicion 1 Un sistema de consenso de larga vidase representa como una tupla = (n,t, S, g, f)
donde:

= 1 €s el limero de procesos participantes en el sistema.

= ¢ es el paémetro de tolerancia a fallos tal que< ¢ < |n/2]; con un requerimiento adicional: si
lo mast entradas son iguales a un valéy entonces la decigh de salida es igual & — b.

S es el conjunto de posibles estados del sistema y contiene al estado especiakinicial

g es la funcbn de transicbn tal queg : Z3 x S — S.

f es lafuncbn de decidin tal quef : Zy x S — Zo.

La funcién de decisibn mapea un vector:dentradas de procesos y un estado del sistema (si ¢
memoria), a un valor de decision. La funcién de transicibn mapea un vectoed&adas de procesos )
estado actual del sistema, al siguiente estado del sistema. El paraipeéde ser usado para modelar
situacion donde a lo méagprocesos pueden fallar.

Si un vector de valores introducidos por los procesos contiene magdet 1's, este es necesariame
el caso en que dos valores distintos de entrada existen, y de ahi que el sistema sea libre de decidil
de ellos. Sin embargo, si a lo méprocesos regresan un valgres posible que ellos estén fallidos y la fut
produce sblo valores — b. En este caso el sistema es forzado a detidirb.

En el caso de consenso multivaluado, es necesario definir dos clases de funciones: una de valc
otra de rango de valores (Tal como se explica en [5]).

Definicion 2 Una secuencia de vectores de entrada es gsiod si la entrada de cada proceso es camk
alo mas una sola vez.

Por ejemplo: la siguiente secuencia de vectoreZEiene a lo mas un sblo cambio en cada entrad:
0,1,0,1,1 — [1,1,0,1,1] — [L,0,0,1,1] — [1,0,1,1,0]
La entrada subrayada ya ha cambiado su valor.
Definicion 3 Una fase es el intervalo entre dos cambios de entrada.

Ejemplo: vemos el cambio en la segunda entrada

1,1,0,1,1] — [1,0,0,1,1]
fase

En cada fase, el procesador obtienenurvector de entrada, se comunica con los otros procesad
produce un valor (o un vector) de salida satisfaciendo los requerimientos del consenso de “una sol:

Definicion 4 Definimos la inestabilidad de un sistema de consenso de larga vida como el peor ca
nimero de cambios en la dedsi de salida sobre cualquier secuencia gesida de entrada.

Asi pues, si el nimero mas grande de cambios de decision para cualquier ruta geodésica de
d; entonces la inestabilidad del sistema distribuido de consenso de largB @sgagual al. Lo escribimo
Inestabilidad(D) = d.

Notacion: paraz € Z5 y b€ {0,1} sea#b(x) el nmero de componentes deon valorb.
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2.2. Estabilidad en sistemas con memoria

Comenzaremos diferenciando los modelos de acuerdo a su propiedad de poder recordar gj
previas o no; es decir, modelos con memoria y modelos sin ella. Para el caso con memoria (Bt
sin memoria (llamadd3S) se explican su inestabilidad respectiva dada siempre una secuencia de
geodésicos de entrada.

Recordemos que por inestabilidad llamamos al peor nUmero de cambios en la decision de ¢
sistema, dada cualquier entrada geodésica.

2.2.1. ElsistemaBP

A continuacion se presenta un sistema de consenso de larga vida, denoliBiadon so6lo un bit d
memoria. En el articulo [2] se prueba que la inestabilidadBde es una funcion la cual comienza &
cuandon > 4t, y converge de manera monbétona ha@fiat- 1, conformet se acerca élg—l En el limite
cuandon = 2t + 1, la inestabilidad dé& P es2t + 1. También se probb que esta inestabilidad es minim
que ningln sistema tiene mejor estabilidad éi@. Otra caracteristica interesante B& es que es simétris
en el sentido de que la decision es tomada en funcion del nUméfe gele 1’s en el vector de entrada y
el estado actual del sistema; pero no en la posicion especifica de esos bhits (es decir, que ningln |
tiene preferencia sobre los otros).

Veamos el primer resultado interesante sobre la inestabilidad mostradafauando se tiene g
n > 4t.

Lemal SeaBP = (n,t,S,g, f) un sistema de consenso de larga vida dohde % y cuya funobn de
decisbn es:

0 Si#l(x) <t

1 Si#0(x) <t
flas)={ L SHOW)

maj(x) Sis=sg

S en otro caso

Entonces su inestabilidad es a laal.

Prueba: seaz, 1, 25 . . . Una secuencia geodésica de entrada cualquiera, dgrigeb, . .. son los va
lores decididos en cada fase (suponemos que las entradas son valores binarios).

#bo(wo) > 5 +1 i.e.  Se decide lo que propone la mayoria.

Llegamos hasta la decisi@n donde se realiza el primer cambio; entongés (z,) = ¢. (b, es el com
plemento dé).

En otras palabras; del nimero original de bits propuestos por la mayoria en elxgaolamente qui
daront en el vectorz,..

el nUmerox de bits que cambiaron al valéy fue: « > 5+1—t
Ademas sabemos que t < % por ende tenemos que:
ko> HFHl-t > S+1-% = G+l

11



En este punto nos encontramos en un estado sg; por lo tanto, segin la funcion de decision, |
poder cambiar otra vez el valor de decision es necesarig#gyer;) < t para algund > r.

Pero vemos quéi(+ 1) el nmero de bits que cambiaron su valdy. &s mayor que el maximo neces:
(t) para cambiar la decision y como los vectores son geodésicos:

Ya no pueden volver a cambiar su valor de decision.
O

Ahora consideraremos la situacion donde- 2¢ + 1. Note que en este caso no hay libertad para di:
f todo sistema de consenso de larga vida es idéntico, con la funcion de decision de maypfia )

] 0 si#l(x) <t
f(x’s)_{ 1 si#0(x) <t

De ahi quey sea irrelevante.

Lema 2 La inestabilidad de cualquier sistema de consenso de larga vida eoﬁg—l es de2t + 1.

Prueba: la siguiente entrada geodésica prodce- 1 cambios de decision. Las decisiones se inc
bajo los vectores de entrada.

0t1t+1 N Ot-‘rl 1t _ lotlt N
1 0 1

10t+1 1t—1 N 120t1t—1 N 120t+1 1t—2 N
0 1 0

N 1t0t+1
0

En realidad, cualquier ruta geodésica que comienza digamas@ery (¢t + 1) 1’s toma como decisi¢
el valor 1. Posteriormente, un proceso cambia su valor propuestbale@ dando como resultado 1's y
(t+1) 0's; y segn la funcion de decision, el sistema de6idk continuacion otro proceso cambia su v.
de0 a1, teniendo asi nuevamente(’s y (t + 1) 1’s;y por ello segln la funcion de decision, el sist
vuelve a cambiar su salidala

Esta serie de pasos con cambio de decision en la salida se puede repetir Unicamente cuand
alternar los valoregy (¢t + 1) entre los)’s y los 1’s. i.e. que un bit con valor cambia & y a continuacio
un bit con valot0 cambia al; repitiendo este process + 1 veces.

Una secuencia geodésica puede cambiar la decision a l@im@ad veces, ya que una ruta geodé
puede cambiar cada bit a lo mas una vez; y de ahi que contenga ato-m2s+ 1 vectores.

d
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2.3. Estabilidad en sistemas sin memoria

Los sistemagn,t, S, g, f) sin memoria, son aquellos cuyo conjurfo= {s¢}. Ya que so6lo hay L
estado, la funcién de transici@res irrelevante; por ello denotamos a un sistema sin memori&cony).

Los resultados para sistemas con memoria se mantienen también para sistemas sin memor
mismas pruebas: i< 7 la inestabilidad es$ al menos (lema 1), y si = "T‘l la inestabilidad e&t + 1
(lema 2). Por otro lado, note que pa¥a+ 1 < n < 4t la inestabilidad del sistema con memoB& es
estrictamente menor q@e + 1.

Shlomi Dolev y Sergio Rajsbaum [2] mostraron que cualquier sistema simétrico sin memoria tie
tabilidad de al meno8t + 2. También presentaron un sistema no-simétrico sin memoria con inests
2t + 1. En su articulo se deja abierta la pregunta de que si existe un sistema sin memoria con ine:
menor que2t + 1 para cuanda > 2t + 1.

2.3.1. ElsistemaBS

Comenzaremos describiendo un sistema simétrico sin merBdtieon inestabilidadt + 2 para cual
quiern > 2t+2. Entonces se mostrara que no hay sistema simétrico sin memoria que tenga mejor es
Esta cota inferior implica que sistemas simétricos sin memaoria tengan estrictamente estabilidad ma
sistemas con un bit de memoria, ya que el sistéhfade la seccion (2.2.1) tiene inestabilidad de a lo
2t + 1 para cualquien > 2t + 1.

La funcion de decision parBS es:

Fas) { 0 si#l(z) <t

1 en otro caso
Teorema 1

2t+1 sin=2t+1

Inestabilidad(BS) = { 2t+2 sin>2t+1

Prueba: la primer linea fue probada en lema 2. Para probar la segunda linea ahora asumamos
2t + 2.
Primero probaremos quBrestabilidad(BS) > 2t + 2. Consideremos la siguiente entrada geodé
comenzando con:
zo = 1t+10n—t—1

e intercambiamos un bit a la vez, comenzanda d® y luego de) a1, etc.

1t+10n—t—1 N Olton—t—l N
1 0

01t+10n—t—2 _ 021t0n—t—2 N
1 0

N 0t+1 1t+10n—2t—2
1

Note quen — 2t — 2 > 0, porque esta es una ruta geodésica bien definida. Se sigue entonces, que
Inestabilidad(BS) > 2t + 2.
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Ahora probaremos quénestabilidad(BS) < 2t + 2. Para ello consideremos cualquier ruta geodi
gue (sin pérdida de generalidad ya (& es simétrico) comience:

To = 1l0n—l

Si f(z9) = 1 entonced > t + 1. Para obtener un vector de entrada con un valor de decision diferen
al menogd — t 1's tienen que ser cambiado$)ade manera que a lo mad’s queden erx; y f(z1) = 0.
Entonces, es necesario alternar entre pasos de intercambio deé)anusitbit1, y un bit1 a un bit0. Ahore
enz, hay alo mag 1's que pueden cambiar todavia, el segundo paso puede ser ejecutado & \enes
dando un namero total de intercambioslde0 det + 1. Ya que el nUmero de ejecuciones del primer tip
paso esta acotado por el numero de ejecuciones del segundo tipo de paso, alolnmdgrcambios dé a
1 pueden ser realizados. Asi el nimero total de cambios de decision es al& méas).

De otra forma, sif(xg) = 0y ademas < t + 1, en este caso es necesario comenzar por intercam
menost + 1 — [ bits con valor) a valor1 a fin de obtener un vectar, con al menos + 1 bits iguales d,
y de ahi conf(z;) = 1. Asi,z; comienzaconalomas— [ — (t+ 1 —1) =n —t — 1 bits0 que puede
intercambiarse. Sin embargo empezandocgra lo mas cambios dd a0 pueden ser desarrollados, y
ahi a lo mag cambios de decision dea 0. Ya que esta cota en el nUimero de cambios de decisiOrade
empieza en:q, el nUmero total de cambios de decisibn comenzandacg@s a lo magt, y por lo tanto, e
este caso, el numero total de cambios de decision es a latmas.

O

Como conclusion a este capitulo podemos decir que, para el modelo de consdasga déda cor
entradagjeodtsicas se mostraron sistemas en los cuales se diferencioé la inestabilidad presentada d
a su propiedad de poseer memoria 0 no. Para el caso con memoria (llamado &gtgnse mostrd ur
inestabilidad que comienza dncuando el el parametro de tolerancias a fall@&s menor a un cuarto ¢
nameron de procesos participantes en el sistema; y dicha inestabilidad converge de manera monot
2t + 1 cuandot < "T‘l En el limite cuanda = 2¢ + 1 la inestabilidad déB P es precisament&t + 1.

En el caso sin memoria (Ilamado siste&), se mostr6 que la inestabilidad es mayor que en el cas
memoria, es deci2t + 2 cuando el parametro de tolerancias a fatlas "T‘Z Ahora bien, recordemos que
este modelo, por inestabilidad entendemos el peor nimero de cambios en la decision de salida di
dada cualquier entrada geodésica. En el siguiente capitulo haremos una modificacion a nuestra de
inestabilidad (llamandola inestabilidad promedio) y a nuestros vectores de entrada, a fin de que no s
Unicamente a entradas cuyo cambio se permite una sola vez (entradas geodésicas).
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Capitulo 3

Inestabilidad promedio y modelo con
cadenas de Markov

SeaD = (n,t,S,g, f) un sistema de consenso de larga vida aoprocesadores participantes y una
tolerancia a fallog, operando en rondas sincronas. Tenemos por tanto unansecde vectores de entrada
(recordemos que es el nUimero de entradas en el vector y que cada una de glasesta el valor binario
propuesto por algln proceso); sin embargo hasta aquisiaswnido que esa secuencia es geodésica, dando
con ello la limitante de que la secuencia puede ser finites putotal de cambios de entrada posibles es el
nimero de entradas en el vector, ya que cada uno dedatradas puede cambiar a lo mas una vez.

Shlomi Dolev y Sergio Rajsbaum [2] mostraron la inestahilighara los modelos cuyas rutas geodésicas
eran vectores con entradas binarias. Posteriormentersifzaos junto con Lior Davidovitch [5] trataron la
inestabilidad pero en el caso donde las secuencias geagésian vectores cuyas entradas podian cambiar
de entre un rango de valores a lo mas una sola vez.

El caso de vectores con entradas multivaluadas se vuelveamaés dificil, por ello, sabiendo que el
consenso multivaluado puede reducirse a problemas deranbaario [3], seguiremos manejando entradas
binarias, pero quitaremos el requerimiento de secueneadggicas de los vectores de entrada.

La necesidad que surge al sustituir el requerimiento deeseias geodésicas, y pensando precisamente
en el (o los) camino(s) que podria tomar una nueva secushlda—ésima entrada cambia; nos plantea la
idea de que debemos relacionar a cada vector con tantosretsm®mo nimero de entradas haya en él.

Es decir, necesitamos idear un graiq = (V,,, F,,) cuyo conjunto de vérticeg,, sea exactamente el
conjunto de vectores; y que el conjunto de arigigssea la relacion entre vectores que difieran en exacta-
mente una sola entrada.

Tenemos que cada vértice tg es un vector de dimension y que| V,, | es igual al nUmero de posibles
vectores binarios de dimensidn entonces V,, | = 2". Si ademas cada vértice tendra grade! grafoG,,
debe tener las caracteristicas de un hipercubo de diorensi’

El término de hipercubo [15] fue acufiado por el matenaétiglés Charles Howard Hinton en 1888 y se
obtiene del desarrollo del polinomi@x + 1)™ donden es el valor de la dimensionayes el valor del largo,
ancho, alto, ..., etc. de la figura polidimensional eqeitat

Ahora bien, podemos representar el sistebhenediante un hipercubo ca@¥ vértices, donde cada uno
de esos vértices representa un estado con los valoresosipaopuestos por cada proceso; y con esto pode-
mMos considerar nuevas secuencias no geodésicas que pgapweae de manera aleatoria sobre aristas del
hipercubo.

Dando una secuencia aleatoria de vectores de entrada¢gésh el hipercubo), la inestabilidad promedio
del sistema estara dada por una razon de las veces queclarfyhcambia su valor de salida sobre dicha
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secuencia. El objetivo es que tal funcion minimice la inaittad en dos posibles escenarios: sin men
(que llamaremos Sistenia,) y con memoria (que llamaremos Sisteiig).

Resumiendo: dados los enteros no negativgst, conn > 2t + 1; el hipercubo de dimension es ur
grafo cuyos verticed;,, = {0,1}"™ son vectores binarios—dimensionales y el conjunto de aristas§ se
conforma de todos los pares de vértices cuyos vectores difieren en exactamente una component
palabras, un vector de entrada del sistema esta relacionado con otro si y s6lo si existe solamente
en la entrada de uno de los procesos.

Veamos un ejemplo con = 4 procesadores. El hipercubo relacionado a ese sistema t2hdeal6
vértices (figura 3.1).

(07 07 07 0>

(07 07 17 0>

<07 07 07 1>

<17 07 070>

<07 17 070>
<17 17 17 1>

Figura 3.1: Ejemplo de hipercubo asociado a un sistemal gpocesos.

E,, es el conjunto de aristas del hipercubo. Como teneffhiegrtices y cada uno de ellos esta relacior
con otrosn, entonces tenemaos-: 2" aristas. Sin embargo, de esta forma estamos contando aristas de
repetida (dos veces para ser exacto). Por consiguiente, teﬁ!g%(mistas; i.e.que E, |=n-2""1,

Seanrg, z1, x2 . . . los vértices de unamino aleatoricen el hipercubo. Decimos que se trata de un ca
aleatorio porque el vértice inicial se escoge de acuerdo a alguna distribucion probabiljgticsteriorment
los siguientes vértices del camino se seleccionan aleatoriamente de acuerdo a una probabilidac
Consideraremos también que la funcion de decigi@signa un valor de salidda cadax; de modo qu
satisface el requerimiento de tolerancia a fallgg(x;) > t + 1. En general, la funciorf da como salida
valor d basado en los vértices previos del camino.

Con esta representacion de un sistema de larga Pigaediante un hipercubo de dimensianpode
mos escindir la nececidad en el requerimiento de secuencias geodésicas. A partir de ahi podemc
tener una base para realizar investigacion cuando veamos el comportamiento de modelos sin men
memoria, en experimentos de simulacion realizados a caminos aleatorios sobre el hipercubo.

Cabe sefialar que esta serie de trabajos [4] deja abiertos varios problemas de investigacion in
tales como manejar el caso de consenso multivaluado o utilizar otras distribuciones probabilistic
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seleccion del camino aleatorio.

3.1. Representadn e inestabilidad del sistemaD,

Basados en la definicibn 1 de sistema de consenso de larga vida; introduciremos la siguiente:

Definicibn 5 Una ejecuddn de un sistemd es una secuenciéry, sg,dy) — (r1,s1,d1) — ... donde
siv1 = 9(wi,8:) Ydi = f(2i,8:).

Una tripleta(x;, s;, d;) s una configuracion.

Definicion 6 Sea el sistema sin memoty = (n,t, fo) con fo(z) =1 siyDlosiz €I'; coni >t
donder’; es el conjunto deértices del hipercubo con 1's (y con @ — i) 0’s).

Ya que seran (tiles en el uso del modelo del hipercubo, sobre todo para la deduccién de la cur
esperada, daremos la siguiente notacion:

La distanciadis(z,y) entre dos vértices, y es igual al nUmero de entradas en las cuales ellos difi¢

Asi puesdis(x,y) = h siy solo si la ruta méas corta entiey y en el hipercubo es de longitud

Las esquinas del hipercubo son los vectorey 1™.

Definicion 7 La h—vecindadN" (z) de un \ertice 2 del hipercubo, es el conjunto déntices a distancia
lo mash dex.

Asi, NY(0") = {z | #1(x) < t}, y similar paral™. Como por lo generah > 2t + 1 entonce
NHO™") N NH(1™) =0

Asumimos que sic es el vértice actual (que representa un vector de entrada), el proximo uéréie
tomado de una manera aleatoria uniforme, de entre los vértices a distanciawwe elehipercubo. El vertic
inicial se escoge de acuerdo a alguna distribugifdna vez que el vértice inicialy es determinado, tambi
lo es la configuracion inicialzo, so, do). La siguiente configuracion se produce al escoger aleatoriame
vecino der, digamosr; y asi la siguiente configuraci@m, s1, d; ), dondes; = g(xg, so) Y d1 = f(xo, s0).
Esto es, urtamino aleatoricen el hipercubo define una ejecucion.

Formalmente, definimos el siguiente proceso de Markov: el conjunto de estatfps<e§ el cual e
finito, y hay una transicion dec, s) a(2/, ¢') sila arista(z, 2’) € E, y g(z,s) = 5.

Se sigue que la secuencia de variables aleatdijas(, X, . . . con posibles valores dr, x .S, eligiendc
Xy de acuerdo a la distribuciék es una cadena de Markov (como referencia vea el apéndice A.6).

Cada estad(r, s) tiene asociado un valor de salidéz, s) que escribiremog (X;) = d;. Seacy (D) la
variable aleatoria definida por:

-1
1
(D) =7 > | disr — dy |
k=0

Desglosemos el significado de esta variable aleatoria: recordemos que la seleccion del vérti
depende de la distribucioh de los vértices del hipercubo y de la longitidel camino aleatorio. Lo qi
nos indica la expresion dentro de la sumatoria es el nUmero de cambios en los valores de deci
estados contiguos a lo largo del camino aleatorio. Sin embargo, como este nimero puede crecer t
la longitud! del camino aleatorio crezca, resulta necesario normalizarlo dividiéndololentre
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Definicion 8 La inestabilidad promedio de un sistema de consenso de largalvies
e(D) = E(lh'm exi(D))
dondeE es el valor esperado (vea el @pdice A.3).

Notemos que la inestabilidad promedid>) ya no depende de la distribuciOnque tengan los vértic
del hipercubo. Esto se debe a que la seleccion del vertice inicial no influira en el valor especada’t)
conforme la longitud del camino tiende a infinito. Esta afirmacion es valida para el modelo sin n
(como lo es el sistem&),), ya que al no recordar decisiones de estados previos resulta indistintc
comenzar el recorrido de un camino aleatorio infinito.

Ahora bien, es necesario probar la siguiente proposicion antes de demostrar la inestabilidad qu
el sistemaD, (teorema 2).

Proposicion 1 La inestabilidad promedio de un sistema de consenso de larga vida sin mehesa

> 1 fw) = f(v) ]

_ {uv}ebn
N n-2n—1

(D)

Prueba: ya que la definicion 8 nos dice queD) = E(llim cx,i(D)) Entonces necesitamos probar @

> | fw)=f ()]
C)\J(D) . {u,v}€En

l—00 n.2n—1

Xo, X1, X5, ... es un camino aleatorio por el hipercubo y su distribucion estacionartala uniforme
7, = 1/2", paratodar € V,,. Recordemos que la inestabilidad fleuenta el nUmero de veces que la fun
f cambia de decision a lo largo del camino aleatorio. En el articulo [4] los autores se basan en el
ergodico para decir que, la fraccion de veces que el camino aleatorio cruza aristas en las que hay
decision entre la longitud del camino, tiende al nimero de estas aristas divididd Bptfe = n2" .

Formalmente consideramos la cadena de Mark®y, X1 ), (X1, X2),... en la cual cada estado es
arcoe = (X;, X;41) € En de parejas ordenadas de vértices vecinos del hipercubo. Por lo tanto, la
definida sobre el conjunto de estados (arcosjf(€$;, Xx+1) = | f(Xk+1) — f(Xk) |. Hasta aqui, Ic
autores de [4] indican que es necesario verificar que la cadena es irreducible y que su Gnica di
invariante es la uniforme, con lo cual concluimos que:

-1

(D) = 1 X f(X X)) — 2 mefle) = qm=r X fle)

k=0 e€Ey, e€Ey,
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Teorema 2 La inestabilidad promedio del sistenia, est dada por:

n—1
c(Do) = (2,f_1)

Prueba: es necesario contar el nimero de arigtag/) conz € NY(0") y y € V,, — N{(0").

Este nimero e —t) - ('}) porque hay(?) de tales vértices y cada uno tienén — t) aristas adyacent
a verticesy.
_ (=0(})

Posteriormente, basandonos en la proposicion 1, decglig) = =t~ tenemos
()  wl  _ (—t) -1 1 (-1 _ (")
n-2n—1  ¢l(n—1t)! n-2n—1 = fl(n—t)(n—t—1)! 2n=1 " gl(n—t—1)! 2n—1
O
Proposicion 2 SeaD = (n,t, f) un sistema sigtrico sin memoria. Entonces,
n—1 . .
_ n—1\ [f+1)—f(@) |
-y (") S
=0
Prueba: basandonos en el articulo [4] sabemos que:
n—1 n—1
exi(D) — 'Zo Taipn | FGE+1) = f@) | + 'Zo T(it1,) | fE+1) = f(3) |
n—1
Se sigue del hecho de qug ;1) = 741, = (2—n)
O

3.2. Representadn e inestabilidad del sistemaD,

Ahora veremos un sistema con un bit de memoria llam@ago

Definicion 9 Sea el sistem&®, = (n,t, Sy, f1,91) donde S; = (sp,0,1)y

0 Si #1(x) <t
B )1 si #0(x) <t

iz, s) = gi(w,5) = maj(xz) sis=sg
S en otro caso

Aqui, maj(z) regresa el bit mas comin enc {0,1}", o bienl en caso de empate.

Teorema 3 La inestabilidad promedio del sisteniy est dada por:

n—t—1 1 -1
0= (7% )
k=t k

Prueba: ya quef; es simétrica, podemos hacer una proyeccion del sistema a estados de la forr

(i,8) € ({0,...,6 =1} x {0} U {t,....,n—t} x{0,1} U {n—t+1,...,n} x{1}),

donde: denota el nUmero dEs que los procesos estan leyends iepresenta la Gltima salida de (nc
se considera al caso= s porque este aparece sb6lo una vez al inicio). Las transiciones son las sigui
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P{is) = (i+1,8)} =0 P{(is) > (i~ 1,8} =4

n

Dando una cadena de Markov irreducible que tiene una distribucion estacion@ghemos que, ;(D: )
corresponde a la fraccion de veces que la cadena ha estado en(gestaddn — ¢, 0) al tiempol. En efectc
el sistema cambia de decision cada vez que lée mientras su ultima decision haya sitioo bien, cuand
leet 0’'s mientras su Ultima decision haya siflo

El articulo [4] explica que: ;(D;) converge casi seguramentérm ; + m,—; ). Por simetria, se sig
quec(Dy) = 2wy 3.

Denotamos el tiempo esperado necesario para pasar de un gstadoacia un estad¢j, b) de la si
guiente formak; (T} )-

Ya que el inverso del tiempo de retorno esperado corresponde a la distribucion estacionaria, ten
e(Dy) = m Puesto que cada ciclo que pasa (ot ) también pasa pdm — ¢,0), tenemos:

By (T1) = Ew ) (Ta-t0) + Epeto)(Th1)

Por simetria tenemos qu&y; 1)(Tn—t0) = E(,—1,0)(1%,1). Por otro lado para cada# t tenemos gt
E(t71)(Ti70) =Eq0 (Ti,0). Asi obtenemos:

_ 2 _ 1
co(D1) = 2E(;,0)(Tn-t,0) ~ E,0)(Tn-t,0)

El tiempo esperado para alcanzar el estade- ¢,0) empezando dét, 0) es igual al tiempo espera
de alcanzar el estado — ¢ comenzando del estadcen el modelo clasico de Ehrenfest (como refere
puede leer [30]). En efecto, en esta parte del camino el sistema siempre estara et gsieldacambiara
1 cuando alcance la posician— t.

En [4] los autores muestran que el tiempo esperado de ir de un éssagio estado consecutivo+ 1 er

k
el modelo clasico de Ehrenfest es igu%;&) ZO (). Asi
J:

o~ 2 e 50)

Indicando quek’ = n — 1 — k (para poder hacer un cambio de limites) y usando la propiedad t

(;) = (,2,) obtenemos:

1 "o E 'S &
«Dy) ,; ) 2 (y) =D j:kZ/H <J>
Sumando ambas expresiones% y utilizando la propiedad de ql:é (1;’) = 2" tenemos:
P Lt on
Dy = (%)
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3.3. Proyeccbn del camino aleatorio del hipercubo en una recta

Al determinar aleatoriamente primero una configuracion inicial y posteriormente una ejecucion
tema, se va obteniendo una secuencia de vértices los cuales forncamino aleatorioen el hipercubc
El camino aleatoriose vuelve particularmente interesante cuando la funcion de de¢igérsimétrica, i.(
cuando depende soblo de la cantidaddtied 1’s en el vector de entrada. Recordemos que la fungiaiz
como salida el valod basado en los vértices previos del camino.

Recordando el ejemplo del hipercubo asociado a un sistemamatesos (figura 3.1, pagina 16) pc
mos realizar una funcion proyeccid), cuyo dominio son los vértices del hipercubg y cuya imagen sc
los puntos enterose {0,...,n} en una semirect&.

Haremos una particion en el conjuritg de vértices del hipercubo, de acuerdo al nUmero de elemer
un valorb € {0, 1} presentes en el vector de entrada asociado a cada vértice. Entonces la funcion pi
F, asociara a cada elementale Vz con un punta en la semirecta, de la siguiente manera:

F,: Vg - R

Fy(x) = {i | #b(x) =1}
Asignamos & el valor del; por lo tanto seleccionaremos los vértices del hipercubo dependier
contenido dé’s dentro de su vector.
Asi pues, tendremos entonces una representacion del sistema de nuestro ejemplo de la figur:
siguiente manera:

Vectores con ui Vectores con do$’s Vectores con tre$’s

Figura 3.2: Proyeccion en una recta del hipercubo asociadaracesos.

De esta forma, tenemos que asumir ¢fuesta definida sobre este conjunto de vértices en la sem
en lugar de los vértices del hipercubo; diremos entonces fiji¢ = d siy soblo si f(x) = d cuand
#1(x) = 1.

Si aplicamos la funcion proyecciafi, al camino aleatoriopor el hipercubo sobre utamino aleatoris
en la semirecta, obtenemos una cadena de Markov (vea [6]) con transiciones:

Pii— (i+1)}=2" ; Pli—(i—-1)}==% (3.1

n

La probabilidadP de moverse déa: + 1 es simplemente la probabilidad de moverse desde un \
cons entradas iguales ABhacia un vértice con+ 1 entradas iguales h Existenn — i de tales aristas q
pueden hacer que esto suceda.

Este proceso es conocido como el modelo de urnas de Ehrenfest (como referencia puede lee
cual es utilizado por los fisicos teéricos para modelos de difusibn de moléculas entre dos conten
puede ser descrito como sigue: dos uriiasy U, contienen juntasn pelotas. En cada instante de tier
t=1,2,...,unade lasn pelotas es tomada al azar y desplazada de la urna de la cual fue tomada y de

21



en la otra urna. Sel;, € estado en dondk pelotas se encuentran digamos, sin pérdida de generalidac
urnals, parak = 1,2,...,m. Asi pues se estudia la distribucion de el nUimero de pelotas que hay ¢
urna después de que ha transcurrido un largo periodo de tiempo.

Facilmente podemos identificar nuestra proyeccion con el modelo de urnas de Ehrenfest, donde
del’s presentes en cada vértice del hipercubo (nimero asociado en la semirecta) representaria la ¢
pelotas que hay en una de las urnas. Y este a su vez como una cadena de Markov, donde la trans
estados consecutivos, digamosidea F; 1, esta dada solamente por la cantidate pelotas presentes
nuestra urnd/, en ese momento.

3.4. Caminos aleatorios por el hipercubo vistos como cadenas de Markov

Una de las generalizaciones mas importantes del concepto de sucesion de magnitudes aleatori:
dientes, es la nocibn de sucesion en cadenas de Markov [6]. Ya que esta es una serie de evento:
la probabilidad asociada a un evento en particular depende del evento inmediato anterior, induce
de que los eventos mantengan memaria sobre el Gltimo evento y por ello condicione las posibilidac
eventos futuros (vea el apéndice A.5).

Uno de los puntos centrales en el manejo de los caminos aleatorios en el hipercubo, es poderlo:
caminos aleatorios sobre la semirecta, y de ahi manejarlos como procesos estocasticos discretos g
con la propiedad de Markov.

Asi pues, por todo lo comentado hasta el momento, los caminos aleatorios por el hipercubo (y
en la semirecta) estan asociados con los estagatel modelo de urnas de Ehrenfest. La probabilidac
la cual se tendra el siguiente estado depende Unicamente del estado del sistema en ese momento
conduce a la idea del modelo de cadenas de Markov.

En el capitulo 4 se explicara de qué manera las cadenas de Markov, las cuales representan Ic
aleatorios por el hipercubo, nos serviran para realizar las simulaciones computacionales de los mo

Un camino aleatorio por el hipercubo (y por ende en la proyeccion sobre la semirecta) se vuelve
larmente interesante cuando la funcipes simétrica, i.e. cuando depende Unicamente de la cantidés
y 1's presentes en el vector de entrada. Esta funcion es del siguiente tipselsiores estan leyendo el vi
1 entonces la salida e8. Es por esa razbn que podemos hacer la proyeccion del hipercubo a un
unidimensional cuyos vértices sdf,...,n}. Podemos por lo tanto asumir qyieesta definida sobre e
conjunto de vértices en vez de sobre el conjunto de vértices en el hipercubo. En lugar de considera
x (véerticex) consideraremos el estade= #1(x). Asi es como obtenemos lo que hemos dicho mas &
una cadena de Markov con transiciones

P{i— (i +1)} =2+ P{i—(i—1)}=1

n n

Y este proceso es conocido como el modelo de urnas de Ehrenfest. La distribucion invariante de
de Ehrenfest (facilmente calculable por proyeccion de la distribucion uniforme del hipercubo) se sal

©)

oan

. Por lo tanto, la distribucion invariante de la pareja de estados correspondientes a I¢s arcdg

(1) (1) (")

Y (i +1,4) SONT(; i1y = a5 Y T(it1,i) = “9n =, ASI, (i i11) = T(iv14) = —on

T =
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Capitulo 4

Simulaciones de los sistemaBy y D,

Una de las principales contribuciones de este trabajo es la realizacion de experimentos acerca d
tamiento e inestabilidad que van presentando los sistéagsD; mediante simulaciones computacionz

Asi pues, presentamos a continuacion una resefia de las pruebas realizadas. El capitulo se
dividido es dos partes: la primera trata sobre las simulaciones hechas para el modelo sin memoriay |
parte el modelo con memoria.

En ambos casos comenzamos con una explicacion de como se penso el respectivo modelo y ¢
los parametros de entrada para cada uno de nuestros programas. A continuacion de esto, mos
graficas de los resultados obtenidos dando una explicacién intuitiva de su interpretacion.

Cabe sefialar que estas simulaciones fueron realizadas en lengaydj&®] en una computadora |
bajo el ambientéVindows XPcon arquitecturdntel Centrino Duo y también en una Apple Macintosh
sistema operativdlac Os Xy arquitecturalntel Xeon de doble nlcleo. Se escogieron estas caracter
primero, porque el lenguaje M LAB ofrece gran versatilidad en el manejo de una amplia gama de fun
matematicas que optimizan el desempefio de las simulaciones computacionales; y segundo, porqL
mas operativos para los cualess\M.AB estaba disefiado, eréindows XPy Mac Os Xcon sus respectiv
arquitecturas.

Basta decir que las caracteristicas fisicas de velocidad y memoria RAM, fueron también de
adecuadas al momento de realizar los experimentos: 1.66 GHz de velocidad con 1 Gb de espacio e
para el caso de la PC; y 2.66 GHz de velocidad con 2 Gb de espacio en memoria para el caso dt
Macintosh. Aun asi y como comentario al margen, muchas de estas simulaciones requieren de alg!
de tiempo de procesador para llevar a cabo su tarea.

Los programas se realizaron siguiendo las bases de la programacion orientada a procedimien
apéndice B.2) y se aplicaron fases del Proceso Personal de Desarrollo de SbffA@R) a fin de obten
estimados de calidad y tiempo en la realizacion de los programas. Por ello mismo, se obtuvieron p
lo suficientemente flexibles para adecuarlos a distintos experimentos en los cuales se buscaba ob
informacion modificando la perspectiva de la simulacion.

Con lo dicho hasta aqui, ahora pasemaos a ver la explicacion de los modelos de simulacion para I
mas y las graficas resultantes en cada experimento. En dichas graficas, se puede observar compor
tendencias que son predichas por las ecuaciones analiticas de los articulos en los que esta basado
De igual manera (y ese es uno de nuestros objetivos) podemas referir aquellos comportamientos nc
y que puedan aportar informacién acerca de nuestros modelos.

Las meétricas y bases del Proceso Personal de Desarrollo de Software (PSP) se encuentran fuera del alcance y ol
presente tesis.
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4.1. Simulaciones del model®, (sin memoria)

Recordemos la proyeccion deamino aleatorio por el hipercubo sobre ucamino aleatorio en una se
mirecta (seccion 3.3, pagina 21). En esa proyeccion representamos los véertices dende ademas ca
posicion: tiene asociada una probabilidad de desplazamiento (tal y como lo indica la ecuaciéflhgﬂl)
siguiente movimiento sera hacia la izquierdéﬁ—;yi s su siguiente movimiento sera hacia la derecha.

n—1i

S|

n
— —

Figura 4.1: Proyeccion del hipercubo para el modelado de un sistema sin memoria.

Teniendo en mente esta idea de los movimientos con probabilidad asociada a su posicion, reali
programa en lenguaje MLAB que simule el comportamiento de nuestro modelo. Damos como ent
nimeron de procesos participantes en el sistema, el parametro de tolerancia &,fgllaslongitud/ del
camino aleatorio, que no es otra cosa sino el nimero de transitos a realizar sobre los vértices de la
Inicialmente el programa elegira un punto al azar sobre la recta y se desplazara hacia uno de si
(izquierda o derecha) de acuerdo a la probabilidad asociada descrita en la ecuacion 3.1. Posteriorn
tira el mismo procedimiento hasta completar el nGmiate transitos establecidos.

Podemos notar facilmente que si la posici@ttual se encuentra mas a los extremos, entonces tet
desplazarse hacia las posiciones centrales. La razdn de que esto suceda se debe precisamente a
mas cerca esté de los vértices extremos, mas pequefia es la probabilidad de continuar su carr
direccion.

Este modelo esta disefiado para el sistéiale la definicion 6. Por lo tanto, del teorema 2 (pagin:
sabemos que su inestabilidad esta dada por:

¢(Dy) = <"> oot 1 @.1)

t n on—1

(como referencia vea [4]).

En particular, para observar los cambios de decision del sistema, nos interesa los transitos reall
el vérticet. Recordemos que de acuerdo a la funcién de decision del sigdgmas cambios de decision
inestabilidad) se realizaran cuando haya al meéredementos de valar en el vector de entrada.

Nuestro programa, el cual realiza la simulacion del modelo, recibe como entradas numérici
parametros: 1) El nUmera de procesos participantes en nuestro sistema; 2) Un parametro partic
de tolerancias a fallos (el cual utilizaremos mas adelante en las graficas de convergencia); y 3) Lal
de un camino aleatorio por recorrer.
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Asi pues, a continuacibn mostramos la grafica de la esnatil dando a como parametro de entre
y teniendo al parametro de tolerancia a fallasomo funcion de:.. (Notemos que para realizar esta gré
(figura 4.2), no utilizamos ni & ni al).

En el ejer tenemos los valores que va tomarnduasta llegar a (la cual es fija).

n—1
En el ejey los valores de la funcion(Dy) = (2;,1).
Para esta gafica en particular (figura 4.2) se utiliz6 como entrada una00, la cual fue elegida con
una constante indistinta; y se fue variando al parameprara que tomara valores entig/ n, con el fin d

graficarc(Dy).

0.08 T

0.07

0.06 -
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c(o,)

0.03~
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0.01+

Il Il
(0] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Parametro de tolerancia a fallos "t"

0 I | I

Figura 4.2: Inestabilidad mostrada por el sistefhg conformet toma valores entré y n.

Podemos apreciar que la inestabilidad/eipaumenta conformese aproxima & /2.

Un punto a considerar es ¢ Porqué el parametooelegimos como una constante cualquiera? En ree
es que dando el parametriccomo fijo, lo que nos interesa son los valores tjua tomando entré y n a fin
de obtener los valores de inestabilidad en ese intervalo.

Para conocer algunos detalles y descripciones de los programas de simulacion, vea el apéndic
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Al ejecutar el programa de simulacion, también obtuvinzodistribucion que iba tomando el nimerc
transitos realizados por cada vértice de la semirecta.

Recordemos que el parameirdue elegido como una constante cualquiera y la siguiente grafica
4.3), utiliza ese parametro para evaluar la distribucion de pasos por cada vértice. Para este exper
fue necesario hacer uso de la longitudel camino aleatorio, para lo cual es preferible utilizar un val
suficientemente grande.

Por lo tanto, en el eje tenemos el parametro (los vértices obtenidos de la proyeccion).

En el ejey, tenemos el nimero de transitos realizados en cada punto, dividido entre el total ¢
realizados.

Para esta gafica en particular (figura 4.3) utilizamos como parametros de entrada a nuestro pr
misman = 100 que en el caso anterior y una longitud del camire 50000.

0.09 T T T T

0.08 -

0.07 -

0.06 — &

0.05- i

0.04 - i

0.03r— =

0.02- —

0.01~ T

o I I L I 1 1 | 1
(0] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Vertices; Parametro "n"

Transitos hechos sobre cada vertice / Total de pasos

Figura 4.3: Distribucion de pasos realizados por cadacéren la simulacion con = 100 y [ = 50000.

Filemos un punto, digamos un vértige Ahora observemos de la grafica 4.3 la razébn de la car
de veces que el recorrido paso6 por ese vértice entre el total de pasos. Y como comentamos mas
acuerdo con las probabilidades asociadas a cada vértice durante el recorrido, si la pogicéredeuent
mas a los extremos, entonces tendera a desplazarse hacia las posiciones centrales ya que mientre
esté de los vértices extremos, mas pequefia es la probabilidad de continuar su camino en esa direc

Por otro lado, sabemos que la funcion de decigifimdica los cambios de decision de acuerdo al nQi
del’s que haya en un vector de entrada (en este #dga) = ¢). Por lo tanto, para llegar a ese vertige
lo largo de un camino aleatorio en el hipercubo, es necesario que sea un vector cuya carltisaeale
nimero cercano a/2 (que es cuando hay mas vértices posibles por donde transitar).

Es por ello que observamos una gran similitud en las figuras 4.2 y 4.3.
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Uno de los objetivos planteados al realizar las simulaciesesd de mostrar la convergencia prediche
las ecuaciones; sin embargo no es la Gnica finalidad, ya que podemos también obtener informacit
comportamiento que va teniendo la inestabilidad a lo largo de las ejecuciones y ademas saber qué
tiende al valor anunciado (dicho conocimiento no nos lo dice la ecuacion).

Ahora bien, para esta simulacion ya fue necesario hacer uso del parametro de &entEzsta valor €
recomendable que sea cercano a la mitad ger la razbn que nos ensefa la figura 4.2: que la inestak
del sistema es mayor en esos valores. En otras palabras, nos interesa monitorear un eédicd muestr
una alta inestabilidad o bien una alta frecuencia en el nUmero de transitos realizados por él a lo Iz
simulacion.

Por lo tanto, teniendo en cuenta lo anterior, la figura 4.4 nos muestra una ejecucion con paratr
entradan = 100, t; = 50 y [ = 50000 iteraciones.

En el ejex de la grafica 4.4 mostramos el nimero total de transitos realizados.

En el ejey ponemos simplemente, el nUmero de veces que el programa de simulacion ha pase
vérticet = t1, dividido entre el total de transitos realizados en el experimento.

0.12 T T T T
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0.08 1
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o) | 1 I | 1 1 | | 1
(0] 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Longitud del Camino x 10°

Figura 4.4: Convergencia mostrada por la simulacion erréositos hechos par

Sin embargo esta grafica muestra s6lo una ejecucion en particular, por lo tanto no podemos
algin comportamiento del modelo; ya que una Unica ejecucion esta expuesta a los posibles efec
azar va teniendo sobre ella. Por eso mismo, la informacién que nos puede aportar no es represe
comportamiento global del sistema.
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Ahora, es necesario observar la forma que va teniendo la deva figura 4.4 después de real
varias ejecuciones del programa de simulacion y de esta forma tener informaciobn mas acertad:
comportamiento del sistema.

La figura 4.5 al igual que la anterior, muestra el nUmero total de transitos realizados\gje&l nUmer
de veces que el programa de simulacion ha pasado por el varijadividido eso entre el total de transi
realizados en el experimento (gje La principal diferencia entre ambas graficas, radica precisamente
se realizaror1 00 ejecuciones y se promediaron sus resultados obtenidos.
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Figura 4.5: Convergencia mostrada por la simulacion a folae varias ejecuciones.

Notemos que la curva se ha suavizado y ha mostrado una convergencia mas marcada hac
esperado. En el capitulo 5 realizaremos un estudio de la velocidad con la que convergen hacia dict

Sin embargo, de nuevo esta simulacion representa un exclusivo valey ger lo tanto resultaria il
teresante observar el comportamiento del sistema cuando variamos los valores del parametro de t
fallos.

Para ello, pongamos un tercer eje y obtengamos una figura en tercera dimension que nos mu
rentes valores de los tres parametros al mismo tiempo: figura 4.6.
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La figura 4.6 nos muestra diversas ejecuciones de la sinualaain la variacion del parametto

El eje derecho y el eje vertical son similares a los ejgsgy respectivamente de la figura 4.5.

Por el otro lado, el eje izquierdo y el eje vertical son los respectivoscejesde la figura 4.3.

Nuevamente el parametro de entradéue fijado arbitrariamente et00, pues nos interesa observa
comportamiento del sistema cuandimma valores entré y n.
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Figura 4.6: Simulacion en 3D variando el parametro

Observamos un comportamiento interesante en la inestabilidad mostrada durante los inicios
recorrido. Todos muestran una gran variacion temprana independiente del valor queRod&mos atribu
este comportamiento a que la eleccion del vértice incial esta asociada a una distribucion uniforme
tanto es igualmente probable iniciar un recorrido en cualquier vértice.

Tal y como pensamos ab initio, la eleccion de este vértice inicial, no influye en el comportamit
sistema cuando la longitud de los recorridos tiende al infinito.

También podemos notar que las respectivas convergencias se alcanzan casi al mismo tiemp
los casos. Y comparando esto con la grafica 4.5 podemos asegurar que no hay que esperar dem
alcanzar dicha convergencia. Sin embargo, en el capitulo 5 realizaremos un estudio de la veloci
convergencia gue muestran estos experimentos.
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4.2. Simulaciones del model@, (con memoria)

Nuevamente, utilizaremos la proyeccion dainino aleatorio por el hipercubo sobre wamino aleatorio
en una semirecta (seccion 3.3, pagina 21). Hacemos una particion en el cépjudewértices del hipercuk
de acuerdo al nimero dés presentes en el vector de entrada asociado a cada vértice. Entonces le
proyeccionk), asociara a cada elementale Vi con un punta en la semirectd, de la siguiente manere

F,: Vg — R
Fy(z) = {i | #b(z) =i}

Recordemos que en esa proyeccion representamos los vértitesrdedonde ademas cada posicit
tiene asociada una probabilidad de desplazamiento (tal y como lo indica la ecuacié@ $.41: siguient:
movimiento sera hacia la izquierda,ﬂg—i s su siguiente movimiento sera hacia la derecha. Pero pe
simulaciones del caso con memoria se pens6 en un modelo representado por dos semirectas; dont
significa el estado de la decisidon en ese momento. En particular, la semirecta de arriba representa)sl
la de abajo el estadb De igual manera existe una probabilidad de desplazamiento asociada a cada
similar al caso sin memoria. La principal diferencia radica en que cuando la posicion Hlega aon valo
de decisiorh entonces cambia su valor de decisioh. e manera similar, si llega al puntccon valor d
decisionl entonces cambia su decisiof §Tal como lo muestra el siguiente esquema).

0 - t—1 t+1

n—t—1 n—t+1 -+ n

Figura 4.7: Modelado de un sistema con memoria.

Notemos gue ambas rectas representan los mismos vértices, s6lo que en estado diferente.
Este modelo esta disefiado para el sistémale la definicion 9. Por lo tanto, del teorema 3 (pagin:
sabemos que su inestabilidad esta dada por:

c(Dy) = (n ; 1) T oonei (4.2)

En este modelo de sistema con memoria representado en la figura 4.7 también queremos ot
cambios de decision (la inestabilidad) que va teniendo a lo largo del recorrido en su camino alea
acuerdo con la funciorf del sistemaD1, los cambios de decision se realizaran cuando haya al
elementos de valar en el vector de entrada y ademas el valor decidido hasta el momertiposbin, qu:
haya al menos —t elementos de valdren el vector de entrada y ademas el valor decidido hasta el ma
seal.

30



Con la idea de los movimientos con probabilidad asociada asi¢ipn y su estado, realizamos ¢
programa en lenguaje MLAB que simule el comportamiento de nuestro modelo con memoria. [
como entrada el nimeno de procesos participantes en el sistema, el parametro de tolerancia a,fg
la longitud/ del camino aleatorio, que no es otra cosa sino el nUmero de transitos a realizar sobre
correspondiente a su estado.

El programa elegira un punto al azar sobre la linea y se desplazara hacia uno de sus vecinos (i
derecha) de acuerdo a la probabilidad asociada descrita en la ecuacion 3.1. Posteriormente repetir
procedimiento hasta completar el nUmérde transitos impuestos.

El programa de simulacion tendra de igual forma como parametros de entrada tres valores ni
1) El nUmeron de procesos participantes en nuestro sistema; 2) Un parametro pattjcddarolerancias
fallos (el cual utilizaremos mas adelante en las graficas de convergencia); y 3) La |drdgtwsh camin
aleatorio por recorrer.

La primera grafica que presentamos en las simulaciones para este modelo (figura 4.8) nos mue
tribucibn en el nUmero de transitos realizados por cada vértice. Este experimento requirio del uso ar
de los parametros y I.
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Figura 4.8: Distribucion de pasos realizados por cadacegreén el modelo con memoria.

Nuevamente explicamos que el valorides una constante entera cualquietdqseleccionamos cor
un valor lo suficientemente grande.

Asi pues, en el eje de esta grafica tenemos los vértices obtenidos de la proyeccion (paramnéroe
ejey tenemos el nmero de transitos realizados por cada vértice, dividido entre el total de pasos re
a fin de normalizar los valores. Para la grafica 4.8 en particular se utilizaron como parametros de ¢
programa una = 100 y unal = 50000.

Posteriormente en el capitulo 5 realizaremos una comparacion de este modelo con distintos v
parametra: asi como un estudio de la velocidad en la convergencia que muestran estos experimen
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Las siguientes dos graficas (figura 4.9 y figura 4.10) muesiraanvergencia predicha por la ecuat
de inestabilidad para el modelo con memoria. Recordemos que debemos sacar informacion de ell:
comportamiento del sistema a lo largo de las ejecuciones, asi como qué tan rapido convergen.

Para esta simulacion hicimos uso del parametro de entsadadi observamos la figura 4.8 poder
apreciar que la mayor concentracion de pasos esta en los vertices proxiryidsper lo tanto seria rec
mendable el uso de uno de esos vértices como parametro de tolerancia a fallos, ya que mostra
namero de cambios de decision a lo largo de su ejecucion.

Teniendo esto en cuenta, para el experimento mostrado en las graficas 4.9, 4.10y 4.11 se utiliz
entradasn = 100, t; = 50 y [ = 50000.

En el ejer de estas graficas mostramos el total de transitos realizados. Emy gkbjgimero de veces ¢
el programa de simulacion ha pasado por el vértjcen estadd (o el véerticen — ¢; en estad®) dividido
entre el total de transitos realizados por el experimento.
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Figura 4.9: Convergencia mostrada por la simulacion erréositos hechos paren estadd.
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Figura 4.10: Convergencia mostrada por la simulacion etrdositos hechos por — ¢ en estad®.
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Las graficas 4.9 y 4.10 son similares en el sentido de queseqian la inestabilidad en dos vérti
que resultan ser complementarios dentro de un sistema simétrico. No obstante, para este casoc(
entonces: — t = n/2; y por ende representan la misma informacion.

La siguiente grafica (figura 4.11) muestra la suma de la informacion de las dos graficas anterior
4.9y figura 4.10). En el eje tenemos nuevamente el total de transitos realizados. En g¢| ej@mumero d
veces que el programa de simulacion ha pasado ya sea por el veditestadd o por el vérticen — ¢ er
estadd) y dividido entre el total de pasos.
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Figura 4.11: Convergencia mostrada en los transitos hquhrasen estadd o porn — t en estadd.

Tal y como lo presentamos en el caso sin memoaoria, estas ejecuciones que acabamos de ver r
comportamiento de una ejecucion en particular. Teniendo esto en cuenta y al estar asociada una pr
a su movimiento en el camino sobre el hipercubo (y por ende en el camino sobre la recta), es muy ¢
sacar conclusiones de una sola ejecucién, pues no muestran el comportamiento global del sistenr
mismo realizamos las mismas simulaciones varias veces, obteniendo con ello que las curvas se fue
zando y mostrando una tendencia rapida hacia el valor de convergencia; para ello veamos las sigu
graficas: figuras 4.12, 4.13 y 4.14.

Utilizamos como parametros de entrada los valeres 100, t; = 50, [ = 50000 y se realizaron 00
ejecuciones promediando los resultados obtenidos.

Posteriormente, en el siguiente capitulo (5) haremos una comparacion con distintos vatot@stde!
el modelo con memoria como sin memoria.
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En el ejex de estas graficas mostramos el total de transitos realizados.

En el ejey, el nUmero de veces que el programa de simulacion ha pasado por el vgditestadd
(figura 4.12) o el vérticen — t; en estadd (figura 4.13) dividido entre el total de transitos realizados
nuestro programa de simulacion.
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Figura 4.12: Convergencia mostrada en los transitog porestadal a lo largo de varias ejecuciones.
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Figura 4.13: Convergencia mostrada en los transitos:pert en estadd a lo largo de varias ejecucione

Podemos decir de las graficas 4.12 y 4.13 lo mismo que de las graficas 4.9 y 4.10: son simile
sentido de que representan la inestabilidad en dos vértices que resultan ser complementarios de
sistema simétrico. Es decir, que para estos experimentos, como tenentos gye entonces — t = n/2;
y por lo tanto representan ejecuciones iguales.
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La figura 4.14 es el resultado de varias ejecuciones, mostrdadorma similar lo representado et
figura 4.11. Muestra la suma de la informacion de las graficas 4.12 y 4.13.

En el ejex representamos el total de transitos realizados. En ¢l genimero de veces que el progre
de simulacion ha pasado por el vértigeen estadd o por el vérticen — t; en estadd.
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Figura 4.14: Convergencia mostrada en los transitos hegotioisen estadd o porn — ¢ en estadd a lo
largo de varias ejecuciones.

Notemos nuevamente que la curva se ha suavizado por el hecho de promediar las distintas eje:
que ademas ha marcado mucho su convergencia hacia el valor esperado. Sin embargo, seguimaos
restriccion de que esta simulacion se hizo para un valor particulaldego entonces resultaria interes:
ver el comportamiento del sistema con memoria variando el parametro de tolerancia a fallos.

Recordemos queé puede tomar valores entfey n. Asi pues, las siguientes figuras muestran el «
portamiento promedio obtenido por la simulacion del sistéima lo largo de varias ejecuciones y ade
afladimos otro eje con los valores @& on esto obtenemos, las graficas en 3D a fin de tener la inforn

de tres parametros al mismo tiempo.

Notemos algunos comportamientos interesantes.
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La figura 4.15 es el resultado de la simulacion del sistemar@moriaD; a lo largo de varias ejecuc
nes dando diversos valores al parametro de tolerancia a fallos

El nUmero de procesos participantes en nuestra simulacion del sistema=fui®)0 y una longitud d
camino dd = 10000.

El eje derecho y el eje vertical son similares a los ejgsy respectivamente de la figura 4.12. El
izquierdo muestra los valores que va tomaneatreQ y n.
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Figura 4.15: Simulacion del modelo con memoria en 3D, de los pasaspastadd, variando el paramet
t.

Observemos el comportamiento de la inestabilidad al inicio de las ejecuciones; es muy similat
trado por el modelo sin memoria. La eleccion del vértice inicial en el camino aleatorio esta asocia
distribucion uniforme y no causa efectos en la tendencia de la inestabilidad cuando el nimero de pa
a infinito.

Por otro lado, recordemos que en esta grafica el eje vertical solo representa la razébn de los pas
por el vérticet en estadd entre el total de pasos, por eso mismo es necesario mostrar también (en
la razbn de los transitos realizados por el vértice ¢ en estadd entre el total de pasos (figura 4.16) "
suma de ambos resultados (figura 4.17).
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Para la siguiente grafica (figura 4.16) el eje derecho y el ejdcal son similares a los ejesy y
respectivamente de la figura 4.13. Y nuevamente utilizamos los mismos valores de entead&00 y
[ = 10000.

Aqui, a diferencia de la grafica anterior, el eje vertical muestra la razon de los pasos hechc
vérticen — t en estadd entre el total de pasos. No obstante, por el comentario hecho mas arriba, €
graficas (4.15 y 4.16) también son similares en el sentido de que representan la inestabilidad en dt
complementarios dentro de un sistema simétrico.

Q
[e=]
™

Qo
Q
=~

0.05
004
0.03

0.02

oot J A

Pasos por n-t / Total de pasos

o
y

100 . 3
e T 10000
. 4000

Tolerancia a fallog

Longitud del Camino

Figura 4.16: Simulacion del modelo con memoria en 3D, de los pasos pot en estadd), variando €
parametra.
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Ahora mostramos la grafica que ensefia la suma de la infobmacilas dos graficas previas.

En esta grafica, nuestro eje vertical muestra normalizada la union de los dos experimentos ante
eje derecho y el eje vertical son similares a los ejgg, respectivamente de la figura 4.14; y el eje izquir
sigue mostrando los valores tle

Pasos por t o por n-t / Total de pasos

10000

. 4000
Tolerancia a fallog

Longitud del Camino

Figura 4.17: Simulacion del modelo con memoria en 3D, pasando@porn — ¢, variando el parametro

En realidad las graficas (4.15 y 4.16) muestran la misma informacion, tal y como pasa con la
(4.12 y 4.13) y con las figuras (4.9 y 4.10). Su similitud radica en que representan la inestabilida:
vértices complementarios dentro del sistema simétrico; por lo tanto su ejecucion proporciona la mis
macibn estadistica; y esta Ultima grafica muestra el doble de los valores de las dos figuras anteriort

Ahora bien, es necesario dar una interpretacion estadistica de los resultados obtenidos por e
rimentos de simulacion. Para ello, en el siguiente capitulo vamos a comparar las ejecuciones de
programas de simulacion cuando el nUmero de procesos participantes cambia. ¢ Qué pasaesiand
vez mas grande? Las simulaciones ensefian que efectivamente los modelos convergen al valor pr
los investigadores, pero ¢ qué criterio utilizar para la rapidez de convergencia? ¢ Sera necesario utili
técnica de sucesiones sobre las salidas de nuestro programa? ¢ El orden de convergencia se mod
nera proporcional con el parameti® Y de ser asi ¢, Qué métrica nos dice que tan acertada es esa proj
Con estas preguntas es que cerramos este capitulo e iniciamos la interpretacion de nuestros result
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Capitulo 5

Analisis de los resultados de las simulaciones
de los modelos

En el capitulo anterior pudimos observar las graficadltasies de algunos experimentos de simulacion.
Corroboramos la convergencia predicha por los investigedf@l] para ambos modelos. Vimos también que
la eleccion del vértice inicial en el camino aleatorio fiecéa la tendencia de la inestabilidad en los sistemas.
Notamos los puntos de mayor inestabilidad cuando el pdrarde tolerancias a fallosvale la mitad del
nimero de procesos participantesY surgieron las preguntas clasicas acerca del compatamide los
sistemas en funcibn a sus parametros de entrada. ¢Qaieymsdo. cambia de valores? Sabemos que la
convergencia hacia su valor esperado se logra en cualgigel@s casos; pero, cuando los procesos parti-
cipantes son pocos ¢ Se llegara primero a dicho valor quedouson varios? Uno esperaria una respuesta
afirmativa, pero de ser cierto eso ¢ Qué tan rapido lo Raran

La idea es que una vez obtenidos los datos de la simulagdanpos dar una interpretacion adecuada de
los mismos. Es de nuestro interés observar la mayor inédtabalcanzada por los modelos, es decir cuando
t = n/2, para cada respectivade entrada.

Para ello debemos tener una definicion exacta de lo quedsTtes por alcanzar el valor de convergencia,
para asi poder comparar los resultados. Posteriormergenba un diagrama de dispersion sobre los valores
obtenidos, a fin de tener una curva de ajuste y asi encon@atitativamente una relacion entre las variables
de nuestros experimentos. Tengamos en cuenta que lassddidaiestro experimento son valores aportados
por variables estocasticas; por ende un manejo estawltitila informacion resulta ser lo mas adecuado.

En la literatura relacionada al tema de simulacion congioal resulta Gtil la aplicacion de los concep-
tos de alcance del estado estable, periodo de calentanyigniato de friccion; los cuales definiremos mas
adelante.

El presente capitulo esta organizado de la siguiente dotensiguiente seccion (5.1) mostrara a los
valores dados por nuestros programas como resultadosidblearaleatorias independientes e idénticamente
distribuidas; posteriormente (seccion 5.2) haremos ewebanalisis de la aportacion que hace el realizar
diversas réplicas del experimento y promediarlas. Desséccion 5.3) utilizaremos un procedimiento para
reducir la autocorrelacion de nuestros datos a fin de salazcurva de su grafica (llamado Procedimiento
de Welch [32]). Una vez realizado esto, nos basaremos enoeksr de Control Estadistico [33] con el
fin de encontrar intervalos de confianza para nuestros empetos (seccion 5.4). Por Gltimo, concluimos
haciendo comparaciones con distintos resultados donde@hgtron es nuestra variale independiente (esto
lo hacemos tanto para el modelo con memoria como sin mengseegiones 5.5y 5.6)).
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5.1. Las simulaciones como experimentos

Las simulaciones se realizaron a fin de comparar la rapidez con la que convergen al valor esp
modelos de sistemas distribuidos de consenso de larga vida, dando como entrada distintos valo
parametra: y teniendo la mayor inestabilidad para esparticular (id estt = n/2).

Primero notemos que los datos aportados por nuestro programa de simulacion estan almacena
vector unidimensional. Segundo, apriori sabemos que el modelo converge a un valor dado por las f
por lo tanto este vector contendra una sucesion convergente de datos. Debemos observar que est
es el resultado de variables estocasticas; asi pues, resulta conveniente el manejo de estos datos
técnica utilizada en el area de simulaciones y modelado computacional, con el objetivo de medir la
con que ellos convergen. Y tercero, post hoc, poder hacer una comparacion para saber si un det
modelo alcanza antes su valor esperado si el nUmero de procesos participantes cambia.

En muchos estudios de simulacion se invierte una gran cantidad de tiempo y dinero en el desa
modelos y programacion, y se realiza un pequefio esfuerzo para analizar los datos de salida apropic
De hecho, un modo muy comin de operacion es realizar una sola ejecucion con alguna longitud arl
entonces tratar de estimar los resultados de la simulacion como las caracteristicas del modelo “rea
gue las muestras aleatorias de distribuciones de probabilidad son tipicamente usadas para manejar
de simulacion a través del tiempo, estas estimaciones son precisamente realizaciones particulares
bles aleatorias que pueden tener grandes varianzas. Como resultado, estas estimaciones pueden
ejecucion particular, diferir grandemente de las correspondientes caracteristicas verdaderas del
efecto neto es, por supuesto, que pueda haber una probabilidad significante de inferencias errone
del sistema que se estudia. Consecuentemente, muchos “estudios” de simulaciones comienzan cor
un modelo heuristico y terminan con una simple ejecucion del programa para producir las “respuest.

Sin embargo, una simulaciobn es un experimento de muestreo estadistico basado en computa
Asi, si los resultados de un estudio de simulacion tienen algin significado, apropiadas técnicas de e
pueden ser usadas para analizar los experimentos.

Describamos mas precisamente la naturaleza aleatoria de las salidas de nuestra simuladipySeal
las salidas de un proceso estocastico como la ejecucion simple de nuestro programa de simulacion (
plo vea la figura 4.4, pagina 27). Estéss son variables aleatorias que, en general, pueden no ser inc
dientes.

Ahora bien, sed 1,Y7 2,..., Y1, el resultado de una sola ejecucion de longituBodemos hacer ott
ejecucion del mismo experimento, asi tendriark@s, Y o, . .., Y2 ;. En general podemos hacerréplicas
independientes de nuestro experimento dando como resultado la siguiente matriz de observaciones

Y171 R Yl,i R Yl,l
Y271 R YQ’i R YQJ
Youd oo Yoi oo Yy

Las observaciones de una ejecucion en particular (una fila) claramente no son todas indepen
idénticamente distribuidas. Sin embargo, notemosYjueYs;, ..., Y, ; (la i-esima columna) son obse
vaciones indepenientes e idénticamente distribuidas de la misma variable al¥at&ista independenci
através de las ejecuciones es la clave de lo relativamente simple de los métodos de analisis de los
salida. Entonces, estrictamente hablando, el objetivo del analisis de los datos de salida es el uso de
vacionesy ; para inferir sobre las variables aleatorigis Y5, . . ., ¥;; utilizando por ejemplo un estadistic

—_ m .. .
comoY; = > Yii como un estimado del valor esperadoy;).
~om
j_
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5.2. Andlisis de los datos de salida en los programas de simulaaci

El objetivo es presentar un método para el analisis estadistico de los datos de salida de nues
mento.

SeanYy,Ys,... las salidas de un proceso estocastico como las de nuestro programa de simulaci
Fi(y|I)=PY; <y | I) parai = 1,2,... dondey es un numero real & representa las condicior
iniciales utilizadas para comenzar la simulacion al tiefypddamamos & (y | I) la distribucion transitori
de un proceso al tiempo discretpara condiciones inicialek

Paray e I fijos, las probabilidades (y | I), Fa(y | I),... son justamente una secuencia de nUmert
Fi(y | I) — F(y) a medida qué — oo para today y para cualesquiera condiciones inicialesentonce
F(y) se llama la distribucion de estado estable de la salida de los prdéedés. . . Estrictamente hablanc
la distribucion de estado estalli&y) se obtiene solamente en el limite cuatide oc.

En la practica, sin embargo, habra a menudo un indice de tiempo, diganabgjue la distribucion e
ese punto sera aproximadamente la misma que en cualquier otro indice siguiente. Es por eso que d
el estado estable comienza al tienipdo cual nos da un parametro de referencia para saber cual simu
con determinados valores de entradat], alcanza primero su estado estable. Notemos que estado
no significa que las variables aleatorigs Yj.1, Yi1o ... tomaran el mismo valor en una ejecucion d
simulacién en particular; mas bien significa que todas tendran aproximadamente la misma distribuc

Para nuestros experimentos utilizamos la media como estadistico de prueba; i. e. realizdaplicas
de la simulacion, cada una de longitudDe esa forma tendremos qtig sera lai—ésima observacion de

j—esimaréplica (con=1,2,...,lyj=1,2,...,m).
— m ..
Despuéshacemdé:Z%parai:l,z...,l
j=1

Yin ... Y ... Yy

Yoi ... Ya; ... Ya

Vi oo Yoi oo Yo

Yi ... Y ... Y

Los procesos promediB, Yz, ... tienen mediass(Y;) = E(Y;) y varianzasVar(Y;) = Var(Y;)/m.
Asi, los procesos promedio tienen la misma curva de medias transitoria que el proceso original
grafica tendra solament;g de varianza. Escogimos la simulacion con mayor inestabilidad parau wm
particular y aplicamos este procedimiento (Figura 5.1).

Ahora bien, nosotros deseamos estimar el estado estable de mediagY"), el cual es generalmet
definido comov = iliv;zo E(Y;). Asi pues, el transito de medias converge al estado estable de me«

consecuencia mas seria del problema es que takV¥Zn)| # v para alguna. Los investigadores del ai
de simulacibn computacional sugieren para tratar este problema, una técnica cominmente utilizad.
periodo de calentamiento (warmup pericailiminacibn de datos iniciales_a idea es eliminar (o ignore
algin nUmero de observaciones del inicio de la ejecucion y utilizar solamente el resto a fin dewestir
Por ejemplo, dadas las observaciongsYs, ..., Y; se recomienda utilizar & (I, wp) en vez deY (I)
como un estimador de
> v

DondeY (I, wp) = % y (1<wp<Il-1).
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En general, uno esperaria quél, wp) sea menos sesgado quél); ya que las observaciones cercanas
al inicio de la simulacion pueden no ser muy representativas del comportamiento del estado estable.
La pregunta obvia que surge es ¢ Como elegir el periodo de calentamijehto

0.08

—— Variable Estocastica
—— \alor Esperado

0.07 -1

0.06 -1

0.05 -1

0.04 ¢ -1

0.03 | .

0.02 | .

Pasos por t/ Total de pasos

0.01 -1

a1 1.5 2 2.5
Longitud del Camino x 10%

]

Figura 5.1: Salida estocastica de la simulacion dondeclstabilidad es mayor; i.e.= n/2.

Quisieramos elegir &y a cada vérticevp tales queE[Y (I, wp)] ~ v. Si se escogehy wp muy chicos,
entoncest[Y (1, wp)] puede ser significativamente diferentewd@or otro lado, sivp se escoge mas grande
de lo necesario, entoncés(l, wp) probablemente tenga una varianza innecesariamente grande [32] o bien

se desperdicie informacion de interés.
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5.3. Meétodo de Welch
Hasta el momento tenemos lo siguiente:

= m réplicas de la simulaciobn computacional; cada una de longifodn! lo suficientemente grande).
Y tenemosY; (i—ésima observacion de ja-ésima réplica) como las entradas de nuestra matriz de
observaciones.

— m L. — — — . —
Y, =) % parai = 1,2,...,1 Los procesos promedib, Y3, ..., Y; con mediaZ (Y;) = E(Y;) y
j=1 -
varianzasV ar(Y;) = Var(Y;)/m. Con esto, los procesos promedio tienen la misma curva de medias
gue el proceso original, pero su grafica tendra solamgmle varianza.

Ahora bien, para suavizar las oscilaciones de alta frecuencya,én, ..., Y; (pero dejando las oscila-
ciones de baja frecuencia o la tendencia de largas ejecuciones de interés), definimos ain mas, el movimie

promedioY;(w) dondew se denomina ventana y es un nimero entero positivo tabgde [ /2] como sigue:

Z }/;+s
S:§;U+1 si i=w+l, w+2, ..., l-w
Viw ={
e si=1,2,...,w

Este procedimiento debido a P. D. Welch [37], sirve como filtro a fin de eliminar el “ruido” en nuestro
proceso estocastico y suavizar la curva de medias (vea la curva resultante en la figura 5.2 después de apl
el método de Welch a las salidas mostradas en la figura 5.1) y asi poder obtener posteriormente un interv:
de confianza en el cual encontraremos los valores de nuestras variables estocasticas en un estado estak
medias.

0.08

Movimiento Promedio
—— Valor Esperado

o.07 |/ -
|
0.06 H e

0.05H B

Pasos por t/ Total de pasos

Ie) 1 1 1 1 1
o 0.5 1 1.5 2 2.5

Longitud del Camino x 10

b4

Figura 5.2: Resultado después de aplicar el método de Vadielsalida estocastica a fin de reducir la auto-
correlacion.
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5.4. Proceso de control estadtico

En este punto, nosotros tenemos la curva de medias no autocorrelacionada; por ello, basand
articulo [33] describiremos los pasos realizados para encontrar el periodo de calentéwaemiop period
de nuestras simulaciones. Este método denomi&idpor sus siglas en ingés: Statistical Process Cc
(Proceso de Control Estadistico) fue presentado por Stewart Robinson en el articulo antes sefialad

Como hemos visto, muchas simulaciones que muestran una tendencia hestadmestablpasan pc
una serie de resultados iniciales, los cuales podemos decir se encuentran “fuera de control” o lejos
esperado. Esto debido a las condiciones iniciales y tendencias de inicializacion de las simulaci
intervalo de salidas iniciales se llarpariodo de calentamiento

Entendemos como tal que al finalizarpalriodo de calentamiententonces nuestro experimento de
mulacion ha alcanzado ektado estableNotemos que para nuestro caso tanto el periodo de calenta
como el estado estable, se esperaria fuesen Gnicos, ya que el modelo apriori converge y por lo tan
alcanzado su estado de estabilidad no saldra de él.

Asi pues es necesario definir el punto donde ocurre dicha transicion y lo llamgvantoge fricobn.

Comencemos por describir el método: hasta aqui disponemos de los procesos pidniggdia ., Y,
dondel es la longitud de la simulacion; y los disponemos en un vedior= [Y1, Ya, ..., Y]]

Ahora, una vez aplicado el método de Welch para disminuir su autocorrelacion, disponemos li
vaciones en lotes, las medias de los lotes se hacen aproximadamente no correlacionadas conform
del lote ) crece. La serie de datos del veci@f) se combinan en una serie de lotes para generar el
y(k) de la siguiente manera:

kK 2k _ bk _
Vi 2 b (b21:)k 1Yi
i= i=k+1 i=(b—1)k+
y(k) - lk 9 k RIS
el cual podemos representar com@:) = [y(1),y(2),...,y(b)] dondeb es el nUmero de lotes y ce

uno es de longitud. Lo que significa qué = bk El autor recomienda utilizar el método de Fishman
para determinar el tamafio decomenzando con lotes de tamafio 1, el valok de incrementa hasta que
autocorrelacion del intervalo 1 es cercana a 0.

Otro detalle importante del método es que los datos se suponen estan distribuidos normalmen
mente, el autor propone la técnica de Kolmogorov-Smirnov como prueba de normalidad. Sin emb.
el desempefio de una serie de varias réplicas, se puede asumir (mediante el Teorema del Limite C
la muestra de medias tiende hacia la normalidad incrementando el tamaio deD&egual manera ¢
recomienda un nimero de lotesnayor a 60 (y por ende un nimero mayor de longitud de la simuldy
Debemos notar que a medida quse incrementa, la media de los lotes tiende a normalizarse [33].

Una muestra de tamafio mas grande refuerza esta suposicion. Por lo tanto, mas réplicas del e
de simulacion pueden desempefiar un mejor resultado. De nuevo, el autor nos recomienda hace
diez réplicas si es posible.

Una vez que tenemos nuestros valdrdsy b (dondel = bk), notemos que deberiamos usar el mir
valor parak tal que pase las pruebas de autocorrelacion y normalidad.

La media poblacionald) y la desviacion estandas) de los datos en(k) se estiman de la segunda m
de la serie. En otras palabras, si el nUmero de Idlesq 100, entonces la media y la desviacion estant
calculan para los datos en el range- 51 hastab = 100. Es por esto que se recomienda [33] que al m
tengamos 60 datos sohyék). Obviamente el nUmero de datos aportados por nuestra simulacion es ni
que sea multiplo dé a fin de asegurar que hay 60 datos en la serie de lotes de medias.
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Con todo esto en cuenta, procedemos a calcular la desviesiandar de la siguiente manera:

Dondes§ es la desviacion estandar de las medias individualeg/en y se calcula de la observac
individual obtenida de cada réplica. Esto es, si se han desarrollado 10 rép}icdﬁbe ser la desviaci
estandar de los 10 datos g(y).

Con estos datos obtenemos dos intervalos de control. El primero se deriddmites de Advertenc
(Warning Limits)

WL =7+ 1,960
NLD
Y el segundo se denomihémites de Acdin (Action Limits)
AL—7it 3,096
Vn

Con esto se crean intervalos de confianza donde se espera que 1 de 1000 datos caigan fuera de
de Accion, mientras que 1 de 40 caiga fuera de los Limites de Advertencia. Stewart Robinson [33]
a continuacion una tabla de control a fin de determinar el final del periodo de calentamiento (o
palabras, el inicio del estado estable).

Recordemos que al inicio de nuestras simulaciones los datg$)depor supuesto dg(k) estaran “fuer
de control” o en periodo de calentamiento. Una vez que el modelo ha alcanzado el estado estable
estaran “bajo control” y las reglas que propone para identificar en la tabla de control a los valores o «
se encuentran “fuera de control” son las siguientes:

» Los datos de la serie violan los Limites de Accion.

= Dos valores consecutivos violan cualquiera de los limitéerior o superior del intervalo de Adverte
cia.
» Valores frecuentes en relativa cercania violan los linde &\dvertencia.

» Hay excesivo zigzagueo en bastantes puntos cercanos a lajmedi

En nuestro caso, observamos de las simulaciones una sucesion de datos convergentes har
esperado, por ello basandonos en las reglas anteriores y segin las necesidades experimentales
experimento de simulacion, procedemos con la siguiente:

Definicion 10 Seas,, una sucegin de datos convergente hadi&(y) obtenidos por nuestra simulagi, )
seanlW Ly AL sus intervalos de Advertencia y de Autirespectivamente, entonces si existéinico punt
en el camino que intersecte @hite inferior deAL y a partir deél se cumplen las cuatro reglas de la ta
de control, se denominarPunto de Fricciory se denota Fp.
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Ahora bien, veamos el resultado (Figura 5.3) de aplicar tddRrazeso de Control Estadistico (SPC) a
los datos mostrados por la figura 5.2:

0.08

Movimiento Promedio
—— Valor Esperado
—— Media Muestral
0.07}+/ . Lower Warning Limit
Upper Warning Limit
Lower Action Limit
Upper Action Limit

0.06 -

0.05R .

Pasos por t/ Total de pasos

0.01} .

O 1 1 1 1 1
(0] 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Longitud del Camino x 10"

Figura 5.3: Intervalo de confianza encontrado al aplicar @@3o de Control Estadistico.

Podemos apreciar perfectamente que los datos de la serie cumplen con las reglas de la tabla de contr
asi nuestro programa puede encontrar el punto de friccion.
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5.5. Comparaciones con distintos valores del pametro n para el modelo sin
memoria

Teniendo ya definidas todas las herramientas a utilizar, procedemos a describir ahora el comportamie
de una secuencia de datos aportada por nuestra simulacion, como el de la figura 4.5 (pagina 28).

Aplicamos a diversas simulaciones (las cuales se efectuaron con distintos valores del parahastro
técnicas antes descritas. La figura 5.4 muestra la comparacion hecha a 11 simulaciones.

0.25 T T I T T T T T T

n=10

lim. inf. 10
n=100

lim. inf. 100
n=300

lim. inf. 300
n=500

lim. inf. 500
n=700

lim. inf. 700
n=1000

lim. inf. 2000
n=1200

lim. inf. 1200
n=1500

lim. inf. 1500
n=1750

— lim. inf. 1750
n=1900

lim. inf. 2900
n=2000

lim. inf. 2000

=

0.15 ]

Pasos por t/ Total de pasos

0.05 - = a .

O :- s 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5

Longitud del Camino x 10"

Figura 5.4: Comparacion de convergencia en el modelo sin mamweariando el parametro.

Los resultados de este experimento los podemos apreciar en lafigura 5.5y en la tabla 5.1.

Muy a menudo en la practica se encuentra que existe una relaciéon entre dos (0 mas) variables, y se d
expresar esta relacion en forma matematica determinando una ecuacion que conecte las variables (en nu
caso, el valor del parametroy el punto de friccionF'p).

Generalmente, mas de una curva de un tipo dado parece ajustar un conjunto de datos. Para evitar el j
individual en la construccion de curvas de aproximacion, es necesario obtener una definicion de la “recta
mejor ajuste”.

Consideremos los datds:, y1), (x2,v2), ..., (zn,yn) Y UNa curva de ajust€’. Asi, habra una cierta
diferencia entre el valor dad@:,y;) y el valor correspondiente en la cur¢a Denotemos esta diferencia
comod; . Analogamente para cada uno de los valores tendremos las diferéneias. . . , d,,.

Una medida de la bondad del ajuste de la curvealos datos es la suma del cuadrado de esas diferencias

n
>~ d?. Si el resultado es pequefio el ajuste es bueno. Por lo tanto, requerimos de que dicho valor se:

=1
minimo posible.
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Empleando lo anterior, lo que intentamos es obtener la rectaidimos cuadrados que se aproxin
nuestros datos.

En particular, la figura 5.5 es un diagrama de dispersion donde se relacionan los valondes di
sus respectivosp.

De este diagrama es posible visualizar una curva que se aproxime a los datos. Dicha curva se lli
de ajuste (y se muestra en la figura 5.6).
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Figura 5.5: Puntos de friccibn encontrados en los expetinsette simulacion para el caso sin memori

Procesos patrticipantes)( \ Valor del punto de friccion

10 6362
100 3659
300 3685
500 5773
700 6552
1000 6938
1200 8764
1500 9808
1750 9801
1900 9886
2000 10784

Cuadro 5.1: Comparacion de los valoresidg sus respectivos puntos de friccion en el modelo sin men
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Por lo tanto, de los datos de la tabla 5.1 y las formulas meadas en el apéndice A.9 podemos obtener
la pendienten y la ordenada al origeh de la recta de minimos cuadrados que mejor se ajusta a nuestro:
datos de la simulacion para el modelo sin memoria:

y = 3.2x +4255.9
Y con un coeficiente de correlacion lineal de
r? = (.8583

Podemos observar la recta en la siguiente figura:

11000

& £ puntos de friccion
—O— curva de ajuste lineal

10000 | = E
9000 |- £ B
8000 |- = _
7000 | -~ 5 _

6000 |- -
p-

5000 |- CT -

Valor promedio del punto de friccion

4000 |- .

3000
o

500 1000 1500 2000
Parametro n

Figura 5.6: Curva de ajuste lineal para los puntos de frteid el modelo sin memoria.

Recordemos que el coeficiente de correlacigros dice qué tan bien la recta de regresion de minimos
cuadrados se ajusta a nuestros datos muestrales. Si la variacion total se explica totalmente por la rect
regresion, entonces® = 1 6 r = +1 significa que hay una correlacion lineal perfecta (y en tal caso una
regresion lineal perfecta). De otro modo, si la variacion total no se puede explicar entonces la variaci
explicada (vease el apéndice A.9) es cero; y-asi0. Esta cantidad? llamada algunas veces en la practica
coeficiente de determinacion, se encuentra entre 0y 1; y nos dice cuantitativamente que tan bueno es el a
de la curva a nuestros datos.
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5.6. Comparaciones con distintos valores del pametro n para el modelo
con memoria

Nuevamente, teniendo ya definidas todas las herramientas a utilizar, describiremos ahora el compo!
miento de las secuencias de datos como las aportadas en la simulacion mostradas en las figuras 4.12 y
(pagina 34).

0.7 T T T T T T T T T

lim. inf. 10

lim. inf. 100

lim. inf. 300

lim. inf. 500

lim. inf. 700

lim. inf. 2000
n=1200
lim. inf. 1200
n=1500
lim. inf. 1500
n=1750
lim. inf. 1750
n=1900
lim. inf. 1900
n=2000
lim. inf. 2000

0.4F =]

o}
1l
'_\
o
o
(]

Pasos por t / Total de pasos

0 1 1 1 1 1 1 1
(0] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Longitud del Camino x 10"

Figura 5.7: Comparacion de convergencia en el modelo con mi@&weriando el parametro.

Los resultados de este experimento los podemos apreciar en la figura 5.8 y en la tabla 5.2.

Realicemos el mismo analisis que hicimos al modelo sin memoria con estos datos. Encontremos si exi
una relacion entre las dos variables (el valor del parametr@l punto de friccibnF'p), y expresemos esta
relacion en forma matematica determinando una ecuacion lineal que las relacione.

Consideremos los datds1,y1), (z2,v2),- - -, (Tn, yn) Y UNa curva de ajusté’. Habra una cierta dife-
rencia entre el valor dad@, y1) y el valor correspondiente en la cur¢a Denotemos esta diferencia como
d,. Analogamente para cada uno de los valores tendremos las diferénaias. . . , d,,.

Una medida de la bondad del ajuste de la curvelos datos es la suma del cuadrado de esas diferencias

n

> d2. Siel resultado es pequefio el ajuste es bueno. Por lo tanto, requerimos que dicho valor sea el mini
=1

posible.

De esta forma, evitamos el juicio individual en la construccion de curvas de aproximacion.
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Otra vez, empleando todo lo anterior, lo que intentamos esnebta recta de minimos cuadrados gt
aproxime a nuestros datos.

En particular, la figura 5.8 es un diagrama de dispersion donde se relacionan los valondes di
sus respectivosp.

De este diagrama es posible visualizar una curva que se aproxime a los datos. Dicha curva se lli
de ajuste (y se muestra en la figura 5.9).

12000 . T
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S 10000 a :. \hp == ]
(&) f LY
Q 2 . ! =]
= F) 7
@ a e o
S 8000 g ’ s
o
= * b
3 ’
= a
D 60001 § A - a -
2 X s m B
S B, o 3y !
[¢D) ] 1 " ¥

L] ]
E 4000l 1y 2 .
o n 1 []
=2 v ¢ y
[o8 " ﬁ p ¥ L
— ) L I |
IR Y
< 2000(; “ " .

L = | i
n o
o ) i ) i
o 500 1000 1500 2000 2500

Parametro n

Figura 5.8: Puntos de friccibn encontrados en los expetiosede simulacion para el caso con memor
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La siguiente tabla, nos muestra los resultados experinesntditenidos de la simulacion. Como con
tario al margen, la duracion de uso de CPU en este experimento fue de 12 hrs. 09 min. y 58 seg.

Procesos participantes)( \ Valor del punto de friccion

10 5000
20 1178
80 3292
100 6385
150 1508
300 4807
400 6070
500 5520
600 905

700 5624
850 6303
1000 7704
1100 8342
1200 7383
1350 10292
1500 8472
1600 10837
1750 9554
1800 10253
1900 10654
1950 9368
2000 9859
2100 9862

Cuadro 5.2: Comparacion de los valoresidesus respectivos puntos de friccion en el modelo con mer
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Por lo tanto, de los datos de la tabla 5.2 y las formulas meadas en el apéndice A.9 podemos obtener
la pendienten y la ordenada al origeh de la recta de minimos cuadrados que mejor se ajusta a nuestro:
datos de la simulacion para el modelo sin memoria:

y = 3.84x + 2996.5
Y con un coeficiente de correlacion lineal de
r? =0.7517

Podemos observar la recta en la siguiente figura:

12000 = =
£ puntos de friccion
—O— curva de ajuste lineal
™ =
> r
f > = =
.© 10000 gEr > B
2] w2
= e =
D E'S ):( L
=4 8000 -
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= e
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o e
=2 e - El/u’
D or
& 4000} # -
S =g
S [~
P
K=}
L 2000f -
>
p<
>
o L L L L
o] 500 1000 1500 2000 2500

Parametro n

Figura 5.9: Curva de ajuste lineal para los puntos de friceid el modelo con memoria.

Recapitulando lo dicho en la seccién 5.5, el coeficiente de correlagiés dice qué tan bien la recta de
regresion de minimos cuadrados se ajusta a nuestros datos muestrales.

Si la variacion total se explica totalmente por la recta de regresion, entgheesl 6 » = +1 signi-
fica que hay una correlacion lineal perfecta (y en tal caso una regresion lineal perfecta). De otro modo,
la variacion total no se puede explicar entonces la variacion explicada (vease el apéndice A.9) es cerc
asir = 0.

Esta cantidad? llamada algunas veces en la practica coeficiente de determinacion, se encuentra entr
y 1; y nos dice de manera cuantitativa que tan bueno es el ajuste de la curva a nuestros datos.

Notemos el valor de nuestro coeficiente de correlacion es algo menor que en el caso sin memoria.
lo tanto, una conclusion a extraerse es que existe una menor correlacion lineal entre los datos; sin embi
sigue siendo considerablemente de ajuste lineal.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo pudimos estudiar los sistemas distribudéasonsenso continuo desde la perspectiva de
su inestabilidad; es decir, de la cantidad de cambios deideca lo largo de su ejecucion. Comenzamos
haciendo una introduccién al problema clasico del coss@m los sistemas distribuidos de computo. Poste-
riormente, vimos con un poco de mas formalidad los requeritos que debe cumplir cualquier algoritmo
de consenso; haciendo énfasis en lo que consiste el praldeheconsenso continuo o de larga vida. De igual
manera, abordamos una resefia cronolbgica de los trair@aiss y resultados obtenidos en el area.

En la parte inicial del documento, dimos las definicionegradas para manejar los sistemas de consenso
de larga vida y mostramos los resultados de inestabilidaddmhacemos uso de entradas geodésicas.

Post hoc, estudiamos la parte medular que sirve como soistertds simulaciones desarrolladas, es decir
la modificacion de los modelos a una representacion pertifpo y la definicion de inestabilidad promedio.
Presentando ademas, la inestabilidad que en este nuevaaniethen los sistemas tanto con memoria como
sin memoria. Hecho esto, procedimos a explicar los expatimsede simulacion resaltando las predicciones
dadas por los investigadores en la convergencia de la bilkdéa hacia un valor esperado.

Podemos mencionar, que durante el desarrollo de estedrsdpprticipd en dos congresos: en el primero,
con un articulo donde se mencionan los primeros avancestaéesis, como son, el cambio en el modelo de
entradas geodésicas al modelo de hipercubo y las simoex@mmputacionales de los sistemas con memoria
y sin memoria; en el segundo, con la presentacion de untfagbat mencionando las aportaciones realizadas
por los experimentos, id est, los resultados de obtener cugc#®n matematica que relacione el valor de los
parametros de entrada con la velocidad de convergenci@sdeddelos.

Es precisamente esto Gltimo la principal aportacion ded#s: presentar un estudio de la velocidad de
convergencia utilizando técnicas estadisticas de siciaies y modelado computacional. Debido a que las
salidas de nuestros experimentos son aportadas por eial#atorias, entonces el concepto de rapidez,
velocidad u orden de convergencia toma un sentido compégtindiferente a los que tomaria en sucesiones
analiticas. Por lo tanto, fue de utilidad la aplicacioni@®conceptos de alcance del estado estable, periodo
de calentamiento y punto de friccion.

Para responder a la pregunta original de qué tan rapideeoge un modelo de consenso de larga vida
cuando el valor en su parametiocambia, basta con mostrar que la mejor curva de ajuste dat@oir los
experimentos en ambos modelos, muestra una relacionatineate proporcional (aunque de cierto modo
con mayor ajuste lineal en el caso sin memoria que en el casmemaoria).

Asi pues, a prima facie uno puede concluir (con los datosnitids de la simulacion y por el coeficiente
de determinaciobn menor @b, que enD,) que existe menos correlacion lineal para el caso de sistemn
memoria.
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Existen diversas lineas de investigacion asociadasstos modelos; por ejemplo, el modelo de consenso
continuo multivaluado [5]; en este caso las entradas ramesstringidas a valores binarios sino que entre los
requerimientos de validez esta que la decision puedengiacse entre los valores de dos procesos correctos.
Por eso mismo se estudian dos tipos de sistemas: los sistlameaor exacto £V), donde el valor de
decision es el valor de un proceso correcto; y los sistersasadgo de valoresRV), donde el valor de
decision del sistema esta en el rango de valores que agmaaesos correctos [3].

Otra linea de investigacibn muy interesante relacioreadtas sistemas de consenso de larga vida, son
aguellas donde la eleccion en particular del véerticdahicen general de los vértices de un camino aleatorio
en el hipercubo sean de acuerdo a alguna distribucion pilgdieca distinta de la distribucion uniforme [4]
(como la que se ha tratado en este trabajo y en los artictdo®p).

¢ Qué pasaria si cambiamos la eleccion de los vérticelsante alguna funcién de distribucion no uni-
forme? Uno esperaria que se modificara el valor de conveiggnde igual manera su alcance del estado
estable, pero ¢ De qué manera?

Los caminos aleatorios por el hipercubo estan asociadodosoestadost, del modelo de urnas de
Ehrenfest. La probabilidad con la cual se tendra el sigaiestado depende unicamente del estado del sistema
en ese momento; lo cual nos conduce a la idea del modelo deasade Markov. Este es un modelo ergodico
y en el articulo [4] se deja abierta la pregunta de ¢ Comms®ortaria el modelo si no lo fuera? ¢ Habria
estados inalcanzables por un camino aleatorio? ¢ Seagaiparticion en los estados de la cadena? Y de
ser asi ¢ El consenso se resolveria unicamente en alg@wsaslearticiones?

Uno de los comentarios hechos por mi asesor el Dr. SergidBRajs, es que los experimentos de simu-
lacion se realizan a fin de obtener informacion adicionad go te da originalmente una ecuacion. Asi que
por esa linea también hay mucho que explotar.

En el Instituto de Astronomia de la UNAM, bajo la supemisidel Dr. Rall Michel, pude constatar
gue areas aparentemente tan distantes como lo son compuyaestronomia, no lo son tanto. Los clusters
computacionales sirven para llevar a cabo simulacione® sobdelos fisicos que requieren grandes calculos
numeéricos. Por eso mismo, dentro de la rama de las simulkegiy recordando que muchos de estos expe-
rimentos requerian de algunas horas de tiempo de CPU paea B cabo su tarea, surge la idea natural de
poder paralelizar la ejecucion de los programas y asiav@okibilidad de ahorrar tiempo y aprovechar los
recursos de supercbmputo haciendo las simulaciones én aligster.

Teniendo en cuenta la idea de paralelizacion, el Dr. MichalBvich propone modificar el modelamiento
de procesos a fin de utilizar algoritmos cuanticos y ver (deera tebrica) como se comportarian si fuesen
sistemas dinamicos con base en la lbgica cuantica.

Esto se modificaria a fin de emular una computadora cuafttic@ada por tres eventos [40]: Primero
prepararN qubits en un estado inicial determinado; segundo aplicarttamsformacion unitari& a los N
qubits, la cual es el producto de compuertas cuanticaseosionales; y tercero, medir el valor de los qubits
colapsandolos en los estadds 1}.

En computaciébn cuantica un algoritmo siempre es protstioib, de hecho el resultado siempre es una
distribucién de probabilidades de los diferentes redokaEl colapso de resultados en el tercer evento, no es
mas que escoger o hacer lectura de los resultados masgsdsie].

Recordemos que una simulacién es un experimento de moiestiadistico basado en computadora [32].
Por ello, si los resultados de un estudio de simulaciéretiesgln significado, apropiadas técnicas de es-
tadistica pueden ser usadas para analizar los experim@itd\si pues y a guisa de comicidad diremos que
ningln experimento es un completo fracaso, siempre puede de mal ejemplo.
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También existen muchas aplicaciones practicas dekecmosde larga vida, dando con esto la posibilidad
de que aparezcan mas ramas de investigacion en los ssstistrébuidos y los algoritmos de consenso.

Por ejemplo: en los dispositivos que determinan si una cemgse abre o se cierra, la energia es pro-
porcional al nUmero de transiciones entre encendido yamage su motor, por ello, un adecuado uso del
consenso de larga vida, daria el posible alargamientoietepb de vida (til del dispositivo. Imaginemos
también un conjunto de sensores replicados los cualesdigddir si un avibn autodirigido debe realizar
algin cambio en su altitud; lo cual conlleva a que es pigedue realice el menor nimero de cambios en
la altura durante su trayecto.

Estas son algunas ideas planteadas sobre posibles trébiajass, con la finalidad de que surja una
representacion nueva, Util y valida sobre los modelasriluiidos de consenso; y que den la pauta para
obtener alglin conocimiento nuevo.

Pero como toda idea, debe de pasar por un riguroso escratintenso trabajo de investigacion a fin de
gue se puedan convertir en herramientas escenciales paenejo y comprension de la teoria de computo.
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Capitulo 7

Ejercicios propuestos

Para reforzar al lector en los temas tratados, propongo una serie de ejercicios. Esperando seal
en la comprension de los conceptos.

7.1.

1.

Para el cajitulo 1

Para construir un sistema distribuido robusto, es necesario saber qué clases de fallos pueden
ocurrir. Mencione tres tipos posibles de fallos en un sistema distribuido.

. Considere un sistema distribuido y dos de sus procesos, digamos p; y ps. Determine si py

puede distinguir entre las siguientes situaciones:

= po deja de operar.
» El canal de comunicacion entre p; y p» deja de operar.

m po esta sobrecargado y su tiempo de respuesta es 100 veces mayor que lo normal.

¢ Es siempre crucial saber si el mensaje que envia un proceso llega a su destino en forma
segura?
Si tu respuesta es “Si”, explica ¢,Porqué? si tu respuesta es “No”, da un ejemplo apropiado.

. Leslie Lamport present6 su algoritmo de Paxos (Ilayoo), y argumentd que este garantiza-

ba la tolerancia a fallas de cualquier nUmero de procesos participantes en el sistema y la
continuacion de sus tareas cuando mas de la mitad de ellos estén trabajando de manera
apropiada otra vez. En términos de la robustez ¢ Qué implicaria para una base de datos dis-
tribuida aplicar el algoritmo de Paxos?
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5. Decimos que el sistema distribuido es sincrono si cada ejecucion consiste en una secuencia
de rondas; las cuales son identificadas por enteros consecutivos: 1,2, ... etc. Para los pro-
cesos, el numero de la ronda actual aparece en la variable global r. Una ronda es hecha por
las tres consecutivas fases:

m Envio.- Fase en la cual cada proceso manda mensajes a todos los demas.

= Recepcion.- Fase en la que los procesos reciben mensajes. La propiedad fundamental
del modelo sincrono es que un mensaje enviado por el proceso p; al proceso p; en la
ronda r, es recibido por p; en la misma ronda r.

= COmputo.- Durante esta fase, cada proceso realiza calculos o procesa los datos que
trajeron los mensajes recibidos durante esa misma ronda.

Suponemos también que el sistema de comunicacion subyacente es libre de fallas; es decir,
gue no hay creacion, alteracion, pérdida o duplicado de mensajes. Suponemos que el mode-
lo es sincrono, todos a todos, con comunicacion confiable y donde a lo mas ¢ procesadores
pueden fallar (t < n). Las entradas validas para los vectores de almacenamiento son Unica-
mente 0y 1.

Entonces, dado el siguiente protocolo:

Functi on Deci de()

(1) val < input

(2) send val to all

(3) wait until at least (n—t¢) messages have been received
(4) l et v[j] be the val recived fromprocess j else L

(5) return h(v) = largest value in v[...]

m Defina un conjunto de entrada C tan grande como sea posible para el cual el protocolo
es correcto.

= Muestre que el protocolo cumple con los tres requerimientos esenciales para este C
propuesto.

= (;Se requiere asumir que t < 5 ?

» Defina otra funcion h’ diferente y repita lo anterior.
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6. El siguiente algoritmo (vea [1]) permite el consenso entre procesos de los cuales a lo mas
un cuarto del total de ellos presentan un comportamiento arbitrario (bizantino):

Functi on Consensus()
(2) Wen r=1,3,...,2t — 1,2t +1 do

(3) begi n round

(4) for each j

(5) send(V;) to pj;

(6) end for

(7) l et rec; the bag of val ues received during r;
(8) most_freq; — nost frequent value in rec;
(9) occ_nb; +— occurrence nunber of most_fregq;;
(10) end round

(11) VWen r=2,4,...,2t,2t +2 do

(12) begi n round

(13) if (i=7/2) then

(14) for each j

(15) send (most_freq;) to p;j;

(16) end for

(17) end if

(18) if (v received fromp,,) then

(19) cord-val; — v;

(20) el se

(21) cord_val; «— v;;

(22) end if

(23) i f occnb; >n/2+t then

(24) Vi < most_freq;

(25) el se

(26) Vi «— cord_val;;

(27) end if

(28) end round

(29) return(V;);

Muestre que cumple con los tres requerimientos (Acuerdo, Terminacion y Validez) de un
buen algoritmo de consenso.
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7.2.

1.

7.3.

7.4.

7.5.

1.

Para el cajitulo 2

Basado en la demostracion del lema 1 (pagina 11), ¢ Qué se necesita para que la inestabili-
dad del sistema BP sea a lo mas 3?

Escribe la secuencia geodésica de entrada con sus respectivos valores de decision, para un
sistema BP con n = 2t + 1 procesadores, donde el parametro de tolerancia a fallos ¢t > 3.
Verifica la inestabilidad(BP)

. Si permitieramos que las entradas en los vectores de tu ejemplo anterior cambiaran a lo mas

dos veces en lugar de una; ¢ Es posible construir una secuencia que genere
inestabilidad(BPs- 4t + 2?

Si tu respuesta es “Si”, explica qué condicion fue necesaria; si tu respuesta es “No”, explica
¢ Porqué?

Para el cajitulo 3

. Demuestre que la ecuacion 4.1 (pagina 24) se obtiene a partir del teorema 2 (pagina 19).

. Demuestre que la ecuacion 4.2 (pagina 30) se obtiene a partir del teorema 3 (pagina 19).

Para el cajtulo 4

Calcule el valor al cual converge la inestabilidad promedio de un sistema distribuido de con-
senso de larga vida, con 100 procesadores participantes y que tolere que a lo mas, la mitad
de ellos fallen:

» Guardando memoria del valor de decision en ejecuciones anteriores.

= Sin importar lo que hayan decidido en ejecuciones anteriores.

Para el cajitulo 5

En el método de Welch (seccion 5.3) muestre que paray; = > % parai =1,2,...,1 tene-

j=1
mos que E(Y;) = E(Y;) y que Var(Y;) = Var(¥;)/m
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Apéendice A

Conceptos de probabilidad y estatktica

Como apoyo a los temas tratados en esta tesis, afiadimos varios conceptos fundamentales er
de la Probabilidad y la Estadistica. Para un manejo mas detallado y amplio de estos conceptos, re
al lector el libro de V. S. Koroliuk [6] el cual es la base de este apéndice.

A.1. Algebra de sucesos

Consideremos un conjunttd de los sucesos que pueden observarse en cierto experimento estc
Podemos determinar algunas operaciones que se realizan con tales sucesos. Pero antes deste
sucesos especiales:seiceso ciertd/ el cual es aquel que aparece en cada realizacion del experimer
suceso imposibl& el cual no puede ocurrir nunca, cualquiera que sea la realizacion del experiment

Con todo sucesol de M asociamos esuceso opuestd, el cual consiste en que el sucedono he
ocurrido. Un suceso que esta formado por la situacién de que al menos uno de dos4wcBsEsproduzc:
se denominainion o sumade los sucesod y B; y se denotg A U B) o (A + B). Un suceso consister
en queA y B tienen lugar simultaneamente se denonimarseccdn o productode los sucesod y B; Y s¢
denota(AN B)o (A- B).

Dos sucesosl y B son incompatibles giA U B) es un suceso imposible. El suce$oe B se denomin
diferencia de sucesgsse designdA — B).

Los sucesody, Eo, .. ., E, forman ungrupo completo de sucesgsson incompatibles dos a dos
ademads; U B> U ... U E, = U. En otras palabras, de todos estos sucesos ocurre por lo menos unt

Ahora bien, un conjunto no vacit! de sucesos que satisface las condiciones:

» SiA e M entoncesA € M;
» SiA, Be M entoncesSAUB) e M

Se le llamaalgebra de sucesos

Suele decirse que el sucedmrigina la aparicion del suced® (se escribed D B), si el sucesd3 ocurre
siempre que aparecé. El sucesaoF se llama elemental, si para todo sucekdel experimento aleatori
tenemos que provoca o bien & o bien aA. Un experimento aleatorio se denomifiigto si se tiene u
grupo completo de sucesos elementales.

En teoria de probabilidades se consideran soélo aquellos experimentos aleatorios en los cuales
suceso representa una suma de todos los sucesos elementales que conducen a la aparicion del :
cionado. Tal experimento aleatorio se describe por el conjunto de sucesos elenfentgescierta clas
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de sus subconjuntds;, llamados sucesos que pueden ocurrir en el experimenta ckEste de subconjuntos
debe satisfacer las siguientes condiciones:

1. Q; € C; (£2; es un suceso cierto que ocurre al transcurrir cualquierssueiemental).
2. C contiene el subconjunto vacibgue se interpreta como un suceso imposible.

3. SiA € C; entonceg(?; — A) también esta eft;. (2; — A es el suceso opuestady.
4. SiA, B € Cyentonces AU B)y (AN B) también pertenecenG.

La clase de subconjunt@$ que satisface las condiciongst se denominalgebra de conjuntos

En caso de qu@ sea finitoC; coincide con la clase de todos los subconjuntoSde

Como ejemplo, veamos una prueba en la cual se mide ciertaitingnComo sucesos elementales puede
considerarse aqui los datos de valor fijo obtenidos. Resaliural por eso identificar el conjunto de sucesos
elementales con un conjunto de puntos en la recta. A pribearsas que sblo puede tomar valores de cierto
conjunto M, el cual consideramos como el conjunto de sucesos eleregntles natural la posibilidad de
observar los sucesds < ¢ < b} dondea, b son numero arbitrarios y < b. Cualesquiera sumas finitas de
tales semiintervalos pueden considerarse como algebrasogsos ligados con el experimento.

A.2. Espacios probabilsticos

En aquellos experimentos aleatorios en los cuales el @gibsucesos contiene un nimero infinito de
sucesos, hemos de considerar sucesiones infinitas de swoeso las operaciones que se realizan con ellas.
Las operaciones mas sencillas son la union y la inter@eats una sucesion infinita de sucesos. Si el algebra
de sucesos es tal que, con cada sucesion infinita de lososutggconk = 1,2,...), contiene tanto a los
suceso$ ), A, como a los sucesqg,, A, entonces esta algebra se llamalgebra

El sucesq),, Ax, consiste en que todos los suceshsocurren simultaneamente; el sucégp A, con-
siste en que de la sucesibn se realiza por lo menos uno dedesasAy,.

La sucesion se denomina monoétona decrecientg, sb A, y monoétona creciente si;, C Ay.q.

El sucesq);, A; se denomina limite de la sucesion decreciente; mientrasetjsucesq J,, A, se de-
nomina limite de la sucesion creciente. El limite de leesibn monbdtona (creciente o decreciemg)se
denotalim Aj.

Un algebra de sucesdd serac-algebra si a la par con toda sucesibn mon6tona tamhéatiene el
limite de esta.

Se denominaspacio probabiktico (o campo de probabilidadés la totalidad de tres objetos: primero,
un conjunto de sucesos elementdlkesegundo, lar-algebral/ de subconjuntos d@; y tercero, la probabi-
lidad P(A) definida para cada elementoc U/ para la cualP(2) = 1.

El espacio probabilistico se denota por los objetos c#ado, i/, P}.

Llamaremosnedidade lac-algebra a una funcion no negativa del conjuRtad) tal que para la cual
p (U Ak> => P(4)
k

cualesquiera que sea la sucesion de los conjutifade/, disjuntos dos a dos.
Si P(Q2) = 1, la medida se llamaormada
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Daremos el nombre despacio mediblea un par de objetos: un conjunfby unac-algebral{ de sub
conjuntos de?. Y la denotaremog(2, 1/ }. Asi pues ekspacio probabiktico es unespacio medibleel cua
dispone de unaedida normada

A.3. Laesperanza materatica

Supongamos que realizamos un experimento aleatorio y observamos una magnisuguede tom
un namero finito de valores;,as,...,ayx con las probabilidades correspondientgspo,...,py. Seal
x1,%2,...,%y las observaciones de la magnitudrenealizaciones sucesivas del experimento, por lo t
el valor medio de las observaciones es:

1 n
E(xl —i—wg—i—...—i-wn) = Zakpk
k=1

La cual se denominmedia probabilstica valor esperadm simplement&speranza
Si¢ es una magnitud discreta arbitraria que toma los val@ges 1,2, ... con probabilidades,, respec
tivas, entonces la expresion

[ee]
ME =" arps
k=1
recibe el nombre desperanza mateftica de dicha magnitud; siempre que la sumatoria converja.
A continuacion damos algunas propiedades de la esperanza matematica de una magnitud:disc

» SiexisteM &, y My, entonces existirtd] (&1 + &) = My + M&s.

Para cualquiee, siempre quél/¢ exista, tenemos qui/ (c§) = cM (€).

SiP(&) =P(&) = 1 entoncesdV & = Mé&s.

ME>08 € >0y ME existe.

» SiP(§ =c¢) =1entoncedV/¢ = c.

A.4. Probabilidad condicional

La probabilidad condicional de que ocurra un sucdsoon respecto a un suceso dago(denotad
P(A | B)), para el cualP(B) > 0 se define como:

P(A|B) = %

De aqui se deduce la formula de multiplicacion de las probabilidades:
P(ANB) =P(A| B)-P(B) =P(B| A)-P(A)

y la expresioriP(A | B) en téerminos d&@(B | A):

P(B | A) - P(A)
P(B)

P(A| B) =
Proporcionamos ademas, la formula general de multiplicacion de las probabilidades:

P(Np_yAg) = P(Ar) - P(Az | Ar) -+ P(A, | NJZ1AR)
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Seank, Fs, ..., E, un grupo completo de sucesos; entonces para todo suceso
n
P(A) =) P(A| Ey) - P(Ey)
k=1

La férmula de Bayes proporciona la expresion para las probabilidades condicionales de uno de Ic
E}, a condicién de quél ya tuvo lugar:

_ P(A| By) - P(Ey)
P(EL | A) = Y P(A] E;) - P(E;)

Esta formula se llama también formula para la probabilidad de la hipbtesis después de la prueb

A.5. Cadenas de Markov

Este concepto, introducido por el matematico ruso Andrei Markov [18] en un articulo publicado e
presenta una forma de dependencia Gtil entre variables aleatorias.

Sea{2, F, P} un espacio probabilistico. La aplicacion mediple {2, 7} — {X, B} donde {X, B}
es cierto espacio medible, se llama elemento aleatorioXeifS }.

La sucesion{y,,n = 0,1,2,...} de elementos aleatorios en el espacio mediie3} se denomin
Cadena de Markqwsi para cualesquierac By n =0, 1,2, ... se verifica con probabilidatl

P(yn | Yo, Y1, .- - >yn—1) = ]P(yn | yn—l)

El espacio{ X, B} se denomin@spacio &sicode la cadena.

Toda sucesion de elementos (aleatorios o no aleatdfigs)y: = 0,1,2,...} del espacid X, B} puedt
considerarse como el movimiento de cierto sistema (de un punto o de una particula) en el espac
del estado inicialyy, el sistema pasa al estagpen el momento de tiemph luego pasa al estadg en e
momento de tiempd, etc. De este modo el concepto de cadena de Markov destaca en la clase de
llamadossistemas sin efecto residu#lara el caso determinista son aquellos sistemas en los cuales €
en el momento de tiempo se determina univocamente por el estado de dicho sistema en el mom
tiempo(n — 1), independientemente del comportamiento en el movimiento hasta ese momento.

A diferencia de los sistemas deterministas, los sistemas estocasticos sin efecto residual poseer
dad de que por el estado del sistema en el momento de tieémpd ) se determina solo la probabilidad
la cual el sistema se encuentra en este momento de tiempo en uno u otro conjunto de estados.

A.6. Criterios para distinguir cadenas de Markov

Sea una sucesidfy,,n =0, 1,2, ...} de elementos aleatorios en el espacio mediie3} (El espaci
probabilistico{2, F, P} se concidera fijado). Designemos mediafigla o-algebra minima de suces
respecto a la cual son medibles los elementos aleatgrias, . . . , v, Y medianteF" la o-algebra minim
de sucesos, respecto a la cual son medibles los elementos alegiorigs:, . . . En otras palabrasF,, la
o-algebra de todos los sucesos relacionados con la evolucion de la sucesion hasta el mantdunive
en tanto queF™ la o-algebra de todos los sucesos relacionados con la evolucion de la sucesion de:
momenton, incluyendo el propio momente.

La o-algebraF,, se genera por los sucesos del tifpp. € T'} para todok = 0,1,2,...,n,I' € B.
Analogamente, la-algebraF” se genera por los sucesos del tipg € I'} cuandok > n, T € B.
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La definicion de la cadena de Markov significa, de este modmpara todos los = 0,1,2,...yI' € B
con probabilidad tenemos

P(yn—l-l el | fn) = P(yn—i-l el | yn)

Asi pues, teniendo una sucesion de elementos aleatfyijps = 0,1,2,...} en el espacio medit
{X, B}, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» Lasucesiony,,n =0,1,2,...} es una cadena de Markov.

» Paracualesquiera=0,1,2,...;m =1,2,...; ' € B con probabilidad tenemos
P(Yntm €T | Fn) = P(Yntm €T | yn)

» Paracualquieral € F,,_1, B € F**! (n =1,2,...) con probabilidadl, tenemos

P(AﬁB | yn) = P(A | yn) 'P(B | yn)

» Para toda magnitud aleatoria acotafa™' —medibles, con probabilidad., tenemos
M(n | Fn) = M(n | yn)

Si convenimos en considerar el momento de tiemfyresente”, entonce%,,_; sera el “pasado”, mie
tras queF"*! sera el “futuro”. La tercer afirmacion dice que para la cadena de Markov con “el pre
conocido, “el pasado” y “el futuro” son condicionalmente independientes.

A.7. Teorema del Imite central

El teorema del limite central establece los fundamentos para estimar parametros poblacionale
bas de hipotesis [31]. Debemos tener en cuenta el hecho de que el teorema del limite central i
distribuciones diferentes: la distribucion de la poblacion original y la distribucion de las medias de r
Tengamos en cuenta que:

= Unavariable aleatoriaes una variable que tiene un s6lo valor numérico determinado por el az:
cada ejecucion de la simulacion.

= Una distribucion de probabilidad es una férmula que da tdogbilidad para cada valor que pu
aportar una variable aleatoria.

= La distribucion muestral de la media es la distribucion debabilidad de medias de muestra dc
todas y cada una de las muestras tienen el mismo tamafio.

Consideremos un ejemplo de ilustracion muy sencillo: sea la poblacion de los diez digitos 0, 1, :
6, 7, 8, 9 los cuales se seleccionan con reemplazo.

1. Variable aleatoria:si realizamos ensayos que consisten en la seleccion aleatoria de un sol
y representamos con el valor en cada ensayo del digito seleccionado, entonas una variab
aleatoria (su valor depende del azar).

2. Distribucion de probabilidadsi los digitos se seleccionan aleatoriamente, la probabilidad de cac
to es1/10 que puede expresarse con la formflar) = 11—0 Esta es una distribucion de probabilic
ya que describe la posibilidad de seleccion de cada valor de la variable aleatoria
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3. Distribucibn muestral:supongamos que seleccionamos aleatoriamente distintas muestras po.
tamafion = 4 (Recuerde que es muestreo con reemplazo). En cada muesticulemos la med
de muestraz; (que también es una variable aleatoria). La distribucion de probabilidad de las
muestrales es una distribucion muestral.

El tercer inciso del ejemplo ilustra una distribucion muestral especifica de medias de muestra. C

tamafo de la muestra aumenta, las medias de muestra correspondientes tienden a variar fenres
del Limite Centralnos dice que si el tamafio de la muestra es lo suficientemente grande, la distrib
medias de muestra se aproxima a una distribucibn normal. Es curioso pues esto ocurre aun si la
original no se distribuye normalmente. Para una prueba formal remito al lector a la siguiente referer

1. Tenemos que:
a) Lavariable aleatoria tiene una distribucion (que puede ser normal 0 no) con meglidesvia
cibn estandas.
b) Todas las muestras aleatorias del mismo tamage seleccionan de la poblacion original.
2. Concluimos que:
a) La distribucion de medias de muestiae aproxima a una distribucibn normal conforme €
mafio de la muestra aumente.

b) La media de todas las medias de muestra es la media poblagional

c) La desviacion estandar de todas las medias de mues%.es
3. Tenemos las siguientes reglas practicas de uso coman:

a) Si la poblacion original no se distribuye normalmente, la siguiente es una guia comi
muestras de tamafiomayores a 30, la distribucion de las medias de muestra puede apro;
razonablemente bien a una distribuciobn normal. La aproximacion mejora conforme el tar
muestran se incrementa.

b) Sila poblacion original se distribuye normalmente, entonces las medias de muestra se dit
normalmente para cualquier tamafo de muestfiao solo los mayores a 30).

El Teorema del Imite Centralimplica dos distribuciones diferentes: la distribucion de la poblaci6

ginal y la distribucion de las medias de muestra. Utilizamos los simhols para denotar la media
la desviacion estandar de la poblacion original. A continuacion daremos las notaciones para la ir
desviacion estandar de la distribucion de medias de muestra.

Si tenemos una poblacion con mediay desviacion estandar, y seleccionamos todas las mues

aleatorias de tamafa entonces la media de las medias de muestra se denotg cexmodo que:

Bz = [

También la desviacion estandar de las medias de muestra se denetadeotal manera que:

oz suele denominarse el error estandar de la media.
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A.8. Intervalos de confianza

A continuacion describiremos el procedimiento estadistico estandar para dada una proporcion di
estimar el valor de la proporcion poblacional (tal y como es mostrada en [31]).

Un estimado puntual es un valor o punto que se utiliza para aproximar un parametro poblacione

Llamemosp a la proporcion de la poblaciop.= 7 es la proporcion muestral deéxitos en una muesi
de tamafim. Y ¢ = 1 — p es la proporcion muestral de fracaso en una muestra de tamano

Ahora bien, la proporcion muestrales el mejor estimado puntual en la proporcion poblacignada
gue no esta sesgado y porque es el mas consistente de los estimadores que puede usarse. No est
el sentido de que la distribucion de las proporciones muestrales tiende al centro para el yaéstoes, €
las proporciones muestralgsio tiende sistematicamente a subestimar ni a sobreegsimar

La proporcion muestrgb es el estimador mas consistente en el sentido de que su desviacion «
tiende a ser menor que la desviacion estandar de cualquier otro estimador sin sesgo.

Aunquep es nuestro mejor estimado puntual de la proporcion poblacignaltenemos indicacion pre
sa de qué tan bueno es nuestro mejor estimado. Un estimado puntual tiene el grave defecto de no re
acerca de qué tan bueno es, los estadisticos disefiaron ingeniosamente otro tipo de estimado. Es
se llamalntervalo de Confianzg consiste en un rango de valores en lugar de un solo valor.

Dicho de otro modo, umntervalo de Confianza&s una gama o intervalo de valores que se usar
estimar el valor real de un parametro de la poblacion. Asi, un intervalo de confianza se asocia cor
de confianza (por ejemplo 95 %). El nivel de confianza nos da la tasa de sucesos del procedimientc

El nivel de confianza suele expresarse como la probabilidad d &reaEl valor dex es el complemen
del nivel de confianza. Para un nivel de confianza del 95 % (0 85)0.05

El Nivel de Confianzas la probabilidad — «, que es la proporcion de veces que el intervalo de
fianza realmente contiene el parametro de poblacion, suponiendo que el proceso de estimacion s
gran namero de veces. El nivel de confianza también se conoce@aado de Confianza Coeficiente d
confianza

A.9. Regreson lineal

Basados en la referencia [36], veamos los conceptos de curva de ajuste, regresion lineal y corre

Cuando en un experimento encontramos una relacién entre variables, tratamos de expresar e:
en forma matematica determinando una ecuacion que conecte a esas variables.

Un primer paso es la coleccion de datos indicando los valores correspondientes a las variables.
plo, siz y y denotan la estatura y peso de un adulto; entonces una muestriadieiduos resultaria en |
estaturas:y, x2, . .., x, Y 10S pesos correspondientgs vo, . . . , Yn.

El paso siguiente es dibujar los punt@s, y1), (x2,v2),- .., (zn,yn) €N UN Sistema de coordena
rectangulares. El conjunto resultante de puntos se Idiagrama de disperéi.

Del diagrama de dispersion es posible frecuentemente visualizar una curva que se aproxime a
Puede ser que los datos se aproximen bien a una recta y en este caso decimos que existe una rel
entre las variables. Sin embargo, existen casos donde existe una relacion entre las variables de fo
aproximan a una curva no recta, por eso la llamamos relacién no lineal.

El problema general de hallar ecuaciones de curvas de aproximacion que se ajusten a conjuntc
se denomina curva de ajuste. En la practica el tipo de ecuacion se sugiere frecuentemente del di
dispersion. Asi pues, en el caso en que los datos se ajustan bien a una recta podriamos utilizar la €

y=a+bx
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Uno de los propositos principales de la curva de ajuste @nasla variable dependiente a partir di
variable independiente. El proceso de estimacion se conoce regnesdn.

Generalmente, mas de una curva de un tipo dado parece ajustar un conjunto de datos. Para evit
individual en la construccion de rectas o curvas de aproximacion, es necesario obtener una definic
mejor recta de ajuste”.

Para motivar una definicion considere los puntos de datnsy: ), (x2,v2), - .., (zn,y,) Y Una curva d
ajusteC'. Asi, habra una cierta diferencia entre el valor dédo ;) y el valor correspondiente en la curga
Denotemos esta diferencia conig al que llamaremodesviacbn o error y notemos que puede ser posit
negativo o cero. Analogamente para cada uno de los valores tendremos las difetenkias . , d,,.

Una medida de la “bondad del ajuste” de la cufva los datos es la cantidald + d2 + ... + d2. Sila
suma es pequefa entonces el ajuste es bueno. Si es grande el ajuste es malo.

Por lo tanto tomamos la siguiente definicion:

La mejor curva de ajuste es la que de todas las curvas de aproximacion de un conjunto de puntos ¢
tenga la propiedad de qué + d3 + ... + d2 es minimo.

Una curva con esta propiedad se dice que se ajusta a los datos en el sentido de minimos cuac
llama curva de regresion de minimos cuadrados.

Empleando esta definicion es posible demostrar que la recta de minimos cuadrados tiene la ec
rectay = a + bx donde las constantesy b se determinan solucionando simultaneamente el sistel
ecuaciones

Yy o= an+b) x
Nay = ad.x+bd 2?

gue se conocen como lasuaciones normalepara la recta de minimos cuadrados. Observe qu

brevedad hemos utilizadp’ y, > xy en vez dez1 Y 21 z;Y;.
J J=
Las ecuaciones normales se pueden recordar facilmente; la primera ecuacion se obtiene for

sumando ambos lados de la ecuacion de rgcta a + bx, mientras que la segunda ecuacion se ob
primero multiplicando por: ambos lados de la ecuacién de recta y luego sumando. Logicamente es
una derivacion de las ecuaciones normales sino solamente un medio para recordarlas.

Los valores de: y b que se obtienen a partir de las ecuaciones normales son:

Cya®) - )y
ny x?— (L x)?

a =

p nory— (o) (X y)
ny w?— (3 x)?

El resultado para también puede escribirse como:

,_ S — )y —)
Yo o)

Como es de uso comdn, la barra arriba de la variable aleatoria indica mediajid:eg;fﬁ.
Recordemos que aqui la varialbles la pendiente de la recta.
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A.9.1. Recta de nnimos cuadrados en &rminos de varianzas y covarianzas muestrales

Las varianzas y covarianzas muestrales gede y estan dadas por:

§2 — >(z —7)?
§2 — >y —5)?
5y 2.z —7)(y —9)

Ademas definimos formalmente @beficiente de Correlaén Muestralpor:

Say
548y

Si denotamos poy.,: €l valor estimado dg para un valor dado de, obtenido de la curva de regres
dey sobrez, entonces una medida de la dispersion con respecto a la curva de regresion esta sumini
la cantidad:

Z(y - yest)2

Sy =
Y n

que se llamarror tipico de la estima dg sobrez. Donde> " (y — yes:)? = 3. d? y vemos que de tod
las curvas de regresion posible, la curva de minimos cuadrados tiene el mas pequefio error tipico de

Describamos ahora el significado d&beficiente de Correlaoch. Resulta que tenemos de la definic
des,., y de s, (vea [36]) la recta de minimos cuadrados en téerminos de la varianza y el coefici
correlacion. Por ello obtenemos:

P2 —1_ >y — yest)2
>y —9)?

Y podemos probar que:

Z(y - g)Q = Z(y - yest)2 + Z(yest - g)Q

De esta (ltima ecuacién, el miembro izquierdo se denoriaréacion Total El primer sumando d
miembro derecho se denomikariacion No Explicaday el segundo sumando se llavariacion Explicads
Esta terminologia surge debido a que las desviacigneg.;; Se comportan de una manera aleatoria ¢
predecible, en tanto que las desviacionges— 7y se explican por la recta de regresion de minimos cuad
y asi tienden a seguir un patron definido.

Se deduce que:

2 S(yest—%)? _ wariacién explicada
T4 = ¥ = 16m
> (y—9) variacion total

Por lo tanto,~? puede interpretarse como la fraccion de la variacion total que se explica por la
regresion de minimos cuadrados. En otras palabraside qué tan bien la recta de regresion de min
cuadrados se ajusta a los datos muestrales. Si la variacion total se explica por completo debido a
regresion, es decir, s = 1 osear = +1, decimos que hay una correlacion lineal perfecta. De otro r
si la variacion total no se puede explicar, entonces la variacion explicada es cero=y @si
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En la practica, la cantidag? se denominaCoeficiente de Determindui; y se encuentra entre 0 y
Notemos que? < 1, esto es que-1 < r < 1.
Asi pues, tenemos que el coeficiente de correlacion puede calcularse de la siguiente manera:

-2y —9)
V(e -2y - 5)?

Obien, por las formulas equivalentes a la anterior, que se utilizan mucho en la practica y que se ¢
r de Pearson:

r

ny zy—_z)>y)
VinY a2 — ()Y y? — (X y)?]

7y — 7y

V@ -7 - 7?)

r =

muy utilizados en computacion.

El coeficiente de correlacion lineal puede ser positivo 0 negative.€Sipositivo entonces la varia
y tiende a aumentar can (la pendiente de la recta de regresion es positiva). En tanto quesshegativ
entonceg esta en proporcion inversa con respecto (& la pendiente de la recta de minimos cuadrad
negativa).

Cualquiera de estas formulas para el coeficiente de correlacion incluye solamente valores must
y. En consecuencia da el mismo nimero para todas las formas de curvas de regresion, y con la exc
caso de regresion lineal, no es (til como medida de ajuste para otro tipo de curvas.

Puesto que un coeficiente de correlacibn mide simplemente qué tan bien se ajusta una curva de
a los datos muestrales, es ilogico utilizar un coeficiente de correlacion lineal donde los datos no sor
Sin embargo, supongamos que la aplicamos a datos no lineales y se obtiene un valor que es conside
menor que 1. Entonces la conclusion a extraerse no es que hay poca correlacion sino que hay poca
lineal. En efecto, puede existir una gran correlacion no lineal.
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Apéndice B

Programacion y graficacion con MATL AB

En este apéndice especificamos algunos detalles téaetasnbiente de simulacion. Los programas se
realizaron en lenguaje NrLAB bajo el ambientéVindows XPy Mac Os Xcon arquitecturagntel Centrino
Duo eIntel Xeon de doble nicleo respectivamente. La referencia [U2]utilizada como consulta para la
programacion y la graficacion de los experimentos.

B.1. Ellaboratorio matricial

El software MATLAB es un programa de analisis numérico que incluye su prapiguaje de progra-
macion. Fue desarrollado por la emprddathWorksy desde 1984 ha sacado continuamente al mercado
diversas versiones mejoradas (al momento se encuentresiave la cual esta disponible para plataformas
Unix, Windows y Mac).

MATLAB es un paquete de calculo numérico orientado a matricestgres, de ahi su nombre, que es
la abreviacion déVatrix Laboratory (Laboratorio de Matrices). Ademas se pueden ampliar spacidades
con herramientas (Toolboxes) orientadas al proceso tagtaefiales, manejo y adquisicion de datos, inteli-
gencia artificial, lbgica, estadistica, y también caerin paquetes comanBJLINK que sirve para realizar
simulaciones de sistemas.

Su lenguaje de programacion fue creado en 1970 junto comoguopcompilador, y ha tenido algunas
mejoras a lo largo del tiempo. De hecho la primera versi@pnsada con la idea de emplear unas subrutinas
de algebra lineal y analisis numérico escritag-ertran sin necesidad de escribir programas en este lenguaje.

Debido a sus caracteristicas de calculo numérico y awusidnes matematicas, es un software muy
utilizado en universidades y centros de investigaciongenieria. Esta herramienta es de gran utilidad para
la implementacion de algoritmos que a través de nimermeghas matematicas simples pueden simular
procesos matematicos mas complejos o del mundo real.

Estos algoritmos nos pueden llevar a una solucion apem@nde un problema mediante un nimero finito
de pasos que pueden ejecutarse de manera logica.

Existe un programa libre equivalente aaWL AB para realizar calculos numéricos llamadaT1ave, el
cual es parte del proyectBNU. Y entre sus varias caracteristicas que comparten se plesiacar que
ambos ofrecen un interprete que permite ejecutar ordenesode interactivo. Otros programas alternati-
vos para el manejo de algebra computacional los cualégdacel calculo simbblico en computadora son
MATHEMATICA, MAXIMA 0 MAPLE.
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B.2. Descripcbn de los programas

A continuacion haremos una breve descripcion de los progs de simulacion sin enfocarnos demasia-
do en el lenguaje, sino mas bien en pseudocoddigo. Recoslgoe estas simulaciones estan basadas en los
modelos sin memori®, (seccion 4.1 pagina 24) y con memofia (seccion 4.2 pagina 30).

Funcion Simulacion Del Modelo Sin Memoria (n, t, long, Ejc)
| *
Primer parametro (n): numero de procesos participantes en e
Segundo parametro (t): parametro de tolerancia a fallos.
Tercer parametro (long): longitud del camino aleatorio.
Cuarto parametro (Ejc): numero de replicas del experimento
*/
For ejecucion = 1 to Ejc
Generamos un numero aleatorio A tal que (0 < A < n);
Actualizamos el numero de pasos hechos por el vertice A;

For pasos = 1 to long

El siguiente movimiento (izquierda/derecha) se obtiene co
probabilidad de acuerdo a la posicion actual A,

If movimiento es a la derecha

Actualizamos el contador del vertice A+1;
End If
If movimiento es a la izquierda

Actualizamos el contador del vertice A-1;

End If

Contabilizamos la razon de transitos por el vertice t
entre el numero de pasos en ese momento;

End For

Hacemos una normalizacion en esta ejecucion, del numero de p
por cada vertice entre el total de pasos realizados;

End For

| sistema.

asos realizados

Finalizamos graficando la distribucion de transitos reali zados por cada vertice y

la razon de de transitos hechos por el vertice t a lo largo de la
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Funcion Simulacion Del Modelo Con Memoria (n, t, long, Ejc)

| *
Primer parametro (n): numero de procesos participantes en e | sistema.
Segundo parametro (t): parametro de tolerancia a fallos.
Tercer parametro (long): longitud del camino aleatorio.
Cuarto parametro (Ejc): numero de replicas del experimento
*/

For ejecucion = 1 to Ejc
Elegimos aleatoriamente uno de los dos estados posibles (0 / 1);
Generamos un numero aleatorio A tal que (0 < A < n);
Actualizamos el numero de pasos hechos por el vertice A;
For pasos = 1 to long

El siguiente movimiento (izquierda/derecha) se obtiene co n
probabilidad de acuerdo a la posicion actual A,

If movimiento es a la derecha
Actualizamos el contador del vertice A+1;
End If

If movimiento es a la izquierda
Actualizamos el contador del vertice A-1;
End If

If vertice actual es t y el estado es 1
estado cambia a 0 y contabilizamos la razon de transitos por
el vertice t entre el numero de pasos en ese momento;
End If

If vertice actual es (n-t) y el estado es 0
estado cambia a 1 y contabilizamos la razon de transitos por
el vertice (n-t) entre el numero de pasos en ese momento;
End If

End For

Hacemos una normalizacion en esta ejecucion, del numero de p asos realizados
por cada vertice entre el total de pasos realizados;

End For
Finalizamos graficando la distribucion de transitos reali zados por cada vertice y
la razon de de transitos hechos por el vertice t y el vertice (n -t)

a lo largo de la ejecucion;
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Funcion Comparacones (N, long, Ejc, Ventana, tipo)

| *
Primer parametro (N): lista de valores de n a comparar.
Segundo parametro (long): longitud del camino aleatorio.
Tercer parametro (Ejc): numero de replicas del experimento .
Cuarto parametro (Ventana): tamanio de ventana utilizada e n

el metodo de Welch.
Quinto parametro (tipo): si la simulacion se hara en el model o]

con memoria 0 sin memoria.
*/

For cada valor n de la lista en N

If tipo es sin memoria

Simulacion Del Modelo Sin Memoria (n, n/2, long, Ejc);
Caso contrario
If tipo es con memoria

Simulacion Del Modelo Con Memoria (n, n/2, long, Ejc);
End If

Aplicamos el metodo de Welch al resultado dado por la simulac ion
a fin de reducir la autocorrelacion en los datos;

Posteriormente aplicamos el Proceso de Control Estadistic o]
a fin de encontrar los intervalos de confianza del estado est able;
Una vez hecho esto, procedemos a encontrar el punto de fricci on para

esta simulacion en particular;
End For
Aplicamos las ecuaciones de regresion lineal a fin de obtene r la
recta de minimos cuadrados que mejor se ajuste a los valores

de N y sus respectivos puntos de friccion;

Calculamos el coeficiente de correlacion para determinar g ue tan bueno
es el ajuste;

Graficamos los resultados obtenidos;
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B.3. Estructuras de datos

Como hemos visto, MrLAB es un paquete de calculo numeérico orientado a matricestgnes. Por ello
desde un inicio debemos pensar en hacer uso de las estsudeudatos en terminos de vectores y matrices a
fin de que sea mas rapido y efectivo.

A final de cuentas la computadora va a manipular la infororg@si que el modo en que esta se organice
es muy importante para el 6ptimo desempefio de nuestrogonag En general, tanto vectores como matrices
son arreglos en localidades de memoria que estan vinaulaftsiman tipos de datos abstractos.

Las principales estructuras de datos utilizadas en losranogs son: los vectores donde almacenamos
la razdn de transitos por el vértice el vérticen — t; los vectores que contabilizan el nimero de transitos
hechos por cada vertice; las matrices que sirven para grdéiénformacion e8D de diversas ejecuciones
variando el parametro de tolerancia a faltos

Estos TDA's son los que almacenan los resultados de losarag de simulacion y son pasados como
parametros a procedimientos que manipulan su informagiasi obtener resultados interpretables desde el
punto de vista de los experimentos.

B.4. Detalles en la graficadn

Como hemos visto, utilizamos una matriz o arreglo bidimeameli para guardar los resultados de varias
ejecuciones y con diversos valorestd8i pensamos detenidamente un momento, esto lo podemigs étde
como una funcién de dos variables. Existen tanto exTMAB como en @TAVE las funciones disefiadas
especificamente para evaluar y graficar funciones de d@bies. Primero es necesario evaluar la funcion
de dos variables y después graficarla tridimensionalmente

Para evaluar una funciof(x, y) de dos variables, primero tenemos que definir una retiédimbnsional
en el planar, y. A continuacion evaluar la funcion en los puntos de lectdfl para determinar puntos en la
superficie tridimensional.

Definimos tanto en MTLAB como en @TAVE una reticula bidimensional en el plamgy usando dos
matrices. Una matriz contiene las coordenadate todos los puntos de la reticula, y la otra contiene las
coordenadag de todos los puntos de la reticula.

Veamos un ejemplo: supongamos que queremos definir uralleegn la que la coordenadavarie
de -2 a 2 en incrementos de 1; y la coordengdarie de -1 a 2 también en incrementos de 1. La matriz
correspondiente de valoresen la reticula es la siguiente:

-2 -1 01 2
-2 -1 01 2
-2 -1 01 2
-2 -1 0 1 2

Y la matriz correspondiente de valorg®n la reticula es la siguiente:

-1 -1 -1 -1 -1
0o o0 o0 o0 0
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

Asi, el punto de la esquina superior izquierda de la rititane coordenadgs-2, —1). Y el punto de la
esquina inferior derecha de la reticula tiene coorden&zlas.
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La funcibnneshgrid genera las dos matrices que definen la reticula subyacente para una func
mensional. Utilizada de la siguiente forma:

[x_grid, y_grid] = meshgrid(x,y)

Genera dos matrices de tamaificc m, con base en los valores de los vectaresy que contienenn
valores yn valores respectivamente. La matxizgrid contiene los valores derepetidos en cada fila, y

matrizy_grid contiene los valores dgrepetidos en cada columna.
Asi pues, para generar las dos matrices descritas en el ejemplo anterior, podemos utilizar las
instrucciones:

X = -2:2;

y = -1:2;
[x_grid, y_grid] = meshgrid(x,y);

Una vez definidas las matrices de la reticula subyacente, podemos calcular los valores correspor
la funcion. Por ejemplo, supongamos que se desea evaluar la siguiente funcion para la reticula que
de definir:

1
ZZf(%y):m

Los valores correspondientes de la funcion se pueden calcular y almacenar en unaaeattiatro fila
y cinco columnas con estas instrucciones:

z = 1JQ1 + x_grid.”2 + y_grid.”2);

Puesto que las operaciones son elemento por elemento, el valor de la matiéztiene subindic
(1,1) se calcula usando los valores que estar arid(1,1) yeny grid(1,1) ,y asi sucesivamen
Observe que no se requieren ciclos para calcular todos los valoreblderror comn al calcular los valol
de una funcién de dos variables es usar los vectorgg, en lugar de los valores de la reticula subyac

que estan er_grid yeny_ grid
Una vez hecho esto entonces procedemos a aplicar alguna de las varias formas que existen p
una superficie tridimensional, como pueden ser:

plot3(x_grid, y_grid , 2);
mesh(x_grid, y_grid , z);
surf(x_grid, y_grid , 2);

las cuales representan datos en superficie de diferente forma; por ej@otflo genera una super
cie continua,mesh genera una superficie de cuadricula abiertausf genera una grafica de cuadric
sombreada. Todo sobre los datos definidos en la matriz
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Convergence and Reach of Steady-State on L ong-L ived Consensus M odel
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1. Fast Abstract of a Work in Pro- some simulations done over the distributed models execu-
tion, in order to obtain information of their behavior.

We should bear in mind that the main idea in the study
of stability in distributed long-lived consensus systeiss,

The consensus problem in distributed systems, is an @xat the exit value can change throughout several and re-
tensively studied subject in computer science. The corfieated executions of the consensus algorithm. Because of
nuous consensus system, also named long-lived consefiigigsthe use of long-lived consensus algorithms is prefe-
system, is a common variant of this model. This systemible when decision values are changed a few number of
executes the consensus algorithm in a subsequent waytiages. Let us imagine that we have a set of replicated sen-
cording to changes in contribution values of the involvasbrs, which must decide if a device (v. gr. an airplane re-
processes [1]. motely directed) must make some change in its operation

This particular model has been studied under a wi@® raise or to lower its altitude). In this sense we are inter
variety of assumptions in order to get a more general rested in studying how stable a consensus system can be.
presentation. This assumptions are: The system is synchNotice that if there is a one-shot consensus algorithm
ronous, it has reliable communication channels and itfts the particular communication model, it could be used
restricted to binary input values. The last assumptionts ng solve the long-lived consensus version, by simply invo-
a constraint, since multi-valued consensus can be restkierg a new version of the algorithm in each phase. Howe-
ted to binary consensus (multi-valued consensus stabiljat, this kind of solution produces a long-lived consensus
is studied in [3]). Therefore, each one of theprocessors system with no stability guarantees. In other words, we
proposes its own binary input value, and after some cogre interested in minimizing the fluctuations of the out-
munications among them, they must decide one binary gxifts from phase to phase as much as possible. Of course,
value. if the input vector changes from th# in one phase, to

Stability notion is central to this kind of systems, sincie 1™ vector in the next phase, then the decision will have
it reflects the system sensitiveness to changes in decistorghange fron® to 1. But if the input vector changes by
from one consensus algorithm invocation to the next ofusst a few bits, it might be possible to avoid changing the
according to the inputs. These inputs are representeddasision.
binary n—dimensional vectors; id est elements of the set One of the aims when making the simulations is to
Zy . show the convergence predicted by the equations [2]; but it

Among the scenes used for these systems, there are oot the only goal, since in addition we can obtain data of
se that keep in memory the value from one invocation thfe inestability behavior throughout executions and aiso t
consensus to the next invocation and also memoryless fyremw how fast it tends to the announced value. (Equation
tems (that is, systems without memory). does not give us this information).

Florent Becker, Sergio Rajsbaum, Ivan Rapaport and Therefore, the main contribution of this work, is a study
Eric Rémila [2] have proven that these systems convergesfiow fast the models converge towards the value of stabi-
much in the model with memory like without memory. Belity. To achieve this, statistical techniques used by resea
sides they prove that the greater instability reached ababers in the study of simulations and computacional mo-
these systems is obtained when the fault-tolerance paradwing are applied (see [5]). Among these techniques we
tert is equal to half of the number of participant processéiad Welch’s procedure and the Statistical Process Control
n. One of the immediate goals of this work, is to makisee [6]).

gress.



Let Y7,Y,,... the outputs of a stochastic Thereisanotherway: The statistical process contre
process like our simulation program; and ldgs also applied in order to determine first point in wr
Fiy|I)=PY;<y|I) for i = 1,2,... wherey oursystemis “in-control”.|d est, simulation’s warming
is a real number and represents the initial conditionsperiod ends, once stochastic variables output values
used to start the simulation at tiieWe callF;(y | I) the a steady-state means.
transient distribution of the output process at discrete timeWe will apply these techniques in order to show |

¢ for initial conditions!. fast the models converge when input parametehnange:
For fixed y and I, the probabilities
Fi(y|I),Fx(y|I),... are just a sequence of num- .
Referencias

bers. IfF;(y | I) — F(y) asi — oo for all y and for any
initial conditions, then F(y) is called the steady-state

distribution of the procesdi,Ys, ... Strictly speaking, [1] Shlomi Dolev and Sergio Rajsbaum. “Stability
the steady-state distributiofi(y) is only obtained in the  Long-lived Consensus”. Journal of Computer and

limitasi — oc. tem Sciences, Vol. 67, Issue 1, pp. 26-45, Au
In practice, however, there will often be a finite time in-  2003. A preliminary version appeared in Proc. of
dex, sayk, such that the distribution from this pointonwill 19" annual ACM symposium on Principles of Dis

be approximately the same as following each other. It's by buting Computing. (PODC) 2000, pp. 309-318, 2(
that we say the steady state start at timevhich gives us [2] Florent Becker, Sergio Rajsbaum, lvan Rapaport
a reference parameter to know which of the simulations, Eric Remila. “Average Stability of Binary Long-Live
with certain enter valuesy(t), reach first its steady-state. ~ Consensus”. Manuscrito Marzo 2007. Partially

Note that steady state does not mean that the randomported by Programs Conicyt “Anillo de Redes”
variablesyy, Yi11, Yi12 ... will all take on the same value  Fondap on Applied Mathematics.
in a particular simulation run; rather, it means that they wi[%]
all have approximately the same distribution.

For our experiments we used the mean like test statis-
tic; id est we maden replications of the simulations, each
of length{. At this way we will have that’;; be theith
observation from thgth replication (withi = 1,2,...,1
andj =1,2,...,m).

Lior Davidovitch, Shlomi Dolev and Sergio Ra
baum. “Stability of Multi-Valued Continuous Consi
sus”. To appear in SIAM Journal on Computing. |
liminary Proceedings of the Workshop on Geom
and Topology in Concurrency and Distributed Ct
puting (GETCO 2004). Amsterdam, The Netherla
October 4, 2004. pp. 21-24. P. Cousot, L. Fajstru

LetY; = 3 % fori=1,2,...,1 Goubault, M. Herlihy, M. RauBen, V. Sassone (E
j=1 .
The averaged proced§, Ys, ... has means(Y;) = gg(;gizl\locges Series NS-04-2, September 2004, |

E(Y;) and varianced/ar(Y;) = Var(Y;)/m. Thus, the

averaged process has the same transient mean curve akHh¥. S. Koroliuk. “Manual de la Teoria de Probabilic

original process, but its plot has onlyth the variance. des y Estadistica Matematica”. Academia de Cier
More even, to smooth out the high-frequency oscilla- de la Republica Socialista Soviética de Ucrania.

tions in Yy, Ys,... (but leave the low-frequency oscilla- ~ torial MIR. Mosc. 1981.

tions or long-run trend of interest), we further define th®] Averill M. Law and W. David Kelton. “Simulatio

moving averagé&’;(w) wherew is called the window and Modeling and Analysis”. Second Edition. ISBN: O-I

it is a positive integer such that < |1/2] as follows: 100803-9 McGraw-Hill International Editions. Sint
&y pore 1991.
S=2””’+i+ if i=w+1,w+2,...,l-w [6] Stewart Robinson. “A Statistical Process Control
Yi(w) = proach for Estimating the Warm-Up Period”. Proc
Yoy dings of the 2002 Winter Simulation Conference.’
S:_(;i—i)l - if i=1.2 ..., w 1. Dec. 2002. pp. 439-446.

This procedure due to P. D. Welch, serves as a filter in
order to eliminate “noise” in our stochastic process and
thus to obtain a confidence interval in which we will find
the values of our stochastics variables in a steady-state
means.
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