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Introduccion

Los problemas de vigilancia de poligonos, o como se les conoce en la Geometria Computa-
cional, Problemas de Vigilancia de Galerias de Arte, son un tema clasico dentro de esta area
de investigacién. El problema es el siguiente: supongamos que queremos vigilar el interior de
una galerfa arte, modelada por un poligono simple P con n vértices. ;Cudntos guardias seran
suficientes para vigilar el interior de P?

Existen numerosas variaciones al problema original de vigilancia de galerias de arte: pro-
blemas en donde se utilizan guardias con cierto angulo de vigilancia o en donde los guardias
vigilan los 360° dentro de los poligonos, etc.

En este proyecto de tesis estudiamos una variante del problema anterior de vigilancia de
galerias de arte que surge a partir de cobertura de modems inalambricos. Es bien conocido, que
al intentar conectarse a una red a través de un moédem inaldambrico, el problema principal es de
la presencia de obstaculos, como las paredes de un edificio. En general, si la distancia de una
computadora a un médem no es muy grande y no hay obstaculos entre una computadora y un
médem, la conexiéon médem-computadora se da sin ningiin problema.

Mais detalladamente, es este trabajo tratamos con problemas que involucraban a guardias
con una potencia extra en la vigilancia, es decir, cuya vigilancia pudiera atravesar un nimero
k de paredes (tal como la senal de los médems), donde el pardmetro k dependié de la potencia
que le asignamos a nuestros guardias.

El tnico antecedente parecido que conocemos, es el llamado Problema de Superman [20].
En términos generales, este problema puede explicarse de la siguiente forma: supongamos que
tenemos un objeto preciado dentro de un edificio, y queremos asegurarnos que nadie lo vea.
Nuestro problema es que Superman tiene visién de rayos-z y puede ver a través de las paredes
de nuestro edificio. ;Cuantas paredes tendremos que cubrir con placas de plomo para que
Superman no pueda ver lo que guardamos?

Las posibles aplicaciones de estos tipos de problemas son variados, desde la transmisién de

senales inalambricas hasta en el motion planning de mecanismos moviles auténomos. Pero por



XI

si s6los estos problemas de vigilancia son interesantisimos, ya que representan todo un reto al
tratar de desentranar sus propiedades matematicas intrinsecas, sin dejar de mencionar que se
continué con la serie de estudios iniciada en décadas previas, pero esta vez bajo un enfoque
distinto a los problemas clasicos.

Espero que esta obra sea de su agrado y la disfrute tanto como lo fue para mi hacerla, y

también lo anime a tratar de averiguar, proponer y resolver variantes de estos problemas.



Capitulo 1

Conceptos basicos de Matematicas y

Ciencias de la Computacién

1.1. Introduccién

Para iniciar, es preciso definir a la mayor parte de los términos tanto matematicos como
computacionales que se mencionaran en el transcurso de esta obra. Tal vez algunas definiciones
se ubiquen dentro de la trivialidad para el lector familiarizado en estos temas, quien sin vaci-
lacién alguna podra pasar al siguiente capitulo, sin embargo este proyecto se rige por una idea
muy sencilla: comenzar con conceptos simples y eventualmente utilizar conceptos cada vez mas
complejos.

En los problemas de geometria computacional [2], los datos de entrada de un problema a
resolver, son tipicamente la descripcion de una coleccién de objetos geométricos como pueden
ser: un conjunto de puntos, un conjunto de segmentos de lineas, o un determinado orden en
los vértices de un poligono. El dato de salida de los problemas a menudo es la respuesta a una
consulta sobre los objetos geométricos, por ejemplo: si una linea interseca a otra linea o tal vez
la respuesta sea sobre algtin nuevo objeto geométrico generado de los datos de entrada, como
la envolvente convexa de un conjunto de puntos.

En esta tesis mostraremos algunos algoritmos que resuelven problemas de geometria com-
putacional en un espacio de dos dimensiones, es decir, en el plano. Algunos datos de entrada de
los algoritmos seran conjuntos finitos de puntos, donde cada punto del conjunto tendra asociado
unas coordenadas del plano cartesiano. Al espacio de dos dimensiones lo denotaremos por R?,
y denotaremos a un punto de este espacio por una letra minuscula de nuestro alfabeto.

Dado un par de puntos p y ¢, denotaremos por £(pq) a la linea que pasa por los puntos p y



1.2 Teoria de Graficas 2

q, v por pq denotaremos al segmento de linea que une a los puntos p y ¢. Ver Figura 1.1.

Figura 1.1: La linea y el segmento de linea.

Definicion 1.1 Sea ) un conjunto de n puntos dibujados en el plano, diremos que los puntos

de @ estan en posicion general si no existen tres puntos alineados.

A partir de estas definiciones elementales pueden construirse otras estructuras de mayor

complejidad con interesantes propiedades.

1.2. Teoria de Graficas

Dentro del fundamento tedrico que consideramos en esta obra, existen problemas que re-
quieren en sus pruebas e ideas, principios sobre las graficas. En esta secciéon definiremos algunos

conceptos importantes de la Teoria de Gréaficas.

Definicién de una grafica

Una grdfica es un par G = (V, E), donde V es un conjunto finito de vértices y E es un
conjunto finito de aristas que conectan a parejas de vértices de V. Denotaremos por (u,v) a
la arista que une a los vértices u y v. En la Figura 1.2 podemos observar la representacién
de una grafica con el conjunto de vértices V' = {1,2,3,4,5} y el conjunto de aristas £ =
[(1,2), (1,3), (2,3), (2.4), (2,5), (3,4), (4,5)}.

En una grafica G = (V, E), denotaremos por orden |G| al nimero de vértices de G o dado un
subconjunto de vértices S de G, denotaremos el orden de S por |S|. Si un vértice es el extremo
de una arista, entonces el vértice y la arista son incidentes. Al par de vértices que inciden en
una arista se les denomina extremos o terminales. Un par de vértices u,v de una grafica G
son adyacentes o vecinos si (u,v) € E y dos aristas distintas de G son adyacentes si tienen un

vértice en comun.
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Figura 1.2: Representacién de una grafica G.

En una grafica G, el grado d(v) de un vértice v € V' es el niimero de aristas que inciden
en v. Un vértice de grado 0 (cero) es un vértice que no pertenece a ninguna arista y si en una
grafica G todos los vértices poseen el mismo grado k, entonces decimos que G es k-regular o
simplemente regular. Una grdfica completa es una grafica G en donde cada par de vértices son
adyacentes, si una grafica G' es completa y tiene n vértices la denotaremos por K,.

Una gréfica que pueda dibujarse en el plano de tal manera que las aristas no se crucen, es
una grdfica plana. En la Figura 1.3(a) podemos ver una representacion sin cruces de la grafica
completa K4, sin embargo también puede dibujarse con segmentos cruzados como en la Figura
1.3(b). Con estas figuras es facil ver que dada una gréfica G, su representaciéon puede no ser

Unica.

(a) (b)

Figura 1.3: Representaciones de una gréafica Ky

Conexidad de una grafica

Un camino (Figura 1.4) en una grafica G = (V, E), es una gréfica no vacia P = (V/, E’) de

la forma:
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V' = {’1)1,1)2, . ,’Uk} cVv E = {(1)1,1)2), (UQ,Ug), ceey (kal,vk)} CFE

donde cada vértice v; es distinto. El nimero de aristas en un camino P es su longitud, y
al camino de longitud % lo denotaremos por P*¥. A menudo se denota a un camino como la

secuencia natural de sus vértices: P = {vivy... v}

G p3
Figura 1.4: Un camino P? de la grafica G
Ahora bien, un camino P = {v1vy...v;} es un ciclo si v = vg. La longitud de un ciclo C

es el niimero de sus aristas, y la notacién para representar a un ciclo de longitud k es C*. Ver

Figura 1.5.

Figura 1.5: Un ciclo C*.

Una gréfica G = (V, E) es coneza si cada par de vértices de G es conectado por un camino.
Las componentes conexas de una grafica GG, son las clases de equivalencia de vértices u y v
bajo la relacién: v es alcanzable con un camino desde u. La grafica de la Figura 1.6 tiene 3
componente conexas: {1,2,5}, {3,6} y {4}. Cada vértice en {1,2,5} es alcanzable desde otro
vértice en {1,2,5}.
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1 2 3

9 ®
(] ®
4 b) 6

Figura 1.6: Una grafica G con tres componentes conexas.

Coloracién en una grafica

Una coloracion en los vértices de una grafica G = (V, E), es una asignacién de colores en
cada vértice de G = (V, E), de forma que cada par de vértices unidos por una arista no reciban
colores idénticos. El nimero cromatico x(G) de una gréfica G es el entero j més pequeno tal
que exista una coloracién de G, en este caso diremos que la grafica GG tiene niimero cromético
j.

Diremos que una grafica G es k-coloreable o que tiene una k-coloracién, si es posible asignar
k colores distintos en sus vértices de forma que cada par de vértices unidos por una arista no

reciban colores idénticos (Figura 1.7).

Figura 1.7: Representacién de una 3-coloracion en una grafica G.
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Emparejamiento de una grafica

Dada una grafica G = (V, E), un emparejamiento es un subconjunto de aristas M C FE tal
que para todos los vértices u € V', a lo mas una arista de M es incidente en u. Diremos que un
vértice u € V es emparejado por un emparejamiento M si alguna arista de M es incidente en u;
en caso contrario, u no es emparejado. Un emparejamiento mdzrimo es un emparejamiento de
méxima cardinalidad, es decir, dado un emparejamiento M y otro emparejamiento M’ tenemos
que |[M| > |M’|. Dada una grafica G = (V, E) y un emparejamiento M, si cada vértice de u € V
es emparejado por M, entonces M es un emparejamiento perfecto. En la Figura 1.8, podemos

ver un emparejamiento perfecto (aristas en rojo) en una grafica de 10 vértices.

Figura 1.8: Un emparejamiento perfecto en una grafica.

1.3. Poligonos simples y ortogonales

Definiciéon 1.2 Un poligono P es una secuencia ordenada de puntos p1, ..., pn,n > 3, llamados
los vértices de P junto con los segmentos de lineas p;p;+1,¢ = 1,...,n — 1 y Dp,p1 llamados las
aristas de P . Un poligono P es simple si cualesquiera dos de sus aristas no consecutivas no se

intersecan (Figura 1.9).

Un poligono simple P divide el plano en dos regiones, una regién no acotada llamada el
exterior de Py otra region acotada llamada el interior de P. Generalmente, el término poligono

considera al poligono P junto con su interior.
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Figura 1.9: Un poligono simple.

Definicion 1.3 Un poligono simple es ortogonal si todas sus aristas son paralelas al eje x o al

eje y. Ver Figura 1.10.

Figura 1.10: Un poligono ortogonal.

Con respecto a los dngulos de un poligono P, un vértice de P es convezo si el angulo interior
formado por sus dos aristas incidentes es estrictamente menor a m = 180°, en caso contrario el
vértice es concavo. Un poligono simple P es convexo si para cualquier par de puntos a y b en el
interior de P, el segmento de linea ab esta totalmente contenido en el interior de P. Ver Figura
1.11.
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Figura 1.11: Un poligono convexo.

Definicién 1.4 Sea P un poligono simple y sean m poligonos disjuntos (convexos o no con-
vexos) Pp,..., P, totalmente contenidos en el interior de P, llamaremos al conjunto P’ =
P —{P,U...UP,} un poligono con hoyos. En este caso, diremos que el poligono P’ tiene m

hoyos. Ver Figura 1.12.

Figura 1.12: Un poligono simple P’ con 2 hoyos.

Definicion 1.5 Una diagonal de un poligono P, es un segmento de linea que conecta dos

vértices de P y estd totalmente contenido en el interior de P.

Definicion 1.6 Una triangulacion de un poligono simple P, es una particién de P en un
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conjunto de tridngulos con interiores disjuntos, de modo que las aristas de los tridngulos son

aristas de P o diagonales que unen a pares de vértices de P.

La triangulacién de un poligono simple P de n vértices se obtiene agregando n—3 diagonales,
que producen n—2 triangulos. Observemos que la triangulacién de un poligono simple no siempre
es unica y que dada una triangulacién de un poligono simple P, el conjunto de vértices de P

puede ser 3-coloreado (si vemos a la triangulacién como una gréfica). Ver Figura 1.13.

Figura 1.13: Dos triangulaciones distintas de un poligono simple.

Sea T una triangulacién de un poligono simple P, la grdfica dual de T se obtiene colocando
un vértice en el interior de cada triangulo de T y conectar dos vértices si sus correspondientes
tridangulos comparten una diagonal. En la Figura 1.14 mostramos un poligono simple P, junto

con una triangulaciéon T de P y la grafica dual de la triangulacién T
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Figura 1.14: La grafica dual de una triangulacién de un poligono simple P.

1.4. Sucesiones permisibles

Sea @ = {qu, ..., q,} una coleccién de n puntos en el plano en posicién general, donde dados
dos pares de puntos de @), las lineas que determinan a cada par de puntos no tengan la misma
pendiente; y donde dos puntos cualesquiera de () no comparten la misma coordenada x. Sea C
un circulo que en su interior contenga a los elementos de @) y sea ¢ una linea paralela al eje y,
orientada hacia arriba, y que sea tangente por la derecha al circulo C'. Ver Figura 1.15.

Consideremos la proyeccién de los puntos de @) en la linea ¢, dada la orientacién de la
linea ¢ podemos definir un orden < en los puntos de ) de acuerdo a sus proyecciones en /.
Nombraremos a los puntos proyectados en ¢: qi,...,q, y utilizando el orden < tendremos la

siguiente secuencia de puntos (Figura 1.16):

q1 <q2 < ... <@Gn-1<¢qn

Realizaremos una rotacion de £ sobre el circulo C, en sentido contrario a las manecillas del
reloj, de forma tal, que ¢ permanezca tangente a C. Al inicio de la rotacién de ¢, los puntos
proyectados en £ conservaran el orden <, pero en algin momento de la rotacion un par de
puntos ¢; y ¢q; de () se proyectaran sobre un mismo punto en la linea ¢. Ver Figura 1.17.

Observemos que tres puntos de () nunca se proyectardn en un mismo punto de la linea ¢,
dado que los elementos de ) estdn en posicion general y que nunca se proyectaran al mismo
tiempo dos pares de puntos de ) en dos puntos distintos de £, por la restriccién de que las
lineas que determinan a cada par de puntos de () no tienen la misma pendiente.

Si continuamos la rotacién de la linea ¢ sobre el circulo C inmediatamente después de que
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Figura 1.15: El conjunto de puntos Q, el circulo C' y la linea /.

qs

q7
96
95

q4
q3
q2

q1

Figura 1.16: La proyeccién de los puntos de @ en la linea /.
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Figura 1.17: Dos puntos de @) con la misma proyeccion en £.

¢; y gj se proyectan en un mismo punto de ¢, ocurre que los puntos ¢; y ¢; intercambidn de
posicién en el orden <, es decir, si antes de proyectarse en un mismo punto de ¢ tenfamos que
¢i < qj, al seguir rotando a ¢ va a pasar que ¢; < ¢;.

Si la rotacién de £ sobre el circulo C' logra completar media revolucién (180°) desde el punto
de partida, entonces tenemos que el orden de la proyeccién de los puntos de @), en £, se invierte
(Figura 1.18):

Gn < Gqn—1 < ... <@ =<q

Observemos que la rotacién de la linea ¢ sobre el circulo C, durante los primeros 180°, cada
pareja de puntos de @) se intercambia exactamente una vez. Tomando todas las consideraciones
anteriores podemos ver que si £ completa el recorrido de 360° sobre el circulo C, las proyecciones
de los puntos @ en la linea £ vuelve a tener el orden inicial.

Sea ) un conjunto de puntos en el plano en posicién general, donde dados dos pares de
puntos de @, las lineas que determinan a cada par de puntos no tengan la misma pendiente,
una, sucesion circular de @ es la sucesiéon de permutaciones de los puntos de @) doblemente
infinita que obtenemos al rotar una linea ¢ sobre un circulo C' y proyectar en ¢ los puntos de
Q@ (procedimiento que llamaremos secuencializacion). Es circular y doblemente infinita porque
cada vez que secuencializamos al conjunto @), la sucesiéon comienza a repetirse en cada rotacion

de 360°, y esto ocurre en ambas direcciones (a favor o en contra de las manecillas del reloj).
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q1

q2
q3

q4

i\ o

g6
q7 ;

AN

Figura 1.18: El orden invertido de la proyeccién de @ en L.

Si llevaramos un registro de los cambios en las proyecciones en la linea ¢, dada una se-

cuencializacion de 360° de los puntos de (), podemos construir una matriz T de dimensién

(2(3) + 1 xn). En la primera fila de T almacenaremos la proyeccién ordenada de puntos de @

en la linea ¢ al iniciar la secuencializaciéon, y por cada k-ésimo intercambio en la proyeccion de

los puntos de @ en la linea ¢, almacenaramos la nueva secuencia en la fila k 4+ 1 de la matriz T'.

Ver Tabla 1.1.

Q42 ... G

4i

T = I Q-1 --- Gj
4q;j

qQq 492 ... G

4j
45
4
qi

95

dn—1 dn
2 q
4n—1 {4n

Tabla 1.1: Permutaciones de los puntos de Q.
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Observemos que la mitad de las filas de T" son redundantes (la segunda mitad es igual a la
primera, s6lo que invertida). Sea II la matriz con las primeras (Z) + 1 filas de T, es decir II
contiene la mitad de las filas consecutivas distintas de la sucesién circular. A esta matriz II de
orden ((3) + 1 x n) la llamaremos semiperiodo.

Una sucesion permisible es una sucesion de permutaciones doblemente infinita de elementos
de algin conjunto. Si una sucesiéon permisible K se obtiene a partir de una coleccion de n
puntos en el plano, entonces K es una sucesién circular. Lo realmente interesante es que para
cualquier conjunto ) de n puntos en el plano en posicién general existe una sucesién permisible
K, que la podemos obtener por secuencializacién; pero lo contrario no es cierto, es decir, dada
una sucesién permisible K no siempre existe un conjunto ) de n puntos en el plano tal que al

secuencializar () obtengamos K [1, 24].

1.5. Complejidad computacional

1.5.1. ;Qué es un algoritmo?

Consideremos un problema computacional en graficas como el siguiente: dada una grafica
G, jes G una grafica plana? Si la grafica G es pequeiia podemos resolver el problema “a mano”,
sin embargo seriamos incapaces de resolver el problema sin la ayuda de computadoras si la
grafica G tuviese cientos de miles de vértices. En tal caso necesitamos un algoritmo: un método
preciso que pueda usar una computadora para resolver un problema. Un algoritmo debe resolver
cualquier instancia de un problema y terminar después de un numero finito de operaciones.

Las medidas de complejidad maés usuales para un algoritmo son el tiempo de ejecucion y
el espacio de memoria. El tiempo de ejecucion es el nimero de operaciones efectuadas por un
algoritmo antes de dar la respuesta final de un problema, mientras que el espacio de memoria
es la cantidad de celdas de memoria utilizadas por un algoritmo para resolver un problema. El
numero de operaciones o celdas de memoria requeridos por un algoritmo no es el mismo para
todas las instancias de un mismo problema.

Por ejemplo, regresando al problema de planaridad de una grafica, el nimero de operaciones
necesarios para averiguar si una grafica con n vértices y m aristas es plana o no, puede variar
considerablemente de acuerdo con la gréfica en que se esté trabajando (una gréfica puede
ser mas facil de examinar que otra), atn si m y n permanecen constantes. Como consecuencia,
debemos considerar en conjunto todas las entradas posibles de un tamano determinado y definir
la complejidad del algoritmo en el peor caso en cualquiera de esas entradas. Por lo tanto el
tiempo de ejecucién (o espacio de memoria) es una funcién sobre n, el tamano de la entrada

del algoritmo.
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1.5.2. La notacién O

En el andlisis de la complejidad de un algoritmo, a menudo dnicamente estamos interesados
en el “comportamiento asintético del algoritmo”, es decir, el comportamiento del algoritmo
cuando recibe grandes entradas. Para tratar con tales propiedades de las funciones, debemos
utilizar las siguientes notaciones para medir el tiempo de ejecucién asintético. Sean f(n) y g(n)
funciones de un conjunto de enteros positivos a los niimeros reales positivos, entonces escribimos
f(n) = O(g(n)) si existen constantes positivas ¢; y c2 tal que f(n) < ¢1g(n) + ¢o para todo
numero n. Entonces el tiempo de ejecucion de un algoritmo puede ser detallado por sentencias

”

como “el algoritmo toma tiempo O(n?)

1.5.3. Algoritmos polinomiales

Decimos que un algoritmo es acotado polinomialmente (o simplemente polinomial) si su
complejidad estd acotada por un polinomio de n (el tamano de entrada del problema) en una
instancia del problema. Ejemplo de estas complejidades son: O(n), O(n log n), O(n'%), etc. El
resto de las complejidades son usualmentes refereridas como exponenciales o no polinomiales.
Ejemplo de estos ultimos son: O(2"), O(n!), etc.

Cuando el tiempo de ejecucién de un algoritmo estd acotado por O(n), lo llamaremos algo-

ritmo de tiempo lineal o simplemente algoritmo lineal.

1.5.4. Problemas N P-completos

Existen ciertos problemas computacionales para los cuales no se ha probado, si hay o no
un algoritmo de tiempo polinomial que los resuelve. La mayoria de estos problemas son “N P-
completos”, cuyo significado explicaremos brevemente a continuacion.

El estado de un algoritmo consiste del valor actual de las variables que utiliza y la ubicacién
de la instruccién que estd siendo ejecutada. Un algoritmo deterministico es aquel que para cada
estado, la ejecucién de una instruccién tinicamente determina a lo mds un estado siguiente.
Todas las computadoras que existen operan deterministicamente. Un problema @ estd en la
clase P, si existe un algoritmo polinomial determinista que resuelve a Q).

En contraste, un algoritmo no deterministico es aquel en el cual, el estado actual puede
determinar simultdneamente varios estados siguientes. Mientras un algoritmo deterministico
explora uno por uno un conjunto de alternativas (estados siguientes), un algoritmo no determi-
nistico examina todas las alternativas al mismo tiempo. Un problema @) esta en la clase NP, si

existe un algoritmo polinomial no deterministico que resuelve a Q.
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Para una fuente més completa sobre geometria computacional, teoria de graficas y algorit-
mos, remitimos al lector interesado a consultar las obras especializadas sobre éstos temas: [4,
9, 21, 25].



Capitulo 1

Vigilancia de objetos geométricos

1.1. Introduccién

El reconocimiento sobre la ubicacién y posicién de objetos en el entorno fisico es un proceso
que ocurre de manera extraordinaria desde la perspectiva humana. Podemos identificar los
objetos (sus formas, tamarnos, texturas, etc) y coordinar nuestros movimientos de acuerdo a ellos,
obteniendo en milésimas de segundo las porciones de objetos visibles desde nuestra posicion de
observador, ain a pesar de que algunos de los objetos puedan estar en movimiento. El célculo en
cada momento de nuestro mapa de observacion, es una “tarea” que se ejecuta muy eficientemente
en los humanos.

En el mundo de las computadoras, las aplicaciones orientadas al reconocimiento del espacio
no son faciles de desarrollar e implementar, atin si contamos con los equipos mas sofisticados del
momento. Por ejemplo, poner en funcionamiento un robot que tenga una navegaciéon auténoma
para ir de una posicién a otra, no solo requiere de hardware especializado; pues el determinar
la posicién del robot en un espacio fisico y que interactie con objetos (estaticos o méviles) que
le rodean, puede ser una tarea que consuma gran parte de sus recursos de cémputo disponibles.
Por lo que el disetio de algoritmos eficientes para calcular y ejecutar tales movimientos del robot
en un periodo razonable de tiempo, es uno de los objetivos del tépico de esta obra.

Para comenzar a mostrar la temética central y los problemas que ataca esta tesis, daremos un
breve recuento sobre algunos conceptos relacionados con la visibilidad en poligonos y segmentos
de lineas [17].

17
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1.2. Visibilidad en poligonos

El problema de la navegaciéon de un robot sobre una superficie determinada, puede ser
tratado como un problema de dos dimensiones en el plano, generando asi una representacién

cémoda de manejar, pero que de ningiin modo se convierte en un problema trivial a resolver.

Definicion 1.1 Sean u y v dos puntos en el interior de un poligono P. Diremos que v es visible
desde u (y viceversa), si el segmento de linea que los une wv estd totalmente contenido en P
(Figura 1.1).

Figura 1.1: Dos puntos visibles en el interior de P.

Dado un punto u en un poligono P, su poligono de visibilidad V' (u) es el conjunto de los
puntos de P visibles desde u. Observemos que los poligonos V' (u) y P pueden tener aristas y

vértices en comuin (Figura 1.2).

Definicion 1.2 El nicleo de un poligono simple P, es el conjunto de puntos de P desde el cual

cada punto de P es visible (Figura 1.3).

Un poligono simple P es estrellado si existe conjunto ) de puntos de P, tal que cada punto
de P sea visible desde @ (observemos que este conjunto de puntos @ es el nicleo de P). Si el
ntcleo de un poligono simple P es no vacio entonces P es un poligono estrellado y un poligono
convexo es también un poligono estrellado. Dado un poligono convexo P es facil ver que el

nicleo de P coincide con los puntos de P.
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Figura 1.2: El poligono de visibilidad V (u) del punto u.

Figura 1.3: El niicleo de un poligono simple P.



1.2 Visibilidad en poligonos 20

1.2.1. Una galeria de arte y un poligono simple

Imaginemos por un momento que somos los propietarios de una coleccién integrada por las
mas valiosas obras pictéricas del planeta, realizadas por grandes maestros como Picasso, Monet,
Da Vinci, Botticelli, Rembrandt, etc.

Supongamos que deseamos montar una exposicion de nuestra coleccion en un edificio de
una sola planta con un nimero n de paredes. Pero debido a lo invaluable de nuestra coleccién
necesitamos contratar guardias para proteger las obras de un posible acto de vandalismo por
parte de los visitantes o de un robo. El ntimero de guardias que debemos contratar debe ser
el menor posible para que el costo del sistema de seguridad no nos resulte muy caro, pero por
otro lado no debemos contratar pocos guardias, pues dejarian sin vigilancia algin rincén de la
galerfa. Esta indecisién origina lo que usualmente se conoce como el problema de la galeria de

arte: ;Cuantos guardias son siempre suficientes para vigilar una galeria de n paredes?

Figura 1.4: Van Gogh, Los girasoles, 1888, éleo sobre lienzo.

Si quisiéramos definir més detalladamente el problema de la galeria de arte, primero debemos
formalizar el concepto de galeria. Una galeria real es un espacio de tres dimensiones, pero un
plano arquitectonico de una galeria nos da la informacién suficiente para colocar a los guardias,

de este modo podemos modelar una galeria como un poligono simple en el plano y un guardia
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de la galeria corresponde a un punto en el poligono.

El problema de la galeria de arte en dos dimensiones puede plantearse como sigue: ; Cuantos
guardias se necesitan para vigilar un poligono simple de n lados? Esta respuesta depende del
poligono que utilicemos, pues entre mas compleja sea la forma del poligono simple, posiblemente
necesitemos mas guardias. Para la solucion de este problema debemos expresar la cota del
nimero de guardias necesarios en los términos de n, el nimero de lados del poligono. Pero
aun si dos poligonos simples tienen el mismo nimero de lados, uno de los poligonos pueder ser
mas facil de vigilar que el otro poligono; por ejemplo, un poligono convexo pueder ser vigilado
siempre con un sélo guardia.

Para estar completamente seguros de que la vigilancia en un poligono simple sea total,
debemos considerar el peor caso posible, es decir, debemos dar una cota que sea buena para
cualquier poligono simple de n vértices. Aunque seria bastante agradable si pudiéramos encon-
trar el minimo ntimero de guardias para cualquier poligono de n vértices y no sélo una cota de
peor caso, desafortunadamente, el problema de encontrar el minimo ntmero de guardias para
vigilar un poligono determinado es NP-duro [18].

Existen varios tipos de restricciones que pueden imponerse a los guardias utilizados para
vigilar a un poligono simple P. En algunos problemas podemos permitir que los guardias se
coloquen en los vértices de P, en otros problemas podemos colocar los guardias en cualquier
punto en el interior de P o incluso moverse (patrullar) sobre diagonales o aristas de P. Los

diferentes tipos de guardias estudiados en la literatura son los siguientes:

Guardia-punto Estos guardias pueden ser colocados en cualquier punto del interior del poli-

gono.

Guardia-vértice En este caso, los guardias se limitan a ocupar los vértices de un poligono.

La distincién entre guardia-punto y guardia-vértice es importante, ya que en la mayoria de

los problemas estudiados, las cotas obtenidas para estos dos tipos de guardias son distintas.

Guardia-movil En esta variante los guardias se mueven sobre una arista, diagonal o segmento

de linea totalmente contenido en el interior de un poligono P.

Guardia-arista En este caso se permite que los guardias se muevan por las aristas de un
poligono P. Un punto ¢ del poligono P se considera vigilado si es visible desde algin

punto de la trayectoria de un guardia p.
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1.3. Visibilidad en segmentos de lineas

Definicion 1.3 Sea S una familia de n segmentos de lineas disjuntas en el plano, dos puntos
p v q del plano son visibles si el segmento de linea que los une pg no interseca a los elementos
de S. Ver Figura (Figura 1.5).

Figura 1.5: El punto b es visible desde a, pero ¢ no es visible desde a.

Dentro del universo de los problemas de visibilidad, figuran los que han considerado a las
familias de segmentos de lineas, que dependiento de las condiciones del problema dan lugar
a varios enfoques de estudio. Las diferencias residen particularmente en el sentido en que va

orientada la vigilancia, la posicién de los guardias y la posicién de los segmentos de lineas:

Vigilancia del plano vs. vigilancia de segmentos de lineas
= Vigilar el plano 2 en presencia de una familia de segmentos de lineas
Problema 1.1 Sea S una familia de n segmentos de lineas disjuntos en el plano R2,

jcuantos guardias son siempre suficientes y ocasionalmente necesarios para vigilar el plano

R? en presencia de los segmentos de S como obstéculos?
= Vigilar cada punto de una familia de segmentos

Problema 1.2 Sea S una familia de n segmentos de lineas disjuntos en el plano R2,
jcuantos guardias son siempre suficientes y ocasionalmente necesarios para vigilar a la

familia S de segmentos de lineas?
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En ambos problemas se requieren que los guardias sean colocados en el espacio disponible
de R2\ S.
Posicién de los guardias

= La colocacién del guardia se permite en cualquier punto del plano R?, incluso sobre algiin

segmento de linea. Ver Figura 1.6.

Figura 1.6: Ilustracién de la posicién de guardias.

= Con respecto al caso anterior, los guardias se limitan a ocupar el espacio disponible de
R2\ S. Ver Figura 1.7.

Figura 1.7: Hustracién de la posicién de guardias.

La Figura 1.6 muestra un ejemplo de cuatro segmentos de lineas, donde dos guardias son
suficientes para vigilar el plano bajo las condiciones del primer caso, pero tres guardias guardias

son requeridos para vigilar el plano bajo las condiciones del segundo caso, ver Figura 1.7.
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Sorprendentemente, casi el mismo nimero de guardias son siempre suficientes y ocasionalmente

necesarios en el peor caso para ambos problemas [6, 13, 23, 27].

Posicién de los segmentos de linea en el plano :?

En posicion general los segmentos de lineas estan ubicados de modo que cualquier par de
segmentos no sean paralelos ni alineados entre si, mientras que en la posicion ortogonal, los

segmentos son paralelos a cualquiera de los ejes cartesianos x o y (Figura 1.8).

/

\

Figura 1.8: Posicién general y posicién ortogonal.

Los resultados que existen para los problemas de vigilancia en poligonos y segmentos de

lineas, seran abordados en el siguiente capitulo.



Capitulo 1

Una breve revision del problema de
la (Galeria de Arte

1.1. Introduccién

En los ltimos 30 anos, los problemas de visibilidad y de galerias de arte han sido amplia-
mente estudiados por matemaéticos y computdlogos, tanto por su belleza como por las apli-
caciones que el estudio de la wisibilidad tiene en la computacién, por ejemplo en: la robédtica,
visién computacional, graficacion, disefio asistido por computadora, reconocimiento de patrones
y navegadores quirtrgicos [8, 11, 14, 19].

En los capitulos anteriores definimos y comentamos los conceptos primordiales sobre la
tematica que aborda esta tesis, a partir de aqui enfocaremos nuestra atencién a resultados

importantes obtenidos durante el estudio de los problemas de visibilidad.

1.2. Teorema de la Galeria de Arte

En 1976, el mateméatico Victor Klee, durante una charla en la Universidad de Stanford
formuld esta pregunta: jcuantos guardias son siempre suficientes para vigilar cualquier poligono
de n vértices? Es decir, si hablaramos en términos de galerias de arte, encontrar el minimo
numero de guardias necesarios para vigilar cualquier galeria de arte con n paredes. Poco después,
Vasek Chvatal present6 el primer resultado [3], Chvatal mostré que para vigilar un poligono
simple de n vértices, |§] guardias son siempre suficientes y ocasionalmente necesarios. Este
resultado es mejor conocido como el Teorema de la Galeria de Arte de Chvdtal.

Chvétal obtuvo el resultado para el problema exhibiendo una clase de poligonos que necesita

25
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| 5] guardias, pero también establecié que |% ] guardias son suficientes, a través de un com-
plicado argumento inductivo basado en graficas y triangulaciones de poligonos. Posteriormente

Steve Fisk presenté una prueba mas corta y sencilla del resultado de Chvétal [12].

1.2.1. Teorema de la Galeria de Arte en poligonos simples

Sea P un poligono simple de n vértices, ya que la forma de P puede ser muy compleja, es
dificil afirmar el nimero de guardias que necesitamos para vigilar a P. Lo primero que se nos
pudiera ocurrir para vigilar al poligono P, es que necesitemos descomponer a P en piezas que
sean faciles de vigilar. Esta descomposicién la podemos efectuar con una triangulacion 1" de P.

Observemos que podemos vigilar a P colocando un guardia en cada tridngulo de la triangu-
lacién T de P. De aqui surgen dos preguntas: jsiempre existe una triangulacién de un poligono
simple? y ;cuantos triangulos puede tener una triangulacion de un poligono simple? El siguiente

teorema responde estas preguntas.

Teorema 1.1 Cada poligono simple admite una triangulacién, y cualquier triangulacién de un

poligono simple con n vértices consiste de exactamente n — 2 tridngulos.

Prueba. Probaremos este teorema por induccién sobre n, el nimero de vértices del poligono
simple. Cuando n = 3 el poligono es por si mismo un tridngulo y el Teorema es verdadero. Sea
n > 3 y supongamos que el Teorema es verdadero para todo niimero m < n.

Primero probaremos la existencia de una diagonal en un poligono simple, sea P un poligono
con n vértices y sea v el vértices més a la izquierda de P (en caso de que dos vértices lo sean,
tomaremos el vértice més a la izquierda pero que también sea el més inferior del conjunto).

Sean u y w dos vértices vecinos de v en la frontera de P. Dos casos pueden ocurrir:

1. Si el segmento de linea uw estd totalmente contenido en el interior de P, hemos encontrado

una diagonal (Figura 1.1).

2. Hay uno o mas vértices de P dentro del tridngulo determinado por w,v y w, o en el

segmento de linea ww (Figura 1.2).

Tomando el segundo caso, de los vértices que estan dentro del tridangulo determinado por wu,
vy w o sobre el segmento de linea ww, sea v el vértice més alejado del segmento de linea uw.
Observemos que el segmento de linea que conecta a v’ con v no puede intersecar con una arista
e de P, pues tal arista e tendria al menos uno de sus vértices dentro del tridngulo determinado

por u, v y w, y uno de los vértices de la arista e seria el vértice méas alejado del segmento de
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U

Figura 1.1: Una diagonal ww en un poligono simple P.

U

Figura 1.2: Una diagonal vv/ en un poligono simple P.
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linea ww, lo que contradice la eleccién de v’ como el vértice mas lejano de ww. Por lo tanto v’
es una diagonal.

Ya que siempre existe una diagonal en un poligono simple, cualquier diagonal divide a un
poligono simple P de n vértices en dos subpoligonos simples P; y P»>. Sea mq el nimero de
vértices de P; y mo el nimero de vértices de P,. Cada nimero m; y meo es menor que n, asi
que por induccion, los subpoligonos P; vy P> puede ser triangulados. Por lo tanto el poligono

simple P también puede ser triangulado.

Figura 1.3: Dos subpoligonos de un poligono simple P.

Sélo resta por demostrar que cualquier triangulacién de un poligono simple P consiste de

n — 2 tridngulos. Consideremos una diagonal ww de una triangulacién de P, esta diagonal d
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divide a P en dos subpoligonos P; y P» con m1 y me vértices, respectivamente. Cada vértice del
poligono simple P aparece solamente en uno de los subpoligonos P, y P, excepto los vértices
que definen a la diagonal ww, pues estos vértices aparecen tanto en P; y P». Ver Figura 1.3.

Ya que mj +mg = n+2, cualquier triangulacién de P; consiste de mj — 2 tridngulos (mg — 2
tridngulos en Ps, respectivamente), lo que implica que una triangulacién de un poligono simple
de n vértices consiste de (m1 — 2) 4+ (mg — 2) = n — 2 tridngulos.

El Teorema 1.1 implica que cualquier poligono simple de n vértices puede ser vigilado
con n — 2 guardias, esto ultimo resulta si colocamos un guardia en cada tridngulo de una
triangulaciéon T' de un poligono simple P. Pero colocar un guardia en cada tridngulo de 7" puede
resultar excesivo, pues un guardia colocado en una diagonal vigilara dos triangulos de T', lo
que requiere de, aproximadamente, 5 guardias. En cambio, si colocamos a los guardias en los
vértices de P puede dar mejores resultados, pues un vértice u de P puede pertenecer a varios
tridngulos de T, por lo que un guardia colocado en un vértice u vigilard a los tridngulos que
tengan al vértice u.

Sea T una triangulaciéon de un poligono simple P. Seleccionemos un subconjunto de los
vértices de P, tal que cada tridangulo de T tenga al menos a uno de los vértices seleccionados y
en cada uno de los vértices seleccionados coloquemos un guardia. Para hallar tal subconjunto,
asignaremos a cada vértice de un poligono simple P un color, por ejemplo: verde, rojo o azul.
La coloracién sera tal que para cualquier par de vértices conectados por una arista o diagonal
reciban colores distintos. Esto resulta en una 3-coloracién de un poligono simple triangulado
(si vemos a la triangulacién como una grafica). En una 3-coloracién de un poligono simple
triangulado, cada tridngulo tiene un vértice verde, un vértice rojo y un vértice azul. Por ejemplo,
si colocamos guardias en todos los vértices azules, vigilamos todo el poligono. Si elegimos a los
vértices con el color que menos aparece, podemos vigilar a P usando a lo mas [ %] guardias.
Ver Figura 1.4.

. Pero siempre existe una 3-coloracion en una gréafica? La respuesta es si. Con este resultado,
cualquier poligono simple puede ser vigilado con | % | guardias. Tal vez este nimero de guardias
podria ser mejorado, después de todo, un guardia colocado en un vértice v de un poligono
simple puede vigilar no sélo a los tridngulos que tengan al vértice v. Desafortunadamente,
para cualquier niimero n, hay poligonos simples que necesitan exactamente L%J guardias. Un
ejemplo de esto ultimo, es un poligono simple en forma de peineta, que consiste de una larga
arista horizontal como base y | 5] “dientes”. Ver Figura 1.5.

En este poligono peineta es facil ver que no hay un vértice desde el cual un guardia pueda
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Figura 1.4: Triangulacién de un poligono P con vértices coloreados.

Figura 1.5: Un poligono peineta.
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vigilar dos “dientes” simultdaneamente, por lo que no podemos esperar que una nueva estrategia
produzca menos de | 5 | guardias. En otras palabras, la estrategia de la 3-coloracién es éptima.
Con todo lo anterior hemos probado el Teorema de la Galeria de Arte, un resultado cldsico

de la geometria combinatoria, el cual dice:

Teorema 1.2 [ %] guardias son siempre suficientes y ocasionalmente necesarios para vigilar un

poligono simple de n vértices.

1.2.2. Teorema de la Galeria de Arte en poligonos ortogonales

El resultado del problema de la galeria de arte en poligonos ortogonales se debe a J. Khan,

M. Klawe y D. Kleitman [15], quienes probaron el siguiente teorema:

Teorema 1.3 Cualquier poligono ortogonal con n vértices puede ser vigilado con a lo més | % |

guardias.

La prueba de este Teorema se basa en el siguiente resultado, cuya demostracion sera omitida

en este trabajo.

Teorema 1.4 Todo poligono ortogonal puede descomponerse en cuadrildteros convexos.

Considerando este resultado, ahora podemos probar el Teorema 1.3.

Prueba. Sea P un poligono ortogonal con n vértices, para demostrar que |’ | guardias son
siempre suficientes para vigilar a P, primero obtenemos una descomposicién de P en cuadrilate-
ros convexos, que llamaremos cuadrilaterizacion @@ de P. A continuacion, en cada cuadrilatero
de @, agregaremos las diagonales que conectan vértices opuestos. Si a la cuadrilaterizacién Q
la interpretamos como una grafica H, es facil ver que H es 4-coloreable en vértices. Ver Figura
1.6.

Como en la prueba del Teorema 1.2, si elegimos los vértices con el color que menos aparece
en la 4-coloracién y en ellos colocamos a los guardias, podemos vigilar a P usando a lo més | % |
guardias.

Para demostrar que esta misma cantidad de guardias son necesarios, existe una familia de
poligonos ortogonales que requieren exactamente |7 | guardias para ser vigilados. Ver Figura

1.7.
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Figura 1.6: Una cuadrilaterizacién de un poligono ortogonal y su 4-coloracion.

Figura 1.7: Un poligono peineta ortogonal.
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1.3. Vigilancia de Galerias de Arte rectangulares

En el problema de la galeria de arte, una galeria es un poligono simple de n vértices en
el plano. En una configuracion més realista, una galeria de arte es un edificio rectangular
subdividido en cuartos rectangulares donde cada dos cuartos adyacentes tienen una puerta en

comun. Ver Figura 1.8.

Ry R,

\ fo

Figura 1.8: Una galeria de arte rectangular T'.

El problema de la galeria de arte rectangular se plantea como sigue: ;Cuantos guardias
necesitan ser colocados en la galeria de manera que todos los cuartos sean vigilados?
Observemos que si colocamos un guardia en una puerta se vigilan dos cuartos pero no tres,

de esto se desprende que si la galeria de arte tiene n cuartos necesitamos al menos [ %] guardias.

Teorema 1.5 Cualquier galeria de arte rectangular con n cuartos puede vigilarse con exacta-

mente |5 ] guardias.

La prueba de este Teorema se basa en el siguiente resultado de W. Tutte [28], cuya demos-

tracién serd omitida en este trabajo.

Teorema 1.6 Una grifica G = (V, F) tiene un emparejamiento perfecto si, y sélo si, para cada
subconjunto S de V, impar(G — S) < |S].

Donde dado un subconjunto S de vértices de G, impar(G — S) denota al nimero de compo-
nentes con un nimero impar de vértices al retirar de una gréafica G el subconjunto de vértices
S.

Considerando al Teorema 1.6, ahora podemos probar el Teorema 1.5.
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Prueba. (Del Teorema 1.5) Dada una galeria de arte rectangular 7" con n cuartos: Ry, ..., Ry,
podemos asociar a T' una gréfica dual G(T') representando cada cuarto R;, de T', por un vértice v;
en G(T), dos vértices son adyacentes en G(T') si sus correspondientes cuartos, en T', comparten

una puerta. Ver Figura 1.9.

U1

Figura 1.9: La gréfica dual G(T') de la galeria mostrada en la Figura 1.8.

Ahora veremos que si G(T') tiene un nimero par de vértices, G(T') tiene un emparejamiento
perfecto. Esto servird para probar este resultado, ya que [ 4] guardias son necesarios utilizando
el emparejamiento perfecto como sigue: por cada arista (v;, vj) del emparejamiento colocaremos
un guardia en la puerta que une a los cuartos R; y R;. Es facil ver que con estos [ | guardias
se vigilan todos los cuartos de la galeria rectangular 7.

En caso de que G(T') tenga un nuimero impar de vértices, es decir la galerfa T' tiene un
ntumero impar de cuartos, puede ser resuelto del modo anterior si tomamos cualquier cuarto de
T y lo dividimos en dos subcuartos.

Supongamos que G(T') tiene un nimero par de vértices. Para probar que G(T') tiene un em-
parejamiento perfecto, mostraremos que G(7') satisface las condiciones del Teorema 1.6 para la
existencia de un emparejamiento perfecto. El Teorema 1.6 exige que para cualquier subconjunto
S de vértices de G(T'), el nimero de componentes impares de G(T') — S no exceda a |S|.

Sea k el nimero de componentes conexas de G(7T')— S y veamos nuestra galeria de la siguiente
manera: cada cuarto de T lo representaremos por un rectangulo y cada componente conexo de
G(T) — S lo representaremos por un subpoligono ortogonal (que a su vez representa a uno o
mas rectangulos). Una manera mas facil de comprender esto tltimo, es visualizar cada cuarto
de T como una pequeiia caja, y todas estas cajas estardn contenidas en una caja més grande.

Cada subpoligono ortogonal tiene al menos cuatro esquinas, y el niimero total de las esquinas
determinadas por los & componentes de G(T') — S es de al menos 4k.

Cuando retiramos de T' (la caja grande) los rectangulos (las cajas pequenas) que representan
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los vértices de S, obtendremos una familia de k subpoligonos ortogonales disjuntos con un
numero de esquinas de al menos 4k.

La siguiente observacion es esencial para la prueba de este teorema: cuando un rectangulo es
devuelto, a lo mas 4 esquinas desapareceran. Una vez que todos los rectangulos son devueltos,
todas las esquinas generadas por los componentes de G(T') — S tambien desaparecen, excepto
las cuatro esquinas de T' (la caja grande). Ver Figura 1.10.

Una esquina Ya no es una esquina

B l B l

Rs R
Ry Ry

Rg

Cuando Rg es devuelto,

S = Ry, Re, 7, Rs dos esquinas desaparecen.

Figura 1.10: Retiro y devolucién de un rectdngulo en la galeria 7.

Entonces se tiene que k < |S| 4+ 1. Podemos verificar que si k = |S| + 1 entonces al menos
uno de los componentes de G(T') — S es par, en caso contrario, el nimero de vértices de G(T)
serfa impar, lo que contradice nuestra suposicién de que el nimero de vértices de G(T') es par.

1.4. Tluminacién con reflectores

En los problemas anteriores se ha asumido que los guardias vigilan en todas direcciones.
Ahora presentaremos un problema de vigilancia en donde los guardias tienen un dngulo restrin-
gido de vigilancia. Dada la gran variedad de problemas de galerias de arte, el siguiente problema

fue planteado con fuentes de luz (reflectores) que iluminan en lugar de guardias que vigilan [29].

Definicion 1.1 Un reflector f; es una fuente de luz localizada en un punto p, del plano, que

ilumina sélo dentro de un angulo no nulo «;.
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Problema 1.1 Sean los angulos a1, as y as, tales que, a1 + as + a3 = 7 y P un poligono
convexo de n vértices. jPodemos colocar tres reflectores con angulo de lo mas a1, as, ag, con a

lo méas un reflector por vértice de P, de tal forma que P sea completamente iluminado?

Teorema 1.7 Este problema siempre tienen una respuesta afirmativa como veremos a conti-
nuacién. El resultado es cierto cuando P sélo tiene tres vértices, pues basta con colocar los
reflectores en cada vértice de P y ajustar cada reflector para que tenga el mismo angulo que su
respectivo vértice.

Consideremos cualquier poligono convexo P con al menos cuatro vértices y supongamos que

los dngulos tienen el siguiente orden:
ap < az < ag

Observemos que ap < 5 y como P tiene al menos cuatro vértices, el angulo interior de cada

vértice de P es de al menos 7.

Sea T un tridngulo con angulos interiores ay, s y a3, donde el vértice de T' con angulo
ag coincida con un vértice v del poligono P y los otros vértices de P, con adngulos a3 y as,
coincidan con dos puntos xz y y de la frontera de de P. Supongamos que los puntos z y y

pertenecen respectivamente a dos aristas distintas e; y e3 de P. Ver Figura 1.11.

€1

(0%}

a1

(0%)

(%

Figura 1.11: Un poligono convexo P y un triangulo 7.

Coloquemos un reflector fo (con dngulo as) en el vértice v del tridngulo T'y consideremos

el circulo C' que pasa por los vértices x, v y y. Observemos que al menos uno de los vértices
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por cada arista e; y e3 no estan contenidos en el interior del circulo C, sean u y w los vértices

respectivos de e; y e3 que no estan contenidos en C. Ver Figura 1.12.

€1

a1

a2

Reflector

Figura 1.12: Un poligono convexo P, un triangulo Ty el circulo C.

Dos casos se presentan:

1. u # w. Colocaremos un par de reflectores f1 y f3 en los vértices u y w de P, iluminando
de esta manera la region determinada por v, u,z y v, w,y, respectivemente. Como u y w
son vértices que no estan contenidos en el circulo C, los dngulos de iluminacién de f; y

f3 son respectivamente a; y as. Ver Figura 1.13

2. © = w. Considerando los puntos =z y y que tocan al circulo C, es posible verificar que
el angulo « del vértice u de P es a lo mas m — 2ae, cantidad que es menor o igual a
ag =7 — (a1 + ag). Si colocamos un vértice con tamano « en el vértice u de P, logramos

iluminar a P. Ver Figura 1.14.
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€1

X
w/
u

/043 a1

(0%

Figura 1.13: Tlustracién de la prueba del problema de los reflectores (caso u # w).

€1

| =
I
S

(0%}

671

(0%)

Figura 1.14: ITlustracién de la prueba del problema de los reflectores (caso u = w).
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1.5. Vigilancia de familias de segmentos de lineas

En péaginas anteriores, hemos expuesto algunas de las definiciones sobre visibilidad que
involucran a los segmentos de lineas y a sus dos posibilidades: el problema de vigilar a los
segmentos de lineas o vigilar al plano, donde los segmentos de lineas figuran como obstaculos.

En esta seccién solo abordaremos el problema en el que se tiene que vigilar al plano.

1.5.1. Vigilancia del plano

El primer resultado acerca del problema de la vigilancia del plano R?, en presencia de una
familia de n segmentos de lineas disjuntas, fue obtenido por J. O’Rourke [23], quien mostr6 que
[2?”1 guardias son siempre suficientes y ocasionalmente necesarios.

Para comprender mejor la prueba de O’Rourke, consideremos el siguiente resultado en gra-

ficas planas obtenido por T. Nishizeki [21], cuya demostracién omitimos en este trabajo.

Teorema 1.8 Cualquier grafica plana de n > 14 vértices, 2-conexa y con vértices de grado

al menos 3; tiene un emparejamiento de al menos L”THJ aristas. Cuando n < 14 vértices el

emparejamiento es de al menos | %] aristas.

Haciendo uso del Teorema anterior, se puede demostrar lo siguiente:

Teorema 1.9 Sea S una familia de n > 5 segmentos de lineas disjuntas, L%"J guardias son
siempre suficientes y ocasionalmente necesarios para vigilar el plano con la presencia de S como

obstéaculos.

Prueba. Sea S un conjunto de n segmentos de lineas disjuntas en el plano. Por cada segmento
s; en S, 1 < i < n, hacemos lo siguiente: si a y b son los puntos terminales de s;, prolongamos
el segmento del lado de a (siguiendo la linea ¢(ab)) hasta que toquemos otro segmento en S o
la extensién de algin otro segmento, y hacemos lo mismo con el extremo b. Es importante que
al extender un segmento distingamos entre el segmento original y sus extensiones. Ver Figura
1.15.

Al finalizar las extensiones de los n segmentos, se induce una particién R, del plano, en n+1
regiones disjuntas. Observemos que en la particion R existen regiones acotadas y no acotadas.
Ver Figura 1.16.

También podemos notar que en la particion R, el nimero de segmentos de lineas (o ex-
tensiones) que comparten las regiones acotadas y las no acotadas son distintos: las regiones

acotadas comparten segmentos de lineas (o extensiones) con al menos tres regiones, mientras
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Figura 1.15: El segmento s; y su extension.

Figura 1.16: La familia de segmentos, sus extensiones y la particién R.
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que las regiones no acotadas comparten segmentos de lineas (o extensiones) con al menos dos
regiones.

Considerando a la particién R, construiremos su grafica dual D como sigue: por cada region
en R colocaremos un vértice y uniremos dos vértices si las regiones a las que representan

comparten un segmento o extension. Ver Figura 1.17.

Figura 1.17: La gréfica dual D de la particién del plano obtenida por extensiones de una familia

de segmentos.

La grafica D puede tener vértices de grado dos, esto ocurre exactamente en los vértices que
representan las regiones no acotadas de la particion R, y para que la grafica D cumpla con los
grados en vértices que exige el Teorema 1.8, agregaremos en D un vértice auxiliar xr que sea
vecino a los vértices que representan a las regiones no acotadas, llamaremos a esta nueva grafica
D’. Ver Figura 1.18.

Obteniendo un emparejamiento M en la grafica D', es ficil ver que el niimero de aristas de

M (que cumple con la hipétesis del Teorema 1.8) es de al menos:

[((n+1)3+ 1)+4W _ {n;—q
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Figura 1.18: La grafica dual D y el vértice auxiliar x.
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Regresando a la Figura 1.16, podemos notar que dos regiones que comparten un segmento
de linea (o una extensién) pueden ser vigilados con un guardia colocado posiblemente en un
punto del segmento de linea compartido; por lo que si usamos ["TJ“G} guardias podemos vigilar
2(7%61 — 1 regiones. El —1 en la ecuacién anterior es para considerar el caso en que el vértice
auxiliar x forma parte del emparejamiento M.

Observemos que en los vértices que no participan en el emparejamiento M, sus respectivas
regiones, en R, permanecen sin vigilancia, siendo el nimero de estas regiones sin vigilancia igual
a(n+1)—2 (%‘6] —1, por lo que cada una de estas regiones sin vigilancia necesitan un guardia.

El niimero de guardias que son siempre suficientes para vigilar el plano R? teniendo como

obstaculos a n segmentos de lineas, es de:

e -2 ] -1+ [ - 5]

A continuacién mostraremos una familia de segmentos de lineas en las que {%”j guardias
son necesarios. Consideremos una familia de n segmentos de lineas y una coleccién @ de m
puntos distribuidos como se observa en la Figura 1.19.

Notemos que n = 37’” En esta familia de segmentos de lineas, es facil ver que no hay un
punto del plano desde el cual un guardia pueda vigilar dos puntos de ) simultaneamente, por

lo que {%”j guardias son necesarios para vigilar a Q). [ |

Para el lector interesado en los problemas de galeria de arte, recomendaremos el texto de J.

O’Rourke [23] junto con las recopilaciones de T. Shermer [26] y J. Urrutia [29].
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Figura 1.19: Una familia de n segmentos de lineas en la que son necesarios L%"j guardias.



Capitulo 1

Un nuevo enfoque en el problema de
la (Galeria de Arte

1.1. Introduccién

Ahora que tenemos un panorama mads claro sobre los problemas de Galerfas de Arte, es
turno de presentar a los nuevos problemas.

Hoy en dia, uno de los dispositivos mas utilizados para proporcionar conexién a Internet y
compartir recursos computacionales a terminales de tipo mévil como laptops, celulares, agendas
electronicas y otros dispositivos, es el médem inalambrico. A pesar de la gran versatilidad de
estos dispositivos, existen varios factores que ponen en jaque la conexién entre el médem y las
terminales moviles; algunos de esos factores son los siguientes: la peticiéon de servicio de un
numero masivo de usuarios, las interferencias de alguna frecuencia ajena y los obstaculos fisicos
entre el médem y las terminales méviles.

Es precisamente en este ultimo factor, donde encontramos la inspiracién para realizar esta
tesis. A partir de esta idea, hemos propuesto un problema para analizarlo bajo un marco tedérico
y presentarlo como una variante, no documentada en la literatura, del problema de la Galeria

de Arte. Hemos planteado nuestro problema de la siguiente manera:

Problema 1.1 Investigar la relacién que existe entre una familia de n segmentos de lineas
disjuntas en el plano R? y guardias encargados de vigilar el plano, tal que la vigilancia de los

guardias pueda atravesar un nimero k de segmentos de lineas.

Para trabajar en la solucién de este problema, utilizaremos las siguientes definiciones:

Definicién 1.1 Sea S una familia de n segmentos de lineas disjuntas en el plano R?, dos puntos

45
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Py q son k-visibles si el segmento de linea pqg interseca a lo méas k-segmentos de lineas de S.
Ver Figura 1.1.

Figura 1.1: En una familia de dos segmentos de linea los puntos q y s son 1-visibles desde p,

pero 7 no lo es. Sin embargo, r es 2-visible desde p.

Definicién 1.2 Llamaremos k-guardia, al guardia que vigila un punto del plano R? atravesando

a lo méas k segmentos de lineas.

Tambien tenemos la definicion de k-visibilidad cuando los k-guardias se usan en poligonos:

Definicion 1.3 Sean p y ¢ dos puntos en el interior de un poligono P, diremos que ¢ es k-visible

desde p si el segmento de linea pq interseca a lo mas k aristas de P. Ver Figura 1.2.

1.2. Vigilancia en segmentos de lineas

El primer problema que estudiamos fue en familias de segmentos de lineas paralalelas. Ver
Figura 1.3.

En este problema, los segmentos de lineas son paralelos al eje y y cada segmento de linea
estd separado uno del otro por una distancia (posiblemente constante) €, ¢ > 0. Observemos
que la proyeccién de cada segmento de linea ocurre en puntos distintos en el eje x, es decir, la

proyeccién de dos segmentos de lineas no comparten un mismo punto en la abscisa.
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Figura 1.2: En un poligono simple los puntos ¢ y s son 1-visibles desde p, pero r no lo es. Sin

embargo, r es 2-visible desde p.

y

Figura 1.3: Representaciéon de n segmentos de lineas paralelas en el plano R2.



1.2 Vigilancia en segmentos de lineas 48

Problema 1.2 Sea S = {si,..., S, } una familia de n segmentos de lineas paralelas en el plano
2, jcudntos 1-guardias son siempre suficientes para vigilar el plano con la presencia de los n

segmentos de S como obstaculos?

Antes de resolver el problema, es conveniente tomar en cuenta lo siguiente:

Consideremos dos segmentos paralelos s; ¥ so en el plano R? y sean p y ¢ dos puntos en el
plano. Ahora supongamos que el punto g no es 1-visible desde el punto p, es decir, el segmento
de linea pq interseca a los segmentos de lineas s; y so. Observemos que si un 1-guardia estuviera

en el punto p, el punto ¢ seria al menos un punto del plano no 1-vigilado. Ver Figura 1.4.

| ”

S1

Figura 1.4: El punto ¢ no es 1-visible desde el punto p.

Sea r un punto del plano, de modo que los puntos p y ¢ sean 1-visibles desde r. Nuevamente
observemos que si un 1-guardia estuviera en el punto r, el punto ¢ es 1-vigilado (al igual que
p). Ver Figura 1.5

Sea ¢’ un punto del plano 2 tal que los puntos p y ¢ sean 1-visibles desde el punto r, pero
el punto ¢’ no sea 1-visible desde r. Figura 1.6.

Sea r’ un punto en el plano, de tal modo que los puntos p,q y ¢’ sean 1-visibles desde r’.
Ver Figura 1.7.

Tomando en cuenta todo lo anterior, nos preguntamos lo siguiente: ;existird una coleccion

de puntos, desde el cual un 1-guardia vigile cada punto del plano R??
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Figura 1.5: Los puntos p y ¢ son 1-visibles desde el punto r.

™~

L ;

Figura 1.6: Los puntos p y ¢ son 1-visibles desde el punto 7, pero el punto ¢’ no es 1-visible

desde 7.
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’U.

Figura 1.7: Los puntos p,q,7 y ¢’ son 1-visibles desde el punto r’.

Lema 1.1 Sean s; y sy dos segmentos de lineas paralelas en el plano R2, un 1-guardia es

siempre suficiente para vigilar el plano con la presencia de s; y so como obstaculos.

Prueba. Sean s; y so dos segmentos de lineas paralelas en el plano y sean £1 y ¢ dos lineas

auzxiliares determinadas de la siguiente manera:

= /1 : La linea que pasa por el extremo inferior del segmento de linea s; y por el extremo

superior del segmento de linea ss.

m /5 : La linea que pasa por el extremo superior del segmento de linea s; y por el extremo

inferior del segmento de linea s3. Ver Figura 1.8.

Observemos la Figura 1.9, sea R la region sombreada determinada por el par de lineas ¢; y
£5. Para que un l-guardia vigile todo el plano, debe estar en cualquier punto de la regién R, ya
que es facil ver que el segmento de linea que une a un punto de R y cualquier punto del plano
no atraviesa a los dos segmentos de lineas simultaneamente, siendo que a lo mas atraviesa a

uno de esos segmentos. [ |
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Figura 1.8: Los segmentos de lineas s1 y so.
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Figura 1.9: Los puntos p,q,7 y ¢’ son 1-visibles desde el punto r’.
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Teorema 1.1 Sea S una familia de n segmentos de lineas paralelas en el plano, un 1-guardia es

siempre suficiente para vigilar el plano con la presencia de los n segmentos de .S como obstaculos.

Prueba. Sea S = {si1,...,s,} una familia de n segmentos de lineas paralelas en el plano.
Cuando n = 2 este Teorema es cierto, pues es el mismo caso del Lema 1.1.

Sea n > 3. Tomando cada par de segmentos consecutivos s; y s;41 dibujaremos un par de
lineas auxiliares €; y {;4+1, como las que fueron descritas en la demostracién del Lema 1.1.

A manera de ejemplificar lo anterior, consideremos 3 segmentos de lineas paralelas. Por cada
par de segmentos de lineas paralelas consecutivas, trazaremos un par de lineas auxiliares. Ver
Figura 1.10.

82

S3

S1

Figura 1.10: Tres segmentos de lineas paralelas en el plano.

En las Figuras 1.11 y 1.12 podemos observar por separado las lineas auxiliares y regiones
que corresponden a cada par de segmentos de lineas paralelas consecutivas, aunque realmente
las observariamos como se muestran en la Figura 1.13.

Por cada par de segmentos de lineas paralelas consecutivas existe una regién definida para
colocar un 1-guardia (la regién R, detallada previamente en la prueba del lema anterior), que
vigilaria el plano si sélo hubiese un par de segmentos de lineas paralelas en el plano. Pero si
la region que corresponde a un par consecutivo de los n segmentos de lineas, se traslapa con
las otras regiones que pertenecen a otro par de segmentos de lineas, entonces tenemos un par
de regiones comunes (por arriba y abajo). Denotaremos por @ a la unién de estas regiones
comunes. En la Figura 1.14 podemos ver una representacién de () para 3 segmentos de lineas.

Observemos que la existencia de las regiones comunes es siempre posible, pues las lineas
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Figura 1.11: Los segmentos de lineas paralelas s; y sa.
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Figura 1.12: Los segmentos de lineas paralelas so y s3.
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Figura 1.13: Tres segmentos de lineas paralelas en el plano, sus correspondientes lineas auxiliares

y las regiones determinadas por ellas (zona sombreada).
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Figura 1.14: Representacién de las regiones comunes (en gris) en una familia de 3 segmentos de

lineas.
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auxiliares que corresponden a cada par consecutivo de segmentos de lineas no son paralelas,
por lo que cualquier par de estas lineas auxiliares intersecaran en algin punto.

Con un argumento similar al que utilizamos en la demostraciéon del Lema 1.1 podemos
verficar que siempre existen regiones comunes, donde todos los puntos del plano son 1-visibles
desde cualquier punto de cualquiera de estas regiones comunes.

Por tanto, un 1-guardia en un punto de @) es siempre suficiente para vigilar el plano con la

presencia de una familia de n segmentos de lineas paralelas. [ |

Profundizando un poco mas en el problema podemos observar que cada region comin de @,
es acotada por una poligonal que es convexa y mondtona (con respecto al eye x). Ver Figura
1.15.

52

53

S1

——  Poligonal

Figura 1.15: Dos poligonales que acotan a cada regién comun.

Dada una regién comun y su poligonal, es facil ver que la poligonal es convezxa, ya que si

cada segmento de la linea de la familia S fuese una recta perteneciente al plano, esta recta
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separaria al plano en dos porciones, cada una de ellas conocida con el nombre de semiplano. Ya
que todo semiplano es un conjunto convexo y la intersecciéon de dos o més conjuntos convexos
resulta en un nuevo elemento convexo, se obtiene que una regién comun es un conjunto convexo.
Para cerciorarnos de que una regién comun es convexa tomaremos cualquier par de puntos a
y b de la regién comin y veremos que el segmento de linea ab estd totalmente contenido en
dicha regién comun. La poligonal de una regién comin es mondtona con respecto al eje x, ya
que dada una linea ¢ paralela al eje y, £ interseca en un sélo punto a la poligonal. Sobre estas

poligonales tenemos un sencillo resultado:

Teorema 1.2 Dada una familia de n segmentos de lineas paralelas y determinadas sus corres-
pondientes regiones comunes, una de las poligonales de una regiéon comun tiene a lo més 2n — 2

lados.

Prueba. Por cada familia de n segmentos de lineas paralelas necesitamos 2n — 2 lineas auxi-
liares (ver Lema 1.1). Ahora bien, si cada una de estas lineas auxiliares aporta un lado para
una poligonal de las regiones comunes, el resultado se obtiene. Ver la poligonal inferior de la

Figura 1.15. [ |
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1.3. Vigilancia en poligonos

Supongamos que tenemos solamente un 2-guardia y con él deseamos vigilar un poligono
simple P de n lados. Si elegimos un punto ¢ en el interior de P y colocamos en ¢ un 2-guardia,
no serd dificil notar que el 2-guardia posiblemente no logre vigilar totalmente al poligono P. De

esta observacién surge la siguiente pregunta:

Problema 1.3 Dado un poligono simple P de n vértices, jexistird un 2-guardia de vigilancia
méaxima de P, es decir, dado un 2-guardia « y otro 2-guardia 3 tenemos que « vigila una

superficie de P mayor o igual que la regién que vigila 37

Como veremos mas adelante, el Problema 1.3 presenta una leve analogia con un problema
antes mencionado, el de determinar el nicleo de un poligono simple. Pero como podemos apre-
ciar, la diferencia (y de ahi lo interesante de nuestro problema) radica en la utilizacion de dos

distintos tipos de vigilancia: la de guardias y k-guardias.

Definicion 1.4 El 2-ntcleo de un poligono simple P, es el conjunto de puntos del interior de

P desde el cual se vigila la mayor supeficie de P con 2-guardias de vigilancia méaxima.

El principal justificante para que en este nuevo problema usemos un 2-guardia en vez de un
1-guardia, es la siguiente: tomando como ejemplo el poligono simple P de la Figura 1.16, un
1-guardia en el punto ¢ vigila una determinada superficie de P tanto en el interior como en el
exterior del poligono P (regién sombreada de la Figura 1.17).

Observemos que la superficie vigilada en el interior del poligono simple de la Figura 1.17, es
la misma si en lugar de un 1-guardia en el punto ¢, hubiésemos utilizado un guardia convencional
(es decir, cuya vigilancia no atraviesa a las aristas del poligono). Ver Figura 1.18.

En cambio si colocamos un 2-guardia en el punto ¢ del poligono P, logramos una mayor

superficie vigilada en el interior del poligono P. Ver regién sombreda de la Figura 1.19.

1.3.1. Vigilancia en poligonos simples

Sea P un poligono simple de n vértices donde los segmentos que unen a cualesquiera dos de
sus vértices no tengan las misma pendiente y sea @) el conjunto de los vértices de P. Conside-
remos la secuencializacién de @) y el semiperiodo II de las permutaciones de los puntos de Q.
Para mayor referencia ver el Capitulo ?7?.

Tomaremos de II cualquier par de filas consecutivas ¢ y i+1, y en las filas i y i+ 1 localicemos

el par de vértices involucrados en el intercambio. Para ilustrar mejor esta estrategia utilizare-
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Figura 1.16: Un poligono simple P.

Figura 1.17: Vigilancia del poligono P con un 1-guardia colocado en el punto q.
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Figura 1.18: Vigilancia del poligono P con un guardia convencional colocado en el punto q.

Figura 1.19: Vigilancia del poligono P con un 2-guardia colocado en el punto q.
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mos como ejemplo el poligono simple con 10 vértices de la Figura 1.20 y su correspondiente
semiperiodo II representado en la Tabla 1.1.

10

Figura 1.20: El poligono P con 10 vértices.

=
I
~
w
ot
[\]
Nej
—_
]
N
—_

(M+1/10 9 8 76 5 4 3 2 1

Tabla 1.1: El par de vértices que se intercambian en las filas ¢ y ¢ + 1.

En la Tabla 1.1, los vértices que participan en un intercambio son el 3 y el 5. Ahora en el
poligono P trazaremos una linea £ que pase por los vértices 3 y 5. En cada uno de los n — 2
vértices restantes dibujaremos una linea paralela a ¢. Ver Figura 1.21.

Observemos que una de las nuevas lineas (¢ misma o una de las que la acompanan) puede
coincidir o no con una arista de P.

Estas lineas paralelas (¢ y las demds) generan una particiéon R de n — 2 regiones en un
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Figura 1.21: La linea ¢ y sus paralelas.
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poligono simple P de n vértices, donde una region de la particién es el interior y exterior de P
comprendido entre un par de lineas paralelas consecutivas. Llamaremos banda de una particion
a cada una de estas regiones tomadas individualmente.

Notemos que si se toma cada par de renglones consecutivos, ¢ y ¢ 4+ 1, de un semiperiodo II
se generan (g) particiones distintas.

Consideremos una banda de una particién R del poligono P y observemos que la banda
elegida contiene piezas de P, ya sean disjuntas o unidas por a lo mas un vértices de P. En la

Figura 1.22, una de las bandas de la particién R tiene dos piezas del poligono simple P.

Figura 1.22: Una banda de la particiéon R.

Lema 1.2 Sea F' una banda de una particién R de un poligono simple P y m el nimero de
piezas de P en F', un 2-guardia en el interior de P vigila a lo mas 3 piezas consecutivas de P
en la banda F.

Prueba. Consideremos 3 piezas consecutivas en una banda F' de un poligono simple P:

fi—lafi?fi-i-l tal que I1<i<m

Si colocamos un 2-guardia en un punto ¢ en el interior de la pieza f;, es facil ver que se

vigilan: la misma pieza a la que pertenece g, es decir f;, ya que la vigilancia no atraviesa ninguna
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arista; y las piezas f;_1 y fi+1, ya que para vigilar cualquier punto de estas piezas la vigilancia

atraviesa dos paredes. Ver Figura 1.23.

Superficie vigilada por un 2-guardia en el punto ¢, en una banda con 3 piezas de P

Figura 1.23: Tlustracion de la prueba del Lema 1.2.

Debemos recordar que el Problema 1.3 exige hallar a los 2-guardias de vigilancia maxima,
por lo que si en una banda hay m > 3 piezas del poligono simple P, sera la de nuestro interés

la coleccion de 3 piezas consecutivas que colectivamente sumen la mayor superficie:

max{area(fi_1, fi, fi+1) tal que 1 <i < m}
Cuando el nimero de elementos es m < 3, dos subcasos se presentan:

= m = 2 Tenemos dos piezas, f; y fi+1, en este caso elegiremos la pieza de menor superficie.

Tomando un punto ¢ de la pieza elegida, vigilamos a las piezas f; y fit1.

= m = 1 Elegiremos la tnica pieza f;. Un punto ¢ en la pieza f; vigila el resto de puntos de

fi
m

Podemos representar una banda F' de un poligono simple P como un arreglo A de longitud
m, donde m es el nimero de piezas de la banda F', tal que cada elemento de A almacenar el

area «a de su correspondiente pieza en la banda F'. Ver Figura 1.24.

Definicion 1.5 Una etiquetacion de las piezas de un poligono simple P en una banda F', es la
asignacién de un valor numérico creciente a los puntos de la pieza de P que por el Lema 1.2

vigilan una coleccién de a lo mas 3 elementos.
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f2
h

A:(Oél (%)) Oé3)

Figura 1.24: Una banda F' y su representaciéon en un arreglo A.

A partir de todo lo anterior anterior, ya es posible construir el algoritmo que encuentra el

2-nicleo de un poligono simple.

1. Sea P un poligono simple de n vértices en posicién general y donde cualesquiera dos de
sus aristas no tengan la mismas pendiente. Supongamos que todo punto del interior de

P, esta etiquetado con el valor 0.

2. Sea @ el conjunto de vértices de P. Calcularemos la sucesion circular de @ y el semiperiodo
II.

3. Siguiendo el orden secuencial de las filas de II, calculemos la primera particién R en P.

4. Por cada banda F' de la particiéon R, hallar la pieza f; que por el Lema 1.2 vigile el
conjunto de 3 piezas que tenga el mayor drea (o los otros subcasos). Incrementar en uno

la etiquetacién de los puntos de la pieza f;.
5. Retirar las lineas de la particiéon R y considerar la etiquetacion de la particion anterior.
6. Calcular la siguiente particién R (si no hay més particiones, ir al paso 8).
7. Repetir pasos 4, 5, y 6.

8. Fin.

Al terminar el algoritmo tendremos en los puntos de un poligono simple P, una etiquetacién
en el que los valores fluctian de 1 a (g) Sea 0 el numero de mayor valor en la etiquetacién de
los puntos de P, sea S el conjunto de puntos de P cuyas etiquetas tengan el valor §, y sea ¢ un

punto de S.
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Observemos que al tener el punto ¢ en su etiqueta el valor mas alto de la etiquetacion de los
puntos de P, nos revela que g pertenece a esa misma cantidad de bandas en distintas particiones,
en otras palabras, la colecciéon de bandas a la que pertenece ¢ es la mayor colecciéon de puntos
de P visibles desde un punto de P.

Por lo tanto, para vigilar la mayor superficie de un poligono simple P, colocaremos a un

2-guardia en cualquiera de los puntos de P en cuyas etiquetas tengan el mismo valor del punto

q.

Lema 1.3 Sea P un poligono simple de n vértices, el maximo niimero de piezas de P que puede

tener una banda es de | % |.

Prueba. Sea ¢ una linea horizontal. ;Cémo logramos que cada arista de una poligonal w sea

intersecada por £7 Ver Figura 1.25.
/\ .

Figura 1.25: Una poligonal w y una linea £.

La poligonal w debe ser alternante, es decir, que vaya de un lado a otro de tal modo que
cada arista de w interseca en ¢. Usando una idea similar, construiremos un poligono simple P
como el de la Figura 1.26.

En el caso de que un poligono simple P tenga un nimero par de vértices, es facil ver que
cada arista de P es intersecada por la linea /. Observemos que hay 4 fragmentos de la linea £
en el interior de P.

Ya que ¢ divide al poligono P en dos partes, superior e inferior, marcaremos en cada una
de estas partes, el vértice de P mds cercano a la linea ¢. Ahora dividiremos la linea ¢ en dos

sublineas ¢ y ¢9 y desplazaramos hacia la parte superior a ¢1 desde la posicién de la antigua
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12 vértices

Figura 1.26: Un poligono P con un niimero par de vértices.

linea £ hacia el vértice méas cercano que marcamos previamente. Haremos lo mismo con ¢ en
la correspondiente parte inferior.

Al igual que el niimero de fragmentos de la linea £ en el interior de P, hay § piezas del
poligono simple P dentro de la regién determinada por ¢1 y 2. Ver Figura 1.27.

En el caso de que el poligono simple P tenga un nimero impar de vértices, existe a lo més
una arista de P que no es intersecada por ¢. Ver Figura 1.28

Sea e la arista del poligono P que no es intersecada por ¢ y supongamos que se encuentra
ubicada en la parte superior determinada por £. Marcaremos los vértices mas cercanos a la linea
¢ tanto en la parte superior como en la inferior. Dos casos se presentan al subdividir a £ en #;

y 62.
1. La sublinea ¢; se detiene en un vértice distinto al de los vértice de e. Ver Figura 1.29.

2. La sublinea ¢; se detiene en un vértice de la arista e. Ver Figura 1.30.

Como podemos ver en los dos casos, la arista e no interviene en la regién delimitada por ¢;
y 2, lo que nos da un nimero de piezas de |5]. En cualquiera de los casos, dado un poligono
simple con un nimero par o impar de vértices, el mayor niimero de piezas que puede existir en

una banda es de |5 |. [ ]
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12 vértices

Figura 1.27: Un poligono P con un niimero impar de vértices.

13 vértices

Figura 1.28: Un poligono P con un niimero impar de vértices.
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13 vértices

Figura 1.29: La sublinea #; se detiene en un vértice distinto al de los vértice de e.

13 vértices

Figura 1.30: La sublinea ¢; se detiene en un vértice de la arista e.
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Descripciéon y analisis del algoritmo

Con los datos anteriores, ya podemos definir un algoritmo maés detallado y analizar su

complejidad computacional.

Algoritmo 1 Calcular el 2-nicleo de un poligono simple P
Requiere Poligono simple P de n vértices

Requiere Semiperiodo II de P
Requiere Particiéon R de P
Requiere Vp € P etiquetar a p « 0
1: Hacer parai=1a (g)
22 Hacer paraj=1lan—2
3 Leer NumPiezas(i,j)
4: Hacer para k = 1 a NumPiezas(i,j)
5: A(k) «— Leer Area de Pieza(k)
6 Fin-para
7 PiezaVigilante(j) < max(A)
8 Vp € PiezaVigilante(j) etiquetar p < p+1
9:  Fin-para
10: Fin-para

11: Regresar P

Para analizar un algoritmo, los pasos a seguir son basicamente dos, el primer paso es asignar
un costo computacional a cada linea del cédigo, cada costo computacional estd determinado
por la velocidad de la maquina y la naturaleza de cada proceso, por ejemplo: una suma requiere
menos tiempo que una multiplicaciéon. Determinar los costos de un proceso no es sencillo, ya
que varia de maquina a maquina y de arquitectura a arquitectura, por lo que muy rara vez se
hara de manera exacta, sin embargo vale la pena tener presente que existe. El segundo paso
es ver cuantas veces va a ser ejecutada cada linea de codigo, y esta es la parte que mas nos

interesa, por lo que la analizaremos paso a paso nuestro algoritmo.

La linea 1 se ejecuta una vez por cada linea del semiperiodo II, por lo que en total sera
. —1 .

ejecutada (g) +1= % + 1 veces. Hay que recordar que el ciclo Hacer para hace una

ultima revisién para el caso en el que ya no cumple con la condicién, por eso agregamos

el nimero 1 en la ejecucién de la primera linea.

La linea 2 se ejecuta una vez por cada banda de una particién R, ya que siempre existen n — 2
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bandas en una particion, esta linea sera ejecutada n — 2 + 1. Por la comprobacién final

del ciclo Hacer para agregamos un 1.

La linea 3 se ejecuta una vez por cada banda de una particion R, por lo que en total sera

ejecutada n — 2 veces.

Para cada j = 1,...,m, donde m representa el nimero de piezas en una banda de una
particion de P, sea t; el nimero de veces que una linea del algoritmo se ejecuta para algin

valor j.

La linea 4 se ejecuta una vez por cada pieza que existe en una banda de una particién R,
por lo que en total sera ejecutada Z;nzl t; + 1 veces. Por la comprobacién final del ciclo

Hacer para agregamos un 1.

La linea 5 se ejecuta una vez por cada pieza que existe en una banda de una particién R, por

lo que en total serd ejecutada Z;”Zl tj veces.

La linea 7 se ejecuta una vez por cada banda de una particion R, por lo que en total sera

ejecutada n — 2 veces.

La linea 8 se ejecuta una vez por cada banda de una particiéon R, por lo que en total serd

ejecutada n — 2 veces.

Como podemos ver, la cantidad de veces que se ejecutan las lineas 4 y 5 no es fijo, sino
que depende de las m piezas del poligono P en una banda de una particién R. En la mayoria
de los algoritmos, el tiempo de ejecuciéon dependera de la entrada, por lo que la mayoria de
las veces se puede hacer un analisis de peor caso y andlisis del caso promedio. En la teoria de
la computacion lo méas importante es el andlisis del peor caso, este analisis busca cual seria
el tiempo de ejecucién del algoritmo con la peor entrada posible. Al obtener este tiempo, nos
damos una idea de a lo méas que puede llegar a tardar nuestro algoritmo. Si asignaramos costos
a cada linea significativa del Algoritmo 1: ¢y, ¢, ¢3,¢q,C5,¢7 ¥ cs, €l tiempo total de ejecucién

seria:

T(n) = Cl<n(n2—1)+1> +cea(n—241)+c3(n—2)+

m m
C4th + 1+C5th +c7(n —2) + cg(n —2)
j=1 j=1
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En el Algoritmo 1, puede verse que el peor caso posible es donde el nimero de piezas de
un poligono P en una banda de una particién R sea la que se establece el Lema 1.3. Ya que
Yot t1=15]+1y >0, t; = [3]. Por lo que si sustituimos tenemos que el tiempo total

de ejecucion, en el peor caso seria:

-1
T(n) = 01<n(722>+1) +ea(n—24+1)+c3(n—2)+
n n
04(5 +1)+ 05(5) +c7(n—2) 4 cg(n — 2)
Haciendo el desarrollo tenemos:
c c c c
T(n) = (51>H2+ (51+02+C3+54+55+C7+c8)n+

(—ca —c3 —cr — )2+ (c2 +¢q)

Donde se puede apreciar claramente que el tiempo de ejecucién del Algoritmo 1 en el peor
caso es una funcién cuadratica de n. Cuando se analizan algoritmos, en general sélo importa
el término de la funcién que crece mas rapido y se eliminan las constantes, por lo tanto, en el
caso de nuestro algoritmo, el término que crece mas rapido es el término cuadratico, por lo que

diremos que nuestro algoritmo tiene una complejidad de O(n?). Entonces tenemos que:

Teorema 1.3 Sea P un poligono simple de n vértices en posicion general y donde cualesquiera
dos de sus aristas no tengan las mismas pendientes, existe un algoritmo que calcula el 2-nticleo
de P en tiempo O(n?).

Observemos que la implementacién del Algoritmo 1 puede extenderse a los poligonos simples
con hoyos y a los poligonos ortogonales (con o sin hoyos).

Para terminar, solo resta mencionar que la serie de problemas que hemos propuesto en este
capitulo son de la categoria NP-duro; ya que son generalizaciones directas del problema de la
Galeria de Arte de Chvatal.
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1.4. Conclusiones: problemas abiertos y conjeturas

A lo largo de nuestra investigacién formulamos otros problemas que también involucraban
a k-guardias (con k = 1y k = 2), pero desafortunadamente no pudimos darle una respuesta.

Algunos de estos problemas fueron:

Problema 1.4 Sea P un poligono simple de n vértices, ;jcuantos 1-guardias son siempre sufi-
cientes y ocasionalmente necesarios para vigilar a P, si colocamos a los 1-guardias en los vértices

de P?

Problema 1.5 Sea P un poligono ortogonal de n vértices, jcuantos 1-guardias son siempre
suficientes y ocasionalmente necesarios para vigilar a P, si colocamos a los 1-guardias en los

vértices de P?

Problema 1.6 Sea S una familia de n segmentos de lineas disjuntas en el plano $2, ;cudntos
1-guardias son siempre suficientes y ocasionalmente necesarios para vigilar el plano teniendo a

los segmentos de S como obstaculos?

Problema 1.7 Sea S una familia de n segmentos de lineas disjuntas en el plano 2 en posicién
ortogonal jcuantos 1-guardias son siempre suficientes y ocasionalmente necesarios para vigilar

el plano teniendo a los segmentos de S como obstaculos?

Para los Problemas 1.4 y 1.5, no pudimos obtener una cota (ni siquiera aproximada), pues
en cada poligono que estudiamos nos arrojaba una cantidad de 1-guardias que diferia conside-
rablemente con los que se obtenian de otros poligonos, atin si los poligonos tuvieran el mismo
namero de vértices. Aunque, algunas de los recursos tecnolégicos que pudiéramos utilizar para
tratar de obtener una cota aproximada, serfa a través del cémputo voluntario (volunteer com-
puting); una modalidad de computacién distribuida en el que usuarios locales y remotos, donan
recursos de cémputo (poder de procesamiento y almacenamiento) para tratar de resolver una
tarea. El ejemplo mas conocido de este tipo de aplicacion es el Proyecto SETI@home.

Para los Problemas 1.6 y 1.7, s6lo tenemos ejemplos de que [”TH} 1-guardias podrian ser
suficientes para vigilar el plano, donde n + 1 indica el nimero de regiones determinadas por los
n segmentos de lineas.

En las Figuras 1.31 y 1.32, podemos ver a familias de segmentos de lineas, tanto en posicién
general como en posicién ortogonal, que requieren [”THW 1-guardias. Observemos que un 1-
guardia vigila satisfactoriamente al menos tres de las regiones determinadas por las extensiones

de los segmentos de lineas.
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Figura 1.31: Cuatro 1-guardias vigilan el plano con esta familia de segmentos de lineas como

obstéaculos.
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Figura 1.32: Cinco 1-guardias vigilan el plano con esta familia de segmentos de lineas ortogonales

como obstéculos.
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