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Resumen.

En este trabajo estudié los operadores de Wiener-Hopf con simbolos matriciales semi-casi
periddicos y con simbolos matriciales lentamente oscilatorios en espacios de Lebesgue con pesos
de Muckenhoupt. Las entradas de los simbolos matriciales son multiplicadores de Fourier en
espacios de Lebesgue con pesos.

Se establecié un criterio de Fredholm y féormulas del indice para operadores de Wiener-Hopf
con simbolos matriciales semi-casi periédicos en espacios de Lebesgue con pesos para cierta sub-
clase de pesos de Muckenhoupt. También se estudié la invertibilidad de tales operadores con
simbolos matriciales casi periédicos en los mismos espacios de Lebesgue. En el caso escalar se
obtuvo un criterio de semi-Fredholm para operadores de Wiener-Hopf con simbolos semi-casi
periddicos, y para otra subclase de pesos de Muckenhoupt un criterio de Fredholm para ope-
radores de Wiener-Hopf con simbolos semi-periddicos. Se establecié la teoria de Fredholm para
operadores de convolucién con simbolos semi-casi periddicos sobre la union finita de intervalos.

Se obtuvieron condiciones de Fredholm y una férmula del indice para operadores de Wiener-
Hopf con simbolos matriciales lentamente oscilatorios en espacios de Lebesgue con pesos de
Muckenhoupt. Para definir el dlgebra de simbolos lentamente oscilatorios que son multiplicadores
de Fourier se aplico la teoria de operadores pseudodiferenciales y de Calderén-Zygmund.

Por 1ltimo se dio un criterio de Fredholm para operadores de Wiener-Hopf con simbolos
generados por funciones semi-casi periddicas y lentamente oscilatorias en espacios de Lebesgue
sin pesos.
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1. Introduccidn.

Sea W%(a) el operador de convolucién que es acotado en el espacio de Lebesgue LP(R,w)
con peso w. Si v es R, [0,A] o la unién de intervalos de R y x- es la funcién caracteristica
de 7 entonces la restriccién del operador W°(a) sobre el espacio LP(R,w), x,W°(a) se llama
operador del tipo de convolucién sobre v con simbolo a. Los operadores de Wiener-Hopf son
operadores de este tipo.

Los operadores del tipo de convolucién tienen muchas aplicaciones en la fisica matemaética
[31], [32], [49], [66]. Es conocido que los operadores de convolucién sobre intervalos finitos o
unién de intervalos se presentan en el estudio de ciertos problemas elipticos de frontera asociados
con la difraccion de ondas acusticas y electromagnéticas por obstaculos en forma de bandas o
arreglos de bandas. Los operadores del tipo de convolucién sobre intervalos finitos se reducen
a operadores del tipo de convolucién sobre semiejes con simbolos matriciales casi periddicos,
esto es, a operadores integrales no locales que tienen traslaciones con respecto a la variable
dual (en el sentido de Fourier). Mas atn, el estudio de problemas de difraccién del tipo de
Sommerfeld por semiplanos, escalonados o no, también conducen a operadores de Wiener—Hopf
con simbolos matriciales semi-casi periddicos (ver [53] y las referencias mencionadas ahi). Por
lo tanto el estudio de los operadores del tipo de convolucién con simbolos oscilatorios es crucial
para progresar en la solucion de los problemas de difracciéon mencionados.

Los trabajos pioneros sobre ecuaciones de Wiener—Hopf se remontan a Wiener y Hopf [78].
El articulo de sintesis [77] de Widom es una bonita introduccién a las ideas basicas de Wiener y
Hopf. Fueron Krein y Gohberg quienes realizaron el dlgebra de Banach detras de los operadores
de Wiener—Hopf y la factorizacion de Wiener—Hopf y por lo tanto sentaron las bases de la teoria
actual de Wiener—Hopf.

Los primeros en estudiar los operadores de convolucién con simbolos en AP + Cy(R) fueron
Gohberg y Feldman [29], [30], [31] y Coburn y Douglas [18]. El problema de desarrolar una teoria
que comprendiera ambos simbolos, los continuos a trozos y los casi peridédicos fue sugerida a Do-
nald Sarason por Israel Gohberg, esto condujo a la creacién de las funciones semi-casi periédicas.
Sarason [68] resolvié la teoria de Fredholm correspondiente a los operadores de Wiener—Hopf con
tales simbolos. El hecho de que los operadores de convolucién sobre un intervalo son equivalentes
a operadores a operadores de Wiener-Hopf con simbolos en C?*? ha sido conocido por mucho
tiempo. Probablemente esta idea aparecié primero en el trabajo [26]. También ver Novokshenov
[55] v Paltsev [56]. Gohberg y Krein fueron los primeros en entender el trasfondo algebraico de
Banach de la teoria de Fredholm de los operadores de Wiener—Hopf con simbolos continuos. El
caso de las funciones matriciales continuas a trozos en el espacio L? fue tratado completamente
por Gohberg y Krupnik [33], [34].

La teoria clasica de multiplicadores de Fourier en espacios LP sin pesos se puede encontrar
en [36]. Para pesos pesos potenciales ver [23] y [64]. La desigualdad de Stechkin se encuentra
en [71], para pesos potenciales fue establecida por Duduchava en [23] y para pesos generales de
Muckenhoupt se encuentra en [16].

La teoria de Fredholm de operadores de Wiener—Hopf con simbolos continuos a trozos en
espacios LP sin pesos la inicio Duduchava en una serie de articulos comenzando con [21]. Una
exposicién completa estd en los trabajos de Duduchava [22] y [23]. El paso a pesos potenciales
estd en el articulo [69] de Schneider, y para pesos generales de Muckenhoupt se encuentra en
[16].

La admisién de oscilaciones casi periédicas en los simbolos de operadores integrales clasicos



de Toeplitz y de Wiener—-Hopf aporta cambios cualitativos en propiedades de tales operadores.
Por ejemplo, a diferencia de las funciones continuas a trozos existen sucesiones de funciones
semi-casi periddicas convergentes uniformemente y tales que las sucesiones de los espectros de
los operadores de Toeplitz o de Wiener—Hopf correspondientes no convergen en la métrica de
Hausdorff al espectro del operador limite [14]. Ademas, los simbolos de tales operadores tienen
dimensién infinita. La segunda propiedad explica la aparicién de dificultades en el estudio de
tales operadores.

Hasta ahora los problemas de invertibilidad de operadores integrales singulares con coefi-
cientes matriciales casi periédicos y sus duales, los operadores de Wiener—Hopf con simbolos
oscilatorios, han sido considerados principalmente sobre la clase de Wiener de coeficientes o
simbolos casi periédicos con valores matriciales. Estos problemas sobre la invertibilidad estan
intimamente relacionados con los problemas fundamentales de factorizacién de matrices casi
periédicas en las clases de matrices de Bohr y de Besicovitch ([45], [46] y [39]). Se han obtenido
algunos resultados sobre algoritmos de factorizacién casi periddica, factorizaciones explicitas y
teoremas de existencia en [45] y [14] sobre la base de la teoria de fracciones continuas, haces de
matrices, de ciertos algoritmos de reduccién. Las aplicaciones de los problemas de interpolacion
y de la corona de Carleson en el problema de factorizacién canodnica para funciones matriciales
casi peridédicas o, méas generalmente, acotados y medibles, y por lo tanto, a la invertibilidad de
operadores del tipo de convolucién asociados fueron elaboradas en [5]-[4].

La teoria de Fredholm para operadores integrales singulares con coeficientes matriciales semi-
casi periédicos, y para operadores del tipo de convolucién con simbolos del mismo tipo, ha sido
estudiada en [12], [13], [39], [45] vy [7], [39], [45], [46], respectivamente; esto es, en el caso de
asintotas casi periddicas en los puntos de discontinuidad de los coeficientes o los simbolos. Tales
operadores fueron estudiados en espacios de Lebesgue sin pesos o sélo con pesos potenciales.

Los resultados y técnicas correspondientes se encuentran en el libro [14], publicado en
Birkh&user en el ano 2002.

En este trabajo se estudian tales operadores en espacios de Lebesgue LP(R,w) con pesos w,
para cierta subclase de pesos de Muckenhoupt. También se estudia la propiedad de Fredholm de
operadores del tipo de convoluciéon con simbolos matriciales oscilatorios generados por matrices
semi-casi periddicas y matrices lentamente oscilatorias.

La aparicion de pesos trae serias dificultades en el estudio de tales operadores. La principal
dificultad estéd relacionada con el hecho de que los operadores de translacion Uy, dados por
(Urf)(z) = f(x—\) para A € R, dejan de ser isométricos en los espacios LP(R, w), y en general
no podemos garantizar su acotamiento uniforme. La propiedad de todos los operadores Uy de
ser isométricos en todos los espacios LP(R) (1 < p < oo) nos permite probar la equivalencia
de la invertibilidad de operadores de Wiener-Hopf con simbolos matriciales casi periédicos y la
existencia de factorizacién canénica casi periédica para los simbolos correspondientes (ver [14,
Capitulos 9 y 19]). Otro obstaculo estd relacionado con la aparicién de espectros locales masivos
para los operadores de Wiener-Hopf.

Para extender las clases de simbolos, operadores y espacios se necesita explotar la teoria de
operadores pseudodiferenciales (ver [72]-[76], [63], [10]) y técnicas de operadores limite (ver [51],
[11], [63]).

La tesis estd organizada como sigue. En el capitulo 2 recordamos algunos conceptos y resul-
tados béasicos necesarios para comprender el material presentado. Se definen los operadores del
tipo de convolucién y sus simbolos, se establecen algunas propiedades generales de la teoria de
Fredholm en espacios de Banach, se definen las clases AP y SAP de simbolos casi periédicos y



semi-casi periddicos respectivamente, y se presentan algunas propiedades relacionadas con esos
simbolos tales como factorizacion AP y APW y la media geométrica. En este mismo capitulo se
introducen los conceptos de pesos de Muckenhoupt y multiplicadores de Fourier en LP(R,w), se
define y se caracteriza la subclase Ag(R) de pesos de Muckenhoupt relacionada con el hecho de
que las funciones semi-casi periddicas a sean multiplicadores de Fourier en LP(R,w), a € M, ,,,
y se expone la teoria de Fredholm para operadores de Wiener-Hopf W (a) con simbolos conti-
nuos a trozos (a € PCp,,) en los espacios LY, (R4, w) (N € N). También se presentan algunos
resultados nuevos relacionados con la propiedad de Fredholm de operadores de Wiener-Hopf
con simbolos en las algebras de Douglas [D) ., +|nxn generadas por funciones matriciales con
entradas en C’p@(f{) y H N M, ,,. Al final del capitulo 2 se estudia la teoria de operadores
limite y espacios de ideales maximales que serad utilizada en las secciones posteriores.

En el capitulo 3 se presentan resultados para el caso escalar (N = 1). Se establece un anélo-
go para espacios con pesos de la representacion de Sarason de funciones semi-casi periédicas,
utilizando el teorema de Bochner-Phillips se prueba que las algebras AP, ., y SAP,, son in-
versamente cerradas en las dlgebras AP y SAP respectivamente, se prueba la invertibilidad
de simbolos en SAP, ,, de operadores de Wiener-Hopf semi-Fredholm y la invertibilidad de las
correspondientes representaciones casi periédicas para operadores de Wiener-Hopf que son Fred-
holm en el espacio Lf,’v(RJr, w), también se establece y se aplica la versién con pesos del lema de
Sarason [67]. En este mismo capitulo se obtiene un andlogo para espacios con pesos del teore-
ma de Duduchava-Saginashvili [24] (también ver [14, Teorema 19.15]), esto es, se establece un
criterio de semi-Fredholm y féormulas de indice para operadores de Wiener-Hopf con simbolos
en SAP,,, y simbolos semi-periédicos (SP}.,) en el espacio LP(R4,w). También se obtiene un
criterio de invertibilidad para operadores de Wiener-Hopf con simbolos en AP, ,, en términos de
mociones medias de simbolos, y para operadores de Wiener-Hopf con simbolos en APW),,,, en
términos de la factorizacién canénica APW), ,, de sus simbolos.

En el capitulo 4 se generalizan algunos resultados del capitulo 3 al caso matricial (N > 1). Se
construyen teorfas de Fredholm para operadores de Wiener-Hopf con simbolos en [SAP, ,|nxn
en los espacios L;;;V(RJ,_,'LU) bajo la condiciéon de que las representaciones casi peridédicas en
+oo de los simbolos sean AP, ,, factorizables, y también para operadores de Wiener-Hopf con
simbolos en [SAP, ,]nx N que tienen representaciones casi peridédicas en [APW), ,,|NxN ¥ se sa-
tisface la condicion de que los logaritmos de pesos de Muckenhoupt en Ag(R) oscilen lentamente
en oo en el sentido de [20]. También en este capitulo, aplicando resultados de [40] y [41] sobre
operadores pseudodiferenciales con simbolos no regulares, se obtienen criterios de invertibilidad y
de Fredholm para operadores de Wiener-Hopf con simbolos matriciales casi periédicos y semi-casi
periddicos respectivamente. Estos criterios esencialmente estan relacionados con la factorizacién
canénica APW de las representaciones casi periédicas de los simbolos. Al final de esta seccién se
presenta la teoria de Fredholm para operadores de convolucién con simbolos semi-casi periddicos
sobre la unioén finita de intervalos.

Los resultados de los capitulos 2-4 fueron publicados en [42].

En el capitulo 5 se estudian los operadores de Wiener-Hopf W (a) con simbolos en el dlgebra
[SOp.w, Cpw(R)|Nxn generada por matrices en [SOp u]nsxn ¥ [Cpw(R)Nxn en los espacios
LY (R4, w) con pesos de Muckenhoupt w € Ap(R). A diferencia de los capitulos 3 y 4 donde
las oscilaciones son casi periddicas, aqui se consideran oscilaciones de otro tipo: oscilaciones
lentas. Las algebras de operadores de convolucién en los espacios L?V(R) sin pesos, que son
generadas por los operadores al de multiplicacién por matrices a € [SO, PClyxn y por los
operadores de convolucién W0(b) con sfmbolos b € [SO,, PCplnxn, fueron investigados en [2]-



[3]. En este capitulo los operadores de Wiener-Hopf son estudiados en espacios de Lebesgue
con pesos. Para esto se estudian los operadores de convoluciéon desde el punto de vista de los
operadores pseudodiferenciales aplicando estimaciones puntuales [1], la teorfa de operadores
pseudodiferenciales y operadores de Calderén-Zygmund en los espacios de Lebesgue con pesos
de Muckenhoupt (ver [72], [40], [41]) y la teoria de operadores limite (ver [51], [11], [63]). Sobre
la base de tales herramientas se define el dlgebra de Banach SO, de simbolos lentamente
oscilatorios que son multiplicadores de Fourier en LP(R,w), se caracteriza su espacio de ideales
maximales y se da un criterio de Fredholm para operadores de Wiener-Hopf con tales simbolos en
el caso matricial. Finalmente en este capitulo se dan condiciones suficientes de Fredholm y una
férmula de indice para operadores de Wiener-Hopf W (a) con sfmbolos a € [SOp 1, Cpww(R) N x N
para pesos de Muckenhoupt arbitrarios y fue elaborado un criterio de Fredholm en el caso
w=|z|* (-1/p<a<1-1/p).

Los resultados del capitulo 5 fueron enviados para su publicacién (ver [43]).

El capitulo 6 es dedicada al estudio de operadores de Wiener-Hopf W (a) con simbolos en
el algebra [SO,, SAP,], es decir, con oscilaciones de ambos tipos: casi periddicas y lentas. Los
operadores de Toeplitz con simbolos matriciales a € [SO, SAP]nxn fueron investigados en [5].
También en el capitulo 6, se define la media geométrica para funciones matriciales en [AP,|nx N,
se da un criterio de Fredholm para operadores de Wiener-Hopf con simbolos en el algebra
generada por funciones lentamente oscilatorias y por funciones semi-casi periédicas en espacios
de Lebesgue sin pesos LP(R ). También para p = 2 se da un criterio de Fredholm para operadores
de Wiener-Hopf con simbolos en [SO, SAP]y«n en términos de factorizacion AP generalizada
y se da un criterio de Fredholm para operadores de Wiener-Hopf con simbolos en [SO, SAP)]
sobre la union finita de intervalos.

2. Preliminares.

2.1. Definiciones de operadores de convoluciéon y de Wiener-Hopf

Un operador de convolucion A en el espacio de Hilbert L?(R) estd dado por la férmula
(AF)(t) = / k(t — 5)f(s)ds, ¢ € R. (2.1)
R

Se dice que la funcién k € L%(R) es el niicleo de convolucién de A. Denotemos por F : L?(R) —
L?(R) a la transformada de Fourier,

(Ff)(x) = f(z) = /P{f(t)eitxdt, z € R, (2.2)

y sea F~1: L?(R) — L?(R) la inversa de F,
1

"2

—1 xe—it:c T )
(Flg)(t) /Rg<> dr, t € R

El operador (2.1) puede escribirse formalmente como

A=FkF (2.3)



o equivalentemente, (A )(x) = k(z)f(z), = € R. La funcién k es llamada el simbolo del operador
(2.1). Dada una funcién a € L*°(R), denotamos por al al operador de multiplicacién por a en
L*(R):

al : L*(R) — L*(R), f — af.

Obviamente, al es acotado en L%(R) y ||al| = |lal|oc. En el caso que al siga a otro operador,
digamos X, omitimos la I y abreviamos al X como aX. Para a € L°°(R), definimos el operador
WO (a) por

Woa): L*(R) — L*(R), f — F laFf.

Debido a (2.1) y (2.3) nos referimos al operador W°(a) como el operador de convolucion con
simbolo a.

Denotemos por C(R) al conjunto de todas las funciones continuas en R (con valores com-
plejos) y sean BC(R) := C'(R) N L*>®(R) las funciones acotadas y continuas en R. Denotamos

3

por C(R) a las funciones a € BC(R) para las cuales los dos limites

a(—o0) = IE@OO a(x), a(+o0) == xEI—ir-looa(m)

existen y coinciden; el valor comun de estos limites es denotado por a(oo). Por ultimo, Cy (R) es la

o

coleccién de todas las funciones a € C(R) para las cuales a(oo) = 0. Claramente, BC(R), C(R)
y Co(R) son C*—subslgebras de L°(R).

Sea B(X) el dlgebra de todos operadores lineales acotados en un espacio de Banach X.

Sea R := (0, 00) los reales positivos. Extendiendo las funciones en L?(R.) por cero en todo
R, podemos considerar L?(R.) como un subespacio de L?(R). Denotamos por . a la funcién

caracteristica de R y también a la proyeccién canénica de L?(R) en L?(R..):
X+ L*(R) = L*(Ry), f x+f.

Para a € L®(R), la compresién del operador de convolucién W(a) € B(L?*(R)) a L*(R4) es
denotado por W (a) y es llamado el operador de Wiener-Hopf con simbolo a. Por lo tanto

W(a): L*(Ry) — L*(Ry), [ x+Wo(a)f.

El mapeo W : L®(R) — B(L?*(R.y)), a — W(a), es obviamente lineal y continuo. Més atin, se
puede probar que es una isometria, i.e.,

W (a)|| = ||a||co para cada a € L*°(R).

Sin embargo, a diferencia de W9, el mapeo W no es un homomorfismo de lgebras. Por ejemplo,
W (e1)W (e_1) es la multiplicacién por la funcién caracteristica de (1,00), donde e1(x) = €™ y
e_1(z) = e~ mientras que W(eje_1) = I.

Sea A € (0,00) y Xx(0,n) la funcién caracteristica del intervalo (0, A). Identificamos L2(0,\)
con X\ L*(R4) y consideramos a L*(0,\) como un subespacio de L*(R.). Para a € L*(R),
el operador de convolucion (finito) Wy (a) es definido por

W)\(a) : Lz(ov)‘) - L2(07)‘)7 f— X(O,)\)W(a)f-

Si I C R es cualquier intervalo de longitud A, entonces la compresién de W0 (a) a L?(I) puede
ser transformada a W) (a) por medio de un simple cambio de variables. Dado un subconjunto



medible E de R, denotamos por L3,(E) a la suma directa de N copias de L?(E). Representamos
por L, v(R) al dlgebra de todas las funciones matriciales a : R — CN*¥ con entradas en
L>*(R). Si A es un subélgebra de L*(R), denotamos por Ayxxx 0 por [A]nyxn a las funciones
matriciales a : R — CV*¥ cuyas entradas pertenecen a A. Para a = (ajk);\szl € LY, n(R), el
operador de multiplicacién al, el operador de convolucion W(a), el operador de Wiener-Hopf
W (a) y el operador de convolucién finito Wy (a) son definidos en forma natural como:

of IR (R) —~ R, (51— (X anh) (24
WOa) : L3(R) — L(R), (50— (X, Wolaps)
N
L

Wia): L3 (Re) = LR(R4), (F))0 — (X2, Wlagw) )

k=1 =1

2 2 N N N
W)\(a) : LN(07 )‘) - LN(07 )‘)7 (fj)j:l = (Zkzl W)\(ajk)fk>j:1-
En otras palabras, pensamos en L?V(E) como un espacio de columnas y en el operador como un

operador matricial de N x N que actua en este espacio de columnas.

2.2. Conceptos y propiedades basicas de la teoria de Fredholm

Sea X un espacio de Banach y A € B(X). El nicleo Ker A y la imagen Im A de A son
definidos por
Ker Ai={ze€ X : Az =0}, Im A:={Ax:z € X}.

Ambos Ker A e Im A son subespacios lineales de X, y Ker A siempre es cerrado. Se dice que el
operador A es normalmente soluble si Im A es un subespacio cerrado de X. Si A es normalmente
soluble, el conticleo Coker A es definido por

Coker A := X/Im A.
Para un operador A normalmente soluble, definimos
n(A) :=dim Ker A, d(A) := dim Coker A. (2.5)
Notemos que n(A) y d(A) estéan en {0,1,2,...} U{oco}, y ademds
n(A) = d(A%), d(A) =n(AY)

donde A* € B(X™) es el operador adjunto de A. Dos operadores A € B(X) y B € B(Y) son
equivalentes si ninguno de ellos es normalmente soluble o ambos A y B son normalmente solubles
yn(A) =n(B)y d(A) = d(B). Supongamos que A € B(X) es normalmente soluble. El operador
A es llamado Fredholm si n(A) y d(A) son finitos, y en ese caso el indice de A es definido como

Ind A:=n(A)—d(A).

Se dice que el operador A es propiamente n-normal si n(A) < ooy d(A) = oo, y propiamente
d-normal si d(A) < oo y n(A) = oo. Decimos que dos operadores A € B(X)y B € B(Y)
son débilmente ®-equivalentes si ninguno de ellos es normalmente soluble o ambos A vy B



son propiamente n-normal o bién propiamente d-normal o bién Fredholm. Denotamos por
O(X), &,(X) y ®q(X) al conjunto de todos los operadores en B(X) que son Fredholm, propia-
mente n-normales y propiamente d-normales, respectivamente. Los operadores en ®(X)U®,,(X)
y ®(X) U Py(X) son llamados n-normales y d-normales, respectivamente. Decimos que los ope-
radores en ®(X) U @,,(X) U ®4(X) son semi-Fredholm, y los que estan en @, (X) U &4(X) son
propiamente semi-Fredholm. Definimos

Ind A — | 0% Dara Aed,(X),
+o0, para A € ®4(X).

Ahora recordemos algunas propiedades de operadores semi-Fredholm. Sea IC(X) la coleccién
de todos los operadores compactos en X. Notemos que I(X) es un ideal bilateral cerrado de
B(X). Se puede mostrar que A € ®(X) si y sélo si la clase A + I(X) es invertible en el
algebra cociente B(X)/K(X). Si B+ K(X) es el inverso de A+ K(X) entonces B es llamado un
reqularizador de A. Definimos el espectro esencial de A, spess A, como el espectro de A + K(X)
en B(X)/K(X), i.e.,

SPess A :={A € C: A — A no es Fredholm}.
El spess A es un subconjunto del espectro de A, sp A, compacto y no vacio. Un operador A € B(X)
se llama Fredholm-izquierdo (respectivamente Fredholm-derecho) si existe un B € B(X) tal que
BA —1I (resp. AB — I) es compacto.

Teorema 2.1 Los conjuntos ®(X), ®,(X) y ®4(X) son subconjuntos abiertos de B(X) y la
funcion
Ind : »(X)UP,(X)UPy(X) — ZU{—00, +00}

es constante en las componentes conexas de ®(X)U @, (X) U Py(X). Mds ain, si A € B(X) es
semi-Fredholm, entonces existe un € > 0 tal que n(A+ C) < n(A), d(A+ C) < d(A), siempre
que C € B(X) y ||C]| <e.

Teorema 2.2 Si A € &(X) (9,(X),P4(X)) y K € K(X), entonces A+ K € ®(X) (P,(X),
®4(X)) eInd (A+ K) =1Ind A.

Teorema 2.3 Si A,B € ®(X)U ®,(X), (P(X)U ®y(X)) entonces AB € ®(X) U ®,(X),
(P(X)UDy(X)) elnd (AB) =Ind A+ Ind B.

Para consultar las demostraciones de los teoremas escritos ver, por ejemplo, [35], [31].

Lema 2.4 Sea X un espacio de Banach y A € B(X). Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) A es n-normal;

i1) existe un operador compacto K y un 6 > 0 tal que

|Az|| + [|[Kz| > d||z| para todo z € X;

iii) existe un nimero finito de operadores compactos Ki,..., K, y un 6 > 0 tal que

n
| Az|| + Z | Kjx|| > 6||z|| para todo z € X.
j=1

La demostracién se encuentra en [50] y [62, seccién 1.3.2].



2.3. Funciones y matrices casi peridédicas y sus factorizaciones

Consideremos definiciones importantes de funciones escalares y matriciales casi periddicas y
también de sus factorizaciones (ver el libro [14]).

Definicién 2.5 El subdlgebra mds pequenio de L (R) que contiene todas las funciones ey de-
finidas por, ex(x) := e (\,x € R) es denotado por AP y llamado el dlgebra de las funciones
cast periodicas:

AP = algromyfer : A € R}

Una funcién p : R — C que puede ser escrita como una suma finita de la forma p = )" rje Ajs
con r; € Cy A\; € R es llamada polinomio casi periédico. La coleccién de los polinomios casi
periédicos es denotada por AP?. Obviamente AP es la cerradura de AP? en L®(R) y AP es
un C*-subélgebra de L>*(R).

Denotamos por PC := PC (R) al C*-algebra de todas las funciones acotadas y continuas a
trozos en R := RU {oo}. Por definicién, a € PC' siy sélo si a € L>(R) y los limites unilaterales

a(zg —0):= lim a(z), a(rg+0):= lim a(x)

:c—mcaO x—n’cgo

existen para cada xg € R; por convencion,

a(oco —0) := h’IJIrl a(z), a(co+0):= lim a(x).

Definimos las subdlgebras de PC, C(R) := C(R) N PC y PCy := {a € PC : a(+) = 0}.

Definicién 2.6 El C*-dlgebra SAP de todas las funciones semi—casiﬁem'édz’cas en R es definido
como el menor subdlgebra cerrada de L (R) que contiene AP y C'(R):

Proposicién 2.7 Sea A C (0,00) un conjunto no acotado y sea {In}taca = {(TasYa)}aca una
familia de intervalos I, C R tal que |I,| = yo — o — 00 cuando a — oo. Si a € AP, entonces

el limite )
M(a) = lim — [ a(z)dx

a—oo |Ia] Jp,
existe, es finito y es independiente de la eleccion de la familia {I,}.
Proposicion 2.8 Sia € AP entonces el conjunto
Qa) :={X e R: M(ae_y) # 0}
es a lo mds numerable.

Definicién 2.9 Sea a € AP. El nimero M (a) dado por la Proposicion 2.7 es llamado el valor
principal de Bohr o simplemente valor principal de a. El conjunto Q(a) de la Proposicion 2.8 es
el espectro de Bohr-Fourier de a.

Sea GA el grupo de elementos invertibles de un dlgebra A con unidad.



Teorema 2.10 (Bohr) Sia € GAP, entonces eziste un nimero real k(a) y una funcionb € AP
tal que '
a(z) = e W2 parg todo x € R. (2.6)

Definicién 2.11 Para a € GAP, el nimero k(a) cuya existencia es garantizada por el Teorema
2.10 estd determinado de forma unica y es llamado la mocion media de a. El niumero

d(a) := eM®)
es llamado el valor geométrico medio de a.

Sea H>®(C4) el conjunto de todas las funciones analiticas en Cy = {z € C : +Im z > 0}.
Denotamos por H$® al conjunto de todas las funciones a € L*(R) que son limites no tangenciales
de funciones en H>*(C4). Se sabe que HJ° son subdlgebras cerradas de L>(R.).

El conjunto de todas las funciones f que son analiticas en C4 y satisfacen

sup / (@ + iy)Pdy < oo
+y>0JR

es denotado por HP(C.). Representamos por HY al conjunto de funciones en LP(R) que son
limites no tangenciales de funciones en H?(Cy). Si 1 < p < oo, entonces HY son subespacios
cerrados de LP(R).

Definimos

APT = algromy{er : A >0}, AP :=algregry{er: A <0} (2.7)
AP¥ son subélgebras cerradas de AP N H°. Més atin AP" NAPT =Cy
Q(a) C [0,00) para a € AP, Q(a) C (—00,0] para a € AP™.

Definicion 2.12 Una funcion matricial a € GAPn« N admite una factorizacion derecha AP si
puede ser representada en la forma

a(x) = a_(x)d(x)as(z) para todo x € R, (2.8)
con
a_ € GAPy, v, a+ € GAPY (2.9)
y . .
d(z) = diag(e™®, ..., e?) )\, € R. (2.10)

Una factorizacion derecha AP con d(x) = I es llamada factorizacion derecha candnica AP. Si
reemplazamos (2.8) por

a(z) = aq(x)d(z)a_(z) para todo x € R, (2.11)

hablamos de factorizacion izquierda AP y factorizacion izquierda candnica AP.



Definicién 2.13 Se sabe [14, Teorema 8.2| que si a € GAPyn« N admite una factorizacion dere-
cha AP a =a_day, d= diag(eAj), entonces los numeros Ai,...,An € R son, salvo rearreglos,
independientes de la eleccion particular de la factorizacion. Llamamos a A1, ..., AN los indi-
ces derechos AP de a. Entonces existe una factorizacion derecha AP tal que A\ > -+ > An;
definimos

/i(a) = ()\1,...,/\]\/), )\1 2 Z )\N-

Andlogamente si a € GAPnxny admite una factorizacion izquierda AP a = ayfa_, f =
diag(e,,; ), entonces los nimeros p1,...,un son unicamente determinados si pedimos que jiy >
<o« > un. Llamamos a py, ..., un los indices izquierdos AP de a y escribimos

’%(a)::(ulu"'aNN)a MlEZMN

Proposicién 2.14 Si a € GAPyxn tiene factorizacion derecha AP con indices derechos AP
iguales, ‘ '
a=a_day, d(z)=diag(e??,..., "),

entonces la matriz
d(a) = M(a_)M(ay) € CN*N

es independiente de la eleccion particular de la factorizacion derecha AP.

Definicién 2.15 La matriz d(a) dada por la Proposicion 2.14 para cada funcion matricial
a € GAPnyn con factorizacion derecha AP y con indices derechos AP iguales, es llamada
la media geométrica derecha de a. Andlogamente se define la media geométrica izquierda para
a € GAPNxN con factorizacion izquierda AP y con indices izquierdos AP iguales.

Denotamos por APW las funciones a € AP que pueden ser representadas en la forma

a(x) = Zajei)‘jx, AjeR, Jallw = Z laj| < oo,
J J

donde a; # 0 para a lo mds una cantidad numerable de j’s. Es facil ver que APW es un algebra
de Banach con las operaciones algebraicas puntuales y la norma || - |lw. Representamos por
APW™ y APW™ alos conjuntos de todas las funciones a € APW para las cuales Q(a) € [0, 0)
y Q(a) € (—o0,0], respectivamente. Obviamente, APW ¥ son subélgebras cerradas de APW.

La factorizacién (2.8) es llamada una factorizacion derecha APW, si ax € GAPWJ%X N-
Una factorizaciéon derecha APW con d(z) = Iy es llamada una factorizacion derecha candnica
APW.

El siguiente resultado puede ser consultado en [14, Lema 10.2].

Lema 2.16 Si ay,...,ap € AP]Qfo es una coleccidn finita de matrices polinomiales casi pe-
riddicas, entonces existe una sucesion {h,} C R tal que hy, — 400 y |[(am)h, —am|lcc — 0 cuan-
don — oo para cada m € {1,..., M}, donde (am)n, () = am(z + hy) ¥ |la]|c = ||aI||B(L§V(R))-
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2.4. Pesos de Muckenhoupt y multiplicadores de Fourier

Sea E un subconjunto conexo de R. Una funcién medible w : E — [0, 0] es llamada un peso
si w™({0,00}) tiene medida (de Lebesgue) cero. Para 1 < p < oo, denotamos por LP(E, w) al
espacio de Lebesgue usual con la norma

o= ( [, |f<sc>|ﬁwp<x>dz)%.

El operador P = Fx.F ! es la proyeccién ortogonal de L?(R) sobre H_%, donde H_% se puede
identificar con el espacio de Hardy de funciones analiticas en el semiplano superior que tienen
limites angulares en R de la clase L?(R). Mientras que el operador Q = Fx_F ! es la proyeccién
ortogonal de L?*(R) sobre H2. Denotamos por A,(R) al conjunto de todos los pesos w en R
para los cuales L?(R) N LP(R,w) es denso en LP(R, w) y el operador P satisface la desigualdad

”PprﬂU < Cp,w”f”nw para toda f € L2(R) NLP(R,w)

con alguna constante Cp,, < oo independiente de f. A los pesos en A,(R) se les llama pesos de
Muckenhoupt. Como
P=Fx . Fl=F I\ F=w%) (2.12)

y WO(—sgnz) es el operador integral singular de Cauchy S, definido en L?(R) por
1 [ f(s)

™ RS—t

(SF)(t) == ds, t € R,

la integral entendida en el sentido del valor principal, donde sgnz es la funcién continua a trozos
definida por

-1, siz <0
sgnz = < 0, siz=0.
1, siz>0
Tenemos que
P:%U+$,Q:%U—$. (2.13)

Por lo tanto, w € A,(R) si y sélo si L?(R) N LP(R,w) es denso en LP(R,w) y S se extiende de
L*(R) N LP(R,w) a un operador acotado en LP(R,w) (ver, p. €j., [9]). Si w € A,(R) entonces
P se extiende (de forma unica) a una proyeccién acotada en LP(R,w). La imagen de LP(R,w)
bajo P es entonces un subespacio cerrado de LP(R, w). Este subespacio de LP(R, w) es denotado
por HP(R,w) y es llamado el espacio de Hardy con peso.

El siguiente teorema demostrado por Hunt, Muckenhoupt y Wheeden [37], caracteriza los
pesos en A,(R).

Teorema 2.17 Sea 1 < p < co. Un peso w en R pertenece a A,(R) si y sdlo si

ol frs) 3 )

donde 1—1) + % =1 e I corre sobre todos los intervalos acotados I C R; aqui |I| es la longitud de
1.
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Supongamos que 1 < p < ooy w € Ay(R). LP(R4,w) denotara al espacio LP(R4, w|Ry).
Una funcién a € L (R) es llamada multiplicador de Fourier en LP(R,w) si el operador W%(a) =
F~laF mapea L?(R) N LP(R,w) en si mismo y se extiende a un operador acotado en LP(R, w).
Denotamos por M, ,, al conjunto de todos los multiplicadores de Fourier en LP(R,w). A conti-
nuacion probamos la siguiente afirmacién sencilla.

Proposicién 2.18 El conjunto My, con la norma ||a|a,., = [|[W°(a)||gre®,w)) €s un dlgebra
de Banach.

Demostracién. En efecto, M, , C L>(R) es un algebra conmutativa normada con unidad.
Denotemos por M, a la cerradura de M, ,, con respecto ala norma ||-||a, ,, == [[W°(-) 8L (Rw))-
Entonces M, ,, es un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Sean X y Xy los conjun-
tos de todos los homomorfismos complejos de las dlgebras de Banach conmutativas an y
My = L*°(R), respectivamente. Ya que M, ,, es denso en M, se pueden identificar los homo-
morfismos complejos continuos de M., y Mp,w (tales homomorfismos son continuos en an
automdticamente, sus restricciones sobre M, ,, son homomorfismos complejos continuos de M), ,,,
y cada homomorfismo complejo continuo de M, ,, se puede extender por continuidad a un ho-
momorfismo complejo de M, ,,). Como M, ,, C L>®(R), tenemos que Xo C X. Entonces, por
[65, Teoremas 11.9 y 11.12], para cada a € M, ,, se tiene que

lallaz, = [lall @) = sup [n(a)| < sup |n(a)| < [lalrs,., (2.14)
neXo neX

(aqui tomamos en cuenta que L*°(R) es un C*-dlgebra). Si {f,} C M, es una sucesién de
Cauchy en la norma || - ||as,,,, (2.14) implica que {f,} también es una sucesiéon de Cauchy en
L>*(R). Entonces el limite de {f,} en la norma de M, ,, pertenece a L>°(R), esto implica que
M, C L°(R), es decir, M, es completo. ||

Teorema 2.19 Sea 1 <p < oo yw € A,(R). Cada uno de los conjuntos

é;f ‘Aw(g) € Ap(R)} (z €R),

Lo (p,w) := {)\ ER: |6+ i Pw(¢) € A,,(R)}

Lo(p,w) == {)\ ER: (

son intervalos abiertos de longitud no mayor a 1 que contienen al origen,
L(p,w) = (—v; (p,w),1 = v} (p,w)) (z € R)
con 0 < vy (p,w) < vf(p,w) < 1.

(Ver, por ejemplo, [16, Teorema 2.10]). Para cada = € R, los nimeros vE(p,w) estan relacionados
con los indices de potencialidad oy (w) y By (w) del peso w € A,(R) (ver [9, Seccién 3.6)):

vy (p,w) =1/p+ aa(w), v (p,w) =1/p+ fa(w).

Teorema 2.20 (Desigualdad de Stechkin). Sia € PC y a tiene variacion total finita Vi (a),
entonces a € My, y

lallagy. < 1SNB(Le (R ow)) (lalle + Vi(a)). (2.15)
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Para ver la demostraciéon del Teorema 2.20 consultar, por ejemplo, [14, Teorema 17.1].

De acuerdo con el Teorema 2.20, denotamos por Cp,w(lf{) (resp. PCp ) la cerradura en M, ,,
del conjunto de todas las a € C(R) (resp. a € PC) que tienen variacién acotada. Claramen-
te C’p,w(f{) C PC, 4. Se puede demostrar (ver [64, Proposicién 12.2], para el caso de pesos
potenciales) que PC), ,, es continuamente encajado en L*°(R). Esto implica que

Cow(R) C C(R), PC,,, C PC.

Definimos
Cpw(R) :={a € PC,, : a|R es continua}. (2.16)

Paral <p < ooy w € A4,(R), denotamos por LP(R,w) al espacio de Lebesgue usual con la

o = ( [, |f<x>|pwp<x>dw)%.

Dado N € N, denotamos por L?V(R,w) al espacio de Banach de funciones vectoriales f =
(fe)2_, con entradas fi, € LP(R,w) y la norma HfHL’;V(R,w) = (zi\;l ka”g’w)l/P.

Proposicién 2.21 Sean 1 <p < oo yw € Ap(R). Para cada A € R, el operador

Uy =F e F, (2.17)

que actia por la formula (Uyf)(x) = f(z—N) para todo = € R, es acotado en el espacio LP (R, w)
si y sdlo si la funcidn vy, definida por vy(x) = %, pertenece a L*°(R). En ese caso

1Oz ®,w)) = lAllso- (2.18)

Demostracién. Para cada A € R, el operador Uy es acotado en el espacio LP(R,w) si y
solo si el operador wUyw ™I = Uyv,I es acotado en el espacio LP(R); y sus normas coinciden.
Como los operadores Uy son isométricos en el espacio LP(R), obtenemos

1UxMB(zr®w)) = U M || 3zrr)) = vaLllBzr®)) = lVAlloo

lo que completa la demostracion. |
Ahora definimos el conjunto

Ag(R) = {w € A,(R): vy =w(-+\)/w(-) € L°(R) para todo A € R}. (2.19)

Sil<p<ooywé€E Ag(R), entonces por la Proposicién 2.21 los operadores Uy = W9(ey)
son acotados en el espacio LP(R,w) para todo A € R. Para tales w todos los operadores de la
forma WO(ZAeAO c,\e,\) son acotados en LP(R,w), donde ¢y € Cy Ag es un subconjunto finito
de R, y por lo tanto el conjunto de los polinomios casi periédicos AP? estd contenido en My .
Definimos AP, ,, como la cerradura en M, ,, de APY. Como AP° es un subespacio de M,
entonces AP, ,, es un subespacio cerrado de M, . Si a,b € AP, ,, entonces existen sucesiones
{an} y {bn} contenidas en AP tales que a, — a 'y b, — b en M,,,. Como

Hab - ananMp,w = Hab - abn + abn - anbn”Mp,w S ”CLHMp,w ”b - anMp,w + Ha - anHMp,w anHMp,uﬂ
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se sigue que ab € AP, ,,. Asi que AP, ,, es un subdlgebra de Banach de M, ,,. Definimos SAP, ,,

como el menor subdlgebra cerrada de M, ,, que contiene a Cp.,(R) y a AP, ,,. Claramente
AP,.,, C AP C L*(R), SAP,, C SAP C L*(R). (2.20)

De acuerdo con [57], un peso w € AJ(R) es equivalente al peso continuo w € C(R) dado por

w(z) = exp </1/2 Inw(z +t) dt>, (2.21)

-1/2

donde la equivalencia significa que w/w, w/w € L>*(R). Por lo tanto, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que w es continuo en R. Mas ain, de la equivalencia de los pesos w y w
se sigue que

méx{ sup ess |w(z)|, sup ess \w‘l(x)\} < oo paracada T >0,
z€[-T,T) z€[-T,T)

lo que implica que oy (w) = B.(w) = 0 y de aqui v7(p,w) = 1/p para todos los puntos = € R
excepto r = oo.

Ejemplo 2.22 Consideremos el peso

w(x) = (2.22)

)

e(6+usin(nlog(log\x\)))log\x\ si ’x‘ > e,
e si|z] <e,

donde §,v,n € Ry
“1/p<d—|wVn2+1<d+v|[vVn2+1<1/q (2.23)

Haciendo h(x) := § 4+ vsin(nz) y calculando los indices de potencialidad (ver [9, Seccién 3.6])
por las férmulas

aoo(w) = 1 —2/p — limsup[h(z) + I'(z)],

r——+00

Boo(w) =1 —2/p — liminf[h(z) + K ()]

Tr——+00

de acuerdo con [44, Seccién 5], deducimos de [9, Ejemplo 2.37] que

Qoo(W) =1=2/p—=0—|v|Vn?+1, Boo(w)=1-2/p—05+|v\/n?+1 (2.24)

De (2.23) y (2.24), obtenemos —1/p < ax(w) < foo(w) < 1/q. Pasando al peso p(t) =
w(itE)[1 — t|'=27 en T = {z € C : |z| = 1} y aplicando las férmulas a;(p) = ase(w) y
B1(p) = Boo(w), deducimos de [9, Teorema 2.33] que p € A,(T). De aqui, w € A,(R). Para

|z| > e, obtenemos

(log w)' (z) = |z|~" [vn cos(nlog(log |z[)) + & + v sin(nlog(log |x]))],

y por lo tanto lim (logw)’(x) = 0. Consecuentemente, vy = wfy’t)}‘) € C(R) y vy(00) = 1 para

|z|—o00

cada A € R, lo cual implica que w € AS(R).
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Similarmente al caso w = 1 considerado en [72, Seccién 3.2], obtenemos el siguiente resultado
para pesos w € Ap(R).

Lema 2.23 Sil < p < oo yw € Ayp(R), entonces el conjunto ) de todas las funciones ¢ €
L?>(R) N LP(R,w) para las cuales Fv) tiene soporte compacto es denso en LP(R,w).

Demostracién. Como 1 < p < oo y w € A,(R), se sigue que w € LI (R) y el conjunto

C§°(R) de todas las funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto es denso en
LP(R,w) (ver, por ejemplo, [9, Seccién 4.2]). Fijemos f € C§°(R) y definamos f_,(z) := f(z—y).
Como las funciones f_, — f tienen soporte compacto para todo y € Ry ya que w € LY (R),
deducimos de la convergencia uniforme f(x —y) — f(z) cuando y — 0 que

A(y) == ||f=y = fllpw — 0 cuando y — 0. (2.25)

Para cada funcién ¢ € L'(R) con [ ¢(x) dz = 1, tenemos

(f * pe)(@) — f(z) = /R @ —y) — F(@)] oely) dy (2.26)

donde ¢.(x) = e 'p(x/c) para x € R, € > 0y f * ¢. es la convolucién de f y ¢.. Por la
desigualdad de Minkowski para integrales, inferimos de (2.26) que

p

If o = Fllpw = (/R ‘ /R [z —y) = f(@)]e:(y)dy wp(w)dw) v

< [ (Lo - slrws) el dy
:/RA(y)!wa(y)!dy=/RA(gy)\¢(y)\dy<Oo'

Por lo tanto, f * . esta en LP(R,w) junto con f. Mds atn, f * p. € L>(R) N LP(R,w) ya que
f € L)(R) y 9. € L'(R). Entonces, del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y
(2.25) se sigue que

lim / Aley) lo(y) dy = 0,
€—>0 R

y de aquf || f* @ — f||p.w — 0 cuando & — 0. Finalmente, eligiendo ¢ € L' (R) N L*(R) tal que la
funcién Fp tenga soporte compacto, concluimos que las funciones f * (. pertenecen al conjunto
Y, y por lo tanto este conjunto es denso en LP(R, w). |

2.5. Operadores de Wiener-Hopf con simbolos continuos a trozos en los
espacios LP(R,, w)
Los operadores de Wiener-Hopf con simbolos continuos a trozos en los espacios LP(R4,w)
fueron investigados en [16] y [17] (ver también [14], [9]).
Dado v € (0,1), el conjunto {62“(“'“’) :x € R} es un rayo que comienza en el origen y

forma un angulo 27v con el semieje real positivo. Para 21, 29 € C la transformaciéon de Mobius

290 — 21

MZ17Z2(<) = (-1
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mapea 0 a z; e 00 a 29. Por lo tanto

A(z1, 295v) := {le722(62”($+i”)) cx € R} U {21,22}

es un arco circular entre z; y zo. Por ejemplo, A(z, z;v) = {z} v A(z1, 22;1/2) es el segmento
de linea entre 21 y zo.
Dados 0 < v1 < 19 < 1 definimos

H(z1, z0;v1, 1) 1= U A(z1, z0;v).

ZSIZR%Y

Teorema 2.24 Sean v (p,w) como en el Teorema 2.19. Si a € PC,,, entonces el espectro
esencial de W(a) en LP(R4,w) es el conjunto

#oR) = (Uper Hlale — 0),ae +0); vz (p, w), v ()
UH(a(+00), a(—00); vy (p,w), vy (p,w)).
Si 0 ¢ all(R), entonces el indice de W (a) en LP(Ry,w) es
Ind W(a) = —wind,,, a,

donde wind, ., a es el nimero de vueltas que da alrededor del origen la curva naturalmente
orientada

apw(R) = (Uger Ala(z —0), a(z +0); (v (p, w) + v (p,w))/2))
U A(a(+00), a(—00); (vg (p,w) + v (p,w))/2).

Denotemos por alg ,, ., W (PC') al subdlgebra cerrada més pequena de B(L”(R,w)) que con-
tiene todos los operadores W (a) con a € PC),,,. Se puede mostrar que el conjunto K(LP (R, w))
de todos los operadores compactos es un subconjunto de alg,, ,,W(PC). Denotamos por A™ a la
clase lateral A + IC(LP(R4, w)).

Teorema 2.25 FEl dlgebra de Banach
alg p wWT™(PC) :=alg, ,«W(PC)/K(LP (R4, w))

es un subdlgebra conmutativa e inversamente cerrada del dlgebra de Calkin, esto es, del dlgebra
B(LP(R4,w))/K(LP (R4, w)). El espacio de ideales mazimales puede ser identificado con

Now: = (U (e} x 10,1505 (0 w), v (b))

zeR
U({oo} x (0,115 (p, w), v (p,w)))
en el siguiente sentido: el mapeo de Gelfand
I':alg, ,WT(PC)— C(Npyw)
para a € PCp, y (x, 1) € Ny estd dado por
(TW™(a))(z, 1) = (1 = p)a(z — 0) + pa(z +0),

con la convencion a(oo £ 0) = a(Foo).
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Teorema 2.26 Sean 1 < p < oo, w € Ay(R), N € N, y V(:]t = l/(:]t(p,’w). Para

b € [C(R)pw|Nxn, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) W(b) es Fredholm en LY (R4, w).
ii) detb(x) # 0 para cada x € R y

vt o g (07 (+oo)b( o)) ¢ Z (2:27)

pam cada v € [y , vy ] y cada valor propio &; = £;(b~1(4+00)b(—00)) de la matriz
b~ (+00)b(—00).

i) detb(x) # 0 para cada x € R y
$p (b (+00)b(~00)) N E[1 — vif, 1 — 1] = 0, (2.25)
donde S[1 —vd, 1 — vy = {re*™¥ :r € (0,00}, p € [1 — 1,1 — 155}
En el caso en el que W (b) es Fredholm en LY (R4, w), el indice estd dado por
N
Ind W (b) = —ind(det b) + NvJ — Z V) + L arg&; (2.29)
0 s 0 A1t J (>

donde ind (det b) := 5={ arg det b(x )}xeﬁ es el indice de Cauchy de detb € C(R) en R, v :=
(vy +vd)/2, y en (2.29), {z} significa la parte fraccional de z € R.

2.6. Operadores de Wiener-Hopf con simbolos en algebras de Douglas

Para 1 <p < ooy w € Ap(R) definamos HJS, , = H N M, ,,. Es ficil ver que HpS, | son
subdlgebras cerradas de M, ..

Proposicion 2.27 Siay € HJ, . y b € M., entonces
Wi(a_bay) =W (a_)W(b)W (ay).

Demostracién. Como es bién sabido (ver, por ejemplo, [14, Proposicién 2.17]), si ayx € HS®
y b € L®(R), entonces para cada f € L?(R,),

W(a_ )W (b)W (ay)f = W(a_bay)f. (2.30)

En particular, (2.30) se cumple si ax € H* N M, ,, y b € M,,, porque M, ,, C My = L*°(R).
Sélo resta aplicar (2.30) a funciones f € L?(Ry) N LP(Ry,w) y extender esta igualdad por
continuidad a toda f € LP(Ry,w). |}

Sea Dy + = alg{pr R), H wi} el subalgebra de Banach mds pequena de M, ,, que
contiene a Cp,(R) y H2%, 1, respectivamente.

Teorema 2.28 Sean 1 <p < oo, w € A,(R) y N € N.
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(a) Siatr € [Dpw+|lnxn Y b € [Mpwnxn, entonces W(a_bay) — W(a_ )W (b)W (ay) es un
operador compacto en LP(Ry,w).

(b) Siay € [Dpy NN ydetay es invertible en D), +, entonces los operadores W (a+) son
Fredholm en el espacio LY, (R, w).

Demostracién. Se probara la parte (a) para el caso escalar (N = 1). Para N > 1 la demos-
tracién se sigue del caso escalar. Sil <p < ooy w € A (R), entonces de [14, Lema 17.13] se
sigue que el operador x+W(c)—W?0(c)x+1 con ¢ € Gy, (R) es compacto en el espacio LP(R, w).
De aqui, el operador x4 WO(a)x+ WO (b)x+1 — x4+ WO9(a)WO(b)x+I también es compacto en el
espacio LP(R,w) siempre que a € Cp(R) y b € My, 0a € My, y b € Cpo(R). Esto y la
Proposicién 2.27 implican que el operador W (a—_ba) — W(a—)W (b)W (a) es compacto en el
espacio LP(Ry,w), si ax € Cp(R) + HYS, + v b € My . De aqui

W0<Zi Hj af?) - ZZ Hj Wo(aiij) + K

donde la suma y el producto son finitos, K es un operador compacto en LP(R,w), y afj €

Cy, (R)+H k- Lo dltimo implica la afirmacién de la parte (a) parab € M, ,, y a(i): > ll; a?;

con a S Cp w( )+ Hp, +- Aproximando ay € D)4 + en My, por funciones a)” de la forma
> H j a”, obtenemos la sucesion convergente de operadores compactos

K, = W (™) =W (@YW m)w (o). (2.31)

Pasando a los limites en ambos lados de (2.31), completamos la demostracién de la parte (a).
La parte (b) se sigue de inmediato de la parte (a). |}

El Teorema 2.28 implica lo siguiente.

Corolario 2.29 Si a,b € M,,, y al menos una de las funciones a,b pertenece a Cp,w(lf{),
entonces el operador W (ab) — W (a)W (b) es compacto.

Empleando una C) ,(R ) particién de la unidad en M), ,,, uno puede escribir el Corolario 2.29
como sigue.

Corolario 2.30 Sia,b € M,,, y si para cada puntot € R eziste una vecindad abierta U(t) C R
de t tal que al menos una de las funciones xy)a, Xu)b pertenece a Xy ) Cpw(R), entonces el
operador W (ab) — W (a)W (b) es compacto.

Lema 2.31 Sean 1 < p < oo, w € A,(R), y N € N. Si a,b € [M,,\{O}|nxn y existen
funciones matriciales f+ € G[Dp .y +|nxN tales que a = f_bf, entonces los operadores W (a) y
W (b) son débilmente ®-equivalentes en el espacio LY, (R, w), e

IndW(a) = Ind W(f_) + Ind W(b) + Ind W(f5). (2.32)

Demostracién. El Teorema 2.28 implica que W(a) = W (f_)W ()W (f+) + K, donde los
operadores W (fy) son Fredholm y K es un operador compacto. De los Teoremas 2.2, 2.3 se
sigue que W(a) y W (b) son débilmente ®-equivalentes.  |j
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2.7. Operadores limite y espacios de ideales maximales para las algebras de
funciones semi-casi periédicas y lentamente oscilatorias

Para una funcién continua f : R — C y un conjunto I C R, sea

osc(f,I) = sup [f(t) — f(s)].

t,sel

Siguiendo [60] denotamos por SO al conjunto de funciones lentamente oscilatorias,

SO = {f € BC(R): h’]grrl osc(f, |2z, —x] U [z,2z]) = 0}. (2.33)
Claramente, SO es un C*—subdlgebra de L®(R) que contiene todas las funciones en C(R).
Dada una funciéon a : R — C y € > 0, sea

cmy (a) == hgﬂéz(d la(z + h) — a(x)]

una oscilacion local de a en el punto x € R. De acuerdo con [20, p. 122], introducimos la clase

CM(R) = {a € BO(R): lim cme,q(a) = o}, (2.34)
|—00
donde € es alguna (equivalentemente, cualquier) constante positiva pequena. Por lo tanto,

CM(R) es la clase de funciones continuas en R con oscilacién local nula en infinito. Por [20,
Capitulo 3, Lema 10.4], CM(R) es un C*—algebra, siendo la cerradura en L>°(R) del dlgebra

CM>(R) := {a € BC®(R): lim [(i>ja] (r) =0, j=1,2,... } (2.35)
donde BC*°(R) denota el conjunto de todas las funciones f : R — C infinitamente diferenciables
que son acotadas junto con todas sus derivadas.

Para estudiar los operadores de Wiener-Hopf con simbolos generados por matrices semi-casi
periddicas y matrices lentamente oscilatorias en los espacios de Lebesgue LP(R4) necesitamos
utilizar las técnicas de operadores limite. Definiremos los operadores limite y daremos algunas
propiedades simples de estos (ver [51], [11], [63] y [6]).

Sea 1 < p < co. Dado y € R, introducimos el operador de translacién U, en LP(R) por

(Uyf)(@) = fz—y), zeR.

Claramente, los operadores Uy son invertibles, U, ' = U_,, (U,)* = U, 'y U, = 1.

Sea A € B(LP(R)). El operador A, € B(LP(R)) es llamado el operador limite de A con
respecto a la sucesiéon h = {h,,} de nimeros reales que tienden a infinito (respectivamente, a
+o00 0 a —00) si

Ap = S{Eglo (U_hm AUhm)

y existe un limite fuerte Bj, = s-lim (U_,, A Uhm)* en B(L%(R)) donde 1/p + 1/q = 1. De esta

definicién se sigue que By = (Ap)* y que el operador A puede tener sélo un operador limite Ay,
con respecto a una sucesién h dada.

En la siguiente proposicién se reunen las propiedades algebraicas de los operadores limite
(ver [11, Proposicién 6.1]).
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Proposicién 2.32 Sea h una sucesion de nimeros reales que tiende a oo (respectivamente, a
+00, —00).

(a) Si A e B(LP(R)) y Ay, existe, entonces || Al < || A]l-

(b) Si A,B € B(LP(R)), a € C, y Ap, By, existen, entonces (aA)p, (A+ B)p, (AB)p, (A*)n
también existe y

(@A) =ady, (A+B)y=An+ By, (AB),=ApBy, (A" = (A4n)".

(c) Si A, A™ e B(LP(R)), ||A — A™)| — 0 cuando m — oo, y (AM™), existe para toda m
suficientemente grande, entonces Ay también existe, y

Ah: lim (A(m))h

m—0o0

Estudiemos la existencia de operadores limite para el operador de multiplicacién al con a
en BUC, el conjunto de las funciones a : R — C que son acotadas y uniformemente continuas.

Proposicién 2.33 [6] Sean a € BUC y h = {h,} una sucesion tal que lim h, = oo (respecti-
n—oo

vamente, +00, —o0). Entonces existe una subsucesion g de h tal que (al), € B(LP(R)) existe y
(al)g = a4l, donde ay € BUC.

Como AP C BUC y SO € BUC, los operadores limite del operador al cuando a € AP y
a € SO siempre existen para una subsucesién g C h. Caractericemos estos operadores limite.

Proposicién 2.34 [6] Sea h una sucesion de nimeros reales que tiende a oo (respectivamente,
a +00, —00).

(i) Sia € AP y g es una subsucesion de h tal que existe un operador limite (al)y = ag4l,
entonces ag € AP.

(i) Sia € SO and g es una subsucesion de h tal que existe un operador limite (al), = ag4l,
entonces ag es constante.

Ahora definamos el espacio de ideales maximales M(SO) de SO, que es el espacio de todos

los funcionales lineales multiplicativos de SO, haciendo uso del espacio M(C(R)) de funcionales

.

lineales multiplicativos de C'(R). Identificando los puntos ¢ € R con los funcionales de evaluacién
o en R, 0,(f) = f(t), donde f(oc0) = lim f(x), tenemos M(C(R)) = R. Como C(R) es un

subslgebra del C*-dlgebra SO, cualquier funcional de evaluacién ¢ € R se extiende a un funcional
lineal multiplicativo de SO. Sea

Mi(50) = {& € M(SO) : €|y = & }

la fibra de M(SO) sobre t. Por lo tanto M(SO) = [,y M:(SO). Sit € R, la fibra M,(SO)
consiste s6lo del funcional de evaluacién en ¢, esto es, My(SO) = {t}, y por lo tanto
Uier Mi(SO) = R. La caracterizacion de My(SO) se da en la siguiente proposicién que
es probada por analogia con [11, Proposicién 4.1].
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Proposicién 2.35 [6] M (SO) = (closso- R) \ R, donde clos so+ R es la cerradura estrella-
débil de R en SO*, el espacio dual de SO.

Por lo tanto, cualquier funcional £ € M, (SO) es el limite de una red t, € R que no converge
a funcionales t € R, esto es, f(£) := £(f) = lim f(ty) para cada f € SO.

Ahora estamos preparados para relacionar el espacio de ideales maximales de SO con los
operadores limite del operador de multiplicacién al, a € SO (ver [11, Proposicién 4.2 y Corola-
rio 4.3]).

Proposicién 2.36 Sea {ay}7°, un subconjunto numerable de SO. Si & € My (SO) entonces
existe una sucesion g = {g,} C R tal que g, — o0 y

§(ay) = lm ax(gn), ke N. (2.36)

Inversamente, si g, € R, g, — 00, y los limites lim ay(g,) existen para todo k, entonces existe
n—oo
un & € My (SO) tal que (2.36) se cumple.

Por lo tanto, si £ € My (SO), entonces bajo las condiciones de la Proposicion 2.36 el operador
limite de al, a € SO, con respecto a la sucesion g que tiende a infinito, puede ser definido por

(al)g =&(a)l, a€ SO, £ € M(SO). (2.37)

Terminaremos esta seccién definiendo el operador limite de al cuando a € [SO, SAP] (ver
6)).
Para cada C*-dlgebra C' C L®°(R) que contiene a C(R), la fibra My (C) del espacio de
ideales maximales M(C) es definida como los cardcteres en M(C) que aniquilan todas las
funciones en C' (R) que se anulan en co. Sean A y B C*-algebras de funciones continuas y acotadas
en R que incluyen a C(R), y [A, B] el C*-élgebra més pequeno que contiene A y B. Por [60],
las algebras A, B se dice que son asintdticamente independientes si Moo([A, B]) y Mso(A) X
Mo (B) son naturalmente homeomorfas, donde el homeomorfismo natural de M ([A, B]) sobre
Moo(A) X Moo(B) estéd dado por el mapeo de restriccion p — (p]a, gl B)-

De acuerdo con [60, Seccién 3], las C*-dlgebras SO y SAP son asintticamente independien-
tes, esto es, tenemos lo siguiente.

Proposicién 2.37 La fibra Mo ([SO, SAP]) es naturalmente homeomorfa al conjunto
Moo (SO) x M (SAP).

Por la Proposicién 2.37, para cada cardcter p € My ([SO, SAP]) existen cardcteres & €
M (SO) y v € My (SAP) tales que plso = € y plsap = v. En lo que sigue identificaremos
los cardcteres 1 € Moo ([SO, SAP]) con los pares (£,v) € My (SO) x Moo (SAP). Por lo tanto,
de la Proposicién 2.37 se sigue (ver [60, p. 1063]) que para cada & € My (SO) tenemos un
homeomorfismo natural

ﬁg : [SO, SAP] — SAP|MOO(SAP)

dado por
Bep)(v) = (&, v)p, veEMu(SAP). (2.38)
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De aqui, para cada ¢ € [SO, SAP] existe una funcién no tnica ¢ € SAP con representacion
casi periddica en +oo Unicamente determinada ¢¢ + tal que

Bep = ‘Pﬁ‘MOO(SAP)‘ (2.39)

Identificando Mo (SAP) con Moo (AP) X Moo (AP) obtenemos

(’Dg‘Moo(SAP) = <QD§7+‘MOO(AP)’ (’05’_|Moo(AP))' (2.40)

Como la fibra M. (AP) es homeomorfa a M(AP) siendo Rp la compactificacién de Bohr
de R, los valores de las funciones casi periédicas ¢ + en My (AP) determinan completamente
estas funciones en R. Més ain, por (2.40), los mapeos

Vit Pe [ Mmoc(sap) = Petlmaap) et

son homomorfismos de dlgebras de Banach de SAP|q_(sap) sobre AP. Por lo tanto los mapeos
Vet =7+0 fe: [SO, SAP] — AP (2.41)
son homomorfismos de dlgebras de Banach bién definidos que actian por la regla

Vet p=pex, &€ Mx(50).

Claramente, el C*-dlgebra [SO, SAP] consiste de los limites uniformes de sucesiones de
funcionales de la forma

mg,
Cr = Z bi,k a; k (2.42)
i=1

donde b; ;, € SO, a; ), € SAP. Sean v4 : SAP — AP los homomorfismos de dlgebras de Banach
dados para funciones a = a; uy +a_u_+ag € SAP, donde u(z) = 271 (1+tanhx), ax € AP,

.

ap € Cyp(R) y a(oco) =0, por
vi(as uy +a_u_ + ag) = ax.

De aqui, si ¢ € [SO, SAP] y ¢ = limy_,, ¢ donde ¢ estdn dados por (2.42), entonces para
cada £ € M (SO), los mapeos (2.41) actian por la regla

my,
= i . ). 24
Ve C kin;o; §(bik)ve(aik) (2.43)

De las Proposiciones 2.36 y 2.34 (ii) se sigue que para cada conjunto {b; 1} C SO a lo mas
numerable y cada { € My (SO), existe una sucesién g = {g,} que tiende a oo tal que para cada
rz € R,

La convergencia en (2.44) es uniforme en subconjuntos compactos de R.
Ya que para cada € > 0 el conjunto de e-casi periodos (e-translaciones) de una funcién
a € AP es relativamente denso [52, Capitulo 6], usando el proceso diagonal y los argumentos de
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la prueba del [60, Lema 1] es posible encontrar nuevas sucesiones g+ = {g} que tienden a 400,
respectivamente, y tales que para todo ¢,k y todo x € R,

dm aip(z + gy) = (v2(aip))(@) (2.45)
y
dim bip(z +gy) = Ebik), (2.46)

la convergencia en (2.45) es uniforme en R y en (2.46) la covergencia es uniforme en subconjuntos
compactos de R. Consecuentemente, de (2.45), (2.46), y (2.43) se sigue que

(ve+c)(z) = lim c(z +gF), z€R, (2.47)

para la funcién dada

mg
¢= lim ; bixaix €[SO, SAP).

Por lo tanto, para cada ¢ € [SO, SAP] y cada £ € M, (SO) existen sucesiones g+ = {gF} —
+00 que nos permiten calcular las imagenes v¢ 4 ¢ de los homomorfismos vg 4 : [SO, SAP] — AP.

Finalmente, la existencia de operadores limite para cI, ¢ € [SO, SAP] que se sigue de las
Proposiciones 2.33 y 2.34 nos permite definir (c¢I),, como operadores de multiplicacién por
funciones en AP. Eligiendo sucesiones g+ asociadas con un punto £ € My, (SO) de acuerdo a la
Proposicién 2.36 y haciendo uso de las propiedades (2.43) y (2.47) de los homomorfismos vg 4+
uno puede generalizar (2.37) y definir

(cl)g, =cer I para cada c € [SO, SAP] y cada £ € My (SO) (2.48)

donde c¢ + = v¢ +c. Notemos que (2.48) no es cierto, en general, para sucesiones arbitrarias g+
que tienden +oo.

Remarquemos que los resultados de esta seccién pueden ser generalizados al caso matricial,
entrada a entrada.

3. Operadores de Wiener-Hopf en los espacios LP(R, w)

3.1. Representacién de funciones semi-casi periédicas

Sea Vi(R) C PC el élgebra de Banach de todas las funciones f : R — C de variacién total
acotada equipada con la norma

11l = [[fllzoem) + Vi (F)- (3.1)

Ahora establecemos el siguiente analogo con pesos de un resultado de Sarason [68].
Fijemos wu, una funcién real mondtona creciente en C'(R) tal que u(—o00) = 0 y u(o0) = 1.
Como ||u|| = Vi(u) = 1, donde Vi(u) es la variacién total de u, entonces u € Cp,(R). Por

ejemplo, podemos tomar u(x) = tanh x.

Proposicion 3.1 Si1l <p < oo yw € AS(R), entonces cada funcion a € SAP, ., puede ser
representada de forma iunica de la siguiente manera:

a=(1—u)a;+ ua, + ap (3.2)
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donde aj,a, € AP, , ag € Cpw(R) y ap(co) = 0. Los mapeos a — a; y a — a, son homomor-
fismos de dlgebras de Banach (continuos) de SAP, ,, sobre AP, .

Demostracién. Si a € AP, ., ¥ € Cpu(R) y ¥(c0) = 0, entonces app € Cpu(R) y
(a))(oo0) = 0. En efecto, podemos aproximar 1 en M, , por funciones en V;(R) continuas
que se anulan en oo. Ademads, tales funciones en V;(R) las podemos aproximar en la norma
de V1(R) por funciones continuas 1, € V1(R) que toman valor cero en vecindades de oo. De
aqui, || — ¢n|n,., — 0 cuando n — oo, y ah, € C(R) N V4(R), lo cual implica en vista de la
estimacion

Tim o — v g, . < llallag,.. Yin 6= Gl , =0 (33)

que ap € Cpo(R) y (at))(c0) = 0.
Sia € AP, ,, entonces a = (1 — u)a + ua es una representacién de a en la forma (3.2). Para

f € Cpw(R), la funcién fo = f — (1 —u)f(—o00) — uf(4+00) pertenece a Cp ,(R) y fo(oo) = 0.
Por lo tanto,

f=0=u)f(=00) +uf(+00) + fo

es una representacién de f en la forma deseada. Sean a;,a,,b;,b, € AP, y ao,by € C, w(R)
con ap(o0) = 0y by(oo) = 0. Tenemos que

(1 = w)ay + ua, + ap)((1 — u)by + ub, + by) = (1 — u)?a;by + u?a,b, + co (3.4)

con alguna ¢y € Cp,(R) v co(00) = 0. Como (1 —u)? — (1 —u) y u® — u estdn en Cp,(R) y se
anulan en infinito, se sigue que (3.4) es de la forma

(1 —w)aib; + ua,b, + dy (3.5)

con dy € Cpy(R) y do(o0) = 0. Por lo tanto, SAP, ,, es la cerradura en M, ,, del conjunto
{(1 —w)ay +ua, +ag : ag,a, € APy, ag € Cpu(R), ag(co) = 0}, (3.6)

que en realidad es un &lgebra. Sélo resta probar que el conjunto (3.6) es cerrado. De aqui,
habremos acabado la demostracién si probamos que si a es de la forma (3.2), entonces

HalHMp,w S /{pHaHMp,w? Ha"‘HMp,w S /{pHaHMp,w (37)

para alguna constante k, < oo independiente de a.

Verificaremos la segunda desigualdad en (3.7). Sea a = (1 — u)a; + ua, + ap. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que a; y a, son polinomios casi periddicos y que ag € C’p,w(f{)
tiene soporte compacto. Mag atin, también podemos suponer que existe un punto xy > 0 tal que
u(z) = 0 para todo z < —zg y u(x) = 1 para todo > xy. Por el Lema 2.16, existe una sucesién

h, — +oo tal que
lim |la, — (ar)n, lo = 0, lim [ja; — (ar);LnHoo =0 (3.8)
donde (a,)p, (z) := a,(x + hy,). Probaremos que

s-lim (e, Wo(a)e_hnl) =W9%a,) en el espacio LP(R,w). (3.9)

n—oo
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Tomando en cuenta la igualdad
en, Wo(a)e_p, I =WO%ay,) (3.10)
donde ap, (z) := a(x + hy,), tenemos que probar que
|W°(an, —ar)fllpw — 0 para cada f € LP(R,w). (3.11)

Por el Lema 2.23, el conjunto ) de todas las f € L?(R) N LP(R,w) para las cuales Ff tiene
soporte compacto es denso en LP(R, w). Como los operadores W°(a;, — a,) son uniformemente
acotados en el espacio LP(R,w), es suficiente demostrar (3.11) para f € ).

Fijemos f € ). Sea x la funcién caracteristica de un intervalo acotado J C R que contiene
supp F f. Entonces

”Wo(ahn - ar)pr,w = H]:_l(ahn - aT’)Xff”p,w-

Para h,, suficientemente grande y = € J, tenemos

(an, (@) — ar(2))x(2) = (1 — u(@ + hn))ar(z + hn)x(2)
+ u(x + hn)ar(x + hn)X( ) - CLT(LE)X(JI) + CL()(J} + hn)X(‘T)
= (CLT(% + hn) - ar(x))X(x) bn(x)X(x)a

de aqui

IF an, — ar)XF fllpw = 1F 7 G0nX) F £ llpaw < WO 0nx) 1520 ®R,0)) |1 1pico-

Por la desigualdad de Stechkin,

WO (b))l 52 Row)) < IS 1B(LeR,w)) (1PnXlloe + Vi (BrX))- (3.12)

Como ||byxlloo = [bnllco ¥

Vi(bnx) < 2l[bnlloo + (167, |0 lsupp X[,

deducimos de (3.8) que el lado derecho de (3.12) tiende a cero cuando h,, — co. Esto completa
la prueba de (3.11) y por lo tanto la de (3.9).
Aplicando ahora el teorema de Banach-Steinhaus, deducimos de (3.9) que

HW (ar < h’nni)icgf HehnWO(a) < HWO(a)

HB(LP(R w)) e—hn[HB(Lp(R,w)) HB(LP(R,w))’

Por lo tanto, ||la||a,., < |alla,.,. Andlogamente, obtenemos la primera desigualdad en (3.7).
De (3.7) se deduce que la representacion (3.2) es tnica. Combinando (3.7), (3.4) y (3.5) se

puede ver que los mapeos a — a; y a — a, son homomorfismos de algebras de Banach (continuos)
de SAP, ,, sobre AP, . |

3.2. Aplicaciones del teorema de Bochner-Phillips

Para 1 <p < ooy w € AY(R), sea D, la cerradura en B(LF(R,w)) del conjunto

Dgw = { ZAERO d)\Uy : dy € L(R), Ry C R es un conjunto ﬁnito} C B(LP(R,w)).
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Lema 3.2 Dado w € A(R), para cada h € R sea Ny : DY, — L>®(R) definido por B =
Z)\ERO d\Uy +— dp, donde dp, = 0 si h ¢ Ry. Entonces N, se extiende a un operador lineal
acotado suprayectivo Ny, : Dy, — L*®(R) con norma [|[v_p||so-

Demostracién. Primero probaremos que Np es acotado en Dgw en el caso w = 1. Ya
que Np(B) = No(BU_}) es suficiente demostrar el lema para h = 0. Fijemos un conjunto
finito Ry C R y un operador B = Ry WMUN € Dg’l. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que 0 € Ry y ||do|lcc = sup ess,er |do(z)| > 0. Fijemos ¢ € (0, ||dp||oo). Entonces existe
un punto ry € R tal que para cada vecindad Vs(zg) := (zo — d, g + ) de z( el conjunto
Iy = {x € Vs(xo) : |do(x)| > |ldo]loc — €} tiene medida de Lebesgue positiva. Ahora fijemos
d > 0 tal que para todo A € Ry \ {0},

(ko—04+ A\, zg+0+A)N(xg—0, zg+9) =,

y sea I := I5. De aqui (I +X) NI = @ para todo A € Ry \ {0}, [I| = mesI > 0y |do(x)] >
lldolloc — € > 0 para todo = € I. Definiendo dy(x) := |do(z)|/do(x) para cada x € I, deducimos
que la funcién caracteristica de I, xj satisface las relaciones

[ En@u@dd = [ (3, d@ut =)@ da

R
- / do(z)x1(2)do(x) dz = / 1do(z)| da. (3.13)
R I
Tomando ¢ := x7 v ¥ := ¥ [C%, deducimos de la igualdad
(By)(z) ¥ (x) do
|Bllgrr)y) = sup sup Jn | ,
0£peLP(R) 0£peLd(R) lellp 1%l

donde 1/p + 1/q = 1, y de las relaciones (3.13) que

| [a(Bx1) (@) x1(2)do () d| _ Jildo(z)| dr
Ixrllp lIxrllq 1]

IBllsLr®)) = > |ldolloo — €,

lo que implica que ||B||zr(r)) = lldolloc- Consecuentemente, ||[No(B)|lco < ||Bllpr(r)) Pues

No(B) = dg. Como Ny(B) = No(BU_p) y |Uxllzr(r)) = 1 para cada A € R, deducimos que

[NL(B)lloo < |BU-wllB(r®m)) = | Bllarr(w))-

Siw € Ag(R) es arbitrario, junto con el operador B =}, R, WUN € Dlo,,w consideremos el
operador wBw™'I = Y AeRy d,\v:}\U,\ € DSJ C B(LP(R)). Por la parte ya probada, tenemos

ldnv=plloo < lwBw™ T zem)) = I BllBwr ®w):
lo que implica que
INA(B)lloo = lldnlloo < lo-nllooldnv=pllo0 < llv-nlloolIBll (e (Row))-

De aqui, para cada h € R, el operador [V}, se extiende por continuidad a todo D, ., ¥

INRNB(D,. 0,2 ®R)) < V- loo- (3.14)
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Por otra parte, si By = v_,Uj, entonces

| Bollgre®Row)) = 1v-nv" Unllsze @y = 1,

y por lo tanto
INR(Bo)lloo = l[v-rlloc = llv-rllsc | Boll5(rr (R ,w))- (3.15)

Finalmente, de (3.14) y (3.15) se sigue que || Np|5(p, .. .o®)) = l[V-nlloc- |

Para 1 <p < oo, yw € Ag, sea VW el conjunto de todos los operadores A € B(LP(R,w))
que pueden ser escritos en la forma

A=) "aU_y, ax€L®R) v Y llaallreomlU-sllae @®w) < o0 (3.16)
AR AeR

donde ay # 0 para a lo mas una cantidad numerable de A € R.
Obviamente VW es un élgebra de Banach con la norma

[Alw =" llaallze @) IU-All 520 R ,w))- (3.17)
A

Sea Rp la compactificacién de Bohr de R.
Siguiendo la demostracién de [14, Teorema 19.10] basada en el teorema de Bochner-Phillips
[8] (también ver [14, Teorema 9.5]), obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3 Si1l < p < oo yw € Ag(R), entonces el dlgebra VW es inversamente cerrada
en B(LP(R,w)), i. e. si un operador en VW es invertible en B(LP(R,w)), entonces el operador
inverso también estd en VW

Demostracién. Sea A € VW el operador dado por (3.16) y supongamos que A es inver-
tible en E := B(LP(R,w)). Sean C(Rp, E) el conjunto de las funciones continuas de Rp en
E y W(Rp, E) el conjunto de todas las funciones en C'(Rp, E) que tienen serie de Fourier
absolutamente convergente (ver [14, seccién 9.3]).

Definamos a : Rp — E, por a(x) = > x(A)a U-x. De (3.16) se tiene que a € W(Rp, E).
Sea ep(\) := €. Claramente

e, ' U_xenI = eMU_,. (3.18)

Ademas los operadores ayI conmutan con cada ejl, i. e.,
ehaAI = a,\eh[, h € R. (319)

Usando (3.18) y (3.19) obtenemos
a(eh) = Z eh()\)a)\U_)\ = Z a,\eh()\)U_A = Z aAeglU_AehI
A A A

= 6}71(2:)\ CL)\U_)\>ehI = e;lAehI.

De aqui

la™ enllp = llen* A ent |z = 147" 5
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para todo h € R, y como R es denso en R g, podemos concluir que a es invertible en C(Rp, F).
El teorema de Bochner-Phillips implica que

a_l € W(RB7E)7 a_l(X) = ZX()\)Ckv c) € E7 Z ||C)\|| <00
A A

y ¢x # 0 para a lo mas una cantidad numerable de A € R. En particular
A7l =a7(ey) = Zeo(/\)@\ = ZC)\.
A A

Sélo falta demostrar que existen dy € L>°(R) tales que ¢y = d\U_) para todo A € R. De (3.18)
y (3.19),

-1 —1 i\ i\ -1 i\ iAh
e, ales)epl = Zeh ePaU_yepl = E eaxe, U_xepl = Ze’ farxe'"U_y = alesyp),
A A A

de donde e, 'a" (es)en] = a~(esyp). Como a~'(e,) = 3, ecy, obtenemos

-1 iAS iAS iAh
€, (Z)\e c>\>ehI:Z)\e e"ey,

A

y comparando los coeficientes de e™* se tiene que e;lckehl = "¢y, Por lo tanto

eﬁlcxth)\ = elAhC)\U)\.

Y por (3.18), e Uy = eMUyep, 1o que implica que e;chUAeh = ¢)\U,. Consecuentemente
dy = ¢\Uy conmuta con cada eI, h € R. De aqui (ver [54]) d) € L*°(R). Entonces

A7t = ZC)\ = Zd)\U_)\.
A A

Por lo tanto A=t e V. |

Necesitamos también el subdlgebra de Banach U" de VW que consiste de los operadores
A =3\ cranUx € B(LP(R,w)) con coeficientes constantes ay € C, donde ay # 0 para a lo més
una cantidad numerable A € R y (3.17) toma la forma

Allw =D laxllUA 5ze ®ow))- (3.20)
AeR

Teorema 3.4 Si 1l <p < oo, yw € Ag(R), entonces el dlgebra UV es inversamente cerrada
en B(LP(R, w)).

Demostracién. Sea A € U y supongamos que A es invertible en el espacio LP (R,w). Ya
que UV c VW el Teorema 3.3 implica que A~' € VW y por lo tanto

ATH =) "dUy, con dy € L®(R), (3.21)
AeR
A w = Z ldxll oo @) 1UA | B(LP (Rw)) < 00
AeR
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Por otra parte, cada operador A € U" conmuta con cada operador Uy, (h € R), y si A es
invertible, entonces su operador inverso A~! también conmuta con todos los operadores Uj,.
Consecuentemente, para el operador (3.21) y cada h € R, obtenemos

AT = AT = O (D0, AU U =D i@ = B,

de donde,
ZA da(z)Uy = ZA dy(z — h)Uy.

Por el Lema 3.2, concluimos que dy(x) = dy(z — h) para todo z,h € R y todo A, lo que implica
que todos las dy son funciones constantes en C. Por lo tanto A=t e V. |}

Proposicién 3.5 Si1l < p < co y w € Ag(R), entonces las dlgebras APy, y SAP,,, son
inversamente cerradas en AP y SAP, respectivamente, y de aqui son inversamente cerradas en
L>*(R).

Demostracién. Para AP, ,,, es consecuencia inmediata del Teorema 3.4 y (2.20). Usaremos
este resultado para probar que SAP, ,, es inversamente cerrado en SAP. Por la Proposicién 3.1
cada a € SAP,,, es de la forma (3.2). Supongamos que

a=(1—w)a;+ua, +agp € GSAP.

De nuevo por la Proposicién 3.1, para p=2, se sigue que a;,a, € GAP, y como a;,a, € AP,
concluimos que a;, a, € GAP,,,. Definamos b € SAP, ,, por b := (1 —u)al_l +ua; ! Claramente,
b es acotada lejos de cero fuera de algin intervalo compacto [—xg, zg]. Elijamos by € C*°(R) tal
que supp b C [—xo,xo] y b+by € GL*(R). Como by € C’p@(f{) tenemos que b+by € SAP, . Sea
¢ :=a(b+ by). Obviamente ¢ € SAP,,,. Como ¢; = ¢, = 1, vemos que en realidad ¢ € Cp, ,(R).
De aqui ¢! = (b+by)~'a~t € Cp(R), lo que implica que a=' = ¢~ (b+bp) € SAP,.. |

Corolario 3.6 Sean 1 <p < oo yw € A)(R). Sia € G[SAP, |, entonces a;,a, € G[AP, ).

3.3. Invertibilidad de simbolos de operadores de Wiener-Hopf

Teorema 3.7 Sean 1 < p < 00 y w € Ag(R). Sia € SAP,,, y W(a) es semi-Fredholm en
LP(Ry,w) entonces a € GSAP, ;.

La demostracion de este teorema estd contenida en el capitulo 4 seccién 4.2 en el caso matricial
(ver el Teorema 4.7).
3.4. Invertibilidad de representaciones casi periddicas

Sean A y £ las subdlgebras cerradas mas pequenas de B(LP(R,w)) que contienen los opera-
dores x4 y los conjuntos {W°%a):a € AP, ,} vy {W°%a) : a € SAP,,}, respectivamente.

Teorema 3.8 Sil<p<ooyweE Ag(R), entonces los mapeos definidos sobre los generadores
del dalgebra £ por

ot X:I:[ - X:I:L Hr - Wo(a) - WO(CLT’) (CL S SAPPM)?
pp s X+L — x+ I, py: Wo(a) - Wo(al) (a € SAP) ),
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se extienden continuamente a homomorfismos de dlgebras de Banach de £ sobre A de forma tal
que
e (A < N Alless, (A < [|Alless  para todo A € €,

donde || Alless = inf {HA + K|prmu | K € K(IP(R, w))}.

Demostracion. Se probara el teorema sélo para u,; la prueba para pu; es andloga. Por
analogia con [14, Lema 10.1], podemos ver que si h,, — +00, entonces e_p I converge débilmente
a cero en LP(R,w). En efecto, si f € LP(R,w) y g € LY(R,w™!), entonces

L/gmw@aﬂﬁzumwmm
R

como fg € L'(R), y por lo tanto (fg)" € C’O(R), se sigue que (fg)"(—hy,) — 0.
Para cada operador compacto K € B(LP(R,w)), la convergencia débil de e_y, I a cero en el
espacio LP(R,w) implica que

en, Ke_p, I — 0 fuertemente. (3.22)

Sea A = zj [1; Ajk, donde la suma y el producto son finitos y Aj; son de la forma x+1 o
de la forma
WO(aj) = WO((1 — w)aly + ualy + aly) (3.23)

donde aé- s a;fk son polinomios casi periédicos y a?k € vaw(lf{) tienen soporte compacto en R.
M4ds ain, podemos suponer que existe un punto zg > 0 tal que u(x) = 0 para cada * < —zg y
u(z) = 1 para cada z > xp. Definamos

o (A) = 3 [ e (Asn) (3.24)
7k

con pr(xaI) = x+Iy ptr(WO(ajx)) = Wo(a’;k). El teorema se seguird si probamos que
ller(A)|| < |]JA + K|| para cada K € K(LP(R,w)). (3.25)
Por el Lema 2.16, existe una sucesién h, — +oco tal que
(ai)n, = ajilloc = 0, [1((afe) )n,y — (ajy) lloc — 0, (3.26)

donde la prima denota la derivada y (a7, )n(x) = aj;(z + ). Haciendo uso de (3.26), deducimos
de la prueba de la Proposicién 3.1 (ver (3.9)) que

en, WO (ajk)e_p,I — Wo(a;k) = (W (aj;)) fuertemente. (3.27)
Tomando en cuenta (3.24), (3.9) y el hecho de que
enaX€—h, I = xtI = x21 = pir(x£1),

concluimos que
en, Ae_p, I — ur(A) fuertemente.

Esto y (3.22) implican que para cada K € K(LP(R,w)),
en, (A+ K)e_p, I — p,(A) fuertemente.

Claramente, de esto dltimo se tiene (3.25). |}

30



Corolario 3.9 Sean 1 < p < oo yw € AYR). Si A € € es Fredholm en LP(R,w) entonces
wi(A) y pr(A) son invertibles en LP(R,w).

La demostracién de este corolario esta contenida en el capitulo 4 (ver Corolario 4.9).
El Corolario 3.9 implica la siguiente afirmacion.

Corolario 3.10 Sean 1 < p < oo y w € AYR). Si a € SAP, y W(a) es Fredholm en
LP(Ry,w), entonces W(a;) y W(a,) son invertibles en LP(R,w).

Corolario 3.11 Para a € AP, ., las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) W(a) es Fredholm en el espacio LP(R4,w);

(b) W(a) es invertible en el espacio LP(R4,w).

3.5. El lema de Sarason y sus aplicaciones

Dadol<p<ocoyw € AS(R), sea APW), ,, el subdlgebra de Banach de M, ,, que esta com-
puesta por las series a = ), ayey con coeficientes ay € C tal que los operadores WO(a) perte-
necen al dlgebra U" C B(LP(R,w)). Entonces las funciones a € APW,,,, tienen la norma

lallw = [W(a)|lw = ZA a1 Ux|lB(Lr (R w))»

donde la norma ||Ux|grr,w)) = lvallLec(r) realmente depende de p y w porque la funcién
oa(z) = wff(;))‘ ) est4 definida para pesos w € AY%(R). Notemos que las dlgebras APW), ., y U"

son conmutativas.

Sea AP), (resp. AP, ) la cerradura en M), del conjunto de todos los polinomios casi
periddicos Zj ajey; con A; > 0 (resp. A; < 0). Junto con las subdlgebras de Banach Aijfw
de M, consideremos las subélgebras de Banach APW, := APW,,, N APy, de APW, .
Claramente,

AP" C APW,,, C AP,,, C AP, APW}, C APy, C AP*.

Ahora obtenemos el siguiente andlogo del lema de Sarason (ver [67] y [14, Lema 3.5]).

Lema 3.12 Si h € AP;’E y M(h) = 0, entonces hv € D, 1 para cada v € Cp,(R). En

w

.

particular, exv € Cp o (R) + HpS, o si £A > 0.

Demostracién. Consideremos el caso en que h € AP, . Como D,y + = alg{Cp (R), H>, .}
es un subdlgebra cerrada de M), ., y APpwa = alg pr, . {ex : A > 0}, podemos suponer que h = e,

con « > 0. La funcién ]
sin z 1

¢(z) = (e

es analitica en C, y existe una constante M < oo tal que

e\Im z|

p(2)| < M

< m para toda z € C.
z

Definamos
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B(z) = /0 T o). (3.28)

Entonces ¢ también es analitica en C. Si Im z > 0, tomando la integral (3.28) a lo largo del
segmento de linea [0, z] tenemos
e\Im 2|

2B (z)| < e / M < N < o,

lo que prueba que e*®(z) es una funcién en H*(C,). Sea o = ®|R la restriccién de ® a R.

Tenemos
o 1 [ m [ sinz dx
us /OO 1 /2 1 1
= — smx—(———— >dx
2 ) 272 r—m T+
1 [ /2 — i
_ 1 < sinx n sin(z — ) n sin(z + 7T)>d:1:
A J_ o T r—m rT+m
1 [ si
_ _/ sinz _
T ) @
y 0(—00) = —o(+00) = —1. Ademas la variacién total Vi (o) puede ser estimada por

Vo)< [ o= [ fotwlar <ar [T <o

y la desigualdad de Stechkin implica que o € Cj,,(R). Consecuentemente, cada funcién v €
Cp.w(R) puede ser escrita en la forma

o(z) = v(—00) + v(+00) n v(+00) — v(—00)
2 2

donde vy € pr( ) ¥ vo(oo) = 0. Claramente, podemos aproximar vy en M,,, por funcio-

nes continuas en Vj(R) que se anulan en co. Ademds, tales funciones en V;(R) las podemos

aproximar en la norma de V;(R) por funciones continuas ¢, € Vi(R) que toman valor cero en

vecindades de oco. De aqui, ||vg — ¥n||n,.,, — 0 cuando n — oo. Como ey, € C(R)NVi(R)

para todo n y ya que e, € My, para w € Ag(R), deducimos que

o(ax) + vo(z), (3.29)

Hm ”ea'U() - ea/l/}n”Mp,w S HeOCHMp,w h,m HUO - wnHMp,w = 07
n—00 n—00

lo cual implica que e,vy € pr( ). Ademds, como o € pr( ) Y €ea € My, deducimos que
"o (o) es una funcién en HYS, . = HS N M,,,. Finalmente, ya que eqvy € C’pw(R) and

e"“o(ax) estd en H® N My, de (3.29) se sigue que e es una funcion en C, ., (R) + Hy% 4
Esto implica que hv € D, 4 4. |

Teorema 3.13 Sean a,b € GSAP,,, y supongamos que las representaciones casi periddicas
ay, by, ar, b, estdn relacionadas de la siguiente manera

a; = gol_blgpf' con gpl € GAPpiw,

ar = @, by con o € GAPE

pw’

M(p;) = M(p;), M(¢]") = M(p))).
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Entonces existen funciones
f+ € GSAP, ,wNGD, 4+

tales que a = f_bf.

La demostracién de este resultado se da en el capitulo 4 en el caso matricial (ver el Teore-
ma 4.12).
3.6. Operadores de Wiener-Hopf con simbolos casi periédicos

El siguiente teorema es el LP(R4, w) anélogo de un resultado de Gohberg/Feldman y Coburn/
Douglas (ver [14, Teorema 2.28]).

Teorema 3.14 Sean 1 <p < oo, w € A)(R) y a € AP,,\{0}.
a) Sia ¢ GAP,,, entonces W(a) no es semi-Fredholm.

b) Sia € GAP,, y k(a) > 0, entonces W (a) es propiamente n-normal e invertible por la
1zquierda.

c) Sia € GAP,,, y k(a) < 0, entonces W (a) es propiamente d-normal e invertible por la
derecha.

d) Sia€ GAP,,, y k(a) =0, entonces W (a) es invertible.

Demostracién. Supongamos que W (a) es semi-Fredholm en LP(R, w). Por el Teorema 3.7,
a € GSAP,,, y del Corolario 3.6 se sigue que a € GAP, ,,. Lo que prueba a).

Ahora supongamos que a € GAP,,,. Por el teorema de Bohr, existen x(a) € R, y b €
AP tales que a(z) = (@%@ Como In (ae_i“(“)z) es una funcién localmente analitica de
ae~ @)z ¢ GAP, ,,, deducimos de [28, §13] que en realidad b € AP, ,,. Sea p = Zj Tjey; un
polinomio casi periédico tal que b=c+py

”ec _ 1”Mp,w < e”C”Mp,w —1<1. (330)

Escribamos p = p_ + p4, donde Q(p_) C (—00,0) y Q(p+) C [0,00), en otras palabras p_
contiene los términos de p que tienen A\; < 0 y pi los que tienen A; > 0. Tenemos entonces que

a(z) = P~ (@)@ in(@ s (@),

Donde eP* € GHS, 1 v erl@)z ¢ HpS, + si £r(a) > 0. Por lo tanto, por la Proposicién 2.27,

w ;W

W (eP=)W ()W (e D*) W (eP+)  si w(a) > 0,
W(ep*)W(ei“(a)x)W(ec)W(epﬂ si k(a) <0,

(3.31)

s =
—~
£ &
I

donde [W (eP+)]~t = W(e™P*), y el operador W (e®) es invertible debido a (3.30). De aqui, por
(3.31), las propiedades requeridas de W (a) coinciden con aquellas de W(ei“(“)x), lo que implica
las partes a)-d) como en [14, Teorema 2.28]. |}
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3.7. Invertibilidad de representaciones casi periddicas y factorizaciéon candni-
ca

Dados 1 < p < ooy w € AS(R), consideramos las dlgebras de Banach conmutativas
APWpfw C APW), ,, definidas en la seccién 3.5. Claramente, APWIfw CHY, 1
Teorema 3.15 Sip € (1,00), w € Ag(R) ya € APW, ,, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) el operador W (a) es Fredholm en el espacio LP(R4,w);
(b) el operador W (a) es invertible en el espacio LP(Ry,w);

(c) la funcion a tiene factorizacion canonica derecha APW,,, esto es,

a=a_ay con ay € GAPWpi’w. (3.32)

Demostracién. La implicacién (a)=-(b) se sigue del Corolario 3.11.

(b)=(c). Si W(a) es invertible en LP(R,w), entonces W (a) es Fredholm en LP(R ,w), y
por el Teorema 3.7, a € GAP, ,,. Por otra parte, debido al Teorema 3.4, la invertibilidad de
a € APW,,, en el dlgebra AP, ,, es equivalente a la invertibilidad de a en el dlgebra APW),, ,,
que es similar al algebra UV = F~1(APW,,,,)F. Del Teorema 2.10 y [28, §13] deducimos que

a(z) = D7) (1 e R),
donde k(a) € R es el indice casi periddico de a y b € APW),,,. De aqui,
a(z) = a_(x)e" D% (z) (z € R), (3.33)
donde a4+ € APWIffw estan dados por

CL_(.%) — e(éob)($)7 CL+($) — e(ﬁb)(m)

y para b=\ g brex € APW} 4,
ﬁb:Zb)\e)\, éob:ZbAe)\.
A>0 A<0

Entonces a4+ € GAPWpfw. Por lo tanto los operadores W (a4 ) son invertibles en el espacio

LP(R,,w) y sus inversos tienen la forma (W(ai))_l = W(azh).

Como GAPW,, ,, C GAP, ,, y el operador W (a) es invertible en LP(R,w), el Teorema 3.14
implica que k(a) = 0. De aqui, (3.33) toma la forma (3.32), esto es, a tiene una factorizacién
canénica derecha APW), .

(¢)=(a). Como W(a) = W(a—)W (a4) y los operadores W (a4 ) son invertibles en LP(R4, w)
de acuerdo con (3.32), se sigue que W(a) es invertible en LP(R,,w) y por lo tanto Fredholm.

Si ||valleo > 1 para todo A € R, entonces
GAPW,., C GAPW, GAPW}, C GAPW= (3.34)

en vista de las relaciones

Yo laal <7 laal foalle (3.35)

y HU)\”OO > 1.
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Corolario 3.16 Si ||vy|lec > 1, a € APW,,, y W(a) es invertible en LP(Ry,w) para algin
pe(l,00) yw e AY(R), entonces W (a) es invertible en LP(R4.) para todo p € (1,00), y a tiene
una factorizacion candnica derecha APW , esto es,

a=a_a, con ar € GAPW®. (3.36)

Demostracion. Como GAPWpfw C GAPW®, concluimos que (3.32) es una factorizacion
canénica derecha APW de a, lo que implica que los operadores W (a) y por lo tanto también
W (a) son invertibles en todos los espacios LP(Ry) (1 < p < 00) con los mismos inversos que en
el espacio LP(R4,w). |}

Observacién 3.17 De acuerdo con la demostraciéon del Teorema 3.15, podemos ver que la
invertibilidad del operador de Wiener-Hopf W (a) con simbolo a € APW,, ,, en algin espacio
LP(Ry,w) (1 < p < oo, w € A)(R)) implica la invertibilidad de W (a) en todos los espacios
L"(R4,w) con el mismo w y tales r € (1,00) para los que w € A.(R). Mas atn, por (3.36) y
(3.35), los operadores W(a4) y W (a) son invertibles en todos los espacios L" (R, w) simpre que
w€ ANR) y w((-) + A)/wllos < [[orlloo para todo X € R.

3.8. Operadores de Wiener-Hopf con simbolos semi-casi peridédicos particu-
lares

Sean 1l < p<ooyw € Ag(R). Las demostraciones de los siguientes lemas siguen parcial-
mente las demostraciones de los Lemas 3.6-3.8 en [14].

Lema 3.18 Sean o, € C, A\, ueR y

b(z) := afl —u(x)]e™® + Bu(z)e™ + by(z)
con by € Cpp(R) y bo(o0) = 0. Sea
c(x) = ax_(z)e?® + By e, (3.37)

Sibe GSAP, ., y 0 ¢ H(a, B;vy(p,w), v (p,w)), entonces W(b) y W(c) son débilmente ®-
equivalentes, en el espacio LP (R4, w), con 1 <p < oo yw € AS(R).

Demostracién. Es claro que la funcién p := b~!(c — b) pertenece a PC, ., se anula en
infinito y es continua en R\{0}. Como ¢ := b(1 + p), se deduce del Corolario 2.30 que

W(c)=WOHW(L+p)+K (3.38)

para algtin operador compacto K. Ya que 0 ¢ H(«, 3; vy (p,w),vL (p,w)), la funcién 1+ p =
b~lc € PCp,, es continua y no cero en R\{0}, de lo cual deducimos que

0 ¢ H(1+p(0—0),1+4p(0+0);v5(p,w), v (p,w))

_ Tlo)H(a,ﬂ; Vo (s W), v, (p, ).

De aqui, el operador W (1 + p) es Fredholm debido al Teorema 2.24. Esto junto con (3.38) y los
Teoremas 2.2 y 2.3 demuestran que W(c) y W (b) son débilmente ®-equivalentes. |j
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Lema 3.19 Sean o, € C\{0}, \, u € R, y supongamos que max{\, u} > 0. Si ¢ estd dado por
(3.37), entonces Ker W(c) = {0} y el complemento algebraico de Im W (c) en LP(Ry,w) es de
dimension infinita.

Demostracién. Supongamos que g > 0. Sean fi,g9+ € LP(Ry,w) y supongamos que
W(c)fy+ = g4. Esto es equivalente a la igualdad x4+ F 'cFfy = g4 y por lo tanto

ax 1 Fre\FF I Ffy + Bx+F e FF x4 Ffy =g+
Esta ultima igualdad puede escribirse en la forma
ax+UxPf+ + Bx+UuQf+ = g+ (3-39)

Como @Q =1 — P, (3.39) se cumple si y sélo si

ax+UxPf+ = Bx+UuPf+ = 9+ — Bx+-Upnf+- (3.40)
Si0 < x < p, entonces By (z)(Upfy)(x) = Bf+(x — pu) =0, y de aqui (3.40) implica que
a(PF1) (@ —X) — B(P L)@ — 1) = go (x) para = € (0,). (3.41)

Ahora supongamos que f; € Ker W(c), es decir, que g+ = 0. Como Pf; € H_’r_(R,w)
y HY(R,w) es invariante bajo translaciones, el lado izquierdo de (3.41) es una funcién en
Hi(R,w). Como esta funcién admite una extensién analitica en el semi-plano superior y se
anula en (0,u), debe anularse casi en todas partes de R, esto debido al teorema de Luzin-
Privalov (ver [61, p. 292] o [59, Corolario 6.14]). Por lo tanto aU\Pfy = pU,P f1. Insertando
esto en (3.39) (con g4+ = 0) obtenemos

0= Bx+UuPf+ + Bx+UQf+ = Bx+Upf+,

y se sigue que fy(x — p) = 0 para cada x > 0, lo que implica que f; = 0. Esto demuestra que
Ker W(c) = {0}.

Ahora definamos gy := x(o,) donde € € (0, ). El lado izquierdo de (3.41) esta otra vez en
HY (R, w), y de aquf X(0,¢) debe ser la restriccién a (0, 1) de una funcién en HY (R, w). Como
0 < € < p, esto contradice el teorema de Luzin-Privalov. De aqui x(, ¢ Im W(c). Como
las funciones x (g, (e € (0,u)) son linealmente independientes, resulta que el complemento
algebraico de W(c) es de dimensién infinita. [

Lema 3.20 Sea
b(z) := [1 — u(z)]d(a)e™® + u(x)d(a,)e™ @) + by(z),

con by € Cpw(R), bo(co) = 0 y b € GSAP, .. Si k(a;) = 0 y k(a,) > 0 0 si k(a;) > 0y
k(ar) = 0 entonces W (b) es propiamente n-normal.

Demostracién. Supongamos, por ejemplo, que x(a;) = 0y k(a,) > 0. Como b € GSAP, ,,,
del Corolario 4.6 se sigue que d(a;)d(a,) # 0. Sean

1 4
s1 = () (1—wu)+ mue_“, = k(a,)
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.

y elijamos sp € Cp (R), so(c0) = 0 tal que s := s1 + so € GSAP,,,. Aplicando el Lema 3.12

concluimos que ue+,, € Cpw(R) + HJS, . De aqui por la Proposicién 2.27 y el Corolario 2.29
obtenemos
d(a,) 4d(a,)
W(sW(Ob) = W1 —u)?+ W(d(al) (1— u)ue“> + W< () (1 —u)ue_,

+ W (4u?) + W (s1by) + W (sob) + K,
donde K es un operador compacto. Es claro que

(ar)
d(a;)

Q.

4d(a,) (1 —w)ue_, + s1by + sob € C w(R), do(00) =0
d(a;)

0 = (1 —u)ue, +

y tenemos que

W (s)W (D) = [W(1 —u)]* + W(4u? + &) + K. (3.42)
El operador A := [W(1—u)]>+W (4u®+ &) esté en alg, ,,W (PC) y podemos aplicar el Teorema
2.25 a este operador. Tenemos

(TA™)(z,t) = (CW™(1 — u))(z, )% + (CW™ (4u? + 6))(x, t).

Para z € R, esto es
(1 — u(@))? + 4u?(z) + do(x) = s(x)b(x) # 0,

mientras que para x = oo y t € H(O, Ly (p,w), vy (p, w)) tenemos

(1 = u(+00))(1 — ) + (1 — u(—00))t)” + 4u?(+00)(1 — t) + 4u?(—oo)t
= 2441 —t)=(t—2)%

y como 2 & H(0,1;v5 (p,w), vy (p,w)) se sigue del Teorema 2.25 que A es Fredholm.

De (3.42) deducimos que W (b) es Fredholm por la izquierda. Supongamos que W(b) es
Fredholm. El Corolario 3.9 implica que W (b,) es invertible en LP(R,,w). Por otra parte, como
k(ay) > 0 el Teorema 3.14 implica que W(b,) es propiamente m-normal e invertible por la
izquierda, lo cual contradice la invertibilidad de W (b,.). Por lo tanto W (b) no puede ser Fredholm.
Esto implica que W (b) es propiamente n-normal. |

Teorema 3.21 Sea w € A)(R). Si a € Cp(R)\{0}, y W(a) es semi-Fredholm en LP(R4., w),
entonces W(a) es Fredholm en LP(R.,w).

Demostracién. Por [57] el peso w € Ag(R) es equivalente al peso continuo (2.21), y por lo
tanto l/(:]t (p,w) = 1/p, entonces deducimos del Teorema 2.24 que el espectro esencial de W (a)
estd dado por

a?,(R) = a(R) U A(a(+00),a(—00); 1/p).
Si W (a) es propiamente n-normal (resp. propiamente d-normal) en LP(R, w), entonces pertur-
bando a ligeramente se puede encontrar una funcién b € PCy,,, tal que 0 ¢ b#w(R) y [[b—alla, ..,
sea tan pequena como se quiera. Ya que 0 ¢ b;,% w(f{), el Teorema 2.24 implica que W (b) es Fred-
holm. Por otra parte, del Teorema 2.1 se sigue que W (b) sigue siendo propiamente n-normal
(resp. propiamente d-normal) si ||b — al|, ,, es suficientemente pequeiia. Por lo tanto llegamos
a una contradiccion, y de aqui W(a) es Fredholm. |j
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3.9. Teoria de semi-Fredholm para operadores de Wiener-Hopf con simbolos
semi-casi periddicos en los espacios LP(R,w)

FEn esta seccion obtenemos un andlogo del teorema de Duduchava-Saginashvili para los es-
pacios de Lebesgue LP(R., w) con pesos de Muckenhoupt w € AY(R) (ver [14, Teorema 19.15]).

Teorema 3.22 Sean a € SAP,,\{0}, 1 <p < oo y w € AY(R).
a) Sia ¢ GSAP, entonces W (a) no es semi-Fredholm en LP(Ri,w).
b) Siae€ GSAP y k(a;)k(a,) <0, entonces W(a) no es semi-Fredholm en LP(R4,w).

c) Si a € GSAP, k(a))k(ar) > 0 y k(a;) + k(a,) > 0, entonces W(a) es propiamente n-
normal.

d) Sia € GSAP, k(a;)k(ar) > 0y k(a;)+k(ary) < 0, entonces W (a) es propiamente d-normal.

e) Sia € GSAP, r(a)) = r(a,) =0y 0 ¢ H(d(a,),d(a); vy (p,w), vy (p,w)), entonces W (a)
es Fredholm en LP(Ry,w).

f) Sia € GSAP, k(q) = k(a,) =0 y 0 € H(d(a,),d(a); vy (p,w), vy (p,w)), entonces W (a)
no es semi-Fredholm en LP(R4,w).

Demostracién. Si W(a) es semi-Fredholm en LP(R,,w), por el Teorema 3.7 se tiene que
a € GSAP,,,. Lo que implica que a € GSAP. Esto demuestra a).

Por la Proposicién 3.5, la invertibilidad en SAP de funciones en SAP, ,, es equivalente a la
invertibilidad en SAP, .

Ahora supongamos que a € GSAP, ,,. Por la Proposicién 3.1, a puede ser escrita en la forma

a=(1—u)a;+ ua, + ap

.

con aj,a, € GAP, ., ap € Cpw(R) y ap(co) = 0.
Del Teorema 2.10, la Definicién 2.11 y [28, §13] tenemos que

a; = "W d(q))e @) | q, = )2 d (g, )eVr @), (3.43)
con d(al)d(ar) 7£ 0) ¢l>7/)r € APp,w y M(¢l) = M(wr) = 0. Sea
b(z) == (1 —u(z))d(a)e™ W + u(z)d(a,)e™ @) 4 by(x), (3.44)

donde by € C, ,(R) se escoge de forma tal que by(c0) =0y b € GSAP, ,,. Ahora se mostrard que
W (a) es débilmente ®-equivalente a W (b). Supongamos que W (a) es propiamente n-normal en
LP(Ry,w). Por el Teorema 2.1, existe € > 0 tal que W (v) es propiamente n-normal siempre que
lla —v||a,,., < e Elijamos polinomios pli,pﬁE € AP, tales que M(pli) =M(pFf)=0y

e =7 =2 Iy < 05 Nor — D7 — 05 0,0 < 6.
Sea

v(z) = (1— u(x))d(al)epf(m)ei“(“l)mepf(m) + u(:n)d(ar)ep;(m)ei“(“r)wepi(x) + ap(x).
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Si § > 0 es suficientemente pequeno, entonces [|a — v||az,,, < €. De aqui W(v) es propiamente
n-normal y por el Teorema 3.7, v y a son invertibles en SAP, . El Teorema 3.13 implica que
existen funciones fy € GSAP, ,, N G[Dp ., +] tales que v = f_bf,. Del Lema 2.31 se deduce que
W (b) es propiamente n-normal. Andlogamente se puede demostrar que W (b) es propiamente
d-normal (resp. Fredholm) si W (a) es propiamente d-normal (resp. Fredholm).

Inversamente, supongamos que W (b) es propiamente n-normal. Entonces existe un € > 0 tal
que W (v) es propiamente n-normal si

v(z) = (1 — u(z))d(a)e™ @@ 4 y(z)d(a, )™ )% @) 4 po(z)

.

con ¢, ¢ € APpw, |lcillm,. <€ llalla,., <€ bo € Cpw(R)y bo(oo) = 0. Usando el Lema 2.31
y el Teorema 3.13 obtenemos que W (?) es propiamente n-normal siempre que

5(x) = (1 — u(x))d(al)epf(w)ein(az)req(r)eﬁ(r) + u(x)d(ar)ep?(w)eiﬂ(ar)rew(w)epi(w) + To(2)

donde ¢, ¢, € APy, e, <€ el < € pli,pﬁE € APj,, son polinomios tales que
M(pli) =M(pFf) =0,y 7 € Cp,w(lf{) es elegido de forma tal que v9(c0) =0y 0 € GSAP, .
Pero dada a € GSAP,,, con representaciones casi periddicas (3.43), podemos elegir 0y = ag y
encontrar pli,pff IS AP;’E tales que M(pli) =M(pr)=0y

w

vi=c+p +p, Ur=c +p, ),

con ¢, ¢ € APy, laillng,.. < € el < € De aqui, W(a) es propiamente n-normal. Se
puede mostrar andlogamente que si W (b) es propiamente d-normal (resp. Fredholm), entonces
W (a) es propiamente d-normal (resp. Fredholm). Esto completa la prueba de que W(a) y W (b)
son débilmente ®-equivalentes. Por lo tanto, W (a) es semi-Fredholm si y sélo si W (b) lo es. Si

k(a;) = Kk(a,) = 0, entonces b € Cp, ,,(R) y los Teoremas 2.24 y 3.21 dan las partes e) y f).
Como b € GSAP, ,,, deducimos de (3.44) que existe un by € C,,,(R) tal que by(co) =0y

b (z) == (1 —u(z))(d(ar)) " e ™7 £y (z)(d(a,)) e @7 4o (x). (3.45)

Si k(a;) > 0y k(a,) > 0, se deduce de (3.44), (3.45) y el Lema 3.12 que b*' € C, ,(R) o
Entonces el Teorema 2.28 (a) implica que W (b~!) es un regularizador izquierdo de W (b), y
por lo tanto W (b) es Fredholm o propiamente n-normal. El Corolario 3.10 y el Teorema 3.14
b) demuestran que W (b) no puede ser Fredholm. De aqui, W (b) es propiamente n-normal. Si
k(a;)) = 0y k(ay) > 0 o bién k(a;) > 0y k(ar) = 0, se deduce del Lema 3.20 que W (b) es
propiamente n-normal, lo que completa la demostracién del inciso ¢). El inciso d) se sigue del
inciso ¢) después de considerar adjuntas.
Ahora probaremos la parte b). Escribamos (3.44) en la forma

b(z) == a(l — u(x))e™ + Bu(z)e™® + by(x) (3.46)
donde a = d(a;), S =d(a,), A=rk(a;) y p = k(a,). Sean A >0y pu < 0. Supongamos que
0 ¢ H(at, 35 v (p, w), v (P w)). (3.47)
Entonces el Lema 3.18 demuestra que W (b) es débilmente ®-equivalente a W (c) donde

c(x) == ax_(z)e?* + By e,

39



Como méax{u,\} > 0, el Lema 3.19 implica que el operador W(c) tiene ntcleo trivial en

LP(R4,w). Ahora supongamos que W (b) es d-normal en LP(R,w). Entonces W(c) también

es d-normal en LP(Ri,w), y como W (c) tiene nicleo trivial, se sigue que W (c) es Fredholm.

De aqui W (b) también es Fredholm, pero esto es imposible debido al Corolario 3.10 y al Teo-

rema 3.14(b). Si W(b) es n-normal en LP(R,w), entonces W (b) es d-normal en LY(R,w™1).

Repitiendo los argumentos previos con ¢, ¢ y w™! en lugar de ¢, p y w, llegamos otra vez a una
contradiccién. Consecuentemente, W (b) no puede ser semi-Fredholm si se cumple (3.47).

Ahora supongamos que
0 € H(ev, B; vag (ps W), v (p, w)) (3.48)
)

y consideremos b dado por (3.46) con A > 0, y i < 0. Como a € GSAP, 4, los nimeros a = d(g;
y B = d(a,) no son cero. Supongamos que W (b) es d-normal. Consideremos el operador W(d),
con simbolo d € GSAP, ,, dado por

d(z) = ap(1 — u(z))e™ ™ + Bou(z)e ™" + do(z),

donde 0 < e < Ay ag, By € C\{0}, dy € Cp(R) y do(c0) = 0. Como
AN (z) == agt (1 — u(z))e™™ + 85 u(x)e’™® + do(z)

donde dy € Cprw(R) y do(c0) = 0, deducimos del Lema 3.12 que d*! € Cpw(R) + HpS, +- De
aqui, por el inciso d), W(d) es propiamente d-normal. Ademés, W (d)W (b) = W (bd) + K donde

K es un operador compacto, por lo que W (bd) también es propiamente d-normal. Claramente

b(z)d(z) = acp(l — u(m))ei(’\_a)x + ﬂﬂou(x)ei(“_a)x + qo(x)

.

donde qp € Cp (R), go(c0) =0, y bd € GSAP, ,,. Se puede escoger ag y o tal que
0 ¢ H(aa()?ﬂﬂo;V()_o(p7w)7V:o(p7w))’ (349)

Bn efecto, si 0 € H(a, B v (pr ), v (p, w), sea y = diam H(a, 6; v (pyw), v (b, ) ¥
elijamos ag y [y tal que |aag| > 2y y BBy = aap + 3 — a. En este caso

diam H(aao, B0; Ve (p w), v (p, w)) = . (3.50)

Ya que |aag| > 27 y (3.50) se cumple, todos los puntos z € H(awg, 36o; vy (p,w), v (p,w))
satisfacen la condicién |z| > «y. Por eso (3.49) tiene lugar.
Entonces como (3.49) se cumple, el Lema 3.18 implica que W (bd) es débilmente ®-equivalente
a W(c), donde
o(z) = aapx_ ()M 4 BByx 4 et e)e,

yA—e >0, u—e < 0. Por lo tanto W (c) es propiamente d-normal junto con W (bd). Pero esto es
imposible porque, por el inciso (b) ya probado, W (c) no puede ser semi-Fredholm. Considerando
los operadores adjuntos concluimos que W (b) tampoco puede ser n-normal en el caso que (3.48)
se cumpla. Por lo tanto, W (b) no puede ser semi-Fredholm. Esto completa la demostracién del
inciso (b). |
De acuerdo con [14, Definicién 3.13], el indice de Cauchy de una funciéon a € GSAP con
k(a;) = k(a,) = 0 estéd definido por la férmula
1 2T

ind a := % TETOO T/ ((arga)(z) — (arga)(—x))dx (3.51)
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donde el limite existe, es finito, es independiente de la eleccién particular de la rama continua
de arga, y posee la propiedad logaritmica: para cada f1, fo € GSAP con representaciones casi
periédicas que tienen mociones medias cero,

ind (flfg) =ind f; +ind fo. (352)
Teorema 3.23 Sia € GSAP,,, k(a) =k(a,) =0y
0 ¢ H(d(ar),d(a); vy (p,w), vy (p,w)), (3.53)

entonces el operador W (a) es Fredholm e

Ind W (a) = —ind a + v (p, w) — {ug(p,w) + % arg j((Zi)) }, (3.54)

donde v(p,w) = (Vo_(p,w) + Var(p,w))/z

Demostracién. Tenemos que a = (1 — w)a; + ua, + ag, donde ag € Cp ., (R), ap(c0) = 0,
a; = d(a))e?, a, = d(a,)e’, Py, € AP, , y M(y;) = M(,) = 0. Sin pérdida de generalidad

podemos suponer que u € C(R) es real valuada y monétona. Consideremos
b= ae”(ImWVi—upr — (1 — w)d(a)e? + ud(a)e’ + ao]e_(l_“)’/’l_“wﬁ
Claramente b(—o0) = d(a;), b(+o0) = d(a,). De aqui b € GCpW(R) y 0 ¢ bjf,(R). Para
p € [0,1], sea
fui= petl(I—w)r+uipr]

Obviamente f; = a, fo =b. Como (f,,); = d(a;)e"¥ y (f,)r = d(a,)e’¥r, tenemos que d((f,);) =
d(a;) y d((fu)r) = d(a,). Esto demuestra que f, € GSAP, ,, y

0 ¢ H(A((fu)r), d((f)1)s vy (0, w), v (p,w)).

El Teorema 3.22 e) implica que W(f,) es Fredholm para cada p € [0,1]. Como el mapeo
[0,1] = B(LP(R+,w)),  — W (a,) es continuo de acuerdo con la estimacion

Hew _ evsoH < ellell (e\u—V\ llell _ 1) (1, v € [0,1]),
y como el indice de operadores es estable con respecto a pequenas perturbaciones, obtenemos
Ind W(a) = Ind W(f1) = Ind W(fy) = Ind W(b). (3.55)

Por otra parte, el Teorema 2.24 implica que

Ind W (b) = —ind b+ 10 (p, w) — {yg(p,w) + % arg Zglz; } (3.56)
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Por la definicién del indice de Cauchy,
ind b = lnd a — ind(e(l_u)wl""uwr)

1 1 2T
= inda- 5 lim T/T [(1 = wa))Im ¥ (z) + u(a)Tm o, (z)

—(1 = u(—2))Im ¢y(—z) — u(—2z)Im ¢, (—x)]dz

2T
= inda— % TETOO %/T [u(z)Im ¥ (z) — (1 — u(—2))Im ¢ (—z)]dz

= inda-— o TETOO — /T [Im ¥, (z) — Im ¢(—z)]dzx

= inda— %[M(Im ¥r) — M(Im ;)] = ind a.

Como b(—o0) = d(a;), b(+0o0) = d(a,), obtenemos de (3.55) y (3.56) que el Ind W (a) se calcula
por la férmula (3.54). |}

Observacién 3.24 En las férmulas (3.53) y (3.54) (ver también el Teorema 3.22) tenemos que

1
vy (p,w) = v (p,w) = —

p
porque de acuerdo con los articulos [57] y [58] el peso w se puede sustituir por un peso equivalente

que es continuo en R.

Observacién 3.25 Realmente, en el Teorema 3.22, sélo usamos la igualdad l/(:]t (p,w) = % para
la demostracién del inciso f) cuando aplicamos el Teorema 3.21 que fue probado utilizando esa
igualdad.

3.10. Operadores de Wiener-Hopf con simbolos semi-periédicos en LP(R ., w)

Para los operadores de Wiener-Hopf con simbolos semi-periddicos, en contraste con el caso
de simbolos semi-casi periddicos, podemos considerar pesos de Muckenhoupt para los cuales
0 < vy (p,w) < yf (p,w) < 1.

Dado g > 0, consideremos el siguiente subconjunto de los pesos de Muckenhoupt:

AN(R) = {w € A,(R) :w(-+ \)/w(-) € L*(R) paratodo A =nu, ne Z}. (3.57)

Sea w € A,([0,11/2)]) v sea w; la extensién simétrica de w a [—p/2,0]. Si w es la extensién
periédica de w; a R, entonces w € A,(R) de acuerdo con [9, Seccién 2.4], y w es una funcion
periédica de perfodo p. Por lo tanto w € AL (R).

Sea P* el conjunto de polinomios u-periédicos de la forma Zzlzno cne?™me /1 con ¢, € C.
Entonces P}l := closyy, , P* es un subélgebra de Banach de M), ,,. Definimos SP}., como el
subalgebra cerrada més pequefia de M, ,, que contiene Py y Cpap (R).

Teorema 3.26 Sea 1 < p < oo, w € AF(R), y a € SPyy \ {0}. Entonces el operador
W(a) es Fredholm en el espacio LP(Ry,w) si y sdlo si a € GSPhy, t(a) = k(a,) = 0y
0 ¢ H(d(ar),d(a); vy (p,w), vy (p,w)). Si W(a) es Fredholm, entonces su indice se calcula por
(3.54).
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Demostracién. Supongamos que a € GSPyy,. Por la Proposicién 3.1 a puede ser escrita en
la forma (3.2) con a;,a, € GPhw, ag € Cpw(R) y ap(co) = 0. El Teorema 2.10 implica que

a; = "™ Wrd(q))e" @) q, = *)Tq(q, eV @) (3.58)

con d(a;)d(a,) # 0, ¢, € AP,y M(¢y) = M (1)) = 0. Substituyendo las funciones a;, a, €
G P}y, por las funciones a;,a, € GC(T) tales que

Zil(e%m/“) =aq(z), ar (ezmm/“) =a,(z) (re€R),

deducimos que k(a;), k(a,) € (2n/p)Z. Entonces, siguiendo la demostraciéon del Teorema 3.14,
deducimos que en realidad vy, 1, € P}.,. Ademds, como en la prueba del Teorema 3.22, uno
puede demostrar que W(a) es débilmente ®-equivalente a W (b), donde b estd dado por (3.44) y
by € Cp(R) se escoge de forma tal que by(co) =0y b € GSPhy.

Si k(a;) = k(ar) = 0, entonces b € Cp,,(R), y de aqui b € GC,, ,,(R). Como
H(b(+00), b(—00); vy (p,w), vy (p,w)) = H(d(ar),d(ar); vy (p, w), v (p,w)),

el Teorema 2.24 implica que si 0 ¢ H(d(ar),d(al);uo_(p,w),l/a' (p,w)), entonces el operador
W (b) es Fredholm en el espacio LP(R4,w). De aqui, por la ®-equivalencia débil de W(a) y
W (b), el operador W (a) también es Fredholm en el espacio LP(R.,w).

Inversamente, supongamos que W (a) es Fredholm en el espacio LP(R 4, w). Uno puede mos-
trar como en la Proposicién 3.5 que las algebras de Banach P;,ﬁf w Y SPlﬁf w Son inversamente
cerradas en AP y SAP, respectivamente. Si a ¢ GPjy, entonces a ¢ GSAP, y el Teore-
ma 3.22(a) implica que W (a) no es semi-Fredholm, lo que es una contradiccién. Por lo tanto
a € GSPy. Si k(a;) # 0 o k(ar) # 0, entonces, tomando en cuenta la Observacién 3.25
y aplicando los incisos b), ¢) y d) del Teorema 3.22, llegamos de nuevo a una contradiccion.
Esto implica que k(a;) = k(a;) = 0. Como W(a) es débilmente ®-equivalente a W (b) donde
b:= (1 —wu)d(a;) + ud(a,) + by € GCp(R), y por lo tanto el operador W (b) es Fredholm en
el espacio LP(R4, w), deducimos del Teorema 2.24 que 0 ¢ H(d(a,),d(a); vy (p,w), vy (p,w)).
Mas atn, Ind W(a) = Ind W (b) donde Ind W (b) se calcula por (3.56) debido al Teorema 2.26.
Finalmente, (3.56) implica (3.54) porque indb = inda (ver la demostracién del Teorema 3.23).

4. Operadores de Wiener-Hopf en los espacios LY (R, w)

4.1. Representaciéon e invertibilidad de simbolos matriciales semi-casi pe-
riodicos
Sea u una funcién real monétona creciente en C'(R) tal que u(—oc) = 0, u(oc0) = 1. Como

||u||lo = Vi(u) =1 entonces u € Cp ,(R) por el Teorema 2.20.

Proposicion 4.1 Sean 1 < p < o0, w € Ag(R) y N € N. Entonces cada funcion a €
[SAP, ,|nxN puede ser representada de forma unica de la siguiente manera:

a=(1—u)a;+ ua, + ap (4.1)

.

donde aj,ar € [AP, wINxN, a0 € [Cpw(R)|NxN ¥ ap(c0) = 0. Los mapeos a — a; y a — a, son
homomorfismos de dlgebras de Banach de [SAP, ,)Nxn sobre [AP, ,|NxN-
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Demostracién. Sea a = (a]k) k=1 € [SAP, w]Nxn. Por la Proposicién 3.1 cada aj), puede
ser escrita de forma tinica como a;i, = (1 —u)ay;i +uarji +agji, donde agji, arjx € APpw, aoji €
pr(R), apjr(c0) = 0, para j,k = 1,...,N. Sean q; = (al]k)]7k:1, a, = (amk)é\szl, y ag =
(a0jk)j7k:1’ Entonces a;, a, € [APp,w]NxN, ag € [Cp,w(R)]NxN, ap(0) =0y a=(1—-u)a +
ua,r + ag.

Sea ¢ : SAP,, — AP, ,, el homomorfismo de la Proposicién 3.1 definido por ¢(a) = a; y
definamos ® : [SAP, y]nxN — [APpw]Nxn por ®(a) = a;. Notemos que ®(a);; = ¢(a;j). Se
tiene que

Mz

CIJ(ab),-j = ab z] Zazkbk] Z azk bkj (I) zk(p (@(a)@(b)),]

k=1 k=1

Por lo tanto @ también es un homomorfismo. |

Para 1 < p < oo, w € AY)(R) y N € N, sea Dy, v la cerradura en B(LY (R, w)) del conjunto
Dgw,N = {ZAeRodAU)‘ : dy € Ly« n(R), Ry C R es un conjunto ﬁnito} C B(LY (R, w)).
Usamos la norma ||d|[ ®):= |ldI||zz » (R,w)) Para funciones matriciales d € L, ~vR).

Lema 4.2 Dados 1 <p < oo, w € Ag(R) y N € N, para cada h € R, definimos

Nh : DS,UJJV - L(Z)VOXN(R)a B = Z)\ERO d)\U)\ = dh,

donde d, = Onxn st h & Ry. Entonces Ny, se extiende a un operador lineal acotado suprayectivo
Nh : D 7’LU,N - L%XN(R)'

Demostracién. Para una funcién matricial d = (d;; ) _1 € LY, ny(R) y una funcién vecto-
rial f = (fp)l_, € LY (R, w), aplicando la desigualdad de Holder obtenemos

191 oy = Sy [ |y sy (@)] @)
<N mix gl [ (00 @) e @)

,

<N mix dglt [ NS (@) @y
Jj=

= Np . 'maXN i[5 HfHLP P (Row)’

WJ =150

de lo cual
ldllLgs, ) = 1ALl By, (rowy) < NV méx | ldijloo. (4.2)

WJ =L
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Seah e Ry B=73,cp dU\ € DO bwn»> donde dy = (df\ij))gjzl € LY, y(R). Se sigue de
(4.2) y el Lema 3.2 que

INW(B)l g

fon® = ldillig ) <N méx [di7 o

2, N 7

=N max HNh( AeRo (” )H

’l

< NHU h”oo 'JE]aXN H Z)\ERO ” H B(L?P(R,w))
< Nllv—h||ooHBHB(L?V(R,w))'

Por lo tanto N, : Dpw.n — Ly n(R) es acotado y [[Ni|| < Nlv_plloo- B
Para 1 < p < 00, w € Ag(R) y N € N, sea VJVVVX]V el conjunto de todos los operadores
A € B(LX,(R,w)) que pueden ser escritos en la forma

A= "aUx, ax € L¥unR) vy D laalliz, @) IU-allses moaw)) < o0 (4.3)
\eR \eR

donde ay # 0 para a lo mas una cantidad numerable de A € R.
Obviamente V]VVVX N es un algebra de Banach con la norma

[Alw =" laxllzze, w @ NU-llB(22, R w)- (4.4)
X

Utilizando el teorema de Bochner-Phillips y el Lema 4.2 en lugar del Lema 3.2, andlogamente
al caso escalar se demuestran los siguientes dos teoremas.

Teorema 4.3 Si1 <p<oo, wE AS(R) y N € N, entonces el dlgebra VX[f/xN es inversamente
cerrada en B(LY, (R, w)), i. e., si un operador en VN, y es invertible en B(LX (R, w)), entonces
el operador inverso también estd en V]VVVX]V.

Necesitamos también el subalgebra de Banach L{}G/X N de VX,VX ~ que consiste de los operadores
A =Y cr Uy € B(IR(R,w)) con coeficientes matriciales constantes ay € CN*V, donde
ay # 0 para a lo més una cantidad numerable A € Ry (4.4) toma la forma

[ Allw = Z llaxlleny =~ U B(Lr (Rw)) (4.5)
AeR

con [laxllevxn = l[ax] |5z, (Rw))-

Teorema 4.4 Sil <p<oo, wé€E Ag(R) y N € N, entonces el dlgebra Z/IX,VX]V es inversamente
cerrada en B(LY (R, w)).

Proposicién 4.5 Si1l < p < co, w € A)(R) y N € N, entonces las dlgebras [AP,w]NxN ¥
[SAP, ,|NxN son inversamente cerradas en APnyn y SAPnxn respectivamente, y de aqui son
inversamente cerradas en LY, y(R).

Demostracién. Sea a € [AP, ,]|nxn. Si a € GAPyxn, entonces det a € GAP. De la Pro-
posicién 3.5, se sigue que det a € G[AP, ,,]. Por lo tanto a € G[AP, ,,|nxn. Para [SAP, ,|nxN
la demostracién es andloga. |

Las Proposiciénes 4.5 y 4.1 implican directamente lo siguiente.
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Corolario 4.6 Sea 1 < p < oo, w € AYR) y N € N. Sia € G[SAP,]nxn, entonces
ap, Gy € G[APp,w]NXN-

4.2. Invertibilidad de simbolos matriciales para operadores de Wiener-Hopf
semi-Fredholm

Teorema 4.7 Sean 1 < p < oo, w € AYR) y N € N. Sia € [SAP, ]nxn y W(a) es
semi-Fredholm en LY (R, w) entonces a € G[SAP, »]nxN.

Demostracién. Por la Proposicién 4.5, es suficiente demostrar que a € G[SAP]nxN-
Supongamos que a ¢ G[SAP|nxn. Entonces

inf | deta(z)| = 0. (4.6)
zeR

Primero probaremos que cualquier [M,, ,,]nvxn vecindad de a contiene un b € [SAP, ,,|nxn
tal que det b(x) = 0 para cada x en algun intervalo abierto de R.

Dado ¢ > 0, podemos encontrar a € [SAP, w|nxn tal que [la—=al|(ar, ]y n <O ¥ deta(zg) =0
para algin zg € R. Ademas, sin pérdida de generalidad podemos suponer que la restriccién de a
a una vecindad cerrada v, de g estd en [C'(Vz) N Vi(Yz, )| nxn. Para e > 0, sea . una funcién
@e : R — [0,1] tal que ©c|(zg—c,o9+e) = 1, Pe|R\[wo—2¢,00+2¢] = 0¥ e €s continua y mondtona en
cada lado de zo. Entonces @y, € [C(R) NV (R)]yxn para todo € > 0 sufucientemente pequeiio.

Sea b := a + ¢.(a(zg) — a). Entonces b € [SAP, ,|nxn. Si z € (xg — €,29 + €), entonces
b(x) = a(xg) y de aqui det b(z) = 0. Tenemos

b(z) — a(x) = po(z) (lwo) — lx)) = pe(x) (ejn(@)) ),

donde @.cji, € C(R) NVi(R) para todo j,k =1,2,..., N. Aplicando las relaciones

il'_)l% l|cikl (zo—26,m0+20) | oo = 213% Vi (€l (wo—2¢,m0+2¢)) = 0,
Vi(eeciv) < Vilee) || ikl wo—2e,m0+26) | o T 112 loo Vi (k| (o —22,20+2¢) )

deducimos que ||@:Cjklloc — 0y Vi(pecjr) — 0 cuando ¢ — 0. De aqui, por la desigualdad
de Stechkin (2.15), [|¢scjk|r,., — 0 cuando € — 0. Por lo tanto, eligiendo § > 0y ¢ > 0
suficientemente pequenos, concluimos de la estimacién

16 = allprsy oy = 1@ = @)+ (0 = @lagy ) < 0+ Nmidx floeciellas,..

que |[b — al|[(p,, ]y © tan pequefio como se quiera.

Como det a(rg) = 0, existe una matriz distinta de cero d € CN*¥ tal que @(zo)d = 0. Como
dps € [Cpuw(R)|nxn se sigue del Teorema 2.28 (a) que el operador W (bdyps) — W (b)W (dy:) €
B(LY; (R4, w)) es compacto. Si x € (zg — €, 29 + £) entonces

b(x)dps (x) = az(wo)des (x) = 0,

y six ¢ [xg — e,z + €] se tiene que

b(z)dps (x) = b(x)d0 = 0.

2
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Por lo tanto bdps =0y W(b)W (dps) debe ser compacto.
Ahora supongamos que W (a) es n-normal, entonces W (b) también es n-normal.
Por el Lema 2.4 existen un operador compacto K y i > 0 tales que

W@+ 1K f = nllfll, Vf € LRy, w).
Reemplazando f por W (dy,/2)g se tiene
W ()W (dpes2)gll + KW (dp2)gll = nllW (deeja)gll, Vg € Ly (R, w). (4.7)
Sea {g,} una sucesién acotada en LY (R4, w). Como los operadores
WOW (dpej2) y  KW(dpe2)
son compactos, entonces existe una subsucesién {g,, } tal que
{WOIW(dees2)gn,} vy {EW(does2)gn,}

son convergentes. De (4.7) se sigue que {W(dy./2)gn,} también es convergente, y de aqui el

operador W (dp, /2) es compacto, pero esto es una contradiccién ya que ningun operador de

Wiener-Hopf distinto de cero es compacto. Por lo tanto W (a) no puede ser n-normal.
Considerando adjuntas se demuestra que W (a) no es dnormal. |}

4.3. Invertibilidad de representaciones casi periddicas en el caso matricial

Sean A y £ las subélgebras cerradas mds pequenas de B(LY (R, w)) que contienen los ope-
radores x4 y los conjuntos {W%(a) : a € [AP,w|nxn} ¥ {W%(a) : a € [SAP, NN}, respec-
tivamente.

Teorema 4.8 Si 1 < p < o0, w € Ag(R) y N € N, entonces los mapeos definidos sobre los
generadores del dlgebra £ por

My - X:I:[ — X:I:L M - Wo(a) - WO(CLT’) (a € [SAPP,W]NXN)7
s xed = xal, o Woa) = Woa) (a € [SAP,u]nxnN),

se extienden continuamente a homomorfismos de dlgebras de Banach de € sobre A de forma tal
que

[ (AN < [[Alless, (A < [[Alless
para todo A € E.

Demostraciéon. Es consecuencia directa del Teorema 3.8. [ |
Por analogfa con [14, Corolario 18.11] se prueba el siguiente

Corolario 4.9 Sean 1 < p < oo, w € AYR) y N € N. Si A € £ es Fredholm en L} (R, w)
entonces py(A) y pr(A) son invertibles en LY (R, w).
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Demostracién. Sean m :=Ind A y Ay := AW (d), donde

. T —l\ym
d(x) :== d1ag<(3j " Z) 1, 1).
Ya que el Ind (W (d)) = —m, se sigue que Ind Ay = 0. Consecuentemente Ay = V' + K, donde V/
es invertible y K es compacto (ver [35, Vol. 1 p. 167]). Como Ay € £y K € K C &, se tiene que
V también estd en £. De la prueba del Teorema 3.8 sabemos que existe una sucesion h, — 400
tal que
wr(Ag) = nlingoe_thehnI, (ur(Ag))* = lim e_p, Ve, I,

n—~o0

donde (ur(Ap))* y V* son los operadores adjuntos actuando sobre L% (R, w™'). Los operado-
res e_p, Vep, Iy e_p, Ve, I son invertibles y las normas de sus inversos son uniformemente
acotados.

= IV s @w)-

(e—n Ven, D) isrn mauw) = le—n V™ en Illnrs @y = 1V sz @)
(e

hVena D) " Hls, -1y = le—na (V) ena Ilars w1 = 10V isws @aw-)

Consecuentemente, para toda f € LY (R, w) y toda g € L% (R, w), obtenemos

1F Iy < IV sz, @y lle-raVen,d fllpaws N9llguw-1 < 1V sz @y le-n.Ven, I gllguw—

de donde

£ llpw < IV s, @ 1 (Ao) fllpws 191lq1 < N1V Hsees, oy (e (A0)) g
Estas dos desigualdades implican que p,.(Ag) es invertible. Y como
pir(Ao) = pr (A)pr (W(d)) = pr (A)W(d(+00)) = pir(A)
llegamos a la conclusién de que p,(A) es invertible. La demostracién para p;(A) es andloga. |

Corolario 4.10 Sean 1 < p < oo, w € AYR) y N € N. Sia € [SAP, w]nxn y W(a) es
Fredholm en LY, (R4, w), entonces W(a;) y W (a,) son invertibles en L, (R4, w).

Corolario 4.11 Para a € [AP, ,|nxN, los siguientes enunciados son equivalentes:
a) W(a) es Fredholm en LY (R4, w);
b) W(a) es invertible en LY (R4, w).
4.4. Reduccidn de los simbolos matriciales semi-casi periédicos a los simbolos
matriciales continuos en R

Aplicando el Lema 3.12 obtenemos el siguiente M, ,, analogo de [14, Teorema 10.9], que nos
permitird reducir el estudio de operadores de Wiener-Hopf con simbolos en [SAP, ,|nxn al

estudio de tales operadores con simbolos en [Cp, ,(R)|nx -
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Teorema 4.12 Sean a,b € G[SAP, ,|nxN Yy supongamos que las representaciones casi periodi-
cas ay, by, a., b, estin relacionadas de la siguiente manera

a; = gpl_blcp;r con cpli € G[APlfw]NxN,
ar = @y brgy con g € GIAPY, Inxn, (4.8)
M(g;) = M(e; ), M(g;) = M(¢)).

Entonces a = f_bfy con funciones matriciales

f+ € GISAP, ,|nxN NG[Dp . +|NxN-

Demostracién. Sea cy := M(¢;") = M(p;") vy elijamos polinomios matriciales casi periédi-

cos
(o) = oty e, (@) = o+ Y sie
tal que A; > 0 para toda j, y

”wl—i_ _gol—i_H[MP,w]NxN < q/”(rl/}l—i_)_l”[Mp,w]NxN’

B (4.9)
”w;“i_ - SOT—!_H[Mp,w]NxN < q/”(w;’i_) 1”[Mp,w]NXN
para alguna g € <0, 4-1 ||S||l§(1Lp(R’w))>. Sea I := I la matriz identidad y definamos

vi=T+ @ ()™ = Du+ W (¢f) ™" = D)1 — ),

donde u € Cj,,(R) es una funcién real fija monotonamente creciente en R tal que 0 < u < 1,
u(—00) =0y u(oo) = 1. Como M(F (o)™t — 1) = M) (M(p))~! — I =0, se deduce del
Lema 3.12 que

(W (o)™ = Du € [Dpw,+]nxn-

Anélogamente
W (¢) ™ = D1~ u) € [Dpw,+]nxn,

y por lo tanto , v € [SAP, ]nxN N [Dpw +]Nxn- De (4.9) se tiene que

”w:-(@:-)—l - I”[Mp,w]NxN < ”WF - (lpl—i_“[Mp,w}NxN”(QO;!_)_IH[Mp,w]NxN <gq,
1 ()™ = Tyl < N5 = 1 gyl 1600 T 0y sl < @

de donde
v = Trywlnsen < @llullng,. +alll = ullag,,, < 44ql1S|Brr@w)) <1 (4.10)

(notemos que ||S||(Lr(r,w)) = 1 porque S? = I). Esto demuestra que
S G[SAPp,w]NXN N G[Dp,w,—i-]NxN- (4.11)

En lo que sigue, definimos e~ := 0. Sea

w(z) :==co+ Zj pj(x)eti® (4.12)
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donde

pj() = (4.13)

Sje_)‘j/x, para x > 0,
Tje’\j/x, para x < 0.

Notemos que p;(0 —0) = p;(0+0) = p;(0) =0y pj(—o0) =rj, p;j(+00) = s;. Por lo tanto,

por la desigualdad de Stechkin, p; € [Vi(R)]nvxn C [Cpw(R)]nxn. Y otra vez por el Lema 3.12,
w € [SAPp,w]NXN N [Dp,w,—i-]NxN' (4.14)

De (4.9) se deduce que ;" y 1, son invertibles en [AP,5, ]nxn. Como ;" y 1,7 son polinomios

matriciales casi periédicos, entonces también son invertibles en [APW,, |nxn. Por lo tanto,

W @) =gt Y e N >0, 5l byl < 0
(w;ﬁ-(x))—l = Cal + Zgjei)\jx7 S\J > 0’ Z ||§j||[Mp,w}N><N < 00.

- O(x) = cyt + Zj ﬁj(x)eﬁjx, (4.15)
donde Fe Nl ara x > 0
A= (T @
Aplicando la desigualdad de Stechkin, obtenemos
155l aty atr < (I3 lomen e/ Oxce g, + [Fill e 1€/ Ox- )
< 2/Slls(ze R,wy) (155 lovxn + [IFllarxw), (4.17)
lo cual implica que
1ty v < Mg lawen + Zj 1Pl 31y s 105, lloo < lleg ™l
+ 215 5(Lr (R,w)) Zj (55 llm= + [IFjllenxn) lvs, oo < o0 (4.18)
De aqui, como antes, vemos que
@ € [SAP, wINxN N [Dpw+]NxN- (4.19)
Si x> 0, entonces
w(r) =co+ Z Sje_Aj/xei)‘jx =co+ Z sjei)\j(eri/m) = (x +i/x),
D) =gt + Y 5o NN = it 3 556N @) = [yt (2 i) 7L
Andlogamente, para z < 0,
w(z) = Yf (x —ifx), o) = [ (@ —ifx)]) "
Consecuentemente, ww = ww = I en R\ {0}. De (4.14) y (4.19) tenemos que
w € G[SAP, wINxN N G[Dpw +]NxN- (4.20)
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Combinando (4.11) y (4.20) se tiene que

9" =v"'w € G[SAP, w|NxN N G[Dpw+INxN- (4.21)
Claramente,

(g =o twr =T+ @) = D)'f = ¢f, (4.22)

(95 )r = v twr = (T + (F (1) = D) M = o (4.23)

Andlogamente podemos construir
g € G[SAPp,w]NxN N G[Dp,w,—]NxN (4.24)

tal que

G h=e (g =9 (4.25)
Sea h := g~ bg". Aseguramos que el teorema es verdadero para f_ = ¢~ y f+ = gTh~'a. Primero
que todo, tenemos

fobfs = gbg" (g7bg ") e = a. (4.26)
Por (4.24)
f_ € G[SAPp,w]NxN N G[Dp,w,—]NxN- (4.27)

Como g~,b,g7 € G[SAP, w]nxN, se sigue que h € G[SAP, ,]nxn y por lo tanto
f_|_ S G[SAPp,w]NXN. (4.28)
De (4.22), (4.23) y (4.25) tenemos que

b= (g )ibi(gh) = o] g = ay,
hy = (g_)rbr(9+)r = @Zbr@:— = Qr,

de aqui a — h € [Cp(R)|nxn ¥ (@ — h)(c0) = 0. Esto implica que
hta=1I+h"(a—h) € [Chuw(R)nxn, a7 h=T—a'(a—h) € [Cpuw(R)|nun

lo que demuestra que
f+=g"h"a € G[Dpw |nNxn. (4.29)

Finalmente, (4.26), (4.27), (4.28) y (4.29) completan la demostracién. |}

Teorema 4.13 Sea a € G[SAP, ,|nxN y supongamos que las representaciones casi periddicas
aj, a, satisfacen las relaciones (4.8) con algunos by, b, € GCVN*N y

Mo )=M(p,) =1, M(g})=M(ph) =1 (4.30)

Entonces existen funciones matriciales b € G[Cp(R)|nxn tal que b(—o00) = by, b(+00) = b, y
a = g~bg™ con ciertas funciones matriciales

gi € G[SAPp,w]NXN N G[Dp,w,:t]NXNa
que son homotopicas a la matriz identidad I, respectivamente, en los conjuntos abiertos

G[SAPI%UJ]NXN N G[Dp,w,:l:]NxN'
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Demostracién. En la demostracién del Teorema 4.12 construimos dos funciones matriciales
9% € G[SAP, w|nxn N G[Dp £ NxN
tales que la funcién matricial b := (g7) ta(g") ™! pertenece a G[C) ., (R)nxn debido a (4.8).

Sélo resta probar que las funciones matriciales g son homotdpicas a la matriz identidad I en
los conjuntos abiertos G[SAP, ,|nxN N G[Dpw +]Nx N, respectivamente. Vamos a probar esto
para g7 (para g~ la demostracién es analoga).
Fijemos 6 € [0,1]. Como vg :=v(1 —8) + 61 € [SAP, |NxN N [Dpw +]NxN ¥
H (U(l —-0)+ 91) o IH[Mp,w]NxN =[1=0llv— IH[M”’“’}NXN =1
debido a (4.10), deducimos que vg € G[SAP, ,|Nx NNG[Dp 1 +]nx n. Por otra parte, modificando
(4.12) y (4.15), definimos las funciones matriciales
we(x) =1+ ()T e i0/(1=0)
@) =1+ pile)

= (4.31)
Po(z) =1+ Zj B (x)eNme=Ai0/(1=0)

donde p;,p; € [Cpw(R)]nxn. De aqui, por el Lema 3.12, las funciones matriciales

T e=2i0/(1-0) oM o= 20/(1-0)

z - pi(2) 2 B (@)
pertenecen a [SAP, ] nxn N [Cpuw(R) + HpS, InxN para cada j y cada 6 € [0,1]. Como en wy
j, en contraste con wy, corre a través de un conjunto finito, concluimos que

wy € [SAPp,w]NxN N [Cp7w(R) + ;l?,ow,—i-]NXN'
Anélogamente, wy € [SAP, ,|NxN N [Dpw +]NxN porque debido a (4.31) y (4.18),

1800t b < 14 D NBi iyl 05, o €770

<L 3 Bt o 195, e < 0.
Como
wo(z) = o (x+ifz+i0/(1-0)), To(z) = [ (x +i/z+i0/(1—-0))] " siz >0,
wo(z) = Pt (z — iz +i0/(1=0)), Tylx) = [ (& —i/z+i0/(1-0))] " siz <0,
y por lo tanto wywy = wywy = I en R\ {0}, concluimos que
wg € G[SAP, wnxN NG[Dpw +]Nxn Ppara todo 6 € [0,1].
Con gt dado por (4.21) asociamos la familia de funciones matriciales
95 = v, 'wy € G[SAPy w|nxn N G[Dpw+Inxn (0 € [0,1]).
1

Obviamente, 6 — v, es una funcién [M, ,]nxn-valuada continua en [0,1], y por eso v™! es
homotépica a I en G[SAP, y|nxN N G[Dpw +|nxn. Ya que para todo A > 0 las funciones
0 +— e 2/0-9 son homeomorfismos de [0,1] sobre si mismo y como la suma en wy dada por
(4.31) es finita, deducimos de la estimacion

o = oo liaty i < 2 D 195 liaty ol o790 — a0,

que 0 — wp también es una funcién [M, ,|nxn-valuada continua en [0,1]. Por lo tanto, w
también es homotdpica a I en G[SAP, ,|NxN N G[Dpw +]Nxn- De aqui, g(j es una homotopia
de g™ a I en G[SAP, ,InxN NGDpw+Inxn- 1B
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4.5. Teoria de Fredholm para operadores de Wiener-Hopf con simbolos ma-
triciales semi-casi peridédicos: AP asintotas factorizables

Definicion 4.14 Sean 1 < p < o0 y w € AS(R). Se dice que una funcion matricial a €
G[AP, w|nxN admite una factorizacion derecha AP, ,, si puede ser representada en la forma

a(z) = a” (x)d(x)a® (z) paratodo = € R, (4.32)
a* € GIAPY, Inxn, d=diag{es,,....exy}, A,...,Av ER. (4.33)
Sea k(a) = (A1,...,An). Una factorizacion derecha AP,, con k(a) = (0,...,0) es llamada

factorizacion derecha candnica AP, .

En esta seccién construiremos la teoria de Fredholm para operadores de Wiener-Hopf W (a) €
B(LY (R4, w)) con simbolos a € [SAP, ,,|nxn bajo la condicién de que las representaciones casi
periddicas de a; y a, de a admiten factorizaciones derechas AP, ,,.

Como cada factorizacién derecha AP, ., es una factorizaciéon derecha AP, inferimos de [14,
Proposicién 8.4] que si a € G[AP,w|nxn admite una factorizacién derecha candnica AP, ,,,
entonces la media geométrica d(a) = M(a~)M(at) € C¥*N es independiente de la eleccién
particular de la factorizacién derecha canénica AP, ,, de a.

Lema 4.15 Sil <p < oo, w € Ag(R), N € N, y la funcion matricial a € G[AP, | nxN admite
una factorizacion derecha AP, ., (4.32)-(4.33), entonces el operador de Wiener-Hopf W(a) es
invertible (resp. invertible por la izquierda, invertible por la derecha) en el espacio LY (R, w)
siy solo si \j =0 (resp. \j >0, X\j <0) para todo j =1,2,...,N.

Demostracién. Como AP;'fw C H,%, +, deducimos de la Proposicién 2.27 que el operador

W (a) es invertible (invertible por la izquierda, invertible por la derecha) en el espacio LY (R4, w)
si el operador W (d) también los es. Resta aplicar el Teorema 3.14 a cada operador W(ey;). |

Teorema 4.16 Sean 1 < p < oo, w € AS(R), N € N, a € [SAP, y|NxN, Y supongamos que
a; y a, tienen factorizaciones derechas AP,.,. Entonces el operador W (a) es Fredholm en el
espacio LY, (Ry,w) si y sdlo si

a € GSAPNxnN, k(a))=k(a,)=(0,...,0), (4.34)
y alguna de las dos siguientes condiciones equivalentes se satisface:

1 1
(i) » + 5. I8 &; ¢ Z para todos los valores propios & de la matriz d=*(a,)d(a;);

(ii) sp(d~Y(a,)d(a;)) N {re?™/9:r € [0,00]} = 2.

Si W(a) es Fredholm, entonces

N (11
Ind W(a) = —ind (deta) + — — —+ —argé&; ;. 4.35
(@) = —ind (deta) + > g{p s} (4.35)
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Demostracién. Si W (a) es Fredholm, entonces a € G[SAP, ,|nxn en virtud del Teore-
ma 4.7, y los operadores W (a;), W (a,) son invertibles debido al Corolario 4.10. Por el Lema 4.15,
k(a;) = k(a,) = (0,...,0). Esto demuestra la necesidad de (4.34).

Ahora supongamos que (4.34) se cumple. Sean a; = a; a; y a, = a, a; las factorizaciones
canonicas derechas AP, ,,. Por analogia con [14, Teorema 10.11], podemos escribir

ar = g, ar =@y b, (4.36)
donde b; := d(aq;) € GCN*N b, :=d(a,) € GCNV*N y
o =a; M~ (a), ¢ =M a])a,

oy =a; M Yay), ¢ =M a)a)

T

(4.37)

Obviamente, gpli, ©F € G[APF, Inxn ¥ (4.30) se cumple. El Teorema 4.13 implica que existen

funciones matriciales b € G[Cp (R)|NxN ¥
9* € G[SAP, w]NxN N G[Dpwt]NxN (4.38)

tales que a = g~bg™, b(—o00) = by = d(a;), b(+00) = b, = d(a,) y las funciones matriciales g* son
homotdpicas a la matriz identidad Iy en los conjuntos abiertos G[SAP, | nx N NG[Dpw +]NxN-
Por lo tanto, por el Lema 2.31, los operadores W (a) y W (b) son débilmente ®-equivalentes vy,
en el caso de que sean Fredholm,

IndW(a) =Ind W (g~) + Ind W (b) + Ind W (g™). (4.39)

De acuerdo con la Observacién 3.24, cada peso w € Ag(R) puede ser remplazado por un peso
equivalente continuo que esté en A)(R), y entonces podemos tomar vy (p,w) = v8(p,w) = 1/p.
De aqui, como b € G[C}.,(R)]nxn, del Teorema 2.26 se sigue que la condicién (i) (equivalen-
temente, (ii)) es necesaria y suficiente para que W (b) sea Fredholm en el espacio LY (R4, w).
Como W (a) y W(b) son débilmente ®-equivalentes bajo la condicién (4.34), deducimos que las
condiciones (4.34) y (i) (equivalentemente, (4.34) y (ii)) son necesarias y suficientes para que
W (a) sea Fredholm en LY (R4, w).

Por el Teorema 2.26 y la Observacion 3.24,

N X111
Ind W(b) = —ind (det b) + ; - ]Ez:l {]—9 + % arg é'j}, (440)

donde &; son los valores propios de la matriz b~ (+00)b(—00) = d~*(a,)d(a;).

De acuerdo con la demostracién del Teorema 4.12, las funciones matriciales (4.38) tienen
la forma g* = (1 — u)g;" + ug¥ + gy donde g, g7 € G[AP;,Inxn, M(g) = M(gF) = In,
05 € [Cpw(R)]Nxn ¥ G5 (00) = 0. De aqui,

det g* = (1 — u)det gljE +udetgE + 95 € GSAP, ., NGDp . +
donde det gli,det gr ¢ GAPIiE ) §éﬁ c Cp,w(]::{), ’g\g[(oo) =0,y

w

M (det gli) = det M(gli) =1, M(detgF) =det M(¢F) = 1.
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Entonces, deducimos que det gljE = Vi ,det g = %" con wli, VvE € AP,y M (wli) = MF) =
0. Por la demostracién del Teorema 3.23, ind (det g*) = ind c1+ donde

cy = (det gi)e_(l_“)d’li_“w?
=[(1- u)ed’li +uel 4 §Sc]e_(1_“)wli_“ﬁ € GCpu(R).

De aqui, ind (det g*) es un niimero entero junto con indc.. Andlogamente, se puede ver que
ind (det g(jt) son enteros para todas las funciones matriciales en las familias de homotopia g(;t
(0 € [0,1]) construidas en la prueba del Teorema 4.13 y tal que géﬁ = g%, gli = In. Entonces,
debido a la estabilidad del indice de Cauchy (3.51), obtenemos

ind (det g*) = ind (det gF°) = ind (det gi°) = ind (det Iv) = 0. (4.41)

Por la propiedad logaritmica (3.52) del indice de Cauchy (3.51) y por (4.41), deducimos de la
igualdad deta = det g~ - detb - det g™ que

ind (det @) = ind (det g~) + ind (det b) + ind (det g™) = ind (det b). (4.42)

Como las familias continuas W (g;") son homotopfas de los operadores W (g*) al operador iden-
tidad I en el conjunto de operadores Fredholm, inferimos de (4.41) que

Ind W (g%) = Ind I = 0. (4.43)
Finalmente, las igualdades (4.39)—(4.40) y (4.42)—(4.43) implican (4.35). |

4.6. Un criterio de invertibilidad para operadores de Wiener-Hopf con simbo-
los matriciales casi periddicos: pesos de Muckenhoupt especiales.

En esta seccién consideraremos los pesos w & Ag(R) que satisfacen la condicién

lim supess |Inw(z) —Inw(y)| = 0. (4.44)
|t|=00 5 ye[t, t+1]

El Ejemplo 2.22 y [9] nos dan una muestra abundante de tales pesos. Por [57], cualquier peso
w € AY(R) es equivalente al peso w € C(R) dado por (2.21). Ademads, (2.21) implica que
1/2
Inw(z) — Inw(y)| g/ | In(w(z + 1) — In(w(y +1))]|dt,
—1/2

de lo que se sigue debido a (4.44) que w también satisface (4.44). De aqui, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que w € C(R) N Ag(R). Entonces, para cada A € R, deducimos
de (4.44) que

M c C(R) y  lim wvy(z) =1. (4.45)

’U)\(JZ) - w(m) |z|—o00

Como ||vy]lec > 1 para todo A € R debido a (4.45), concluimos que

G[APW, w]nxn C GAPWNyN, GIAPW S Inxn C GAPWR,

para todo N € N en vista de la relaciéon

S laslloney <37 Nlallon [[oalls.
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Teorema 4.17 Sean 1 <p < oo, N €N, w € Ag(R) y supongamos que la condicion (4.44) se
cumple. Sia € [APW,,,|Nxn, entonces el operador W (a) es invertible en el espacio LY (R4, w)
si y solo si a admite una factorizacion candnica derecha APW .

Demostracién.

Necesidad. Sea a = ), axen € [APW)p w]nxn- Ya que el operador W (a) es invertible en
el espacio LR (R4, w) si y sélo si el operador A = xW%(a) + x_I es invertible en el espacio
L?V(R, w), y como el operador

A= (x4a0+x-)I + Z/\#O X+axUx € Viyn,

deducimos del Teorema 4.3 que el operador inverso A~! también pertenece a VYV, . Entonces, en
vista de (4.4) y la estimacién [|Uy | gr®,w)) = [[Vallc > 1, los operadores mutuamente inversos
Ay A7! también son acotados en el espacio LA (R). De aqui, el operador W (a) con simbolo
a € [APW,u|nxn C [APW]nxn es invertible en el espacio LY (R4). De [14, Corolario 19.11],
deducimos que la funcién matricial @ admite una factorizacion canénica derecha APW,a = a_a4
con ayt € GAPWﬁxN.

Suficiencia. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que w € C(R) N Ag(R), lo cual
implica (4.45). Como a € APWxnxn y a admite una factorizacién canénica derecha APW,
deducimos de [14, Corolario 19.11] que el operador W (a) es invertible en el espacio L% (R.).
Definamos xp(x) := x+(x — h) para todo x,h € R. Obviamente, para cada h > 0 el operador
xnW (a)xn es invertible en el espacio x, Ly (R+) y

-1
sup 1O (@)xn D)™ 5y 2 Ry < O

De aqui, para cada h > 0 el operador th_IW(a)wth es invertible en el espacio XhLﬁ’V(RJr, w)

y

-1 -1
21;13 H(th W (a)wxnpl) HB(XhL’J’\,(R+,w)) < 00. (4.46)

Como a =), ayex € [APWp w]nxn C APWNxN ¥ ya que
w_1W(a)wI = Z/\ axv_ Uy,
de (4.45) se sigue que
; —1 —
hh_}n;O | xpw™ W (a)wxpl — XhW(a)XhIHB(Xth\,(R+7w)) = 0. (4.47)

Como los operadores xp,w™'W (a)wxy] son invertibles en los espacios x5 LY (R4, w), deducimos
de (4.46) y (4.47) que para h > 0 suficientemente grande, el operador x,W (a)xI es invertible
en el espacio x5, LY (R4, w). De aqui, en vista de W (a) = U_p,x,W (a)xnUp, el operador W (a)
es invertible en el espacio LY (R4, w). |

Observacién 4.18 Si a € [APW, w]nxn y W (a) es invertible en LY (R4, w) para algin p €
(L,oo) yw € Ag(R), entonces, por la prueba de la necesidad del Teorema 4.17, el operador W (a)
es invertible con los mismos inversos en todos los espacios Ly (R,w) siempre que r € (1,00),
we AAR) y [[w(() + A)/wlloo < |lvallo Para todo A € R.
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4.7. Una aplicacion de los operadores pseudodiferenciales
Dada una funcién a : R — C, sea Cp(R) := C(R) N L*(R) y
cmg(a) := méx {|a(z + h) — a(z)| : h € [-1,1]}

una oscilacién local de a en el punto x € R. De acuerdo con [20, p. 122], una funcién a € Cy(R)
es llamada lentamente oscilatoria en oo si

| 1|1'm emg(a) = 0.

Sea CM(R) el C*-dlgebra de todas las funciones f € Cp(R)que son lentamente oscilatorias en
o0. De acuerdo con [41, Observacién 6.4], introducimos también el C*-dlgebra

CM(Rz) = {f € Cb(Rz) : x’ylinioo Cm(x,y)(f) = xﬂlinioo Cm<m7y)(f) = 0} (4.48)
donde
Mgy (f) == méx{‘f(iﬂ + hi,y + ho) = f(z,y)] - hi,hy € [-1, 1]}- (4.49)

Anslogamente, para b(x,y, 1) € Cy(R2, V(R)), definimos
cm&y)(b) = méX{Hb(:E + hi,y + ha, ) — b(z,y, )HOO s hy,hg € [—1, 1]}

Sea £F el C*-4lgebra de todas las funciones b € Cp(R?, V(R)) tales que la funcién V(R)-valuada
(z,y) — b(x,vy,-) es uniformemente continua en R?,

, R LN T
|flzlwlllof;le%“b(%y7 ) =@y )y =0

donde b"(z,y, i) := b(z,y, u + h) para toda (z,y,n) € R, y

’ C _ 7 C —
x,yh—>nloo emy (b)) = w’ylin}rm emg ) (b) = 0.

En vista de [40, Teorema 3.1], el operador pseudodiferencial a(z, D) con un simbolo a(xz,u) €
Cy(R,V(R)) definido para funciones f € C§°(R) por la integral iterada

e D)) = 5= [ dn [ oo pw)dy. para 2 R,

se extiende a un operador lineal acotado en cada espacio de Lebesgue LP(R), p € (1,00).
Por [41, Teorema 4.1], si 8ﬂ8§b(ac,y,u) € Cy(R?,V(R)) para todo k,j € 0,1,2, entonces, el
operador pseudodiferencial B definido para funciones en f € C§°(R) por la integral iterada

(BI)) = 5 /R dp /R b(a,y, p)e T f(y)dy, para @ € R, (4.50)

se extiende a un operador lineal acotado en cada espacio de Lebesgue LP(R), 1 < p < o0.

Dado un peso w € AY(R) que satisface (4.44), y repitiendo el procedimiento (2.21) de [57],
podemos construir un peso equivalente w € Ag(R), n veces continuamente diferenciable y que
satisface (4.44), donde n es un nimero en N. Més atn, por (2.21) y (4.44),

(nw)(z) =lnw(r+1/2) —lnw(z —1/2) - 0 cuando |z| — oco.
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De aqui, si w € AY(R) N C"(R) para un n € Zy donde Zy := {0,1,2,...}, entonces (Inw)’ €
C"(R) y (Inw)¥*(c0) = 0 para todo j = 0,1,...,n.

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que w € AY(R)NC?*(R), (Inw)’ €
C2(R) y (Inw) (o) = 0.

Por analogia con [70, Lema 1.1], obtenemos lo siguiente.

Lema 4.19 Sean p € (1,00), w =€ € AY(R)NC'(R), V' € C(R), v/(00) = 0. Entonces para

cada 1 > 0 las funciones 1 y y(x) := tanh(nz) pertenecen al dlgebra de Banach Cp(R), y la
cerradura en Cp,(R) del dlgebra generada por estas dos funciones coincide con Cp.,(R).

Demostracién. Obviamente, las funciones 1 y 7 estdén en C(R) N Vi(R) C C,(R). Para
probar la segunda parte del lema, observemos que 7 : z + tanh(nz) es un homeomorfismo de R
sobre [—1, 1]. Consideremos el operador

Q'y : C[_lvl] - C(ﬁ)7 f = fo’y,

Claramente, (), es un isomorfismo isométrico, que también preserva la variacion total debido
a la monotonicidad de 7. Sea C1[—1,1] el espacio de las funciones que son continuamente dife-

renciables una vez en [—1,1], y sea B, la cerradura en Cp,,(R) del dlgebra generada por 1y
7.

Primero mostraremos que Q,(C'[—1,1]) C B,,. En efecto, sea f € Q,(C'[—1,1]), ¢ =
Q5 1f. Aproximando ¢ por una sucesién de polinomios ¢, en la norma de C'[—1,1], vemos
que ¢, también se aproxima a ¢ en la norma de V[—1,1]. De aqui, la sucesién f,, = Q¢n, se
aproxima a f por ambas normas de C(R) y V1(R). Entonces, por la desigualdad de Stechkin, f,,
es una sucesion de Cauchy en M, ,,. Como f,,, € By, concluimos que f € B ,, como queriamos.

Ahora mostremos que C(R) N Vi(R) C By Fijemos f € C(R) N Vi(R). Por la prueba de
[70, Lema 1.1], existe una sucesién de funciones f,, € Q(C'[—1,1]) que se aproxima a f en la
norma de C(R) y es uniformemente acotada en la norma de Vi(R). Por la parte ya probada,
fm € Br para todo r € (1,00), w € A%(R). Es claro que f € M, para tales r y w. Por otra
parte, f,, también converge a f en la norma de M.

Si w € Ay(R), entonces w'*? € Ap(14¢)(R) siempre que |e| y [d] sean suficientemente pe-
quenos (ver, por ejemplo, [27, Capitulo 6, Corolario 6.10] o [9, Teorema 2.31]). Ademds, si
w e AS(R), entonces w'* € Ag(1+e)(R) para || y |d] pequenos. Claramente, si p # 2, entonces

existen |e| > 0y § > 0 suficientemente pequenos tales que

1

1-2e(p(l+e)—2) =(1+6"

donde ¢ > 0'sip € (2,00) ye < 0sip e (1,2). Tomando r := p(l +¢), w = w!'™ yt :=
(1+6)~! €(0,1), obtenemos

=, w=11t (4.51)

Sip=2yw# 1, obtenemos otra vez (4.51) parar:=pyt:= (1+5)~! € (0,1). Por el teorema,
de interpolacién de Stein-Weiss [74], deducimos de (4.51) que

WO = Dllszrmy < 17 En = Az IV En = Dl @)
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lo que implica, en vista de la uniformidad acotada de || f,, — f|las,. con respecto a m que
limy,—co || fm — flla,,., = 0. Entonces, f = lim f,, pertenece a By, ,, junto con todos las f,. Por
lo tanto, C(R) N Vi(R) C By, y de aqui By = Cpu(R). |

Lema 4.20 Sea p € (1,00), w = ¢’ € AJ(R)NC'(R), v/ € C(R), y v'(c0) = 0. Si u(p) =
tanh(nu) para p € R donde 0 < n < (7/2)||v'||=!, entonces el operador

wWO(uw)w™ T — WO(u) (4.52)
es compacto en el espacio LP(R).

Demostracion. Por la desigualdad de Stechkin, u € C’p,w(ﬁ), y por lo tanto el operador de
convolucién WO(u) = F~luF es acotado en el espacio LP(R,w). Sea

v(z) —vly) (4.53)

v(z) :=Ilnw(z), my(x,y) = T —y

Ya que w satisface (4.44), sin pérdida de generalidad supongamos que w € Ag(R) N C3(R)
y (nw) € C*(R) c SO(R). Entonces por [41, Lema 8.1] las funciones (z,y) ~— %mv(az,y)
pertenecen a SO(R?) para todo j = 0,1,2, donde SO(R?) est4 dado por (4.48)—(4.49).

Ya que u(—pu) = —u(p) y wWO(u)w=tI € B(LP(R)), para f € C§°(R) obtenemos

(W ()™ ) () = - / i [ (e )y
L i [ et
~5 /R dp /R ulp + imy (2, 9)]e’ " £ (y)dy. (4.54)

Como w € AS(R) y v € SO(R), deducimos que |m,(z,y)| < |[v']|s para todo z,y € R, y de
aqui [nmy(z,y)| < 7/2, lo que implica que la funcién

b(x,y, 1) := ulp + imy(z,y)] = tanh [n(u +im,(z,y))] (4.55)

estd bién definida. Como la funcién u(z) es analitica en la banda {z € C : 2p[Imz| < 7},
representando operadores pseudodiferenciales via integrales oscilatorias (ver, por ejemplo, [63],
[41]), podemos reemplazar R — im,(x,y) en (4.54) por R por analogia con [63, Teorema 4.5.3].
Se ve facilmente que

000b(x,y, 1) € E5 C C(R*,V(R)) (k=0,1,2).
De aqui, por (4.54), (4.55) y [41, Teorema 4.1], obtenemos
wWO(u)w I = —-B, (4.56)

donde el operador pseudodiferencial B € B(LP(R)) estd dado por (4.50). Ya que my(z,z) =
v'(z), deducimos de (4.55) que

u(x, p) == bz, x, p) = ulp + ' (z)] = tanh [n(p + iv'(x))],
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donde la funcién tanh [n(u + iv'(z))] es acotada ya que 27|t/ < 7. Consecuentemente, de
[41, Lema 3.4 y Teorema 4.4] se sigue que el operador B — u(x, D) es compacto en el espacio
LP(R). Esto junto con (4.56) demuestra que el operador wW°(u)w=I + @(x, D) es compacto
en el espacio LP(R).

Como u(x, ) € C(R,V(R)) y u(z, p) — u(p) = 0 para todo (z, ) € (R x R), deducimos
de [40, Corolario 4.3] que el operador u(z, D) + W°(u) es compacto en el espacio LP(R). De
aqui, el operador (4.52) también es compacto en LP(R). |}

Corolario 4.21 Sip € (1,00), w = ¢’ € AJR)NC'R), v/ € C(R), y v'(c0) = 0, entonces
el dlgebra de Banach Cp.,(R) se encaja continuamente en el dlgebra de Banach C,(R), y para
cada f € Cpy(R),

£ llaz, < NF - (4.57)

Demostracién. Fijemos n € (0, (/2)||v'[|5}) y tomemos v(x) = tanh(nz). Sea g, := Py 07.
Obviamente, las funciones v y gy (n € N) pertenecen a Cj, ,(R) N Cp(R). Por el Lema 4.20, el
operador wWO(y)w™'I —W?%(5) es compacto en el espacio LP(R). De aqui, para cada polinomio
algebraico P,, el operador wW?(P, o y)w= I — W°(P, o) también es compacto en el espacio
LP(R). Entonces obtenemos

HQ”HM,, = HWO(Q")HB(LP R)) — KE,C&E( R)) HWO(Q”) * KHB(LP (R))
= Ke,g&ﬁ HU’WO (gn)w™'1 + KHB(LP(R = HU’WO (gn)w _1IHB (LP(R))
= [|[W°(gn HB(LP Ruw)) HQNHMP,w' (4.58)

Por el Lema 4.19, cada funcién f € C,,,(R) puede ser aproximada en la norma de Cj,,(R)
por las funciones g,. De aqui deducimos de (4.58) que la sucesién {g,} también converge en la
norma de C,(R), y la funcién limite coincide con f. Por lo tanto, el espacio C,.,(R) se encaja
continuamente en C,(R), y (4.57) se cumple para toda f € Cp,(R). |

Aproximando las funciones en u € C),(R) por las funciones g, = P, o« en vista del
Lema 4.19 y el Corolario 4.21, deducimos del Lema 4.20 el siguiente corolario.

Corolario 4.22 Sip € (1,00), w = e’ € A)(R)NC'(R), v/ € C(R), y v'(c0) = 0, entonces
para cada u € Cp,(R) el operador (4.52) es compacto en el espacio LP(R.).

4.8. Teoria de Fredholm para operadores de Wiener-Hopf con simbolos ma-
triciales semi-casi peridédicos: pesos de Muckenhoupt especiales.

Lema 4.23 Sea 1 < p < oo, N € N, w € Ag(R), y supongamos que (4.44) se cumple. Si
a € [SAP, wINxN s ai,ar € [APW,, w|nxn y €l operador W (a) es Fredholm en el espacio LY, (R..),
entonces el operador W (a) es Fredholm en el espacio LY (R, w), y el Ind W (a) en los espacios
LY (Ry) y LY (Ry,w) es el mismo.

Demostracién. Como APW, ., C APW y C,,(R) C C(R), concluimos que a € SAPyyy
y a,ar € APWnyn. Entonces el operador W (a) es acotado en ambos espacios LY (R4) y
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LY (R4, w). Ya que el operador W(a) es Fredholm en el espacio LY (R4), deducimos de la
relacién
xeW(a)xal = xisW°(a)xnl = Unx+W°(a)x4-U_p, = UyW (a)U_p, (4.59)

que los operadores x,W(a)xpl = UhI/V(a)Uh_1 son Fredholm en los espacios x5 LY (R+) para
todo h > 0, y sus regularizadores

(W (a)xn D)™ = U [W () VU,
satisfacen la condicién

(-1 (-1
sup [| 0 (@i D)™y, g, < NV @1 lpas, ) < 00 (4.60)

Por el Corolario 4.22, el operador

wW(a)w T = (wWO(a)w™ ) (wW°(u_)w I
+ (W (@) w™ ) (wWO(up )w™ I +wW(ag)w ™I € B(IR,(R))

puede ser reescrito en la forma
wW(@)w T = (wW°(a)w YW (u_) + (wW(a, ) w YW (uy) + W (ap) + K (4.61)
donde K es un operador compacto en B(LY(R)). De (4.44) y (4.47), obtenemos

hlin;lo W0 (ar)I — thwo(al)w_lluB(L’fv(R)) =0

m ||xn, W (ar)I — xpwW(a,)w || =0 (4.62)
h1—>H;o Xh Qr XprW Qr )W B(IX(R)) —
Tomando en cuenta (4.61) y (4.62), deducimos que
hlir{)lo HthO(a)XhI - thWO(a)w_lth|‘B(L7V(R)) =0. (4.63)

De aqui, de acuerdo con (4.63) y (4.60), concluimos que para h > 0 suficientemente grande el
operador xpwW (a)w™ xpI = xpwW(a)w™'x,I es Fredholm en el espacio x, LA (R4) al igual
que el operador x,W(a)xpI, e

Ind (xpwW (a)w™ xpI) = Ind (x, W (a)xp1). (4.64)

Esto implica que el operador x,W(a)xpI es Fredholm en el espacio XhL‘?V(RJF,w), y el
Ind (x,W (a)xpI) es el mismo en los espacios x, LR (Ry,w) y xp LY (R4). Finalmente, de la
relacion

W(a) = U_n(xaW (a)xnI)Un

se sigue que el operador W (a) es Fredholm en el espacio LY (R4, w), e
Ind W(a) = Ind (xp, W (a)xnI). (4.65)

Por lo tanto, de (4.65), el Ind W (a) es el mismo en los espacios LY (R4) y LY, (Ry,w). |
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Teorema 4.24 Sean 1 < p < 0o, N € N, w € AS(R), y supongamos que (4.44) se cumple.
Sia € [SAP, wINxN Y ai,ar € [APW, wNxN, entonces el operador W (a) es Fredholm en el
espacio LY, (Ry,w) si y sdlo si se satisfacen las siguientes tres condiciones:

(i) a < GSAPNXN,

(ii) a; y a, admiten factorizaciones candnicas derechas APW
1 1
(i)~ +on arg &;(d~" (a,)d (@) ¢ Z

para todos los valores propios &; = &;(d~Y(a,)d(a;)) de la matriz d=Y(a,)d(a;).
Si W (a) es Fredholm, entonces Ind W (a) se calcula por la formula (4.35).

Demostracion. Necesidad. Sea
a = aqu_ + a;uy + ag, (4.66)

donde a,a, € [APW,u]Nxn, ur = 271 & tanhz] € [Cpow(R)Nxn, a0 € [Cp,w(R)]NxN, y
agp(o0) = 0.

Si W(a) es Fredholm, entonces a € G[SAP, ,|nxn por el Teorema 4.7, y W(a;), W(a,)
son invertibles en LY (R4, w) debido al Corolario 4.10. De aquf a; y a, admiten factorizaciones
canédnicas derechas APW en vista del Teorema 4.17. Esto prueba la necesidad de (i) y (ii).

Ahora supongamos que (i) y (i) se cumplen. Sean a; = a; a;" y a, = a, a;" factorizaciones
canodnicas derechas APW de a; y a,, respectivamente. Podemos escribir

ay = ap M~ (a7 )d(ar) M~ (a] ),
ar = a; M~ Ya )d(a, )M (a])a .

T

(4.67)

Claramente, para cada ¢ > 0 existen polinomios matriciales casi periédicos ’dli, ar ¢ GAPVV;X N

tales que, para a; := a; d(a;)a;" y a, :== a, d(a,)a;,
HW(al) - W(al)HB(L’;V(R+)) <¢, HW(QT) - W(aT)HB(LTJ’\,(RJr)) <¢, (4'68)
M@ ) =M@, ) =M(@") =M@ ) =1 (4.69)

Como el operador W (a) = x+W?(a)x+I es Fredholm en el espacio LY (R, w), deducimos
que para cada h > 0 el operador

xaW (@) xnI = xsWo(a)xnI = Upnx+W°(a)x+U_p, = UyW (a)U_y,

es Fredholm en el espacio XhLﬁ’V(RJr, w). De aqui, para cada h > 0, el operador x,wW (a)w ™y,
es Fredholm en el espacio x, L%, (Ry). Por (4.44) y (4.47),

i (|x (W (ar) — wW (a)w™ 1] | 510 g, )) =0

| ) (4.70)
i [xn [W(ar) — wW (ar)w™ 1] || p g,y =0,

y, andlogamente, 1
hh_}ngo |xn [W (@) — wW (@)w 1] HB(L?V(RH) =9 (4.71)

Jim [[xn [W(@r) = wW (@) w™ 1] || p g,y =0
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De aqui deducimos de (4.68), (4.70) y (4.71) que para cada £ > 0 existe un h > 0 tal que
HXh [wW(al — ?il)w_ll]
HXh [wW(ar — Er)w_lf]

s zs, @, ) < 22

(4.72)

ez, ) < 22

Junto con la funcién matricial a € [SAP,,|nvxn dada por (4.66), introducimos la funcién
matricial @ = qu_ + a,uy + ag € [SAP, w|nxn- Por (4.72),

HXh [U)W(a)u)_l _ wW(a)w_l] XhIHB(LIJ’\,(RJr)) < 2eméx |lu||n,.,, - (4.73)

Como el operador x,wW (a)w™'x,I es Fredholm en el espacio x, LA (R), podemos elegir £ > 0
en (4.73) suficientemente pequefio tal que el operador y,wW (@)w ™!y, I también sea Fredholm en
el espacio x, LR (R4). De aqui el operador x, W (a)xnI es Fredholm en el espacio x5 LY (R4, w),
lo cual, en vista de x, W (@)xnI = UyW (@)U, * implica que el operador W (@) es Fredholm en el
espacio L‘?V(R%w). Pero las funciones matriciales a;, a, admiten factorizaciones candnicas de-
rechas APW con factores 'dli,'d;—L € GAPVV]%X N due son polinomios matriciales casi periédicos.
Entonces Efc, ar e [APWpfw]NxN. Ademsds, como a;, a, € [APW,, |nxn NG[APW|nx N, dedu-
cimos de la Proposicién 4.5 que a;, a, € G[APW,, ,|nxn. Consecuentemente, de las relaciones

(@)t =dg e, @) =g g d),
(@)t =d(e)gfa !, @H ™ =4 e d(ar)

tenemos que (a:-)~!, (aF)~! e [APW;5,]nx N Por lo tanto, ?ili,?iﬁc € GI[APW;,Inxn.

De aqui, sin pérdida de generalidad podemos suponer que las funciones matriciales originales
a, ar € [APW), »]Nxn admiten factorizaciones canénicas derechas APW con factores ali, af ¢
G[APWpfw]NxN. Sean

o =ay M~ Ya;), ¢ =M Ya)a),

4.74
or =a, M Yay), ¢ =M a)a) )
Por (4.67) y (4.74),
a =@, d(a)e,  ar = d(a)e)
Como (pl:tvgo;!: € G[APW;:w]NXN C G[AP;,:UJ]NXN y
M(p;)=M(p;) = M) =M(pf) =1, (4.75)

deducimos del Teorema 4.13 que existen funciones matriciales b € G[Cp(R)NxN ¥

9+ € G[SAP, y]nxn N G[Dpw t]nxn

tales que a = g_bgy y b(—o0) = d(a;), b(+00) = d(a,). Entonces, por el Lema 2.31, el
operador W (b) es Fredholm en el espacio LY (R4, w) lo mismo que W (a). Finalmente, como

b € G[Cpw(R)|Nxn, deducimos del Teorema 2.26 que la condicién (iii) también se cumple.
Suficiencia. Como APW,.,, C APW y C,.,(R) C C(R), concluimos que a € SAPyxN ¥
ay, ar € APWpx«n. Entonces, si se cumplen las condiciones (i)—(iii), de [14, Corolario 19.17] se
sigue que el operador W (a) es Fredholm en el espacio L?V(RJF). Entonces, por el Lema 4.23, el
operador W (a) es Fredholm en el espacio Li (R4, w).
Indice. Por el Lema 4.23, el Ind W (a) es el mismo en los espacios LY (R4, w) y LY (Ry). De
aqui, deducimos de [14, Teorema 19.6] que el Ind W (a) en el espacio L, (R4, w) es calculado

por la férmula (4.35). |}
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4.9. Operadores de convolucién con simbolos semi-casi peridédicos sobre la
union finita de intervalos

En [4, Lema 2.3] fue probada la siguiente afirmacién abstracta.

Lema 4.25 Sean V,,, (m = 1,2,...,N) operadores lineales acotados que actian en un espacio
de Banach X, invertibles por la izquierda con inversos izquierdos acotados V1, y sean xm (m =
1,2,...,N) las proyecciones acotadas definidas por
Xm =ViVa o Vi1 (I = Vi, Vi DVt vyt (4.76)
Entonces, para cualesquiera operadores acotados Wy, (m =1,2,..., N) se tiene
[T 0 0 o 1rv?t o 0 0
0 I 0 0 0o V! 0 0
0 0o ... I 0 o 0 .. Vit 0
| WiV W Ve oo WaWIVe--- Vi Wo || x1 x2Vi .. xevViVa -V ViVo - Vv |
vt o0 L 0 0 1
o vt oL 0 0
0 0o ... Vit 0
| W WLV Lo WAV Ve ViVa--- Uy |
donde N N
WO = Zm:l Wme + <I - Zm:l Xm)
)
vl oo L 0 0 17" [M o ...0 x T
0o vt 0 0 0 Vo ...0 Vilxe
0 0 ... v 0 0 0 ... Vy Vit VWit
L X1 X2V1 XNV1V2’”VN_1 V1V2VN_ _0 0 ... 0 V]\_fl"'Vz_lVl_l |
(4.78)

Sea J = U%Zl Jm, donde J,,, son intervalos de R que pueden tener sélo extremos en comun.
Consideremos el operador del tipo de convolucién

Wy LP(J,w) — LP(J,w), frery (Zizl ko * (ijf)> (4.79)

donde ky, son distribuciones tales que K,, = Fk,, € Lo(R), r; es el operador de restriccién
sobre J,y f € LP(J,w) es extendida por cero a R\ J. Supongamos ahora que J,,, m = 1,2,... N,
son los intervalos [ag,a1], [a1,a2],...,|an—1,an], respectivamente, donde 0 = ag < a1 < az <
Lo<any < 00.
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Es obvio que el operador W : LP(J, w) — LP(J,w) es equivalente al operador
—~ N
Wyi=xe o F KnFxs, + (= xs): PRy, w) = IRy w), (4.80)

donde x4 = xR, -
Param =1,2,..., N, haciendo

ijl: = X+f_lei"/mf: Lp(R+7w) - LP(R+7w)7

WE =, F 'K, F: LP(Ry,w) — LP(Ry,w), (4.81)
donde 7, estdn dados por v, = an — am—1 (m =1,2,...,N), concluimos del Lema 4.25 que
los operadores

— N N
Wy=> " Waxm+ (I=3 xm): (4.82)
donde x = x4, (m=1,2,...,N), vy
vt o0 L 0 0 l
o vt 0 0
We=| Y : : , (4.83)
0 0o ... Vil 0
| W Wi o WV Vv iV V|
son equivalentes, y ademéds (4.76) se cumple. Por otro lado,
We = x+F 'GF : LE(Ry,w) — L2 (R, w) (4.84)
donde n = N + 1,
ey, 0 ... 0 0 ]
0 Cry e 0 0
0 0 e—yn 0
L Kl nggl N KN€5N71 €en |
Ym = Qm — Qm-1, Em =71+ " +Ym (Mm=12,...,N), (4.86)

v ey (v € R) es la funcién dada por e,(£) = €%, ¢ € R. Entonces, por analogia con [4,
Corolario 2.4], obtenemos el siguiente resultado del Lema 4.25.

Corolario 4.26 Los operadores (4.79), (4.80) y (4.84) son equivalentes. En particular Wy es
inwertible si y sélo si Wg lo es, y

Wit = (x1, xaVi, -, xaViVa -+ Vi1, ViVa - - Vi ) W5 1(0,0,...,0, )T . (4.87)
Del Corolario 4.26 y el Teorema 4.16 se deduce el siguiente teorema.

Teorema 4.27 Sean 1 <p < oo, w € Ag(R) yKi,...,Kny € SAP, ,,. Sea G € [SAP, |nxn la
funcidn matricial dada por (4.85) y supongamos que sus representaciones casi periddicas Gy y

G, tienen factorizaciones derechas AP, . Entonces el operador de convolucion Wy : LP(J, w) —
LP(J,w) definido por (4.79) es Fredholm si y sdlo si

G € GSAPyyn, (G =r(Gy)=(0,...,0) (4.88)

y alguna de las siguientes condiciones equivalentes se satisface
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1 1
(i) . + %argé’j ¢ Z para todos los valores propios & (j = 1,2,...,n) de la matriz

d_l(GT)d(Gl);
(ii) sp(d=1(G,)d(G))) N {7"627”/‘1 :r€[0,00]} = @.

Si Wy es Fredholm, entonces

(11
IHdWJ = IndWG = —ind (det G) + % - Z {5 + % argﬁj}. (489)
j=1

5. Operadores (E: Wiener-Hopf con simbolos matriciales en
[Sop,w’ Cp,w (R)]NXN

5.1. Operadores de convolucion desde el punto de vista de operadores pseu-
dodiferenciales

Denotemos por K la distribucién cuya transformada de Fourier es a. Supongamos que a €

C3(R\ {0}) v
Ay =DV gy <00 (1=0,1,2,3) (5.1)

donde (Da)(\) = Ad’()\) para X € R.

Msés adelante necesitaremos la siguiente descomposicién diddica (ver, [73, Capitulo VI, Sub-
seccién 4.1]). Sea n una funcién C* con soporte compacto y tal que n(\) = 1 para |A| <
1, n(A\) =0 para |\| > 2, y n es monétona para 1 < |A| < 2. Sea §(\) = n(A) —n(2\). Entonces
tenemos la siguiente “particion de la unidad”:

1= Jff 5(277)\) paracada X € R\ {0}, (5.2)

j=—o0

donde §(277)\) tiene soporte en los conjuntos 2/~! < [A\| < 27+, y para cada A € R\ {0} hay a
lo més dos términos distintos de cero en (5.2). La serie (5.2) converge puntualmente.
Para cada j € Z, sea

1

Kj(z) == o Jn

a;(N)e™ N, aj(N) == a(N)F(279N). (5.3)

Siguiendo [73, p. 244] probamos la siguiente afirmacién.

Lema 5.1 Siac C3(R\{0}) y

A, = sup (IAPIBa) V) <00 (7=0,1,2,3), (5.4)
AeR

entonces para cada oo = 0,1 y cada v =0,1,2,3,

[(d3K) ()] < Ay - |7 - 200 (5.5)

donde las cotas A o son independientes de j € Z.
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Demostracién. Observemos que
1

(—iz) (d3Kj)(x) = o= [ aj(A)(=iz)795{e™*}dA
2 R
R N
2T R
1 (5.6)
= — [ a;(N)EN*(=1)78]{e*1dA
2 R
S / & {a;(\) (iN)* e d,
2 R
donde la dltima igualdad es obtenida por integracion por partes.
Si a = 0, entonces, por la regla de Leibniz,
d{a;(N)} = & {a(N)d(277N)}
2l . . (5.7)
= 3 (})@ame @ e,
B=0 b

De aqui, tomando en cuenta (5.4) y la estimacién por abajo |A\| > 2/=1 del soporte de §(277 ),
inferimos de (5.7) que

.
YN 5 oG=1)(=8)o—j(v— _
o] < 3 (3)A20 20 I
AN S (5.8)
- (Z <ﬁ> Aﬁ2ﬁ\|d1_ﬁ5\|Lw(R)>2_” = A, -279.
£B=0

Ya que el integrando en (5.6) tiene soporte en el intervalo |A| < 2771 de longitud 4-27, deducimos
de (5.6) y (5.8) que

4 ~
2| ()] < 5 Ay 207 = Ay 20D, (5.9)
lo que da (5.5) en el caso a = 0.

Si a = 1, entonces por analogia obtenemos

d}{a;(N)ir} = dJ{a(N\)§(27IN)ir}

—Z( ) W27 @02 NiA+ (v = 270D @ P )2 i,
de donde
|07 {aj(A)ix}|
< Z( >A62(] 1)( )[2 iv=8) ||d“’ ﬁ5|| 23+1 (7—ﬁ)Q_j(“/_ﬁ_l)\|d7_5_15\|Lm(R)}

Y
AN _ L o
) (Z <6>A526 28 o ry + (7 = DI} lanmm])m .

=0
= A,y - 20077, (5.10)
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Finalmente, por (5.6) y (5.10),
|$|’Y|K’( )| < ;A 1202=7) = A 21(2=7)
lo que es consistente con (5.5) para a =1. |
Vemos de (5.8) a (5.11) que para cada a =0,1y v=0,1,2,3
Ao <Cyaméx{Ag: f=0,1,...,7}
donde las constantes C o dependen sélo de v y . Tomando en cuenta las igualdades
D% = a, D'a = zd, D*a = zd + 2%d", D3a = zd’ + 32%a" + 234",
que implican las relaciones
2?d" = D?a — D'a, 234" = D3a — 3D%a + 2Da,
concluimos que
% méx{ A, A1, Ay, Ay} < méx{Ag, Ay, Ay, Ay} < 6max{Ag, Ay, As, As}.
Como un resultado, (5.12) y (5.13) implican las estimaciones

A«/,a < 6Cy,a HléX{Am Ay, A, A3} (Oé =0,1; v=0,1,2, 3)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

Siguiendo la demostracién de la Proposicién 2(a) en [73, p. 245] obtenemos el siguiente

resultado.

Lema 5.2 Sia € C3(R\ {0}) satisface (5.1), entonces la distribucion K, cuya transformada

de Fourier es a, coincide con una funcion K(-) diferenciable en R\ {0} tal que
(D2K)(x)| < Al|z|™" paracada x € R\{0} ycada o=0,1,
donde las constantes Al son estimadas por
AL < C méx{Ag, Ay, Az, A3}
y las constantes C!, € (0,00) dependen sélo de .

Demostracién. Aplicando la descomposicién diddica (5.2), obtenemos

(5.15)

(5.16)

+oo —+00
ad) = > aMNs2N = D a;j(N).
j=—00 J=—o0
Como __,@j(\) converge a a()\) uniformemente en compactos de R \ {0}, se sigue que
] n@

> n X converge a K en el sentido de distribuciones. Serd suficiente estlmar > lda Kj(2)]

para z # 0.
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Usando (5.5) paray =0y a = 0,1 se tiene

S K ()] < dge Y 20

29 <a] -1 2 <Jaf -1
9io(x)(1+a) Ao

1 —2-0+a) — 1 - 92-(1+a)

(5.17)

0 71 = AT

donde jjo(r) es el maximo entero j que satisface la desigualdad 2/ < |z|~!. Similarmente, con
v = 3, para a = 0,1 uno obtiene

> K ()| < Agalz? D 2Hed)
25 >|z|~1 27> |z|~1 (5.18)

_201(@)(a=2) As _ _ -1
= Agala P2 < A e ape = Afaf e,

donde ji() es el menor entero j que satisface la desigualdad 2/ > |z|~!. Consecuentemente,
para o = 0,1,

+o0o
(DEK)@)| < D [af*|(dK;) (2)] < (AL + AD)|a| ™ =2 ALJa] ™
j=—00

donde las constantes A/, son estimadas por (5.16) debido a (5.17), (5.18) y (5.14). |}

Se sigue de (5.15) que K(-) es un ntcleo clésico de Calderén-Zygmund cuyas constantes A/
(ae =0,1) son estimadas por las constantes A, del simbolo a de acuerdo con (5.16). Por lo tanto,

|K(z)| < Aplz) 71, |K'(z)| < Aj|z|™? paracada z € R\ {0} (5.19)

Es bién sabido (ver, [25, p. 248]) que el operador clasico de Calderén-Zygmund dado por
TH)@) = vo. [ K=niwiy. oeR. (5.20)

donde K es un nitcleo de Calderén-Zygmund que satisface (5.19), es acotado en cada espacio
de Lebesgue con peso LP(R,w) (1 < p < oo, w € Ap(R)). Queremos estimar ||T')|z(rr(Rr,w))
via C' := max{Ag, A1, A, As}. Para hacer esto necesitamos analizar una parte de resultados
conocidos.

Primero que todo, siguiendo [1], vamos a considerar la estimacién de [|T|gr®,w)) Via
| M|5(zr (R, w)) donde M es el operador maximal de Hardy-Littlewood,

(Mf)(x —supm/yf Aldr, z€R, (5.21)

donde el supremo es tomado sobre todos los intervalos I C R que contienen a x, |I| es la longitud
de I. Esta estimacién se basa en el siguiente hecho.
Sea M* el operador maximal de C. Fefferman y E. Stein,

(1)) = sww [ 17() = flar (522)

I>z
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el supremo es tomado sobre todos los intervalos I C R que contienen a z,

1
fr= m/lf(T)dT

Para alguna ¢ € C, aplicando (5.23) obtenemos

1
C—m/lf(T)d’T <
T%Avm—ﬁumﬁ%Avm—dm,

c o1 1
o (100 =clar < o [17) = plar <20 2 [ 156)

Consecuentemente, por (5.22),

f(m) = fil < 1f(7) — e +

de donde

y entonces

sup inf ‘I‘/I|f(7')—c|d7'§(Mﬁf)( x) < 2sup inf m/|f

Isg c€C Isz c€C
Consideremos el s-operador maximal M? (0 < s < 1) dado por
1
Mi(g) = (M¥(lg*))"""

Para cada intervalo I := I(zg,r) := (o — 7,20 + 1), sea

(DrK)(y //le (z —y) — K(z — y)|dadz.

De acuerdo con [1] suponemos que
(D) Euxisten constantes Cp, N tales que

r>0

sw/ (1K) W) f()ldy < Cp(Mf) (o)
ly—zo|>Nr

para cada f € D(R) := C§°(R) y cada xo € R.
De [1, Teorema 2.1] se infiere lo siguiente.

=el+ 7 f 0

— cldr,

— c|dr.

— c|dr.

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

Teorema 5.3 Sea T' un operador de Calderdn-Zygmund dado por (5.20) con nicleo K satis-
faciendo (5.19) y (5.27). Si T es del tipo-débil (1,1), entonces, para cada 0 < s < 1, existe

C =C5 € (0,00) tal que

[MTP)](20) < CMf)(wo), feDR), x€R.
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(5.24), para probar (5.28),

Demostracién. Fijemos I 5 z. Tomando en cuenta (5.25) y
= I(zg,r) y para alguna constante

necesitamos probar que para cada 0 < s < 1, cada intervalo I
compleja cg, existe C' = Cs € (0,00) tal que

1/s
(ﬁ [l - |cI|S|dT) < O(M ) (o). (5.29)

En efecto,

[ME(T )] (20) = [ME(T | >] ”S( o
<2/ Ioty s (I 1| /“ B C‘d7> (5.30)

1/s
<2 sup (m [@ner - |c1|5\d¢) |

Sea f = fi1+ fa, donde f1 = fX[(zo,nr), ¥ IV es la misma constante de la condicién (D). Elijamos
1
cr:=(Tfa)r = T /(TfQ)(T)dT. Ahora, ya que ||a|* —|b]*| < |a—b|* para 0 < s < 1, obtenemos
I

1/s 1/s
(7 [mse = iwsanrlar) < (g [1rs - @ponfrar)

1/s 1/s
< Cy (,—}’ /] ’Tfl‘SdT> + C0<m /[ |Tf2 — (ng)[‘sdT> =: C()(Il + [2).

En efecto,

1/s
1 1 1/s
< (7 / 2|fi(r)dr + = #\far)ar
] Jizer| f1 ()21 fa(2) 1} 1T Jwer @)1 @)
o 1 Sgr 4 sd "
< m/l|f1| T+m/l|f2| T
Y (1 arar) (2 [near)”
< 2" méx —/ sd7'> ,(—/ sd7'>
1l i 11 /i
"y 1 1/s 1 1/s
< s _ s _ s )
<2 (ur/f’fl‘ ‘“) +<m/f‘f2’ dT)

Tomando aqui fi = Tf1, fo=Tfo— (Tf2)1, f1 + fo=Tf — (Tf2)1, y Co = 2'+1/%, obtenemos
(5.31).

Por las condiciones del teorema, el operador T es del tipo-débil (1,1), esto es, T : L'(R) —
L™ (R) y existe una constante C' < oo tal que

ITfll~ < ClifllLim) paracada fe LY(R), (5.32)

(5.31)

donde L~(R) es el espacio débil L' sobre R definido como la coleccién de todas las funciones
medibles g : R — C U {oo} para las cuales

llg||~ := sup (A‘{az eR:|g(z)] > )\}D < 00
A>0
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(aqui || significa la medida de Lebesgue de un conjunto medible Q C R). Notemos que ||-||~ no es
una norma, el espacio L~(R) solamente es lineal. Consecuentemente, denotando por || 1|2zt ~)
a la constante C' en (5.32) y aplicando [25, Lema 1.4] (también ver [9, (5.48), p. 161]), obtenemos

1 1/s 1 \1/s 1
= — $ < [—— —

1 \1/s 1
= <—1_8> HT”E(Ll,LN)melHLl(R) .
5.33
1 \1s |I(xo, NT)]
- \i_s T )|dr
(1 —S> H ”E(Ll,L |I(ZEO, )| |I(IIJ‘0,N’I" | I(z0.NT) ( )’

IA

N(%_s)1/S||T\|L<L1,L~><Mf)(xo) —: Oy (M f)(x0).

Maés ain, la desigualdad de Jensen para la funcién concava p(z) = z® (0 < s < 1), el teorema
de Fubini y la condicién (D) dan

1 1/5 1
I, = <m /|Tf2— (T'f2) ‘ dx> m ‘ng— (Tf2) ‘dw (Jensen)
K(z—y)f(y)dy — // K(z —y)f(y)dydz|dz
R\ (20, N7) | JrJR\I(zo,N7)

1
— K(x — dyd
/I /R oy K@)

1
N e | 5.34
1| /I/R\I(acO,Nr) (z = y)fy)dydz|dx 530

= ﬁ / / /R\, (o0 1) |K(z —y) = K(z = y)||f (v)|dydzdx
/R\MO,NT <|f| //” (@=y —K<Z—y>\dzdm>|f<y>|dy (Fubing)

/| . (DrK) W)l f ()ldy < Cp(M f)(xo) (condicidn (D)).
y—xo|>Nr

Finalmente, (5.30), (5.31) con Cy = 2'1/5 (5.33) y (5.34) implican (5.28) con la constante

1 \Vs
C = 21+2/5(C1 + CD) = 21+2/5 [N(E> ”Tuﬁ(Ll,LN) + CD B (535)

lo que completa la demostracién. |

Vamos a estimar la constante Cp en (5.27) con base en (5.19). Pongamos N = 2. Por el
teorema del valor medio existe un punto & en el intervalo con extremos z,x € I(xzg,r) tal que

|K(z—y) = K(z —y)| = |[K'(€ — )|z — 2|
Entonces, por (5.19), para y ¢ I(xg,2r)

Az — x| Al 2r
<
E—yl> = (ly —zo| — 1)

|K(z—y) = K(z —y)| < 5
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De aqui, para I = I(xg,r), obtenemos

/| >2 <ﬁ / /1 K=y - K —y)!dzdm>|f<y>|dy
Yy—xo|>2T X

24 r
= /|Z/—:Eo|>27" m|f(y)|dy

oy HOT
n=0

oty cly—ao|<ant2y ([Y — @0 —7)?

= 1
< QAQT;)W/ |f(y)ldy

I(zg,2712r)
— 23 1

240 Yy / J(y)ldy
nE_ZO e NGl
—16A' 2" dy < 32A" (M £)(z0).
Z o WT), i sy [T < 3240 1) a0)

Por lo tanto, en (5.27) podemos tomar N =2y
CD = 32A/1 < 32C{ mé,X{A(), Al, AQ, Ag} (536)

(ver (5.16) para la dltima desigualdad).
Para estimar ||T|| £(L',1~) necesitamos usar la descomposicién de Calderon-Zygmund. Fijemos
A > 0. Aplicando el teorema de Besicovitch (ver, [9, Teorema 2.17]) a los conjuntos acotados

{xER:sup|Ix€|/m€ m)dr > |f(z )|>)\}ﬂ[m,m—|—1] (meZ)

e>0

cubiertos por los intervalos I(x,¢) tales que

/ T)|dr < )\< / T)|dT
‘7:25‘ I(x,2¢) LEE‘ I(z,)

obtenemos lo siguiente (cf. [19] y [9, Lema 5.4]).

Lema 5.4 Si f € L'(R), entonces para cada A\ > O erxiste un conjunto a lo mds contable (y
posiblemente vacio) de intervalos I(xk,ex) centrados en puntos x € R tal que

1
(ks €r)] Jr(agen)
(b) |f(z)] <X para todo x € R\ U, I(zk,€r);

(¢) cada punto x € R estd contenido en a lo mas 61 = 2 de los intervalos I(zy, ).

(a) A < |f(T)|dT < 2\ para todo k;

Aplicando el Lema 5.4 uno puede construir la descomposicién de Calderén-Zygmund (ver,
[19] v [9, Teorema 5.5]) descrita por el siguiente teorema.
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Teorema 5.5 Sean f,\ y {I(xk,cx)} como en el lema anterior. Entonces existen funciones g
y hi € LY(R) tales que

f=g+Y h (5.37)
k
9(2)| < X para casitoda @ € R, gl < I1fll (5.39)
hi(z) =0 paratoda x € R\ I(xg,ex) ytoda k; (5.39)
‘/‘hk(T)dT::o para toda k, j{:uthLl <2 flm (5.40)
R

Teorema 5.6 El operador T dado por (5.20) con K satisfaciendo (5.19) es del tipo-débil (1,1),
esto es, existe una constante C11 < oo tal que para toda f € L'(R),

{2 e RA@HE@) > Y] < DL (5.41)

Demostracién. Como la convergencia en L'(R) implica la convergencia en medida, es
suficiente probar (5.41) para todas las funciones f € C§°(R). Ya que C§°(R) es denso en L'(R)
y T es acotado en el espacio L?(R) porque (Tf)(z) = (FtaFf)(z) y a € L>(R), concluimos
que el conjunto {z € R : |(T'f)(z)| > A} es medible para cada f € C§°(R), y

1Tl 52wy = llallLee®) = Ao- (5.42)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
max{A, :v=0,1,2,3} = 1. (5.43)
Fijemos A >0y sea f=g+h, h= Z hi la descomposicion de Calderén-Zygmund de f de

k
acuerdo con el Teorema 5.5. Entonces T'f = Tg + Th y de aqui

erRJ@ﬁ@ﬂ>AH§H$GRJ@m@N>%H+erRﬂ@mwﬂ>%H.@A@

Como f tiene soporte compacto y los intervalos I(xg, e ) intersectan a este soporte, deduci-
mos del Lema 5.4(a) que |I(zg,er)| < /\Hpr , ¥ de aqui el conjunto Ry := J, I(zg,€x) es
acotado. Por construccién (ver la demostramon de [9, Teorema 5.5]),

) r€eR \ R,
o= Z o [ somn e Ry (5.45)

donde xy es la funcién caracteristica de I(zg,e) y

I(zp,e

Xk (2)
me(z) =< 2ok Xk()
0 para z € R\ R,).

para x € Ry,
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Consecuentemente, por (5.45) y el Lema 5.4(c) g es una funcién medible y el conjunto supp g C
supp fUR) también es acotado. Ya que |g(x)| < 4\ para casi todo x € R (ver (5.38)), deducimos
que g € L*(R). Més atin, como [|g|l 1) < [ fllz1w) (otra vez por (5.38)), concluimos que

HQH%?(R <4M|gllrwry < 4Mfllzrm)s (5.46)
de donde, por la desigualdad de Chebyshev ver, [9, p. 145]) y por (5.46) y (5.42),
[z eR:|(Tg)(a )y> /\Tg )2da
(5.47)

2\2 2 2 2 16 2
< (5) 1713z 9l ey < 7\|T||B(L2(R>)||f||mm = Al -

Sea Y := R\ U, I(zk, 2¢1). De las propiedades (a) y (c) del Lema 5.4 obtenemos

‘Uf(xk,%k)‘ < Z I (g, 265)| = 22 I (g, )]
<2 Z/I nlar =5 | Zxk mldr < S1fllose

Consecuentemente,

erR:\(Th)(a:)]>%H§erY:]( Th)(z)| > }‘—F‘fok,%k)‘

(xkvak

L (5.48)
< ({x €Y : |(Th)(x)| > 5}‘ + 3l w)

Como supp hy C [z — €k, + €] por (5.39) y ya que / hi(T)dT = 0 por (5.40), vemos que
R

para casi toda x € Y,
) = [ K-y = [ [Ke-y) - K=oy (5.09
I(:ck,ek) I(xk: ak)
donde, para alguna £ en el intervalo con puntos extremos zx y y € I(zk, k),
K@ —y) ~ K@= )| < [K'(z = ©)lly — al.

De aqui, por (5.19) y por la desigualdad |z — 24| — &5 > 3|z — x|, obtenemos

- Ale 4A e
_ _ _ < /|y xk| 1<k 1%k ) )
(K(a; y) - K(z xk)‘ i o e L P (5.50)
Se sigue de (5.49) y (5.50) que
/‘Thk ‘dm<// K(x — )—K(:E—xk)Hhk(y)‘dyd:U
I(xkyek
< ade, / _ / ()| dy

Y ‘.Z' - xk’2 I(xk,ak) | ‘ (5 51)

dx
< 4A’5k/ 7/ hi(y)|dy
! |z—2)|>2e) |3j - xk|2 I(zk.x) | ‘

:4A’1/ \hk(y)\dy=4A/1HthL1(R)'
(,ER)
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Consecuentemente, por (5.51) y (5.40),
Jlan@lis < 3 [ rho@lds <445 3 Il < 8450w,
k k

lo que implica que

{eev @@ > %H < %L\(Th)@)\d;;; <
De (5.48) y (5.52) obtenemos

16’

Il wy- (5.52)

A

Hx eER: |(Th)(z)| > §}

que junto con (5.47) y (5.44) demuestra que (5.41) se cumple con

16A +4
< =l w

C1 = 16A% + 164} + 4.
Tomando en cuenta (5.43) y (5.16) obtenemos finalmente
1Tl 2o~y < Cra <20+ 1607 = (20 + 16C7 ) max{A, : v =0,1,2,3}, (5.53)
lo que completa la demostracion. |

Larelacién (5.35) con N = 2, Cp dada por (5.36) y || T z(z1,~) estimada por (5.53) implican
lo siguiente.

Corolario 5.7 Bajo las condiciones del Teorema 5.3, para cada s € (0,1), cada xo € R, y cada
f e Cr(R),
[ME(Tf)] (o) < Cs(M f)(wo),

donde

C, = 2+1/s [2 (%

1/s
) (20 +16C7) + 320{} méx{A, :y=0,1,2,3}. (5.54)

Por [38, p. 42], para cada p € (1,00), cada w € Ap(R) y cada s € (0, 1), existe una constante
Cp.w € (0,00) tal que

/ (M f)P/3(x)wP (z)dz < Cpap.s / (ME Y/ (z)wP (x)de  (f € C(R)). (5.55)
R R

Una vez probado el Corolario 5.7, el teorema de diferenciacién de Lebesgue, junto con (5.55),
da como en [1],

[lan@Per@is < [ [arr) @] w @
R R
s pls B p »
< Cpus /R (AT A1) @) 0 (@)de = Cpans /R [MUTH)]P(@)ur @)z (5.56)

< Cpu, sC? / (M f)P(z)w? (z)dz < Co,w, stHM”p B(LP (R,w)) HfHLp Rw)’

Aqui tomamos en cuenta el acotamiento del operador maximal M en cada espacio LP(R, w) con
l<p<ooywée A,(R) (ver, p. €. [27, Teorema 6.1]). Por lo tanto hemos probado lo siguiente.
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Teorema 5.8 Si T es el operador de Calderén-Zygmund dado por (5.20) con nicleo K sa-
tisfaciendo (5.19), entonces T' es acotado en cada espacio de Lebesgue con peso LP(R,w) con
l<p<oo,weApR), y

”THB(LP(R,U))) < 517,“1 mé‘X{A’Y :y=0,1,2, 3} (557)

donde )
~ — 1/p ol+1/s
Cppp 1= CLIP 2 [2 (—1

p,w,s — S

1/s
)" (20 +161) + 321 | | M |l5(20 (8- (5.58)

Corolario 5.9 Sean 1 <p<ooyw € Ay(R). Si T = F~YaF es un operador de convolucidn y
a € C3(R\ {0}) estd equipado con la norma

lallcs oy = méx{|[D7allLo(r) : v = 0,1,2,3},
entonces

Il 5(r (R < Cowllallos @ joy)-

5.2. Simbolos lentamente oscilatorios y multiplicadores de Fourier en LP(R, w)
Sea, :5—'53 = {f e C}R): My —oe (D7 f)(2) = 0,7 = 1,2, 3}. Consideremos el espacio

S0%:= SO’ NSO c C3(R\ {0})
equipado con la norma
lallsos = méx{[|D7a| pe(r) : v =0,1,2,3} = max{A, : v =0,1,2,3}. (5.59)
Del Corolario 5.9 se tiene inmediatamente el siguiente resultado

Corolario 5.10 Si 1l <p < oo, w € A,(R) ya € SO3, entonces a € My, y

lallaz,.. < Cpuwllallsos.
Seaw € A,(R). Sil <p<2o02<p< oo, entonces
M,., C My = L™(R). (5.60)

Por el Corolario 5.10, SO? C M, .
Para p € (1,00) definimos SO, , como la cerradura de SO3 en My Sil<p<2o0
2 < p < oo, de (5.60) se sigue que
SOy C SO.

Ahora estudiaremos el espacio de ideales maximales M(SO, ) del algebra de Banach
SOp. C M. Se puede demostrar que SO? junto con la norma dada por (5.59) es un dlgebra
de Banach conmutativa.

Consideremos las tres siguientes algebras de Banach conmutativas unitarias con la misma
unidad que estdn homomorficamente incluidas una en la otra:

SO* € SO, C SO.

Para estudiar la relacion entre sus espacios de ideales maximales usamos el siguiente resultado
(ver [70, Teorema 3.10]).
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Teorema 5.11 Sean B; (i = 1,2,3) dlgebras de Banach conmutativas con la misma unidad que
estan homomorficamente incluidas una en la otra, By C By C Bs. Supongamos que By es denso
en Bs y cada funcional lineal multiplicativo definido en B se extiende a un funcional lineal
multiplicativo en Bs. Entonces cada funcional lineal multiplicativo en Bo también se extiende a
un funcional lineal multiplicativo en Bs.

Lema 5.12 Cada funcional lineal multiplicativo definido en SO3 se extiende a un funcional
lineal multiplicativo en SO.

Demostracién. Como SO? C SO, se sigue que M(SO) C M(SO3?). En efecto, sean 7 €
M(SO) y a € SO3. Entonces a € SO y ||alloo < |lallgos. De aqui

n(a) < [nllsollalle < lInllso-lallsos = llallsos,

y por lo tanto 1 es un funcional lineal multiplicativo (diferente de cero) en SO3.

Supongamos por el momento que & € M(SO?) no es extendible a un funcional lineal mul-
tiplicativo en SO, esto es, £ € M(SO?) \ M(SO). Claramente existe una funcién a € SO3
tal que n(a) # 0 para todo n € M(SO) y £(a) = 0. Como a € SO y SO es un C*- algebra,
se deduce que la funcién a es invertible en SO. Pero automaticamente la funcién inversa 1/a
pertenece a SO3, esto es, SO? es inversamente cerrado en SO. Entonces por la teorfa de Gelfand
(ver, [65, Capitulo 11]) se sigue que £(a) # 0, y llegamos a una contradiccién, esto completa la
demostracién. |

Sean 1 <p < ooy w € Ay(R). Eligiendo
By = SO®, By = SO,,, By = SO

y tomando en cuenta que SO es denso en S Op.w en la norma de M, ,,, se deduce del Teorema 5.11
y el Lema 5.12 que cada funcional lineal multiplicativo en SO, , se extiende a un funcional
lineal multiplicativo en SO, esto es M(SO,,.,) C M(SO). Por otra parte, M(SO) C M(SO,, )
porque SO, ,, C SO. Por lo tanto hemos probado lo siguiente.

Lema 5.13 Los espacios de ideales mazimales de SOy, y SO coinciden como conjuntos, esto

es, M(SOp ) = M(SO).
El Lema 5.13 y la teoria de Gelfand dan inmediatamente la siguiente afirmacion.

Corolario 5.14 Sean 1 < p < oo y w € Ay(R). El dlgebra de Banach SO, ,, es inversamente
cerrada en el C*- dlgebra SO.

.

Lema 5.15 Sean 1 <p < oo yw € Ap(R).. Sibe Cpyw(R), b se anula en infinito y a € SOy,
entonces el producto ba pertenece a Cp.,(R) y (ba)(co) = 0. De aqui las dlgebras de Banach

[SOp.w, Cpw(R)] y :5—'51,@ coinciden, donde g\ép,w es la cerradura de §53 en My, .

Demostracién. Tomando en cuenta que cada funcién b € C, ,(R) con b(co) = 0 puede
aproximarse en M, ,, por funciones b, € C'(R) N Vi(R) con soporte compacto (ver seccién 2.4 )
y que cada funcién a € SO, ,, puede aproximarse en M,,, por funciones a,, € SO3, inferimos

que el producto ba de la funcién b € Cy,,,(R) que se anula en infinito y a € SO,,,, pertenece a
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Cp.w(R) y se anula en infinito porque todas las funciones bya,, con soporte compacto pertenecen
a C(R)NVi(R).

Ya que cada funcién ¢ € C(R) N Vi(R) puede aproximarse en M, ,, por funciones continuas
lineales a trozos (ver, [23, Lema 2.10]), es claro que la funcién ¢ puede ser aproximada en M, ,,
por funciones tres veces continuamente diferenciables ¢, € C3(R) cuyas derivadas ¢/, tienen

—3 — —
soporte compacto. De aqui, ¢, pertenece a SO y por lo tanto a ¢ € SO, ,, donde SO,

es la cerradura de 5\63 en M, y, consecuentemente, es un subalgebra de Banach de M.
Como C,,(R) es la cerradura de C(R) N Vi(R) en M, ,, concluimos que Cp,(R) C SOy 4.

Obviamente SOy, ., C SO, ,,. Estas dos iltimas inclusiones implican que [SOp, ., Cp»(R)] es un
subdlgebra de Banach de SO, .
Por otra parte, para cada funcién a € SOy, existen funciones a+ € SO, tales que la

J— .

funcién @ — (a4uy + a—u_) con us(x) = (1 &+ tanhz)/2 € Cp,(R) pertenece a Cp(R) y
desaparece en co. Entonces a € [SO, ., Cpw(R)]. Por lo tanto [SOp.w, Cpuw(R)] = SOpw- |

Tomando en cuenta la demostracion del Lema 5.15 tenemos lo siguiente.
Lema 5.16 Sea 1 < p < co. Cada funcién a € [SOp ., Cpw(R)] es de la forma
a=aiuy +a_u_ + ap, (5.61)
con a+ € SOp .y, u+ € Cp7w(ﬁ), ag € vaw(lf{) satisfaciendo las condiciones
uy +u_ =1, up(4+o00) =1, u_(—o0) =1, ap(co0) = 0.
Consideremos las inclusiones homomoérficas de las dlgebras de Banach conmutativas
(SO, CHR) NVA(R)] € [SOpus Cpon(B)] € [SO,C(R)]
donde [SO?, C3(R) N Vi(R)] es un algebra de Banach con la norma
£ = méx{|| fll e w), Vi(f), 1DV fllreow) v =1,2,3}
Andlogamente al Lema 5.13 y al Corolario 5.14 se puede probar el siguiente resultado.

Teorema 5.17 El dlgebra de Banach [SO, ., Cp . (R)] es inversamente cerrada en la C*-dlgebra

de Banach [SO,C(R)] y

M([SOp,w, Cpw(R)]) = M([SO, C(R))).

5.3. Operadores de Wiener-Hopf con simbolos en [SO,, ,|nxnN

Consideremos 1 < p < ooy w € Ay(R). Sean
A= alg {W(a) 10 € [SOp, cp,w(ﬁ)]},

Z=alg{W(b):be S0y}
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Definimos A™ := (A+K)/Ky Z" .= (Z + K)/K, es decir
AT = alg {W”(a) La € [SOpw, cp,w(ﬁ)]},
27 = alg {WT(b) : b € SOy},

donde W™ (a) := W(a)+ Ky K = K(LP(R4,w)). Ahora demostraremos que Z™ es un algebra
central en A™. Esto pasa si

W(a)W(b) — W(b)W (a) € K(LP(R4,w)), Ya € [SOp ., Cpuw(R)], Vb € SO, 4, (5.62)
o equivalentemente si

X+ WOa)x+ WOb)x+I — x+ WOb)x+ WO(a)x+I € K(LP(R,w)),
Va € [SOpw, Cpw(R)], Yb € SO, .

Como x4+ € PCyb € SO, ., de [2, Teorema 4.2]) tenemos que el operador x4+ W0 (b) —=WO(b) x4 1
es compacto en todos los espacios LP(R) (1 < p < o0). Ya que tal operador es acotado en
todos los espacios LP(R,w) con pesos w € A,(R), por analogia con [48, Teorema 3.10] y [44,
Teorema 3.2] inferimos que el operador x4+ W% (b) — W% (b)x4 I es compacto en todos los espacios
LP(R,w) (1 <p < oo, we Ay(R)). Por lo tanto,

X+ WO(b) = WO(b)x+1 € K(LP(R,w)).
De aqui

X+ WOB)x+ WO (a)x+1 = x4+ (x+ WO(b) + Kn)WO(a)x+ I = xZWO(0)WO(a)x+ + Ko
= XAWO(ba)x+ + Kz = x+ W°(ab)xy + K>

= x+Woa)WO ()3T + K2 = x4 WO(a) (x4 WO(b) + K1)x+1 + Ky

= X+ Wa)x+ WO(b)x+1 + K2 + K3,

(5.63)

donde K7, Ky y K3 € K(LP(R,w)). Por lo tanto Z™ es un algebra central en A™.

Proposicién 5.18 Sean 1 < p < oo, w € Ap(R), b € [SO, w|nxn y N € N. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) W (b) es Fredholm en LY (R, w).

2) b es invertible en [SOpw|NxN-

3) infyer |det b(z)| > 0.

4) detb(€) # 0, para cada & € M(SO, ) = M(SO).

Demostracion. El caso NV > 1 se puede reducir al caso N = 1 como sigue.
Por (5.62) y la propiedad

W(c)W(b) —w(cb) € K(LP(R4,w))
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para todo ¢,b € SO, ,, tenemos que
det W(a) = W(deta) + K,

donde a € [SO, y|nxn ¥y K € K(LP(R4+,w)). Como las entradas del operador matricial W (a)
conmutan salvo operadores compactos en LP(R, w), tenemos que W (a) es Fredholm en LY (R4, w)
si y sélo si W(deta) = det W(a) + K es Fredholm en LP(Ry,w) (ver [15, Teorema 1.14]).

Consideremos el caso N = 1. La equivalencia entre 2) y 3) se sigue del hecho que SO, ,, es
inversamente cerrado en L>°(R). De la teoria de Gelfand se tiene la equivalencia entre 2) y 4).
Probaremos que 1) implica 3) y 2) implica 1).

Supongamos que

éga\b(x)\ =0. (5.64)

Nuestro primer objetivo es probar que cualquier M, ,, vecindad de b contiene un c € SO, tal
que c¢(x) = 0 para todo x en algin intervalo de R. N

Si W (b) es Fredholm, del Teorema 2.1 tenemos que existe un € > 0 tal que W (b,) es Fredholm
siempre que ||b, — blln,.., < €. Escojamos b, € SO? tal que ||b— by as,,, < §. Como |by(z)| <
|b(x)| + |bn(x) — b(z)|, entonces

. , €
inf 1ba(2)] < fnf [6(2)]+ 1bn = bllcymy = b = Vleymy < Iow =Bl < 5. (565)
Entonces, por la continuidad de b,, existe un xg € R tal que
€
inf |b, < |bn —. .
inf [ba(2)] < Pouz0)] < 5 (5.66)

Si tomamos gn = by, — by (x0), entonces W(gn) es Fredholm porque
an - bHMp,w S ”bn - b”Mp,w + ’bn(ﬂfo)‘ <e.

Ademés b, = 0 en el punto zg € Ry b, € SO3.

En consecuencia, sin perder generalidad podemos suponer que b € SO3, el operador W (b) es
Fredholm en el espacio LP(R,w) y b(xg) = 0 para algin xg € R.

Ahora construimos la funcién

b(x), siz € (xg— 0,20 +9),
bé(':U) = b(f]}'o - 5)7 six S To — 57 (567)
b(xg+0), siz>x9+0,

con ¢ suficientemente pequefio tal que [|be||c,®) = [|bl[zo—s,z0+)llc,®) < € Tal  existe porque
b(xg) =0y b es continua.
Por otra parte,
1‘0+(5
Vi(he) = / ¥ ()| da. (5.68)
zo—9

Como ¥ es acotada podemos elegir § suficientemente pequeno tal que V;(be) < €. La desigualdad
de Stechkin implica que ||be||az, ., es tan pequena como se quiera.

81



Definimos la funcién ¢ € SO, ., por

0, six € (xg— 8,20 +9),
c(x) == (b—be)(x) = ¢ b(x) —blwg — ), siz<x—0, (5.69)
b(x) — b(xg+0), sixz>x9+0,

esta funcién tiene las propiedades deseadas. Ya que W (b) es Fredholm y la norma ||c[ss,,, es
suficientemente pequena, entonces tenemos que W(c) es Fredholm.

Por otro lado, repitiendo los argumentos de la demostracion del Teorema 4.7, se puede probar
que W(c) no puede ser Fredholm si (5.69) se cumple. Por lo tanto 1) implica 3).

Ahora supongamos que b es invertible en SO, ,,. Entonces

XA WOBX WO x I = AW OW (b )X I + K = x4 I + K,
donde K es algin operador compacto. Esto implica que W(b) + K es invertible en
B(LP(R4,w))/K y por lo tanto W (b) es Fredholm en LP(R4,w). Entonces 2) implica 1). |}
5.4. Estudio local de la propiedad de Fredholm
Consideremos 1 < p < oo y w € Ay(R). Para cada £ € M(SO) = M(SO, ), sea

IF = {W”(b) b€ SOy, £(b) = 0} (5.70)

el ideal maximal contenido en Z™. Sea Jg el ideal bilateral cerrado de A™ més pequeno que
contiene a [, g . Definimos

§=A"/J y Wi(a) :=WT(a)+ J{. (5.71)

Como sabemos, que W (a) sea Fredholm y tenga regularizadores en A es equivalente a que W7 (a)
sea invertible en A™. Por el principio local de Allan-Douglas (ver, p. €j. [15, Teorema 1.35]), se
tiene que W7 (a) es invertible en A™ si y s6lo si W (a) es invertible en Af para cada { € M(SO).

Ahora estudiaremos la invertibilidad de W (a), con a € [SOp,u, Cpw(R)].

Lema 5.19 Sean 1 < p < oo y w € A,(R). Supongamos que £ € R y a € [SOpy, Cpw(R)].
Entonces W[ (a) es invertible en Af siy sdlo si a(§) # 0.

Demostracién. Para £ € R, probaremos que
Wg(a) =W (a(§)) + JE = [a(&)I] + JE (5.72)

Como W (a(€)) = x+ FLa(6)F = a(é)I, tenemos que W™ (a(€)) = [a(€)I]™. Sélo resta probar
que W(a) — W (a(€)) = W(a - ad)) € JF. B

Sia € [SOpw, Cpw(R)], entonces a — a(§) € [SOp w, Cp.w(R)] y por lo tanto W7 (a —a(&)) €
A™. Ademas a(z) := a(z) — a(§) =0, si z = €. Notemos que

JE = C’losAw{ Zn:BiAi : BieIf, A, A", ne z+}. (5.73)

i=1
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Podemos representar a en la forma
a=aiuy +a_u_ + aop, (5.74)

donde ar € SOpu, ap € Chuw(R), ap(cc) = 0 y ug(z) = LT Notemos que
ug € Cpup(R), up(+00) =1, up(—00) =0y u_ =1 —uy.

Tenemos que

a = [a+ — ag(§ut + [a— — a—(]u— + at(§u+ + a—(§)u— + ap. (5.75)

De aqui,
at(§u(z) + a—(§u—(z) + ao(z) =0enz =¢, y

CL+(€), T = 100, (576)

a4 (§ut(x) + a—(§u—(z) + ao(z) = {a_(f), T = —00.

Buscamos b4 tales que

byut +b_u_ = ay(§uy +a—(§)u— + ao,

con by € Cp o (R) NSO, y

a:l:(g) + a0($)7 T e (d7 +OO]7
by(z) =<0, r=E, (5.77)
at(§) +ap(z), x€[—o0,—d),

para algin d > 0 tal que £ € (—d,d).

Elijamos by € Cp ., (R) N SO, que cumpla la propiedad (5.77). Definimos

u—_(z) ’

{[a+(£)+ao(m)—b+(r)}U+(r)+[a(5)+ao(r)}u(:v) z € [—00, +0),

a— (&), T = +00.

Entonces b_ € Cp,(R) N SOp. y b-(€) = 0. Si definimos a4+ := a4 — a+(§) + b+, tenemos
que
a= d+U+ +a_u_, at € SOPJU y ai(f) =0.

Entonces
W7(a —a(§)) =W7(a) = WH(ar)W™(ug) + WT(a— )W (u-) € JZ,

va que W™(ax) € If y W™ (ux) € A7, |}
Sea £ € M (SO). Sia=ayuy + a_u_ + ap es como en (5.74) tenemos que
W(a = ay (Huy —a(§u-) = W(ay — ar ()W (uy) + W (a— — a—(§))WT (u-) + W7 (ao).
Como W™ (ax — ax(§)) € If, W(ao) € If y W™(ux) € A", entonces
W ap(€)us —a—(E)u) € JF.
Por lo tanto

Wi(a) = WT(a) + J& = W(a4(§us +a—(§u-) + JF = Wi (a+(§ug + a—(§u-).
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Lema 5.20 Sean 1 < p < 0o, w € A,(R), £ € M(SO) y a € [SOp ., Cpw(R)]. Las primeras
dos condiciones son equivalentes e implican la tercera condicion:

1) Eziste ag € Cp(R), ap(£oo) = 0 tal que el operador W(at(&)us + a—(§)u— + ag) es
Fredholm en LP(R4,w).

2) ay ()it g (g)LEeothlfet il 20 o e Ry W € [y (p,w), 1 (pw)).
5) Wiat(§us +a—(§)u—) es invertible en Af.

Demostracién. Probaremos que 1) implica 2). Si W (a4 (§)uy +a—(§)u— +ap) es Fredholm
para algin ag € Cp,(R) con ag(+oo) = 0, entonces el Teorema 2.25 implica la afirmacién 2)
porque

{meﬁ@+wﬂxeﬁVe%@wwﬁmm@zﬂmn%@wwﬁmm>

Viceversa, si 2) se cumple, entonces existe una funcién ay € Cp.(R) tal que la funcién
a+(§)us+a_(&)u_—+agp es separada del cero. En este caso el Teorema 2.24 implica que el operador
W(ay(§)usr + a—(&)u— + ap) es Fredholm en el espacio LP(R4, w), es decir, la afirmacién 1) se
cumple.

Supongamos que el operador W (a4 (§)us+a—(§)u—_—+ag) es Fredholm en el espacio LP(R 4, w).
Entonces, ya que de acuerdo al Teorema 2.25 el algebra alg {W7™(b) : b € Cp.,(R)} es inversa-
mente cerrada en el dlgebra de Calkin B™ tenemos que W7 (a4 (§)uy +a—(§)u—_+ap) es invertible
en A™, pero por el principio local de Allan-Douglas esto es equivalente a que Wy (ay(uy +
a—(§)u—+ag) sea invertible en A7, Vn € M(SO). En particular W (a+(§)uq+a—(§)u-) es inver-
tible en AZ, ya que £ € M. (SO) y
W(ao) € JZ. I

Si el peso w € Ap(R) es de la forma w(x) = |z|*, donde —1/p < a < 1/q, entonces se
puede reforzar el Lema 5.20 y obtener un criterio de Fredholm para el operador W(a) con

a € [SOp, Cpw(R)]. Sean K = K(LP (R4, w)),
B:=alg {W(a), K:aeChu®), K € ic}, B™ .= BJK.

Lema 5.21 Sean 1 < p < oo, —1/p < a < 1/q, w(z) = |z|*, & € Mx(SO) y

a € [SOp ., Cpw(R)]. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) Existe ag € Cp(R), ao(£oo) = 0 tal que el operador W(ay(&)ut + a—(&)u— + ag) es
Fredholm en LP(Ry,w).

2) Wi(av(§uy +a—(§)u—) es invertible en Af.

3) ay (5) 1—Coth[7r(x;—i(1/p+oc))} + a_(g) 1+Coth[7r(:c;-i(l/p+a))] £0, Vo € R.
Demostracion. Ya que 1/3E (p,w) = 1/p+ «a, de acuerdo con el Lema 5.20 sélo falta probar

que 2) implica 3). Ahora probaremos esto. Supongamos que W (a4 (§)u++a—(§)u—) es invertible
en Af pero la condicién 3) no se cumple.
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Primero probaremos que a4 (§) # 0. Sean J™ € JE joeJTy ko € K, calculemos el operador
limite para el operador W (a,(§)uy + a—(&)u—)+ jo + ko y la sucesién h,, — +00 (0 hy, — —00).
De (3.22) sabemos que

s-lim e@hnfgei@hn T — 0, (5.78)

hp——+00

para cualquier sucesién h,, — 400 (0 h, — —o0). De (5.73) es claro que podemos escribir

C'losAw{ ST W™ (@)W (5i) : aij € [SOpus CpuoB)], b; € SOy bil€) = o}.
J

=1
(5.79)
De acuerdo con (5.79) y la Proposicién 2.36, existe una sucesién h, — +oo tal que
I hy) = Z
pm by (hn) = 0i(8), Yk €
y por lo tanto
_li ichy —z':chnI = 0. )
,Shm e joe 0 (5.80)
Por otra parte
5 hfrn T (ap (E)uy + a_(E)u_)e M = ay (€)1 (5.81)
Combinando (5.78), (5.80) y (5.81) tenemos que
slim e (W (ag (§us + a—(§u-) + jo + ko)™ I = ay (§)1. (5.82)

hpn—+o00

Por analogia con el [14, Corolario 18.11] tenemos que a(§) # 0. En la misma manera demos-
tramos que a_(§) # 0.
Si la condicién 3) no se cumple, entonces existe un zy € R tal que

1 — coth[m(zo +i(1/p+ )]

a4 (&) 5 +a_(£)1+coth[7r(x0+i(1/p—|—a))]

=0.
2

Para la funcién a := a4 (&)us + a—(&)u— + ag € GC,p 4 (R) definamos

_Ja(t), siteR, z=o00,
o5(t,x) = a+(£)1—coth[7r(:c;-i(l/p+a))] Fa_(¢) 1+coth[7r(x;—i(1/p+oc))}’ sit—oo, z€R. (5.83)

Ya que la funcién a es continua en R, es claro que la funcién o;(t, z) se puede identificar con
el stmbolo (I'W™(a))(t, 1) del operador W (a) definido para (t,u) € Np,jz|s donde N, 5« fue
introducido en el Teorema 2.25. En efecto, si denotamos

1+ cothlm(z +i(1/p + @))]
2

= p(x) para z € R,

entonces pu(x) corre todo H(0,1; 1y (p, |2|%), vy (p, |2|*)) con v (p,|z|*) = 1/p + a. Sea N =
(R x {o0}) U ({0} x R). Entonces oz(N) = (TW7(@)) (N afo)-
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Si W (a) es invertible en A7, entonces existe un e > 0 tal que [W(a) + BJ es invertible en
A, para todos los B € B con ||B|| < e. Ademds, se puede escoger B € B con [|B|| < € tal que
su simbolo en el dlgebra B de acuerdo con el Teorema 2.25 tiene las propiedades:

0, siteR, x =00,

0, sit=o00, |r—x0| >e1,
B(t,z) = o () et it o) (5.84)
a. (6) 1+coth[7r(x;—i(1/p+a))} :

sit=o00, |[x—mx| <e,

para € € (0,1) suficientemente pequefios y B(co,-) € C,(R). Por (5.83) y (5.84) el smbolo del
operador W (a) + B es igual a cero para todos los puntos (oo, ) con |z — xg| < €.
Si [W(a) + B]f es invertible en Af, entonces existe D € A tal que

((W(a) + B]" + JI)YD™ + J§) =1" + J{,

donde I™ + Jg es la identidad en A’g. Por otra parte, ya que el simbolo del operador W (a) + B
es igual a cero para todos los puntos (0o, z) con |z — x| < €, entonces existe C' € B con simbolo

0, siteR, r =00,
C(t,z) =<0, sit=o0, |[x —x9| > ¢, (5.85)
b(@), sit=oo, |z -zl <e,

donde ¥ (x) # 0 para todos los z € (zg —e,29 +¢) y C(00,-) € Cpp(R). De (5.84) y (5.85) se
sigue que C”[W (a) + B]™ = 0. Entonces

Io := (C™ + JE)([W (@) + B]™ + JE)(D™ + JF) = 0

Por otra parte Iy := (C™ + Jgr)(f7r + Jg) = C™ + J{. De aqui, J§ = C™ + J{. Esto implica que
C™ e J£, pero esto nos lleva a una contradiccién.
En efecto, introduzcamos los operadores isométricos de desplazamiento

Vi € B(LP(R, [2]%)), (Vif)(z) = kV/P**f(kz), z€R,

donde k > 0. Sus restricciones al espacio LP(Ry,|z|*) también los denotamos por Vj. Sea
a € SOy |zjo. Es claro que

ViW @)Vt = W(ag), ax(z) == a(z/k), = €R. (5.86)

Por otro lado de acuerdo con [2, Corolario 3.3] dado £ € M(SO) y para cada a € SO, ,, C SO
existe una sucesién de nimeros k,, € (0, 1) tales que k, — 0 cuando n — o0 y

lim a(z/k,) = a(§) := &(a) paracada z € R\ {0}. (5.87)
Por analogia con el Lema 2.23 se puede obtener que el conjunto ), de todas las funciones
¢ € L?*(R) N LP(R,w) para las cuales F tiene soporte compacto en R \ {0} es denso en
LP(R,w). Por lo tanto, si a € SO, 3« y a(§) = 0 para algiin £ € M(SO), entonces de (5.86)

y (5.87) se sigue que
s-lim Vi, W (a)V, ! = s-lim W (ay,) = 0. (5.88)

n—oo n—oo
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Entonces para cada jo € B" con jj € J{ inferimos de (5.88) que

s-lim Vi, joVj, ' = 0. (5.89)

Por otro lado para cada u € C), |4j«(R) tenemos que
s-lim Vi, W (u)Vy, ! = W (u(—00)x— + u(+00)x+), (5.90)
donde x4+ son Is funciones caracteristicas de los semiejes R4. Entonces, por el Teorema 2.25
[CWT(w)](o0, 2) = (1 — p(x))u(+00) + p(z)u(—00) = W (u(—00)x~ + u(+00)x+)](c0, z),

es decir, los simbolos del operador W (u) y su limite fuerte W (u(—o00)x— 4+ u(+00)x+) coinciden
en el conjunto {oo} x R (aqui usamos la identificacién de los simbolos explicada arriba). Por lo
tanto, para el operador C' € B con simbolo (5.85) existe su limite fuerte

Co :=slim V4, CV, ! € B,

y [T(Co)™] (o0, z) = C(00,x). Ya que C(oo,z) # 0 para x € (xg—¢&,z,+€), entonces el operador
Co # 0. De acuerdo con (5.89) esto significa que C™ ¢ J7. |

Es claro que los Lemas 5.19-5.21 son vélidos en el caso matricial con las modificaciones
evidentes.

5.5. Teoria de Fredholm

Los Lemas 5.19 y 5.20 en su forma matricial y el principio local de Allan-Douglas para el
algebra A™ inmediatamente implican el siguiente resultado.

Teorema 5.22 Sean 1 < p < oo, w € Ay(R), N € N ya € [SOp ., Cpuw(R)|nxn. El operador

de Wiener-Hopf W (a) es Fredholm en el espacio LR (R, w) si a € G[SOp, Cpw(R)nxn ¥y

1 — coth[r(z + iv)]
2

1 + coth{r(z + iv)]
2

@t%#@ fa (o) }#o

para cada £ € Moo(SO), cada x € R y cada v € [vy (p,w), vy (p,w)].
Sea A = A(Z) el subdlgebra de Banach de B = B(LY (R, w)), definido por,

A= {A € B W(cly)A — AW (cly) € K, Ve € Sopvw},

donde Iy es la mtriz identidad de N x N. El dlgebra de Banach A™ = A/K es inversa-
mente cerrada en el dlgebra de Calkin B™ = B/K. Entonces el operador W (a) con simbolo
a € [SOpw, Cpw(R)|nxn es Fredholm en el espacio LY (R, w) si y sélo si W™ (a) es invertible
en AT = A/K.

Sean & € M(SO) y jg el ideal bilateral cerrado en A™ més pequefio que contiene a I7
definido por (5.70). Por el principio local de Allan-Douglas para el dlgebra A™, el operador W (a)
es Fredholm en LY (R4, w) siy sélo si Wg(a) = W™ (a) + jgr son invertibles en A7 = A’T/jgr
para todos los £ € M(SO).

Por otro lado, si w(z) = |z|* € A,(R), entonces los Lemas 5.19, 5.21 y el principio local de
Allan-Douglas para el dlgebra A™ implican el siguiente criterio de Fredholm.
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Teorema 5.23 Sean 1 < p < 00, —1/p < a < 1/q, w(z) = |z|* y a € [SOp.w, Cpw(R)|NxN,
donde N € N. El operador de Wiener-Hopf W (a) es Fredholm en el espacio LY (R4, w) y tiene
regularizadores en el dlgebra A si y sdlo si a € G[SOp., Cpw(R)INxN ¥

1 — coth[r(z + i(1/p + a))]
2

1+ coth[m(z +i(1/p + @))]

det |a(§) 5

+a_ ()

£0 (591

para cada £ € M (SO) y cada z € R.

Demostracion. Suficiencia. Esta se sigue del Teorema 5.22.

Necesidad. Sea W (a ) cona € [SOp y, Cpw(R R)] N« un operador Fredholm. Si ¢ € R, entonces
Wg(a) =W7m(a(§)) + Jg y por lo tanto W’T( ) es invertible en A7 siy sélo si det a(§) # 0. Por
otro lado, si & € My (SO), entonces por analogia con (5.90) los operadores limite tienen la
forma

W(a—(&)x- + ar(E)x+) = slim Vi, W(a)V, !

y son invertibles por analogia con [14, Corolario 18.11], lo que implica (5.91) de acuerdo con el
Teorema 2.25 en su forma matricial. Finalmente a € G[SOp 1, Cp.w(R)|nxn si det a(€) # 0 para
todo £ € Ry (5.91) se cumple. |

Sea A = alg {W(c) : ¢ € [SOp w, Cpw(R) NxN} C B(LY (R4, w)). A cada funcién matricial
a € [SOp ., C’p@(R)]NxN le asociamos una sucesién a, € [Cp,(R)|nxn, 7 € (0,00), dada por

a(—r), siz<-—r,
ap(x) =< a(x), silz|<r, (5.92)
a(r)

Queremos calcular el Ind W (a) en términos de los Ind W (a,).

, siz>r.

Lema 5.24 Sean 1 < p < oo, w € Ay(Ry) y N > 1. Sea a una funcion matricial par en
[SOp.w|nxn. Entonces el operador de Wiener-Hopf W (a) es Fredholm en el espacio LY, (R4, w)
siy solo si a € G[SOpwnxN. En el caso que W(a) sea Fredholm Ind W (a) = 0.

Demostracién. Sea A := y;F taFx+I + x_I y definamos @ € A,(R) por

(2) = {w(m), size Ry,

w(—z), sizeR_.

Como W (a) € B(LY; (R4, w)), tenemos que A € B(LY (R, w)).
Sea B : LY (R,w) — L%\ (R4, w) definido por

_ f‘R+
Bf B <Vf|R+> 7
donde (V f)(z) = f(—=z), para x € R. Notemos que

BAB! = < Wé“) ? >
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Entonces W(a) es Fredholm si y sélo si A lo es, y en el caso en el que sean Fredholm
Ind W(a) = Ind A.

Sea
A=VAV T = V(s F raFx I+ x- D)V = x_F taFx_I + x+1.

Se sabe que A y A son Fredholm si lo son simultaneamente y en este caso
Ind A = Ind A.

Ademis

AA = (\t F YaFx o + x_D(x_-F YaFx_I+ x.I)

=x FlaFx I +x_F ltaFx_I

=x FlaFx I+ x_F laFx_ I+ (xoF taFx_ I+ x_F taFx.I)
—(x+FraFx_I +x_F taFxsI)

=F taF — (xa F YaFx_I+x_F taFx.I).

(5.93)

(5.94)

(5.95)

De acuerdo con [2, Teorema 4.2], los operadores x+F taFx_Iy x_F taFx.I son compactos
en todos los espacios LY (R) (1 < p < 00). Ya que tales operadores son acotados en todos los
espacios LY (R, w) con pesos w € A,(R), por analogfa con [48, Teorema 3.10] y [44, Teore-
ma 3.2] deducimos que los operadores x4 F taFx_I y x_F taFx,I son compactos en todos
los espacios LR (R, w) (1 < p < oo, w € A,(R)). De esto y el hecho de que Ind (F~'aF) =0, se
sigue de (5.95), que W (a) es Fredholm si y sélo si a € G[SO, u]nxn, y Ind (AA) = 0. De (5.94)

y (5.95) tenemos que )
2Ind A = Ind (AA) = 0.

Esto y (5.93) completan la demostracién. |

Consideremos los conjuntos

L, := {,u = 2711 + coth[n(z 4+ iv)]) s = € ﬁ},

HVlyVZ = U ﬁ'/ y Hp7’w = HV(;(pvw)7V(T(p7w).

vE[v1,va]
Notemos que la igualdad

1+ cothlm(z +iv)] 14 coth{r(—z+i(1—v))]
B 2 - 2

1

implica que
1—H(0,1; vy (p,w), vy (p,w)) = H(0,1;1 — v (p,w), 1 — vy (p,w)).
Por lo tanto para cada v € (0,1) tenemos que
1-L,=L-y,

donde el arco £1_, se recorre en la direccién contraria: desde 1 hasta 0.
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A cada 0 € (—m,7) le asociamos p(f) = 27 /(7 — 0) y el homeomorfismo ¢y : [0, 1] — Ly /()
dado por

(5.97)

sis?ge;) i0(t—1) — 2222?_—11 sif e (—m,m)\ {0},
wo(t) = i
¢ sif=0.

Teorema 5.25 Sean 1 < p < oo, w € Ap(R), N >1ya € [SOpw, Cpuw(R)|nxn. Silas condi-
ciones del Teorema 5.22 se cumplen, entonces el operador de Wiener-Hopf W (a) es Fredholm en
el espacio L‘?V(R+, w) y para todos los r suficientemente grandes, los operadores de Wiener-Hopf

W (ay) con simbolos
) <
ar(z) = () ” = <7 (5.98)
a(xr) sitx>r,

son Fredholm en LY (Ry,w) e

IndW(a) = lim Ind W(a,). (5.99)

rT—00

Demostracién. Del Teorema 5.22 tenemos que
inf | det a(t 1
inf | deta(t)] > 0, (5.100)
det [ag 4+ (1 — p) + ag,—p] # 0 para cada (&, 1) € Moo(SO) X Hp w, (5.101)
donde ag + := a+(§). De la condicién (5.100) se tiene que la funcién matricial par

i) = {a(m) six >0,

a(—z) six <0,

pertenece a G[SOp|Nxn. De aqui, por el Lema 5.24, el operador W (a) es Fredholm en el
espacio LY (R4, w) e
Ind W (@) = 0. (5.102)

Sea b:=a~la. Por (5.100) y (5.101), b € G[SOpw, Cpuw(R)|NxN ¥

det[In(1 — p) + be,—p] # 0 para cada (&, u) € Moo(SO) x Hp s (5.103)
donde b _ = a;_li_a&_ e Iy es la matriz identidad de N x N. Por lo tanto, el Teorema 5.22
implica que el operador W (b) es Fredholm en LY (R, w). Mds aun, de (5.102) y la igualdad
W(a) = W(a)W(b) + K, donde K es un operador compacto, se sigue que

Ind W (a) = Ind W (b). (5.104)

Como el conjunto

U det[In (1 — p1) + be,_p]
(&) EM oo (SO) X Hp,w

es compacto en CV*V de (5.103) existe un € > 0 tal que

det[In(1 — ) + (be,— +c)u] #0 (5.105)
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para todo & € My (SO), todo 1 € H,p, y cada matriz ¢ € CV*N con [|cf|cyxy < €. Ademss,
de (5.105) y la Proposicién 2.36 existe un zg < 0 tal que

det[In(1 — p) + b(z)p] # 0 para todo < x¢ y todo p € Hy qp- (5.106)

Sea ¢ 1= _riomg(pw)> donde vy (p,w) =271 (vy (p,w) + v (p,w)) ¥ g estd definido por (5.97).

Entonces ¢ es un homeomorfismo de [0, 1] sobre Ly 9(pw) tal que ©(0) =0y (1) = 1. Para

cada z € [0, 1] introducimos la funcién matricial continua

Inp(z) +b(x)(1 — ¢(2)) six <xg—1,
b3 (z) == { Inp(z| — mo]) + b(z)(1 — (2| — m0])) siz € [wo — 1, 0], (5.107)
b(x) si x > o,
donde b(z) = Iy para z > 0. Es evidente que las funciones matriciales b(2) pertenecen a

[SOp ., Cpw(R)|nxn para cada z € [0,1]. Ademds, &) e G[SOp 1, Cpw(R)|Nxn para todos
€ [0,1] de acuerdo con (5.106) y (5.96). Probaremos que la funcién z — W (b{*)) es continua
del [0,1] en B(LY (R4, w)). En efecto, para todos z1, 22 € [0,1] tenemos que

W (b)) — W (b#2)) = W ((In — b)1zy 2, (5.108)
donde
Moy, (@) = (9(21) = 0(22)) X (—o0,20-1) () + (0(21]2 — w0]) — p(22]2 — T0])) X (291,20 () (z € R)
¥ X~ es la funcién caracteristica del conjunto . Si ¢ = ¢y, entonces de (5.97) se sigue que
721,20 [ Lo Ry = 21 — 22|, Vi(12y,25) = [21 — 22,
y por la desigualdad de Stechkin (2.15),
[M21,20 M0 < 2115 N8P (Row)) |21 — 22]- (5.109)

Si ¢ = ¢y donde 6 € (—m,0) U (0, 7), entonces

e2i9z1t _ 62i922t 20
@) = Max |p(z1t) — p(zot)| = méx < 20|21 — 22| /| — 1|,
el ey = s [(e16) = o(eat)| = < 20]21 — zal/¥ 1

1 1
1 . )
‘/’1(7’,21722) :/0 |21(,0,(21t) _ 2290/(220‘ dt < m/{) |2921622921t _ 2922e2z022t‘ dt

e2i0 _ 1

20 ! 20(1+0)
<—2 [ (1420021 — 20| dt = S|z — 29,
< e [, (2000 —ald= T
y por consiguiente
102122 10,0 < 2CUS | B(Lr (Rw)) 121 — 221, (5.110)

donde C' es una constante positiva y finita. Finalmente, (5.108)—(5.110) implican la continuidad
de la funcién z +— W (b*)). Ya que la funcién ) € C, ,(R), por la estabilidad de indices de
operadores con respecto a las perturbaciones pequenas (ver el Teorema 2.1) tenemos que

Ind W (b) = Ind W () = Ind W (60) = —2i{arg det b0 ()}, _x. (5.111)
T
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Por otra parte, sustituyendo las funciones a, b y b*) por las funciones

_ Jar(x)  siz >0, R
ar(z) :== {ar(—aj) Gir<0’ by(x) == a, (x)a,(x) (z €R)
y
Ing(2) + bp(x)(1 — ¢(2)) siz <xp—1,
b (x) = { Inp(z|lz — o)) + br(x)(1 — p(z|z — 20])) siz € [wo — 1,z0), (5.112)
by () si x > o,

) son invertibles
en [Cp(R)|Nxn para cada z € [0, 1], repitiendo los razonamientos anteriores tenemos que para
cada r suficiente grande,

respectivamente, donde la funcién a, estd definida por (5.98) y las funciones bfnz

Ind W (a,) = Ind W(b,) = Ind W (b{?) = Ind W (b(V)) = —%{arg det bV (2)} g (5.113)

Pero, si r > 0 es suficiente grande, entonces las funciones matriciales b1 y bg) coinciden. Por

eso para tales r las férmulas (5.104), (5.111) y (5.113) implican que
Ind W(a) = Ind W (W) = Ind W (M) = Ind W (a,),

lo que completa la demostracién del teorema. |

6. Operadores de Wiener-Hopf con simbolos generados por
matrices semi-casi periodicas y lentamente oscilatorias

6.1. El ideal K y el algebra alg (sgn x, WO([SOp.s SAP, »]NxN))

Consideremos los polinomios de Laguerre

L,dv . o = n) (=D
Ln(az)::me dm—n(:ne ):kz<k‘>(k¢') 2 (n=0,1,2,...).
=0

Como es sabido (ver, p. €]. [75, Capitulo 5]), las funciones
Yn(x) := V2L, (22)e™® (n=0,1,2,...). (6.1)
forman una base ortogonal en L?(R.,). Por [15, p. 487] y [31, Capitulo I, §8.3],
VY =W"((x —i)/(z + 1)) para toda n € N. (6.2)

Claramente, 1, € LP(Ry,w) paran =0,1,2,..., todo p € (1,00) y todo w € A,(R;).
Por analogia con [47, p. 404], se puede probar lo siguiente.

Lema 6.1 Si 1 < p < o0 y w € Ay,(Ry), entonces el espacio generado por el sistema
{10, 11,2, ...} dado por (6.1) es denso en el espacio LP (R4, w).
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Dados 1 < p < ooy w € Ay(Ry), denotamos por alg ,, ., /W (C'(R)) al subélgebra cerrada mas
pequena de B(LP(R.y,w)) que contiene al conjunto {W(c) : ¢ € Cp . (R)}.

Tomando en cuenta (6.2), aplicando el Lema 6.1 y literalmente repitiendo la prueba de [15,
p.487] para LP(R4,w) en lugar de LP(R. ), obtenemos lo siguiente.

Lema 6.2 Para p € (1,00) y w € Ay(Ry), el dlgebra de Banach alg, W (C(R)) contiene al
ideal IC(LP(R4,w)) de todos los operadores compactos en B(LP(R4,w)).

Sean 1 < p < o0, w € Ag(R) y alg (sgn 2, WO([SOp.w, SAP, wInxn)) el subdlgebra de
B(L%,(R,w)) generada por los operadores (sgn z)I y Wa) donde a € [SOp 4, SAP, ] NxN-
Consideremos los operadores limite de la forma s-lim (e_p, Aeyp, I) para operadores

n—1o00
A € alg (sgn 2, WO([SOp ., SAPy ] nxn))-

Lema 6.3 El ideal K = K(LY (R, w)) tiene las siguientes propiedades:
i) K C alg (sgn z, WO([SOp.w, SAP, w]nxN));

it) para cada K € K y cada sucesion real-valuada h que tiende a oo (respectivamente, a
+o0, —00) el operador limite Ky, existe y es el operador cero.

La parte ) se sigue del Lema 6.2 y i7) se sigue de (3.22).

Se sabe de la seccién 2.7 que los operadores limite del operador (sgn z)I € B(LY, (R, w))
coinciden con (sgn z)I y que los operadores limite de los operadores de convolucién W°(a)
con a € [SOp., SAP, ,|nxn son los operadores de convolucién Wo(a§¢) donde a¢ + = v¢ ta
€ [AP,w]NxN, £ € Mo(SO) y ve + estan dados por (2.43) Introduzcamos los mapeos

e 4t A A§7:|:, con & € MOO(SO),

definidos en los generadores del dlgebra de Banach alg (sgn x, WO([SOp., SAP, »]nxn)) por las
igualdades

e +((sgn 2)1) = (sgn o)1, (63)
pe+(W°(a)) = W(ag 1) para a € [SOp ., SAP, wINxN, con ag+ € [AP,u]nxn-(6.4)

Por lo tanto j¢ + mapea los generadores de alg (sgn z, WO([SO, ., SAP, w]Nxn)) sobre sus
operadores limite que son los generadores de alg (sgn o, WO([AP, w]nxN))-

Lema 6.4 Para cada § € Moo (SO), los mapeos pe 1 @ A — A¢ 4, definidos por (6.3) y (6.4),
se extienden a homomorfismos de dlgebras de Banach de alg (sgn z, WO([SOp.u, SAP, w|nxN))
sobre alg (sgn , WO([AP, w]nxN))-

Mads aiin, para cada A € alg (sgn x, WO([SOp., SAP, w]NxN)),

[Ag 2]l < | Alless, (6.5)

donde ||Alless = Inf {||[A+ K| : K € K}.
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Demostraciéon. Primero, consideremos operadores de la forma
A=>"T[44 (6.6)
]

donde A;; € {(sgn z)I,W%a)}, a € [SOpw, SAP, wINxN, i ¥ j pertenecen a conjuntos finitos,
y los productos son ordenados. Como g +(A;;) son los operadores limite de los operadores A;j,
de la Proposicion 2.32 se sigue que

pe +£(A) = Z H fre,+(Aij).

Mi4s atin, para cada £ € My (S0O), existe una sucesién h,, — oo cuando n — +oo, tal que (ver
(2.47)),

pex(A) = s-lim (e_p, Aep, T).
Aplicando el Lema 6.3, obtenemos

pe,+(A) = s—liim (e—p, (A+ K)ep,I), VK € K.

Entonces la Proposicién 2.32(a) implica que

A)|| < inf |A+ K| = ||A]|ess- .
lne £ (Al < if |4+ K| = [lA]l (6.7)

El conjunto de operadores de la forma (6.6) es denso en alg (sgn 2, W([SO, ., SAP, NN ))
y de aqui, en vista de (6.7), los homomorfismos ji¢ + se extienden por continuidad a toda el dlge-
bra. Poniendo Ag¢ 1 := pi¢ 1 (A) para cada A € alg (sgn z, WO([SOp.w, SAP, ] NxN)), Obtenemos

65). 1

Teorema 6.5 Sea A € alg (sgn z, WO([SOp.w, SAP, w]nxn)) un operador Fredholm en el es-
pacio LY (R, w) y sea Ag . = pe 1 (A), para & € M (SO), donde gy son los homomorfismos
definidos en el Lema 6.4. Entonces {As,i}geMoo(SO) es una familia de operadores que estdn en
alg (sgn 2, WO([AP, w]Nxn)) y son invertibles en Lk, (R,w).

Demostracion. Usando otro tipo de operadores limite por analogia con la demostracién del
Corolario 4.9, hacemos lo siguiente. Sea A un operador Fredholm de indice m y consideremos el
operador

A= AWO(d) (6.8)
donde m
d(:n)zdiag[(ili) ,1,...,1}.

El operador W°(d) es Fredholm y tiene indice —m. Entonces el operador A’ es Fredholm de
indice cero, y de aqui puede ser representado por

A=U+K (6.9)

donde U es un operador invertible y K € IC (ver, p. €j. [35, Vol. 1 p. 167)).
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Aplicando las técnicas de operadores limite a (6.8) y (6.9) mostramos que A¢ 4 son operadores
invertibles para cada & € Muo(SO,.). Como los operadores A, W%(d) y A’ pertenecen a
alg (sgn z, WO([SOpw, SAP, wlnxn)) ¥ pe+(WO(d)) = I, deducimos de la Proposicién 2.32(b)

y (6.8) que
pe £ (A) = pe £ (A)pe +(WO(d)) = pe = (A). (6.10)

Por otra parte, por el Lema 6.3, K € alg (sgn , WO([SO, ., SAP, wINxnN)) ¥ e+ (K) = 0. De
aqui U € alg (sgn , WO([SOp., SAP, w]Nxn)) v por (6.9) v (6.10),

Ae v = pe+(A) = pe +(A") = pe+(U).

Los operadores Ug + = ¢ +-(U) son invertibles. En efecto, por el Lema 6.4, existe una sucesion
hy = {h} — +o0o tal que

Uex =slim(e_j+Ue,+1), (Ugy)® =slim(e_,+U%eys1).

n—oo n—oo

Como (eh%[ N=t= (e_h%[)l y el operador U es invertible, los operadorese_,+Uey+lye ,+U%e,+1
también son invertibles. Mas atn,

I(e_pzUep) ™M = ll(e_pz Uepz) I = U,

Por lo tanto, de [31, Capitulo 3, Lema 1.1], los limites fuertes Ug 4 son operadores invertibles, y de
aqui los operadores A¢ + = Ug + que pertenecen al algebra de Banach alg (sgn z, WO([AP, ]nxnN))
son invertibles en L% (R, w) para todo £ € M (SO). |

6.2. Media geométrica para funciones matriciales en [AP,|nxnN
Por analogia con [14, Teorema 18.12] obtenemos el siguiente resultado.
Teorema 6.6 Sean 1 <p<oo, Ne Ny
G:= {a € [AP,Inxn : W(a) es invertible en L‘?V(R+)}.

. 0 ., . . .. . .
Sia € G y{a} C APy, es una sucesion de polinomios matriciales casi periddicos que
converge a la matriz a en la norma || - [|[az,)y, x> €ntonces los polinomios matriciales an tienen
factorizacion canonica APW para todos los n suficientemente grandes y el limite

d(a) := lim d(a,) (6.11)

n—co
existe y es una matriz en GCN*N . El mapeo

G — GCN*N | g d(a) (6.12)
es continuo.

Demostracién. Sea a,, una sucesion de polinomios matriciales casi periddicos que converge
a a en la norma || - [[jaz,]y.n- Como W(a) es invertible, entonces los operadores W (a,) son
invertibles para toda n suficientemente grande y ||(W (a,)) ™" — (W (a))~*|| — 0 cuando n — oc.
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que W(a,,) es invertible para toda n. Por [14,
Corolario 19.11] los a,, tienen factorizacién canénica derecha APW, a,, = a,, a;.
Sea x(x) = tanh(mwz). Por [14, Lema 19.13],

x(af)™t = xM~YaE) + £, (6.13)

donde £ € [Cy(R) + HZ]n .

De [14, Seccién 2.5] se tiene que x_WO(f)xsI = 0 en L?(R), para f € HY C HP (1<
p < 00). Extendiendo por continuidad xy_WO(f)x.I de L*(R) N LP(R) a LP(R), tenemos que
X WO f)x+I = 0 en LP(R), si f € Hp°, . Andlogamente XaWO(f)x_I = 0 en LP(R), si
feH>

Ahora consideremos f € C,(R). Entonces existe una sucesién de funciones f, € C(R) N
Vi(R) que converge a f en M,. Por el teorema de Stechkin, los operadores X-WO(f)xel y
X+ WO(fn)x—I son acotados en LP(R). De aqui, los operadores

X-WO(f)xrl = lim x—WO(fa)x+1,
X+WO(f)x=1 = lim xoWO(fu)x-1

son acotados en LP(R). Como los operadores x+W?9(f)x+I son compactos en L*(R) (ver, p.ej.
[14, Teorema 2.18]), por analogia con [48, Teorema 3.10] y [44, Teorema 3.2] tenemos que los
operadores x=W?O(f)x+I son compactos en cada espacio LP(R) (1 < p < oo) Por lo tanto,
los operadores X-WOL)x+T vy xa WO(f)x_I son compactos para f € [C,(R) + H S NKN Y
felC,R)+ H}° |nxn Tespectivamente, y tenemos

X-WOO)W ™ an)WO(x )

= X-WO0)x+WO([a}]™ )X+W°([an] Dx+WO(x)x-1
= Xx-WOo)OW(laf T )xa WO([a, YW (x)x-1

= x-Wox[

a1 )X+ WO (xlay |7 x-1
~ X-WOOXM~ (a))x+ WO M~ (ay))x-1
= M~ (@) M~ (a; =W (O)x+ WO (x)x-1I
= d ™ (an)x-W )X+ WO x)x-1,
donde A ~ B significa que A — B es compacto. De aqui,
[d™" (an) — A (am) - WOOOX s WO O)X-T = x- W)W (an) = W (am)]WO (X)X -1,

y tomando en cuenta la jk-ésima entrada en cada lado de esta férmula, obtenemos

(A7 (an) = d™H(am)) ;, Ix-WP00x+ WO )X~ [less
= Ix-W° )W (an) = W Ham)IWO (X)X~ |[ess
< WO IPIW " an) = W (am)]l.

Siguiendo [14, seccién 17.3] calculamos Sym H, para H = x_ W9 (x)x+W°(x)x_I. Tenemos que
Sym H = Sym (x_I)Sym W°(x)Sym (x4+1)Sym W°(x)Sym (x_I). En (0,00, 1) tenemos

smmosen=(0 ) (522 ) () (2 L) (0)

:<20p 2u0—1><8 260>:<8 422>:<8 4u(10—u)>’
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donde p = \/pu(1 — p) y p € A(0,1;1/p).

Asi que Sym H no es identicamente cero, se deduce de [14, Teorema 17.12(b)] que el operador
X-WO0)x+WO(x)x-I no es compacto. De aqui ¢y := |[x-WO0)x+ WO(x)x-1|less > 0y se
sigue que

[(dH(an) —d ™ am)) ;.| < o IWPCOIPIW ™ an) = W H(am)- (6.14)

CN><N

Por lo tanto b := lim,_.,, d~!(a,) existe. Para probar que b € G es suficiente verificar

que existe un M € (0,00) tal que

lim sup |(d(an))jk‘ < M para todos j,k=1,2,...,N. (6.15)

n—oo

En efecto, (6.15) implica que |detd(a,)| < N!MY y por eso

|detb| = lim |detd Y(a,)| > 1/(N!MYN) > 0.

Ahora pasemos a la demostracion de (6.15). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

a son polinomios casi periédicos. Fijemos n € N. Para cada n existe un nimero a = a,, > 0
tal que

Qa;) N (—a,0) =0, Qa)N(0,a) =0. (6.16)

Sean Xo = X[0,a] ¥ X1 = X[a,400)- Y& que el operador W (ay,) es invertible en el espacio
LY (R4), es evidente que el operator x1W (an)x1/ es invertible en el espacio L& ([a, +00)).
Consideremos el operador

By = xoW (an)x0I — xoW (an)x1 (xaW (@n)x1I) " x1 W (an)xo0l. (6.17)

Como
Tim [ W(a,) = W(a)| =0y lim [(W(an))™" = (W(a))™"]| =0,

es claro que existe M € (0,00) tal que

1Bl < W (@n) | + W (an) (W (an)) 7| < M < oo (6.18)
Ya que x1W (an)x1 = xaW°(a; ) x1W°(a; )x11, tenemos que

CaW (an)x1D)™" = aW (a) ™ xaW((ay) " )xal).

Por otra parte, xoW (an)xol = xoW%(a;; )x+W%(a;)xol. Por consiguiente, de (6.17) se sigue
que

B = xoW(an)xol — xoW°(ay, @ ) xaW°((a;) " )xaW((a;) " )xa W (ay, a;f )xol
= xoW(an)xol — xoW(a; ) xaW (@) xaW° ((a,) ™ ) xaW((a,) " )xaW (ay, ) xa W (@) ) xol
= XoW (a; )x+ W (& )xol — xoW°(a, )x1W (a;})xol
= xoW(a; )xoW (a;;)xol.- (6.19)

ay = M(ay) + g5, (6.20)



donde los polinomios casi periédicos g& € [APWF|yyn vy
Q(gr:) C (—OO, —Oé], Q(gjz_) - [Oé,—I—OO).

Por eso, si g,jf =) 11> € entonces

XOWO(CLE)XOI = X[0,a] ng—a XpA+a)Ux =0,

XOWO(GI)XOI = X[0,¢] Z)\Za X[AA+al Uy=0,

donde Uy = W%ey) v (Unf)(z) = f(z — A) para € R. Tomando en cuenta esta propiedad, de
(6.18) deducimos que

By = xoW"(a;, )xoW (a;7)xol
= xoW (M (ay,) + g5 )xoW (M (a}) + g} )xol
= xoW(M(a;,))xoW (M (a;}))xo!
= xoM (a, )xoM (ayy)xol = d(an)xol. (6.21)

De (6.21) y (6.18) se sigue que

S 3

limsup |(d(an))jk| < [|Bnl < M < oco.

n—oo

Ahora probaremos la continuidad del mapeo (6.12). Fijemos a € G y € > 0. Entonces existe
uné > 0tal queb € Gy |[(W(a))™t —(W(b))™!|| < e siempre que b € [AP,|nxn ¥ [[b—allns, <.
Fijemos un b que cumple esto y elijamos a,, y b, en APJ(\]fo tal que a,, — ay b, — ben la
norma || - [|az,. De la misma forma que probamos (6.14) obtenemos

la~" (@) —d~ (ba)|| < Cf|(W(an)) ™t = (W (Ba)) ",
para alguna constante C' < oo, y (6.11) nos permite pasar al limite cuando n — oo para obtener
[a™!(a) =d~ @) < C|(W(a))™" = (W (b)) < Ce.

Esto muestra que el mapeo a — d~!(a) es continuo, lo que implica que el mapeo a — d(a)
también es continuo. |

6.3. Operadores de Wiener-Hopf con simbolos en SAP,
A partir de esta seccién consideraremos operadores de Wiener-Hopf en los espacios de Le-

besgue L (R) sin pesos, es decir, con w = 1.

Lema 6.7 Si 1 < p < oo y el operador de Wiener-Hopf W (a) con simbolo a € [SAP,|NxnN es
Fredholm en el espacio L;(Ry), entonces cada uno de sus reqularizadores (W(a))=Y pertenece
al dlgebra de Banach alg W ([SAP,|nxN).

Demostracién. Aproximemos los operadores W(a) por los operadores de Wiener-Hopf

W (ay) con sfmbolos aj, € [SAP,W]nxn, donde limy . [la — ag|[ar, )y = 0 v el dlgebra
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no cerrada [SAP,W|nxn consta de todas las funciones matriciales en [SAP,|nx N con represen-
taciones casi periédicas en [APW|nxn C AP, C M,. Tenemos que los operadores W (ay) son
Fredholm en L% (R ) para k suficientemente grande. Por [14, Corolario 19.11], los operadores
W ((ak)+), cuyos simbolos (ay)+ € [APW]nxn son las representaciones casi peridédicas de ay en
+00, son invertibles en el espacio LY, (R, ), y ademéds las funciones matriciales (aj)+ admiten
factorizaciones canénicas APW que pueden escribirse en la forma

(ar)+ = (ap)1d((ar)+)(ar) L,

donde M ((ag)1) = M((ax)f) = Iy e Iy es la matriz identidad de N x N.
Tomando en cuenta que (ay)L € G[APW  |nxn v (ax)L € GI[APW¥]nxn, siguiendo la
demostracién del Teorema 4.12, podemos construir funciones matriciales

fk S G[SAP]NXNQG[C ( )—I-H ]NXN (6.22)

tales que
(fi)e = (an)z, (fi)x = (ar)l.

Las funciones matriciales by = (f, ) "'ag(f;") ™! pertenecen a [Cp(R)|nxn y br(£00) = d((ak)+)-
Como las matrices ag son invertibles en [SAP,|nxn, deducimos que las funciones matriciales by,
son invertibles en [C,(R)]nxn. Més ain, en virtud de (6.22) y [14, Teorema 19.12],

W (ag) = W(f W (bi)W (f;7) + K,

donde W ( f,;t) son operadores Fredholm y Kj, son operadores compactos en LY (R ). Por lo
tanto, los operadores W (by) son Fredholm al igual que los operadores W (ag).

Del Teorema 2.25 tenemos que los regularizadores (W (b))~ de W (b;,) pertenecen al
algebra de Banach alg W([Ch(R)]nxn). Por otra parte, debido a (6.22) los regularizadores
(W ( fk NED de W( fk ) pertenecen al dlgebra de Banach alg W ([SAP,|nxn). De aqui, los re-
gularlzadores

(W (@)= = WENTIW o)W ()
de los operadores W (ay) pertenecen al dlgebra de Banach alg W([SAP,|nxn)- 1

Sea N = 1. Consideremos las siguientes subdlgebras de Banach de B(LP(Ry)) :
D = alg {W(c) ic€ [SOP,SAPP]}, Z :=alg {W(c) ic€ SOP}.

Definamos A = A(Z) como el subdlgebra de Banach de B = B(LP(R4)), que consta de todos
los operadores de tipo local con respecto a Z, es decir,

A= {A € B(LP(Ry)) : W(c)A — AW (¢) es compacto en LP(R,), Ve € SO,,}.

El algebra de Banach A™ = A/K es inversamente cerrada en el dlgebra de Calkin B™ = B/K,
contiene al dlgebra de Banach D™ (ver [2, Teorema 4.2]), y Z™ es un subélgebra central de A™.
Por lo tanto cada regularizador A~ de un operador Fredholm A € A pertenece al dlgebra de
Banach A.

Para cada £ € M(SO), sea jg el ideal bilateral cerrado més pequefio de A™ generado por el

ideal bilateral IT del dlgebra Z7 y sea Ag el dlgebra cociente A™/ jg .
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Dado £ € M(SO), sea jg el ideal bilateral cerrado més pequeno de D™ que contiene al ideal
maximal I C Z7. Claramente, jg C jg Sea Df = D”/jg.

De acuerdo con el Teorema 2.25 a cada operador de Wiener-Hopf W (a) € B(LP(R+)) con
simbolo a € C,(R) se le puede poner en correspondencia la funcién

ooltiz) = {a(t), siteR, = o0, (6.23)

a+(£) 1—coth[7;(:c+i/p)} +a_ (f) 1+coth[7;(x+i/p)]’ sit=o0, x € ]:——{’

donde las funciones ¢t — a(t,00) y = +— a(oo,z) pertenecen a Cp(R). El dlgebra generada por
tales funciones la denotamos por B,,. Es evidente que 9B, es un dlgebra de Banach con respecto
a la norma

Joall = max {[laC00) ¢, gy 1005 ) e -

De [70] y [16] se sigue que las algebras de Banach alg W™ (C,(R)) := alg W (C,(R))/K(LP(R))
y B, son isomorfas. Por lo tanto a las funciones en B, se les llama simbolos de los operadores

A € alg W (C,(R)).

Teorema 6.8 Sean a € SAP,, ayr € AP, sus representaciones casi periodicas en £0o y
£ € Mx(SO). Si los operadores de Wiener-Hopf W (a+) son invertibles en el espacio LP(R.),
entonces las siguientes tres afirmaciones son equivalentes:

i) La clase lateral Wg(a) =W7(a) + jgr es invertible en el dlgebra cociente AF.

i) La clase lateral Wi (a) = W™ (a) + jgr es invertible en el dlgebra cociente Df .

iii) Para cada v € R,
d(ay)Py(x) +d(a_)P-_(x) #0, (6.24)

donde Py(x) = —1¢C°th[7;(x+i/p)].

Demostracion.

i41) = i1). Si los operadores de Wiener-Hopf W (a4) son invertibles en el espacio LP(R4),
entonces las funciones casi periédicas a4 son invertibles en AP, y d(a+) # 0 (ver, p. €j. el
Teorema 3.14 y el Teorema 6.6 en el caso N = 1). De aqui, existe una funcién by € C,(R) con
bo(oo) = 0 tal que la funcién a+ by pertenece a GSAP,. Por [14, Teorema 19.15], el operador de
Wiener-Hopf W (a+bg) es Fredholm en el espacio LP(R.;). Adem4s, en virtud del Lema 6.7, cada
regularizador (W (a+bg))(™" del operador W (a +by) pertenece al dlgebra de Banach W (SAP,)
y por lo tanto la clase lateral W7 (a + by) = W(a + by) + K es invertible en el dlgebra cociente
DT. Entonces la clase lateral W[ (a+bo) = W™(a+by) + jg es invertible en el dlgebra cociente
Df. Sélo resta observar que W (a + by) = W{ (a).

1) = 1). Es evidente.

i) = 411). Primero supongamos que ax € APW. Entonces la invertibilidad de los operadores
W (a+) en el espacio LP(Ry) implica, debido al Teorema 8.11 en [14] (ver también el Corola-
rio 3.16), que las funciones casi periédicas a4+ admiten factorizacién canénica APW que podemos
escribir en la forma a4 = aZd(ay)al, donde M(a3) = M(al) = 1.

Como ay € GAPW ™ yaf € GAPW™, andlogamente a la demostracién del Lema 6.7 existen
funciones

f* € GSAP, N G(Cp(R) + H2,)
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tales que
(fr=ax, (fHr=al, a=f7bf"
donde b € C,(R) y b(£00) = d(ay). Por lo tanto

W(a) = W(fT)WOW(fT) + K,

donde los operadores W (f*) son Fredholm, sus regularizadores tienen la forma W ((f*)~!), y
K € K. De aqui s . s .

Wi(a) = WE(fT)WEOWE (),
donde las clases Wg(fi) son invertibles y (Wg(fi))_l = Wg((fi)_l) Por lo tanto la clase
lateral W[ (a) =WT™(a) + J¢ es invertible en el dlgebra cociente AF siy sélo si la clase lateral
WE(b) = WT(b) + J§ también es invertible en Af.

Supongamos que la clase lateral Wf’r (b) es invertible en Ag pero (6.24) no se cumple, es decir,
la funcién

b(oo,x) :=d(as+)Py(x) +d(a)P_(x)

se anula en algin punto 2o € R. Como b(co, ") € C,(R), para cada € > 0 existe una funcién
¢ € B, con norma |[[c|ls, < €y un nimero § > 0 tal que

&(t,00) =0, Vt € R, &(o0,z) = b(oo, ), Va € (zg — 0,20 + 0). (6.25)

De aqui, como las algebras de Banach alg W™ (C,(R)) := alg W(C,(R))/K(LP(R4)) v B, son
isomorfas, concluimos que para cada € > 0 existe un operador A € alg W (C,(R)) con simbolo
¢ e B, tal que ||A™|| <e.

Por otra parte, como la clase lateral Wg (b) = W”(b) + jg es invertible en el algebra cociente

Ag, existe un € > 0 tal que la clase lateral W”(b) — A7 +jg es invertible en Ag para cada A™ € AT

con ||A7|| < e. Eligiendo este € > 0 y un operador A € alg W(C,(R)) con simbolo ¢ € B, que
satisface (6.25), concluimos que la clase lateral W7 (b) — A™ pertenece a alg W (Cp(R))/K, su

simbolo g = b — ¢ € B, tiene la forma

g(t,00) = b(t) parat € R

§(00,z) = b(co,x) — &(c0, z) para = € R, (6.26)

y la clase lateral W™(b) — A™ + jg es invertible en AF. Por (6.25) y (6.26), g(oo,z) = 0 para
toda z € (xg — 6,9+ 0). Entonces existe una funcién v € B, tal que y(co,zg) # 0, F(t,00) =0
para toda t € R, y J(co,2) = 0 para toda z € R\ (29 — 6,20 + J). Sea Ag el operador en
alg W (C,(R)) con simbolo 5. Como 7§ = 0 identicamente en (R x {co}) U ({0} x R), entonces
AF(WT™(b) — A™) = 0. De aqui,

(AF + JE)(W™(b) — A" + JF) = JE. (6.27)

Por otra parte, en vista de la invertibilidad de la clase lateral W™ (b) — A™ + jg en Ag, existe
un operador B € A tal que

(W™ (b) — A™ + JT)(B™ + JF) = I" + JZ. (6.28)
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De (6.27) y (6.28), obtenemos
JE = (AF + JE)W™(b) — A" + JE)(B™ + JF) = AT + 7,

lo que implica que Aj € jg . Pero Ay € alg W(C,(R)) y su sfmbolo 5 € B, no es cero en el punto
(00, o). Entonces por analogia con la demostracién del Lema 5.21 llegamos a una contradiccién.
Por lo tanto (6.24) se cumple, lo que prueba i) = iii) cuando ax € APW.

Ahora supongamos que a1 € AP,. Ya que la invertibilidad de los operadores W (a4) en el
espacio LP(R4) y la invertibilidad de la clase Wg (a) = W™ (a) + jgr en el dlgebra cociente A7
son estables con respecto a pequeinias perturbaciones de un simbolo a € SAP, con respecto a la
norma | - ||az,, podemos encontrar una funcién a € SAP,W tal que la clase Wg (@) es invertible
en el dlgebra cociente Ag, los operadores W (a.) con representaciones casi periédicas a4+ € APW
de @ en o0 son invertibles en el espacio LP(R4 ), y d(a+) = d(a4). Se sigue del caso ax € APW,
que (6.24) se cumple para toda z € R. |}

6.4. Criterio de Fredholm para operadores de Wiener-Hopf con simbolos en
[SO,, SAP,)

Teorema 6.9 Sea 1 < p < oo. Si el operador de Wiener-Hopf W (g) con simbolo g € D =
[SOp, SAP,| es Fredholm en el espacio LP(R.y), entonces cada uno de sus regularizadores
(W(g))=Y pertenece al dlgebra de Banach D = alg W ([SO,, SAP,)).

Demostracién. Supongamos que el operador de Wiener-Hopf W (g) con simbolo g € D
es Fredholm en el espacio LY (R ). Como W (g) es del tipo local con respecto a Z, cada uno
de sus regularizadores (W(g))(=!) pertenece al algebra de Banach A = A(Z). Aplicando el
principio local de Allan-Douglas al dlgebra de Banach A™ concluimos que las clases laterales
Wi(g) = W™(g) + J& son invertibles en A7 para todo § € M(SO). Solo resta probar que la
invertibilidad de la clase lateral Wg (9) = W™(g) + jg en Af implica la invertibilidad de la
clase lateral W (g) = W™(g) + jg en el dlgebra cociente Df = D“/jg para cada & € M(SO).
Aplicando entonces el principio local de Allan-Douglas al dlgebra de Banach D™ deduciremos la
invertivilidad de la clase lateral W7 (g) en D™ de la invertibilidad de las clases laterales wE (9)
en D para cada £ € M(SO), lo que completaria la demostracién.

Estudiemos la invertibilidad de Wgﬂ (g) en Af para § € M(SO), donde es conocido que
M(S50) = RUM(S0).

Primero, sea £ € R. Como la funcién matricial g € D, es continua en R, obtenemos
WE(g) = WE(9(€) = W (g(€)) + JF.-

Por lo tanto, la invertibilidad de la clase lateral Wf’r (g) en el dlgebra cociente Af es equivalente
a la condicién g(§) # 0, lo que implica la invertibilidad de la clase lateral

WE(g) = WZ(9(&) = W™(g(&)) + JE (6.29)

en el algebra cociente Df.
Ahora supongamos que { € M (SO). Por (2.39), existe una funcién matricial gc € SAP,,
con representaciones casi periddicas g¢ + € AP, inicamente determinadas tal que

Be(9) = gl Moo (54P,)-

102



Como f¢(ge) = g§|Moo(SApp) obtenemos fB¢(g—ge) = 0y por lo tanto, de (2.41), ve +(g— gg) =0.
Entonces de (2.43) se sigue que la clase lateral W™ (g — g¢) pertenece a los ideales Jg y Jg.
Consecuentemente,

WZ(g) = Wi(ge), WE(g) = WE(ge)- (6.30)

Como la clase lateral Wg (g9) es invertible en A7, también la clase W”(gg) es invertible en Af
debido a (6.30). Tomando en cuenta el hecho que si W(g) es Fredholm en LP(R) implica que
W (ge,+) son operadores invertibles debido al Teorema 6.5, se sigue de la implicacién i) = i)
del Teorema 6.8 que la clase lateral W[ (ge) es invertible en Df. Estoy (6.30) muestran que la
clase lateral W[ (g) también es invertible en Df.

Por lo tanto, para cada & € M(SO) las clases laterales we (g) son invertibles en Dg, lo que
completa la demostracién. |

Teorema 6.10 Sean 1 <p < oo y g€ D =[SO,,SAP,|. El operador de Wiener-Hopf W (g) es
Fredholm en el espacio LP(R4.) si y sdlo si se cumplen las siguientes tres condiciones:

i) g(x) # 0 para todo x € R;

ii) para cada & € Muo(SO), los operadores W (ge +) con simbolos casi periddicos ge + = ve +(9)
son invertibles en el espacio LP(R});

iii) para cada & € Moo (SO), el valor ne == d~'(ge +)d(ge,—) satisface la condicion

1 1
(3 e o0 o5

Demostracién. Supongamos que las condiciones i), i) y 4ii) se cumplen. Sea g € D. Por
el principio local de Allan-Douglas, el operador W (g) es Fredholm en LP(R.) si la clase lateral
W (g) es invertible en Dy, para cada § € M(SO). Asf que vamos a estudiar la invertivilidad de
Wi (g) con § € M(SO) = RUM(50).

Primero, sea £ € R. Como la funcién g es continua en R, tenemos (6.29). Por lo tanto, la
invertibilidad de la clase lateral anterior en el algebra local Df es equivalente a la condicién i)
del teorema.

Ahora supongamos que § € M (SO). Por (2.39), para cada { € M (SO) existe una funcién
ge € SAP,, no tnica, con representaciones casi periédicas g¢ + € AP, inicamente determinadas
tal que B¢(g — g¢) = 0. Por lo tanto, de acuerdo con (6.30), W[ (g) = W{ (g¢). Por (3.2),

ge = Ge,+U+ + ge,—U— + ge,0, (6.32)

donde las funciones uy € Cp(R) estén dadas por uy(z) = (1 +tanhz) y

ge+ € APy, geo € Cp(R), geo(o0) = 0.

Claramente, siempre podemos seleccionar ge o tal que ge(r) # 0 para todo x € R. Més atin,
por las condiciones i) y #ii) del teorema, los operadores W (ge +) son invertibles en LP(R; ) y el
valor ng¢ = d ™1 (ge +)d(ge ) satisface (6.31). Entonces, del Teorema 19.15 en [14] se sigue que el
operador W (g¢) es Fredholm. Ya que, en virtud del Lema 6.7, cada regularizador (W (g¢))~")
de W(g¢) pertenece al édlgebra de Banach alg W (SAP,) C D, deducimos que la clase lateral
W (ge) es invertible en el dlgebra cociente Df = D"/ jg para cada £ € M (SO). Esto implica
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la invertibilidad de W (9) = we (g¢) para cada & € Mo (SO). De aqui, por el principio local
de Allan-Douglas, el operador W(g) es Fredholm en LP(R.).

Inversamente, si el operador W(g) es Fredholm en LP(R.), entonces del Lema 6.4 y el
Teorema 6.5, se sigue que para cada £ € M (SO), los operadores W (ge +) son invertibles en
LP(Ry). Esto da la condicién i) para cada p € (1,00) e implica la invertibilidad en AP, de
las funciones g¢ +. Es bién sabido (p. €j. es suficiente aplicar el principio local de Allan-Douglas
para x € R) que el hecho que W(g) sea Fredholm implica 7). Ademds, por el Teorema 6.9,
cada regularizador del operador W (g) pertenece al dlgebra de Banach D, esto es, la clase lateral
W™ (g) es invertible en el dlgebra cociente D™. Fijemos £ € M (SO). Construyendo una funcién
invertible g € SAP, de las funciones invertibles g¢ + € AP, dadas y tomando en cuenta el hecho
que en vista de la invertibilidad de la clase lateral W™ (g) en D7, la clase lateral W{ (g¢) = W{ (g)
es invertible en el algebra cociente Dg, deducimos del Teorema 6.8 que

1 — coth[n(z + i/p)]
2

d(ge) 1+ coth[g(a: +1i/p)] 40 (6.33)

d(ge,+)

para cada x € R. Sé6lo resta observar que (6.33) es equivalente a la condicién iii) del teorema.
i
6.5. Propiedad de Fredholm y factorizaciéon AP generalizada

Recordemos que AP es el conjunto de los polinomios casi periédicos en R. El espacio de
Besicovitch B? es definido como la completacién de AP® con respecto a la norma

I 1= (S UP) = (ar9)
A

donde f =Y, faex € APC. Hemos visto que AP puede ser identificado con C(Rp). También
se puede probar que B? puede ser identificado con L?(Rp,du), donde Rp = (R})* es la com-
pactificacién de Bohr de R y p es la medida de Haar normalizada en Rp. Como u(Rg) =1 es
finita, tenemos que AP C B2. M4s atin, AP es un subconjunto denso de B2.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz muestra que el valor principal

M(f):= [ f(&)du(§)

Rp
existe y es finita para cada f € B2. El conjunto
Q(f) :={r e R: M(fe_») # 0}

es llamado el espectro de Bohr-Fourier de f y puede mostrarse que es a lo mas numerable y

Ifllgz = D> IM(fe_y)?

A€Q(f)

para cada f € B2.
Sea I2(R) la coleccién de todas las funciones f : R — C para las cuales el conjunto {\ € C :
f(X) # 0} es a lo mds numerable y

”f”l%(R) = Z IFOV))? < 0.
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El mapeo Fp : I2(R) — B? que manda una funcién f € I2(R) con soporte finito a la funcién

(Fpf)(x) =Y fNe™, z R,

AR

puede ser extendido por continuidad a todo I2(R). Nos referimos a el como la transformada de
Bohr-Fourier. La inversa de la transformada de Bohr-Fourier actia por la regla

Fzl:B? = BR), (F5'/)(\) = M(fe_,), AeR.

Definimos P := fBXJr]-El y @ = fBX_fgl. Estas son dos proyecciones en el espacio de
Besicovitch B2.

Definicion 6.11 Una factorizacion AP derecha generalizada de una funcion matricial a en
GAPN«N es una representacion
a=a_das (6.34)

donde d = diag(ey,,...,exy), con A\i,..., AN € R y
a_ € G[B:nxn, ay € G[BYnxn, a_Pa”'l e B(B%).

Llamamos a los nimeros Aj, los AP indices derechos. De [14, Teorema 21.2], los AP indices
derechos existen y estan bién definidos para cada funcién matricial en GAPy«y que admite una
factorizacién AP derecha generalizada.

Una factorizaciéon AP derecha generalizada sera llamada factorizacion AP candnica derecha
generalizada si los AP indices derechos son todos cero. En [14] podemos encontrar el siguiente
teorema.

Teorema 6.12 Sea a € APyxn. Entonces a tiene factorizacion AP candénica derecha genera-
lizada si y sdlo si el operador W (a) es invertible en L3 (R).

Sean P : L?*(R) — H? la proyeccién dada por (2.13) y H2 el espacio de Hardy de funciones
analiticas en el semiplano {z € C: Imz > 0} (aquf, como simpre, identificamos PL*(R) y H?).
Ya que los operadores de Wiener-Hopf W (a) € B(L3(R+)) y de Toeplitz T'(a) = PaP € B(H%)
son débilmente ®—equivalentes de acuerdo con (2.12), del Teorema 11 en [6] obtenemos el
siguiente resultado.

Teorema 6.13 Sea g € [SO,SAP]nxn, y n > 1. El operador W (g) es Fredholm en L3 (Ry)
si y solo si las siguientes tres condiciones se cumplen:

i) det g(z) # 0 para todo x € R;

ii) para cada & € Moo (SO), las funciones matriciales casi periodicas ge + = ve +(g) admiten
factorizaciones AP candnicas generalizadas;

i11) para cada § € My(SO), los wvalores propios nf- (con j = 1,...,N) de la matriz
d ™ (ge 4 )d(ge,~) estan en C\ (—o0,0].
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Para el caso escalar N = 1, el Teorema 6.13 se puede simplificar. Si a € GAP, entonces el
nimero x(a) = lim, o[z~ ! arg a(z)], donde arg a es cualquier rama continua del argumento, es
la mocién media de a. Si k(a) = 0, entonces la media geométrica de a puede ser calculada por
d(a) = exp M(log a), donde log a € AP es alguna funcién para la cual a = exp(loga) y M (log a)
es el valor principal de Bohr de loga.

Teorema 6.14 Sean 1 < p < 0o y g € [SO,SAP]. El operador W (g) es Fredholm en L*(R.)
sty solo st las siguientes condiciones se cumplen:

i) mf{[g(z)[ : x € R} # 0;

i) para cada § € Moo (SO), las funciones casi periodicas ge + = ve +(g) tienen mocion media
cero;

i) para cada & € Mo (SO), d7(ge +)d(ge—) & (—00,0].

Demostracién. Por la condicién i), g¢+ € GAP. Como la invertivilidad de los operadores
W(ge +) en ese caso es equivalente a la condicién 4i) (ver, por ejemplo [14, Teorema 2.28]),
inmediatamente se deduce el teorema del Teorema 6.10. |

6.6. Operadores de convolucién con simbolos en [SO, SAP]| sobre la unién
finita de intervalos

Sea J = U%:1 Jm, donde J,,, son intervalos de R que pueden tener sélo extremos en comun.
Consideremos el operador del tipo de convolucién

Wi L2(J) — L2(J), fF*f]<§:Z:1km*(XLmﬂ> (6.35)

donde ky, son distribuciones tales que ¢, = Fky, € Loo(R), 7 es el operador de restriccién
sobre J, y f € L?(J) es extendida por cero a R\ .J. Supongamos ahora que J,,,, m =1,2,..., N,
son los intervalos [ag,a1], [a1,a2],...,|[an—1,an], respectivamente, donde 0 = ag < a1 < az <
Le<any < 00.

Para g1,...,9n € [SO, SAP]| definamos g € [SO,SAP],xn, con n = N + 1, por

[ ey, 0 ... 0 0
0 ey ... 0 0
0 0 ... e O
gl 92681 st gNea‘N,1 eaN i

Ym = Qm — Qm—1, Em:’Yl++’Ym (m:1727"'7N)7

y ey (v € R) es la funcién dada por e, (&) = e¢, € € R.
Del Corolario 4.26 y el Teorema 6.13 se deduce el siguiente teorema.

Teorema 6.15 Sean gi,...,gnv € [SO,SAP|. El operador de convolucion Wy definido por
(6.35) es Fredholm si y sélo si se cumplen las siguientes tres condiciones:

i) det g(z) # 0 para todo x € R;
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ii) para cada & € Muo(SO), los operadores W (ge 1) con los simbolos casi periodicos ge + =

ve 1 (g) son invertibles en el espacio L2(R);

i11) para cada & € My(SO), los wvalores propios 775- (con j = 1,...,n) de la matriz

d~Y(ge +)d(ge,—) satisfacen la condicion

11 ¢
{z-grmeii}#0
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