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Capitulo 1

Prefacio

Los juegos (o rompecabezas) en los que se tienen que deslizar o empujar fichas rectangulares,
bloques convexos o monedas han sido desde hace més de un siglo de mucho interés en el area
de las matematicas ya que por un lado, presentan un reto y una forma de entretenimiento para
cualquier persona dado que no se necesitan conocimientos matematicos para resolverlos; por
otro lado cuentan con una alta complejidad que llama la atencion, especialmente a la gente
en el area de computacion ya que son muy interesantes por su complejidad computacional y

por sus espacios de busqueda tan amplios.

Uno de los juegos de este estilo més importantes sin duda es El juego de 15 (The fifteen
puzzle), atribuido a Sam Lloyd, ver [4, 5, 6, 8, 9, 10], que consiste en quince bloques unitarios
cuadrados movibles, numerados del 1 al 15 en un tablero de cuatro por cuatro y cuyo objetivo
es, partiendo de una configuraciéon valida, ordenar los bloques del uno al quince dentro del
tablero. Existe una generalizacién del juego de 15 que se llama el juego de n? — 1. Un detalle
interesante de este juego es que no todas las configuraciones iniciales son validas para llegar a
una configuracién final, de hecho, de las n?! permutaciones posibles de inicio, s6lo ”72' tienen
solucién ya que, como lo demostré Storey [9] en 1879, una configuracién inicial sélo puede

ser resuelta si es una permutacion par de la configuracion final.



Figura 1.1: El juego de 15.

Richard M. Wilson [10] generaliza el juego de 15 a un rompecabezas basado en una grafica
arbitraria. Después, Kornhauser [5] retoma el problema tomando los bloques como canicas

que se trasladan entre vértices de una grafica.

Ratner y Warmuth [8] demostraron que el problema de encontrar el minimo nimero de
movimientos necesarios para llegar de una configuracién inicial a una final en el juego es N P-
dificil por medio de la reduccién del problema 2/2/4 — SAT al problema REL y ayudéndose
de ésta para llevar a cabo la reduccién de 2/2/4 — SAT al juego n* — 1. REL consiste en
trasladar elementos que se encuentran en vértices de una grafica hacia sus vértices destino
por medio de una trayectoria euleriana de esta grafica sobre aristas con capacidad cero o
dos. Es también N P-dificil encontrar una solucién que esté a una constante aditiva de la
solucion optima. Ellos proponen un algoritmo que esta a una constante multiplicativa de la
solucién 6ptima, aunque dicha constante es muy grande. Después, Parberry [6] propone un
algoritmo greedy y divide y vencerds que da una solucion con una constante multiplicativa
menor para la cota superior que es 5n3. También propone una cota inferior calculada con
la distancia Manhattan entre las posiciones iniciales y finales de los bloques pero esta cota

puede ser mejorada.

El juego n?—1 es muy utilizado para probar algoritmos de bisqueda. Ostergard [4] encuentra
soluciones completas a varias configuraciones pequenas del juego mediante el algoritmo BF'S.
Primero obtiene la grafica del juego asociando cada posicién posible a un vértice e insertando
aristas entre los vértices si las posiciones correspondientes se pueden obtener en un solo
movimiento. Es necesario después obtener los puntos a maxima distancia ¢ para conocer el

minimo nimero de movimientos requeridos en el peor caso. También da una cota superior



para el juego de 24 que es 0 < 210. Con esto podemos ver que incluso para tamanos de n
pequenos, es muy dificil encontrar el minimo niimero de movimientos requerido para resolver
el juego. De hecho, si se usan técnicas de busqueda como esta, para resolver el juego de 15,

se necesitarian aproximadamente 1300 GB de memoria.

Este juego puede ser generalizado a monedas marcadas. Esto puede ser interesante desde el
punto de vista de motion planning en robédtica. Ejemplos de trabajo en esta area son el de
Dumitrescu y Pach [3] con sus discos disjuntos o congruentes en el plano que se deben mover
de una configuracién inicial a una final teniendo la libertad de seguir trayectorias curvas. El
nimero de movimientos suficiente para llevar una configuracion inicial de discos congruentes
a una final es 37” + O(nlnn) y en caso de que no sean congruentes, 2n movimientos son
suficientes. Notese que el drea en la que se mueven las monedas no es confinada. Abellanas et
all [1] propone de igual manera, con discos disjuntos o congruentes, buscar el minimo ntimero
de movimientos necesarios para llegar de una configuracién a otra, pero con trayectorias
rectas y en algunos casos dentro de un area definida. Cuando los discos no estan confinados
a ningun area, 2n — 1 movimientos son suficientes cuando los discos son congruentes y
2n movimientos cuando no lo son y cuando estan confinados en un area muy pequena, 6n
movimientos son suficientes cuando los discos son congruentes. En este tipo de problemas
es comun que se utilice el recurso de enviar las monedas una por una al infinito y después
regresarlas a su posicién final, de esta forma se puede ver muy facilmente por qué son
suficientes 2n — 1 movimientos en el caso en que los discos no estan confinados a un area

especifica.

Dumitrescu y Pach [3] también proponen algoritmos para la solucién de sistemas metamorfi-
cos modulares por medio de deslizar bloques desde una configuracion inicial conectada (no
existen bloques que no sean adyacentes a algin otro) hasta llegar a una configuracién final

conectada tal que todas las configuraciones intermedias estén conectadas.

En este trabajo se presenta un algoritmo con un mejor resultado que el descrito por Par-
berry [6] en cuanto al maximo nimero de movimientos necesarios para llegar de una con-

figuracién inicial a una final en el juego n? — 1. Este algoritmo es mas complejo que el de



Parberry ya que contiene bastantes casos especiales dada la técnica para llevar a cabo los
movimientos de las fichas. Se implemento este algoritmo utilizando el lenguaje C para poder

hacer simulaciones.

Por otro lado, en este trabajo se investiga una variacién del juego n? — 1 en la que el nimero
de celdas vacias en el tablero no estd limitado a una sola. En este problema se puede pensar
el tablero de n x n como una bodega cuadrada en la que existen “corredores” y “estantes”.
Cada estante sera un bloque de fichas de tamafio y/n x \/n y se trabajara sobre el caso en el
que se pueden generar corredores alrededor de cada bloque en el tablero para que las fichas
dentro de cada uno de éstos tengan el camino libre para llegar a su destino llevando a cabo

un numero relativamente pequeno de movimientos.

Se presenta un algoritmo cuya entrada es el tablero de n x n con n? — 2n/n + n fichas
acomodadas en bloques y 2n+/n —n celdas vacias acomodadas en corredores y cuya salida es
el tablero con cada ficha en la celda que le corresponde dentro de algin bloque y se analiza

el maximo nimero de movimientos en el peor caso.

Lo interesante de este algoritmo es que acomoda un 99 % de las fichas totales de un tablero
grande en menos de la mitad de los movimientos en los que el algoritmo del juego n? — 1

acomoda el total del tablero.

Este tipo de resultados podria ser utilizado en bodegas que necesiten hacer una permutacién
de los productos que contengan, sabiendo desde el inicio cuantos movimientos son necesarios

para ponerla en practica.



Capitulo 2

Introduccion

2.1. El juego de 15 y el juego n? — 1

El Juego de 15 (The fifteen puzzle en inglés) es uno de los rompecabezas mas populares del
mundo. Consiste de un tablero de 4 x 4 celdas que contiene 15 fichas numeradas del 1 al 15
y una celda vacia. El objetivo del juego es ordenar las fichas de manera ascendente (como
se muestra en la Figura 1.1) a partir de una configuracién vélida de tal forma que en cada
paso, se desliza una ficha del tablero hacia una celda vacia adyacente a la misma. En el
resto de este trabajo dicha operacion serd llamada un movimiento basico o simplemente un
movimiento. Una configuracién valida es una permutacién par de la configuracion final. En

la siguiente seccion se analiza a detalle este concepto.

El juego de 15 puede ser generalizado al juego n? — 1 donde en lugar de tener un tablero de
4 x 4, se tiene uno de n x n. De la misma manera se tienen que acomodar las n? — 1 fichas

en orden mediante movimientos iguales a los utilizados en el juego de 15.

El problema de encontrar el minimo nimero de movimientos necesarios para pasar de una
configuracion inicial valida a una configuracion final es N P-dificil, como lo describen Ratner

y Warmuth [8]. Gracias a esto se buscan soluciones que se encuentren a una constante



multiplicativa de la solucién 6ptima.

Como ya se menciond en el capitulo anterior, existen muchos trabajos en torno al juego
n? — 1. Para nuestro trabajo analizaremos con méas detalle el de Parberry [6]. Su algoritmo
para resolver el problema en un tablero de n x n consiste en una técnica greedy y divide
y vencerds en la cual se ordenan la primera fila y columna del tablero de manera greedy y
se continia con las siguientes filas y columnas de manera recursiva hasta que se llega a un
tablero de 3 x 3, el cual se resuelve por fuerza bruta [7] ya que en el peor caso, 30 movimientos

son necesarios para resolverlo.

En este trabajo se desarrolla un algoritmo con base en el de Parberry utilizando las técnicas
greedy y divide y venceras que €l utiliza pero con algunas variaciones, de tal manera que se
necesitan menos movimientos para llegar a una configuracion final en el peor caso. Asi mismo

se lleva a cabo una implementacion del algoritmo con fines de simulacién.

2.2. Permutaciones pares

En esta seccién, un movimiento (como fue definido en la seccién anterior), tendra el nombre
de giro. Demostraremos que no exite una secuencia de giros para obtener la configuracién

en la Figura 2.1(b) de la configuracién en la Figura 2.1(a).

1| 2] 3| 4
5/ 6|7 8
9110111112
13|15]14

(a) Juego de 15 con las (b) Juego de 15 con el
fichas ordenadas. 14 y 15 invertidos.

Figura 2.1: Configuracién del bloque después de introducir la ficha destino y subirla un nivel.Juego de 15
con las fichas ordenadas y 14 y 15 invertidas.



A cada configuracién Cj, le podemos asociar una permutacién ¢; biunivocamente. o; se

obtiene leyendo las celdas de C; por filas.

Cualquier giro en C} resulta en una configuracion con diferente paridad, donde la paridad de

una configuracién es la paridad de su permutacion asociada.

La paridad de una permutacion es la paridad de su nimero de inversiones. Una inversién
en una permutacion ocurre cuando hay un elemento mayor antes de uno menor, como en el

siguiente caso:

123456
123456

Numero de inversiones = 0.

123456
654321

Numero de inversiones = (g)

Es bien sabido que aplicar una trasposicién a una permutacién, resulta en una permutacion

con paridad diferente.

Una grdfica de giros G de las configuraciones en el juego de n? — 1 es aquella que tiene como
vértices al conjunto de todas las configuraciones (n?!), donde dos de ellas son adyacentes si

una puede ser obtenida de la otra mediante un giro.

El problema del juego de n? — 1 puede ser replanteado en términos de las propiedades de

una grafica de giros. En particular mostraremos que no es conexa.

Para esto usamos los siguientes hechos:

a) G es bipartita. Esto es porque dos configuraciones adyacentes estan asociadas a dos



permutaciones con diferente paridad.

b) Ir de una configuracién con la celda vacia en un lugar a otra con esta celda en el
mismo lugar requiere un ntmero par de movimientos. Esto es porque el nimero de
movimientos hacia la izquierda tiene que ser igual al nimero de movimientos a la
derecha (de otra manera la celda vacia terminaria en una columna diferente). De igual
manera el nimero de movimientos hacia arriba es igual al nimero de movimientos

hacia abajo.

Teorema 1 G no es conexa.

Por a) y b), el conjunto de las configuraciones alcanzables desde Iy tal que la celda vacia
se encuentre en la posiciéon N, tiene solamente permutaciones “pares”. Si trasponemos los
ultimos dos elementos de dicha configuracion, tendremos una permutacién impar Iy x (N —

1, N — 2), que no puede ser alcanzada desde Iy.

2.3. El problema de la bodega

En este trabajo estudiaremos variantes del juego de 15, en las cuales permitimos que el
numero de celdas vacias sea mayor que uno. Los movimientos permitidos son iguales a los

del juego de 15, i.e. deslizar fichas del tablero a celdas adyacentes vacias.

Es evidente que entre més celdas vacias tenga nuestro tablero, es mas facil desplazar las
fichas del mismo para llevarlas de una configuracion inicial, a alguna configuracién final. En
aplicaciones de la vida real, tales como bodegas, es claro que nunca estan llenas a tope y
con frecuencia es necesario rearreglar la mercancia almacenada en ellas para, por ejemplo,

asegurarse que la mercancia vieja sea mas accesible que la nueva y de esta manera, asegurar



que la mercancia sea vendida antes de su fecha de expiracién. Siempre se dejan corredores
que faciliten dichos cambios. En nuestro problema, estos corredores seran representados por

familias de celdas vacias en el tablero.

Se presenta un algoritmo que utiliza el concepto de “corredores” para poder transportar
las fichas a sus posiciones finales de manera més eficiente dentro de un tablero de n x n,
tomando en cuenta que es necesario sacrificar el nimero total de fichas para poder utilizar

estos corredores.

Un corredor serd un conjunto de espacios en blanco acomodados de manera vertical u hori-

zontal, adyacente a determinado nimero de fichas.

El total de fichas se divide en bloques de y/n x y/n distribuidos uniformemente dentro del

tablero. En este trabajo se estudia el caso en el que cada bloque esté rodeado por corredores.

Cuando n es grande, la suma de todas las fichas en los bloques se aproxima mucho al nimero
total de fichas que puede haber en un tablero de n x n, por ejemplo, cuando n > 40000, se

tiene més del 99 % de la capacidad del tablero ocupada por fichas.

Como se menciona en el capitulo anterior, el algoritmo que utiliza los bloques y corredores
acomoda un 99 % de las fichas totales de un tablero grande en menos de la mitad de los

movimientos en los que el algoritmo del juego n? — 1 acomoda el total del tablero.

Si se piensa en los bloques como estantes en una bodega o almacén, el algoritmo podria
funcionar para hacer permutaciones de los articulos entre estantes y dentro de ellos de manera

eficiente.



Capitulo 3
Algoritmo del juego n? — 1

Para comenzar a describir el algoritmo, se necesita primero definir el concepto de maxima
distancia en una grafica construida mediante permutaciones de fichas en un tablero que se

puede encontrar en [4]. A continuacién la definicién.

Existen n?! configuraciones de fichas posibles inicialmente en el juego n? — 1. Una grafica G
puede ser construida asociando cada configuracion posible con un vértice y una arista entre
dos vértices si y solo si las configuraciones correspondientes pueden ser obtenidas una de

otra en un solo movimiento.

Una posicion inicial puede ser llevada a una final si éstas se encuentran en la misma com-
ponente conexa. Como ya se vio, el nimero total de configuraciones validas para llegar de
cualquiera de éstas a cualquier otra es de ”72' Ostergard en [4] describe varios métodos
para encontrar los vértices a distancia maxima o de la configuracion final. En este trabajo

utilizamos tinicamente la § de un tablero de 2 x 2 como base del algoritmo del juego n? — 1.

Ostergard demuestra que la distancia méxima & en un tablero de 2 x 2 es 6 de la siguiente

. | .« . . s . ’
manera: Este tablero tiene % = 12 posiciones posibles, la celda vacia siempre estd en una

esquina, asi que siempre hay dos movimientos posibles. Ya que la grafica del juego es conexa

y es regular de grado 2, es una grafica ciclica. Entonces, § = % = 6.

10



En el Cuadro 3.1 podemos ver las 45! posibles configuraciones (vélidas) de un tablero de 2 x 2.
En la Figura 3.1 se muestran las relaciones entre cada configuracién (los vértices) y cudndo
existe un sélo movimiento entre dos de ellas (las aristas). Podemos rédpidamente notar que

la maxima distancia entre cualesquiera dos vértices es 6.

12 1 1 31
3 32 32 2
23 2 2 12
1 13 13 3
31 3 3 23
2 21 21 1

Cuadro 3.1: 45! configuraciones posibles en el tablero de 2 x 2

Figura 3.1: Gréfica de configuraciones del tablero de 2 x 2.

Antes de continuar, es conveniente definir unos cuantos conceptos. Ya se ha hablado del
tablero que se define como un 4rea cuadrada de n x n celdas que contiene n? — 1 fichas
acomodadas en n filas y n columnas. La localidad destino es la celda que corresponde a una
ficha en particular en la configuracion final deseada. Una ficha destino es aquella que se
pretende mover o se estd moviendo hacia su localidad destino. La celda vacia es es la celda

restante en el tablero (Figura 3.2).
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Figura 3.2: Ficha destino. La ficha destino estd pintada de negro, la celda vacia de blanco y ’LD’ indica la
localidad destino.

Figura 3.3: Ultima ficha (U), pentltima ficha (PU), fichas fijas (F).

Se va a dar el nombre de adyacencia fuerte al tipo de adyacencia entre fichas horizontal o
vertical y adyacencia débil al tipo de adyacencia diagonal. Notese que los movimientos de las
fichas s6lo pueden ser horizontales o verticales pero la adyacencia débil servird para saber si

alguna esquina de la celda vacia es adyacente a alguna esquina de la ficha destino u otra.

El algoritmo del juego de n? — 1 como se ha mencionado, se va a llevar a cabo de una
manera similar al de Parberry, resolviendo de manera recursiva solamente la fila y columna
n. Estando éstas acomodadas, se procede a acomodar la fila y columna n — 1 y se continta
de esta manera hasta que n sea igual a 3, momento desde el cual se utiliza fuerza bruta para

llevar a cabo los movimientos siguientes. En la Figura 3.4(a), (b) y (c) se ilustra lo anterior.
Una ficha en estado fijo es aquella que se encuentra en su localidad destino.

La dltima ficha de una fila/columna es la ficha cuya localidad destino es n de dicha fi-
la/columna y la peniltima ficha es aquella cuya localidad destino es n — 1. En el algoritmo,

la ficha pentltima de cada fila/columna se va a llevar a la posicién de la tltima y va a ser
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(a) Primera fila y columna del (b) Segunda fila y columna del (¢) Juego de 8. Se resuelve por
juego de 24. juego de 24 (Juego de 15). fuerza bruta.

Figura 3.4: En (a) se estan rellenando la fila y columna 5, en (b) se estan rellenando la fila y columna 4 y la
fila y columna 5 ya han sido calculadas, en (c) se estd rellenando el tablero de 3 x 3 y y las filas y columnas
4 y 5 ya han sido calculadas.

marcada como fija para poder llevar a cabo una secuencia de movimientos especifica para
acomodar a ésta y a la tltima ficha de su respectiva fila/columna como se muestra en la

Figura 3.3.

Se va a rellenar una fila/columna cuando se estén posicionando las fichas correspondientes

a esa fila/columna en sus localidades destino.

3.1. EIl tablero de 2 x 2

La funcién del tablero de 2 x 2 fichas (al cual nos referiremos como tabla en el futuro) en
este trabajo es darnos la posibilidad de saber en la mayoria de los casos, qué secuencia de
movimientos es la Optima para acercar la ficha destino a la localidad destino cuando la celda

vacia es adyacente a esta ficha (sea por adyacencia fuerte o débil).

Definimos como d la distancia desde la ficha destino a su localidad destino en cualquier
momento. Para calcular esta distancia se utiliza la distancia Manhattan [6]. Llamemos a
la coordenada de la localidad destino (7, ) y a la coordenada de la ficha destino (k,1). La

distancia Manhattan se obtiene de la siguiente manera: |i — k| + |7 — .
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Podemos definir para mayor claridad, subtipos de las adyacencias fuerte y débil. Para la
adyacencia fuerte existen cuatro subtipos: Norte (N), Sur (S), Este (E) y Oeste (O). Si la
posicién de la ficha es (i, j), la celda vacia se encuentra en la posicién (i — 1,7) en el caso
de adyacencia N, si la posicién de la ficha es (i, j), la celda vacia se encuentra en la posicién

(7,7 + 1) en el caso de adyacencia E y asi sucesivamente.

De igual manera existen cuatro subtipos para la adyacencia débil: Noreste (NE), Noroeste
(NO), Sureste (SE) y Suroeste (SO). Si la posicién de la ficha es (i,7), la celda vacia se
encuentra en la posicién (i — 1,5 + 1) en el caso de adyacencia NE y se procede de manera

similar para los demés subtipos.

Cuando en este trabajo se habla de que hay un “movimiento” de la celda vacia, significa
que alguna ficha es trasladada a la posicién actual de la celda vacia y la celda en la que se

encontraba la ficha es la nueva posicién de la celda vacia.

Se pueden utilizar las letras N, S, E' y O para indicar que la celda vacia se va a mover hacia
la posicién (i —1,7) en el caso de N, (i +1,j) en el caso de S, (i,7 + 1) en el caso de E' y

(1,7 — 1) en el caso de O, estando ésta en la posicién (3, j).

Se va a superponer la tabla al tablero cuando se haga coincidir la ficha uno de alguna confi-
guracion de la tabla con la ficha destino del tablero y la celda vacia de la misma configuracion
de la tabla con la celda vacia del tablero. Se puede ver la relacién de una configuracién con
area 2 x 2 del tablero con una configuracién de la tabla en la Figura 3.5. Lo anterior se
hace siempre y cuando el area de la tabla no rebase los limites del tablero. En adelante a la
accion de superponer alguna configuracién de la tabla al tablero la llamaremos simplemente

superponer la tabla.

Figura 3.5: Configuracion de la tabla con respecto a adyacencia de ficha destino y celda vacia de la Figura 3.6.
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Figura 3.6: Tablero de 4 x 4 con la ficha destino en la posicién (3,3) y la celda vacia en la posicién (2,2).

En la tabla hay dos configuraciones distintas por cada subtipo de adyacencia fuerte y una
configuracién para cada subtipo de adyacencia débil (Cuadro 3.1). El conjunto de estas
configuraciones es el total de configuraciones vélidas en la tabla. Asi que al superponer la
tabla teniendo adyacencia fuerte, se puede utilizar cualquiera de estas dos configuraciones.

Dado lo anterior, podemos ver que siempre es posible superponer la tabla.

Habiendo superpuesto la tabla, un movimiento con respecto a ésta sera trasponer alguna de
las fichas en el drea del tablero donde dicha tabla se ha superpuesto con la celda vacia de éste,
imitando el movimiento que se tendria que hacer en la tabla para llegar a la configuracién de-
seada dentro del drea de 2 x 2 (a esta configuracién la llamaremos simplemente configuracion
deseada). Cuando se hable de una configuracién deseada, unicamente se dard importancia a

la posicion de la ficha uno en dicha configuracion.

Una secuencia de movimientos con respecto a la tabla se lleva a cabo cuando la configuracion
deseada estd a § > 1 de la configuracién actual. Podemos ver un ejemplo de una serie de
movimientos con respecto a la tabla en la Figura 3.7. En la Figura 3.7(a) la ficha destino
se encuentra en la posicién (3,3) del tablero. Llevando a cabo la secuencia de movimientos
de las Figuras 3.7(b), 3.7(c), 3.7(d), 3.7(e) y 3.7(f), y suponiendo que la localidad destino se

encuentra en la posicién (1, 1) del tablero, la distancia d se reduce de d =4 a d = 2.

Lema 1 Una secuencia de cinco movimientos con respecto a la tabla son suficientes y a

veces necesarios para llegar a la configuracion deseada.
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X 1 1
(a) Posicién de ficha destino y celda vacia Primer movimiento respecto a la
en el tablero y configuraciéon de tabla a tabla
superponer.

(¢) Segundo movimiento respecto a la ) Tercer movimiento respecto a la tabla.
tabla.
X 1 X
1 X X
(e) Cuarto movimiento respecto a la tabla. f) Quinto movimiento respecto a la tabla.

Figura 3.7: Secuencia de cinco movimientos con respecto a la tabla.
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Se puede ver en el Cuadro 3.1 que la ficha uno puede ocupar cualquiera de las cuatro
posiciones de la tabla. Existen tres configuraciones diferentes que corresponden a cada una
de estas posiciones. Al llevar a cabo una secuencia de movimientos, no es necesario conocer
las posiciones de las fichas dos y tres, ya que solamente las posiciones de la ficha uno y la

celda vacia son de interés.

Se ha mencionado previamente que § es 6. Esto significa que llegar de cualquier configuracién
de la tabla a cualquier otra requiere de una secuencia de a lo mas seis movimientos. Ya que
nuestro interés reside en la posicion final de la ficha 1, en cualquier caso se puede tomar
cualquiera de las tres configuraciones antes mencionadas como configuracién deseada y el
hecho de que ¢ sea 6 significa que alguna de estas tres configuraciones se encuentra a lo mas

a cinco movimientos de la configuracién actual.

A la configuracién que se seleccione de las tres posibles mencionadas anteriormente se le

llamara configuracion de menor distancia.

Para llevar a cabo la secuencia mas corta de movimientos de la tabla entre la configracién
actual y la configuracion de menor distancia se insertan en una lista circular doblemente
ligada cada una de las configuraciones de la tabla. Los valores anterior y siguiente en cada
nodo seran las configuraciones que estén a un movimiento de distancia de éste. Se asigna
a cada uno de los nodos un indice comenzando por 0 hasta el 11 (sin importar cudl sea el
cero, el uno se asignara al nodo apuntado como siguiente del nodo cero y asi sucesivamente).

Teniendo estos datos, se procede de la siguiente manera:
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1: si indice de configuracion de menor distancia < indice de configuracién actual entonces
2:  si abs(indice de menor distancia - indice de configuracién actual) <= 6 entonces
3 Mover a siguiente configuracion.

4:  sino

5: Mover a configuraciéon anterior.

6: fin si

7: sl no

8:  si abs(indice de menor distancia - indice de configuracién actual) <= 6 entonces
9 Mover a configuracion anterior.

10:  si no

11: Mover a siguiente configuracion.

12 fin si

13: fin si
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Lema 2 FEuxisten casos en los que superponer la tabla servird para calcular la secuencia mas
corta de movimientos para llevar la ficha destino de una posicion en el tablero a otra en un

area de 2 X 2 tal que d sea reducida.

Habiendo decidido qué configuraciones de la tabla se pueden superponer, se calcula con la
distancia Manhattan qué posicién de cualquiera de las configuraciones seleccionadas es la
mas cercana a la localidad destino. Un ejemplo de lo anterior se puede ver en la Figura 3.8.
Si coincide la posicion mas cercana con la posiciéon de la ficha destino, se utiliza algin otro
método de los que se hablara mas adelante. Si no, se lleva a cabo la secuencia de movimientos
necesarios con respecto a la tabla para llevar la ficha destino a la posicién més cercana a la
localidad destino dentro del area de 2 x 2 en el tablero correspondiente a la configuracion
seleccionada de la tabla tal que d sea reducida (ver Figura 3.9) en a lo més cinco movimientos

(Lema 1).

xa xb

xa 1 1 xb

Figura 3.8: Dos configuraciones posibles. Si LD es la localidad destino, la configuraciéon a sera seleccionada.
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(a) La posicién zal esla mds cercana a LD (b) Primer movimiento respecto a la
en el area de 2 x 2 sobre la que la tabla se tabla. d = 3
ha sobrepuesto. d = 4

(¢) Segundo movimiento respecto a la (d) Tercer movimiento respecto a la tabla.
tabla.

(e) Cuarto movimiento respecto a la tabla.
d=2

Figura 3.9: Secuencia de movimientos con respecto a la tabla tal que d se reduce de 4 a 2.
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3.2. Jerarquia de movimientos

En el Lema 2 se menciona que existen casos en los que no se puede llevar a cabo una
secuencia de movimientos con respecto a la tabla. En estos casos van a existir dos opciones,
hacer una secuencia de movimientos preestablecida de acuerdo a una jerarquia que se describe
a continuaciéon, o de acuerdo a una serie de casos especiales que se describen en la seccion

siguiente.

Vamos a definir dos tipos de movimientos que se van a utilizar en casos en los que se necesite
la jerarquia. A favor de las manecillas del reloj (CW) o en contra de las manecillas del reloj
(CCW). En los movimientos CW, la celda vacia se va a “mover” a favor de las manecillas
del reloj alrededor de la ficha destino mientras que en los movimientos CCW, la celda vacia
se va a “mover” en contra de las manecillas del reloj alrededor de la ficha destino. Se puede

ver un ejemplo de lo anterior en la Figura 3.10.

Cuando la ficha destino se encuentra en la posicion mas cercana de la tabla superpuesta
a la localidad destino, ya no es posible llevar a cabo movimientos con respecto a la tabla
(Figura 3.11), entonces, salvo cuando existe un caso especial, serd necesario cambiar la celda
vacia de posicién para poder seguir utilizando la tabla en los movimientos siguientes o en su

defecto, volver a utilizar casos especiales o la jerarquia de movimientos.

Existen diversas posibles posiciones de la localidad destino con respecto a la ficha destino y
para cada una de ellas se va a ejecutar un tipo de movimiento de la jerarquia (ya sea CW o

CCW).

Sea (i, 7) la posicién de la ficha destino y (k,!) la localidad destino, entonces si:

k<iyl<j,tipo de movimiento: CCW. (arriba-izquierda)
k <iyl> 7, tipo de movimiento: CCW. (arriba-derecha)
k>1iyl < j, tipo de movimiento: CCW. (abajo-izquierda)
k >yl > j, caso especial. (abajo-derecha)

21



(a) Posicién inicial de la
celda vacia.

(b) Primer movimiento (c)Segundo movimiento

CCW. CCW.

(d) Primer movimiento (e)Segundo movimiento
CW. CW.

Figura 3.10: Ejemplo de movimientos CW y CCW.

Figura 3.11: Ficha destino (pintada de negro) en la posicién més cercana de la tabla superpuesta a localidad
destino (LD).
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k <iyl=j, tipo de movimiento: CCW. (arriba)
k=1iyl> 7, tipo de movimiento: CCW. (derecha)
k=1iyl<j,tipo de movimiento: CW, (izquierda)
k> iyl =7, tipo de movimiento: CW. (abajo)

Cada uno de estos casos se ilustra en la Figura 3.12 (excepto abajo-derecha que se ilustra en

los casos especiales).

Ya que en el algoritmo se revisa la posiciéon de la celda vacia después de ejecutar cada
movimiento para decidir qué movimiento serd el siguiente, solo serd necesario evaluar los
casos en los que la localidad destino se encuentra arriba, abajo, a la izquierda o a la derecha
de la ficha destino, ya que por ejemplo, si la localidad destino se encontrara arriba-izquierda
de la ficha destino, basta con llevar a cabo el movimiento de arriba y el estado del tablero

se volvera a evaluar resultando en un caso completamente distinto.

Cuando se estd rellenando una fila, es normal que se suscite el caso arriba (nétese que cuando
se rellena la fila n, la columna n atn no puede tener fichas fijas salvo la primera que es a su
vez la primera de la fila n). Se ha seleccionado el tipo de movimiento CCW para este caso
de manera arbitraria. Sélo va a existir un caso en el que se necesite hacer el movimiento
CW con arriba y es cuando la localidad destino se encuentra en la columna n y serd tratado
como un caso especial. Se puede ver que si se hubiera seleccionado CW para el caso arriba,

seria igual de eficiente y el caso especial ejecutaria el tipo CCW.

La misma situacion se va a dar con el caso de izquierda sélo que esta vez CCW y CW estan

invertidos, es decir, en la situaciéon normal se llevara a cabo CW y en el caso especial, CCW.

La seleccién del tipo de movimiento CCW para derecha no es arbitraria. Este caso se va a
dar unicamente en la fila que se esté rellenando para llevar a la pentltima ficha a la tdltima
posicién de la fila (en la siguiente seccién se explica el por qué). La razén por la que el tipo
de movimiento CCW es utilizado para este caso es que si se seleccionara CW, y la celda

vacia tuviera adyacencia O con respecto a la ficha destino, se le estaria indicando a la celda
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(a) Arriba-izquierda. (b) Arriba-derecha.

(c) Abajo-izquierda. (d) Arriba.

(e) Derecha. (f) Izquierda.

(g) Abajo.

Figura 3.12: Ejemplo de casos de jerarquia. 'LD’ es la localidad destino, ficha destino de negro y celda vacia
de blanco

vacia que se moviera fuera del tablero.

Existe un caso especial (derecha-abajo) en el que se lleva a cabo una secuencia de movimientos
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especifica.

El caso abajo es similar a derecha, sélo que en vez de tratar con filas, lo hace con columnas.

3.3. Ultima ficha

Llevar a la ultima ficha a su posicién final es tratado de diferente manera a las demaés fichas
de la fila/columna a la que corresponde. Como se habia mencionado, es necesario primero
mover la peniltima ficha a la posicién final de la iltima y a la tltima a una fila abajo de la
penitltima en el caso de que se esté rellenando una fila o a la columna de la derecha cuando
se esté rellenando una columna (Figura 3.3). Después de esto se debe llevar a cabo una serie

de movimientos especificos para llevar a éstas fichas a sus respectivos destinos.
Si se estd rellenando una fila:

Si la celda vacia tiene adyacencia O con respecto a la tltima ficha, moverla de la siguiente
manera: N, E, S.
Si la celda vacia tiene adyacencia S con respecto a la ultima ficha, moverla de la siguiente

manera: O, N, N, E, S.

Cuando se dan casos especiales para posicionar la tltima ficha, éstos llevan a cabo una serie
de movimientos que deja la celda vacia con adyacencia NO con respecto a la ultima ficha.
En estos casos basta con mover la celda vacia de la siguiente manera: F, S y la pentltima y

ultima fichas quedaran en sus localidades finales.
Si se esta rellenando una columna:

Si la celda vacia tiene adyacencia N con respecto a la tltima ficha, moverla de la siguiente
manera: O, S, E.

Si la celda vacia tiene adyacencia E con respecto a la ultima ficha, moverla de la siguiente

manera: N, O, O, S, E.
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Y si como en el caso de las filas, se da un caso especial para posicionar la iltima ficha, la
celda vacia quedara con adyacencia NO con respecto a la tultima ficha. Se debe mover la
celda vacia de la siguiente manera: S, F y la pentltima y tltima fichas quedaran en sus

localidades finales.

Con lo anterior se puede ver que se necesitan a lo més cinco movimientos para colocar las
fichas penultima y tultima en sus localidades destino suponiendo que la pentltima ficha se
encuentra en la localidad final de la ultima ficha y que la iltima una fila abajo en caso de
que se esté rellenando una fila o una columna a la derecha en caso de que se esté rellenando

una columna y que la celda vacia es adyacente a la ultima ficha.

3.4. Casos especiales

Un caso especial va a ocurrir cuando no se pueda utilizar la tabla o cuando no haya algin

movimiento de la jerarquia que lo contemple.

Van a existir dos situaciones en las que va a ser necesario utilizar los casos especiales, cuando
haya alguna o varias fichas fijas adyacentes a la ficha destino y no exista algin caso de
jerarquia que contemple el movimiento que se necesita llevar a cabo o que la ficha destino se
encuentre en el limite del tablero (en la posicién 1 o n ya sea de fila o de columna) y ya sea
que esté en la posicion de la tabla superpuesta mas cercana a la localidad destino o que no

exista algin caso de jerarquia que contemple el movimiento.

Las Figuras 3.13, 3.14, 3.15, 3.16 y 3.17 ilustran los casos especiales posibles y a continuacién,

la serie de movimientos para solucionar cada caso.
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(a) Caso especial 1. (b) Caso especial 2.

(c) Caso especial 3. (d) Caso especial 4.

Figura 3.13: Casos especiales 1 a 4.

(a) Caso especial 5. (b) Caso especial 6.

(c) Caso especial 7. (d) Caso especial 8.

Figura 3.14: Casos especiales 5 a 8.
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(a) Caso especial 9. (b) Caso especial 10.

(c) Caso especial 11. (d) Caso especial 12.

Figura 3.15: Casos especiales 9 a 12.

(a) Caso especial 13. (b) Caso especial 14.

(c) Caso especial 15. (d) Caso especial 16.

Figura 3.16: Casos especiales 13 a 16.
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) Caso especial 17. ) Caso especial 18.

) Caso especial 19. ) Caso especial 20.

Figura 3.17: Casos especiales 17 a 20.
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A continuacién se describen los movimientos a llevar a cabo cuando se presenta un caso

especial:

Para el caso 1: CCW
Para el caso 2: CCW
Para el caso 3: CW
Para el caso 4: CW
Para el caso 5: CW
Para el caso 6: CW
Para el caso 7: CCW
Para el caso 8: CCW
Para el caso 9: CW
Para el caso 10: CCW

Para el caso 11: O, S, S, E, E, N, O, O, N, E
Para el caso 12: N, O, S, S, E, E, N, O, O, N, E
Para el caso 13: E, N, O, S, S, E, E, N, O, O,N, E
Para el caso 14: S

Para el caso 15: N, E, E, S, S, O, N, N

Para el caso 16: O, N, E, E, S, S, O, N, N, O,S
Para el caso 17: S, O, N, E, E, S, S, O, N, N,O, S
Para el caso 18: F

Para el caso 19: O, N, O, S, S, E, E, N, O, O,N, F
Para el caso 20: N, O, N, E, E, S, S, O, N, N,O, S
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3.5. Descripcién de la estructura general del algoritmo

A continuacién se enlista el algoritmo del juego de n? — 1 en su forma general.

En el siguiente pseudocodigo las localidades finales de las fichas ultima y peniltima no
seran las reales sino las que se mencionan previamente para poder llevar a cabo la serie de

movimientos que permiten moverlas a sus localidades destino reales.

n? — 1_Puzzle(n)
si (n > 3) entonces
(Generar fila n)
Calcular localidades destino de la dltima y penultima fichas de la fila n
repetir
Pasar a la siguiente ficha destino
Calcular localidad destino de ficha destino
si la ficha destino no esta en su localidad destino entonces
Mover la celda vacia a adyacencia (débil o fuerte)
repetir
Sobreponer tabla a la ficha destino
Verificar si la tabla sobrepuesta se encuentra sobre alguna ficha fija o si existe
secuencia en tabla que acerque a la ficha destino a su localidad destino
si se encuentra sobre alguna ficha fija o no existe secuencia en tabla entonces
Buscar caso especial en el que exista una secuencia de movimientos que lleve
la ficha destino méas cerca a su localidad destino
si existe dicho caso especial entonces
Llevar a cabo serie de movimientos dictados por dicho caso
si no
Mover la celda vacia con respecto a jerarquia
fin si
si no
Llevar a cabo la secuencia de movimientos de tabla que acerque la ficha a su
localidad destino.
fin si
hasta que la ficha destino esté en su localidad destino
fin si
hasta que la ultima ficha sea marcada como fija
(Generar columna n)
(Se procede de la misma manera que para generar la fila n pero con las operaciones
especificas para manejo de las columnas)
n? — 1 Puzzle(n — 1)
fin si
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3.6. Peor caso

En el peor caso, cada vez que se comience a mover una ficha, ésta se encontrara a la maxima
distancia Manhattan de su localidad destino y la celda vacia sera adyacente a la tltima

ficha que se posicioné (la ficha uno se encontrara en la posicién (n,n) y la celda vacia en la

posicién (1,1)). Un ejemplo de lo anterior se puede ver en la Figura 3.18.

A

_|

Figura 3.18: Peor caso ficha 2.

Teorema 2 El procedimiento n*> — 1_Puzzle(n) resuleve el juego juego n?> — 1 en a lo mds

2 . .
5n3 — % + 317" — 71 movimientos.

Suponga que la celda vacia se encuentra en la posicién (1, 1) y que la ficha 1 se encuentra en la
posicién (n,n) como se describe en el peor caso. El nimero de movimientos para que la celda
vacia sea adyacente a la ficha 1 sera n —2 hacia F' y n — 2 hacia S. Si denotamos la localidad
destino de la ficha como k este niimero sera de 2n—k—3 movimientos. Para mover a la ficha 1
al lugar mas cercano a la localidad destino dentro del area de la tabla superpuesta se necesitan
cinco movimientos (Lema 1). Después de eso, la celda vacia tendra adyacencia E con respecto
a la ficha 1. A partir de ese momento la posicion méas cercana a la localidad destino al
superponer la tabla se encontrard a tres movimientos. La celda vacia tendra adyacencia S
con respecto a la ficha uno y de nuevo la posicién mas cercana a la localidad destino se
encontrara a tres movimientos. Se puede continuar de esta manera hasta que se la ficha
1 se encuentre en la localidad 1 y la celda vacia tenga adyacencia F con respecto a ésta

(Figura 3.19).
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(a) Posicién inicial de
ficha uno y celda vacia.

(¢) Ficha uno y celda
vacia después de cinco

(b) Celda vacia adya-
cente a ficha uno.

) Ficha uno y celda
vacia después de tres

movimientos mas.

movimientos de la tabla
superpuesta.

(e) Ruta que tomard la
ficha uno para llegar a
su localidad destino de-
spués de 3.19(d).

Figura 3.19: Movimiento de la ficha uno a su localidad destino en el peor de los casos.

Después de los primeros cinco movimientos, por cada fila restante se haran 6 movimientos.
Existen filas en las que no se ocupan esos seis movimientos. En este caso son las filas n y
n — 1. Para cada ficha en el rango k =1 < § habrdn k — 1 filas en las que no se ocupen los
seis movimientos descritos anteriormente. Se necesitan entonces para llevar a la ficha uno a

su localidad destino 5+ 6(n — k — 1) + 2n — k — 3 movimientos, o sea 8n — 11 movimientos.
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Para llevar a la ficha dos a la localidad & = 2 desde la localidad (n,n) se llevara a cabo
la misma serie de movimientos que con la ficha uno y llegara a la posicién con adyacencia
S con respecto a la localidad & = 2, por lo que se necesitaran tres movimientos més para
poder llevar a la ficha dos a su localidad destino (Figura 3.20). Se puede ver que el niimero
de filas en las que la ficha dos utiliza la serie de seis movimientos descritos en el parrafo
anterior es (n — k — 1). Asi que se puede llevar a la ficha dos a su localidad final en a lo
mas 5+ 6(n —k — 1) + 3 + 2n — k — 3 movimientos. El caso de la ficha tres serd similar a
los anteriores; la serie de seis movimientos se llevara a cabo (n — k — 1) veces y se necesitan
tres movimientos mas para llevarla a adyacencia S con respecto a su localidad destino y la
celda vacia tendrd a su vez, adyacencia S con respecto a la ficha tres. Para llevar a esta
ficha a su localidad destino es necesario mover la celda vacia hasta que tenga adyacencia
N con respecto a ella, lo cual toma al menos cuatro movimientos y uno mas para llevarla
a su localidad destino. Podemos ver que la serie de seis movimientos que se lleva a cabo
en (n — k — 1) filas, se hace hasta que la ficha k queda k — 1 filas abajo de la localidad
(1,k) y la celda vacia con adyacencia E con respecto a ésta. Entonces se necesitan tres
movimientos para que la ficha quede k — 2 filas abajo de la posicién (1,k) y la celda vacia
con adyacencia S. A continuacién se necesitan 5(k — 2) movimientos para llevar la ficha
destino a su localidad destino, asi que las fichas 3 < k < g seran llevadas a sus localidades
destinoen 2n —k —3+5+6(n—k—1)+3+5(k —2) o 8n — 2k — 11 movimientos, donde
2n — k — 3 es el numero de movimientos necesarios para llevar la celda vacia a adyacencia con
la ficha destino desde la columna k en la fila uno, 5 es el nimero de movimientos para llevar
a la ficha destino a la posiciéon (n — 1,n — 1), 6(n — k — 1) movimientos son necesarios para
llevar a la ficha a la columna k, 3 movimientos para subir una fila y 5(k — 2) movimientos
para llegar a la localidad destino. En la Figura 3.21 se puede ver que la ficha cuatro ya ha
sido llevada hasta el punto en el que se necesita mover la celda vacia alrededor de ella con

movimientos CCW de manera repetida hasta que llegue a su localidad destino.

Asi que para la primera mitad de la primera fila tenemos que el niimero de movimientos en

el peor caso sera de:
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(a) Posicién inicial de (b) Ruta que tomard la
ficha dos y celda vacia. ficha uno para llegar a su
localidad destino.

Figura 3.20: Movimiento de la ficha dos a su localidad destino en el peor de los casos.

Figura 3.21: Las flechas indican la serie de cuatro movimientos que tiene que hacer la celda vacia para poder
continuar llevando a la ficha cuatro a su localidad destino.
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Si anadimos a lo anterior los 82 — 11 movimientos de la primera ficha:

n®> —28n n®> —28n+ 16n
15—+ —-+1 -1 = 15—+ —-—-——+2
54 + 5 + 13 + 8n 54 + 5 +
n? —12n
= 15— 2
4 + 2 +
2
- 15%+6n+2.

Ahora, si reflejamos las operaciones anteriores para completar la segunda mitad de la fi-
la, tomando en cuenta que para llevar a las fichas ultima y pentltima se necesitan cinco

movimientos mas tenemos:
2 2
P <15”Z —6n—|—2) +5 = 15% 12049,

El célculo de la primer columna es una reflexién de todas las operaciones anteriores pero sin

contar a la primera ficha, lo que resulta en:

712
2(15?—1271—%9) —8n+ 11
= 15m% —24n+ 18 — 8n + 11

= 15n% — 32n + 29.

Este nimero de movimientos es necesario para resolver las filas/columnas 4 < k < n ya
que como se ha mencionado, cuando n = 3 se utilizara fuerza bruta. Asi que en total, para

resolver el juego de n? — 1 tenemos:
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n

> (15k% — 32k +29) = 15261# - 32§:k+292ﬂ:1.
k=4 k=4 k=4

k=4

Resolviendo cada sumatoria por separado:

n—3
15 "(k+3)°
k=1

15nik2 + 15(6) nik +15(9) i 1
15(;— 3)(n—3 +:1)(2(n —3) :1) L 15(6)(n—3)(n—3+1)

3

+15(9)(n — 3)

6 2
15(2n — 1512 + 37n — 30 15(6)n? — 15(6)(5 15(6)(6
30n3 — 225n% + 555n — 450 + 270n? — 1350n + 1620 + 810n — 2430
6
30n3 + 4502 + 15n — 1260
6
45 15
5n® + Enz + En — 210.

La segunda sumatoria:

B (n—44+1)(n+4)
322k = 32 5

n®+n—12
2
= 16(n®+n—12)

= 32

= 16n° + 16n — 192.
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La tercer sumatoria:

20 1 = 29(n—3)
k=4

= 29n — 87.

Sumando el resultado de las tres sumatorias tenemos:

45 15
5n3 + Frﬂ + 5" 210 + 16n° + 16n — 192 + 29n — 87
~30n® + 45n% + 15n — 1260 — 96n? — 96n + 1152 + 174n — 522
N 6
B 30n? — 51n? 4+ 93n — 630
N 6
17n?  3ln

= 5n’ — — —105.

" 5 T3

Como se ha mencionado, en [7] se hace un estudio exhaustivo del juego de 3 x 3 y se concluye
que el peor caso para este tablero es de 30 movimientos. Ya que n? — 1_Puzzle(3) se resuelve

por fuerza bruta, al resultado anterior se le sumaran 34 movimientos y se obtiene:

17n2 31ln
- _105+34 = |5 —
5 T3 + " 5 T3

5nd —

Este resultado mejora aquel obtenido por Parberry en [6] primordialmente porque en su
método es necesario llevar la celda vacia a adyacencia fuerte con la ficha destino mientras

que en el método presentado en este trabajo, la ficha destino puede comenzarse a mover
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teniendo adyacencia fuerte o débil con la celda vacia. El nimero de movimientos para el

. 3 _ 9n? 19n
peor caso en el método propuesto por Parberry es de 5n° — =5- + =5* — 89.
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Capitulo 4

El problema de la bodega

Supongamos que se tiene un tablero con n x n celdas. Algunas de estas celdas contienen fichas
y otras estan vacias a diferencia del caso que se manejaba en el capitulo 3, en donde existia
una sola celda vacia. Es logico pensar que si se tienen varias celdas vacias, puede existir
alguna manera mas eficiente de ordenar las fichas que la descrita en el capitulo anterior. En

este capitulo se propone un acercamiento basado en bloques y corredores.

Sea T un tablero de n x n, un bloque dentro de T sera un conjunto de fichas que formen un
poligono ortogonal simple, cuyo perimetro sera la frontera entre dicho bloque y los corredores
que lo rodean. Un corredor dentro de 7' serd un conjunto de celdas vacias acomodadas de
manera horizontal o vertical entre los bloques. Un ejemplo de lo anterior se puede ver en la

Figura 4.1.

Se va a estudiar el caso especifico en el que los bloques contengan /n X /n fichas y cada
uno de ellos esté rodeado de corredores. El haber tomado y/n X v/n como el tamanio de los
bloques tiene como meta que éstos no sean ni muy grandes ni muy pequenos, asegurar que
todos estén rodeados por corredores (si n tiene raiz entera) y que cuando n sea grande, la

proporcién de fichas con respecto a localidades del tablero sea alta.

El total de bloques para un tablero de n x n serd (y/n — 1)2. El total de fichas serd n? —
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Figura 4.1: Bloques y corredores en un tablero de 9 x 9.

2ny/n +n 'y 2ny/n — n celdas vacfas.

Como se menciona en el capitulo 2, la motivacion para el andlisis de este problema es encon-
trar una forma eficiente para hacer permutaciones entre los elementos contenidos en estantes

en una bodega con una configuracion como la que se presenta en los siguientes parrafos.

Otra razon para estudiar este problema es comparar el nimero de movimientos que se deben

llevar a cabo cuando se tienen varias celdas vacias y cuando se tiene sélo una.

Cuando en las siguientes secciones se usen los términos bodega, estantes o elementos con-
tenidos en los estantes, entiéndase que la bodega tendra un area de n x n celdas de tamano

unitario y cada elemento sera del area de una celda.
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4.1. Estructura general del algoritmo

Se tiene un tablero con n xn y n?—2n+/n+n fichas dentro de éste acomodadas en n—2+/n+1
bloques, con 2ny/n —n celdas vacfas organizadas en corredores. Entonces se debe llevar cada

ficha a su bloque correspondiente y dentro de éste, a su localidad destino.

Un bloque fuente sera aquel en el que se encuentra la ficha destino en determinado momento

y el bloque objetivo sera al que se tiene que mover esa ficha.

El algoritmo basado en bloques y corredores consta de los siguientes pasos generales:

1: Sacar la primer ficha destino de su bloque fuente mediante una serie predefinida de
movimientos (puede ser cualquier ficha que no se encuentre en su bloque objetivo).

2: Trasladar esta ficha a adyacencia con su bloque objetivo.

3: Insertarla en su bloque objetivo utilizando movimientos previamente definidos.

4: Sacar del bloque la ficha que se encontraba en la localidad destino de la ficha destino,
llevando a cabo los movimientos inversos del paso anterior.

5: Repetir los pasos 2, 3 y 4 hasta que todas las fichas se encuentren en su localidad destino.

Llevando a cabo estos pasos, serd posible hacer una permutacién de los elementos contenidos
en estantes de una bodega con las caracteristicas previamente mencionadas. Notese que al
finalizar estos pasos sobre un tablero, las fichas se encontraran no solo dentro de sus bloques
objetivo sino en sus localidades destino. En la siguientes secciones se desarrollan los pasos

del algoritmo.

4.2. Trasladar fichas entre bloques

Llamaremos celda de menor distancia de una ficha a la celda que se encuentre a menor
distancia de la ficha y sobre un corredor. El término ficha destino se seguira utilizando
como se ha hecho durante todo el trabajo y la siguiente ficha destino serd la ficha que se
comenzara a mover a su bloque objetivo después de haber concluido los movimientos de la

ficha destino actual.
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Cuando llega el momento de trasladar cada ficha a su bloque objetivo, éstas se deben mover
en primer lugar hasta el corredor mas cercano y de ahi trasladarse por los corredores sin
encontrarse obstéculo alguno (otras fichas). Cuando la ficha sea adyacente al bloque objetivo,
se trasladara a la celda de menor distancia de la siguiente ficha destino. Mediante una serie
de movimientos que se describen en la siguiente subseccion, se introducira la ficha destino
al bloque y se sacara de éste la siguiente ficha destino. Este proceso se repite hasta que
cada ficha se encuentre en su localidad destino. Un ejemplo de lo anterior se puede ver en la

Figura 4.2.

En la siguiente subseccién se describe el método para sacar fichas de bloques fuente e intro-
ducirlas en bloques objetivo. Se analiza también el nimero de movimientos necesarios para

llevar a cabo estas acciones.

4.2.1. Sacar fichas de bloques fuente e introducirlas en bloques

objetivo

Llamaremos un nivel dentro de un bloque al conjunto de fichas que se encuentra a determina-
da distancia de su corredor més cercano. Asi, el nivel 1 sera el conjunto de fichas a distancia
1 del corredor, el nivel 2 serd el conjunto de fichas a distancia 2 y asi sucesivamente. Una
capa se numerara exactamente del modo contrario a los niveles, o sea que la capa 1 sera la
capa del centro, la 2 sera la siguiente y asi sucesivamente hasta llegar al conjunto de fichas

que hacen frontera con los corredores.

Si un bloque contiene n fichas (y/n x v/n) y v/n es par, entonces el bloque estd compuesto

por vn niveles; si y/n es impar, el bloque estd compuesto por @

5 niveles. Esto se debe a

que el nimero de niveles es igual a la distancia maxima de cualquier ficha dentro del bloque

a algun corredor. Esta distancia es la misma que la del “centro” del bloque a algin corredor.

Al introducir una ficha en el bloque y llevarla a su localidad destino, varias fichas tendran que

ser movidas en el proceso, asi que al sacar la siguiente ficha, se deben regresar las fichas que
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(a) La ficha A se mueve a la posicién de la ficha (b) La ficha B se mueve a la posicién de la ficha
B. D.

(c) La ficha D se mueve a la posicién de la ficha (d) La ficha C' se mueve a la posicién original de
C. la ficha A.

Figura 4.2: Ejemplo de movimiento de fichas entre bloques.

se movieron a sus posiciones previas a insertar la ficha destino. El método que se presenta
a continuacion cuenta con esta propiedad. Asi que al finalizar de trasladar todas las fichas,

éstas estaran en sus posiciones finales.

Es facil ver que en un tablero de 2 x 2 con dos celdas vacias y dos fichas, se pueden llevar

las dos fichas de cualquier posicion a cualquier otra; esto no es cierto cuando se tiene una
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sola celda vacia como se explica en la seccion 2.2. Utilizaremos este hecho para introducir y
sacar fichas de los bloques sin cambiar su estado (salvo por la ficha introducida y la que se

saca).

Para introducir una ficha a su bloque objetivo, lo primero que se debe hacer es introducir
tres celdas vacias al bloque. Esto se hace para poder formar un tablero de 2 x 2 dentro
del bloque con dos celdas vacias, la restante se utilizara para introducir la ficha destino al
tablero. Para introducir estas celdas al tablero, es necesario sacar temporalmente tres fichas.
Etiquetaremos estas fichas como a, b y c. La ficha que es adyacente a la celda de menor
distancia de la siguiente ficha destino serd la a, una ficha en el primer nivel adyacente a a,
serd b y otra mas adyacente a b pero en el segundo nivel, serd ¢ (Figura 4.3). Estas tres
fichas seran movidas al corredor adyacente a ellas de manera que no obstruyan la entrada de
la ficha destino al bloque en 8 movimientos. Las celdas correspondientes a estas tres fichas

antes de ser sacadas del bloque seran las celdas A, B y C, respectivamente.

CMD

Figura 4.3: Bloque de 7 x 7. SFD es la siguiente ficha destino, CMD es la celda de menor distancia de la
siguiente ficha destino. a, b y ¢ representan las fichas a ser sacadas del bloque

El siguiente paso serd llevar a la ficha destino a la celda A en un movimiento. De esta manera,

se habra formado un tablero de 2 x 2 dentro del bloque con las celdas B y C| la ficha destino
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y la ficha del nivel 2 adyacente a la ficha destino. La Figura 4.4(a) ilustra la configuracién

del bloque hasta este momento.

(a) FD es la ficha destino introducida en el (b) Configuracién actual del bloque.
bloque. a, b y ¢ han sido sacadas del bloque y

C y B son las celdas vacias que quedan dentro

del bloque. El cuadro negro representa el tablero

de 2 x 2 formado.

Figura 4.4: Configuracién del bloque después de introducir la ficha destino y subirla un nivel.

En adelante cuando hablemos de la ficha del siguiente nivel, nos estaremos refiriendo a la

ficha del siguiente nivel adyacente a la ficha destino.

En este momento podemos intercambiar la ficha destino con la ficha del siguiente nivel (si ésta
fuera la posicion final de la ficha destino, los pasos para introducirla estarian completos).
Intercambiar estas dos fichas toma 4 movimientos y las celdas B y C también quedaran
intercambiadas. Podemos ver en la Figura 4.4(b) que ahora es necesario subir un nivel las
dos celdas vacias para que se vuelva a formar un talero de 2 x 2 con la ficha del siguiente
nivel. Este procedimiento se repetird hasta que la ficha destino se encuentre en su localidad
destino. Por cada nivel desde el 3, se necesitan 6 movimientos para llevar la ficha destino a
la posicién de la ficha del siguiente nivel; 2 movimientos para subir las celdas vacias y cuatro

mas para intercambiar la ficha destino y la ficha del siguiente nivel.
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Con lo anterior podemos ver que se necesitan 13 movimientos para meter una ficha al nivel
2 y 6 movimientos por cada nivel hasta llegar a la localidad destino de la ficha, asi que para

llevar una ficha al nivel r, son necesarios:

6(r—2)+13 = 6r+1

movimientos.

El procedimiento para sacar del tablero la siguiente ficha destino es llevar a cabo los movimien-
tos para introducir al bloque la ficha anterior, pero de manera inversa. El orden de los
movimientos sera invertido también. Para ejemplificar, supongamos que tenemos tres fichas,
X, Y y Z y que llevan a cabo los siguientes movimientos en orden, X hace S, S, Y: O,
N, Z: Sy Y: E, entonces, el inverso de los movimientos anteriores sera: Y: O, Z: N, Y:
S, F'y X: N, N. Entonces para sacar la siguiente ficha destino, cada ficha movida en el
paso anterior hara los movimientos que ejecutd pero en orden inverso. Se puede ver que
al ejecutar movimientos, la siguiente ficha destino ird siendo trasladada hasta el nivel uno.
Cuando llegue a este nivel, se debe sacar del tablero con un movimiento y llevar a cabo los
movimientos inversos de las fichas que se sacaron al principio (las que permitieron que se

insertaran las celdas vacias al bloque).

Ya que sacar una ficha del nivel r se lleva a cabo en el mismo niimero de movimientos que
los necesarios para introducir la anterior (menos cuatro movimientos del intercambio entre

estas dos), tenemos que se necesitan 6r — 3 movimientos para esta operacion.

Para introducir una ficha al nivel uno, lo linico que se tiene que hacer es sacar la siguiente
ficha destino al corredor (lo que toma un movimiento) y moverla una posicién sobre el
corredor de tal manera que no obstaculice la insercién de la ficha destino (dos movimientos
en total). Insertar una ficha en el primer nivel, habiendo sacado la siguiente ficha destino

toma unicamente un movimiento.
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4.2.2. Promedio del nimero de movimientos necesario para sacar

e introducir fichas en un bloque

En esta seccion se presenta el calculo del promedio del nimero de movimientos necesario
para sacar e introducir las fichas de un bloque cuando y/n es impar; el caso par serd muy
similar. Esto sera ttil para calcular el nimero de movimientos total que se lleva a cabo en

el peor caso.

Para poder obtener el promedio, se necesita saber cuantas fichas existen en cada capa. Salvo
en la capa central (la capa 1), cada capa contendrd (2i — 1)? — (2i — 3)? fichas, donde i es el

niumero de capa. La capa uno contendra una sola ficha.

El nimero de movimientos necesarios para introducir una ficha a la capa uno serda 6r + 1y
para sacar una ficha de la capa uno se necesitan 6r — 3 movimientos, donde r serd el nimero

de nivel de la capa uno. Ya que un bloque de y/n x /n tiene @ niveles, el niimero total

de movimientos para la capa uno serd 6/n + 4.

Recordemos que para sacar e introducir fichas en la misma posicién de la tltima capa (nivel

1) se necesitan 3 movimientos.

Ya que la ultima capa es igual al niimero de niveles, ésta estara compuesta por:

(Yl ) (45

fichas.
Entonces se necesitan 12y/n — 12 movimientos para sacar e introducir fichas a esta capa.

Para introducir y sacar fichas en cualquier otra capa se necesitan 12r —2 movimientos, donde

r serd el nimero de capa.
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Asi, el promedio de movimientos para sacar e introducir las n fichas del bloque sera:

(Zigl_l(m —2) (W@ +1—i)—1)2— (22 +1—i) — 3)2>)

n

+6\/ﬁ+ 4+ (12¢/n —12)
n

(Ziﬁiﬁﬁ(lg@' +10) ((2(@ —i)—1)2— (2(\/,,7;1 i) 3)2>)

n

18y/m — 8
n

Vdl o
(S5 02 0 ayi—si- ) + 18—

n
VAt
(21221 —9642 + 48+/ni — 1280 + 40+/n — 40) +18y/n —8
- n
Vidl o Vntl_ . Vntl_o Vntl_ Vidl_o
8 (_12 D=1 i°+6 D it Vni — 16 D e i+5) .1 Vn—5 D izi 1)
- n
18y/n —8
- .
Resolviendo cada sumatoria:
_19 Z ’LQ _ —n\/ﬁ+6n—11\/ﬁ+6
5 .
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Vil o
< 3 —12n4+9
6 Z N ny/n 4n+ \/ﬁ'

i=1

Vn+1
T,Q

16 Z i = 2n—8yn+6.

=1

VAt /i
< 5n — 15y/n
5 Y Ve o= eV
=1
VAt
2 5y/n — 15
5 ]_ — T.

=1

Entonces, el nimero de movimientos para las n fichas del bloque sera:

2nyv/n + 4n — 42/n + 36.

Entonces, el promedio del niimero de movimientos necesario para sacar e introducir las n

fichas de un bloque es:

2ny/n + 4n — 24y/n + 28

n

~ |2v/n.
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4.3. Distancia promedio en el peor caso

En esta seccién se analiza la distancia (Manhattan) promedio que tiene que recorrer cada

ficha desde el bloque fuente al bloque objetivo en el peor caso.

El peor caso en distancia se dara cuando todas las fichas, ya estando colocadas en bloques
(ninguna en su bloque objetivo), se encuentren a la méxima distancia posible de su posicién
dentro del bloque objetivo. Se va a analizar el caso en el que el numero de bloques es par.

El caso impar es muy similar.

Es facil ver que en el peor caso, las posiciones mas cercanas a las esquinas van a ser las que
estén a mayor distancia, ya que la distancia mas grande en el tablero sera de una esquina
cualquiera a la opuesta. Asi que habran ocho posiciones a distancia 2n — 4. Estas son las
posiciones con adyacencia fuerte con respecto a las cuatro esquinas. Estas pertenecen a los
corredores adyacentes a los bloques mas cercanos a las esquinas como se muestra en la

Figura 4.5.

HEEEEEN

Figura 4.5: Las celdas pintadas de negro representan aquellas que se encuentran a mayor distancia.

Si se recorren las posiciones adyacentes a los bloques “de afuera hacia adentro”, se puede
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ver como la distancia maxima va disminuyendo hasta que la distancia méxima es dos (ya
que las posiciones que se van visitando no se vuelven a tomar en cuenta). En la Figura 4.6
se representan los bloques y los corredores y se senalan varias distancias para ejemplificar lo
explicado anteriormente. Notese que entre mas cerca del centro estan las posiciones, menor

es la distancia maxima.

Figura 4.6: Las cantidades representan la distancia maxima de las celdas y las lineas representan las celdas
hacia las que se mide la distancia.

Otro detalle a notar es como se comportan las distancias en las posiciones adyacentes entre
si y a un bloque, o sea, las posiciones a lo largo de uno de los lados de un bloque, como se
muestra en la Figura 4.6. Estas distancias van disminuyendo en 2 conforme se van acercando

al centro del tablero. La suma de estos valores sera:

(p+uw)(vn)

suma =

donde p es la maxima distancia en la primera posicién del lado del bloque, u es la maxima
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distancia de la ultima posicién del lado del bloque.

Por lo anterior, van a existir en el tablero varios lados con la misma suma de distancias y
aparte de esto, el tablero serd simétrico horizontal y verticalmente si se toma la suma de
distancias por lado como medida de simetria. Gracias a esto, podemos en adelante analizar

tan sélo un cuarto del tablero y el resto tendra las mismas propiedades.

En la Figura 4.7 los lados del mismo color tendran la misma suma. Cada uno de los bloques,
a su vez, presentard dos lados (1 y [2 del mismo color y otros dos lados (3 y [ de un
color distinto a [1 y [2 pero igual entre ellos. La distancia més grande de 3 y [} serd la
distancia mas pequena de [1 y [2 menos cuatro como se puede ver en la Figura 4.6. Un bloque
vectno de un bloque b, serd aquel que se encuentre horizontal o verticalmente separado del
bloque b por un corredor. El lado de un bloque vecino a b que comparte corredor con éste
estard representado con el mismo color que dicho lado de b ya que las distancias se miden

entre posiciones de corredores y no entre bloques.

Figura 4.7: Las areas con el patrén ajedrezado representan cada bloque en un tablero de 81 x 81 fichas. Cada
color representa una suma de distancias entre conjuntos de celdas.

Un cuarto del tablero contendra k x k£ bloques, donde k£ = 4/ %\/ﬁﬂ. Témese como refe-
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rencia el bloque de la esquina superior izquierda, éste contendrd dos colores. El primer
color se encontrarda solamente en este bloque y el segundo color, en este bloque y sus dos
vecinos. El tercer color estara contenido en los dos vecinos y en los tres vecinos de éstos
y asi sucesivamente hasta que el nimero de bloques que contengan el color ¢ sea 2k — 1.
Entonces, el color ¢+ 1 existird de nuevo en 2k — 1 bloques, el color ¢+ 2, en 2k — 3 bloques

y asi hasta que el iltimo color se encuentre solamente en un bloque.

En el Cuadro 4.1 se puede ver la relacién de cada color con el nimero de bloques que lo

contienen en un cuarto de tablero donde k& = 4.

Color | Numero de bloques que lo contienen

1 1

2+1
342
4+3
4+3
3+2
2+1

0 | N[O | =~ W | N

1

Cuadro 4.1: Relacién de bloques y colores

La Figura 4.7 ilustra este caso.

En este momento se tiene la informacion suficiente para obtener el promedio de la distancia

que tiene que recorrer cada ficha en el peor caso.
En adelante a cada suma de distancia la llamaremos color o suma.

Como ya se sabe cuantas veces se repite cada color, se calcularan dos sumas por bloque y el
resultado se multiplicard por 8 (ya que se esta trabajando con un cuarto del tablero) para

conocer el total de distancias en el tablero.
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Se necesita multiplicar cada suma por el nimero de bloques en los que aparecen. Recordar
que la distancia mas grande en el tablero es 2n — 4, asi que la suma total de distancias en

un cuarto del tablero es:

—1
2

> ((2n = 2i = 2v/ni + 2/ — 2) + (20 — 2i — 2/ni))V/n/2(2i — 1)

i=1

9

NG

3 (= 2V i) — 2V i) + 2V 2
I — 2/ — i) — 2RV~ )V /2(2i 1)

+

~~

Analicemos la ecuaciéon anterior:

La sumatoria va a iterar sobre el nimero de colores y como ya se vio, el nimero de colores
. —2/n+1
es igual a 2k = y/n — 1, donde k = \/%.

Ahora, 2n—4—2(i—1) —2y/n(i—1) = 2n—2i—2/ni+2/n—2. La distancia més grande en
el tablero es 2n —4 y sabemos que la distancia mas grande por cada color es la distancia mas
chica del color anterior menos cuatro, o lo que es lo mismo, 2n — 4 — 2,/n. Las expresiones

2(i—1) y (i—1) tienen la funcién de ajustar el célculo en los bloques que siguen al primero.

La siguiente expresion 2n —4 —2(i — 1) — 2y/ni = 2n — 2i — 24/ni tiene como objetivo calcular
la distancia mas pequena del color 7. Notese que es muy parecida a la anterior, sélo que el

nimero resultante es igual a la distancia mayor del color actual menos \/n + 2

El 2(i — 1) del final de cada sumatoria es el que dicta a cudntos bloques va a pertenecer el

color 1.

El nimero de colores esta dividido en dos sumatorias, esto se debe a que, como se puede
ver en el Cuadro 4.1, conforme el niimero de color crece, la cantidad de bloques por color

va creciendo, llega a un maximo y decrece hasta llegar a uno en el ultimo bloque. Es por
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esto que en la segunda sumatoria, en lugar de que aparezca la ¢ en los mismos lugares que
en la primera, aparece y/n — i para que los valores de distancia mas pequenos queden en los

ultimos colores en vez de en los colores que estan en mas bloques.

La suma de distancias maximas de un cuarto del tablero sera entonces:

N V-1
2 2

— 4 E niz —4 E ni
=1 =1
f 1

— 4 nit+4 Y Vet =4 Vi
=1 =1 i=1

\F1 \F1

+ 4Zm +Zn—|—2\/_

\F1 fl fl \F1

= 4Zn\/_z—22n\/_—4z\/_z+22\/_

_ n3—n2\/ﬁ4—n2—|—n\/ﬁ_n2_n\/ﬁ_nQ—n\/ﬁ4—n+\/ﬁ+n_\/ﬁ

n® — 6n? —n?y/n — 4ny/n + 3n — 3y/n
7 :

El promedio de las distancias maximas del tablero completo se obtiene multiplicando el

resultado anterior por 8 y dividiéndolo entre el niimero total de fichas, o sea, n? — 2n/n —
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2n3 — 2n2y/n — 12n% — 8ny/n + 6n — 6/n
n? —2ny/n—n

18ny/n — 6y/n

n? —2ny/n —n

= 2n+2yn—6—

2n + 24/n.

Q

4.4. Peor caso

En la seccién anterior se explica como se puede dar el peor caso en un tablero de n x n con
bloques de \/n X \/n y se calcula el promedio de la distancia de cada ficha a su destino en
este caso. En la subseccién 4.2.2 se calcula el promedio del nimero de movimientos necesario

para introducir y sacar fichas de los bloques.

En esta seccidn se muestra el calculo para conocer el niimero de movimientos en el peor caso
para el problema: Sea T un tablero de n x n celdas, con n? — 2n+/n + n fichas acomodadas
en bloques de \/n x y/n y se quiere llevar cada ficha a su localidad destino dentro de algin

bloque.

Recordemos entonces como procede el algoritmo descrito al inicio del capitulo. El primer
paso es sacar una ficha de algun bloque hasta el corredor méas cercano a ésta (dado que se
estd estudiando el peor caso, ninguna ficha se encontrard en su bloque objetivo al inicio).
Estando la ficha sobre el corredor, trasladarla hasta su bloque objetivo, introducirla al bloque
hasta su localidad destino y sacar la siguiente ficha. Se debe repetir este procedimiento hasta

que cada ficha se encuentre en su localidad destino.

Sabemos que el promedio de la distancia que se tiene que recorrer en el peor caso es aproxi-
madamente 2n + 24/n y que el promedio del niimero de movimientos para introducir y sacar
fichas de los bloques es aproximadamente 2y/n. Si sumamos estas cantidades y las multipli-

camos por el nimero de fichas en el tablero, se obtiene el médximo niimero de movimientos
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en el peor caso:

(n® —2nvn+n) 2n+4v/n) = |20 —6n® + dny/n.

4.5. Ordenando la bodega

Supongamos ahora que las fichas en el tablero no se encuentran acomodadas en bloques desde
un principio, sino que se deben acomodar en bloques para después llevarlas a sus bloques
objetivo. En los siguientes parrafos se analiza este caso y veremos que para tamanos grandes
del tablero, el nimero de movimientos para acomodar las fichas es considerablemente menor

al necesario en el juego n? — 1.
Formar los bloques de v/n X \/n toma a lo més 2/n+/n movimientos por ficha.

Supongamos que las n? —2ny/n+n fichas estdn acomodadas a la distancia mds grande posible
de la posicién (1, 1) del tablero, es decir, la primera ficha se encuentra en la posicién (n,n),
las siguientes tres fichas seran adyacentes a ésta y asi sucesivamente como se muestra en la
Figura 4.8. La distancia Manhattan de las posiciones adyacentes a la localidad (1,1) es 1, la
distancia de las posiciones adyacentes a éstas con respecto a (1,1) es 2 y asi sucesivamente.
Cada vez que la distancia a (1,1) aumenta en uno, el nimero de posiciones del tablero que

estan a esa distancia aumenta de la siguiente manera:
pp=pa+d—+1

donde pp es el nimero de posiciones presente, pa es el nimero de posiciones correspondientes

a la distancia anterior y d es la distancia actual.

Esto sucede mientras d < n, pero para efectos de este problema, no es necesario conocer el

nimero de posiciones cuando d > n ya que como se ha visto, cuando n > 9 y tiene raiz
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Figura 4.8: Méxima distancia de n? — 2n/n + n fichas a la posicién (1,1).

entera, el numero de fichas que se pueden colocar en el tablero es mas de la mitad.

Asi que se si se quiere conocer el niimero de posiciones a determinada distancia de (1, 1) se
hace lo siguiente:
d?+d

d
=1+ k+1 = ——+d+1
k=1

Cuando pp es igual al nimero de celdas vacias del tablero, o sea, 2ny/n—n, cualquier posicién

a esa distancia de (1,1) estd a su vez a una posicién de una de las fichas mds cercanas a
. 2 . . .

(1,1). Por lo anterior, cuando “¢ = 2n/n — n, d es la distancia menor de cualquier ficha

a la posicion (1, 1) del tablero.

Despenjando a d de la ecuacién tenemos que:

16 —8 1—-1
d:\/ n\/_2n~|— ~ 2v/nvn.

Entonces si formamos cada bloque al inicio moviendo cada ficha hacia el més cercano, pro-
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cedemos como se hace en las secciones anteriores para llevar las fichas a sus posiciones dentro

de los bloques, tenemos que en el peor caso son necesarios:

(n® = 2nyv/n +n) (2¢/nv/n)
2n% + 2n2/n/n — 4n*Y/n 4 2ny/nV/n — 6n* + 4ny/n.

Q

movimientos.
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Capitulo 5

Conclusiones

La motivacién de este trabajo en un principio fue la de llevar objetos de una configuracién
inicial a una final en un espacio confinado, donde una configuracién es determinada por
la posicion de cada uno de los objetos en un plano, como se muestra en el trabajo de
Abellanas [1] donde se mueven monedas dentro de un drea definida. El problema de tener
muchas monedas en un area confinada cuadrada dirigié nuestra atencién a uno en el que
existen muchos objetos dentro de un area definida y muy poco espacio para moverlos: El

juego de 15.

En este trabajo se analizan dos variaciones del juego de 15. En la seccién 2.2 se estudia
la razén por la que, desde una configuracion inicial, sélo se puede llegar a la mitad de las
configuraciones posibles en un tablero de n x n. En el capitulo 3 se trata el problema de
llevar n? — 1 fichas de una configuracién inicial a una configuracién final en un tablero de
n X n. En ese capitulo se muestra el desarrollo de un algoritmo para resolver el juego de
n? — 1 y se calcula el méximo niimero de movimientos en el peor caso. Este niimero es una
mejora al resultado de Parberry [6], que desarrolla un algoritmo que en el peor caso llega
de una configuracién a otra en 5n?® — % + 197” — 89 movimientos, mientras que el algoritmo

. 2 . .
presentado en este trabajo lo hace, en el peor caso en 5n® — ”T" + 317" — 71 movimientos.
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A partir de lo anterior surge la interrogante de cuanto mejora el resultado si hay mas espacio
para mover las fichas. Especificamente, nos interesa saber si se puede utilizar un método
similar al presentado en el capitulo 3 para ordenar una bodega. En el capitulo 4 se presenta
un algoritmo basado en bloques de fichas y corredores (celdas vacias) que podrian representar
estantes y corredores de una bodega respectivamente. Con el método presentado en ese
capitulo, es posible hacer una permutacion de los elementos entre estantes en una bodega

grande con relativamente pocos movimientos.

Haciendo una comparacién del problema del juego de n? — 1 y un tablero con més celdas
vacfas, se puede ver que teniendo poco espacio libre en un tablero de n x n (2n/n —n celdas
vacias) es posible llegar de una configuracién a otra en muchos menos movimientos (menos
de la mitad). Es importante sefialar que con el método del capitulo 4 es posible mantener
una configuracion del tablero y permutar solamente dos fichas, lo cual es imposible cuando

se tiene una sola celda vacia (por lo visto en la seccién 2.2).

Existe mucho trabajo que se puede realizar en torno a este tema, como buscar una genera-
lizacién del problema en tableros ortogonales, no necesariamente cuadrados y con un ntiimero
arbitrario de celdas vacias. Mejorar los métodos presentados aqui para reducir el niimero de
movimientos necesarios para llegar de una configuracion a otra, incluso con menos espacio
para mover las fichas. Otro problema interesante seria desarrollar algoritmos para bodegas

con necesidades especificas y no sélo cuadradas como en el caso presentado en este trabajo.
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