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Capitulo 1

Introduccion

Supongamos que somos duenos de una galeria de arte y que ésta con-
tiene varias obras las cuales estan valuadas en muchos millones de pesos,
por lo que deseamos tener la seguridad de que nadie nos va a robar nues-
tras preciadas obras. Asi que necesitamos contratar guardias que vigilen
nuestra galeria, sin embargo, después de haber adquirido dicha coleccién
nuestro presupuesto se ha vuelto muy pequeno, y ya que los guardias co-
bran un salario nada despreciable, no podemos contratar muchos. Asi que
necesitamos la menor cantidad de guardias de forma que cualquier obra
en nuestra galeria esté vigilada por al menos un guardia.

Este problema es uno de los mas antiguos y mas estudiados en geo-
metria computacional al cual se le conoce como: El Problema de la Galeria
de Arte. En la interpretacién geométrica tradicional del problema, se re-
presenta a la galeria como un poligono simple P y a los guardias como
puntos en el interior de P. El problema consiste entonces en encontrar
un conjunto de guardias G, de tal forma que cualquier punto p € P sea
visto por algin guardia g € G. Decimos que g ve a p si el segmento [g, p)
estd contenido en P.

El primer resultado para este problema se remonta a la década de los
setenta, cuando V. Chvétal [15] probé el famoso Teorema de la Galeria
de Arte de Chuvdtal el cual se enuncia a continuacién:
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P T(P)

Figura 1.1: Un poligono P y una triangulaciéon de P coloreada.

Teorema 1. L%J guardias son siempre suficientes y a veces Mecesarios

para vigilar un poligono simple P con n vértices

Demostracion. Se sabe que podemos dividir el interior de P en triangulos
con interiores ajenos cuyos vértices sean vértices de P y sus lados sean
diagonales o aristas de P. Pintemos los vértices de P usando 3 colores, de
tal forma que para cada par de vértices adyacentes en esta division tengan
distinto color. Entonces por cada tridngulo tendremos un vértice de cada
color, como se muestra en la figura 1.1. Vemos que esta coloracién define
tres subconjuntos de los vértices de P. Es facil ver que el subconjunto
mds pequefio tendrd a lo més | %] elementos, y colocando un guardia en
cada uno de éstos P queda vigilado. Ademas siempre se puede construir
un poligono con n lados que necesite este numero de guardias para ser

vigilado como el que se muestra en la figura 1.2. O

Figura 1.2: Poligono que necesita al menos | % | guardias.



La demostracién anterior fue dada por S. Fisk [34] la cual es menos
compleja que la que dio originalmente Chvétal. Usando el algoritmo de
Chazelle [12] que en tiempo lineal triangula un poligono simple, la prueba
de Fisk induce de forma natural un algoritmo lineal que encuentra un

conjunto de a lo més | %] guardias, los cuales vigilan a P.

Tiempo después, Lee y Lin [46] probaron que el problema de encontrar
el minimo ntmero de guardias que vigilen un poligono simple P dado, con
la restriccion de que los guardias se encuentren tinicamente en los vértices
es NP-duro. Més tarde Aggarwal [1] extendié el resultado de Lee y Lin
permitiendo que los guardias sean colocados en cualquier parte del interior
de P.

Estos resultados dieron pie a una gran cantidad de variantes al proble-
ma de la galeria de arte, surgiendo asi muchos resultados publicados en
varios articulos. En particular, existen tres compendios dedicados a este
problema y sus variantes [51, 55, 63].

El estudio de problemas relacionado con galerias de arte resulta ser
de gran importancia, dado que se tiene una gran variedad de aplicacio-
nes en distintas dreas de la computacién, entre las cuales destacan: la
robética [45, 65], la planeacién de movimiento [48, 50], el reconocimiento
de patrones y la visién computacional [5, 57, 60, 66], la graficacién por
computadora [13, 49], el diseno asistido por computadora [11, 26], y las
redes inaldmbricas [27].

Recientemente Karavelas y Tsigaridas [42] propusieron una variante
del problema en la cual las paredes de la galeria P son arcos de curvas.
Esta variante presenta distintos casos al imponer ciertas restricciones en
la forma de las curvas. Sorprendentemente, para los casos en que todas las
curvas 0 son convexas o concavas con respecto al interior de P, el niimero
de guardias siempre suficientes para vigilar P es una funcién lineal del
nimero de sus vértices.

En [42], Karavelas y Tsigaridas dan una cota justa cuando las paredes
de P son céncavas y en el caso cuando son convexas dan una cota holgada.
Posteriormente, junto con Cs. D. Téth [44], demuestran que la cota dada
cuando las paredes de P son convexas es justa si se restringe a que los
guardias estén sélo en los vértices de P; sin embargo dejan abierta la cota
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para cuando se relaja dicha restriccién.

El resultado principal de la tesis es una mejora a la cota dada por Ka-
ravelas y Tsigaridas cuando se permite que los guardias estén en cualquier
parte del interior de P. Este es un resultado interesante por si solo, dado
que es la primera variante del problema de la Galeria de Arte en la cual
se conocen cotas distintas para puntos y vértices guardia.

Para el resultado principal de la tesis es necesario cuadrangular un
poligono simple, esto es, dividir su interior en cuadrilateros con interio-
res ajenos, cuyos vértices seran vértices de P o puntos en el interior de
P. Dado que no siempre es posible realizar esto de forma que todos los
vértices de los cuadrilateros sean solamente vértices del poligono, como
en las triangulaciones, en ocasiones es necesario anadir nuevos puntos de-
nominados como puntos Steiner. Por esto, en el capitulo 4 se presenta
un algoritmo que permite cuadrangular cualquier poligono simple con un
nimero par de vértices usando una cantidad de puntos Steiner acotada
por una funcién lineal del nimero de sus vértices. Ademas se demuestra
que esta cota es justa, cerrando un problema abierto por Toussaint [53].

El resto de la tesis se encuentra organizado como sigue: en el capitulo
2 se dardn definiciones bésicas de teoria de gréficas que seran usadas a lo
largo de la tesis; en el capitulo 3 se da una breve resena de distintos resul-
tados en algunas variantes del problema de la galeria de arte; el capitulo 4
se presenta un algoritmo que nos permite cuadrangular cualquier poligono
simple con un nimero par de vértices agregando pocos puntos Steiner; fi-
nalmente en el capitulo 5 se presentan resultados conocidos en galerias
curvilineas, al final del capitulo se presenta el resultado principal de la
tesis.



Capitulo 2

Teoria de graficas

Muchas situaciones del mundo real pueden ser descritas a partir de
un diagrama que consiste en un conjunto de puntos y un conjunto de
lineas que unen ciertos pares de estos puntos. Por ejemplo, los puntos
pueden representar personas y las lineas parejas de amigos; o los puntos
podrian representar estaciones de comunicacién y las lineas los enlaces de
comunicacién entre ellos. Hay que notar que cémo se dibujen los puntos y
las lineas es irrelevante, pues lo que se busca representar es cuales pares son
unidos por una linea y cuales no. El tratar de abstraer matematicamente
este tipo de situaciones da pie al concepto de gréfica.

2.1. Definiciones basicas

Una grdfica G es una tupla (V, E) que consiste de un conjunto V' de
vértices y un conjunto E, ajeno de V', de aristas, junto con una funcion
de incidencia Yg que asocia cada arista con un par de vértices de G. Si
tenemos una arista e y un par de vértices u, v, tales que ¢¥g(e) = {u,v},
entonces se dice que e une a los vértices u y v, y que u y v son los extremos
de e. Por simplicidad, usaremos uv para referirnos a una arista que une
el par de vértices {u,v}.
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U1

DN

V2

Figura 2.1: Grafica G.

Ejemplo 1.

G = (V,E)

donde
V= {'Ula 'UQ,’U3,1)4,’U5}

E= {elv €2, €3, €4, €5, €6, €7, 68}

v Y¢ se define por:
Ya(er) = v1v2, Y (e2) = vovs, ha(es) = vavs, Yg(es) = vy,

Ya(es) = vavg, Vg (es) = vavs, Ya(er) = vaus, Ya(eg) = vsva.

Las graficas reciben este nombre dado que pueden ser representadas
graficamente, y por medio de esta representacién se pueden comprender
facilmente varias de sus propiedades. Cada vértice puede ser representado
como un punto, y cada arista como una linea que conecta a los puntos
que representan sus extremos. En la Figura 2.1 se muestra una forma en
la que se podria dibujar la grafica G del primer ejemplo.

No hay una forma unica de dibujar una grafica por que la posicién
relativa de los puntos que representan los vértices y la forma de las lineas
que representan a las aristas no tienen ninguna relevancia. El diagrama de



2.1 Definiciones basicas 7

una grafica solo sirve para representar las relaciones de incidencia entre
sus vértices y aristas, aunque muchas veces nos referiremos a él como la
grafica misma y asi también a las lineas del diagrama como sus aristas y
a los puntos como sus vértices.

Se dice que los extremos de una arista son incidentes en la arista,
asi como la arista es incidente en sus extremos. Dos vértices incidentes en
la misma arista decimos que son adyacentes, asi como dos aristas inciden-
tes en un mismo vértice. Dos vértices adyacentes también son llamados
Vecinos.

Cuando los extremos de una arista es solamente un vértice, diremos
que la arista es un lazo. Cuando una arista no es un lazo, se le llama
un enlace. Cuando dos enlaces distintos tienen los mismos extremos les
llamaremos aristas paralelas.

Una grafica es simple si no contiene lazos ni aristas paralelas. A partir
de la siguiente seccién y a lo largo de la tesis sdlo se usaran graficas simples
por lo que al decir grafica se refiere a una grafica simple.

Se dice que dos gréificas G = (Vg, Eq) y H = (Vi, Ex) son idénticas
si Vg = Vg, Eg = Eg y ¥vg = ¢y. Claramente dos graficas idénticas
pueden ser dibujadas de la misma forma. Existen graficas que pueden ser
representadas con el mismo diagrama y sin embargo no ser idénticas, tales
graficas son llamadas isomorfas. Formalmente, G y H son isomorfas si y
solo si existen las biyecciones 0 : Vg — Vg y ¢ 1 Eg — Ep, tales que para
P (e) = uv se tiene que: Y (¢(e)) = 6(u)f(v). Tal par (0, ¢), es llamado
un isomorfismo entre G y H.

2.1.1. Grado de un vértice

El grado de un vértice v en una grafica G es denotado con dg(v) y
es el numero de aristas en las que es incidente v, un lazo es considerado
una doble incidencia. También denotamos el grado mdzimo y minimo
entre los grados de todos los vértices de una grafica G por A(G) y 0(g)
respectivamente. Cuando no haya lugar a confusién usaremos d(v), A,
para simplificar.
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Teorema 2. Dada una grdfica G = (V, E):

> d(v) =2|E|

veV

Demostracion. Por definicién cada lazo aporta dos al grado del vértice
que tiene en sus extremo y las demds aristas aportan uno en cada uno de
sus extremos, de esta forma vemos que cada aristas contribuye en 2 a la
suma de los grados. O

Corolario 1. La cantidad de vértices con grado impar en una grdfica G
cualquiera siempre es par.

Demostracion. Sean Vi C V los vértices de grado impar en Gy Vo C V
los de grado par, tenemos que:

> dw)+ > dw) = d(v)

veV; veVs veV

Claramente ) i, d(v) es par y por el teorema 2, >, d(v) es par, por
tanto ), v, d(v) debe serlo también, lo cual sélo es posible si [Vi] es
par. [

2.1.2. Caminos y ciclos

Un camino es una gréafica tal que sus vértices pueden ser ordenados en
una secuencia lineal de tal forma que un par de vértices son adyacentes
solamente si son consecutivos en la secuencia. Claramente en este tipo de
graficas cada vértice puede tener a lo més dos vecinos.

De igual forma se le llama ciclo a una gréafica tal que los vértices pueden
ser ordenados en una secuencia ciclica de tal forma que dos vértices son
adyacentes si y solo si son consecutivos en tal secuencia.

La longitud de un camino o un ciclo es definida como el niimero de aris-
tas que lo forman. El camino de longitud k es llamado k-camino, asi como
el ciclo de longitud k es llamado k-ciclo. Un k-ciclo también es referido
con el nombre del poligono con k lados.
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a) b)

Figura 2.2: (a) Camino de longitud 4. (b) Un pentdgono, ciclo de longitud
o.

2.2. Subgraficas

Dadas dos grificas G = (Vg,Eq) y H = (Vi, En), se dice que H es
una subgrdfica de G si, Vg C Vg, Eg C Eg y se tiene que para una arista
e € Ex, vu(e) = vg(e). Si H es subgrafica de G entonces se dice que G
es una supergrafica de H. Se dice que H es una subgrdfica generadora de
G siy sélosi Vg = V.

Consideremos la grifica G = (V, E) y sea V' un subconjunto no vacio
de V. La grifica G’ con conjunto de vértices V' y conjunto de aristas
E' = {uv € E|u,v € V'}, es una subgrifica de G inducida por V' y
serd denotada por G[V’].

La grafica generadora de G con aristas E'\ E’ serd denotada con G—E’,
asi como la supergrafica con conjunto de aristas EU E’ serd denotada por
G+ E.

G G

a)
Figura 2.3: (a) Gréfica G y G’ una subgrafica de G.
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G U Gy
Go

Figura 2.4: Union de dos subgréficas de G.

Sean G = (V4, E1) y G2 = (V1, Es) dos subgréficas de G. Decimos que
(1 y G2 son ajenas si no tienen vértices en comun. Si no tienen aristas en
comun se dice que son ajenas por aristas o por brevedad arista-ajenas. La
union G U Gs de G1 y Ga, es la gréfica con conjunto de vértices V3 U Vo
y aristas F1 U Es. De manera similar se define a la interseccion, con la
condicion de que G1 y G2 no pueden ser ajenas.

Si P es un camino y P es una subgrafica de GG, entonces se dice que P
es un camino en G. Sean u, v los extremos de un camino P en G, entonces
puede decirse que P es un (u,v)-camino en G. De igual forma si una
subgréfica C' de G es un ciclo, se dice que C' es un ciclo en G.

Sea P un (u,v)-camino en G y @ un (v, w)-camino en G, ajeno por
aristas de P, y PN Q = {v}. La concatenacién de P y @, PQ, es el
(u, w)-camino resultante de P U Q.

Sean u y v dos vértices de G. Definimos a dg(u, v), la distancia entre u
y v en G, como la longitud del (u,v)-camino més corto en G. Si no existe
tal camino dg(u,v) = oco. Por brevedad, al tratar con una unica grafica,
nos referiremos a la distancia entre dos vértices como d(u, v).

2.3. Conexidad

Dada una grifica G = (V, E), se dice que dos vértices u y v estdn
conectados en G si y sélo si existe algin (u,v)-camino en G. La conexi-
dad entre vértices define una relacién de equivalencia en V, esto es, existe
una divisién Vi, ..., V., de V tal que dos vértices u y v estan conectados
si y sblo si pertenecen al mismo subconjunto V;. A las gréficas induci-
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a) b)

Figura 2.5: (a) Una grafica conexa. (b) Una grafica disconexa.

das G[V1],...,G[V,], también llamadas componentes conexas de G. Si G
tiene una tnica componente conexa, se dice que GG es conezxa, de otra for-
ma se dice que es disconexa. El nimero de componentes conexas de G
serd denotado como w(@) y como w por simplicidad.

Dada una gréfica G = (V, E), se dice que un vértice v € V' es un vértice
de corte siy s6lo si w(G) < w(G —wv), esto es, si al eliminar v junto con la
aristas que inciden en él, el niimero de componentes conexas aumenta. De
igual forma se dice que una arista e € E es una arista de corte o puente
siy solo si w(@) < w(G —e).

Dada una grifica conexa G = (V, E), un corte por vértices o conjunto
de corte de G, es un subconjunto V' C V, tal que G — V' es disconexa.
De igual forma un corte por aristas de G se define como un subconjunto

a) b)

Figura 2.6: (a) Un vértice de corte. (b) Una arista de corte.
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E' C E de E, tal que G — E' es disconexa.

Dado V' un conjunto de corte de cardinalidad minima de G, se dice
que G es k-conexa para k = |V’|. De igual forma, G es k-conexa por
aristas, si E' es un corte por aristas de cardinalidad minima con k = |E’|.

2.4. Tipos especiales de graficas

Existen diferentes tipos de gréaficas que juegan papeles muy importan-
tes en la teoria de graficas, a continuacion se mencionan algunas que seran
usadas a lo largo de la tesis.

Una gréfica G = (V, E) se dice que es completa, si para cada par de
vértices u,v € V se tiene que uv € E. Salvo isomorfismo, existe una
Unica grafica completa con n vértices, la grafica completa con n vértices
es denotada como K,,. En la Figura 2.7 se muestra la grafica completa
con cinco vértices.

Figura 2.7: K5.

Una gréfica G = (V, E) es una grdfica bipartita si y sélo si, V' puede
ser dividido en dos conjuntos ajenos X, Y, tales que para cualquier par de
vértices u,v € X o u,v € Y, se tiene que uv ¢ E. A la divisién (X,Y) se
le llama biparticién.

Teorema 3. Una grdfica es bipartita si y solo si no tiene ciclos de longitud
mpar.

Demostracion. Sea G = (V, E) una grafica bipartita y (X,Y) su biparti-
cién, y C' = vyvy, ..., vvo un ciclo en G.
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Figura 2.8: Gréfica bipartita.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que vy € X, debido a que
vov1 € E y dado que G es bipartita, entonces v; € Y. En general tenemos
que vo; € X y vg;41 € Y. Dado que vivy € E tenemos que v, € Y, por
tanto k = 2i+ 1 para algun valor de i y se sigue que C tiene longitud par.

Para demostrar la otra implicacién basta con probarlo para graficas
conexas. Sea entonces G una grafica conexa sin ciclos de longitud impar,
para algin u € V arbitrario, definimos la divisién (X,Y’) como sigue:

X ={z €V tal que d(x,u) es par}
Y = {y € V tal que d(y,u) es impar}

Ahora veamos que (X,Y) es una biparticién de V. Sean v y w dos
vértices de X, P un (u,v)-camino de longitud minima y @ un (u,w)-
camino de longitud minima. Sea ' el Ultimo vértice comin en Py Q.
Sea P’ un (v,u’)-camino de longitud minima y Q" un (v’,v)-camino de
longitud minima. Vemos que las longitudes de P’ y @’ deben tener la
misma paridad, por tanto al concatenar P’@Q’ obtenemos un camino de
longitud par. Entonces tenemos que vw € F implica que P'Q" U {vw} es
un ciclo impar en G, contradiciendo la hipdtesis. Por lo tanto (X,Y) es
una biparticién de V. O

Dada una gréfica G se dice que G es un drbol si y sélo si G es conexa
y no tiene ciclos. Los siguientes teoremas enuncian algunas propiedades
de los drboles.
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Figura 2.9: Tlustracion de la prueba del teorema 4.

Teorema 4. Sea G = (V, E) un drbol, entonces para cualesquiera 2 vérti-
ces u,v € V, existe un unico camino que los une.

Demostracion. Dado que todo drbol es conexo, existe al menos un (u, v)-
camino. Supongamos que existe méas de un (u,v)-camino y sean P; y
P; dos de estos caminos. Dado que P; # P, existe al menos una arista
zy € Py tal que zy ¢ Ps, Figura 2.9. Claramente (P; U P») — zy es conexa,
por lo que existe un (z,y)-camino, sea P tal camino, entonces P U {zy}
forma un ciclo, contradiciendo la hipdtesis de que G es un arbol. O

Teorema 5. Si G = (V, E) es un drbol, entonces |E| = |V|— 1.

Demostracion. Por induccién en |V]. Supongamos que |V| = 1, claramen-
te |[E|=0=|V| -1

Supongamos que el teorema es cierto para todo arbol con menos de |V|
vértices con |V| > 2. Tomemos la arista uv € E, por el teorema anterior
G —uw es disconexa dado que no existe otro (u, v)-camino, y w(G—uv) = 2,
sean Hy = (V1, E1) y Hy = (Va, E») tales componentes. Vemos que las dos
son aciclicas y por tanto drboles con menos de |V| vértices. Aplicando la
hipdtesis de induccién tenemos que:

|Ei| = |Vi| — 1 para i = 1,2
y ademads sabemos que:

|E| = [Ex| + [Ex| + 1y [V] = V1| + V2]



2.4 Tipos especiales de graficas 15

por lo tanto:
[El=(Vil =)+ (V2| =) +1=|V| - 1L

O

Teorema 6. Sea G = (V, E) una grdfica. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) G es conezxa con |E| =|V|—1.
b) G es aciclica con |E| =|V]|—1.
¢) G es un drbol.

Demostracion. a) = b): Supongamos que G no es aciclica. Entonces G
tiene un ciclo, y éste contiene k vértices vy, ..., vk, sea Gy = (Vi, Ex) la
subgréfica de G que forma tal ciclo. Es claro que G} tiene exactamente
k aristas. Si k < |V, debido a que G es conexa existe un vértice u € V
adyacente a algin v; € Vi. Sea Gjiy1 la subgrafica de G con vértices
Vi1 = Vi U{u} y aristas Fry1 = Ei U {v;u}, claramente Gj41 tiene
k + 1 aristas. De esta forma podemos proseguir hasta obtener G|y, con
|Ejvil = |V|. Dado que G|y es una subgréfica de G tenemos que |E| >| V|
contradiciendo la hipdtesis de que |E| = |[V|—1. Por lo tanto G es aciclica.
b) = c¢): Falta probar que G es conexa. Supongamos que G no es cone-
xa, entonces w > 1. Sean H; = (V;, E;), coni = 1,...,w, las componentes
conexas de (G, dado que G es aciclica cualquier H; es un arbol, por lo que
|E;| = |Vi| — 1. Es claro que |E| = Y5, |Ei| y |V]| = Y21, [Vil, por esto
se tiene que: |E| = >, (|Vi| — 1) = |[V| — w contradiciendo la hipdtesis
de que |E| = |V| — 1, por lo que G es conexa. Al ser G conexa y aciclica
entonces es un arbol.
¢) = a): Al ser G un &rbol, G es conexa y por el teorema anterior
tiene exactamente |V| — 1 aristas.
O
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2.5. Emparejamientos

Sea G = (V, E) una grafica. Decimos que M C F es un emparejamiento
de G si y s6lo si para cualquier par de elementos de M, se tiene que no
son adyacentes en G. Se dice que los extremos de cada arista en M son
emparejados por M. Figura 2.10.

G

Figura 2.10: M un emparejamiento de G.

2.5.1. Emparejamientos perfectos

Consideremos la grafica G = (V, E) y M un emparejamiento de ésta.
Decimos que M es un emparejamiento perfecto de G si y sélo si todo
vértice de G esta emparejado con otro por M. Es facil ver que cualquier
grafica completa con un nimero par de vértices tiene un emparejamiento
perfecto.

En 1947 Tutte [62] presenté una condicién necesaria y suficiente para
que una grafica tenga un emparejamiento perfecto, la prueba presentada
en esta tesis fue dada por Lovész [47].

Diremos que una componente conexa de una grafica G es par o impar
si tiene un nimero par o impar de vértices, respectivamente. Denotaremos
al niimero de componentes impares de una gréfica G por o(G).

Teorema 7 (Tutte). Sea G = (V, E) una grdfica. G tiene un empareja-
miento perfecto si y sdlo si:

o(G — S) < |S| para todo S C V.
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Demostracion. Supongamos que G tiene un emparejamiento perfecto M.
Sean G, ...,G, las componentes impares de G — S. Dado que cada G;
tiene un nimero impar de vértices, debe existir para cada ¢ =1,...,n un
v;, el cual necesariamente es emparejado con algin elemento u; de S en
M. Dado que {uq,...,u,} C S, implica que:

o(G—8)=n={ur,...,u}| <5

Para probar la otra implicacién, supongamos que G cumple con que
para todo S C V se tiene que o(G—5) < |S| y que G no tiene ningtin em-
parejamiento perfecto. Por la condicion anterior, G debe tener un niimero
par de vértices ya que al tomar S = () el nimero de componentes impares
tendra que ser cero.

Debido a que G no tiene emparejamientos perfectos, entonces G es una
subgréfica generadora de G* = (V*, E*), una grafica maximal sin empare-
jamientos perfectos. Una grafica maximal sin emparejamientos perfectos
es una grafica tal que al agregarle cualquier otra arista, se convierte en
una grafica con algin emparejamiento perfecto. Entonces G — S también
es una subgréfica generadora de G* — S, por lo que o(G* — S) < o(G - 95),
por lo que se tiene:

o(G* — S) < |S] para todo S C V*.

Sea U el subconjunto de todos los vértices de V* tales que tienen
grado |V*| — 1. Claramente U # V*, ya que de otra forma G* tendria un
emparejamiento perfecto. Mostraremos que las subgraficas inducidas por
las componentes conexas de G* — U son graficas completas. Supongamos
que no es cierto, es decir que existe alguna componente de G* — U que
no es completa. Entonces no es dificil probar que en dicha componente
existen los vértices x,y y z tales que zy € E*, yz € E* pero zz ¢ E*.
Ademds, debido a que y ¢ U, existe un vértice w € G* — U tal que
yw ¢ E*. Figura 2.11.

Al ser G* una grafica maximal sin emparejamientos perfectos, tenemos
que para cualquier e ¢ E*, G* + e tiene un emparejamiento perfecto. Sean
My y M5 emparejamientos perfectos en G* + zz y G* + yw, respectiva-
mente. Sea H la subgréfica de G* 4+ {zz, yw}, inducida por la diferencia
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Figura 2.11:

simétrica de My y M. Claramente cada vértice de H tiene grado dos por
lo que H esta formada por ciclos ajenos, los cuales necesariamente tienen
un ndmero par de vértices, ya que en ellos alternan aristas de M7 con las
de M. Distinguimos los siguientes casos:

Caso 1. zz y yw estdn en distintas componentes de H, Figura 2.12a.
Sea C' el ciclo en H donde se encuentra yw, entonces, las aristas de M,
en C'y las aristas de My que no estdan en C forman un emparejamiento
perfecto en G* contradiciendo la definicién de G*.

Caso 2. zz y yw estdn en la misma componente C de H, Figura 2.12b.
Por la simetria entre x y z, podemos suponer que z, ¥y, w y z ocurren en ese
orden en C. Entonces las aristas de M; en la secciéon yw ...z de C, junto
a la arista yz y las aristas de M> que no estan en la seccién yw. ..z de
C forman un emparejamiento perfecto en G* contradiciendo la definicién
de G*.

M,
M, z z

X z

a)

Figura 2.12: a) Ilustracién del caso 1. b) Ilustracién del caso 2.
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Dado que ambos casos nos llevan a una contradiccién, se tiene que las
componentes conexas de G* — U inducen graficas completas. Debido a que
G* cumple con la condicién del teorema, sabemos que G* — U tiene a lo
més |U| componentes impares.

Sin embargo observemos que las componentes pares de G* — U tienen
un emparejamiento perfecto, y ademés se puede emparejar algiun vértice
de cada componente impar con alguno de U. Es claro que el resto de U es
una grafica completa con un nimero par de vértices, por lo que tiene un
emparejamiento perfecto. Esto implica que G* tiene un emparejamiento
perfecto lo cual es una contradiccién. Por lo tanto G necesariamente tiene
un emparejamiento perfecto. O

2.6. Coloraciones en vértices

Sea G = (V,E) una grafica, decimos que una k-coloracién de los
vértices de G es una funcién ¢ : V. — {1,...,k}. Una coloracién in-
duce una division de los vértices de G en conjuntos ajenos de la forma
C; = {v € Vl|e(v) = i}. éstos conjuntos son llamados las clases cromdticas
inducidas por c¢. Se dice que una k-coloracién ¢ de G es buena si para
cualesquiera dos vértices u, v adyacentes en G, se tiene que c(u) # ¢(v).

2.7. Planaridad

Se dice que una gréfica es plana si puede ser dibujada en el plano de
tal forma que las lineas que representan sus aristas no se intersequen entre
ellas, excepto en sus extremos.

Claramente una grafica plana al ser dibujada en el plano lo divide en
diferentes regiones conexas, a la cerradura de cada una de estas regiones
se les llama las caras de la grafica, teniendo siempre una cara no acotada
llamada cara exterior. El resto de caras son llamadas caras interiores.

Sea F = {f1,..., fn} €l conjunto de caras de G, decimos que dos caras
fi, f; son adyacentes si comparten una arista e en su frontera. Diremos
que e es incidente en f; y f;, de igual forma se dice que f; y f; son
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incidentes en e. Cuando e es una arista de corte ésta incide en una sola
cara (de hecho, la cara exterior), ya que de otra forma una de las caras
serd acotada, por lo que seria un ciclo o un lazo en G, por lo que e no
podria ser de corte.

Euler enuncié el siguiente teorema, el cual define una relacién entre el
nimero de aristas, vértices y caras de una gréafica plana, este es conocido
como la formula de Fuler.

Teorema 8. Sea G = (V, E) una grdfica conexa dibujada en el plano
definiendo el conjunto de caras F', entonces:

VI=El+|F| = 2.

Demostracién. Por induccién sobre |F|. Supongamos que |F| = 1, enton-
ces (G tiene una tnica cara, la cual tendrd que ser su cara exterior, esto
implica que G no tiene ciclos, por lo que al ser también conexa G es un
arbol, entonces sabemos que:

Bl = V|- L.

Lo cual cumple con el teorema.

Ahora supongamos que el teorema es valido para toda gréafica plana
conexa con menos de n > 2 caras, sea G una grafica con n caras, y sea
e una arista que no sea de corte en G. Es claro que e incide en al menos
una cara interior de GG. Consideremos la grafica G — e, es fécil ver que las
dos caras en las que incide e se convierte en una sola. Entonces G — e es
conexa con n — 1 caras y satisface la hipdtesis de induccién. Claramente
G —e es una subgréfica generadora de G, y su nimero de aristas es |F|—1,
de modo que:

VI=(EI-1)+(F]-1)=2.
Por lo que obtenemos:
VI—IE| + |F| = 2.

El teorema se sigue por el principio de induccién. [
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Denotemos al nimero de aristas incidentes en una cara f, de una grafi-
ca plana G como d(f), las aristas de corte cuentan como dos incidencias.
Entonces el siguiente resultado se sigue directamente de la férmula de
Euler:

Corolario 2. Sea G = (V,E) una grdfica plana con |V| > 3 y F el
conjunto de sus caras F' , entonces:

|E| < 3|V| — 6.

Demostracion. Primeramente, no es dificil probar que:
> d(f) =2|E|
fer

Ya que cada arista es incidente en dos caras, a menos que sea de corte,
en cuyo caso cuenta como dos incidencias. Tampoco es dificil notar que si
|[V| > 3, entonces para cualquier f € F se tiene que d(f) > 3, por lo que:

> d(f) = 3|F]
fer
2|E| = 3|F|
De la féormula de Euler se tiene que:

2|F
vi-1e+ 285

Que es lo mismo que:
|E| < 3|V]|—6.

2.7.1. Grafica dual

Sea G una grafica plana, podemos definir a otra grafica G* a partir de
G como sigue: por cada cara f de G tendremos un vértice f* en G*, y por
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Figura 2.13: Una grafica plana G con su gréfica dual G'.

cada arista e de G, consideramos las caras f y g, incidentes en e, entonces
G* tendrd la arista e* que conecta a los vértices f* y g*. Decimos que
G* es la grafica dual de G, y podemos ver que G* es también una grafica
plana, pues puede ser dibujada colocando cada vértice f* en el interior de
la cara f, y dibujando la arista e* de forma que cruce sélo en un punto
a e sin que cruce ninguna otra arista de G. Esta forma de dibujarla se
puede ver de forma clara en la Figura 2.13.

2.7.2. Graficas geométricas

Una grdfica geométrica es una grafica dibujada en el plano de tal forma
que sus vértices son puntos y una arista uv es el segmento [u, v]. A lo largo
de la tesis por grafica geométrica nos referiremos a una grafica geométrica
plana.



Capitulo 3

Galerias de arte e
iluminacion

En Agosto de 1976, durante una conferencia en Stanford, V. Klee
hizo la siguiente pregunta: ;Cudntos guardias son siempre suficientes para
vigilar cualquier poligono con n vértices? Poco tiempo después V. Chvatal
da respuesta a esta pregunta con el que se ha conocido como el Teorema
de Galeria de Arte de Chuvdtal, el cual se presenta en la introduccién de
esta tesis.

Ahora supongamos que tenemos una habitacién la cual queremos que
esté bien iluminada, esto es, que cada parte de la habitacién tenga sufi-
ciente luz, pero no queremos gastar mucho comprando focos. Geométri-
camente podemos representar la habitacién como un poligono P y a los
focos como puntos en el interior de P. Decimos que un punto p de P
estd iluminado si y sdlo si existe un foco f tal que el segmento que une a
p con f estd totalmente contenido en P. Vemos entonces que el problema
de encontrar el menor nimero de focos que iluminen a P es equivalente
al problema de la galeria de arte.

A lo anterior se debe que a los problemas de galerfas de arte se les
refiera también como problemas de iluminaciéon. Entonces usaremos in-
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distintamente los términos vigilar e iluminar, asi como guardias y focos,
dado que son equivalentes.

A partir de la publicaciéon del teorema de Chvatal comenz6 a surgir
una gran cantidad de trabajo de investigacion relacionado con iluminacién
y galerias de arte. En 1987, aparece el libro Art Gallery Theorems and
Algorithms de J. O’Rourke [51], el primer libro dedicado completamente
al estudio de este tipo de problemas. Con la publicacién de este libro
comienzan a ser estudiadas una gran cantidad de variantes al problema
original. Posteriormente aparecen los compendios por T. Shermer [55] y
J. Urrutia [63], los cuales contienen una gran coleccién de resultados sobre
variantes del problema de la galeria de arte.

En este capitulo se presentan algunas de las variantes principales y
resultados recientes en el area.

3.1. Terminologia basica

Un poligono P es una secuencia ordenada de m puntos en el plano
V1,...,0n, para n > 3, llamados los vértices de P, junto con el conjunto
de segmentos de linea que unen v; con v;11, parat=1,...,n—1, y v, con
v1, llamado el conjunto de aristas de P. Se dice que P es simple si y sélo
si cualquier par de aristas no consecutivas no se intersecan. Un poligono
simple divide al plano en dos regiones, una no acotada, llamada el exterior
y una acotada, el interior. Una diagonal de P es un segmento contenido
en el interior de P que conecta dos vértices de P no consecutivos. Por
simplicidad, al decir poligono nos referiremos a un poligono simple junto
con su interior.

Dados dos puntos p y ¢ dentro de un poligono P, decimos que q es
vistble desde p si y sélo si el segmento que une a p y q estd totalmente
contenido en P. Decimos que un subconjunto finito de puntos G, conteni-
dos en P wigila o ilumina a P siy so6lo si cualquier punto p de P es visible
desde algtin punto g de G. De igual forma diremos que g vigila o ilumina
a p, si p es visible desde g.

Una triangulacién T(P) de un poligono P, es una divisién del interior
de P en triangulos con interiores ajenos, de tal forma que las aristas de
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estos tridngulos solamente pueden ser aristas o diagonales de P. Es facil
ver que una triangulacién T'(P) de P estd compuesta por exactamente
n — 2 triangulos, donde n es el nimero de los vértices de P.

3.2. Variantes del problema

Las principales variantes del problema surgen al imponer ciertas res-
tricciones en cuanto a la ubicaciéon de los guardias y la forma de la galeria.

A continuacién se presentan las principales restricciones que dan pie
a algunas de las variantes més estudiadas del problema de la galeria de
arte.

3.2.1. Tipos de guardias

Existe una gran cantidad de restricciones que pueden ser impuestas a
los guardias usados para vigilar la galeria. En algunos casos es deseable
que los guardias estén colocados en los vértices del poligono P que re-
presenta nuestra galeria. En otros casos se permite ubicar a los guardias
en cualquier lugar de P, asi como permitir que éstos se muevan sobre las
diagonales de P. A continuacién se mencionan los principales tipos de
guardias o fuentes de luz més conocidos.

= Puntos guardia. Estos guardias pueden estar colocados en cual-
quier punto contenido en P.

= Vértices guardia. En este caso sdlo se permitird colocar guardias
en los vértices de P.

= Aristas guardia. Toussaint introdujo este tipo de guardias en 1981.
Su motivacién original era permitir que los guardias se movieran
sobre las aristas de P. Un punto se considera vigilado si es visible
desde algtin punto de la ruta de algtiin guardia.

» Guardias méviles. O’Rourke [52] introduce esta variante permi-
tiendo que los guardias se muevan sobre diagonales de P.
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= Vértices y puntos reflectores. Al igual que los guardias, distin-

guimos entre los que se colocan en cualquier parte Py los que sélo
pueden estar en los vértices de P. Los reflectores fueron introducidos
por J. Urrutia en 1990 en un taller de iluminacién en Barbados. La
motivacion de este tipo de guardias se debe a que muchos dispositi-
vos de vigilancia tienen un rango de vision delimitado.

Médems. Este tipo de guardias fue propuesto por Urrutia en [4]. La
motivacion surge del hecho de que la intensidad con la que se recibe
la senal de un médem inaldmbrico se ve seriamente afectada por
el nimero de paredes que esta tiene que atravesar. Se dice que un
modem m ilumina a un punto p, si el segmento que los une interseca
a lo mas un nimero acotado de objetos.

3.2.2. Tipos de galerias

Asi como se pueden imponer restricciones en los guardias, al imponer-

las sobre la forma de las galerias surge una gran cantidad de variantes
interesantes, como son:

s Galerias tradicionales. En esta variante la galeria estda formada

por un conjunto de habitaciones rectangulares dentro de un edificio
rectangular.

Galerias ortogonales. En este tipo de galerias se restringe a que
las aristas sean paralelas a alguno de los ejes coordenados. Esta
variante tiene sentido dado que la mayoria de las galerias reales
estan en construcciones ortogonales.

Galerias con huecos. Para esta variante, se permite que la ga-
leria contenga otros poligonos, llamados huecos, cuyo interior no se
considera parte del interior de la galeria.

Galerias curvilineas. Karavelas y Tsigaridas [42] proponen una
variante en la que se permite que las aristas de la galeria sean arcos
de curvas en lugar de segmentos de recta. Este tipo de galerias seran
estudiadas con mayor detalle en el capitulo 5.
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» Jardin de esculturas. En [27] Eppstein, Goodrich y Stichnava
presentan otra variante inspirada también en redes inalambricas.
El problema consiste en colocar transmisores que emitan una clave
Unica, de modo que a partir de una férmula booleana monétona,
formada a partir de las claves emitidas, se pueda probar si un punto
estd dentro o fuera de la galeria. Ya que los lados del poligono no
bloquean la senal de los transmisores, podemos pensar en una galeria
sin paredes o como un jardin de esculturas.

3.3. Algunos resultados

En esta seccién se presenta un conjunto de resultados interesantes
relacionados con la iluminacién, mostrando la relevancia del tema dentro
de la geometria combinatoria y computacional.

3.3.1. Galerias de arte tradicionales

En la interpretacion clasica del problema de la galeria de arte, la ga-
leria es representada como un poligono simple. Sin embargo en el mundo
real, las galerias de arte tradicionales suelen ser edificios rectangulares
subdivididos en habitaciones también rectangulares, y podemos suponer
que cualquier par de habitaciones adyacentes tienen una puerta en comin
(figura 3.1).

Entonces, jcon cuantos guardias podemos vigilar una galeria tradicio-
nal con n habitaciones? Observemos que cualquier guardia colocado en la
puerta de dos habitaciones es capaz de vigilar ambas habitaciones y da-
do que un guardia no puede estar en tres habitaciones simultaneamente,

n

entonces hacen falta al menos [ ] guardias para poder vigilar tal galerfa.

El siguiente teorema [21] nos dice que esta cota es justa.

Teorema 9. Cualquier galeria de arte tradicional con n habitaciones pue-
de ser vigilada evactamente por [5] guardias.

Demostracion. Sea T una galeria de arte tradicional con n habitaciones
R1, R, ..., R,. Podemos construir a G, la grafica dual de T de la siguien-
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Figura 3.1: Una galeria de arte tradicional y su gréafica dual.

te manera: a cada habitaciéon R; le asignamos un vértice v;, y haremos
a dos vértices adyacentes sélo si corresponden a habitaciones adyacentes.
Ver figura 3.1.

Basta probar que cuando G tiene un ntmero par de vértices, cumple
con la condicién del Teorema 7 (Tutte), por lo que Gt tendria un empare-
jamiento perfecto cuyas aristas representarian las puertas en la que serian
colocados los guardias, por lo que con [ 5| guardias T" serfa vigilada. Para
el caso en que G tenga un nimero impar de vértices bastara subdividir

cualquier habitacién en dos.

Notemos que la frontera exterior de la unién de las habitaciones re-
presentadas por los vértices de cualquier subgrafica conexa de G, es un
poligono ortogonal. Sea S un subconjunto de los vértices de G y sea k
el numero de componentes conexas de Gr — S. Es claro que cualquier
componente conexa C; de G — S, representa un poligono ortogonal P;.
Figura 3.2.

Dado que cada P; tiene al menos 4 esquinas, el niimero de esquinas
generadas por las componentes de G — S es al menos 4k. Cada vez que
agregamos un rectangulo representado por algin vértice en S, desapare-
cen a lo mas 4 esquinas, véase figura 3.2. Al haber agregado todos los
rectangulos de S desaparecen todas las esquinas, excepto las 4 de la fron-
tera mas al exterior. De esto se sigue que necesariamente k < |S| + 1. Es
facil verificar que para el caso en que k = |S| + 1, al menos una compo-
nente es par, de otra forma Gr tendria un nimero impar de vértices. Por
lo que se tiene que o(Gr — S) < |S| para cualquier subconjunto S de los
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e

R3 { R4 RS

Figura 3.2: Las esquinas que desaparecen al agregar a Ry.

vértices de Gp, lo cual es justo la condicién del teorema de Tutte, por lo
que G tiene un emparejamiento perfecto.
O

3.3.2. Galerias ortogonales

Decimos que un poligono P es ortogonal, si cualquier arista de P es
paralela a alguno de los ejes coordenados, y ademas el dngulo entre dos
aristas siempre es 5 o 37” Dado que los edificios del mundo real suelen ser
“ortogonales”, uno podria pensar que este tipo de poligonos tienen especial
interés ya que se ven como un mejor modelo para aplicaciones potenciales,
ademads desde el punto de vista matemaético, su estructura inherente nos
permite obtener resultados muy interesantes. El primer resultado obtenido
con respecto a este tipo de galerias fue dado por Kahn, Klawe y Keitman
[41]):

Teorema 10. Cualquier poligono ortogonal con n vértices siempre pue-
de ser vigilado usando a lo mds | %] vértices guardia. En ocasiones |7 ]
vértices quardia son necesarios.

Para probar este teorema Kahn, Klawe y Kleitman se basan en una
técnica similar a la usada por Fisk. La idea principal de su prueba consiste
en obtener una cuadrangulacién convexa de P, la cual induce una grafica
4-coloreable, y tomando la clase cromética mas pequena obtenemos esta
cota.
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Figura 3.3: Un poligono que requiere | % | guardias.

Esta prueba promovié el estudio de descomponer poligonos ortogonales
en cuadrildteros convexos. Sack [54] dio un algoritmo que obtiene dicha
divisién en tiempo O(n). En el siguiente capitulo se presentan algunos
resultados sobre cuadrangulaciones de poligonos simples en general.

Edelsbrunner, O’'Rourke y Welzl [25] presentaron un algoritmo que en
tiempo O(n) obtiene un conjunto de |%] puntos guardia que vigilan un
poligono ortogonal dado; su algoritmo se basa en una descomposicién del

poligono en subpoligonos con forma de L.

3.3.3. Galerias con huecos

Dado un poligono P y un conjunto de m poligonos ajenos P, ..., Py,
contenidos en el interior de P, el conjunto P — {P U...U P,,} es llamado
un poligono con huecos. En este caso decimos que P tiene m huecos.

El siguiente resultado, dado por O’Rourke [51], fue el primero respecto
a poligonos con huecos:

Teorema 11. Cualquier poligono con n vértices y h huecos siempre puede

ser vigilado con a lo mds L"EQ”J vértices guardia.

La prueba procede eliminando los huecos uno por uno, cortando a P
sobre una diagonal que una dos vértices de P, uno de los cuales es vértice
de un hueco, y el otro pertenece a la cara exterior.
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. . ; P . h
Figura 3.4: Un poligono con n vértices y h huecos que requiere |%£" |
guardias para ser vigilado.

Se cree que esta cota no es justa, de hecho Shermer conjetura que
L"TMJ vértices guardia son siempre suficientes para vigilar un poligono
con n vértices y h huecos. Shermer prueba su conjetura para h = 1, para
valores mayores que 1 la conjetura sigue abierta. Para puntos guardia
Bjorling-Sachs y Souvaine [7] e independientemente Hoffmann, Kaufman
y Kriegel [39] probaron:

Teorema 12. f%*h] puntos guardia son siempre suficientes y en ocasio-

nes necesarios para vigilar cualquier poligono con n vértices y h huecos.

Bjorling-Sachs y Souvaine [8] presentan un algoritmo de tiempo O(n?)
que encuentra la posicién de tales guardias. La idea principal del resultado
de Bjorling-Sachs y Souvaine consiste en remover un canal de cuatro lados,
tal que un vértice nuevo es agregado por cada canal y ademds existe
un tridngulo 7" en el poligono resultante tal que cualquier vértice de T’
vigila el interior del canal. Este triangulo es forzado a aparecer en una
triangulacién del poligono resultante, de modo que usando la prueba de
Fisk para el teorema de Chvétal su resultado se sigue.

En 1982, O’Rourke [51] también demostré que cualquier poligono orto-
gonal con n vértices y h huecos siempre puede ser vigilado usando | 22 |
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I

I

Figura 3.5: Poligono ortogonal con 44 vértices y 4 huecos que requiere 12
vértices guardia.

guardias, y conjeturd que |7 | puntos guardia son siempre suficientes. Ag-
garwal [1] verific esta conjetura para h = 1,2, permaneciendo abierta
hasta 1990, cuando F. Hoffmann [38] demostré:

Teorema 13. |%] puntos guardia son siempre suficientes para vigilar
cualquier poligono ortogonal con n vértices y h huecos.

Para vértices guardia la cota superior se mantiene en L""fhj guar-

dias, sin embargo, el ejemplo mostrado en la figura 3.5 llevé a Shermer
a conjeturar que L%hj vértices guardia siempre bastan para vigilar un
poligono ortogonal con n vértices y h huecos [51]. Para valores grandes de
h, Hoffman y Kreigel [40] probaron:

Teorema 14. |%]| vértices guardia son siempre suficientes para vigilar
un poligono ortogonal con huecos.

La idea principal detrds de su prueba es el siguiente resultado, el cual
es interesante por si mismo:

Teorema 15. Cualquier grdfica bipartita plana puede ser completada a
una grafica plana mazimal que sea 3-coloreable en vértices.
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Figura 3.6: Poligono con n vértices que requiere \_%"J vértices guardia.

Para probar el teorema 14 comienzan dividiendo el interior de P en
cuadrilateros convexos y después obtienen una triangulacién de la grafica
resultante de tal forma que los vértices tengan grado par. Después usan
el hecho de que cualquier grafica plana, tal que todos sus vértices tienen
grado par es 3-coloreable. Este resultado induce un algoritmo de tiempo
O(n?).

Para la cota inferior, Hoffman muestra una familia de poligonos or-
togonales con huecos que requieren L%"J vértices guardia, ver figura 3.6.
Hoffman conjetura que L%”J vértices guardia son siempre suficientes.

3.3.4. Iluminando familias de convexos

Es un resultado conocido en matematicas que la frontera de cualquier
conjunto convexo compacto en el plano puede ser iluminada utilizando tres
luces. El siguiente problema fue propuesto inicialmente por F. Téth [32].
Sea F' = {51, 5%, ...,S5,} una familia de n conjuntos convexos compactos
en el plano. ;Cudntas luces colocadas en el complemento de S; U Sy U
...US,, son suficientes para iluminar completamente las fronteras de los
elementos de F'?

F. Téth da respuesta a esta pregunta con el siguiente resultado:

Teorema 16 ([32]). Para cualquier familia F = {S1,S52,...,S,} de n
conjuntos convexos compactos en el plano, 4n — 7 luces colocadas en el
complemento de S1USaU...US, son siempre suficientes y algunas veces
necesarias para tluminar las fronteras de los elementos de F.
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Figura 3.7: Tlustracién de la prueba del Teorema 16.

Demostracion. Construyamos la familia T = {T},T5,...,T,} de n con-
juntos estrictamente convexos tales que:

1. S; esta totalmente contenido en T;, parai=1,2,...,n.
2. Los conjuntos T;, para ¢ = 1,2, ...,n, tienen interiores ajenos.
3. El ntimero de tangencias entre los elementos de T es maximo.

Supongamos que T; es tangente a Ty, para j = 1,2,...,m. Sean
lis(j) las lineas tangentes a T; en los puntos en los que 7T; es tangente
a Ty, 7 = 1,2,...,m. Para cada i, los conjuntos Ty, Ts(2)s - -+ Ts(m)
definen una region poligonal P;. Se distinguen los siguientes casos:

1. P; es acotada. En este caso, colocamos un foco en cada vértice de
P;.

2. P; es no acotada. Para este caso colocamos un foco en cada vértice de
P;, y uno mas en cada uno de los dos rayos de P;, lo suficientemente
alejado de S;.

No es dificil ver que estas luces iluminan S;, parai=1,2,...,n y que
por cada linea l; ,(;) tenemos exactamente dos luces. Véase la figura 3.7.
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Construyamos la grafica G con vértices {T1,T5,...,T,}, tal que T; y
T; seran adyacentes si son tangentes. Es claro que G es una grafica plana,
por lo que el nimero de aristas es a lo mas 3n — 6. Claramente existe
una correspondencia uno a uno entre las aristas de G y las tangentes
generadas por T', entonces el nimero de focos usados hasta ahora es a lo
més 2(3n — 6).

Sea H el complemento de la unién de T;, con i = 1,2,...,n. H consis-
tird de una cara no acotada, y una cantidad de caras acotadas. Es facil ver
que el nimero de luces necesarias para iluminar S1, Ss, ..., .S, se maximi-

za cuando todas las caras de H, incluyendo la exterior, son acotadas por
tres elementos de T'. Se mostrara sélo este caso, ya que da una buena idea
del resto de la prueba. Observemos que cada cara de H tendrd tres luces.
Notemos que al quitar una de estas luces en cada cara interior, el resto de
las luces siguen iluminando a los elementos de F, figura 3.7. Entonces es
facil ver que quedan 4n — 7 luces, con lo que se demuestra el teorema. [

El resultado anterior fue probado también por Zaks y Urrutia en 1989
[67]. Fejes T6th también demostré [32] que 2n—2 focos son suficientes y en
ocasiones necesarios para iluminar una familia de n circulos ajenos en el
plano, este resultado también fue obtenido por Coullard [16] y Czyzowicz
[19]. En [18] Czyzowicz, Rivera-Campo y Urrutia demuestran que una
familia de triangulos en el plano siempre puede ser vigilada con a lo maés
| 4284 | guardias. También demuestran lo siguiente:

Teorema 17. n+1 guardias son siempre suficientes y n—1 en ocasiones
necesarios, para vigilar cualquier familia de n tridngulos homotéticos.

El ejemplo mostrado en [18] puede ser modificado para obtener una
cota inferior de n guardias en lugar de n — 1.

En [35] Garcia-Lépez estudia el problema de iluminar el espacio libre
generado por una familia de poligonos ajenos, esto es, iluminar el comple-
mento de la unién de los elementos de la familia. Usando el teorema 12 se
puede establecer de forma sencilla el siguiente resultado:

Teorema 18. FEl espacio libre generado por cualquier familia de h poligo-
nos ajenos, con n vértices en total, siempre puede ser iluminando usando
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a lo mds L%MJ puntos guardia. Fxisten familias de poligonos que re-
n+h—1
3

quieren | | guardias.

Otro problema interesante es iluminar el plano bajo la presencia de
obstédculos representados como segmentos de linea, o iluminar los propios
segmentos. O’Rourke [51] demostré lo siguiente:

Teorema 19. L%”J guardias son siempre suficientes y en ocasiones ne-
cesarios para vigilar el plano bajo la presencia de n > 5 obstdculos repre-
sentados como segmentos ajenos.

El problema de iluminar segmentos resulta una variante interesante,
permitiendo que un punto en un segmento sea iluminado por un guardia
en cualquiera de los lados del segmento. El primer resultado en esta di-
reccién fue obtenido por Czyzowicz, Rivera-Campo y Urrutia [17]. Ellos
probaron que |22 | guardias son suficientes para iluminar un conjunto de
n segmentos en el plano. Posteriormente Czyzowicz, Rivera-Campo, Urru-
tia y Zaks [20] redujeron la cota superior a [4*] guardias. Recientemente
Cs.D. Téth mejord dicha cota [58], enunciando el siguiente resultado:

Teorema 20. Para cualquier familia L de n segmentos ajenos en el plano,
stempre es posible encontrar L"THJ guardias que iluminen a los elementos
de L.

Este resultado lo obtiene extendiendo los segmentos en sus extremos
uno a uno hasta el infinito o hasta que toquen algin otro segmento o algu-
na extensién. Posteriormente se descompone la grafica dual de la division
obtenida en caminos de longitud 2 o 3.

3.3.5. Iluminacién con reflectores

En los problemas anteriores asumimos que los focos emiten la luz en
todas direcciones. Ahora presentamos un problema en el que las fuentes de
luz iluminan solamente una zona angular de tamano fijo. A estas fuentes
de luz le llamaremos reflectores. Entonces diremos que un reflector f; es
una fuente de luz colocada en un punto p del plano, llamado su apice; f;
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ilumina dentro de una zona angular de tamano «;, y dicha zona puede ser
rotada sobre su apice.

Este problema es motivado por el hecho de que en la actualidad la ma-
yoria de los dispositivos de vigilancia tienen un rango de visién limitado,
el cual puede ser representado como una zona angular.

Presentamos el siguiente resultado de Urrutia [63] relacionado con el
uso de reflectores:

Teorema 21. Sean ay,as y as tres dngulos tales que ay + as + ag =
w, y sea P un poligono convexo. Entonces siempre podemos colocar tres
reflectores de tamano a lo mds a1,z y ag, con dpices en los vértices de
P, de modo que P quede iluminado y no coloquemos mdas de un reflector
sobre cada vértice de P.

Demostracion. Si P es un tridngulo, nuestro resultado es cierto. Sea P un

poligono convexo con al menos cuatro vértices, y supongamos que a; <

az < az. Observemos primero que az < 5 y que como P tiene al menos

cuatro vértices, uno de sus angulos internos en alguno de sus vértices es
s

mayor o igual que 7. Sea T un tridngulo cuyos dngulos interiores sean

aq, e y ag tal que:
1. El vértice de T' de tamano as esté colocado sobre un vértice v de P
con angulo interior mayor o igual a as.

2. Los otros dos vértices de T" estan colocados sobre dos puntos x,y en
la frontera de P.

Supongamos que tanto x como y pertenecen a aristas diferentes de P,
digamos ey y es; ver figura 3.8.

Coloquemos un reflector fo de apertura as sobre v de forma que ilu-
mine a 7. Sea C el circulo determinado por los vértices de T. Es facil
ver que al menos uno de los extremos de e; y e3 no esta contenido en el
interior de C. Sean u y w estos vértices. Se distinguen dos casos:

1. u # w. Coloquemos un reflector f; sobre w iluminando la zona
angular determinada por v,u,z y otro f3 sobre w iluminando la
zona angular determinada por v, w,y. Como f; y fo no estan en el
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v

Figura 3.8: El caso en que x y y estan en aristas diferentes de P.

interior de C, los tamanos de la zonas angulares de f1 y f3 son a lo
mas v y ag respectivamente.

2. u = w. Sea T" el tridngulo determinado por el segmento que une a
x con y, y las tangentes a C' en estos puntos. El angulo generado en
el vértice z de T” que no estd sobre C' es m — 2a3. Notemos que z
pertenece al interior del tridngulo determinado por z,y v u, por lo
que el angulo de dicho tridngulo en u es menor que ™ — 2a3. Como
o < ag < ag, m—2az < (17— (a1 +az)) = as. Por tanto colocando
un reflector de tamano a lo mas ag en v iluminamos P.

O

Otro problema interesante relacionado con reflectores es el conocido
como el problema de iluminacion de estrados, planteado por J. Urrutia en
[63]. El problema cousiste en que tenemos un estrado, el cual queremos
iluminar por medio de un conjunto de reflectores. Formalmente, represen-
tamos al estrado como un segmento de recta L. Tenemos una coleccion
finita de n reflectores f1,..., f,, que iluminan en una zona angular de ta-
mano «q,...,q, respectivamente, mas aun, los apices de los reflectores
estaran fijos. La pregunta a responder es la siguiente: ;Serd posible rotar
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Figura 3.9: El problema de iluminacién de estrados.

fi,..., fn de tal manera que el segmento de linea L quede iluminado? Ver
figura 3.9.

El problema de iluminacién de estrados se vuelve interesante dado que
la intuicién indica que deberia tener una solucién simple, sin embargo,
en [37] H. Tto, H. Uehara y M. Yokoyama, prueban que el problema de
iluminacién de estrados es NP-completo.

En [22] Czyzowicz, Rivera-Campo y Urrutia presentan una variante
del problema de iluminacién de estrados, la cual se enuncia como sigue.
Sea [ un segmento de recta sobre el eje x y P, un conjunto de n puntos con
coordenada y positiva. Se busca encontrar un conjunto de reflectores F' =
{f1,.-., fm}, tales que sus dpices se encuentren en alguno de los puntos de
P, de tal manera que F' ilumine [ y que ademas o +. . .+, se minimice.
A este problema se le conoce como el de iluminacién éptima de estrados.
Ellos presentan un algoritmo que lo resuelve en tiempo O(nlogn).

Existen varios problemas de iluminacién usando reflectores que consis-
ten, por ejemplo, iluminar completamente el plano [9], iluminar poligonos
ortogonales [2, 30], o iluminar usando solamente reflectores con dngulo de
iluminacién a dado, a estos se les conoce como a-reflectores [28, 56, 59].
En [64] se presenta una reseha de distintos problemas y resultados de
iluminacién con reflectores.



40 Galerias de arte e iluminacion

Figura 3.10: Un poligono vigilado por dos 2-mdédems. Un tnico 2-médem
no es suficiente.

3.3.6. Iluminacién con moédems

En [4] J. Urrutia presenta una nueva variante del problema de la ga-
leria de arte, inspirada en los médems inaldmbricos. Nos preguntamos lo
siguiente: scomo se deben colocar ciertos modems inaldmbricos de modo
que cualquier lap top en el interior de un edificio reciba la senal de al-
guno de estos mdodems? El principal factor que determina si la senal que
recibe nuestra lap top es buena o no, depende principalmente del niimero
de paredes que nos separan del médem inalambrico.

Expresamos el problema de forma matematica como sigue: sea k < 0
un entero, y P un poligono con n vértices. Decimos que un k-moédem
M € P, representado por un punto en el plano, cubre un punto p € P si
el segmento que une a p con M interseca la frontera de P a lo mas k veces.
Diremos que k es la potencia del médem. En la figura 3.10 se muestra un
poligono que puede ser iluminado por un par de 2-médems.

El primer resultado relacionado a este problema, que presentamos a
continuacién, involucra poligonos mondétonos [4]. éstos son poligonos con
la propiedad de que cualquier recta perpendicular al eje de las x interseca
a la frontera del poligono a lo més dos veces.
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n

Figura 3.11: Un poligono mondtono que requiere [m

ser iluminado.

| k-médems para

Teorema 22. Cualquier poligono mondtono con n vértices puede ser
iluminado usando a lo mds [5;] k-mddems. Ademds existen poligonos
mondtonos que requieren al menos | 1 k-mddems para ser ilumina-
dos.

I
2k+2

En la figura 3.11 se muestra un poligono monétono que prueba la cota
inferior. La prueba de suficiencia se basa en dos lemas, de los cuales el
primero nos dice que siempre podemos partir a un poligono mondtono
en dos mas pequenos y mondétonos, los cuales pueden ser iluminados in-
dependientemente. El segundo nos dice que cualquier poligono monétono
con 2(k + 2) lados siempre puede ser iluminado usando un k-médem.

As{ también demuestran [4] que para k = 1,2,3, cualquier poligono
monétono puede ser iluminado usando [ 57| k-médems. Por 1ltimo ellos
demuestran el siguiente teorema:

Teorema 23. Cualquier poligono ortogonal mondtono con n vértices pue-

de ser iluminado usando [27;_24] k-mddems.

El problema para poligonos en general resulta dificil, por lo que se ha
considerado encontrar aproximaciones para este problema [6]. Sin embargo
esta dificultad dio pie a otra variante interesante propuesta por Urrutia
[31] en la cual se permite el uso de pocos médems de alta potencia, esto
es, jcuanta potencia necesita un moédem para iluminar un poligono P con
n vértices?
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En [31] usando un resultado previo de Fulek, Holmsen y Pach [33]
prueban:

Teorema 24. Cualquier poligono simple con n vértices siempre puede ser
iluminado usando un mddem de potencia [2%H].

Para poligonos ortogonales demuestran que un médem con potencia
[%] siempre es suficiente para iluminarlos. Considerando los problemas
que buscan iluminar el plano en presencia de obstaculos, demuestran que
se puede iluminar el plano en presencia de m segmentos horizontales y n
verticales usando un médem con potencia [%] 4 [5].

En [3] O. Aichholzer, F. Aurenhammer, F. Hurtado, P. Ramos y J. Urru-
tia definen un poligono k-convero como aquel para el cual se da que cual-
quier recta lo interseca en a lo mas k componentes conexas. Claramente
el estudio de los poligonos k convexos esta muy relacionado con el estudio

de los k-modems.

3.3.7. El jardin de esculturas

En [27] Eppstein, Goodrich y Stichnava presentan otra variante del
problema clasico de la galeria de arte, esta inspirada también en las re-
des inalambricas. La variante propuesta por ellos puede ser expresada
geométricamente como sigue: sea P un poligono virtual con n vértices; un
numero g de transmisores son colocados en el plano, cada uno de los cuales
transmite una unica clave dentro de un rango angular fijo. Decimos que P
es virtual en el sentido que este bloquea las transmisiones. El objetivo es
colocar y orientar a los transmisores de tal forma que cualquier punto en
el plano pueda determinar si estd dentro o no de P a partir de una férmula
booleana monétona (una que sélo use operaciones AND y OR) compues-
ta de las claves transmitidas. En otras palabras, queremos describir el
poligono por medio de una férmula booleana y los transmisores.

Por ejemplo, el pentdgono mostrado en la figura 3.12a es descrito por
la formula A- B-C, en cuanto que el poligono de la figura 3.12b, es descrito
por la formula A-B-F+D-C-E+ D -C - F.

El problema consiste en minimizar g, el nimero de transmisores, o
“guardias” en analogia a las galerias de arte. Podriamos hablar entonces
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(b) F

Figura 3.12: El jardin de esculturas.

de un jardin de esculturas, por no hablar de una galeria de arte sin pare-
des. Este tipo de problemas también estan relacionados fuertemente con
problemas de localizacién inaldmbrica.

Para ilustrar mejor esta variante, supongamos que somos duenos de un
café donde brindamos acceso de Internet inalambrico a nuestros clientes.
Sin embargo, la red suele estar lenta gracias a los vecinos que se “cuel-
gan” a nuestra red y no consumen. Por lo anterior resulta deseable tener
una forma en la que podriamos asegurarnos que sélo tengan acceso a In-
ternet dispositivos que estén dentro de nuestro establecimiento. Entonces
podriamos colocar estos transmisores que envien cierta clave, de modo que
un dispositivo pueda probar que estd dentro de nuestro local por medio
de la combinacién adecuada de esas claves.

Para este problema distinguimos dos clases de guardias, los guardias
naturales y los guardias generales. Los guardias naturales son aquellos
que so6lo pueden ser colocados en la frontera de P, y ademds, si el guardia
estd en un vértice, su rango de transmision serd exactamente el angulo
interior del vértice donde estd colocado; en caso de no estar sobre un
vértice, su rango de transmisién serd w. Para los guardias generales no
hay restricciéon alguna en cuanto al dngulo de transmisiéon ni donde son
colocados. Si se restringe a que estos estén en los vértices se les conoce
como vértices guardia generales, y guardias generales en caso contrario
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Figura 3.13: Un pentigono que no puede ser vigilado usando guardias
vértice naturales.

Como se muestra en la figura 3.13 existen poligonos que no pueden ser
vigilados en este sentido, usando solamente guardias naturales colocados
en los vértices, puesto que p y ¢ tendrian exactamente las mismas llaves,
sin embargo g no esta en el pentdgono.

Resolviendo otro problema, Dobkin, Guibas, Hershberger y Snoeyink
[24] demuestran que n guardias naturales colocados sobre las aristas de P
son suficientes para vigilar a P. Haciendo una observacién simple sobre el
trabajo de [24], T. Crist, M. Hoffman, Y. Okamoto y T. Uno prueban en
[14] lo siguiente:

Teorema 25. Todo poligono simple con n > 4 aristas puede ser vigilado
usando a lo mds n — 2 guardias naturales. Esta cota es justa.

En cuanto a vértices guardia generales, en [27] se prueba el siguiente
resultado:

Teorema 26. Todo poligono simple con n vértices puede ser vigilado
usando a lo mds n — 2 vértices guardia generales.

Cabe mencionar que para el resultado de [27] cualquier dispositivo
dentro del poligono solamente necesita recibir las claves de un nimero

constante de guardias, de esta forma se ahorra memoria en los disposi-

tivos sensores. Incluso se demuestra que [%| vértices guardia generales
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son siempre necesarios para vigilar cualquier poligono simple con n lados.
Posteriormente O’Rourke presenta en [23] una familia de poligonos que
requieren L%"J — 1 vértices guardia generales para ser vigilado.

Finalmente para guardias generales, se tiene el siguiente resultado mos-
trado en [14]:

Teorema 27. Cualquier poligono simple con n vértices puede ser vigilado

usando a lo mds L%J guardias generales. Existen familias de poligonos

que requieren al menos (3”5_4] guardias de este tipo para ser vigilados.

Dejando como problema abierto el ajustar la cotas para guardias ge-
nerales.
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Capitulo 4

Cuadrangulaciones

Sea P un poligono simple con un ntmero n, par, de vértices. Decimos
que P es cuadrangulable, si podemos encontrar "7_4 diagonales ajenas que
unen parejas de vértices de P y que lo dividen en ”774 + 1 cuadrilateros
(no necesariamente convexos) con interiores ajenos. Es facil encontrar para
cualquier n > 6, poligonos con n vértices que que no son cuadrangulables,
véase la figura 4.1.

En este capitulo se mostrara que siempre podemos agregar algunos
puntos en el interior de P, llamados puntos Steiner, de manera que exista

una cuadrangulaciéon de P tal que los vértices de dichos cuadrildteros sean

Figura 4.1: Hexdgono que no admite cuadrangulaciones.
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vértices de P o puntos Steiner. Para esto se presenta un algoritmo que nos
permite cuadrangular cualquier poligono simple, agregando pocos puntos
Steiner. A continuacién caracterizaremos a los poligonos que admiten una
cuadrangulacion, resultado que sera 1til a lo largo del capitulo.

Lema 1 ([10]). Sea P un poligono con n vértices. Si P admite una cua-
drangulacion entonces n es par.

Demostracion. Demostramos el lema con un argumento de conteo muy
simple, sea Q(P) la grifica geométrica correspondiente a una cuadrangu-
lacién. Sean e y f el nimero de aristas de Q(P) y el ntumero de caras
acotadas respectivamente.

A partir de la gréfica dual de Q(P), dado que cada cara acotada es un
cuadrilatero, se puede concluir facilmente que:

4f +n=2e
n=2(e —2f)
por lo que n necesariamente serd par. O

4.1. Cuadrangulando poligonos

Sea P un poligono simple con un ntimero par de vértices. Previamente
S. Ramaswami, P. Ramos y G. Toussaint [53], presentaron un algoritmo
en el cual, a partir de una triangulacion de P dada, se obtiene una cua-
drangulacién de P usando a lo ma&s "T_2 puntos Steiner colocados en el
interior de P. Tal algoritmo se basa en un complejo analisis de casos. A
continuacién se presenta un algoritmo maés simple que obtiene el mismo
resultado sin depender de ninguna triangulacién previa. Posteriormente
se muestra una familia de poligonos que no pueden ser cuadrangulados
usando menos de "T_Q puntos Steiner, cerrando un problema abierto por
G. Toussaint [53].

Al tener P un numero par de vértices, es posible colorear sus vérti-

ces usando dos colores, digamos rojo y azul, de tal forma que para cada
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Figura 4.2: Una diagonal bicromatica de P.

arista de P sus extremos tengan colores distintos. Podemos distinguir en-
tre dos tipos de diagonales de P, las que tienen extremos con el mismo
color, a las que llamaremos monocromaticas, y las que tienen extremos
con distinto color, a las que llamaremos bicromaticas. Dada una diagonal
monocromatica, diremos que esta diagonal es del color de sus extremos.

Observemos que si P admite una diagonal bicromatica, ésta partiria a
P en dos subpoligonos méas pequenos con un nimero par de vértices cada
uno, figura 4.2.

Podemos entonces repetir esta operaciéon para cada uno de los sub-
poligonos obtenidos, esto hasta que ninguno de estos subpoligonos admi-
ta diagonales bicromaticas. El resultado de esta operacion es una divisién
de P en subpoligonos P4, ..., Pk, tales que todos tienen un ntimero par
de vértices, y éstos son vértices de P. Claramente los lados de estos sub-
poligonos son diagonales bicromaticas o lados de P, por lo que cualquier
par de vértices adyacentes de estos subpoligonos tendran colores distintos.

Vemos que si todo P; tiene n; = 4 vértices, entonces hemos obtenido
una cuadrangulacién de P sin haber anadido puntos Steiner.

Supongamos que después de dividir a P obtuvimos algin P; con n; >
4. Por construccion sabemos que P; no tiene diagonales bicrométicas. En
la figura 4.4 se muestra un poligono que no tiene diagonales bicromaticas.
En los lemas siguientes tomaremos las consideraciones anteriores.

Lema 2. Todas las diagonales de P; tienen el mismo color.

Demostracion. Por contradiccion. Supongamos que P; tiene una diagonal
roja r y otra azul b. Tenemos dos casos, el primero en el que b y r son
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v

Figura 4.3: Tlustracion del lema 2.

ajenas, entonces podemos encontrar una triangulacién de P; que tenga a
by ar en sus aristas. Sean T, y T} dos tridngulos de alguna triangula-
cion de P;, tales que tienen a r y a b como uno de sus lados. Tracemos
el camino que conecta a T, y T} en la grafica dual de la triangulacion.
Claramente alguno de los triangulos correspondientes a dicho camino de-
bera tener un vértice con color diferente al resto lo cual implicaria que P
tenia una diagonal bicromatica, contradiciendo la hipétesis de que P no
tiene diagonales bicromaticas.

Para el segundo caso, supongamos que r y b se intersecan. Sea @ el
cuadrilatero formado al unir los extremos de r con los de b. Dado que P;
tiene més de cuatro vértices, alguno de los lados de @) no es un lado de P;,
sean u y v los extremos de tal lado de @) y sea c el camino maés corto entre
u y v contenido en P. Como u y v tienen diferentes colores, habrd un
momento en el cual los extremos de alguna arista de ¢ tendran colores
distintos. Sean v y v’ los vértices incidentes en dicha arista. Figura 4.3.

Si w'v’ fuera diagonal de P; seria una contradiccién, ya que P; no
admite diagonales bicromdticas. Entonces u/v’ tiene que ser un lado de P;.
Sea w el extremo de r diferente a v. Si v’ y v’ ven a w entonces P; tendria
una diagonal bicromética. Tracemos ¢/, el camino més corto que conecta
a u con w y tracemos la recta £ que conecta a v’ y v/, y comencemos a
desplazar ¢ hacia w y paremos en el primer vértice w’ de ¢’ que toque £.
Claramente tanto u’' como v’ ven a w’, de modo que alguno de los lados
del tridngulo formado por v’, v’ y w serd una diagonal bicromética de
P;. O
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Para el siguiente lema, supongamos que P; tiene algunas diagonales
azules.

Lema 3. Sean u y v dos vértices con color azul en P;, adyacentes a un
mismo vértice rojo w. Entonces uv es una diagonal de P;.

Demostracion. Supongamos que v y v no son visibles en P;, entonces
existen aristas de P; intersecando el segmento de recta que conecta a u
con v. Sea v’ el vértice de P; contenido en el interior del tridngulo que
forman los vértices u,v y w, més alejado del segmento de recta que une
a uy v, es claro que existe la diagonal v'w. Esta diagonal sélo puede
ser o bicromética o roja, lo cual resulta una contradiccién ya que P; no
tiene diagonales bicromaticas y por el lema anterior P; s6lo podria tener
diagonales azules. O

Ahora podemos proceder con nuestro algoritmo, para esto supongamos
que P; solamente tiene diagonales azules. Sea P/ la regién acotada por las
diagonales de P;, tales que sus extremos son adyacentes a un vértice rojo
comtn en P;. Claramente P; es un poligono simple con exactamente %
vértices.

Asi podemos obtener una triangulacién T'(P/) de P/, y coloreamos sus
vértices usando tres colores, tal como en la prueba de Fisk [34]. Sea en-
tonces u algin vértice de la clase croméatica mas pequena, agreguemos un
punto Steiner v’ lo suficientemente cerca de u, de forma que u’ vea a todos
los vértices adyacentes a u en T'(P/). Uniendo a «' con u y los vértices
de T(P/) adyacentes a u, obtenemos una divisién de P; en tridngulos con

Figura 4.4: Un poligono sin diagonales bicromaticas.
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Figura 4.5: Cuadrangulando un poligono sin diagonales bicromaticas.

interiores ajenos, cuyos vértices son vértices de P; o algun punto Steiner.
Se puede verificar facilmente que las diagonales de T(P/) y los lados de
P! forman un emparejamiento de los tridngulos de dicha subdivisién. En-
tonces eliminando las diagonales de T'(P}) y los lados de P/ tendremos a
P; cuadrangulado, esto sin haber usando mds de % puntos Steiner. En la
figura 4.5 se muestra este procedimiento.

Al repetir para cada P; con n; > 4 la operacién anterior, P; que-
dard cuadrangulado. Dado que los vértices de cada diagonal bicrométi-
ca de P aparecen en dos subpoligonos FP; y Pj, es claro que Zle n; =
n+ 2(k — 1). Nétese entonces que la suma Zle & se maximiza cuando
todo n; = 6. Haciendo cuentas podemos concluir que el nimero de puntos
Steiner agregados en el peor de los casos es ”772.

Cabe notar que una cuadrangulacién con un nimero minimo de pun-
tos Steiner no tendrd diagonales monocrométicas. Esto es facil de ver ya
que cualquier diagonal monocromatica de P lo parte en dos subpoligo-
nos con un numero impar de vértices cada uno, los cuales no podrian ser

cuadrangulados sin agregar puntos steiner en su frontera, de modo que
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por cualquier diagonal monocromatica tendriamos que agregar un punto
Steiner.

Observemos el hexdgono presentado en la figura 4.6a, notemos que
no es posible agregar diagonales bicromaticas, por lo que necesariamente
se debe agregar un punto Steiner como se muestra en la figura 4.6b para
poder cuadrangularlo. Claramente el nimero de puntos Steiner necesarios
es ”sz.

Ahora tomemos dos de estos hexdgonos y vamos a pegarlos como se
muestra en la figura 4.7. Este poligono sigue siendo simple y con diez
vértices. Al agregar una diagonal bicromaética lo partimos en dos de estos
hexagonos, necesitando forzosamente dos puntos Steiner para cuadrangu-
larlo, de nuevo la cuenta da "T*Q. Por induccién, a partir de dos poligonos
Py y P construidos de esta forma y cada uno con n; y no vértices, tal que
n1 +n9e = n+ 2, podemos pegarlos y obtener un poligono de n vértices, el
cual necesitara % puntos Steiner para ser cuadrangulado, lo cudl
resulta 272,

Esto se resume en lo siguiente:

Teorema 28. Dado P un poligono simple con un numero par de vérti-
ces, P siempre puede ser cuadrangulando agregando a lo mds "T_Q puntos
Steiner en su interior. Esta cota es justa.

Cuando tenemos un poligono P con un nidmero impar de vértices sa-
bemos por el lema 1 que P no puede ser cuadrangulado. Sin embargo
siempre podemos agregas un vértice sobre la frontera de P, obteniendo

a) b)

Figura 4.6: Un hexagono sin diagonales bicrométicas.
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Figura 4.7: Construccién de la cota inferior.

un nuevo poligono con un niimero par de vértices, al cual podemos cua-
drangular. De esto podemos concluir que agregando a lo més ”T_l puntos
Steiner colocados en el interior de P y uno maés en la frontera podemos
cuadrangular a P cuando n es impar.

Para el resultado principal de la tesis hace falta probar que "T_l -1
puntos Steiner en el interior de P y uno méas en su exterior son siempre
suficientes para cuadrangular a P. Nos referiremos como v’ a este pun-
to colocado en su exterior. Como ya se menciond, el nimero de puntos
Steiner agregados por nuestro algoritmo se maximiza cuando el niimero de
hexéagonos en la subdivision obtenida a partir de las diagonales bicromati-
cas es maximo. Veremos que escogiendo con cuidado a v’ podremos forzar
que nuestra subdivisién no pueda tener mas de ”T*S hexagonos.

Se sabe que al triangular P quedaran al menos dos orejas, esto es, dos
triangulos de la triangulacién tales que tienen como lados a dos lados de
P, eliminando una oreja obtenemos un poligono P’ con un nimero par
de vértices, por lo que podremos cuadrangularlo con nuestro algoritmo
agregando a lo més "T_?’ puntos Steiner. Regresando la oreja, y colocando
a v’ en alguno de los lados exteriores de ella habremos cuadrangulado a
P. Sin embargo, para nuestro resultado principal necesitamos agregar no
mas de "T’S puntos Steiner.

Sea S(P') una subdivisién de P’ obtenida por nuestro algoritmo antes
de agregar los puntos Steiner. Claramente la gréfica dual de S(P’) debe
ser un arbol, y para que se hayan usado ”T’?’ puntos Steiner, forzosamente
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Figura 4.8: Hexagonos sin diagonales bicromaticas.

S(P") es una divisién de P’ en hexdgonos, por lo que una hoja de éste
arbol correspondera a un hexdgono tal que cinco de sus lados también
son lados de P. Sea h este hexdgono, claramente h no tiene diagonales
bicromaticas, por tanto h se verd similar a alguno de los dos hexagonos
mostrados en la figura 4.8.

Entonces podremos agregar a v’ cerca de alguno de los lados de h de
forma que obtenemos un heptagono, el cual puede ser dividido en dos
cuadrilateros y un triangulo 7', figura 4.9.

Figura 4.9: Forma de colocar a v'.
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Es fécil ver que no importa cerca de que arista se coloque a v’, por lo
que podemos forzar que los vértices de T" sean sélo vértices de P y ademés
a que uno de sus lados sea la diagonal bicromatica que separa a h del resto
de P. Si eliminamos los dos cuadrilateros obtenidos de esa forma y regre-
samos la oreja de P que eliminamos al inicio, obtenemos un poligono P”
con n — 3 vértices. Usando el algoritmo presentado, cuadrangulamos a P”
usando a lo més "T_S puntos Steiner colocados en su interior. Al regresar
los dos cuadrilateros que eliminamos de h tendremos a P cuadrangulado.
De modo que podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 29. Sea P un poligono simple con n > 4 vértices. Entonces si
n es par, anz puntos Steiner escogidos en el interior de P son siempre
suficientes y en ocasiones necesarios para cuadrangular a P. Cuando n es
impar, an5 puntos Steiner escogidos en el interior de P, y uno mds sobre
cualquier arista del mismo, son siempre suficientes para cuadrangular a

P.



Capitulo 5

Galerias de arte
curvilineas

Recientemente M. Karavelas y E. Tsigaridas [42] propusieron una nue-
va variante del problema de la Galeria de Arte, en la cual se permite que
las paredes de la galeria sean arcos de curvas. Sorprendentemente cuando
se restringe a que las curvas sean todas céncavas o convexas el niimero
de guardias necesarios y suficientes para vigilarlas resulta ser una funcién
lineal del ntimero de vértices.

5.1. Introduccion

Sea V' = {vg,v1,...,v,—1} un conjunto de n puntos en el plano, y
A = {ap,a1,...,an—1} un conjunto de n arcos de curvas simples que no
se intersecan por pares excepto, posiblemente, en sus extremos, donde los
extremos de a; son exactamente v; y v;+1 (en suma médulo n). La regién
cerrada y acotada por la unién de los elementos de A la llamaremos un
poligono curvilineo, cuyo conjunto de aristas y vértices son, respectiva-
mente, Ay V.

Sea a una curva que une dos puntos v y v’. Decimos que a es un arco
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Figura 5.1: Un poligono arista-convexo P.

convexo si y solo si la unién de a con el segmento de recta que une a v y
v’ es una curva simple que acota a una regién convexa del plano, sea C,
dicha region.

Sea P un poligono curvilineo, y a; una arista de P. Diremos que a;
es conveza con respecto a P siy sélo si a; es un arco convexo, y para
cualquier punto p de a; existe una £ > 0 tal que cualquier punto en el
interior de C,, a distancia menor o igual a € de p estd en P. Si a; es un
arco convexo pero no es una arista convexa con respecto a P, diremos
que a; es concava. A partir de ahora asumiremos que todas las aristas de
P son convexas, o que todas son céncavas. En el primer caso, P serd un
poligono arista-convezxo, en el segundo sera un poligono arista-concavo, ver
la figura 5.1. A lo largo del capitulo usaremos indistintamente el término
poligono y galeria.

Para el caso general en el que el poligono no es ni arista-convexo,
ni arista céncavo, el numero de guardias necesarios para vigilarlo puede
ser no acotado. Dicho caso se ilustra en la figura 5.2. Sin embargo, para
los poligonos arista-convexos y arista-céncavos, el nimero de guardias
siempre suficientes y a veces necesarios resulta estar acotado por una
funcién lineal del nimero de vértices de P.

Karavelas y Tsigaridas [42] prueban que |2| vértices guardia son
siempre son suficientes para vigilar cualquier galeria arista-convexa con n
vértices, ademads, prueban que 2n —4 puntos guardia son siempre suficien-
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Figura 5.2: Una galeria curvilinea que requiere un niimero no acotado de
guardias.

tes y en ocasiones necesarios para vigilar cualquier galeria arista-céncava
con n vértices. Posteriormente junto a Cs. D. Téth [44] muestran una
familia de poligonos arista-convexos que requieren al menos L%”J vértices
guardia para ser vigilados. Para puntos guardia, L%"J guardias siguen sien-
do siempre suficientes, sin embargo, no se conoce ningun ejemplo donde
se necesiten mas de [4] puntos guardia.

El resultado principal de esta tesis mejora la cota superior para puntos
guardia en galerias arista-convexas. Ademads se presenta una prueba para
la cota de vértices guardia en poligonos arista-convexos, la cual resulta
més sencilla a la dada en [42]. En la siguiente seccién se presentan al-
gunos resultados anteriores sobre galerias curvilineas, posteriormente, en
la seccién 5.3 se define el poligono rectilineo subyacente de un poligono
arista-convexo, el cudl sera util para los resultados de la tesis que se pre-

sentan en este capitulo.

5.2. Resultados anteriores

5.2.1. Puntos guardia en galerias arista-céncavas

Sea P un poligono arista-céncavo. Existen poligonos arista-céncavos,
como el que se muestra en la figura 5.4, los cuales no pueden ser vigila-
dos colocando guardias inicamente en los vértices. Sin embargo, siempre
podremos encontrar un conjunto de guardias colocados en el interior de
P que lo vigilan y ademas el tamano de dicho conjunto esté acotado por
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Figura 5.3: Ilustracién de la prueba de suficiencia.

una funcién lineal del niimero de vértices de P. Entonces probaremos lo
siguiente:

Teorema 30. Sea P una galeria arista-concava con n vértices. Entonces
2n — 4 guardias colocados en el interior de P son siempre suficientes y
algunas veces necesarios para vigilar a P.

Demostracion. La prueba se basa en la dada por Fejes Té6th en [32] y
presentada en el capitulo 3 de esta tesis. Sea t;(v;) la tangente a a; en
el punto vj, para j = 4,7 + 1, y sea b,y el rayo que biseca a t;(viy1) y
ti+1(vir1), y que apunta al interior de P.

Construimos un conjunto de aristas convexas k = {K1,K2,...,Kn}
contenidas completamente en P, tales que:

1. los extremos de x; son exactamente v; y v;41 ,

2. b; (respectivamente b;y1) es tangente a k; en v; (respectivamente
vi+1)a

3. sea S; la region convexa acotada por k; y el segmento que une a v;
con 41, entonces C, C S; parai=1,...,n,
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Figura 5.4: Ilustracion de la cota inferior.

4. las aristas x; no se intersecan excepto en sus extremos, y

5. el nimero de tangencias entre los elementos de K es maximo.

Sea @ el poligono arista-céncavo acotado por K.

Supongamos que k; y Kq(;) son tangentes, para i = 1,...,m, y sea
li (;) la tangente comin entre k; y Kq(j)- Sea s;,(;) el segmento que
conecta los puntos de interseccion de £; ;(;) con £; ;1) ¥ i o(j+1)- Sea
IT; la regién poligonal definida por los segmentos s; 4(;) v el segmento que
une los extremos de x;. Podemos ver que colocando guardias en los vértices
de II; vigilamos a P y @, sea G el conjunto de guardias obtenido de esta
forma. Construimos una gréfica I' que tenga como conjunto de vértices a
K. Dos vértices x; y k; serdn adyacentes si y sélo si x; y &;. Dado que
las tangencias son méximas, I' es una gréfica plana combinatoriamente
equivalente a una triangulacién de un poligono simple de n lados, de
modo que T tiene n — 2 caras. Vemos que cada una de las caras contiene
tres guardias de Gg. De hecho, por cada una de estas caras bastan 2
guardias de G para vigilar a @ y a P. De esta forma podemos encontrar
un conjunto de guardias de tamano 2(n — 2). Ver figura 5.3.

En la figura 5.4 se presenta un poligono que requiere 2n — 4 guardias
para ser vigilado, ya que cada una de las regiones pseudotriangulares
requiere dos guardias para ser vigilado. Necesitamos un punto en cada
una de las lineas I1,ls y I3 para poder vigilar las regiones cercanas a las
esquinas del pseudotriangulo. Por eso necesitamos dos guardias por cada
pseudotridngulo, los cuales son exactamente n — 2.

O
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5.2.2. Guardias mdviles en galerias arista-convexas

Como se menciona en el capitulo 3, en [52] O’Rourke presenté una
variante del problema de la galeria de arte en la cual se permite que los
guardias se muevan sobre una arista (arista guardia) o sobre una diagonal
(diagonal guardia) de la galerfa. Decimos que un conjunto de guardias
méviles se compone por aristas guardia y diagonales guardia. Diremos
que la galerfa es vigilada por un conjunto de guardias méviles G, si para
cualquier punto p en el interior de la galeria existe al menos un punto
contenido en G que vea a p.

En [43] Karavelas y Tsigaridas presentan esta variante sobre poligonos
arista-convexos. Sea P un poligono con n > 3 vértices y T(P) alguna
triangulacién de P. Un conjunto 2-dominante por aristas de T'(P) es un
subconjunto D de las aristas de T'(P), con la propiedad que cada tridngulo
en T'(P) tiene al menos dos vértices extremos de alguna arista en D.

En [43] se dan cotas para el niimero de aristas guardia y guardias mévi-
les suficientes para vigilar una galeria arista-convexa P. Para esto primero
obtienen, a partir de P, una grafica T'(P) isomorfa a una triangulacién
de un poligono de n vértices, forzando a que se encuentren ciertas aristas
de modo que éstas puedan ser mapeadas a aristas o diagonales de P. De
modo que el problema se reduce a encontrar un conjunto 2-dominante por
aristas de T'(P).

Para obtener las cotas primero se demuestra lo siguiente:

Lema 4. Sea A un entero mayor o igual a dos. Sea P un poligono con
n > 2\ vértices y sea T(P) una triangulacion de P. Eziste una diagonal
que divide a P en dos partes, una de las cuales tiene k aristas de P, para
A<k<20-1).

Demostracion. Tomamos a d una diagonal de T'(P) que separe un nimero
minimo de aristas de P de modo que estas sean al menos . Sea k > \ este
nimero minimo, y etiquetemos los vértices de P como vg, v1,...,V,_1, tal
que los extremos de d sean vy y vg. Sea vy, con 0 < t < k, el vértice tal que
junto con d forma un tridngulo de T'(P). Dado que k es minimo tenemos
quet<A—1yk—t<XA—1, porlotanto A <k <2(A—1). O



5.3 El poligono rectilineo subyacente 63

Posteriormente prueban el siguiente lema, del cual no se presentara la
prueba ya que no es tan dificil de ver, sin embargo implica un tedioso
analisis de casos.

Lema 5. Cualquier triangulacidn T(P) de un poligono P con n vértices,
3<n <7, puede ser 2-dominada por |“FL] aristas de T(P).

Usando los dos lemas anteriores con A = 3 y por medio de contraccio-
nes de aristas obtienen el siguiente resultado por induccién:

Teorema 31. Cualquier triangulacion T'(P) de un poligono P conn >3
vértices puede ser 2-dominada por 4] aristas de T(P).

En [43] presentan un algoritmo de tiempo O(nlogn) que calcula este
conjunto 2-dominante.

Permitiendo tnicamente aristas guardia se puede utilizar el lema 4 con
A = 5 para asi obtener el siguiente resultado:

Teorema 32. Sea P un poligono con n > 3 vértices y T(P) una triangu-
lacion de P. Se puede encontrar un conjunto de LQ”E:HJ aristas de P que
formen un conjunto 2-dominante de T(P).

En [43] se presenta un algoritmo de tiempo O(n?) que obtiene tal
conjunto.

5.3. El poligono rectilineo subyacente

Sea P un poligono arista-convexo, definimos a P, el poligono rectilineo
subyacente de P, como sigue: sean V = V los vértices de P y definimos
a E, las aristas de P, como sigue: sea E; el conjunto de aristas de la
poligonal definida por el camino mas corto contenido en P entre v; y
vi+1 para ¢ = 0,...,n — 1, como se muestra en la figura 5.5, entonces
E=U"}E,.

Como se puede ver en la figura 5.5, P es una gréafica geométrica plana
conexa la cual tendra componentes en forma de poligonos cuyo interior
estd contenido en P y trayectorias que las conectan. A estas componentes
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Figura 5.5: El poligono rectilineo subyacente de P.

les llamaremos las componentes poligonales de P. No es dificil ver que
cada arista de P estd en a lo méas una componente poligonal de P.

Sea a; una arista de P. La habitacion R; de a; es la regién cerrada
acotada por la unién de a; y E;, ver la figura 5.6. Decimos que un punto
p € P ve a un segmento de recta ¢ si para todo punto g € ¢ el segmento
de recta que une a p con q esta contenido en P. Diremos que un punto g
ve a un conjunto S C P si para todo elemento s € S el segmento de recta

que une a g con s estd contenido en P. El siguiente resultado sera de gran
utilidad.

Lema 6. Para cualquier punto p en una habitacion R;, existe una arista
e de F;, tal que p ve a e.

Figura 5.6: Ilustracién de la prueba del Lema 6.
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Demostracion. Si E; contiene unicamente una arista es claro que p ve
a esa arista. Supongamos entonces que E; contiene varias aristas de P,
digamos ey, ea, ..., e, tales que e; contenga a v; y €k a v;41.
Reetiquetemos los vértices de F; como sigue: v; = ug, Uy, ..., U =
vi+1. Ahora extendemos cada e;, a partir de u; hasta que toque a a;,
para j =1,...,k— 1. Esto define una divisién de R; en regiones convexas
S1,852,...,5k—1 tal que e; estd totalmente contenida en la frontera de S},
figura 5.6. Claramente p estara en alguna S, y por lo tantop ve ae;. 0O

Sea S el conjunto de las componentes poligonales de P. Definimos a
I'(P) como la grafica con conjunto de vértices S, y dos elementos s; y 55
de S seran adyacentes si y sélo si para cualquier vértice de s;, existe un
camino en P que lo conecta con alguno de sj, y dicho camino no contiene
aristas de otro elemento de .S diferente de s; y s;. El siguiente lema enuncia
una propiedad ttil de P.

Lema 7. T'(P) es un drbol.

Demostracion. Comencemos duplicando cada vértice de corte v en P con
otro v a distancia € de v, como se muestra en la figura 5.7, obteniendo
un nuevo poligono P’ cuyo interior es conexo y ademads estd contenido en
P.

P P’ Vg

Figura 5.7: Ilustracién de como obtener a P’ a partir de P en la prueba
del lema 7. La regién sombreada corresponde a los interiores de P’ y P.
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Ahora supongamos que I'(P) tiene un ciclo C. Vemos que los elementos
de C junto con las trayectorias que los conectan forman un hueco en P’,
lo cual implicaria que P tiene un hueco, contradiciendo el hecho de que

P es simple. De esto se sigue que I'(P) debe ser un érbol. O

5.4. Vértices guardia

A continuacién damos una prueba directa del resultado de Karavelas,
Té6th y Tsigaridas [44].

Teorema 33. Sea P un poligono arista-convexo con n vértices, entonces
L%”J vértices guardia son siempre suficientes y algunas veces necesarios
para vigilar P.

Demostracion. Para la parte de suficiencia sea T'(P) una triangulacion de

P, obtenida al triangular las componentes poligonales de P. Del lema 7
podemos deducir que los vértices de T'(P) pueden ser 3-coloreados de
forma que cualquier par de vértices adyacentes en T'(P) tengan colores
distintos, ver la figura 5.8. Se sigue del lema 6 y de la prueba de Fisk
[34], que cualesquiera dos clases cromdticas de esta 3-coloracién de T'(P)
vigilan P, por lo que tomando las dos clases mas pequenas obtenemos un

conjunto de a lo mas L%”J guardias que vigilan a P.

Figura 5.8: Triangulacién y 3-coloracién de P.
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Figura 5.9: Bloque bésico para la construccién de la cota inferior.

Por razones de completez se muestra una familia de poligonos arista-
convexos con n = 3m vértices tales que cualquier conjunto de guardias
colocados en vértices de los mismos, tiene al menos %" elementos. Nues-
tra construccién es muy similar a la presentada en [44]. Sean vy, vq,vs ¥y
r1,72,73 los vértices y regiones mostradas en la figura 5.9.

Para cada i € {1,2,3} el interior de la regién r; no es vigilada por v;.
Por lo que es claro que un guardia colocado en cualquiera de vy, ..., vs
no basta para vigilar las habitaciones de estas aristas. Es facil ver que el
angulo entre [; y l5 puede ser tan cercano a 7 como queramos, conservando
la propiedad anterior, por lo que al tomar cualquier poligono convexo y
colocando en cada vértice una curva como la mostrada anteriormente,
obtenemos un poligono arista-convexo como el mostrado en la figura 5.10,

demostrando asi la parte de necesidad. O

Figura 5.10: Una parte de un poligono que necesita %" guardias en los
vértices para ser vigilado.
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Figura 5.11: Sélo un punto basta para vigilar este bloque.

5.5. Puntos guardia

Cuando eliminamos la restriccién de que los guardias estén sélo en los
vértices de un poligono arista-convexo, el nimero de guardias necesarios
para vigilar la familia mostrada en la seccién anterior se reduce. Como se
puede ver en la figura 5.11, cualquier punto en la regiéon sombreada, vigila
esta parte de la galeria de modo que § + 1 guardias son suficientes para
vigilar una galerfa como la que se muestra en la figura 5.10.

Figura 5.12: Un poligono arista-convexo que necesita [ ] puntos guardia
para ser vigilado.
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Figura 5.13:

Hasta ahora no conocemos ningin ejemplo de poligonos arista-convexos

que requieran mas de [§ ] puntos guardia para ser vigilados. En la figu-
. . : : n : .

ra 5.12 se muestra un poligono que requiere [ | puntos guardia para ser

vigilado. En esta secciéon probamos que cualquier poligono arista-convexo

puede ser vigilado usando L%"J guardias.

Por el lema 6 sabemos que si los vértices y aristas de P forman una
grafica bipartita, entonces al colorear los vértices de P con dos colores de
tal forma que vértices adyacentes reciban colores distintos, los vértices de
cualquier clase cromadtica en esta coloracién, siempre bastan para vigilar
las habitaciones de P, ya que tendremos un guardia en todas las aristas
de P. Sin embargo, podria ser que el interior de P no esté vigilado, esto
lo podemos ver de la siguiente manera: supongamos que P tiene la forma
del hexdgono mostrado en la figura 5.13, vemos que la clase cromatica
roja vigila completamente a P, sin embargo, la azul podria dejar la regién
sombreada sin vigilar. Consideremos el poligono de la figura 5.14, es facil
ver que ninguna de las dos clases cromaticas lo vigilan.

Observemos que si las componentes poligonales de P fueran cuadran-
gulables, al bicolorear los vértices de la gréafica bipartita inducida por
dicha cuadrangulacion, los vértices de cualquier clase cromética vigilarian
las habitaciones de P y el interior de P, esto por que con dos guardias
colocados en dos vértices de un cuadrilatero son suficientes para iluminar-
lo, sin importar en qué vértices sean colocados. En tal caso, | 5] guardias
bastan para vigilar P.
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Figura 5.14:

Supongamos que P contiene sélo una componente poligonal y que esta
no es un triangulo. Por el teorema 29 podemos obtener una cuadrangu-

lacién del interior de P agregando a lo mas |22 | puntos Steiner. Dicha
cuadrangulacién induce una grafica bipartita con a lo mas L%"J vértices,

la cual puede ser 2-coloreada. Por la observacion hecha en el parrafo ante-
rior cualquier clase cromatica de dicha coloracién vigila a P. Tomando la
clase cromatica méas pequena, obtenemos un conjunto con a lo mas L%"J
puntos guardia (ya que algunos pueden ser puntos Steiner) que vigilan P.

En general, P puede tener varias componentes poligonales. Es facil
ver que cualesquiera dos componentes poligonales de P comparten a lo
més un vértice. De esto no es dificil mostrar que si P contiene més de
una componente poligonal y ninguna es un tridngulo, entonces podemos
cuadrangular todas las componentes poligonales de P agregando a lo més
| 221 | puntos Steiner. Por tanto podemos encontrar un conjunto de a lo

1
mas L%”j puntos guardia que vigilan P.

La suposicién de que no haya tridngulos en P se debe a que cuadran-
gular cada tridngulo de P mnos forzarfa a agregar mds de | %] puntos
Steiner para poder cuadrangular a P. Por otra parte, dejar los tridangulos
como tales y cuadrangular el resto de las componentes poligonales de P
no induce una gréfica bipartita. Ahora veremos que los triangulos pueden
ser vigilados sin incrementar el niimero de guardias requeridos.

Supongamos entonces que P tiene un sélo tridngulo T. Reconocemos
los siguientes casos:
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Figura 5.15: Ilustracién del caso 1.

1. T tiene un unico vértice con grado mayor a 2 en P.
2. T tiene mas de un vértice con grado mayor a 2 en P.

Para el primer caso es facil ver que los vértices de T deben ser conse-
cutivos en P, por lo que sin perdida de generalidad podemos decir que son
V1,02, v3, ¥ que vy es el vértice de grado mayor a 2 en P, ver la figura 5.15.
Sea vy el segundo vértice de ag. Es facil ver que en este caso siempre pode-
mos escoger un punto p, como se muestra en la figura 5.15 que vigila a T,
las habitaciones de a; y as, asi como parte de la habitacién de az. Ahora
podemos substituir a3 por un nuevo arco convexo que contenga la parte
no iluminada de la habitacién de a3z y que una a vy con vy, obteniendo
un poligono arista-convexo con n — 2 vértices. De esta forma, podemos
eliminar todos los tridngulos de P con dos vértices de grado dos.

Antes de trabajar el segundo caso hagamos la siguiente observacién que
serd de utilidad. Sea v; un vértice de grado mayor o igual a 3. Claramente
v; estd en los extremos de F; y E;_1, al tener grado mayor a 2, v; incide al
menos en tres aristas distintas, e1, e3 y es de P. Sin pérdida de generalidad
podemos asumir que e; € F; y es € E; 1. Por tanto v; debe aparecer en
una componente poligonal de P. Claramente e; y e no estan en la misma
componente poligonal, de lo contrario v; necesariamente tendria grado 2.
Es facil ver que es € F;, para alguna j # 4, j # ¢ — 1, de esto se sigue la
siguiente observacion:
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Observacién 1. Todo vértice v; de P, con grado mayor a 2 en P, ne-
cesariamente incide en dos aristas de una Ej, ademds al menos una de
esas aristas pertenece a una componente poligonal de P.

Supongamos ahora que T tiene méas de un vértice con grado mayor a
2 en P. Sean u,v y w, los vértices de T, y digamos que u y v tienen grado
mayor a 2. Sea P’ la subgrafica de P obtenida al remover la arista uv
de P. Dado que P’ ya no contiene tridngulos, podemos obtener una cua-
drangulacién Q(P’) de P’L agregando a lo mas [ 271 | puntos Steiner. Sea
C' una 2-coloracién de Q(P’) tal que vértices adyacentes tengan distintos
colores. Falta probar que cualquiera de las clases cromaticas de C' vigila
aP.

Es claro que uw y v pertenecerdan a la misma clase cromatica en C,
digamos la clase azul, y w a la otra, digamos la roja. Claramente el inte-
rior de P es vigilado por cualquiera de las dos clases crométicas. Por el
lema 6 sabemos que la clase azul vigila todas las habitaciones de P ya que
tendremos al menos un guardia por cada arista de P, sin embargo, no es
directo que la clase roja vigile también las habitaciones de P.

Notemos que la arista uv necesariamente pertenece a alguna F;. Dis-
tinguimos los siguientes subcasos.

Caso 2.1. |E;| = 1. En este caso u y v son los extremos de a;, y
por la Observacién 1 existen dos cadenas E; y Ey tales que uw € E; y
vw € F. Dado que F; y E son cadenas convexas, w vigila completamente
la habitacién de a;, que era la tinica habitacién que no podiamos garantizar
que era vigilada por la clase cromatica roja. figura 5.16a.

Caso 2.2. |E;| > 1, y u 0 v estd en algin extremo de E;, figura 5.16b.
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que u es el extremo de Fj,
nuevamente tenemos que la arista uw pertenece a una cadena E;, donde
u no estd en ningln extremo de Ej;.

Extendamos la arista vw desde v hasta que toque a a;, sea v’ el punto
donde la toca, definamos el arco a) como la unién del segmento de a; que
conecta a v’ con u y el segmento de recta que une a v’ con v. Andlogamente,
sea a; el arco obtenido al unir el segmento de a; que conecta a v’ con el
otro extremo de a; y el segmento de recta que une a v’ con v.

Entonces podemos dividir P en dos poligonos arista-convexos P; y Ps,
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Figura 5.16: Ilustracién del caso 2.

con la caracteristica de que sus conjuntos de vértices son subconjuntos
propios de los vértices de P, y sélo comparten el vértice v. No es dificil
probar que P, U P, = P.

Supongamos que P; es el poligono que contiene a w, entonces cualquier
clase cromatica de C vigila completamente a P, y a todo P; a excepcién
posiblemente de la habitacién de a;. Sin embargo, por la observacién 1,
y la forma en que se construyé a;, el punto w vigila completamente tal
habitacién, por lo que cualquier clase cromatica vigila también a P;, y
por tanto a P.

Caso 2.3. |E;| > 1, y ni u ni v estdn en algin extremo de E;, fi-
gura 5.16¢c. Observamos que al extender las aristas ww y vw en u y v,
respectivamente, hasta que toquen a a;, dividimos P en tres poligonos
arista-convexos Pi, P» v P3 de manera similar al caso anterior. Nueva-
mente P, U P, U P; = P, por lo que si P, es el poligono que contiene a
w, entonces P, y P35 no contienen tridngulos, por lo que cualquier clase
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cromética de C los vigila completamente. Vemos que la clase roja también
vigila a P; ya que la unica habitaciéon que no podria vigilar seria la de
la arista que une a u con v en Pp, la cual, debido a como se construyo,
estd completamente vigilada por w. Por tanto cualquier clase cromatica
vigila a P. De forma aniloga podemos eliminar todos los tridngulos de P.
Por tanto hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 34. Sea P un poligono arista-convexo con n vértices, entonces
L%”J puntos guardia son siempre suficientes para vigilar a P.

5.6. Galerias pseudo-ortogonales

En esta seccién presentamos una clase de galeria curvilinea tal que para
cada par de vértices consecutivos v; y v;41, se tiene que el segmento de
recta que los une es paralelo a alguno de los ejes x o ¥, y a ademaés, tenemos
que el segmento que conecta a v;_1 con v; tiene pendiente diferente a la
del segmento que une v; y v;y1. A este tipo de galerias les llamaremos
galeria pseudo-ortogonal. Es claro que para este tipo de galeria curvilinea
si se da que para cualquier arista a; se tiene que |E;| = 1, entonces P es
un poligono ortogonal.

Cuando P es un poligono ortogonal, sabemos que podemos cuadran-
gularlo sin agregar puntos Steiner, y por las observaciones hechas al inicio

Figura 5.17: Galeria pseudo-ortogonal que requiere 2 guardias para ser

2
vigilado.
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Figura 5.18: Galeria pseudo-ortogonal P con una arista a; para la cual
‘Ei‘ > 1.

de la seccién anterior podemos notar que 5 guardias son suficientes para
vigilar a P. En la figura 5.17 se presenta una galeria pseudo-ortogonal que
requiere 5 guardias para poder ser vigilada.

Sin embargo, cuando se da que para al menos una arista a; de P,
tenemos que |E;| > 1 (figura 5.18), entonces P no serd un poligono orto-
gonal por lo que no se podria aplicar la observacién anterior, sin embargo
veremos que P puede seguir siendo vigilado sin colocar més de 5 guardias.

Supongamos que P tiene una unica arista a; tal que |E;| > 1, ademds,
sin pérdida de generalidad supongamos que la recta inducida por v; y
vi+1 es horizontal y que a; estd sobre esta recta. Observemos que cual-
quier componente poligonal s; de P se verd como un poligono ortogonal
al cual alguna arista e de F; le “corta” una esquina. Sean v y u los ex-
tremos de e, y €' y € las aristas de s; diferentes a e, incidentes en v y u,
respectivamente. Distinguimos dos casos.

Caso 1. €’ y €” no son paralelas. Para este caso podemos completar
a s; a un poligono ortogonal s como el que se muestra en la figura 5.19.
Obtenemos una cuadrangulacién Q(s;) con cuadrildteros convexos de s},
y obtenemos una buena 2-coloracién de sus vértices. Es claro que cual-
quier clase cromética, aun quitando a v’, ilumina el interior del poligono
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Figura 5.19: Tlustracién del caso 1.

ortogonal y las habitaciones de este.

Consideremos a R(e) como la regién ilustrada en la figura 5.20. Vemos
que la clase cromatica de los extremos de e vigila a R(e) ya que R(e) es
convexa. Digamos que v’ tiene color azul, consideremos los cuadrildteros
de Q(s}) que tengan a v’ en uno de sus vértices y ordenemos de forma
radial los otros vértices de color azul y tomemos a v y w, el primero y
el ultimo de estos. Como se muestra en la figura 5.21. Es facil ver que
u y w iluminan la parte de R(e) que no estd contenida en s}, por tanto,
cualquiera de las dos clases cromaticas vigila esta parte de P.

Caso 2. e y ¢’ son paralelas. Como en el caso anterior podemos com-
pletar a s; a un poligono ortogonal s; como se muestra en la figura 5.22,

Figura 5.20:
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S S

Figura 5.21:

notemos que v no serd un vértice de s;. Cuadrangulamos con cuadrildte-
ros convexos a s;, y obtenemos una buena 2-coloracién de sus vértices.
De nueva cuenta cualquier clase cromdtica, aun quitando a v/, ilumina el
interior de s y las habitaciones de este. Asignamos a v el color que tenia
v’, de forma que e tendrd los extremos de distinto color, por lo que el
pedazo de R; que ve e estard iluminado por cualquier clase cromética.
Cuando tenemos més de una a; con |E;| > 1, las componentes po-
ligonales de P seran poligonos esencialmente ortogonales, con algunas
esquinas “cortadas” por aristas de alguna FE;. Podemos realizar el pro-
cedimiento descrito en los casos anteriores en las esquinas que cumplan
con las condiciones de dichos casos. Los casos diferentes se ven como los

v’ v’

- - v - - v
| I

| |

Figura 5.22: Tlustracién del caso 2.
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Figura 5.23: Diferentes tipos de esquinas y como darles solucién.
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mostrados en la figura 5.23 y estos pueden ser resueltos haciendo obser-
vaciones similares a las hechas en los casos anteriores, como se muestra
en la figura 5.23.

De este modo obtenemos una 2-coloraciéon, no necesariamente buena,
de los vértices de P, tal que cada clase cromatica vigila a P y la maés
pequefia tiene no més de 7 elementos.

De lo anterior, junto con el poligono mostrado al inicio de esta seccién
en la figura 5.17, podemos concluir el siguiente teorema:

Teorema 35. Cualquier galeria pseudo-ortogonal P con n vértices siem-
pre puede ser vigilada con a lo mds 5 vértices guardia. Existen galerias
pseudo-ortogonales que necesitan esta cantidad de guardias para ser vigi-

ladas.
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