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Capitulo 1
Introduccion

El problema de determinar que tan parecidas son dos graficas entre si,
se ha estudiado desde hace tiempo en la teoria de gréficas [12], tratando de
determinar una medida de similitud, entre elementos de una misma familia
de graficas. En general se buscan operaciones definidas sobre las aristas, que
permitan modificar la configuracién de una grafica, para asi poder convertir
una grafica en otra y determinar que tan parecidas son, contando el nimero
de operaciones realizadas para la conversiéon. Una de las operaciones mas
estudiadas, es la operacién conocida como giro de arista (edge flip), la cual
consiste en remover una arista de una grafica y agregar una nueva arista
(diferente a la que se quit6), manteniendo la grafica dentro de la misma
familia, por ejemplo, si realizamos un giro de arista sobre una grafica plana,
la gréafica resultante debe ser plana.

La operacion de giro de arista ha sido estudiada sobre diferentes familias
de graficas, una de las més importantes es la familia de las triangulaciones,
donde se ha utilizado la operacion de giro de arista, para mejorar la calidad
de mallas tridimensionales construidas por tridngulos (una triangulacién),
convirtiendo las mallas en triangulaciones de Delaunay [2, 18, 19]. Del estu-
dio de la operacién de giro de arista sobre la familia de triangulaciones surgen
algunas preguntas interesantes como, dada una triangulaciéon 77 y una tri-
angulacién diferente T, del mismo conjunto de puntos, ;siempre existirda una
secuencia de giros de aristas que permita transformar 77 en 757, Wagner dio
una respuesta afirmativa a esta pregunta [21], dando pauta a otras preguntas
como, jcual es el menor niimero de giros de aristas necesarios para convertir
Ty en 157, jqué pareja de triangulaciones requiere la mayor cantidad de giros
de aristas para poder convertir las graficas entre si?, ;es posible obtener de
manera ordenada todas las triangulaciones de un conjunto de puntos, tal que
cada triangulacién difiera de la anterior sélo en una arista y ademds saber



cuantas triangulaciones son?. Estas y otras preguntas se han estudiado en la
literatura sobre la operacién de giro de arista [6] y se estudia el concepto de
grafica de giros para su resolucion.

La grafica de giros se define de la siguiente manera: sus vértices correspon-
den al conjunto de todas las gréaficas definidas sobre un conjunto de vértices
V' que tienen k aristas, y dos vértices de la grafica de giros estan unidos por
una arista, si y sélo si, las graficas asociadas a dichos vértices difieren tinica-
mente en una arista. Entonces las preguntas para determinar el nimero de
giros necesarios para convertir entre cualesquiera dos graficas y determinar
cual es la pareja de graficas que necesita la mayor cantidad de giros para
convertirlas entre si, se responden al encontrar cotas pare el didmetro de la
grafica de giros [16, 19]; mientras que la pregunta de encontrar de forma or-
denada todas las posibles triangulaciones de un conjunto de puntos y contar
cuantas son, se responde al determinar si la grafica de giros posee o no un
ciclo hamiltoniano.

Existe otra operacion sobre aristas conocida como rotacion de aristas,
que también se ha estudiado con el propdsito de resolver preguntas similares
a las planteadas anteriormente [7, 12, 17]. De manera simple una rotacién de
arista consiste en fijar un extremo de una arista y rotar el extremo libre, con-
siderando al extremo fijo como eje de rotacién (pivote), hasta que el extremo
libre alcance algin otro vértice de la grafica. Esta operacion se ha estudia-
do principalmente desde un punto combinatorio, es decir, sin considerar las
propiedades geométricas de las graficas.

El presente trabajo se centra en el estudio de la operacién de rotacién de
aristas, dando una definicién més geométrica (considerando que la rotacién
puede verse restringida por algunas aristas que cumpliran el papel de ob-
staculos) y definiendo la operacién sobre una familia de gréficas llamadas
graficas geométricas planas. Se estudian algunas caracteristicas importantes
que presenta la grdfica de rotaciones de aristas, como son: la conexidad, la
hamiltonicidad y su didmetro. La conezridad nos proporciona la cualidad de
que siempre es posible convertir entre si, dos graficas geométricas planas cua-
lesquiera (si estdn definidas sobre el mismo conjunto de puntos). El didmetro
nos habla sobre el nimero maximo de rotaciones de aristas necesarias para
convertir una grafica en otra, lo que corresponde a una medida de similitud
entre graficas. La hamiltonicidad brinda la nocién para recorrer todas las
graficas geométricas planas definidas sobre el mismo conjunto de puntos.



1. Introduccién

La tesis se encuentra organizada de la siguiente forma: en el capitulo
conceptos preliminares se proporcionan las definiciones necesarias para el
desarrollo de la tesis, haciendo que la lectura de la misma sea lo mas auto-
contenida posible. En el capitulo de resultados se plantean los problemas a
tratar y se presenta el desarrollo de los resultados obtenidos en este trabajo.
Y por tdltimo en el capitulo de conclusiones y trabajo futuro se muestran al-
gunos problemas y variantes a la operacion de rotacién de aristas, los cuales
surgieron durante el desarrollo de este trabajo.






Capitulo 2
Conceptos preliminares

A continuacion se presentan las definiciones de los conceptos que se uti-
lizan a lo largo de la presente obra.

Una grdfica G es un par (V(G), E(G)) que consiste de un conjunto V(G)
de vértices (puntos o nodos) y un conjunto E(G) de aristas (lineas), tal que
las aristas estan representadas por pares de vértices {u,v}. Si e es una arista
de G y u,v son el par vértices asociados a la arista, entonces decimos que
la arista e = {u,v} une a los vértices u y v, ademds dichos vértices son los
extremos de la arista. Por simplicidad la arista {u,v} se escribird como ww.
Vamos a denotar al nimero de vértices de una grafica G, como |V (G)| y al
numero de aristas como | E(G)|, a estos valores se les conoce como el orden y el
tamano de G respectivamente. Cuando no exista confusion sobre a qué gréafica
pertenecen el conjunto de vértices y aristas, se escribira simplemente V' y E.

Muchas de las definiciones en la teoria de graficas, se basan fuertemente
en la nocién intuitiva que brinda el diagrama asociado (el dibujo correspon-
diente a la grafica). Los diagramas representan a los vértices como puntos
y a las aristas como lineas. En general la posicion de los puntos y la forma
de las lineas no son importantes ya que el dibujo corresponde unicamente
a la representacion visual de la grafica, por lo que sélo sirve para mostrar
mediante un dibujo la relacién que hay entre los vértices por medio de las
aristas. Cabe mencionar que existen familias de graficas en las que los dia-
gramas asociados (el dibujo de la gréfica) si son importantes, por lo que la
posicion de los vértices y la forma de las aristas representan caracteristicas
fundamentales de la grafica.

Cuando el conjunto de aristas de GG esté compuesto por pares de vértices
no ordenados, entonces diremos que G es una grafica no dirigida. Si por el
contrario las aristas son pares ordenados, entonces diremos que G es una
grafica dirigida o digrdfica. Una arista e = uwv de una grafica dirigida, se



considera que esta orientada de u a v, al primer elemento de la pareja se le
denomina cola y al segundo elemento cabeza. Hay que mencionar, que en una
grafica dirigida, la arista wv es diferente de la arista u, ya que el orden de
sus vértices es distinto, por lo que la orientaciéon de la arista no es igual. En
el diagrama asociado, las aristas en una grafica no dirigida se representan
como lineas simples que unen dos puntos, mientras que las aristas en una
grafica dirigida se representan por medio de flechas, donde la punta de la
flecha apunta en direccién de la cola hacia la cabeza (figura 2.1).

a) b)
Figura 2.1: a) Grafica no dirigida. b) Grafica dirigida.

Un extremo de una arista se dice que es incidente a la arista a la que
pertenece. Si dos vértices son incidentes a la misma arista entonces son ad-
yacentes. Una arista cuyos extremos son el mismo vértice se llama lazo y una
arista cuyos extremos son vértices diferentes se llama enlace.

Una grdfica simple es aquella que no tiene lazos y ninguno de sus enlaces
une al mismo par de vértices (no existen aristas multiples, figura 2.2).

Una gréfica H es una subgrdfica de G, si V(H) C V(G), E(H) C E(G) y
se escribe H C G (figura 2.3). Cuando H C G pero H # G se escribira H C G
y se dice que H es una subgrdfica propia de GG. Si H es una subgrafica de G,
entonces G es una supergrafica de H. Si V' es un subconjunto no vacié de V,
la subgréfica de G cuyo conjunto de vértices es V' y cuyas aristas son aristas
de G que tienen ambos extremos en V', se llama la subgrafica de G inducida
por V' denotada por G[V'] y decimos que G[V'] es una subgrdfica inducida
de G.



2. Conceptos preliminares

paVA

a) b)

Figura 2.2: a) Gréfica simple. b) Gréfica no simple.

e

G HCG

Figura 2.3: H subgréfica de G.

Una grafica que puede ser dibujada en el plano, de tal forma que sus
aristas solo se intersecten en sus vértices, se llama grdfica plana (figura 2.4).
Estas graficas corresponden a graficas donde el diagrama asociado es muy im-
portante, ya que una de las propiedades de la gréafica se encuentra relacionada
directamente con la manera de dibujar el diagrama.

Una grdfica completa corresponde a una gréafica simple donde toda pareja
de vértices esta unida por una arista. La grafica completa con n vértices tiene
n(n —1)/2 aristas y se denota por K, (figura 2.5).

Un camino es una secuencia de vértices vy, vy, ..., v,, que forman una
grafica simple cuyos vértices estan ordenados en sucesion lineal, tal que dos
vértices son adyacentes si y sélo si son consecutivos en la secuencia. Un
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a) b)

Figura 2.4: a) Grafica plana. b) Grafica no plana.

Figura 2.5: Grafica completa K.

camino es cerrado si vy = v, (si el primer y tultimo elemento son iguales)
y abierto en otro caso. Un camino simple es un camino donde no se repite
ninguno de los vértices que lo conforman. Un ciclo es un camino donde el
primero y tultimo vértice son iguales y el resto de sus vértices son diferentes,
en otras palabras, es un camino simple cerrado. La longitud de un camino o
de un ciclo es el nimero de aristas que contiene. Se dice que dos vértices u y
v en G estan conectados si existe un camino en G que los une. Si dividimos
los vértices de la grafica en subconjuntos Vi, Vs, ..., V, tal que dos vértices u y
v estan conectados si y sélo si ambos vértices pertenecen al mismo conjunto
Vi, las subgréficas G[V1], G[Va), ..., G[V,,] son llamadas las componentes de G.
Cuando G tiene exactamente una componente decimos que G es conera y
si tiene m&s componentes entonces decimos que es disconexa (figura 2.6),
denotamos al nimero de componentes de G como w(G) .

8



2. Conceptos preliminares

D 4

Figura 2.6: a) Gréfica conexa. b) Gréfica disconexa con 5 componentes.

La distancia entre dos vértices u y v en una grafica GG, corresponde al
nimero de aristas del camino mas corto que los une. Si no existe un camino
que los una (pertenecen a diferentes componentes de (), entonces la distancia
entre ambos se define como infinita. La excentricidad € de un vértice v de
G, es la distancia mas grande entre v y cualquier otro vértice de G. El radio
de una grafica G es la minima excentricidad de los vértices. El didmetro de
una grafica GG es la maxima excentricidad de los vértices, es decir, la mayor
distancia entre cualesquiera dos de sus vértices.

Una grifica aciclica es aquella que no tiene ningun ciclo como subgrafica.
Un drbol es una gréfica aciclica conexa. Una grafica aciclica es llamada un
bosque si cada componente de la grafica es un arbol, es decir, cada una de
sus componentes son graficas aciclicas (figura 2.7).

A

a) b)

Figura 2.7: a) Un &rbol. b) Un bosque con cuatro componentes.



Una gréafica G' es mazimal respecto a una propiedad si al agregar cualquier
arista a (G, estda deja de cumplir con la propiedad, en otras palabras es la
grafica mas grande que cumple con la propiedad.

Una grafica geométrica es una grafica en la que los vértices y las aristas,
se asocian con objetos geométricos o con configuraciones con propiedades
geométricas. Principalmente los vértices son asociados con puntos en el plano
y las aristas con rectas. Algunos ejemplos de graficas geométricas son:

= Las grdficas geométricas planas, donde los vértices son puntos en el
plano y las aristas son lineas rectas que sélo se cruzan en sus extremos
(figura 2.8 a).

= Dado un poligono simple P en el plano, la grdfica de visibilidad de P, es
aquella donde sus vértices son los vértices de P y sus aristas son aque-
llas que unen cada pareja de vértices y se encuentran completamente
contenidas dentro de P (figura 2.8 b).

» Las grdficas euclidianas, donde los vértices representan puntos en el
plano euclidiano y las aristas tienen asociada una distancia igual a su
longitud (figura 2.8 c).

» Las grdficas geométricas planas mazximales, que corresponden a grafi-
cas geométricas planas tal que al agregar cualquier arista se generan
intersecciones (dejan de ser planas, figura 2.8 d).

Una grdfica arista etiquetada es aquella que a cada arista le asigna un
nombre con el cual puede ser distinguida (figura 2.9).

Un camino Euleriano es una camino que utiliza una arista exactamente
una vez. Un tour de G es un camino cerrado que atraviesa cada arista de
G al menos una vez. Un tour Euleriano de G es un tour que atraviesa cada
arista de G’ exactamente una vez. Decimos que la gréifica G es Fuleriana si
existe un tour Euleriano en G (figura 2.10).

Un camino Hamiltoniano es un camino simple que contiene cada vértice
de G. Un ciclo Hamiltoniano de G es un ciclo que contiene cada vértice de
G. Una gréfica G es Hamiltoniana si contiene un ciclo Hamiltoniano (figura
2.11).

Una gréafica plana G genera una particion del plano en regiones conexas,
donde a la cerradura de cada region se le denomina cara. Cada particion ge-
nerada por una grafica plana, tiene exactamente una cara no acotada llamada

10



2. Conceptos preliminares

c) d)

Figura 2.8: a) Grafica plana de lineas rectas. b) Gréfica de visibilidad de un poligono (las
aristas punteadas muestran el perimetro del poligono). c¢) Griéfica euclidiana. d)
Gréfica geométrica plana maximal.

a) b)

Figura 2.9: a) Gréfica no etiquetada. b) Gréfica arista etiquetada.

11
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a) b)

Figura 2.10: a) Gréfica Euleriana. b) Gréfica no Euleriana.

&y v

a) b)

Figura 2.11: a) Grafica Hamiltoniana (dodecaedro aplanado). b) Gréfica no Hamiltoniana
(grafica de Petersen).

cara extertor. La frontera de una cara f esta determinada por las aristas de
G que la acotan. Una cara es incidente a los vértices y las aristas de su fron-
tera. Dos caras son adyacentes si sus fronteras tienen al menos una arista en
comun.

Dada una gréfica plana G, se puede considerar una segunda grafica G,
tal que por cada cara f en G se asocia un vértice f’ en G’ y por cada arista
e en (G existe una arista ¢ en G’, donde dos vértices f' y ¢ en G’ estdn
unidos por una arista €’ en G’ si y sélo si las caras correspondiente f y g son
adyacentes, es decir, colocamos una arista entre dos caras si estan separadas
por al menos una arista e en G. La grafica G’ se llama grdfica dual de G
(figura 2.12).

12



2. Conceptos preliminares
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a) b)

Figura 2.12: a) Una gréfica plana G. b) Gréfica G’ dual a la grafica G.

Una triangulacion T de un conjunto de puntos en el plano, corresponde a
una grafica plana tal que todas las caras determinadas por las aristas de T son
triangulos a excepcién de la cara exterior. En particular una triangulacion
es una grafica geométrica plana maxima, debido a que sus aristas solo se

intersectan en sus vértices y el nimero de aristas que tiene es méximo (figura
2.13).

Figura 2.13: Triangulacién

13



Dada una triangulaciéon 7'y un triangulo ¢ € T', si el circuncirculo de ¢
no contiene ningun vértice de 1" en su interior, decimos que ¢ es un triagngulo
de Delaunay (figura 2.14).

NN
S

Figura 2.14: Triangulo de Delaunay

/N

Si cada triangulo de T' es un triangulo de Delaunay, entonces 7' es una
triangulacion de Delaunay (figura 2.15). La triangulacién de Delaunay ma-
ximiza el dngulo minimo dentro de cada triangulo que la conforma. Ademas
para una coleccién de puntos en el plano tal que no existen tres puntos colin-
eales, ni cuatro puntos cocirculares se tiene que la triangulacion de Delaunay
es tnica [20, §J.



2. Conceptos preliminares

Figura 2.15: Triangulacién de Delaunay

Un giro de arista en una grafica G, es la operacion de remover una arista
de GG e insertar una nueva arista diferente de la que se removié, tal que la
nueva gréfica sigue siendo del mismo tipo que G [6], por ejemplo, si G es
una grafica plana entonces al realizar un giro de arista en G, la nueva grafica
que se obtiene también debe ser plana y tnicamente difiere de GG en la arista
girada (figura 2.16).

Figura 2.16: Ejemplo de giro en una grafica plana

La operacion de giro de arista, agrega ciertas restricciones dependiendo
del tipo de grafica sobre la cual se realiza, principalmente para mantener las
caracteristicas de la grafica después de realizada la operacién. Por ejemplo,
dada una triangulaciéon T, si una arista e de T se encuentra en la frontera
de dos tridngulos ¢;,t; € T', tal que ¢ = ¢; Ut; es un cuadrilatero convexo,
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entonces podemos realizar un giro de arista en e, es decir, remover la arista
e (que corresponde a una de las diagonales de ¢) y reemplazarla con la otra

diagonal de ¢ (figura 2.17).
=/ =\ 7

N ANRY
GANEA

Figura 2.17: Giro de una arista e dentro de una triangulacién

Sea C un circulo, [ una linea que intersecta a C' en los puntos a y b, y
sean p, ¢, r vy s puntos que se encuentran del mismo lado de [. Supongamos
que p y ¢ se encuentran sobre C', que r se encuentra dentro de C'y que s se
encuentra fuera de C' (figura 2.18). Entonces se cumple que Zarb > Zapb =
Zagb > Zasb.

Figura 2.18: Circulo una recta que lo atraviesa y cuatro puntos.
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2. Conceptos preliminares

Dada una triangulaciéon 7', consideremos la arista e = p;p; de T'. Si e es
una arista interior de 7" (es decir, no es una arista perteneciente a la cara no
acotada de T), entonces es incidente a dos triangulos Ap;p;pr y Apip;pi- Si
estos dos triangulos forman un cuadrilatero convexo, podemos obtener una
nueva triangulacién 7" removiendo p;p; de T y agregando pip; en su lugar
(realizando un giro de arista en p;p;). Las triangulaciones 7"y 7" difieren en
seis dngulos ay, ..., ag en T que son reemplazados por o, ..., a5 en T” (figura
2.19).

Pl

Figura 2.19: Angulos en los que difiere una triangulacidén después de un giro de arista.

A la arista e = p;p; la vamos a denotar como una arista ilegal si

min «; < min «;

1<i<6 1<i<6
En otras palabras, una arista es ilegal si podemos aumentar localmente el
angulo mas pequeno, utilizando un giro de arista. Para verificar si una arista
es ilegal, no es necesario calcular los angulos (o, ..., a5, ¢, ..., ), ya que
podemos utilizar el siguiente criterio: sea e = p;p; una arista incidente a los
tridngulos Ap;p;pr y Apip;pi, sea C el circulo que pasa por p;, p; v px. La
arista e es ilegal si y sélo si el punto p; se encuentra dentro del circulo C.
Ademaés, si los puntos p;, pj, pr, pi forman un cuadrilatero convexo que no se
encuentra sobre un circulo comin, entonces solamente una de las aristas p;p;
6 Prpi es una arista ilegal (figura 2.20).

Observemos que este criterio es simétrico en pg y p;, es decir, p; se en-
cuentra dentro del circulo que pasa por p;, p;, pr siy so6lo si p, se encuentra
dentro del circulo que pasa por p;, p;, p;. Cuando los cuatro puntos caen den-

iy Mjsr Pl
tro de un circulo comin, ambas aristas p;p; w01 son legales (figura 2.21).
) J
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Figura 2.20: Un cuadrilatero con una arista ilegal.

Hay que notar que los tridangulos incidentes a una arista ilegal, deben formar
un cuadrilatero convexo, por lo que siempre es posible realizar un giro sobre
dicha arista.

Figura 2.21: Simetria del criterio para discernir una arista ilegal.

Definimos una triangulacion legal como una triangulacién que no con-
tiene ninguna arista ilegal. De la observacion anterior se sigue que cualquier
triangulacién éptima en los dngulos es legal. Ademads, una triangulacion T'
de un conjunto de puntos P es legal si y solo si T es la triangulacion de
Delaunay de P [19, 8] (figura 2.22).
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2. Conceptos preliminares

Figura 2.22: a) Ubicacién de aristas ilegales (en azul). b) Cambio de las aristas ilegales
utilizando giros de aristas.

Entonces tenemos que el algoritmo de giro de aristas para la construccién
de la triangulacion de Delaunay, de un conjunto de n puntos en posicién
general en el plano, consiste en construir una triangulaciéon cualquiera T'
del conjunto de puntos, identificar una arista ilegal en T" y convertirla en
legal realizando un giro de la arista, después revisar la vecindad de la arista
buscando nuevas aristas ilegales, repitiendo este proceso hasta que todas las
aristas sean legales y se haya construido la triangulaciéon de Delaunay. Como
podemos observar este algoritmo se desarrolla de forma local convirtiendo
aristas ilegales dentro de una region y propagando los cambios hacia los
vecinos cercanos. Observemos que este método realiza a lo mas O(n?) giros
para convertir la triangulacién inicial en la triangulacion de Delaunay, los
cuales corresponden al peor de los casos, cuando se realiza un giro de arista
por cada pareja de vértices posible.
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Dado un circulo de radio r con centro ¢ y dos radios e; y es, denotamos
como sT al sector comprendido entre e; y ey al recorrer su arco en direccién
de las manecillas del reloj y como s~ al complemento de s* (es decir, el
sector comprendido entre e; y ey al recorrer su arco en direccién contraria a
las manecillas del reloj, figura 2.23)

Figura 2.23: Sectores s™ y s~ de un circulo de radio r.
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Capitulo 3
Resultados

En el presente capitulo se muestran los resultados obtenidos al estudiar
la grafica de rotaciones de aristas definida en graficas geométricas planas,
asi como algunas de sus propiedades.

Intuitivamente una rotacion de arista la podemos pensar como, fijar uno
de los extremos de una arista (un pivote) y rotarla escogiendo una orientacién
(en direccién o en contra de las manecillas del reloj), imaginando que la arista
es flexible (puede reducir o aumentar su longitud sin modificar la propiedad
de ser recta) de tal forma que el extremo libre de la arista alcance otro vértice
de la grafica (figura 3.1).

— o
Figura 3.1: Rotacién de una arista (azul).

Dada una gréfica geométrica plana G = (V, E) y una arista 7y € E, si
existe Tw ¢ E tal que no intersecta ninguna arista de G y dado un circulo
con radio r = min{long(7y), long(zw)} (la mas pequena de las aristas Ty o
Tw) centrado en x, se cumple que alguno de los sectores sT 6 s~ delimitados
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por Ty y Tw no contienen ni intersectan ninguna arista e € £ con x extremo
de e (figura 3.2). A este proceso de mover la arista Ty a la arista Tw se le
llama rotacion de arista.

0

a)

Figura 3.2: a) Se quiere rotar la arista u = Ty. b) s* no contiene ni intersecta alguna arista
que tiene a x como extremo pero s~ si, por lo que sélo se puede rotar Ty a
Zw en direccién de la manecillas del reloj. c) Tanto s como s~ contienen o
intersectan alguna arista que tiene a © como extremo por lo que no se puede
rotar Ty a Tw en ninguna direccién.

La rotacion de aristas en graficas geométricas planas impone algunas
restricciones sobre la idea intuitiva que se menciond, ya que el angulo de
rotacién se ve restringido por aristas adyacentes al pivote, las cuales corres-
ponden a obstaculos que acotan la rotacién de la arista, ademas durante la
operacion se debe mantener la planaridad de la grafica, por lo que una arista
no puede rotar intersectando otras aristas.

Sea V un conjunto de puntos en posicién general en el plano y sea H(V, k)
el conjunto de todas las graficas geométricas planas, definidas sobre el con-
junto de vértices V con k aristas. La grdfica de rotacion de aristas ERG(V, k)
(por sus siglas en ingles “Edge Rotation Graph”) se define como la grifica
cuyos vértices corresponden a graficas de H(V, k) y dos vértices son adya-
centes si y sélo si es posible convertir las graficas asociadas a dichos vértices
a través de una rotacién de arista.
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3. Resultados

3.1. Conexidad

Se quiere encontrar cuales son las condiciones bajo las cuales se cumple

que ERG(V, k) es conexa.

Teorema 1. ERG(V, k) con k = |E(T(V))| (las aristas de una triangulacion
del conjunto de puntos V') no es coneza.

Demostracion. Primero observemos que k = |E(T(V))| significa que las
graficas correspondientes a los vértices de ERG(V, k), son graficas geométri-
cas planas maximales (triangulaciones). Demostraremos que en una grafica
geométrica plana maximal G = (V,E) con G € ERG(V,k), no se puede
realizar ninguna rotacion de arista.

Supongamos que existe una arista Ty € FE que puede ser rotada, por
la definicién sabemos que debe existir otra arista Tw ¢ E (arista hacia la
cual rotaremos a Ty) y ademds se cumple que Ve € E, e N Tw = (). Ahora
consideremos la grafica H = (V, E') con E' = E UTw, entonces H es una
grafica geométrica plana, porque Tw no es parte de la grafica G y ademas
no cruza ninguna otra arista de GG, por lo que al agregar la arista Tw en la
grafica G construimos una grafica geométrica plana H que contiene una arista
mas que G, pero este hecho contradice que G es una grafica geométrica plana
maximal, ya que pudimos agregar una arista mas a G y esta sigue cumpliendo
con la propiedad de ser una grafica geométrica plana. Por lo cual no existe
un arista Tw ¢ E para realizar la rotacion.

Por lo tanto ERG(V, k) con k = |E(T(V))| no es conexa (figura 3.3).

-

Figura 3.3: Dos graficas con el mismo conjunto de vértices V, con |E| = |E(T(V))| y que
no pueden ser transformadas entre si usando rotaciones de aristas.
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3.1. Conexidad

Hay que mencionar que si utilizamos la operacién de giro de aristas, si es
posible transformar una grafica geométrica plana con k = |E(T(V))| aristas
(una triangulacién) en otra grafica geométrica plana, si ambas estén definidas
sobre el mismo conjunto de vértices y tienen el mismo nimero de aristas [21].

Maés adelante vamos a demostrar que ERG(V, k) es conexasi k < |E(T(V))].
Para esto necesitamos un par de lemas que nos ayudaran en la demostracién.

Sea G = (V, E)) una grafica geométrica plana, decimos que e es una arista
ausente de G si e ¢ FE(Q).

Lema 1. Dada una grdfica geométrica plana G = (V, E) con |E| < |E(T(V))|
y una triangulacion T construida al anadir aristas ausentes a G, siempre es
posible colocar una arista ausente a € T, en la posicion de cualquier arista
e € T sin alterar la triangulacion, utilizando rotaciones de aristas.

Demostracion. Sea A el conjunto de aristas ausentes anadidas a G para cons-
truir 7', sea T" la gréfica dual de Ty sea P el camino mas corto en 7" entre
una cara que contiene a la arista ausente a € A y una cara que contiene a la
arista e € .

La demostracion procede por induccién sobre la longitud del camino P.

Caso base: La longitud de P es cero.
Como la longitud de P es cero entonces a y e pertenecen al mismo tridngulo
t € T. Por la definiciéon de rotacién de arista podemos rotar la arista e hacia
la posicién de la arista a (figura 3.4). Esta rotacién se puede realizar ya que a
y e tienen un vértice comun al que son adyacentes (por pertenecer al mismo
tridngulo) y este vértice corresponde al pivote sobre el cual rota la arista e.
Tenemos que t € T, por lo que no contiene ni intersecta alguna otra arista
que tenga como extremo al vértice comin de a y e (el pivote), como a es una
arista ausente anadida para construir 7" a partir de GG entonces no intersecta
ninguna otra arista, por lo que se cumplen todas las condiciones para realizar
la rotacién de e hasta la posicion de la arista a. Realizar esta rotacion no
altera la estructura de la triangulacion, es decir, no modifica los triangulos
de T.

Caso inductivo: La longitud de P es [ > 0.
El camino P induce una banda de triangulos en G que conectan a la arista
a con e. Identificamos la arista ¢ que corresponde a la arista comun entre
el primer tridngulo (que contienen a la arista a) y el siguiente tridngulo de
la banda. Las aristas a y ¢ se encuentran en el mismo triangulo, entonces
utilizando el caso base podemos realizar el intercambio de la arista a por la
arista ¢, obteniendo como resultado un camino P’ entre a y e con longitud
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3. Resultados

Figura 3.4: Cambio de la posicién de una arista ausente dentro de un tridngulo utilizando
una rotacién de arista.

[—1, entonces aplicando la hipétesis de induccién sobre el camino P’, sabemos
que podemos mover la arista a hacia la posicién de la arista e.

La demostracion nos proporciona un procedimiento para mover la arista a
sobre la banda de tridngulos en G, utilizando las aristas compartidas por los
tridngulos en la banda para ir cambiando de tridangulo y acortar la distancia
entre las aristas a y e, hasta llegar a un camino de longitud cero, lo que
corresponde a llegar al tridngulo que contiene a la arista e (figura 3.5). Por
lo tanto siempre podemos cambiar la posicién de una arista ausente hacia la
posicién de cualquier arista dentro de 7T'.

]

El lema 1 es muy importante ya que nos permite colocar una arista
ausente en cualquier lugar de una triangulacion de una gréafica geométrica
plana, sin alterar la construcciéon de la triangulacion.

Lema 2. Dada una grdfica geométrica plana G = (V, E) con |E| < |E(T(V))|,
una triangulacion T construida al anadir aristas ausentes a Gy un cuadrild-
tero convexo ¢ en T' cuya diagonal es una arista de G, se puede simular un
giro de arista en la diagonal del cuadrildatero, utilizando rotaciones de aristas.

Demostracion. Notemos que en un cuadrilatero convexo c con vértices p, g, r, s
y cuya diagonal pr es una arista ausente anadida a GG para construir la tri-
angulaciéon T, siempre podemos cambiar dicha arista ausente por la otra
diagonal de ¢ (la arista gs) ya que las aristas ausentes no son parte de G
(figura 3.6).

Sea ¢ un cuadrilatero convexo con vértices p,q,r, s, con e € I/ como su
diagonal y una arista ausente a en el exterior del cuadrilatero. Sin pérdida de
generalidad diremos que e = pr y a = ps. Realizando las siguientes rotaciones
de aristas, podemos simular un giro de la diagonal de c.
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3.1. Conexidad

Figura 3.5: a) Grafica dual de la triangulacién con una arista ausente a y la arista objetivo
e. b) Camino en la grifica dual entre a y e. c) Pasos intermedios al recorrer el
camino P usando rotaciones de aristas. d) Posicién final de a después de recorrer

q q
p(::::)ﬂ’ P ) 34
S S

Figura 3.6: Giro de una arista ausente dentro de un cuadrilatero.
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3. Resultados

= Primero rotamos la arista e a la posicién de la arista a, obteniendo una
arista ausente en el cuadrildtero ¢ (figura 3.7 a).

= Una vez realizada esta rotacién podemos cambiar la arista ausente a =
pr por la arista gs (figura 3.7 b).

= Por ultimo rotamos la arista e hacia a = gs (figura 3.7 c).

Realizando este par de rotaciones de aristas hemos conseguido simular un
giro de la diagonal del cuadrilatero ¢ (figura 3.7 d).

q q q q
P roop roop roop e r
d\\ € € d\\
S S S S

a) b) c) d)

Figura 3.7: a) Giro simulado de la arista e en un cuadrildtero con diagonal y una arista
ausente a. b) Intercambio de la arista ausente a con la diagonal. c) El giro de la
arista ausente a. d) Reubicacién de la arista ausente a, a su posicién original.

[
Teorema 2. ERG(V, k) es conexa si y solo si k < |[E(T(V))].

Demostracion. Vamos a demostrar que dadas dos graficas geométricas planas
G = (V,E)) y Gy = (V, E,), siempre es posible transformar G; en Gy
utilizando rotaciones de aristas si y solo si |Ey| = |Ey| =k < |[E(T'(V))|. En
otras palabras, siempre podemos encontrar un camino en ERG(V, k) para
cualesquiera G, G2 € H(V, k) siy sblo si k < |[E(T(V))].

Completemos (G; a una triangulacién 7 anadiendo aristas ausentes a G,
de igual manera completemos G5 a una triangulacién 75 anadiendo aristas
ausentes, sabemos que T y 75 tienen al menos una arista ausente, ya que
el numero de aristas k < |E(T(V))| implica que las graficas G; y G2 no
son gréaficas geométricas planas maximales (les falta al menos una arista a
cada grafica para ser maximal). También sabemos que dadas cualesquiera
dos triangulaciones sobre el mismo conjunto de vértices, siempre es posible
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3.2. Diametro de la grafica de rotaciones de aristas

convertir una triangulacién en la otra usando giros de aristas [21]. Entonces
vamos a transformar 77 en 75 utilizando giros de aristas simulados por medio
de rotaciones de aristas. Primero identificamos los giros necesarios para re-
alizar la transformacién, una vez determinados los cuadrilateros y el orden
en que se realizan los giros, se utiliza el lema 1 para colocar alguna arista
ausente en el cuadrildtero donde se debe realizar el giro y con ayuda del
lema 2 realizamos el giro, repetimos este procedimiento hasta transformar
T en Ts. Una vez terminada la transformacién hay que notar que la nueva
T puede diferir de T5 en la posicion de las aristas ausentes, entonces solo
falta colocar las aristas ausentes en la misma posiciéon en ambas triangula-
ciones, utilizando de nuevo el lema 1 para moverlas y colocarlas en su lugar,
por tultimo se remueven las aristas ausentes anadidas, obteniendo la misma
grafica. Con este procedimiento podemos transformar G; en Gy utilizando
rotaciones de aristas si y sélo si el nimero de aristas de Gy y G2 es menor
que |E(T(V))|. Esto nos dice que existe un camino entre G1, Gy € H(V, k)
en ERG(V, k) para cualquier par de graficas G; y Go. Por lo tanto ERG(V, k)
es conexa si y sélo si el nimero de aristas es menor que |E(T'(V))]. O

3.2. Diametro de la grafica de rotaciones de
aristas

Una de las propiedades estudiadas de ERG(V, k) es su didmetro. Se en-
contré una cota superior para el didametro de O(|V|?) y para el caso en que
k =|E(T(V))| — ¢ con ¢ una constante, se encontré que la cota es justa.

Teorema 3. El didmetro de ERG(V, k) es a lo mds O(|V]?).

Demostracion. El procedimiento obtenido en el teorema 2, nos da una forma
para convertir una grafica Gy en otra grafica GG,, primero completando ambas
graficas a una triangulacién cualquiera T; y T agregando aristas ausentes,
después utilizando giros simulados por rotaciones de aristas para convertir
T} en T; y por ultimo colocando las aristas ausentes en su posicion final para
ser removidas y completar la transformacion.

Pata determinar la cantidad de rotaciones de aristas realizadas, para con-
vertir una grafica Gy en otra grafica G5, después de construir 77 y 15 vamos a
proporcionar una manera mas ordenada para la transformacion, convirtien-
do ambas triangulaciones en la triangulacién de Delaunay, haciendo uso del
algoritmo de giro de aristas para su construccién [19].
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3. Resultados

Primero observemos, que dada una triangulacion, si existe un tridngu-
lo donde todas sus aristas son aristas legales, entonces ese triangulo es un
triangulo de Delaunay. Y ademaéas cuando este tipo de tridngulos aparecen
durante la ejecucién del algoritmo para la construccion de la triangulacion
de Delaunay, sus aristas ya no dejan de ser legales, es decir, ya no cambian.
Esto es facil de ver, consideremos un tridngulo Azyz formado por aristas
legales, el criterio para determinar si una arista interna e es ilegal, consiste
en tomar el circulo que pasa por un tridngulo incidente a e y verificar si con-
tiene el vértice del otro tridangulo que es incidente a e, entonces si cada una
de las aristas del tridngulo Azxyz son aristas legales, significa que el circulo
que pasa por dicho tridngulo no contiene ningtin otro vértice de la grafica, y
esto por definicién es un tridngulo de Delaunay (figura 3.8).

Figura 3.8: Tres aristas legales formando un tridngulo de Delaunay

Ahora vamos a contar cuantas rotaciones de aristas son necesarias para
convertir una triangulacion cualquiera en la triangulaciéon de Delaunay uti-
lizando el algoritmo de giros de aristas. Primero hay que localizar una arista
ilegal e dentro de la triangulacién y convertirla en una arista legal, para
realizarlo es necesario colocar una arista ausente en el cuadrilatero que con-
tiene a e como diagonal y realizar un giro simulado por rotaciones de aristas.
El niimero de rotaciones utilizadas para colocar alguna arista ausente en el
cuadrildtero correspondiente, es igual a la longitud del camino mas corto en
la grafica dual entre la cara que contiene la arista ausente y la cara que con-
tiene a e, esta longitud en el peor de los casos es O(n) cuando el camino
esta formado por todas las caras de la gréfica dual (figura 3.9). Una vez colo-
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3.2. Diametro de la grafica de rotaciones de aristas

cada la arista ausente en el cuadrilatero, realizando un numero constante
de rotaciones podemos convertir e en una arista legal utilizando el lema 2,
éste cambio puede convertir a las aristas legales que forman los tridngulos
adyacentes a e en aristas ilegales (figura 3.10). Si las aristas de uno de los
triangulos adyacentes a e son legales, entonces dicho triangulo es un tridngu-
lo de Delaunay. Si ninguno de los tridangulos adyacentes a e es un triangulo
de Delaunay entonces hay una arista ilegal ¢ en alguno de los tridngulos;
podemos convertir €’ en una arista legal utilizando un nimero constante de
rotaciones de aristas, ya que la arista ausente que se utilizé para volver la
arista e en legal, se encuentra a distancia constante de ¢’. Podemos repetir
este procedimiento de convertir en legal las aristas ilegales de los tridngu-
los nuevos que vamos obteniendo, hasta que ya no sea posible; en cuyo caso
hemos obtenido un tridngulo de Delaunay. Entonces para obtener un triangu-
lo de Delaunay ¢; es necesario realizar O(n) rotaciones de aristas para colocar
una arista ausente en posicion para convertir una arista ilegal en legal, y el
nimero de rotaciones de aristas utilizadas para propagar la conversion de
arista ilegales y obtener el tridngulo ¢; lo vamos a denotar como k;.

— ~
— ~

Figura 3.9: Mover una arista ausente hasta la posicién de un cuadrildtero con una arista
ilegal cuesta a lo mas O(n) rotaciones de arista (que corresponde a recorrer
todas las caras de la triangualcién).
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3. Resultados

Figura 3.10: a) La arista e es una arista ilegal. b) La arista a es una arista legal. c) Al
convertir la arista e en legal, a se convierte en ilegal.

Contando el nimero de rotaciones de aristas utilizadas para construir la
triangulacién de Delaunay, obtenemos la siguiente suma:

#N's
> 0n) +k;
=1

#AN's #AN's

:ZO(n)—l—Zki

Sabemos que en una triangulacion #A's = O(n) (el numero de tridngulos
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3.2. Diametro de la grafica de rotaciones de aristas

es lineal), entonces tenemos:

#AN's

=0(n) +O(n) + > _ ki

Ademas sabemos que el algoritmo de giros para la construccién de la
triangulacién de Delaunay realiza O(n?) giros de aristas, es decir, cambia a
lo més O(n?) aristas ilegales (lo que corresponde a explorar las O(n?) posibles
parejas de vértices). El nimero k; nos dice la cantidad de rotaciones que hay
que realizar para obtener el triangulo de Delaunay t;, pero como el algoritmo
realiza a lo mas O(n?) giros para construir la triangulacién de Delaunay,
entonces tenemos que para obtener todos los t; realizamos O(n?) giros de
aristas, por lo tanto ZfiAl/s ki = O(n?). De todo lo anterior tenemos que el
nimero de rotaciones de aristas necesarias son:

= O(n) * O(n) + O(n*) = O(n?)
[

Teorema 4. La cota del diaqmetro de ERG(V, k) es justa cuando k = |E(T(V))]
—c, para ¢ una constante.

Demostracion. Para demostrar que la cota es justa cuando k = |E(T(V))|—c,
vamos a analizar el ejemplo que se utiliza para demostrar que el didmetro de
la grafica de giros es Q(n?), [16].

El ejemplo consiste en construir un rectangulo en cuyo interior se forma
una curva convexa con n vértices que conecta las esquinas superiores del
rectangulo y una curva céncava con n vértices que conecta las esquinas infe-
riores del rectangulo. Estas curvas tiene la peculiaridad de que una arista que
une un vértice de la cadena superior U con un vértice de la cadena inferior L
no cruza a ninguna de las dos cadenas. Esta configuracién nos da un conjunto
S de 2n vértices tal que cualquier triangulacion de .S contiene necesariamente
ambas cadenas (U y L). Vamos a triangular esta configuracién ignorando las
regiones convexas delimitadas por las cadenas y concentrandonos sélo en los
tridngulos que se encuentran definidos entre ambas cadenas. Una triangu-
lacion del poligono entre U y L consiste de n — 1 tridngulos con dos vértices
en L y uno en U, los cuales etiquetaremos como “0” y n—1 tridngulos con dos
vértices en U y uno en L, etiquetados como “1”. Si leemos las etiquetas de los
triangulos de izquierda a derecha tenemos una secuencia ordenada de ceros
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y unos, esta secuencia nos proporciona una biyeccién entre el conjunto de
triangulaciones del poligono definido entre U y L y el conjunto de secuencias
binarias formadas por n — 1 ceros y n — 1 unos. Un giro dentro de esta confi-
guracion es posible si la arista se encuentra entre dos triangulos con etiquetas
diferentes (un tridngulo con dos vértices en U y uno en L y un tridngulo con
dos vértices en L y uno en U), los cuales forman cuadrildtero convexo y el
giro corresponde a invertir las etiquetas de los tridngulos que comparten la
arista. Por lo que transformar una triangulacion codificada como 00..,011..,1
(n — 1 ceros al inicio y n — 1 unos al final) a otra codificada como 11..,100.,0
(n — 1 unos al inicio y n — 1 ceros al final) requiere (n — 1)? intercambios
de etiquetas (correspondientes a mover todos los tridngulos etiquetados con
uno hacia la izquierda), generando (n — 1)? giros de aristas (figura 3.11).

0000000011111111 1111111100000000

Figura 3.11: Dos graficas donde se necesita O(n?) giros de aristas para una grafica en la
otra.

Esta construccién requiere £2(n?) giros de aristas para convertir una grafi-
ca en otra. Por lo tanto al simular los giros por rotaciones de aristas, es nece-
sario realizar 2(n?) rotaciones. Ahora notemos que sucede si a esta grafica se
le quita un ntimero constante ¢ de aristas, lo que obtenemos son cadenas de
longitud 2n — ¢, y dadas dos constantes z y o tal que ¢ = z + o, pasar de la
cadena 00..,011..,1 con n — z ceros y n — o unos a la cadena 11..,100..,0 con
n—z ceros y n— o unos (figura 3.12), sigue generando un nimero cuadratico
de intercambios, ya que si queremos mover un triangulo etiquetado con uno
hacia la izquierda tenemos que intercambiar dicho tridangulo con todos los
n — z tridngulos etiquetados con cero y si realizamos esto para los n — o
unos, lo que tenemos nos da (n — 0)(n — z) = n* — n(z + 0) + oz intercam-
bios, los cuales son un un nimero cuadratico de operaciones. Esto nos dice
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3.2. Diametro de la grafica de rotaciones de aristas

que la cota para el didmetro de la grafica de rotaciones de aristas cuando
k =|E(T(V))| — ¢ para ¢ una constante es 2(n?).

0000011111111 1111111100000

Figura 3.12: Dos gréficas con un niimero constante de aristas ausentes, donde se necesitan
O(n?) rotaciones de aristas para una convertir una grafica en la otra.

]

También se obtuvo que ERG(V,1) tiene un didmetro de dos, es decir,
para cualesquiera G1, Gy € ERG(V, 1) son necesarias a lo mas dos rotaciones
de aristas, para convertir G; en Gs. Esto es facil de ver ya que los nodos
de ERG(V,1) son graficas con una sola arista, entonces para transformar
una grafica G; con una arista e; a otra grafica Gy con una arista ey (figura
3.13), primero rotamos la arista e; moviendo el extremo libre hacia uno de
los extremos que conforman la arista ey, después se realiza otra rotacién de
la nueva arista e; tomando el otro extremo como pivote y rotando el extremo
libre hacia el otro extremo de de la arista e (figura 3.14).

G1 GQ

Figura 3.13: Transformacidn entre dos graficas geométricas con una arista.
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el - €2

° 4

Figura 3.14: Pasos para la transformacién entre dos graficas geométricas con una arista.

3.3. Hamiltonicidad

Se encontré que ERG(V,1) con V un conjunto de puntos en posicién
general en el plano y con sélo una arista, es Hamiltoniana. Ademas se presenta
un algoritmo para construir el ciclo Hamiltoniano correspondiente.

Teorema 5. ERG(V, 1) es Hamiltoniana.

Demostracion. Los nodos de ERG(V, 1) corresponden a graficas geométricas
planas con una sola arista. Si superponemos todos estos nodos sobre una mis-
ma grafica, lo que obtenemos es la grafica completa del conjunto de vértices
V. Entonces si proporcionamos un algoritmo para “trazar” todas las aristas
de la grafica completa, por medio de una secuencia de rotaciones de aristas,
con esto obtenemos un ciclo Hamiltoniano para ERG(V, 1).

Ahora observemos que dada una grafica G € ERG(V,1), si tomamos
la arista que la conforma y fijando uno de sus vértices trazamos todas las
aristas entre el vértice fijo y el resto de los vértices de la grafica, obtenemos un
abanico de aristas entre las cuales podemos movernos de una a otra utilizando
rotaciones de aristas (figura 3.15), esto nos genera un camino en ERG(V, 1).

Figura 3.15: Abanico de aristas generado por rotaciones de una arista.
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Entonces, dada una grifica G € ERG(V,1) con |V| = n, el algoritmo
inicia ordenando los vértices respecto a su coordenada x, obteniendo una
secuencia vy, v, ..., v, (figura 3.16 a) y recorriendo los vértices en este orden
se realiza lo siguiente:

1. Al vértice vy se le une con los vértices v,_1,vV,_a, ..., v anadiendo las
aristas en orden decreciente, es decir, se trazan las aristas entre vy y
todos los demas vértices, excepto la arista que une a v; con el ultimo
vértice v,. Este abanico de aristas genera un camino entre las graficas
que tienen sélo una arista y tienen como extremo comun al vértice vy

(figura 3.16 b).

2. Para los vértices v; tal que v; < v; < v, se trazan las aristas v;0; en
orden decreciente para ¢ < j < n, es decir, se trazan todas las aristas
en orden decreciente entre v; y todos los vértices mayores (figura 3.16

c-g).

3. Por dltimo para v,, se traza la unica arista que falta (la que no se trazo
en el primer paso), la cual corresponde a la arista 779, (figura 3.16 h).

Al terminar el algoritmo lo que se obtiene es la construccién de la grafica
completa del conjunto de puntos V', ya que cada vértice se une con todos
los demés vértices. Hay que notar que para cada vértice v;, la tltima arista
que se agrega es la arista v;u;,11, la cual nos proporciona un enlace entre
un vértice y el siguiente, este enlace nos permite juntar los caminos que se
construyen en cada paso y con la ultima arista que agregamos cerramos el
camino, uniendo el extremo final del camino con el inicial formando un ciclo
(figura 3.16 i). Por lo tanto si recorremos en orden las aristas anadidas por
el algoritmo, obtenemos un ciclo Hamiltoniano para ERG(V, 1). O]

3.4. Otras graficas geométricas planas

Otras graficas sobre las cuales se estudio la grafica de rotaciones de aristas
son: las graficas geométricas planas arista etiquetadas y las graficas geométri-
cas planas dirigidas. Donde se quiere determinar si la grafica de rotaciones de
aristas definida en graficas geométricas planas arista etiquetadas y en graficas
geométricas planas dirigidas, es conexa.
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Figura 3.16: Construccién de un ciclo Hamiltoniano para ERG(V, 1) con |V | = 7.

3.4.1. Graficas geométricas planas arista etiquetadas

Vamos a denotar ERLG(V, k) como la gréfica de rotaciones de aristas
definida en graficas geométricas planas arista etiquetadas. Entonces, dado
un conjunto V' de puntos en posiciéon general en el plano y dos graficas geo-
(V,E1) y Go = (V,Ey) con |Ey| = |E2| = k y con
etiquetas en sus aristas, se quiere determinar si la ERLG(V, k) es conexa, es

métricas planas G; =
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3.4. Otras graficas geométricas planas

decir, si siempre es posible transformar GG; en GG usando rotaciones de aristas,
conservando la asignacién de las etiquetas. Para demostrar esto, vamos a
requerir un par de lemas que se presentan a continuacion.

Lema 3. Dado un triangulo con dos aristas etiquetadas y con una arista
ausente, siempre se puede intercambiar la posicion de las aristas etiquetadas
usando rotaciones de aristas (figura 3.17).

Figura 3.17: Intercambio de aristas etiquetadas en un tridngulo con una arista ausente.

Demostracion. Sea t un triangulo con vértices x, y, z formado por dos aristas
etiquetadas y una arista ausente. Sin perdida de generalidad digamos que la
arista Ty tiene asignada la etiqueta a, la arista 3z tiene asignada la etiqueta
by la arista Tz es la arista ausente (figura 3.18).

i z

Figura 3.18: Tridngulo con aristas etiquetadas y una arista ausente.

Realizando la siguiente secuencia de rotaciones de aristas, podemos efec-
tuar el intercambio de las aristas.

= Rotamos la arista b hacia la posicién de la arista ausente en el tridngulo
(figura 3.19 a).

= Ahora rotamos la arista a hacia la nueva posicién de la arista ausente,
que corresponde a la posicion inicial donde se encontraba la arista b

(figura 3.19 b).
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= Por ultimo rotamos de nuevo la arista b hacia la posicién donde se
encuentra la arista ausente, que corresponde a la posicion inicial donde
se encontraba a (figura 3.19 c).

Figura 3.19: a) Queremos intercambiar la aristas a con la arista b. b) Rotamos la arista
b dentro del tridngulo. c) Rotamos la arista a dentro del tridngulo. d) Se ha
realizado el intercambio entre a y b.

Al realizar estos pasos hemos intercambiado la posicién de las aristas
etiquetadas a y b dentro del tridngulo (figura 3.19 d). Por lo que dado un
triangulo con dos aristas etiquetadas y una arista ausente, siempre se pueden
intercambiar las etiquetas de las aristas.

O

Lema 4. Dada una grifica geométrica plana con etiquetas G = (V, E) con
|E| < |E(T(V))| y una triangulacion T' construida al anadir aristas ausentes
a G, siempre se puede intercambiar cualesquiera dos aristas de G, sin modi-
ficar las etiquetas de las demds aristas.

Demostracion. Sea T' la gréfica dual de T, sea e,¢’ € E(G) las aristas que
se quieren intercambiar y sea P el camino més corto en T” entre la cara que
contiene la arista e y la cara que contiene la arista €’.
La demostracion procede por induccién sobre la longitud del camino P.
Caso base: La longitud de P es cero.
Como la longitud de P es cero entonces e y ¢ se encuentran en el mismo
triangulo t € T'. Si t contiene una arista ausente, entonces por el lema 3 termi-
namos y podemos realizar el intercambio. Si el triangulo no tiene una arista
ausente, entonces usando el lema 1 podemos mover alguna arista ausente al
triangulo ¢, una vez ubicada la arista ausente en t podemos utilizar el lema
3 y realizar el intercambio de las aristas. Por iltimo para garantizar que las
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3.4. Otras graficas geométricas planas

Unicas etiquetas que se cambian son las de e y ¢’ hay que regresar la arista
ausente a su posiciéon inicial, atravesando de manera inversa el camino que
recorrio, deshaciendo las rotaciones que haya realizado durante el recorrido,
restaurando su posicion a todas aquellas aristas por las que paso.
Caso inductivo: La longitud de P es [ > 0.

Cuando el camino entre e y €’ tiene longitud [, identificamos a la primera
arista ¢ que comparten los tridngulos en la banda de triangulos determinada
por el camino p y realizamos un intercambio entre e y c¢. Podemos realizar
este intercambio sin modificar la triangulacion ni la asignacion de las etique-
tas de las aristas utilizando el caso base, entonces lo que nos queda es un
camino P’ entre e y ¢’ de longitud [ — 1 y por hipétesis de induccion podemos
intercambiar la arista e con la arista €’ sin modificar la triangulacién, ni la
asignacion de las etiquetas. Por ultimo utilizando una vez mas el caso base,
intercambiamos €’ con ¢ que se encuentra en la posicién inicial de e y con
esto se ha intercambiado la posicion de e con la de €’ (figura 3.20).

Cc

Figura 3.20: Intercambio de dos aristas etiquetadas e y ¢’ en una banda de tridngulos.

Por lo tanto podemos intercambiar la posicién de cualesquiera dos aristas
de @, sin modificar las etiquetas del resto de las aristas y sin modificar la
triangulacién. O]

Teorema 6. ERLG(V, k) conk < |E(T(V))| definida para grificas geométri-
cas planas con etiquetas en las aristas es conexa.
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Demostracion. Sea V un conjunto de puntos en posicién general en el plano,
sea G = (V, E1) y Gy = (V, E3) dos gréficas geométricas planas con etiquetas
en las arista, con |E| = |Es| = k < |E(T(V))|, por demostrar que siempre
se puede transformar (G; en (G, utilizando rotaciones de aristas.

La demostracion del teorema 2 nos proporciona un esquema para trans-
formar GG; en (G5 si no se considera la asignacion de las etiquetas. Entonces,
utilizando este esquema transformamos a G (sin considerar la asignacién de
sus etiquetas) en una grafica G, que es una gréfica con aristas en la misma
posicion que las aristas de G5, pero con diferencias en la asignacion sus eti-
quetas. Entonces falta reubicar la posicion de las etiquetas de las aristas de

5 para que sea igual a Gy, esto se realiza utilizando el lema 4 para inter-
cambiar la posicién de cualesquiera dos aristas y colocarlas en la posicién
que le corresponde, realizando estos intercambios para cada arista de G, que
se encuentre fuera de lugar (figura 3.21).

v — v — °

Figura 3.21: Conversién de dos graficas geométricas planas etiquetas.

Por lo tanto, al aplicar el teorema 2 y el lema 4 podemos transformar
cualquier grafica geométrica plana con etiquetas en las aristas en otra. Por
lo tanto ERLG(V, k) con k < |E(T(V))| definida para gréficas geométricas
planas arista etiquetadas es conexa. O

3.4.2. Graficas geométricas planas dirigidas

Denotemos a ERDG(V, k) como la grafica de rotaciones de aristas defini-
da en gréaficas geométricas planas dirigidas. Entonces, dado un conjunto V'
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de puntos en posicién general en el plano y dos graficas geométricas planas
dirigidas G1 = (V, Ey) y G2 = (V, E3) con |E;| = |Es| = k, se quiere deter-
minar si la ERDG(V, k) es conexa, es decir, si siempre es posible transformar
(GG1 en (G5 usando rotaciones de aristas, manteniendo la orientacién de sus
etiquetas.

Lema 5. Dada una grdfica geométrica plana dirigida G = (V, E) con |E| <
|E(T(V))| y una triangulacion T construida al anadir aristas ausentes a G,
siempre se puede invertir la direccion de una arista de G, sin modificar la
orientacion de las demds aristas.

Demostracion. Sea e la arista de G que se quiere rotar, sea t un triangulo de
T con vértices z,y, z tal que contiene a la arista e.De aqui se derivan algunos
casos en la forma en la que esta determinado el tridngulo t.

Si el triangulo ¢ esta conformado por dos aristas ausentes, sin perdida de
generalidad diremos que e = Tz y lo que queremos es invertir su direccién
para obtener e = zx. Primero rotamos la arista Tz hacia la arista 5z, luego
se realiza una rotacién hacia la arista yx y por ultimo se rota hacia la arista
zx. Entonces realizando esta sucesién de rotaciones de aristas obtenemos el
resultado deseado. El caso donde e = ZT y se quiere invertir a e = T2 es
analogo (figura 3.22).

Y
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X e z x
Y
R
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J‘_Ly e
X e z X

Figura 3.22: Inversion de la orientacidn de una arista en un tridangulo con dos aristas ausentes.
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Si el tridngulo ¢ tiene sélo una arista ausente y otra arista dirigida ¢’. De
aqui tenemos varios casos:

= Sie=7z, ¢ =7yT y la arista ausente a = yz. Primero se rota Tz a ¥z,
luego se rota T hacia zZz y por ultimo se rota 7z hacia gz (figura 3.23

a).

s Sie=71Tz, ¢ =7y y la arista ausente a = yz. Primero se rota Ty a zy,
luego se rota Tz hacia Ty y por ultimo se rota Zy hacia ZZ (figura 3.23
b).

= Sie=7ZT, ¢ =7yT y la arista ausente a = 7z. Primero se rota y7 a ¥z,
luego se rota ZZ hacia yT y por ultimo se rota 7z hacia 7z (figura 3.23
b).

= Sie=727, ¢ =7y y la arista ausente a = yz. Primero se rota Tz a 3z,
luego se rota T hacia ZZ y por ultimo se rota yz hacia yz (figura 3.23

c).

Con esto tenemos una sucesion de rotaciones de aristas que nos permiten,
invertir la orientacion de las arista de una grafica geométrica plana orientada.
Sélo resta hacer la observacion de que si los triangulos que contienen a la
arista e no contienen una arista ausente, entonces podemos utilizar el lema
1 para colocar una arista ausente en ¢ realizar el procedimiento anterior y
regresar la arista ausente a su lugar.

O

Teorema 7. ERDG(V, k) conk < |E(T(V))| definida para grificas geométri-
cas planas dirigidas es conexa.

Demostracion. Hay que demostrar que dado un conjunto V' de puntos en
posicion general en el plano y dos gréaficas geométricas planas dirigidas Gy =
(V.E1) y G2 = (V,E»), tal que |Ey| = |Es| = k < |E(T(V))], siempre
podemos transformar GG; en G5 utilizando rotaciones de aristas.

Retomando de nuevo el teorema 2 tenemos un método que nos permite
transformar entre si cualesquiera dos graficas geométricas planas. Entonces
utilizando dicho teorema podemos transformar una grafica G; en otra grafica
(G5 sin considerar la orientacién de las aristas de las graficas. Y por ultimo hay
que invertir la orientacion de aquellas aristas en las que difieren utilizando el
lema 5.
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Figura 3.23: Inversion de la orientacién de una arista en un tridngulo.

Por lo que siempre podemos transformar una grafica geométrica plana di-
rigida GGy en otra grafica geométrica plana dirigida Gs. Por lo tanto ERDG(V, k)
con k < |E(T(V))| definida para graficas geométricas planas dirigidas es
conexa.

O
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Capitulo 4
Conclusiones y trabajo futuro

Durante el desarrollo de este trabajo surgieron algunos problemas que solo
pudieron ser resueltos parcialmente, asi como ideas para algunas variantes en
el problema. A continuacién se presentan dichas ideas, que se espera serviran
como motivacion para el futuro estudio de este tema.

Durante el desarrollo de este trabajo surgieron algunos problemas que
solo pudieron ser resueltos de manera parcial, asi como ideas para algunas
variantes en la definicién de rotacién de arista. A continuacién se presentan
los problemas que quedaron sin solucién completa y se espera sirvan como
motivacién para el futuro estudio de este tema.

4.1. Problemas abiertos

= Probar que la grafica de rotaciones de aristas, tiene un ciclo Hamilto-
niano cuando 1 < k < |E(T(V))|.

Para obtener este resultado se intenté generalizar el algoritmo que en-
cuentra un ciclo Hamiltoniano en la grafica de rotaciones de aristas con
una sola arista. Se analiz6 el caso donde las graficas cuentan con dos
aristas e; y es, fijando una de las aristas, digamos e; y obteniendo con
e un camino Hamiltoniano que recorra todas las aristas posibles de la
grafica sin considerar la arista e;, utilizando el algoritmo para encontrar
el ciclo Hamiltoniano en gréficas con una sola arista; una vez encontra-
do dicho camino se deja fija la arista e; un momento y se rota la arista
e; hacia otra posiciéon y se prosigue a construir un camino Hamiltoni-
ano con e, sobre todas las aristas, sin considerar la posicién anterior
de e; ni su actual posicién, repitiendo este proceso hasta encontrar un
ciclo Hamiltoniano de la grafica.
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Uno de los problemas para realizar con éxito esta generalizacion, radica
en determinar como iniciar y terminar la construccion de los caminos
Hamiltonianos intermedios, para que entre cada cambio de posicién
de la arista fija, se garantice que ya no se repitan configuraciones de
la grafica obtenidas anteriormente y que ademas los caminos puedan
conectarse entre si de forma continua sin que se bloquee su construccion.

Durante el andlisis de este método se obtuvo, que para graficas geo-
métricas planas con dos aristas y con 4, 5 y 6 vértices en posicion
convexa, existe un ciclo Hamiltoniano (figuras 4.1, 4.2 y 4.3). Estos
ciclos se encontraron por medio de prueba y error, al intentar deter-
minar la manera correcta para encontrar los caminos Hamiltonianos
intermedios utilizando la idea de la generalizacion antes mencionada.
El principal problema encontrado en la generacién de estos ciclo, radica
en que se tuvo que corregir manualmente los caminos intermedios para
poder construir el ciclo hamiltoniano final.

Obtener cotas para el diametro de la grafica de rotaciones de aristas en
graficas geométricas planas etiquetadas y gréficas geométricas planas
dirigidas.

El estudio de otro tipo de graficas geométricas planas, como los son las
arista etiquetadas y las dirigidas, se encuentra encaminado por la in-
tencién de generalizar los resultados obtenidos para graficas geométri-
cas planas. En el capitulo de resultados se presenta la demostracion
de la conexidad para las gréficas geométricas planas arista etiquetada
y para las graficas geométricas planas dirigidas, en dichas demostra-
ciones se hace uso del teorema 2, definido para graficas geométricas
planas y para finalizar la conversion entre dos gréaficas se deben con-
siderar las peculiaridades generadas por las restricciones extra de las
graficas (que sean arista etiquetadas o dirigidas) y estos pasos finales
son los que potencialmente aumentan la cantidad de rotaciones reali-
zadas para pasar de una grafica a otra. En particular hay que hacer un
andlisis del nimero de veces que se utilizan el lema 4 (para el caso de
las gréficas geométricas planas arista etiquetadas) y el lema 5 (para el
caso de las graficas geométricas planas dirigidas), analizando la comple-
jidad de dichos lemas se puede determinar el nimero de rotaciones de

aristas realizadas y de esta manera estimar el diametro de las graficas
ERLG(V, k) y ERDG(V, k).
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Figura 4.1: Ciclo Hamiltoniano para £RG(V,2) con cuatro puntos en posicién con-
vexa.

= Considerar algunas variaciones en la definicién de rotacién de aristas y
ver que sucede con la conexidad, la hamiltonicidad y el didmetro. Dos
de las variaciones en la operacion, se definen a continuacién:

e La rotacion sin restricciones de aristas, donde podemos rotar el
vértice libre de la arista, hacia cualquier vértice visible en la gréafica
de visibilidad del vértice fijo (figura 4.4)

e La rotacion local de aristas, donde dada una arista se determinan
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todas las posibles aristas hacia donde se puede rotar (con la defini-
cién de rotacién de arista estudiada) y la rotacién se restringe a
considerar unicamente a la primera arista en una rotacién en el
sentido de las manecillas del reloj y a la primera arista en una
rotacién en contra sentido de las manecillas del reloj (figura 4.5)

Para ambas definiciones de rotaciones, se define su grafica de rotaciones
de aristas correspondiente. Llamaremos UERG(V, k) a la gréfica de
rotaciones de aristas definida en graficas geométricas planas obtenida
al utilizar la rotacién sin restricciones. Y llamaremos LERG(V, k) a la
grafica de rotaciones de aristas definida en graficas geométricas planas
obtenida al utilizar la rotacién local de arista.

Particularmente UERG(V, k) y LERG(V, k) son conexas. ParaUERG(V, k)
debemos notar que la operacién utilizada es una rotacion mas general
que la rotacién de aristas definida y utilizada en el capitulo anterior,
por lo que utilizando los resultados obtenidos anteriormente podemos
garantizar su conexidad, por otra parte una cota inferior en el didmetro
y la hamiltonicidad, no se obtienen de forma directa de los resultados
anteriores, ya que por ejemplo UERG(V, k) presenta mas aristas que
ERG(V, k) lo que aumenta el grado de sus nodos, permitiendo de esta
manera la posibilidad de obtener un didmetro menor que ERG(V, k)
y ademas esta caracteristica podria garantizar la hamiltonicidad para
cualquier k < |E(T(V))|, ya que se proporcionan més formas de pasar
de una gréfica a otra. Para LERG(V, k) debemos notar que una secuen-
cia de rotaciones locales de una misma arista sobre un mismo vértice es
equivalente a una rotacion de arista, por lo que en la demostracién de
conexidad para ERG(V, k) podemos descomponer cada rotacién reali-
zada, por una sucesion de rotaciones de aristas locales, por lo que el
resultado de la conexidad para ERG(V,k) nos permite demostrar la
conexidad de LERG(V, k), por otra parte los resultados en el didmetro
y la hamiltonicidad no se pueden reutilizar directamente.

Restringir el angulo de rotacion de la arista y ver como se comportan las
propiedades de conexidad, hamiltonicidad y el didmetro de la grafica.
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Figura 4.2: Ciclo Hamiltoniano para ERG(V,2) con cinco puntos en posicién con-
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a) b)

Figura 4.4: a) Rotacién no restringida de la arista u = Ty, b) Los posibles candidatos
para la rotacién no restringida de la arista u, considerando como vértice
fijo a x.

a) b) c)

Figura 4.5: a) Rotacién local de la aristas u = Zg, b) Todas las posibles aristas hacia
donde puede rotar u tomando a x como pivote c) Las aristas hacia donde
puede rotar la arista u bajo una rotacién local (en este ejemplo solo existe
una arista, que corresponde a la primera arista en una rotacién en contra
del sentido de las manecillas del reloj).
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