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ABSTRACT

The objective of the research is to elaborate and validate a channel simulator with
noise and distortion of many types the same as real transmissions: [(channel with noise
AWGN (Additive White Gaussian Noise), acoustic noise, impulsive (transient) or
interference, signal distortion (phase difference between input and output), out of reach
or fading of the signal, echo, atmospheric noise (coming from -electromagnetic
radiations from solar and galactic origin), thermal noise (movement of free electrons
inside a conductor), electrostatic noise (generated from the presence of voltage with
current flow or without it), binary symmetric channel, (probabilistic) (abbreviation in
English BSCp), etc.].

The intention to realise a thesis theoretical-practical is born from the necessity to
protect the information, once we transmit information from one place to another or
when we store information to be used later. These facts followed to do a system of
coding-decoding able to detect and correct errors in a sequence of information, the
difficulty of the construction was an important factor in the selection of the systems to
use, BCH codes (Bose-Chaudhuri-Hocquenghen) were selected as very efficient, easy
and cheap to be constructed, after comparing the error probabilities of BCH codes with
the different error correction codes.

Foundation systems of transmission, modeling noise and distortion are presented. As
well as the main problem of the code theory. It is also showed an analysis of the
different strategies from construction, coding and decoding of codes BCH, their relation
and difference with other error correction codes.

The simulator can be considered like a step for the electronic construction of a coder-
decoder BCH, the idea is any person who wants to construct an electronic decoder, it
will be very useful to know its computer behavior and to have the trustworthiness with a
minimum of permissible error and this form to be able to apply them in the real life

Key words: transmission system, noise and distortion, modeling, error correction
codes, finite fields, codes BCH.



RESUMEN

El objetivo de esta investigacion es elaborar y validar un simulador de canal con
ruido y distorsion de varios tipos que se asemejan a las transmisiones reales: [canal con
ruido AWGN (Additive White Gaussian Noise), ruido acustico, impulsivo (transitorio)
o interferencia, distorsion de la sefial (diferencia de fase entre la entrada y la salida),
perdida de linea o desvanecimiento de la sefial, eco, ruido atmosférico (procedente de
radiaciones electromagnéticas con origen solar y galactico), ruido térmico (movimiento
de los electrones libres en el interior de un conductor), ruido electrostatico (generado
por la presencia de voltaje con o sin flujo de corriente), canal simétrico binario
(probabilistico) (siglas en inglés BSCp), etc.].

La intencion de realizar una tesis tedrica-practica nace de la necesidad de proteger
la informacion, ya sea cuando transmitimos informacion de un lugar a otro o cuando la
almacenamos para después usarla. Estos hechos llevaron a la realizacion de un sistema
de codificacion-decodificacion capaz de detectar y corregir errores en una secuencia de
informacion, la dificultad de la construccion constituyé un factor importante en la
seleccion de los sistemas a utilizar, se eligieron varios codigos como los BCH (Bose-
Chaudhuri-Hocquenghen) por ser muy eficientes, faciles y baratos de construir, después
de comparar las probabilidades de error de estos con los diferentes codigos correctores
de errores.

Se presentan los fundamentos de sistemas de transmision, modelacion de ruido y
distorsion. Asi como el problema principal de la teoria de codigos. También se presenta
un analisis de las diferentes estrategias de construccion, codificacion y decodificacion
de los codigos BCH, su relacion y diferencia con otros codigos correctores de errores.

Se puede considerar al simulador como un paso a la construccion electronica de un
codificador-decodificador BCH, la idea es que cualquier persona que quiera construir un
decodificador electronico, le sea de gran utilidad conocer el comportamiento
computacional y tener la confiabilidad con un minimo de error permisible y de esta
forma poder aplicarlos en la vida real.

Palabras clave: sistema de transmision, ruido y distorsion, modelacion, codigos
correctores de errores, campos finitos, codigos BCH.



PREFACIO

El origen de los cddigos correctores de errores se remonta a finales de la década
de 1940 con los trabajos germinales de Claude Elwood Shannon (Quién también fue
uno de los primeros en representar la informacion en términos de bits), cuyo principal
resultado es la publicacion de “Una Teoria Matematica de la comunicacion”. El trabajo
de Shannon, debe su importancia a que proporciona un estandar de rendimiento que no
puede ser excedido por ningin canal de comunicaciones y también contempla los
factores que limitan el rendimiento de un canal. Shannon demostré que dado un indice
de entropia (promedio de informacion) y si la cantidad de informacién que se desea
transmitir excede la capacidad de canal, entonces existirdn errores inevitables e
incorregibles durante la transmision. Lo relevante de sus estudios, fue la demostracion
de que si el indice de entropia esta por debajo de la capacidad de canal, entonces existe
una forma de codificar la informacién de modo que puede ser recibida sin errores.
Aunque, en estos comienzos, la teoria de los cddigos tenia un enfoque esencialmente
probabilistica. Shannon considerd que si existe redundancia’ (bits sumados al mensaje
codificado, de manera unica), usando mas simbolos y mas palabras de las necesarias
para transmitir un mensaje, probablemente esta redundancia es usada para mejorar la
habilidad de reconocer mensajes confiablemente y comunicar diferentes tipos de
informacion. Los sistemas que aplican esta redundancia generalmente son llamados
codigos correctores de errores.

Esto marco el nacimiento de la teoria de codigos, que es un campo de estudio
relacionado con la transmision de datos en un canal con ruido y/o distorsion y la
recuperacion de mensajes con errores, con lo que se abrid una importante linea de
investigacion en la elaboracion de codigos y algoritmos de decodificacion. El disefio de
buenos codigos correctores de errores, desde el punto de vista tedrico y practico, es un
importante problema en dicha teoria. Para determinar que tan bueno es un codigo
tedricamente, se pueden analizar sus parametros que frecuentemente son usados como
una medida de eficiencia del mismo, mientras que desde el punto de vista practico, un
codigo debe de admitir una eficiente decodificacion para que el codigo pueda ser
considerado optimo.

Posteriormente, con los primeros estudios sobre codigos ciclicos realizados por
Prange en 1957, los codigos correctores de errores pasaron a un enfoque mas
algebraico. Desde entonces la teoria de codigos algebraica ha hecho grandes progresos
en el estudio de codigos de correccion de errores que utilizan redundancia, aunque el
problema de esta teoria surge en una aplicacion de ingenieria es fascinante la
utilizacion de técnicas algebraicas modernas y clasicas que involucran campos finitos,
teoria de grupos y algebra de polinomios. Ademas, se relacionan con otras areas como
las que involucran Matematicas Discretas, especialmente la Teoria Numérica y la Teoria
de Disefios Experimentales. Surgiendo entonces muchos ejemplos practicos (atin en uso
hoy en dia) como los siguientes: codigos lineales, cddigos ciclicos, codigos de
Hamming, codigos de Golay, cédigos Reed-Muller, codigos BCH (Bose-Chaudhuri-
Hocquenghen), los cddigos de Reed-Solomon y Goppa (entre otros).

" El término “redundancia” se explica con detalle en la introduccién y se desarrolla en capitulos posteriores.



El objetivo de este trabajo de tesis es sefalar los codigos correctores de errores
como una parte importante de un sistema de comunicaciones, debido a que el ruido y
distorsion es inherente con probabilidad de provocar modificaciones en los bits que
representan la informacion transmitida. Aunque, existen otras técnicas de asegurar la
transmision de datos digitales a través de un canal con ruido y/o distorsion. Estos se
prefieren debido a que resulta en la mayoria de los casos ser el proceso mas econémico
para desarrollar un sistema confiable. Por ejemplo, en muchos sistemas de
comunicacion una alternativa para el uso de codificacion es simplemente proporcionar
suficiente energia a la sefal por unidad de informacion, para asegurar que la
informacion no codificada sea transmitida con la seguridad que se requiere. Sin
embargo, en muchos casos los cddigos correctores de errores pueden proporcionar la
seguridad requerida con menos energia que la operaciéon no codificada y seria
economicamente preferible esta solucion a pesar de incrementar la complejidad del
sistema. Por lo tanto, la teoria de cddigos ha sido un fendmeno en crecimiento (por mas
de medio siglo) y un gran campo de investigacion para los ingenieros en
comunicaciones, cientificos computacionales y matematicos. El contenido del trabajo de
esta tesis se menciona brevemente a continuacion.

Estructura de la tesis:

Este trabajo se divide en cinco capitulos y tres apéndices. En cada proposicion
extraida de algtin texto se indica la referencia correspondiente, por ejemplo [2; 222]
significa que el resultado que le sigue puede encontrarse en la pagina 222 de la
referencia [2].

En laintroduccion se presenta una idea general de la problematica de la transmision de
informacion en un sistema de comunicacion y del uso de la redundancia (codificacion)
que es un método de la teoria de los codigos detectores-correctores de errores.

En el primer capitulo se proporciona una coherente y estructurada clasificacion de los
tipos de ruido y distorsion, como son: térmico, de disparo, acustico, electromagnético,
transitorio, impulsivo y canal de distorsion. Ademas, se da una introduccion de la teoria
de la informacion y la teoria de la codificacion ideal. El capitulo concluye con la
modelacion de algunos de los mas importantes tipos de ruido.

El segundo capitulo esta dirigido al estudio de los conceptos generales de los codigos
lineales. Se presenta la definicion de los codigos lineales detectores-correctores de
errores como un subespacio de un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo
finito, y se definen sus tres principales parametros (longitud, dimension y distancia
minima). Se definen también las matrices generadoras y de chequeo de paridad (parity
check) de un coédigo lineal, las cuales determinan completamente al mismo. Al recibir
una palabra codificada, esto es un elemento del codigo, es necesario saber como
decodificarla por lo que se muestra un método general para decodificar un codigo lineal,
conocido como decodificacion por sindrome. Enseguida se estudian ciertos tipos de
codigos lineales: los llamados coédigos de Hamming, con capacidad de detectar y
corregir un error (que ademas tienen la maxima dimension que puede tener un
codigo lineal de longitud (g - 1) / (g - 1), para r 2 2, siendo q una potencia de la
caracteristica del campo finito) y también, se analizan los cddigos Reed Muller (lineales
pero no ciclicos). La mayoria de los codigos lineales que son usados en la practica son
ciclicos.



En el tercer capitulo se definen los cédigos ciclicos, una clase especial de codigos
lineales muy utilizados en la practica, como se menciona al final del segundo capitulo.
Se muestra una relacion entre este tipo de codigos y el algebra conmutativa y se hace
uso de esta relacion para calcular una matriz generadora para los mismos. Se analiza la
manera de decodificar algunos cdodigos ciclicos conocidos como los famosos métodos
de error trapping o captura del error y el de correccion de error burst o rafaga.

En € cuarto capitulo se definen los codigos BCH, capaces de corregir una cantidad
prefijada de errores y los codigos de Reed-Solomon un tipo de codigos BCH los cuales
tienen los parametros ideales de un c6digo y muy buenos para corregir errores en forma
de burst o rafaga. Se presenta también, los codigos alternantes que son una larga e
interesante familia que contiene los bien conocidos codigos Goppa.

En e quinto capitulo se presentan los resultados obtenidos de la simulacion por
computadora.

Presentacion de conclusiones finalmente se presentan las conclusiones obtenidas del
trabajo de tesis realizado.

Por ultimo, para tener mas claro un panorama de esta investigacion de tesis se
anexan los respectivos apéndices que sin duda seran de gran ayuda para el lector:
Apéndice (A) “Cotas en teoria de codigos”, Apéndice (B) “Factorizacion de
polinomios en un campo finito” y Apéndice (C) “Codigos BCH generados por
elementos primitivos”.

Uso de la computador a:

Existen muchas herramientas disponibles en Internet para ser utilizadas como
laboratorios de codigos correctores de errores, de modesto costo y gratuitas. Como el
tutorial que ofrece comptut.pdf con una introduccion a gap y magma y el laboratorio
que ofrece Mathlab y Maple.

http://www.mathworks.com/
http://www.maplesoft.com/

Es recomendable visitar dichas paginas. Pero, debido a sus restricciones y
limitaciones, este, fue un motivo mas que di6 lugar para la elaboracion de esta tesis.
Durante el desarrollo de la presente tesis, asi como en su conclusion, se uso la
aplicacion de las tecnologias computacionales como una herramienta para la
optimizacién de calculos de procesamiento, ordenamiento y analisis de los codigos
correctores de errores. Ademas, del uso de la computadora para la aplicacion de
algoritmos programables que facilitan el calculo algebraico.

Los programas que se elaboraron. Asi como, el simulador fueron realizados en
DEV C++, VISUAL C++ y JAVA en una plataforma ECLIPSE.



INTRODUCCION
El problema principal

Cuando en un sistema de comunicacion deseamos enviar informacién desde un
lugar origen (emisor) hasta un lugar destino (receptor) o si deseamos almacenar
informacion para que pueda ser usada posteriormente, frecuentemente nos encontramos
con la tarea de convertir mensajes® desde un alfabeto origen para que este pueda ser
transmitido a través de un canal. En la actualidad el método de transmision de la
informacion requiere traducir cada simbolo origen en una palabra binaria [palabra
binaria significa una secuencia finita (a; a; ....... a,), de uno(s) y cero(s)] para que esta
pueda ser transmitida por un sistema o canal de comunicacion de los que conocemos en
la actualidad par trenzado, coaxial, fibra 6ptica, o medios no guiados como el aire, agua,
vacio o incluso el espacio.

El problema que se tiene en la transmision de la informacion es que en nuestro
sistema de comunicaciéon y dispositivos de almacenamiento de datos, no son
completamente confiables ya que en la practica existe el ruido y distorsion. Es decir,
formas que producen interferencia o debilitamiento de la sefial que dafian nuestra
informacion original. Por ejemplo, un cero podria ser recibido como un uno, y un uno
podria ser recibido como un cero. Debido a esto, procedemos a convertir nuestra
informacion (codificar) a otra forma para que esta no pueda ser afectada durante su
transmision en un canal de comunicacién y después decodificarla. Por ultimo,
habilitarla para el usuario receptor.

Si tomamos en cuenta que en la vida real el ruido y distorsion se encuentran en
todas partes, la codificacion implica cambiar el mensaje codificado a un conveniente
codigo corrector de errores, con tan solo agregar informacion adicional llamada
redundancia (una pequefia variacion) para ser transmitido por un canal con ruido y/o
distorsion para que estos errores puedan ser detectados y corregidos posteriormente. Un
ejemplo de mensaje codificado es el utilizado para el codigo ASCII, el cual convierte
cada caracter en un byte de 8 bits.

MENSAJE MENSAJE CODIGO CORRECTOR
(EMISOR) CODIFICADO DE ERROR

!

RUIDO Y DISTORSION — CANAL

\ 4

\ 4

A 4

DECODIFICADOR DEL
USUARIO < MENSAJE CODIGO CORRECTOR
(RECEPTOR) DECODIFICADO DE ERROR

A

Figura 1 Esguemade canal de codificacion.

? El término “mensaje” se utiliza preferentemente para referirse a la informacion (voz, datos, musica, video, imagenes, etc.) antes de
que haya sido modificada a una forma de onda y pueda estar sujeta a errores y/o distorsion del canal, y el término “sefial” para el
mensaje después que haya sido modificado a una forma de onda para su transmision (ver figura 1 y posteriormente figura 1.7).



INTRODUCCION 2

Otro problema, sumado a lo anterior, por lo cual se usan los codigos correctores
de errores, es que algunos sistemas de telecomunicaciones no pueden tolerar el coste de
la repeticion de un mensaje cuando se corrompe por el camino. En su lugar, el mensaje
debe ser corregido de alguna forma en el destino. En estos casos es adecuado el uso de
un codigo corrector de errores.

Ejemplo 1. Supongamos que es enviada una sonda espacial a Marte con el objetivo de
detectar los cuatro elementos clasicos griegos (agua, aire, fuego y tierra), los mensajes
se codifican de la siguiente manera:

agua — 00, aire — 01, fuego — 10 y tierra — 11.

Suponiendo que el mensaje “agua”, el cual se codifica como 00, es transmitido
desde Marte, el mensaje puede llegar a ser distorsionado y puede ser recibido como 01.
El usuario puede no darse cuenta que el mensaje fue corrompido.

Como se aprecia en el esquema del canal de codificacion (ver figura 1) se puede
codificar el mensaje nuevamente para convertirlo en un cédigo corrector de errores,
por tan solo introducir redundancia para que los errores puedan ser detectados y
corregidos, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2. Aplicamos redundancia al ejemplo 1 y observamos:
00 — 000, 01 — 011, 10 —» 101 y 11 — 110.

Suponiendo nuevamente que el mensaje “agua”, el cual se codificé como 00 y con
redundancia como 000. Si existe un error en la transmision el mensaje recibido podria
ser 100, 010 o 001. De esta manera, podemos detectar un error ya que 100, 010 o 001
no se encuentran dentro de los mensajes codificados.

La codificacion anterior no permite corregir los errores detectados. Por ejemplo, si
suponemos que el mensaje recibido es 100 no sabemos si proviene de 000, 101 o 110.
Sin embargo, si mas redundancia es introducida, no solo podemos detectar errores sino
que también podriamos corregirlos. Por ejemplo, si disefiamos el siguiente esquema de
canal de codificacion.

00 — 00000, 01 — o1111, 10 — 10110 y 11 — 11001.

Suponiendo nuevamente que el mensaje “agua”, el cual se codificé como 00 y con
redundancia como 00000. Si existe un error en la transmision el mensaje recibido
podria ser 10000, 01000, 00100, 00010 o 00001. Suponiendo que 10000 es recibido.
Podemos decir, que 10000 proviene de 00000 por que hay al menos dos errores entre
10000 y los otros tres mensajes codificados 01111, 10110y 11001.

Nota: entre mas redundancia se aplique mayor sera la pérdida en velocidad de
transmision de la informacion.



INTRODUCCION 3

Ejemplo 3. Un método general para corregir I errores correctamente, es el de aplicar
redundancia 2r + 1 a un mensaje codificado de longitud k, donde r = 1. Por ejemplo,
para 01 que tiene un valor de K=2 y con r = 2. Se tiene que:

01 — 0101010101

La decodificacion se realiza por considerar las posiciones 1, 3, 5, 7y 9 de la
cadena recibida y tomar el bit que aparece mas frecuentemente en estas posiciones,
similarmente para las posiciones 2, 4, 6, 8 y 10 con el que obtenemos el segundo bit
decodificado. Por ejemplo, si recibimos la siguiente cadena:

1100010101

Su decodificacion es 01. Es claro que, en este caso especial, se pueden corregir
hasta dos errores correctamente. En general, podemos corregir hasta r errores
correctamente. Por obvias razones, este método es llamado codigo de repeticion. El
unico problema con este método es que implica bastante perdida de velocidad en la
transmision de la informacion. En esta tesis, presentaremos métodos mas eficientes.

La idea del canal de codificacion es obtener codigos correctores de errores con las
siguientes caracteristicas deseables:

1.- Rapida codificacién de mensajes.

2.- Facil transmision de los mensajes codificados

3.- Rapida y facil decodificacion de los mensajes recibidos.

4.- Maxima transferencia de informacion por unidad de tiempo.
5.- Maxima capacidad para detectar y corregir errores.

Los codigos correctores de errores han sido empleados para proteger la
informacion en el Internet o en un teléfono celular (transmision de datos, voz y video),
grabacion digital (musica o video en un CD-ROM o DVD) y también han sido usados
para corregir errores que ocurren en informacion trasmitida a través del espacio, etc.

El objetivo de la investigacion es elaborar y validar un simulador de canal con
ruido de varios tipos que se asemeja a las transmisiones reales y comparar las
probabilidades de error de los codigos BCH con los diferentes codigos correctores de
errores.

Existen diferentes tipos de decodificacion para los cuales algunos codigos
correctores de errores son mas apropiados que otros, el problema es conocer el
comportamiento de los mismos, bajo diferentes tipos de ruido y elegir el mas apropiado
de ellos. Es decir, que corrija el mayor nimero de errores.

Se aplicaran las tecnologias computacionales como una herramienta para la
optimizacién de céalculos de procesamiento, ordenamiento y analisis de los codigos
correctores de errores. Asi como, el uso de la computadora para la aplicacion de
algoritmos programables que facilitan el calculo algebraico, su implementacion para
minimizar el tiempo de ejecucion, la asignacion de altos rangos de datos y un rapido
procesamiento.



CAPITULO 1

RUIDO Y DISTORSION



1 RUDO Y DISTORSION

El ruido y la distorsioén son los principales factores que limitan la calidad de un
sistema de comunicacion. Por lo tanto, la modelacion, reduccion y separacion de los
efectos del ruido y distorsion han sido la base de la teoria y practica de un sistema de
comunicacion y del procesamiento de sefiales. La reduccion de ruido y la separacion de
la distorsion en una sefial, son problemas importantes en una comunicacion y sus
aplicaciones se encuentran en celulares moviles, reconocimiento de voz, procesamiento
de textos, procesamiento de imagenes, procesamiento de sefiales medicas, radares,
sonares y en muchas aplicaciones donde la sefial no se encuentra libre de ruido y
distorsion. En este capitulo, se analizardn las caracteristicas y la modelacion de
diferentes tipos de ruido y distorsion que afectan a una sefial en un sistema de
comunicacion.

1.1 RUIDO Y DISTORSION.

El ruido puede ser definido como una sefial no deseada que interfiere con la
comunicacion, el ruido por si solo es una sefial que contiene informacion
correspondiente al origen del ruido. Por ejemplo, el ruido que produce la maquina de un
automovil, la cual contiene informacion correspondiente a su motor. El ruido se puede
producir de muchas formas, desde ruido de audio de frecuencias acusticas proveniente
de movimiento, vibraciéon o colision debido a las revoluciones de los motores,
movimientos de los vehiculos, ventiladores de computadoras, “clicks” de encendido y
apagado, gente platicando, viento y lluvia, etc. Hasta ruido de radio-frecuencia
electromagnética que interfiere con la transmision de voz, imagen y datos sobre el
espectro de radio-frecuencia.

Sefial de distorsion, se refiere a cualquier alteracion no deseada de una sefal con
respecto a su forma original debido a las caracteristicas no ideales del canal de la
transmision, reverberaciones, eco y perdida de la sefial o atenuacion. Los tipos de
distorsion que pueden afectar una sefial son muchos incluyendo la distorsion no lineal,
la de frecuencia y la de fase.

La distorsiéon no lineal, es un término utilizado para describir el fenomeno de
una relacion no lineal entre las "entradas" y "salidas" de las sefales, y hay varias
subclases de esta distorsion. La distorsion al variar la amplitud (distorsion de amplitud).
La distorsion armonica se debe a la adicion de informacion con frecuencias armonicas
por parte de un circuito o transductor, casi siempre en forma directamente proporcional
a la amplitud de las entradas. La distorsion de intermodulacion agrega frecuencias que
no son por fuerza armonicos de las frecuencias componentes. La distorsion de revoloteo
(flutter) se debe a desviaciones de la base de tiempo en mecanismos fisicos, o en
componentes electronicos, como los osciladores. La distorsion de frecuencia, es un
fenomeno en el que las salidas contienen frecuencias que no estaban presentes en las
entradas. La distorsion de fase, se refiere a relaciones de fase que difieren entre las
entradas y las salidas.
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El ruido y la distorsion pueden causar errores de transmision y corromper un
proceso de comunicacion. Por lo tanto, el procesamiento del ruido y distorsion es una
parte importante de las modernas telecomunicaciones y sistemas de procesamientos de
sefales. Dependiendo de su origen el ruido y la distorsion pueden ser clasificados
dentro de las siguientes categorias, que indican su naturaleza fisica:

a) Ruido electromagnético: representa todas las frecuencias y en
particular a las radio frecuencias. Todos los aparatos eléctricos,
transmisores y receptores de radio y television, los generadores
electromagnéticos de ruido, etc.

b) Ruido acustico: su origen es a partir del movimiento, vibracién o
colision. Es muy similar al ruido que se presenta en un ambiente de
nuestras vidas cotidianas y con diferentes grados de magnitud. El ruido
acustico es generado por movimiento de autos, aire acondicionado,
ventiladores de computadora, trafico, gente platicando, viento, lluvia, etc.
c¢) Ruido electrostatico: generado por la presencia de un voltaje con o sin
flujo de corriente. La iluminacién fluorescente es el ejemplo mas comun
de un ruido electrostatico.

d) Canal de distorsion, eco y desvanecimiento: debido a caracteristicas
no ideales del canal de comunicacion. Canales de radio, tales como las
frecuencias de microondas usada por operadores de teléfonos celulares
moviles son particularmente sensibles a las caracteristicas de propagacion
y al ambiente del canal de comunicacion.

€) Procesamiento de ruido: es el ruido que resulta del procesamiento
digital/analégico de las sefales. Ejemplos son: el ruido de cuantizacion en
la codificacion digital de voz o imagenes, o la pérdida de paquetes de
datos en un sistema de comunicacion de datos digitales.

Dependiendo de las caracteristicas de frecuencia o tiempo, el ruido puede ser
clasificado de la siguiente manera:

1.-Ruido de banda ancha: es el proceso de ruido con amplitud de banda
estrecha que llegan a tener 50/60 Hz “Hum o Buzz™ de alimentacién
eléctrica.

2.-Ruido blanco: AWGN (Additive White Gaussian Noise) es un ruido
puramente aleatorio que tiene un espectro de potencia plana. El ruido
blanco tedricamente contiene todas las frecuencias en igual intensidad.
3.-Ruido blanco de banda limitada: es un ruido con espectro plano y
limitado ancho de banda que usualmente cubre el espectro limitado de un
dispositivo o sefial de interés.

4.-Ruido coloreado: es un ruido no blanco o cualquier ruido de banda
ancha el cual el espectro no tiene una forma plana; ejemplos son ruido
rosa, ruido marrén y ruido autoregresivo.

5.-Ruido impulsivo: consiste en pulsos de ruido de corta duracion de
amplitud y duracion aleatoria.

6.-Ruido transitorio: consiste de pulsos de ruido de larga duracion.

3 Zumbido constante, normalmente regular o periédico, producido por una red eléctrica simple o armonicamente complejo.



Ruldo Y distorsion 6

1.1.1 Ruido blanco.

El ruido blanco AWGN es una sefial aleatoria que se caracteriza porque sus
valores de sefial en dos instantes de tiempo diferentes no guardan correlacion
estadistica. Como consecuencia de ello, su densidad espectral de potencia es una
constante, i.e, su grafica es plana. Esto significa que la sefial contiene todas las
frecuencias y todas ellas tienen la misma potencia. Igual fenomeno ocurre con la luz
blanca, lo que motiva la denominacion. Un ruido que tiene la misma potencia para todas
las frecuencias necesitaria ser de potencia infinita, aunque esto es solo un concepto
tedrico. Sin embargo, un ruido de banda limitada con densidad espectral de potencia
plana que llegara a cubrir e interferir un sistema de comunicacion de banda ancha, es
llamado un proceso con ruido blanco. En la figura 1.1 podemos observar la forma que
tiene el ruido blanco.
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i []
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Figurall (a) Ruidoblanco (t=tiempo) y (b) Su potenciaespectral.
Fuente: “Vaseghi, 2000”.

1.1.2 Ruido coloreado.

El término ruido coloreado (correlacionado) se refiere a cualquier ruido de banda
ancha con una densidad espectral de potencia que no sea blanco. Por ejemplo, la
mayoria del ruido de audiofrecuencia, como el ruido del movimiento de vehiculos,
ruido de los ventiladores de computadoras, o el ruido de gente platicando, aparatos
eléctricos, etc. Todos estos ejemplos poseen un espectro que no es blanco, con un
predominio de bajas frecuencias y dependiendo de la forma que tenga la grafica de la
densidad espectral de potencia del ruido, se definen diferentes colores. También, un
ruido blanco al pasar por un canal es "coloreado" debido a la forma del espectro del
canal. Dos clasicas variedades de ruido coloreado se muestran en las figuras 1.2 y 1.3
ruido rosa y el ruido marrén respectivamente.
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Figural2 (a) Sefialruidorosa y (b) Su magnitud espectral.
Fuente: “Vaseghi, 2000”.
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Figural.3 (a) Sefial ruidomarron 'y (b) Su magnitud espectral.
Fuente: “Vaseghi, 2000”.

1.1.3 Ruidoimpulsivo.

El ruido impulsivo es aquel ruido cuya intensidad aumenta bruscamente durante
un impulso de duracion corta, debido a una gran variedad de fuentes, como ruido de los
interruptores, adversidades en el medio del canal del sistema de comunicacion, surcos o
degradacion de superficie de grabaciones de audio, "clicks" de los teclados de las
computadoras, etc. Por ejemplo, en el contexto de las sefales de audio, podemos tener
impulsos de 3 milisegundos de duracion, la duracion de este impulso es breve en
comparacion con el tiempo que transcurre entre un impulso y otro. Incide
fundamentalmente en la transmision de los datos, se debe basicamente a fuertes
inducciones consecuencias de conmutaciones electromagnéticas.

‘ r(t) =6 (m) R(7)
(a) T P = =
t .
ﬁ r (0 A RO f
(b) A . o -
t
r (1t ‘ R() f
R
e - -

Figura 1.4 (a) Ruido impulsivo ideal y su espectro de frecuencia (t = tiempo y
f=frecuencia), (b) y (c) Pulsos de duracion cortay su respectivo espectro
de frecuencia.

Fuente: “Vaseghi, 2000”.
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1.1.4 Ruidotransitorio.

El ruido transitorio a diferencia de un ruido impulsivo tiene una larga duracion y
una alta proporcion de energia que esta contenida en bajas frecuencias y ocurre menos
frecuentemente que un ruido impulsivo. Los origenes del ruido transitorio son variados
y pueden ser: electromagnéticos, acusticos o debido a defectos fisicos cuando se tiene
una informacion almacenada, como es el caso de los discos compactos. Los ejemplos
del ruido transitorio incluyen el ruido por encendido y apagado en lineas telefonicas,
ruido transitorio debido al encendido y apagado por la cercania de aparatos eléctricos,
sonidos “click” producidos por la computadora, ralladuras, defectos o dafios en discos
donde se guarda informacién almacenada, etc.

(0

AN .
| f
(a)

(b)

Figural5 (a) Esquemaderuido transitoriode un graméfonoy (b) Esquema
promedio de un ruido transitorio obtenido de un graméfono.
Fuente: “Vaseghi, 2000”.

1.1.5 Ruido térmico.

El ruido de Johnson—-Nyquist (ruido térmico, ruido de Johnson, o ruido de
Nyquist)*. El concepto de ruido térmico tiene sus fundamentos en la termodindmica y
esta asociado con los movimientos aleatorios, dependientes de la temperatura, de las
particulas libres, como las moléculas gaseosas en un recipiente o los electrones en un
conductor. Aunque el promedio de estos movimientos aleatorios tiende a cero, son las
fluctuaciones sobre este promedio las causantes del ruido térmico. Por ejemplo, los
movimientos y choques de las moléculas gaseosas en un espacio confinado producen
fluctuaciones aleatorias sobre el promedio de la presion. Como la temperatura aumenta,
la energia cinética de las moléculas y el ruido térmico aumenta.

Similarmente, un conductor eléctrico contiene un gran nimero de electrones libres,
junto con iones que vibran aleatoriamente alrededor de sus posiciones de equilibrio
oponiéndose al movimiento de los electrones. El movimiento libre de los electrones
constituye corrientes espontaneas aleatorias, o ruido térmico. Como la temperatura del
conductor aumenta los electrones se mueven hacia los estados de mayor energia
incrementandose los flujos de corriente aleatorios.

El ruido térmico es aproximadamente blanco, lo que significa que su densidad
espectral de potencia es casi plana. Ademas, la amplitud de la sefial sigue una
distribuciéon gaussiana.

4 Este tipo de ruido fue medido por primera vez por John B. Johnson en 1928 en los Bell Labs. Comunicé su hallazgo a su
compafiero Harry Nyquist, quién elabor6 la explicacion técnica del fenémeno. 5 de marzo de 2009,
http://es.wikipedia.org/wiki/Ruido_de_Johnson-Nyquist.
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Para una resistencia metalica, el valor de voltaje instantaneo debido a ruido térmico
es dado por:
V? = 4KTRB (1.1)

donde k = 1.38x107% joules/kelvin (constante de Boltzmann), T es la temperatura
absoluta en grados Kelvin, R es la resistencia en ohms y B es el ancho de banda. De la
teoria de circuitos, la maxima potencia debida a un generador de ruido térmico, disipada
por una resistencia R es dada por:

2 2
P, =i’R=| Y™ | R=Y_ _ KTB(W) (12)
2R 4R

donde Vs es la raiz del voltaje al cuadrado. La densidad de potencia espectral del
ruido térmico esta dado por:

PN(f):KzT(w/Hz)) (1.3)

Conclusion: la temperatura de ruido especifica la potencia de ruido térmico en una
resistencia acoplada.

1.1.6 Ruido dedisparo.

El ruido de disparo es causado por la variacion aleatoria de emision de electrones
que generan una fluctuacion en el flujo promedio de particulas en el elemento de salida
de un dispositivo electronico, tal como un diodo, transistor de efecto de campo,
transistor bipolar o tubo de vacio. El ruido de disparo fue observado por primera vez en
la corriente del catodo de los amplificadores de tubo de vacio y fue descrito por W.
Schottky (1918)°. Dos ejemplos mas, son el flujo de fotones en un rayo laser y el flujo
de fotoelectrones emitidos en fotodiodos. Consideremos una corriente eléctrica como el
flujo discreto de cargas eléctricas, si las cargas actiian independientemente, la corriente
de fluctuacion es dada por:

l o (rms) = (2el  B)"* (14

donde (rms es la raiz media cuadratica) y la carga del electron es e =1.6x10™"° coulomb
y B es el ancho de banda.

1.1.7 Ruido electromagnético.

Cada dispositivo eléctrico que genera, consume o transmite energia es una fuente
potencial de ruido electromagnético e interferencias para otros sistemas. En general, la
alta tension o el nivel de corriente y la proximidad a circuitos o dispositivos eléctricos,
producirdn en su mayoria el ruido inducido. Las fuentes mas comunes de ruido
electromagnético son los transformadores, transmisores de radio y television,
transmisores de microondas, teléfonos moviles, lineas de corriente alterna, encendido de
motores y motores en marcha, generadores, relevadores, ldmparas fluorescentes y hasta
tormentas eléctricas. El ruido eléctrico de estas fuentes se puede dividir en dos tipos:

Ruido por campo electrostatico,
Ruido por campo magnético.

3 Vaseghi, Saeed V. “Advanced Digital Sgnal Processing and Noise Reduction” . New York: Wiley, Second Edition, 2000.
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Los campos electrostaticos se generan por la presencia de tension, con o sin paso
de corriente. Las luces fluorescentes son una de las fuentes mds comunes de ruido
electrostatico. Los campos magnéticos son creados tanto por el flujo de la corriente
eléctrica como por la presencia de magnetismo permanente. Los motores y los
transformadores, son ejemplos del primer caso y el campo magnético terrestre, es un
ejemplo del segundo caso. En ocasiones, la mayoria de las fuentes de ruido producen
combinaciones de ambos tipos de ruido, complicando el problema de reduccion del
ruido.

1.1.8 Ruido dedistorsion.

En la transmision de sefales a través de un canal, las sefiales son producidas y
distorsionadas debido a la frecuencia de respuesta y las caracteristicas de atenuacion del
canal. Hay dos principales manifestaciones de las distorsiones del canal: distorsion de
magnitud y distorsion de fase. Ademas, en radio comunicaciones tenemos el efecto de
multiples caminos, es cuando la sefial transmitida toma diferentes rutas hasta el
receptor. Esto da lugar a multiples versiones de la sefial con diferentes retrasos y
atenuaciones. Las distorsiones del canal pueden degradar la sefial o incluso interrumpir
el proceso de comunicacion.

‘X(f) Entrada A Canal de Distorsion i Salida
H(f)
No No -
invertible Invertible invertible YH=X(NH ()
[~ IR ST e —
Canal con
Ruido
f £ -
i) (b) (©)

Figura1l.6 (a) Entradadel espectrodelaseial, (b) El canal defrecuenciade
respuesta y (c¢) El canal desalida.

Figura 1.6 (b) Ilustra la frecuencia de respuesta de un canal con una region
invertible y dos no invertibles. En las regiones no invertibles, la frecuencia de la sefal
esta fuertemente atenuada y cae en ruido. En la region invertible, la sefial es
distorsionada pero se puede recuperar. Para recuperar la sefial distorsionada se utilizan
ecualizadores y filtros que se han convertido en componentes esenciales en un moderno
sistema de comunicacion digital. Otra forma, de uso hoy dia, es el de utilizar codigos
correctores de errores, con los que se puede recuperar la sefial si esta ha sido atenuada o
distorsionada y que debido al costo que implicaria utilizar ecualizadores y/o filtros o
cualquier otra forma de reduccion de ruido, utilizar codigos correctores de errores son
preferidos a pesar de incrementar la complejidad de la decodificacion de una senal.
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1.2 EL CONCEPTO DE CODIFICACION IDEAL.

La contribucion de la Teoria de Cddigos y la comprension de sus limitaciones
requieren conocimientos de la Teoria de la Informacion, ya que sus teoremas
importantes delimitan el funcionamiento de un sistema de comunicacioén. Debido a que
la Teoria de la Informacion tiene alta relevancia con la Teoria de Cddigos, es posible
hoy en dia, alcanzar el funcionamiento de los limites en la Teoria de la Informacion, el
¢xito ha sido por situar el problema de los cddigos mas completamente en el contexto de
comunicacion; para poder asimilar un problema de cddigos mas cercanamente en la
detecciéon de un problema en la sefial transmitida®, en vez de tratar con el problema de
codigos principalmente como una combinacion discreta.

Esta tesis es dedicada esencialmente al estudio de la codificacion de la
informacion y de su correspondiente decodificacion, partiendo de simular la forma de
onda a la que llamaremos sefial, la cual es un método para comunicar informacién (ver
cuadro con punto y linea de la figura 1.7) y con la cual se puede realizar la simulacién
de transmision de informacion con diferentes tipos de ruido y distorsion.

|
; I
) ) ) | .

INFORMACION |, COMPRESION |3 ENCRIPTACION | | ~ CODIFICACION I
DE DATOS (SEGURIDAD) | | (PROTECCION DEERROR) | |
' :
! MODULACION i
' (GENERACION DE |
! FORMA, _DE ONDA) |

[ i

ORIGEN DE LA
TEORIA DE CODIGOS CANAL
Y ALGUNASVECES (RUIDO Y DISTORSION)

TEOREMA DE LA ,-----------l----—-------,
DISTORSION i - i
| DEMODULACION i
i (RECEPCION DE :
: FORMA DE ONDA) :
i v i
USUARIO |¢ DESCOMPRESION |¢—| DESENCRIPTACION |¢l{ DECODIFICACION |
DE DATOS (SEGURIDAD) I | (PROTECCION DE ERROR) | |
[ i

Figural7 Esguema general deun sistema o canal de comunicacion.

Algunos de los criterios para evaluar si un sistema de comunicacién es ideal o
perfecto son el costo, el ancho de banda del canal utilizado, la potencia del transmisor
requerida y la demora a través del sistema. A continuacidon, analizaremos estos
conceptos.

En sistemas digitales, el sistema optimo se define como aquel que reduce al
minimo la probabilidad de error de bit’ en la salida del sistema, sujeta a limitaciones
sobre la energia transmitida y el ancho de banda del canal.

¢ Como se demostrard posteriormente diferentes problemas en la sefial requeriran diferentes tipos de codigos correctores de errores.
7 Algunos autores utilizan BER (Bit error rate) como un sinénimo de probabilidad de error de bit. BER se refiere al indice del
namero de bits recibidos incorrectamente con respecto del total de nimeros de bits enviados.
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Esto hace que surja una pregunta jes posible inventar un sistema de
comunicacion digital sin errores aun cuando se introduzca ruido?, Shannon (1948)
contestd esta pregunta y la respuesta es si, conforme ciertas suposiciones. Antes de
Shannon, Nyquist (1924) y R.V.L. Hartley (1928) realizaron estudios matematicos
sobre la capacidad de comunicacién desarrollada por circuitos telegraficos, de hecho
Shannon se basé en las ideas de Nyquist y Hartley sobre transmision de informacion y
de las siguientes definiciones.

Definicion 1.2.1 La informacion enviada desde una fuente digital cuando se transmite
el mensaje j-ésimo esta dada por

1.
I, = log{]blts (1.5)
R
donde P; es la probabilidad de transmitir un mensaje j-ésimo.

Definicion 1.2.2 La entropia H es el promedio de informacion, tal que, para un mensaje
binario con probabilidades de salida p y 1-p, el promedio de informacion sera dado por:

H =—plog, p~(1- p)log, (1~ p)hits (1.6)

donde p = 0.5, que se refiere a la maxima probabilidad de ocurrencia de cada uno de
los simbolos. En general para m numero de mensajes originales diferentes posibles, la
medida de la informacién promedio de una fuente digital es

m m 1 .
H=>PI, =Z;P] log{ijltS (1.7)
= j

j=1

donde P; es la probabilidad de enviar el mensaje j-ésimo.

Ejemplo 1.2.3 Determine el contenido de informacion de un mensaje compuesto de
una palabra de 12 digitos de longitud en la que cada digito puede adoptar uno de cuatro
niveles posibles. Se supone que la probabilidad de enviar cualquiera de los cuatro
digitos es igual y que el nivel en cualquier digito no depende de los valores adquiridos
por digitos previos.

En una cadena de 12 simbolos (digitos) donde cada simbolo consiste en uno de los
cuatro niveles, existen 4'2 diferentes combinaciones o palabras que se pueden obtener.
Como cada nivel es igualmente probable, todas las diferentes palabras son igualmente
probables. De hecho

1 1 12
P = () ;  De otramanera, |, =log,

TR = 24 (bits).

1
(e
3)

En este ejemplo se ve que el contenido de informacion en cualquiera de los
posibles mensajes es igual a cualquier mensaje posible | = 24 bits. Por consiguiente, la
informacion promedio H es 24 bits. Suponiendo que tinicamente dos niveles (binarios)
fueran permitidos para cada digito y que todas las palabras fueran igualmente probables,

entonces el contenido de informacion |;= 12 bits y el promedio de informacion seria
H = 12 bits.
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Definicion 1.2.4 La velocidad de la fuente esta dada por

Rzﬁbits/seg (18

donde H es la entropia y T es el tiempo requerido para enviar el mensaje.

Con ello, Shannon demostré que en caso de una sefial con ruido blanco la
capacidad de un canal C (bits/seg) se puede calcular de modo que si la velocidad de
transferencia de la informacién R (bits/seg) fuera menor que C, la probabilidad de
errores en los bits tenderia a cero, lo anterior es conocido como el teorema de Shannon-
Hartley y su ecuacion es

C= Blog2(1+§j (1.9)

donde B es el ancho de banda del canal en hertz (Hz) y S/N es la relacion de potencia
sefal a ruido (watts/watts, no db).

En la ley de Shannon—Hartley se observan caracteristicas de un canal de
comunicacion: potencia de la sefal, nivel de ruido y ancho de banda, las cuales son
usadas para derivar el canal de capacidad C, mientras la velocidad de transmision se
encuentre por debajo de C, la probabilidad de error en la informacién enviada puede ser
baja o nula, usando la codificacion para disminuir el costo de la potencia mientras se
consume un mayor ancho de banda. Por ejemplo, suponiendo S/N=15 y B=3kHz resulta
una C=12kbits/s. Alternativamente, se puede reducir S/N a 7 e incrementar B hasta 4
kHz para alcanzar la misma capacidad. De otra manera, para una capacidad fija de
canal, el ancho de banda B se puede reducir a cambio de un aumento en S/N.
Similarmente, para conocer y disminuir un indice de error de decodificacion, se puede
incrementar la potencia de la sefial, o incrementar el ancho de banda del canal
agregando codigos de correccion de errores, este ultimo es preferido por reducir el costo
del sistema a pesar de aumentar la complejidad del mismo.

Para una codificacion ideal, el teorema de Shannon-Hartley (ecuacion 1.9),
determina la S/N = E/N, requerida (Ey es la energia requerida para transmitir un bit).
Esto es, si la velocidad de la fuente es menor que la capacidad del canal, la codificacion
optima permitira que informacion original se decodifique en el receptor con P.— 0 aun
cuando exista algo de ruido en el canal. A continuacion se determinard la Ey/N,
requerida de modo que  P. — 0 con la codificacion ideal (desconocida). La sefial
codificada ideal no esta limitada en cuanto al ancho de banda, asi que, de acuerdo con la
ecuacion (1-9),

_I7 Sy B /T,
C—|B|_|:I]{Blog2(l+Nj} |B|_|:D{Blog2(l+ N.B ]}

1+ (E,/N,T, )X]
, 10 [ b 0'b
C=[imi =

x—0 X
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donde T, es el tiempo requerido para enviar un bit, y Ny es la potencia del ruido
que ocurre dentro del ancho de banda de la sefal.
La densidad espectral de potencia (PSD) es P,(f) = Ny/2 y la potencia del ruido es:

N = [0 R (1) = f;(’;"jdf _N,B (1.10)

donde B es el ancho de banda de la sefial. Para evaluar este limite se utiliza la
regla de L’Hopital.

C:“'m 1 E log, e} = E, (1.11)
o |1+ (B, /N )X\ N T, N,T,1n2

Si se envia una sefial a una velocidad cercana a la capacidad del canal, P.—0 (es
decir, el sistema 6ptimo). Por consiguiente, 1/Ty, = C, o, utilizando

1 E,
1_ & Ey/No= 1n 2 = —1.59 dB 112
T~ NT.In2 © bR (112)

Para el caso de una codificacion ideal, el teorema de Shannon-Hartley (ecuacion
1.9), donde el valor minimo Eb/No es -1.59 dB que permite que una sefal pueda ser
decodificada sin errores y este valor es llamado el limite de Shannon. De este modo,
Shannon demostré una meta de rendimiento teérico (limite de Shannon) que hay que
tratar de lograr con sistemas de comunicacion practicos. Los sistemas que se aproximan
a esta meta por lo general incorporan codigos de correccion de errores. Por ejemplo,
para un BPSK® sin codificar y BPSK codificado como un codigo Golay (23, 12) se
puede observar en la figura 1.8 una ganancia de codificacion de 1.33 dB es realizada
para un BER de 10°. La ganancia de codificacién se incrementa si la BER es mas
pequeiia como se puede ver con una ganancia de codificacion de 2.15 dB aplicada
cuando Pe=10'5.

Figural.8 Rendimiento delossistemasdigitales, cony sin codificacion.

8 (BPKS, Binary phase-shift Keying) es una forma de modulacion de la amplitud en la cual un bit es representado en una forma de
onda para su transmision y es llamado “phase-shift keying” por que su cambio de fase es de 180°.
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1.3 MODELACION DEL RUIDO.

El objetivo de la modelacion es caracterizar las estructuras y los parametros de
una sefial o de un proceso de ruido. Para modelar un ruido adecuadamente,
necesitaremos una estructura para modelar las caracteristicas temporal y espectral del
ruido, una exacta modelacion del ruido es la clave para un sistema de comunicacion
confiable, ya que la clasificaciéon de una sefial con ruido y distorsion depende de la
disponibilidad de una buena sefial y un buen modelo de ruido y distorsion. Ademas, el
uso de estos modelos dentro de un marco de la teoria Bayesiana. En este apartado
consideraremos la modelacién de algunos de los principales tipos de criterios usados
para asegurar la calidad de las sefiales: modelo de estados finitos [Canal Simétrico
Binario (Binary Simetric Channel o BSC) y Modelos De Markov Escondidos (hidden
Markov model 0o HMM)], método Quasianalitico (QA), relacion sefial a ruido (SNR) y
varios aspectos de produccion de error.

1.3.1 Modelo de estadosfinitos.

El modelo de estados finitos cae dentro de dos categorias. L.a primera categoria,
llamada modelo de estados finitos sin memoria, puede ser considerada un caso derivado
de la clase general debido a que tales modelos tienen un singular estado. Los modelos
sin memoria son usados para modelar la transmision de errores desde la entrada hacia
la salida, asumiendo que la probabilidad de error para cualquier simbolo de entrada no
es afectado por lo que suceda para cualquier otro simbolo de entrada, tales modelos son
aplicables a sistemas de comunicacion con ruido AWGN y en dificiles sistemas de
comunicacion binaria, se asumiria que los errores de bit son no correlacionados’.

En la segunda categoria, llamada modelo de estados finitos con memoria, se
aplican a situaciones donde la transicion'® de los simbolos de entrada a los simbolos de
salida son temporalmente correlacionados, i.e., la probabilidad de transiciéon de los
simbolos recibidos es correlacionado con la transicion de la anterior y/o los siguientes
simbolos. Este sera el caso en los sistemas que tienen desvanecimiento, ruido impulsivo
y ruido transitorio, etc. La correlacion temporal de la variacion de la amplitud de las
senales debido a los casos anteriormente mencionados, causan errores en la
transmision y estos errores tienden a ocurrir en forma de burst o rafaga, a estos canales
se les llama canales de error burst o canales con memoria.

1.3.1.1 Modelo de estados finitos sin memoria: (Canal Simétrico Binario BSC)

Comenzaremos con algunas definiciones basicas.
Definicion 1.3.1.1.1 Sea A = {&;, a&,..., 8} un conjunto de tamafio ¢, al que
llamaremos alfabeto del codigo y cuyos elementos son llamados simbolos del codigo.

(i) Una palabra g-aria de longitud nsobre A es una secuencia w = w;wy... Wy
donde cada w; € A para toda i. Igualmente, w es considerada como un vector
(Wi, ..., Wn).

(i) Un codigo de bloque g—ario de longitud n sobre A es un conjunto no vacio C
de palabras g- arias con la misma longitud n.

% En probabilidad y estadistica, la correlacion indica la fuerza y la direccion de una relacion lineal entre dos variables aleatorias.
' Accion de pasar de un estado a otro, la transicion de un estado a otro es gobernado por alguna regla probabilistica la cual es parte
del modelo.
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(iii) Cada elemento de C es llamado palabra cédigo en C.

(iv) El nimero de palabras codigo en C, denotado por |C|, es llamado tamafo de
C.

(v) El promedio de informacion del cédigo C de longitud n se define como
(logq [Cl)/n.

(vi) Un codigo de longitud n'y tamafo M es llamado codigo-(n, M).

En la practica, generalmente el alfabeto del codigo se toma como un campo finito
de Fqde orden g. Ademas, un codigo sobre el alfabeto F, = {0, 1} es llamado cédigo
binario, sobre el alfabeto F; = {0, 1, 2} es llamado c6digo ternario, etc.

Definicion 1.3.1.1.2 Un canal de comunicacidn consiste de un canal con alfabeto finito
A={ay, &,...., 8q} y un conjunto de probabilidades del canal P (g recibida | & enviada),
tales que

q
> P(arecibida| aenviada) =1
j=1

para toda i. Donde P (g recibida | a enviada) es la probabilidad condicional de que el
simbolo g es recibido, dado que el simbolo & fue enviado.

Definiciéon 1.3.1.1.3 Un canal de comunicacion se dice ser sin memoria si el resultado
de cualquier transmision es independiente del resultado de transmisiones previas; i.e., si
C=C1C2++ Cy Y X = Xg X2 - X son palabras de longitud n, entonces

P(x recibida| c enviada) = 1ﬂ[P(>g recibida|c enviada).
i=1

Definicion 1.3.1.1.4 Un canal g-ario simétrico es un canal sin memoria con alfabeto de
tamafio g tal que:

(i) Cada simbolo transmitido tiene la misma probabilidad p (<1/2) de ser recibido
con error.

(i1) Si un simbolo se recibe con error, entonces cada uno de los q — 1 posibles
errores es igualmente probable.

En particular, el canal simétrico binario (BSC) es un modelo de canal sin memoria el
cual tiene un alfabeto {0, 1} y con las siguientes probabilidades del canal

P(1 recibido| 0 enviado) = P(0 recibido|1 enviado) = p,

P(0 recibido|0 enviado) = P(1 recibido|1 enviado=1- p.

Por lo tanto, la probabilidad de bit de error en un BSC es p. Este es llamado
probabilidad de cruzamiento del BSC como lo muestra la siguiente figura.

Figural.9 Canal Simétrico Binario (BSC).
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Ejemplo 1.3.1.1.5 Suponemos que las palabras codigo de el codigo {000, 111} son
enviados en un BSC con p = 0.05. Supongase que 110 es recibido. Calcularemos la mas
parecida palabra codigo que fue enviada tan solo por calcular sus probabilidades de
canal.

P(110 recibido| 000 enviado) = P(1 recibido|0 enviado)’ x P(0 recibido|0 enviado)

=(0.05)% x (0.95) = 0.002375,
P(110 recibido|111 enviado) = P(1 recibido|1 enviado)’ x P(0 recibido|1 enviado)

= (0.95)* x (0.05) = 0.045125.

Como se puede observar, la segunda probabilidad es mas grande que la primera y se
concluye que 111 es la mas parecida palabra codigo que se envio.

Una extension del modelo BSC es el caso donde la entrada y la salida pertenecen a
un alfabeto M-ario como se muestra en la figura 1.10 (b). Otro ejemplo que se muestra
en la figura 1.10 (c) es usado para canales sin memoria en el cual la salida del canal es
cuantizado a diferentes numeros de niveles. En estos modelos la probabilidad de
transicion es estimada por simular el promedio de datos como:

Pe) = ;‘l (1.13)

donde N; es el numero de ocurrencias de los simbolos de entrada i-iesSmo y n; es el
numero de veces que los simbolos de entrada aparecen como las salidas jth.

La simulacion del canal mostrado en la figura 1.10 también implica la generacion
de un niimero aleatorio para cada simbolo de entrada la cual determina la transicion de
entrada-salida de los simbolos del canal.

0
U 0 1
0 W 0 pa ENTRADA SALIDA
z 1 2
1 1
() 11 3
(a2) Canal (b)  Canal () Canal
binario a binario M-ario a M-ario binarie a M- ario

Figura 1.10 Otrosejemplosde modelo de canal discreto sin memoria.
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1.3.1.2 Modelo de estados finitos con memoria: (Modelos Markovianos Escondidos HMM).

Para canales con memoria el modelo mas comunmente usado con variacion de
tiempo, es el modelo de estados finitos'' de Markov, existen varias razones para su
popularidad. Estos modelos son analiticamente tratables, su teoria es bien establecida en
la literatura estadistica y han sido aplicados para problemas de comunicacion. Por
ejemplo, para modelar salidas de informacion (voz y secuencia de imagenes) con origen
discreto. Ademas, es una eficiente técnica computacional para simular o estimar errores
provocados por ruido en un sistema de comunicacion.

Consideremos un canal con desvanecimiento en el cual la sefial recibida durante
una gran parte del tiempo se mantiene aceptable pero, la otra parte se mantiene bajo el
umbral de aceptacion (desvanecimiento). Podemos asumir que el canal cambiara sus
posiciones con respecto al tiempo en uno de los siguientes dos estados: (1) Un buen
estado en el cual el nivel de la sefial es suficientemente fuerte, tal que la probabilidad
de error para un sistema de comunicacion binaria sea casi cero y no produzca un error o
cambio de simbolo. (2) Un mal estado en el cual el nivel de la sefial recibida es tan bajo
que la probabilidad de error produce un error o cambio de simbolo. El canal cambia de
un buen estado a un mal estado y viceversa mientras el tiempo varia. El porcentaje de
transicion y la longitud de permanecer en cada uno de los dos estados depende de la
correlacion temporal del proceso de desvanecimiento. Si el tiempo es medido conforme
van cambiando los simbolos (bits) en la sefial recibida, entonces nosotros podemos
construir un modelo de canal discreto (ver figura 1.11). Este es llamado modelo de

Gilbert.
a
21
. BUEN .MAL .
ESTADO ESTADO
a - a
11
a

22
12

1-p
0—0
Entrada Salida Entrada p p Salida
1 —1
1-p

Figura1.11 Ejemplode un diagramadetransicién paraun modelo de Markov de dos estados
(Modelo de Gilbert).

Al comienzo de cada simbolo (bit), el canal se encuentra en uno de los dos
estados, si el canal se encuentra en un buen estado, el bit transmitido no cambia a un bit
con error. De otra manera, si el canal esta en estado malo el bit transmitido cambia a ser
un bit con error. Para la transmision de un nuevo bit el canal puede cambiar de estado o
permanecer en el estado actual. Esta transicion entre los estados se lleva a cabo con un
conjunto de probabilidades a;; como se muestra en la figura 1.11.

11 . s ey . . . . .

La nomenclatura “estados finitos” implica una visualizacion del canal (definido entre algunos dos puntos a y b) para encontrarse
en una o varias condiciones, o “estados”. La transicion de un estado a otro es gobernado por alguna regla de probabilidad, la cual es
parte de este modelo.
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Notar que cuando el canal esta en buen estado, no hay transmisioén de errores y
cuando el canal estd en un mal estado, produce una alta concentracion de errores.
También, la secuencia del error sera estadisticamente dependiente del estado del canal
ya que el bit actual dependera del estado en que se encuentre. Podemos notar de estos
dos estados, que cada uno en particular corresponde a un modelo BSC diferente. Un
modelo general puede ser construido con un largo nimero de estados, con muchos
buenos y malos estados con grados de variacion con lo que podemos incrementar mas
severamente el desvanecimiento, ruido impulsivo, ruido transitorio, etc. Tales
aplicaciones guian a un modelo de Markov escondido.

El diagrama de transicion para un modelo de dos estados mostrado en la figura
1.11, puede ser interpretado como un canal con dos estados: “buen estado” y “mal
estado”. La matriz de probabilidad de transicion tiene la siguiente forma

all a12
A=

& 8y

En el estado bueno los errores ocurren con una pequeia probabilidad b, mientras
que en el estado malo la probabilidad de error de bit by, es mas grande. Las
probabilidades apropiadas para que ningin error ocurra son b;;=1 — by, para el buen
estado y by;=1 — by, para el mal estado. De hecho, nosotros tenemos

|b b
bZl b22

B

Debido a que b;;=I- bjp, la matriz B es completamente caracterizada por la
probabilidad condicional del vector b= (b2, b2).

Considerando otro ejemplo; para n=3, el HMM representa un modelo de tres
estados. El modelo de estado de la matriz de probabilidad de transicion tiene la forma

a, a, a;
A=la, &, ay
& & Ay

En el estado uno, los errores ocurren con probabilidad b, en el estado dos, la
probabilidad de error de bit es by, y en el estado tres, la probabilidad de bit de error es
bs,. De hecho, nosotros tenemos - -

b, b,

B= b21 bzz
b, ba

El diagrama de transicién del modelo de tres estados es mostrado en la figura 1.12.
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Figural.12 Modelo HMM con tresestados binarios.

1.3.1.2.1 Par ametr os de un modelo de Mar kov escondido
Un modelo de Markov tiene los siguientes parametros:

e Numero de estados N: Usualmente se refiere al total de ntimeros de distintos
eventos en el proceso de una sefial.

e Estadoenel tiempo t=S.
Conjunto de probabilidades del estado:

T; (t) = Probabilidad de estar en el estado i en el tiempo t
m(t)=P[S=i], i=1,2,...,N

e Conjunto de probabilidades de transicion de los estados.
Probabilidad de ir desde el estado i en el tiempo t al estado j en el tiempot+ 1

= aij (t) =P [St+1 = _] | St:i], 1,_] = 1, 2,..., N

(Generalmente el incremento del tiempo es igual a la duracion del simbolo o bit).
e Conjunto de probabilidades de transicion de entrada y salida (simbolo de error)
para cada estado:
Simbolo de error: E = {e}, e,,..., em}; Parael caso binario E ={1, 0}

bi (ex) = P [simbolo de error e, ocurriendo | S=i]

Los parametros anteriores definen un proceso de Markov con tiempo discreto con
un rango de transicion igual al promedio de los simbolos utilizados en un sistema de
comunicacion, la salida del proceso consiste en dos secuencias: la secuencias de estados
[S{] y una secuencia de simbolos de error [E;], donde t se refiere al tiempo y toma
valores del conjunto de los enteros [0, 1, 2,...]. Usualmente, la entrada y la salida del
canal junto con la secuencia de error pueden ser observadas, la secuencia de estados no
es facil ser observada fisicamente en el canal. Por lo tanto, la secuencia de estados es
llamada “escondida” o no visibles, a tales modelos de Markov, se les llama modelos de
Markov escondidos o HMM. También, los modelos HMM son usados para evaluar la
capacidad de un canal de comunicacién y para el disefio de 6ptimas técnicas de codigos
correctores de errores.
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En la teoria de la comunicacion se asume que el ruido blanco Gaussiano (AWGN)
es un proceso estacionario'>. Aunque para algunos problemas esto es valido y nos guia a
una conveniencia matematica y util solucion, en la practica el ruido frecuentemente es
variante con el tiempo, correlacionado y no Gaussiano. Esto es parcialmente verdadero
para un ruido de tipo impulsivo y para ruido acustico, los cuales son: no estacionarios y
no Gaussianos y por lo tanto no pueden ser modelados como un AWGN usando un
BSC. No estacionarios y procesos no Gaussianos de ruido pueden ser modelados por un
modelo de Markov (HMM) escondido.

1.3.1.2.2 Procesos de Markov de primer orden.

La propiedad de Markov es definida como:
P [St+1 | ST N ]: P[St+1 | St St St—m—l] (1.14)

Para un proceso de Markov con memoria m. Un proceso de Markov de primer orden es

P[S..1S.S..-]=P[s. 1S] (1.14a)

La propiedad de Markov implica que el futuro comportamiento del sistema
depende del estado actual y de los m estados previos a este, pero no de los estados
pasados t-m-1 o como el sistema lo obtuvo. En otras palabras, la descripcion de la
situacion actual refleja totalmente toda la informacién que pueda influir en la evolucién
futura del proceso.

1.3.1.2.3 Modelo de Fritchman.

El modelo de Fritchman propuesto en 1997, es un modelo del tipo de HMM vy es
de gran interés por su utilidad para modelar errores en forma de “burst” en canales de
radio comunicaciones moviles. El modelo de Fritchman divide a los N estados en k
estados buenos y N - k estados malos. Los estados buenos representan la transmision
libre de errores y los estados malos siempre producen errores en la transmision. La
matriz A de estados de transicion es representada de la siguiente manera

Aee Aau
Ae A

Donde las submatrices representan las probabilidades de transicion entre buenos y
malos estados. Para este modelo es posible modelar los parametros para errores en
forma de burst y usar estas expresiones para estimar los parametros del modelo (medido
o simulado).

Sea O = {0y, O,,..., Or} una secuencia de error, O,=1 indica que la transmision
ha sufrido un error de bit O,= 0 indica que la transmision esta libre de errores. Ademas,
la notacion (0™|1) denota que el evento m o mas consecutivas transmisiones libres de
error son seguidas de un error y (1™|0) representa el evento de m o mas consecutivos
errores seguidos de un buen periodo. Fritchman mostré que las probabilidades de
ocurrencia de estos dos eventos son dados por la siguiente suma:

12 Proceso estacionario es un proceso estocastico cuya distribucion de probabilidad en un instante de tiempo fijo o una posicion fija
es la misma para todos los instantes de tiempo o posiciones.
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k
PO™ D=3 fA™ (1.15)

N
PA™[0)= Y fA™ (1.16)
i=k+1
donde (A1, Ao...y A) Y (Aks1, Aksas..., AN) son los valores de Agg vy Amm
respectivamente y la f; son funciones de aj;.
De las ecuaciones (1.15) y (1.16) se puede obtener la probabilidad de obtener m
ceros o unos con las siguientes ecuaciones

PO™ |1)—P(0m|1)=ifiAW1(1—z1) (1.15a)

i=1

N
PA™ |0)—P(I"[0)= D 4™ (1-4) (1.16a)
i=k+1
El modelo de Fritchman puede ser interplretado como un proceso de Markov con

una matriz de probabilidad de transicion de estado de la siguiente manera:

ﬂ‘1 }’K +1

ABB %M .
A: s ABB = T y AMM =

A\/IB AMM

Ay A

Notar que en este modelo no hay transicion de los conjuntos de N-k dentro de los
estados buenos y no hay transicion dentro de los estados malos, en el caso general la
distribucion libre de error P(0™|1) y la distribucion de errores burst P(1™|0) no
especifican dependencia estadistica de las secuencias libres de errores y de los errores
en burst. En el caso de un modelo con un estado malo (ver figura 1.13), Frichman
demostrd que: Nol m
P(O™ |1) = M, m>1. (1.17)

kel

Con el cual se puede calcular el procedimiento para simular o medir la
distribucioén libre de error de N-1 combinaciones de exponenciales m mostradas en la
ecuacion 1.17.

ESTADOS BUENOS ESTADO
: MALO

Figura 1.13 Modelo de Frichman con un estado maloy N-1 estados buenos.



Modelactén del vuldo 23

1.3.1.2.4 Estimacién de los parametros del modelo de Markov.

Un procedimiento iterativo para estimar los parametros del modelo de Markov
I'={A, B} dado un conjunto de secuencias de error O={Oy,...,0y,...,O1}, es disefiado
para maximizar la estimacion donde I' maximiza P[O | T" ].

El método que presentaremos a continuacion implica calculos de variables hacia
delante y hacia atras usando la siguiente matriz (este método es para un canal binario
con buenos y malos estados):

(A A
Ay A
0\0 0/0 1 1
Célculo: m A1 [Au]® Ao

En este método las potencias de las submatrices implicadas en los calculos
pueden ser precalculadas y reutilizadas. Otra modificacion se basa en que el modelo
general de Markov hay un parecido modelo de Frichman con buenos estados y malos
estados y una matriz A que tiene la siguiente forma:

AOO A)l

AlO All

donde Agyy Aj; son las matrices diagonales. Con este modelo el canal permanece en el
mismo estado durante errores rafaga y cambia de estado unicamente al final de la rafaga
o burst. Por lo tanto, todas las variables son calculadas en el tiempo en que cambia el
simbolo al del error, i.e., en el comienzo de cada rafaga en lugar de hacerlo cada
simbolo. El calculo ahora toma la siguiente forma.

0 0 0 O 0

\/ RV

Calculo: m, Ao [Au]’ Ay

Notar que el calculo de largos errores en burst de 1s y Os implica elevar la
potencia de la matriz diagonal en lugar de elevar las matrices de manera arbitraria, la
multiplicacion de las matrices ocurre Unicamente en la transicion de un error burst a
otro. Por lo tanto, los calculos son mas eficientes y largos errores burst pueden ser
procesados sin excesivo almacenamiento y requerimiento computacional.
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1.3.2 Simulacion Quasianalitica (QA)

Si el ruido es estrictamente aditivo a la sefal recibida, y si la funcién de densidad
de probabilidad del ruido en la sefial es conocida analiticamente, puede no ser necesario
simular el ruido completamente o contar los errores de bit. En lugar de esto puede ser
suficiente simular unicamente la sefial libre de ruido. Si tenemos el valor de cada sefial
libre de ruido y la funcién de densidad de probabilidad del ruido, es conceptualmente
posible calcular la probabilidad que el ruido aditivo pudiera ser la causa de que la sefial
ruidosa cruzara el limite de decision y causara un error de decision.

Este método ha sido aplicado para receptores lineales expuestos al ruido AWGN
como la principal forma de ruido, desafortunadamente QA es aplicable bajo ciertas
condiciones restrictivas y no puede ser usado cuando estas condiciones no son
conocidas. Sin embargo, las condiciones restrictivas satisfacen varias clases importantes
de senales y es usada en muchos receptores de sefial en muchos sistemas de
comunicacion practicos.

Condicionesrestrictivas

Estas condiciones no son absolutamente restrictivas (existen casos que pueden ser
excepcion) pero aplican en la gran mayoria de lo métodos QA.

Unicamente se evalta la deteccion simbolo por simbolo.

El ruido es modelado y sumado a la sefial.

Los ruidos estaticos son conocidos en el receptor de sefales.

Los limites de decision son conocidos.

Los simbolos transmitidos correspondientes a cada sefial son conocidos.
Los procedimientos de evaluacién son computacionalmente faciles.

El receptor es invariante en el tiempo.

En QA simulacién unicamente la sefal es simulada no el ruido, y en la simulacion
de HMM todas las formas del ruido pueden ser simuladas y sumadas a la sefial muestra
por muestra. Por lo tanto, los requerimientos de una simulaciéon QA se satisfacen con
unos cientos de simbolos donde el método de HMM podria necesitar millones.

No existe un mejor camino para la aplicacion del problema de estimacion de la
probabilidad de error de bit (BER), en la practica existe una compensacion entre la
mano de obra de ingenieria que puede requerir un conjunto de problemas, la confianza
de una técnica y la demanda computacional. Este ultimo dependera de los tipos de
maquinas que sean usadas y de la naturaleza en particular. Consideramos que algunas
técnicas pueden ser usadas en combinacion. Sea el caso de una transmision en el
espacio donde podria usarse una simulacion QA, si eso no nos pudiera dar una
confianza, se pensaria en algin modo que esa seria una simulaciéon inadecuada y se
podria combinar con una simulacion basada en el método HMM.
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1.3.2.1 Probabilidad deerror de bit (BER).

En la demodulacion (ver figura 1-7) las decisiones para que una sefial sea
retransmitida o no, pueden ser realizadas con alguna probabilidad de error de lo
contrario los cddigos correctores de errores no serian necesarios. Para detectar un ruido
Gaussiano en una transmision binaria, la probabilidad puede ser expresada usando la
funcién Q(x), que es la probabilidad que la unidad Gaussiana exceda la senal x.

Q) =P(N > X)W;? [e" " dn s v |

x

La funcidén Q tiene las siguientes propiedades.

1
Q(x)=1-Q-x) Q)= Ql-a)=1 Qa)=0
P(R|s = a)P(s = a) P(Ris=b)P(s =b)
a e\ b ]

P{E[.s- =) a)P(S = a}
Figural.14 Distribucion cuando dos sefiales son enviadas con ruido Gaussiano.

Supongase que hay dos puntos ay b a lo largo de un eje, y que R =s+ N, donde
R es la sefal, s es uno de los dos puntos y N es el ruido. Las distribuciones P(R|s = a)
P(s = a) y P(R|s = b) P(s = b) se muestran en la figura (1.14). Cuando la sefal a es
enviada, el error ocurre cuando R > t. Donde ¢ es el evento de error. Un caso especial es
cuando P(s=a) = P(s=b) = 1/2. El umbral de decision es cuando t = (a+b)/2. La distancia
entre las dos sefales es dada por d=|b - a| y la probabilidad de error puede ser escrita
como:

P(S)ZQ(;L} (1.18)

Para un caso particular de sefial BPSK, con a=-./E.,b=./E y d=2./E,
donde E, es la energia requerida por bit. La varianza para un canal es expresado como
6”=(Ny/2) y la probabilidad P(¢) es denotada como Py, “probabilidad de error de bit”.

2-aleim)-o 2% .19

donde la cantidad Ey/Nj es frecuentemente llamada bit de relacion seial a ruido (SNR).
Ny representa la densidad espectral de la potencia de ruido. La transformacion en
decibeles puede darse con la siguiente ecuacion.

E,/N, dB =10log,, E,/N,. (1.20)
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Para el caso de una simulacion QA, con K bits de entrada y n bits de salidas,
donde n > k y sea R = k/n el rango del cddigo. Una transmision con E, Joules/bit,
tenemos que la energia por bit codificado es:

Ec=RE, (1.21)
Frecuentemente se desea simular el método QA para un SNR en particular. Con

v=Ew/N, la cual denota la sefial a ruido deseada simulada. Frecuentemente esto es
expresado en decibeles dB, asi que nosotros tenemos:

_ 1(SNR,dB)/10
y=10 (1.22)
Anteriormente comentamos que 6> = Ny/2 y conociendo v, tenemos
y=Ey/20°, (1.23)
donde o’=Ey/27. (1.24)
como Ec= R E,;, tenemos o= EJ/2R vy (1.25)

Es comun en la simulacion, que el valor de la amplitud de la sefial simulada sea E.=1.

Con estos valores podemos tener la funciéon de densidad que junto con la
ecuacion (1.19) caso particular de sefial BPSK se puede calcular la probabilidad de error
requerida para una simulacién QA". A continuacion se presenta la grafica para la
probabilidad de error para R=1/3, R=1/2 y R=1.

PROBABILIDAD DE BIT DE ERROR

Eol/No

Figura 1.15 Probabilidad debit deerror para bits codificados.

"3 Para otros tipos de sefiales digitales (OOK, PSK, QPSK Y MPSK), consultar [10; 378].
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1.3.3 Otrasformasde producir erroresen unatransmision.
Ejemplo 1.3.3.1 Si se tiene una transmision de 26 bits.
00000110011111100011000011—0° 1> 0* 1°0° 1> 0* 17

Calcular la probabilidad de tener dos bits erroneos consecutivos P(11):
Contando el ultimo par, hay 25 pares

Para Pr (1 | 1) Dado que hay un bit erroneo, probabilidad de que el siguiente también lo
sea es:

8
b _ N'Casos 8 PR(l)_ 25
® N°Casos Posibles 12 P 12
26

Ejemplo 1.3.3.2 Si se tiene una transmision de 26 bits.
00000110011111100011000011—0° 120? 1°0° 12 0* 12

Calcular la probabilidad de tener tres bits erroneos consecutivos P.(111):

Voo

00000110011111100011000011 - 21 =é
| I—
| —
| -
—_

Para Pr (111 | 11) Dado que hay dos bits erréneos, probabilidad de que el siguiente
también lo sea es:

P - N° Casos _PU1D) 24
©  N°Casos Posibles P(11) 8
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2. CODIGOS LINEALES

En este capitulo, trataremos con la teoria de codigos de bloque para detectar y
corregir errores. Un codigo lineal de longitud n sobre un campo finito Fq es simplemente
un subespacio del espacio vectorial F g Como los codigos lineales son espacios
vectoriales, sus estructuras algebraicas frecuentemente los hacen mas faciles de
describir y usar que los cddigos no lineales. En la mayor parte de esta tesis, nuestra
atencion se enfoca en los codigos lineales sobre campos finitos. La nocioén de codigo de
correccion de error fue descubierto por R.W. Hamming en 1950 [27]. Ademas, el
concepto de codigo lineal fue enunciado primero, en 1956, por D. Slepian [17].

2.1 DETECCION, CORRECCION Y DECODIFICACION DE ERROR.

En un canal de comunicacion con codificacion, donde unicamente las palabras son
transmitidas. Suponiendo que una palabra w es recibida. Si W es una palabra codigo
valida, se concluye que no hay error en la transmision. De otra manera, se sabe que
algunos errores han ocurrido. En este caso, se necesita una regla para encontrar la mas
parecida palabra codigo que fue enviada. Tal regla es conocida como la regla de
decodificacion. En este apartado, discutiremos los ejemplos de decodificacion por
maxima similitud y decodificacion por distancias minimas.

2.1.1 Decodificacion por maxima similitud.

Supongamos que se envian las palabras codigo de un codigo C por medio de un
canal de comunicacion. Si la palabra X es recibida, podemos calcular las probabilidades
del canal tales que

P(x recibida | c envi ada)

Para todas la palabras codigo ¢ € C. La regla de decodificacién por méxima similitud
concluye que cy es la mas similar palabra cédigo transmitida si ¢y tiene la mayor
probabilidad de haber sido enviada.

P(x recibida | c, envi ada): max P(x recibida | c enviada)
Ce
Existen dos tipos de decodificacion por maxima similitud.

i) La completa decodificacion por méxima similitud. Si una palabra X es
recibida, decodificamos a la mas parecida palabra codigo transmitida. Si
existe mas de una palabra, elegimos una arbitrariamente.

(ii) La decodificacion incompleta por méxima similitud. Si una palabra X es

recibida, decodificamos a la mas parecida palabra codigo transmitida. Si
existe mas de una palabra, requerimos una retransmision.
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2.1.2 Distanciay peso de Hamming.

Supdngase que un codigo C es enviado en un BSC con probabilidad p < 0.5 (en la
practica, p es mas pequefio que 0.5). Si una palabra X es recibida, entonces para
cualquier palabra codigo ¢ € C el canal de probabilidad es dado por:

P(x recibida | c enviada): pe(l-p)™°,

donde n es la longitud de X y e es el nimero de lugares en los cuales X y C difieren.

Ejemplo 2.1.2.1 Supéngase que se desea transmitir la cadena ¢ = 100110 € F!, y
supongase también que la probabilidad de transmision incorrecta es p = 0.07, asi la
probabilidad de transmitir ¢ sin errores es (0.93)° = 0.65. La probabilidad de que la
palabra enviada se reciba con error en la primera posicidn es, por eventos
independientes, (0.07) (0.93)° = 0.049. Con e = 100000 se puede escribir X = c+te,
entonces X es la palabra recibida y €, se denomina el patron deerror.

Para calcular la probabilidad de que la palabra recibida difiera de la enviada en
exactamente dos posiciones, se suman las probabilidades de cada patron de error
formado por la probabilidad de que la palabra enviada se reciba con error en la primera
posicion y la probabilidad de que la palabra enviada se reciba con error formado por dos
unos y cuatro ceros. Es decir, (0.07) (0.93)° = 0.049 + (0.07)2(0.93)4 = 0.004.
Igualmente, la probabilidad de que ocurran dos errores durante la transmision es:

($) (0.07)2(0.93)* ~ 0.055

Teorema 2.1.2.2 Sea ¢ € F,'. Para transmitir C por un canal binario simétrico con

probabilidad de error p,

a) La probabilidad de recibir X = c + €, donde € es un patrén de error particular, formado

por k unos y (n - k) ceros, es pk(l - p)n'k.

b) La probabilidad de que se comentan k errores en la transmision es'*: (E )p" (1-p)™~

Ejemplo 2.1.2.3 La probabilidad de enviar la palabra codificada 110101101 y cometer a
lo sumo un error en la transmision es:

9 9 8
(I-p) + (J pd-p).

Los  nueve bits [N ——
se transmiten en Un bit ha cambiado
forma correcta . en la transmiso n y

se det ecta un error .

Para p = 0.001 obtenemos: (0.999 )’ + (¢ 0.001 X0.999 )* = 0.999964

Como p < 0.5, tenemos que 1 - p > p, esta probabilidad es mas larga para valores
largos de n — e i.e., para pequeiios valores de e Por lo tanto, esta probabilidad es
maximizada por elegir una palabra cédigo C para el cual e es tan pequefia como sea
posible. Este valor e introduce la nocion fundamental de la distancia de Hamming.

n!
it(n—i)y’

'* El coeficiente binomial es (_n ):
I
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Definicion 2.1.2.4 Sean X y Yy palabras de longitud n sobre un alfabeto A. La distancia
de Hamming de X a y, denotada por d(X, Y), es definida como el nimero de lugares en
las que X y y difieren. SiX=%x;"" X, y Y=Yy yn, entonces:

d(x, y) = d(x1, y1) + - + d(Xn, ya), 2.1)
donde Xx; y y; son consideradas palabras de longitud 1, y
1 si Xi#Yyi
d (xi, yi) =
0 si Xj=Yyi.

Ejemplo 2.1.2.5 Sea A = {0, 1} y sean x=01010, y=01101 y z=11101. Entonces
tenemos:

d(x,y)=3,
d(y,2=1,
d(z x)=4.

Proposicion 2.1.2.6 Sean X,y y 2z palabras de longitud n sobre A. Entonces, la
distancia de Hamming satisface las siguientes propiedades:

(1) 0<dxy) <n,

(i1) d(X,y)=0,siysolosiX=Y,

(i) d(x,y)=d(y, X),

(iv)  (desigualdad triangular) d(x, z) =d (x,y) + d (Y, 2).

Demostracion. (i), (ii) y (iii) son obtenidos de la definicion de distancia de Hamming.
Para (iv) cuando n = 1, tenemos:

Si X = z, entonces (iv) se cumple puesto que d(X, z) = 0.
Si X # z, entonces también Y £ X 0 Y # Z, por lo que se cumple nuevamente (iv).

Definicion 2.1.2.7 Para un codigo C que contiene al menos dos palabras, la distancia
minima de C, denotada como d(C), es

d(C)=min{d(x,y): X, yEC,x£Y}.

Definicién 2.1.2.8 Sea X una palabra en F g. El peso de (Hamming) de X, denotado por
Wt(x), es el nimero de coordenadas o simbolos diferentes de cero en X; es decir,

wt (X) =d (x, 0),
donde O es la palabra cero.

Observacion 2.1.2.9 Para cada elemento x de Fy, el peso de Hamming es definido

como:
1 si x;#0;

wt (x)=d (x, 0):{
0 st x,=0.

Por lo tanto, escribimos X € F 8 como X = (Xj, Xp,..., Xp), €l peso de Hamming de X

puede ser definido como:
Wt (X) = WE(X1) + WE(X2) + - + WE(Xn). (2.2)
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Lema21.2.10 Si x,y € F/', entoncesd(x, y) = wt (x —y).

Demostracion. Para X, y € Fq, d(X,y) =0siysolosix =Y, lo cual es cierto si y
solo si Xx—Yy =0 o, equivalentemente, Wt (X —y) = 0. El lema 2.1.2.10 se sigue de (2.1)

y (2.2).
Corolario 2.1.2.11 Sea q par (entonces, a = -a para toda a € Fg). S X,y € F g,
entonces d (X,y) = Wt (X + y). Para X= (X1, X2, . .-, %)Y Y=(Y1, Y2, - - -, Yn)en F g,
- X+ Y= (X1Yn, X2 Y2 - - - %n Yn).
Lema21.2.12Si x,y € F,', entonces

WE(X+Y ) =Wt (X)+Wt(y)— 2wt (X =), (2.3)

Demostracion. Por (2.2), es suficiente con probar que (2.3) se cumple para X, y € F,.
Se puede verificar con la siguiente tabla 2.1.

X| Y | X«y | wt(X)+wt(y)—2wt(X=+Y) wt (X +Y)

0 0 0 0 0

0 1 0 1 1

1 0 0 1 1

1 1 1 0 0
TABLA 2.1.

El lema 2.1.2.12 implica que Wt(x) + wt(y) > wt(x+y) para X, y € F,", lo cual se
cumple también sobre cualquier alfabeto F.

Definicion 2.1.2.13 Sea C un cédigo (no necesariamente lineal). El minimo peso
(Hamming) de C, denotado por wt(C), es el mas pequefio de los pesos de palabra coédigo
C diferente de cero.

Teorema 2.1.2.14 Sea C un codigo lineal sobre F,. Entonces d(C)= wt(C).

Demostracion. Para cualquiera de las palabras X, y tenemos d(X, y) = wt(X - Y). Por
definicion 2.1.2.7, existe X', y € C tal que d(X’, y) = d(C), asi d(C) = d(X",y") =
wt(X - y") = wt(C), entonces X - Yy~ € C. Contrariamente, existe un z € C tal que wt(C) =
wt(2), entonces wt(C) = wt(z) = d(z, 0) = d(C).

Ejemplo 2.1.2.15 Sea C = {0000, 0101, 1010, 1111} un codigo binario. Observamos
que:

wt (0101) =2,
wt (1010) =2,
wt(1111) =4.

Por lo tanto, d(C) = 2.
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2.1.3 Decodificacion por distancias minimas /vecino mas cer cano.

Supongamos que las palabras codigo de un codigo C se envian por medio de un
canal de comunicacion. Si la palabra X es recibida, la regla de decodificacion por
distancias minimas o regla de decodificacion de €l vecino mas cercano decodificara x
como Cx si d(X, Cx) es la minima entre todas las palabras codigo en C, i.e.,

d(x,c,)=mind(x,c). 2.4)

De la misma manera, que en el caso de la decodificaciéon por maxima similitud,
podemos distinguir entre completa e incompleta decodificacion para el caso de esta
regla. Para una palabra recibida X, si dos o mas palabras codigo Cx son minimas e
iguales (i.e, satisfacen 2.4), entonces la decodificacion completa simplemente elige a
una de ellas de forma arbitraria, mientras que en la decodificacion incompleta se
solicita una retransmision.

Ejemplo 2.1.3.1 Suponemos las palabras codigo de un codigo binario
C={01101, 00011, 10110, 11000}

son enviadas sobre un BSC y las siguientes palabras son recibidas x;=10011 y
x,=11011. Entonces tenemos que:

Parax;=10011. Parax,=11011.

d (10011,01101)=4, d(11011,01101)=3,

d (10011,00011)=1, d(11011,00011)=2,

d (10011,10110)=2, d(11011,10110)=3,

d (10011,11000)=3. d(11011,11000)=2.
Por usar el método de decodificacion Por usar el método de decodificacion
del vecino mas cercano, decodificamos del vecino mas cercano, no podemos
10011 a 00011. decodificar 11011 a 00011 o 11000.

Por lo tanto, se solicita una retransmision.

Ejemplo 2.1.3.2 Para un codigo ternario C = {00122, 12201, 20110, 22000} usar el
método de decodificacion del vecino mas cercano para decodificar la siguiente palabra
codigo recibida 20120.

Parax =20120.

d (20120, 00122)=2,
d (20120, 12201)=5,
d (20120, 20110)=1,
d (20120, 22000)=3.

Por wusar el método de decodificacion del vecino mas cercano, decodificamos
20120 a 20110.
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2.1.4 Relacion de minima distancia para detectar y corregir errores.

Dependiendo de los requerimientos de la aplicacion, un decodificador puede ser
disefiado para detectar errores Unicamente, cotrregir errores unicamente o una
combinacion de detectar y corregir errores. Los parametros de la distancia minima nos
proporcionan una métrica que se usa para predecir la capacidad de un codigo para
detectar y corregir errores.

Definicion 2.1.4.1  Un cddigo de longitud n, tamafio M y distancia d se escribe como
C—(n, M, d). Los nimeros n, M y d son llamados parametros del codigo.

Ejemplo 2.1.4.2 Sea C = {00000, 00111, 11111} un cédigo binario, con d(C) = 2,
entonces:

d (00000, 00111) =3,

d (00000, 11111) =5,

d (00111, 11111) =2.

Por lo tanto, C es un codigo binario (5, 3, 2).

Definicion 2.1.4.3 Sea U un entero positivo. Un codigo C es detector de u errores si,
siempre que una palabra cddigo incurre en al menos un error pero a lo mas U errores, la
palabra resultante no es una palabra cédigo. Un cddigo C se dice detector de
exactamente u erroressi es detector de U errores, pero no detector de (U + 1) errores.

Ejemplo 2.1.4.4 Retomando el ejemplo 2.1.4.2, C es detector de un error ya que
cambiando una posicion de cualquier palabra cddigo, no sera otra palabra codigo.

00000 — 00111 necesita cambiar tres posiciones,
00000 — 11111 necesita cambiar cinco posiciones,
00111 — 11111 necesita cambiar dos posiciones.

De hecho, C es exactamente detector de 1 error, debido a que si cambiamos las dos
primeras posiciones de 00111 el resultado seria la palabra codigo 11111 y por lo tanto,
C no es un codigo detector de 2 errores.

Ejemplo 2.1.4.5 Sea C el codigo ternario C = {000000, 000111, 111222} un codigo
(6, 3, 3), entonces C es detector de dos errores ya que cambiando dos posiciones de
cualquier palabra codigo, no sera otra palabra codigo.

000000 — 000111 necesita cambiar tres posiciones,
000000 — 111222 necesita cambiar seis posiciones,
000111 — 111222 necesita cambiar seis posiciones.

De hecho, C es exactamente detector de 2 errores, pues si cambiamos por 1 las
ultimas tres coordenadas de 000000 el resultado seria la palabra codigo 000111 y por lo
tanto, C no es un codigo detector de 3 errores.
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Teorema 2.1.4.6 Un cddigo C es detector de U errores si y solo si d(C) > u +1; i.e., un
codigo con distancia d es exactamente un codigo detector de (d — 1) errores.

Demostracion. Supongamos que d (C) 2u+ 1. Si ¢ € C y X son tales como 1= d(C, X)
< u <d(C), entonces X ¢ C; Por lo tanto, C detecta U errores. De otra manera, si d(C)
<u+1,i.e., d (C) £ u, entonces existe C;, C; € C tales que 1= d (¢, ;) =d (C) < u. Por
lo que es posible que comencemos con C; y se incurra en d(C) errores (donde 1< d(C) <
u) de tal modo que la palabra resultante sea C, otra palabra cddigo en C. Por lo tanto, C
no es un codigo detector de U errores.

Definicion 2.1.4.7 Sea Vv un entero positivo. Un codigo C se dice corrector de V errores
si su decodificacion por distancia minima permite corregir V 0 menos errores,
asumiendo que sea usada la regla de decodificacion incompleta. Un codigo C es
exactamente corrector de V errores si y solo si es corrector de V errores pero no sera
corrector de (v + 1) errores.

Ejemplo 2.1.4.8 Consideremos el cédigo binario C = {000, 111}. Usando la regla de
decodificacion por distancias minimas, observamos lo siguiente:

(1) Si 000 es enviado y un error ocurre en la transmision, entonces recibimos
100, 010, o 001. Al emplear la regla de decodificacion por distancias
minimas en cualquiera de los tres casos, codificaremos la palabra enviada
como 000;

(i1) Si 111 es enviado y un error ocurre en la transmision, entonces recibimos
110, 101, o O011. Al emplear la regla de decodificacion por distancias
minimas en cualquiera de los tres casos, decodificaremos la palabra enviada
como 111.

En todos los casos, es posible corregir un solo error. Por lo tanto, C es corrector
de un error. Si al menos dos errores ocurrieran, la regla de decodificacion por distancias
minimas podria producir una palabra codigo equivocada. Por ejemplo, si se envia 000 y
011 se recibe, entonces usando la regla de decodificacion por distancias minimas 011
sera decodificada como 111. Por lo tanto, C es capaz de corregir exactamente un solo
error.

Teorema 2.1.4.9 Un cddigo C es corrector de V errores si y solo sid (C) 22v+ 1, i.e.,
un codigo con distancia d es un codigo corrector de exactamente I_(d -1)/ 2J
errores. Aqui, |_XJ es el mayor entero menor que o igual a x.

Demostracion. Supongamos que d(C) = 2v + 1. Sean c la palabra codigo enviada y X la
palabra recibida. Si ocurrieran V o menos errores durante la transmision, entonces d(X, C)
< V. Por lo tanto, para cualquier codigo ¢” € C, en donde € # C’, se cumple que

d(x,c’) = d(c,c)-d(xc)
>2v+l-v

> d(x, c).

De hecho, X serd decodificado correctamente a C si la regla de decodificacion por
distancias minimas es usada. Por lo tanto, C corrige V errores (ver figura 2.1).
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'PALABRA
conigo ©

d(x, c) <d(x, c") > d(c, c)-d(x, ¢

Figura 2.1 Decodificacion de las esferas.

Supongamos que C corrige V errores. Si d(C) < 2v + 1, entonces existen dos
palabras distintas ¢ y ¢ € C con d(c, ¢) = d(C) < 2v. Ahora demostraremos que,
asumiendo que C es enviada y a lo mas concurran V errores durante la transmision, es
posible que la regla de decodificacion por distancia minima decodifique la palabra
recibida incorrectamente como C* o bien, que llegue a un empate. i.e., que haya dos
distancias minimas iguales y que en consecuencia no pueda corregirse ningun error si se
emplea la decodificaciéon incompleta por méxima similitud. Esto contradice la
suposicion de que C es un cddigo corrector de V errores, lo cual queda demostrado que
d(C) =2 2v+1.

Notar que, si d(c, ¢') < v + 1, entonces ¢ puede convertirse en C si se incurre a lo
mas en V errores, y €sos errores no seran corregidos y ni siquiera seran detectados,
puesto que € esta nuevamente en C. Esto contradice la suposicion de que C es corrector
de v errores.

En general, un cddigo puede corregir una combinacion de t” errores y detectar
hasta eerrores (€>1") siy solosi e+t < diyin- 15,

PALABRA
ARBITRARIA

PALABRA PALABRA
CODIGO s

Figura 2.2 Cadigo con distancia minima de Hamming 2t™ + 1.

A continuacion se muestra la tabla 2.2 con algunas posibles elecciones para
detectar y corregir errores.

dmin 1
e 0
t 0 0 0 1/0]1 0 1 2

N
w
N
(6)]

[any
N
[any
w
N
N
w
N

TABLA 2.2

"> Se hace uso de e y t en lugar de Uy v para diferenciar un patrén de error de una palabra cédigo con errores usado
frecuentemente en el disefio.
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2.2 CODIGOSLINEALES.

Un cédigo que forma un espacio vectorial es llamado cdodigo lineal. Nosotros
describiremos un codigo lineal usando los parametros [n, k] si las palabras codigo que
pertenecen al cdédigo tienen longitud n y el codigo forma un espacio vectorial de
dimension k. En este apartado, se presentara la construccion de los codigos lineales
usando matrices generadoras y considerando el problema de detectar y corregir errores
en vectores recibidos. Debido a que un codigo lineal forma un espacio vectorial, existen
técnicas para identificar vectores recibidos como palabras codigo que son mucho mas
eficientes que comparar los vectores con las palabras cédigo uno por uno. Por dicha
razon, para codigos con largo numero de palabras codigo, los codigos lineales
representan gran facilidad computacional para detectar y corregir errores que aquellos
codigos que no forman una estructura de espacio vectorial (construccion, codificacion y
decodificacion de codigos no lineales puede ser vista en [48]). Algunas razones por las
que comunmente se prefiere usar codigos lineales sobre codigos no lineales son los
siguientes:

(1) Puesto que un cddigo lineal es un espacio vectorial, éste puede ser descrito
completamente por usar una base.

(ii))  La distancia de un cddigo lineal es igual al menor de los pesos de sus
palabras codigo distintas de cero.

(iii))  Los procedimientos para codificar y decodificar suelen ser mas rapidos y
sencillos para codigos lineales que para aquellos no lineales.

2.2.1 Espacios vectoriales sobre campos finitos.
A continuacion daremos algunas definiciones acerca de los espacios
vectoriales sobre campos finitos.

Definicion 2.2.1.1 Sea F, el campo finito de orden . Un conjunto no vacio V, junto con
las operaciones de suma y multiplicacion escalar para elementos del campo Fg, es un
espacio vectorial o espacio lineal sobre F, si satisface todas las siguientes condiciones.
Para toda u, v, w € V y para, A, p € F:

(1) utv €V,
(i)  (utv)tw =u+(v+w)
(iii))  existe un elemento O € V con la propiedad de que 0 + v=v =v + 0 para

todav €V;

(iv) para cadau € V existe un elemento de V, llamado — u, tal que u + (-u) =0
=(-u)tu

W) u+v=v+u;

(vi) awevy,;

(vil)) A(U+V)=A+Av, (A+tpu=rutpu;

(viil) (A p) u=2a(pu);
(ix) st 1 es laidentidad multiplicativa en Fg, entonces 1u = u.

Definicion 2.2.1.2 Un subconjunto no vacio C de un espacio vectorial V es un
subespacio de V si es también un espacio vectorial aplicando la suma y multiplicacion
escalar para V.

Ejemplo 2.2.1.3 El siguiente espacio vectorial sobre F, C = {(0, 0, 0, 0), (1,0, 1, 0),

(0,1,0, 1), (1, 1, 1, 1)}; es un subespacio de F24.
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Definicion 2.2.1.4 Sea V un espacio vectorial sobre F. Una combinacion lineal de
Vi,..., Ve € V es un vector de la forma A,vi+ - + Av,, donde Ay,..., A, € Fy son escalares.

Definicion 2.2.1.5 Sea V un espacio vectorial sobre Fy. El conjunto de vectores {vi,...,
v;} en V es linealmente independiente si

El conjunto es linealmente dependiente si no es linealmente independiente; i.e., si hay
Ms.... i € Fg, no todos cero, tales que A1vy + == + AV, = 0.

Ejemplo 2.2.1.6
(i) Cualquier conjunto S que contiene O es linealmente dependiente.
(i1) Para cualquier Fy, {(0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0)} es linealmente independiente.
(iii) Para cualquier Fy, {(0, 0, 0, 1), (1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 1)} es linealmente dependiente.
Definicion 2.2.1.7 Sea V un espacio vectorial sobre Fq y sea S= {vi, va,..., v} un
subconjunto no vacio de V. La expansion lineal de S se define como

<S>= {/11V1+ A i € Fq}.
Si S =@, definimos < S > = {0}. Es facil verificar que < S> es un subespacio de V,
llamado el subespacio generado por S Dando un subespacio C de V, un subconjunto S
de C es llamado un conjunto generador de Csi C =< S>.
Definicion 2.2.1.8 Sea V un espacio vectorial sobre Fy. Un subconjunto no vacio B =
{vi, V2,..., g} de V es llamado una base de V si V = < B > y B es linealmente
independiente.

Es importante destacar que si B = {vj, vy,..., vx} es una base de V, entonces
cualquier vector v € V puede expresarse como una combinacion lineal unica de vectores
en B. Es decir, existen unicas A1, 4,..., A € Fqtales que

V=11 vi+ A vot o + A Vi
Un espacio vectorial V sobre un campo finito Fqpuede tener multiples bases; pero
todas esas bases contienen el mismo nimero de elementos. Este numero de elementos
es llamado dimension de V sobre Fg, denotado como dim (V).
Ejemplo2.2.1.9 Sig=2, S= {0001, 0010, 0100} y V = <S>, entonces
V = {0000, 0001, 0010, 0100, 0011, 0101, 0110, 0111}.

Notar que S es linealmente independiente, entonces dim (V)=3=k. Observamos que V
tiene g* elementos; i.e., [V| = 2°= 8.
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Definicion 2.2.1.10 Sea Vv = (V1 Va,..., Vn), W= (W1, Wa,..., W) € F.

(1) El producto escalar o producto euclidiano interno de vy w se define como
V=W = ViIWo + VoW + -+ + VW € Fg.

(i1) Los dos vectores V'y W son ortogonales si vV« W = 0.
(iii))  Sea Sun subconjunto no vacio de Fq”. El complemento ortogonal S" de Sse

define como
SJ'={V€ F':vss=0paratodas € S}.
q

Si S =@, entonces definimos S = F-

Teorema 2.2.1.11 Sea S un subconjunto de Fq”, entonces tenemos

dim(< S>) + dim(S) = n.

Demostracion. Para el caso trivial es obvio que <S >= {0}. Seadim(< S>)=k=1y
supongamos que {Vi,..., Vx} es una base de < S >. Necesitamos demostrar que dim (S)

= dim (<S> = n-k.
Notamos que X € S'si y solo si

V1*X:"'=Vk*X=0,

Lo que es equivalente a decir que X satisface AX" =0, donde A es la matriz de kxn
cuyo i-esimo renglon es V;. Los renglones de A son linealmente independientes, de tal
manera que Ax" = 0 es un sistema lineal de k ecuaciones linealmente independientes de
n variables. Del algebra lineal, se sabe que dicho sistema admite un espacio de solucion
den-k.

Ejemplo2.2.1.12 Seaq=2,n=4y S=1{0100,0101}. Entonces tenemos que
< S >= {0000, 0100, 0001, 0101}.

Notar que S es linealmente independiente, entonces dim (<S>)=2. Para encontrar SJ' ,
sea v = (v, vz, V3, v4) € SL Entonces

Por lo tanto, tenemos v, = v4= 0. Como v, y v3 pueden ser 0 o 1, se concluye que
SL= {0000, 0010, 1000, 1010}.

Enseguida notamos que {0010, 1000} es una base para s , por lo tanto dim (SL ) = 2.
Por lo tanto, se puede verificar que:

dim (< S>)+ dim (S)=2+2=4=n.
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2.2.2 Codigos Lineales.

A continuacion definiremos un cddigo lineal y sus propiedades elementales.

Definicion 2.2.2.1 Un codigo lineal C de longitud n sobre F, es un subespacio de F;'.

Definicion 2.2.2.2 Sea C un codigo lineal en F_'.

(1) Elcodigo dual de Ces CJ', el complemento ortogonal del subespacio C de Fq”.

(ii) La dimension del cédigo lineal C es la dimension de C como un espacio
vectorial sobre Fq, se denota como dim (C).

Teorema 2.2.2.3 Sea C un codigo lineal de longitud n sobre Fq. Entonces,

(1) | C|=q"9, ie., dim (C) =log, | C |;
(i)  C~esun codigo lineal y dim (C)+ dim (C ) =n;
(i) (CH=C.

Demostracion.

(1) Si { cy,..., ck) es una base de C, entonces

C= {/1101 +- + AcCx - il,...,,lk (3 Fq}.

Como | Fq |= g, hay exactamente q posibilidades ?ara cada /1,..., A, entonces, C tiene
0 elementos donde dim(C)=k, es decir |C| = ¢®™C

(i1) Verificamos que S es siempre un subespacio del espacio vectorial F , para

cualquier subconjunto Sde F , ¥y que dim (< S> ) =dim (SJ' ) = n - k. De acuerdo al

teorema 2.2.1.11 solo es necesario cambiar C = S.

(iii) Si tenemos que dim(C)= dim ((C ) ) Es suficiente con demostrar que Cc (C )
Sea ¢ € C. Para mostrar que % € (C ) necesnamos probar que ¢ X = O para toda X €
C". Puesto quec€Cyxe€ C por definicion de C se sigue que ¢+ X = 0. Lo cual (iii)
queda demostrado.

Observacion 2.2.2.4 Un codigo lineal C de longitud n'y de dimensién K sobre Fq es
frecuentemente llamado codigo g-ario [n, K] o, si q es claro on el contexto, simplemente
codigo [, K. También se denota como codigo lineal (n, ). Si la distancia d de C es
conocida, los parametros de un cdédigo lineal se denotan como [n, k, d].

Definicion 2.2.2.5 Sea Cun codigo lineal

(i) Cesauto-ortogonal si C c ch
(ii) Cesauto-dual siC= c

Proposicion 2.2.2.6 La dimension de un codigo auto-ortogonal de longitud n debe ser
<n/2,y la dimensién de un codigo-auto dual de longitud n es n/2.
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Ejemplo 2.2.2.7 Determinar si el siguiente codigo es lineal. g=2 y C = {00000, 11110,
01111, 10001}. Del Teorema 2.2.2.3.

Para (i).- diJr_n(C)= logq |C|=log, 4 =2.

Para (ii).- C"= {00000, 10011, 10101, 00110, 11001, 01010, 01100, 11111}

dim(CJ') =logq |C Jj_logz 8 =3 =k. Por lo tanto, dim(C) + dim(CJ') =2+3=5=n
Para (iii).- dim ((C ) ) =dim (C) =log,4=2.

Ejemplo 2.2.2.8 Determinar si el siguiente codigo es lineal. g=2 y C = {0000, 1010,
0101, 1111}. Del Teorema 2.2.2.3.

Para (i).- diJr_n(C)= logq |C|=log, 4 =2.

Para (iJi_).-C ={0900, 1010, 0101, 1111}. N

dim(C") =logq |C _h_logz 4 =2 =k. Por lo tanto, dim(C) + dim(C)=2+2=4=n.
Para (iii).- dim ((C ) ) =dim (C) =logy,4=2.

Nota: este codigo es autodual.

2.2.3 Basespara codigoslineales.

Como un cédigo lineal es un espacio vectorial, todos sus elementos pueden ser
descritos en términos de una base. En este apartado, describiremos tres algoritmos que
proporcionan una base para un codigo lineal o bien para su dual. Las siguientes dos
definiciones son aspectos fundamentales del algebra lineal.

Definicion 2.2.3.1 Sea A una matriz sobre Fg; una operacion de renglon elemental
valida en A es cualquiera de las siguientes tres operaciones:

(i) Intercambiar dos renglones,
(i1) Multiplicar un renglon por un escalar distinto de cero,
(iii)) Reemplazar un renglén por su suma con otro renglon previamente multiplicado
por un escalar.

Definicion 2.2.3.2 Dos matrices son equivalentes por rengldn si una puede ser obtenida
a partir de la otra por una secuencia de operaciones de renglon elementales.

(i) Cualquier matriz M sobre Fq puede escribirse en la forma escalonada por
renglon o en la forma escalonada reducida por renglén por medio de una
secuencia de operaciones de renglon elementales. En otras palabras, una matriz
es equivalente por renglon a otra matriz de la forma escalonada por renglon o
forma escalonada reducida por renglon.

(ii) Para una matriz dada, su forma escalonada reducida por renglon es tnica, pero
puede tener diferentes formas escalonadas por renglon.

A continuacion se explican tres algoritmos para obtener la base de un c6digo lineal.

Algoritmo 1.1

Entrada: Un subconjunto no vacio S de F,'.

Salida: Una base para C =< S >, el codigo lineal generado por S

Descripcion: Formar la matriz A cuyos renglones son las palabras en S Por medio de
operaciones de renglon elementales encontramos la forma escalonada por renglon de A.
Después, los renglones distintos de cero de la forma escalonada por renglon de A
forman una base de C.
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Ejemplo 2.2.3.3 Sea q = 3. Encontrar una base para C = <S>, donde

S={12101, 20110, 01122, 11010}

12101 12101 12101

20110 02211 01122
A= - -

01122 01122 00001

11010 02212 00000

La matriz A esta es su la forma escalonada por renglon y {12101, 01122, 00001} es una
base para C.

Algoritmo 1.2

Entrada: Un subconjunto no vacio S de ;.

Salida: Una base para C = < S>, el codigo lineal generado por S

Descripcion: Formar la matriz A cuyos columnas son las palabras en S. Usar
operaciones de renglon elementales para encontrar la forma escalonada por renglon de
la matriz A y localizar las columnas lideres. Las columnas originales de A
correspondientes a las columnas lideres y forman una base para C. La base que se
obtiene en el Algoritmo 1.2 proporciona un subconjunto del conjunto dado S, lo cual no
ocurre necesariamente en el Algoritmo 1.1.

Algoritmo 1.3

Entrada: Un subconjunto no vacio de S de F'.

Salida: Una base para el codigo dual CJ', donde C= < S>.

Descripcion: Formar la matriz A cuyos renglones son las palabras en S Utilizar
operaciones de renglon elementales para encontrar la forma escalonada reducida por
renglon de la matriz A. Sea G la matriz de k x n que consta de todos los renglones

distintos de cero de A:

G

A—>

0
donde O denota la matriz cero.
La matriz G contiene K columnas lideres. Permutar las columnas de G para formar

G'= (I« | X),

donde Ixdenota la matriz identidad de k X k. formar la matriz H" como sigue:

H'= (- X" | Ink),

donde X * denota la transpuesta de X.

Aplicar la inversa de la permutacion aplicada a las columnas de G a las columnas
de H” para formar H. Después, los renglones de H forman una base de C . Notar que el
Algoritmo 1.3 proporciona también una base para C puesto que incluye al Algoritmo
1.1
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2.24 Matriz generadoray matriz parity check.

Conociendo la base de un cdédigo lineal podemos describir las palabras del codigo
mismo. En la teoria de codigos, se representa con frecuencia la base de un codigo lineal
por medio de una matriz, llamada matriz generadora y la matriz que representa la base
de su codigo dual es llamada matriz parity check. Estas matrices juegan un papel muy
importante en la teoria de codigos ya que como se vera posteriormente son usadas para
codificar y decodificar un codigo lineal.

Definicion 2.2.4.1 (i) Una matriz generadora para un codigo lineal C es una matriz G
cuyos renglones forman una base para C.

(i) Una matrLZ parity check H para un cédigo lineal C es la matriz generadora del
codigo dual C .

Observaciones 2.2.4.2

(i) Si C es un codigo lineal con parametros [N, K], entonces su matriz generadora C es
una matriz de K x n'y su matriz parity check para C es una matriz (N —K) x n.

(i1) El algoritmo 1.3 permite encontrar la matriz generadora y la matriz parity check de
un codigo lineal.

(ii1) Como el numero de bases para un espacio vectorial usualmente es mayor a uno, la
matriz generadora de un cddigo lineal no es unica, en consecuencia, tampoco lo es
la matriz generadora de su codigo dual. Ademas, aun considerando una matriz
generadora fija, al permutar sus renglones se obtendria una matriz generadora
diferente igualmente valida para el codigo lineal.

(iv) Los renglones de la matriz generadora son linealmente independientes. Del mismo
modo, los renglones de la matriz parity check. Para probar que la matriz G de kx n
es en efecto una matriz generadora para el codigo lineal C con parametros [n, K], es
suficiente con mostrar que los renglones de G son palabras de cédigo de C y que
son linealmente independientes.

Definicion 2.2.4.3 (i) Una matriz generadora en la forma (I | X) se dice que se
encuentra en su forma estandar.

Lema 2.24.4 Sea C un codigo lineal [n, k] sobre Fy, con matriz generadora G.

L. . I3
Entonces v € Fqn pertenece a C si y solo si V es ortogonal para todo renglon de G;

ie.,veE C" < vG"=0. En particular, dada una matriz H de (n — k) x n, entonces H es
una matriz parity check para C si y solo si los renglones de H son linealmente
independientes y HG' = 0.

Demostracion. Sea r; el i-ésimo rengléon de G. En particular, r; € C para toda 1<i <Kk,
y toda c€ C puede ser escrito como

C=Mr+ -+ ATy,

donde Aj,..., A € Fy.
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Sve CJ', entonces V - ¢ = 0 para toda ¢ € C. En particular, v es ortogonal a r;, para
toda 1 <i <k; i.e., vG' = 0. Por el contrario, si V-f; =0 para toda 1 <i <Kk, entonces para
cualquier C=Mr| +-+ M€ C,

V-C= 7\,1(V' r]_) + -+ Xk(v-rk) =0.

Para esta ultima parte, si H es una matriz parity check para el codigo C, entonces los
renglones de H son linealmentE independientes por definicion. Puesto que los renglones
de H son palabras codigo de C, se sigue de la declaracién anterior que HG' = 0.

Asimismo, si HG' = 0, entonces la declaracién anterior muestra que los J_renglones de
H, y por tanto el espacio de renglones de H, estan contenidos en C . Como los
renglones de H son linealmente independientes, el espacio de renglones J_de H tiene
dimension n — Kk, por lo que el espacio de renglones de H es en realidad C. En otras
palabras, H es una matriz parity check para C.

Una alternativa, pero equivalente forma de plantear el lema 2.2.4.4 anterior es la
siguiente:

Sea C un codigo lineal [n, k] sobre Fq, con matriz parity check H. Entonces v € Fqn

pertenece a C si y solo si v es ortogonal a cada renglén de H; i.e., vE C < VvH' = 0.
En particular, dada una matriz G de k x n, entonces G es una matriz generadora para C
si'y solo si los renglones de G son linealmente independientes y GH' = 0.

Una de las consecuencias del lema 2.2.4.4 es el siguiente teorema que relaciona la
distancia de un codigo lineal C con las propiedades de una matriz parity check de C.

Teorema 2.2.4.5 Sea C un codigo lineal y sea H una matriz parity check para C.
Entonces

(i) C tiene distancia > d si y solo si cualquier d — 1 columnas de H son linealmente
independientes; y

(ii) C tiene distancia < d si y solo si H tiene d columnas que son linealmente
dependientes.

Demostracion. Para (i) Sea v = (vi,..., Vy) € C es una palabra de peso e > 0.
Supongamos que las coordenadas de Vv distintas de cero se encuentran en las posiciones
i1,..., le, de manera que Vj = 0 sij ¢ {iy,..., le}. Sea G (donde 1 <i < n)la i-ésima
columna de H.

Por el lema 2.2.4.4 C contiene la palabra vV = (v,..., Vyy) de peso e (cuyas coordenadas
distintas de cero son Viy,..., Vig) siy solo si

0=vH " =v,c +- +v

lo cual es cierto si y solo si existen € columnas de H (concretamente, ci,,..., Ci 0
que son linealmente dependientes.
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Decimos que si la distancia de C es = d es equivalente a decir que C no tiene ninguna
palabra distinta de cero de peso < d — 1, es equivalente a decir nuevamente que
cualesquiera <d—1 columnas de H son linealmente independientes.

Para (ii)) De manera semejante, decimos que la distancia de C es < d equivale a decir
que H tiene < d columnas (y por lo tanto d columnas) que son linealmente dependientes.

Corolario 2.2.4.6 Sea C un cddigo lineal y sea H una matriz parity check para C. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) C tiene distancia d,;
(i1))  Cualesquiera d — 1 columnas de H son linealmente independientes y H tiene
d columnas que son linealmente dependientes.

Ejemplo 2.2.4.7 Sea C un codigo lineal binario con matriz parity check.

1101000
0110100
1110010
1010001

Puede apreciarse que no hay columnas cero y tampoco dos o tres columnas que
sumen 0" en H, asi que tres columnas de H son linealmente independientes. Sin
embargo, las columnas 1, 2, 3 y 6 suman a 0, y por lo tanto son linealmente
dependientes. Como conclusion decimos que la distancia de C es d = 4.

Teorema 2.24.8 Si G = (Ix | X) es la forma estandar de la matriz generadora de un
codigo C—[n, K], entonces la matriz parity check de Ces H = (-X" | Inx).

Demostracion. Si la ecuacion HG'=0 se satisface. Por considerar las tltimas n - k
coordenadas, es claro que los renglones de H son linealmente independientes. Por lo
tanto, la conclusion se sigue del lema 2.2.4.4.

Ejemplo 2.2.4.9 Encontremos la matriz generadora y su matriz parity check en su
forma estandar, para el codigo lineal binario C=<S>, donde S={0000000, 1011100,
0101110, 0010111, 1001011, 1100101, 1110010, 0111001}.

Utilizando la forma escalonada por renglén encontramos la matriz generadora
G y utilizando la matriz escalonada reducida en su forma G'= (I|X) que es la matriz
generadora en su forma estandar.

1001011
0000000 (1011100 G'=| 0101110
1011100 0101110 0010111
0101110 0010111 La matriz parity check debe ser
o _| 0010111 |} 0000000 | _ (k) xn= (7-3)xn=4x7
1001011 0000000 H= (XD 110
1100101 0000000
1110010 0000000 totl _xr |0
X =[1110 11
0111001 0000000

0111 101
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.. es su forma estandar.

Por lo tanto: H es la matriz parity check y H’ (IxT)

1101000 1000110
0110100 . _|ot00011
“l1110010 | D7 0010111
1010001 0001101

Se observa que:

l.-La matnz H tiene dimension 4, puesto que H cuenta con cuatro renglones, por lo
que di m(C )=4.

2.- Del ejemplo 2.2.4.7 d(C) = 4.

3.- De la matriz generadora de C s observa que dim(C)=3 =Kk, por lo que el
c6digo binario C cuenta con g =2° = 8 elementos o palabras codigo.

4.- Puede verificarse que dim(C) + dlm(C )=3+4=7=n,

5.- Concluimos que los parametros del codigo son C—[7, 3, 4], de acuerdo con la
notacion que hemos venido manejando.

2.2.5 Equivalencia de codigos lineales.

Ciertos codigos lineales pueden no tener una matriz generadora en su forma
estandar, después de algunas operaciones de renglon elementales de las palabras codigo
que la componen y, posiblemente, multiplicando ciertas coordenadas por escalares
distintos de cero, podemos encontrar un nuevo cddigo que si tenga una matriz
generadora en su forma estandar.

Definicion 2.2.5.1 Dos codigos (n, M) sobre Fg son equivalentes si uno puede obtenerse
a partir del otro por medio de una combinacion de operaciones del siguiente tipo:

(1) Permutacion de los n digitos de las palabras c6digo;
(i1) Multiplicacion de los simbolos que aparecen en una posicion fija por un
escalar distinto de cero.

Ejemplo 2.2.5.2 Sea q=3 y n=3. Considere el siguiente codigo ternario.
C={000, 011, 022}.

Permutando la primera y segunda posicion, se sigue por multiplicar la tercera posicion
por 2, obtenemos el siguiente codigo equivalente:

C’ = {000, 102, 201}.

Teorema 2.2.5.3 Cualquier codigo lineal C es equivalente a un cédigo lineal C” con
una matriz generadora en su forma estandar.

Demostracion. Si G es una matriz generadora para C, pongamos G en una forma
escalonada reducida por renglon. Acomodando las columnas de manera que las
columnas lideres formen una matriz identidad. El resultado es la matriz, G, en su forma
estandar que es la matriz generadora de un codigo C equivalente al codigo C.



Codigos  Lineales 46

Ejemplo 2.2.5.4 Sea C un codigo lineal binario con la siguiente matriz generadora
1100001
G =| 0010011
0001001

Acomodando las columnas en el orden 1, 3, 4, 2, 5, 6, 7 se produce la siguiente matriz

100]1001
G " =|010/0011
001]0001

Sea C’ el codigo generado por G'; entonces C” es equivalente a C y C’ tiene una
matriz generadora G', la cual esta en su forma estandar.

2.3 CODIFICACION Y DECODIFICACION DE UN CODIGO LINEAL.

2.3.1 Codificacion de un cédigo lineal.

Sea C un cédigo lineal [n, Kk, d] sobre el campo finito Fq. Cada palabra codigo de
C puede representar una pieza de informacion, por lo que C puede representar qk partes
de informacion distintos. Una vez que se fija una base {ri,..., Iy} para C, cada palabra
codigo Vv, o, cada parte de informacion qk, puede ser escrita de forma unica por medio de
una combinacion lineal,

V= Ul + o+ Uy,
donde Uy,..., Ux € Fq.

De manera equivalente, podemos establecer un conjunto G como matriz generadora
de C cuyo i-esimo renglon es el vector ry de la base elegida. Dado un vector u = (uy,...,
) € F g, entonces

V=UG=uiry + - + Uk

es una palabra cédigo en C. Por otra parte, cualquier v € C puede escribirse de forma

unica como V = UG, donde u = (Uy,...., U ) € F 'é. Por lo tanto, cada palabra u € F E

puede ser codificada como vV = UG. El procesos de representar los elementos de U € F E

como palabras del codigo v = uG en C se conoce como codificacion.

Ejemplo 2.3.1.1 Sea el codigo binario [7, 3, 4] (ver ejemplo 2.2.4.9) con la siguiente
matriz generadora

1001011
G =|0101110|
0010111
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Entonces, los mensajes son codificados por asignar las siguientes letras a las palabras F 3
como a continuacion se describe

000 001 010 o011 100 101 110 111
U N I V E R S O

Ahora v = UG, para cada U;.

1001011
U, = u,G = (000) 0101110 | = (0000000),
0010111

1001011
u, =u,G = (001)| 0101110 |=(0010111),
0010111

1001011
u, =u,G = (010) 0101110 |=(0101110),
0010111

1001011
u, =u,G=(011)[ 0101110 |=(0111001),
0010111

1001011
U, = UG = (100)| 0101110 |=(1001011),
0010111

1001011
u, =u,G=(101)| 0101110 |=(1011100),
0010111

1001011
u, =u,G = (110)| 0101110 |=(1100101),
0010111

1001011
Uy =u,G = (111)[ 0101110 | = (1110010).
0010111

Por lo tanto, el mensaje UNIVERSO queda codificado como:

0000000 0010111 oO101110 0111001 1001011 1011100 1100101 1110010
U N I \% E R S O
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Algunas ventajas de tener G en forma estandar son las siguientes:

(i) Si un codigo lineal C tiene una matriz generadora G en su forma estandar, G =
(I' [X), entonces el Algoritmo 1.3 a la vez proporciona

H=(-X"|1)
como una matriz parity check para C.

(i1) Si un codigo lineal [n, K, d] tiene matriz generadora G en su forma estandar, G =
(I |X), entonces recuperar el mensaje U a partir de la palabra codigo v = uG es
trivial, puesto que

v=uG =u (I |X) = (u, ux),

Es decir, los primeros K digitos de la palabra cddigo v = uG dan el mensaje u.
Los digitos n—k restantes son comtinmente llamados digitos verificadores. Los
digitos verificadores representan la redundancia la cual ha sido agregada al
mensaje para su proteccion contra el ruido.

2.3.2 Decodificacion de los codigos lineales.

En este apartado, se analizard el método de decodificacion del vecino mas
cercano para un codigo lineal, asi como una modificacion que improvisa su ejecucion
cuando la longitud del cédigo es demasiado larga. Ademas, se analizara el método de
decodificacion por sindromes recomendable para valores pequenos de n. Recordemos
que para que un codigo sea practico su algoritmo de decodificacion debera ser eficiente.
A continuacién se establece la definicion de co-conjunto. Los co-conjuntos son muy
importantes en los esquemas de decodificacion para codigos correctores de errores.

Definicién 2.3.2.0.1 Sea C un cddigo lineal de longitud n sobre Fqy sea u € F g
cualquier vector de longitud n; definimos el co-conjunto de C determinando por U como
el conjunto

C+u={v+tu:v€Ct=(u+0C).

Teorema 2.3.2.0.2 Sea C un codigo lineal [n, K, d] sobre el campo finito Fq. Entonces,

i todo vector de F § esta contenido en algin co-conjunto de C;
q g \
(i) parat0d0u€F3,|C+u|=|C|=qk;
(iii) paratodosu,v€ Fq,u€ C+v implicaque C+u=C+v;
v dos co-conjuntos son idénticos, o tiene interseccion nula;
]
V) hay q“'k co-conjuntos diferentes de C;
Vi aratodos U,VE Fg,u—VvE€ CsiysolosiuUyVestan en el mismo co-
p q y y

conjunto.
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Demostracion.

(1) El vector v € F g estd claramente contenido en el co-conjunto C + V.

(i1) Por definicion, C + u tiene a lomas | C | = qk elementos. Dos elementos C
+uyc +udeC+ usonigualessiysolosic= c,porlo tanto | C+ u |
=1Cl =

(iii))  Se sigue de la definicion de C + v que C + u cC + Vv. Entonces, por (ii),
CHtu=C+w.

(iv)  Consideramos dos co-conjuntos C + Uy C + V y supongamos que X € (C
+u) N(C + V). Como X € C + u, (iii) muestra que C + u = C + X. De
manera similar, X € C + v, se sigue que C + v= C + X. Por lo tanto, C +
u=C+v.

v) Se demuestra directamente de (i), (i) y (iv).

(vij Siu-v=c €C,entoncesu=c+v€C+V,porloque C+u=C+v.
Por la prueba de (i), u€ C+uyv € C+ Vv, porloque UyV estan en el
mismo co-conjunto. Por otra parte, supongamos U, V estan ambos en el
co-conjunto C + X. Entonces U= C+ X y V = C'+ x, para algin ¢, ¢’ € C.
Por lo tanto,u-v=c-¢ € C.

Definicion 2.3.2.0.3 A la palabra con el menor peso de Hamming en un co-conjunto se
le llama co-conjunto lider.

Ejemplo 2.3.2.0.4 Los co-conjuntos del siguiente codigo lineal binario

C = {0000, 1011, 0101, 1110}
Son los siguientes:

0000 +C: 0000 1011 0101 1110
0001 +C: 0001 1010 0100 1111
0010 +C: 0010 1001 0111 1100
1000 +C: 1000 0011 1101 0110

Notar que los co-conjuntos lideres pertenecen a las palabras de menor peso y que
en el caso de 0001 + C los co-conjuntos lideres pueden ser 0001 y 0100. Ademas, el
arreglo anterior es llamado un arreglo estandar (Slepian [48, 60]).

2.3.2.1 Decodificacién por el método del vecino més cer cano.

Sea C un codigo lineal. Si la palabra codigo Vv es transmitida y la palabra w es
recibida, de forma tal que hay un patron de error que contiene W:

e=w-v € w+C.

Entonces w —e=V € C, por lo que, empleando (vi) del Teorema 2.3.2.0.2, el patrén
error €y la palabra recibida W se encuentran en el mismo co-conjunto.

Para los casos en que la probabilidad de error es pequefia, la decodificacion por
medio del vecino mas cercano funciona para la decodificacion de codigos lineales de la
siguiente manera. Una vez que es recibida la palabra w, elegimos la palabra e de menor
peso en el co-conjunto W + C y concluimos que V = W — e es la palabra que fue
transmitida originalmente.
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Ejemplo 2.3.21.1 Sea q =2y C = {0000, 1011, 0101, 1110}. Decodificar la siguientes
palabra recibida: (i) w = 1101. De acuerdo al ejemplo 2.3.2.0.4 w + C esta en el cuarto
co-conjunto. La palabra de menor peso en dicho co-conjunto es 1000. Por lo tanto,
1101-1000 = 1101+1000 = 0101 fue la mas parecida palabra cédigo transmitida.

Ejemplo 2.3.2.1.2 Seaq=2y C= {0000, 1011, 0101, 1110}. Decodificar la siguiente
palabra recibida: (i) w = 1111. De acuerdo al ejemplo 2.3.2.0.4 w + C esta en el
segundo co-conjunto. Mientras que el segundo co-conjunto tiene dos palabras de menor
peso 0001 y 0100 (en el arreglo elegimos 0001 como co-conjunto lider, si se hubiera
elegido 0100 tendriamos una pequena diferencia y esto debido a que utilizamos un
arreglo en forma estandar para elegir los co-conjuntos). Si se realiza una decodificacion
completa se elige 0001, como el patréon de error, y concluimos que 1111 — 0001 = 1111
+ 0001 = 1110 es la palabra codigo que fue enviada, la cual aparece en la parte superior
del arreglo en forma estandar para C.

2.3.2.2 Decodificacién por sindromes.

El esquema de decodificacion basado en un arreglo en forma estandar trabaja
razonablemente bien cuando la longitud n de un cédigo lineal es pequefia, pero puede
tomar una cantidad de tiempo considerable conforme n se hace grande. Puede ahorrarse
tiempo haciendo uso de un sindrome para identificar el co-conjunto al que pertenece la
palabra recibida. Como se presenta en este apartado, el uso de decodificacién por
sindrome representa una forma sencilla y facil de decodificar los cddigos correctores de
errores. Pero no es recomendable practicamente para codigos de gran tamafio.

Definicion 2.3.2.2.1 Sea C un codigo lineal [n, k, d] sobre Fqy sea H una matriz

parity I(check para C. Para cualquier w € F g, el sindrome de W es la palabra S (w) = wH'
€ R

Teorema 2.3.2.2.2 Sea Cy un codigo lineal [N, k, d] y sea H una matriz parity check
para C. Para u, v € F g, tenemos que

®H  S(utv)=SU)+S(V);
(i1) S (u) =0 siy solo si U es una palabra codigo en C;
(iii)) S (u)=S (v) siy solo si Uy V pertenecen al mismo co-conjunto de C.

Demostracion.

(1) Esuna consecuencia inmediata de la definicion de sindrome (Definicion 2.3.2.2.1).
(ii) Por la definicion de sindrome. Tenemos que S(u) = 0 si y solo si uH' = 0.
(ii1) Se sigue de (i), (ii) y del teorema 2.3.2.0.2 (vi).

Observacion 2.3.2.2.3 Puesto que los sindromes se encuentran en Fq”'k, existen a lo
mas q“'k sindromes. El Teorema 2.3.2.0.2 (v) dice que hay q“'k co-conjuntos, por lo que
hay qn'k correspondientes sindromes, todos distintos entre si. Por lo tanto, todos los
vectores en Fq"™ aparecen como sindromes.
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Definicion 2.3.2.2.4 La tabla que asocia cada co-conjunto lider con su sindrome se
llama tabla de sindromes o arreglo de decodificacion estandar.

Pasos para construir una tabla de sindromes asumiendo completa
decodificacion por e método del vecino mas cer cano.

Paso 1. Listar todos los co-conjunto para el cédigo y elija para cada co-conjunto la
palabra codigo de menor peso como el co-conjunto lider u.

Paso 2: Encontrar una matriz parity check H para el codigo y para cada co-conjunto
lider u, calcular su sindrome S(uU) = uH".

Para decodificacion incompleta por el método del vecino més cercano, si

encontramos mas de una palabra de menor e igual peso en el co-conjunto, se solicita una
retransmision y se indica esto en la tabla de sindromes por medio de un guion — o « .

Una forma rapida de construir una tabla de sindrome, dada la matriz parity check
H y la distancia del cédigo C, es generar todos los patrones de error € con

Wt(e)g[dz‘lJ

como co-conjuntos lideres y calcular los sindromes S(€) para cada uno de ellos.

Ejemplo 2.3.2.25 Para una completa decodificacion por el método del vecino mas
cercano. Construir su tabla sindrome para el siguiente codigo lineal.

C={0000, 1011, 0101, 1110}

Paso 1.- Elegimos las palabras cédigo 0000, 0001, 0010 y 1000 como co-conjuntos
lideres. Después, la matriz parity check para C es

Paso 2.- Construimos la tabla sindrome para C. Con S(u)=uH".

Co-conjunto lider u Sindrome Sy (u)=uH'
0000 00
0001 01
0010 10
1000 11

Tabla 2.3 de sindromes.
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Procedimiento para la decodificacion por sindromes.
Paso 1: Para la palabra recibida w, calcule el sindrome S(w).

Paso 2: Encuentre el co-conjunto lider U préximo al sindrome S(w) = S(u) en la tabla
de sindromes.

Paso 3: Decodifique W como V=W — U.

Ejemplo 2.3.22.6 Sea g=2 y C = {0000, 1011, 0101, 1110}. Sea w=1101 la palabra
codigo transmitida. Calculamos el sindrome S(w) = wH=11. De la tabla 2.3 el proximo
co-conjunto lider es 1000. Por lo tanto, 1101+1000 = 0101. Este ejemplo puede ser
verificado con ayuda del ejemplo 2.3.2.2.5.

Ejemplo 23227 Sea C = {0000000, 1011100, 0101110, 0010111, 1001011,
1100101, 1110010, 0111001} un codigo lineal binarioy w= 1110011 1la palabra coédigo
transmitida. Entonces H es la matriz parity check
1101000
[ 0110100

1110010

1010001
Elegimos las palabras codigo que seran los co-conjuntos lideres y calculamos S(u) =
uH'. Entonces

Elementos lider Sindrome Sy (u) =

1000000 \ (1000 (1000 u uH'
0100000 | | 0100 | | 0100 0000000 0000
0010000 | | 0010 | | 0010 1000000 1000
UH™ =| 0001000 |*| 0001 |=| 0001 8(1)(1)3838 85?8
0000100 | [1011 | |1011 0001000 0001
0000010 | 1110 | [1110 0000100 1011
0000001 0111 0111 0000010 1110
0000001 0111

Tabla2.4 de sindromes.

Calculamos el sindrome S(w)=wH"=0111. De la tabla 2.4 el proximo co-conjunto
lider es 0000001. Por lo tanto, 1110011 + 0000001 = 1110010 el cual pertenece a una
palabra codigo de C. La decodificacion puede ser corroborada con la siguiente tabla.

0+C 0000000 1011100 1110010 1100101 0101110 0111001 0010111 1001011

1000000+C 1000000 0011100 0110010 0100101 1101110 1111001 1010111 1001011

100000+C 0100000 1111100 1010010 1000101 0001110 0011001 0110111 1101011

10000+C 0010000 1001100 1100010 1110101 0111110 0101001 0000111 1011011

1000+C 0001000 1010100 1111010 1101101 0100110 0110001 0011111 1000011

100+C 0000100 1011000 1110110 1100001 0101010 0111101 0010011 1001111

10+C 0000010 1011110 1110000 1100111 0101100 0111011 0010101 1001001

1+C 0000001 1011101 1110011 1100100 0101111 0111000 0010110 1001010

Tabla 2.5 Arreglo en forma estandar paraun cédigo [7, 3, 4].
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2.4 CONSTRUCCION DE ALGUNOS DE LOS CODIGOSLINEALES.

En este apartado, analizaremos las reglas de propagacion que describe la
construccion de nuevos codigos basados en viejos codigos. La estrategia es construir
codigos de gran tamafio o larga longitud a partir de codigos de menor tamafio o corta
longitud. Desde el comienzo de la teoria de coédigos, muchas reglas de propagacion han
sido propuestas y algunas han llegado a ser un importante estaindar de construccioén en
teoria de codigos. Ademas, analizaremos la construccion de ciertos tipos de codigos de
Hamming y de Reed muller.

2.4.1 Reglasde propagacion.

Teorema 2.4.1.1 Supoéngase que hay un codigo lineal [n, k, d] sobre F,. entonces:

(i) (longitud) existe un codigo lineal [N+ r, k, d] sobre Fq para cualquier r 2 1;

(if) (subcodigos) existe un codigo lineal [n,k-r,d] sobre Fy para cualquier
1<r<k-l;

(iif) Existe un codigo lineal [n—r, k, d - r] sobre Fqpara cualquier 1 < r< d—1;

(iv) Existe un codigo lineal [n, k, d - r] sobre Fq para cualquier 1 < r< d—1;

(v) Existe un codigo lineal [n-r, k—, d] sobre F para cualquier I < r s k- 1.

Demostracion. Sea C un codigo lineal [N, k, d] sobre F.

(i) Para demostrar la existencia de un cédigo lineal [n+1, Kk, d] sobre F,. Consideramos
sumar una nueva coordenada 0 a todas las palabras codigo de C para formar un nuevo

codigo { (Up---a un’O): (ul,..., un)e C} .

El codigo representa a un codigo lineal [n + 1, K, d] sobre F.

(i1) Sea c una palabra cédigo diferente de cero de C con wt(C) = d. Si consideramos la
extension de € para formar una base de C: {¢; = C,..., ¢}. Considerando el nuevo codigo
<{c1,..., Ckr} > transformado por las primeras K — r palabras codigo en la base. Por lo
tanto, el nuevo codigo tiene los parametros [n, k- r, d].

(iii)) Sea ¢ € C una palabra codigo de peso d. Para cada palabra cédigo de C,
consideramos borrar el conjunto de r posiciones donde C tiene coordenadas diferentes de
cero. Podemos observar que el nuevo codigo es un codigo lineal [n -1, K, d-r].

(iv) El resultado es una consecuencia de (i) y (iii).

(v) Si k = n, entonces tenemos que d = 1. Por lo tanto, el espacio F g~ es un codigo con
parametros [N -1, k—r,d].

Consideramos que k < n. Para demostrarlo es suficiente demostrar la existencia
de un codigo lineal [n -1, k-1, d] para k> 2. Sea C un codigo lineal [n, k, d] sobre F,.
Asumimos que C tiene una matriz parity-check de la forma H = (I,,.«| X). Si borramos la
ultima columna de H, obtenemos la matriz H; con(n-k) x (n-1). Entonces, los renglones
de H; son linealmente independientes y cualquier d-1 columnas de H; son linealmente
independientes. De hecho, el cddigo lineal con matriz parity-check H; tiene parametros
[n-1,k-1,d] cond; =d. Por lo tanto, podemos obtener de (iv), un cédigo lineal [n -1,
k-1,d].
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El teorema 2.4.1.1 produce codigos con parametros no tan buenos como los
codigos que los crearon. En la practica, generalmente no se hacen nuevos codigos a
partir de estas construcciones. Sin embargo, son muy utiles para el estudio y disefio de
los coédigos lineales. A continuacion daremos algunos ejemplos de construccion de los
codigos lineales y damos por entendido que su decodificacion es la misma presentada
en el apartado anterior.

Ejemplo 2.4.1.2 Un c6digo Hamming binario de longitud 7 es un cédigo lineal [7, 4,
3]. A partir del teorema 2.4.1.1, podemos obtener codigos lineales con parametros [n,
4, 3] paran 2 7 y también codigos lineales con parametros [7, k, 3] para cualquier 1< k
<4.

Definicion 2.4.1.3 Encontraremos nuevos cddigos lineales por suma directa. Sea C; un
codigo lineal [n;, ki, d;] sobre Fq para i =1, 2. Entonces la suma directa de C; y C,
definido por

C+C = {(Cl, G:CEC,€E Cz)}

es un codigo lineal [n; +ny, ki +k; , min {d;, d>}] sobre F,.

Ejemplo 2.4.1.4 Sea C; = {000, 110, 101, 011} un codigo lineal [3, 2, 2] binario, y sea
C,=1{0000, 1111} un cédigo lineal [4, 1, 4] binario. Entonces:

C; + C,={0000000, 1100000, 1010000, 0110000,
0001111, 1101111, 1011111,0111111}
es un codigo lineal [7, 3, 2] binario.

Definicion 2.4.1.5 Codigos lineales con construccion (U, u+v). Sea C; un codigo lineal
[n, ki, d;] sobre Fg, parai=1, 2. Entonces el codigo C definido por:

C={uu+tv):u€ecC,veQCy)}
es un codigo lineal [2n, k; +k; , min {2d, d,}] sobre F,.

Ejemplo2.4.1.6 Sea C; = {000, 110, 101, 011} un codigo lineal [3, 2, 2] binario, y sea
C,=1{000, 111} un cédigo lineal [3, 1, 3] binario. Entonces:

C; + C,={000000, 110110, 101101, 011011,
000111, 110001, 101010, 011100}
es un codigo lineal [6, 3, 3] binario.

Definicion 2.4.1.7 Sea A un codigo lineal [n, k, d]. Entonces el codigo C definido por

C={(c,c:c€A}U{, 1+c)c€ A)} esun coddigo lineal [2n, k + 1, min {n, 2d}]
binario.

Ejemplo 2.4.1.8 Sea A = {00, 01, 10, 11} un cédigo lineal [2, 2, 1] binario. Entonces,
de la definicién 2.4.1.7 tenemos que

C = {0000, 0101, 1010, 1111, 0011, 0110, 1001, 1100}.

Por lo tanto, C es un codigo lineal [4, 3, 2] binario.
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2.4.2 Caodigos de Hamming.

Codigos de Hamming fueron descubiertos por R. W. Hamming y M. J. E. Golay.
Forman una importante clase de codigos con interesantes propiedades y son faciles de
codificar y decodificar.

Definicion 2.4.2.1 Sea r > 2. Un c6digo lineal binario de longitud n = 2'-1, con matriz
parity check H y sus columnas consisten de todos los vectores diferentes de cero de F 5,
es llamado un codigo de Hamming binario de longitud 2'-1. Se denota por Ham(r, 2).

Definicion 2.4.2.2 El dual de un codigo binario de Hamming Ham(r, 2) es llamado un
codigo simplex binario. Se denota por S(r, 2).

Definicion 2.4.2.3 Propiedades de los codigos Hamming binarios.

(1) Todos los codigos Hamming binarios de longitud dada son equivalentes.

(i)  La dimensiéon de Ham(r, 2) esk=2"-1 -r.

(iii)  La distancia de Ham(r, 2) es d=3. Por lo tanto, Ham(r, 2) corrige unicamente
un solo error.

(iv)  Cddigos Hamming binarios son codigos perfectos [ver Apéndice (A)].

Demostracion.

(1) Para una longitud dada, cualquier matriz parity check puede ser obtenida de
otra por realizar operaciones de columnas. Por lo tanto, el correspondiente
codigo de Hamming es equivalente.

(i1) La matriz parity check H de Ham(r, 2), es una matriz r x (2'-1). Por lo tanto,
la dimension de Ham(r, 2) es 2"~ 1 - 1.

(iii))  Como ninguna de 2 columnas cualesquiera de H son iguales, entonces son
linealmente independientes. Se dice, por el Corolario 2.2.4.6 que la
distancia de Ham(r, 2) es igual a 3.

(iv)  Verificamos que Ham(r, 2) satisface el limite de Hamming explicado en el
Apéndice (A). Por lo tanto, se concluye que Ham(r, 2) es un codigo perfecto.

Ejemplo 2.4.2.4 El cédigo Ham (3, 2) binario, tiene [7, 4, 3] como parametros y
corrige un error. El nimero de vectores en F 5 que son garantizados a ser unicamente
corregidos a un cédigo de palabraes 16 x (( | )+ ({)) =128 y como 27=128 vectores,

es garantia de que cada vector en F } sea Unicamente corregible a una palabra codigo en
Ham(3, 2), y por lo tanto el codigo es perfecto.

Definicion 2.4.1.5 El codigo Hamming extendido binario, denotado por Ham(r, 2), es
el codigo obtenido por sumar una coordenada al codigo Ham(r, 2) como se demostrd en
el teorema 2.4.1.1 (i).

Definicion 2.4.1.6 Se denota Ham(r, q) a un g-ario coédigo de Hamming con r = 2.
Teniendo las siguientes propiedades:

(1) Ham(r, q) es un codigo con parametros [(q™-1)/(g-1), ((q"-1)/(g-1))-r, 3].
(i1) Ham(r, q) corrige exactamente un error.
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Ejemplo 2.4.2.7 La matriz de un cédigo ternario Ham (2, 3) es
0 1 1 1
H =
( 10 1 2)
con parametros [4, 2, 3].
2.4.3 Cddigosde Reed Muller.

Los codigos Reed Muller estan entre los codigos mas antiguos que son conocidos
y tienen muchas aplicaciones practicas. Para cada entero positivomyr con O <r <m,
donde r es el orden del codigo Reed Muller denotado por R(r, m), el cual es un codigo
lineal binario con parametros

= (1) -]

En efecto, R(1, 5) fue usado por el Mariner 9 para transmitir imagenes blanco y
negro desde el planeta Marte hacia la Tierra en 1972 [48; 118]. Los codigos Reed
Muller admiten una especial decodificacion llamada decodificacion Reed.

Definicion 2.4.3.1 El cédigo Reed Muller de primer orden R(1, m) son codigos
binarios, definidos para toda m = 1, recursivamente como sigue:

()  R(1,1)= F’={00,01, 10, 11}.
(i1) Para mz= 1.

R(I,m+l)={(u,u):ue R(1,m) } U {(u,u+1):ueR(1,m)}.

Ejemplo 2.4.3.2 R(1, 2) ={0000, 0101, 1010, 1111, 0011, 0110, 1001, 1100}.
La matriz generadora de R(1, 2) es:

1 1 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1

Observar que el codigo R(1, 2) es lineal y binario, pero no ciclico, los cuales
analizaremos en el siguiente capitulo.

Proposicion 2.4.3.3 Para m 2 1, el codigo Reed Muller R (1, m) es un codigo lineal
binario con parametros [2™, m+1, 2™"]. En la cual cada palabra codigo excepto el Oy 1
tiene peso 2™

Definicion 2.4.3.4 Para cualquier r 2 2, el c6digo Reed Muller R(r, m) es considerado
de orden r y longitud 2™, param 2 r - 1, definido recursivamente por:

F22r Sim=r-1,
Rr,m+1)=
{(uutv):ue Rr,m), veR(r-1,m)} Sim>r-1.
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Ejemplo 2.4.35 El codigo R(1, 3) tiene longitud 2° = 8. Su construccion serd a partir
de los vectores siguientes: lol =@ 1111111

v, &V, Oo000T1T1T10D

vV, =0 0110011
O1010100D

v oV

Su construccion se asemeja a las caracteristicas de una funcidon booleana en el

campo Fo. 111 1 1 111
Su matriz generadora es: G = 0000 T 1 11
001 1 0011
01 01 01 01

La matriz Hg es una analogia de lo que conocemos como matriz parity check, tan
solo por realizar la transformacion Hadamard'®. La columna 2 es v, (transformacion
Hadamard), la columna 3 es v, y la columna 5 es vs.

1 1 1 1 1 1 1 1
1-1 1-1 1-1 1-1
1 1-1-1 1 1-1-1
jr-1-1 1 1-1-1 1
HS_1 1 1 1 —-1-1-1-1
1-1 1-1 -1 1-1 1
1 1-1-1 -1-1 1 1
1-1-1 1 -1 1 1-1

Algoritmo 2.1 Decodificacion para codigos R (1, m)

Entrada: r = (rg, 11,..., 12"-1).
Salida: Maxima palabra codigo parecido C.
Encontrar la representacion R = (1).
Calcular la transformacién Hadamard T = RH,™.
Encontrar la coordenada t; con la magnitud mas larga.
Sea i la expansion binaria (i, im.1,..., 11)2

m

Si (ti> 0), entonces: C = Z jzlijvj

m .
Si no, entonces: c=1+ Z iz hiVYi
FIN

Parar=11,0,0,1,0,0, 1, 0]

Pasos: 1.- Calculamos la transformacion R= [-1,1,1,-1,1, 1, -1, 1].
2.- Calcular T=RH =2, -2, 2, -2, -2, 2, -2, -6].
3.- La méxima coordenada es: t;=— 6, por lo tanto (1, 1, 1),.
4.- Comot;<0,c=1+vi+v,+v3=[1,0,0,1,0,1, 1, 0].

16 | a transformacion Hadamard convierte elementos binarios {0, 1} de r a binarios (+1 y -1) utilizada en decodificacion de cédigos
Reed Muller ver [53, 381].
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3. CODIGOS cicLIcosS.

Como se explicd en el capitulo anterior, los codigos lineales pueden ser
corregidos utilizando el arreglo estandar, aunque para codigos de gran tamafio el
almacenamiento y el tiempo de computacion pueden ser factores limitantes para que un
codigo lineal sea 6ptimo. Ademas, ain no se ha visto ningun mecanismo para el cual la
matriz generadora o la matriz parity check puedan ser disefiadas para una especifica
distancia minima. En este capitulo se desarrollaran los cédigos ciclicos, los cuales estan
basados en operaciones polinomicas y tienen una estructura algebraica con la cual se
realiza la codificacion y decodificacion mas eficiente.

Los primeros estudios sobre codigos ciclicos fueron realizados por Prange en
1957 [48, 133]. Desde entonces los codigos correctores de errores pasaron a un enfoque
mas algebraico y la teoria de codigos algebraica ha hecho grandes progresos en el
estudio de coédigos de correccion de errores que utilizan redundancia, surgiendo
entonces muchos ejemplos practicos que estan entre los codigos ciclicos, como algunos
de los codigos de Hamming, codigos de Golay, codigos BCH (Bose-Chaudhuri-
Hocquenghen), o los coédigos de Reed-Solomon y Goppa.

Se demostrara que un cédigo ciclico es totalmente determinado por su polinomio
generador y que la estructura algebraica para las operaciones en polinomios es la
estructura algebraica de un anillo.

3.1 DEFINICIONES BASICAS.

3.1.1 Breveresumen de camposfinitosy anillos.

La teoria de los campos finitos tiene sus origenes en los siglos XVII y XVIII, con
eminentes matematicos tales como Pierre de Fermat (1601-1665) y Leonhard Euler
(1707-1783) que contribuyeron a la estructura tedrica de especiales campos finitos. La
teoria general de campos finitos comienza con el trabajo de Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) y Evariste Galois (1811-1832), pero unicamente llega a ser de interés para
matematicos e ingenieros en recientes décadas, esto es debido a sus muchas
aplicaciones a las matematicas, ciencia computacional y teoria de la comunicacion.
Actualmente, la teoria de los campos finitos conjuntamente con la definicion de un
anillo ha llegado a ser muy importante en el uso de los cédigos correctores de errores.
En este capitulo se presenta un breve resumen de esta teoria. Para una completa
introduccion a los campos finitos se invita al lector a consultar [11].

Definicion 3.1.1.1 Un campo es un conjunto no vacio F de elementos con dos
operaciones “+” llamado suma y “” llamado multiplicacion los cuales satisfacen los
siguientes axiomas. Para todo &, b, c € F:
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(1) F es cerrado bajo “+”y “”;i.e.,a+by a- bestanenF.

(i)  Se cumple la ley conmutativa:a+ b=b+a, a-b=b-a

(iii)  Se cumple la ley asociativa: (a+ b)+ c=a+ (b+c), a-(b-c)=(a-b)-c
(iv)  Se cumple la ley distributiva: a- (b+ c)=a-b+a- c.

Ademas, F contiene dos distintos elementos identidad que son el 0 y 1, donde el 0 es
identidad de suma y el 1 es identidad multiplicativa y satisfacen los siguientes axiomas:

v) a+(0=aparatodoa€ F.
(vij a-l=aya-0=0paratodoa€F.
(vii)  Para cualquier a en F, existe un elemento inverso aditivo (- @) en F tal que a +

(-a)=0.
(viii) Para cualquier a # 0 en F, existe un elemento inverso multiplicativo a' en F tal
-1
quea-a =1.

Ejemplo 3.1.1.2 (i) Algunos campos conocidos, son el campo de los racionales Q,
a
Q= {b :a,b son enteros con b # 0},

el campo de los reales R y el campo de los complejos C. Se puede comprobar que todos
los axiomas en la definicion 3.1.1.1 se satisfacen para los tres campos. De hecho, no
estamos interesados en estos campos porque tienen un numero infinito de elementos.

(i) Denotamos por Z, al conjunto {0, 1}. Definimos la suma y la multiplicaciéon como
en la figura 3.1. Después es facil comprobar que Z, es un campo y tiene tinicamente dos
elementos.

+101 «101
0(01 0/00
1{10 1/01

FIGURA 3.1 TABLA DE SUMA Y MULTIPLICACION PARA Z,.

Lema 3.1.1.3 Sea a, b cualquier elemento de un campo F. Entonces:

» D-a=-g
(il) a-b=0implicaquea=0 o b=0.

Demostracion. (i) tenemos que
-)-ata =(-1-a+al del axioma (vi),

-D-a+tal=(-1)+l)a del axioma (ii) y (iv),
(-)+1)ya = 0a=0 del axioma (vii), (ii) y (Vi).



Definiciones bisicas 60

(i) Sia# 0, entonces:

0 = a'o
a0 = a'-(a'b) del axioma (vi),
a'-(ab) = (@%a) b del axioma (iii),
(@ta) - b = 1-b del axioma (ii) y (viii),
1-b = b1 =D del axioma (ii) y (vi).

Un campo que contiene unicamente muchos elementos finitos es llamado un
campo finito. Un conjunto F que satisface los axiomas (i) al (vii) en la definicion
3.1.1.1 es llamado un anillo conmutativo.

Ejemplo3.1.1.4
(i) El conjunto de todos los enteros

Z:=10, %1, £2, ..}

forman un anillo para la suma y la multiplicacion, llamado el anillo de los enteros.
(i1) El conjunto de todos los polinomios sobre un campo F,

F[x]={ a +ax+--+ax":a F,n>0{,

forman un anillo para la suma y multiplicacion de polinomios.

Definicion 3.1.1.5 Sea a, b y m> 1 enteros. Decimos que a es congruente a b modulo
m, escrito como a = b (mod m), si m| (a - b); i.e., mdivide a—b.

Ejemplo3.1.1.6
(1) 90 = 30 (mod 60) y 15 = 3 (mod 12).
(i) a = 0 (mod m) se refiere a que mla.
(iii))  a =0 (mod 2) se refiere a que aes par.
(iv) a = 1 (mod 2) se refiere a que a es impar.

Observacion 3.1.1.7 Dado los enteros a'y m > 1, por el algoritmo de la division se
tiene que: a= mq + b, donde b es determinado tinicamente poraymy0<b<m-1.
Por lo tanto, cualquier entero a es congruente a exactamente uno de los 0, 1,..., m—1
modulo m. El entero b (como se observa en la figura 3.1) es llamado el residuo principal
de a dividido por m, denotado por (a (médulo my).

Sia=b (mod m)y c=d(mod m), entonces nosotros tenemos

a+ c=Db+ d(modm),
a—-c=Db-d(modm),
a ¢ =Db~d(modm).

Para un entero m > 1, denotamos por Z,, o Z/(m) al conjunto {0, 1,..., m— 1}y
definimos la suma “+” y la multiplicacion “+”” en Z, por:

a+ b=al residuo de a + b dividido por m i.c., (@ + b (mod m)), y
a- b = al residuo de a-b dividido por m, i.e., (- b (mod m)).

Es facil mostrar que los axiomas (i) al (vii) de la definicion 3.1.1.1 se satisfacen.

G

Por lo tanto, Z,,,, junto con la suma “+” y la multiplicacién “+”, forman un anillo.
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Ejemplo3.1.1.8

(i) Médulo 2: En la figura 3.1, Z; es exactamente un anillo definido para m= 2. En este
caso, el axioma (viii) también se satisface. Por lo tanto, Z, es un campo.

(i) Mddulo 4: En la figura 3.2 se construyeron las tablas de suma y multiplicacion para
Z4. Podemos ver que el axioma (viii) no se cumple para Z4 y como 2" no existe. Por lo
tanto, Z4no es un campo.

+]10123 + 10123
00123 0(0000O0
111230 110123
212301 210202
313012 3]0321

FIGURA 32 TABLASDE SUMAY MULTIPLICACION PARA Z,.

Conclusién: Nosotros encontramos de los ejemplos anteriores que Z,, €s un campo para
algunos enteros My es precisamente un anillo para otros enteros.

Teorema 3.1.1.9 Z,, es un campo si y solo si mes un primo.

Demostracion. Supdngase que M es un numero compuesto y sea m = a'b para dos
enteros 1 <a, b<m. Por lo tanto, a# 0, b # 0. Sin embargo, 0 =m=a- ben Z,,. Esto
es una contradiccion al lema 3.1.1.3. Por lo tanto, Z;, no es un campo.

Ahora sea m un numero primo. Para cualquier elemento diferente de cero a € Zy,
i.e., 0 <a<m, nosotros conocemos que a es primo a M. Por lo tanto, existen dos enteros
u,veon 0 <u<m-1 tales que ua+vm= 1, i.e., ua = 1 (mod m). Por lo tanto, u=a’.
Esto implica que el axioma (viii) en la definicion 3.1.1.1 también se satisface. Por lo
tanto, Z,, €s un campo.

Para un anillo R un entero n2 1 y a € R, denotamos por n-a el elemento

Zn:aza_+a+---+a.

i=1 n

Definicion 3.1.1.10 Sea F un campo. La caracteristica de F es el menor entero positivo
p tal que p- 1 =0, donde 1 es la identidad multiplicativa de F. Si p no existiera, se
define la caracteristica como 0.

Ejemplo3.1.1.11

(i) Las caracteristicas de Q, R, C son 0.
(11) Las caracteristicas del campo Z,, es p para cualquier valor primo p.

Conclusion: La caracteristica de un campo es 0 0 un numero primo.
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3.1.2 Anillos polinomiales.

Definicion 3.1.2.1 Sea F un campo. El conjunto

F[x]:= {Z}aix‘ ‘a, € F,nzo}

es llamado el anillo polinomial sobre F. (Si F es un anillo, los axiomas (i) al (viii) de la
definicion 3.1.1.1 se cumplen). Un elemento de F [x] se le llama polinomio sobre F.

Para un polinomio

FO)=>" ax',

el entero n es llamado el grado de f(x), denotado por grad(f(x)). Ademas, un
polinomio diferente de cero de grado n es dicho ser moénico si a, = 1. Un polinomio f(x)
de grado positivo se dice ser reducible sobre F si existen dos polinomios g(x) y h(x)
sobre F tales que grad(g(x)) < grad(f(x)), grad (h(x)) < grad (f(x)) y f (x) = g(x)h(x). De
otra manera, el polinomio F(x) de grado positivo es dicho ser irreducible sobre F.

Ejemplo 3.1.2.2 (i) El polinomio f(x) = x* + 2x° € Z5[x] es de grado 6. Es reducible
debido a que f(x) = x*(1 + 2x?).

(i) El polinomio g(x) =1 + x + x* € Zy[x] es de grado 2. Es irreducible. De otra
manera, g(x) tendria un factor lineal x o x+1; i.e., 0 o 1 podrian ser una raiz de g(x),
pero g(0)=g(l)=1€ Z5.

Definicion 3.1.2.3 Sea f(x) € F[x] un polinomio de grado n = 1. Entonces, para
cualquier polinomio de g(x) € F[x], existe un unico par (s(x), 1(x)) de polinomios con
grad(r(x)) < grad(f(x)) o r(x) = 0 tal que g(x) = s(x)f(x) + r(x). El polinomio r (x) es
llamado el residuo principal de g(x) dividido por f(x), denotado por (g(x) (mod f (x))).

Ejemplo 3.1.2.4 Sea f(x) =1 + x* y g(x) = x + 2x" dos polinomios en Zs[x]. Tenemos
que gx)=x+2x" =3 +2x)(1 +x%) + (2 +x) = (3 +2x%) f (x) + (2 + x), el residuo de
g(x) dividido por f(x) es 2 + x.

Definicion 3.1.2.5 Sea f(x), g(x) € F[x] dos polinomios diferentes de cero. El mas
grande o mayor comun divisor de f(x) y g(x), denotado por mcd(f(x), g(x)), es el
polinomio monico de mas alto grado el cual es divisor de ambos f(x) y g(x). En
particular, decimos que f(x) es co-primo o primo a g(x) si mcd(f(x), g(x))=1. E1 menor
coman multiplo de f(x) y g(x), denotado por mem(f(x), g(x)), es el polinomio ménico de
mas bajo grado cual es multiplo de ambos f(x) y g(x).

Observacion 3.1.2.6 Si f(x) y g(x) tienen las siguientes factorizaciones:
f(x)=ap, 0% p, ()%, g(x)=bp,(x)"p,(x)",

donde a, b € F, ¢;, dj 2 0 y pi(x) son distintos polinomios moénicos irreducibles,
entonces:

mecd ( f (X), g(X)) = p, (X)min{ g.di} . pn(x)min{ e,,dn}

mom (f(x), g(X)) = P, (x)™ (*4T p ()™ o0t

y



Definiciones bisicas 63

Ejemplo 3.1.2.7 Si tenemos el siguiente polinomio binario fi(x) = (1+x)*(1+x+x*)’,
fo(x)=(1+x)(1+x+x%), f3(x) = x*(1+x+x*). Entonces, por la observacién 3.1.2.6 tenemos:

mem (f1(x), F2(x), f3(x)) = x2(1+x)*(1+x+x2)*(1+x+x*)’.

A continuacion presentaremos la tabla 3.1 que representa las analogias entre anillo de
enteros Z y anillo polinomial F[x].

El anillo de los enteros Z El anillo polinomial F[x]

Un entero m Un polinomio f(x)

Un numero primo p Un polinomio irreducible p(x)
Z,=1{0,1,.,m-1} Fx]/(f (x)): { Tax:aeF,n> 1}
a+b:= (a+b(mod m)) g(x)+ h(x):= (g(x)+ h(x)mod f (x)))
a*b:= (ab(mod m)) g(x)* h(x):= (g(x)n(xmod f (x)))

Z .es un anillo F[x]/(f(x)) e un anillo

Z.esun campo < mes primo.  F[x]/(f(x))es campo < f(x)es irreducibl e.
TABLA 3.1 ANALOGIAS ENTREZ Y F[x].

Teorema 3.1.2.8 Sea f(x) un polinomio sobre el campo F de grado = 1. Entonces
F[x]/(f(x)), de acuerdo a la tabla 3.1 para la suma y multiplicacién se forma un anillo.
Ademas, F[x]/(f(x)) es un campo si y solo si f(x) es irreducible.

Demostracion. Para verificar que F[x]/(f(x)) es un anillo, se aplica exactamente el
mismo argumento que se aplico para demostrar el Teorema 3.1.1.9.

+ 0 1 X 1+x # 0 1 X 1+Xx
0 0 1 X 1+x 0 0 0 0 0

1 1 0 1+x X 1 0 1 X 1+x
X X 1+x 0 1 X 0 X 1 1+x
1+x 1+X X 1 0 1+x 0 1+x 1+X 0

TABLA 32 SUMA Y MULTIPLICACION PARA Z[X]/(1+X?).

Ejemplo 3.1.2.9 Si tenemos el anillo de la tabla 3.2 Z,[x] / (1 + x%) = {0, 1, x, 1+x}.
Podemos observar de la tabla de multiplicacion 3.2 que Z,[x] / (1 + x?) no es un campo
debido a que (1 + x)(1+x) = 0.

+ 0 1 X 1+x # 0 1 X 1+x
0 0 1 X 1+x 0 0 0 0 0
1 1 0 1+x X 1 0 1 X 1+Xx
X X 1+x 0 1 X 0 X 1+x 1
1+x 1+Xx X 1 0 1+x 0 1+x 1 X

TABLA 33 SUMA Y MULTIPLICACION PARA Z,[X]/(1+x+x?).

Ejemplo 3.1.2.10 Si tenemos el anillo de la tabla 3.3 Z,[x] / (1+x+x%) = {0, 1, x, 1+x}.
Podemos observar de la tabla de multiplicacién 3.3 que Zo[x] / (1+x+x7) si es un campo.
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3.1.3 Definicién de codigos ciclicos.
Dado un vector ¢ = (¢, Cy,..., Cna, Cn1) € F 3 , y el vector
C, = (Cn-l, CO, Cl,---, Cn-2)-

Entonces, se dice que ¢ es la forma ciclica de ¢ hacia la derecha. Un
desplazamiento de r lugares a la derecha produce el siguiente vector (Chr, Cnrtls---» Cn-l
€0, Cls-+-s Cnop-1)-

Definicion 3.1.3.1 Un (n, k) codigo de bloque C es dicho ser ciclico si es lineal y si
para cada palabra codigo ¢ = (cg, Cy,..., Cn.1) €n C, su desplazamiento ciclico hacia la

derecha ¢'= (cy.1, Co, C1,..., Cn2) pertenece también a C.

Para convertir la estructura combinatorial de los codigos ciclicos a su forma
algebraica, se utiliza la siguiente correspondencia:

TL: F§ — Fg[x]/ (x"1), (Co, Cly-.., Ca1) F> Cot C1x+  + cpix™. (3.1)
Entonces, TL es una transformacion lineal de espacios vectoriales sobre Fq. De aqui

en adelante, identificaremos algunas veces F g con Fq [x] / (x" - 1), y al vector ¢ = (cy,
Cl,..., Cn.1) con el polinomio

F[x]={ ¢, + c,x+ -+ ¢, x"":c e F,n= 0},

n-1
Por el teorema 3.1.2.8, conocemos que F ¢[x] / (x" - 1) es un anillo. Pero no es un
campo a menos que n = 1 (i.e., que sea irreducible). De hecho, tenemos una operacion
multiplicativa ademas de la suma en F g.
Ejemplo 3.1.3.2 Sea el codigo ciclico C = {000, 110, 101, 011}, entonces
TL=1{0, 1+x 1+x°, x+X}cF[X]/(X -1,

donde TL es la transformacion lineal.

Otra forma de desplazamiento, se da si nosotros multiplicamos x-c(x)

x¢(X) = (CoX + ¢1X% +++ Cpox™! + cpyx™).

Para representar el desplazamiento ciclico, movemos el coeficiente de x" a la
posicién del coeficiente constante, tan solo por aplicar el producto médulo x"-1.
Dividimos x-¢(x) por x"-1 y usamos el polinomio de la division con residuo, tenemos

x¢(X) = Cpi(x"-1) + (cox + ¢ 1x% + = + cpox™ + cpoy)

donde (cox + 01x2 +oeet cn.zxn'1 + cp.1) es el residuo principal. Por lo tanto, el
residuo de dividir por x"-1 es:

x-¢(x) (mod x"-1 ) = ¢y + coX + ¢1x% + = + cpox™ .
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3.1.4 Idealesen Anillos.

Definicion 3.1.4.1 Sea R un anillo. Un subconjunto | no vacio de R es llamado ideal si

(1) a+ bya-bpertenecena |, paratodaa, b€ I;
(i1) r-a€l,paratodar € Ryac€l.

Ejemplo 3.1.4.2 En el anillo F,[x]/(x’-1), el subconjunto

[={0, 1+x, x+x% 1 +X2}
es un ideal.

De hecho, un ideal es similar a un subespacio, generado por un conjunto de
vectores base, excepto que para crear un subespacio, los coeficientes son escalares,
mientras que para un ideal, los coeficientes son polinomios. La direccion hacia lo cual
queremos llegar es a afirmar que “los codigos ciclicos forman ideales en un anillo de
polinomios”.

Definicion 3.1.4.3 Un ideal | en un anillo R es principal si existe alguna g € | tal que
cada elemento a € | puede ser expresado como un producto a = mg para algun m € R.
Para un ideal principal, el elemento g es llamado elemento generador. El ideal generado
por g es denotado como <g>:

<g>={gr:r€ R}.

El elemento g es llamado generador de | y | es dicho ser generado por g. Para un
anillo R se llama anillo ideal principal si cada ideal de R es principal. Sea | un ideal en
Fy[x]/(x"-1). Entonces

1.- Hay un unico polinomio ménico g(x) € | de minimo grado.
2.- | es principal con generador g(x).
3.- g(x) divide (x" — 1) en Fq [X].

Ejemplo 3.1.4.4 En el ejemplo 3.1.4.2 el ideal | es principal. De hecho | = <I+x>.
Notamos que

0 (1+x) =1+x>=0,

1 - (1+x) =1+x,

x + (14x) =x +x%,

X2 (14x) =1 +x%.

Ejemplo 3.1.4.5 Comprobar que | es un ideal generado por g(x) = (1+x+x3 ) en el anillo
Fa[x]/( x7—1). [:={0, Tx+x3, x x4, X2+, XKFrxtxG, 1S, x+x+x8, 1+x2+X6}
Comprobacion.

0 * (1+x+x°) = 0 = (I+x+x’) xHx*+x+1) = x'-1
1 * (I+x+x%) = 1T4x+x® = (I+x+x’) (x+x3+x)

X *( 1+x+x3) = x+x*+xt = (1+x+x3 ) (x4+x2+1)

X2 * (1+x+x3 ) = XHx+x® = (1+x+x3 ) (x4+x+1)

X ¥ (I+x+x°) = xX+xx® = (x40 xHx+x3x+])

P (14x+x) = I+’ = ()Y

X0 * (14x+x°) = x+x0+x° = (1+x+x°) (x*+x°+x)

X0 # (14x+x°) = 1+x+x® = (I+x+x)(xH+x+x7)
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Por lo tanto, I =<1+ x + x*>. Ademas, g(x) divide (x’ — 1) en F, [x].

Compraobacion.

X +x +1 x -1
x _ -x> X
X+ x* + 1
-x0- X - X

X+ x4+ K + 1

-X4 - X2-X
X + x + 1
-x - x - 1
0 0 0

Teorema 3.1.4.6 Los anillos Z, Fy[x] y Fq[x] / (x"-1) son anillos ideales principales.

Demostracion. Sea | un ideal de Z. Si | = {0}, entonces | = < 0 > es un ideal principal.
Asumimos que | # {0} y sea m el entero positivo mas pequefio en I. Sea a cualquier
elemento de I. Por el algoritmo de la division, tenemos

a=qgm+r (3.2)

para algunos enteros qy 0 <r <m- 1. La igualdad en (3.2) implica que r es
también un elemento de | desde que r =a— gm. Esto hace que r = 0 por elegir m. Por lo
tanto, | =< m>. Esto demuestra que Z es un anillo ideal principal.

Usando los mismos argumentos, podemos demostrar que Fy[x] es también un anillo
ideal principal.

Para el caso de Fq[x] / (x"-1) se aplican esencialmente los mismos argumentos. Si
I = {0}, entonces | = <0 > es un ideal principal. Asumimos que | # {0} y elegimos un
polinomio diferente de cero g(x) de un ideal J con el menor grado. Para cualquier
polinomio f(x) de J, tenemos que

f(x) =s(x) g(x) + r(x) 3.3)

Para los polinomios s(x), g(x) € Fq[x] con grad(r(x)) < grad(g(x)). Esto hace que
r(x) = 0, como 1(x) = f(x) - s(x)g(x) € Jy g(x) tiene el mas bajo grado para los
polinomios diferentes de cero de J. Por lo tanto, J = <g(x)>, esto demuestra que Fq[Xx] /
(x"-1) es un anillo.
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3.2 POLINOMIOS GENERADORES.
3.2.1 Polinomios generadores.

En este apartado, demostraremos la importancia de los ideales en los codigos
ciclicos.

Teorema 3.2.1.1 Sea | un ideal diferente de cero en Fq[x]/(x" - 1) y sea g(x) un
polinomio ménico diferente de cero de menor grado en |. Entonces g(x) es un generador
de | y divide x"- 1.

Demostracion.  (Tomamos como referencia la demostracion del Teorema 3.1.4.6).
Consideramos el algoritmo de la division

x"-1=s(x)g(x) +r(x)

con grad(r(x)) < grad(g(x)). Por lo tanto,

r(x) = (x"- 1) = s(x)g(x)

es un elemento de I (notemos que x" - 1 es el elemento cero de Fy[x]/(x"- 1)). Esto
implica que r(x) = 0 ya que g(x) tiene el mas bajo grado. Por lo tanto, g(x) es un divisor
de x"- 1.

Ejemplo 3.2.1.2 El conjunto | = {0, 1 +x*, x + x>, 1 + x + x>+ X’} es un ideal en
Fo[x]/(x* = 1). Su correspondiente codigo ciclico es TL'(Q) = {0000, 1010, 0101, 1111}.
Por lo tanto, el polinomio 1 + x* es el de menor grado y divide a x* — 1.

Por el teorema 3.1.4.6, conocemos que cada ideal es principal en Fq[x]/(x"-1), de
hecho un cédigo ciclico C es determinado por cualquiera de los generadores de TL(C).
Generalmente hay mas de un generador para un ideal de Fy[x]/(x" - 1). Los siguientes
resultados demuestran que el generador satisface ciertas propiedades adicionales.

Teorema 3.21.3 Hay un unico polinomio moénico de menor grado en cada ideal |
diferente de cero de Fq[x] / (x"-1).

Demostracion. Sea gi(x), i =1, 2, dos generadores monicos distintos de menor grado
del ideal |. Entonces, un multiplo escalar de g;(Xx) — g2(x) es un polinomio ménico
diferente de cero y representa el grado mas pequefio en I. Lo cual es una contradiccion.

Definicion 3.2.1.4 El polinomio ménico de menor grado de un ideal | diferente de cero
de Fq[x]/(x"-1) es llamado polinomio generador de |. Para un codigo ciclico C, el
polinomio generador de TL(C) es también llamado el polinomio generador de C.

Ejemplo 3.2.1.5 EI polinomio generador del siguiente codigo ciclico {000, 110,
011,101} es 1 +x.

Teorema 3.2.1.6 Cada divisor moénico de x" - 1 es el polinomio generador de algin
codigo ciclico en F g
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Demostracion. Sea g(x) un divisor ménico de x" - 1 y sea | el ideal de < g(x) > de
Fq[x]/(x"-1) generado por g(x). Sea C el correspondiente codigo ciclico. Asumimos que
h(x) es el polinomio generador de C. Entonces, existira un polinomio b(x) tal que

h(x) = g(x)b(x) (mod x"- 1).

De hecho, g(x) es un divisor de h(x). Por lo tanto, g(x) es el mismo que h(x) ya
que h(x) tiene el menor grado y es ménico.

Ejemplo 3.2.1.7 Encontrar todos los cddigo ciclico binarios de longitud 6 del
polinomio x°- 1 € F,[x]. Factorizamos de la siguiente forma

x0-1=(1+)%(1 +x+x°°

.. , . 6
Los divisores monicos de x° — 1:

1, 1+x, 1+x+x2,
(1+xy, (1+x)(1+x+x), (1+x (1 +x+x),
(1+x+x%)% (1+x)(1+x+x%7, 1+x°

Por lo tanto, hay nueve codigos ciclicos binarios de longitud 6. Por ejemplo, el codigo
ciclico correspondiente al polinomio (1 + x + x%)* es

C = {000000, 101010, 010101, 111111}.

Conclusiéon: El nimero de cédigos ciclicos de longitud n es determinado por la
factorizacion de x" - 1.

Teorema 3.2.1.8 Six"— 1 € Fq [x] tiene la siguiente factorizacion:

¢

X" —1= H P (X),

i=1
donde p;(x), p2(X),...., pr(X) son distintos polinomios irreducibles ménicos y e; 2 1 para
todoi=1,2,...,r. Porlo tanto, hay exactamente

r

[T (e + 1)

i=1
codigos ciclicos de longitud n sobre F.

Demostracion. El hecho de que ntimero de cédigos ciclicos es igual al numero de

polinomios irreducibles, se basa en decir, que existe una correspondencia uno a uno
entre los codigos ciclicos en F gy los divisores monicos x" - 1 € F[x].

Ejemplo 3.2.1.9 Encontrar todos los cédigos ciclicos binarios de longitud 7 en F,”. Por
ejemplo, la descomposicion en irreducibles monicos de x” — 1 sobre F es:

X —1=x+DE +x+ DE +x>+ 1) =pi(x)pa(x)-ps(x).

De esta manera, como hay tres factores irreducibles hay 2’ =38 codigos ciclicos
binarios de longitud 7, dados por la siguiente tabla 3.4.
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Los cddigos C; y Cg son los triviales.

Ideal polinomio generador parametros

[n, k]
C= 1 1 [7, 7]
C,= x+1 x+1 [7, 6]
C;= X +x+1 X +x+1 [7, 4]
Cy= X +x2+1 X +xE+1 [7, 4]
Cs= (x+1)(xX*+x+1) xXPxrxi+l [7, 3]
Co= (x+ 1) +x+1) xXtexiHx+1 [7, 3]
C;= (P+x+ 1) +x2+1) XA +xt P x A+ [7,1]
Cs= (x+D(X+x+ D) E+x>+1) x —1 [7, 0]

Tabla 3.4 Cdadigosciclicos binariosde longitud 7

Las tablas 3.5 y 3.6 muestran la factorizacién de x" -1 y el nimero de g-arios
codigos ciclicos de longitud n, para 1 <n <10y q=2, 3.

Factorizaciéon de x"-1 No. de cddigos ciclicos
1+ X

(1+x)?

(1+x) (1+x+x)

(1+x)°

(1+%) (1 +x+X+x+x4
(1+x% (1 +x+x)°

1+%) (1 +X+x)1+x+x)
(1+x)°

(1+x) (1 +x+x)(1+x+x°)
(1+x2(1+x+ X +xC+x?
(1+x) (1+x+ %) (1+x+ xh
(13 ) (14 x+ 38 3+ ) 32

L
>0 000N B WM — D
Neli- RN IN-RE RV BSOS

Tabla 3.5 Ejemplos de nimero de codigos ciclicos binarios,
obtenidos a partir de su factorizacion.

Factorizacion de x"-1 No. de cddigos ciclicos
2 + X 2
2+x)(1+X%) 4
2 +x)° 4
2+ x)(1 +x)(1 +x) 8
Q2+X) (1 +x+xX+x+xY 4
2+ x°(1 +x)° 16
(2 +X) (1 + x+ X2HHMHCHx0) 4
2 +X) (1 +x)(1 +X)2+x+x) 32
2 +2x+X)

9  (2+x) 10
10 2 +x)(1 +x)(1 +xHEH+x

(1+2x +¢ +253 +x 16

01N Wn PN WN—3

Tabla 3.6 Ejemplosde nimer o de codigos ciclicos ternarios,
obtenidos a partir de su factorizacion.
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3.2.2 Generadoresy matrices parity check.

En este apartado, se demostrara que el polinomio generador determina a la matriz
generadora y con esta matriz puede encontrarse la matriz parity check.

Teorema 3.2.2.1 Sea g(x) = g + gix + = +guux"" el polinomio generador de un
codigo ciclico C en F g con grad (g(x)) = n - k. Entonces la matriz:

N ~
g(x) g@g - gk 0 0 0 - - 0
Xg(X) 00go g - - - gk 00 0
G= =
Xk—l g(X) 00 . . ) g .. © gk
= NS _

es una matriz generadora de C (notar que identificamos un vector con un polinomio).

Demostracion. Sera suficiente con demostrar que g(x), xg(x),..., xk'lg(x) forman una
base de C (ver ejemplo 3.2.2.2). Es claro que son linealmente independientes sobre Fq
con dim(C) = k.

Ejemplo 3.2.2.2 Consideramos el codigo ciclico binario de Hamming (7, 4) con el
siguiente polinomio generador g(x) = 1 + x* + x°. Entonces el codigo tiene un matriz
generadora.

2 1011 000
x(g1) 0101 100
G=| xX(z) | = 0010 110
x(g3) 0001 011

La matriz anterior no esta en forma estandar, si el cuarto renglon es sumado al
segundo renglon y la suma de los dos ultimos renglones es sumado al primer renglon,
nosotros formamos una matriz generadora en forma estandar:

1000 01
G'=|10100 111
0010
0001

Teorema 3.2.2.3 Para un polinomio generador g(x) de un ideal Fg[x]/(x" - 1) la
dimension de su correspondiente codigo ciclico es K si y solo si el grado de g(x) es n- k.

Demostracion. Para cualquier palabra cédigo, g(x)a(x) con a(x) € Fg[x]/(x"-1),
tenemos
a(x) g(x) = u(x) (x"-1) + v(x)

con grad(V(x)) < n. Haciendo, V(x)=a(x)g(x) - u(x) (x"-1). Entonces, tenemos que g(x)
divide a v(x). Escribimos V(x)=g(x)b(x) para algin polinomio b(x). Entonces, grad(b(x))
< k. Por lo tanto, V(x) esta en C. Esto demuestra que C es el mismo que <g(x)>. Por lo
tanto, la dimension del codigo es logq |C|=k. Es decir dim(C)=k.
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Los codigos que satisfacen las siguientes dos propiedades se llaman codigos ciclicos.

1.- La suma de dos palabras cddigo cualquiera es también una palabra codigo, lo dicho
anteriormente es la propiedad de linealidad o espacio lineal.

2.-El resultado del desplazamiento ciclico de una palabra codigo es otra palabra cédigo.

Desde que el codigo dual de un cédigo ciclico C es también un codigo ciclico,
podemos encontrar la matriz parity-check desde el polinomio generador del cddigo dual.

Definicion 3.2.2.4 Sea h(x) =)’ ik=0 a;x' un polinomio de grado k (ay # 0) sobre Fy.

Definimos el polinomio reciproco hgr(x) de h(x) por

hL (X) := X h(l/x)—Zakl

Nota: si h(x) es un divisor de x" - 1, entonces tamblen lo es hgr(x).

Ejemplo 3.2.2.5 Tenemos el siguiente polinomio h(x) = 1+ x + x> € F,[x] divisor de
x'-1. Entonces, hg(x) = 1+ x* + x* también es divisor de x’-1 (ver tabla 3.4).

Teorema 3.2.2.6 Sea g(x) el polinomio generador de un g-ario [n, k] cdédigo ciclico
C. Donde h(x) = (x"-1)/g(x). Entonces h,"hg(x) es el polinomio generador de CJ', donde
hg es el término constante de h(x).

Demostracion. Sea g(x)= z n—01 g, X'y sea h(x) = Z " Olhi x' Entonces
i=

he(X) = (1/ x“—k-l)z h, . X,
donde K = grad(h(x). =0

Considerese el producto

0 = g(x)h(x)
=(goho+ gihnpi+ -+ guih)) + (gohit gihot - + guiho) x +  (gohot+ gihy+ - +
g1h3)x” + - + (ohpr+ gihnot = + gathe)x™ (mod x"-1).

Por observar los coeficientes de las potencias de x (que deberian ser cero),
obtenemos g;i'(hy 1, hyo,..., hy, hg) = 0. Por lo tanto, (hy.1, hyo,..., hy, hy) es una palabra
codigo de C desde que (go, g1,..., gn1) genera C por el teorema 3.2.2.1.

Por formar el desplazamiento ciclico del vector (hy.;, hyo,..., hy, hy) para k+1
posiciones, se oth_iene el vector correspondiente a hr(x). Esto implica que hg(x) es una
palabra codigo C y que ademas es ciclica.

Como grad(hR(x)) grad (h(x)) =k, el conjunto{hgr(x), x hg(x),.. X"k hr(x)} es
una base de C. Por lo tanto, Ces generado por hg(x). De hecho, el pohnomlo monico

' hr(x) es el polinomio generador de o
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Definicion 3.2.2.7 Sea C un g-ario codigo ciclico de longitud n. Teniendo, h(x) = (x" -
1)/g(x). Entonces, h,'hr(x) es llamado el polinomio parity-check de C, donde hy es el
término constante de h(x).

Corolario 3.22.8 Sea C un codigo ciclico [n, k] con polinomio generador g(x).
Teniendo h(x) = ( x" - 1)/g(x). Sea h(x) = hg + hyx + - + hy x*. Entonces, la siguiente
matriz

s ™ s ™
hR(X) hk hk_1 . . . ho 0 0 o - -0
Xhg(x) 0 hy ey . . . hy 0 0 0
H= =
X" hg(x) 00 - - - hhg - - - - h
- _/ - _/

es una matriz parity check de C.

Ejemplo 3.2.2.9 Sea C el codigo ciclico binario [7, 4] generado por g(x) = 1 + x> + x°.
Teniendo h(x) = (x'- 1)/g(x) = 1 + x> + x> + x*. Entonces, hg(x) =1 +x+ x>+ x*es la
matriz parity check de C. Por lo tanto,

es la matriz parity check de C.

Ejemplo 3.2.2.10 Sea el codigo ciclico binario [7, 4] generado por g(x)= 1 + x + X
Teniendo, h(x) = (x"—1)/g(x)=1+x+ x* + x*. Entonces, hr(x)=1+x*+ x’+x” esla
matriz parity check de C. Por lo tanto,

es la matriz parity check de C.
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3.3 DECODIFICACION DE LOSCODIGOSCIiCLICOS.
3.3.1 Decodificacion de los codigos ciclicos.

La decodificacion de los codigos ciclicos consiste en los mismos tres pasos de la
decodificacion de los codigos lineales: calcular el sindrome; encontrar el sindrome
correspondiente al error y corregir los errores. Debido a la estructura de los codigos
ciclicos, los tres pasos para decodificarlos generalmente son mas simples. Los codigos
ciclicos consideran propiedades algebraicas y geométricas. Estas propiedades
simplifican la decodificacion de un coédigo ciclico. En los codigos ciclicos se puede
producir facilmente la matriz parity check de la siguiente forma

H= (Ink| A

tan solo por realizar operaciones de renglon elementales. Todos los sindromes que son
calculados en este apartado seran calculados con la matriz parity check en su forma
estandar.

Definicion 3.3.1.1 Sea H = (I, | A) ser una matriz parity check de un g-ario codigo
ciclico C. Sea g(X) el polinomio generador de C. Entonces el sindrome de un vector w €
F § es igual a (W(X)(mod g(x))); i.e., el residuo principal de W(X) dividido por g(X).

Ejemplo 3.3.1.2 Consideramos el codigo binario de Hamming [7, 4, 3] con el
polinomio generador g(X) =1 + x* + X°. Entonces, por realizar operaciones de renglon
elementales a la matriz de el ejemplo 3.2.2.9, obtenemos la matriz parity check
H = (I3/A)

1 0 0 1 1 1 0

H=/0 1 0 0 I 1 1}

Para la palabra w = 0110110, el sindrome es S= wHT = 010. De otra manera,
WX) = X+ + X+ X = X+ Xg(X).
Por lo tanto, el residuo (W(X) (mod g (X))) es X, el cual corresponde a la palabra 010.

Definicion 3.3.1.3 El sindrome de una palabra recibida W(X) puede ser determinada por
el residuo S(X) = (W(X) (mod g (X))). Por lo tanto, W(X) - S(X) es una palabra codigo.

Corolario 3.3.1.4 Sea g(x) el polinomio generador de un cddigo ciclico C. Para una
palabra recibida wW(X), si el residuo S(X) de w(x) dividido por g(x) tiene peso menor

o igual a |_(d(C)—l)/2J, entonces S(X) es el patron de error de W(X); i.e., W(X) es
decodificado a W(X) - S(X) por la regla de decodificacion por maxima similitud.

Demostracion 3.3.1.5 Si se conoce que W(X) y S(X) estan en el mismo co-conjunto.
Ademas, S(X) es el co-conjunto lider. Entonces, su peso es de

wt (s(x)) < [(d(C)-1)/2].
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Ejemplo 3.3.1.6 El residuo de w(X) = x + X + X* + x° dividido por g(x) =1 + X* + X’ es
X. Por lo tanto, W(x) es decodificado a w(x) — x ="+ x* + x> = 0010110. Si la palabra
wi(X) =1+ x* + X+ x* es recibida, entonces el residuo (W;(X) (mod g(X))) es 1+ x+ X
En este caso, podemos usar la decodificacion por sindrome para obtener la palabra
codigo w(X) - X' =1+ X2 +x = 1011000 esto es debido a que la palabra 0000100 es el
co-conjunto lider para el co-conjunto donde se encuentra W;(X).

Para algunas palabras codigo recibidas, podemos simplificar la decodificacién por
sindrome con ayuda de las propiedades algebraicas y geométricas de los cddigos
ciclicos. Como se puede apreciar, en el ejemplo anterior, para algunas palabras se puede
decodificar directamente tan solo por obtener el residuo polinomial de las palabras. Sin
embargo, para otras palabras podemos utilizar la decodificaciéon por sindrome. A
continuacion describiremos la decodificacion llamada error trapping o conocido
también como el método de captura del error.

Lema 3.3.1.7 Sea C un g-ario codigo ciclico con polinomio generador g(x). Sea

n-k-1

S0 =2, SX
el sindrome de w(x). Entonces el sindrome del desplazamiento xw(x) es igual a xs(x) —

S nk-12(X).
Demostracion. Es suficiente con demostrar que xs(x) - s p..12(X) es el residuo de xw(x)
dividido por g(x). Como w(x) = q(x)g(x) + s(x). Entonces

Xw(x) = xq(x)g(x) + x8(X) = (x q(X) + 8 ns-1)g(X) + (X5(X) - 8 n-k-18(X)).
El resultado concluye que grad(xs(x) - s nx-1g(X)) < n -k = grad(g(x)).

Definicion 3.3.1.8 Una corrida ciclica de 0 de longitud | de una n-tupla es una sucesion
de | consecutivos componentes cero.

Ejemplo3.3.1.9 e=(1,3,0,0,0,0,0, 1, 0) tiene una corrida ciclica de 0 de longitud 5.
Ejemplo 3.3.1.10e = (0, 0, 1, 2, 0, 0, 0, 1, 0, 0) tiene una corrida ciclica de 0 de
longitud 4.

Algoritmo de decodificacion para cédigos ciclicos.

Sea C un g-ario codigo ciclico [n, k, d] con polinomio generado g(x). Sea w(x) la
palabra recibida con un patron de error e(x), donde

wt (e(x) <|(d(C)-1)/2]

y e(x) tiene una corrida ciclica de 0 de longitud al menos k. La meta es determinar e(x).

Paso 1.- Calcule el sindrome de X w(x), parai =0, 1, 2,..., y denotamos por si(x) el
sindrome (x' w(x)(mod g(x))).

Paso 2.- Encontrar mtal que el peso del sindrome Sy(x) para X"'w(x) es menor que o
igual a: |_(d (C)— 1)/ 2J .

Paso 3.- Calcule el residuo e(x) de X'"™ syx) dividido por x"- 1. Decodifique
W(X) = W(X) — &(X).
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Ejemplo 3.3.1.11 Consideramos la palabra recibida w;(X) = 1011100. Ahora,
expresado en su forma polindmica wi(X) = 1 +x¢ + x>+ x*. Hacemos la divisién por g(X)
= 1+ x> + x°, para obtener el sindrome S(X). Wy(X) =g(X) * (X) + (1 + x + X2): Como
SX)=1+x+ X* tiene peso 3 debemos seguir. La relacion de recurrencia nos permite
obtener Si(X) = XSp(X) — (1)g(X) = 1 + X con peso 2. Buscamos el siguiente sindrome:
S(X) = X 51(X) — (1)g(X) = x + X% con peso 2. Buscamos el siguiente sindrome: S3(X) = X
S(X) — (1)g(X) = 1 como el peso de S3(X) es 1, hemos terminado'’. El error viene dado
por &x) = X" s3(x) = xX*.  Entonces, se decodifica poniendo W(xX) = wy(x) — &(x) =
1011100 - 0000100 = 1011000.

i si(x)

1+ x+ X+ X4+ x5+ 3+ X
1+ X +x3+ x°

1+ X+ X+ X+ X

14+ + X5+ X x5+ 8
X+ + X 0+ X+ X
1+ x+x°

DN AW~

Tabla 3.6

Ejemplo 3.3.1.12 Consideramos el codigo ciclico [15, 5] generado por g(X) = 1+ X
+ % + x*+ x°+ X2+ x™. Recibimos la palabra:

wi(X) = 100101111011100 = 1+ 53 + X + x>+ x+ x&+ x%+ x"+ x*2,

podemos comprobar desde la matriz parity check que la distancia minima es 7. Por lo
tanto, se puede corregir hasta un patrén de error de 3.

Polinomio generador=[11101100 101 0 00 0]; matriz parity check:

1 000000000 1 01 0 1)
0100 000O0O0OTO0O 1 1 1 11
0001 00000001 1 01 0
00001 000O0O0O0TO0T1 1 01
H=(ln«| A) = 0000 1 00 O0O0O0T1O0O0 1 1
00000010000 1 1 1 00
000000010000 1 1 1 0
00000 O0O0T1O0O0O0O0OT1 1 1
00000 O0O0UOT1O0T1 0 1 1 0
(L 0000000001 0101 1 )

Calculamos los sindromes si(x) de x' w(x) hasta wt (si(x)) < 3 (ver tabla 3.6).

Decodificamos Wi (x) = 100101111011100 a wy(x) - x*° s5(x)

Wi(X)= 1+ + 3 + 33+ X+ 33+ X%+ M+ xP- (XX +x).
Por lo tanto, W(X) = Wi(X) —e(X)= 1 + X + 33 + x° + x>+ X'+ X+ x*2,
La palabra decodificada es: w(x) =110101111000100.

12

17 El valor de (1)*g(x), (1) es debido a que el coeficiente lider de si(x) es 1.
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3.4 CODIGOSDE CORRECCION DE ERROR EN BURST (RAFAGAS).

3.4.1 Cédigos de correcciéon deerror en burst (rafaga).

Hasta el momento ha sido posible corregir errores aleatorios. Sin embargo, como
se comento en el primer capitulo, hay ciertos canales de comunicacion, como las lineas
telefonicas y sistemas de almacenamiento magnético, los cuales son afectados por
errores localizados sucesivamente en intervalos cortos y no de manera aleatoria. Tales
errores son llamados rafaga o burts. Los cddigos ciclicos son muy eficientes para
corregir errores burst, los codigos de esta clase son llamados cédigos correctores de
error burst. En este apartado, discutiremos algunas propiedades de estos codigos y un
algoritmo de decodificacion.

Definicion 3.4.1.1 Un burst de longitud | > 1 es un vector binario con componentes
diferentes de cero, con la primera y ultima posicion diferente de cero. Un codigo es
llamado cddigo de correccion de error burst de tamafio | si y solo si corrige todos los
errores burst de longitud | y menores que |.

Ejemplo 3.4.1.2 0011010000 es un burst de longitud 4 y 01000000000000100 es un
burst de longitud 5.

Teorema 3.4.1.3 Un cédigo lineal C es un codigo de correccion de error en forma de
burst de tamatfio | si y solo si el error burst de longitud | o menores a | se encuentran en
distintos co-conjuntos de C.

Demostracion. Si todos los errores burst de longitud < | se encuentran en distintos co-
conjuntos, entonces el error en forma de burst puede ser corregido a través de su
sindrome. De otra manera, suponiendo que dos errores burst b; y b, de longitud <1 se
encuentran en el mismo co-conjunto de C. La diferencia ¢ = b, - b, es una palabra
cddigo. De hecho, si b, es recibido, entonces by podria ser decodificado a ambos Oy C.

Corolario 3.4.1.4 Sea C un codigo lineal de correccion de error burst de longitud | con
parametros [n, k]. Entonces

(i) Ningln burst diferente de 0 de longitud < 2| puede ser una palabra codigo,

(i)) n—k =2l (limite de Reiger).

Demostracion.

(i) Supongamos que existe una palabra codigo C la cual es un burst de longitud < 2I.
Entonces, C es de la forma (0, 1, u, v, 1,0), donde u y v son dos palabras de longitud <|
— 1. Por lo tanto, las palabras w = (0, 1, u, 0, 0, 0) y c—w = (0, 0, 0, v, 1, 0) son dos
burst de longitud < |. Estan en el mismo co-conjunto. Esto es una contradiccion al
Teorema 3.4.1.3.

(i1) Sea Uy, Uy,..., Uygs €l primer vector columna n —k + 1 de una matriz parity check
de C. Entonces, se encuentra en FZ"'ky son por lo tanto linealmente dependientes. De
hecho, existecy, ¢a,..., Cnkr1 que € Fy, no todos iguales a cero, tal que

—-k+1
> cu =0.

Esto implica que (ci, Ca,..., Cnk+1, 0) €s una palabra codigo, y esta palabra codigo es un
burst de longitud < n- K+ 1. Por lo tanto, tenemos que n- K+ 1>2l;ie,n-k+12=2l.
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Un codigo lineal que corrige errores burst con parametros [N, K] satisface n —k

2 2l; es decir,
n-k
| < )
[ 2 J

Un codigo lineal de correccion de error burst es llamado 6ptimo si se le aplica el
limite de Reiger.
Nota: la principal diferencia es que, en el caso de correccion de errores burst, no se
requiere que el peso de un patrén de error sea menor que o igual a

|(d(Cc)-1)/2].

Algoritmo de decodificacion para cédigos de correccion de error réfaga.

Sea C un g-ario cddigo ciclico de parametros [n, k, d] con polinomio generador
g(x). Sea w(x) una palabra recibida con un patrén de error e(x) esto es un burst de error
de longitud < I.

Paso 1.- Calcular el sindrome de X' w(x), parai =1, 2,..., y denotamos por sj(x) al
sindrome de x' w(x).

Paso 2.- Encontrar mtal que sindrome para X"W(x) es un burst de longitud < I.

Paso 3.- Calcule el residuo e(x) de X'"™ sy(x) dividido por x"-1. Decodifique

W(X) = W(X) — &(X).

1 Si(X)
0 1+ x+ X+ X
1 1+ XC+x°
2 1+ ¥+ x5+ ¥
3 X+ X+ X+ x°
4 1+ x+ x5+ X+ X
5 1+ X+ X+ X
6 1+ X+ + X+ X
7 1+ X+ x4+ X
8 1+ x%24+ %
9 1+ ¥
Tabla 3.7

Ejemplo 3.4.1.5 Considere el codigo ciclico binario con parametros [15, 9]
generado por g(X) = 1+x+3%+3+x8. Podemos corregir errores burst de longitud < 3
Suponiendo que recibimos la palabra w(X) como:

W(X) =111011101100000 = 1 + X + 3% + x*+ 3+ 38+ x&+ x°.

Calculamos el sindrome sij(X) o XiW(X) hasta que sp(X) sea una rafaga de longitud < 3.
(Ver tabla 3.7). Decodificamos Ww(x) =111011101100000 a

WX) =X s5(X) =W(X) = X°- X =1+ x+ X+ x*+ 2+ x* = 111011000100000.
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4. CODIGOSBCH

Hemos visto que los codigos de Hamming son codigos de mucha utilidad porque
son lineales y perfectos, sin embargo, los codigos de Hamming no son ideales para
situaciones en las cuales ocurren mas de un bit de error en una transmisioén. Lo anterior
es debido a que los cddigos de Hamming tnicamente corrigen un solo error. De hecho,
si mas de un bit de error ocurre durante la transmision de un cédigo de Hamming, el
vector recibido no sera corregido a la palabra cédigo que fue enviada. Existen codigos
que en cierto sentido son generalizaciones de estos codigos y que son capaces de
corregir t errores que ocurran durante la transmision, para un entero dado t. Estos son
los llamados codigos BCH (llamados asi por sus descubridores Bose-Chaudhuri-
Hocquenghem) mejor considerados como cddigos ciclicos. Naturalmente la teoria de los
codigos ciclicos, dada en el capitulo anterior, aplica a los cdédigos BCH. En particular,
demostramos que un cddigo ciclico es totalmente determinado por su polinomio
generador. Sin embargo, es dificil obtener informaciéon de la distancia minima de un
codigo ciclico a partir de su polinomio generador, sobre todo si su formacion es
determinada por este ultimo. De otra manera, si elegimos algunas propiedades de
algunos polinomios generadores, entonces la informacion de la distancia minima puede
ser obtenida y un algoritmo simple de decodificacion pudiera ser aplicado. Los codigos
BCH binarios fueron descubiertos por A. Hocquenghem en 1959 [48; 159] e
independientemente por R. C. Bose y D. K. Ray-Chaudhuri en 1960. La generalizacién
al caso g-ario fue realizada por D. C. Gorenstein y N. Zierler en 1961. Entre los codigos
BCH no binarios, la mas importante subclase es la clase de los codigos Reed-Solomon
descubiertos por I. S. Reed y G. Solomon [47].

4.1 CODIGOSBCH.

Definimos en el capitulo 3, el minimo comtin multiplo mem (f1(X), f2(X)) de dos
polinomios diferentes de cero f1(X), f2(X) € Fq[x] como el polinomio ménico de mas bajo
grado el cual es un multiplo de fi(X) y fa(X). Suponemos que tenemos t polinomios
diferentes de cero fi(x), fa(X),...., ft (X) € Fq[x]. El minimo comun multiplo de fi(X),
f2(X),...., f (X) es el polinomio moénico de mas bajo grado el cual es multiplo de, fi(X),
f2(X),.. .., ft (X), denotado por mem( f1(X), f2(X),...., fi (X)).

Lema4.1.1.1 Sea f(X), f1(X), f2(X),...., fi (X) polinomios sobre F. Si f(X) es divisible por
cada polinomio fi(X) para i = 1,2,..., t, entonces f(X) es también divisible por mcm (f1(X),

f2(X), ..., Tt ().

Demostracion. Supongamos que g(X) = mem (f1(X), f2(X), ..., fi (X)). Por el algoritmo de
la division, existen dos polinomios U(x) y r(x) sobre Fqtal que grad (r(x)) < grad (g(x))
y

f(x) = u(x)g(x) + r(x).

De hecho, r(x) = f(x) — u(x)g(x), y por lo tanto r(x) es también divisible para toda fi(x).
Desde que g(X) tiene el mas pequeiio grado, esto hace que r(x) = 0.
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Ejemplo 4.1.1.2 El polinomio f(x) = x™>- 1 € F,[x] es divisible por f1(x) =1+x+x° €
Fo[x], f200=1+ x+ x* € Fy[x] y fa(¥) =(1+ x+x3)(1+x°+x*) € Fy[x], respectivamente.
Entonces f(X) es también divisible por mem (fy(x), f2(X), f3(X)) = (1 + x + X*)(1+ x + x*)
1+ +x4.

Ejemplo 4.1.1.3 Del Apéndice B, donde analizamos a un elemento primitivo o de qu

y denotamos MY (x) al polinomio minimal de o' con respecto a Fg. Por el teorema B3 del
Apéndice B, cada raiz f de MY(x) es un elemento de qu, y por lo tanto f satisface

B~ 1=0; ie., x - B es un divisor lineal de

X9 -1
Como M(x) no tiene raices multiples. Por lo tanto, M"(x) es un divisor de X 9"~ —1.
Por el lema 4.1.1.1, para un subconjunto | de qu_l, el minimo comun multiplo

mcm(M(i)(x)) ie1es un divisor de N

El ejemplo anterior es un método para encontrar algunos divisores de X 9" ' —1.
Estos divisores pueden ser elegidos como polinomios generadores de codigos ciclicos
de longitud g™ - 1.

Definicion 4.1.1.4 Sea a un elemento primitivo de qu y denotamos por MV(x) el

polinomio minimal de o' con respecto a Fq. Un codigo BCH (primitivo) sobre Fy de
longitud n = q" - 1 con distancia de disefio 3 es un g-ario cddigo ciclico generado por
g(x) = mem (M®(x), M®V(x),..., M®?(x)) para cualquier entero a. Ademas, si a=1

durante el procedimiento de disefio, el codigo BCH es llamado “narrow sense”!®.

4.1.2 DISENO Y PARAMETROSDE UN CODIGO BCH.

Los cédigos BCH son codigos ciclicos y por lo tanto pueden ser determinados por
su polinomio generador. Un cddigo BCH sobre F, de longitud n, con distancia 6=2t+1
capaz de corregir al menos t errores es determinado de la siguiente manera:

1. Determinar el mas pequefio mtal que qu tenga raiz primitiva n de unidad .

2. Seleccionar un entero no negativo a=1.
3. Escribir una lista de 2t consecutivas potencias de :

Ba, Ba+l , Ba+2t—l ]

y determinar el polinomio minimal en con respecto a F, de cada potencia de (.
4. El polinomio generador g(X) es el minimo comun multiplo (mcm) de estos

polinomios minimales. El codigo BCH es un cddigo ciclico (n, n - grad(g(x)).

Ejemplo 4.1.2.1 Se desea construir un codigo BCH de longitud 15 y que corrija 2
errores. Seann= 15=2*- 1 para un codigo primitivo con m= 4y sea [ una raiz del

polinomio primitivo X* + x + 1 en Fq4. Si tomamos a = 1 (cddigo narrow sense) y
construimos un codigo binario BCH que corrija 2 errores, Entonces tenemos t=2y 2t=4

y las consecutivas potencias de B son: B', B, B, B*. Por lo tanto, tenemos {B ', B>, p*} y
{B*}. Los calculos de los polinomios minimales son:

18 “narrow sense” o “sentido estrecho”
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M @ (x)=1+ x
MOx)=MPx)=MPx)=M®x)=1+x+x*
M P (x)y=M DP(x)=M PP (x) =M P(x) =1+ x4+ x>+ x>+ x*
M P (x)y=M "(x)=1+x + x°
MP(x)=M™x)=MPx)=M"x)=1+ x>+ x*

y nuestros polinomios minimales son:
MOX) = x*+x+1 y  MOX) = X3+ x+x+1.
Por lo tanto,
g()=mem [MO(x), MO)] = (x*+x+1) (H33+C+x+1) = xE+x+xC+x*+ 1.

Siendo, grad (g(x)) = 8, entonces tenemos un (15, 7, 5) codigo BCH.

x® -1

g (x)

Calculamos su codigo dual h(x) = = (x+ DOx? + x+ DOx*+ x4+ 1)

y por lo tanto, h(X)J' =X (X "+ X%+ x4 1) =1+ x+x3+x" es su codigo dual.

Ejemplo 4.1.2.2 Se desea construir un codigo BCH de longitud 15 y que corrija 3
errores. Sean N = 15 = 2*- 1, para un codigo primitivo con m=4 y sea 3 una raiz del
polinomio primitivo X*+x+1 en Fq4. Si tomamos a=1 (cédigo narrow sense) y

construimos un cédigo binario BCH que corrija 3 errores. Entonces, tenemos t=3 y
2t=6 y las consecutivas potencias de B son: B', B% B°, B*, B>, B®. Por lo tanto,
tenemos {B ', p% B*1, {B°, B°} y {B’}. Los calculos de los polinomios minimales son:

M D (x)=1+ x
MDPx)=MPx)=MDx)y=M®x)=1+x+x*
M (x)y=M (x)y=M P (x) =M (x)=1+x+ x>+ x>+ x*
M (x)y=M "(x)=1+x + x’
MDx)y=MM) =M =M x)=1+x +x*

y nuestros polinomios minimales son:
MOx) = L+x+ X%, MO(X) = Lx+x30C+x¢ y MO = 14 x+x4.

Por lo tanto:
g()=mem[MP(x), MO(x), ), MO)]

g(x) = (1+x+ x*) A+ x+xHC+XY) (L x+xXP) = T+ x+ 3+ X+ 3+ 3+ X0,
Siendo grad (g(x))=10, entonces tenemos un (15, 5, 7) cédigo BCH. Quedando

claro que la longitud de un codigo BCH es g™ - 1, a continuacion demostraremos la
forma de obtener la dimension de un codigo BCH.



Codigos BCH 81

Teorema 4.1.2.3 La dimension de un g-ario codigo BCH de longitud q™ - 1 generado
por g(x):= mem (M@ (x), M®V(x), ..., M**?(x)) es independiente de la eleccién del
elemento primitivo .

Demostraciéon. Sea C; el co-conjunto ciclotémico de g™ - 1 que contiene i. Suponemos

S=U=i2C,.

Entonces, tenemos

g(x):mcm[n(x_aim(x_ai),..., TG =TT (x-a’)

ieC, ieC,, ieCai5.0 ieS

Por lo tanto, la dimensién K es igual a g™ 1- grad (g(X)) = q"-1- |§. Es obvio que el
conjunto Ses independiente de la eleccion de a.

De acuerdo a este resultado, la dimension de un cdédigo BCH, se puede encontrar con la

cardinalidad de 5o
a+d -
U i=a C i
donde C; es el co-conjunto ciclotémico de  médulo g™ 1 que contiene i.

Ejemplo4.1.2.4 Consideramos el siguiente co-conjunto ciclotomico de 2 médulo 15:
C=1{1,2,4,8}, C3=1{3,6,12,9}. Entonces la dimensioén de un cédigo BCH binario
de longitud 15 de distancia designada 3 generado por g(X): = mem (M@(x), M®(x)) es

15-|C,UC, |=15-8=7.
Ejemplo 4.1.2.5 Considere el siguiente co-conjunto ciclotomico de 3 mddulo 26:
Ci=GC={1,3,9}, C,=1{2,6,18}, Cs={4,12,10}.

Entonces, la dimension del codigo BCH ternario de longitud 26 y distancia del disefio 5
generado por

g(x) : = mem (M(x), MP(x), MP(x), M(x))
€S

26—|C,UC,UC,UC,|=26-9=17.

Ejemplo 4.1.2.6 Parat> 1, ty 2t pertenecen al mismo co-conjunto ciclotomico de 2
moédulo 2™- 1. Esto es equivalente a decir que M(t)(x) =M?(x). Por lo tanto,

mem (MY(x), ..., M*(x)) = mem MP(x),..., MP(x)).

Es decir, los cédigos BCH binarios (narrow sense) de longitud 2™ - 1 con distancia
de disefio 2t + 1 son los mismos que los codigos BCH binarios (narrow sense) de
longitud 2™ - 1 con distancia de disefio 2t, podemos considerar a los codigos BCH
binarios (narrow sense) como aquellos que tienen una distancia de disefio impar.
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Lema 4.1.2.7 Sea C un g-ario codigo ciclico de longitud n con polinomio generador
9(X). Suponiendo que Q,..., O son todas las raices de g(X) y el polinomio g(X) es
irreducible. Entonces un elemento ¢(x) de Fy[X]/(X" -1) es una palabra cddigo de C si y
solo si c(a;) = O para todo i =1,..., T.

Demostracion. Si ¢(X) es una palabra codigo de C, entonces existe un polinomio f(X) tal
que c(X) = g(x) f(x). Por lo tanto, tenemos que ¢(a;) = g(%) f (a;) = 0 para todo i=1,..., I.
De otra manera, si ¢(0;) = 0 para toda i =1,..., r, entonces c(X) es divisible por g(X) y
como g(X) es irreducible ya que g(x) no tiene raices multiples, esto significa que c(X) es
una palabra codigo de C.

Ejemplo 4.1.2.8 Consideramos el codigo de Hamming [7, 4] binario con polinomio
generador g(X) = 1+ x+ x°. Como todos los elementos de Fg\{0, 1} son raices de c(X)
=1+ XHCHCHE = (X-1)/(x-1), todas las raices de g(X) también son raices de
C(X). De hecho, 1111111 es una palabra codigo.

A continuacion el siguiente teorema explica el término “disefio de distancia”.

Teorema 4.1.2.9 Un cédigo BCH con distancia de disefio 6 tiene una distancia minima
de al menos 3.

Demostracion. Sea a un elemento primitivo de qu y sea C un codigo BCH generado

por g(X) := mem(M@(x), M@ (x).....ME*>A(x)). Es evidente que los elementos a?,...,
o™ son raices de g(x).

Supoéngase que la distancia minima d de C es menor que 6. Entonces existe una
palabra codigo diferente de cero C(X)= Co+ C1X + -+ + ChaX™™ tal que Wt (C(X)) = d < 6.
Por el lema 4.1.2.7, tenemos que c(a') = Oparatodo i= a,...,a+ J-2; i.e.,

1 o’ (oca)z (aa ! c,

1 a+l a+l a+1 171 c

1 Za+2 ((Za+2;22 EZ&HZ))n‘l Ci =0
i aai&—z (OC a+:§—2)Z (Ot a+§:—2 )n—l Cn.—l
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Como d < 0 — 1, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones. Elegimos las primeras d
ecuaciones y tendremos lo siguiente:

A A A
(Ot a+l )1 (Ot a+l )z (a a+1)-3 (Ot a+l ).u c,
(a a:+2)1 (a ajz)z (a aj2)3 (a ajz)d (_:33 - 0.

(@ ard-i ) (e ard-i Fo ard-i ¥ (w a+;_1)d ¢,

El determinante D de la matriz de coeficientes de las ecuaciones d es igual a:

(ocik —ai'):ﬁ 0.

Esta Gltima matriz es una matriz Vandermonde'. Para que se cumpla nuestra
demostracion la determinante debera de ser igual a cero y en una matriz Vandermonde
solo puede ser cero si o,

(04 = o .

De hecho, los elementos del segundo rengldn son todos distintos. Por lo tanto hay una
contradiccion a nuestra demostracion. Concluimos que una palabra codigo con d < 6 no
puede existir.

Ejemplo4.1.2.10 Seaaunaraizde 1 +x + x> € F,[x], y sea C el cédigo BCH binario
de longitud 7 con distancia de disefio 4 generado por

g(x) = memM©(x), MO(x), MAx)) = 1 +x+ xC+ x*,

Entonces d(C) < wt(g(x)) = 4. De otra manera, por el teorema 4.1.2.9, tenemos que
d(C) > 4. Por lo tanto, d (C) = 4.

Ejemplo 4.1.2.11 Sea o una raiz de 1 + x + x* € F,[x]. Entonces a es un elemento
primitivo de Fj6. Si consideramos el cddigo BCH binario “narrow sense” de longitud 15
con distancia de disefio 7. Entonces el polinomio generador es:

g(x)= mem (M2(x), MZ(x), M), MO(x), MO x), MO ()
- M(l)(X)M(B)(X)M(S)(X)

=1+ x+ +x4+x5+x +x10

Por lo tanto, d (C) < wt(g(x)) = 7. De otra manera, por el teorema 4.1.2.9, tenemos que
d(C) > 7. Por lo tanto, d (C)=7.

19 El lector puede consultar la definicién de una matriz Vandermonde en [52; 117].
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4.1.3 DECODIFICACION DE UN CODIGO BCH.
Una decodificacion algebraica para los codigos BCH tiene los siguientes pasos:

1. Célculo del sindrome.

2. Determinar el polinomio localizador de error. Se puede decir que la raices
indican donde esta el error, existen muchos métodos para determinar el
polinomio localizador de error los cuales incluyen el algoritmo de Peterson’s
para cédigos BCH, el algoritmo de Berlekamp — Massey, algoritmo de Euclides,
entre otros.

3. Encontrar las raices del polinomio localizador de error.

El uso de Chien search (exhaustiva busqueda sobre los elementos en el campo)
serd tratado en esta tesis.

Por simplicidad, analizaremos unicamente la decodificaciéon de cédigos BCH
binarios (narrow sense). Sea C un codigo BCH binario (narrow sense) de longitud
n=2"-1 con distancia designada 6=2t+1 generado por g(X):= memM®(x), M@ (x),...,
M@D(x)), donde MO(x) es el polinomio minimal de @ con respecto a F, para un

elemento primitivo de a de F,, . Con

3)n—1 _ 4.1)

i a;‘—l ( ao"—l)z o ( ao‘—'l )“-1

Podemos demostrar que una palabra ¢ € F ; es una palabra codigo de C si y solo si
cH™ = 0. Por lo tanto, podemos definir al sindrome Sy(w) de una palabra w € F 2 con
respecto a H por wH'.

Suponemos que W(X) =Wy + WiX + -+ Wn.lxn'l es una palabra recibida con el polinomio
de error &(X) con wt(e(x)) < t. Siendo c(X) = w(X) — e(x), entonces c(X) es una palabra
codigo.

Paso 1. Célculo delos sindromes. El sindrome de wW(X) es

(Soy Styeees S2) 1 = (Wo, WA, Wn-1)HT-

Es claro que 5 = W) = e(a"Y) para toda i = 0, 1,..., d - 2, siendo o' raices de g(X).

Considerando que los errores tienen las posiciones i, ii,..., il con | <t; i.e.,

e(x)= x" + x" + - + x", (4.2)
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Entonces, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

a® + a" + e 4+ a" = 5 = W(Ol),

@ F + (@ oo (a)zz 5 - wa?), @3
e AL o A e ]

Cualquier método que resuelve el anterior sistema de ecuaciones es un algoritmo
de decodificacion para codigos BCH.

Paso 2: Encontrar el polinomio localizador deerror.

Método 1.- Para
e(x)= x" + x" 4+ - 4 x|
definimos el polinomio localizador del error por

G(Z)iZIj)(l—OCijZ).

Consideramos que la posicion del error ij puede ser encontrado a lo largo de todas las
raices de o (z). Para este paso, se necesita encontrar el polinomio localizador de error
6(z). Suponemos que el sindrome polinomial es

s(2)= ¥ ;852 (44)

si s(z) es un polinomio diferente de cero. Entonces existe un polinomio diferente de cero
r (2 €F,.[4 tal que grad (1(2)) <t-1,mcd(r(2), 0(2)) = 1 y

r(2)= s(2) o(z)(mod ). (4.5)

Ademds, para cualquier par (U(2), V(2)) de polinomios diferentes de cero sobre F, que
satisfacen grad u(z) <t—1, grad (v(2)) < t y

u2) = s2v(z)(mod 2%, (4.6)
o2 =pv(2, (2= Bu(2, 4.7

tenemos que

para un elemento diferente de cero 8 €F,, .

Para determinar el polinomio localizador de error ¢ (z), es suficiente resolver la
congruencia polinomial (4.5). Este puede ser realizado por el algoritmo de Euclides. En
este apartado presentaremos un ejercicio resuelto por el algoritmo de Euclides. Para un
mejor entendimiento de su desarrollo, se invita al lector a practicar previamente
ejercicios similares en [41; 20] y como un complemento [42; 18].
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Método 2.- Resolver el sistema de ecuaciones dada en la ecuaciéon (4.3) (llamada
funciones de suma de potencias simétricas) implica 2t ecuaciones y la posicion de t
desconocida y se resuelve como un sistema de ecuaciones no lineal. El problema seria
tratado convenientemente introduciendo el polinomio localizador de error definido
como

AX) = A(X)' + Apa(x) + -+ + Ag(x) + Ao,

donde Ao=1 y las raices de el polinomio localizador de error son los reciprocos de los
localizadores del error. Para llegar a /A(x), tomamos en cuenta lo siguiente: El sindrome
de la ecuacion (4.4) y los coeficientes del polinomio localizador de error estan
relacionados para un entero k por:

Sk +ASi+ -+ NS +HkA =0 para 1<sk=st
Sk + /\lsk-l + e+ /\t-l Sk-t+1 + /\tsk-t = 0 para k >t. (48)

Es decir, para t errores tenemos:

k=1:Sl+/\1:0
k=2: Sz"’/\l Sl+2/\2:0

K=t: Si+ Ay Sut + Ao Sia+ -+ At S +EA=0 (4.9)
k=2t: Spt + A\; Soe1 + Ny Sy + - + A ok =0

La relacion entre los sindromes y los coeficientes del polinomio localizador de
error para k >t es:

t
S, =—Z_1 AS, (4.10)

La ecuacion 4.8 puede ser expresado en una matriz de la siguiente forma:

Sl Sz St At St+l

Sz S3 St+1 At—l St+2

S, S, v S ||A = | “11)
_St St+1 SZt—l__ Al | L SZI B

La matriz anterior se le conoce como una matriz Toeplitz de t x t. La solucion de
la matriz anterior se le conoce como el algoritmo de Peterson-Gorenstein-Zierler y
resuelve para los coeficientes Ay, A,,. . ., A

Para pequefios numeros de errores, se pueden aplicar formulas explicitas para los
coeficientes de A(x), los cuales pueden ser mas eficientes son sugeridos por Peterson
[53; 252] y se presentan a continuacion:

Una correccion de error: A= S;.

Dos correcciones de error: A =S, A, =
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Tres correcciones de error: A\ =S,

A2=(S3+3813+85), Ay=(S]+S,)+SA,.
(S +3S5)

_Si(S; +8/)+ Si(S] +S5)
S;(S+S;)+S(S'+S;)

C(Ss+ S7S,)+ (S} + S,)A,

- s ,

Cuatro correcciones de error: A\j=S;, A,

A,=S+S,+SA,, A,

Nota: Para largos numeros de correccion, el algoritmo de Peterson es muy
complejo ver [53; 252].

Método 3.- El algoritmo de Peterson mostrado en el método 2 involucra un fuerte
desarrollo del algebra lineal para resolver la matriz 4.11. A continuacioén presentaremos
el algoritmo de Berlekamp Massey el cual tiene una aplicacion que comienza con un
pequeiio problema, e incrementa el problema hasta obtener una completa solucion.
Donde la complejidad computacional del algoritmo de Peterson es O(t’) el algoritmo de
Berlekamp Massey es O(t?) y es dado por el siguiente pseudocodigo:

ALGORITMO 4.1
Decodificacion: Berlekamp-Massey

Entradas: S4, S,,..., Sn.
Inicio:
L=0 (longitud de registros lineales)
c(X)= 1 (polinomio de entrada)
p(X)= 1 (polinomio antes del Ultimo cambio de longitud)
I=1 (I esk—m,lacantidad de cambio que se actualiza)
dn= 1 (valor previo de la discrepancia)
fork=1to N

d=S,+Y ¢S, (vaor deladiscrepancia)
if (d=0) ( no hay cambio de polinomio)

[=1+1
else
if (2L > k) (Entonces, el polinomio no cambia de longitud)
c(x) =c(x)-dd ;'x" p(x)
[=1+1
else (actualizamos c(x))
t(x)= c(x) (cambio temporal)
c(x)=c(x)—dd 'x'"p(x)
L=k-L
p(X) = t(x)
dn=d
=1
end
end

end
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Lema 4.1.3.1 Cuando la secuencia de los simbolos de entrada del algoritmo de
Berlekamp-Massey son sindromes de un codigo BCH binario, Entonces el valor de la
discrepancia dp, es igual a cero para valores pares de k, entonces no cambia el
polinomio.

Como resultado del lema 4.1.3.1, nunca se actualiza para valores pares de k. Esto
simplifica la complejidad del algoritmo a la mitad. El algoritmo para decodificar
codigos BCH binarios se presenta a continuacion:

ALGORITMO 4.2
Berlekamp-Massey para decodificacion de codigos BCH binarios.

Entradas: Sy, S,,..., Sn, donde N = 2t.
Inicio:
L=0 (longitud de registros lineales)
c(X)= 1 (polinomio de entrada)
p(x)= 1 (polinomio antes del ultimo cambio de longitud)
I=1 (I esk—m,lacantidad de cambio que se actualiza)
dn= 1 (valor previo de la discrepancia)

for k= 1to N ( con saltos de 2)

d=S, + Z "¢ S,_i (valor deladiscrepancia)

i=1 ! -

if (d=0) ( no hay cambio de polinomio)

=1+1
else
if (2L > k) (Entonces, el polinomio no cambia de longitud)
c(x) = c(x) - dd .'x" p(x)
[=1+1
else (actualizamos c(x))
t(x)= c(x) (cambio temporal)
c(x) = c(x)-dd ;'x" p(x)
L=k-L
p(X) = t(x)
dn=d
=1
end
end
I=1+1 (conteo de valores de k)

end

Paso 3: Encontrar las raices del polinomio localizador de error. Buscaremos todas
las posibles raices evaluando ¢ (z) a d', para todoi =0, 1,2,....... Entonces, todas las
raices : .
I I
o N 04
de o (z) seran encontradas. Por lo tanto, se obtendra el error polinomial e(x) de la
ecuacion (4.2).
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Ejemplo 4.1.3.2 Sea d una raiz de g(x) =1+ x+ X° € F,[x]. Entonces es un codigo
de Hamming generado por g(x) = mcm(M(l)(x), M(z)(x)) con distancia disefiada 6=3.
Supoéngase que r(x)= 1+ x + x>+ x° es una palabra recibida.

Paso1l Calculamos los sindromes
S (a) =1+a+o*+a’= o
S (o) = 1+ o+ o)+ (&) = o

Paso 2 Encontrar el polinomio localizador del error. Resolvemos la siguiente
congruencia polinomial:
[(9= S(2) o(z)(mod Z)

con S(2)= o + a’z con o(2)= 1+ o’z

Otra forma de calcular el polinomio localizador de error es usar la tabla 4.1.

Fila Q R U \
-1 - zZ 1 0
0 -- S(2) 0 1
1 o’ z+ o o’ 1 o0 Z+ o

Tabla 4.1 Algoritmo de Euclides para el egemplo 4.1.3.2.

Paso 3  Encontrar las raices del polinomio localizador del error.

De la congruencia polinomial r(2) = o,

De la tabla 4.1 r(2) = o’

Del algoritmo de Peterson A(x) = S;= o,
Utilizando la transformacion lineal del resultado anterior tenemos que el error se
encuentra en

x= o =X
cx)=rx - e (X
1 X X X Xt X | X
r (x) 1 1 1 1
e(x) 1
o) 1 1 1

Tabla 4.2 Decodificacion del ggemplo 4.1.2.2.
Podemos decir que c(x) = 1+ x + xC es la palabra enviada.

Ejemplo 4.1.3.3 Sea un cddigo BCH [15, 5] que resulta del polinomio generador
g(x)=l+x+x+x +x>+x*+x'" € F,[x]. Entonces el codigo es generado por
gx)=MPOMPMB(X) y tiene una distancia de disefio 0=7. Supéngase que
r(x)=(101111110010000) es una palabra recibida.

Paso1 Calculamos los sindromes:

S=r(a)
=1+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ ol
= 1+ o+ o+ a1+ a?+ot o+ o+ o+ a1+ o +a+]
3
=
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S=r(a?) = (r(a’))’= ()= o’
Si=r(o))
= 1+ o'+ o+ o+ o+ 0P+ o o
= 1+ o%+ o+ o'+ 1+ o+ b+ 1
= OO+ ok o0+ o o 1+ o+

6
(04

Si=r(o’) = (r(a)*= (@)= o?

S= (o)
= 1+ o'+ o+ o™+ o+ %+ o+ o
= 1+ o' %1+ o+ o' 1+ o+ o
= ototl=a'

§= 1) = (@)= (@)=

0

Paso 2  Encontrar el polinomio localizador del error. Por lo tanto, como r(o) corrige
tres errores debemos encontrar 61, 62 y O3,

a a a o,
10
a a a o, _ o
12
a® a2 gl o,

ad o 6
6 6 12
o o o = 0% o2t o2 ol 0P o2
o® 12 00 = o' ot a2 o
= o+ 1+0’+ o+ o+ o+ 1 o+ o+1
= o2
a2 b o ® L
10 12| = 28, 30, 28 24 36 26 _ 2
o a® « OL+9(X -|6-ocl-il-oc + o+ o 63_0612 =«
12 12 | =1+ +a+a
(04 (04 a 3 3, 2, 3, 2
= l+o’+ o+ o+ o+ o+ o+ o
= ol
a3 a2 o L
06 gl g2 = o3+ o o2t o+ o+ o8 o, = = o b
6 12 10 = (18+1+ O(,9+ OL7+ OC12+ (113 @
a a a — 10
= a
a3 a2 o |
3
a® o o2 = o+ oo o oo o, = o2 «
6 12 0] = ob+a’+1+ o'
a a a 3, 2, 3 2
= a’+o +o’+ ot 1+1+o o1

=1
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Observar que si utilizamos el algoritmo de Peterson se tienen los mismos resultados:
/\1: 063
12 0 3

(81283+85) ala®+a o +al o -2 13
= = 5 = 3 = Sza =

A,
SI3+S3 a’ +a a’ +a o

A3=(Sl3+83)+SlA2 =(a9+a6)+a3a13 —a’+a+a’+a’+a=a’

k | Sk | dg c(x) L p(x) I | d t(x)
1o | o 1+o’x 1 1 2 | o 1
31| 1+ox+o x> 2 1+a’x 2 | o 1+o°x
510" of | 1+o’x+a®> o) | 3] 1+o’x+o’x? |2 | of | 1+o’x+a’x?

Tabla4.3 Algoritmo computacional Berlekamp—M assey par a decodificar
el codigo BCH [15, 5] binario quecorrigetreserrores parael Ejemplo 4.1.3.3.

El polinomio localizador de error es el siguiente:
E(z)=27 + a2+ a’z+a%
Paso 3  Encontrar las raices del polinomio localizador del error.

E(1) = 2+ o*Z+ a®z+ a?=0.
E(@) = 2+ *Z+ a®®z+ a’=0.
E(@'?) = 2+ o*Z+ a*z+ o?=0.

1 X X2 Xj X4 XS X() X7 X8 X9 Xl() Xll X12 X13 X14
rx) | 10| 1] 1] 1|1 |1]1]0]0]1]0]0]O0]oO
e(x) | 1 1 1
cx) Jojo| 111 Jolt1]1o]lol1lo[1]0]o0

Tabla4.4 Decodificacion del g emplo 4.1.3.3.

Por lo tanto, se tiene que c(x) = X*+x*+x*+x%+ x+x%x?y se puede comprobar
q ysep p
que c(x) es multiplo de g(x).

Ejemplo 4.1.3.4 Sea un cédigo BCH [15, 5] que resulta del polinomio generador
g(x)=l+x+x+x+x’+x*+x'® € F,[x]. Entonces, el codigo es generado por
gx)=MPOMPMB(X) y tiene una distancia de disefio & = 7. Supdngase que
r(x)=(011111110101000) es una palabra recibida.

Paso1 Calculamos los sindromes:

S=r(a) =o’.

$= (o) = (r(e’))* = (o)’ = o',
S=r1(a’) = o,

S=r(o’) = (r(@®)' = (o) = o',
S=r(a’)=0.

S=1(e) = (r(0!))’ = .
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Paso 2 Encontrar el polinomio localizador del error. Por lo tanto como r(a) corrige tres
errores debemos encontrar 61, 6; y 03,

a® ab of o, a
aﬁ a4 12 62 — 0

8
at 12 0 o, o

o 4 o 6 o 3 (04 4
= a” 6 n | =
o 4 , o o
13 5
L 1 d . _ _ _o 3
os valores de 6, y 6, son: o,=—5=a'y o, =—5=0a’.
a a
k | Sk | di c(x) L p(x) I | d t(x)
1o | 1+o’x 1 1 2 | o 1
31|’ l+ox+a! 1% 2 1+o’a 2| & 1+o’x

Tabla 4.5 Algoritmo computacional Berlekamp—Massey para decodificar €l
codigo BCH [15, 5] binario que corrigedoserrores parael Ejemplo 4.1.3.4.

El polinomio localizador de error es el siguiente:
E(z)= Z+a’z+all.
Paso 3  Encontrar las raices del polinomio localizador del error.

E@h=2+az+a''=0.
E()=Z+oz+a'' = 0.

1 X X2 X3 X4 XS X() X XS X9 Xl() Xll X12 Xl3 X14
1(x) 11|11t |1]1]of1]o0]l1]0]0]oO
e (x) 1 1
cx) (0|1 |1 |1]o0]1]1]0]o0o]1]o0o|1]0|0]oO

Tabla4.6 Decodificacion del g emplo 4.1.3.4.

Por lo tanto, se tiene que c(x) = X + XA+ + X+ P+ XM y se puede
comprobar que c(x) es multiplo de g(x).
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4.2 CODIGOSREED SOLOMON.

En agosto y septiembre de 1977, la NASA lanz6 los satélites Voyager 1 y 2 desde
Cabo Cafiaveral, en Florida. Sus destinos iniciales eran Japiter y Saturno, los satélites
Voyager proporcionaron a la NASA imagenes de estos planetas y sus lunas que habian
sido observadas. En enero de 1986, después de dejar Jupiter y Saturno, el Voyager 2
continllo su recorrido en nuestro sistema solar para transmitir éxitosamente datos e
imagenes desde Urano y Néptuno duplicando aproximadamente la distancia hacia la
Tierra, con lo que podemos decir que también se duplicaron los errores en la
transmision de bits. Sin el uso de un codigo Reed Solomon en la transmision de estas
imagenes proporcionadas por el Voyager 2, este no podria haber tenido éxito.

Fotografias trasmitidas desde el espacio hacia la Tierra son usualmente
digitalizadas dentro de cadenas binarias y enviadas sobre un canal espacial. El Voyager
2 digitalizd sus imagenes a color en cadenas binarias de longitud 15,360,000 con
velocidad alrededor de 44,800 bits por segundo, usando un complejo sistema de
telecomunicaciones, estos bits fueron transmitidos uno a uno de regreso a la Tierra,
donde las imagenes fueron después reconstruidas. Después de un considerable estudio,
fue descubierto que los bits de error que ocurren en largas transmisiones a través del
espacio generalmente ocurren en bursts o rafaga. Para corregir estos errores en forma de
bursts un nuevo sistema fue disefiado para que el Voyager 2 convirtiera imagenes dentro
de cadenas binarias que utilizaran el método de correccion de error Reed Solomon. El
proceso utilizando codigos Reed Solomon en la transmision de datos fue todo un éxito.
Después de dejar Urano, el Voyager 2 continuo su viaje a través del espacio, en agosto
de 1989 transmitid datos e imagenes visuales a la Tierra acerca de Néptuno, actualmente
el Voyager 2 esta en operacion [41].

La mas importante subclase de codigos BCH es la clase de cdodigos Reed
Solomon, los cuales fueron descubiertos por I. S. Reed y G. Solomon
independientemente del trabajo de A. Hocquenghem, R. C. Bose y D. K. Ray Chaudhuri
quienes descubrieron los codigos BCH [48; 171].

4.2.1 CODIGOSREED SOLOMON.

Consideramos C como un g-ario cédigo BCH de longitud q™ - 1 generado por
g(x):= mem (M (x), M*V(x),...,(M*"*?(x)), donde MV(x) es el polinomio minimal de
o' con respecto a Fq para un elemento primitivo o de qu. Si m=1, obtenemos un
g-ario codigo BCH de longitud q - 1. En este caso, @ es un elemento primitivo Fy vy,

ademas, el polinomio minimal de @' con respecto a Fq es x - o'. Es decir, para § <q -1,
el polinomio generador es:

g(x) =mem (x - @, x —o*!, .., x— a*%?)
. y 2: (X _ aa), (X _ aa+1) (X _ aa+5—2)
desde que a®, a®*,..., a®“ son parejas distintas.

Definicion 4.2.1.1 Un g-ario codigo Reed Solomon es un g-ario codigo BCH de
longitud q — 1 generado por:

g(x) = (x- 0" H(x— 0™ (x— a7,
conaz20y2<9<=q-1,donde a es un elemento primitivo de F4. Observar que no se
considera un cédigo Reed Solomon binario, ya que la longitudes q — 1 = 1.
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Ejemplo 4.2.1.2 Consideramos un 7-ario codigo Reed Solomon de longitud 6 con un
polinomio generador g(x) = (X - 3)(x - 32)(X - 33) =6+ x + 3x* + x°. Este es un 7-ario
codigo [6, 3]. La matriz generadora g(x) tiene la siguiente forma:
6 1 3 1 0 0
G=|/0 6 1 3 1 0}
0 0 6 1 3 1

La matriz parity-check es formada de h(x) = (x° - D/gx)=1+x+ 4x* + %3, con
hr=1 +Ax + X2+ X,
1 4 1 1 0
H = [O 1 4 1 1 ]
0O 0 1 4 1

Puede comprobarse a partir de la matriz parity check que la distancia minima es
4. Por lo tanto, este es un 7-ario codigo [6, 3, 4]—MDSZO.

—_ o O

Ejemplo 4.2.1.3 Consideramos un 8-ario codigo Reed Solomon de longitud 7 con un
polinomio generador g(x) = (x - a)(x —a?) = 1+ a + (o + a)x + x°, donde a es una raiz
de 1 +x + x> € F,[x]. Este es un 8-ario codigo [7, 5], con la siguiente matriz generadora
formada por g(x):

a+l o’ +a 1 0 0 0 0

0 a+l o’ +a 1 0 0 0
G=| 0 0 a+l o’ +a 1 0 0|
0 0 0 a+l a*+a 1 0

0 0 0 0 a+l o’ +a 1

Su matriz parity check:

H_l at 1+a 1+a* 1+at ot 0
0 1 1 1 l+a* 1+a* o

se obtiene de h(x) = (x' — 1)/g(x) = a* + (1 + a*)x + (1 + a')x* + x> + o* x* + x°. Puede
comprobarse a partir de la matriz parity check que la distancia minima es 3. Por lo tanto,
este es un codigo 8-ario [7, 5, 3] MDS.

Teorema 4.2.1.4 Los cdédigos Reed Solomon son MDS; i.e., un g-ario coédigo Reed-
Solomon de longitud q - 1 generado por

a+o-1 i
g(X) = Hi=a+1 (X_ a )
es un codigo ciclico [q - 1, q - 3, 8] para cualquier2<d6<q- 1.

Demostracion. Como el grado de g(x) es o6 — 1, la dimension del codigo es
exactamente k:=q—1—(6-1)=q— 9. Porel teorema 4.1.2.9 la distancia minima es al
menos 0. De otra manera, la distancia minima es a lo maximo (q— 1)+ 1 -k = & [ver
cota de Singleton en el Apéndice (A)].

20 1 os codigos MDS (maxima distancia separable) y la cota de Singleton se describen en el Apéndice (A).
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Ejemplo 4.2.1.5 Sea a una raiz de 1+ x + xt € F,[x]. Entonces, o es un elemento
primitivo de Fjs. Consideramos el codigo Reed Solomon generado por g(x) = (x — o)
(x — a*) (x — &) (x — a®). Observamos que no es facil obtener la distancia minima a
partir de su matriz parity check. Sin embargo, por el teorema 4.2.1.4, Este es un codigo
ciclico [15, 11, 5] sobre Fys.

Definicion 4.2.1.6 Sea C un g-ario codigo Reed Solomon generado por
5-1 i
g0 =177 (x-a')
con2 <3 < q- 1. Entonces, el codigo extendido C es también MDS.

Ejemplo 4.2.1.7 Consideramos el 7-ario coédigo Reed Solomon [6, 3, 4]. El cual tiene
la siguiente matriz parity check de codigo extendido

1 411000
01 41100
001411 0f
1 111111

Por lo tanto, por el Corolario 2.2.4.6, el coédigo extendido tiene una distancia minima 5,
y de hecho es un cédigo [7, 3, 5] MDS.

Ejemplo 4.2.1.8 Consideramos el 8-ario cddigo Reed Solomon [7, 5, 3]. El cual tiene
la siguiente matriz parity check de codigo extendido.

1 o 1 1+a* 1+a* o

— o O

o 0
0o 1 o 1 l+a* 1+a* o
1 1 1 1 1 1

Por lo tanto, por el Corolario 2.2.4.6, el codigo extendido tiene una distancia minima 4,
de hecho es un codigo [8, 5, 4] MDS.

Como se demostré anteriormente, los codigos Reed Solomon son MDS. Por lo
tanto, tienen muy buenos parametros. Desafortunadamente, Reed Solomon son cédigos
no binarios, mientras que para la practica generalmente son utilizados los codigos
binarios. A continuacion se presenta la técnica de concatenacion la cual se usa para
producir cédigos binarios a partir de los codigos Reed Solomon sobre extensiones del
campo F».

Sea C un cédigo Reed Solomon [n, k] sobre qu , donde n = 2"~ 1. Aplicando la

técnica de la concatenacion, concatenamos C con el cédigo trivial Fzm. Sea ag,..., Om

una base en F, de F2m y consideramos la transformaciéon @ como:

F.. > F.".
donde 2 2 2

U, +U,a, ++U e, > (U,U,,...U.)
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Teorema 4.2.1.9 Sea C un codigo Reed Solomon [n, k] sobre F,, donde n=2"- 1.

2ml

¢ *(C) :{(¢(c, )..... p(c,.,): (Gy.-nCy) € C}

es un codigo binario [mn, mk] con distancia minima por lo menos n —k + 1.

Entonces

Ejemplo 4.2.1.10 Consideramos el 8-ario codigo C Reed Solomon generado por

o00 =T Th-)-

donde @ es una raiz de 1 + x + x°. Por lo tanto, C= {a(l,1,1,1,1,1,1):a€ Fg} esel
8-ario codigo trivial [7, 1, 7]-MDS. El codigo @*(C) es un cdodigo lineal binario [21, 3,
7] transformado por

6
X,
=0

100 100 ... 100, 010010 ... 010, 001001 ... 001.

Para un codigo Reed Solomon C, el codigo @*(C) no puede corregir demasiados
errores aleatorios debido a que la distancia minima no es muy grande. Sin embargo,
puede corregir muchos errores en forma de burst o rafaga.

Teorema 4.2.1.11 Sea C un codigo Reed Solomon [2™ — 1, k] sobre F.. . Entonces, el
codigo 8*(C) puede corregir

m|l(n-k)2]|]-m+1

errores en forma de burst, donde n = 2™ - 1 es la longitud del codigo.

Demostracién. Suponemos | = m|_(n — k)/ ZJ— M+ 1. Por el teorema 3.4.1.3, es
suficiente demostrar que todos los errores en forma de burst de longitud | o menos se
encuentran en diferentes co-conjuntos.

Seaep, e € Fzm" dos errores burst de longitud | o menores colocados en el mismo co-

conjunto de @*(C). Sea C; una representacion de € bajo la transformacion @*, i.e,.
@*(c;) = € para i =1, 2. Entonces, esta claro que:

F_l—‘ + 1
m
]
2
_[d(©O)-1
B { 2 J (Debido a que C es un codigo MDS),

IN

WE(G )

Parai=1, 2, y ¢, C; en el mismo co-conjunto de C. Entonces C;= C, esto significa que
e;= & debido a que @*es inyectiva.

Ejemplo 4.2.1.12 Consideramos el 8-ario codigo Reed Solomon [7, 3, 5], el codigo
@*(C) es un codigo lineal binario [21, 9]. Puede corregir | errores burst.

|=3[7"3J—3+1=4.
2
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4.2.2 DECODIFICACION DE UN CODIGO REED — SOLOMON.

Una decodificacion algebraica para los codigos Reed Solomon tiene los
siguientes pasos:

1. Calcular los sindromes.
2. Determinar el polinomio localizador de error. Se puede decir que la raices indican

donde esta el error, existen muchos métodos para determinar el polinomio
localizador de error los cuales incluyen el algoritmo de Peterson’s con la regla de
Cramer, el algoritmo de Berlekamp — Massey, algoritmo de Euclides, entre otros.

3. Encontrar las raices del polinomio localizador de error. El uso de Chien search
(exhaustiva busqueda sobre los elementos en el campo).

4. Encontrar las posiciones de error in r(x) por encontrar las raices de V(z). Para
encontrar los coeficientes de e(x) en dichas posiciones del error, denotaremos el
término x* en e(x) por e; en la  siguiente  formula:

_ R(a)
Vi)
Ejemplo 4.2.2.1 Elegimos el polinomio primitivo f(x) = 1 + x + x* € Z,[x] donde
representaremos el campo qu =Z,[X]/mod f(X) donde f(x) es un polinomio

irreducible (Ver Apéndice ejemplo B.6). Para construir un codigo Reed — Solomon [15,
2] que corrija 2 errores; i.e., con distancia 5, elegimos el siguiente polinomio generador.

9 = (X-a) (x-a?) (x-a®) (x-a?)
= 0+ (a%+ a)x+ a ) (a*+(a*+ o¥x+ o)
= 0+ ax+ o®) 0+ a'x+ o)
— X4+(0C7+ a5)X3+(a7+a12+a3)X2+(a12

= X4+ a13X3+ a6X2+ a X+ o

+ 10

alo X+ a

Por aplicar, la técnica de concatenacion descrita anteriormente convertimos el codigo
Reed-Solomon en un codigo binario. Por el Teorema 4.2.1.4, el codigo Reed-Solomon
[15, 11, 5] y con la concatenacion obtenemos el codigo lineal binario [60, 44, 5], lo que
nos da un total de 17592186044416 palabras codigo.

Una palabra C es transmitida y el vector binario recibido es el siguiente:

(0000 0000 0000 111101100001 10110111 01000111 0010 1001 1010 1110 0000)

r(x) = 1+ a + o o+ (a + a )M+ o3+ 1+ a’+ o+ (o + a®+ o)X+ o+
(a+ a®+ a ) + a0+ g1+ o+ 1+ @)X+ (I+ o+ a )X,
r(x)=a12X3+ a5x4+ a3X5+ al3x + allx7+ (1)<8+ allx + 0C2X10+ al4xll+ OC8X12+ a10X13

A continuacion, debido a que C corrige t=2 errores en r(X), podemos calcular los

primeros cuatro sindromes de la siguiente manera:

Paso 1 Calcular los sindromes.

S= 1(a)
=a"ta
=1+ 0%+ «a
=1+ a+1lt o
= .

9 8 9 8 9

+ o +a1+a1+a + o
8+a4+ a3+a9+a5+a

G a3+ 0%+ a+1t a

20 2 20

8

+0612+OC 5+0Z 23

12+a10+ 0C5+(1
2t a+1

+ o
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S=r(a?)
:0!18"'0(13
:a3+ a2
=%+ 0+ 1+ ¢
:(lg.

S=r(e?)
=a21+a17+a18+a31+a32+ a25+a38+a32+a22+a47+ a44+ (149
=a6+a2+a3+a+a10+ (X8+0!2+(ll4+ (14
=03+ a% 03+ o+ %+ g +1+ a%+ 1+ o+ 1+ o +1
:(lll.

S=r(e*)
=0!24_‘_ a21+a23+a37+a39+ a33+a47+a42+a58+a56+ 0662
=a9+a6+a8+a7+a9+ a3+ a2+a12+a13+a11+a2
= 03+ 0%+ a%+ 1+ o3+ o +1+ o3+ a3+ a2 o +1+ a3+ a2+ 1+ o3+ 0%+ a
:(15.

25+(125+ 0(17"'0!29 22 36 32 36

+0c13+a +to"+taoa T+taTt a
2

+ a14+ a7+ a.
fa+1

Paso 2.  Construir la tabla del algoritmo de Euclides®' para z*=s (z) q; + 1y, siendo
S(z)=a+ o z+a' Zra’.

Fila Q R U \Y

-1 -- z 1 0

0 -- S(z) 0 1

1 az+a a®zZ+a z+ o’ 1 az+a

2 al4z+a13 a102+a4 al4z+a13 (1922+(122+(13

Tabla4.7 Algoritmo de Euclides para el g emplo 4.1.2.2.
De la tabla 4.7, tenemos que V(z) = o’ +a’z+a’ y R(z)= a%z + a*

Paso 3. Evaluando en las sucesivas potencias de o para V(z), se obtiene que las

, 4 5 .. .

raices de V(z) son a” y a . Como resultado, las posiciones en r(x) que contiene los
A_ 11 5_ 10

errores sonX =X yX =X .

Paso 4. Para encontrar los coeficientes del error polinomial e(x) de dichas posiciones

. , 2 , .
de error, primero notamos que V'(z) = a”. Después, encontramos los coeficientes e(x),
de la siguiente manera:

:R(as): a®+at =(a)=a14 y _ R(a4): a“ +at _ 0579 .
G V() a’ a’ G Vo) a’ a’

Por lo tanto, &(X) = o™X+ a 'x™

c)=r)+ex)=a2x+a’ X'+ a®x+ a®x+ a™ X + axB+ o+ a?xP
+ al4xll+ a8X12+ a10X13+ (114X10+(17X11.

— (112X3+ (1,5X4+ (13X5+ (113X6+ (111X7+ (I,X8+ a11X9+ (113X10

+ GX11+ (18X12+ a10X13.

Se puede verificar que la palabra codigo es: ¢(X) = (@ X+ a®x° + a?x%) g (X) y por

el teorema 4.2.1.11 el codigo Reed-Solomon [15, 11, 5] corrige 5 errores en forma de
burst o rafaga.

2! Como en el caso de los codigos BCH, para construir la tabla del algoritmo de Euclides, se invita al lector a revisar [41, 20] y como
un complemento [42, 18].
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4.2.3 CODIGOSREED-SOLOMON GENERALIZADOS,

Recordamos de la construccion de los codigos Reed-Solomon, que las palabras
codigo son obtenidas por

c=(fQ), f(a)..., f@™™). (4.12)

Ahora elegimos un vector v = (V1, Vo,..., V) cuyos elementos son diferentes de cero.
Entonces una generalizacion de (4.12) es

c= (v (1), V2 f (@) Vo (™).
La definicion de lo anterior quedaria de la siguiente manera:
Definicion 4.2.3.1 Sea n < q. Con a = (0, 0y,..., 0,), donde ; (1 £i < n) son elementos

distintos de Fq. Sea V = (V1, Va,..., V), donde V; € F  1<i<n Parak<n, el codigo
Reed-Solomon generalizado GRSy (a, V) es definido, de la siguiente manera:

{(vlf(al),vzf(az),...,vnf(an))  f)eFR[x] y grad(f(x)) <kj.
Los elementos a4, 0,..., a, son llamados localizadores de codigo de GRSy (a, V).
Teorema 4.2.3.2 El coédigo Reed-Solomon generalizado GRSy (@, V) tiene los
siguientes parametros: [n, k, n — k + 1], por lo tanto, es un codigo MDS. Su

demostracion es la misma utilizada para un cédigo Reed-Solomon no generalizado,
demostrado anteriormente con el teorema del limite de Singleton del Apéndice (A).

Corolario 4.2.3.3 Una matriz parity-check de GRS,k (a, V') < GRSk (a, V) Les:

Vl,al V;az o V;lan
Vieyk Vo, e Viag
Vlraln—k—l V;Olzn_k_l . V;]OCr?_k_l
1 e 1 1 0
a a’ a, 0 V, 0
=| o a; a;
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4.3 CODIGOSALTERNANTES (GOPPA).
4.3.1 Cddigos alternantes.

V. D. Goppa describié una nueva e interesante clase de codigos lineales de
correccion de error, llamados codigos Goppa, en los comienzos de los 70s. Esta clase de
codigos incluye los cddigos BCH narrow-sense. Los codigos Goppa son considerados la
subclase més interesante de los codigos alternantes, introducidos por H. J. Helgert en
1974. La clase de los codigos alternantes surgen de los codigos Reed-Solomon
generalizados, vistos en la seccion anterior. Los codigos alternantes son una larga
familia de cédigos que contienen a los bien conocidos codigos Hamming, BCH y
Goppa.

En esta seccion se usard la misma notacion que para los codigos Reed-Solomon

generalizados, excepto que ahora son definidos sobre qu para cualquier m2 1.

Definicion 4.3.1.1 Un coédigo alternante Ax(a, V') sobre Fq es el subcampo del
subcodigo de GRSk(a , V)|Fg, donde GRSk(a , V) es un codigo Reed-Solomon

generalizado sobre qu , para algin m 2 1.

Proposicion 4.3.1.2 El codigo alternante A (a, V') tiene parametros [N, K, d], donde mk
—(M-I)n <k <k yd>n-k+ 1

Demostracion. Por el teorema 4.2.3.2, GRSk (a, V) tiene parametros [n, k, n—Kk + 1].

Por lo tanto, Ax(a, V') tiene longitud n, y su dimension es K™ satisfaciendo trivialmente
k' <k

Observacion 4.3.1.3 De la definiciéon 4.3.1.1 y del corolario 4.2.3.3 tenemos que Ax(a,

V') esta definida para: c e Fqn ‘cHT = 0},

donde H es la matriz parity check. Como H esta determinada por a y V', es apropiado
que la notacién de un codigo alternante sea expresada en términosde ay V'.

Ejemplo 4.3.1.4 Para q y m, Recordemos que para un cédigo BCH sobre F, es un
codigo que consiste de todas las palabras codigo ¢ € Fq” que satisface cH'" = 0, donde

1 o? aza aa(n—l)
1 o ! az(a“) a(a+1)(n—1)

H =11 aa+2 az(a+2) a(a+2)(n—1)
1 o?°2 aZ(a+5—2) a(a+5—2)(n—1)
1 1 1 1 1 0 0
1 « a’ a™! 0 at

=11 az a4 az(n—l)

1 aa‘—z az(a‘—z) a(a‘—z)(n—l) 0 0 aa(n—l)

Por lo tanto, un codigo BCH es también un codigo alternante.
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Ejemplo4.3.1.5 Seaq=2y m=3, y sea n= 6. Sea a un elemento primitivo de Fgque
satisface a” + o + 1= 0. Tomamos V' = (1,...,1) ya= (o, o, o®). Entonces
A(a,V)={ceF :cH™ =0},
donde
1 1 1
H=|a o o a
a a

2

Entonces, para H= (1, o, 02,..., & 2 )y H es una matriz m x (2™- 2).

1 1 1 1 1 1

0 0 00 0 O

0 0 00 0 O

0 01 0 1 1

H={1 0 1 1 1 0],

0 1 0 1 1 1

0 01 0 1 1

01 0 1 1 1

1 1.1 0 0 1

El cual tiene la siguiente forma reducida:

1 0 0 0 1 1
01 0 0 0 1
0 01 0 1 1
0 0 01 1 0
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O

Por lo tanto, As(a, V') tiene una matriz generadora:
1 01 1 1 0
1 110 0 1)°

Por lo tanto, es un codigo lineal [6, 2, 4].
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4.3.2 Cdédigos Goppa.

Los cddigos Goppa son también usados en la criptografia, el criptosistema
McEliece y el criptosistema Niederreiter son ejemplos de criptosistemas de clave
publica que usan codigos Goppa.

Definicion 4.3.2.1 Sea g(z) un polinomio en qu [z] para cualquier m, y sea L= {ay,...,
on} un subconjunto de qu tal que L N {g(z)} = @ Para c=(cy, ..., ¢s) € F g, siendo

R(2)-3 -

i1 Z—Q

El codigo Goppa I'(L , g) es definido como:
I'(L, g9)={ceF:R(2)=0(mod g(2))}.

El polinomio g(z) es llamado polinomio Goppa. Cuando g(z) es irreducible, I'(L , g) es
llamado un codigo Goppa irreducible.

Observacion 4.3.2.2 Notar que

(z—ai)(—“’(z)‘g““i)g(ai)‘lj =1 (mod g(2).

zZ-

y como (g(z) — g(a))/(z - aj) g(z) es un polinomio, entonces 1/(z - o;) puede ser visto
como un polinomio; i.e.,

L __9@=90) g ) mod g(2)),

z-aq, z-aq,

Por lo tanto, la congruencia R¢(z) = 0 (mod g(z)) en la definicion de I'(L , g) significa
que g(z) divide al polinomio

Z c g(zi:g(ai)g(ai)_l'

Sin embargo, notar que (g(z) — g(ai))/(z - o;) es un polinomio de grado <t si g(2) tiene
grado t, se dice que ¢ € I'(L,g) si y solo si

e Y=g ) g

Es un polinomio.
Proposicion 4.3.2.3 Para un polinomio Goppa g(z) de grado ty L ={aa,...,an}, tenemos
I'(L,g)={ce R :cH" =0},
donde
—1 —1
gle)' - gler)
—1 -1
H = alg(al) ang(an)
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Podemos ver facilmente que H puede ser descompuesta por:

0., g, 0 a, a, a, 0 V; 0
gt—2 gt—l e 0 alz a22 e arf e ,
0. o - ella” @ a0 0 .y

donde V' = g ()" para 1 <i < n. Decimos que ¢ € ' (L, g) si y solo si cH" = 0, donde

1 1 1 9(051)_l 0

o a oo | |0 gy - o
H = alz 0522 .. ng

eI 1 N TSR

Ejemplo 4.3.2.4 Para cualquier @, tenemos g(2) = Zy seal = {l,a "', a *,., a """},
donde a es un elemento primitivo de qu. Por lo tanto n = g" — 1. Entonces I' (L, g) =

{c € F§: cH" =0}, donde

1 o ot . a(n—l)t
H - 1 ot az(t—l) a(n—l)(t—l)
1 « a’ a™!

Podemos observar que I'(L , g) es precisamente un cédigo BCH narrow sense.

Ejemplo 4.3.25 Sea q =2y tenemos gz) = o’ + z + Z, donde a es un elemento
primitivo de Fg que satisface o’ + a + 1 = 0. Sea L = Fg, Por lo tanto, n= 8y m= 3.
Entonces

r'(L, g)={ceF’:cH" " =0},
donde

3
Reemplazando cada entrada en H por un vector columna en F,’, obtenemos una
matriz H la cual tiene la siguiente forma escalonada reducida por renglén:

S O = O O O
S = O O O O
—_ o O O o O

S O O O O =
S O O O = O
S O O = O O
—t e D e e
—_— D = = O =

01 1010 1)
Por lo tanto I" (L, g) es un cddigo lineal y tiene parametros [8, 2, 5].

Asi, I' (L, g) tiene la siguiente matriz generadora: [ Lo b1 OJ
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5. PRESENTACION DEL SIMULADOR.

El propdsito de este capitulo, es simular una secuencia de informacion de los
codigos BCH y analizar sus estrategias de codificacion y decodificacion,
comparandolos con otros codigos correctores de errores, en un canal con ruido y/o
distorsion.

5.1 Simulacién deerrores.

Se realizo la simulacion de un sistema de comunicacién digital, simulando errores
con los diferentes métodos de simulacion de ruido y/o distorsién y de produccion de
errores que se trataron en el capitulo 1. Los cuales son:

Meétodo 1.- Errores independientes (BSC).
Método 2.- Simulacion Quasianalitica (QA).
Meétodo 3.- Dos estados HMM.

Método 4.- Estimacion de parametros HMM.
Método 5.- Tres estados HMM.

De acuerdo a nuestro modelo de estados finitos, el canal discreto es simétrico (un
cero y un uno que representan los bits, son afectados de igual manera). Por lo tanto,
pueden ser descritos por una secuencia de errores de bit. La secuencia simulada de error
de bit para errores en forma de burst puede ser planteada con un modelo de Markov
escondido (HMM).

Para el canal binario un HMM es definido por (S, I, A, B), donde S = {sj, sp,...,
sn} es el conjunto de estados, Il es el vector de probabilidad inicial del estado,

A= [a” Jn _es la matriz de probabilidad de transicion de los estados( &; = Pr{sj ‘3} )y

B= [hk]n,m es una matriz de probabilidad de transicion de cambio de simbolo (bit de

error). Los diagramas de transicion para dos y tres estados son presentados a
continuacion:

BUEN

ESTADO

Figura5.1 Diagramadetransicion paraHMM dedos estados (Modelo de Gilbert).
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Figura5.2 Modelo HMM con tresestados.

A continuacion analizaremos los siguientes parametros para un canal discreto.

Para un modelo de dos estados:
0.99 0.99 0.13 1.00 0.00
I1= ; A= ; B= .
0.01 0.01 0.87 0.57 043

Para un modelo con tres estados:

0.97 0.98 0.00 0.19 1.00 0.00
II=|0.01] A=[0.01 0.65 0.00 ; B=|045 0.55
0.02 0.01 035 0.81 0.61 0.39

5.1.1 Distribucion de probabilidad de intervaloslibresdeerror.
Para un modelo de Markov escondido el intervalo libre de error | tiene una matriz
geométrica de distribucion de probabilidad acumulativa® dado por

IIP(D[1- P (0)]
TIP(1)

(5.1)

donde definimos
P(e) = AC(e), e=0,1

y C(e) es una matriz diagonal n x n, la cual sus elementos diferentes de cero son las
columnas de la matriz B. Por ejemplo, si e = 0, las entradas de la diagonal en C(0) son
(by1, bay,..., by1) y para e = 1, las entradas de la diagonal en c(1) son (bi2, b2y, ..., bp2).

Los resultados de calcular esta probabilidad para errores independientes (sin
memoria) y para los modelos de dos y tres estados con los parametros antes analizados,
son mostrados a continuacion (figura 5.3):

2
[34; 842] Jeruchim Michel C. Philip Balaban and K. Sam Shanmugan. Simulation of Communication Systems. New York:
Klumer Academic/Plenum Publishers, Second Edition, 2000.
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<
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Figura 5.3 Distribucion de probabilidad acumulativa deintervaloslibresdeerror.
5.1.2 Modelacion del canal deerror discreto.

Ahora describiremos los resultados encontrados para un HMM para producir una
secuencia de error que simula ruido para los parametros antes analizados y
comparandolo, con la simulacion de errores independientes. Obteniendo la siguiente
grafica de probabilidades acumulativas:

. e bl el
- 'f":“______,_____._,__
e
-
e
= s
=] .
I’/
P
o
w
= /
/ //
P ard
= _| s a
=} I -
’
!, .
' . ®
O .
4 : :
S R I Errores independientes
””” Dos estados HMVMM
—— 7 Tres estados HWVNM

e o
=

T T T " . , |

o 5 10 15 20 - 50

Gréfica5.4 Numero deerroresen un block de secuencia de 1000 bits.

Para dos y tres estados la figura mostrada anteriormente es muy similar a la
obtenida por los autores Jeruchim Michel C., Philip Balaban y K. Sam Shanmugan en
[34; 842]% la cuales son presentadas en las figuras 5.5 y 5.6, para un canal de
comunicacion inaldmbrico llamado “reverse radio link” para simular una transmision
telefonica de usuarios moviles a su estacion base, y llamado “fordward radio link” para
una transmision telefonica de la estacion base al usuario, respectivamente.

3
[34; 842] Jeruchim Michel C. Philip Balaban and K. Sam Shanmugan. Simulation of Communication Systems. New York:
Klumer Academic/Plenum Publishers, Second Edition, 2000.



Simulactén de  ervores 107

Figura5.5 Probabilidades acumulativasde un niimero de erroresen un block de 576 bits
“reverseradiolink”. Fuente: “Jeruchim Michel C. Philip Balaban and K. Sam Shanmugan, 2000”.

Figura5.6 Probabilidades acumulativasde un nimero de erroresen un block de 576 bits
“fordward radio link”. Fuente: “Jeruchim Miche C. Philip Balaban and K. Sam Shanmugan,
2000".

Aunque los autores presentan la simulaciéon con 576 bits, que implican
dispositivos digitales (moduladores, esparcidores de datos, filtros, etc.) y un AWGN con
la aplicacion de una SNR = 6 dB que hacen simular desvanecimiento de la sefial e
interferencia, los valores obtenidos para dos y tres estados con nuestro simulador,
proporcionan los mismos resultados que en el caso de estudio IV de los autores antes
mencionados. Por lo tanto, podemos concluir que la simulacion es correcta.

Un importante parametro del modelo de Markov es el numero de estados. El
problema de elegir el nimero de estados se soluciona usando limites confidenciales. De
otra manera, el nimero de estados puede ser seleccionado dependiendo de la aplicacion
del modelo. Con los datos obtenidos del simulador se concluye que, este es un canal
discreto, el cual es computacionalmente costoso y es impractico usarlo para evaluar el
funcionamiento  de  dispositivos  digitales  (tales @ como  codificadores
correctores/detectores de error, decodificadores, entrelazadores, etc.).

Sin embargo, nuestro simulador puede ser usado para generar suficientes errores
en forma de bit con un modelo de estados finitos. A lo largo de esta investigacion se ha
ido demostrando que para un sistema de comunicacion, el modelo de estados finitos
proporciona una amplia variedad de procesos aleatorios y son muy buenos candidatos
para modelar el ruido y distorsion.
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5.2 Ténicasde Entrelazado (Entrelazado y desentrelazador de Bloques).

El entrelazado es considerado una técnica sencilla y eficiente para superar burst
de error, este toma una secuencia de simbolos y los combina. En el receptor, la
secuencia es combinada nuevamente obteniendo el orden original utilizando un
desentrelazador. Los entrelazadores son eficaces para contender errores en forma de
burst, los errores en forma de burst tienen la caracteristica de ser varios errores
aleatorios juntos o proximos uno de otro, dicha proximidad puede ser esparcida si
utilizamos un entrelazador que convierte los errores en forma de burst en errores
aleatorios.

Entrelazador

xq xq x2 Xx3

XQas X1y X2, --.,X11
x4 x5 kS x7

I -
1 Arreglo escrito ..

& xg | x10 | *11
por renglon

1

I

: Arreglo leido
1 por columna
|

por renglén

X0, X4, X8, X1, X5, X0, ..., X11
________________________ -
_ i

Desentrelazador Arreglo escrito ;

¢ por columna 1

1

1

X0, | Xr |2 |3 Arreglo leido :

i

T

x4 xs Xa X7
X0, X1, X225 ---3%X11
X8 X9 | X¥10 | ¥11 ]

Figura5.7 Entrelazador y Desentrelazador.

La forma mas comun de entrelazar, es utilizando un entrelazador de bloque. Esto
es simplemente un arreglo de N x M el cual puede ser leido y escrito de forma diferente.
Tipicamente la secuencia de entrada de simbolos es escrita en el entrelazador en forma
de renglon y leida en forma de columna. La figura 5.7 muestra un entrelazador 3 x 4. La
secuencia de entrada X, x;__ Xj; es leida en forma de renglon en el arreglo como se
muestra en la figura 5.7, y a la salida del entrelazador la secuencia es leida como:

X0, X4, X8, X1, X5, X9, X2, X6, X10, X3, X7, X11.
Frecuentemente la amplitud M es elegida como la longitud de una palabra codigo.

En general cuando un burst de longitud | es desentrelazado, causa un maximo de
|_| / N—| errores entre las palabras codigo recibidas. Si el codigo usado puede corregir
hasta t errores, la decodificacion fracasara si la longitud del burst es mayor que Nt + 1.

La eficiencia de un entrelazador es definida como la relacion de la longitud del
mas pequeiio burst de error que excede la capacidad de correccion a la cantidad de
memoria en el entrelazador. Para un entrelazador de bloque la eficiencia es:

Nt+1 t

E=——-~—. 5.2
NM M -2)
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5.2.1 Entrelazador y desentrelazador convolucional.

Entrada: IR I T T T PO L S

*0

!
Entrada del L) D X_p D x_g

entrelazador \
X3 X 1_5
D D D

Salida: ... [EJITE T TSN PP S B 7 PR3 PR, P PR L T R i

\ o Salida  del

entrelazador

N
o/

Entrada; o XX K e X Q. X4 X[ X, X _§, X§, X5, X2, X _]....

22 D 8 D x4 D *0 \
¢ xg x5 X1 .
o R D N

!
Entrada del y; & %6 D 2 e ‘. Salida del

desentrelazador / desentrelazador
N %3

Salida: ....xg. x|, x2, 23, x4, x5, x6....

Figura5.8 Entrelazador y desentrelazador convolucional.

El entrelazador y desentrelazador convolucional es el mostrado en la figura 5.8.
Esta figura muestra la cadena de entrada y el estado de entrelazado en un particular
tiempo, dichas lineas de retraso incrementan sucesivamente la longitud. Los parametros
del entrelazador convolucional son (M, D), donde M es el niimero de lineas de retraso y
D es el numero de muestras que cada elemento de retraso introduce. Quedando claro
que los simbolos de entrada del entrelazador son separados por MD simbolos. Si M es
mas grande que o igual a la longitud del cddigo, entonces cada simbolo en la palabra
codigo es colocada en una diferente linea de retraso. Si un burst de longitud | ocurre,

entonces |_| /(M D+ 1)_|

errores pueden ser introducidos dentro de las palabras codigo del desentrelazador. Para
un codigo corrector de t errores, la decodificacion fracasara si la longitud del burst es
mayor que (MD + 1)(t - 1) + 1. La eficiencia esta dada por:

£ (MD+DE-D+1 2t
DMM-1)/2 M-1

(5.3)

Comparando con el entrelazador y desentrelazador de bloque, los convolucionales
son aproximadamente el doble de eficientes. Sin embargo, el tiempo es un factor que
debemos tomar en cuenta en su disefio. De otra manera, podemos elegir un cddigo que
corrija mas errores y de dicha forma evitar el tiempo de retraso de un entrelazador y
desentrelazador convolucional.
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5.3 Validacién delos codigos correctoresde errores.

En este apartado, analizaremos diferentes codigos correctores de errores con
nuestro simulador de canal con ruido y/o distorsion.

Ejemplo 5.1 Los codigos ciclicos BCH [15, 5, 7] y Golay [23, 12, 7] son transmitidos a
través de un canal con ruido, donde los errores son generados por un modelo de Markov
escondido de dos estados. Se utilizan los algoritmos de decodificacion para el método 1
error trapping y para el método 2 la decodificacion para codigos ciclicos de correccion
de error burst. Corremos el programa y obtenemos lo siguiente:

Escribe tu texto: PUVA

Tu texto es: PUMA
Tu texto en codigo BCH [15, 5, 7] con 60 digitos es:
100110101111000110001001101011011001010000111111011001010000

Tu texto en codigo Golay [23, 12, 7] con 92 digitos es:
1100001000010011100000011000111010010011000110110100101111001100011001
1111011100100001100000

Escri be | os porcentajes de estados:

Porcentaj e de transicion Bueno a Ml o:

95

Porcentaj e de quedarse en el estado Bueno:

5

Porcentaj e de transicion Mal o a Bueno:

20

Porcentaj e de quedarse en el estado Ml o:

80

Porcentaj e de no canbi o de sinbolo del estado Bueno:
100

Porcentaj e de canbi o de sinbol o del estado Bueno:
0

Porcentaj e de no canbi o de sinbolo del estado Ml o:
70

Porcentaj e de canbi o de sinbolo del estado Mal o:
30

Tu texto nodificado para el codigo BCH [15, 5, 7] es:
100XXXXX111100011000100110101101100101000011111101100101XXX0

Tu texto nodificado para el codigo Golay [23, 12, 7] es:
110XXXXX000100111000000110001110100100110001101101001011XXX01100011001
111101110010000XX0X000

Total de errores para |la cadena binaria de 15 es: 8

Total de errores para |a cadena binaria de 23 es: 11

Decodi ficacion 1 para el codigo BCH [15, 5, 7]: ?unma
Decodi ficacion 2 para el codigo BCH [15, 5, 7]: punma
Decodi ficacion 1 para el codigo CGolay [23, 12, 7] es: ?UMA
Decodi ficacion 2 para el codigo Golay [23, 12, 7] es: PUVA
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En el ejemplo 5.1 se simula la transmision del texto “PUMA” a través de un
canal con ruido y/o distorsion, para el cual genera 8 y 11 errores. El texto es codificado
y decodificado para los codigos ciclicos BCH [15, 5, 71** y Golay [23, 12, 7]. En la
decodificacion 1 se utiliza el método de error trapping (visto en el apartado 3.3
decodificacion de los cddigos ciclicos) el cual corrige 3 errores aleatorios y en la
decodificacion 2 se utiliza el método de correccion de error burst (visto en el apartado
3.4, codigos de correccion de error en burst (o rafagas)). La siguiente ecuacion dada en
el capitulo 3, nos permite demostrar el nimero de errores que corrige la correccion de

error burst
n-k
| <
E

Para el caso de los cddigos ciclicos BCH [15, 5, 7]. Tenemos,

{57

Para el codigo ciclico Golay [23, 12, 7] procedemos de igual manera y tenemos
| =5. Es decir, puede corregir hasta 5 errores en forma de burst.

Con lo cual queda demostrado que con un canal de dos estados que utiliza
modelos de Markov escondido, se pueden generar errores aleatorios que simulan ruido
y/o distorsion. Ademas, existen diferentes tipos de decodificacion para errores aleatorios
y para errores en forma de burst “en el mismo codigo ciclico”.

En estd investigacion, se mencionaron los factores que han ayudado a un
considerable desarrollo en la teoria de codigos. La informacion que se origina en la
fuente de datos es codificada sumandosele digitos redundantes, transmitida sobre el
canal y decodificada para aparecer en su forma original en el receptor de datos. Los
digitos afectados por el simulador de canal con ruido y/o distorsién son corregidos con
la ayuda de los codigos correctores de errores, esto tiene como consecuencia la creacion
de una gran cantidad de los mismos. Una vez establecido esto, surge el problema de que
codigo utilizar para un canal con ruido y/o distorsion determinado.

Aunque nuestro trabajo de investigacion se orienta especificamente a la clase de
codigos BCH, se desea senalar que el disefio de un codigo se realiza tomando en cuenta
las restricciones que nos imponga el caso. Para esto definiremos algunos conceptos que
nos ayudaran a comprender dichas restricciones y evaluar las propiedades de un codigo.
La rentabilidad esta definida como la razén del numero de digitos que fueron recibidos
correctamente al total de digitos enviados; esto también puede ser expresado como
1 — P (e), donde P (e) es la probabilidad de que un digito enviado sea incorrecto. La
eficiencia del cddigo esta definida como la razoén del nimero de digitos de informacién
al nimero de digitos enviados. Por lo tanto, la redundancia del coédigo esta definida
como (1 — eficiencia del codigo).

Desafortunadamente no existe algun procedimiento sistematico para sintetizar que
un coédigo sea optimo en todos los sentidos. Pero podemos evaluarlos como lo muestra
la figura 5.9. Donde la probabilidad de error podria ser igual a la probabilidad de que
nuestro mensaje sea o no retransmitido.

* El c6digo BCH [15, 5, 7] solo maneja letras mintsculas para su codificacién y decodificacion, debido a su tamafio.
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cODIGO j
PROPUESTO /‘
ESCOGER UN
CcODIGO
PROPUESTO
DIFERENTE
v 2
4 I
ERRORES SATISFACE NO
INTRODUCIDOS —><_ RENTABILIDAD?
POR EL
SIMULADOR
\ J

SATISFACE
EFICIENCIA?

SATISFACE NO
COSTO DE

CONSTRUCCION

USE EL CODIGO
PROPUESTO

Figura5.9 Criterio de seleccion de un codigo corrector deerrores.
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La tabla siguiente proporciona los métodos de decodificacion utilizados para la
simulacion de una transmision.

cODIGO METODO DE PALABRAS
DECODIFICACION CODIGO
DECODIFICACION ALGEBRAICA
BCH [15,5,7] (SOLUCION DE ECUACIONES) 32
DECODIFICACION ALGEBRAICA
BCH [31, 6, 15] (SOLUCION DE ECUACIONES) 64
REED MULLER R[1,5] | DECODIFICACION EXHAUSTIVA 64
REED SOLOMON
[15, 11, 5] ,
CONCATENADOES | DECODIFICACION ALGEBRAICA 150
[60, 44, 5] (SOLUCION DE ECUACIONES)
ERRORESEN FORMA
DE BURST 5
REED SOLOMON
[15,9, 7] ’
CONCATENADOES | DECODIFICACION ALGEBRAICA 150
[60, 36, 7] (SOLUCION DE ECUACIONES)
ERRORESEN FORMA
DE BURST 9
BCH [63, 7, 31] DECODIFICACION EXHAUSTIVA 150

Tabla5.1 Métodos de decodificacién parala simulacion.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos por el simulador con
diferentes probabilidades de error y diferentes codigos correctores de errores, entre ellos
los codigos BCH (valores de criterio de seleccion E=Excelente, B=Bueno, R=Regular y
D=Deficiente).

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03
PROBABILIDAD
ERRORES “E;:m CRITERIO | ERRORES 11;::0 IRITERIO | ERRORES “:sm CRITERO | ERRORES “B:sm CRITERIO | ERRORES “EmM:O CRITERIO | ERRQRES “:sm CRITERIO

BCH [15,5,3] 2 7 E 8 7 E 4 3 B 15 3 R 14 6 D 17 9 D

BCH [31, 6, 7] 5 45 E 16 | 308 | E 16 (311 | B 28 |1893 R 37 (3731 R 45 (5444 | D

;
REE];{M-L LEER 5 3 E 16 2 E 18 2 B 28 2 R 39 2 R 45 2 D
[1,5]
REED SOLOMON
115,11,5]
CONCATENADO ES
(60, 44, 5] 9 10 E 28 | 10 B 36 26 R 413 20 D 74 23 D 80 13 D
ERRORES EN
FORMA DE
BURST §
REED SOLOMON
115,9,7
CONCATENADO ES
[60, 36, 7] 9 10 E 28 11 E 36 28 E 413 35 B 74 37 R 80 44 D

ERRORES EN
FORMA DE
BURST 9

BCH [63, 7, 15] 9

[
m

29 2 E | 38 2 B | 46 3 R 78 2 R 81| 3 D

Tabla 5.2 Valores obtenidos para una simulacion de transmision del texto
“UNAM” con erroresindependientes.



validaciown oe Los codigos corvectores de ervores 114

0.05 0.1 0.2 03 04 05

ERRORES TEwpo CRITERIO | ERRORES TIEwPQ CRITERIO | ERRORES TEwPa CRITERIO | ERRORES TIEWEQ CRITERIO | ERRORES TIEwPQ CRITERIO | ERRORES TIEWPQ CRITERIO

ms ms ms ms ms ms

PROBABILIDAD

BCH [15,5,3] 113 E 019 E | 6 51 8B 4 13 R (20| 7| D |10 |5 D

BCH [31, 6, 7] 118 E 2 0 20| E |8 |28 B 11 (33| R | 10274 D | 12 |153| D

REED MULLER
R[1,5]
REED S0LOMON
[15,9,7]
CONCATENADO ES
[60, 36, 7] 2|25 E 2 03] E | 1012 E |14 |5 B |12 7 R 19|29 D
ERRORES EN
FORMA DE
BURST 9

112 E 21 13] E 8 |2 B 11 |3 R|10 | 1| D] 12|1 D

BCH[63,7,15] | 2 3 E 219 E (113 E | 16 1 B | 12 1 R |19 2D

i

Tabla 5.3 Valores obtenidos para una simulacion de transmision del texto
“UNAM” para dos estados.

0.05 0.1 0.2 03 0.4 0.5

ERRORES TEMPO CRITERIO | ERRORES TP CRITERIO | ERRORES TEMPO CRITERIO | ERRORES TN CRITERIO | ERRORES TEMRO CRITERIO | ERRORES TEMPO CRITERIO

ms ms ms ms ms ms

PROBABILIDAD

BCH[1553] | 1 | 3| E |0 | 1| E |6 5/ B4 2|8 |02 R|10|3D

BCH[3,6,7 ( 1 | 8 | E| 2 | 5| E |8 |21 E |11 |19 | B | 10 14| R|12[/20|D

REED MULLER
R[L, 5]

REED SOLOMON
15,9,7]

CONCATENADO ES
o3%7 | 2|19 E|2 | 9| E |10 |12 E|14 |3 E|12]3]B|19|5]R
ERRORES EN
FORMA DE
BURST 9

1|22 1) E |8 |3 B0 1T B |10 2| R|12]|1]|D

BCH[63,7,15] | 2 | 3 E |2 1 E |11 )5 E[1 )1 E |12 3] B8] 193 R

Tabla 5.4 Valores obtenidos para una simulacion de transmision del texto
“UNAM” para dos estados utilizando la técnica del entrelazado.

Los resultados obtenidos por el simulador nos proporcionan un cuadro
comparativo de los diferentes codigos correctores de errores con diferentes métodos de
decodificacion. Es evidente, que el cédigo Reed Solomon concatenado y utilizando el
entrelazado de bloque, es el mejor para corregir errores en forma de burst y proporciona
una gran cantidad de palabras codigo.

Mientras, que trabajar con los codigos BCH utilizando mas palabras codigo y una
mayor distancia, genera mayor complejidad y tiempo computacional, con los codigos
Reed Solomon es justificada la complejidad por tener una mayor distancia para corregir
errores en forma de burst que con los BCH.
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CONCLUSIONES

En este trabajo de investigacion se establecido la importancia de los codigos
correctores de errores para aumentar la eficiencia y seguridad de la transferencia de
informacion de un lugar a otro o si deseamos almacenar informacion para ser usada
posteriormente. Estos codigos pueden auxiliar en las tareas de disefio de sistemas de
comunicaciones, cuyo objetivo es el de proporcionar un sistema costo-eficiencia para
realizar transmisiones de informacién de acuerdo a las necesidades del usuario. Los
otros parametros clave de un disefio de sistemas de comunicacion, son el ancho de
banda de transmision, la potencia de la sefal y la complejidad de la implementacion
elegida. El indice de transmision de informacion y la seguridad de la informacion
enviada estan tipicamente determinados por los requerimientos del usuario.

El ancho de banda de transmision esta generalmente restringido por factores
especificos del medio de transmision usado, por ejemplo 3.1 kHz para telefonia.
Similarmente, existen anchos de banda estandares para canales individuales o circuitos
de radio terrestres y enlaces satélitales, debidos al establecimiento de reglas
gubernamentales en la utilizacion del espectro radio eléctrico. En otros casos, el ancho
de banda no esta restringido tan rigurosamente, ejemplos son los enlaces hacia y desde
vehiculos en el espacio, donde los anchos de banda son grandes para los pocos enlaces
individuales, estos pueden ser elegidos libremente sin preocuparse de posibles
interferencias con otros usuarios.

Por lo tanto, la potencia de la sefial y la complejidad de la implementacion, son
caracteristicas del sistema a discutir en la tarea del diseno. Estas caracteristicas
representan factores de costo para el disefio a considerar. Por ejemplo, en la mayoria de
los sistemas, un nivel deseable de seguridad de la informacion enviada puede ser
alcanzado proporcionando suficiente potencia a la sefial transmitida para superar las
perturbaciones que producen el ruido y/o distorsion, los cuales causan errores.

Una alternativa para alcanzar el mismo objetivo es agregar redundancia a la
informacion transmitida en forma de cddigos correctores de errores. Sin embargo, el uso
de codificacion aumenta la complejidad del sistema, particularmente para la
implementacion de las operaciones de decodificacion.

Como fue mencionado anteriormente, el trabajo de Shannon mostré que en un
canal de comunicacion hay potencia de la sefial, nivel de ruido y ancho de banda, las
cuales son usadas para derivar el canal de capacidad C, mientras la velocidad de
transmision se encuentre por debajo de C, la probabilidad de error en la informacion
enviada puede ser baja o nula, usando la codificacion para disminuir el costo de la
potencia mientras se consume un mayor ancho de banda.

La aplicacion de los resultados de la teoria de la codificacion en las situaciones
practicas requiere la consideracion de dos factores. Primero, la necesidad de aumentar la
velocidad a la cual se transmiten los datos puede producir un aumento en la
probabilidad de error de cada dato y se debe hacer una evaluacion de la efectividad del
codigo expandido con este aumento en el indice de error. Segundo, la suposicion de que
las probabilidades de error en los digitos son independientes.
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Por ejemplo, un canal sujeto al desvanecimiento producird indices de error
significativamente mayores durante los instantes en que el desvanecimiento es mas
severo y bloques enteros de digitos pueden ser erroneos (la cual es una caracteristica de
los errores en forma de burst o rafaga), provocando la posible retransmision del
mensaje.

En esta investigacion, se explico que el problema principal en la transmision de
informacion es el ruido y/o distorsion el cual es un factor de imprecision o
incertidumbre en la recepcion de mensajes o lectura de informacion y puede ser
simulado con los modelos de estados finitos [Canal Simétrico Binario (Binary Simetric
Channel o BSC) y Modelos De Markov Escondidos (hidden Markov model o HMM)],
método Quasianalitico (QA), relacion sefial a ruido (SNR) y varios aspectos de
produccion de error. Siendo el HMM el ideal para simular errores en forma de burst.

Se establecieron los fundamentos de la teoria de codigos lineales sobre campos
finitos, asi como las definiciones de los conceptos de espacio vectorial, campo finito,
distancia y peso de Hamming. También, se definen sus tres principales parametros
(longitud, dimension y distancia minima) donde se explico que el problema principal en
la teoria de codigos consiste en encontrar codigos Optimos para parametros dados. Es
decir, determinar el valor maximo de M para el que existe un codigo de longitud n,
tamafio M y distancia minima d sobre un alfabeto A de tamafio q > 1.

Ademas, se analizaron las caracteristicas de implementar el método de codificacion
para codigos lineales. Asimismo, los diferentes métodos de decodificacion (por maxima
similitud, por distancias minimas o vecino mas cercano y por sindromes) y los posibles
problemas a enfrentar cuando se tiene una decodificacion incorrecta. Se definen también
las matrices generadoras y de chequeo de paridad (parity check) de un cédigo lineal,
las cuales determinan completamente al mismo. Se analizaron las reglas de propagacion
que describen la construccion de nuevos codigos basados en viejos codigos.

Se present6 una breve introduccion a los anillos polinomiales y la importancia de
los ideales en los codigos ciclicos. Se demostré que un codigo ciclico es totalmente
determinado por su polinomio generador y que la estructura algebraica para las
operaciones en polinomios es la misma estructura de un anillo. Se analiz6 la manera de
decodificar algunos codigos ciclicos conocidos como los famosos métodos de error
trapping o captura del error y el de correccion de error burst o rafaga.

Por otra parte, en el marco de la teoria clasica de codigos se presenta el Apéndice
(A) donde se explica con ejemplos y graficamente algunas de las cotas mas
sobresalientes para posibles valores de M, las cuales hacemos mencion durante toda la
tesis: la cota de la esfera, la cota de Gilbert — Varshamov, la cota de Hamming (para
codigos perfectos), la cota de Singleton (el cual es conocido como maxima distancia
separable o MDS), la cota de Plotkin, cota de de Griesmer (la cual aplica
especificamente para codigos lineales) y la cota de Elias.

Se demostré que los codigos BCH, capaces de corregir una cantidad prefijada de
errores, pueden ser determinados por elegir algunas propiedades de los polinomios
generadores (haciendo uso de la factorizacion de polinomios x" - 1 que se estudia en el
Apéndice (B)) y con la cual la informacién de la distancia minima puede ser obtenida.
Por lo tanto, un algoritmo de decodificacion puede ser aplicado.
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Una decodificacion algebraica para los codigos BCH tiene los siguientes pasos:
1.-Célculo del sindrome. 2.- Determinar el polinomio localizador de error. (Se
mencionaron muchos métodos para determinar el polinomio localizador de error de los
cuales se concluye que el mejor método en términos de rapidez es el algoritmo de
Berlekamp — Massey mencionados como los algoritmos de decodificacion 4.1 y 4.2) y
3.-Encontrar las raices del polinomio localizador de error. También, se hace referencia
al Apéndice (C) donde se da una tabla para que el lector pueda hacer sus propios
disefios y comparativos de los codigos BCH.

Se presentaron y analizaron los codigos Reed-Solomon, un tipo de cdédigos BCH
los cuales tienen los parametros ideales de un co6digo y muy buenos para corregir errores
en forma de burst o rafaga. Por dicha razon, los codigos Reed Solomon son MDS y se
consideran BCH por que trabajan en las extenciones de su campo. Es decir, las palabras
codigo Reed Solomon estan en F[x] en lugar de Z,[x]. Se demostr6é que estos codigos al
utilizar la regla de concatenacion también incrementan su capacidad para corregir
errores y su tamafno excelentemente, siendo el mejor de los codigos correctores de
errores. Aunque, su decodificacion es mas compleja. Se mencionan también, los
codigos alternantes que son una larga e interesante familia que contiene los bien
conocidos codigos Goppa y tienen excelentes propiedades criptograficas.

En el capitulo 5, se demostrdé practicamente una simulacion de un sistema de
comunicaciones, en este caso, la transmision de un texto, en una computadora Vaio con
procesador Core 2 Duo a 2.27 Ghz y memoria RAM 4GB y los programas fueron
desarrollados en java en una plataforma NetBeans IDE 6.7.1 y plataforma eclipse 4.1.
Los resultados mostados en las tablas 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4 nos muestran que el mejor
codigo corrector de error es el Reed Solomon, el cual corrige una gran cantidad de
errores para diferentes probabilidades, su decodificacion es mas compleja y requiere
mayor tiempo computacional. Finalmente, se expuso la técnica de entrelazado, la cual
ayuda a cualquier codigo corrector de error a mejorar la capacidad de corregir errores,
tan solo por separar los errores en forma de burst.

Para finalizar, cabe mencionar que, en relacion a los algoritmos de
decodificacion, la computacion en paralelo, abre la posibilidad de poder procesar,
ordenar y analizar c6digos correctores de errores de gran tamaiio, lo cual despierta un
interés para futuros trabajos previos. Se concluye, invitando al lector a utilizar el
simulador propuesto para comprobar sus codigos correctores de errores ya sean propios
o disenados de los ya existentes, asi como sus propios algoritmos de decodificacion.

“POR MI RAZA HABLARA EL ESPIRITU”



119

APENDICE (A

En este apartado, estudiaremos los limites superiores y los limites inferiores, los
cuales nos dan un mejor entendimiento de la funcién Ag(n, d) con la cual denotamos a
un codigo lineal, el estudio de Ay(n, d) es el problema principal de la teoria de codigos.
Es decir, encontrar el mas largo codigo de una longitud dada y minima distancia. En los
capitulos anteriores (principalmente el 4 que se refiere a los cddigos BCH) hemos
aprendido que buenos codigos son largos, o mas precisamente, dado un canal con cierta
probabilidad de error p, podemos reducir la probabilidad de error por buscar una
secuencia de codigos incrementando la longitud n. Claramente el nimero promedio de
errores en una palabra recibida es np y por lo tanto d (distancia) debe crecer tan rapido
como 2np para corregir estos errores. Esto explica la importancia de R(C) que
representa el maximo promedio de informacion o palabras codigo mientras se mantiene
una distancia relativa . Una distancia minima relativa implica una relativa baja
capacidad de correccion de error. Entonces denotamos R(C) y 8(C) como:

R(C)=10grq]M y 5(0):“’;1).

0.8}%
: . McEliece-Rodemich-Rumsey-Welch

o.6F LA\ " Elias
5) ' o " Plotkin
o Hamming
0.4} Focr g
Singleton
0.z j
Gilbert- '
Varshamov G ) : .
o
0.2 0.4 0.6 0.8 7
5 .
Figura A-1 Comparacién dela cotainferior (Gilbert Varshamov) y varios limites
superiores.

Para limites superiores de largos valores de n, el mejor limite superior es el de
McEliece-Rodemich-Rumsey-Welch, el cual se obtiene por implementar Ia
programacion lineal [53; 413]. Otros limites superiores que se aprecian en la figura A-1
son el limite de Elias, Plotkin, Hamming y Singleton. El limite inferior es representado
por la cota Gilbert Varshamov.
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Consideremos ahora el siguiente cddigo binario de repeticion de longitud n

C = {OO e 0,11 - 1}.
;_\/__/ %f_/
n n

Es claro, que (n, M, d) = (n, 2, n) y que su distancia es N, por lo que C un es codigo
con parametros [n, k, d] = [n, 1, n], i.e., (n, M = ¢, d) =(n, 2, n). Entonces

R(C):k)gé(z):;—w, y 5(C):(”;1)—>1.

En este caso, conforme N — oo, R(C) — 0 mientras que 6(C) — 1. Esto es,
conforme aumenta la longitud de la palabra, el cédigo adquiere mayor capacidad para
corregir errores a costa de sacrificar su eficiencia, es reflejado por el bajo numero de
palabras codigo.

Definicion A.1  Dado un alfabeto A de tamafio q (q> 1) y de valores ny d,
denotemos Aq (n, d) al mayor valor posible de M para el que existe un codigo (n, M, d)
sobre A. Es decir,

Aq(n, d) = max {M: existe un codigo (n, M, d) sobre A}.

Un codigo (n, M, d) cuyo tamafio M es el maximo, i.e., M = Ay(n, d) se llama
codigo optimo. Es importante sefialar que el valor Aq(n, d) depende sélode g, nyd y
no de A.

Cotas inferiores

Teorema A.2 (Cotadelaesfera). Paraunentero > 1y enteros, n, dtales que 1 <
d < n, tenemos que

n

q
=0 (M@=

Demostracion Sea C= {cy, Cy,..., Cm} un cddigo optimo (n, M, d) sobre A con |A|=q,
i.e, M = Aq(n, d). Puesto que C tiene el mismo tamafio, no puede haber palabra en A"
cuya distancia a alguna palabra en C sea mayor o igual a d. Si existiera tal palabra,
simplemente se incluiria en C, y obtendriamos (n, M+1, d). Esto significa que para todo
vector X € A" existe al menos una palabra ¢; € C tal que d(X, ¢;) es a lo mas d-1, esto
es X€ Sa(ci, d — 1). Por lo tanto, toda la palabra A" se encuentra en al menos en alguna
de las esferas Sa(ci, d - 1). i.e.,

< A,(n.d) (A1)

M
A" | sale,d-1)
4=1
Como |A'|=q"y|Sa(c, d-12) |= V(- 1), para cualquier i tenemos que

qSM . an(d' 1),

lo cual implica que a’

<M =A/(nd).
ACESY (nd)
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Ejemplo  Probaremos que Ay (5,4) = 2. La cota de la esfera muestra que Ay
(5, 4) > 2. Por la demostracion del teorema A.2, tenemos, Ay (5, 4) = Az (4, 3), de
manera que buscaremos probar Ay (5, 3) <2. Sea C un codigo binario (4, M, 3) y sea
(X1, X2, X3, X4) una palabra de C. Dado que d(C)=3, las demas palabras en C deben ser de
alguna de la siguientes formas

(¢, X2 X35 X0 ) (%0 X5 X, X ) (X0, X5 X5, %, )

(Xl, Xy X3, Xy ), (Za Xy, X3, Xy ),

donde Z se define como

— 1 i X, = 0;
Xl = {0 21 l ,
Xl = 1.

Sin embargo, ningun par de estas cinco palabras tiene distancia 3 (o mayor) entre si, de
manera que solo una de ellas puede ser incluida en el codigo C. Por lo tanto M <2, lo
cual implica que A (4, 3) < 2. Por lo tanto, Az (5,4) = Ax (4, 3) = 2.

(La cota de Gilbert — Varshamov). La cota de Gilbert — Varshamov es una cota
inferior para codigos lineales conocida desde 1950.

Teorema A.3 Sean n, k y d enteros que satisfacen2<d<n yl<k<n.Si

d-2 — .
Z (n. 1)(q_1)|<qn—k’ (A2)

i—0 |

entonces existe un codigo lineal con parametro [n, k] sobre Fy con distancia minima
mayor o igual a d.

Demostracion Probaremos que, si (A2) se satisface existe una matriz H de (n- k) x n
sobre Fq tal que todas las d — 1 columnas de H son linealmente independiente. Sea c;la
cual denota la jth columna de H. Para c; cualquier vector distinto de cero en F S'k. Sea
C2 cualquier vector que no se encuentre en la expansion de ¢, esto es, que no pueda ser
generado por medio de alguna combinacion lineal de ci. Para cualquier 2 <j <n, sea G
cualquier vector que no se encuentra en la expansion lineal de  d—2 (o menos)
vectores ¢y, C,..., ¢j.1. El numero de vectores en la ecuacion lineal de d — 2 de las
palabras c,,..., ¢i.1 (2 < j < n) estd dada por

(ji_lJ(q -1 =¥ @-1)<ant

i i=0

Por lo tanto, el vector ¢;(2 < j < n) siempre puede encontrarse.

Ejemplo Sea q=2,n=5y d=4. Del teorema A.3 encontramos Az (4, 3) = 5y por lo
tanto A (5, 4) =2 lo que garantiza la existencia de un codigo [5, 1, 4].
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Cotas superiores
Teorema A.4 (cota de Hamming). Para un entero g > 1 y siendo n, d enteros tales
que 1<d < n, tenemos que

A (n,d)< 9

> 15 [?J(q.-l)i' (A3)

Demostracion Sea C = {cy, Cy,..., Cm} un codigo optimo de parametros (n, M, d) sobre
A(con |A|= @), de manera que M = Aq(n, d). Sea

e=[(d-1)/2];

Entonces, las esferas Sa (Cj, €) estan disjuntas. Por esta razon, tenemos que.

n

s,(c,,e)c A",

.CZ

i=1

donde la unién de esferas es disjuntas. Puesto que |A"|=q" y | S (¢, e)| = V,'(e)
para cualquier i, se cumple que

M -V, (e)sq",

lo cual implica que

< qn = 9 .
voe) vi(d-1/2]))

A,(n,d)=M

Completando asi la prueba.

Ejemplo Sean=23yd=7cont= 3. Entonces, decimos que el codigo se llamara
perfecto y tiene maximo nimero de palabras, si se cumple la siguiente igualdad

(o) (7))

donde |C| = Aq(n, d), que es el nimero maximo de palabras codigo, entonces tenemos

223
Cl= = 2" = 4096

RBEAHEREH

Por lo tanto,

212 % 211 — 223 — 2!’1.

El cédigo es un codigo Golay (23, 12, 7) codigo perfecto que corrige 3 errores.



123

Teorema A.5 (Cota de Singleton). Para cualquier entero q > 1, cualquier entero
positivo n y cualquier entero d tal que 1 <d < n, se cumple que

Aq(n, d) <g"**, (A4)

Particularmente, cuando g es una potencia prima, los parametros [N, k, d] de cualquier
codigo lineal sobre F, satisfacen
k+d<n+1

Usualmente un cédigo [n, k, n — k + 1] es llamado cdédigo de maxima distancia
separable MDS.

Demostracion Consideremos un codigo con parametros (n, M, d) sobre alfabeto A de
tamafio g, donde M = Aq(n, d). Denotemos G, a cada palabra C. Eliminamos las ultimas
d - 1 coordenadas de cada palabra en C.

n

N U

C = ?(1 Xn—d+Jl 3(n—d+2 ) Xp
N N
n—(d-1)=n-d+1 d-1

Como la distancia de C es d, al eliminar d - 1 coordenadas en todas sus palabras se
tiene un codigo de longitud n—d + 1, y todas las palabras codigo son distintas entre el

maximo nimero de palabras de longitudn —d + 1 es g™

Ejemplo Sea q=2,n =13, d = 5. Entonces tenemos de (A.5) A(13, 5) < 512 este limite
es llamado MDS™.

Teorema A.6 (cota de Plotkin). Sea g > 1 un entero y supongamos que n y d
satisfacen r n< d, donde r=1- q*. Entonces,

A, (n.d)< {dJ (AS)

d - rn

(Cota de Plotkin para codigos binarios)

para n < 2d,
(i) Cuandodespar, A (n,d)< { 2 |d/(2d -n)]

4d para n= 2d.

(ii) Cuando d es impar
2[(d +1)/2d +1-n) | para n<2d+1,
AZ(n’d)S{ 4d + 4 para n=2d+ 1.

Dado A, (8, 5) =5 Es el resultado obtenido con la ecuacion (AS5).
Dado A; (8, 5) =4 Es el resultado obtenido cuando d es impar (mejor limite).

» MDS: M4xima distancia separable.
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Teorema A.7 Teorema (Cota de Griesmer). Para un codigo con parametros [n, k, d]
sobre F; donde k > 1. Tenemos

k-1 d
n = E . (A6)
i=0

5 7
Ejemplo Sea g=2, n=15 y d =7. De (A6), como z [ 5 —‘ =15.
i=0

Tenemos que [15, k, 7]. Entonces el cddigo tiene k < 5, entonces se tiene un
codigo [15, 5, 7].

Teorema A.8 (CotadeElias). Seaq,n,d,r € N,q>2,0=1-q'y conr<én y
1> - 20nr + Ond > 0. Entonces

6nd q"
Aln, d)< : . (A7)
(n, ) r>=20nr +ond V,(nr)

Ejemplo Sea q=2,n=13,d =15, con 6 = %2. Realizamos la estimacion para A (14, 6).
El resultado es:

) 2
Al3. 5)= A4, o)< 2 l4r +42 z(mJ ’

i<r

La mejor eleccion es r = 3. Por lo tanto tenemos que A (13, 5) < 162.
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APENDICE (B)

En este apartado, estudiaremos la forma de factorizar polinomios x" - 1. Partimos
que se requieren conocimientos de elementos primitivos de un campo finito Fg,
polinomios minimales (reducibles e irreducibles), co-conjuntos ciclotéomicos, etc. Estos
conceptos e inclusive las demostraciones de los teoremas presentados a continuacion,
pueden ser analizados por el lector en cualquier bibliografia de cddigos ya que en su
mayoria dedican un apartado para este tema.

Ejemplo B.1 Primero representaremos los campos qu = Z,[X]/mod f(x) donde

f(x) es un polinomio irreducible de grado n > 1. Cada elemento diferente de cero es
expresado como: (a) un polinomio de a y (b) una potencia de a (ver tabla B-1). Para
factorizar x’-1 sobre F, tenemos n =7y q = 2. Por lo tanto, encontramos m = 3 tal que
n|q"-1 sobre F,. Después, encontramos f(x) = 1 + x + x> irreducible en F, tal que
f(a) = 0.

Potencia de a@ | Polinomio de a | Representacion
m-tupla binaria

o 1 100

o o 010

o o’ 001

o o+ 1 110

o o+ o 011

o’ o +at 1 111

o’ o + 1 101

o 1 100

TablaB-1 F, generado por f(x)=1+x +x’.

Como encontramos que el polinomio minimal de un elemento primitivo a € qu,

si deseamos encontrar el polinomio minimal de o', para cualquier i. Primero,
comenzaremos con la definicion de un co-conjunto ciclotomico.

Definicion B.2 Sea n co-primo a q. El co-conjunto ciclotomico de q moédulo n
conteniendo i es definido por

C ={(i-9'(modn) ez :j=0,1,..}.
Un subconjunto {iy,..., it} de Z, es llamado un completo conjunto representativo
de co-conjuntos ciclotomicos ¢ médulo n si Cil ,...,Ci‘ son distintos y U }=1Cij =Z,.

Para nuestro ejemplo de la definicion B.2, los co-conjuntos ciclotdmicos 2 mod 7
son: Co ={0}, C;={1,2,4} y C3=1{3,6,5}.
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Teorema B.3 Sea a un elemento primitivo de qu . Entonces el polinomio minimal de

o' con respecto a Fy es:

M O = J] (x—a '),

, . . . , . ieC , . .
donde C; es el tinico co-conjunto ciclotémico de ¢ médulo g™ - 1 que contiene i.

Teorema B.4 Sea n un entero positivo con med**(q, n) =1. Suponemos que m es un
entero positivo que satisface n| (q"-1). Sea a un elemento primitivo de qu y sea MY(x)

el polinomio minimal de o' con respecto a Fq. Sea {Si, ..., S;} un completo conjunto
representativo de co-conjuntos ciclotomicos de q modulo n. Entonces el polinomio x"-1
tiene la siguiente factorizacion con polinomios irreducibles ménicos sobre Fy:

W1 = 1—‘[ M (@ =sm) .

Demostracién Suponemos r = (q™ - 1)/n. Entonces o' es una raiz primitiva nth de
unidad, y por lo tanto todas las raices de x" - 1 son 1, o, &, ™. Por lo tanto, los
polinomios M""(x) son divisores de x"-1, para todo 0 <i <n - 1. Entonces, tenemos

X" —1=mem (M @ (x),M V(x), M ®7(x),.., M D (x)),

Para determinar la factorizacion de x"-1, es suficiente determinar todos los
distintos polinomios entre M”(x), M”(x), M*"(x), ... , M (x). Si conocemos que el
grado del polinomio minimal o' es igual al tamafio del co-conjunto ciclotomico que
contiene i. Entonces, M""(x) = MU"(x) si y solo si ir y ij se encuentran en el mismo co-
conjunto ciclotdmico de ¢ modulo g™ - 1=1rn; i.e., i y j estan en el mismo co-conjunto
ciclotdmico de q moédulo n. Esto implica que todos los distintos polinomios entre
MO(x), MO(x), M®(x), ..., M@ DI(x) son

(M D (x), M D (x), .., M D (x)).
Con lo que el teorema B.4 queda demostrado.
Corolario B.5 Sea n un entero positivo con mcd (q, n) = 1. Entonces el nimero de
factores irreducibles moénicos de x" - 1 sobre Fq es igual al numero de co-conjuntos

ciclotémicos de ¢ mddulo n.

Entonces, para el ejemplo B.1 tenemos que:

M @) =] (x-a®)=x+1

jec,
M Owx)=T] (x—aj): (x—a'Xx—aQXx—a“): X+ x+1
jec,
MOx)=T] K-a')=Kx-a*Nx-aNx-a)=x>+x>+1
jec,
La factorizacion es: X' =1=(X+D(X* +X+1)(X*+ x> +1)

% med: se refiere al médximo comun divisor y mem: se refiere al minimo comiin multiplo.
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Ejemplo B.6 Para factorizar x'" - 1 sobre F, tenemos n = 15y q = 2. Por lo tanto,
encontramos m = 4 tal que n|q™1 sobre F,. Después, encontramos f(x) = 1 + x + x*
irreducible en F, (Ver tabla B-2), tal que f(a) = 0.

Potencia de a Polinomio de o Representacion

m-tupla binaria
o’ 1 1000
a! o 0100
o o 0010
o’ o’ 0001
o o+l 1100
o’ o +o 0110
od o’+a’ 0011
o o’ +o+1 1101
ol a+1 1010
o’ o’+o 0101
o'’ o +a+1 1110
all oot +a 0111
a'? o’ +o+o+1 1111
al? o’ +o+1 1011
o o’+1 1001
K 1 1000

TablaB-2 F, generadopor f(x) =1+x +x".

Para nuestro ejemplo de la definicion B.2 los co-conjuntos ciclotomicos 2 mod 15 son:
Co ={0}, Ci={1,24,8},C3={3,6,12,9},Cs={5,10} y C;=1{7, 14, 13, 11}.

Para el ejemplo B.6 tenemos que los co-conjuntos representativos son {0, 1, 3, 5, 7}.
Entonces, se tiene

M ©Ox)=T] (x-a®)=x+1

jeC;

MOx)=T] (k-a’)=(x-a)x-a>Nx-a*Nx-a®)=x"+x+1

jeC;

M (3)(x):H (x—aj): (x—a3Xx—a6Xx—a'2Xx—a9): X'+ x4 x4+ x+1

jeCi

M ©x) =] (x—aj): (x—aSXx—a”’): x? + X+ 1

jeC;

MO =T] (k-a')=(x-a’)x-a"Yx-a®Yx-a')=x*+x"+1

jeCy

La factorizacidn es:

X7 1= (Xx+1)(x* + X+ D(x* + X+ X2+ X+ D)(X* + X+ D(x* +x° +1).

El método anterior para obtener la factorizacion de un polinomio x"-1, junto con
los resultados obtenidos son muy ttiles cuando estudiamos codigos BCH?.

%7 Se invita al lector a revisar [47] Apéndices A y B el cual ofrece listas para polinomios minimales hasta Fz"‘ con 1<m =10.



APENDICE

(©)

128

Tabla C-1 Cadigos BCH generados por elementos primitivos de orden menor

que 2%°.
n k t n k t n k t n k t k t
7 4 1 123 19 184 45 698 35 183 119
15 1 1 115 21 175 46 688 36 173 122
7 2 107 22 166 47 678 37 163 123
5 3 99 23 157 51 668 38 153 125
31 26 1 91 25 148 53 658 39 143 126
21 2 87 26 139 54 648 41 133 127
16 3 79 27 130 55 638 42 123 170
11 5 71 29 121 58 628 43 121 171
6 7 63 30 12 59 618 44 1 173
63 57 1 55 31 103 61 608 45 101 175
51 2 VOB 94 62 598 46 91 181
45 3 45 43 85 63 588 47 86 183
39 4 37 45 76 85 578 49 76 187
36 5 29 47 67 87 573 50 66 189
30 6 21 55 58 9] 563 51 56 191
24 7 13 59 49 9 1023 553 52 46 219
18 10 9 63 40 95 543 53 36 223
16 11 511 502 1 31109 533 54 26 239
10 13 493 2 28 111 523 55 16 147
7 15 484 3 19 119 513 57 11 255
127 120 1 475 4 10 121 503 58
113 2 466 5 1023 1013 1 493 59
106 3 457 6 1003 2 483 60
99 4 448 7 993 3 473 61
92 5 439 8 983 4 463 62
85 6 430 9 973 5 453 63
78 7 21 10 963 6 443 73
71 9 412 11 953 7 433 74
64 10 403 12 943 8 423 75
57 11 394 13 933 9 413 77
50 13 385 14 923 10 403 78
43 14 376 15 913 11 393 79
36 15 367 16 903 12 383 82
29 21 358 18 893 13 378 83
22 23 349 19 883 14 368 85
15 27 340 20 873 15 358 86
8 31 331 21 863 16 348 87
255 247 1 322 22 858 17 338 89
239 2 313 23 1023 848 18 328 90
231 3 304 25 838 19 318 91
223 4 295 26 828 20 308 93
215 5 286 27 818 21 298 94
207 6 277 28 808 22 288 95
199 7 511 268 29 798 23 278 102
191 8 259 30 788 24 | 1023 268 103
187 9 250 31 778 25 258 106
179 10 241 36 768 26 248 107
171 11 238 37 758 27 238 109
255 163 12 29 38 748 28 28 110
155 13 20 39 738 29 218 111
147 14 211 4l 728 30 208 115
139 15 202 42 718 31 203 117
131 18 193 43 708 34 193 118
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