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Prélogo

Al inicio de este trabajo doctoral, mi drea de estudio eran los problemas
algoritmicos sobre conjuntos de puntos en el plano. Primero quise cubrir los
puntos: cubrir con circulos fué mi primer intento; después quise separarlos:
separarlos con rectas, o con poligonos convexos; y al final decidi emparejar-
los. Estudié puntos sin colores, puntos con dos colores, y puntos con muchos
colores; puntos estaticos, puntos que se mueven, y conjuntos donde aparecen
ambas clases. Busqué siempre solucionar problemas algoritmicos que gene-
ralmente, ademas de los puntos, involucraban otros objetos geométricos.

En esa btisqueda de soluciones algoritmicas, me di cuenta que sabia muy
poco respecto a los conjuntos de puntos. ;Cémo son? ;Qué propiedades
sabemos que cumplen? ; Qué podemos esperar de ellos? Etcétera. Decidi en-
tonces buscar propiedades combinatorias que me ayudaran a resolver mis
problemas algoritmicos. Primero quité el movimiento pero agregué colores.
Al hacerlo, me di cuenta que un conjunto de puntos con dos colores es su-
ficientemente complicado, asi que decidi explorar un conjunto sin colores
buscando ciertas propiedades de convexidad. Al final, reduje ain mas la
propiedad de convexidad y estudié el conjunto desde otro punto de vista: el
conteo.

Muchos de los resultados logrados no aparecen en este documento, ya
sea porque alguien mas los habia logrado anteriormente, porque se lograron
en colaboracién con otros estudiantes de doctorado, o porque al final el
resultado no parecia tan importante. Pero sin duda alguna han sido todos
importantes en mi formacién. Es asi pues que en esta tesis se presentan: un
problema algoritmico, dos problemas combinatorios y un problema en donde
se estudian ambos aspectos; todos sobre colecciones de puntos en el plano.
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Introduccidn

Los resultados presentados en este trabajo doctoral se encuentran en la
interseccion de dos areas intimamente relacionadas: la Geometria Compu-
tacional y la Geometria Combinatoria.

En la Geometria Computacional se estudian, desde el punto de vista al-
goritmico, problemas que involucran objetos geométricos. Asi pues, se bus-
can algoritmos eficientes que encuentren una configuracién geométrica que
cumpla las propiedades deseadas. Ademads, se estudia en esta drea la com-
plejidad algoritmica intrinseca de los problemas geométricos. Por otra parte,
en la Geometria Combinatoria se estudian problemas que involucran combi-
naciones y arreglos de objetos geométricos, y propiedades discretas respecto
a los mismos. A continuacion presentamos algunos problemas clasicos en
ambas areas, los cuales estan de alguna forma relacionados con los resulta-
dos de esta tesis. Presentaremos también los problemas estudiados en este
documento.

Debido a que, para la mayoria de los términos que utilizamos en esta
tesis no existen traducciones estandar del inglés al espafiol, siempre que se
presenta en el texto una traduccién, se escribe en paréntesis el término origi-
nal en inglés. Sin embargo, mencionamos aqui que a pesar de que el término
que se utiliza cominmente para traducir NP-hard es NP-duro, nosotros he-
mos decidido traducir este término como NP-dificil, ya que nos parece que
refleja de manera mas adecuada el significado.

A lo largo de este documento, trabajaremos siempre con conjuntos finitos
de puntos en R?, y denotaremos por S a uno de esos conjuntos. Decimos
que S esta en posicion general si no existen tres puntos en S que estén en
una misma recta. En esta tesis consideraremos siempre conjuntos de puntos
en posicién general.

Un subconjunto C de R? es convexo si para cualesquiera dos puntos
xz,y € C, el segmento xy estd totalmente contenido en C; esto se ilustra en
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-
(a) (b)

Figura 1: (a) Un conjunto no convexo y (b) un conjunto convexo.

(a)

Figura 2: (a) Un conjunto de puntos S, (b) Conv(S) y (¢) CH(S).

la Figura 1. La cerradura conveza o cierre convero de S C R?, denotado
por Conv(S), es la interseccién de todos los conjuntos convexos en R? que
contienen a S. La frontera de Conv(S) se denota como CH(S) y es gene-
ralmente conocida como casco convero. En Geometria Computacional, es
comun utilizar ambos términos, cierre convexo y casco convexo, indistinta-
mente. Decimos que un conjunto de puntos S € R? esté en posicidn conveza
si CH(S)N S = S. Todos estos conceptos se ilustran en la Figura 2.

Sin duda alguna, uno de los problemas que maés atrae la atencién a los
investigadores en el drea de Geometria Combinatoria, es el Problema de
Erdés-Szekeres sobre conjuntos en posicién convexa:

Problema 1. Para cualquier entero n > 3, determinar el entero positivo
mas pequeno N(n), tal que cualquier conjunto de al menos N(n) puntos en
posicion general contenga n puntos en posicion convexa.

Una primera versién de este problema fue propuesto por Esther Klein.
Originalmente Klein demostré que cualquier conjunto de 5 puntos en el plano
en posicion general, contiene un subconjunto de 4 puntos en posicién conve-
xa. Esto se ilustra en la Figura 3. Hay dos preguntas particulares relaciona-
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das con este problema: (1) ;Existe siempre el nimero N(n)? y (2) Si N(n)
existe, determinar su valor como una funcién de n. En el articulo [32], Erdés
y Szekeres demostraron la existencia de N(n). Sin embargo, hasta la fecha
los tinicos valores conocidos para N(n) son: N(3) = 3,N(4) =5,N(5) =9
y N(6) = 17. El caso n = 3 es trivial y el caso n = 4 fue demostrado por
Klein. El articulo original de Erdds y Szekeres [32] menciona que E. Makai
demostré que N(5) = 9. Sin embargo, la primer demostracién publicada
de este resultado es de Kalbfleisch et al. [52]. En 2006, Szekeres y Peters
publican un articulo [64] en el que dan una prueba computacional para el

caso n = 6.

Figura 3: Cualquier conjunto de 5 puntos determinan un cuadrildtero convexo.

Tiempo después, Erdés propuso un problema similar, pero respecto a
poligonos convexos vacios. Dado S, se dice que un poligono convexo cuyos
vértices pertenecen a S estd wvacio si su interior no contiene ningin punto
de S. Los tres cuadrildteros que se muestran en la Figura 3 estan vacios. El
enunciado del problema es el siguiente:

Problema 2. Para cualquier entero positivo n > 3, determinar el entero
positivo mds pequenio H(n), si es que existe, tal que cualquier conjunto con
al menos H(n) puntos en posicion general, contiene n puntos que son los
vértices de un poligono convero vacio.

Trivialmente se tiene que H(3) = 3; H(4) = 5 se sigue de la demos-
tracién de Klein. H(5) = 10 fue demostrado por Harborth [47], y Horton
demostr6 en [50] que para ninguna n > 7 existe H(n). El valor exacto de
H(6) no ha sido determinado, sin embargo Gerken en [42] e independiente-
mente Nicolds en [62] demostraron que H(6) es finito. Por una parte Gerken
demostré que H(6) < N(9), y Nicolas demostré que H(6) < N(25).

Una variante més al Problema 1 fue propuesta en [33] por Erdés y Guy:
(,Cudl es el minimo nimero de poligonos convexos con k vértices determinado
por cualquier conjunto de n puntos en el plano? La solucién trivial para el
caso k = 3 es (g) Si ademads se requiere que los tridngulos estén vacios, la
misma cota se tiene cuando el conjunto de puntos estd en posicién convexa;
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véase la Figura 4. La primer cota inferior para el caso en el que los puntos
no estan en posicién convexa, y se requiere que los triangulos estén vacios,
fue dada por Katchalski y Meir en [54]. Sin embargo, para el caso k = 4 el
numero no es facil de determinar; de hecho este problema esta intimamente
relacionado con el problema del nidmero de cruce, el cual es un conocido y
dificil problema en el drea de la Geometria Discreta. Para més detalles se
puede consultar [14, 33].

Figura 4: Algunos tridngulos vacios determinados por un conjunto de 10 puntos en posicién
convexa.

Una variante mas del problema se obtiene cuando los puntos del conjunto
dado pertenecen a diferentes clases, llamadas usualmente colores. Se dice que
un poligono convexo vacio es monocromdtico, si todos sus vértices tienen el
mismo color. Esta variante coloreada del problema de Erdos-Szekeres, fue
introducida por Devillers et al. en [25]. Entre los resultados presentados
en dicho articulo, se encuentra uno en donde se demuestra que cualquier
conjunto bicoloreado de n puntos, determina al menos [%] — 2 tridngulos
vacios monocromaéticos con interiores disjuntos.

Tres de los problemas presentados en esta tesis, estudian propiedades
combinatorias sobre conjuntos de puntos, utilizando un concepto que noso-
tros llamamos isla. Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posicién
general. Llamamos a un subconjunto I de S una isla si Conv(I) NS = 1.
Si I contiene k elementos, entonces la llamamos k-isla. La Figura 5 ilustra
este concepto. Nétese que una k-isla es un conjunto de I < k puntos en po-
siciéon convexa. En particular, una 3-isla es un tridngulo vacio; una 4-isla es
un cuadrilatero convexo o un triangulo con un punto al interior; una 5-isla
es un pentagono convexo vacio, o un cuadrilatero convexo con un punto al
interior, o un tridngulo con dos puntos al interior; etcétera. Esto se ilustra
en las Figuras 6 y 7.

Utilizando esta definiciéon surge de manera inmediata la siguiente pre-
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(a) Isla. (b) No isla.

Figura 5: Un subconjunto de 3 puntos que es una 3-isla, y un subconjunto de 3 puntos
que no es una 3-isla.

Figura 7: Las tres posibles formas de una 5-isla.

gunta: Dada k jcudl es el minimo ntimero de k-islas que hay en un conjunto
de n puntos en posicién general no convexa? Nétese que si k = 3 esta pregun-
ta es equivalente al problema de contar los triangulos vacios. Sin embargo
si k > 3, hasta donde el autor tiene conocimiento, el problema no ha sido
estudiado. En el Capitulo 3 nos acercamos a esta pregunta, al definir una
grafica cuyo conjunto de vértices son las k-islas de un conjunto de puntos.
Existen varias preguntas en Geometria Combinatoria que tienen una estre-
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cha relacién con algunas de las propiedades de la grafica que definimos. Todo
esto se detalla en el capitulo mencionado.

Como se menciono antes, si kK = 4, una k-isla tiene dos formas com-
binatoriamente distintas: un tridngulo con un punto al interior, o bien un
cuadrilatero convexo. En el Capitulo 4 estudiamos un problema relacionado
con esta ultima forma de una 4-isla. En particular estudiamos un proble-
ma relacionado con el nimero de cuadrilateros convexos en un conjunto de
puntos.

Dado S = RU B, un conjunto de puntos bicoloreado, decimos que una
isla I de S es monocromatica si I contiene sélo puntos de R o sélo puntos de
B. Uno podria replantear la pregunta del parrafo anterior con islas mono-
cromaticas. Sin embargo, en esta tesis estudiaremos un problema respecto a
islas coloreadas desde un enfoque distinto. Dada una isla I con puntos rojos
y azules, decimos que I estd balanceada si |[I N R| = |I N BJ. En el Capitu-
lo 2, estudiamos un problema relacionado con islas balanceadas. Dado S,
sean S1,...,5] islas de S no necesariamente del mismo tamano, y tales que
U§:1 S;i=Sy 0221 S; = 0. Decimos que II= {Si,...,S;} es una particion
conveza de S. Intuitivamente, se puede decir que en el Capitulo 2 estudiamos
el problema de encontrar una particiéon II que contenga islas balanceadas. En
este capitulo se estudia el problema desde el punto de vista combinatorio y
desde el punto de vista algoritmico. Es decir, que este problema se encuentra
en el area de la Geometria Combinatoria, y de la Geometria Computacional.

Un problema clasico en Geometria Computacional, es la version geomé-
trica del problema del conjunto cubierta (set cover problem). Este problema
se define como sigue: Dado un conjunto X y una familia F de subconjuntos
de X, se desea encontrar una subfamilia de F tal que la unién de todos los
elementos en la subfamilia contiene a X, y la cardinalidad de la subfamilia
es minima. Si se asocian pesos con los elementos de F, entonces se desea
encontrar la subfamilia de menor peso. El peso de una subfamilia es la
suma de los pesos de sus elementos. Ambas variantes de este problema se
han estudiado bastante, véase por ejemplo [35, 57]. Karp demostré en [53]
que este problema es NP-completo. Jhonson en [51] di6 un algoritmo de
aproximacion para dicho problema con factor logaritmico. Este resultado
fue extendido por Chvédtal para la versién con pesos [20].

En la variante geométrica, el conjunto X es una coleccién de puntos en
algin espacio geométrico, y F es una familia de subconjuntos de X inducidos
por la interseccién de X con algiin objeto geométrico. Por ejemplo, X puede
ser una coleccién de puntos en el plano, y F la familia de subconjuntos
inducida por la interseccién de X con una coleccién de circulos. La Figura 8
ilustra una cubierta con circulos para un conjunto de puntos.
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Figura 8: Una cubierta con circulos para un conjunto de puntos.

Existen tantas variantes de este problema, como objetos geométricos
con los que se desee cubrir. Por ejemplo, si se desea cubrir con circulos se
puede estudiar el problema en el que los circulos son de radio fijo. En [49]
Hochbaum et al. demostraron que dicho problema es NP-completo. En ese
mismo articulo, se demuestra que cuando el objeto geométrico con el que
se desea cubrir es un cuadrado de tamano dado, el problema es también
NP-completo. En [15] Bronnimann et al. y en [37] Franceschetti et al., dan
algoritmos de aproximacién para varios problemas de cubrimiento.

Otras variantes surgen al estudiar el problema considerando que el con-
junto de puntos es bicoloreado. Es decir, considerando el conjunto S = RUB.
Un problema bastante estudiado es el de clasificar los elementos de cierta
clase, digamos B. En este caso se desea encontrar una cubierta para los pun-
tos en B, que no contenga puntos de R. Si por ejemplo, se desea encontrar
una cubierta con circulos de radio arbitrario, entonces el parametro a opti-
mizar es la distancia entre los centros de los circulos y los puntos; véase por
ejemplo [16], donde se demuestra que este problema es NP-dificil. Se puede
cubrir utilizando otros objetos geométricos, por ejemplo tridngulos. En [3]
Agarwal et al. demuestran que es es NP-dificil encontrar una cubierta para
B que utilice la menor cantidad de tridngulos disjuntos. Por otra parte, en
[10] Bautista et al. demuestran que el problema de encontrar una cubier-
ta para B que utilice la menor cantidad posible de poligonos convexos, es
también NP-dificil.

Recientemente han surgido nuevas variantes, en las cuales se estudia un
conjunto de puntos moviles. Es decir, el conjunto de puntos que se desea
cubrir, cambia de manera continua con respecto al tiempo. En el Capitulo 1
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estudiamos una variante del problema de encontrar una cubierta con circu-
los para un conjunto de puntos méviles; ahi mismo presentamos algunos
resultados relacionados.
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cAPiTULO 1

Envio de mensajes a sensores méviles a través de antenas fijas

Un sensor es un dispositivo capaz de realizar mediciones en el ambiente
donde se encuentra. Por ejemplo, medir la temperatura, la humedad, el nivel
del suelo, etcétera. Recientes desarrollos en la tecnologia, han permitido
la creacién de sensores que tienen la capacidad de moverse [24, 56]. Estos
avances generan problemas algoritmicos muy interesantes; en este capitulo
estudiamos uno de estos.

Sea S un conjunto de sensores mdviles y sea () un conjunto de antenas,
cada una de las cuales tiene una posicién fija. Una antena ¢; € @ emite
una y so6lo una vez una senal en el tiempo ¢;, y lo hace con un radio de
transmisién r;. La senal emitida por la antena es recibida por cualquier
sensor que esté a distancia euclidiana menor o igual que r; de ¢;. Entonces,
un sensor recibird la sefial de una antena si en el momento en el que ésta
emite su senal, el sensor estd dentro del radio de transmisién de la antena.

Supongamos que entre mayor es el radio de transmisién de una antena,
mayor es su costo. Deseamos elegir y activar un subconjunto de a lo més k
antenas de @, y decidir el instante de activacién y el rango de transmision de
cada una, de tal manera que garanticemos que cada sensor recibe la senal de
al menos una antena, y que el costo del conjunto de antenas sea el minimo
posible.

Este problema estd estrechamente relacionado con el problema de la
localizacién de servicios (facility location). La localizacién de servicios, es
un problema estudiado en el drea de investigacion de operaciones, que ha
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sido también estudiado en el area de Geometria Computacional. El propdsito
en este tipo de problemas es el de encontrar los mejores lugares para situar
un conjunto de servicios (p.ej. hospitales, supermercados, cines, etc.), de tal
manera que en estos se atienda a un conjunto de clientes y se minimice el
costo determinado por cierta funcién. La funcién de costo es generalmente
la distancia euclidiana entre un cliente y un servicio.

En el drea de la Geometria Computacional, este tipo de problemas son
modelados principalmente como el problema del k-centro: Dado un conjun-
to P de puntos (clientes) en un espacio métrico X, un k-centro de P es un
conjunto de k puntos (servicios) en X, de tal forma que la distancia méxi-
ma entre un cliente y su servicio mas cercano sea lo menor posible. Si X
es el espacio euclidiano, el problema se conoce como problema del k-centro
euclidiano. Si ademds se requiere que el conjunto de servicios sea un sub-
conjunto de P, entonces el problema se conoce como problema del k-centro
euclidiano discreto. Un k-centro aprorimado es un conjunto de puntos en
el cual la distancia maxima entre un servicio y su cliente mas cercano es a
lo més un factor € mas grande que la distancia asociada al k-centro exacto.
Existen diversos resultados respecto al problema del k-centro y a todas sus
variantes, presentamos una revision de algunos en la Seccién 1.2.

El desarrollo de redes en las cuales los clientes se mueven conforme trans-
curre el tiempo, como las redes celulares o las redes de internet inaldmbricas,
ha dado origen a diversas variantes del problema del k-centro en ambientes
moéviles. En dichos escenarios, los clientes son modelados como puntos que
se mueven de manera continua, y el propdsito es mantener un conjunto de
k servicios que sirvan a los clientes, de manera que la distancia maxima se
minimice en todo momento. Los servicios se modelan ya sea como puntos
moéviles o estaticos.

El escenario en el que los clientes y los servicios se mueven, ha sido es-
tudiado en versiones tanto exactas como aproximadas. Presentamos algunos
de estos resultados en la Seccion 1.2. Sorprendentemente, el escenario en
el que el conjunto de k servicios estd dado y son puntos estaticos, ha sido
muy poco estudiado. El problema que estudiaremos en este capitulo puede
ser visto como una variante del problema del k-centro euclidiano discreto
para clientes moéviles y servicios fijos. En la siguiente seccién definimos el
problema formalmente.

1.1. El problema

A continuacién se define formalmente el problema.
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Sea S = {p1,...,pn} un conjunto de n puntos en el plano, tales que cada
p; se mueve con una trayectoria fija p; : [0,7] — R2, donde p;(t) = p; + v;t
con v; € R2. Es decir, p;(t) es la posicién del punto p; al tiempo ¢. Entonces S
es una coleccion de puntos que se mueven linealmente y todos con velocidad
constante.

Por otra parte, sea @ = {q1,-..,qx} un conjunto de puntos en el plano,
tal que cada g;, 1 < j <k, tiene asociado un instante de tiempo ¢; € [0, 7]
y una distancia r; € R*. Llamamos a r; el radio de transmisidn de g;. Sea
d : R?xR? — R*, la distancia euclidiana entre el punto q; y el punto p; en el
instante de tiempo ¢ € [0, T; es decir, si p;(t) = (pf (t),p; (1)) ¥ ¢ = (4}, 4})
entonces:

d(gj, pi(t)) = \/(qu‘ - ng(t)>2 + (qg - p?(t))2 :

Decimos que ¢; cubre a p; si d(qj,p;i(tj)) < r;. El problema que estudia-
mos en este capitulo es el siguiente:

Problema 3. Dados S y Q, asignar a cada g; € () un instante de tiempo
t; € [0,T] y un radio de transmision r; > 0, de tal forma que todo punto
en S sea cubierto por al menos un punto en @), en un intervalo de tiempo
menor o igual a T, y que el mdzimo de {ry,...,rt} sea minimo. Llamamos
al conjunto de parejas {(t1,71), ..., (tg,Tk)} una cubierta de S.

A primera vista, uno podria pensar que este problema es un caso particu-
lar del problema del k-centro euclidiano discreto. Sin embargo, es importante
aclarar que contrario al problema del k-centro, en el nuestro el conjunto de
k servidores estd dado, asi que el objetivo no es encontrar dénde colocarlos.
Ademss, el hecho de que las antenas transmiten el mensaje sélo una vez y
que este sea effmero, hace nuestro problema completamente distinto a cual-
quier variante movil del problema del k-centro. Notese ademas que, si los
sensores estuvieran estaticos, la solucién a nuestro problema se encontraria
calculando el diagrama de Voronoi de las k antenas; véase la Figura 1.1.
Asi mismo si los sensores fueran méviles pero la comunicacién entre estos
y las antenas tuviera que conservarse en todo momento, la solucién estaria
dada calculando el diagrama de Voronoi de la antenas y cambiando la an-
tena asociada con un sensor cuando este cambie de una celda de Voronoi a
otra.

Es importante mencionar que las estructuras de datos cinéticas (KDS,
kinetic data structures) [45], no pueden ser adaptadas para usarse en nuestro
modelo. Hasta donde sabemos, las KDS se utilizan en problemas en los que
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Figura 1.1: La solucién a nuestro problema para el caso de sensores estaticos estd dada
por el diagrama de Voronoi. Los puntos denotan las antenas, y las cruces los sensores. Los
circulos denotan los radios de transmision éptimos de cada antena.

el objetivo es mantener en el tiempo cierta estructura geométrica, lo cual no
es nuestro objetivo en este capitulo. En las siguientes secciones demostramos
que el Problema 3 es NP-dificil, y que no existe ningin algoritmo polinomial
que genere una € aproximacion, para ninguna constante . Presentamos un
algoritmo que para valores pequenos de k, nos permite resolver el problema
en tiempo polinomial, y que puede generalizarse para resolver otras variantes
del problema. Estos algoritmos son eficientes para valores pequenos de k.

1.2. Trabajo relacionado

El problema del k-centro euclidiano es NP-completo [61]. También es NP-
completo aproximarlo por un factor menor a 1,82 [34], sin embargo existen
muchos algoritmos para aproximarlo con un factor de 2, el primero de estos
aparece en [44]. Por otra parte, el problema del k-centro euclidiano discreto
es también NP-completo [36], pero es 1 + € aproximable, para cualquier
€ > 0 (véase por ejemplo [13]). Si k es de orden constante respecto a n,
es facil observar que una solucién puede encontrarse en tiempo polinomial
si se consideran los O(n*) subconjuntos de tamafio k de P (el conjunto de
servicios). De acuerdo a la revisién de la literatura que hemos realizado, la
Unica mejora que se ha hecho es para el caso k = 2. Para este caso existe un
algoritmo con complejidad de O(nlog? nlog?logn) [17].

Algunos casos particulares de los problemas k-centro euclidiano y k-



1.2 Trabajo relacionado 5

centro euclidiano discreto han sido estudiados en sus versiones cinéticas.
El problema del k-centro cinético es el siguiente. Sea P = {p1,...,pp} un
conjunto de n clientes méviles, cuyo movimiento se especifica por funciones
continuas y diferenciables a pedazos {pi,...,p,}, donde p; : [0,T] — R%
Sea F' = {fi,..., fr} un conjunto de k servicios méviles, cuyo movimiento es
especificado por funciones continuas y diferenciables a pedazos {f Tyevos fk},
donde fl : [0,T] — R F es una e-aprozimacion del k-centro cinético de
S si para cualquier instante dado t € [0,7], los servicios con posiciones
{fi(t), ..., fu(t)}, son una e-aproximacién del k-centro para los clientes con
posiciones {pi(t),...,Pn(t)}. Cuando € = 1, entonces el k-centro es ezacto.

En [2] se da una estructura de datos cinética para mantener una e-
aproximacién del 1-centro euclidiano discreto en R2. Dicha estructura pro-
cesa O(1/£%?) eventos y utiliza en total O((n/y/€)logn) tiempo en proce-
sarlos. Otra variante del k-centro euclidiano discreto, es aquella en la que la
distancia maxima posible entre un servicio y un cliente es dada, y el objetivo
es elegir un conjunto de servicios de tal forma que k sea minima y que todos
los clientes sean cubiertos. En [39] se da un algoritmo aleatorio para apro-
ximar dicha variante del k-centro. Dicho algoritmo elige y mantiene como
centros un subconjunto de puntos, de tal forma que el nimero de centros
elegidos es una aproximacion constante del minimo posible. Esto se hace
utilizando una KDS, la cual, conforme los puntos se mueven, actualiza los
centros de la forma adecuada. En [46] se presenta un algoritmo que calcula
un k-centro estatico, de tal forma que en cualquier instante de tiempo este
centro estatico es competitivo con el k-centro cinético exacto para ese ins-
tante. Es decir, si el movimiento de los puntos son funciones de grado pu, en
la solucién éptima el ntimero de centros es k y 7 es el radio éptimo, enton-
ces este esquema garantiza una 2T !'-aproximacién del radio, al elegir k#*1
centros del conjunto antes de que los puntos empiecen a moverse. El pri-
mer articulo en presentar una aproximacién constante del k-centro cinético
es [40], en este articulo se da un algoritmo que produce una 8-aproximacién
del k-centro cinético euclidiano discreto. Por otra parte, los autores de [12]
estudian el problema del 1-centro euclidiano cinético, en sus versiones exacta,
y aproximada, para el caso en que la velocidad de los centros es acotada.
Ellos demuestran que la velocidad del 1-centro euclidiano cinético puede
ser arbitrariamente grande. En [30] presentan aproximaciones del 2-centro
cinético euclidiano, que tienen velocidades acotadas.
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Figura 1.2: Ilustracién de la grafica Ky 2,

1.3. NP-dificil

En esta seccién demostramos que el Problema 3 es NP-dificil y no aproxi-
mable. Para demostrar esto reducimos el problema de los p-pares proveedores
(p-pair supplier) al nuestro. La siguiente grafica se utilizara en la definicién
del problema:

Sea K, 2, = (U UV, E) una gréfica bipartita completa con pesos en las
aristas, donde UNV =0y |U| =n,|V| = 2p. Ademés V = PiU...UP, tales
que (Ny<;<, P =0y |Pi| = 2,1 <4 < p; véase la Figura 1.2. Denotamos por
w;j > 1 al peso de la arista no dirigida (v;, u;).

El problema de los p-pares proveedores es el siguiente:

Problema 4. Sea C C V, tal que |C N P;| =1 para toda 1 < i < p, y sea
GIU U] la subgrdfica de Ky, 2, inducida por el conjunto de vértices U U C.
Para cada vértice u; € U, sea e; la arista de G[U U C| incidente a u; con
menor peso de entre las p aristas de G[U U C] incidentes a u;. El problema
de los p-pares proveedores consiste en elegir C' de tal forma que el peso de
la arista mds pesada del conjunto {e1,...,e,} sea minimizada. Llamamos a
el peso mdzimo del conjunto de aristas {e1,...,ey} el peso de C.

En el articulo [48] se demuestra que el problema de los p-pares pro-
veedores es NP-completo, y no e-aproximable, para ninguna constante &.
Utilizando este hecho demostramos:

Teorema 1.3.1. El Problema 3 es NP-dificil. Ademds, no existe ningin al-
goritmo polinomial que genere una e-aprorimacion del mismo, para ninguna
constante €, al menos que P = NP.

Demostracion. El problema de decisién asociado con el Problema 3 es el
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siguiente: Dado w > 0 jexiste una cubierta de S cuyo radio de transmision
maximo sea mayor o igual a w?

Claramente dicho problema de desicién estd en NP, puesto que basta
con elegir al azar un tiempo de activacién y un radio para cada antena, y
verificar en tiempo polinomial si esto es una cubierta de S.

Transformamos el Problema 3 al problema de los p-pares proveedores.
Sea Ky 2, = (UUV, E) una gréfica bipartita completa que forma una instan-
cia arbitraria del problema de los p-pares proveedores. Mostraremos ahora
cémo construir un conjunto S y un conjunto @, tal que S tiene una cubierta
con radio de transmisiéon maximo menor o igual que w, si y sélo si K, 2,
tiene una cubierta con peso maximo menor o igual que w.

La idea de la reduccién es encajar la grafica K, 2, en el plano, colocar
antenas en los vértices y un sensor por cada arista; los alcances de las antenas
son los pesos de las aristas. Presentamos los detalles de dicha construccion
a continuacion.

Primero describimos la construccién del conjunto @) a partir de los vérti-
ces de K, 2,; el radio de transmision y el tiempo de envio del mensaje para
cada antena, se asignaran mas adelante. Sea w4, €l peso mas grande asocia-
do con una arista de K, 2,. Por cada vértice v; € V, 1 <1 < 2p, generamos
un punto ¢; € @ con las siguientes coordenadas:

| (i x (—3wmaz),0), si ¢ es impar;
%= { (i X (—3wmaz), 2Wmaz, ), Sl i es par,

Un ejemplo de esto se muestra en la Figura 1.3.

Por otra parte, por cada vértice u; € U, 1 < j < n, generamos un punto
en @ con coordenadas q2,4; = (j X (=3wmaz),y), donde y es un real cuyo
valor especificaremos mas adelante; la Figura 1.3 muestra una ilustracién
al respecto. El conjunto (), entonces, consiste de 2p + n puntos distintos,
los cuales etiquetamos como {q1,...,q2p,q2p+1; - --q2p4n}- En cada punto
del subconjunto de @ formado por los puntos {q,...,¢2,} colocamos una
antena. Por otra parte, en cada punto del subconjunto {g2p+1,---,q2p+n}
colocamos 2p — 1 antenas. Por lo que en total la cantidad de antenas es
2p + (2p — 1)n, pero la cantidad de puntos en @ (i.e. las posiciones de las
antenas) es 2p + n.

Ahora describimos la construccién del conjunto S a partir de las aris-
tas de K, 2,. Primero construimos las posiciones iniciales y después la tra-
yectoria y velocidad de cada sensor. Sea w;; el peso de la arista (v;,u; ),
v; € V,u; € U. Por cada arista (vi,u;) € E,0 <14 < 2p, 1 <j < n, gene-
ramos un punto p;; € S, de tal forma que d(g;,p;;(0)) = w; ;, esto se ilustra
en la Figura 1.4. Né6tese que hasta ahora |S| = 2pn.
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——————————————— e e e Y
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Figura 1.3: Construccién del conjunto @ en la reduccién del problema de los p-pares
proveedores al Problema 3.

Figura 1.4: Construccién del conjunto S.
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q2p q2p—1 cee q2 q1

Figura 1.5: Trayectorias de los puntos en S.

A continuacién asignamos trayectoria y velocidad a cada punto en S,
recuérdese que p;; es la posicién inicial del sensor p;;(t). La funcién de mo-
vimiento p;; de cada punto describe una recta dirigida que pasa por los
puntos (pij, q2p+j), y de tal forma que el punto se mueve con velocidad cons-
tante. Es decir que para un valor fijo de j,1 < j < n, hay exactamente 2p
puntos de S, {plj,pgj, e ,pgpj}, cuya trayectoria pasa por el punto go,4;.
Esta construccion se ilustra en la Figura 1.5. El valor y utilizado en las coor-
denadas de los puntos en @, puede elegirse de tal manera que para todo p;;
y t € [0,T] suceda que la distancia entre p;;(t) y cualquier g, k # {i,2p+j},
sea siempre mayor que Wy,q,- La velocidad de p;; puede elegirse de tal forma
que para cada instante de tiempo, exista a lo mas un punto del conjunto
{p1j,--.,p2p;} que esté a distancia menor o igual que wyqaz de gapy ;.

Generamos, ademds, para cada pareja de puntos (g;,gi+1) € @, con i €
{1,3,5,...,2p — 1}, un punto p; € S cuya trayectoria es la recta dirigida
(gi, gi+1)- La posicién inicial y la velocidad se eligen de tal manera que
cuando dichos puntos lleguen a ¢;, todos los puntos p;; hayan llegado a su
punto respectivo gap4;. Esto se ilustra en la Figura 1.5. Nétese que |S| =
2pn + p.
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Ahora mostramos cémo obtener la solucién al problema de los p-pares
proveedores, teniendo la solucién a nuestro problema. Primero asignamos
tiempos y alcances para cada antena, de tal manera que dada una solucién
con peso w del problema de los p-pares proveedores, podamos generar una
cubierta para S con radio de transmisién w. Sea K, 2, una instancia del
problema de los p-pares proveedores, v sea C' C V una solucién a este
con peso w. Considérese la subgrafica de K, 2, inducida por U U C, nétese
que en dicha grafica hay exactamente n aristas incidentes en cada v; €
C' y recordemos que |C| = p. Decimos que un vértice v; € C sirve a un
vértice u; € U si y sélo si no existe otro vértice v, € C de tal forma que
wk,j < wj;. Considérese el conjunto de aristas entre v; y los u; que éste
sirve. Denotamos por w,, al peso mas grande de dichas aristas. Sea w =
max{wy,, 1 < i < p}. Cada antena colocada en alguno de los puntos en @
correspondientes al conjunto C, es activada con radio igual a w,, en el primer
instante de tiempo en el que algiin punto en S esté dentro de su radio de
transmisién. Por construccién, al menos n puntos médviles son cubiertos por
dicho conjunto de antenas; puesto que Uviec v; sirve a U. Por lo tanto, una
vez activadas dichas antenas, hay a lo més |S|—n = 2pn+p—n = (2p—1)n+p
sensores sin cubrir, de los cuales a lo més (2p — 1)n son del tipo p;;, es decir
cuya trayectoria pasa por puntos del subconjunto {g2p+1, ..., q2p+n}. Por lo
tanto, las antenas colocadas en puntos de dicho subconjunto se activan con
radio de transmisién 0 y en el instante de tiempo en el que algiin sensor
esté dentro de su radio de transmisién. Haciendo esto hemos cubierto todos
los sensores con posiciones iniciales del tipo p;;, por lo que resta cubrir los
sensores: {p1,ps,...,p2p—1}. Estos sensores son cubiertos por las antenas
correspondientes al conjunto U \ C, utilizando radio 0 y activandose en el
primer instante de tiempo en el que algtin sensor esté dentro de su radio
de transmisién. Por lo tanto, hemos construido una cubierta de S con radio
maximo w.

Supongamos ahora que tenemos una cubierta de S con radio maximo
w, es claro que C es el conjunto correspondiente a las antenas colocadas en
puntos del subconjunto {qi,...,q2,}, que cubren sensores del tipo p;;; por
lo tanto C tiene peso maximo w. Por otra parte, |C'N P;| = 1, para toda
1 < ¢ < p, pues de lo contrario existirian al menos dos antenas g;, gi+1,
1 <4 < 2p, cubriendo sensores del tipo p;;, por lo que el sensor p; quedaria
descubierto. Por lo tanto, una cubierta de S con radio maximo w genera una
solucion al problema de los p-pares proveedores con peso maximo w.

Es claro que que las posiciones de las antenas, las posiciones iniciales
de los sensores y sus trayectorias pueden calcularse en tiempo polinomial.
Por lo que la reduccién se hace en tiempo polinomial. Con esto se obtiene
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aristas

vértices

cara

Figura 1.6: Ilustraciéon de un arreglo de curvas.

el resultado deseado. [ |

1.4. Algoritmo para valores pequenos de k

En esta seccion presentamos un método que nos permite resolver el Pro-
blema 3 de manera eficiente, para valores constantes de k. La funcién a opti-
mizar en la definicién de nuestro problema es el radio maximo de transmision
necesario, sin embargo el método que presentaremos nos permite optimizar
otras funciones, por ejemplo, la suma de los radios de transmisién.

Primero presentamos una descripcion detallada de las estructuras que
se utilizaran en el algoritmo, después describimos como construirlas y final-
mente presentamos el algoritmo y hacemos un analisis de su complejidad.

1.4.1. Arreglo de curvas

Intuitivamente, el mejor instante para que una antena envie el mensaje,
es cuando los sensores estdn mas cercanos. Utilizando esta simple idea como
base, construimos un arreglo de curvas que nos permitird encontrar la solu-
cién al problema. Es importante reiterar que nuestro algoritmo es eficiente
tinicamente para valores pequenos de k, es decir cuando k es constante con
respecto a n.

El arreglo de una coleccién finita I' de curvas en R?, denotado como
A(T), es la descomposicién del plano, inducida porI’ |, en componentes co-
nexas maximales de dimensién 2,1 y 0; llamadas caras, aristas y vértices,
respectivamente. La Figura 1.6 ilustra estos conceptos. Una definicion mas
amplia puede encontrarse en [31].

Recordemos que el conjunto de sensores es modelado por un conjunto
S ={p1,...,pn} de n puntos en el plano, tal que cada p; se mueve con una
trayectoria fija p; : [0, 7] — R?, donde p;(t) = p; + v;t con v; € R?. Es decir,
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pi(t) es la posicién del punto p; al tiempo ¢. Por otra parte, denotamos por
Q ={q1,-..,qx} al conjunto de antenas. Cada ¢, 1 < j < k, tiene asociado
un instante de tiempo ¢; € [0,T7], en el que envia un mensaje con radio de
transmisién r; € R™.

Sea d;;(t) la distancia euclidiana elevada al cuadrado, entre el punto g;
y el punto p; en el instante de tiempo ¢. Es decir, si p;(t) = (pF(¢),p](t)) ¥
q; = (45, q?), entonces:

dji(t) = (qF — p2(t))* + (‘1? - pg(t))Q '

Notese que la definicién de cubrimiento presentada en la Seccion 1.1,
es equivalente a decir que ¢; cubre a p; si dj;(t;) < r;. Esta definicién es
la que usaremos de ahora en adelante, pues haciendo esto se simplifica la
presentaciéon de los resultados.

Antes de continuar introducimos alguna notacién. Denotaremos por la
tripleta (gj,tj,7;) a la antena situada en ¢; y que es activada en el instante
tj con radio r;, y al conjunto de sensores que esta cubre como S(gj,t;,7;).

Para un valor fijo de j, sea A; el arreglo de curvas definido por las
funciones d;;(t) , 1 < i < n. Una ilustracién de dicho arreglo se muestra
en la Figura 1.7. Es importante observar que un punto (¢,72) en el arreglo
A; corresponde a activar la antena ¢; en el instante de tiempo ¢ y con
radio de transmisién r2. Andlogamente, (g;,t,7) corresponde a un tnico
punto en el arreglo A;. Para simplificar la presentacion de ahora en adelante
escribiremos (¢,7) para referirnos al punto (¢,72) en el arreglo de curvas.

Dado un punto (t,7) en Aj, sea (t,a) el punto de interseccién entre la
recta vertical que pasa por t y dj;, para alguna 1 < ¢ < n. Decimos que d;;
estd abajo de (t,7) si a < r. Esto se ilustra en la Figura 1.8. La siguiente
observacién es clave en nuestros resultados:

Observacién 1. Dado (t,r) un punto en el arreglo de curvas A;, un sensor
pi estd en S(gj,t,r), siy sdlo si la curva d;; estd abajo de (t,r).

Sea f una cara en el arreglo A;. Decimos que una arista e de f pertenece
a la frontera inferior de f siy sélo si no hay otras aristas de f abajo de e.
De ahora en adelante, cuando nos refiramos a una cara del arreglo, consi-
deraremos que esta estd compuesta de su interior y su frontera inferior. De
este modo, cualesquiera dos puntos en la misma cara corresponden a antenas
que cubren a exactamente los mismos sensores. Por otra parte, llamaremos
a un punto (¢,7) en el arreglo un punto critico si (t,r) es el punto minimo
de alguna d;; o bien es la interseccién de dos curvas. Esto se ilustra en la
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dji(t)

Figura 1.7: Ilustracién de un arreglo de curvas A; y sus puntos criticos.

o (£7)

Figura 1.8: La curva estd abajo del punto (¢,7).
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Figura 1.7. El siguiente lema nos da la pauta para discretizar el espacio de
btsqueda de las cubiertas de S.

Lema 1.4.1. Sea (t',7") un punto critico de A; y sea v’ < r. El conjunto de
sensores cubierto por una antena situada en q; y activada en el instante t
con radio T, es el mismo al cubierto por una antena situada en q; y activada
en el instante t' con radio r'; es decir

S(Qj: t, T) = S(Q]a tlv T'/).

Demostracion. Es suficiente con observar que cualesquiera dos puntos en
la misma cara cubren exactamente el mismo conjunto de sensores. Ademas,
si no existe un punto critico (¢, ') tal que v’ < r, entonces (¢, r) es un punto
critico. |

Notese que si generamos todos los arreglos Aq,...,A; y elegimos un
punto en cada uno de ellos, estaremos generando una posible cubierta de
S. Esta idea es la que utilizaremos para generar todas las cubiertas de S y
elegir la 6ptima. Los detalles se presentan en la siguiente seccion.

1.4.2. Algoritmo

La idea general del algoritmo es la siguiente: Construir el arreglo de cur-
vas correspondiente a cada ¢j,1 < j < k, elegir de manera adecuada un
punto critico en cada uno de los arreglos, de tal manera que una vez que
los primeros k — 1 puntos hayan sido elegidos, el k-ésimo punto quede direc-
tamente determinado. Primero mostramos un método que genera todas las
cubiertas distintas de .9, es decir, que genera todas las posibles combinaciones
de k — 1 puntos criticos, uno por arreglo de curvas. Después presentaremos
un resultado que realiza la bisqueda sin usar todas las combinaciones.

Sea {Ai,..., A} el conjunto de todos los arreglos de curvas
Aj ={d;;|]1 <i<n},ysea

{(tj,r;) € R?|(tj,r;) es un punto en el arreglo A;,1 < j < k},

es decir, el conjunto contiene exactamente un punto de cada arreglo. Sin
pérdida de generalidad supongamos que t; < to < ... < tg.

Observacién 2. El conjunto {(t;,r;)|(tj,r;) € Aj,1 < j <k} corresponde
a una cubierta de S si y sélo si U§:1 S(qj,tj,7m5) = S. Ademds, si dicho
conjunto es una cubierta de S, entonces S\Uf;ll S(qj,tj,75) = S(qrs th, k).
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La observacién anterior implica que, una vez que los primeros k—1 puntos
han sigo elegidos, el k-ésimo punto debe corresponder a activar una antena
de tal forma que esta cubra todos los sensores no cubiertos por las primeras
k — 1 antenas. Siguiendo esta idea y suponiendo que los primeros k — 1
puntos han sido elegidos, describimos cémo seleccionar el punto adecuado
en el k-ésimo arreglo; la manera de elegir adecuadamente los primeros k — 1
puntos serd descrita después.

Elegir el k-ésimo punto

Como implicacién de la Observacién 2, se tiene que si (tx, ) pertenece
a una cubierta de S, entonces (tx,7x) estd en la envolvente superior del
subarreglo de Ay que consiste de las curvas correspondientes a los sensores
no cubiertos por alguna antena (gj,tj,7;),1 < j < k — 1. Por lo tanto,
es suficiente con generar dicho subarreglo y elegir cualquier punto en su
envolvente superior, sin embargo como deseamos optimizar el radio maximo,
elegimos el punto con menor altura.

Una manera natural de proceder, seria actualizando dindmicamente la
envolvente superior de Ay para cada conjunto distinto de los primeros k — 1
puntos, de tal forma que generemos los puntos del subarreglo que nos intere-
sa. Sin embargo, como se demostrara en la Seccién 1.4.3 dicha envolvente
puede tener cambios de orden lineal por insercién de cada curva. A conti-
nuacion presentamos una estructura que nos permite elegir el k-ésimo punto
de manera eficiente.

Sean f y f’ dos caras vecinas en Ay, es decir que comparten una arista
en el arreglo. La siguiente gréafica es la base de la estructura que nos permite
generar el punto deseado:

Definicion 1.4.1. Sea G una grdfica dirigida con etiquetas en sus aristas. El
conjunto de vértices de G contiene un elemento por cada cara de Ay, incluida
la cara exterior. Existe una arista, con etiqueta v, del vértice correspondiente
a f hacia el vértice correspondiente a f' siy sdlo si para toda pareja (t,r) € f
y (t',r") € [, sucede que S(q,t',r") = S(qr,t,7) \ pi-

Es decir, existe una arista con etiqueta i entre f y f’ si cualquier instante
de activacién y radio definidos por un punto en f, produce que la antena
colocada en ¢ cubra al sensor p;, y sin embargo con ningin instante de
activacién y radio definido por un punto en f’ pueda dicha antena cubrir
a p;. Esta gréafica se ilustra en la Figura 1.9. El vértice correspondiente a
la cara exterior representa el hecho de no activar la antena, o activarla con
radio cero y en cualquier instante.
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Figura 1.9: Ilustracién de la Definicién 1.4.1.

Elegir el k-ésimo punto se reduce a, comenzando por el vértice de G
correspondiente a la cara acotada por la envolvente superior, seguir una
arista de GG con etiqueta ¢ si el sensor p; ya fue cubierto. Para saber si un
sensor ya fue cubierto, mantendremos un arreglo A de tamano n, en A[i]
guardamos el numero de veces que el sensor p; ha sido cubierto por las
primeras k — 1 antenas. Eventualmente, entonces, llegaremos a un vértice
de G que ya no podremos seguir. Supongamos que ese vértice corresponde
a una cara f de Ag. El punto deseado es el punto minimo de la frontera
inferior de f.

Describimos ahora como generar todos los posibles conjuntos de los pri-
meros k — 1 puntos.

Primeros k£ — 1 puntos

Consideremos el arreglo de curvas A; y sea D; su grafica dual, es decir,
la grafica que contiene un vértice por cada cara del arreglo, dos de los cuales
son adyacentes si corresponden a caras vecinas. Todos los vértices de esta
grafica pueden ser visitados utilizando el algoritmo de busqueda a profundi-
dad (Depth First Search), cada vez que visitemos un nuevo vértice v en D;;,
consideramos el punto minimo (¢,7) en A; de la cara correspondiente a v.
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Es decir que estaremos considerando activar la antena colocada en ¢; en el
instante ¢ con radio r.

Para generar todas los posibles combinaciones de k£ — 1 puntos, proce-
demos recursivamente como sigue. Correr DF'S en D, deteniéndose en cada
vértice para visitar recursivamente las caras de los arreglos Da, ..., Di_1.
Es decir, al correr DFS en D5, cada vez que se avance a un nuevo vértice,
corremos DFS en Ds, etc. En cada paso actualizamos el arreglo A, es decir,
si el sensor p; es cubierto, entonces incrementamos el valor en A[i].

Es importante destacar que al generar los conjuntos de esta manera,
dos conjuntos consecutivos difieren Unicamente en un punto. Este punto
corresponde a una antena que cubre un sensor m&s o un sensor Menos que
el punto previo. Debido a esto el arreglo A se actualiza en tiempo constante.

1.4.3. Complejidad

Analizamos ahora la complejidad de construir los arreglos de curvas uti-
lizados en nuestro algoritmo, y de generar la solucién.

Puesto que dos funciones distintas d;;, (t) v dji,(t), 1 < i1 < ip <
n, se intersectan a lo més dos veces, cada arreglo A;, 1 < j < k, y su
grafica dual, pueden construirse en O(n?) tiempo [5]. Por la misma razén,
hay O(n?) puntos criticos en cada arreglo. Por lo tanto, hay O(n?) instantes
de activacion y radios distintos para cada una de las k antenas; entonces hay
O(n?*) cubiertas distintas de S. Sin embargo, para nuestros fines es suficiente
con generar O(n2<k*1)) de estas, puesto que hemos supuesto el k-ésimo disco
estd determinado por los primeros k— 1. Por otra parte, recorrer cada grafica
dual D, tiene complexidad O(n?) tiempo, puesto que D; es plana [21]. Por lo
tanto toma O(n2* 1) tiempo en total recorrer los primeros k — 1 arreglos.

Obtener el k-ésimo disco tiene complejidad lineal, esto debido a que lo
Unico que tenemos que hacer es recorrer la grafica G correspondiente al
arreglo Ayg, y en dicha gréfica a lo méas n aristas son visitadas puesto que en
una trayectoria dirigida no hay dos de ellas que tengan la misma etiqueta.
Por otra parte, como se mencioné anteriormente, actualizar el arreglo A
toma Unicamente de tiempo constante por operacién. Por lo tanto, generar
el k-ésimo disco requiere de O(n) tiempo.

Lo anterior implica el siguiente resultado:

Teorema 1.4.1. Encontrar una cubierta de S con radio minimo, puede
hacerse en O(n?*=1) tiempo y O(n**=1) espacio.
|

Como se mencioné en la Seccién 1.4.2, para generar el k-ésimo disco
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en lugar de utilizar la estructura introducida, uno podria optar por ac-
tualizar dindnicamente la envolvente superior del arreglo Aj. Existe una
estructura de datos dindamica capaz de mantener la envolvente superior
de un arreglo de lineas [63]. Dicha estructura mantiene la envolvente su-
perior de un arreglo bajo inserciones y eliminaciones, con un costo de
O(log?(n)) por operacién. Sin embargo, el caso de funciones cuadréticas
es distinto, puesto que una estructura dindmica que mantuviera la envol-
vente superior de dicho arreglo, podria requerir de tiempo lineal por ac-
tualizacién. Considérese, por ejemplo, la siguiente situacién: sea p(z) un
polinomio de grado dos, cuyo primer coeficiente es mayor que uno. Sean
1 < x9 < ... < Ty, m numeros reales, para toda i tal que 1 < i < m defi-
nimos ¢;(x) = p(x) — (z — z;)?. Nétese que g¢;(x) es un polinomio de grado
dos y que p(z) — ¢;(z) = (z — x;)2. Por lo tanto, las graficas de p(x) y ¢i(x)
se intersectan unicamente en (z,p(x)). Sea £ > 0 tal que la envolvente su-
perior del arreglo {p(z),q1(z) +¢,...,qgn(x)}, al considerarse de izquierda a
derecha, consiste de p(x), q1(x), p(z),...,p(x), gm(x), p(z). Nétese que p(x)
intesecta la envolvente superior del arreglo {q;(x), ..., ¢n(x)} un nimero li-
neal de veces. Por lo tanto, el cambio después de una insercién o eliminacién
en la envolvente superior de los polinomios de grado dos puede ser lineal.
Debido a esto, parece més adecuado utilizar la estructura que describimos,
puesto que es facil de implementar y el costo de encontrar el k-ésimo disco
es también lineal.

1.5. Conclusiones

En este capitulo estudiamos la complejidad de una variante a un pro-
blema de cubrimiento; en la cual los puntos a cubrir se mueven a velocidad
constante y sobre lineas rectas. Presentamos un algoritmo que nos permite
enumerar todas las cubiertas combinatoriamente distintas, para una varie-
dad de funciones a optimizar. Demostramos que si la funcién a optimizar es
el maximo de los radios, el problema es NP-dificil, por lo que presentamos
un algoritmo que nos permite resolver el problema de forma eficiente cuando
k es constante.

A pesar de que los resultados en este capitulo son para puntos en el plano,
no es complicado darse cuenta que las mismas técnicas pueden utilizarse
para resolver el problema en cualquier dimension. Nétese que en el caso
general en el que los puntos estan en R?, las distancias son también funciones
cuadraticas, por lo tanto los arreglos de curvas pueden construirse del mismo
modo. Una vez que los arreglos han sido construidos, los resultados se siguen
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igual que como han sido presentados.

Es importante mencionar también, que si se permite a las antenas mo-
verse sobre lineas rectas y a velocidad constante, las distancias siguen siendo
funciones cuadraticas, por lo que los algoritmos presentados sirven también
para resolver este caso.

Sin embargo, la complejidad del problema cambia si en lugar de mo-
vimiento rectilineo, se permite movimiento algebraico de grado m. En di-
cho caso, la posicién de cualquier sensor en el instante t estd dada por
pi(t) = (pF(t),p!(t)), donde pf(t) y p{(t) son polinomios de grado a lo mds
m. Podria pensarse en utilizar la técnica presentada y construir los arreglos
de curvas inducidos por las distancias. Las distancias serian funciones da-
das por polinomios de grado a lo méas 2m; dos de las cuales se intersectan
a lo méds 2m veces. Los arreglos de curvas tendrian complejidad O(mn?).
El analisis de la complejidad del algoritmo permanece igual, simplemente
tendriamos que reemplazar cada n? por mn?. Serfa interesante estudiar si
puede encontrarse un algoritmo de menor complejidad.



CAPITULO 2

Discrepancia bicromdtica usando islas

Sea R un conjunto de r puntos rojos y B un conjunto de b puntos azules
en el plano. En este capitulo presentamos un nuevo concepto para medir
qué tan mezclados estan los elementos de S = R U B. Intuitivamente ha-
blando, un conjunto de puntos estd bien mezclado si a primera vista los
elementos de R y de B aparentan estar uniformemente distribuidos en cual-
quier regién convexa del plano. Desafortunadamente, la experiencia dicta
que cuando uno trata de dar una definicién formal de conjuntos de puntos
bien mezclados, usualmente se cae en numerosos errores y contraejemplos
para cualquier intento que se haga.

Para la linea real, podemos argumentar que la coloracién que mejor
mezcla Ry B, es aquella en la que los colores de los elementos de S alternan.
Este ejemplo sugiere lo que aparenta ser un buen pardmetro de estudio.
Decimos que un conjunto bicoloreado de puntos en la linea real £ estd bien
mezclado, si en cualquier intervalo I de ¢, la diferencia absoluta entre el
numero de puntos rojos y el nimero de puntos azules en I es a lo mas uno.
Esto, de hecho, resuelve el problema de determinar si un conjunto de puntos
en la linea real estd bien mezclado.

Consideremos la generalizacién natural de la definicién anterior. Sea
S = RU B un conjunto de puntos en posicion general en el plano. Un sub-
conjunto I de S es una isla si Conv(I) NS = I, donde Conv(I) denota el
cierre convexo de I. La discrepancia de una isla de S, V(I), es la diferencia
absoluta entre el niimero de puntos rojos menos el niimero de puntos azules
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(a) (b)

Figura 2.1: (a) Un conjunto bicoloreado de 2n puntos en posicién convexa. (b) Una isla
roja de tamano n.

de I; es decir V(I) = ||[I N R| — |I N B||. Decimos que una isla tiene dis-
crepancia k si V(I) = k. Deseamos, por lo tanto, definir a los conjuntos de
puntos bien mezclados como aquellos en los que la discrepancia de sus islas
esta acotada por una constante. Consideramos ahora un conjunto de puntos
en posicién convexa.

Sea S el conjunto de 2n puntos igualmente distribuidos sobre una cir-
cunferencia, y coloreados de tal forma que los colores de los elementos de S
alternan al recorrer el circulo en el sentido de la manecillas del reloj; véase la
Figura 2.1(a). A primera vista, S estd bien mezclado, sin embargo contiene
islas monocromaticas de tamano n, tal como se muestra en la Figura 2.1(b).

De lo discutido en los parrafos anteriores, es claro que debemos ser cui-
dadosos al definir un pardmetro que indique cuando un conjunto de puntos
esta bien mezclado. En este capitulo presentamos un parametro razonable
para detectar conjuntos de puntos bien mezclados, llamamos a dicho parame-
tro la discrepancia de S. Intuitivamente hablando, un conjunto de puntos
bicoloreado S estd mal mezclado si se puede dividir en bloques convexos
grandes con discrepancia grande. Se formaliza la definiciéon de discrepancia
de S en la Seccion 2.1.

A pesar de que el concepto de discrepancia ha sido utilizado en diversas
ocasiones en la literatura, en este capitulo presentamos la primer medida
conocida para explorar el concepto de conjuntos bicoloreados bien mezcla-
dos. Mencionamos ahora algunos trabajos en los que aparece el concepto de
discrepancia.

Un parametro conocido como discrepancia combinatoria de hipergraficas
es estudiado en [4, 60]. Otro concepto de discrepancia es presentado en [60],
en el cual se estudia el problema de encontrar la manera “mas uniforme” de
distribuir n puntos en el cuadrado unitario de acuerdo con cierto criterio.
Dentro de la teoria conocida como discrepancia geométrica [18], se estudia el
problema de colorear n puntos en el plano, de tal manera que se minimice la
diferencia entre el nimero de puntos rojos y el niimero de puntos azules que
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estan dentro de cualquier disco en el plano. Por otra parte, en los articulos
[27, 28, 10], se estudia el problema de encontrar el conjunto convexo @, por
ejemplo un tridngulo, una banda, un poligono convexo, etcétera, tal que la
discrepancia del subconjunto de S contenido en () sea maxima.

La estructura del capitulo es la siguiente. En la Secciéon 2.1 definimos
formalmente el concepto de discrepancia y estudiamos algunas propiedades
de la misma. Luego, en la Seccién 2.2 estudiamos la discrepancia de los
conjuntos de puntos en posicién convexa. En la Seccién 2.3 estudiamos la
discrepancia de un conjunto de puntos cuando este es partido por una recta.
Finalmente, en la Seccién 3.4 concluimos el capitulo con algunos comenta-
rios.

2.1. Propiedades basicas

Sea X C S, ysea V(X) = || XNR|—|XNB|| la discrepancia bicromdtica
de X. Decimos que una particiéon I[I= {Si,..., Sk} de S es conveza si los
cierres convexos de sus elementos son disjuntos dos a dos. Esto es que para
todo 1 <i < j <k, sucede que Conv(S;) N Conv(S;) = 0.

Definiciéon 2.1.1. La discrepancia de S respecto a una particién convexa
II, di(S), es el minimo V(S;) sobre los elementos de II. La discrepancia
de S, D(5), se define como la mdzxima discrepancia dr(S) sobre todas las
posibles particiones convexas de S.

Si restringimos el estudio de la discrepancia de S al caso en el que las
particiones convexas tienen cardinalidad k, obtenemos lo que llamaremos
k-discrepancia de S, y la denotaremos como Dy (S). Cuando k = 1 entonces
la particién tiene un sélo elemento, y por lo tanto Dy (S) = V(S) = |r—b|. Si
k = 2 entonces podemos asociar las particiones convexas de S con aquellas
inducidas por una linea recta. FEn tal situacién llamaremos a la discrepancia
discrepancia lineal de S. A continuacién se discuten algunas propiedades de
la discrepancia de S.

Denotamos  por V/(X)=|XNR|—|XNDB|. Obsérvese que
V(X) =|V/'(X)|. Decimos que X es m-rojo si V/(X) > 0, es decir, si
hay mayoria de puntos rojos en X. Por otra parte, decimos que X es
m-azul si V/'(X) < 0. Sea II una particién de S, decimos que II es dptima
si D(S) = dn(S). Finalmente, denotamos como 7; y b; al nimero de puntos
rojos en S;, y al nimero de puntos azules en .5;, respectivamente. Es decir
ri = |S; N R|,b; = |S; N B|. Recuérdese que r = |R| y b= |B]|.

Las siguientes observaciones refieren propiedades basicas de la discrepan-
cia de un conjunto de puntos.
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Observacién 3. D(S) > 1. Ademds, si D(S) =1, entonces |r —b| < 1.

Demostracion. Noétese que si 11 es la particién de S que contiene exacta-
mente un punto en cada subconjunto, entonces dj(S) = 1. Por definicién,
D(S) es el maximo de di(S) sobre todas las posibles particiones convexas;
por lo tanto D(S) > 1. Por otra parte, supéngase que D(S) = 1 y que
|r — b > 1. La particién II= {S} tiene discrepancia mayor que uno, lo cual
es una contradicion. [ |

Observacion 4. Sir > 2b o b > 2r, entonces D(S) = D1(S) = |r — b|.
Observacion 5. Sea k = |II|, entonces di(S) < %b.

Demostracion. Es facil notar que la cardinalidad maxima de cada elemen-
to de Il es ’"TH’; por lo tanto, la maxima discrepancia de cada elemento dell
es también TTH’. ]
Observacion 6. Si Il es una particion convera dptima de menor cardi-
nalidad y S;,S; € S son m-rojos (o m-azules), entonces k > 3. Ademds
Conv(S; US;) NS, # 0 para cada l #1i,j.

Demostraciéon. Supongamos que S;, S; son m-rojos y que k < 3, de hecho
entonces k = 2. Como S; y S; son ambos m-rojos, entonces la particiéon
S; U S; tiene mayor discrepancia que la particién original, lo cual es una
contradicién. Por otra parte, si no se cumple que Conv(S; U S;) N.S; # 0
para cada | # 1,7, entonces podemos unir S; y S; y generar una nueva
particién convexa de menor cardinalidad y con mayor discrepancia, lo cual
es también una contradicién. [ |

Observacion 7. Si R y B son linealmente separables, y si b < r < 2b o
r < b < 2r, entonces D(S) = min{r, b}.

Demostracion. Supongamos que b < r < 2bor < b < 2r, y sea £ una
recta que separa a B y R, la discrepancia de la particién inducida por £ es
min{r, b}, por lo que D(S) > min{r, b}. Supéngase que de hecho D(S) =
d > min{r, b}, entonces existe una particién convexa de S en la que todos
sus elementos tienen discrepancia mayor o igual a d, pero esto es imposible
al menos que dicha particion sea la que induce una recta que separa a By
R. |

El siguiente Lema relaciona el hecho de que una particién sea 6ptima
con el que tenga elementos m-rojos o m-azules y viceversa.



2.2 Puntos en posicién convexa 25

Lema 2.1.1. Sea Il = {S4,..., Sk} una particion convexa de S. La discre-
pancia de S = RU B satisface las siguientes propiedades:

i. Si Il es una particion optima y k > 2, entonces existen S; y S; tales
que S; es m-rojo y S; es m-azul.

1. Si Il contiene un elemento m-rojo y un elemento m-azul, entonces

dr(S) < min{r, b}.

Demostracion. Demostramos primero la propiedad i. Supongamos que to-

dos los elementos S; de II son m-azules. La particionll ' = {J,_; , S; = {5}

tiene discrepancia b — r = Zle(bi —r) = Zle V(S;). Nétese que

Zle V(Si) > min;—; 1 V(S;), puesto que Zle(bi — ;) > V(S;),Vi. Por
lo tanto, la discrepancia de la particiéonIl ’ es mayor que la de la particién
II, pero eso contradice la suposicién de que II es una particién 6ptima, por
lo que no todos los elementos de II son m-azules.

Supongamos ahora que II contiene al menos un elemento m-rojo S; y al
menos un elemento m-azul Se. Entonces dp(S) < V(S1)=r1—by <r <,
de igual forma dr(S) < V(S2) = ba —ro < by < b. Por lo tanto dp(S) <
min{r, b}. [

2.2. Puntos en posiciéon convexa

En esta seccién estudiamos la discrepancia de un conjunto de puntos
en posicién convexa S. En particular, demostramos un resultado respecto
a la cardinalidad de una particion 6ptima de S. Este resultado a su vez,
nos permite presentar un algoritmo éptimo para calcular la discrepancia del
conjunto.

Si los elementos de S se pueden etiquetar como pq, ..., pr1p en el sentido
inverso de las manecillas del reloj, de tal manera que para toda i, 1 <1 <
r+b, p; ¥ pi+1 no tengan el mismo color, entonces llamamos a S una cadena
conveza alternante; véase la Figura 2.2.

Lema 2.2.1. Si S estd en posicion convezxa, entonces D(S) =1 si y sdlo si
S es una cadena convexa alternante.

Demostracion. Supongamos que D(S) = 1 y que S no es una cadena
convexa alternante. Por la observacién 3, [r — b| < 1. Si r = b entonces
como para alguna ¢ se tiene que p; y p;+1 tienen el mismo color, la particion
IT = {{pi, pi+1}, S — {pi, pit1}} tiene discrepancia dos. Si r # b, entonces sin
pérdida de generalidad supongamos que r = b+1. Como suponemos que S no
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Figura 2.2: Una cadena convexa alternante.

es una cadena convexa alternante, entonces hay dos elementos, digamos p; y
Pi+1, que son azules. Si S1 = {p;, pi+1}, tenemos que V(S1) =2, V(5—-51) =
3, v la particién II= {S1,S — S1} es tal que D(S) > d(S) = 2. Se sigue
por contradicién que S es una cadena convexa alternante.

Supongamos ahora que S es una cadena convexa alternante. Es facil ver
que en cualquier particién convexa II= {S7,..., Sk} de S, hay al menos un
S; (1 <1 < k) de tal forma que S; es una cadena convexa alternante, y por lo
tanto tiene discrepancia menor o igual a uno. Entonces V(S;) < 1, entonces
dr(S) <1, para toda particién convexall . Por lo tanto D(S) = 1. |

El siguiente resultado acota la cardinalidad minima de una particién
Optima para un conjunto de puntos en posicién convexa.

Teorema 2.2.1. 5i S es un conjunto de puntos en posicion convexa, en-
tonces D(S) = méxg=1 .23 Di(S5).

Demostracion. Sea d = D(S), obsérvese que en particular 0 < V(S) < d.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que hay m&s puntos rojos que
azules en S, es decir 0 < V/(S) < d. Sea IT = {Si,..., Sk} una particién
convexa de S con cardinalidad minima y de tal manera que dip = d. Por
definicién, V(S;) > d (1 < i < k). Supongamos que k > 3, entonces S tiene
al menos dos elementos, digamos S; y S2, que contienen sélo elementos
consecutivos a lo largo del cierre convexo de S.

Si alguno de S; o Sy, digamos Sp, es tal que V'(S) < —d entonces
V(S8 —=81) =V'(S)—=V'(S1) > 0+4+d = d, y por lo tanto V(S — S1) =
V(S — S1)] > d. Esto es una contradicién porque la particién convexa
1" = {S1,5— 51} tiene cardinalidad 2 y dyp/(S) > d. Supéngase entonces que
V'(81) > dy V'(S2) > d. Obsérvese que V'(S—S; —S3) = V/(S)—-V'(S1) —
V'(S3) < d—d—d = —d, y por lo tanto V(S—S51—S53) = |[V/(§—51—53)| > d.
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Figura 2.3: Un intervalo de tamano tres y un intervalo de tamano cinco, en una secuencia
circular.

Esto es una contradicién puesto que la particionll ” = {57, S2, 5 — (S1US2)}
tiene cardinalidad 3 y dpv(g) > d. |

Nuestro objetivo es presentar un algoritmo con complejidad O(nlogn),
para calcular la discrepancia de un conjunto de puntos en posicién convexa.
Antes de esto, mostramos como resolver dos problemas respecto a secuencias
circulares, dichos resultados seran utilizados en el algoritmo.

2.2.1. Intervalo de peso maximo en secuencias circulares

Considérese un conjunto X de n puntos sobre un circulo, los cuales estéan
etiquetados con ntimeros reales g, ..., Z,_1, en el sentido de las manecillas
del reloj. Llamaremos a X una secuencia circular. Un intervalo [z;,z;] de
X es el subconjunto que contiene a los puntos con etiquetas z;, xiy1, ..., T;,
donde la suma se toma mddulo n. Véase la Figura 2.3. Definimos el peso
wlz;, z;] del intervalo [x;, x;], como x; + ;41 + - - - + x;. En esta seccién se
da solucién a los siguientes dos problemas:

Problema 5. Encontrar el intervalo de X con mayor peso.

Problema 6. Encontrar dos intervalos disjuntos [x;,x;] y [z, 2] de X,
tales que el minimo de sus pesos sea mdrimo. Es decir, deseamos mazximizar
min{w[x;, z;], w[zy, 2]}

El Problema 5, es una variante del muy conocido problema de Bentley
del intervalo de peso maximo [11]. El problema de Bentley es el siguiente. Sea
X ={zo,...,2n—1} un subconjunto de R. Un intervalo [z;, z;] de X es aquel
que contiene los elementos x;,x;y1,...,%;, ¢ < j. El problema de Bentley
consiste en encontrar el intervalo de X de mayor peso. Obsérvese que en este
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problema ¢ < j, mientras que en el Problema 5 este no es necesariamente el
caso. Se sabe que el problema de Bentley puede resolverse en tiempo lineal
[11].

Notese que la solucién al Problema 5 tiene dos posibles formas, un in-
tervalo [x;,x;] tal que i < j, o bien un intervalo [z, 2] tal que [ < k. Una
solucion del tipo uno puede encontrarse utilizando un algoritmo para solu-
cionar el problema de Bentley. Por otra parte, si la solucién es de tipo dos,
entonces [zg, z;] es la unién de dos intervalos disjuntos [xg, zx] v [z, Zn—1],
que maximizan w|xg, x| +wlz;, xn—1]. Este caso puede resolverse en tiempo
lineal utilizando el resultado que aparece en [22]. Por lo tanto, el Problema
5 puede resolverse en tiempo O(n).

A continuacién mostramos como resolver el Problema 6 en tiempo
O(nlogn). En [19] los autores dan un algoritmo que soluciona el siguiente
problema:

Problema 7. Sea X una coleccion de nimeros reales. Se desea preprocesar
X en tiempo lineal de tal forma que para cualesquiera i < j < k <1, lo
siguiente pueda resolverse en tiempo constante: encontrar el intervalo [x, x]
de peso mdzximo, tal que 1 < s<jyk <t <l

Ahora mostramos el algoritmo deseado. Obérvese que si i = j en
el problema anterior, entonces [zs,x; es el intervalo de mdximo pe-
so contenido en [x;,7;] y que empieza en x;. Por otra parte, si X' =
{zo,.. ., Tn-1,Tn,...,Ton_1}, donde z,4+; = x; para toda i, 0 < i <n—1,
entonces al preprocesar X’ como en el problema anterior se consideraran
intervalos circulares de X.

Denotemos por Iy = [z, ;] y I2 = [z, 2] a los intervalos que son una
solucién al Problema 6. Noétese que no puede ocurrir que ¢ > j y k > .
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que i < j < k. Notese que como [
y I3 son disjuntos, entonces existe un indice ¢ tal que j <t < k, y el intervalo
de peso maximo contenido en [z;, ;] es 1, por otra parte el intervalo de peso
méximo contenido en [z;41, zy—1] es Iz. El problema se resuelve entonces al
encontrar los valores adecuados de ¢ y de t.

Ahora mostramos como resolver el Problema 6 en O(logn) para un va-
lor fijo de i. Para facilitar la presentacion, supongamos que ¢ = 0. Supon-
gamos por ahora que t es dado, y después mostraremos como encontrar-
lo. Primero encontramos el intervalo de peso maximo I;(¢) contenido en
[0, z¢]. Utilizando los resultados de [19] este puede encontrarse en O(1).
De manera andloga, podemos encontrar el intervalo de peso méximo I5(t)
contenido en [ry41,x,—1]. Nétese que como I;(t) es un intervalo de peso
maximo contenido en [xg, x|, entonces no hay otro intervalo mas pesado
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contenido en [z, zy], donde t' < t. Esto dos da la clave para buscar ¢: si
w(l1(t)) < w(l2(t)), entonces podemos descartar todos los valores t' < t.
Andlogamente, si w(I1(t)) > w(l2(t)), podemos descartar todos los valores
t' > t. Por lo que, para un valor fijo de 7 podemos encontrar ¢ en un nime-
ro logaritmico de pasos. Si repetimos este proceso para todos los posibles
valores de 7, 2 = 0,...,n — 1, entonces el siguiente resultado se sigue:

Teorema 2.2.2. Sea X una secuencia circular con n elementos. Existe un
algoritmo para resolver el problema de encontrar dos intervalos [x;, x;] y
[z, ;] de X que mazimicen el minimo de sus pesos, cuya complejidad es
O(nlogn).

2.2.2. Calculo de la discrepancia de un conjunto de puntos
en posiciéon convexa

Sea S un conjunto de m puntos en posiciéon convexa. En esta seccion
presentamos un algoritmo con complejidad O(nlogn) que calcula la discre-
pancia de Sy da la particién correspondiente.

Teorema 2.2.3. La discrepancia de un conjunto S de n puntos en posicion
conveza, pueda calcularse en tiempo O(nlogn) y espacio O(n).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que b < r.
El Teorema 2.2.1 implica que para calcular la discrepancia de S basta con
elegir el maximo entre D1(S), D2(5), D3(S). Por definicién Dy (S) = |r — b|.
A continuacién se muestra cémo calcular Da(S) y Ds(S5).

Asignamos pesos a los elementos de S, de tal forma que los puntos rojos
tienen peso +1 y los puntos azules tienen peso —1. Podemos por tanto
considerar a S como una secuencia circular.

Por el Lema 2.1.1, si II es una particién éptima, entonces contiene al
menos un elemento m-rojo y un elemento m-azul. Sea II= {57, 52}, y su-
pongamos que S; es m-azul y Sy es m-rojo. Tenemos que V(Sz) =19 — by =
(r—=rm)—(b—=0b1) =r—b+bi—r =r—b+V(S1) > V(S1). Por lo que Dr;(S5)
es maximo si y sélo si V(S1) es méximo, pero V(S7) es méximo cuando S;
es el intervalo de S con peso minimo (es decir, S tiene peso maximo). Por
lo que el problema se reduce a una instancia del Problema 5, y se resuelve
en tiempo lineal.

Por otra parte, si II= {51,552, 53} es una particiéon éptima de S, es
facil notar que si S; es m-azul (m-rojo), entonces S;;1 es m-rojo (m-azul),
donde la suma se toma modulo 3. Por otra parte, la suposicion de que
b < r implica que S7 y S3 son m-rojos, pues de otro modo la particion
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Optima tendria tamafo a lo mas dos. Por lo tanto, el problema de encontrar
D3(S) se reduce al de encontrar dos intervalos disjuntos de S, tales que el
peso minimo de dicha pareja sea maximo. Por el Teorema 2.2.2, esto puede
resolverse en O(nlogn).

[ |

2.3. Particiones con una recta

Recuérdese que si se estudia la discrepancia de un conjunto de puntos
para un tamano k de la particién, con k fijo, entonces llamamos a dicho
pardametro k-discrepancia, y lo denotamos por D(S). Cuando k = 2 llama-
mos al pardmetro discrepancia lineal de S. En esta seccién caracterizamos a
los conjuntos de puntos que tienen discrepancia lineal igual a uno, y damos
un algoritmo 6ptimo para decidir si la discrepancia lineal de un conjunto es
igual a una constante dada d. Antes de presentar los resultados introducimos
la notacién que se usara. Seanll 2’ y II,; los semiplanos abiertos acotados
por abajo y por arriba, respectivamente, por una recta no vertical £. Sean
Spr = {SNIL}, Sp- = {SNI,-} y Iy = {Sp+, Sp- }. La discrepancia lineal
de S es Dy(S) = max, dyy, (S), donde las rectas £ no contienen puntos de S.

Proposicién 2.3.1. Sea S = RU B, tal que r = b y D2(S) = 1, entonces
se cumplen las siguientes propiedades:

1. Bl cierre convexo de S es una cadena alternante.

1. Cuando los puntos de S se proyectan a cualquier recta, forman una
secuencia en la cual no hay tres puntos consecutivos con el mismo
color.

1. Para todo p € S en el cierre convero de S, el orden angular de los
elementos de S — {p} con respecto a p, es una secuencia con colores
alternantes.

w. Para toda recta ¢ que pasa por dos puntos de S del mismo co-
lor, digamos rojos, se cumple que ||Sp+ N R| — |S- NR|| = 1 y
||Se+ N B| —|S,- N B|| =1.

Es necesario notar que la propiedad i7 en la Proposiciéon 2.3.1 no es
suficiente para garantizar que Do(S) = 1, para un contraejemplo véase la
Figura 2.4(a). Por otra parte, si r # b las propiedades iii y iv en la misma
proposicién, no son necesariamente ciertas, véase la Figura 2.4(b) y 2.4(c).
A continuacién demostramos que si r = b, la propiedad v es suficiente.
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(a) (b) (c)

Figura 2.4: (a) Un conjunto que cumple la propiedad i y con D2(S) = 2. (b) Un conjunto
que no cumple con la propiedad ii y sin embargo tiene D2(S) = 1. (c) Un conjunto que
no cumple con la propiedad iv y que tiene D2(S) = 1.

El siguiente resultado, demostrado en [23] serd de utilidad.

Teorema 2.3.1. Sean P y Q) dos poligonos convexos disjuntos en el plano.
Eziste al menos una arista e de P o @ de tal forma que la recta £. que
contiene a e separa el interior de P y el interior de Q.

Lema 2.3.1. Sir = b, las siguientes dos proposiciones son equivalentes: (a)
Dy(S) = 1; (b) para toda recta ¢ que pase por dos puntos de S del mismo
color, V(Sp+) =V (S,-) = 1.

Demostracion. Es facil probar que (a) implica (b). Mostraremos ahora
que (b) implica (a).

Supongamos que Dy(S) = d > 2. Para demostrar la implicacién basta
con mostrar que bajo dicha suposicién existe una recta £ que pasa por dos
puntos de S del mismo color y tal que {V(Sy-), V(Sp+)} = {d,d — 2}.

Sea fy una recta que no pasa por ningin punto de S y tal que Ds(S) =
DHzO(S) = d. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢y es horizon-
tal. Como r = b, entonces Dy(S) = Dy, (5) = V(Sea“) = V(S)EO— = d,
y V,(Seg) = -V (SEE)' Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
V’(Sgg) > 0 (es decir que Szg es m-rojoy S, - es m-azul).

Sean Py @ los poligonos inducidos por los cierres convexos de S| oy S -
respectivamente. Sea p un vértice de P tal que existe una recta £’ que pasa
por p y que separa a P y a (). Nbtese que p debe ser rojo, de otro modo al
trasladar ¢ hacia arriba una pequena distancia, se obtendria un particién
IT" de S con discrepancia d + 1. De manera similar, todo punto g en ) para
el cual existe una recta que separa a P y a ), debe ser azul.

Por el Teorema 2.3.1, existe una arista e = (p,q) de P o de @, tal que la
recta £, que contiene a e separa a Py a (). Si e es una arista de P, entonces
usando la observacion del parrafo anterior, podemos demostrar que p y ¢ son
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rojos. Por lo tanto, {V(S,+), V(S,-)} = {d,d — 2}. Un argumento similar
funciona cuando e es una arista de Q). ]

La siguiente proposicion da cotas para la discrepancia lineal de S.
Proposicién 2.3.2. méx {1, |52 |} < Dy(S) < méx {|5°| ,min{r,b}}

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que » > b. El
Teorema del Ham Sandwhich [58] implica que existe una recta ¢ que pasa
por a lo més un punto rojo y a lo mds un punto azul, y tal que |S;+ N R| =
|Si-NR| = |%]| v |Si+NB| = |S;- NB| = | 4]. Existen cuatro casos distintos,
dependiendo de las paridades de r y de b. A continuacién mostramos que el
teorema es correcto para r y b pares, los tres casos restantes se demuestran
de forma similar.

Sir y b son ambos pares, entonces V(Sy+) = V(Sp-) = %b =dp,(S) <
Dy(S). Obsérvese que si |1 — b > 2 entonces “5° > 1. A continuacién
demostramos que si |r — b| < 1 entonces Da(S) > 1.

Sin pérdida de generalidad supongamos que b < r < b+ 1. Si existe un
punto azul p en Conv(.S), entonces sea ¢ una recta que separa a p de S—{p},
supongamos que p € Sj+. Tenemos V(Sy+) =1, V(Sp-)=r—-b+1> 1,y
Dy(S) > dm,(S) = 1. Si no existe ningtin punto azul en Conv(S), entonces
hay dos puntos rojos p y ¢, consecutivos en el cierre convexo de S. Sea £ una
recta que separa a py q de S —{p, ¢} y supongamos que p,q € S;+, entonces
V(Sp+) =2, V(Sp-) =b—r+2>1y Dy(S) > dn,(S) = 1. Esto prueba la
cota inferior. A continuacién mostramos que dicha cota es justa.

Sea X una cadena convexa alternante con b puntos rojos y b puntos
azules, y sea Y un conjunto de r — b puntos rojos. Coléquense los puntos
de Y al interior del cierre convexo de X. Sea /. una recta para la cual

dr,, (X) = 0, y que divide a Y en dos subconjuntos de cardinalidad L%J

y PLQW, respectivamente. Sea S = X UY’, obsérvese que dyy,_(S5) = L%J =

LTT_I’J Por otra parte, por el Lema 2.2.1, para cualquier recta £ se tiene
que dr,(X) € {0,1}. Si dr,(X) = 0, entonces dri,(S) = dr, (Y) < |52
Si dp,(X) = 1, entonces dp,(S) = min{|y — 1],|(r — b) — y + 1|}, donde
y = |Yj+|. Es facil demostrar que min{|y — 1|,|(r —b) —y +1|}< [Z52]. Por
lo tanto Dz (S) = dn,,(S) = | 2.

Ahora demostramos la cota superior. Supdngase, sin pérdida de genera-
lidad, que b = min{r,b}. Para demostrar que se cumple la cota superior,
debemos mostrar que dr, > b implica dpy, () < L%I’J Sea ¢ una recta para
la cual dry, > b. Entonces V/(S;+) > 0y V'(S;-) > 0, pues de otra forma, si
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por ejemplo V'(S;+) < 0 entonces V(Sy+) = [Si+NB|—|S;-NR| < |S;+NB| <
b, lo cual contradice nuestra suposicién. Por otra parte V'(S;+) > 0y
V'(S;-) > 0 implica que dy, < LTT_bJ Supéngase lo contrario, es decir
que V(Sp+) > LTT_bJ +1yV(S-)=(r—>b)—-V(S+)> LTT_I)J + 1. Entonces

r—b>2 LTT_I’J + 2, lo cual es una contradiccién. Si LT—_bJ < b, la cota supe-

2
rior es justa si tomamos conjuntos separables R y B. Si LTT_bJ > b, hemos

mostrado en el parrafo anterior como construir un conjunto con discrepancia

lineal igual a VT_bJ’ por lo que la cota es justa. |

2.3.1. Complejidad

En esta seccién demostramos que, dado un entero d, el problema de de-
cidir si Do(S) = d es 3-suma dificil. La clase de problemas 3-suma dificil
fueron definidos por Gajentaan y Overmars en [38]. Dicho en palabras sen-
cillas, un problema estd en la clase 3-suma dificil si existe un algoritmo para
resolverlo en O(n?), pero no se logra demostrar si dicho problema puede o
no resolverse en menos tiempo. Formalmente un problema estd en la clase
3-suma dificil si este se puede reducir al siguiente problema:

Problema 8 (3-suma). Dados tres conjuntos de enteros A, B,C tales que
|A| + |B| 4+ |C| = n, determinar si existen a € A, b € B y ¢ € C tales que
a+b+c=0.

Teorema 2.3.2. Dado un entero d > 1, es 3-suma dificil decidir si
Dy(S) =d.

Demostracion. Reduciremos nuestro problema al problema de la 3-suma.
La reduccién que presentamos es similar a la utilizada en [38].

Sea X = {z1,...,z,} un conjunto de n enteros. Supongamos que X
es una instancia del problema de la 3-suma, y supongamos, sin pérdida de
generalidad, que 1 < - < z; <0 < zj41 < - <2, (1 < j < n). Sea
M = méx{|z1],|zn|}. Si d = 1, coléquese un punto azul en (—2M,0) y un
punto rojo en (2M,0). Si d > 2, para cada 1 <1i < d—2, coléquese un punto
rojo en (—2M —i+1,0), y un punto azul en (2M +i—1,0). Sea € un nimero
real positivo pequeno, tal que € < 6#. Para cada 1 < i < n coléquese
un punto rojo p; en (r; — ,23), y un punto azul ¢; en (z; + &, z3); véase

la Figura 2.5. A continuacién mostramos que existe una recta que separa

tres parejas distintas (p;, ¢:), (pj,¢;) ¥ (P, qk) si y s6lo si (2, 3), (xj,xg’) y

(zk, x3) son colineales (es decir, z; + zj + x5 = 0).
Es claro que Dy(S) > d, puesto que Dy(S) = d para toda recta £ que
separe a dos parejas distintas (p;,¢;) ¥y (pj,q;). Si D2(S) > d, entonces
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existe una recta que separa a mas de dos parejas distintas, lo cual implica
que existen tres elementos en X que suman cero. Por lo tanto, existen tres
elementos en X que suman cero si y sélo si Da(S) # d. |

Del teorema anterior se sigue inmediatamente el siguiente resultado:

Teorema 2.3.3. Calcular la discrepancia lineal de un conjunto de n puntos
en el plano es 3-suma dificil y puede hacerse en O(n?) tiempo.

Demostracion. La complejidad se sigue del Teorema 2.3.2, y Do(.S) puede
calcularse utilizando el espacio dual. |

YA

Figura 2.5: Construccién del conjunto utilizado en la prueba del Teorema 2.3.2, cuando
d=>5.

2.4. Conclusiones

El problema de determinar la discrepancia de un conjunto de puntos en
posicién general parece ser desafiante. Hasta el momento de la redaccién de
este trabajo, no se ha podido ni siquiera caracterizar los conjuntos de puntos
con discrepancia uno. Sin embargo, es facil ver, por ejemplo, que siempre se
pueden construir conjuntos con cualquier discrepancia.



CAPITULO 3

Grafica geométrica tipo Johnson

Sean [ < k < n enteros positivos, y sea N el conjunto {1,2,...,n}. La
grafica de Johnson J(n, k), es la gréfica que tiene como conjunto de vértices
a todos los posibles subconjuntos de N con k elementos (k-subconjunto),
dos de los cuales son adyacentes si comparten exactamente k — 1 elementos.
La Figura 3.1(a) muestra .J(4, 2). Por otra parte, la grdfica de Johnson gene-
ralizada GJ(n,k,l) [43], se define como la gréfica cuyo conjunto de vértices
son todos los posibles k-subconjuntos de N, dos de los cuales son adyacen-
tes si comparten exactamente [ elementos; véase la Figura 3.1(b). En el caso
particular en el que | = 0, la grafica GJ(n, k, ) se conoce como la grdfica de
Kneser. En este capitulo definimos y estudiamos una versiéon geométrica de
la grafica de Johnson generalizada.

Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posicién general. Llamamos
a un subconjunto I de S una isla si Conv(I)NS = I, donde Conv(I) denota
el cierre convexo de I. Si I contiene k elementos, entonces la llamamos k-isla.
Véase la Figura 3.2. En este capitulo estudiamos la siguiente grafica:

Definicién 3.0.1 (Gréfica de islas tipo Johnson generalizada). Sea S un
conjunto de n puntos en el plano, y sean | < k < n enteros positivos.
Definimos a la grdafica de islas tipo Johnson generalizada 1J(S,k,l), como
la grdfica cuyo conjunto de vértices consiste de todas las posibles k-islas de
S, dos de las cuales son adyacentes si comparten exactamente l-elementos.

Esta gréafica estd intimamente relacionada con algunos problemas estu-
diados en el area de la Geometria Combinatoria. Por ejemplo, considérese
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{1,2}

(1,2}

(3,4} 14,5}

{14} 13} {2,5} {13}

Figura 3.1: (a) La grafica de Johnson para n = 4 y k = 2. (b) La gréfica de Johnson
generalizada paran =5k =2y [ = 0.
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L] L]
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o o
(a) Isla. (b) No isla.

Figura 3.2: Un subconjunto de 5 puntos que es una 5-isla, y un subconjunto de 5 puntos
que no es una 5-isla.

una 3-isla de S, ndtese que los elementos de dicha isla son precisamente los
vértices de un tridngulo vacio. Por tanto, el nimero de vértices de I.J (S, 3,1)
es el nimero de tridngulos vacios de S. El problema de contar el minimo
nimero de tridngulos vacios en un conjunto de puntos es un problema bas-
tante estudiado [9, 7, 29, 54, 65].

Otro problema estrechamente relacionado es el que se plantea en [8]:
jcudl es el minimo ntmero de tridngulos vacios que tienen una arista en
comun? Véase la Figura 3.3. Este problema es equivalente al de determinar
el nimero de clan de 1.J(S, 3,2). Recuérdese que el nimero de clan de una
grafica es igual al ndmero de vértices de una subgréafica completa maximal
de ésta.
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Figura 3.3: Tres tridngulos vacios que comparten una arista.

En general, la grafica de islas I.J(S, k,[) es una subgréfica inducida de
la grafica de Johnson generalizada GJ(n, k, 1), puesto que cada k-isla es un
k-subconjunto, pero no cada k-subconjunto es una k-isla. Sin embargo, si S
estd en posicién convexa, entonces I.J(S, k,1) y GJ(S, k,1) son isomorfas, ya
que cada k-subconjunto de S es una k-isla.

Los resultados que presentamos en este capitulo comienzan el estu-
dio de la gréfica de islas tipo Johnson generalizada. En particular demos-
tramos que si n es suficientemente grande con respecto a k y [, enton-
ces IJ(S,k,l) es conexa, y que el didmetro de dicha grafica es a lo més
O (logn) + O (ﬁ) + O (k — ). Ademds, exhibimos un conjunto S de pun-

log n—logk)
log(k—1)

La estructura del capitulo es la siguiente. En la Seccién 3.1 estudiamos la
grafica I.J(S, k,1) para el caso particular en el que S es un conjunto de puntos
en la recta real, y utilizando estos resultados analizamos el caso en el que
todos los puntos de S, salvo uno, estan alineados. Después, en la Seccién 3.2
estudiamos I.J(S, k,[) cuando los puntos en S estédn en posicién general, y
demostramos que la grafica es conexa cuando n es suficientemente grande
con respecto a k y [. En la Seccion 3.3 presentamos resultados respecto al
didmetro de la grafica, y en la Seccién 3.4 concluimos el capitulo con algunos
comentarios finales.

tos para el cual I.J(S,k,[) tiene didmetro mayor o igual af) (

3.1. Puntos en la recta real

Comenzamos el estudio de la gréfica de islas tipo Johnson generalizada,
considerando el caso en el que el conjunto de puntos esta en la recta real.

3.1.1. Puntos alineados

Sea S = {x1,z2,...,2,} un conjunto de n puntos en la recta real,
y sean [ < k < n enteros positivos. Un intervalo de S de cardi-



38 Grafica geométrica tipo Johnson

(] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

L] L] L[] L] L] L] L] L] L] L] L] (]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 3.4: Dos 6-islas distintas en un conjunto de 12 puntos.

L[] L]
1 2 3

L] L] [ ]
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Figura 3.5: Tres 6-intervalos que se intersecan en 2 elementos.

nalidad k (k-intervalo), es un subconjunto de k elementos consecutivos
{zi,Tit1,...,Tirk—1} de S. Nétese que, en este caso en el que los elementos
de S estan en la recta, un k-intervalo de S es precisamente una k-isla de S;
véase la Figura 3.4. Deseamos estudiar la grafica I.J(S, k, ).

Observemos primero que dos k-intervalos de S son adyacentes en
I1J(S,k,1) si se intersecan en exactamente [ elementos; por lo tanto, si { > 0,
cada k-intervalo de S es adyacente a lo méas a dos k-intervalos: el que con-
tiene sus primeros [ elementos y el que contiene sus ultimos [ elementos.
La Figura 3.5 ilustra esta observacion. El caso en el que [ = 0 es distinto,
puesto que dos intervalos son adyacentes en I.J(S,k,0) si y sélo si no se
intersecan; por lo que en este caso un intervalo puede ser adyacente a mas
de dos. Analizaremos el caso [ = 0 al final de la seccion, por lo que, al menos
que se haga explicito, suponemos por ahora que [ > 0.

De la observacién hecha en el parrafo anterior, se sigue facilmente que
el grado maximo de cada vértice en I.J(S, k,1) es dos. Nétese ademds que el
primer y el iltimo intervalo tienen siempre grado méaximo uno, por lo que
la gréfica es aciclica. Por lo tanto, I.J(S,k,[) es una coleccién de caminos
disjuntos. En los siguientes parrafos se describen dichos caminos.

Para 0 <r < k—1, sea A, ; el intervalo de S con exactamente i(k—1)+7r

puntos a su izquierda, 0 < i < L"EZ_TJ Es decir que A,; consta de los

PUNtos {Zi(k—1)1r1s -« - » Ti(h—t)4r+14(k—1) }» tal que (k=) +r+14+(k—1) <
n; véase la Figura 3.6. No es dificil notar que en IJ(S, k, 1), A,; es adyacente
a Ayiy1, siempre y cuando (i +1)(k —1)+r+1+ (k—1) <n.

Dadas las observaciones anteriores, podemos ahora escribir explicita-
mente los caminos que conforman a J(S,k,l). Para un entero rijo r, sea
P, la subgrafica de IJ(S,k,l) inducida por el conjunto de intervalos A, ;,

1=20,..., ["EEZ_TJ De todo lo anterior se sigue que cada P, es un camino
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Ao,o A071 AO,Q
°

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Figura 3.6: Algunos intervalos y sus etiquetas para un conjunto con n = 16,k =6,y | = 2.
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Figura 3.7: La grafica 1.J(S,6,2) para n = 12.

inducido de I.J(S,k,1). Por lo tanto tenemos el siguiente resultado, el cual
describe la estructura de I.J(S, k,1).

Teorema 3.1.1. Sil > 0, entonces para cada v, 0 < r < k—1, P. es un
camino inducido de 1J(S,k,l). Ademds el conjunto {P.|0 < r < k —1} es
una particion de 1J(S,k,l) en caminos disjuntos.

La Figura 3.7 ilustra la estructura de la grafica I.J(S,k,[) para el caso
particular en el que n =12,k =6y [ = 2.

Como se mencioné antes, para el caso en el que [ = 0 la estructura de la
grafica es distinta a la descrita en el Teorema 3.1.1. Si [ = 0 entonces dos in-
tervalos son adyacentes en I.J(S, k, 0) si y sélo si no se intersecan. Considére-
se cualquier intervalo {z;,...,z;1x_1} de S, claramente este intervalo es ad-
yacente en I.J(S, k,0) a todos los intervalos de la forma {4, ..., Titj+k—1},
tales que j > k. De esta observacion se sigue facilmente que si n > 3k — 1,
entonces la grafica es conexa y que su didmetro es a lo mas 3.

Cabe mencionar que, salvo los casosenlosquel =0,on =k, 0l =k—1,
la grafica I.J(S, k,1) es disconexa cuando los puntos en S estdn en una recta.
Extraordinariamente, al agregar sélo un punto fuera de la recta, la grafica
se vuelve conexa. Estudiamos este caso en la siguiente seccién.
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A/

T,

Ar,i

Figura 3.8: Dos posibles islas en S’.

3.1.2. Puntos casi alineados

Sea S un conjunto de n—1 puntos sobre una recta horizontal h. Definimos
el conjunto S’ como S’ := S U {z}, donde z es un punto que no estd en h.
En los siguientes péarrafos analizamos la estructura de I.J(S', k,1).

Decimos que un punto en S estd a la izquierda de una isla I de S’ si este
esta a la izquierda de cada uno de los puntos de I Nh. Para 0 <r < k —1
hay dos k-islas que tienen exactamente i(k — ) + r puntos a su izquierda:
una contiene a = y la otra no lo contiene. Llamaremos a estas islas A,; y
A} ; respectivamente; véase la Figura 3.8.

De la misma manera en que lo hicimos en la seccién anterior, para un
valor fijo de r, definimos P, como la subgréfica de I.J(S’, k,1) inducida por
todas las islas A, ;. Y definimos como P} a la subgréfica de IJ(S5, k,1) in-
ducida por todas las islas A’M

La estructura de I.J(S’, k,1) cuando [ < 2 difiere a la estructura de esta
cuando [ > 2. En lo que sigue de esta seccion supondremos que [ > 2,y
analizamos el caso restante al final de la misma.

Nétese que la subgrafica de IJ(S',k,1) inducida por las islas A, ;, es
precisamente [.J(S, k, ). Por otra parte, no es dificil notar que la subgrafica
inducida por las islas A;J- es isomorfa a I.J(S,k — 1,1 —1). Por lo tanto, las
islas A,; y Ay iy1 son adyacentes en I.J(S', k, 1), puesto que son adyacentes
en 1J(S,k,1). Por otra parte obsérvese que si A,; y A, i+1 son adyacentes,
entonces también lo son A, ; y Aj ., ya que A,; y Ay, se intersecan en
exactamente [ elementos. La Figura 3.9 muestra la gréfica I1J(5’,k,[) para
n = 3.

De las observaciones anteriores obtenemos el siguiente Lema.

Lema 3.1.1. Sil > 2, entonces en I1J(S, k,1):
i. Ari es adyacente a Arii1y a Ay .

it. Al . es adyacente a A;«,i+1: yaAr 1418 >1,0aAr 41, sir=0.

T8
Ademds, cada una de las aristas de [J(S',k,1) cae en uno de estos tipos
de adyacencias.
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Figura 3.9: La grafica de islas 1J(S’,6,2) para 13 puntos.

Una vez que hemos descrito la estructura de la grafica, podemos analizar
dos de sus propiedades: la conexidad y el didmetro. Enunciaremos primero
una proposiciéon que sera de utilidad.

Proposicion 3.1.1. Sin > 3k — 2l — 1, las siguientes islas siempre existen
en S':

Las islas Ayp, con 0 <r <k —1.

Las islas Ayq, con 0 <r <k—1—-1.

Las islas Ay, con 0 <r <k —1.

Las islas Ay ;, con 0 <r <k —1.

Demostracion. Basta con demostrar que si n > 3k — 2l — 1, las islas
Ap_1-21y A§€717171 siempre existen. Recuérdese que la isla A,.; tiene i(k—1)+
r puntos a la izquierda, por lo que Ay_;_2 1 comienza en el punto 2(k—1)—1
y termina en 2(k —[) — 1 + k = 3k — 2] — 1, por lo que siempre existe. Por
otra parte, la isla A;C_l_m comienza en el punto 2(k — 1) — 1 y termina en
el punto 2(k —1) — 1+ k — 1 =3k — 2] — 2, por lo cual siempre existe. MW
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Figura 3.10: La grafica I.J(S’,6,2) con n = 15. Las aristas punteadas ilustran el camino
usado en el Teorema 3.1.2.

El siguiente resultado nos da condiciones para asegurar que la gréfica
IJ(S' k1) es conexa.

Teorema 3.1.2. Para l > 2, la grdfica IJ(S’, k1) es conexa si y solo si
n>3k—-2l—-1on=%.

Demostracion. Primero supongamos que n > 3k — 2l — 1. Sea 7 :=

670A671A070A0,1 "'A;c—l—l,O ;c—l—l,lAk—l—LO' Por el Lema 3.1.1, 7 existe
y es un camino en [J(S", k, 1), y ademés sabemos que también P, y P/ son
caminos, 0 < r < k —1[ — 1. Véase la Figura 3.10. Como para cada r, w
contiene al menos un vértice de P, y al menos un vértice de P/, se sigue que
IJ(S,k,1) es conexa.

Por otra parte si n < 3k —2[ — 1, entonces en S hay menos de 3k — 2] —2
puntos. Por lo tanto, existe una k-isla que contiene a = y tiene menos de
k — [ puntos a su izquierda, y menos de k — [ puntos a su derecha. Esta isla
es un vértice aislado en IJ(S’,k,1). Si n = k, este vértice es el tnico en la
grafica, por lo que esta es conexa. Pero si n > k, hay al menos dos k-islas, y
por lo tanto la grafica es disconexa. |

Una vez que hemos demostrado que la grafica es conexa, podemos dar un
resultado respecto a su didmetro. La siguiente cota se sigue del Lema 3.1.1
y del Teorema 3.1.2.

Proposicién 3.1.2. Si IJ(S',k,l) es conexa, entonces su didmetro es
e} (L—k)

k=1 )
Demostracion. Sea Q el conjunto de caminos {P/|0 <r < k—I}U{P,|0 <
r < k —1}. Nétese que cada vértice de IJ(S’ k, 1) esta en algin elemento
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de Q. Témense dos vértices v y v de IJ(S’, k,1). Supongamos que u estd en
Qu € Q, y que v estd en (), € Q. Por la Proposicion 3.1.1, el camino 7 :=

670A6,1A0’0A071 ce A;C—Z—I,OA;f—l—l,lAk—l—lyo existe en IJ(S/, k’, l) Noétese
que 7 une un vértice v’ de @, con un vértice v de @Q,. Por lo tanto el
camino uQ@Q,u'mv'Q,v conecta u y v. Nétese que la longitud de este camino

es O (2—:’;) +O(k—1), puesto que cada camino en @ tiene longitud O (Z—j)
y 7 tiene longitud O(k —1).
Sea u el primer vértice de Py y sea v el dltimo vértice de P“.,l |- La

distancia entre estos dos vértices es() (’;—:’;) +Qk-1). [

Como se discutié en la seccién anterior, si |S| > 3k — 1 la grafica
1J(S,k,0) es conexa y su didmetro es a lo mas 3; como ademads la subgrafica
de IJ(S,k,l) inducida por las islas A;ﬂ- es isomorfa a I.J(S,k— 1,1 —1), se
sigue facilmente que:

Proposicién 3.1.3. Sin > 3k, IJ(S',k,0) y IJ(S',k,1) son conexas y su
diametro es a lo mds 4.

En la siguiente seccién, analizamos la estructura de la gréafica cuando el
conjunto de puntos S estd en posicién general.

3.2. Puntos en posicion general

En esta secciéon presentamos resultados respecto a la conexidad de la
grafica de islas tipo Johnson generalizada, para un conjunto de puntos en
posicién general.

Sea P un conjunto de n puntos en posicién general en el plano. Supon-
gamos que los elementos de P estédn etiquetados como {pg,pi,...,Pn—1},
de tal forma que pg es el elemento en P con mayor coordenada y, y que
Pi,--..,Pn_1 estan ordenados radialmente con respecto a pg, de izquierda a
derecha; tal y como se observa en la Figura 3.11.

Sea P;j, 1 < i < j, el subconjunto de P que contiene los elementos
pi € P, tales que ¢ < I < j. Obsérvese que P;; es una isla de P, y que
también lo es P/ ; = P; j U {po}. Llamamos a una isla de cualquiera de estos
tipos proyectable; véase la Figura 3.12. Nétese que no necesariamente todas
las islas de P son proyectables.

Nuestro interés en las islas proyectables, estd motivado por su cercana
relacion con las islas que aparecen en los conjuntos de puntos estudiados
en la Seccion 3.1.2. El siguiente lema describe dicha relacién. Recuérdese la
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Figura 3.11: La etiquetacion del conjunto de puntos P.
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Figura 3.12: Una 4-isla proyectable y una 4-isla no proyectable.
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definicién de S’ presentada en la seccién anterior: sea S un conjunto de n—1
puntos sobre una recta horizontal h; definimos S’ := SU{z}, donde x es un
punto que no esta en h.

Lema 3.2.1. La subgrdfica de I1.J(P,k,l) inducida por las islas proyectables
de P es isomorfa a IJ(S', k,1).

Como consecuencia del Lema 3.2.1 y del Teorema 3.1.2,sin > 3k—2l—10
n = k, la subgrafica de I.J(P, k,[) inducida por las islas proyectables de P es
conexa. Por lo tanto, para demostrar que I.J(P, k,l) es conexa, es suficiente
con mostrar que siempre existe un camino que conecta a cualquier isla de P
con una isla proyectable. En los siguientes parrafos se demuestra que dicho
camino existe.

Sea A una isla de P tal que |A\ {po}|> 2. Nétese que py no necesaria-
mente pertenece a A, en tal caso A\ {pp} = A. Definimos el peso de A como
la diferencia entre el indice mayor y el menor de los puntos en A\ {po}.
Noétese que una isla con peso k — 1 es proyectable.

Lema 3.2.2. Sea A una isla no proyectable de P. Sin > (k—1)(k—1+1)+k,
entonces A es adyacente en IJ(P,k,l) a una isla proyectable, o a una isla
cuyo peso es menor que el peso de A por al menos k — [.

Demostracion. Sea A una k-isla de P. Sean p;,,...,p;,, los elementos de
A distintos de pg, considerados en el orden ya establecido anteriormente para
P. Si A contiene a pg, entonces m es igual a k — 1, de lo contrario m es igual
a k. Considérense todos los intervalos maximales de P\ {po} que contienen
exactamente [ elementos consecutivos de A:

[p1:pi,) = {pj € P\{po}l <j <41} (3.1)
(Dipy 13 Pin1] {pj € P\{po}lim—1 <j<n-—1} (3.2)

y, para toda h tal que 1 < h<m-—-1[-1,

(Pir> Pingiin) = {pj € P\Apo}lin < Jj <intiy1} (3.3)

Llamamos al intervalo a la izquierda de A (3.1) y al intervalo a su derecha
(3.2) intervalos finales; al resto (3.3) los llamamos intervalos medios. A
continuacién demostramos que existe una isla adyacente a A en IJ(P, k,I)
con las propiedades deseadas, y contenida en uno de estos intervalos.
Nétese que hay a lo mas k — [ + 1 intervalos, y que cada elemento de
P\ {po} estd en al menos uno de ellos. Por lo tanto, como n > (k —)(k —
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Figura 3.13: I es un intervalo medio (k=10, 1=3).

[+ 1) + k, uno de estos intervalos debe contener al menos (k — 1) puntos de
P\ A. Llamamos a tal intervalo I. Exhibimos ahora la isla deseada.

Si I es un intervalo medio de P de la forma (p;,,pi,_,.,), entonces ha-
cemos J := {pi,, |, Dipyos- - Piny ) (81 =0, entonces J := {(}). Sea B el
conjunto de los k — [ puntos de I \ A més cercanos a Conv(J) (si ! =0, en-
tonces B es cualquier k-isla en I\ A). La k-isla JU B (véase la Figura 3.13)
es adyacente a A en I.J(P,k,l), y su peso es menor que el peso de A por al
menos k — [.

Si I es un intervalo final, entonces sean pg y pg el primero y el Ultimo
punto en ANI, respectivamente. Si [pg, pg] contiene al menos k—1 elementos
de P\ A, entonces procedemos como en el caso en el que I es un intervalo
medio; véase la Figura 3.14(a). De no ser asi, entonces hay r < k — [ puntos
de P\ A en I. En este punto hay dos posibles casos:

i) Si I es el primer intervalo, entonces sea B el conjunto de los k — 1 —r
puntos anteriores a pg en PN A.

ii) Si I es el tltimo intervalo, entonces sea B el conjunto de los k — [ —r
puntos posteriores a pg en PN A.

Nétese que en cualquiera de los dos casos [ps, pp]UB es una isla proyectable
adyacente a A; véase la Figura 3.14(b). [

Podemos ahora establecer el siguiente resultado.

Teorema 3.2.1. Sin > (k—1)(k—1+1)+k, entonces [J(P,k,l) es conexa
y su didmetro es O(3™) + O(k —1).
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(a) Isla de menor peso que A. (b) Isla proyectable.

Figura 3.14: I es un intervalo final (k=10, 1=3).

Demostracion. Sean Ay B k-islas. Aplicando sucesivamente el Lema 3.2.2
encontramos dos secuencias de islas adyacentes: A := Ag, A1,...,Any B :=
By, B, ..., B, en estas secuencias cada isla tiene peso menor a la anterior
en por lo menos k — [, y la ultima isla es proyectable. Es decir, hemos
encontrado un camino entre cada isla y una isla proyectable. Como el peso
de la isla inicial es a lo més n, entonces estos caminos tienen longitud a lo
més O(%).

Por el Lema 3.2.1, la subgrafica de islas proyectables contiene a
IJ(S',k,l) como subgrifica. Por otra parte, como consecuencia del Teo-
rema 3.1.2 y la Proposiciéon 3.1.2, 1J(S’,k,l) es conexa y tiene didmetro
o=y + Ok —1).

Por lo tanto, la grafica I.J(P, k,l) es conexa y su didmetro es O(") +
Ok —1). |

3.3. Diametro

En el Teorema 3.2.1 de la seccién anterior, se establecié una cota superior
para el didmetro de IJ(P, k,l), en esta seccién se mejora dicha cota y se
presenta un conjunto de puntos que nos permite establecer una cota inferior.

3.3.1. Cota superior

En los siguientes parrafos presentamos un resultado que, para el caso en
el que | < k/2, mejora la cota para el didmetro de I.J(P,k,l) establecida
en el Teorema 3.2.1. La estrategia a seguir es del tipo divide y vencerds.
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Es decir, establecemos un lema que, dadas dos islas A y B, nos permite
encontrar una isla adyacente a A y otra adyacente a B y descartar la mitad
de los puntos de P.

Lema 3.3.1. Sean A y B dos k-islas de P. Sin >2((k—1)(k—1+1)+k) y
I < k/2, entonces existe un semiplano H tal que (k—1)(k—1+1)+k < |HN
P| < n/2, y con la propiedad de que A y B, consideradas como vértices de

IJ(P,k,l), tienen cada una de ellas una isla vecina completamente contenida
en H.

Demostracion. Sea ¢ una recta tal que en cada uno de los semiplanos que
define hay [k/2] puntos de A y [k/2] puntos de B. Por el teorema ham
sandwhich [58] podemos asegurar que dicha recta siempre existe.

Sea ¢ un vector afin ortogonal a £ y sea H el semiplano tal que H =
{z|x - ¥ < 0}. Supongamos que |H N P| < n/2. Si por otra parte, |H N
P| < (k—1)(k—1+1)+ k, entonces movemos ¢ en direccién a ¥ hasta que
|[HNP| > (k—1)(k—1+1)+k. Nétese que en tal caso, H contendrd tantos
puntos de A y B como lo hacia originalmente, y como estamos suponiendo
que n > 2((k —1)(k — 1+ 1) + k), también contiene a lo mas n/2 puntos de
P.

Mostraremos ahora que siempre existe una isla adyacente a A con las
propiedades deseadas; la isla adyacente a B se puede encontrar de manera
similar.

Sea P’ := PN H, ordénense sus elementos con respecto a su distancia a /,
de tal forma que P’ = {p1,...,pm}. Sean p;,, ..., p;, los elementos de ANP’
en dicho orden. Tal como se hizo en la demostracion del Lema 3.2.2, consi-
deramos intervalos maximales de P’ que contienen exactamente [ elementos
consecutivos de A. Dado que H contiene al menos k/2 elementos de A y es-
tamos suponiendo que | < k/2, podemos asegurar que hay al menos uno de
estos intervalos. El resto de la demostracion emplea los mismos argumentos
que la demostracién del Lema 3.2.2 para encontrar una isla adyacente a A
contenida en uno de estos intervalos.

[ |

Usando el lema anterior obtenemos la siguiente cota superior para el
didmetro de la grafica de islas tipo Johnson generalizada.

Teorema 3.3.1. Sin > 2((k—0)(k—1+1)+k) yl < k/2, entonces el
didmetro de IJ(P,k,1) es O(logn) + O(5) + O(k — 1).

Demostracion. Considérese el siguiente algoritmo.
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Sean A y B dos k-islas de P. Comenzamos haciendo Ag := A, By :=
B,Py:=P,nyg:=nei=0.

Mientras n; > 2((k—!)(k—Il+1)+k) aplicamos el Lema 3.3.1 a P;, A; y B;.
En cada paso obtenemos el semiplano H; tal que (k—1)(k—1+1)+k < |H;N
P;| < n;/2,y que contiene a dos islas A;+1 y B;y1 que son adyacentes a A; y
B, respectivamente, en I.J(P, k,l). Hacemos P11 = H; N P;, njt1 := | Pit1|
e i :=1+ 1, y continuamos la iteracién. Notese que este proceso lo podemos
hacer a lo mas O(logn) veces.

En la dltima iteracién, obtenemos un conjunto Pj, tal que (k —1)(k —
I+1)+k < |Pj| <2((k—=1)(k—1+1)+ k. Las islas A; y B; estan con-
tenidas en Pj, y estan unidas por un camino de longitud O(logn) a Ay a
B respectivamente. En este punto, aplicamos el Teorema 3.2.1 para obtener
un camino entre A; y B; de longitud a lo més O(%) +O(k—1).

Concatenando los tres caminos obtenemos un camino de longitud a lo

més O(logn) + O(7£;) + O(k — 1) entre Ay B en IJ(P,k, ). |

3.3.2. Cota inferior

Para dar una cota inferior en el didmetro de I.J(P,k,!), usamos el con-
junto de Horton [50]. Seguimos la descripcién usada en [59] para presentarlo.

Dados dos conjuntos de puntos en el plano X y Y, decimos que X
estd muy por encima de Y si X estd arriba de cada recta que contenga
dos elementos de Y. Por otra parte, decimos que Y estd muy por debajo de
X siY estd abajo de cada recta que contenga dos puntos de X.

Sea Hp un conjunto de n puntos en el plano, de tal manera que ningin
par de sus puntos definen una recta vertical. Un elemento p € Hy es llamado
par si el nimero de elementos de Hy a la izquierda de la recta vertical que
pasa por p es impar, de otro modo es llamado impar. Obsérvese que si se
etiquetaran los elementos de Hy como x1,...,x, respecto a su coordenada
x, los elementos pares (respectivamente impares) de Hy, son aquellos que
tienen subindice par (resp. impar).

Sea Hyg el conjunto que contiene a los elementos pares de Hy, y sea Hyp
el conjunto que contiene a los elementos impares de Hy. Sea i una cadena
de 0's y 1’s, y sea H; un conjunto de puntos que no contiene dos elementos
en una recta vertical, definimos H;y y H;; de manera recursiva como los
subconjuntos de H; que contienen, respectivamente, a los elementos pares y
a los elementos impares de H;.

Entonces, Hygg es el conjunto que contiene a los elementos pares de Hyo,
v Hoo1 el que contiene a los elementos impares.



50 Grafica geométrica tipo Johnson

Definicion 3.3.1. Un conjunto finito de puntos Hy, es un conjunto de Hor-
ton si cada recta vertical contiene a lo mds un elemento de Hy, y si |Hp| < 1
o se cumplen las stguientes condiciones:

= Ambos Hyg y Ho1 son conjuntos de Horton.
» Hy estd muy por encima de Hyp.

= Hyy esta muy por debajo de Hy; .

La Figura 3.15 muestra un conjunto de Horton.

Hy

Figura 3.15: Un conjunto de Horton con 16 puntos.

Ha sido demostrado en [50] que siempre existen los conjuntos de Horton
de cualquier tamano. Sea Hy un conjunto de Horton con n puntos, y sea A
una isla de Hy. Es facil ver que podemos asociar con A una tnica cadena
binaria a, de tal manera que H, contiene a A, pero ni Hyg ni H,; la contienen.

Dada una isla A de Hy definimos la profundidad de A, §(A), como la
longitud de la cadena de ceros mas larga s := 00...0, de tal forma que
H; contiene a A. Por ejemplo, supongamos que los elementos de Hy estan
etiquetados como {z1,...,z,}, de acuerdo con el orden determinado por
su coordenada x. Entonces, d(x1) = 1,(x2) = 2,0(x3) = 1,0(xq) = 3,
véasea la Figura 3.16.

Noétese que la profundidad de una isla es la profundidad de su punto
menos profundo.

Los siguientes dos lemas seran de utilidad para demostrar el resultado
principal de la seccion.

Lema 3.3.2. Sean x; y x; dos puntos de Hy, tales que x; estd a la iz-
quierda de xj (i < j), y sea x un punto con profundidad menor que
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Figura 3.16: La profundidad de los elementos de Hy.

d({xi,x;}). Entonces la isla A = Ho N Conv({z;,z;,xk}) tiene al menos
20(zixi ) =0(xe)=1 _ 1 puntos x,, con profundidad mayor que la profundidad
de xk, y tal que i < m < j.

Demostracion. Sea A := Hy N Conv({x;,x;,x}). Procederemos por in-
duccién sobre r = §({x;, x;}) — 0(z).

Si r = 1, no hay nada que demostrar puesto que 2"~! —1 = 0.

Supongamos entonces que r > 1. Sea H, el conjunto asociado con A.
Nétese que zj, estd en H,; mientras que x; y x; estdn ambas en Hgyo; de
hecho, como estamos suponiendo que r > 1, entonces ambas estan en H .
Considérese el conjunto H,g, como este es un conjunto de Horton, A contiene
al menos un punto en H,o1 entre x; y ;. De entre todos esos puntos, elfjase
el que tenga menor coordenada y, sea dicho punto z}. La profundidad de
), es mayor en uno que la profundidad de xj. Por la hipéteses inductiva, la
isla Hy N Conv({z;,x;,},}) contiene un conjunto I con al menos 2" 2 — 1
puntos. Estos puntos estdan por debajo de . (entonces en Hygp), y entre x;
y xj. Por lo tanto I estd contenido en A.

Para cada punto en I, considérese el siguiente punto a su derecha, x,,,
en H,y. Este punto debe estar en H,p1. Por lo tanto, d(zx) < d(zpm) v
i < m < j. Entonces hay 2”72 — 1 puntos adicionales en A. Nétese que el
punto a la derecha de x; en H,g no ha sido contado. Por lo tanto, A tiene al
menos 2" 2 —14+2""2 — 41 =2""1 — 1 puntos con profundidad mayor que
la profundidad de xj, y que estan entre x; y x;. |

Lema 3.3.3. Si A y B son dos islas de Hy adyacentes en 1J(Hy, k,l) (con
[ >2), entonces |6(A) — d(B)| = O(log(k —1)).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que la profundi-
dad de A es mayor que la profundidad de B. Sea C' la isla A N B. Noétese
que la profundidad de C es al menos la profundidad de A.
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Si xp es el punto menos profundo de B, entonces d(xp) = §(B), y dicho
punto estd por encima de C'. Considérese una arista del cierre convexo de
C, cuya recta soporte separa a C'y 3. Sean x; y x; los puntos finales de
dicha arista. Entonces, por el Lema 3.3.2, la isla Hy N Conv({z;,z;,zp})
contiene al menos 20({#i:2iH)=0(@p) =1 > 93(4)=3(B)=1 pHuntos, ninguno de los
cuales estd en C. Sin embargo, como estos puntos estdn en B, hay a lo mas
k — [ de ellos. Por lo tanto, 6(A) — 6(B) = O(log(k —1)). [ |

En el siguiente teorema se establece el resultado respecto al diametro de
IJ(Ho,k,1).

Teorema 3.3.2. El didmetro de I.J(Hy, k,l), paral > 2, es 9(%).

Demostracion. Sea A la isla de Hp con la mayor profundidad posible,
la cual es [logy(n/k)]. Sea B una isla con profundidad 0. Nétese que en
cualquier camino entre Ay B en I.J(Hy,k, 1), la profundidad de dos elemen-

tos consecutivos difiere por O(log(k — 1)). Por lo tanto, cualquiera de esos

log(n)—log(k) ). m

caminos tiene longitud Q( T (F—1)

Cabe mencionar que el didmetro de la grafica de Johnson generalizada
puede ser muy distinto al de la grifica de islas tipo Johnson generalizada.
El didmetro de GJ(n,k,1) es O(ﬁ) cuando n es suficientemente grande,

mientras que el didmetro de IJ(P,k,l) puede ser §) gl(oz)(;l_olg)(k)), como se

demostrd en el teorema anterior.

3.4. Conclusiones

En este capitulo se presentaron resultados respecto al didmetro de la
grafica de islas tipo Johnson generalizada. Se presenté una cota inferior y
una cota superior para el mismo en el caso en el que | < k/2. Las cotas sin
embargo no son justas. Un problema abierto es cerrar la brecha entre dichas
cotas.

Por otra parte, determinar una cota inferior y una cota superior para el
didmetro de I.J(P, k,l), en el caso en el que [ > k/2, parece un problema
desafiante. Creemos que el didmetro cambiard bastante cuando [ sobre pasa
los k/2. Por ejemplo, cuando [ = 0, el didmetro de I.J(P, k,1) es constante.
Otro caso especial es I.J(P,2,1), la cual tiene didmetro 2.



cAPITULO 4

Una propiedad combinatoria en los érdenes angulares de
conjuntos de puntos en el plano

Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posicién general, es decir,
no hay tres puntos que estén en la misma recta. Al conectar los puntos en S
con segmentos de recta, uno puede formar tridngulos, poligonos simples, o
poligonizaciones (poligonos simples que utilizan todos los puntos en S). Estas
construcciones elementales generan problemas combinatorios sobre conjun-
tos de puntos, por ejemplo, determinar, de entre todos los conjuntos S de
n puntos, el minimo nimero de tridngulos vacios [9], el tamafo minimo del
poligono convexo més grande cuyos vértices son elementos de S (el teorema
de Erdds-Szekeres) [32], o el méximo nimero posible de poligonizaciones[41].
Describir propiedades sobre conjuntos de puntos puede ayudar a generar
nuevas ideas en este tipo de problemas.

En este capitulo estudiamos la siguiente propiedad combinatoria de con-
juntos de puntos: sea .S un conjunto de n puntos en posicién general en el
plano, y sea p € S, considérese el conjunto S —p en el orden angular respecto
a p. Conéctense los puntos de S — p en dicho orden. Si p es un punto interior
de S, entonces obtenemos un poligono estrellado P con p en su nicleo. Si p
es un punto extremo de S, entonces el conjunto ordenado S — p genera un
camino poligonal P’. Un dngulo Zq;_1, ¢;, gi+1 con apice ¢; definido por tres
vértices consecutivos de P, o P’ respectivamente, es convexo con respecto a p
si los cuatro puntos p, ¢;—1, ¢i, ¢i+1 forman un cuadrildtero convexo. Decimos
también que g; es un vértice convexo. Esto se ilustra en la Figura 4.1.
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qi

Figura 4.1: El poligono estrellado del conjunto S — p. ¢; es convexo y g;—1 es céncavo.

En un camino poligonal P’ no consideramos el dngulo en el primero y
el dltimo vértice. Denotemos como cg(p) al nimero de dngulos convexos del
poligono P, respectivamente del camino poligonal P’, obtenido por el orden
angular alrededor de p de S — p. Tenemos que 0 < c¢g(p) < n — 1 puesto
que si p es un punto extremo de S que Unicamente ve una cadena conca-
va, claramente cg(p) = 0. Por otra parte, si p estd adentro de un poligono
convexo, con conjunto de vértices S — p, entonces todos los n — 1 dngulos
consecutivos alrededor de p son convexos. Definimos ¢(S) = >~ cqcs(p) v
¢(n) = ming ¢(5), el minimo se toma sobre todos los conjuntos de puntos S
con n puntos en posicion general en el plano. En este capitulo demostramos
que c¢(n) > %n% —O(n). En otras palabras, para cada conjunto S de n pun-
tos en posicién general, la suma del nimero de dngulos convexos alrededor
de todos los puntos en S es mayor o igual a %n% — O(n). Esta cota es casi
justa, puesto que existen conjuntos de puntos S para los cuales sucede que
c(S) < 2n2 — O(n).

Este resultado implica que cualquier conjunto de n puntos en posicion
general en el plano, admite una poligonizacién estrellada con al menos \/g —
O(1) angulos convexos. Es decir, que para cualquier conjunto de n puntos
en posicién general, podemos construir un poligono estrellado cuyo conjunto
de vértices son los puntos del conjunto y que tiene al menos dicho ntimero
de angulos convexos.

La definicién de ¢(S) estd relacionada con el algoritmo que aparece
en [26], el cual cuenta el nimero de tridngulos vacios en un conjunto de
puntos S: sea p € S, considérese el poligono estrellado de S — p alrededor
de p. Entonces, cada diagonal interior de dicho poligono genera un triangulo
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vacio de S incidente en p. Para contar el niimero de triangulos vacios de S es
suficiente entonces con construir dicho poligono estrellado para cada p € S,
y contar el niimero de diagonales interiores. Cada tridngulo vacio se cuenta
exactamente tres veces.

La definicién de ¢(S) estd también relacionada con la de concavidad
(reflexivity) [1, 6] de un conjunto de puntos S, es decir, el minimo nimero
de vértices concavos en una poligonizacion de S. Nosotros nos enfocamos en
poligonizaciones estrelladas.

Finalmente, es importante destacar que las poligonizaciones estrelladas
tienen también aplicaciones importantes en el drea de Geometria Compu-
tacional debido a que son simples y faciles de triangular; véase por ejemplo
[55]. En este sentido, es util encontrar la poligonizacién mas simple de un
conjunto de puntos. Las poligonizaciones estrelladas con maximo ntimero de
angulos convexos pueden estar entre las mas simples.

4.1. Demostraciones

En esta seccion presentamos dos resultados principales. El primero es una
cota inferior respecto al nimero de angulos convexos en 6rdenes angulares
de conjuntos de puntos. El segundo es una cota en el niimero de angulos
convexos en poligonizaciones de conjuntos de puntos. Antes de presentar los
resultados mencionados, debemos demostrar el siguiente Lema.

Lema 4.1.1. Dado S un conjunto de n puntos en el plano en posicion

general, sea 8" C S yp e S'. Entonces cs/(p) > k implica cs(p) > {%1
Demostracion. Denotemos con @ = {qi,...,qr} al subconjunto ordenado

de vértices convexos del orden angular de S’ — p alrededor de p. Si p es
un punto extremo de S’, entonces incluimos también el primero y el iltimo
vértice qo y qx+1 de P’ en Q. Para tres vértices consecutivos ¢;—1, gi, ¢i+1 de
Q, sea Sy, C S — p el subconjunto ordenado de S — p desde g;—; hasta g;41.
Ahora demostramos que S, contiene al menos un vértice convexo alrededor
de p en S, que es diferente a g;—1 v ¢;+1. Supongamos que el dngulo en g;
en Sy, no es convexo, y sean sy, sz € S’ el punto anterior y siguiente a ¢; en
el orden angular de S’ — p alrededor de p. Los dos rayos que emanan de p y
pasan por s1 y ¢;, definen un cono sy, p, ¢; con apice p. Considérese también
el cono ¢;, p, so con apice p. Entonces, al menos uno de los dos conos s1, p, g;
0 ¢;, P, S2 contiene un punto de S en su interior que esta afuera del triangulo
s1,p, q; o afuera del triangulo g;, p, s2, respectivamente. Supongamos que S
contiene un punto en el cono si,p, ¢; afuera del tridngulo si,p, ¢;. De entre
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todos estos puntos, considérese el punto z con mayor distancia a la recta
s1,q;- Sea [, la recta que pasa por z y que es paralela a la recta que pasa
por s1y ¢;. Todos los puntos de Sy, que estan dentro del cono s1,p, g; estan
en el lado de [, que contiene a p. Entonces, el dngulo en z es convexo en S, .
De esto se sigue que S, contiene al menos un dngulo convexo diferente de
Gi—1Y ¢i+1- Si p es un punto extremo en S, podemos dividir los vértices de
el camino poligonal P’ de S — p en (%1 grupos Sy, ,, para i =1,..., {g]
Cada grupo contiene al menos un dngulo convexo. Si p es un punto interior
de S, entonces tenemos los siguientes casos:

i. Si p estd afuera del cierre convexo de (), entonces consideramos otra
vez el camino poligonal como en el caso anterior.

ii. Si p esta adentro del cierre convexo de Q:

a) Sik es par, dividimos el conjunto de puntos S en % grupos Sy
cada uno de los cuales contiene un angulo convexo.

2i—1"

b) Si k es impar, entonces consideramos el cono g, p, g1 con apice p:

1) Si dicho cono contiene un dngulo convexo de S — p alrededor

de p en su interior, entonces dividimos el resto de los puntos
E—1 o k—1

en “5= grupos Sg,,, para i = 1,...,%5=, cada uno de los

cuales contiene un angulo convexo.

2) Si el cono gk, p,p1 no contiene un dngulo convexo en su in-
terior, entonces hay un angulo convexo en el cono ¢i,p, g2, O
posiblemente el angulo convexo es en ¢, y podemos dividir

k—1

el resto de los puntos en 5= grupos.

En cada caso, esto da al menos {%] angulos convexos. ]

El siguiente resultado presenta una cota inferior en el nimero de dngulos
convexos en un conjunto de puntos; se demuestra ademas que la cota es casi
justa.

Teorema 4.1.1. %n% —0(n) <c¢(n) < s — O(n).

Demostracion. Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posicién
general. Si para cada punto p de S, cg(p) > %\/ﬁ, entonces claramente
c(S) = Zpes cs(p) > %n% Supongamos, entonces, que S contiene un
punto p tal que cg(p) < %\/ﬁ Denotemos por @ al subconjunto ordenado
de vértices convexos de los puntos de S —p en su orden angular alrededor de
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p. Q divide S—p—Qen k < %\/ﬁ cadenas de vértices céncavos. Incluimos
también los dos puntos de () que unen a una cadena céncava con esa cadena.
Puede darse el caso de que una cadena consista tinicamente de dos vértices
de Q. Notese que k = |@Q] + 1 si p es un punto extremo de S, y que de otro

modo k& = |Q|. Denotemos estas cadenas como Ry, ..., Rx. Tenemos que
ij:l |R;| =n+|Q|+ 1. Cada conjunto R; con |R;| > 2 forma un poligono
vacio convexo. Entonces, por cada punto ¢ en R;,j = 1,...,k, tenemos que

cr;(q) = |R;j|—3 o bien cg,(q) = 0si |R; = 2|. Por el Lema 4.1.1, cada punto

R;|-37 .
de R; ve al menos [%-‘ angulos convexos en S. Sumando sobre todos los

k [ 1Ril=3 ko |R;1?3IRj|
puntos de S —p obtenemos al menos ijl |R;| [ 5 > ijl - s
angulos convexos en total. Cdlculos elementales demuestran que esta suma
se minimiza si las cardinalidades de todos los subconjuntos I2; son iguales,

puesto que Z§:1 |R;| es un nimero fijo. Por lo tanto suponemos que |R;| =
£ 0(1) para toda j.
De lo anterior tenemos que:

R, 3|R;
ZZI \ Z |2
7j=1 7=1
>k <2lm2—k )+O(1)>—;’(n+k—1)
z%—m)
zin%—O(n).

V2
(4.1)

Las Figuras 4.2 y 4.3, muestran un conjunto S de n puntos con ¢(S) <
Zn%, también se muestran un poligono estrellado y un camino poligonal,
respectivamente. En dicho caso n = m? con m € N. La misma construccién
puede adaptarse también para otros valores de n. Hay \/n puntos que forman
un poligono regular. Por cada arista del poligono, se coloca una cadena de
v/n — 1 puntos adentro del poligono, muy cerca del punto medio de la arista
de tal forma que estos puntos junto con los dos puntos finales de la arista
correspondiente formen un poligono convexo.

Para contar ¢(S) distinguimos tres casos: (1) si p es un punto extremo
de S, véase la Figura 4.2; (2) si p es un punto interior de S que no es ni el
primer ni el dltimo punto de una cadena, véase la Figura 4.3(izquierda); o
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Figura 4.2: El camino poligonal P’ de un punto extremo p de S

Figura 4.3: Los dos poligonos estrellados P para dos puntos interiores

(3) si p es un punto interior de S que es el primer o el tltimo punto de una
cadena, véase la Figura 4.3(derecha). Para cada punto p del tipo (1) tenemos
cs(p) = 31/(n) — 5. Como hay /np puntos del tipo (1), esto da 3n — 5y/n
dngulos convexos. Por cada punto p del tipo (2) tenemos cg(p) = 2v/n — 2.
Ademas, por cada punto p del tipo (3) tenemos cg(p) = 2y/n — 2. S tiene
v/n(y/n — 1) puntos interiores, esto da s — dn + 2y/n dngulos convexos.
Por lo que obtenemos ¢(5) = >_ g cs(p) = M2 —m— 3v/n.

[ |
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El siguiente resultado se sigue del Teorema anterior:

Colorario 4.1.1. Todo conjunto S de n puntos en el plano en posicion
general, admite una poligonizacion de S con al menos \/g — O(1) dngulos
CONVETos.

Demostracion. Por el Teorema 4.1.1, para al menos un punto p € S, ¢s(p)
es al menos \/g —O(1). Si p es un punto interior, reemplazamos una arista uv
(donde, preferiblemente, u o v es un vértice céncavo) del poligono estrellado
S — p por las aristas up y vp. Si p es un punto extremo, conectamos p al
primer y ultimo vértice del camino poligonal de S — p. En cada caso, se
obtiene una poligonizacién estrellada. |
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