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Prefacio

Mi interés por la matemadtica es meramente mi interés por la geometria y sus aplicaciones,
desde luego que gozo con su belleza y elegancia. En este trabajo abordo el estudio de
las membranas de jabén valiéndome mayormente de la geometria euclidiana, la geometria
diferencial y la variable compleja. El capitulo 1 habla de las soluciones jabonosas y sus
propiedades, que son las que permiten la formacién de las membranas de jabén. En el
capitulo 2 defino los conceptos de geomeria diferencial que voy a utilizar en el desarrollo del
trabajo. El capitulo 3 contiene el desarrollo del tema de las membranas de jabén (superficies
minimas) utilizando geometria diferencial y variable compleja. Este capitulo concluye con
la representaciéon Weierstrass-Enneper. Puesto que las membranas de jabén son superficies
de drea minima, su relacién con el problema de Plateau es evidente, y esto es lo que analizo
en el capitulo 4. El capftulo 5 es una excursién por la geometria Euclideana cldsica y habla
sobre los sélidos platénicos y los tipos de membranas que pueden contener. Este capitulo
tiene una significacién especial para mi por el manejo de méquinas y materiales que requirié.
El ver la geometria hecha realidad es una experiencia excitante.






Capitulo 1

Introduccion

La belleza de las burbujas y las membranas de jabén ha tenido un atractivo para chicos
y grandes desde siempre. El tratamiento cientifico de las superficies liquidas, el cual nos
ha llevado a nuestro conocimiento actual de las pompas y las membranas de jabodn, se
dice que data del tiempo de Leonardo da Vinci; un hombre de arte y ciencia. Desde el
siglo quince los investigadores han llevado a cabo estudios en dos distintos campos. En
un campo estdn los investigadores fisicos, quimicos y biolégicos quienes han estudiado las
propiedades macroscépicas y moleculares con provecho mutuo. El otro campo incluye a los
matematicos, que han analizado los problemas que requieren la minimizacién del drea de
la superficie limitada por una frontera fija y problemas relacionados. Un ejemplo sencillo
de uno de tales problemas es el de la superficie de drea minima limitada por un circulo de
alambre. La solucién de este problema, es bien conocido que es el disco delimitado por el
alambre.

Histéricamente, John Bernoulli y su estudiante Leonhard Fuler fueron de los primeros en
aplicar los métodos del calculo en la solucién de estos problemas, sentando los fundamentos
de una nueva rama del cdlculo, el Célculo de Variaciones. En un trabajo publicado en 1744
Euler dedujo su bien conocida ecuacién para la obtencién de superficies de drea minima y
otros problemas variacionales que requieren el examen de superficies varias [5]. La ecuacion,
en su forma unidimensional més simple, es

d (0f\ of
dax <8yx) “ay -

donde y =y (z), yo =dy/dr,y f=f(2,9,9)-

La deduccién de la Ecuacién estuvo basada en un método geométrico-analitico. Euler
aplicé exitosamente su ecuacién al celebrado problema de la determinacién del drea de
superficie minima contenida por dos anillos coaxiales paralelos, colocados perpendiculares
a su eje comuin. Se encontré que es una catenaria de revolucién, o catenoide, con tal que
los anillos estén suficientemente juntos [12].

Joseph Louis Lagrange fue atraido por el trabajo de Fuler y lo reformulé utiltizando
métodos puramente analiticos. Desde entonces la ecuacién (1.1) ha sido conocida como
la ecuacién Euler-Lagrange. La solucién a la superficie de drea minima contenida por dos
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Catenaria de revolucion.

anillos coaxiales perdura como una de las pocas soluciones analiticas disponibles en este
campo.

El importante concepto de tensién en la superficie de un fluido, conocido como tensién
superficial fue introducido por J. A. von Segner en 1751 [5]. Esta es la fuerza en la superficie
de un fluido actuando sobre cada lado de una linea de longitud unitaria trazada sobre la
superficie.

En el siglo diecinueve el fisico belga Joseph Plateau demostré que se podian producir
soluciones analdgicas para los problemas de minimizacién sumergiendo modelos en un bano
de solucién jabonosa. Después de sacar el modelo del bano queda formada una membrana
en el marco, limitada por sus aristas, con una superficie de drea minima [4]. Se encontré
que todas las superficies minimas tenfan algunas propiedades geométricas comunes. Estos
resultados experimentales han inspirado a grupos de matematicos a buscar nuevos métodos
analiticos que les permitan probar la existencia de las propiedades geométricas asociadas
con las superficies de drea minima y resolver los problemas de esta naturaleza. Fueron
estos experimentos los que renovaron el interés de los cientificos matema&ticos por investigar
los problemas de superficie de drea minima. Aunque se hicieron sustanciales esfuerzos por
obtener soluciones analiticas a estos problemas no fue sino hasta la década de 1930 que se
realizaron progresos significativos debidos a los matematicos Jesse Douglas y Tibor Radé.

El estudio de las peliculas y burbujas de jabén forma una parte importante de la ciencia
de los fenémenos de superficie y consecuentemente se esté llevando a cabo un gran programa
de investigacién en este campo en la industria y las universidades. En anos recientes los
bioquimicos han estado estudiando, con interés creciente, membranas biolégicas presentes
en animales y plantas celulares, los cuales estdn compuestos de lfpido-moléculas que son
semejantes en estructura y comportamiento a moléculas de jabon [9]. El estudio de peliculas
de jabén puede proporcionar profundidad en cuanto a la funcién y propiedades de estas
lipido- moléculas y lipido- membranas.

Recientemente han sido desarrolladas nuevas técnicas matemédticas de geometria diferen-
cial. Estas estén siendo aplicadas con algtin éxito al problema de Plateau; la determinacién
del drea minima limitada por una frontera.
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Figura 1.1: Estructura superficial de una solucién jabonosa
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1.1 Estructura molecular de las peliculas de jabén

Antes de entrar al estudio de las membranas de jabén propiamente dichas, necesitamos
conocer algunas caracteristicas de las soluciones jabonosas.

Las sustancias jabonosas tienen la notable propiedad de formar peliculas y burbujas
estables. Esta propiedad es una consecuencia de la estructura superficial de la solucién
jabonosa y de la membrana de jabén. La estructura de un bano de solucién jabonosa y una
membrana de jabdn consiste de una capa monomolecular de iones anfifaticos[5]. Estos son
iones que tienen dos partes diferentes. A una parte le gusta estar rodeada de agua como
resultado de la parte hidrofilica del i6n y las moléculas de agua. La otra parte del i6n es
hidrofébica, odia el agua, lo cual significa que a ésta la disgusta el ambiente acuoso que
resulta de las magnitudes relativas de las fuerzas atractivas de las moléculas de agua entre
s y las fuerzas atractivas entre s de las “colas” hidrocarburo comparadas con la atraccién
agua- “cola”.

El jaboén ordinario es una sal sédica o un dcido graso. Tiene una “cabeza” carboxilo
polar hidrofilica y una larga “cola” hidrofébica consistente en una cadena de hidrocarburo.
Las “cabezas” hidrofilicas de jabén que estdn adsorbidas en la superficie estdn rodeadas
por moléculas de agua y iones. Sus “colas”, hidrofébicas, estdn dirigidas hacia afuera de la
superficie. Los iones anfifaticos en la superficie de la solucién jabonosa o pelicula pueden
orientarse a si mismos de manera que sus “cabezas” estén dentro del agua y sus “colas”
fuera del agua (Fig.1.1 ) . El cuerpo del fluido en solucién jabonosa o membrana contendré
también, en adicién a las moléculas de agua y iones de metdlicos, algunos iones anfifdticos.
Un ejemplo de una molécula de jabén es el estearato de sodio, C17H35COO~ Na™.La parte
polar, hidrofilica, es el grupo COO™, y la hidrofébica, es la cadena de hidrocarburo Cy7Hss.
Los iones de sodio metdlico positivos estdn dispersados a través del cuerpo del fluido en la
solucién jabonosa o pelicula. Un ién anfifatico surfactante tipico ocupa un drea de 40 A? y
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Cola hidrocarbure

Cabeza carboxilo
cargada negativamente

e——— Molecula de agua

lon positivo

Figura 1.2: Estructura molecular de una membrana de jabon.

tiene una longitud de cerca de 30 A. La Fig. 1.2 muestra una pelicula de jabén consistente
en dos superficies de iones anfifdticos. Los iones de jabdn anfifdticos son adsorbidos dentro
de la superficie de la solucién jabonosa como resultado de las interacciones hidrofébicas
cerca de la superficie de la solucién jabonosa entre la cadena de hidrocarburo del i6n y las
moléculas de agua. Las cadenas de hidrocarburo emergen de la superficie liquida por un
proceso en el cual las moléculas de agua empujan las cadenas de hidrocarburo fuera de la
superficie por interacciones atractivas.

Algunos de los iones anfifaticos existirdn en el cuerpo del fluido. Conforme incrementa-
mos la concentracién de estos iones, por la adicién de moléculas de jabén, alcanzaremos una
concentracion critica en la cual los iones en el cuerpo de fluido encontraran esto energética-
mente favorable para formar racimos. Los racimos de iones variardn en tamano pero usual-
mente contienen al menos cincuenta iones. Estos grupos de iones contienen las “cabezas”
hidrofilicas en el exterior del racimo y las “colas” hidrofébicas dirigidas hacia el centro del
racimo. De esta manera las “colas” hidrofébicas son excluidas de la presencia de las molécu-
las de agua mientras que las “cabezas” hidrofilicas estdn en contacto con las moléculas de
agua. Estos grupos de iones son conocidos como micelas(Fig. 1.3). Estos grupos de iones
estardn altamente cargados y atraerdn iones metdlicos de carga opuesta. Consecuentemente
la carga neta, resultante de la carga negativa en la micela y los iones metédlicos positivos en
la vecindad de la micela, serd apreciablemente menor que la asociada con la suma de los
iones anfifaticos individuales que abrazan la micela. La formacién de micelas s6lo ocurrird si
la concentracién de la solucién jabonosa alcanza un minimo. Este valor minimo es conocido
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Figura 1.3: Una micela

como la concentraciéon de micelacion critica, lo cual se abrevia como c.m.c. La densidad
de los surfactantes en la superficie de una solucién jabonosa varia apreciablemente con la
concentracién de la solucién en el rango de cero a cerca de 0.1 c.m.c., pero permanece casi
constante mds alld de esa concentracién. En este tltimo rango la den51dad de superficie es
tipicamente un i6n anfifdtico por cada 50 A%

La tensién superficial de una solucién jabonosa tipicamente es de cerca de un tercio de
la del agua, la cual tiene una tensién superficial de 72.25 dinas por em a 20°C, y varfa con
la concentracién, ¢, de la solucién jabonosa. La Figl.4. muestra la variacién de la tensién
superficial, o , con la concentracion, ¢. Esta tiene el valor de ¢ = 0 para el agua destilada y
decrece mondétonamente hasta que alcanza su valor minimo en la c.m.c. como estd indicado
en la Fig.1.4 .

La estabilidad de las membranas de jabén estd determinada por los iones anfifaticos en
la superficie. Si alteramos una pelicula de jabdén en su equilibrio de manera que el drea
de un elemento de pelicula se incremente, la densidad superficial de los iones anfifdticos
disminuird. Esto es, el nimero de iones por unidad de drea disminuird y la superficie se
comportard mds como la superficie del agua. En consecuencia la tensién superficial del
elemento superficial se incrementard porque la tension superficial del agua es mayor que la
de la solucién jabonosa. Esta fuerza incrementada en la region restablecerd la superficie a
su condicién de equilibrio anterior.
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Figura 1.4: La variacién de la tensién superficial, o, con la concentracién, c.

1.2 Soluciones Jabonosas para Peliculas y Burbujas

La duracién de peliculas y burbujas de jabén puras es sensible a la presencia de impurezas,
particulas de polvo, exceso de &lcali cdustico o exceso de grasa. Consecuentemente es
necesario que tengamos cuidado especial en la preparacién de soluciones de jabén puras
v la formacién subsecuente de peliculas y burbujas. Esto, sin embargo, no es cierto para
los detergentes sintéticos. Para estos tltimos sélo deberfa utilizarse agua destilada para
peliculas de jaboén con larga duracion.

La estabilidad y la duracién de las membranas y las peliculas de jabén son afectadas
por la evaporacién del agua de la superficie, la humedad circundante, corrientes de aire,
golpes y vibraciones[5]. También disminuye la vida de las burbujas de jabén el diéxido de
carbono de la atmdsfera. Estos factores pueden ser eliminados si controlamos el ambiente
de la membrana o burbuja. Por ejemplo las peliculas y burbujas pueden ser producidas en
un ambiente cerrado con una atmdsfera que tenga una humedad saturada, para prevenir
la evaporacién, y estar libre de golpes, vibraciones, corrientes de aire y gases externos.
Mediante la adicién de glicerina a la solucién podemos incrementar la duracién de la pelicula.
Esta tiene el efecto de reducir significativamente la evaporacién y estabiliza la membrana.
La pelicula de jabén puro deberia durar indefinidamente en un ambiente controlado. Esto
no es cierto para todas las burbujas. Las burbujas contienen gas a una presién excesiva,
por encima de la presién ambiental. Este gas saldrd a través de la burbuja una vez que
la membrana haya adelgazado significativamente, con el resultado de que el radio de la
burbuja disminuird con el tiempo. El efecto es mayor para las burbujas méds pequenas las
cuales contienen gas a mayor presién en exceso. Sir James Dewar produjo una burbuja con
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un didmetro de 32 cm en una ambiente controlado la cual duré 108 d. Durante este periodo
el didmetro disminuyé pocos centimetros debido al paso del gas a través de la membrana.
El produjo también un disco de pelicula de jabén, de 19 cm de didmetro, el cual le duré
cerca de tres anos.

Desde el trabajo de Joseph Plateau muchos autores han producido recetas para peliculas
y burbujas de jabén de larga duracién. En el libro de J. J. Bikerman, y en los trabajos
originales de Plateau, Boys, Dewar, Lawrence, etc., se puede encontrar un resumen de
estas recetas[3]. Para propdésitos de demostracion es ttil en ocasiones producir una solucién
jabonosa que formard peliculas y burbujas de jabdén de larga duracién al aire libre, sin
precauciones especiales.

Podemos preparar una solucién jabonosa conveniente usando agua més 1-2 por ciento de
cualquier detergente liquido[5]. Dicha solucién producird burbujas de una duracién aproxi-
mada de 15 s. Siempre debemos agitar fuertemente la soluciéon antes de usarla y removerle
las burbujas que estén en la superficie. Esta solucién la podemos fabricar rdpidamente en
cantidades grandes o pequenas. Si agregamos glicerina a la solucién de jabén incremen-
tamos la duracién de las burbujas y peliculas de jabén. Esto incrementa de 15 segundos
a minutos para soluciones con 5 por ciento de glicerina y se incrementa hasta horas para
soluciones con 50 por ciento de glicerina. La solucién siempre debe agitarse antes de usarse,
si es posible con un agitador eléctrico. Si dichas membranas se producen en un ambiente
cerrado pueden durar por dias o semanas.

Existen muchos liquidos que son capaces de formar burbujas y peliculas los cuales no son
jabones o detergentes sintéticos. Ellos no tienen una estructura molecular superficial que
resulta de la adsorcién de iones de jaboén en la superficie de la solucién. Ejemplos de tales
liquidos son soluciones plédsticas, vidrio liquido, y saponinas. Ellos producen membranas
parecidas al hule. Una solucién saponina, se parece mucho a una solucién jabonosa y
produce burbujas. Sin embargo la diferencia aparece cuando se extrae aire de la burbuja de
saponina. Esta no retiene su forma esférica y su piel se arrugard. Sin embargo, si se deja
por algun tiempo retomars su forma esférica.

1.3 Tensién superficial

Las moléculas cercanas a la superficie de un fluido puro tienen un ambiente diferente al de
aquellas en el interior del fluido, como podemos ver en la (Fig. 1.5(a)). Una molécula en el
interior del fluido experimentars fuerzas en todas direcciones debido a las moléculas que la
rodean. La fuerza resultante sobre una tal molécula promediada, serd cero. Las moléculas
cercanas a la superficie experimentardn una fuerza mas débil, de la regiéon gaseosa encima
de la superficie, si la regién gaseosa fuera sustituida por fluido, ya que la densidad de la
regién gaseosa es mucho menor que la de el cuerpo del fluido. Consecuentemente tales
moléculas experimentardn, en promedio, una fuerza que las jala hacia el cuerpo del fluido
como indicamos en la Fig.1.5 (a). Esta fuerza tendrd el efecto de reducir el drea de la
superficie propiciando que la superficie cambie su forma, como en el caso de las gotas de
agua que siempre toman la forma esférica. También tendra el efecto de reducir la densidad
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Figura 1.5: (a)Fuerzas actuando sobre las moléculas a diferentes profundidades. (b)
Variacién de la tensién superficial con la profundidad.

de el fluido en la regién de la superficie. La Fig.1.5(b) nos muestra la variacién en la
densidad, p , de un fluido tipico como una funcién de la distancia, r, medida perpendicular
a la superficie desde la masa del fluido a la regién gaseosa.

Una solucién jabonosa consiste de moléculas de jabdén y moléculas de agua. Cada
molécula de jabon estd formada a partir de la sal metdlica de una gran cadena &cido-
grasa molecular y se convierte en solucién ionizada. Siendo el jabén estearato de sodio, los
iones de sodio tienen una carga positiva y estdn dispersos a través de la solucién. Los iones
estearato, que estdn cargados negativamente, experimentan una fuerza promedio hacia la
superficie. Algunos de ellos se acumulardan en una capa; éstos son adsorbidos en la superficie.
FEn esta superficie o surfactante , los iones tienen sus “cabezas” cargadas negativamente por
debajo de la superficie con las “colas” hidrocarburo fuera de la superficie (Fig. 1.6). Esta
es la configuracién energéticamente favorable para los iones en la superficie. Las cadenas
de hidrocarburo son empujadas hacia la superficie por las moléculas de agua. Algunos de
los iones estearato permaneceran en el cuerpo del fluido.

Una consecuencia importante de la variacién en el ambiente de las moléculas en la
region de la superficie del fluido, en ambos, los fluidos puros y las superficies jabonosas,
es la presencia de una fuerza de superficie macroscépica localizada dentro de un espesor
de cerca de un dtomo de la superficie. Para la mayoria de propdsitos es justificable que
consideremos ésta como una tensién superficial, ésta es una fuerza por unidad de longitud,
o , en una “membrana” de espesor despreciable en la superficie del fluido.

Una pelicula de jabén consiste de dos de tales superficies separadas por una fina capa
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Figura 1.6: Iones negativos de jabén en la superficie de una solucién.

de fluido que varia en espesor de 2 X 10°4 a 504 (10%1 =1 nm) . Esto varfa desde 50

veces la longitud de onda de la luz visible a distancias de pocos dtomos. El grosor més
grande ocurrird inmediatamente después de la formacién de la pelicula. Una vez que la
pelicula se ha formado comienza a adelgazarse. Cada superficie estd compuesta de iones
de jabén los cuales estdn separados, ampliamente por moléculas de agua. El agua sobrante
serd expulsada de la pelicula mediante varios procesos de drenado. El grosor de la pelicula
disminuird hasta alcanzar un espesor final de equilibrio, suponiendo que la pelicula no se
rompe. Ambas superficies de la pelicula tendran una tensién superficial asociada a ellas.

Decimos que la superficie de un fluido se encuentra en un estado de tensién uniforme si
dicha superficie satisface las condiciones siguientes:

(a) La tensién superficial debe ser perpendicular a cualquier linea dibujada en la
superficie y tiene la misma magnitud para todas las direcciones de la linea (Fig. 1.7).

(b) La tension superficial debe tener el mismo valor en todos los puntos de la super-
ficie.

En el caso de una pelicula de jabén, con dos superficies, es conveniente que introduz-
camos el término tensién pelicular, o, , el cual es la fuerza por unidad de longitud de la
pelicula y es igual al doble de la tensién superficial.

Una pompa de jabén debe ser eldstica. Esta formada por una delgada capa de liquido
que posee una superficie interna y una externa. Su elasticidad la podemos probar de muchas
maneras. Quizds la manera mads sencilla sea que atemos un hilo algo flojo a través de un
aro e introduzcamos luego éste en agua jabonosa. Cuando sacamos el aro de la solucién
queda una pelicula extendida sobre él en la cual se mueve el hilo con toda libertad. Pero
si rompemos la pelicula de un lado, el hilo es inmediatamente atraido por ella hacia el otro
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Figura 1.7: La tensién superficial es perpendicular a cualquier recta dibujada sobre la
superficie.

tan lejos como es posible y ahora estd tenso ( Fig. 1.8(c). Notaremos también que el hilo
es parte de una circunferencia perfecta, porque esa curva hace que el espacio no ocupado
por la pelicula sea maximo, por consiguiente, el otro, donde se encuentra la pelicula, sea
minimo.

Realicemos otro experimento con un hilo que es doble en una pequena zona central. Si
rompemos la pelicula entre los hilos, éstos se separan inmediatamente y van a formar un
circulo perfecto ( Fig. 1.8(b) ) porque ésta es la curva que hace maximo el espacio entre
ellos y reduce por lo tanto a un minimo el espacio exterior (que es el que ocupa la membrana
de jabén). Advertiremos asi mismo que, aunque el circulo no permitird que se le deforme,
puede moverse dentro del aro con entera libertad, porque tal movimiento no cambia para
nada el espacio exterior a él. Por consiguiente, tenemos el siguiente

Teorema 1.1 Una membrana de jabon toma una forma tal que minimiza el drea de su
superficie.

1.4 Ecuacién Laplace-Young.

Consideremos la Fig.1.9

Si [ es la longitud del alambre deslizante (Fig.1.9 ), puesto que la pelicula tiene dos
superficies, la longitud total a lo largo de la cual actia la fuerza superficial es 2[. La tensién
superficial o en la pelicula es entonces o = F/2[16].

Otro punto de vista titil en relacién con los efectos de superficie es el siguiente: suponga-
mos que el alambre de la Fig. 1.9 es desplazado hacia la derecha una distancia dz mediante
una fuerza F. El trabajo realizado es W = Fdx, y a consecuencia de este trabajo el drea de
la superficie ha aumentado en 2ldz [16]. Por tanto el trabajo realizado por unidad de area
al aumentar ésta es
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{a)

(b}

superficies planas de drea minima limitadas por un circulo.
{a) Un disco de membrana de jabdn.

{b) La superficie minima formada rompiendao la membrana
dejabdn en el interior de un lazo de hilo.

{c) La superficie minima formada por el crcule v un segmento
de hila.

Figura 1.8: Elasticidad de una membrana de jabon.
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alambre
deslizante

[
e
e
+
o]
=

Figura 1.9: Membrana de jabén en un marco de alambre, con un lado deslizante.

Trabajo W Fdx F

incremento de area - SA T 2ldx ~ 21 -

de donde concluimos que

W = ogdA.

Apliquemos esto a la expansion de la membrana ABCD que bajo la accién de una
presién p, es trasladada a la posicion ABCD’, como se aprecia en la Fig. 1.10.
El trabajo realizado es

en consecuencia

oA = prydu. (1.2)
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Figura 1.10: Expansién de una pelicula de jabén .

Pero
A = (x +dz) (y+ dy) — zy.

De la Fig.1.10 tenemos

r+or x Y+ 0y Y

ri4ou 7 Y T2+5u:7“2'

De donde, despreciando los términos de segundo orden, nos queda

5A:a:y<1+5u> <1+5u> —xy:xy<6u+5u> .
T T2 Lo T2

Sustituyendo en la Ecl.2, obtenemos

1 1
pryou = oxydu ( + )
1 r2

por lo tanto

p:o—<7}1+7}2> (1.3)

que es la ecuacion Laplace-Young.
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En esta derivaciéon tomamos dos direcciones perpendiculares en la superficie de la mem-
brana, aproximadas las curvas frontera por circulos de radios r; y r2. Como la curvatura de
un circulo es simplemente el reciproco de su radio, las curvaturas normales de estas curvas
limite son 1/7r1 y 1/rs.

Si definimos la curvatura media H por la relacién

2H = k1 + ko

donde k; y ko son las curvaturas normales de la membrana, entonces la ec.1.3 toma la
forma

p=20H

donde H es la curvatura media de la membrana.



Capitulo 2

Antecedentes matematicos para el
estudio de las membranas de jabén

2.1 Swuperficies parametrizadas

Con el fin de estudiar las membranas de jabén matemé&ticamente, necesitamos describirlas
en términos matemadticos; y este es nuestro primer objetivo. Comencemos con un ejemplo
familiar. Consideremos una esfera de radio R con ecuacién 22 + y? + 22 = R?. No debe-
mos pensar que sélo por estar en R3, la esfera tiene tres dimensiones. La superficie de la
Tierra es una esfera y sabemos exactamente dénde estamos sobre ella conociendo nuestra
latitud y longitud. Una superficie que puede ser descrita con dos pardmetros debe ser 2-
dimensional. De manera semejante, si cortamos a lo largo un cilindro de papel de bano
v lo desenrrollamos hasta que quede plano sobre la mesa, vemos que realmente el cilindro
es 2-dimensional. De aqui que, cuando queremos entender una superficie, requerimos dos
pardmetros (o coordenadas) para describirla. Veamos cémo se hace esto.

Sea D que denota un conjunto abierto en el plano R?2. El conjunto abierto D serd
tipicamente un disco abierto o un rectdngulo abierto. Sea

x:D— ]R3, (u,v) — (331(“, v),wQ(u,v),xs(u,v))v

que denota un mapeo de D en el 3-espacio. Este mapeo recibe el nombre de parame-
trizacion y las z'(u, v) se llaman funciones componentes de la parametrizaciéon x. Podemos
hacer célculo de una variable a la vez sobre x por diferenciaciéon parcial. Fijemos v =1wvy y
dejemos que u varie.

Entonces, x(u, vp) depende de un sélo pardmetro, y es, por lo tanto, una curva. Esta
es llamada una curva u-paramétrica. De manera semejante, si fijamos u = ug, entonces
la curva x(up,v) es una curva v-paramétrica. Ambas curvas pasan por x(ug,vp) en R3, y
los vectores tangentes para las curvas u-paramétricas y v-paramétricas estén dados por la
diferenciacién de las funciones componentes de x con respecto de u y de v respectivamente.
Escribimos

ot 002 003 o 0 o
Ou’ Ou’ Ou Y YU ow T v v

17

Xy = (
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Clurvag r-paramétricas

u = U |
B (o, vo) Curvas u-
\.l "’_3_,_;. paramétricas
!
. D (D) o
u':l H !{ﬁ'ﬂ ) t:'l.'l] ol ¥

Figura 2.1: Parametrizacién de una superficie

Figura 2.2: Vectores tangentes a una superficie.

Podemos evaluar estas derivadas parciales en (up,vp) para obtener los vectores tan-
gentes o vectores velocidad, de las curvas paramétricas en ese punto, X, (ug, v9) v Xy (ug, vg).
Por supuesto, para obtener las coordenadas reales sobre una superficie,necesitamos dos
propiedades: primero, x debe ser uno a uno ( aunque podemos debilitar ligeramente esta
condicién para admitir algunas auto-intersecciones de una superficie); segundo, x nunca
debe tener a x, y X, en la misma direccién porque esto destruye la 2-dimensionalidad. El
siguiente lema proporciona una prueba sencilla para la segunda propiedad:

Lema 2.1 Los vectores tangentes X, y X, son linealmente dependientes si y sdlo si X, X
xy = 0.( Recordemos que dos vectores son linealmente dependientes si uno es un multiplo
escalar del otro. )

Prueba. Sabemos que x, X x, se calcula por medio del determinante

i j k

1,2 .3

det :cqf :cg :cg
x’U x’U x’U
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Ademsds, x, y X, son linealmente dependientes exactamente cuando los dos ultimos
renglones del determinante son miiltiplos uno del otro. Por la propiedad usual de los de-
terminantes, esto sucede cuando el determinante ( y en consecuencia el producto cruz ) es
cero. W

Lema 2.2 Sea M una superficie. Si o : 1 — x(D) C M es una curva suave en R? la cual
estd contenida en la imagen de una parametrizacion x sobre M, entonces para funciones
suaves unicas u(t),v(t) : I — R,

a(t) = x(u(t), v(t).

Prueba. Tomemos x 'a(t) = (u(t),v(t)). Entonces

a(t) = x(xLa(t)) = x(u(t), v(t)).

Con el fin de ver que u(t) y v(t) son unicas, supongamos que o = x(u(t),v(t)) para
otras dos funciones u(t) y v(t). Nétese que podemos suponer que @ y ¥ estén definidas sobre
I reparametrizdndolas. Entonces

(u(t), v(t) = x""a(t) = x""x(u(t), 9(t) = (a(t), (1))

Entonces, para estudiar una curva sobre una superficie suave, podemos buscar las fun-
ciones de una variable u(t) y v(¢). Un vector v, € R3 es tangente a M en p € M si v, es el
vector velocidad de alguna curva sobre M. Esto es, existe alguna o : I — M con «(0) = P
y @/ (0) = v,. Usualmente escribimos v en lugar de v,. Entonces, el plano tangente a M
en p estd definido como

T,(M) = {v 1V es tangente a M en p}.

Los vectores tangentes x,, y X, estdn en T),(M) para p = x(ug, vo). El siguiente resultado
dice que todo vector tangente consta de una (inica) combinacion lineal de x, y X,. De aqui
que, {x,,X,} forma una base para el espacio vectorial T},(M).

Lema 2.3 Un vector v estd en T,(M) si y sélo si v.= A\ix, + A\oX,, donde X, X, son
evaluadas en (ug,vo).

Prueba. Primero supongamos que « es una curva con «(0) = p y /(0) = v. Vimos
anteriormente que a(t) = x(u(t),v(t)), entonces la regla de la cadena da o = x,,(du/dt) +
xy(dv/dt). Ahora, a(0) = p = x(u(0),v(0)), por lo tanto u(0) =wup y v(0) =wvg (ya que
X €s Uno a uno) y
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v=2da(0)= xu(uo,vo)%(O) + XU(uo,vo)%(O).
En consecuencia, \; = (du/dt)(0) y A2 = (dv/dt)(0).
Ahora supongamos que v = A\1x, + A\2X, (donde x, y x, estdn evaluados en (ug, vp).
Debemos encontrar una curva sobre M con «(0) = p y o/(0) = v. Definamos esta curva

usando la parametrizacién x dada por

Oz(t) = X(U() + tA1, v + t/\Q).
Entonces a(0) = x(ug,v9) =p y

d(up + tA1)

o () = xy(uo + tA1,v0 + tAa) o

d(vo + tAg

—i—XU(uO + tA,v9 + t)\g) 7

= xu(uo + tA,v9 + t)\g))q + XU(UO + tA, v + t)\g))\z.
Por lo tanto, /(0) = x,\1 + XpA2. B

Ejemplo 2.1 Parametrizacion de superficies

(1) Parametrizacion de Monge. La grafica de una funcién real de dos variables
z = f(x,y) es una superficie en R3. Para ver esto, definamos una parametrizacién por

x(u,v) = (u, v, f(u,v)),

donde u y v estan definidas en el dominio de f. Entonces x,, = (1,0, %) y %, = (0,1, %).

De ahora en adelante, cuando sea conveniente,denotaremos las derivadas parciales de las
funciones por
of of

%:fu %:fv-

Notemos ademds que nunca se pierde la 2-dimensionalidad, ya que

k
fu = (_fU)_f’U?l) 7&0
Jv

Xy X X, = det

O =
— O

(2) Coordenadas geogrdficas. Sea Y, una esfera de radio r (centrada en (0,0,0) por
conveniencia), como se observa en la Figura 2.3. Para un punto a una distancia r del
origen, dibujemos una linea de (0,0,0) al punto. El pardmetro v (es decir, la latitud), que
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o u, v)

Figura 2.3: Coordenadas geogréficas

tiene variacién —m/2 < v < 7/2, mide el déngulo (en radianes) de esta linea hasta el plano
xy. Sila linea es proyectada sobre el plano zy, entonces u (la longitud con 0 < u < 27)
mide el dngulo de la proyeccién a la parte positiva del eje-x.

Entonces, las coordenadas xyz del punto son

(r cosucosv,rsinucosv, rsinv) = x(u,v)

con
Xy = (—rsinu cosv,r cosu cosv,0),

Xy = (=7 cosu sinv, —rsinusinv, r cosv).

Ma4ds aiin, calculamos su producto cruz como

Xy X Xy = (1"2 cos u cos? v, r? sin u cos® v, r? sin u cos v).

Nétese que |x, x x,| = r2cosv. También se puede usar la notaciéon S%(r) para la esfera

de radio r centrada en el origen y simplemente S? para la esfera de radio 1 centrada en el
origen.

(3) Superficies de revolucion. Supongamos que C es una curva en el plano zy y estd
parametrizada por a(u) = (g(u), h(u),0), como se observa en la Figura 2.4 Giremos esta
curva perfil C alrededor del eje-z. Las coordenadas de un punto tipico P pueden encontrarse
como sigue. La coordenada-z es la de la curva misma ya que fue rotada alrededor del eje
z. Si v denota el dngulo de rotacién a partir del plano zy, entonces la coordenada y queda
como ycosv = h(u)cosv y la coordenada-z se incrementa hasta h(u)sinv.

Por lo tanto, una parametrizacién puede estar definida por:

x(u,v) = (g(u), h(u) cosv, h(u) sinv).
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¥ (g(u), h(u), 0)

T

Figura 2.4: Superficie de revolucion.

Si la giramos alrededor de ejes diferentes, entonces las coordenadas permutan. Por ejemplo,
una curva parametrizada (h (u),0,g (u)) en el plano zz girada alrededor del eje z da una
superficie de revolucién (h(u)cosv, h(u)sinv, g(u)).En general, g (u) mide la distancia a lo
largo del eje de revolucién y h (u) la distancia al eje de revolucién. La mejor situacién
es, por supuesto, cuando g(u) = wu, porque entonces es facil ver dénde estamos sobre la
superficie en términos del pardmetro u. Las curvas sobre la superficie las cuales son circulos
formados por la revolucién de un punto alrededor del eje se llaman paralelos. Las curvas
que son exactamente iguales a la curva original (pero giradas) se llaman meridianos.

(4) El helicoide. Tomemos una hélice a(v) = (acosv,asinv, bv) y dibujemos una linea
a través de (0,0,bv) y (acosv,asinv,bv), como se observa en la Figura 2.5.

La superficie barrida por esta linea ascendente y rotatoria es un helicoide. La linea
requerida estd dada por (0,0,bv) + u(acosv,asinv,0). Por lo que una parametrizacién
para el helicoide estd dada por

x(u,v) = (aucos v, ausinv, bv).

El helicoide es un ejemplo de una superficie reglada.

2.2 Curvatura normal

Como el producto cruz de dos vectores es normal a cada uno de ellos, siempre podemos
encontrar un vector normal al plano tangente de una superficie M parametrizada por
x(u,v) definiendo

Xy X Xy

X X Xy
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i
i
i
1
]
|
(4 cosy, usenw, 0)

Figura 2.5: El helicoide.

La curvatura normal en la direccion tangente w estd definida como sigue. Tomemos el
plano determinado por el vector unitario elegido w y el vector unitario normal U, denotemos
P =Plano(w, U), e intersectemos este plano con la superficie M. La interseccién es una
curva «(s) (la cual podemos suponer tiene velocidad unitaria). Para curvas de velocidad
unitaria, la curvatura de la curva es detectada por la aceleracién de la curva (fisicamente
pensemos en la segunda ley de Newton ), entonces la curvatura en la direccién normal
deberfa de ser la proyeccién de la aceleracién sobre la direccién normal. Véase la Figura
2.6.

Veamos algunos resultados.

Figura 2.6: Curvatura normal.
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Definicién 2.1 Para un vector tangente unitario w, la curvatura normal en la direccion
w se define como

k(w)=d"-U,

donde las derivadas estdn tomadas a lo largo de la curva con respecto a s.

Ejemplo 2.2 Un circulo de radio r tiene una curvatura 1/r porque para una parame-
trizacion a(s) = (rcos(s/r),rsin(s/r)), calculamos o' (s) = (1/r)(— cos(s/r), —sin(s/r))
y las formulas de Frenet de la geometria de la curva nos dicen que, como « es una curva
de velocidad unitaria, o' = kN, donde N es la normal unitaria de o. Comparando las for-
mulas éstas muestran que la curvatura de a es k = 1/r. Para una superficie M con normal
U, si tomamos el plano P determinado por U y un vector tangente w ( en xy) y hacemos
que o denote la curva formada por PN M, entonces puede demostrarse que k(w) = kq (o) (
donde o(0) = xp). Si entonces tomamos una parte suficientemente pequenia de o cercana a
xo, podemos aproximar o a xo mediante un circulo de radiol /ky,. En consecuencia, la cur-
vatura normal stempre puede ser vista como el reciproco del radio de algin pequenio circulo
el cual se aproxima a la curvatura de M en una direccion particular. Esto justifica nuestra
aproximacion en la deduccion de la ecuacion de Laplace-Young.

Lema 2.4 Si a es una curva en M, entonces o - .U = —ao/ - U’.

Prueba. Sabemos que o’ es un vector tangente y U es normal al plano tangente, entonces
o - U = 0. Diferenciando ambos miembros de esta ecuacién obtenemos

(«-U) =0

o U+d - U =0
U =-dU.

Nota 2.5 Nuevamente, las derivadas estdn tomadas a lo largo de la curva con respecto a
s. Para tomar U', nuevamente usamos la regla de la cadena para obtener

du , dv

U =U,u + Uy con v = I3 v o= s

Interpretamos o’ - U como la componente de la aceleracién debida al curvamiento de
M. Por supuesto, suponemos que « tiene velocidad unitaria de manera que la magnitud de
o’ no afecta nuestras medidas. Por el Lema 2.4 y la Nota 2.5, tenemos
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k(w)=—o - U’
= —(xuu + x,0") - (Ut + U0’
= —x, Uuu'2 — (%p - Uy + x4 - Up)u'v" — x, - va'z

2 2
="+ 2mu/v + ',

donde los coeficientes [, m y n estdn dados por[1]
I = —xy - Uy, 2m = —(xy - Uy + x4 - Uy), n=—xXy, - U,. (2.1)

Estos son los coeficientes de la sequnda forma fundamental. La primera forma fundamen-
tal sélo describe cémo la superficie distorsiona longitudes de sus medidas usuales en R3.
Precisamente, si a es una curva de velocidad unitaria con vector tangente o, entonces

1=1d]?=a-ay tenemos

l=d o
= (xut' + x,0") - (Xt + x,0)
— x, - XU+ (Xy + X + Xy - Xp)U'V + XpXp0

= Eu/? + 2Fuv + Gv’2,

donde los coeficientes E, F' y G se llaman los coeficientes de la métrica y estdn dados
por|1]
E=xy - xy, F =x, - xy, G =xy - Xy.

Ahora tomemos dos vectores unitarios perpendiculares cualesquiera wi y wo y encontremos
la curvatura normal de cada uno (denotadas por k; y ks) usando curvas respectivas ag y oo
con pardmetros respectivos ui(s), vi(s) y ua(s), ve(s) . Entonces tenemos las ecuaciones
(usando wy - wg = o - @, = 0 para la dltima)

12

ky + ko = 1} + ub?) + 2m(us 0] + ubvl) + nvl + vl (2.2)
1 = Eul® + 2Fu}v), + Gv,2, (2.3)
1 = Euly® + 2Fulvly + Gub?, (2.4)
0 = Euljuly + F(u)vh + ubv]) + Guivh. (2.5)

2.3 Curvatura media

Usando los resultados de la curvatura normal anteriores, podemos precisar el tipo de cur-
vatura que juega un rol definitivo en el estudio matemdtico de las peliculas de jabén.
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Definicién 2.2 Definimos la funcion curvatura media H por la relacion
2H = k1 + ko,

donde k1 y ko son las curvaturas normales asociadas a dos vectores tangentes perpendiculares
cualesquiera.

Como estd establecida, la curvatura media (o, promedio ) podria no depender sélo del
punto sobre M, sino de las direcciones particulares escogidas. Demostraremos que éste no es
el caso desarrollando la férmula de la curvatura en términos dnicamente de los coeficientes
E,F,G,l,m, y n. Haremos esto utilizando las ecuaciones (2.2)-(2.5) anteriores junto con
algo de variable compleja.

Denotemos \/—1 por i (de manera que i> = —1) y el campo de los nimeros complejos
por C={z =z +1y| z,y € R}. Los nimeros complejos se multiplican como polinomios[6].
Esto es, si z = x4+ iy y w = a + tb, entonces

2w = (z +iy)(a+ ib)
= za + txb + iya + iyidb

=xza —yb+i(xb+ ya).

FEl complejo conjugado de z =z + iy es Z = x — iy. El mddulo de un niimero complejo
z=x+1y es|z| = 2?2+ y? = Vzz. Entonces, con este poco de dlgebra en mente,
hagamos las siguientes definiciones:

p=uytiuy y  g=v]+iv.
Entonces podemos calcular

_ ! I/ o) !
pq = uyvy + uguy + i(ugv) — ujvy),
_ ’o ’o N ro
Pq = ujv] + ugvy — i(uyvy — ujvy),
1

=(pq + pq

! ! ! !
5 = U1V + UgVa,

~—

!/ !/ . !/ !/
q = uyv) — Ugvy + i(ugvy + uyvy),

3

— !/ !/ - !/ !
q = uyv) — ugvy — i(ugv) + ujvy),

2 72 72 Loy !
7= Uy — Uy A+ 2iuyug,

3

2 2 .
= VT — vy 4 2iv)v).

De estos cédlculos obtenemos, de (2.2)
2H = lpp + m(pq + Pg) + nqq; (2:6)
y, sumando (2.3) y (2.4),

2 = Epp+ F((pg + pq) + Gqq. (2.7)
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Ma3ds atin, tenemos

Ep? 4+ 2Fpq + G¢® = E(u,® — ub® + 2iuub) + 2F (u)v), — ulyvy

+i(ub) + uheh)) + GV — vh + 2iv)vh)

— 2i(Bululy + F(uivh + uhth) + Guivh) + Eu)
1 2FUL Y, + G — (Bub? + 2Fulvl, + Gvy?)
=0+1-1

=0

por (2.3)-(2.5) anteriores. Entonces, obtenemos la escuacién cuadratica

e 1or®yra=0
q q
que tiene las soluciones
E VEG-F? _ E VEG —F?__
p= (—f + ZT)% D — )¢

Tomando en cuenta estos valores, podemos ver que

Ahora sustituyamos estas cantidades en (2.6) y (2.7) anteriores. Primero, de (2.7)
obtenemos (después de sustituir las pa's )

2F? 2F2\

lo cual da

o B
M= \Eg_F2)"

Ahora, sustituyendo esto en (2.6) para gG después de sustituir pp y pg+ pq para obtener

E

B Gl—2Fm + En E
- E EG — F?

_ En+Gl—2Fm
- EG—-F2

por lo que la curvatura media estd dada por

En+Gl—-2Fm
2(EG — F?)

2F
2H = (lg—l—m+n> qq

H =
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Notemos que esta formula no depende de los vectores originales w1 y wa, por eso se
puede escoger cualquier par de vectores unitarios perpendiculares para calcular la curvatura
media. FEn nuestra derivacién de la ecuacién de Laplace-Young, tomamos dos direcciones
perpendiculares en la superficie de la membrana de jabén, aproximadas las curvas limite
por circulos de radios R; y Re y expandidas hacia afuera a lo largo de una curva normal
U. Como la curvatura de un circulo es simplemene el reciproco de su radio, las curvaturas
normales de estas curvas limite son 1/R; y 1/Rs. Por lo tanto, tenemos

Corolario 2.6 La ecuacion Laplace-Young tiene la forma
p=20H,
donde H es la curvatura media de la pelicula.

El Corolario 2.6 es una indicacién de que la siguiente definicién es muy importante para
este trabajo.

Definicién 2.3 Una superficie M parametrizada por x (u,v) se dice que es una superficie
minima si, en cada punto, H = 0.

Con vista a futuro, cuando consideremos una parametrizacién x (u,v) con coordenadas
complejas, escribiremos z = u + v, Z = v — v e introducimos la siguiente notacién para
derivacién parcial compleja:

0 1 ( o .0 ) 0 1 ( 0 4 0 )
— =5l —i —=(z+iz).
0z 20u  Ov”’ 0z 2°0u Ov

Una ventaja de esta notacién es que proporciona una prueba facil para que f sea
holomérfica.

Ejemplo 2.3 Si f = ¢ (u,v) + it (u,v) es holomdrfica, entonces

0

0  .0¢ A [(OY  OY
(w“m)“((m“m)))
0

1

1

1

1

1(0¢p .0p 0% 00
:2<au+lav+lau+l2av>

1 /09 09 O 0Oy

o )

1

g

0

%‘FZ%‘FZ%—%

u (%
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2.4 Curvatura de Gauss

Aunque primeramente nos hemos relacionado con la curvatura media, es importante darnos
cuenta que existe otra ‘curvatura’ igualmente importante. Esta nueva curvatura es la
curvatura de Gauss y se denota por K. Enseguida desarrollaremos una férmula para la
curvatura de Gauss. Comencemos usando un sencillo recurso el cual aparece una y otra
vez en geometria. La normal unitaria U tiene la propiedad de que U - U = 1, entonces
derivemos ambos miembros de esta ecuacién usando la regla del producto sobre la izquierda.
Obtenemos

U-U)y=U,-U4U-U,=2U,-U=0

ya que la derivada de una constante es cero. Similarmente, podemos tomar la v-parcial y
tenemos U, - U = 0. Por supuesto, todos los vectores que son perpendiculares a la normal
son vectores tangentes. Entonces, por el Lema 2.3 , tenemos

Uy,=ax,+bx, y U, =cxy+dx,. (2.8)

Con el fin de determinar los coeficientes a, b, ¢ y d en (2.8), podemos tomar productos
punto con los vectores base x,, y x,. Por ejemplo, por (2.1),

—l=x, U, =ax, - x, + bx, - x, = aF + bF.

De manera semejante , obtenemos la siguiente lista:

l=—aF — bF,
m = aF — bG,

= —cFE — dF,

n = —cF — dG.

(Para las dos ecuaciones intermedias, usamos x,, - U = 0 y la regla del producto para
obtener x,, - U + x,, - U, = 0. Similarmente, x,, - U + X, - U, = 0. Entonces

2m = —(xy - Uy + x4 - Uy)
= —-2x, - Uy,
= —2x, - Uy

Podemos resolver ecuaciones simultdneas para obtener a, b, ¢ y d. Por ejemplo, multipli-
cando la primera ecuacién por —F', la segunda por E y sumédndolas se produce —Fl+ Em =
—(Eg — F?)b . Ahora, EG — F? = |x,, X X,|? # 0, por lo que se puede determinar b. Simi-
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larmente,obtenemos

_ Fm—-IG
“TEBEG-F
b:Fl—Em

EG - F%

_ FN—-Gm
‘T BG-F2’
d:Fm—En

EG - F?

Si pensamos estos coeficientes como una matriz

—a —c
A=
entonces, recordando que la traza de Ay el determinante de A estdn dadas respectivamente

por tr (A) = —a — d y det (A) = ad — be, tenemos
_ En+Gl—2Fm

t’l"(A)— EG—F2 :2H7
~ (EG - F?*)(In —m?)
det(A) = (BG = )
B In — m?2
 EG-—F?

Esta descripcién de la curvatura media nos permite escribir otra férmula para ella que
nos serd muy util después.

Proposicién 2.7 .

Uy, X xy — Uy X Xy = 2HX,, X Xy.

Prueba. Usando la notacién de (2.8) para U, y U,, tenemos

Uy, X Xy — Uy X Xy = dXy X Xy — Xy X Xy
= (—a — d)xy X Xy

=2Hx, X X,.
]

Regresando a la matriz A, vemos que la ecuacién tr (A) = 2H da la curvatura media en
términos de un invariante algebraico de A. Parece razonable entonces que otras cantidades
algebraicas asociadas a A deberdn también dar invariantes geométricos interesantes. En
particular, la ecuacién det (A) = ad — be deberia tener alguna tal significancia.
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Definicién 2.4 La curvatura de Gauss K se define como

K In —m?2

 EG - F?’

La curvatura de Gauss, como la curvatura media, estd calculada en términos de [, m, n,
etc. a diferencia de la curvatura media, puede ser calculada de otra forma en términos
unicamente de coeficientes métricos. Entonces, la curvatura de Gauss es realmente intrinseca
a la superficie, mientras la curvatura media depende de cémo se localiza la curva en el
espacio. Ahora damos la férmula para K, la cual obvia el uso de U y muestra que K depende
unicamente de E, F, y G. Aunque existe una férmula més general, nos restringiremos al
caso donde F' = x,, - x, = 0. Esto es, supondremos que las curvas -u y -v paramétricas
siempre se encuentran en dngulo recto. En este caso establecemos el Teorema Egregio de
gauss:

Teorema 2.8 La curvatura de Gauss [8]depende sdlo de la métrica E, F =0, y G:

K ==s7ec (or (v0) * 2 (77))
~ 2W/EG \w \VEG) 0u\VE '

Aqui, hemos usado la notacién
0 0 0 G 0

(Xy - Xg).

Por supuesto, nada de esto significa algo a menos que podamos calcular las curvaturas
media y de Gauss. Hasta aqui , tenemos, | = —x, - U,, etc., y esto es algo tedioso de
calcular. Podemos, sin embargo, usar nuevamente la regla del producto para hacer las cosas
un poco més simples.

Proposicién 2.9 Los coeficientes de la sequnda forma fundamental pueden ser calculados
por

l = Xyy - U, m = Xy + U, N = Xy - U.

Prueba. x, y x, son vectores tangentes, entonces x, - U = 0 y x,, - U = 0. Derivando
ambos miembros de estas ecuaciones con respecto de u y v y usando la regla del producto
se obtiene

Xy U +Xy Uy =0, Xyp - U4+x%xy-Uy,=0, xXp-U+x%,-U,=0.

Por las definiciones de [, m, y n, hemos terminado. Este resultado puede ser usado para,
algo autométicamente, calcular las curvaturas media y de Gauss. m

Ejemplo 2.4 Sea la superficie M definida por una funcion de dos variables z = f(z,y)
con la parametrizacion de Monge (u,v, f(u,v)). Entonces:
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Xuu = (0707 fuu) Yy Xov = (0707 fvv)'

w X Xy = (= fu, = fu, 1) entonces U = (—fu,—fu,1)//1+ f2+ f2.
l: Juu — fuiv — fviv

(5) Usando la férmula[l] H = (En + Gl —2Fm)/2(EG — F?), tenemos que la condicién
H = 0 nos lleva a la ecuacién diferencial parcial

~~ o~ o~
w
—_— — ~— ~—

fuu(l + fg) + f’Uv(l + qu) - 2fufvfuv =0.

Esta es conocida como ecuacion de superficie minima.

Ejemplo 2.5 Superficies de revolucion. Recordemos que las superficies de revolucidn tienen
parametrizaciones de la forma x(u,v) = (g(u), h(u)cosv, h(u)sinv). Ademds, tengamos
en cuenta que g(u) es la distancia a lo largo del eje de revolucion y h(u) es el radio de
un paralelo. Tenemos x, = (¢, h cosv, ' sinv), x, = (0, —hsinv, hcosv) y x, X X, =
(hh',—g'hcosv, —g'hsinv). Entonces,

(W', —g' cosv,—g'sinv)
/g/2 + h/2

Ademss, las segundas derivadas parciales son x,,, = (¢”, k" cosv, h" sinv
bl ) ) )

U =

Xy = (0, —h'sinv, ' cosv) y Xy = (0, —h cosv, —hsinv). Por lo tanto,
E=g%+1 F=0, G =h?
"yl Rl hd'
l = u m = 0, n = 79

/g/2 + h/2 ’

La curvatura media estd dada por

Gl+ En—2Fm
2(EG — F?)
2(g//h/_hllg/) /2 /2 hg/
N RN/
2(g" + h*)h?
h(g"h/ _ h//gl) +g/(g/2 + h/2)
2h(g’”> + h'?)3/2 '

H =

Finalmente, la curvatura de Gauss queda como

g/(g//h/ _ h//gl)
g+ W72
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Nota 2.10 Si la curva original a(t) = (g(t), h(t),0) tiene ¢'(t) # 0 para todo t, entonces
g(t) es estrictamente creciente. Por lo tanto, es uno-a-uno y tiene una funcidn inversa
g~ que también es diferenciable. FEsta inversa nos permite reparametrizar la curva o.

Definimos f = ho g~ y obtenemos

a(u) = aog ' (u) = (99~ (), hg™" (u),0)

= (u, f(u),0).

Entonces, nuestros cédlculos se vuelven un poco mas faciles. Por ejemplo, la férmula para
la curvatura de Gaus se convierte en K = —f"/f(1 4 f’*)2. Para evitar confusiones, atin
escribiremos

o(u) = (u, h(w),0) y K =—h"/n(1+ 177

Ejemplo 2.6 Si giramos la catenaria y = ccosh(z/c) alrededor del eje-x obtenemos un
catenoide. Para dicha superficie tenemos que

1

K=—o
c? cosh4%

Con el fin de dar una corta prueba de Teorema 2.8, primero vamos a introducir algunas
férmulas que también serdn importantes cuando liguemos superficies minimas con variable
compleja. Del Lema 2.3, sabemos que {x,, X, } es una base para el plano tangente. Como U
es normal al plano tangente, {X,, X,, U} es una base para R3. Las formulas de la aceleracion
expresan las aceleraciones fundamentales Xy, Xy, ¥ Xypp €n términos de la base {x,,x,, U}
(en cada punto de la superficie). Por simplicidad, nuevamente supongamos F = 0, y
notemos que esto hace a {x,,x,,U} una base ortogonal. Asi, los coeficientes pueden ser
encontrados tomando productos punto. Escribimos

Xyy = Uy Xu + Dy Xo + LU,
Xuy = LipXu + Ly Xy + mU,

Xopp = LypXu + ThpXy + nU.

Nuestro trabajo es encontrar las I's. Estas son justamente los coeficientes en un desa-
rrollo bédsico, pero son conocidas por el nombre de simbolos de Christoffel, especialmente en
geometria diferencial superior y teorfa de la relatividad. Usamos lo que sabemos acerca de
los productos punto para determinar las s
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Xuu - Xy = Ly Xu - Xy + 040
= E por definicién de F

Podemos calcular x,,, por la regla del producto y de ahi obtener I't;, :

E = x, Xy, entonces E, = Xy - Xy + Xy * Xyu = 2Xgy © Xy-

En consecuencia

_~u u __ “u
Xuy = Xy = Yy Fuu = —.

2F
Mais ain, x,, - x, = 0, entonces tomando la parcial con respecto de u nos da

0 = Xy - Xy + Xy Xy o Xuu * Xy = Xy * Xyp-

Ademis E = x,, - Xy, entonces tomando la parcial con respecto de v da E, = 2X, + Xyu
y en consecuencia Ey, /2 = Xy, + Xypy = —Xyy - Xp. Mds atin,
Iy = Xuw - %0)/G=—E,/2G vy TU = Xuw - -xu)/G=E,/2FE.
Continuando, G = X, - Xy, entonces Gy /2 = Xy, - X,.Por lo tanto, como 0 = x, - Xy,

tenemos,

—Xy Xy = Xop * Xu con Iy, = (Xuw - Xy) /G = Gy /2G,

Iy = (Xpw - Xu) /B = —Gy/2e.

Finalmente, G = X, - Xy, asi Xy - Xy = G /2E. y 'Y, = (X0 - X0) /G = G, /2G.
Terminamos con las siguientes férmulas de aceleracion/8].
Férmulas 2.5.10.

X = o — 5 U
Xpp = —%xu + %xv +nU,
U= %0 — o,

U, = —%xu — %xv.

Ahora estamos en condicién de ofrecer la prueba del Teorema2.8.
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Prueba. Como las derivadas parciales cruzadas son iguales no importa el orden de difer-
enciacion,
Xuuv = Xuvus o Xuuv — Xuvu = 0.

Esto significa que los coeficientes de x,,,x, v U son todos cero cuando Xyuy — Xypy €8
escrito en esta base. Concentrémonos en el término x,:

E E E E
Xuuv = <2Eu,>v Xy + ﬁxuv - (25’)@){” - ixvv +1,U + 1U,.

Ahora sustituyamos Xy, Xy, v Uy por sus desarrollos en la base (ver las Férmulas 2.4)
para obtener,

iyt [BaCu (B _EG. I
X’LLU’Ui Xu ) 4G2 G

165G \3G ~ gm0

E E G G
Xuvu = (2}1(—1,)1) Xy + ﬁxuu + <2é>uxv + ﬁxuv + m,U +mU,

4G? G

Como el coeficiente x,, de Xyuy — Xyupy €8 cero, obtenemos

E,E, G G,G, m?
Xuvu = [ ]Xu + +

186 T\ ‘}X””U-

o- FuGu (BN  EG, BB, (G GGy In—m®
- 4EG 2G), 4G?  4EG 2G), 4G? G

Dividiendo por E, tenemos

In-m?* EG, 1(E)\ EG, EBE, 1[G\ GG,
EG  4FE2G E \2G ., 4EG? 4E?2G E \2G), 4EG?*
Por supuesto, el lado izquierdo es K ( ya que F' = 0) y el lado derecho sélo depende de

FE y de G. Entonces, tenemos una férmula para K que no hace uso explicito de la normal
U. Ahora es meramente algebraico demostrar que el lado derecho anterior es

s (o (via) * o ()






Capitulo 3

Geometria de las pompas de jabén

3.1 Curvatura media y superficies minimas

En el Capitulo 1, vimos que la tensién superficial y la diferencia de presién p sobre los lados
opuestos de una membrana de jabén se combinan para determinar la curvatura promedio
de la pelicula. Especificamente, tuvimos

1 1
pza(—f—) =20H,

™ 2

donde o es la tensién superficial y H es la curvatura media.

Considerando ahora el caso de una membrana de jabén limitada por un alambre, como
no hay volumen encerrado, la presién es la misma sobre ambos lados de la membrana. En
consecuencia p = 0, y como o # 0, tenemos que H = 0.

Tomando en cuenta la siguiente

Definicién 3.1 Una superficie minima es aquella que tiene curvatura media igual a cero[13].

Concluimos que
Teorema 3.1 Toda membrana de jabon es un modelo fisico de una superficie minima.

Hemos visto que la tensién superficial trata de encoger la superficie tanto como sea
posible de manera que la superficie es de drea minima entre las superficies que satisfacen
ciertas restricciones tales como tener fronteras fijas o volimenes fijos encerrados. De hecho,
esta propiedad de drea-minimizacién implica el anulamiento de la curvatura media y da
origen al término minima. Antes de que veamos céomo trabaja esto matemd&ticamente,
revisemos algunos casos.

Para lo que sigue, necesitamos definir la curvatura media H de una superficie M para-
metrizada por una funcién x (u,v), como

En+ Gl —2Fm
H= 2(EG — F?) (3:-1)

37
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donde E,F y G son los coeficientes de la primera forma fundamental y I,m y n son
los coeficientes de la segunda forma fundamental de la parametrizacién|[15].
Comencemos con dos ejemplos clédsicos, el catenoide y el helicoide.

Ejemplo 3.1 (Un catenoide).

Catenoide

Un catenoide es una superficie de revolucién generada por la catenaria y(x) = cosh(x) y
parametrizada por x(u,v) = (u, cosh(u) cos(v), cosh(u) sin(v))[1] . Calculemos la curvatura
media H. Primero, los vectores tangentes son

xy, = (1, sinh(u) cos(v), sinh(u) sin(v)),

x, = (0, — cosh(u) sin(v), cosh(u) cos(v)),

con B = x,-x, = 1+sinh2(u) = cosh2(u), F=x,%=0y G=x %Xy =
cosh?(u). (Como E = Gy F = 0, la parametrizacién se llama isoterma[14]; y ésta serd
una importante idea en el estudio de las superficies minimas). Para obtener H, necesitamos
también la normal unitaria U y las cantidades | = Xy, - U, m =Xy U yn =Xy, -U. Por
supuesto, obtenemos U tomando el producto cruz de los vectores tangentes y dividiendo
por la magnitud del producto cruz:

i i K
Xy X Xy =det | 1 sinh(u)cos(v)  sinh(u)sin(v)
0 —cosh(u)sin(v) cosh(u)cos(v)

= (sinh(u) cosh(u), — cosh(u) cos(v), — cosh(u) sin(v));
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U = (sinh(u) cosh(u), — cosh(u) cos(v), — cosh(u) sin(v))/ cosh? ()
_ <sinh(u) cos(v) sin(v) > .

cosh(u)’ cosh(u)’ cosh(u)

Ahora, utilizamos ademads las segundas parciales

Xuu = (0, cosh(u) cos(v), cosh(u) sin(v)),
Xuy = (0, — sinh(u) sin(v), sinh(u) cos(v)),

Xy = (0, — cosh(u) cos(v), — cosh(u) sin(v)),

con

| = —cos?(v) —sin®(v) = —1, m =0, n = cos?(v) + sin®(v) = 1.

Notemos aqui que [ = —m. Finalmente, obtenemos

o Gl+ En—2Fm _ cosh?(u)(—1) + cosh?(u)(1) — 0 0
~ 2(EG-F?) 2 cosh? (u) B

Entonces, el catenoide es una superficie minima.

Ejemplo 3.2 Curvatura media del helicoide.

Helicoide
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Un helicoide estd parametrizado por la expresion[1]
x(u,v) = (vcos(u),vsin(u), u).

Entonces

X, = (—vsinu,vcosu, 1),

x, = (cosu,sinu,0),

continuando con los cdlculos encontramos;

E=v2+1,F:O,G:1,U:< sin u cos U v >

Vit Vitr Vito?
Tenemos también que

Xuy = (—vcosu, —vsinu,0).
Xy = (—sinu, cosu,0),

Xov = (07 0, 0) .
Utilizando los datos anteriores en las férmulas respectivas obtenemos

1
V1402

ademds, tomando en cuenta que EG — F? = v? + 1, sustituyendo en la férmula para
H, nos queda

l=Xuu - U=0, m=xy, U= n =0,

Glt Bn—20m (DO +(1+0%)0)=2(0) (v2=)
H=—mea—ry = 2(1+?) =0

Con lo cual confirmamos que el helicoide es una superficie minima.

Ahora veamos una de nuestras situaciones modelo: una superficie obtenida como la
gréifica de una funcién de dos variables. Sea z = f(z,y) una funcién de dos variables,

y tomemos una parametrizacion de Monge[8] para su gréafica: x(u,v) = (u,v, f(u,v)).
Tenemos

Xy = (1707fu)7 Xuu = (0,0,fuu),

Xy = (Oalafv)v Xuy = (an,fuv),

Xy X Xy = (_fu7_fv7 1)5
E= 1+fu27

fuu

VI+f2+12]

Xy = (07 07 fvv)7

_ (fu—fod)
VI
F:fufm G:1+f37
—_ fuw — Jov

V1424127 V1+£2+527
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— fu ufvv - LZW
A+ f2+ )%
(L4 ) fuu + L+ f2) foo = 2fufofuw
21+ f2 + f3)3/° '
La expresion para H y la Definicién 3.1 inmediatamente muestran lo siguiente para M
dado por la gréfica de z = f(x,y).

H =

Proposicién 3.2 M es minima st y solo si

L+ f2) fuu + (L + f2) foo = 2fufofus = 0.

Esta ecuacién es conocida como la ecuacion de superficie minima/1], y en general, no es
soluble por métodos simples. Sin embargo, podemos en ocasiones hipotetizar requerimientos
algebraicos o geométricos acerca de la funcién f que nos permitan resolver la ecuacién de
superficie minima y por lo tanto determinar algunas superficies minimas. A continuacién
el ejemplo més famoso de esto.

Ejemplo 3.3 (Primera superficie de Scherk).

Supdngase que requerimos la condicién algebraica de que la funcién f sea separadamente
dependiente de las variables x y y. Entonces, escribimos f(z,y) = g(z) + h(y). La ecuacién
de superficie minima entonces viene a ser

g (@)1 + B2 (y)) + 1" (y)(1 + g*(x)) =0

donde las primas se refieren a las derivadas con respecto de las variables apropiadas. Pero
este es un ejemplo de una ecuacién diferencial ordinaria separable. Ponemos todas las x’s
en un miembro de la ecuacién y las y’s en el otro y obtenemos

C1+g%@) _ 1+ 0%()
g"(z) 2 (y)

Ahora, jcémo puede esta ecuacién ser posiblemente verdadera cuando un lado es funcién
unicamente de z y el otro tinicamente de y? Si mantenemos y fija, el lado derecho permanece
fijo, entonces la variacién de x no tiene efecto. Similarmente, la variacién de la y no tiene
efecto si la x se mantiene fija. Esto significa que la tnica forma en que se cumple la igualdad
es si ambos miembros son iguales a la misma constante, digamos c. Revisemos entonces el
lado . Tenemos

1+4%@)
g"(x)

1+ g% (x) = —cg"(2),

=C
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y esta ecuacién no involucra a la g. Entonces, ahora podemos sustituir ¢ = ¢’ para

obtener 14 ¢? = —c¢’. Separando e integrando, obtenemos
—cd
/ ¢ _ / da.
1+¢2
Una sencilla sustitucién trigonométrica ¢ = tan(f) e integrando produce x = —carctan(¢)
(donde hemos suprimido la constante de integracién). Entonces obtenemos, ¢ = — tan(z/c),

y sustituyendo ¢ por ¢’ e integrando nuevamente no da g(x) = ¢ln(cos(z/c)). Los mismos
cdlculos se cumplen para el lado-y (sin el signo menos, por supuesto) para dar h(z) =
—cln(cos(y/c)), entonces finalmente obtenemos una expresién para f:

f(z,y) = cln(cos(z/c)) — c¢ln(cos(y/c)) = cln <m> '

Primera Superficie de Scherk

La superficie z = f(x,y) se llama (primera) superficie minima de Scherk. Note que esta
cos(z/c)
cos(y/c)
una parte de la superficie de Scherk esta definida sobre el cuadrado —7/2 < x < 7/2,—7/2 <

y < 7/2. Sorprendentemente, sélo el catenoide y el helicoide eran conocidas como minimas
en los 1700’s. La superficie de Scherk fue el siguiente ejemplo de una superficie minima, y
fue descubierta por Scherk en 1835.

Vimos cémo un requerimiento algebraico transforma la ecuacién de superficie minima
en un par de sencillas ecuaciones diferenciales ordinarias. Ahora impongamos algunos re-
querimientos geométricos. Por ejemplo, ;qué tal si requerimos que una superficie minima,
sea una superficie de revoluciéon?. ;Esta imposiciéon de simetria circular de algin modo
restringe geométricamente la ecuacién de superficie minima para hacerla resolvible? He
aqui la respuesta.

superficie sélo estd definida para

> 0. Por ejemplo, haciendo ¢ = 1 por conveniencia,
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Teorema 3.3 . Si una superficie de revolucion M es minima, entonces M estd contenida
ya sea en un plano o en un catenoide[l].

Ejemplo 3.4 . Las siguientes son algunas superficies minimas que son bien conocidas.

En todas se cumple,por supuesto, que H = 0.

(1) Superficie de Enneper

Superficie de Enneper

x(u,v) = (u —u®/3 + uv®,v — 03 /3 + vu?, u? — v?).

(2) La superficie de Henneberg.



44

Geometria de las pompas de jabon

Superficie de Henneberg

Se define mediante la parametrizacién

x(u,v) = x(u,v) = (! (u,v), 2% (u, v), 2> (u, v))

donde

2t (u,v) = 2sinh(u) cos(v) — gsinh(i’)u) cos(3v),

2%(u,v) = 2sinh(u) sin(v) — %sinh(i%u) sin(3v),
23(u,v) = 2 cosh(2u) cos(2v).

(3) Superficie de Catalan
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Superficie de Catalan
x(u,v) = (u — sin(u) cosh(v), 1 — cos(u) cosh(v), 4 sin(u/2) sinh(v/2)).

(4) Quinta Superficie de Scherk. Esta superficie es escrita con frecuencia en forma no
paramétrica como sin z = sinh x sinh y.

Quinta Superficie de Scherk

Paramétricamente,

x(u,v) = (argsinh(u), arg sinh(v), arg sinh(uv)).
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3.2 Relacién entre superficies minimas y pompas de jabén

Conforme sus experimentos con peliculas de jabén progresaron, Plateau se convencié de que
cualquier tipo de frontera podia producir una pelicula cerrada de jabén. Conceptualmente,
sin embargo, puede haber fronteras tan complicadas que los requeridos giros y vueltas de
la pelicula podrfan causar que ésta se rompiera, por ello Plateau, establecié el siguiente
problema, ahora conocido como problema de Plateau: dada una curva C, encuentrar una
superficie minima M que tenga a C' como frontera. Como veremos més adelante, las su-
perficies drea-minima son minimas, y fue eventualmente comprobado que la esperanza de
encontrar una solucién general para el problema de Plateau descansaba en encontrar su-
perficies drea-minima. Entonces, otra versién del problema de Plateau es encontrar una
superficie drea-minima que tenga a C' como frontera. Por supuesto, por el Teorema 3.1,
esto nos lleva de regreso a las membranas de jabén. Incluso, la existencia de superficies
drea-minimizadoras no es automética, sin embargo. No fue sino hasta comienzos del siglo
XX que el problema de Plateau fue resuelto por J. Douglas y T. Radé . Ellos probaron

Teorema 3.4 Ezxiste una superficie drea-minima en forma de disco generadora de una
curva de Jordan dada.

(Una superficie minima tiene forma de disco si su dominio paramétrico es el disco unidad
D = {(u,v)|u® +v?* < 1} y el circulo frontera mapea sobre la curva de Jordan dada).

En lugar de ver hacia la dificil pregunta de la existencia, preguntemos lo que una su-
perficie M que tiene drea minima entre superficies con una frontera especificada C' implica
con respecto a la superficie. De esta forma, obtenemos una condicién necesaria para la exis-
tencia de M. Si vamos a estar hablando de drea de superficie, debemos tener un acuerdo
sobre cémo calcularla. En el plano, hacemos doble integracién ordinaria. Para tratar con
superficies curvadas, usamos las parametrizaciones definitorias para transportar todos los
cédlculos computacionales hechos en el plano a la superficie dada. En el plano,calculamos
el drea de un paralelogramo encontrando la longitud del producto cruz de los dos vectores
sobre sus lados. Como el paralelogramo aproximante es muy pequeno, podemos pensar que
es generado por vectores tangentes multiplicados por los cambios en los pardmetros,

XAy Y XAy

Asi, el drea estd dada por |x, X x,|A,A,. Esta cantidad aproxima el drea de aquella
diminuta parte de la superficie. Esto es lo que usualmente hacemos en célculo: aproximar
una parte pequena y entonces sumarla sucesivamente (integrar) sobre la regién entera. De
este modo, sea x (u,v) una parametrizacién para una superficie M y hagamos la

Definicién 3.2 . El drea de la parametrizacion x, denotada por Ay, es

Ay = // |xy X x| dudv,

donde los limites de integracién son los limites definidos por la parametrizacién.
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Ejemplo 3.5 Sea f(z,y) una funcion de dos variables, entonces tenemos una parame-
trizacion de Monge

x(u,v) = (u, v, f(u,v)),

podemos calcular x,, y x, que son

Xu:(l’()?f’u) XU:(O’LfU)
con
Xy X XU’ = |(_fu7_fv71>‘ =V 1 +f5 +f3
Entonces

Ax://\/mdudv.

Una forma conveniente de calcular el drea limitada por curvas cerradas en el plano es
usar el teorema de Green. Supongamos que Py @ son dos funciones (suaves) reales de dos
variables x y y definidas sobre una regién simple conexa en el plano. Entonces el teorema

de Green dice que
P
/ a—i-anxdy:/—Qdm+de,
yJx Ox 8y C

donde el lado derecho es la integral de linea alrededor de la frontera C de la regién
encerrada por C. Como llevamos todas las integrales al plano para efectos de célculo,
encontraremos particularmente 1til el teorema de Green.

Ahora supongamos que M es la gréfica de una funcién de dos variables z = f(z,y) y
es una superficie de drea minima con frontera C. Consideremos las superficies vecinas, las
cuales parecen versiones ligeramente deformadas de M,

M*: 2Nz, y) = f(2,y) + tg(z,y).
Aqui, g es una funcién sobre el dominio de f con g|5 = 0 (donde C es la frontera del
dominio de f y f(C) = C"). La perturbacién tg(z,y) tiene entonces el efecto de mover los

puntos de M una pequena distancia dejando fija C'. Una parametrizacién de Monge para
M? esta dada por
x'(u,v) = (u, v, f(u,v) +tg(u,v)).

Encontremos ahora una descripcién para las dreas M. Primero, tenemos

xt, x xb| = /14 f2+ f2 4 2t(fugu + fogo) + t2(g2 + g2).

Por la definicién de drea, vemos que el drea de M? es

At) = / / JTF 2 T 2 Fagu b Foge) + (G2 £ 57 dudv.
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Como M se supuso que tiene drea minima, entonces la funcién de drea A(t) debe tener
un minimo en ¢ = 0 (ya que ¢t = 0 nos da M). Por lo tanto tomemos la derivada de A(t) e
impongamos la condicién de que A’ (0) = 0. Podemos tomar la derivada con respecto a t
dentro de la integral ( esencialmente porque ¢ no tiene nada que hacer con los pardmetros,
uy v )y usar la regla de la cadena para obtener

dudv.

:/ fugu+fvgv+t(gs+gq2;)
vJu 1+ [2+ 24 2t(fugu + fogo) +12(92 + g2)

En seguida, supusimos que ¢t = 0, era un minimo, entonces A’(0) = 0. De aqui que,
haciendo t = 0 en la ecuacién anterior, obtenemos

/ / fugut fogo 40
vJu /14 f2+ f2
Ahora, sean

P = fug Q=

fvg
VI+ 2+ 2

entonces

8£ _ fugu + 9fuu 9 (fz%fuu + fufvfuv) 0Q o Jogv + 9fov 9 (fgfvv + fufvfuv)

T INEE 4R+ 0T W IN R U+ 2+ )

en consecuencia

orP  0Q B Jugu + fogv I g (fuu (1 +f3) + fov (1 +f3) - Qfovfuv)'

ou " v T+ fZ+f2 (L+ 2+ f2)°?

Como
//8P anudv—/v—Qdu—l—Pdv,
vJu C

obtenemos

fugut fogo 9 (fuu (L4 S0) + foo (L4 fu) = 2fufofu)

// Vit 242 (1+ 12+ 2 dudv =
fug fog
ya que
g ‘c:

Como esto es verdadero para toda g, debemos tener
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fuu(l + fz?) + fvv(l + fi) - 2fufvfuv = 0

Esta es la ecuacién de superficie minima. En consecuencia, por la Proposicién3.1, tenemos
H = 0, y hemos demostrado la siguiente condicién necesaria para que una superficie sea
drea-minimizadora.

Teorema 3.5 Si M es drea-minimizadora, entonces M es minima.

FEl Teorema 1.1 nos dice que las membranas de jabén tienden a minimizar el &rea,
entonces este resultado es otra confirmacién de que el estudio de las membranas de jabén
es un estudio de superficies minimas. El método que llevé al Teorema 3.5 es un ejemplo de
una técnica bdsica del cdlculo de variaciones.

3.3 Parametros isotermos

Lo que hemos hecho anteriormente justamente podria llamarse los fundamentos de la teoria
de superficies minimas. Ahora tenemos una idea de lo que son las superficies minimas y
porqué su estudio es relevante para comprender las membranas de jabén. No obstante, sélo
hemos usado herramientas de geometria diferencial y ecuaciones diferenciales para explorar
algunos aspectos de las superficies minimas. En esta seccién comenzamos a introducir el
poder del andlisis complejo en la mezcla de ideas que rodean a las membranas de jabén. La
clave para introducir el andlisis complejo en la teoria de superficies minimas es la existencia
de pardmetros isotermos sobre una superficie minima. Una parametrizacién x(u,z) es
1soterma si E = X, - X, = X, - X, = Gy F = 0. Esta suposicién de aparencia inocua sobre
la métrica tendra consecuencias maravillosas. De hecho, las coordenadas isotermas existen
en todas las superficies, y existen por lo tanto en las superficies minimas.

Teorema 3.6 Las coordenadas isotermas existen sobre cualquier superficie minima M C
R3.

Prueba. Fijemos un punto m € M. Escojamos un sistema coordenado de R3 de manera
que m sea el origen, el plano tangente a M, T,, M es el plano xy, y cercano a m, M es
la grafica de una funcién z = f(z,y). Ademds, la regla del cociente y la regla de la cadena

dan
w y w T
- _@[fmu + 1) = 2fafyfay + Fry(L+ f2)],

w
1+f§ o (f:]cfy>
w - w y

Lo on (Ut 12) = 2 by fog + Fan(1+ £2)]

w
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donde, w = \/1+ f2+ f2. Sean p = f, , ¢ = fy con w? =1+ p? + ¢*>. Como M es

minima, f satisface la ecuacién de superficie minima

f;m(l + fi) - 2f:pfyfxy + fyy(l + f$2) = 07

por lo tanto tenemos (%)y . (%)gC =0y (1_;7(12)$ — (%

(pq)y = 0. Definimos dos

campos vectoriales en el plano-zy por

1+p? 1+ ¢?
V:< +p’pq> y W:(m, +q>

w w w w

y aplicamos el teorema de Green a cualquier curva cerrada C contenida en una regién
simplemente conexa R para obtener

2
oo L), (122) s
C R NW/x w y
2
/W-drz// (1—1-(]) 7(@> dzdy =0,
C R w T w’y

donde dr = (dz, dy). Como las integrales de linea son cero para todas las curvas cerradas

en R, V y W deben tener funciones potencial . Esto es, existen u y p con grad(pu) =V

. . . . 2
y grad(p) = W. Consideradas coordenadamente, estas ecuaciones implican p, = 1%,

_ pq _ pq _ 14¢?
By =" Y Pz =" Py =

. Definamos un mapeo T : R — R? por

T(.%',y) = (:L' + p(z, y)v Y+ :0<$7y))'

La matriz Jacobiana de este mapeo es entonces

2
Jay=| Ve mo ]I R
pe 1+py S R

y calculamos el determinante como det(J(T)) = % > 0. El Teorema de la Funcién
);

Inversa dice entonces que, cercana a m = (0, 0), hay una funcién inversa suave 7! (u,v) =
(z,y) con

1 1+ﬂ __pq
- pg 142
det J(T) — b 14 L2
_ 1 w41+ ¢? —pq
(14 w)? -pg  w+1+p* |

Por supuesto, para (z,y) = T 1(u,v), la dltima matriz es justamente
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Ty Ty
Yu Yo
por la definicién del Jacobiano. Usaremos estos cédlculos para demostrar que la parame-
trizacién (en las coordenadas uv descritas anteriormente)

x(u, v) < (2w, 0),y(u,0), f(@(u,v), y(u,v)))

es isoterma. Primero calculamos

o (et i () o (o %)

= <<1_+p5)>2’ w<1++1$>§2’p ((1_+pzqu>2) T <w<1++1$>§2>> ‘

Con los datos anteriores tenemos:

E=x, X,

1
= ——[(w+1+ )+’ +p°(w+1+¢)?

(14 w)
—20°¢*(w + 1+ ¢°) + p*¢"]
1

= m[(l +w)*(1+ ¢ + P?)]

__ v

(1 +w)?’
también

G =%y - Xy
:m [(—Pq)2+(w+1+p2) —I—p4q2—2p2q2(W+1+p2)+q2(w+l+p2) }
1

= m[(l—l—w)z(l—l—qQ—l—PQ)]
_ v
(14 w)?’

ademés
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F =x, Xy

:(14310)4 [(w+1+¢) (—pg) + (—pg) (w+ 1 +p?) +p(w+1) g (w+1)]
= (1+1w)4 [—pg (1 +p* + ¢%) —w?)]
:(1_{_121])4[102_102} —0.

Como G =x,-x, = FE, y F =0, la parametrizacién x(u,v) es isoterma. m

Ejemplo 3.6 Podemos apreciar que si M es una superficie con parametrizacion isoterma

x(u,v), la formula para la curvatura media (ec. 3.1) se reduce a l;r—E” Por lo tanto, para M
minima, | = —n. Recordemos que esto fue cierto para el catenoide (ver el Ejemplo 3.1).

3.4 Funciones arménicas y superficies minimas

Cuando una superficie minima estd parametrizada por una parametrizacién isoterma x(u, v),
hay una estrecha relacién entre el operador de Laplace Ax = X, + X,y ¥ la curvatura media.
Para ver esto, necesitamos las siguientes férmulas[1]:

E E
Xuw = ppXu — 5% HIU
G G
Xy + —x, + nU,

Xpy = ———X
v 27" 2@
y ademds, recordando que si Ax = 0 entonces x(u,v) es arménica [6].
. . . . d
Teorema 3.7 Si la parametrizacion x es isoterma, entonces Ax ef Xuu + Xoo = (2EH)U.

Prueba.

Eu e o) + (=G, + Goxey 40
BT T g™ T T g T

Xyy + Xpy = (

Eu E’U Eu E'U
= Sadu T g™ U —-— U e U
o T apX T o T ogXe T
={l+n)U
(l+n)
—92F .
()

Examinando la férmula para la curvatura media cuando £ = G y F = 0, vemos que

_El+FEn I+n

H
2FE? 2F
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Por lo tanto,

Xuu + Xpw = (2EH)U.

Corolario 3.8 Una superficie M con una parametrizacion isoterma x(u,v) = (z'(u,v),

22 (u,v), 23(u,v)) es minima si y sélo si x', x? y x> son funciones armdnicas.

Prueba. Si F' es minima, entonces H = 0 y, por el teorema previo, X, + Xy = 0. Por lo
tanto, las funciones coordenadas de x son arménicas. Por otro lado, supongamos que z', 22
y 23 son funciones arménicas. Entonces X, + Xy = 0 y por el Teorema 3.7, (2EH)U = 0.
Por lo tanto, como U es la normal unitariay E = x,, # 0, tenemos H = 0, y M es minima.
]

Este resultado relaciona la geometria de la teoria de superficies minimas con el anélisis
complejo porque las funciones armdénicas, junto con sus funciones armdénicas conjugadas,
producen funciones holomérficas. Entonces el Corolario 3.8 nos introduce de manera natural
en el mundo de la variable compleja a través de la materia estrechamente relacionada de

las funciones armonicas.

3.5 Las representaciones Weierstrass-Enneper

Finalmente llegamos al alma y corazon de la teoria de las superficies minimas: la repre-
sentacion Weierstrass-Enneper. Lo que hace esta apxoximacién tan ttil e interesante es que
nos permite crear superficies minimas sélo escogiendo funciones holomorficas. ;Qué puede
ser mas simple?

Sea M una superficie minima descrita por una parametrizacién isoterma x(u,v). Sea
z = u + tv que denota la coordenada compleja correspondiente., y recordemos que

o _1(0 .9 o _1(9 .9
9z 2\ou ‘ov)’ 9z 2\ou ov )"

2+Z —i(2—%)
2

, podemos escribir

x(2,2) = (2" (2,2) ,2% (2,2) ,2° (2,2)) .
(2,2

Recordamos a ) como una funcién compleja la cual sucede que toma valores

2
reales, y tenemos % (:UZ — zmﬁ,) por la definicién de %. Definimos

dgf%_ 1.2 .3
¢_8z_( z) -

. ) . ., 2 2
Revisemos ¢ un poco mds cercanamente. Usaremos la siguiente notacién: (¢)” = (:c;) +

($2)2 + (xi’)Z y |o)* = ‘xi‘Q + }xE}Q + |x2|2, donde |z| = Vu? + v? es el médulo de z.

Primero, nos damos cuenta que (:1:2)2 = (%) (wZ)2 — (x;)2 — 22:16@&:%) . Por lo tanto,
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s 1[3 2 32 oS
@ =1 (3 ()~ X (o)~ 2 Y aded
4 \j= j=1 j=1
= i <|xu]2 + ]xv\z — 20Xy, - xv>
:i(E—G—Qz’F)
:0’

ya que X (u,v) es isoterma. Comparando las partes real e imaginaria, vemos que el
reciproco también es verdadero. Es decir, si (¢)° = 0, entonces la parametrizacién debe ser
isoterma.

Ejemplo 3.7 También tenemos que ]qﬁ]Q = % % 0, que comprobamos verificando el sigu-
iente cdlculo:

Il
T~ =
»
IS
™
_l_
B
N3
™
N—— +

(E+ Q)

I\D‘Dj"’k"_‘

Finalmente,

0¢ 0 [0x 1

—_— = - = *AX = 07

0z 0z \ 0z 4
ya que la parametrizacion es isoterma. (y minima). En consecuencia, cada ¢' = % es
holomérfica. Inversamente, el mismo cédlculo muestra que, si cada ¢* es holomdrfica, en-
tonces cada x' es arménica , y, por lo tanto, M es minima. Juntas todas estas observaciones
dan el

Teorema 3.9 Supongamos que M es una superficie con parametrizacion x. Sea ¢ = g—’;

Y SUpPongamos (¢)2 =0 (es decir, x es isoterma). Entonces M es minima si y sdlo si cada
@' es holomdrfica.

Cuando cada ¢’ es holomérfica decimos que ¢ es holomérfica. El resultado anterior dice
que cualquier superficie minima puede ser descrita cercana a cada uno de sus puntos por
una tripleta de funciones holomérficas ¢ = (¢1, 2, q§3) con (gf))2 = 0. Incluso, en este caso
podemos construir una parametrizacién isoterma para una superficie minima tomando
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Corolario 3.10 z'(z,2) = ¢; + 2Re [ ¢'dz.

Prueba. Como z = u+iv, podemos escribir dz = du+idv. (Esta es taquigrafia ‘diferencial’
para % = % + i%.) Entonces

I VA : I i I
Q'dz = 5 [(azu m:v) (du + zdv)] =3 [mudu +xydv +1 (mudv mvdu)] ,
¢ dz = 3 [(xu + zxv) (du zdv)] =3 [acudu +xy,dv — 1 (xudv xvdu)] .

Entonces tenemos

_ ox’ ds+ ox’
0z 0z
— ¢idz + ddz
= ¢'dz + ¢idz
= 2Re ¢'dz,

dx’

dz

y ahora podemos integrar para obtener z*. m
Asi, en un sentido real, el problema de construir superficies minimas se reduce a encon-

trar ¢ = ((Z)l, 2, <Z>3) con (¢)2 = 0. Una forma precisa de construir una tal ¢ es tomar una
funcién holomérfica f y una funcién meromdrfica g ( con fg? holomérfica) y formar

S =3 f0-), P =ii+e), &= fg
ya que
(¢)* =0.
Del mismo modo tenemos que
&P
e

Por consiguiente, obtenemos el

Teorema 3.11 (Representacion Weierstrass-Enneper I). Si f es una funcién holomdrfica

sobre un dominio D, g es meromdrfica sobre D vy fg* es holomérfica sobre D, entonces estd
definida una superficie minima por la parametrizacion x (z,z) = (9:1 (2,2),22%(2,%), 23 (z,?)) ,

donde

xt(2,2) = Re/f (1 ng) dz,
22 (2,%) :Re/z'f (14 ¢°) dz,
23 (2,%) :Re2/fgdz.
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Como podemos escribir las coordenadas de una parametrizacién en términos de inte-
grales, tenemos una posibilidad real de crear superficies minimas.

Para hacer las cosas mads sencillas todavia, escribamos otra forma de la Representacién
Weierstrass-Enneper de manera que sélo necesitemos escoger una funcién en lugar de dos.
Supongamos, en el Teorema3.11, que g es holomérfica y que tiene una funcién inversa g—!
( en un dominio D) la cual también es holomoérfica. Entonces podemos considerar a g
como una nueva variable compleja 7 = g con dr = gdz. Definamos F (1) = § y obtenemos

F (1)dr = f dz. De aqui que, si sustituimos g por 7y f dz por F (7)dr , obtenemos el

Teorema 3.12 (Representacion Weierstrass-Enneper I1). Para cualquier funcion holomdr-
fica F (1), estd definida una superficie minima por la parametrizacion

x(z,%Z) = (acl (2,2),2%(2,%),2° (Z,E)) ,

donde

a2t (2,2) = Re/ (1—7%) F(r)dr,
22 (2,7) = Re/i (1+7%) F () dr,

23 (2,2) = ReZ/TF (1)dr.

Notemos la correspondencia

Esta representacion nos dice que cualquier representacién holomoérfica F' (1) define una
superficie minima. Por supuesto, no vamos a esperar que toda funcién que dé integrales
complejas pueda ser evaluada en forma tan precisa. No obstante, notamos que podemos
obtener mucha informacion acerca de la superficie minima directamente de sus representa-
ciones.

Ejemplo 3.8 (El helicoide). Sea F (1) = # Después de integrar y haciendo la sustitu-
cion T = e* obtenemos



3.5 Las representaciones Weierstrass-Enneper 57

1 2y ¢ 2 . 2y ¢
x—Re/(l—T)zﬂdT x—Re1/(1+r)27_2dT
7 ) 7 ')
_Re/|:27_2—2:|d7_ —Re/@|:T2+2:|dT
1 T 5|1 T
= —Rei 27_+2:| = —Rei 27_—2:|
—Z z —ZzZ z
——Reie +e —Ree . e
= —Re(icosh 2) = Re (—sinh 2)
= sinh u sin v, = —sinhwucoswv,

3 1
T —Re2/7'27_2d7'

:Re/ZdT
T

= ReilnT
= Reiz

= —.

La parametrizacion resultante (sinh usinv, —sinwucosv, —v) es una forma del helicoide.

Ejemplo 3.9 Sea F (1) = # Entonces, usando el Teorema3.12 y la sustitucion T = e* ,
obtenemos

1 1
xl = Re/ (1 — 7'2) ﬁdr o Rei/ (1 + 7'2) ﬁdr
7 1 |1 1
—Re/[W—JdT —Re/z[w+2}d7'
1 T . 17
147 Jr—77t
— —Re = Res
2
— —Re(%) = Rei (sinh 2)
= — Re|cosh 2] = —coshusinw,

= —coshu cosw,
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1
3 _
T —Re2/7’27_2d7'

1
:Re/dT
T

= Reln7

= Relne”®

= Rez

= Re (u +iv)

= u.
que es la representacién Weierstrass-Enneper II para el catenoide

x (u,v) = (— coshucosv, — coshusinv, u) .

Ejemplo 3.10 Usando el Teorema 3.11 con

obtenemos

= Re/ (6_26) dz
:Re/sinhzdz

= Recosh z

= coshwu cosv
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= —Retsinh z

= coshusinv

23 (2,2) = Re2/fgdz

:Re2/ <—€2Z> (—e*) dz
:Re/dz

= Rez
= Re (u +iv)

= Uu.

Y esta es la parametrizacion del catenoide.

Ejemplo 3.11 Utilizando nuevamente el Teorema 3.11, ahora con

llegamos a
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= Rei/sinh zdz

= Reicosh z

= —sinhusinw,

x“(2,%) Re/if (1+92)dz

:Re/'
e 2z

= Re 5 [1+e*] dz
eZ+€—Z

- R cre

[ (=5)

:Re/coshdz

= Resinh 2z

= sinh u sin v,

23 (2,%2) = Re2/fgdz

(-

= Re/idz

= Reiz

= Rei (u+ i)
= Re (—v +iu)

= —.

Que es la parametrizacion del helicoide.

—Zz

2

) (—e%) dz



3.5 Las representaciones Weierstrass-Enneper 61

Ejemplo 3.12 La funcion F (1) = (l — %) es la representacion asociada de la superficie
de Catalan

x (u,v) = (u — sinwu coshwv, 1 — coswucosh v, 4 sin % sinh %) )

La obtenemos cuando después de integrar sustituimos 7 por e~ iz/2

de sin z.

y usamos el desarrollo

Ejemplo 3.13 Sea F(1) =1— %4' Entonces la representacion asociada es la superficie de
Henneberg

2
x (u,v) = (2sinhucosv — 3 sinh 3u cos 3v,

2
2sinhusinv + 3 sinh 3w sin 3w,

2 cosh 2u cos 2v).
Para v = 7 obtenemos la pardbola de Neil (z — 2)3 = 922. Esto determinard también
una superficie de Henneberg. Para esta primera parte, después de integrar, sustituyamos 7
por €7, usemos los desarrollos de sin z y cos z y sustituyamos y por —y.

Ejemplo 3.14 Sea F (1) =1 o, equivalentemente, (f,g) = (1,z). Con esta equivalen-
cia las representaciones Weierstrass-Enneper dan una superficie de Enneper. Si (f,g) =
(1,2™), entonces es obtenida una superficie de Enneper de n-ésimo orden.

Ejemplo 3.15 Si (f,g) = (22, 2) la representacion Weierstrass-Enneper da la superficie

de Scherk z =In (£2Y) . Este resultado se alcanza de la siguiente manera: (1) para z* usa-
mos fracciones parciales para obtener [ 1Jr%dT =ilog (1 —it)—ilog (1 +it), (2) como los
logaritmos estdn multiplicados por i y queremos la parte real, la definicion de log (z) da z' =

arctan (1 ) —arctan ( ) (es decir, 1+71i = 1—v+iu y 1—it = 1+v—iu), (3) la formula

para la tangente de la diferencia de dos dngulos da entonces ' = arctan (w) (4)

similarmente, % = arctan (_72”) , (5) ademds, z* = Re(log (72 + 1) —log (72 — 1)) =

1—(u2+v2)
2_,2 2 2,2
1 In (u —v +1) +4ucv
2 (u?—v2—1)*+4u20?

> , (6) analiazando los tridngulos rectangulos apropiados, escribimos

3

cosz? y cosz® en términos de u y v y vemos que 3 = In cosz?

7 ) . Notemos que las integrales
cos T

tienen periodos reales y por eso, justamente para la helicoide, podemos tomar una parte a
la vez para construir la superficie entera.

El valor real de las representaciones Weierstrass-Enneper es que podemos analizar muchas
facetas de las superficies minimas directamente de las representaciones (f,g) y F (7). Esto



62 Geometria de las pompas de jabon

aplica incluso para superficies cuyas integrales Weierstrass-Enneper no son calculables ex-
plicitamente. Como un ejemplo de esto, calcularemos la curvatura de Gauss K de una
superficie minima en términos de F'(7).Primero notemos que (ver [1],[8]) los pardmetros

isotermos dan

=570 (o (V) (755))
5 (7)) (7)
aa— nk + o 25 n E>

(nE),

(¢
1(

donde A es el operador Laplaciano 83—“22 + 5%22. Por el Ejemplo 3.7, sabemos que
E=2 \d>|2 , por lo que calculamos F para

o= (;(1—7’2)17(7') ;(1+T)F(T),TF(T)>.

Tenemos

1 9 2 { 2 2
E=2 ‘2(1—7)]7(7) 5(1+T)F(T) + |7F (7)]
— IR ([P =1+ 2 1 ]

2 2

2 — 92 + 2iuv, entonces, ’7’2 — 1‘2 = (u —v° - 1)2 + 4uv?.

Ahora, 72 = u
De manera semejante, ‘7‘2+1}2 = (uz—v2+1)2+4u2v2 y 4|7'|2 :4(u2+v2).
Entonces
1
=3 |F|*2 {(u2 - v2)2 + 1+ 4u?v? + 2u? + 21}2]
= u* 4+ 2uv*+ v+ 1420+ 2v
FI2 Tu? + 20202 + vt + 1 + 202 + 202
= |F)? 1 + u? —i—v2]2

Ejemplo 3.16 Usando la igualdad |¢|* = 1 Fis (1-¢*) (1-9%) + (1+4¢% (1+7%) + 499)
y el Ejemplo3.7, tenemos directamente de la definicion de ¢ en términos de la repre-

2
sentacion (f,q) que E = \f‘Z [1 + |9|2}
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A continuacion, sea In E = In |F|?> + 21n (1+u?+20?).
Como

8

A2ln(1+uw?+0?¥))= ————
( n( u U)) (1—|—u2—|—v2)2

Debemos calcular ahora
A(m|FP) = A(log FF) = A (log F +log F)

Previamente, hemos visto que A =40?/0%Z0z. Mas atin, como I es holomérfica, F' no
lo puede ser, entonces 90F/0z = 0 y, consecuentemente, 0 (log F ) /0z = 0. Nos quedamos
con

_ 0*(logF)  O(F/F)
A(logF)=4 9594 =4 5% =0,

ya que F, F"y, por lo tanto F'/F son holomoérficas. Asi, A <ln |F|2> =0.y A(InFE) =
8/ (1+u?+v?)°.

Teorema 3.13 La curvatura de Gauss de la superficie minima determinada por la repre-
sentacion Weierstrass-Enneper I es

—4
K=— 1
|F|” (14 u? +v?)

Prueba. De los calculos anteriores,

K= —%A(lnE)
_ —8
2R (1 + u? +0?)
_ —4
R (4w +02)t

|
Usando la identificacién F' = 7 podemos deducir la férmula

4lg1?
4
PP (1+19”)

en términos de la representaciéon Weierstrass-Enneper 1.

Las representaciones Weierstrass-Enneper nos dicen que la teorfa de las superficies mini-
mas se sitia a los pies de el andlisis complejo. No obstante, siempre es 1itil en mateméticas
mirar el mismo objeto desde diferentes puntos de vista, para ello regresemos a algunos
fundamentos de geometria diferencial.
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3.6 El mapeo de Gauss

El mapeo de Gauss de una superficie M con parametrizacién x (u,v) es un mapeo de la
superficie M a la esfera unitaria S? C R3, denotada G : M — S? y dada por G (p) = Up,
donde U, es la normal unitaria a M en p. En términos de la parametrizacién, podemos
escribir G (x (u,v)) = U (u,v) y, para una pequena parte de M, pensar de U (u,v) como una
parametrizacién de la esfera S%. Hay ademds una transformacién lineal inducida de planos
tangentes dada, para la base {xy,X,}, por G« (x,) = Uy, y Gi«(x,) = U,. Para entender
esto, notemos lo siguiente. Un vector tangente sobre M es el vector velocidad de alguna
curva sobre M, asi tomando U sélo a lo largo de la curva, creamos una nueva curva sobre
la esfera S2. El vector tangente de la nueva curva esférica es entonces, por definicion, la
imagen bajo G, del vector tangente original de la curva. Aplicando este razonamiento a las
curvas paramétricas, vemos que Gy (xy) = Uy, y Gy (xy) = U,,.

Ejemplo 3.17 (Mapeo de Gauss de la Helicoide). Consideremos la helicoide x(u,v) =
(ucosv,usinv,v). Debemos calcular Gy (xy) = Uy y Gy (Xy) = Uy. Tenemos

x, = (cosv,sinv,0), xy = (—usinv,ucosv, 1)
con Xy Xy =0y [xy] =1y |xy] = V14 w2 La normal unitaria estd dada por

(sinv, — cosv, u)

U:
V1+u?

Tomando derivadas parciales nos da

U, — (—u sinv,uc;)zv, 1)’ U, —
(14 u2)¥/

(cos v, sinw,0)

V14 u?

con longitudes calculadas que son

1 1

1 1
L - == .
’ ’U| /1 u2 1 u2 |X'U’

Ademds, por supuesto, G, (xy) - G« (x,) = Uy, - U, = 0, como es requerido para que el
mapeo de Gauss G sea conforme con factor de escala p (u,v) =1/ (1 + u2) .

Ul

Ejemplo 3.18 Para la catenoide y la superficie de Enneper,

x (u,v) = (coshu cosv, coshusinv, u)

x (u,v) = (u — uw?/3 + wv?, —v + 03 /3 — vu?, u? — vz) ,
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respectivamente, tenemos que los mapeos de Gauss son conformes con respectivos fac-
2
tores de escala 1/ cosh? u, 2/ (2 +u? + v2)

Los ejemplos 3.17 y 3.18 no son sélo instancias aisladas, como lo muestra el siguiente
resultado.

Proposicién 3.14 Sea M una superficie minima con parametrizacion isoterma X(u,v).
Entonces el mapeo de Gauss de M es un mapeo conforme.

Prueba. Con el fin de mostrar que G es conforme, s6lo necesitamos mostrar que |Gy (xy,)| =
0 (u,0) Xy, |Gy (x0)| = p (u,0) [X0] ¥ G (Xu) - G (X0) = p? (u,v) Xy - X,,. Como pardmetros
isotermos tienen £ = G y F =0, obtenemos H =(l+n)/2E asi como

L, =
TEpXe T X
m n
G ( )—U EXU_EXW

donde hemos usado las férmulas para U, y U, tomadas de la Geometria Diferencial.
Usando coordenadas isotermas y usando productos punto nos da

1
2 2 2 2
O = L 24 m], U = & [+ ],
m
Uu~Uv:E[l+n].
Pero M es minima, entonces H = 0 y esto significa [ = —n por el Ejercicio 3.6.

Obtenemos entonces

1

U= 5 |

Pirm?l= UL v U, U, =0

Como [x,| = VE = |x,| ¥y Xu-X, =0, vemos que el mapeo de Gauss G es conforme
con factor de escala /12 + m?2 /E. m

Ejemplo 3.19 Los resultados anteriores nos dicen que si consideramos K = ( 12— 2) JEZ2,
entonces el factor de escala V12 + m? | E es igual a \/|K|, donde K es la curvatura de Gauss.

El siguiente resultado muestra que la conformalidad del mapeo de Gauss casi siempre
caracteriza superficies minimas.

Proposicién 3.15 Sea M una superficie parametrizada por x (u,v) cuyo mapeo de Gauss
G : M — S? es conforme. Entonces o M es parte de una esfera, o M es una superficie
minima.
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3.7 Proyecciéon estereogréifica y mapeo de Gauss
El mapeo de Gauss para una superficie minima tiene una descripcién directamente en

términos de la Representacion Weierstrass-Enneper. La proyeccidn estereogrifica del polo
Norte N estd denotada por

St:S?/{N} — R?

y definida por

) . cosucosv sinwucosv
St (cosu cos v, sinu cos v, sinv) =

1—sinv’ 1 —sinv’

Como lo hemos venido haciendo, podemos tomar el mapeo inducido por vectores tan-
gentes derivando con respecto de u y v.

—sinucosSv CoS U Cos v
St* (xu) = . bl . )
1 —sinv 1 —sinwv

St. (%) = ( coS U sinu 0) .

1—sinv’1—sinov’

En consecuencia, tomando productos punto en R3 obtenemos

2

cos“ v
1
= mxu * Xu,
Sty(x0) - St (x0) = —
(1 —sinv)
_ 1
(- sinv)QXU e

Ste(xy) © Sty (%) = 0.

El factor 1/ (1 — sinv) muestra que la proyeccién estereografica es un mapeo conforme
con factor de escala 1/(1 —sinv). Esto es, en particular, la proyeccién estereografica
preserva dngulos. En coordenadas Cartesianas, la proyeccién estereogréfica estd dada por

St(xayvz) = (x/l - Zay/l —Z,O)
Podemos identificar el plano real R? con el plano complejo C y extender St a un mapeo

uno-uno St : S2 — C U {oo} con el polo Norte mapeando a co.Con estas identificaciones,
tenemos
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Teorema 3.16 Sea M una superficie minima con parametrizacion isoterma x (u,v) y rep-
resentacion Weierstrass-Enneper (f,q). Entonces el mapeo de Gauss de M, G : M —
CU {0}, puede ser identificado con la funcion meromdrfica g.

Prueba. Recordemos que ¢ = %’Z‘,i = % y

o' =5f(1-g), F=f (1), &= fg.

Describiremos el mapeo de Gauss en términos de ¢!, ¢?, y . Primero, escribimos

Xy X Xp = ((xu X X,,)1 s (X X XU)2 , (% X xv)?’)
= (zha) — aal by — wyxd, woal — i)

. . 1
y considerando la primera componente (x, X X,)" = 2223 — 2322, Tenemos

zoad — adxl = Im [(22 — ixl) (a3 +izd)]
=1Im [2(02%/02) - 2 (02°/07)]
— 4Im (¢2$3> .
De manera semejante, (x, X XU)2 = 4Im <¢3$1) y (Xy X xv)3 = 4Im (¢1$2> .
En consecuencia,obtenemos

x, x %, = 4Im (976", 676", 6'6”) =2 (9% 3),

donde la ultima igualdad se sigue de z — z = 2Imz. Ahora, como x(u,v) es isoterma,
%y X Xy| = |Xu| - [%0| = |[%u|* = E = 2|¢|* por el Ejercicio 3.6.1. Por lo tanto, tenemos

U Xy X Xy _2(¢><$) _¢X$
pewxxol 20 o
El mapeo de Gauss G : M — C U {oo} puede ahora ser dada en términos de ¢ :

G (x (u,v)) = St (U (u,v))

— St <¢ . ¢>
oI
2 (626", 6°", 616°)
ol
) 2Tm (d%?’) | 2Tm (¢361) ,
9> —2mm (616”) "o — 21m (9'4°)

= St
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La tltima igualdad se cumple porque

o 2 (0% )
-z g am(ed)
|91
) G o
P 6P —2mm <¢1$2)
9Tm (q%?’)

6P —2m (016)

y similarmente para y/(1 — z). Identificando (z,y) € R? con x + iy € C nos permite
escribir

2Im (gﬁ%?’) + 2ilm (q%l)
9" —2mm (616°)

Ahora, consideremos el numerador N de la fraccién anterior:

G (x (u,v)) =

N = 2Im (q%?’) + 2iTm (gz%l)
= [¢78° - 86 +i6%' — i8]
=¢* (6" +i6") — (¢") (¢ +i0?).
Ademds, 0= (¢)% = (61)* + (¢)* + (¢%) = (8" — i¢?) (¢ + %) + (¢°)?, entonces

— (3)?
¢1 + id)z = ¢1 (_(Z:?bQ
Obtenemos por lo tanto
B 1 o\ -3 (¢3)°
N = ¢ <¢> +ig ) O g

# [(¢1 —i¢?) (51 + z’$2> i |¢3|2}
¢l — ip?
- P! fgigﬁ “¢1’2 + ‘¢2‘2 + |¢3{2 +i ($2¢1 _ ¢2$1)}

s iﬁ? 61— 21m (15°) |
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El segundo factor del numerador A cancela el deominador de G (x (u, v)) , y terminamos
con

Por el Ejercicio 3.6.5, sabemos que g = (ﬁlq_siswg también, por lo que queda demostrado.
]

Teorema 3.17 La catenoide y la superficie de Enneper son las unicas superficies minimas
cuyo mapeo de Gauss es uno-uno.






Capitulo 4

El problema de Plateau

En este capitulo vamos a describir algunos de los resultados bdsicos que permitan establecer
la existencia de soluciones para el problema de Plateau; es decir, "Encontrar una superficie
de drea minima que es generada por una curva cerrada de Jordan dada de antemano".

Como ya vimos que las superfices de drea minima son minimas, entonces podriamos
hacer la siguiente formulacién del problema anterior como:

"Dada una curva cerrada y rectificable de Jordan I', encontrar una superficie minima
que genere ',

Esta formulacion es menos restrictiva que la primera ya que en esta regién no interesan
los minimos, sino los puntos estacionarios del funcional de &rea.

Observamos primero que el problema no necesariamente tiene una tnica solucién. En
la Figura 4.1, observamos dos superficies minimas diferentes que se forman en una misma
estructura de alambre.

g

/

Figura 4.1: Dos soluciones para un mismo marco.

Es posible también considerar el problema de Plateau méds general en el cual se encuentra
una superficie minima generada por una o més curvas. Observemos la Figura 4.2.

71
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Figura 4.2: Superficies minimas en un alambre con forma de audifono.

4.1 El funcional de area y la integral de Dirichlet

La dificultad que presenta el problema de Plateau estd en que es posible agregar “cabellos”
a una superficie sin que el drea aumente.
Ejemplo: Dadas

U= {(z,y,2)| e® +y° =1, 2=0}
K@) ={(z,y,2)| 2 +9y* <1, 2=0}
H={(z,y,2)|[x=y=0,0<z<1}.
Sea
K*(I) = K () U H.
K*(T") se puede parametrizar de la siguiente forma:

1
z(wv) =y(wv) =0 2(wv)=p@); 0sr<g; r=vu+o?

x (u,v) =1 (r)cost; y(u,v) =1 (r)sin€; z(u,v)=0;
donde

b () = e Gan),

x (u,v) esirregular en 0 <r < % y ademds mapea el disco {(u,v) }uQ +02 < i} en
el "cabello" H. En la Figura 4.3 apreciamos la superficie senalada.
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Figura 4.3: Superficie con un cabello.

Aqui vemos que este K*(I') el disco més un pelo, tiene el mismo drea que K ('),
asi que para evitar la presencia de estas soluciones de drea minima, serfa coveniente usar
parametrizaciones que no presenten estas anormalidades.

Para poder evitar las dificultades que aparecen con las superfices con "cabellos" usaremos
parametrizaciones adecuadas. Primero observemos que si @ y b son vectores en R3,
entonces

|a x b < lal| - [|b]
y por consiguiente
bl < 1 2 L
jax bl < 5 (llall” + 118l

de donde tenemos que si X : B — R? es una superficie diferenciable sobre B, entonces el
drea de la superficie estd dada por

Ap(X) = / |Ty X zy| du dv,
B
y si Dp (X) es la integral de Dirichlet y estd dada por

1
D5 () = 5 [ (loul? + ) du do,

tenemos en general que

Ap(X) < Dp(X),

y la igualdad se obtiene si

lzull = llzoll -y -0 =0
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Ahora, debido a que toda superficie regular puede reparametrizarse de tal forma que se
satisfagan las relaciones de conformidad

lzull = llzoll -y 2w -2 =0,

parece mas conveniente buscar soluciones al problema de Plateau con estas parametriza-
ciones, ya que minimos de Dp (X) van a ser minimos también de Ap (X) . Por consiguiente
consideramos el siguiente caso:

B={w e C| |w <1},
C={w e C | |lw=1}=09B.

Sabemos también que una curva de Jordan I' en R? es un subconjunto de R? ya que
es homeomorfa a 0B.

Definicién 4.1 Dada una curva de Jordan T' en R3, diremos que X : B — R?® es una
solucion al problema de Plateau para el contorno frontera T si satisface las siguientes
condiciones:

1. Por una parte X € C° (E, R3) nC? (B, ]R?’) , donde X satisface

AX =0.

lzull = llzoll 7 (T, z0) = 0.

3. La restricion X |¢ de X a la frontera C del dominio B es un homemorfismo de C
sobre T'.

Esta solucién se conoce como solucién tipo-disco del problema de Plateau para el con-
torno I'. La condicién 3 de arriba se expresa usualmente diciendo que X | es continua
y estrictamente mondtona. Sin embargo, esta condicién no es cerrada con respecto a la
convergencia uniforme, asi que necesitamos refinar un poco.

Definicién 4.2 Supongamos que I es una curva cerrada de Jordan en R3 vy que
p:C —T esun homeomorfismo de C sobre T'. Entonces un mapeo continuo ¢ : C' — T’
de C sobre T, se dice que es débilmente mondtono si existe una funcion 7 :[0,27] — R
continua no decreciente con 7 (0) =0, 7(27) =27 tal que

P (eie) = <e” (9)) ,  0<0<2nm.

En otras palabras, 1 es débilmente monétona si los puntos imagen 1 (w) recorren T’

en una direccién constante cuando w se mueve a lo largo de C' en una direccién constante.
Si definimos el mapeo ¢ : [0,27] — C' como ¢ () = e,
podemos escribir la relacién anterior como
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Yoc=gpocor,

es decir,

goT:gofloq/;og,

de esta relacién se puede concluir:

Resultado: si {yp} es una sucesién de mapeos débilmente monétonos de C' sobre
una curva de Jordan cerrada T,y si {¢,} converge uniformemente sobre C' a un mapeo
Y : C — R3, entonces 9 es un mapeo débilmente monétono continuo de C' sobre T.

Ahora ya estamos en posibilidades de dar la clase de mapeos admisibles C (T').

Definicién 4.3 Dada una curva cerrada de Jordan T' en R3, un mapeo X : B — R3, se
dice que es de clase C(T) si X € Hl (B,]R3) y si su traza X |c puede representarse
como un mapeo continuo débilmente mondtono ¢ :C — 1T de C sobre T.

Sea
_ _ 1 2 2
D(X) = Dp(X) =5 | (Xl + IXI°) du do,
B

la integral de Dirichlet de un mapeo X € Hi (B , R3) . Entonces definimos el problema
variacional P (I') asociado con el problema de Plateau para la curva I' como : Minimizar
la integral de Dirichlet D (X) en la clase C (I').

Es decir, si

e(I=inf{D(X)|X eC()},

nosotros queremos encontrar X en C(I') tal que D (X)=¢(T).

Para resolver éste problema necesitamos encontrar una sucesién minimizante { X, } cuyos
valores en la frontera X, |¢ contengan una subsucesion que sea uniformemente convergente
sobre C'. Esto se logra de la siguiente forma:

Fijemos tres diferentes puntos wy,ws y ws sobre C y tres puntos distintos Q1, Q2 v Q3
sobre I' y consideremos aquellos mapeos X € C(I") tales que satisfagan la condicién de tres
puntos:

X(wg) = Qp, k=1,2,3

y este conjunto de mapeos lo denotamos como C*(I"). Sea
e"(T) =inf{D(X)| X e C*(I")},
entonces es claro que
e(T") < e*(I).

Ademis, si X € C(I'), existen tres pardmetros distintos £1,£2 y &3 en C tales que
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X&) =Qr, k=1,2,3.

Sea ¢ un mapeo conforme de B sobre si mismo con la propiedad de que

a(wk):fk, k:1,2,3.

Entonces el mapeo Y = X oo estd en C*(I") y satisface D(Y) = D(X), por la invariancia
conformal de la integral de Dirichlet. Por lo tanto obtenemos

e(I") = e*(I).

Lo anterior nos muestra que, cualquier solucién X del problema restringido:

P*(T) : " Minimizar D(X) en la clase C*(I')”

es también una solucién del problema original P(I"). Por lo tanto abordaremos el problema
P*(T).

Antes de empezar la construccién del proceso de minimizacién, necesitamos hacer ver
que C*(T") es no vacio, de otra forma el problema no tendra solucién.

Para ver que C*(T") es no vacio, veremos que necesitamos pedir alguna propiedad adi-
cional a la curva I'.

Sea ¢ : C'— I' un homeomorfismo que representa I, y sea

Ay | .
5 + Z {A;, cosnb + B, sinnf}

n=1

p(e’) =

su expansién de Fourier, A,, B, € R3, la cual es convergente en Lo([0,27],R?). Podemos
asumir que ¢ satisface la condicién prescrita de los tres puntos; es decir,

QD(wk) = Qka k= 17 273

Sean p y 0, las coordenadas polares alrededor del origen del plano w, es decir

w = pe,

y sea
X (w) ‘:@—i—i " {A;, cosnb + B, sinnb}
=5 n:1p n n :

Debido a que |A,| y |By| estédn acotados, por 2supq |p|, la serie del lado derecho converge
uniformemente sobre cada subconjunto compacto de B y es conocido que su limite no es
otro que la integral de Poisson para ¢(e'), en consecuencia

B 1 2w i 1—[)2
X(w)_Qﬂ'/o p(e )1+p2—2pCOS(9—7/})d¢
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para w = pe’, p < 1. Por el lema de Schwarz X (w) es arménico en B y ademas, X (w) —
o(wp), w — wy, w € B, para todo wy € OB. Es decir, X puede extenderse continuamente
a B tomando los valores de ¢ sobre C' = 0B. Ademds se puede calcular directamente y
obtener

D(X) = 5 3 nl|Anf* + B[,

n=1

Asi, el mapeo X : B — R3 pertenece a la clase Hi(B,R3) si y sélo si

> n(|An]? + |Byl?) < oo
n=1

Si esto vale, entonces C*(I') es no vacio. La condicién anterior se puede ver que se satisface
para la curva de Jordan I' de longitud finita; es decir, que sea rectificable. Por lo tanto una
condicién suficiente para que C*(I') sea no vacio, es que curva I sea rectificable.

La demostracién de la existencia de la solucién estd dada por los siguientes teoremas que
no demostraremos por ser sumamente técnicos, pero se puede consultar su demostracién en
el libro de Dierkes sobre Superficies Minimas [19].

Teorema 4.1 SiC(T') no es vacio, entonces el problema P(T') tiene al menos una solucion,
la cual es continua sobre B y armdnica en B. En particular, P(I') tiene una solucion para
cada curva rectificable T'.

Teorema 4.2 Todo minimizador X de la integral de Dirichlet dado, de la clase C(I") es
continuo en B, armdnico en B, y ademds
IXul® = 1 X%, < Xu, Xo>=0,

en B es decir X es una superficie minima.

Teorema 4.3 Toda solucion del problema minimo P(I') es una superficie de drea minima
en

C(I') N C°(B,R3).






Capitulo 5

Membranas de jabén y sdélidos
platénicos

Desde tiempos inmemoriales los poliedros regulares han cautivado a la humanidad por
muchos motivos: su belleza y simetria saltan a la vista, el hecho de estar contenidos en la
esfera, el ser conjugados, la férmula de Euler [V — A 4+ C' = 2], etc. Junto a todo lo anterior
estd la posibilidad de obtener superficies inscritas en su estructura, y esto con nada mejor
que con membranas de jabén.

5.1 Consideraciones previas para la construccién de los mo-
delos

Primero que nada hay que construir los "sélidos geométricos", que en este caso no son séli-
dos sino huecos, es decir , vamos a trabajar con su estructura, con su esqueleto. Para tal
efecto utilizamos esferas de pldstico de un centimetro de didmetro aproximadamente (tam-
bién podemos usar otros didmetros, como las esferas de los desodorantes roll on) para los
vértices y tubos delgados de popotes de pléstico (como para tomar café) para las aristas, las
caras naturalmente que estan huecas. Ahora tenemos que perforar las pequenas esferas con
dngulos precisos para insertar en dichas perforaciones los popotes y asi formar la estructura
completa del poliedro. Esta es una operacién muy delicada pues requiere, en primer lugar,
diseniar una prensa para sujetar firmemente las esferas sin danarlas, en segundo lugar per-
mitir un drea expuesta (de la superficie de la esfera) de tamartio suficiente para que acceda la
broca, y en tercero pero no menos importante lugar, realizar la perforacién con la velocidad
de giro de la broca adecuada (alta velocidad de giro de la broca funde el pléstico y muy
baja velocidad de giro lo desgarra) y la fuerza de penetracion (si la fuerza de penetracion es
excesiva , la broca no actiia como barreno sino como cincel, desintegrando précticamente las
pelotitas de plastico). Todos los factores mencionados anteriormente los pudimos manejar
a través de prueba y error y utilizando una fresadora Sherline modelo 5400.

79
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5.2 Foérmula para una solucién jabonosa

Una vez construidos los cuerpos geométricos hay que preparar una solucién de agua jabonosa.
Hay muchas y muy variadas recetas para la solucién jabosa, nosotros escogimos la siguiente:
a) 50% de agua (entre mds limpia mejor).
b) 40% de shampoo para bebé Johnson & Johnson (del tipo no mds lagrimas).
c¢) 10% de glicerina (de preferencia la que se usa en reposteria).

5.3 Experimentacion con los modelos y las leyes de Plateau
a que obedecen

Ahora no nos queda més que sumergir los cuerpos geométricos en la mezcla y deleitarnos
con las superficies que se forman al extraerlos. Dichas superficies satisfacen las siguientes
tres condiciones geométricas descubiertas experimentalmente por Joseph Plateau [5]:

a ) Tres superficies planas de una membrana de jabdn se intersectan en una linea.

b ) El angulo entre dos cualesquiera planos tangentes a la interseccién de superficies, en
cualquier punto a lo largo de la linea interseccién de tres superficies, es 120°.

¢ ) Cuatro de las lineas, cada una formada por la interseccién de tres superficies, se
encuentran en un punto y el dngulo entre cualquier par de lineas adyacentes es 109° 28'.

Apreciamos que estas tres leyes se cumplen en el tetraedro.

Del resultado del drea minima contenida en el tetraedro podriamos esperar que la su-
perficie de drea minima contenida en un cubo podria consistir en una serie de superficies
cada una limitada por una arista del cubo y encontrdndose en un punto en el centro. Pero si
esto sucediera, no se satisfarian las condiciones de Plateau. Es por ello que en un hexaedro
las superficies se cortan en el centro en un cuadrado.

El octaedro nos puede dar diferentes modelos de superficies minimas. Estas se pueden
obtener sacando el marco de la solucién a diferentes dngulos, perturbando la superficie
sacudiendo el marco o soplando sobre la superficie de manera que brinque hacia otra con-
figuracién minima.

Los angulos entre caras adyacentes de un dodecaedro son 116° 36’. Como estos angulos
son menores que 120° las superficies minimas limitadas por las aristas de un dodecaedro
se formardn dentro del marco.

El dngulo diedro del icosaedro, el dngulo entre dos caras adyacentes, es de 138° 11’.
Esto es mayor que 120° y consecuentemente la superficie minima se forma sobre las caras
del marco. La superficie consta de 19 caras triangulares planas equildteras. La superficie
minima, que conecta todas las caras del marco, deja una de las caras abierta. Entonces, como
la diferencia de presién a través de cualquier superficie es cero, las secciones triangulares
equildteras son planas.

En las siguientes figuras se describe la forma en que se construyeron los sélidos platénicos
utilizando una fresadora Sherline 5400

Una parte muy importante de este trabajo es revisar de manera experimental el conjunto
de membranas de jabén que se forman dentro de los sélidos platénicos, mismas que , a la
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Figura 5.1: Membrana en un tetraedro
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Figura 5.2: Otro aspecto de la figura anterior.
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Figura 5.3: Superficies minimas en el cubo.
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Figura 5.4: Otra vista de la superficie minima del cubo.
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Figura 5.5: Superficies minimas en el octaedro.
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Figura 5.6: Vista frontal de las Superficies minimas del octaedro.
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Figura 5.7: Superficies minimas en el Dodecaedro.
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Figura 5.8: El Dodecaedro y sus superficies minimas.
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Figura 5.9: Otra vista del Icosaedro.
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Figura 5.10: Superficies minimas del icosaedro.
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Figura 5.11: Fresadora Sherline 5400 utilizada para la construccién de los modelos.

luz del analisis anterior, son superficies minimas.

La construccién de los sélidos platénicos, que para este estudio en realidad son estruc-
turas huecas, me plante6 problemas de muy diversa indole, destacando entre ellos:

.. De qué material construiria dichas estructuras?

Aqui surgié de manera natural la madera como posible material de construccién, tenién-
dola que rechazar por su tendencia a absorber agua (que altera las propiedades de la sus-
tancia jabonosa) y por las deformaciones cuando se ve sometida a ésta.

Otra alternativa era el alambre. Este material es el idéneo para estructuras curvadas
como el helicoide, pero no para estructuras que constan fundamentalmente de segmentos
de recta como es el caso de las aristas de los sélidos platénicos.

Al rechazar las dos opciones anteriores quedaba la posibilidad de contruir los modelos con
material plastico ya que, en primer lugar el pldstico no altera las propiedades de la sustancia
jabonosa y en segundo lugar las aristas se pueden formar a partir de tubos delgados ( como
los repuestos de boligrafo, los popotes para café, etc.).

Asi pues decidi construir los modelos usando pldstico. Ya tenia el material para las
aristas, me faltaba el de los vértices. Una opcién era pegar o soldar los delgados tubos
de pldstico, pero la delicadeza de la operacién, el nimero de pegazones (suponiendo que
quedaran bien) y la necesidad de una alta precisién en la disposicién de las aristas entre si
(dngulos internos) hicieron précticamente imposible recurrir a esta alternativa. Viendo la
situacién anterior opté por considerar la posibilidad de hacer que los vértices de los poliedros
fueran esferas de pldstico a las que les haria perforaciones para ahi incrustar los pequenos
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Figura 5.12:

Montaje para sujetar y perforar una esfera de pléstico.
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tubos que harfan el papel de aristas.

Visto de esta manera parecia resuelto el problema. Se perforan las esferas de pléstico,
se encajan los tubos, se pegan los tubos a las esferas y ya estd el sélido platénico.

Aunque no fue facil la eleccién del material (el pldstico), el tomar una decisién en este
sentido fue un gran paso.

Una vez elegido el material quedaba el reto de cémo trabajarlo, cémo maquinarlo. En
esta parte adverti que la clave de toda la construccién estaba en la perforacién de las esferas
que iban a servir de vértices ya que las aristas se podian obtener con sélo cortar a la medida
los popotes.

Para comenzar, jcémo sujetar las esferas firmemente, sin dafnarlas, para perforarlas?
Como no tenia una prensa adecuada (todas son lineales), necesitaba una pieza que pudiera
actuar ejerciendo presién alrededor de la esfera y que al mismo tiempo deje suficiente su-
perficie expuesta para realizar las perforaciones.

Después de varios ensayos llegué al arreglo que se ve en la Figura 5.13. Consiste
bésicamente en la combinacién de conectores de bronce de los que se usan en las instalaciones
de cobre para el gas l.p. Hube de agregar un cojinete de hule biselado y biselar por dentro
la tuerca de sujecién para que se adapte a la forma de la esfera y asi tener mds superficie
de contacto en el apriete. Esta combinacién me permitié tener a mi disposicién una gran
superficie para trabajar.

Cojinete de hule con
bisel y tuerca con bisel

Figura 5.13: Arreglo para sujetar las esferas de pldstico con seguridad y sin dafiarlas

La Figura 5.14 muestra la esfera colocada en el dispositivo de sujecién, que de aqui en
adelante llamaré prensa.

Una vez construida la prensa, se atornilla a la base giratoria de la méquina perforadora ,
que en este caso es una fresadora Sherline 5400. Escogi la fresadora Sherline 5400 porque es
una méquina automaética en la cual se pueden programar giros con precision de centésimas
de grados, el avance de la broca también se puede programar con décimas de milfmetro, y
esta es la exactitud que yo necesitaba para el trabajo.

La Figura 5.15 presenta la prensa antes de atornillarla a la base giratoria de la fresadora.
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Figura 5.14: Prensa para sujetar las esferas de pléstico.

5.4 Geometria de los modelos y geometria de la maquina
Sherline

Ahora bien, como se aprecia en la Figura 5.16, la prensa es perpendicular a la base de la
maquina que en este caso sélo puede realizar movimientos verticales, entonces las perfora-
ciones en las esferas serfan paralelas entre si imposibilitando el uso de las mismas como
modelos de vértices, ya que precisamente la propiedad de éstos es que las aristas convergen
sobre ellos con dngulos muy precisos que no son paralelos entre si.

Para resolver el problema anterior hay que montar la mesa giratoria (que incluye a la
prensa, por supuesto) sobre una superficie inclinable para asf poder realizar las perforaciones
sobre la esfera a los dngulos adecuados. Tal arreglo se puede ver en la Figura 5.17, donde
la mesa giratoria se ha girado un dngulo de 30° como ilustracién.

Una vez que tuve la manera de sujetar apropiadamente las esferas (los vértices) me
quedaba como tarea llevar la geometria de los sélidos platénicos a la maquina. En primer
lugar considerar que iba a realizar perforaciones sobre las pequenas esferas de plastico con
los mismos dngulos con que las aristas convergen en los vértices y que para perforar sélo
disponfa de una direccién de movimiento, la de arriba hacia abajo. Esta situacién no dejé
de llamarme la atencién pues yo estaba acostumbrado a construir los sélidos platénicos
tomando como base el centro de la esfera que los circunscribe, y ahora estaba tomando
como base los vértices. En realidad seguf tomando como base el centro de los poliedros para
el andlisis geométrico y me apoyé en los vértices por necesidades de fabricacion.

La Figura 5.18 presenta las lineas asociadas al método de fabricacion.

La linea AB es la linea de la base de la maquina.

La linea C'D es la linea de la base rotatoria. (CD 1 FG ).
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Figura 5.15: La prensa lista para ser atornillada a la base giratoria de la fresadora Sherline
5400.

Figura 5.16: La prensa estd atornillada a la mesa giratoria de la fresadora Sherline 5400.
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Figura 5.17: La base estd inclinada treinta grados.
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Figura 5.18: Lineas notables en la fresadora
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La lfnea FG es la linea de la prensa. (El segmento EF representa a la prensa).

La linea M H es la linea de la broca. ( MH 1 AB).

La linea VW une la geometria de la maquina con la geometrfa de los poliedros. ( VW
| TH ). o

Esta construccién también nos muestra que el dngulo formado por las lineas CD y AB
es el mismo que KWVG = LAHFG.

Es de fundamental importancia aclarar que el dngulo que forman lineas CD y AB
se gobierna totalmente por el mecanismo de transportador metdlico que estd integrado al
sistema.

Podemos considerar que el segmento M F representa a la broca, que sélo tiene movimiento
vertical.

En el punto F' se aprecia una pequena seccién circular blanca, ésta representa la parte
de la esfera de pldstico que queda expuesta después de sujetarla con la prensa.

Ahora que tenemos las lineas de la maquina, vamos a indicar las lineas de cada uno de
los poliedros y su relacién con las anteriores.

a) El tetraedro.

Dado que cada una de las caras del tetraedro es un tridéngulo equildtero (Fig. 5.19), su

altura tiene el valor de ?l, donde [ es el lado del tridngulo (o arista del tetraedro). Como el

segmento ac pasa por el centro geométrico de la cara opuesta al vértice ¢ y es perpendicular

a la linea ab, tenemos que ab = % (@l) Es decir, ab = ?l. Como bc = I, tenemos

que £ach = 35.26°. Si hacemos bc||SV y ab||LS deducimos que £a = 35.26°. Todo el
andlisis anterior nos dice que para obtener el dngulo al cual deben perforarse las esferas que
representan los vértices del tetraedro basta con girar la linea CD (que estaba horizontal)
un dngulo de 32.26°.

Se realizan tres perforaciones diferentes igualmente espaciadas a 120° en cuatro esferas,
cada perforacién de unos tres milimetros de profundidad y tenemos habilitados los vértices
del tetraedro.

Como ya lo habia mencionado anteriormente, las aristas del poliedro las obtenemos
sencillamente recortando al mismo tamano delgados tubos de plédstico del grueso que indique
la broca utilizada en el trabajo.

Finalmente se unen todas las piezas con pegamento para plastico.
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Figura 5.19: La geometria para la constucccion del tetraedro.

b) El hexaedro.

En la Figura 5.20 vemos que ab = /21, y como be = [, entonces el Lach = 54.74° = Lasi
consideramos que ab||{US y be||SV. Como en cada vértice convergen tres aristas, entonces
se realizan tres perforaciones igualmente espaciadas a 120° en ocho esferas, que es el nimero
de vértices que tiene el cubo.

c) El octaedro.

En la Fig. 5.21 notamos que ab = bc, entonces £Lach = 45° = L«, haciendo la misma
consideracién de que ab||US y be|| SV .Como a cada vértice concurren cuatro aristas, en cada
esfera se realizan cuatro perforaciones igualmente espaciadas a 90°, y como el octaedro tiene
seis vértices, necesitamos seis esferas para completar el juego.

d) El dodecaedro.

Para lo que nos interesa, primero hemos de calcular la altura del pentdgono regular en
funcién de su lado [. La Figura 5.22 nos presenta dicho pentdgono regular.

Como km y mmn son los lados del pentdgono regular, y £kmn = 108°, entonces,
utilizando la ley de los cosenos, tenemos

Fns =12 412 — 212 cos 108°.

De donde kn = 1.62l es la magnitud de la diagonal del pentédgono.

En la misma Figura 10 también apreciamos que la altura del pentdgono regular de lado
[ estd dada por



100 Membranas de jabén y sélidos platénicos
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Figura 5.20: Lineas notables del hexaedro o cubo.

Figura 5.21: La geometria del octaedro.
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Figura 5.22: Lineas auxiliares en el pentdgono regular.
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= (1.620)% — (0.50)°
= 1.5412, ya que 71 = 0.51.

En la Figura 5.23 tenemos que el Aaob es isésceles ya que @0 = ob = 1.541 son alturas
de dos pentdgonos adyacentes. La geometria también nos dice que £aob = 116.565° es el
angulo diedro del dodecaedro. Nuevamente utilizando la ley del coseno tenemos

ab’ = @6> + ob” — 2a6 - b cos Laob
= 2(1.541)% — 2 (1.541)? cos 116.565°
= [? [2 (1.54)% (1 — cos 116.565°) | , y en consecuencia
ab = 2.621.

Los datos que acabamos de obtener nos revelan que, como be = [, donde [ es la arista del
poliedro, entonces £Lach = arctan2.62 = 69.11° = £, tomando en cuenta que ab||US| AB
y be||SW LAB.

Como en cada vértice concurren tres aristas, realizamos tres perforaciones igualmente
espaciadas a 120° en cada esfera.

Necesitamos veinte esferas asi perforadas para el dodecaedro-

e) El icosaedro.

El trabajo realizado con el dodecaedro nos revelé que la diagonal del pentdgono regular
es 1.62[, donde [ es el lado del pentdgono. De aqui que, la Fig. 5.24 nos da, en el Aabc,
ab = 1.62 ya que es la diagonal de un pentédgono de lado I, donde [ es la arista del icosaedro,
y como be = [, tenemos Lach = arctan 1.62 = 58,31° = L, ya que ab||US y be|SV.
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Figura 5.23: El dodecaedro y su geometria.

ICOSAEDRD

Figura 5.24: Lineas auxiliares del icosaedro.
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Como concurren cinco aristas en cada vértice del icosaedro, realizamos en cada esfera
cinco perforaciones igualmente espaciadas a 72°.
Con doce esferas trabajadas como se acaba de indicar completamos el icosaedro.






Bibliografia

Luis A. Cordero, Marisa Ferndndez, Alfred Gray, Geometria Diferencial de Curvas y
Superficies con Mathematz’ca®, Addison-Wesley Iberoamericana, 1995.

Manfredo P. Docarmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, Prentice Hall,
1976.

Charles Vernon Boys, Pompas de jabon y las fuerzas que las producen, EUDEBA, 1964.

Stefan Hildebrandt, Anthony Tromba, The Parsimonious Universe: Shape and Form
in the Natural World, Springer-Verlag, 1996.

Cyril Isenberg, The Science of Soap Films and Soap Bubbles, Dover, 1992.

Antonio Lascurain Orive, Curso Bdsico de Variable Compleja, Facultad de Ciencias
UNAM, 2007.

Charles H. Lehmann, Geometria Analitica, LIMUSA, 1986.
Martin Lipschutz, Geometria Diferencial, Mc Graw-Hill, 1971.

David Lovett, Demonstrating Science with Soap Films, Institute of Physics Publishing,
1994.

Jerrold E. Marsden, Anthony J. Tromba, Cdlculo Vectorial, Prentice Hall, 1996.
Angel Montesdeoca, Apuntes de Geometria Diferencial de Curvas y Superficies.
Paul J. Nahin, When Least is Best, Princeton University Press, 2004.

Barret O’Neill, Elementos de Geometria Diferencial, Noriega-Limusa, 1990.

John Oprea, The Mathematics of Soap Films: Explorations with Maple, American
Mathematical Society, 2000.

John Oprea, Differential Geometry and its Applications, Prentice Hall, 1997.
Sears/Zemansky, Fisica General, Ed. Aguilar, 1979.

Dirk J. Struik, Lectures on Classical Differential Geometry, Dover, 1988.

105



106 BIBLIOGRAFIA

[18] Stephen Wolfram, The Mathematica® Book, Cambridge University Press, 1996.

[19] Ulrich Dierkes, Stefan Hildebrandt, Albrecht Kiister, and Ortwin Wohlrab, Minimal
Surfaces I, Springer-Verlag, 1991.



	Portada
	Contenido
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Antecedentes Matemáticos Para el Estudio de las Membranas de Jabón
	Capítulo 3. Geometría de las Pompas de Jabón
	Capítulo 4. El Problema de Plateau
	Capítulo 5. Membranas de Jabón y Sólidos Platónicos
	Bibliografía

