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Resumen

La prueba de matrices progresivas de Raven (RPM, por sus siglas en inglés) es una serie de
problemas en los que el participante debe elegir la opcién que complete mejor un patrén visual. La
Figura 1 muestra un problema similar a los de la prueba.
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Figura 1. Problema similar a los de la prueba.
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La prueba busca medir la habilidad de las personas para descubrir relaciones, y es conocida como
una prueba de cociente intelectual (IQ). Aunque su validez para “medir la inteligencia” es un tema
polémico, en el campo de la inteligencia artificial representa una tarea interesante para poner a
prueba modelos computacionales de razonamiento.

En este proyecto se desarrollé un programa de computo para resolver la RPM de forma automatica,
tomando como base una teoria para la sintesis de conceptos geométricos. Partiendo de una
representacion simbdlica de la prueba, el programa ha permitido investigar la aplicabilidad de esta
teoria para resolver problemas de razonamiento abstracto. El programa se enfoc6 en modelar el
proceso de induccion de reglas en la prueba estandar y logré resolver 54 de los 60 problemas,
superando el puntaje de los trabajos anteriores. Ademas, el programa fue capaz de resolver
problemas mas generales que los de la RPM. Este proyecto requiri6 analizar las caracteristicas de la
RPM, los procesos necesarios para su resolucion y los procesos involucrados en la inteligencia.

Palabras clave: prueba de matrices progresivas de Raven, sintesis de conceptos geométricos,
esquemas de accion, razonamiento inductivo, analogia visual, simulacién cognitiva.
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]. Introduccidon

En este proyecto se desarrollé un programa de computo para resolver automaticamente una prueba
de Raven. Este capitulo presenta los antecedentes del problema.

La Seccién 1.1 describe la prueba de Raven y su relevancia en el campo de la psicologia. En la
Seccién 1.2 se exponen seis estudios en los que se han implementado programas para resolver la
prueba. La Seccién 1.3 presenta una teoria para la sintesis de conceptos geométricos que se tomo
como base para desarrollar este proyecto. La Seccion 1.4 retoma lo expuesto anteriormente para
definir los objetivos de este trabajo. Finalmente, la Seccién 1.5 presenta un resumen del capitulo.

El Capitulo 2 presentara el modelo propuesto en este trabajo, asi como sus resultados. El Capitulo 3

expondra las conclusiones que este proyecto permitié obtener, asi como varios temas abiertos para
trabajos futuros.

1.1  Laprueba de Raven

La prueba de matrices progresivas de Raven (o RPM, por sus siglas en inglés) es un conjunto de
problemas en los que el participante debe elegir la opcién que complete mejor un patron visual
(Raven et al., 2004). Es conocida como una prueba de cociente intelectual (1Q) y contiene tres tipos de
problemas!:
e Problemas en los que el patrén a completar es una sola imagen y se presentan 6 posibles
respuestas (Figura 1.1).
e Problemas en los que el patrén es una matriz de 2x2 y se presentan 6 posibles respuestas
(Figura 1.2).
e Problemas en los que el patrén es una matriz de 3x3 y se presentan 8 posibles respuestas
(Figura 1.3).

Ademas existen varias versiones de la RPM, cada una con diferentes problemas y niveles de
dificultad:

e Laversion estdndar (o SPM) contiene 60 problemas en 5 series (etiquetadas dela A alaE, y
con 12 problemas en cada serie) y estd impresa en tinta negra sobre papel blanco.

e La version a color (CPM) contiene 36 problemas en 3 series (etiquetadas A, Ab y B, con 12
problemas en cada serie) y esta disefiada para nifios, personas mayores o personas con
discapacidades mentales.

e La version avanzada (APM) contiene 48 problemas en dos series (etiquetadas Iy II, con 12 'y
36 problemas en cada serie), estd impresa en tinta negra sobre papel blanco, y esta disefiada
para diferenciar mejor a las personas que obtienen un alto puntaje en la prueba estandar.

1 Por la confidencialidad de las pruebas, en este documento no se muestran problemas originales, sino adaptaciones de los
mismos.
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AA | AR

Figura 1.1. Problema con una sola imagen. La Figura 1.2. Problema con matriz de 2x2. La
respuesta correcta es 5. respuesta correcta es 3.
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Figura 1.3. Problema con matriz de 3x3. La respuesta correcta es 7.
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En cada versidn, la dificultad de los problemas tiende a incrementarse conforme se avanza en la
prueba, y el puntaje total obtenido se interpreta con respecto a los resultados tipicos de las personas
con la misma edad del participante. Por ejemplo, un puntaje de 32 es considerado alto para
personas de 7 afios, promedio para personas de 9.5 afios, y bajo para personas de 16.5 afos.
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La prueba fue disefiada en 1936 por John Carlyle Raven con el objetivo de medir la habilidad de las
personas para descubrir relaciones (Raven, J. C., 1936; Raven, 2011)2. Su naturaleza no verbal y la
simplicidad de su aplicacion permiten que la prueba se administre a personas de diferentes edades,
niveles educativos y origenes culturales, asi como a personas con discapacidades motrices o
mentales. Estas ventajas han hecho que la RPM se utilice en entornos educativos, profesionales,
militares y de investigacion alrededor del mundo.

En este proyecto la RPM es un elemento central. Por ello, en lo que resta de esta seccidon se expone
una breve revision de lo que la RPM representa en el campo de la psicologia.

La teoria de la inteligencia de Spearman

John C. Raven disefié la RPM para medir la habilidad eductiva, uno de los elementos definidos por
Charles Spearman en su teoria de la inteligencia (Raven, 2011; Spearman, 1904).

Spearman noté que los resultados de varias pruebas de habilidad mental estaban correlacionados
positivamente. Es decir, que las personas que obtenian buenos resultados en alguna de las pruebas
tendian a obtener buenos resultados en las demads pruebas. Entonces propuso un modelo de dos
factores para describir esta relacion:
e Un factor general (g), que todas las pruebas median en cierto grado, y que explicaba la
correlacion entre las pruebas,
e Un factor especifico (s), que cada prueba media de forma diferente, y que explicaba la
variabilidad entre las pruebas.

Tiempo después propuso que g estaba formado por dos habilidades diferentes (Spearman, 1927):
e Una habilidad eductiva, que consiste en descubrir relaciones, o extraer significado a partir de
informacion nueva,
e Una habilidad reproductiva, que consiste en aplicar informacion que se ha aprendido.

John C. Raven disefi6 la RPM para medir la primera de estas habilidades, y la prueba Mill Hill de
vocabulario para medir la segunda.

Spearman (1927) también observé que la correlacion que habia encontrado era menor en personas
con g alto. Es decir, las personas con g alto tendian a obtener resultados mas irregulares a lo largo
de las diferentes pruebas, mientras que las personas con g bajo tendian a obtener resultados mas
uniformes. Este fendmeno es conocido como la “ley de Spearman de los rendimientos decrecientes”
(SLDR en inglés) o la “hipdtesis de la diferenciacién”, y ha sido confirmado posteriormente en
grupos de adultos y nifios utilizando diferentes conjuntos de pruebas cognitivas (Tucker-Drob,
2009).

Spearman aclar6 que ¢ no debia entenderse como una inteligencia general, sin embargo, es
precisamente lo que se ha hecho en muchos trabajos posteriores (Raven, 2011). Spearman mismo
mantiene diferentes puntos de vista con respecto a lo que significa g, desde una herramienta
puramente estadistica, hasta evidencia de algin proceso cognitivo comun y subyacente a las
pruebas. El debate sobre lo que g representa contintia en la actualidad.

2 John C. Raven (citado como Raven, ]. C.) fue el padre de John Raven (citado como Raven).
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En la vision de Spearman toda persona es un genio en alguna actividad, y el problema es descubrir
cudl es esta actividad (Spearman, 1924). El afirmaba que las pruebas de las cuales habia surgido g
no debian utilizarse en las escuelas porque interferian con el verdadero proposito de la educacion:
descubrir los diferentes talentos de los estudiantes (Raven, 2011).

Relevancia de la prueba

Aunque la prueba de Raven fue originalmente disefiada para medir la habilidad eductiva, se ha
descubierto que los resultados de esta prueba estan altamente correlacionados con los resultados de
varias pruebas de inteligencia, incluso cuando estas pruebas incluyen tanto problemas visuales
como problemas verbales (Raven et al., 2004). Esto sugiere que la RPM esta vinculada a habilidades
cognitivas que van mas alla de la habilidad eductiva y del razonamiento visual, como la habilidad
de realizar analogias (Lovett et al., 2010). Lo anterior ha hecho que la RPM sea conocida como la
mejor forma de medir el factor g mismo (Neisser, 1997).

Por otro lado, se han descubierto correlaciones entre un g alto y varias medidas convencionales de
“éxito”, como un mayor nivel de estudios, mayor productividad laboral y mayor nivel de ingreso.
También se han encontrado correlaciones entre un g bajo y situaciones consideradas como
desfavorables, como abandono de los estudios, embarazos no deseados, comportamiento criminal,
pobreza e incluso un mayor riesgo de morir en un accidente de auto (Geary, 2005; Gottfredson,
1997, 2010; Neisser et al., 1996; O’'Toole, 1990).

Asi mismo, se han propuesto correlaciones entre g y diversas mediciones cerebrales, como el
volumen total del cerebro, el espesor cortical (Figura 1.4), la tasa de metabolizacién de glucosa
dentro del cerebro, y la velocidad de conduccién nerviosa (Betjemann et al., 2009; Gottfredson, 2010;
Jensen, 1998; Neisser et al., 1996; Reed et al., 1992; Shaw et al., 2006; van Leeuwen et al., 2009).

&S

Entire sample

Correlation

Young Late Early Early
childhood childhood adolescence adulthood

Figura 1.4. Correlacion entre el 1Q y el espesor cortical (Shaw et al., 2006). En este articulo se analizo a
307 personas y se utilizaron las pruebas Wechsler para medir el IQ. a) Correlacion promedio de
todas las personas analizadas. b) Correlacion promedio por grupos de edad.
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Las correlaciones mencionadas han contribuido a que el factor g sea considerado por muchos como
un sinénimo de inteligencia general (Gottfredson, 1997; Raven, 2011), y a que la RPM sea vista como
una prueba de inteligencia, o de cociente intelectual (I1Q).

Estos puntos de vista cobran importancia porque la RPM y otras pruebas similares no son
utilizadas sélo como instrumentos de investigacion, sino también como herramientas de evaluacién
y seleccion en diversos entornos que incluyen desde escuelas y empresas hasta organizaciones
civiles, gubernamentales y militares.

Por ejemplo, a principios del siglo veinte, varios lugares de Estados Unidos utilizaban pruebas de
inteligencia para determinar si las personas tenian retraso mental, y si este era el caso, estas
personas podian ser obligadas legalmente a esterilizarse (Dorr, 2008). En la actualidad, varios
lugares de Estados Unidos utilizan pruebas de inteligencia para determinar si un criminal tiene
retraso mental, en cuyo caso no se le puede aplicar la pena de muerte (McKinzey, 2003; Raven,
2005).

Por otro lado, el amplio uso de la RPM a lo largo de varias décadas ha permitido descubrir que los
puntajes obtenidos en esta y otras pruebas de inteligencia han ido incrementandose de forma
continua y aproximadamente lineal en muchas partes del mundo. Este fendémeno es conocido como
el efecto Flynn, y ain no existe consenso cuales son sus causas; tampoco se sabe con certeza si el
incremento en puntajes indica un incremento real de la inteligencia (Flynn, 1999, 2007; Raven, 2000,
2002a).

Los datos acumulados mediante las pruebas de inteligencia también han revelado que el puntaje
promedio de las personas de ascendencia negra es inferior al de las personas de ascendencia blanca
(Neisser et al., 1996); las causas de esta diferencia de puntajes ain se desconocen, pero algunos han
propuesto causas genéticas (Rushton et al.,, 2005), lo cual ha llevado a varios a afirmar que las
pruebas de inteligencia han sido utilizadas como una herramienta de racismo cientifico (Flynn,
1999; Shénemann, 1997, 2005, 2009).

En suma, la forma en que se define y mide la inteligencia tiene profundas implicaciones en muchos
ambitos de la estructura social, y la prueba de Raven desempefia un papel importante en este tema.

Criticas a la prueba

Actualmente no existe consenso sobre como definir la inteligencia, ni sobre cémo ésta debe medirse
(Flynn, 2007; Neisser et al., 1996; Raven, 2002b; Shonemann, 2005). Como se menciono al introducir
la teoria de Spearman, el factor g no fue originalmente pensado como un sindénimo de inteligencia
general, y de hecho Spearman estaba en contra de esta idea. El y otros investigadores han
propuesto que el concepto de inteligencia debe tomar en cuenta la diversidad de las habilidades
humanas en lugar de reducirse a un solo nimero (Flynn, 1999; Neisser et al., 1996; Raven, 2002b,
2011; Spearman, 1924). Sin embargo, Shonemann (2005) observa que si la inteligencia resulta ser
multidimensional entonces no sera posible “medirla”, en el sentido de que no podra asignarse un
numero real tnico a cada valor de inteligencia, ni podran realizarse afirmaciones como “A es mas
inteligente que B”.
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Cuando se hablo de la relevancia de la prueba, se explicéd que la idea de g como una medida de
inteligencia general proviene de una variedad de correlaciones (entre la RPM y otras pruebas, y
entre g y varias mediciones sociales y bioldgicas). Sin embargo, algunos investigadores afirman que
el factor ¢ no es mas que un artefacto estadistico, que la teoria de Spearman no lo define de forma
Unica, y que las suposiciones que sustentan esta teoria no se cumplen en la practica (Shonemann,
1997, 2005).

Por otro lado, algunos afirman que la metodologia que se utiliza en la actualidad para medir la
inteligencia es inadecuada, que los estandares técnicos son pobres, y que basicamente el campo de
estudio se ha estancado y ha regresado a las raices racistas que tenia en 1920 (Shonemann, 2005).
John Raven, hijo del autor de la RPM, también es un critico de los métodos actuales. El propone que
las pruebas de IQ deberian complementarse de modo que sea posible descubrir los diferentes
talentos de las personas (Raven, 2002a), y afirma que no hacerlo puede tener graves consecuencias
para la sociedad (Raven, 2002b).

Un reporte elaborado por la Asociacion Estadounidense de Psicologia (Neisser et al., 1996) concluye
que el tema de la definiciéon y medicién de la inteligencia atin se encuentra lleno de incégnitas, asi
como polarizado a causa de sus implicaciones sociales y politicas. Quizas es una conclusion similar
a la que propuso Spearman en 1927:

“Los resultados de las pruebas y las tablas numéricas son acumulados; acciones que

afectan el bienestar de las personas son propuestas, e incluso llevadas a cabo, con
base en — jquién sabe qué!” (Spearman, 1927).

1.2  Trabajo previo

No se sabe con seguridad qué es lo que mide la RPM, ni si esta prueba representa una condicion
suficiente o necesaria para la inteligencia. Sin embargo, la prueba ha sido y es una herramienta muy
atil para analizar los procesos involucrados en la inteligencia, ya sea natural o artificial. Es por ello
que se han desarrollado varios programas de computo para resolver la RPM de forma automatica,
los cuales han permitido analizar las caracteristicas de la RPM, estudiar la inteligencia humana y
poner a prueba modelos computacionales de razonamiento. A la fecha se han desarrollado nueve
programas de este tipo:

e Carpenter, Just y Shell (1990) (dos programas).

e Bringsjord y Schimanski (2003).

e Lovett, Forbus y Usher (2007, 2010) (dos programas).

e (Cirillo y Stréom (2010).

e Kunda, McGreggor y Goel (2010a, 2010b, 2011) (dos programas).

e Rasmussen y Eliasmith (2011).

Varios de estos programas buscan simular como las personas resuelven la prueba, por lo cual
representan ejemplos de modelacion cognitiva®. A continuacién se describe brevemente cada uno
de ellos, haciendo énfasis en las estrategias utilizadas, en los resultados obtenidos y en la relevancia
de cada trabajo. Luego se presenta un analisis comparativo de los mismos.

3 El objetivo de un modelo cognitivo es desarrollar una efectiva simulacion de la solucién un problema desde el punto de
vista del humano (Laureano et al., 2000).
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Carpenter et al. (1990)

Este trabajo aborda los procesos cognitivos involucrados en la RPM (en sus versiones estandar y
avanzada) y los analiza en términos de cuales son comunes en todas las personas y cuales
diferencian a las personas con alto puntaje de las personas con bajo puntaje. Para sustentar este
analisis se aplicaron diversas pruebas cognitivas a estudiantes universitarios y se implementaron
dos simulaciones computacionales: Fairaven y Betteraven. Cada simulacién modeld el desempefio
de los estudiantes con puntaje promedio y con puntaje alto en la prueba, respectivamente.

Analisis del problema

Tras analizar los problemas de la RPM, los autores propusieron cinco tipos de reglas para resolverlos:
e Constante en una fila: Una misma figura o atributo se repite a lo largo de cada fila de la
matriz. Por ejemplo, en la Figura 1.5, la posiciéon de los tridngulos negros dentro de los
cuadrados es constante en cada fila (arriba en la primera fila, abajo en la segunda fila, y

arriba y abajo en la tercera fila). En la Figura 1.7, la orientaciéon de la barra es constante en
cada fila (vertical, horizontal y diagonal).

e DProgresién cuantitativa por pares: En cada fila, un atributo se incrementa o decrementa
entre cada par de celdas adyacentes. En la Figura 1.6, el nimero de cuadrados negros se
incrementa entre cada par de celdas adyacentes en cada fila.

e Suma o resta de figuras: En cada fila, una figura es sumada a (o restada de) otra figura para
producir una tercera figura. En la Figura 1.5, la celda izquierda de cada fila se suma con la
celda central para obtener la celda derecha.

e Distribucién de tres valores: Tres valores de un atributo estan presentes en cada fila. En la
Figura 1.7, el conjunto {rombo, cuadrado, triangulo} esta presente en cada fila; también la
textura de la barra sigue esta regla, pues el conjunto {negra, rayada, vacia} esta presente en
las barras de cada fila.

e Distribucién de dos valores: Similar al anterior, pero el tercer valor del atributo es nulo. En
la Figura 1.8, diferentes lineas estan presentes solo en dos de las tres celdas de cada fila. En

la Figura 1.7, si se eliminaran los tres triangulos de la matriz, el conjunto {rombo, cuadrado,
nulo} estaria presente en cada fila y seria otro ejemplo de esta regla.

Estas reglas son aplicables a problemas con matrices de 2x2 o de 3x3, pero no a problemas con una
sola imagen; estos ultimos pueden resolverse mediante algoritmos perceptuales como los de
continuacion de lineas. Ademas, dos problemas de la RPM avanzada no pueden resolverse con las
reglas presentadas porque involucran reglas de naturaleza diferente, como deformaciones o la
interpretacion de figuras como numeros (Figura 1.9). Algunos problemas de la RPM estandar
también requieren este tipo de reglas.

Cada problema de la RPM puede involucrar una o varias de estas reglas, e incluso varias instancias
de la misma regla. Por ejemplo, la Figura 1.7 presenta dos instancias de “distribucion de tres
valores” y una de “constante en una fila”. Ademads, un mismo problema puede resolverse con
diferentes conjuntos de reglas. Por ejemplo, la Figura 1.5 puede interpretarse como una “suma de
figuras” o como una “distribucién de tres valores”, donde la posicion de los triangulos en cada fila
presenta los valores {izquierda, derecha, ambos}.
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Las reglas siempre involucran filas de la matriz y no columnas, diagonales, ni otros patrones, ya
que la mayoria de las personas analizadas en este trabajo analizaron las matrices por filas. Ademas,
de acuerdo a Raven (2011), un requisito de las matrices progresivas es que la ldgica detras de cada
matriz debe replicarse tanto en sus filas como en sus columnas, de manera que las personas que
tomen la prueba puedan confirmar su razonamiento y estar completamente seguras de si han
elegido la respuesta correcta. Por ello, un analisis por filas es suficiente para resolver los problemas
de la RPM.

En los problemas con multiples reglas, una de las dificultades principales es determinar cuales
figuras o atributos estan gobernados por la misma regla, es decir, encontrar las correspondencias
entre los elementos de la matriz. Por ejemplo, en la Figura 1.7 el participante debe descubrir que la
orientacion de las barras sigue una “constante en una fila”, que la textura de las barras sigue una
“distribucion de tres valores” y que los elementos sobrantes (rombo, cuadrado y tridngulo) siguen
otra “distribucidn de tres valores”. Los autores plantean la hipdtesis de que el nimero de reglas en
un problema afecta mas a los procesos de administracion de objetivos que a los procesos inductivos
del participante*.

Para analizar las estrategias que utilizan las personas al resolver la RPM se realizaron dos
experimentos. En el primero se presentaron problemas de la RPM estandar y avanzada a 34
estudiantes universitarios, y mientras los resolvian se grabd el movimiento de sus ojos y los
comentarios verbales que realizaban. Por razones técnicas, sélo se utilizaron 34 problemas de la
RPM avanzada para analizar el movimiento ocular de los participantes. Este experimento permitio
obtener las siguientes conclusiones:

e El numero de reglas en un problema incrementa el tiempo requerido para resolverlo, e
incrementa la probabilidad de resolverlo incorrectamente.

e Todos los participantes siguieron una estrategia incremental, pues las reglas que
identificaban eran descritas de forma separada y con intervalos de tiempo relativamente
largos entre las descripciones.

e Cada atributo fue descrito de forma separada, con intervalos de tiempo variables entre las
descripciones.

e La induccién de cada regla requiridé varias comparaciones entre parejas de celdas de la
matriz, como se observo en las grabaciones de movimiento ocular.

e Se realizaron numerosas comparaciones entre parejas de celdas de la matriz, y entre celdas
de la misma fila.

En el segundo experimento se administr6 la RPM avanzada a 45 estudiantes universitarios,
siguiendo los procedimientos convencionales de la prueba. Ademas se presento el problema de las
Torres de Hanoi a los mismos estudiantes (Figura 1.10). Este problema consiste en mover una pila
de discos desde un poste hasta otro obedeciendo las siguientes reglas:

e Solo se puede mover un disco a la vez.

e (Cada movimiento consiste en quitar el disco superior de uno de los postes y colocarlo en

otro poste, encima de los discos que hubiera en ese poste.
¢ Enningtin momento puede colocarse un disco encima de otro de menor tamafio.

¢ El razonamiento inductivo consiste en obtener conclusiones generales a partir de casos u observaciones particulares. Por
ejemplo, si todos los cuervos que hemos visto son negros, tendemos a concluir que todos los cuervos son negros (aunque
puede que no sea asi). En este tipo de razonamiento las premisas apoyan en cierto grado a la conclusién, pero no implican
que sea verdadera. Como se vera mas adelante, en la RPM el participante debe inducir reglas observando las dos primeras
filas de la matriz, y luego aplicarlas a la tercera fila para deducir la celda faltante.
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Figura 1.10. Problema de las Torres de Hanoi (Wikipedia).

A los participantes se les ensefi6 una estrategia recursiva para resolver este problema y se les pidi6
que lo resolvieran con 3 a 7 discos. Mediante este experimento se concluyo lo siguiente:

e Losresultados de la RPM avanzada y el desemperio en el problema de las Torres de Hanoi
estuvieron altamente correlacionados.

e Ambas tareas pueden requerir procesos de abstraccion similares, y una considerable
habilidad para generar y administrar objetivos.

e A diferencia de la RPM, el experimento con las Torres de Hanoi requiri6 muy poco
razonamiento inductivo por parte de los participantes, pues solo debian aplicar la
estrategia que se les habia ensefiado.

e La habilidad para generar y administrar objetivos tiene una influencia importante en el
desemperio de las personas al resolver la RPM.

Las simulaciones

Con base en el analisis anterior se desarrollaron dos simulaciones computacionales. Ambas fueron
implementadas como sistemas de produccion usando CAPS (Concurrent, Activation-based
Production System), a su vez implementado con OPS4.

En un sistema de produccion, el conocimiento se representa en forma de reglas condicién-accion
(producciones). Si el contenido de la memoria de trabajo satisface las condiciones de una o mas
producciones, estas producciones son activadas y sus acciones son ejecutadas, modificando el
contenido de la memoria de trabajo y activando asi nuevas producciones.

CAPS difiere de otros sistemas de produccion en varias caracteristicas. Por ejemplo, en cada ciclo de
ejecucion se permite que todas las producciones activadas sean ejecutadas en paralelo, y las
producciones pueden tener diferentes grados de activacion.

Las simulaciones siguen una estrategia incremental, como se observo en los experimentos. Para
cada problema, el funcionamiento general de ambas simulaciones es el siguiente:

e Las figuras y atributos de la primera fila de la matriz son procesados incrementalmente, y
se identifica un conjunto de reglas (de entre los cinco tipos de reglas propuestos) que
explique las variaciones entre estos elementos.

e Serepite lo anterior con las figuras y atributos de la segunda fila.

e Seencuentra un mapeo entre las reglas de la primera fila y las de la segunda fila.

e Lasreglas de las primeras dos filas son generalizadas.

e Las figuras y atributos de la tercera fila son procesados incrementalmente.
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e Las reglas generalizadas son aplicadas a la tercera fila para generar la celda faltante de la
matriz.
e Se selecciona la respuesta mas similar a la celda generada.

Las simulaciones no procesan imagenes directamente, sino que utilizan una representacion
simbdlica de la RPM. Esta representacion fue realizada manualmente, describiendo cada problema
en términos de figuras basicas (como circulos, rectangulos y lineas) y sus atributos (como fextura
rayada). Los autores afirman que este hecho no compromete su analisis de las diferencias entre
personas con puntajes altos y bajos por tres razones:
e La alta correlaciéon entre la RPM y pruebas no visuales indica que los procesos de
codificacion visual no son una fuente importante de diferencias entre los individuos.
e Los experimentos realizados sugieren que las personas no tienen dificultad en reconocer las
figuras de cada problema.
e Los experimentos indican que las personas si tienen dificultad en encontrar las
correspondencias entre las figuras y atributos de la matriz, y este proceso si es modelado en
las simulaciones.

La primera simulacion, Fairaven, modela el desempeno de los estudiantes que obtuvieron un
puntaje promedio en la RPM. La segunda, Betteraven, introduce varias mejoras a Fairaven para
modelar el desemperio de los estudiantes con puntaje alto.

Fairaven
Esta simulacion consta de 121 producciones y su estructura es la siguiente:

e Andlisis perceptual (58 producciones): Analiza las figuras y atributos de la matriz.
o Codificacion: Se encarga de leer las figuras y atributos de cada problema desde un

archivo hacia la memoria de trabajo. Estos elementos se leen de forma incremental,
como se observo en los experimentos, y su lectura puede ser secuencial o guiada
por las reglas que se ya han identificado en la matriz.

o Correspondencias: Identifica a las figuras o atributos de cada fila que son
gobernados por una misma regla, utilizando tres mecanismos:

= Reglas identificadas: Trata de utilizar las reglas que se han identificado y
generalizado en filas anteriores para definir las correspondencias de las
demas filas.

* Heuristica de nombres: Plantea la hipétesis de que las figuras con nombres
iguales se corresponden. Esta fue la estrategia mas utilizada por los
participantes de los experimentos.

* Heuristica de sobrantes: Supone que si tras aplicar los otros dos
mecanismos sobra una figura o atributo en cada celda de una fila, entonces
estos elementos sobrantes se corresponden.

o Comparaciéon por pares: Define las similitudes y diferencias entre los elementos
que se han definido como correspondientes.

e  Andlisis conceptual (48 producciones): Identifica y generaliza reglas.

o Identificacién: Trata de explicar la variacidon entre los elementos de las primeras
dos filas de la matriz, utilizando la informacion generada en la comparacion por pares
para identificar cuatro de los cinco tipos de reglas propuestos (Fairaven no incluye
la regla de “distribucion de dos valores”).
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o Correspondencias: Encuentra un mapeo entre las reglas de la primera fila y las de
la segunda fila.
o Generalizacién: Combina las reglas correspondientes de las dos primeras filas para

definir una forma general de estas reglas. Las reglas generalizadas utilizan
variables en lugar de figuras y atributos especificos.
Generacidn y seleccién de la respuesta (15 producciones): Utiliza las reglas generalizadas y

el andlisis perceptual de la tercera fila para generar una hipoétesis de la celda faltante de la
matriz, y luego selecciona la opcion que resulte mas similar a esta hipotesis. Esta estrategia
es similar a la utilizada por los participantes con puntaje alto, quienes tratan de generar la
celda faltante antes de examinar las posibles respuestas.

El analisis perceptual y el conceptual se realizan simultaneamente, ya que se identifican reglas
conforme se analizan las figuras y atributos de la matriz.

Fairaven tiene cuatro limitaciones:

No incluye la regla de “distribucién de dos valores”, debido a que sdélo puede manejar
reglas que involucran a las tres celdas de cada fila. Sin embargo, Fairaven trata de modelar
a los participantes con puntaje promedio, los cuales con frecuencia no lograban resolver los
problemas que incluian esta regla.

Los tres mecanismos que incluye para identificar las correspondencias entre elementos no
son suficientes para todos los problemas. En algunos casos asume correspondencias
erréneas, lo cual lleva al programa a identificar reglas equivocadas.

No tiene forma de corregir sus hipotesis (no es capaz de hacer backtracking).

En problemas con tres o mas reglas, el nimero de objetivos y el paralelismo de CAPS crean
una carga de trabajo que el sistema no es capaz de manejar.

Betteraven

Esta simulacién introduce las siguientes mejoras a Fairaven:

Administrador de objetivos (15 producciones):
o Este nuevo modulo permite ejercer un control mas directo sobre todos los procesos
de la simulacion.

o Se encarga de definir, monitorear y ajustar un arbol de objetivos, en el que el
objetivo principal es resolver un problema de la RPM, y los subobjetivos incluyen
analizar cada fila, comparar celdas adyacentes, encontrar correspondencias,
etcétera.

o Utilizando el arbol de objetivos, se encarga de asegurar que s6lo un mddulo de la
simulacion esté activo a la vez. En consecuencia, el analisis perceptual se realiza
antes del conceptual, y no simultdneamente como en Fairaven.

o Permite que las producciones del analisis perceptual se sigan ejecutando en
paralelo (como en Fairaven), pero obliga a las del andlisis conceptual a ejecutarse
de forma serial (como se describe mas abajo).

o Permite que el sistema pueda modificar sus hipdtesis cuando éstas no se cumplen
(mediante backtracking). Estas hipotesis incluyen las reglas identificadas, los
atributos considerados como relevantes y las correspondencias establecidas entre
los elementos de la matriz.

Anadlisis perceptual:
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o Se permite asignar un elemento nulo como correspondencia a otro elemento de la
matriz. Esto permite manejar las reglas “distribucion de dos valores” y “suma o
resta de figuras”, en las cuales un elemento de una celda puede no tener un
elemento correspondiente en otra celda.

o Se agrega una “heuristica de atributos”, que permite crear correspondencias entre
elementos que tienen algun atributo en comun (diferente del nombre de la figura,
como la textura o la posicién).

e  Anadlisis conceptual:
o Seincluye la regla de “distribucion de dos valores”.

o Laidentificacion de reglas ya no se realiza en paralelo, sino en el siguiente orden:
1. Constante en una fila.

Progresion cuantitativa por pares.

Distribucion de tres valores.

Suma o resta de figuras.

SN

. Distribucién de dos valores.

Este orden esta basado en la simplicidad de las reglas y en reportes verbales de
personas que tomaron la RPM. La identificacion serial de las reglas permite realizar
un procesamiento incremental de cada problema, similar al observado en los
experimentos, y reduce la carga de trabajo del sistema.

Resultados y conclusiones

Como se menciond al describir los experimentos, solo se usaron 34 de los 48 problemas de la RPM
avanzada al analizar el movimiento ocular de los participantes. Los autores limitaron la evaluacion
de las simulaciones a estos mismos 34 problemas. Ademads, como se comentd al describir los tipos
de reglas propuestos, dos de estos problemas requieren reglas de naturaleza diferente, de modo que
el maximo puntaje que podian obtener las simulaciones es 32. A continuaciéon se presentan los
resultados y conclusiones obtenidas por los autores.

Fairaven resolvi6 23 problemas correctamente y Betteraven 32. Tras comparar los resultados de las
simulaciones con los de los experimentos se obtuvieron las siguientes conclusiones:
e Fairaven y Betteraven modelaron correctamente el desempefio de los participantes con
puntajes promedio y altos, respectivamente.
e Las simulaciones permitieron dividir a los problemas en grupos de creciente dificultad:

o Los que solo involucran a la regla “constante en una fila” son los mas sencillos,
pues solo requieren recordar un valor a la vez (la constante de cada fila).

o Los que sdlo involucran “progresion cuantitativa por pares” requieren considerar
dos figuras al mismo tiempo y realizar una generalizacion.

o Los que involucran “distribucién de tres valores” o “suma o resta de figuras”
requieren considerar tres figuras al mismo tiempo.

o Los que involucran varias instancias de reglas requieren mas repeticiones del
proceso de induccién, imponen una mayor carga en la memoria de trabajo y hacen
mas dificil el proceso de encontrar las correspondencias entre los elementos de la
matriz. Este tiltimo proceso es una fuente importante de dificultad en la RPM.

e En cada problema, las reglas utilizadas por las simulaciones fueron consistentes con las
utilizadas por los participantes.

e Las personas con puntaje alto tienen diferentes preferencias que las personas de puntaje
promedio al inducir reglas, pues las primeras tienden a preferir reglas transformacionales
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(como “suma o resta de figuras” o “progresién cuantitativa”) en lugar de reglas
distribucionales (como “distribucién de dos (o tres) valores”).

Betteraven modelé correctamente la estrategia incremental de los participantes, pues
induce una regla a la vez y cada regla inducida requiere varios ciclos de analisis perceptual
y conceptual.

También se desarrollaron versiones “degradadas” de Betteraven y se concluyé lo siguiente:

Al eliminar la regla “distribucién de dos valores” su puntaje pasé de 32 a 23, igual al de
Fairaven. Los autores concluyen que estos 9 problemas requieren establecer
correspondencias abstractas (entre una figura o atributo y un elemento nulo) y un mejor
manejo de objetivos.

Al limitar el nimero de reglas que el programa podia mantener en la memoria de trabajo,
antes de comenzar a eliminar objetivos de esta memoria, su puntaje se redujo en 11, 8 y 4
puntos para limites de 3, 4 y 5 reglas, respectivamente. Esto confirma la importancia de la
habilidad para manejar multiples objetivos al resolver la RPM.

Con respecto a las limitaciones de los modelos, se observo que:

Las simulaciones no modelan los procesos de codificacion visual de las personas, pues
parten de una representacion simbdlica de la RPM. Sin embargo, los autores afirman que
este hecho no compromete su analisis porque estos procesos no influyeron en el desempefio
de las personas analizadas.

A diferencia de las personas analizadas, las simulaciones no organizaron sus propios
procesos tras leer las instrucciones de la prueba. Los autores argumentan que estos meta-
procesos® tampoco son fuente de diferencias entre los individuos, pues todos los
participantes comprendieron igualmente las instrucciones de la prueba. Ademas, afirman,
estos meta-procesos podrian agregarse a las simulaciones sin modificar sus fundamentos.
Las simulaciones no “inducen” reglas, pues s6lo reconocen las reglas que les fueron
programadas. Los autores afirman que el conocimiento de las reglas tampoco es fuente de
diferencias, pues todas las personas fueron capaces de identificar los diferentes tipos de
reglas (con excepcion de “distribuciéon de dos valores”, que frecuentemente no era
identificada por las personas con puntaje promedio).

Los modelos estan basados en experimentos realizados con estudiantes universitarios,
quienes tienden a obtener puntajes mayores al promedio. Los autores afirman que los
modelos propuestos podrian generalizarse para modelar a personas con puntajes mas
bajos.

En relacién a las implicaciones de los modelos en el analisis de la inteligencia, se concluyd que:

El razonamiento abstracto es un componente crucial de la inteligencia. Este consiste en
construir representaciones que dependen mas de interpretaciones de alto nivel que de
percepciones, y estas interpretaciones permiten la construccion de generalizaciones en el
espacio y el tiempo. La mayoria de las teorias formales de la inteligencia incluyen al
razonamiento abstracto. Ademas, la teoria del desarrollo cognitivo de Jean Piaget
caracteriza el desarrollo intelectual como una progresiéon desde lo concreto hacia lo
abstracto y simbdlico.

La resolucion de la RPM requiere el uso de procesos de abstraccion, y en las diferentes
versiones de la RPM, los problemas mas dificiles involucran reglas mas abstractas. Las

5 Procesos que organizan o controlan a otros procesos.
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simulaciones permitieron identificar cudles problemas y procesos involucrados en la RPM
requieren abstraccion, asi como analizar como las personas difieren en su habilidad para
razonar en diferentes niveles de abstraccién al resolver la RPM.

Un componente clave de la inteligencia analitica (o en la teoria de Spearman, la habilidad
eductiva) es la habilidad para generar y administrar objetivos y sub-objetivos en la memoria
de trabajo. La creaciéon de sub-objetivos permite descomponer problemas complejos en
simples, asi como monitorear los progresos y fallos realizados en el proceso de solucion.

La administracion de objetivos probablemente interacttia con otro factor determinante de la
dificultad de los problemas: la novedad. Una tarea novedosa puede requerir la
organizacion de objetivos, abstraccion y reflexion, mientras que las tareas rutinarias
requieren la aplicaciéon de procedimientos aprendidos y pueden realizarse mediante
comportamientos mas basados en percepciones. Si las personas tuvieran practica o
adiestramiento en la RPM, la administracion de objetivos en esta tarea se volveria rutinaria
y la prueba seria mas facil.

El andlisis realizado con la RPM deberia ser aplicable a otras tareas cognitivas complejas,
debido a las correlaciones entre la RPM y otras pruebas y tareas de razonamiento, como el
problema de las Torres de Hanoi. Varios investigadores sugieren que estas correlaciones
indican la existencia de procesos cognitivos de alto nivel compartidos por estas tareas, y
este trabajo ha ayudado a analizar estos procesos.

Los modelos no solo permitieron analizar los procesos que diferencian a las personas con
puntajes altos y bajos, sino también los procesos que comparten ambos grupos, como la
naturaleza incremental e iterativa del razonamiento, que involucra la descomposicion de
problemas en sub-problemas.

Los autores concluyen que la RPM es un test de inteligencia que mide:

La capacidad comdn para descomponer problemas en elementos manejables e iterar sobre
estos elementos.

La capacidad diferenciada para administrar jerarquias de objetivos generadas por la
descomposicion de los problemas.

La capacidad diferenciada para generar abstracciones de alto nivel.

Bringsjord et al. (2003)

Este trabajo menciona el uso de un demostrador de teoremas para resolver problemas selectos de la
RPM representados en logica de primer orden. Sin embargo, los autores comentan que el trabajo se

desarrolld bajo contrato de una empresa privada y no describen los detalles de su implementacion

ni sus resultados.

En este articulo también se propone una definicién de inteligencia artificial basada en pruebas
psicométricas:

“La inteligencia artificial psicométrica es el campo dedicado a construir entidades que
procesen informacion y sean capaces de alcanzar un desempefio sélido en todas las
pruebas de inteligencia y habilidad mental establecidas y validadas, no solo
incluyendo a las restrictivas pruebas de IQ, sino también a las pruebas de
creatividad artistica y literaria, de habilidad motriz, etcétera”.
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Los autores afirman que esta definicién extiende la idea de la prueba de Turing como un método
para determinar si una entidad es inteligente, con la ventaja adicional de que permite dividir este
problema en varios subproblemas que pueden abordarse por separado y con diferentes técnicas. De
acuerdo a esta definicion, los programas desarrollados para resolver la RPM representan avances
en el campo de la inteligencia artificial psicométrica.

Lovett et al. (2007, 2010)

Este trabajo presenta un modelo para resolver la RPM estandar basado en dos componentes:
e Una representacion espacial cualitativa y jerarquica.
¢ Un modelo de analogia basado en el mapeo de estructuras.

El modelo fue implementado en 2007 y en 2010. En ambos casos, los programas no procesan
imagenes directamente, sino diagramas dibujados manualmente en PowerPoint, en los que cada
problema de la RPM se representa mediante figuras basicas como lineas y poligonos.

Implementacion 2007

En esta implementacion se traté de resolver las secciones B y C de la RPM estandar sin utilizar
procesos disefiados especificamente para esta tarea. Para el primer componente del modelo (la
representacion espacial cualitativa) se utilizé el sistema sKEA (Sketching Knowledge Entry
Associate), el “primer sistema de dominio general para la comprension de dibujos”. Este sistema
tiene las siguientes caracteristicas:

e Estd diseflado para ser de dominio general, y varios de sus componentes han sido
utilizados en diferentes tareas de razonamiento espacial.

e Utiliza representaciones espaciales inspiradas en estudios de la percepciéon humana.

e No procesa imagenes directamente, sino diagramas realizados a mano en PowerPoint,
utilizando figuras basicas como lineas y poligonos. PowerPoint representa estas figuras
mediante el conjunto de instrucciones de dibujo definido en el formato WMF (Windows
Metafile Format).

e Permite etiquetar manualmente cada figura usando un conjunto de categorias conceptuales.

e Trata alas lineas que forman una figura cerrada como una sola entidad, a la que se le puede
asignar un color de relleno y un color de borde. Las lineas que no forman figuras cerradas
se tratan como entidades independientes.

e Realiza una identificacién rudimentaria de texturas, tratando como una sola entidad a los
conjuntos de lineas paralelas que no forman parte de figuras cerradas; ademas, determina si
alguna figura cerrada envuelve a estas lineas, de modo que la textura pueda asociarse a esta
figura.

e Calcula automaticamente varias relaciones espaciales cualitativas entre las entidades de un
diagrama, como “a la izquierda de”, “arriba de” y “dentro de”.

e Construye una representacion cualitativa y jerarquica de un diagrama, utilizando las
etiquetas conceptuales agregadas manualmente, y las relaciones espaciales cualitativas
calculadas automaticamente.
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Para el segundo componente del modelo (el modelo de analogia) se utilizo el sistema SME
(Structure Mapping Engine), el cual tiene las siguientes caracteristicas®:

e Esun modelo de analogia de dominio general, fundamentado en la teoria de la analogia de
Gentner (1983).

e Estd basado en el concepto de mapeo de estructuras, el cual define a la analogia y a la
similitud en términos de un proceso de comparacién. Este proceso opera sobre
representaciones estructuradas, es decir, descripciones simbolicas que involucran
entidades, atributos y relaciones (incluyendo relaciones entre relaciones, o relaciones de
orden superior).

e Dada una descripcion base y una descripcion objetivo, el sistema calcula mapeos que

constan de:
o Correspondencias, que indican cémo se alinean los elementos de ambas
descripciones.

o Inferencias candidatas, que estan basadas en las diferencias entre los elementos
correspondientes.

o Un puntaje de similitud, que indica la calidad del mapeo y que esta basado en una
evaluacion estructural, es decir, en qué tanto y a qué profundidad se alinearon las
estructuras de ambas descripciones.

e Permite definir restricciones en los mapeos, como requerir que ciertas correspondencias
estén presentes (0 ausentes), o requerir que las correspondencias so6lo involucren ciertos
tipos de elementos.

Usando estos dos componentes, los problemas de la RPM se resuelven con una variante del “mapeo
de dos etapas”, proceso propuesto por Tomai et al. (2005) para resolver problemas de analogia
geomeétrica. Para problemas con matriz de 2x2 se sigue el siguiente procedimiento:
1. Se dibuja el problema manualmente en PowerPoint y se introduce al sistema sKEA.
2. sKEA construye una representacion cualitativa y jerarquica de cada celda de la matriz y de
cada posible respuesta.
3. SME analiza a la matriz por filas:

o Construye un mapeo entre las dos celdas de la primera fila, y define un conjunto de
diferencias y similitudes entre estas celdas (conjunto base). En este proceso se
identifican transformaciones entre figuras, como rotaciones, escalamientos y
reflexiones.

o Repite el paso anterior con la celda de la segunda fila y cada posible respuesta, es
decir, se definen 6 conjuntos adicionales de diferencias y similitudes (conjuntos
objetivo).

o Mapea y compara al conjunto base con cada conjunto objetivo, lo cual permite
asignar un puntaje de similitud a cada posible respuesta.

4. SME analiza a la matriz por columnas (de forma anéloga al paso 3), de modo que se asigha
un segundo puntaje de similitud a cada posible respuesta.

5. Se promedian los dos puntajes de similitud de cada respuesta, y se selecciona la respuesta
con el mayor puntaje.

La idea del procedimiento anterior es dividir a la matriz de 2x2 en dos problemas de analogia. Si
cada celda se etiqueta con una letra, como en la Figura 1.11a, estos dos problemas de analogia son:
AB—CX (A es a B, como Ces a X) y AC—BX.

® Los detalles del sistema SME pueden consultarse en Falkenhainer (1989).
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A|lB]|C
A|B D|E|F
C|X G|H|X
a) b)

Figura 1.11. Etiquetas para las celdas de la matriz. a) Matriz de 2x2. b) Matriz de 3x3.

Donde X se sustituye con cada una de las posibles respuestas. Para resolver problemas con matriz
de 3x3 se sigue un procedimiento similar, pero se divide a la matriz en cuatro problemas de
analogia. Usando las etiquetas de la Figura 1.11b, estos problemas son: EF—HX, EH—-FX, GH—-HX
y CF—FX. De este modo, cada respuesta recibe cuatro puntajes de similitud. Sin embargo, en este
caso el puntaje final se calcula como el maximo de los cuatro puntajes, y no como el promedio.

Esta implementacion se evalud con las secciones B y C de la RPM estandar, y logro resolver 12 y 10
problemas de cada seccion, respectivamente. Los autores observan que los 2 problemas de la
secciéon C que el sistema no logré resolver no son los mas dificiles de esta seccion de acuerdo a
estandares humanos. Estos dos errores se deben a las limitaciones del sistema para manejar texturas
y para manejar figuras cuyo nimero de elementos cambia de una celda a otra.

Los autores obtienen dos conclusiones de esta implementacion:

e Larepresentacion espacial cualitativa y jerarquica propuesta codifica suficiente informacion
para resolver 22 de 24 problemas de la RPM estandar. Lo anterior, sumado a varios
estudios de la percepcion humana, sugiere que esta representacion captura propiedades
importantes de la representacion visual humana.

e Elsistema SME, combinado con el “mapeo de dos etapas”, fue capaz de resolver problemas
de la RPM estandar con dificultad baja a intermedia, sin utilizar procesos disefiados
especialmente para esta tarea. Esto apoya la idea de que SME modela procesos cognitivos
generales de mapeo estructural.

Implementacion 2010

Esta implementacion esta basada en los mismos componentes que la anterior (la representacion
espacial cualitativa y el modelo de analogia). Sin embargo, en este caso se utilizo el sistema
CogSketch para la representacion espacial. Este sistema introduce los siguientes cambios al sistema
sKEA:
e Realiza un mejor manejo de estructuras jerarquicas, pues procesa las representaciones
espaciales en tres niveles: bordes, objetos y grupos.
e Crea grupos de objetos con base en su similitud y proximidad. Entre los grupos creados
estan:
o Clases de forma estricta: Grupos de objetos que son idénticos.
o Clases de forma equivalente: Grupos de objetos que son transformaciones de un
mismo objeto (por ejemplo, triangulos equilateros con diferente orientacién y
tamano).
e Escapaz de segmentar objetos con base en comparaciones (Figura 1.12).
e Calcula mas relaciones cualitativas entre entidades, como la relaciéon de “intercepta a”.
e Calcula mas atributos cualitativos de las entidades, como su grado de simetria o la
convexidad de sus esquinas.
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Ademas de las transformaciones manejadas por sKEA (rotaciones, escalamientos y
reflexiones), CogSketch es capaz de manejar deformaciones, como escalamientos irregulares
o la suma o resta de partes.

Figqura 1.12. Segmentacion basada en comparaciones. Al comparar la figura de la izquierda con la del
centro, la de la izquierda es segmentada en dos objetos, como muestra la figura derecha.

El procedimiento para resolver los problemas de la RPM también es diferente, pues en esta

implementacién se sigue mas de cerca el modelo propuesto por Carpenter et al. (1990). El
procedimiento para resolver problemas con matriz de 3x3 es el siguiente:

1.

o

10.

Se dibuja el problema manualmente en PowerPoint y se introduce a CogSketch. En esta
implementacién, la segmentaciéon manual de las imagenes se realizo siguiendo los
principios de agrupacion Gestalt (Palmer et al., 1994).

CogSketch construye una representacion cualitativa y jerarquica de cada celda de la matriz
y de cada posible respuesta, definiendo bordes, objetos y grupos.

Se utiliza SME para establecer mapeos entre las celdas de la primera fila de la matriz. Con
base en estos mapeos, se construye un patrén de variacion: una representacion de cémo
cambian los objetos a lo largo de esta fila.

Se repite el paso 3 con la segunda fila de la matriz.

Se utiliza SME para comparar los patrones de las primeras dos filas y evaluar su similitud.
Si los patrones no son suficientemente similares, se cambia la estrategia del modelo y se
regresa al paso 3. De lo contrario se procede al paso 7.

Se construye una generalizacion que representa los elementos comunes de los dos patrones.
Se agrega cada posible respuesta a la tercera fila, y se usa SME para construir un patrén de
variacion en cada caso (las matrices de 3x3 tienen ocho posibles respuestas, de modo que se
construyen 8 patrones de variacidn adicionales).

Se usa SME para comparar cada patrén de variacion de la tercera fila con la generalizacion
construida en el paso 7.

Se selecciona la respuesta que produjo el patrén de variacion mdés similar a la
generalizacion. En caso de empates, no se selecciona ninguna respuesta.

Para generar los patrones de variacion, el sistema utiliza cuatro estrategias. Los autores afirman que,
a diferencia de los tipos de reglas propuestos por Carpenter et al. (1990), estas estrategias no son
especificas para resolver la RPM y podrian aplicarse a otros problemas espaciales. Las estrategias

son:

Diferencias: Se analizan los cambios que sufren los objetos a lo largo de una fila, y estos
cambios se representan mediante las siguientes cinco expresiones:

o Identidad: El objeto no cambia.

o Transformacion: El objeto sufre una rotacion, escalamiento o reflexién.

o Deformacion: El objeto sufre un escalamiento irregular, o pierde o gana partes.

o Sustitucion de forma: La forma del objeto es sustituida por otra (por ejemplo, de

cuadrado a circulo).
o Suma o resta: Un objeto es agregado o eliminado.
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Estas expresiones se complementan con los cambios adicionales que existan entre los
objetos, como cambios de color o de posicion relativa.
e Diferencias avanzadas: Es igual a la estrategia anterior, pero se agregan restricciones a SME

para que solo se permitan mapeos entre objetos idénticos. Esto evita que el sistema genere
las expresiones “transformacion”, “deformacion” y “sustitucion de forma”, pero facilita la
generacion de la expresion “suma o resta”, lo cual es necesario en ciertos problemas.

e Literal: Se analiza lo que esta presente en las celdas de una fila, en lugar de los cambios
entre las celdas. Esta estrategia es similar a la regla “distribucién de tres valores” definida
por Carpenter et al. (1990), pues busca identificar los objetos que estan presentes en la fila
sin analizar los cambios entre ellos.

e Literal avanzada: Es igual a la anterior, pero los objetos de cada celda son manejados de
forma diferente:

o Si cada celda de la fila sdlo contiene un objeto, entonces cada uno de los atributos
del objeto se maneja como una entidad independiente. Esto permite resolver

problemas como el de la Figura 1.13.

o Si cada celda contiene varios objetos, entonces cada objeto se maneja de forma
independiente, eliminando las relaciones espaciales entre los objetos, y eliminando
la asociacién entre los objetos y las celdas a las que pertenecen. Esto permite
resolver problemas como el de la Figura 1.14.
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Figqura 1.13. Las figuras y los colores de relleno Figura 1.14. En cada fila, las figuras de arriba
siguen patrones diferentes, de modo que deben  siguen un patron diferente que el de las de abajo, por
tratarse por separado (Lovett et al., 2010). La lo que deben tratarse por separado (Lovett et

respuesta correcta es el cuadrildtero sin relleno.  al., 2010). La respuesta correcta es el circulo con
una linea encima.

El sistema s6lo cambia de estrategia cuando los patrones de las primeras dos filas no resultaron
suficientemente similares, y las estrategias son utilizadas en el siguiente orden: diferencias, literal,
literal avanzada y diferencias avanzadas. Si los patrones no cumplen el criterio de similitud con
ninguna de las estrategias, entonces el sistema continta con el paso 7 del procedimiento usando la
estrategia “diferencias” o “diferencias avanzadas” (la que haya producido la mayor similitud entre
los patrones).

Para resolver problemas con matriz de 2x2 se sigue un procedimiento similar, pero sélo se usa la
estrategia “diferencias”. Como en el procedimiento anterior, se construye un patrén de variacion
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para la primera fila y un patrén de variacién para cada posible respuesta. Luego se compara el
patron de la primera fila con el patrén de cada respuesta, y se elige la respuesta con el patron mas
similar. Si ninguna respuesta produjo un patrén suficientemente similar, se repite este
procedimiento analizando a la matriz por columnas.

Esta implementacion se evalu6 con las secciones B a E de la RPM estandar. La seccion A no se
utilizé porque involucra mas habilidades perceptuales que razonamiento por analogia. La seccién B
utiliza matrices de 2x2 y las demas utilizan matrices de 3x3. El programa resolvid correctamente 44
de los 48 problemas. Los 4 problemas incorrectos son de los mas dificiles de acuerdo a los
estandares humanos, y el sistema no logrd resolverlos debido a que no representa suficientes
atributos de los objetos y grupos.

Los autores presentan las siguientes conclusiones:
e Usando el modelo propuesto fue posible simular el desempefio tipico de las personas en la
RPM.
e El mapeo de estructuras (SME) tuvo un papel importante en el modelo, pues fue utilizado
para realizar muchas de las comparaciones involucradas.

Como trabajo futuro proponen utilizar el modelo para investigar:
e (Como las personas realizan representaciones espaciales, como resuelven problemas
espaciales y como realizan comparaciones por analogia.
e Qué hace a un problema mas dificil que otro.
e Qué hace que una persona tenga un mejor desempefio que otra al resolver problemas
espaciales.

Cirillo et al. (2010)

En este trabajo se implement6 un programa para resolver las secciones C, D y E de la RPM estandar
(éstas solo contienen matrices de 3x3). Este programa tiene las siguientes caracteristicas:

e No procesa imagenes directamente, sino representaciones vectoriales (simbolicas) de cada
problema, elaboradas manualmente usando el formato XAML (eXtensible Application
Markup Language) y similares a las utilizadas por Lovett et al. (2007).

e Utiliza una representacion espacial jerarquica que permite el analisis de cada problema en
varios niveles de organizacion.

e Utiliza un modelo cognitivo simple basado en patrones, similares a los tipos de reglas
propuestos por Carpenter et al. (1990).

e Genera a la celda faltante de cada matriz, total o parcialmente, sin tomar en cuenta a las
respuestas incluidas en el problema.

Representacion espacial jerdrquica

De acuerdo a la Teoria de la Informacion Estructural (Leeuwenberg, 1971), la mejor interpretacion
de un estimulo es la que produce la representacion mas simple para el estimulo. Ademas, las
representaciones mas simples implican la organizacién jerarquica de los estimulos en términos de
relaciones todo-parte (van der Helm, 2007). Por ello, cada problema de la RPM es interpretado
mediante varios niveles de organizacién.
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La primera etapa del programa lee un problema en formato XAML y lo representa mediante un
grafo en capas (Figura 1.15).

RelallvePosluon Posmon

CeliObject

Figura 1.15. Representacion jerdrquica de una celda (Cirillo et al., 2010). Algunos atributos se omitieron

por claridad.

Cada capa del grafo representa un nivel de organizacion. Las aristas del grafo s6lo conectan nodos
en capas diferentes, y el modelo consta de ocho capas:

Atributos: Representa atributos relevantes de las figuras, extraidos directamente desde la
representacion XAML (como forma o grosor de linea) o calculados a partir de ésta (como caja
delimitadora o posicion del centro).

Valores de atributos: Representa valores de los atributos (como el valor rectingulo para el
atributo forma).

Modelos de elementos: Agrupa los wvalores de atributos que son utilizados juntos en varias
figuras de la matriz.

Instancias de elementos: Representa figuras sin una posicion definida.

Posiciones relativas: Representa figuras con una posicidn relativa, la cual es definida con
respecto a otras figuras de su mismo grupo.

Grupos: Representa grupos de figuras, y permite realizar comparaciones entre figuras y
grupos de figuras.

Posiciones absolutas: Representa figuras o grupos con una posicion absoluta, la cual es
definida con respecto a una celda de la matriz.

Celdas: Representa a cada celda de la matriz.

Notese que la capa posiciones absolutas no representa valores de posicién (como la capa valores de
atributos), sino figuras o grupos que tienen una posicién absoluta definida. Algunos problemas no
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requieren la identificacion de grupos o modelos, por lo que las capas modelos de elementos, posiciones
relativas y grupos no siempre se utilizan. Por ejemplo, en la Figura 1.15, la celda resaltada de la
matriz se representa de la siguiente forma:

Los tres nodos de la primera fila representan atributos.

Los siete nodos de la segunda fila representan valores de atributo.

El nodo Element (izquierda) representa una figura sin posicién cuyo atributo forma es
diamante (o rombo).

El nodo Element (derecha) representa una figura sin posicion cuyo atributo forma es
rectdngulo (los cuadrados son un tipo de rectangulo).

Cada nodo GroupElement representa un cuadrado con cierta posicion relativa con respecto a
los demas de su grupo, y esta conectado con el nodo Element (derecha) y un nodo de valor
de atributo para el atributo posicién relativa.

El nodo Group representa un grupo de cuatro cuadrados con posiciones relativas, pero sin
posiciones absolutas.

El nodo CellObject (izquierda) representa un diamante con cierta posicion absoluta, y esta
conectado con el nodo Element (izquierda) y el nodo Middle.

El nodo CellObject (derecha) representa un grupo de cuatro cuadrados con cierta posicion
absoluta, y esta conectado con el nodo Group y el nodo Middle.

El nodo Cell 6 representa a la celda.

La Figura 1.16 muestra la representacion de un problema completo. En este caso no se utilizaron
grupos ni posiciones relativas. Como se menciono, el programa no toma en cuenta a las respuestas

incluidas en el problema.

(Rec&angle) ( Circle ) C Tringe )

\

C Element > ( Element >

CellObject

(CellObject ) ( CellObject )

Cellaf

Figura 1.16. Representacion jerdrquica de un problema (Cirillo et al., 2010). Algunos atributos se

omitieron por claridad.

El grafo se construye a partir de la representacién XAML de cada problema, realizando la siguiente
secuencia de etapas:
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1. Inicializacidon: Se lee el archivo XAML y se definen los atributos, valores de atributos,
instancias de elementos, posiciones absolutas (CellObjects) y celdas.

2. Extraccién de atributos comunes: Los valores de atributos que estan presentes en todas las
instancias de elementos se eliminan del grafo; posteriormente se agregaran directamente a la
solucion generada.

3. Organizacién de instancias de elementos: Se eliminan las instancias de elementos y posiciones
absolutas repetidas, pues no es necesario conservar varios nodos idénticos en el grafo.

4. Creacidon de modelos de elementos: Se identifican los valores de atributos que aparecen juntos
en varias instancias de elementos; esto permite inferir la presencia de wvalores de atributos
adicionales a partir de la presencia de uno de ellos.

5. Extraccién de elementos comunes: Se eliminan las posiciones absolutas (CellObjects) que
aparecen en todas las celdas de la matriz; posteriormente se agregaran directamente a la
solucion generada.

6. Creacion y organizacion de grupos: Se agrupan las instancias de elementos que aparecen
juntas en varias celdas de la matriz.

Esta representacion permite describir los problemas de la RPM de una forma clara y econdémica, y
permite abstraer los elementos graficos de la logica detras de ellos.

Modelo cognitivo

Los autores proponen que, en los problemas de la RPM, la mejor respuesta es la que permite
describir a la matriz de la forma mads simple, es decir, minimiza la complejidad de la matriz. La
complejidad de Kolmogorov proporciona una definicion formal de la complejidad, pero ésta resulta
incomputable (no puede calcularse usando tiempo y espacio finitos). Por otro lado, la Teoria de la
Simplicidad (Chater et al., 2003) propone que, cuando se trata de sistemas cognitivos, la
complejidad es relativa al observador y debe definirse mediante un modelo cognitivo. Por lo
anterior, y para aprovechar las estrategias utilizadas por las personas al resolver la RPM, se
propone un modelo cognitivo simple con las siguientes caracteristicas:
e (Cada matriz se procesa por filas o por columnas, identificando patrones que se cumplan en
las dos primeras filas (o columnas) y aplicandolos a la tercera fila (o columna).
e Usando la representacion jerarquica descrita, los problemas se analizan en cinco niveles de
abstraccién, cada uno con mayor detalle que el anterior:
o Celdas completas (capa celdas).
Conteo de los objetos en cada celda.
Objetos con una posicién absoluta definida (capa posiciones absolutas).
Objetos sin una posicion definida (capa instancias de elementos).
Modelos de elementos (capa modelos de elementos).
e Sdlo se pasa a un nivel mas bajo cuando no fue posible generar la solucion en los niveles
anteriores.
e Elmodelo es capaz de identificar siete patrones diferentes:
o Identidad: Una o mas entidades son idénticas a lo largo de una fila (o columna).

O O O O

Este patron puede aplicarse en cualquiera de los cinco niveles de abstraccién, de
modo que permite predecir celdas completas, conteos de objetos, etcétera. Ademas
puede aplicarse en matrices de 2x2, 3x3 u otros tamafios.

o Distribucién de entidades: Varias entidades se repiten en todas las filas (o
columnas) pero en diferente orden. Como el anterior, este patrén también puede
aplicarse en cualquier nivel de abstraccién y en matrices de cualquier tamano.
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o Progresién numérica: A lo largo de una fila (0 columna), el nimero de objetos en
cada celda aumenta o decrece de forma constante entre celdas adyacentes. Esta
constante se identifica comparando las dos primeras celdas, y se verifica en las
demas. Por tanto, este patron sélo puede aplicarse en matrices de 3x3 o mayores, y
en el nivel de conteo de objetos. Ademas, para evitar detectar patrones erréneos, se
verifica que la progresién se cumpla en toda la matriz y no sélo en algunas de sus
filas (o columnas).

o Traslacion: A lo largo de una fila (o columna), las entidades se desplazan de forma
constante entre celdas adyacentes. Este patrén solo se aplica en el nivel de objetos
con posicion absoluta definida.

o Funcion AND: La ultima celda de una fila (o columna) contiene exactamente los
elementos comunes a todas las demas celdas de la fila (o columna). Este patrén sélo
se aplica en el nivel de celdas completas, y en matrices de 3x3 o mayores.

o Funcién OR: Es igual al patron anterior, pero la tltima celda contiene la suma de
los elementos de todas las demas celdas de su fila o columna.

o Funcién XOR: Igual al anterior, pero la ultima celda contiene los elementos que
aparecen exactamente una vez en todas las demas celdas de su fila o columna.

Estos patrones se definieron con base en los tipos de reglas descritos por Carpenter et al. (1990), y
mediante introspeccion. Para resolver un problema se prueban todos los patrones en cada nivel de
abstraccion, hasta que se genere la celda faltante en el nivel de celdas completas, o hasta que el
numero de objetos generados en la celda faltante sea igual al que se infiri6 en el nivel de conteo de
objetos. Los patrones y los niveles de abstraccion se prueban en el orden listado arriba.

Resultados y conclusiones

El modelo se implementé en el lenguaje C#.Net 3.5 y logré resolver 8, 10 y 10 problemas en las
secciones C, D y E de la RPM estandar, respectivamente. Cada seccion contiene 12 problemas, de
modo que el sistema resolvi6 28 de 36 problemas.

De los 8 problemas no resueltos, en 4 el sistema generd soluciones parciales y en 4 no generd
ninguna solucion. Algunos de estos problemas involucran patrones no programados en el sistema,
como deformaciones o la interpretacion de figuras como numeros (Figura 1.9). Otros requieren
considerar a las posibles respuestas, ya que la solucién no puede generarse por completo usando
solo la informacion incluida en la matriz; en estos casos, la informacién faltante concierne la
posicidn, tamafo u orientacidn exacta de los elementos en la solucién.

Con respecto al programa, los autores presentan las siguientes conclusiones:

e Algunos de los patrones programados se utilizaron mas veces que otros al resolver la
prueba, y de hecho es posible resolver muchos problemas usando pocos patrones.

e Al cambiar el orden de los patrones se resolvieron los mismos problemas, pero varios de
ellos se resolvieron con diferentes patrones o en diferentes niveles de abstraccion. Por tanto,
el orden de los patrones si influyd en el comportamiento del sistema.

e Los problemas se resolvieron usando los diferentes niveles de abstraccién definidos, de
modo que estos niveles resultaron adecuados para reconocer los patrones especificados.

e Lamodularidad del programa permite agregar nuevos patrones de una forma conveniente.

e El programa representa un ejemplo de inteligencia artificial antropomdrfica, pues varios de sus
elementos estan inspirados en la cognicion humana:
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o Utiliza una representacién jerarquica inspirada en estudios de la percepcién visual
humana.

Utiliza un modelo cognitivo, aunque éste es rudimentario.
Utiliza patrones que han descrito las personas al resolver la RPM.

o En cada problema, genera la solucién sin tomar en cuenta a las posibles respuestas,
una estrategia observada por Carpenter et al. (1990) en las personas que obtienen
puntajes altos en la prueba.

e El programa no procesa imagenes directamente, sino representaciones vectoriales. Sin
embargo, probablemente la RPM no pretende medir la capacidad de las personas para
identificar figuras. Ademas, el programa puede extenderse para manejar imagenes sin
procesar.

En relacién a la RPM, los autores concluyen lo siguiente:
e Algunos problemas no estan suficientemente especificados, lo cual hace imposible
resolverlos de forma precisa sin considerar a las posibles respuestas.
e Aunque varios de los patrones utilizados se repiten a lo largo de la prueba, algunos
aparecen solo en un problema, lo cual hace dificil definir un modelo general para resolver
la RPM.

Kunda et al. (2010a, 2010b, 2011)

Los trabajos anteriores utilizaron representaciones simbdlicas para resolver la RPM. Sin embargo,
Hunt (1974) propuso que existen dos estrategias para resolver la prueba:
e Gestalt, que utiliza representaciones visuales y operaciones perceptuales como la
continuacion y superposicion de figuras.
e Analitica, que utiliza representaciones proposicionales y operaciones logicas.

Varios analisis de la RPM estandar clasifican a los problemas en dos categorias: los que pueden
resolverse mediante operaciones Gestalt y los que pueden resolverse mediante razonamiento
verbal. Asi mismo, existe evidencia de que las personas con autismo prefieren estrategias visuales
al resolver la RPM vy otras tareas cognitivas, a diferencia de las personas con desarrollo tipico
(Soulieres et al., 2009).

Por lo anterior, en este trabajo se explora la posibilidad de resolver la RPM mediante
representaciones puramente visuales, sin convertir las imdgenes a una representacion
proposicional. Para esto se desarrollaron dos métodos: uno afin y otro fractal.

Ambos métodos estan basados en transformaciones de imagenes que preservan la similitud:
identidad (ninguna transformacién), reflexion (horizontal o vertical), rotacion ortonormal (de 90°,
180° o 270°) y traslaciones. El método fractal utiliza, ademads, escalamiento contractivo. Existe
evidencia de que las personas pueden aplicar algunas operaciones similares a éstas sobre imagenes
mentales.

Los dos métodos utilizan un concepto de similitud visual basado en el modelo del cociente
(Tversky, 1977):
f(ANB)

similitud (4, B) = By raf A1 BF )

(1.1)
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Donde A y B representan conjuntos de caracteristicas, f representa alguna funcion sobre estas
caracteristicas (por ejemplo, un conteo de caracteristicas), y a y B representan pesos para las partes
de los conjuntos A y B que no estan en su interseccion. Estos pesos se ajustan de tres formas en este
trabajo:

¢ Cona=1y B =1, laEcuacion 1.1 resulta similitud(4,B) = % , que resulta maxima
cuando A = B.

e Cona=1yf =0, laEcuacion 1.1 resulta similitud(4,B) = % , que resulta maxima
cuando A es un subconjunto de B.

e Cona=0yp=1,laEcuacion 1.1 resulta similitud(4,B) = f;‘i;f) , que resulta maxima

cuando B es un subconjunto de A.

La primera variante es utilizada en los dos métodos propuestos para identificar imagenes similares.
Las siguientes dos son utilizadas en el método afin para capturar la nociéon de composicion de
imagenes (suma y resta).

En el método afin cada caracteristica se define como un pixel, y las operaciones de interseccion,
unién y diferencia entre caracteristicas son definidas como el producto, maximo y diferencia de
valores RGB, respectivamente. El método fractal utiliza caracteristicas derivadas de una
codificacion fractal de las imagenes.

Meétodo afin

Este método es similar al propuesto por Lovett et al. (2007) en el sentido de que la matriz es
dividida en diferentes analogias. Sin embargo, en este caso se utilizan mas analogias y éstas se
analizan utilizando s6lo operaciones visuales. El método realiza los siguientes pasos:
1. Se divide a la matriz en diferentes analogias de la forma “W es a X, como Y es a Z”, donde
W, Xy Y son celdas definidas y Z es la celda faltante.
2. Para cada analogia, se trata de encontrar una transformacion T que permita convertir a W
en X, es decir, que aproxime T(W) = X.
3. Se selecciona a la analogia que haya permitido obtener la mayor similitud entre T(W) y X
(de acuerdo a la primera variante de la Ecuacion 1.1).
4. Se define Z = T(Y) para generar la celda faltante de la matriz.
5. Se selecciona la respuesta mas similar a Z (de acuerdo a la primera variante de la Ecuacion
1.1).

Al etiquetar las celdas de la matriz como en la Figura 1.17, las transformaciones y analogias
consideradas son las descritas en la Tabla 1.1.

A|B|C

A|B D|E|F

C|X G| H|X
a) b)

Figura 1.17. Etiquetas para las celdas de la matriz. a) Matriz de 2x2. b) Matriz de 3x3.
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Tabla 1.1. Transformaciones y analogias consideradas por el método afin.

T f . Relaciones
ranstormaciones Matriz de 2x2 | Matriz de 3x3
AC—GX
AG—CX
Identidad BC—HX
Reflexién vertical BH—CX
De dos elementos Reflexiéon horizontal AB—-CX DF—-GX
Rotacién de 90° AC—-BX DG—FX
Rotaciéon de 180° EF—HX
Rotaciéon de 270° EH—FX
GH—HX
CF—FX
Unién ABC—GHX
De tres elementos Interseccion - DEF-GHX
XOR ADG—CFX
BEH—CFX

Para realizar el paso 2 del procedimiento anterior, se ajusta cada una de las transformaciones

listadas para tratar de convertir a W en X. Para ajustar transformaciones de dos elementos se realiza

el siguiente procedimiento:

1.
2.

Se aplica la transformacion a ajustar (T) a W.
Se define la traslacion (t,, t,) que produzca la mayor similaridad entre W y X (de acuerdo a
la primera variante de la Ecuacién 1.1).
Se aplica la traslaciéon (tx, ty) aW.
Se selecciona la variante de la Ecuacion 1.1 que produzca la mayor similitud entre W y X.
a. Si se eligid la primera variante, la transformacion ajustada es:
T,(W) = ((tx, t,) e T) w).
b. Si se eligi6 la segunda variante, la transformacién ajustada es:
T,(W) = ((tx, t,) e T) W) + (X — W),
donde + y — representan la suma y resta de imagenes.
c. Sise eligio la tercera variante, la transformacion ajustada es:

T,(W) = ((tx, t,) e T) W) — (W - X).

Para ajustar las transformaciones de tres elementos se sigue el mismo procedimiento, pero la

transformacion se aplica a los primeros dos elementos de la analogia y se compara con el tercer

elemento. Por ejemplo, para ajustar la transformacion unién con la analogia ABC—GHX, se calcula

la unién de las imagenes A y B, y el resultado se compara con la imagen C. Tras ajustar la
transformacion, ésta puede aplicarse a las imagenes G y H para generar X.

Meétodo fractal

Este método estd basado en una codificacion fractal de parejas de imagenes. Para problemas con
matriz de 2x2 consta de los siguientes pasos:
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1. Se divide ala matriz en 8 relaciones. Usando el etiquetado de la Figura 1.17, estas relaciones
son: AB-CX, AC-BX, BC-AX, CB-AXy las versiones inversas de éstas (BA-XC, CA-XB, CB-

XA y BC-XA).

2. Para cada una de las relaciones, y para cada posible respuesta del problema:

2.1. Se reemplaza X con la posible respuesta.

2.2. Se calculan dos conjuntos de transformaciones, cada uno para convertir a la primera
imagen en la segunda imagen de cada pareja; para esto se utiliza un algoritmo de
codificacion fractal. Por ejemplo, para la relacion AB-CX, se calcula un conjunto de
transformaciones que convierte a A en B, y otro conjunto que convierte a C en X.

2.3. Se calcula la similitud entre los dos conjuntos de transformaciones calculados.

3. El paso anterior asigna 8 valores de similitud a cada posible respuesta (un valor por cada
relacion). Estos 8 valores se consideran como un vector 8-dimensional v, y se calcula su
longitud euclidiana ||v|| = \/Tvlz

4. Se selecciona la respuesta que produjo el vector de mayor longitud.

Para problemas con matriz de 3x3 se sigue el mismo procedimiento, pero la matriz se divide en 48
relaciones en el paso 1. Para calcular la similitud entre conjuntos de transformaciones (paso 2.3) se
utiliza la segunda variante de la Ecuacion 1.1; esta variante se eligié experimentalmente.

En McGreggor et al. (2010) pueden consultarse los detalles del algoritmo de codificacion fractal, asi
como el procedimiento para calcular la similitud entre los conjuntos de transformaciones generados
por este algoritmo.

Resultados y conclusiones

Ambos métodos se evaluaron con los 60 problemas de la RPM estandar. Cada problema fue
escaneado y dividido de modo que cada celda de la matriz y cada posible respuesta estuviera en un
archivo separado. Las imagenes no recibieron ningtin otro procesamiento, de modo que contenian
ruido y desalineaciones. El método afin resolvié 35 problemas y el fractal 32, como muestra la
Figura 1.18.

B Affine performance OHuman norm (total score of 35) W Fractal performance O Human norm (total score of 32)
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Figura 1.18. Desemperio de los métodos afin (izquierda) y fractal (derecha) (Kunda et al., 2010).

En esta figura, las barras negras muestran el desempefio de los métodos en cada seccién de la
prueba; las barras blancas muestran el desempefio tipico de las personas que obtuvieron puntajes
totales de 35 (izquierda) o 32 (derecha). Se observa que el método fractal sigue el desempenio de las
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personas con una diferencia maxima de un punto, mientras que el método afin presenta una
diferencia maxima de cuatro puntos (en la seccién D). De acuerdo al manual de la RPM estandar
(Raven et al., 2004), si esta diferencia es mayor a dos puntos entonces el puntaje total no
necesariamente refleja las habilidades cognitivas del participante (debido a que posiblemente
adivino respuestas, respondi6 aleatoriamente, o comprendido incorrectamente las instrucciones de
la prueba).

Los autores presentan las siguientes conclusiones:

e Los dos métodos presentados lograron resolver mas de la mitad de los problemas de la
RPM estandar, partiendo de imagenes sin procesar y utilizando sélo estrategias visuales.

e Lo anterior apoya el uso de transformaciones de similitud para manipular imagenes, y el
uso del modelo del cociente (Ecuacién 1.1) para comparar imagenes.

e Los resultados obtenidos muestran que es factible realizar razonamiento en el nivel
perceptual en sistemas de inteligencia artificial.

e Los métodos presentados pueden brindar nuevas ideas para el analisis del procesamiento
visual.

Rasmussen et al. (2011)

Este trabajo presenta un modelo basado en neuronas de impulsos (spiking neurons) para resolver la
RPM. De acuerdo a los autores, el modelo no se limita a aplicar reglas definidas manualmente, sino
que genera reglas a partir de las figuras de la matriz, por lo que es el primero en abordar el proceso
de induccién de reglas en la RPM. Dado que la prueba pretende medir la habilidad eductiva y no la
habilidad reproductiva’, el elemento crucial en su resolucion es la induccion de reglas y no la
aplicacion de reglas predefinidas. El modelo reproduce, ademas, varios efectos cognitivos
observados en las personas que resuelven la prueba, como el aprendizaje y la variabilidad en el
desemperio.

Representacion vectorial

Los problemas de la RPM se representaron simbdlicamente usando la arquitectura VSA (Vector
Symbolic Architecture) definida por Gayler (2003), en la cual la informacion se representa mediante
vectores y se definen operaciones matematicas para combinar estos vectores. Para implementar esta
representacion se definieron cuatro elementos:

e Una operacién vinculante &, que permite enlazar dos vectores y que se definié como una
convolucion circular: c=a @ b, donde a, b y c¢ son vectores n-arios y
G = Zz;é(akb(j—k) mod n)

e Una operacién de superposicién +, que permite definir conjuntos de vectores y que se definid
como una suma entre vectores.

e Un concepto de vector de transformacion t entre dos vectores a y b, definido como:
a@t=>b, obien t=a'®b, donde a’ es el vector inverso aproximado de a; es decir, el
vector t permite convertir al vector a en el vector b mediante la convolucién circular

e Un vocabulario, que es un conjunto de vectores que se utilizan como bloques constructores y
que se definieron aleatoriamente. Por ejemplo, el vector [0.1, —0.35, 0.17, ...] podria usarse
para representar circulo. La dimensionalidad de estos vectores esta determinada por el

7 Véase La teoria de la inteligencia de Spearman en la Seccion 1.1.
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numero de vectores en el vocabulario: para diferenciar mdas vectores se requieren mas
dimensiones.

Con estos elementos, cada celda de la matriz se representa como un conjunto (superposicion) de
pares atributo-valor, donde cada par se representa mediante dos vectores del vocabulario enlazados
(vinculados). Por ejemplo, la Figura 1.19 se representaria como el vector resultante de calcular
(forma @ circulo + cantidad ® tres + color @ negro + orientacion @ horizontal + relleno ®
sélido + -++), donde cada atributo y valor es un vector del vocabulario.

Figura 1.19. Tres circulos negros alineados horizontalmente.

Algunas ventajas de la arquitectura VSA son:
e Permite representar informacién de cualquier complejidad.
e A comparacién de las imdgenes sin procesar, requiere menos recursos, es mas facil de

procesar matematicamente y permite aislar al sistema de los detalles de la representacion
visual.

Representacién neuronal

Para representar y procesar los vectores en una red de neuronas de impulsos, se utilizaron las
técnicas del entorno NEF (Neural Engineering Framework) definido por Eliasmith et al. (2003). La
Figura 1.20 ilustra los procesos de codificacion, transformacion y decodificacion involucrados.

~

\\/,/\/

time time 0 time 1
(a)Input signal (b) Population 1 (c) Population 2 (d) Decoded signal

Fiqura 1.20. Elementos del entrono NEF (Rasmussen et al., 2011). (a) a (b): Codificacién desde una
sefal de entrada hacia la actividad de una poblacién de neuronas (Ecuacion 1.2). (b) a (c):
Transformacion (en este caso, multiplicacién por dos) del valor representado (Ecuacion 1.5). (c) a
(d): Decodificacion desde la actividad de una poblacién de neuronas hacia una sefial de salida
(Ecuacion 1.4). En las iméagenes (b) y (c), cada linea horizontal representa la actividad de una
neurona, y cada punto negro representa un impulso.

value
neuron #
value

Para codificar un vector x en el tren de impulsos de una poblaciéon de neuronas a se utiliza la
siguiente ecuacién:

a;(%) = Gi[oy,x + JP'] (1.2)

Donde a;(x) es el tren de impulsos de la neurona i. G; Es un modelo de neurona que toma como
entrada una corriente eléctrica (el valor entre paréntesis cuadrados) y devuelve como salida un tren
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de impulsos en el tiempo. a; Es una ganancia que se utiliza para generar variedad en los impulsos
de las neuronas en una poblacién. ¢, Representa el estimulo preferido por la neurona i, es decir, el
estimulo para el cual la neurona genera mas impulsos. /?** Es una constante que representa
corrientes residuales generadas por los procesos intrinsecos de la neurona o por la actividad de las
demas neuronas en la red.

Para el parametro G; se utiliz6 el modelo de neurona de integracion y disparo con fuga (leaky integrate
and fire, o LIF)8:

V() aAvm(t)
I(t) - K = Cm dt (13)

Donde I(t) es la corriente que entra a la neurona, V;,(t) es el voltaje a través de su membrana, R, es
la resistencia de su membrana y C,, es la capacitancia de su membrana.

Mientras que la Ecuacién 1.2 se utiliza para codificar un vector en un conjunto de trenes de
impulsos, la siguiente ecuacién se utiliza para obtener un vector a partir de un conjunto de trenes
de impulsos:

y =Xi(h*a;(x)); (1.4)

Donde y es el vector obtenido. * Representa convolucion estandar (no circular). h Es un modelo
que, al convolucionarse con un tren de impulsos, permite estimar la corriente total generada por
estos impulsos en la neurona que los recibe. Cada a;(x;) es el tren de impulsos de una neurona,
calculado mediante la Ecuacién 1.2. ¢; Es un decodificador lineal optimo, que se calcula
analiticamente para obtener la mejor representacion linal del vector de entrada original x;.

Finalmente, para realizar las operaciones definidas en VSA (vinculacion y superposicion), se
definen transformaciones lineales de la forma z = C;x + C,y, donde x, y y z son vectoresy C; y C,
son matrices. Para cada una de estas transformaciones, cada vector (x, ¥ y z) se representa con una
poblacion de neuronas (a, b y ¢, respectivamente), y las matrices se transforman analiticamente en
pesos sinapticos entre las neuronas (no se aplica un algoritmo de entrenamiento a la red neuronal).
Con base en lo anterior, la actividad de la poblacion de salida c se calcula con la siguiente ecuacion:

(x,y) = G [T wria; (x) + X wi b (@) + JP] (1.5)

Donde cada a;, b; y ¢, es el tren de impulsos de una neurona de la poblacion a, b y ¢,
respectivamente. G, Es un modelo de neurona que recibe una corriente eléctrica y devuelve un tren
de impulsos (como en la Ecuacion 1.2). wy; Y wy; son pesos sindpticos calculados analiticamente a
partir de las matrices C; y Cy:

Wi = ak(‘ékcl(:bix)m (1.6)
Wyj = ak(‘l)kczd)}/)m (L.7)

Donde a es la ganancia de la neurona cy. ¢, Es el estimulo preferido por la neurona c. ¢ Es el
decodificador lineal 6ptimo de la neurona i. Y d)}/ es el decodificador lineal 6ptimo de la neurona j.

8 Para una descripcion del modelo LIF véase Dayan et al. (2001), seccién 5.4.
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Para calcular diferentes transformaciones sélo se necesita cambiar las matrices C en las ecuaciones
1.6 y 1.7, lo cual permite realizar todos los calculos lineales necesarios en este modelo. Para una
descripcion mas detallada de el entorno NEF, véase Eliasmith et al. (2003) y Eliasmith (2005).

Induccién de reglas

Una vez que cada celda de una matriz se ha representado como un vector (usando la arquitectura
VSA), las reglas de la matriz pueden representarse como transformaciones entre estos vectores,
usando el concepto de vector de transformacién definido anteriormente. Por ejemplo, si el vector x
representa una celda que contiene un cuadrado, y el vector y representa una celda que contiene dos
cuadrados, entonces el vector t=x"®y (o bien x ® t = y) permite convertir al vector x en el
vector y, y representa la regla “un cuadrado se convierte en dos cuadrados”. Sin embargo, esta
regla es especifica para las dos celdas representadas por x y y. Para inferir reglas generales y
resolver cada problema de la RPM se realiza el siguiente procedimiento:
1. Se define un vector de transformacion t; para cada par de celdas adyacentes x; y y; en la
misma fila de la matriz, calculando t; = x; ® y; (donde x; es el vector inverso aproximado
de la celda x;).
Se calcula el promedio de todos los vectores de transformacion definidos: t = % it
3. Se genera la celda faltante de la matriz, calculando y = x ® t, donde x es la celda adyacente
a la celda faltante (en su misma fila).
4. Se compara la celda generada con cada una de las posibles respuestas, calculando y-r;,
donde 7r; es el vector de cada posible respuesta y - es el producto punto entre vectores.
5. Se selecciona la respuesta cuyo vector produjo el maximo y-r;.

Todas las operaciones entre vectores se realizan mediante poblaciones de neuronas, como se
muestra en la Figura 1.21.
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Fiqura 1.21. Esquema del modelo de induccion de reglas (Rasmussen et al., 2011). n Representa el
numero aproximado de neuronas en cada médulo.

En la Figura 1.21, 4; y B; son vectores que representan celdas adyacentes en la misma fila de la
matriz. A; Es el vector inverso aproximado de 4;. T; Representa cada vector de transformacién
calculado, y T es el promedio de estos vectores. RPMj3, Es la celda a la izquierda de la celda faltante
(en matrices de 3x3). RPM;, @ T Es la solucién generada por el sistema, que luego se compara con
las posibles respuestas para elegir la respuesta mas similar. El médulo Cleanup Memory se describe a
continuacion.

Aprendizaje

Una memoria de limpieza (cleanup memory) es un sistema que almacena ciertos valores y, al recibir
una version distorsionada de alguno de ellos, devuelve una versién limpia del mismo. En este
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modelo se incluye una memoria de limpieza que almacena las reglas generadas previamente por el
sistema. Esta memoria se mejora gradualmente usando dos mecanismos:
e Sila memoria recibe una regla que no reconoce, la regla es almacenada.
e Si la memoria recibe una regla que si reconoce, la regla es utilizada para refinar la regla
almacenada correspondiente.

La memoria de limpieza permite mejorar el desempefio del sistema y modelar los efectos del
aprendizaje en la RPM (Figura 1.22). Ademas crea un puente entre este modelo, que genera reglas
dinamicamente, y los modelos que utilizan un conjunto de reglas predefinidas. La memoria de
limpieza no proporciona reglas directamente, sino que requiere que el sistema induzca estas reglas
para luego compararlas con el contenido de la memoria. Por otro lado, el sistema ain puede
beneficiarse de las reglas que ha aprendido en el pasado.

a1 P 3 A5
12 12 92
1 4 1 '
os 08 /_/\\‘*\4
06 f PO TSR Py A Ok
. s - . o -
g ¥ / — —— S — ¥ -
§o 3 o« - |
| 3 / 3
s LI 7 g
oleat 7N\
) 02
o4 04 04 —
0 01 02 0) 04 OF 06 07 08 0% © 01 02 0) 04 05 06 07 08 09 1 © 01 02 03 04 06 06 07 08 09
e v L

Figura 1.22. El aprendizaje en el sistema (Rasmussen et al., 2011). Se introdujeron sucesivamente 5
problemas (con matriz de 3x3) al sistema, los cuales tenian diferentes figuras pero requerian las
mismas reglas para resolverse. Cada imagen describe la resolucion del 1°, 3° y 5° problema (de
izquierda a derecha). Las graficas muestran la confianza del sistema en cada una de las 8 posibles
respuestas conforme se realizaba el proceso de induccién de reglas. La confianza se muestra en el
eje vertical y el tiempo en el eje horizontal. Se observa que el sistema discrimina mejor y en menos
tiempo las respuestas del altimo problema presentado.

Procesos de alto nivel

Para coordinar los procesos descritos anteriormente, el modelo incluye un sistema de estrategia. Este
sistema se programo sin usar redes neuronales y tiene las siguientes funciones:
e Proporciona las entradas a los médulos neuronales.
e [Evalua el éxito de las reglas generadas, para definir si un problema ya puede resolverse o si
se debe continuar con el procesamiento.
e Selecciona la respuesta final cuando los moédulos neuronales generan varias reglas (en
problemas que requieren la induccién de varias reglas).

El sistema de estrategia tiene dos pardmetros:
e La dimensionalidad de los vectores utilizados para codificar los problemas. Este parametro
de bajo nivel modela las diferencias en la capacidad de procesamiento de las personas.
e Un valor umbral, que se utiliza para decidir si ya se han generado las reglas necesarias para
resolver un problema o si se debe continuar con el procesamiento. Este parametro de alto
nivel modela las diferencias en las estrategias que siguen las personas al resolver la RPM.

La Figura 1.23 muestra cdmo estos parametros afectan el desempefio del sistema.
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Figura 1.23. Efecto de los pardmetros de alto y bajo nivel en el desempeiio del sistema (Rasmussen et al.,
2011). El eje vertical muestra el desempefio y el horizontal la dimensionalidad de los vectores
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utilizados. La grafica superior corresponde a un umbral de 0.9 y la inferior a un umbral de 0.8. Se

observa que el desempefio del sistema es variable (no determinista), pues la desviacion estandar del

desempefio es 0.13 en promedio.

Resultados y conclusiones

Los autores presentan las siguientes conclusiones:
e Se presentd un modelo novedoso basado en redes neuronales de impulsos para la

generacion inductiva de reglas, y se aplicd este modelo a la RPM.
e El éxito del sistema es demostrado por su capacidad para encontrar reglas generales que
permiten resolver estas matrices, y por su capacidad para reproducir los efectos observados
en las personas al resolver la prueba, como el aprendizaje, el desempefio no determinista y

las diferencias cuantitativas (capacidad de procesamiento) y cualitativas (estrategia).

e Estos resultados demuestran el potencial de los modelos neuronales para lograr una mejor

comprension de los procesos de induccion humanos.

Los autores no indican cuantos problemas fueron resueltos por el sistema.

Analisis

A continuacién se comparan los programas presentados, tomando como base siete aspectos:
Coémo representaron los problemas de la RPM.
Como realizaron razonamiento por analogia.
Como modelaron la induccién de reglas.
Coémo modelaron el aprendizaje.

Qué resultados obtuvieron.

NS e

Coémo seleccionaron la respuesta en cada problema.

Qué conclusiones e implicaciones presentaron.
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El programa desarrollado por Bringsjord et al. (2003) casi no se menciona, pues se desconocen los
detalles de su implementacion y sus resultados.

1. Representaciones

Siete de los nueve programas presentados partieron de representaciones simbdlicas y hechas a
mano de los problemas de la RPM: Carpenter et al. (dos programas), Bringsjord et al., Lovett et al.
(dos programas), Cirillo et al., y Rasmussen et al. En estos programas, cada problema se describe
utilizando un conjunto restringido de figuras y atributos basicos, como circulo, relleno solido y color
negro. De estos siete programas:
e Dos siguieron un formato estandar para describir imagenes vectoriales: WMF en Lovett et
al. (2 programas). Los demas definieron sus propios conjuntos de figuras y atributos.
e Tres utilizaron representaciones jerarquicas, que organizan a los elementos de cada celda
de la matriz en varios niveles (como lineas, figuras y grupos): Lovett et al. (2 programas), y
Cirillo et al.

Sélo los dos programas de Kunda et al. utilizaron representaciones subsimbolicas de los problemas,
pues partieron de imagenes sin procesar (representadas con pixeles). Ademas, estos programas
fueron los tinicos que resolvieron la seccién A de la RPM estandar, la cual solo contiene problemas
basados en una sola imagen (Figura 1.1).

Aunque varios de los trabajos presentados consideran que el procesamiento de imagenes no
desempefia un papel importante al resolver la prueba, en Meo et al. (2007) se propone que la
familiaridad de las figuras de la RPM esta vinculada a la carga que provocan estas figuras en la
memoria de trabajo de las personas; ademas, esta familiaridad esta asociada a la dificultad para
encontrar las correspondencias entre los elementos de la matriz, y por lo tanto influye en la
dificultad de cada problema.

2. Razonamiento por analogia

Aunque los programas utilizaron representaciones y estrategias diferentes, todos incluyeron
procesos que les permitieron realizar razonamiento por analogia:
e Procesos para encontrar las correspondencias entre los elementos de la matriz.
o En Carpenter et al. se utilizaron tres mecanismos: heuristica de nombres, heuristica
de sobrantes y reglas identificadas. Ademas, se definieron cinco tipos de reglas y
las matrices se procesaron por filas.
o En Lovett et al. (2007) se utilizé el sistema sKEA (Sketching Knowledge Entry
Associate) y el sistema SME (Structure Mapping Engine, que es un modelo de
analogia en si mismo), y se dividi6 a cada matriz en varios problemas de analogia.
o En Lovett et al. (2010) se utilizé el sistema CogSketch y el sistema SME, se
definieron cuatro estrategias y las matrices se procesaron por filas.
o En Cirillo et al. se utilizd una representacién jerarquica y se definieron siete
patrones. Ademas, las matrices se procesaron por filas y por columnas.
o En Kunda et al. (método afin) se dividié a cada matriz en varios problemas de
analogia y se definié un conjunto de transformaciones visuales.
o En Kunda et al. (método fractal) se dividié a cada matriz en varias relaciones.
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O

En Rasmussen et al. las matrices se procesaron por pares de celdas adyacentes en la
misma fila.

e Procesos para comparar los elementos correspondientes e identificar patrones de variacion.

O

En Carpenter et al. se implementé6 un moddulo de comparacion por pares y se
definieron cinco tipos de reglas.

En Lovett et al. (2007) se utiliz6 el sistema sKEA y el sistema SME.

En Lovett et al. (2010) se utilizé el sistema CogSketch y el sistema SME, y se
definieron cuatro estrategias.

En Cirillo et al. se definieron siete patrones, y se utilizd una representacion
jerarquica que permite comparar elementos en diferentes niveles de organizacion.
En Kunda et al. (método afin) se definié un concepto de similitud visual (Ecuacion
1.1) y un conjunto de transformaciones visuales.

En Kunda et al. (método fractal) se defini6 un concepto de similitud visual
(Ecuacidén 1.1) y un conjunto de transformaciones fractales.

En Rasmussen et al. se definié un concepto de transformacién entre vectores y se
utilizé el producto punto para comparar vectores.

e Procesos para generalizar patrones de variacion.

(@]

En Carpenter et al. se compararon y generalizaron las reglas identificadas. Ademas,
los cinco tipos de reglas utilizados representan patrones de variacion generales que
se definieron manualmente.

En Lovett et al. (2007) se compararon conjuntos de diferencias y similitudes
mediante SME. En este caso, las similitudes entre estos conjuntos definen
implicitamente patrones de variacion generales.

En Lovett et al. (2010) se compararon y generalizaron patrones de variacion. Ademas,
las cuatro estrategias utilizadas representan patrones de variacion generales que se
definieron manualmente.

En Cirillo et al. se utilizaron siete patrones de variacion generales definidos
manualmente.

En Kunda et al. (método afin) se utilizaron transformaciones visuales que
representan patrones de variacion generales definidos manualmente.

En Kunda et al. (método fractal) se compararon conjuntos de transformaciones
fractales. Las similitudes entre estos conjuntos definen implicitamente patrones de
variacion generales.

En Rasmussen et al. se promediaron transformaciones especificas, calculadas entre
pares de celdas, para tratar de obtener transformaciones generales.

Lo anterior, sumado a lo presentado en la Seccion 1.1 y a varios estudios de la analogia (como
Doumas et al., 2008; y Gentner et al., 2001), muestra una estrecha relacion entre la prueba de Raven,
el razonamiento por analogia y la inteligencia:

e Laprueba de Raven permite analizar aspectos importantes de la inteligencia.

e Elrazonamiento por analogia permite resolver la prueba de Raven.
e El razonamiento por analogia permite el desarrollo y ejecucion de una amplia gama de
procesos inteligentes.

3. Induccién de reglas

La RPM pretende medir la habilidad eductiva (la habilidad para descubrir relaciones a partir de
informacién nueva) y no la habilidad reproductiva (la habilidad para aplicar informacién que se ha
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aprendido)’; ademas, la novedad de los problemas es determinante para la validez de la prueba
(Carpenter et al., 1990). Por tanto, el proceso crucial en la resolucién de la RPM es la inducciéon de
reglas y no la aplicacion de reglas aprendidas (Rasmussen et al., 2011).

Inducir reglas significa crear reglas generales a partir de ejemplos especificos. Sin embargo, en
varios de los programas presentados se definieron reglas generales de forma manual:

e En Carpenter et al. se definieron cinco tipos de reglas.

e En Lovett et al. (2010) se definieron cuatro estrategias.

e En Cirillo et al. se definieron siete patrones.

e En Kunda et al. (método afin) se definieron nueve transformaciones visuales.

En lugar de un proceso de induccidn, estos programas mas bien realizan un proceso de deduccién:
adaptar reglas generales a casos especificos. Los programas que si modelaron un proceso de
induccion fueron:

e Lovett et al. (2007), que genera reglas a partir de mapeos de SME.

e Kunda et al. (método fractal), que genera reglas a partir de transformaciones fractales.

e Rasmussen et al., que genera reglas a partir de transformaciones vectoriales.

Sin embargo, como muestra la Figura 1.24, los programas que lograron resolver los problemas mas
dificiles!® fueron los que utilizaron reglas predefinidas:

e El programa Betteraven de Carpenter et al. resolvié 32 de los 48 problemas de la RPM
avanzada.

e El programa de Lovett et al. (2010) resolvié 44 de 48 problemas en las secciones B a E de la
RPM estandar. Los autores no reportaron el puntaje en cada seccion, pero la Figura 1.24
muestra una distribucién estimada con base en la dificultad de los problemas.

e El programa de Cirillo et al. resolvié 28 de 36 problemas en las secciones C, D y E de la
RPM estandar.

e El programa del método afin de Kunda et al. resolvié 35 de 60 problemas en la RPM
estandar. Aunque este programa resolvid pocos problemas en las tltimas secciones de la
prueba, su puntaje total fue mejor que el del programa del método fractal de los mismos
autores. Ademas, a diferencia de los otros programas con reglas predefinidas, el del método
afin partié de imagenes sin procesar y no de representaciones simbdlicas hechas a mano.

En cambio, los programas que si modelaron la induccién de reglas lograron resolver menos
problemas dificiles:
e El programa de Lovett et al. (2007) solo resolvié 22 de 24 problemas en las secciones B y C
de la RPM estandar.
e El programa del método fractal de Kunda et al. resolvié 32 de 60 problemas en la RPM
estandar, 3 problemas menos que el programa del método afin. Aunque no resolvidé mas de
7 problemas en las secciones B a E, su desemperio en las secciones D y E fue mejor que el
del método afin.
e Se desconoce el desempefo del programa de Rasmussen et al. Sin embargo, con base en el
concepto de transformacion que se definié en este trabajo, el programa sé6lo puede procesar
relaciones entre pares de celdas de la matriz. Varios problemas de la RPM requieren

9 Véase La teoria de la inteligencia de Spearman en la Seccion 1.1.
10 Como se menciono en la Seccién 1.1, la dificultad de los problemas tiende a aumentar conforme se avanza en la prueba.
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considerar tres celdas simultaneamente (Carpenter et al., 1990), por lo que el desempefio de
este programa fue probablemente bajo en las tiltimas dos secciones de la prueba.
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M Lovett et al. (2007) B Lovett et al. (2010, estimado) ® Cirillo et al.

B Kunda et al. (método afin) ® Kunda et al. (método fractal)

Figura 1.24. Desemperio de los cinco programas que resolvieron la RPM estdndar'.

La dificultad de modelar la induccion de reglas proviene de un problema fundamental en la ciencia
cognitiva. Aunque ha sido posible modelar el razonamiento no estructurado (subsimbolico,
perceptual y concreto) caracteristico de los nifios pequefos, y también el razonamiento estructurado
(simbdlico, interpretativo y abstracto) de los adolescentes y adultos, no se cuenta con modelos
satisfactorios de como el primero se convierte en el segundo, es decir, de como las personas
desarrollan representaciones estructuradas a partir de ejemplos no estructurados (Doumas et al.,
2008).

En linea con lo anterior esta el hecho de que sélo dos de los programas presentados partieron de
representaciones no estructuradas, y el hecho de que los programas que no modelaron el proceso
de induccion obtuvieron mejores puntajes.

4. Aprendizaje

Sélo el programa presentado por Rasmussen et al. modelo los efectos del aprendizaje en la RPM.
Esto refleja una tendencia general en la literatura, pues casi toda la investigacién sobre la prueba
(enfocada a las diferencias entre las personas) asume que el aprendizaje no influye durante la
resolucion de la RPM (Verguts et al., 2002).

Aunque en el resto de los programas no se model6 el aprendizaje, éste tiene un papel importante
cuando las personas resuelven la prueba (Verguts et al., 2002):
e Existe un efecto de inercia mental (Einstellung effect), por el cual las personas aprenden
reglas conforme avanzan en la prueba, y tratan de aplicar estas mismas reglas al abordar
problemas subsecuentes.

11 Para una grafica imprimible en blanco y negro, consulte el Apéndice A.
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e El efecto anterior se debilita en cuanto algiin problema no satisface las reglas aprendidas
hasta el momento (set-breaking effect).

e Las personas tratan de aplicar con mas frecuencia las reglas aprendidas recientemente
(recency effect).

e El hecho de que la dificultad de los problemas tiende a incrementarse gradualmente facilita
la resolucién de la prueba (sequence effect).

Este altimo punto esta relacionado con la nocién de alineacién progresiva (progressive alignment) en
el aprendizaje de conceptos. Esta se refiere a un proceso de entrenamiento en el cual se inicia por
comparar ejemplos muy similares de un concepto, y progresivamente se comparan ejemplos mas
distantes. Este proceso es sobresaliente porque permite el aprendizaje de conceptos sin
retroalimentacion, y en un menor tiempo que si los ejemplos se presentan desordenados (Doumas
et al., 2008).

Los efectos observados por Verguts et al. (2002) se desprenden de experimentos realizados con y sin
retroalimentacion al resolver problemas de la RPM. Sin embargo, este estudio observa que las
posibles respuestas que incluye cada problema proporcionan una forma de retroalimentacion
implicita, ya que pueden ayudar a las personas a confirmar si su razonamiento es correcto.

5. Seleccion de la respuesta

En los programas presentados se utilizaron dos estrategias diferentes para seleccionar la respuesta
de cada problema:
a) Generar la celda faltante de la matriz y luego compararla con las posibles respuestas:
Carpenter et al. (dos programas), Cirillo et al., Kunda et al. (método afin) y Rasmussen et al.
b) Insertar cada posible respuesta en la matriz para asignarle un puntaje: Lovett et al. (dos
programas) y Kunda et al. (método fractal).

De acuerdo a Carpenter et al. (1990), las personas con puntaje alto tienden a utilizar la primera
estrategia, pues generan la celda faltante (total o parcialmente) antes de analizar las posibles
respuestas. Sin embargo, los programas obtuvieron buenos resultados con ambas estrategias, como
lo demuestra el programa de Lovett et al. (2010) (Figura 1.25).

6. Resultados

La Figura 1.25 muestra los resultados de los cinco programas que resolvieron la RPM estandar
(también mostrados en la Figura 1.24). Los dos programas de Carpenter et al. no se muestran
porque se aplicaron a la RPM avanzada (como se mencioné en la Seccién 1.2, Fairaven resolvio 23
de 34 problemas, y Betteraven resolvié 32 de 34).

Por tanto, los programas con mejor desempefio son Betteraven de Carpenter et al. y el programa de
Lovett et al. (2010). Sin embargo, la parte mas significativa de los programas presentados no es sdlo
el puntaje final que obtuvieron, sino también las metodologias que utilizaron y las conclusiones que
permitieron obtener.
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Figura 1.25. Desemperio de los cinco programas que resolvieron la RPM estdndar'2.

7. Conclusiones

Los trabajos presentados muestran que al desarrollar programas que resuelvan la RPM es posible

investigar cuatro areas de interés:

1.3

Las caracteristicas de la RPM, los procesos cognitivos que involucra y los elementos que
determinan la dificultad de los problemas.

Las diferencias entre las personas al resolver la prueba, tanto cualitativas (en estrategia)
como cuantitativas (en capacidad de procesamiento).

Los procesos involucrados en la inteligencia general, como la habilidad para realizar
abstracciones, manejar jerarquias de objetivos y realizar analogias.

La aplicabilidad de diferentes técnicas de inteligencia artificial, simbdlicas y subsimbdlicas,
para representar y manipular informacion visual, asi como para modelar el razonamiento
por analogia, la inducciéon de reglas y el aprendizaje de relaciones.

Teoria para la sintesis de conceptos geométricos

El programa que se desarrolld en este proyecto estd basado en la teoria propuesta por Pineda (2007)
para la sintesis de conceptos geométricos. En esta seccion se describe brevemente esta teoria, la cual

tiene las siguientes caracteristicas:

Involucra cuatro componentes principales: principios de conservacion, esquemas de accion,
la descripcidn de abstracciones geométricas y la reinterpretacion de diagramas.

Define un proceso constructivo que permite sintetizar una funcién en el dominio
geométrico, la cual puede representar un concepto o teorema geométrico.

El proceso constructivo consiste en una derivacién diagramatica en la cual la representacion
(sintaxis) y la interpretacion (semantica) son sintetizadas simultaneamente.

12 Para una grafica imprimible en blanco y negro, consulte el Apéndice A
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En Pineda (2007) se aplico esta teoria para sintetizar el teorema de Pitagoras y un teorema sobre la
suma de los nimeros impares. Ademas, la teoria se implementé en un programa prototipo
interactivo que asiste al usuario en la sintesis de conceptos geométricos.

Principios de conservacion y esquemas de accion

Los principios de conservacién son conceptos que permiten saber si un objeto conserva una
propiedad tras aplicarle una transformacion. Los esquemas de accion, por su parte, representan
transformaciones que pueden aplicarse a un objeto en relacién con un contexto geométrico. Por
ejemplo, la Figura 1.26 muestra un esquema de accién que, al aplicarse en el contexto geométrico de
la izquierda, produce el de la derecha y conserva el area total de las figuras.

—>

Figura 1.26. Esquema de accion que conserva el drea total de las figuras (Pineda, 2007).

Las caracteristicas de este esquema son:

e Puede aplicarse en cualquier contexto geométrico, siempre que éste contenga dos triangulos
alineados como se muestra en la imagen izquierda de la Figura 1.26.

e Usa como foco de atencién a uno de los tridngulos (en la figura se utiliza al superior).

e Usa como pivote al vértice comun de los dos triangulos.

e Consiste en girar al triangulo en el foco de atencién, usando como eje el pivote, de modo que
su hipotenusa se alinee con la del otro triangulo.

e Satisface el principio de conservacion de drea.

Los esquemas de accién que conservan cierta propiedad estdn asociados a principios de
conservacion. Ademas, mientras que la aplicacion de un esquema de accidon produce cambios en un
contexto geométrico concreto (sintaxis), la aplicacion de un principio de conservacion representa
una interpretacién (semantica) de naturaleza abstracta. Los esquemas de accién pueden consistir en
una sola operacion, como el esquema de la Figura 1.26, o en varias operaciones, pero siempre son
considerados como procesos indivisibles (holisticos).

Un conjunto de principios de conservacion y esquemas de accidn, y las relaciones entre éstos,
representa el conocimiento primitivo a partir del cual pueden sintetizarse conceptos geométricos.
La interaccion entre estos componentes produce una secuencia de diagramas, y una funcién en el
dominio geométrico que representa el concepto expresado por estos diagramas. Si la secuencia de
diagramas producida representa a una clase abstracta de objetos o configuraciones, entonces la
funcion producida representa una relacion general o un teorema geométrico.
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Lenguaje de representacion geométrica

Para expresar esta teoria se definié un lenguaje de representacién geométrica, el cual permite
especificar configuraciones geométricas concretas y abstractas, asi como principios de conservacién
y esquemas de accion. Por ejemplo, las siguientes férmulas representan a tres puntos y un triangulo
recto:

p1 = punto(t,x;:y,) (1.8)

P2 = punto(t, xz: y,)

p3 = punto(t, x3:y3)

try = triangulo_recto(t, p;, 2, P3)

Cada igualdad asocia a una constante (en el lado izquierdo) con una descripcién geométrica (en el
lado derecho); p;, p, ¥ ps son constantes de tipo punto, y tr; es una constante de tipo tridngulo recto;
cada término punto() define a un punto a partir de sus coordenadas en el plano xy, mientras que el
término triangulo_recto() define a un tridngulo recto a partir de tres puntos que corresponden a
sus vértices. El argumento t de cada término es un valor booleano que resulta verdadero si al
evaluar el término se produce una descripcion bien definida. Por ejemplo, el argumento t del
término triangulo_recto() resulta verdadero solo si los tres puntos especificados no son colineales
entre si. En el resto de esta seccidn, este argumento se omite por claridad.

El lenguaje de representacion geométrica define los siguientes elementos:

e Un conjunto de tipos geométricos, como punto, linea, triangulo recto, cuadrado y poligono.

e Un conjunto de tipos no geométricos, como booleano, real, y par real.

e Un conjunto de simbolos para identificar constantes, y otro para identificar variables, de
todos los tipos anteriores.

e Un conjunto de operadores para construir términos geométricos, como punto() y
triangulo_recto().

e Un conjunto de operadores para seleccionar propiedades y relaciones entre términos, por
ejemplo, operadores para verificar el tipo de un término, para determinar si dos términos
son iguales, para determinar si dos objetos linea se interceptan, o para determinar si dos
objetos tridngulo recto estan alineados por sus hipotenusas.

e Un operador de abstraccidon A, que permite expresar funciones geométricas abstractas. Por
ejemplo, la funcidon A([x,y], alineados_HH(x,y)) devuelve verdadero para todos los
argumentos X,y que representan triangulos rectos alineados por sus hipotenusas.

¢ Un conjunto de operadores de transformacion que permiten modificar objetos geométricos,
y que al incluirse en funciones geométricas abstractas permiten definir esquemas de accidn.
Se incluyen, por ejemplo, transformaciones de traslacion y rotacion.

e Un operador de descripciéon geométrica <=, que permite hacer referencia a objetos o
configuraciones dentro de un contexto geométrico especifico, o a objetos que emergen de la
composicion de  otros  objetos  geométricos. Por ejemplo, la  férmula
x <= A([x,y], alineados_HH (x,y)) permite hacer referencia a un tridngulo recto x tal que,
en el contexto geométrico definido por A([x,y], alineados_HH (x,y)), esta alineado por su
hipotenusa con otro tridngulo recto y. Este operador permite expresar la reinterpretacion de
diagramas, como se mostrara al abordar el teorema de Pitagoras.

e Un operador aplicar(), que permite expresar la aplicacién de funciones de forma explicita.
Este se encarga de aplicar una funcién o descripcién geométrica a una lista de argumentos.
Por ejemplo, aplicar (P, X) aplica la funcion o descripcion P a la lista de argumentos X.



44 Capitulo 1. Introduccion

Para interpretar este lenguaje se implementd un algoritmo en Prolog que se encarga de evaluar los
términos y operadores mencionados.

El teorema de Pitagoras

La Figura 1.27 presenta una demostracién diagramatica del teorema de Pitdgoras. El teorema
establece que, para todo tridngulo recto con catetos a y b e hipotenusa c, se cumple que c? = a* +
b?, es decir, que el area de un cuadrado construido sobre la hipotenusa (diagrama 4) es igual a la
suma de las areas de los cuadrados construidos sobre los catetos (diagrama 6).

1 2 & 4
~ -

Figura 1.27. Demostracion diagramdtica del teorema de Pitigoras (Pineda, 2007).

En la Figura 1.27, la secuencia inicia con un triangulo recto cualquiera (diagrama 1) y construye un
cuadrado sobre su hipotenusa (diagrama 4), para lo cual agrega al diagrama tres triangulos
idénticos al primero y un cuadrado con lado b —a (asumiendo que a < b). Las siguientes dos
transformaciones no alteran el area total del diagrama, pues sélo giran al triangulo izquierdo y al
superior para alinear sus hipotenusas con los tridngulos inferior y derecho, respectivamente
(diagrama 6). El drea del diagrama 4 es igual a ¢?, mientras que el 4rea del diagrama 6 es a? + b?.
Como las transformaciones entre los diagramas 4 y 6 conservaron el area, entonces se genera el
concepto ¢? = a® + b?. Esta secuencia diagramatica puede realizarse con cualquier triangulo recto
inicial, de modo que la secuencia representa a una clase abstracta de configuraciones, y el concepto
generado representa un teorema geomsétrico.

En la presente teoria, la secuencia diagramatica de la Figura 1.27 puede generarse a partir de los
siguientes elementos:
e Un principio de conservacién de drea, que permite identificar a los esquemas de accién que no
alteran el area de un diagrama.
¢ Un esquema de accidon que, dado un triangulo recto, crea otro triangulo igual y lo alinea
con el primero, como en el diagrama 2. Como este esquema modifica las figuras del
diagrama, representa un esquema de accién motriz.
e Un esquema de accion que, dados cuatro tridngulos rectos alineados como en el diagrama
4, crea un cuadrado entre ellos con lado b — a. Este también es un esquema de accion
motriz. Ademas, como el cuadrado emerge de la configuracion de los triangulos, este
esquema representa una reinterpretacion del diagrama.
e Un esquema de accién que, dados cuatro tridngulos rectos y un cuadrado, alineados como
en el diagrama 4, describe al diagrama como “un cuadrado sobre la hipotenusa de un
triangulo recto”. Este esquema no dibuja nuevas figuras, sino que agrega una descripcién al
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diagrama, por lo que es un esquema de accién perceptual. Como el anterior, también es una
reinterpretacion del diagrama. Ademas, satisface el principio de conservacién de area.

¢ Un esquema de accion que, dados dos triangulos rectos alineados como en el diagrama 2,
gira a uno de ellos (el foco de atencion) usando como eje el vértice comuin de ambos (el pivote)
de modo que se alineen sus hipotenusas (Figura 1.26). Este también es un esquema de
accion motriz y satisface el principio de conservacién de area.

e Un esquema de accién que, dados cuatro triangulos rectos y un cuadrado, alineados como
en el diagrama 6, describe al diagrama como “dos cuadrados sobre los catetos de un
tridangulo recto”. Este es un esquema de accion perceptual, es una reinterpretacion y
satisface el principio de conservacion de area.

El lenguaje de descripcion geométrica definido permite expresar estos elementos, asi como la
demostracion diagramatica de la Figura 1.27. Ademas, el programa prototipo implementado
permite evaluar estas expresiones y generar de forma interactiva la secuencia diagramatica
mostrada.

La suma de los nameros impares

La presente teoria también permite sintetizar teoremas aritméticos que pueden representarse
diagramaticamente. Un ejemplo de lo anterior es un teorema sobre la suma de los nuimeros
impares, que puede escribirse como 1+3+5+4+7+ -+ (2n—1) =Y (2i — 1) = n® La Figura
1.28 representa este teorema.

Fiqura 1.28. Teorema sobre la suma de los niimeros impares (Pineda, 2007).

En esta figura, el 4rea de cada objeto de la izquierda representa a un niimero impar, mientras que el
area del cuadrado de la derecha representa la suma de estos niumeros. El cuadrado pequefio de la
izquierda mide 1x1; el marco adyacente a éste mide 2x2, y puede verse como tres cuadrados
unitarios; el marco siguiente mediria 3x3 y estaria formado por cinco cuadrados unitarios, y asi
sucesivamente. Por tanto, la figura muestra que la suma de los primeros n numeros impares es
igual a n.

En la presente teoria, este teorema puede sintetizarse a partir de los siguientes elementos:

e Una definicion para el objeto geométrico marco, que permite especificar marcos con
cualquier tamafio y posicion mediante el lenguaje de descripcién geométrica.

e Un principio de conservacion de drea, como el definido para el teorema de Pitagoras.

e Un esquema de accion que, dados un cuadrado con lado ! y un marco con lado [ +1
adyacente a él, describe al diagrama como “un cuadrado con lado [ + 1”. Este esquema es
perceptual, es una reinterpretacion y satisface el principio de conservacion de area.

e Una funcién que representa la inducciéon geométrica sobre cuadrados y marcos, como
muestra la Figura 1.28. Esta funcién permite expresar que el esquema de accién anterior
puede aplicarse para cualquier valor de .
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Los primeros tres elementos permiten sintetizar la parte constructiva de la demostracién, es decir,
que el area de un cuadrado con lado [ mas el area de un marco con lado [ + 1 es igual al area de un
cuadrado con lado [ + 1. Este es el concepto geométrico basico que subyace a la demostracion del
teorema. El cuarto elemento permite expresar que este concepto geométrico es valido para
cualquier valor de [. Este elemento debe definirse de antemano, pues sintetizarlo automaticamente
es un problema complejo que se tiene contemplado como trabajo futuro.

El programa prototipo

Para probar la teoria propuesta se implementd un programa prototipo, el cual es capaz de
interpretar el lenguaje geométrico definido, aplicar principios de conservacién y aplicar esquemas
de accion. El programa también es capaz de interpretar un lenguaje aritmético que permite definir
correspondencias entre conceptos geométricos y aritméticos. Por ejemplo, para sintetizar el
concepto aritmético del teorema de Pitagoras a partir de su demostracién diagramatica (Figura
1.27), se establece una correspondencia entre la suma de dreas y la suma aritmética, y otra entre la
igualdad de areas y la igualdad aritmética, para poder sintetizar el concepto aritmético c¢? = a? +
bZ.

En este programa prototipo, el proceso de derivacion diagramatica no es determinista; ademas, el
tamarfio del espacio de btisqueda depende del niimero de principios de conservacién y esquemas de
accién definidos, y de la forma en que éstos pueden aplicarse. Cada esquema de accién recibe un
diagrama y un foco de atencién y devuelve un nuevo diagrama; en el caso de los esquemas
motrices, también se devuelve una referencia a la figura creada por el esquema, conocida como la
figura paciente. Por tanto, el estado actual del programa consiste en el diagrama actual, la figura
paciente actual y los conceptos geométricos y aritméticos acumulados hasta el momento.

El programa consta de un ciclo principal de resolucion, y en cada iteracion de este ciclo se aplica un
esquema de accidon. Cuando el diagrama actual satisface las condiciones de varios esquemas de
accion, estos esquemas se presentan al usuario para que decida cual aplicar. En la sintesis del
teorema de Pitagoras, los esquemas aplicables se presentan en orden siguiendo tres heuristicas:

a) Si el diagrama actual contiene al diagrama 4 de la Figura 1.27, sin el cuadrado central, se
sugiere el esquema que crea a este cuadrado. Ademas, los cuatro tridngulos alineados se
sugieren como el foco de atencion del esquema.

b) Si se acaba de agregar un triangulo al diagrama (como en los diagramas 2 y 3 de la Figura
1.27), se sugiere el esquema que agrega un tridngulo al diagrama, y se sugiere como foco el
tridngulo recién agregado (la figura paciente).

c) Si hay dos tridngulos alineados como en el diagrama 2 de la Figura 1.27, pero ninguno de
ellos se acaba de agregar al diagrama (ninguno es la figura paciente), se sugiere el esquema
que alinea las hipotenusas de los dos triangulos, y se sugiere como foco cualquiera de los
dos tridangulos alineados.

Al evaluar estas heuristicas se consideran todas las combinaciones de triangulos posibles en el
diagrama actual. Ademas, no se permite aplicar esquemas que producirian el traslape de figuras. El
programa también le permite al usuario deshacer el ultimo esquema aplicado, de modo que pueda
explorar el espacio de busqueda.
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El usuario también debe decidir cuando aplicar los principios de conservacién disponibles, es decir,
cuando restringir la lista de esquemas de accién a aquellos que cumplen ciertos principios de
conservacion (como en el caso de los diagramas 4 a 6 de la Figura 1.27).

El programa también es capaz de sintetizar el teorema sobre la suma de los nimeros impares
siguiendo el procedimiento interactivo descrito, pero utilizando como figura inicial un cuadrado y
un marco alineados, en lugar de un triangulo recto. Para realizar esta sintesis se deben incluir en el
programa los principios de conservacion y esquemas de accién necesarios, como se describi6
anteriormente en La suma de los niimeros impares.

En el futuro se planea extender este programa con una interfaz grafica interactiva, que ayude al
usuario a visualizar configuraciones potencialmente interesantes en el proceso de derivacién
diagramatica. En el prototipo actual, el usuario debe examinar el diagrama actual y decidir qué
acciones realizar. La sintesis automatica de conceptos geométricos es una tarea compleja que
requiere una formalizacion de los procesos de inferencia perceptual involucrados.

Conclusiones

En este trabajo se presentd una teoria para la sintesis de algunos conceptos geométricos y
aritméticos. Esta teoria esta basada en principios de conservacion y esquemas de accidn, los cuales
pueden considerarse como formas particulares de razonamiento esquematico. La teoria también
podria ser efectiva en la sintesis de conceptos 16gicos, lo cual se contempla como trabajo futuro.

Los conceptos sintetizados mediante esta teoria podrian utilizarse en otros procesos de inferencia,
como deduccion, abduccién, simulacion y satisfaccion de restricciones. La interaccidon entre estos
modos de razonamiento representa un tema interesante para futuras investigaciones.

Los elementos de representacion e inferencia presentados permiten analizar las propiedades de las
representaciones diagramaticas en general, por ejemplo:
e Cual es el poder expresivo de los diagramas.
e Por qué los diagramas son efectivos para la comunicacion y la inferencia.
e Cudl es la relacién entre las inferencias sintéticas (involucradas en la generacién de
conceptos) y las inferencias validas (involucradas en la demostracion de los mismos).

Para un analisis mas detallado de esta teoria véase Pineda (2007).

1.4  Objetivos de este proyecto

El objetivo de este trabajo es implementar un programa que resuelva la RPM estandar
automaticamente, tomando como base la teoria y el programa prototipo propuestos por Pineda
(2007) y descritos en la Seccién 1.3.

Debido a limites de tiempo no se abordaran mecanismos para manipular imagenes sin procesar
(representadas con pixeles), sino que se partira de una representacion simbolica de la prueba. Esta
representacion sera elaborada manualmente, como en la mayoria de los programas presentados en



48 Capitulo 1. Introduccion

la Seccion 1.2. Sin embargo, el programa podra extenderse en el futuro para procesar imagenes
directamente.

El programa se centrard en modelar la inducciéon de reglas, por las siguientes razones:

e La RPM busca medir la habilidad eductiva, es decir, la habilidad para descubrir relaciones a
partir de informacidn nueva. Por tanto, el proceso crucial en su resolucion es la induccion
de reglas y no la aplicacion de reglas predefinidas.

e De los nueve programas que se han implementado para resolver la RPM, sélo tres modelan
la induccion de reglas y su desempefio es deficiente.

e La teoria propuesta por Pineda (2007) permite sintetizar conceptos geométricos, por lo que
es interesante investigar si esta teoria puede aplicarse para sintetizar las reglas requeridas
para resolver la RPM.

En suma, este proyecto permitira investigar los siguientes temas:
e El proceso de induccion de reglas en la resolucion de la RPM, una prueba de habilidad
eductiva importante en el estudio de la inteligencia.
e La aplicabilidad de la teoria propuesta por Pineda (2007) para resolver problemas de
razonamiento abstracto como los de la RPM.
e Los procesos involucrados en la inteligencia, como la habilidad para realizar abstracciones,
inducir relaciones y realizar analogias.

1.5  Resumen del capitulo

La prueba de matrices progresivas de Raven (RPM) es una prueba de habilidad eductiva
ampliamente utilizada e investigada, que esta asociada al factor g de la teoria de la inteligencia de
Charles Spearman. Aunque su validez para “medir la inteligencia” es un tema polémico, es una
herramienta 1til para investigar la inteligencia.

Se han implementado nueve programas para resolver la RPM de forma automatica. Aunque éstos
difieren en su forma de representar los problemas de la prueba, en su modelacion de la induccion
de reglas, en su modelacion del aprendizaje y en los resultados obtenidos, todos resaltan la
importancia del razonamiento por analogia y presentan conclusiones relevantes con respecto a la
RPM, la inteligencia humana y la inteligencia artificial.

El programa que se desarrollara en este proyecto esta basado en la teoria de Pineda (2007) para la
sintesis de conceptos geométricos. Esta teoria involucra principios de conservacion, esquemas de
accidn, la descripcion de abstracciones geométricas y la reinterpretacion de diagramas. La teoria se
aplicd para sintetizar el teorema de Pitagoras y un teorema sobre la suma de los nimeros impares;
ademas se implemento6 en un programa prototipo interactivo que asiste al usuario en la sintesis de
conceptos geométricos.

En el presente trabajo se retomara esta teoria para desarrollar un programa que resuelva la RPM
estandar automaticamente. El programa partird de una representacién simbolica de la prueba
elaborada a mano, pero podra extenderse en el futuro para manipular imagenes directamente. El
programa se centrara en modelar el proceso de induccién de reglas, un elemento crucial en la
resolucion de la prueba que no ha sido suficientemente estudiado en trabajos anteriores.
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Este proyecto permitira investigar la aplicabilidad de la teoria propuesta por Pineda (2007) para
resolver problemas de razonamiento abstracto. Ademas permitira analizar las caracteristicas de la
RPM, los procesos necesarios para su resolucién y los procesos involucrados en la inteligencia.



2 Resolucion automatica de la prueba

Este capitulo describe el modelo desarrollado en este proyecto para resolver la RPM estandar, asi
como sus resultados. El modelo tom6 como base la teoria propuesta por Pineda (2007) para la
sintesis de conceptos geométricos, descrita en la Seccion 1.3.

La Seccidn 2.1 presenta el lenguaje utilizado para representar simbdlicamente cada problema de la
prueba. La Seccion 2.2 describe como se inducen reglas a partir de esta representacion. La Secciéon
2.3 explica cémo se seleccionan las reglas inducidas para identificar a las mas relevantes. La Seccion
2.4 muestra cdmo se utilizan las reglas seleccionadas para elegir la respuesta de un problema. La
Seccién 2.5 expone los resultados del modelo en la RPM estandar. La Seccién 2.6 expone los
resultados del modelo en problemas fabricados mas generales. Por ultimo, la Seccién 2.7 presenta
un resumen del capitulo.

21 Lenguaje de representacion geométrica

El primer paso para resolver un problema de la RPM es identificar a las figuras que lo componen, lo
cual no es un proceso trivial. Esto se debe a que un mismo diagrama puede interpretarse de
diferentes formas, como muestra la Figura 2.1.

Figura 2.1. Diferentes interpretaciones de un diagrama.

El diagrama de la izquierda puede interpretarse como una flecha hacia arriba, o como un triangulo
con una linea vertical debajo. Sin embargo, al comparar el diagrama de la izquierda con el del
centro, el de la izquierda puede reinterpretarse como una T con un angulo encima, como muestra el
diagrama de la derecha. Esta ultima interpretacion produce una descripciéon de ambos diagramas
que es mas eficiente que una basada en pixeles o en lineas individuales, pues sélo requiere
almacenar dos clases de figuras en dos posiciones especificas: un angulo arriba y una T abajo. Una
descripcion con pixeles sélo requiere una clase de figura (el pixel), pero requiere cientos o miles de
posiciones diferentes. Una descripcion con lineas, en este caso, requiere una clase de figura (la linea)
en cuatro posiciones y escalas diferentes.

En el contexto de la teoria de Pineda, al comparar dos imagenes se realiza un esquema de accién
perceptual que genera una descripcidén simbolica y eficiente de las imagenes, en términos de sus
diferencias y similitudes. Este esquema perceptual se utilizard como base para representar
simbdlicamente los problemas de la RPM.

51
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Representacion de un problema

En los problemas de la prueba, una misma figura puede cambiar de posicion, orientaciéon o tamaro
en diferentes celdas de la matriz, como muestra la Figura 2.2.
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Figura 2.2. Transformacion de figuras. La respuesta es 4.

Al comparar las celdas de la matriz y las respuestas entre si, es posible describir este problema
utilizando sdlo dos clases de figuras: la flecha curva y la flecha cuadrada. Ademas, cada clase de
figura aparece en dos tamafios y tres orientaciones diferentes. En el lenguaje de representacion
propuesto, la celda superior izquierda de la matriz se representa de la siguiente forma:

diagrama ([
figura ([ [nombre, flechaCurva], [posicidén,50:50] 1)

1

Esta sintaxis estd basada en la del lenguaje Prolog, en la que los corchetes cuadrados se utilizan
para representar listas. La clausula diagrama () se utiliza para representar una celda de la matriz o
una respuesta del problema, y contiene una lista de figuras. La clausula figura () representa a
una figura del problema, y contiene una lista de pares atributo-valor. Los atributos considerados
son:

e nombre: es una etiqueta arbitraria que indica la clase de la figura, y no puede omitirse.

e posicidn: es una pareja de enteros X:Y que indica la posicion del centro de la figura
dentro de un diagrama. El centro de una figura se define como el promedio de las
coordenadas maximas y minimas de la figura en cada eje. La ubicacién del origen del plano
coordenado en el diagrama es arbitraria, pero debe ser la misma en todos los diagramas de
un mismo problema. Si el atributo posicién se omite, se asume que tiene un valor 0:0.

e escalar: es una pareja de nimeros reales S,:S, mayores que cero, que indica si la figura
fue escalada horizontal o verticalmente. Un valor 0.5:1 indica que la figura fue escalada al
50% en el eje X'y que no fue escalada en el eje Y. Su valor por defecto es 1:1.
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e rotar:esun numero real que indica si la figura fue rotada. La rotacion se define en grados
y en contra del sentido del reloj. El entero puede ser positivo o negativo, pero el intérprete
del lenguaje representara este valor en el intervalo [0,360). Su valor por defecto es 0.

e reflejarX:es un valor verdadero/falso que indica si el eje X de la figura fue invertido, es
decir, si su lado izquierdo pas6 a su lado derecho. El reflejo del eje Y se obtiene
combinando un reflejo en X con una rotacién de 180°. Su valor por defecto es falso.

Los atributos escalar, rotar y reflejarX de una figura se definen con respecto a una figura
cualquiera de su misma clase: la figura representante. En el ejemplo de la Figura 2.2 se tomaran
como representantes a las figuras de la columna izquierda de la matriz.

Un problema completo se representa de la siguiente forma:

problema (
nombreDelProblema,
matriz ( nimeroDeFilas, [...]),
respuestas( [...] ),
solucidén( [...] )

Donde nombreDelProblema es una etiqueta arbitraria para identificar al problema. La clausula
matriz () representa a la matriz del problema. Su primer argumento es un entero que indica el
numero de filas en la matriz, y su segundo argumento es una lista de diagramas (uno para cada
celda de la matriz). Las celdas de la matriz se listan de izquierda a derecha y de arriba a abajo, y el
numero de diagramas en la lista debe ser un multiplo de nimeroDeFilas. La o las celdas faltantes
de la matriz se representan con la clausula diagrama ([nulo]).

La clausula respuestas () contiene una lista de diagramas (uno para cada respuesta del
problema). La cldusula solucién () contiene la respuesta correcta del problema, y sélo se utiliza
para evaluar el desempefio del programa de forma automatica; ésta contiene una lista de enteros en
el intervalo [1,n], donde n es el nimero de respuestas del problema, y permite considerar
problemas en los que la matriz contiene varias celdas faltantes. Las respuestas de la clausula
solucién () se asignan a las celdas faltantes de la matriz de izquierda a derecha y de arriba a
abajo. Por ejemplo, si a una matriz de 2x2 le faltan la celda superior izquierda y la inferior derecha,
la solucion [3,1] asigna la tercera respuesta a la celda superior izquierda y la primera respuesta a la
celda inferior derecha.

En suma, el problema de la Figura 2.2 se representa de la siguiente forma:

problema ( problemaEjemplo,
matriz (2, [

diagrama ([
figura ([ [nombre, flechaCurva]l], [posicidédn,50:50] 1)
1)
diagrama ([
figura ([ [nombre,flechaCurval], [posicidén,50:50],
[escalar,0.5:0.5], [reflejarX] 1)
1)
diagrama ([

figura ([ [nombre, flechaCuadrada], [posicidn,50:50]17)
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1),

diagrama ([nulo])
1)

respuestas ([
diagrama ([
figura ([ [nombre, flechaCuadradal, [posicidén,50:50]11])
1),
diagrama ([
figura ([ [nombre, flechaCurva]l], [posicidén,50:507,
[escalar,0.5:0.5], [reflejarX] 1)
1)
diagrama ([
figura ([ [nombre, flechaCurva]l], [posicidn,50:50] 1)
1)
diagrama ([
figura ([ [nombre, flechaCuadradal,
[posiciédén, 50:50], [escalar,0.5:0.5],
[reflejarX] 1)
1)
diagrama ([
figura ([ [nombre, flechaCurva], [posicidn,50:50],
[escalar,0.5:0.5], [rotar,180] 1)
1)
diagrama ([

figura ([ [nombre,flechaCuadradal,
[posicidn, 50:50], [rotar,180] 1)
1)
1)

solucidén([4])

Relleno de las figuras

En algunos problemas una figura puede aparecer con rellenos diferentes, como en la Figura 2.3.
& -

Fiqura 2.3. Figuras con relleno diferente (Lovett et al., 2010). La respuesta es el cuadrilatero sin relleno.
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Para este problema es necesario reconocer que algunas figuras tienen la misma forma, y que otras
tienen el mismo relleno. En el lenguaje propuesto se optd por representar al relleno como una
figura mas en un diagrama, de modo que el relleno sea independiente de las figuras y pueda tener
sus propios valores de posicidn, orientacidon y escala sin agregar complejidad al lenguaje. De este
modo, la celda superior izquierda de la Figura 2.3 se representa como:

diagrama ([
figura ([ [nombre, cuadriléatero], [posicidn,50:50] 1),
figura ([ [nombre, rellenoNegro], [posicién,50:50] 1)

1)

Mientras que la celda inferior central se representa como:

diagrama ([
figura ([ [nombre, tridngulo], [posicidén,50:50] 1),
figura ([ [nombre, rellenoNegro], [posicidn,50:50] 1)

1)

Aunque no tiene sentido trasladar, escalar, rotar o reflejar un relleno uniforme, estos atributos son
ttiles en rellenos no uniformes como los rayados o cuadriculados. El atributo posicién puede
determinarse con base en cualquier punto caracteristico del relleno, pero debe ser consistente en
todos los diagramas de un problema.

Problemas con una sola imagen

En problemas como el de la Figura 2.4, la matriz es en realidad una sola imagen. Sin embargo, este
problema puede representarse con una matriz de 2x2 como muestra la Figura 2.5.

4 —~—

%
(

Figura 2.4. Problema con una sola imagen.
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Figura 2.5. Representacion de un problema con una sola imagen. a) Problema original. b) Problema
equivalente.

La imagen del problema se divide como muestran las lineas discontinuas de la Figura 2.5a y se
descarta el borde sobrante. Al comparar las celdas creadas y las respuestas entre si, se observa que
las tres celdas y la respuesta 5 contienen el mismo relleno en diferentes posiciones y orientaciones,
mientras que las demas respuestas contienen rellenos diferentes. Como se mencioné anteriormente,
la posiciéon de un relleno se determina en referencia a cualquier punto caracteristico del relleno,
pero este punto debe ser consistente en todo el problema. Por ejemplo, al usar los centros de los
circulos rojos de la Figura 2.5a como puntos de referencia, el relleno de la celda superior izquierda
es igual al de la celda superior derecha desplazado hacia la izquierda y hacia abajo, y rotado 180°.
Cada relleno se representa como una sola figura aunque esté formado por varias lineas o puntos, de
modo que la Figura 2.5b representa un problema equivalente al de la Figura 2.5a, en el cual las
diferentes posiciones de los rellenos de la matriz se representan exageradas por claridad.

Ventajas y desventajas

El modelo de representacion propuesto presenta las siguientes ventajas:

e Establece las bases de un método para crear representaciones simbdlicas a partir de
informacion subsimbdlica, utilizando un esquema perceptual que identifica las diferencias
y similitudes entre conjuntos de imagenes.

e Es general, pues no define un conjunto finito de figuras basicas. El atributo nombre es soélo
una etiqueta arbitraria que permite distinguir entre figuras iguales y figuras diferentes.

e DPermite separar el procesamiento simbolico del procesamiento de imagenes, ya que el
atributo nombre no proporciona informacién sobre la forma ni el tamano de las figuras, y
los demas atributos sélo permiten deducir las diferencias relativas entre figuras de la
misma clase. Por tanto, el lenguaje omite la informacion visual del problema (cuales figuras
lo componen), pero conserva la informacion espacial y relacional del mismo (cémo estan
ubicadas las figuras, y cuales figuras son iguales o diferentes).
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e Es eficiente, pues permite representar diagramas utilizando pocos elementos. Esto
simplifica el procesamiento simbodlico posterior, ya que permite representar figuras
compuestas como una sola figura.

e Permite representar de un modo simple los rellenos de figuras y sus propiedades.

La principal desventaja de este lenguaje es que el proceso para representar simbdlicamente un
problema de la RPM es mas complejo que reconocer un conjunto finito de figuras basicas. Al
comparar las celdas y las respuestas entre si se genera un conjunto de clases candidatas para
representar al problema, pero la seleccién de las mejores clases es un problema no trivial que se
contempla como trabajo futuro. En este proyecto, los problemas se codificaron manualmente
siguiendo una heuristica de simplicidad: utilizar el menor niimero posible de clases y figuras.

Al codificar manualmente los problemas se corre el riesgo de influir en los resultados del modelo,
dado que la persona que realiza la codificaciéon puede conocer o identificar las respuestas correctas
de los problemas. En esta cuestion hay que considerar los siguientes puntos:

e Este riesgo estd presente en siete de los nueve programas desarrollados en trabajos previos,
los cuales partieron de representaciones simbolicas y hechas a mano de los problemas.

e En estos siete programas y en el presente trabajo, la codificacién manual permite modelar el
razonamiento simbodlico en la prueba evitando problemas propios del procesamiento de
imagenes.

e En varios de los problemas de la prueba, la representaciéon propuesta en este trabajo resulta
similar a la utilizada en trabajos previos. Por ejemplo, al comparar las celdas y las
respuestas del problema de la Figura 2.3 resultan tres clases de figuras: cuadrilatero,
triangulo y circulo, las cuales son similares a las figuras basicas utilizadas en trabajos
anteriores. En este trabajo, sin embargo, las clases inducidas solo se utilizan como etiquetas,
y se propone un mecanismo mediante el cual pueden inducirse estas clases a partir de
imagenes sin procesar.

e Como se vera en la Secciéon 2.5, los resultados obtenidos por el presente modelo dependen
principalmente del mecanismo de induccion y seleccion de reglas, y no de la codificacién
utilizada para representar los problemas.

Aunque el tema central de este trabajo no es el procesamiento de imagenes, el modelo de
procesamiento simbolico que se presentara a continuacién puede contribuir a definir las mejores
clases para representar un problema. Por ejemplo, una persona puede seleccionar un conjunto de
clases para representar un problema, pero luego descubrir que el problema no presenta una légica
simple con esta representacion, y entonces decide que debe reinterpretar el problema en el nivel
subsimbolico. De este modo, los niveles simbdlico y subsimbdlico pueden interactuar para
representar y resolver un problema.

2.2  Induccion de reglas

Aungque el lenguaje de representacion propuesto simplifica de forma importante los problemas de
la prueba, es sdlo el primer paso para descubrir reglas como las descritas en la Seccién 1.2, por
ejemplo, “distribucidn de valores” o “suma o resta de figuras”. Esta seccién describe un modelo que
permite generar reglas suficientes para resolver la RPM estdndar y otros problemas mas generales.
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Reglas basicas

En la teoria de Pineda (2007) se genera un espacio de btisqueda de diagramas, a partir de una figura
inicial y un conjunto de esquemas de accién, y es posible sintetizar conceptos geométricos
abstractos aplicando principios de conservacion en este espacio.

En el presente trabajo se genera un espacio de btisqueda de reglas, a partir de las figuras de un
problema, un esquema de accién perceptual y un modelo de composicion de reglas, y es posible
resolver los problemas de la RPM estandar mediante las reglas generadas. El esquema utilizado es
la percepcion de igualdad, y se ilustra en la Figura 2.6.
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Figura 2.6. Esquema de percepcion de igualdad, y regla bdsica que se extiende por filas.

En esta imagen, las lineas discontinuas rojas representan a la igualdad f; = T(f,), donde f; es la
flecha curva grande, f, es la flecha curva pequefia, y T es la transformacién “escalar al 200% y
reflejar el eje X”. El cuadrado indica que f; es el resultado de la operacion, y el circulo indica que f,
es un operando. Si el cuadrado estuviera en f, y el circulo en f;, las lineas rojas representarian una
igualdad inversa a la anterior, es decir, f, = T'(f;), donde T’ seria la transformacion “escalar al 50%
y reflejar el eje X”.

A partir de la percepcién de igualdad f; = T(f;) se induce una regla basica: ¢, o = T'(cx,,), donde k
es un entero mayor o igual que cero, ¢, es una celda en la fila k y en la columna 0, y ¢, es una
celda en la fila k y en la columna 1. Esta regla representa una descripcion de los diagramas de la
matriz, y significa que para cualquier fila, la celda izquierda es el resultado de escalar al 200% y
reflejar el eje X de la celda derecha. En la Figura 2.6, las flechas hacia abajo indican que la regla se
extiende por filas, de modo que las lineas discontinuas rojas y las lineas punteadas verdes
representan dos instancias de la regla ¢, o = T(cy1) (conk = 0y k = 1, respectivamente).

Si se aplica el esquema perceptual a todas las figuras en celdas diferentes de la matriz, se genera un
conjunto de reglas basicas. En el ejemplo de la Figura 2.6 se generan cuatro reglas:
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1. ¢ = T(cy1), representada con las lineas discontinuas rojas y las lineas punteadas verdes
en la Figura 2.6.

2. cp1 =T'(ckp), olareglainversa de la anterior.

3. cor = T(cor+1), representada con las lineas discontinuas rojas y las lineas punteadas verdes
en la Figura 2.7, y que resulta de extender a la igualdad f; = T(f,) por columnas.

4. cor+1 = T'(coy), 0lareglainversa de la anterior.

En la Figura 2.7 se observa que la matriz se trata como una estructura toroidal, es decir, se asume
que los extremos izquierdo y derecho son contiguos, asi como los extremos superior e inferior. De
este modo, las lineas discontinuas rojas de la Figura 2.7 representan a la regla cqo = T(co1),
mientras que las lineas punteadas verdes representan a la regla cq1 = T(co2) = T(coo) (ambas
instancias de la regla basica 3, con k = 0 y k = 1, respectivamente). Aunque este manejo de la
matriz puede generar reglas erréneas, se vera que es necesario para poder resolver ciertos tipos de

problemas.
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Figura 2.7. Regla bisica que se extiende por columnas.

En los teoremas sintetizados por la teoria de Pineda, el espacio de busqueda es generado por
esquemas tanto motrices como perceptuales, los cuales generan nuevos diagramas y nuevas
descripciones, respectivamente. En la resolucion de la RPM no se busca generar nuevos diagramas,
sino inducir nuevas descripciones (reglas) que representen la logica de los diagramas existentes. Es
por esto que los esquemas perceptuales son centrales en este proceso.

En la Secciéon 2.5 se vera que mas de la mitad de la RPM puede resolverse utilizando sélo reglas
basicas, pero que el resto de los problemas requiere de reglas compuestas.
Reglas compuestas

La Figura 2.8 presenta un problema que no puede resolverse utilizando solo reglas basicas.
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Figura 2.8. Problema que requiere reglas compuestas.

Al aplicar el esquema perceptual a todas las figuras en celdas diferentes de la matriz, se generan
ocho reglas basicas, representadas en la Figura 2.9. Las lineas discontinuas rojas representan cuatro
de estas reglas, inducidas a partir de la igualdad entre los tridngulos de la fila superior de la matriz:

1. cxo = T(ck,1), equivalente a extender las lineas rojas por filas.
2. c¢p1 = T'(ckp), o lainversa de la anterior.
3. cox = T(cox+1), equivalente a extender las lineas rojas por columnas.
4. cor+1 = T'(cor), 0 lainversa de la anterior.
1 S
| S— _I i A T 4
1 2 3
s O ®
4 5 6
E (m) am

Figura 2.9. Reglas bisicas generadas.

En este caso las figuras son idénticas, por lo que la transformacion T y su inversa son

transformaciones identidad, es decir, no modifican a las figuras. Las lineas punteadas verdes de la
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Figura 2.9 representan otras cuatro reglas, inducidas a partir de la igualdad entre los circulos de la
columna izquierda de la matriz:

5. cgo = T(Cr+1,0), €quivalente a extender las lineas verdes por filas.

6. Cri10 = T'(cxp), 0 lainversa de la anterior.

7. cox = T(cyx), equivalente a extender las lineas verdes por columnas.

8. ¢y = T'(cox), 0lainversa de la anterior.

Estas ocho reglas describen la nocién de que la celda faltante debe tener figuras en comun con la
celda que estd arriba de ella y con la celda que esta a su izquierda. Sin embargo, no proporcionan
informacién sobre qué figuras deben satisfacer cada regla, de modo que las cinco primeras
respuestas satisfacen esta nocién de algin modo. Este problema puede resolverse con una regla
compuesta, como la representada en la Figura 2.10.
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Figura 2.10. Regla compuesta que se extiende por filas.

En la Figura 2.10, las lineas discontinuas rojas representan a la regla cy; = T (ko) N T(Crs1,0)¢,
donde Ny € son los operadores de interseccién y complemento de conjuntos, respectivamente. El
cuadrado rojo representa al resultado de la operacién (ci 1), €l circulo rojo a un operando positivo
(T(ck)), y el hexdgono rojo a un operando negativo (T (cr41,0)¢)- La flecha hacia abajo indica que la
regla se extiende por filas.

Cuando k = 0, la regla describe que la celda superior derecha es igual al conjunto de las figuras que
estan en la celda superior izquierda pero no estan en la celda inferior izquierda. Cuando k =1, la
regla describe que la celda inferior derecha es igual al conjunto de las figuras que estan en la celda
inferior izquierda pero no estan en la celda superior izquierda, lo cual produce la respuesta correcta
del problema.

La regla de la Figura 2.10 relaciona a tres celdas, por lo que se considera una regla de nivel tres. Las
reglas basicas solo relacionan a dos celdas, por lo que se consideran reglas de nivel dos.
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Construyendo reglas compuestas

Mientras que las reglas basicas se generan a partir de las figuras del problema, mediante el esquema
de percepcién de igualdad, las reglas compuestas se generan combinando reglas del nivel
inmediato inferior con reglas basicas. Por ejemplo, la regla compuesta de la Figura 2.10 se genera
combinando las dos reglas basicas representadas en la Figura 2.11.
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Figura 2.11. Composicion de dos reglas bdsicas que se extienden por filas.

En la Figura 2.11, las lineas discontinuas rojas representan a la regla ¢, ; = T;(ck o), mientras que las
lineas punteadas verdes representan a la regla ¢ o = T, (C+1,), donde T; y T, son transformaciones
identidad y ambas reglas se extienden por filas. La regla compuesta se construye observando que el
operando de la primera regla (el circulo rojo) es también el resultado de la segunda regla (el
cuadrado verde). Esto indica que el circulo rojo tiene figuras en comun con el circulo verde, de
modo que, al agregar al circulo verde como un operando negativo en la regla roja, el resultado de la
nueva regla tendra menos figuras que el resultado de la regla roja. En otras palabras, la nueva regla
sera un refinamiento de la regla original.

La transformacion T; de la regla roja se aplica a la transformacién T, de la regla verde, para que
todas las figuras involucradas se alineen con el resultado de la regla roja. En este caso, el circulo
verde se esta agregando como un operando negativo a la regla roja, de modo que la regla
compuesta resultante es ¢ 1 = Ty (Cro) N Ty (To(Crs1,0))¢; Ty y T, son transformaciones identidad, por
lo que la regla compuesta equivale a ¢ 1 = Ty (¢0) N Ty (Cry1,0)€-

Las reglas compuestas también podrian construirse agregando todos los operandos posibles a las
reglas del nivel inmediato inferior, sin considerar a las reglas basicas, pero esto causaria varios
inconvenientes:
e Las reglas generadas sélo dependerian del tamafio de la matriz y no de las figuras que
contiene. Para todas las matrices del mismo tamano, siempre se generarian las mismas
reglas y su ntimero seria exponencial.
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e Al ignorar el contenido de la matriz para generar las reglas, se pasaria de inducir reglas a
producir reglas. El razonamiento inductivo consiste en obtener conclusiones generales a
partir de casos particulares, no en generar conclusiones indiscriminadamente.

e Muchas de las reglas construidas serian irrelevantes, pues se agregarian operandos que no
afectan el resultado de la regla original, o bien que producen como resultado un diagrama
vacio.

En la construccién de reglas compuestas se siguen las siguientes heuristicas:

e Solo se combinan reglas del mismo tipo (reglas por filas con reglas por filas, y reglas por
columnas con reglas por columnas). Esto permite que las reglas conserven una misma
estructura conforme se extienden.

e Al agregar un operando negativo a una regla, este operando debe tener figuras en comun
con alguno de los operandos originales de la regla. Es decir, debe existir una regla basica
que relacione al nuevo operando con alguno de los operandos originales. Esto permite que
la nueva regla sea un refinamiento de la regla original, pues su resultado contendra menos
figuras.

e Al agregar un operando positivo a una regla, este operando debe tener figuras en comun
con el resultado de la regla original. Es decir, debe existir una regla basica que relacione al
nuevo operando con el resultado de la regla. De no ser asi, al calcular la interseccion de los
operandos se produciria un diagrama que no tendria figuras en comun con el diagrama
correspondiente al resultado de la regla.

e Lasreglas de nivel k se construyen combinando reglas de nivel k — 1 con reglas basicas, sin
embargo, no se utilizan todas las reglas de nivel k — 1 para construir nuevas reglas. Sélo se
utiliza un conjunto de reglas relevantes de nivel k — 1, lo cual permite refinar soélo a las
mejores reglas y reducir considerablemente el nimero de reglas generadas.

La utilidad de estas heuristicas se apreciara mejor en la Seccién 2.3, al abordar qué distingue a las
reglas relevantes de las irrelevantes.

Espacio de busqueda de reglas

El esquema de percepcion de igualdad propuesto, junto con el modelo de composicion de reglas,
producen un espacio de busqueda de reglas. La estructura de estas reglas esta basada en la forma

normal disyuntiva utilizada en légica proposicional:
A A AV AV, Al AV VLV (21 AZp A A Zy)

Cualquier férmula proposicional puede expresarse en esta forma. En particular, cualquier férmula
proposicional construida con los operadores de conjuncidén (A), disyuncién (V) y negacion (—) puede
convertirse a la forma normal disyuntiva mediante las siguientes equivalencias ldgicas:

e —(=x) = x, oeliminacion de la doble negacion.

e —(xAy)=-xV-ay =(xVy) =-xA=y, olasleyes de De Morgan.

e xAWYVzZ)=@AY)V(xAZ), xVAz)=(xVy)A(xVz), olasleyes distributivas.

Como los operadores de interseccion (N), unién (U) y complemento (€) en teoria de conjuntos
también satisfacen estas equivalencias, entonces cualquier férmula entre conjuntos construida con
estos operadores también puede expresarse en la forma normal disyuntiva.
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Cada regla representa de forma explicita una interseccién de operandos positivos y negativos,
mientras que la unién se representa de forma implicita mediante la superposicion de reglas, como
muestra la Figura 2.12.

| i
(A CAA
o il | ) T
£
1 2 3

A A & AR

Figura 2.12. Superposicion de reglas.

En esta figura, las lineas discontinuas rojas representan a la regla ¢y, = T;(cp0), donde T; es un
desplazamiento hacia la izquierda. Las lineas punteadas verdes representan a la regla ¢y, =
T,(cop), donde T, es un desplazamiento hacia la derecha. Al aplicar ambas reglas de forma
simultdnea se produce laregla ¢g; =T} (CO‘O) U T,(co0), que indica que la celda superior derecha es
igual a dos copias de la celda superior izquierda, con una copia desplazada hacia la izquierda y otra
hacia la derecha.

Por lo tanto, el espacio de buisqueda de reglas definido permite expresar cualquier formula entre
conjuntos construida con los operadores de intersecciéon, unién y complemento.

Programacion logica inductiva

El modelo de composicion de reglas estd basado en la técnica de programacion ldgica inductiva
(ILP), la cual permite inducir relaciones a partir de ejemplos’>. Un problema de ILP consta de los
siguientes elementos:
e Un conjunto de ejemplos positivos y un conjunto de ejemplos negativos.
e Una base de conocimiento, tal que los ejemplos positivos no puedan inferirse a partir de
ésta.

13 Para una introduccién a la programacion loégica inductiva, véase Bratko (2001), capitulo 19.
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Las relaciones a inducir deben satisfacer todos los ejemplos positivos pero ningin ejemplo
negativo, es decir, deben ser completas y consistentes. En el contexto de la RPM, las figuras presentes
o ausentes en cada celda de la matriz representan ejemplos positivos y negativos, respectivamente,
y las reglas a inducir deben satisfacer a las figuras presentes pero no a las ausentes.

La base de conocimiento utilizada consta de los siguientes elementos:
e Un esquema de accidon perceptual que compara a las celdas y a las respuestas de un
problema, para producir una representacién simbolica del mismo (Secciéon 2.1).
e Unesquema de accién perceptual que identifica igualdades entre las figuras de la matriz.

Una estrategia para resolver un problema de ILP consiste en iniciar generando relaciones completas
pero inconsistentes, y luego refinarlas de modo que se vuelvan consistentes conservando su
completitud. De este modo, las relaciones generadas y sus refinamientos producen un espacio de
relaciones, y el problema de ILP se reduce a un problema de btsqueda en este espacio.

El modelo de induccién propuesto para resolver la RPM inicia generando reglas basicas, las cuales
satisfacen a las figuras presentes en la matriz pero también pueden satisfacer a figuras ausentes.
Luego, las reglas basicas se refinan para tratar de que satisfagan a menos figuras ausentes. Con esta
estrategia, el problema de inducir reglas en la RPM se reduce a un problema de busqueda en el
espacio de reglas generado, lo cual es el tema de la siguiente seccion.

2.3  Seleccion de reglas

El modelo de induccion presentado genera reglas con base en la informacion contenida en la matriz
del problema, sin embargo, varias de las reglas generadas son redundantes, parcialmente
incorrectas o irrelevantes para resolver el problema. Una vez que el modelo de induccién ha
generado un espacio de reglas candidatas, es necesario realizar una btisqueda en este espacio para
seleccionar al mejor conjunto de reglas.

Esta seccidn comenzara por proponer una definicion del mejor conjunto de reglas, y luego
presentara varios métodos para encontrar este conjunto. El uso de varios métodos de busqueda
permitio analizar las caracteristicas del espacio de reglas, identificar la mejor forma de seleccionar
reglas, y determinar en qué medida el desempeno del modelo depende de la definicién del espacio
de btisqueda, de la definicién del mejor conjunto de reglas, y del método utilizado para encontrar
este conjunto.

Desempeiio de una regla

La Figura 2.13 muestra de nuevo a la regla de la Figura 2.10. La regla representada es c;; =
T(c0) NT(Cry1,0)¢, v las lineas discontinuas rojas muestran a la instancia k = 0 de esta regla. Esta
instancia describe la hipétesis de que la celda superior derecha es igual a las figuras que estan en la
celda superior izquierda pero no estan en la celda inferior izquierda, es decir, la hipdtesis de que la
celda superior derecha debe contener un triangulo pero no un circulo. Esta hipdtesis es generada a
partir del lado derecho de la instancia, calculando la interseccion de los operandos positivos
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(T (ko)) y negativos (T(cx41,0)¢). Por otro lado, la celda resultado de la instancia (c ;) se utilizard
para validar esta hipotesis.
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Figura 2.13. Regla compuesta que se extiende por filas.

De este modo, la hipotesis de una instancia consta de dos tipos de figuras:

e Figuras que se espera que estén en la celda resultado, llamadas figuras positivas. Estas
figuras estan en todos los operandos positivos de la instancia, pero en ninguno de los
operandos negativos.

e Figuras que se espera que no estén en la celda resultado, llamadas figuras negativas. Estas
figuras estan en algin operando negativo de la instancia, y en al menos uno de los
operandos positivos. O bien estan en alguno de los operandos positivos, pero no en todos.

Las figuras que estan en algiin operando negativo, pero en ninguno de los operandos positivos, no
influyen en el conjunto de figuras positivas y son descartadas de la hipotesis. Esta heuristica busca
ignorar figuras que son irrelevantes para una instancia en particular. Por ejemplo, en la instancia
k =0 de la Figura 2.13, el tridngulo de la celda superior izquierda es una figura positiva, los
circulos de la columna izquierda son figuras negativas, y el cuadrado es descartado de la hipotesis.

Una vez que se ha definido la hipdtesis de una instancia, esta hipdtesis se compara con la celda
resultado de la instancia para generar cuatro medidas de desempenio:

e Positivos verdaderos: las figuras positivas que si estan en la celda resultado.

e Falsos positivos: las figuras positivas que no estan en el resultado.

e Negativos verdaderos: las figuras negativas que no estan en el resultado.

e Falsos negativos: las figuras negativas que si estan en el resultado.

Al sumar el nimero de positivos verdaderos y de negativos verdaderos se obtiene la cobertura de la
instancia, mientras que al sumar el nimero de falsos positivos y de falsos negativos se obtienen los
errores de la instancia. En la Figura 2.13, la instancia k = 0 cubre a los dos triangulos (positivos
verdaderos) y a los dos circulos (negativos verdaderos), y no tiene errores. Notese que cada figura
de la matriz se cuenta por separado, aunque sea idéntica a otra figura.
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Por otro lado, la instancia k = 1 de la Figura 2.13 involucra a la celda faltante, de modo que esta
instancia se deja sin evaluar y el desemperio total de la regla es igual al desempefio de su instancia
k = 0. Sin embargo, si la instancia k = 1 pudiera evaluarse generaria otras cuatro medidas de
desemperio, las cuales se sumarian a las de la instancia k = 0 para obtener el desemperio total de la
regla.

Sin embargo, ;qué sucede si una misma figura aparece como negativo verdadero en la primera
instancia, y como falso negativo en la segunda instancia? Por ejemplo, si la matriz de la Figura 2.13
fuera mas grande y contuviera un circulo en lugar de la celda faltante, la instancia k = 1 de la regla
podria evaluarse. En este caso, los circulos de la columna izquierda serian negativos verdaderos en
la instancia k = 0, pero falsos negativos en la instancia k = 1. Para resolver esta clase de conflictos
se utiliza la siguiente heuristica de prioridades:

positivo verdadero > negativo verdadero > falso positivo > falso negativo

Es decir, si una figura era un positivo verdadero en la primera instancia, se deja como tal. Si era un
negativo verdadero se deja como tal, a menos que sea un positivo verdadero en la segunda
instancia, en cuyo caso la figura se convierte a un positivo verdadero. Y asi sucesivamente. Si una
regla tiene mas de dos instancias, sus desempefos se combinan secuencialmente de la misma
forma.

Por ultimo, al combinar el desempefio de dos instancias se calculan otras cuatro medidas de
desempefio:

e Positivos verdaderos absolutos: calculados al sumar directamente el nimero de positivos
verdaderos en cada una de las instancias. Es decir, si una misma figura es un positivo
verdadero en ambas instancias, se cuenta dos veces. En cambio, al contar los positivos
verdaderos de la regla, cada figura se cuenta s6lo una vez.

e Negativos verdaderos absolutos: la suma de los negativos verdaderos.

e Falsos positivos absolutos: la suma de los falsos positivos.

e Falsos negativos absolutos: la suma de los falsos negativos.

Complejidad de una regla

Ademas de preferir a las reglas con mayor cobertura y menos errores, se prefiere a las reglas mas
simples. La complejidad de una regla se define mediante tres caracteristicas:
e Numero de operandos, tanto positivos como negativos.
e Numero de transformaciones diferentes de la identidad, es decir, el nimero de operandos
que involucran traslacion, escalamiento, rotacion o reflejo.
e Irregularidad, definida como el nimero de columnas que contienen a la celda resultado (en
reglas que se extienden por filas), o el nimero de filas que contienen a la celda resultado
(en reglas que se extienden por columnas).

La celda resultado de una regla que se extiende por filas siempre esta en la misma columna, y la
celda resultado de una regla que se extiende por columnas siempre esta en la misma fila, de modo
que la irregularidad de cualquier regla es 1. Sin embargo, la irregularidad sera una caracteristica
atil al abordar la complejidad de un conjunto de reglas.
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Costo de una regla

A partir de las medidas de desempeno y de complejidad de una regla es posible definir una funciéon
de costo. En este proyecto, el costo de una regla r se definié empiricamente como:

costo(r) = traslapePositivo + 15*sobrantes + 5*sobrantesPositivos (2.1)
+ 3*irregularidad + 2*operandos + 2*transformaciones
+ 2%*falsosPositivos + falsosPositivosAbsolutos + falsosNegativos Absolutos
+ sobrantesPositivos*traslapePositivo

Donde:
traslapePositivo = positivosVerdaderos Absolutos — positivosVerdaderos
sobrantes = totalDeFiguras — cobertura
sobrantesPositivos = totalDeFiguras — positivosVerdaderos
totalDeFiguras es el nimero de figuras en la matriz (sean iguales o diferentes)
cobertura = positivosVerdaderos + negativosVerdaderos
y transformaciones es el nimero de transformaciones diferentes de la identidad

Esta funcién expresa la idea de que las mejores reglas producen la mayor cobertura, evitando cubrir
varias veces a la misma figura, produciendo el menor nimero de errores y requiriendo la menor
complejidad.

Ademas, los positivos verdaderos se prefieren sobre los negativos verdaderos, ya que se busca que
las reglas expliquen por qué una figura aparece en una celda, y no tanto por qué una figura no
aparece en una celda.

El producto sobrantesPositivos*traslapePositivo indica que el traslape positivo recibe una mayor
penalizacion cuando la regla presenta ademas sobrantes positivos, lo cual sugiere que la cobertura
de la regla a lo largo de la matriz no es uniforme.

Conjuntos de reglas

Algunos problemas de la RPM pueden resolverse con una sola regla, sin embargo, en general es
necesario un conjunto de reglas para poder describir la l16gica de la matriz. Es por esto que las ocho
medidas de desempeno, las tres medidas de complejidad y la funcién de costo definidas para reglas
individuales también se definen para conjuntos de reglas.

Las medidas de desempefnio de un conjunto de reglas se calculan combinando las medidas de las
reglas individuales, del mismo modo en el que se combiné el desempeno de varias instancias para
obtener el desempefio total de una regla. Por ejemplo, los positivos verdaderos del conjunto se
obtienen combinando los positivos verdaderos de las reglas, siguiendo la heuristica de prioridades.
Del mismo modo, los positivos verdaderos absolutos del conjunto se calculan sumando directamente el
numero de positivos verdaderos de las reglas (no sumando los positivos verdaderos absolutos de las
reglas).
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Las medidas de complejidad de un conjunto de reglas se calculan sumando directamente las
medidas de las reglas individuales. En este caso, la medida de irregularidad puede ser un valor
entre 1 y m +n, donde m y n son el nimero de filas y el nimero de columnas en la matriz del
problema, respectivamente.

El costo de un conjunto de reglas también se calcula con la Ecuacién 2.1, utilizando las medidas de
desempefio y complejidad del conjunto.

Seleccion individual

Una estrategia para encontrar al mejor conjunto de reglas es seleccionar individualmente a las
mejores reglas hasta que el conjunto formado alcance un desempefio satisfactorio. En este proyecto
se implementaron tres algoritmos con esta estrategia: uno codicioso, uno avaro y uno aleatorio.

Algoritmo codicioso

En cada iteracion, este algoritmo selecciona a la regla que produzca el maximo incremento en el
numero de positivos verdaderos del conjunto seleccionado, y que tenga el menor costo individual.

Entrada: Un conjunto de reglas candidatas C, un limite de reglas n, y un total de figuras f.
Salida: Un subconjunto S de C.

1. Hacer S « @.

2. SiCesta vacio, devolver S y terminar.

3. Buscar en C alaregla r que, al agregarse a S, produzca el maximo incremento en el nimero
de positivos verdaderos de S. En caso de empate, seleccionar a la regla con el menor costo
individual. Si el empate persiste, seleccionar a la primera regla encontrada.

4. Si el incremento producido por r es cero, devolver S y terminar.

Agregarras.
6. Siel nimero de reglas en S es igual a n, o si el nimero de positivos verdaderos en S es igual

S

a f, devolver S y terminar.
7. Regresar al paso 3.

Algoritmo avaro

En cada iteracidn, este algoritmo selecciona a la regla con el menor costo individual, siempre que
ésta produzca algun incremento en el nimero de positivos verdaderos del conjunto seleccionado.
Es similar al algoritmo codicioso, pero le da mas prioridad al costo individual que al nimero de
positivos verdaderos del conjunto.

Entrada: Un conjunto de reglas candidatas C, un limite de reglas n, y un total de figuras f.
Salida: Un subconjunto S de C.
1. Hacer S « @.
2. Si Cesta vacio, devolver S y terminar.
3. Sir esla regla con el menor costo individual en C, y al agregar r a S se produce algin
incremento en el nimero de positivos verdaderos de S, entonces agregar r a S.
4. Eliminarar de C.
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5. Si el nimero de reglas en S es igual a n, o si el nimero de positivos verdaderos en S es igual
a f, devolver S y terminar.
6. Regresar al paso 2.

Algoritmo aleatorio

Este algoritmo simplemente forma un conjunto aleatorio de reglas, y sdlo se utilizo para establecer
un desempefio minimo que los demas algoritmos deberian sobrepasar.

Entrada: Un conjunto de reglas candidatas C, y un limite de reglas n.
Salida: Un subconjunto S de C.
1. Definir k como un namero aleatorio en el intervalo [1,n].
2. Definir S seleccionando aleatoriamente k reglas diferentes de C.
3. Devolver S y terminar.

Seleccion de conjunto

El espacio de reglas candidatas y la funcién de costo definida para conjuntos de reglas permiten
buscar al mejor conjunto utilizando algoritmos de busqueda local. En este proyecto se
implementaron tres de estos algoritmos: pasos descendentes, busqueda tabti y recocido simulado.

Estos métodos parten de una solucion inicial aleatoria, y en cada iteracion exploran la vecindad de la
soluciéon actual para tratar de encontrar una solucién mejor. En el problema en cuestién, una
solucion S se define como un subconjunto del conjunto de reglas candidatas C. Ademas, la
vecindad de una solucioén S se define como todas las soluciones que pueden obtenerse a partir de S
realizando uno de los siguientes movimientos:

e AgregarunasolareglaraS$ (talquer € Cyr &S5).

e Quitar unasolareglaras.

En los siguientes algoritmos se descartan las soluciones vacias o que contienen mas de n reglas,
donde n se define experimentalmente.

Pasos descendentes

Este algoritmo pasa al mejor vecino de la solucién actual, si este vecino es mejor que la solucion
actual.

Entrada: Un conjunto de reglas candidatas C.
Salida: Un subconjunto S de C.
1. Definir S como un subconjunto aleatorio de C.
2. Encontrar a la solucién V con el menor costo en la vecindad de S.
3. Sicosto(V) < costo(S), hacer S « V y regresar al paso 2.
4. Devolver Sy terminar.
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Biisqueda tabu

Este algoritmo pasa al mejor vecino de la solucién actual, si el movimiento que permite pasar a este
vecino no esta en una lista de movimientos restringidos (lista tabii), o si este vecino es mejor que la
mejor solucion encontrada hasta el momento. En este algoritmo la lista tabti se implementa como
una lista circular.

Entrada: Un conjunto de reglas candidatas C, un limite de iteraciones m, un costo satisfactorio c, y
un tamano limite t para la lista tabt.
Salida: Un subconjunto S de C.
1. Definir S como un subconjunto aleatorio de C.
2. Hacer M « S para definir a la mejor solucién encontrada hasta el momento.
3. Crear una lista vacia L de tamafo t, y hacer i « 0.
4. Buscar a la solucion V con el menor costo en la vecindad de S, tal que V cumpla alguna de
las siguientes condiciones:
a) El movimiento para obtener V a partir de S no esta en la lista L.
b) costo(V) < costo(M).
Si no se encuentra tal solucion V, devolver M y terminar.
Si costo(V) < costo(M), hacer M « V.
Silalista L esta llena, eliminar a su elemento mas antiguo.
Agregar a L el movimiento que permite obtener V a partir de S.
Hacer S« V,y i « i+ 1.

© © N

10 Si costo(M) < c, o sii = m, devolver M y terminar.
11. Regresar al paso 4.

Recocido simulado

Este algoritmo esta inspirado en el proceso metaltirgico del recocido, que consiste en calentar una
pieza de metal y enfriarla lentamente. El algoritmo utiliza una variable de temperatura que es alta al
inicio y se reduce lentamente. Conforme la temperatura decrece, la probabilidad de que el
algoritmo pase a un estado con un costo mayor que el del estado actual también decrece. Por lo
tanto, el método se comporta al inicio de modo similar a una bisqueda aleatoria, y al final de modo
similar a una btsqueda por pasos descendentes.

Entrada: Un conjunto de reglas candidatas C, un limite de iteraciones m, un costo satisfactorio c,
una temperatura inicial T,, un factor de enfriamiento u € (0,1), y un intervalo de
enfriamiento k.

Salida: Un subconjunto S de C.

1. Definir S como un subconjunto aleatorio de C.

Hacer M « S para definir a la mejor soluciéon encontrada hasta el momento.

Hacer T « Ty, i < 0,y j < 0.

Definir a V como un vecino aleatorio de S.

Si costo(V) < costo(M), hacer M « V.

Hacer A «costo(V) — costo(S).

SiA <0, hacer S « V eir al paso 10.

Definir p como un valor aleatorio en el intervalo (0,1).

Sip < e T, hacer S « V (en este paso, e es la constante mateméatica 2.71828...).

10 Haceri«<i+1,y je«j+ 1

© 0 NSOk N
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11. Sij =k, hacer T « uT,y j < 0.
12. Si costo(M) <c, osii = m, devolver M y terminar.
13. Regresar al paso 4.

Seleccion hibrida

Finalmente, se implementaron dos algoritmos que combinan un algoritmo de seleccién individual
con uno de seleccién de conjunto:
e Realizar el algoritmo codicioso, y utilizar la solucion resultante como la solucion inicial del
algoritmo de pasos descendentes.
e Realizar el algoritmo avaro, y utilizar la solucién resultante como la solucion inicial del
algoritmo de pasos descendentes.

La aplicacion posterior del algoritmo de pasos descendentes permite reducir el costo de la solucion
generada, usualmente eliminando reglas redundantes. Ademas, en cada caso se probaron dos
variantes del algoritmo de pasos descendentes:

a) Permitiendo que el algoritmo agregara o eliminara reglas del conjunto seleccionado.

b) Permitiendo que el algoritmo sélo eliminara reglas del conjunto seleccionado.

24  Seleccion de la respuesta

En el analisis de la Seccién 1.2 se observé que pueden utilizarse dos estrategias diferentes para
seleccionar la respuesta de un problema:
a) Generar la celda faltante de la matriz (total o parcialmente) y luego compararla con las
posibles respuestas.
b) Insertar cada posible respuesta en la matriz para asignarle un puntaje.

En este proyecto se implementaron ambas estrategias. En la primera, la matriz es analizada sin
considerar a las posibles respuestas, induciendo y seleccionando reglas con los métodos
presentados en las secciones 2.2 y 2.3. Las reglas seleccionadas representan hipotesis sobre el
contenido de las celdas faltantes de la matriz, de modo que estas reglas generan total o
parcialmente, y de forma implicita, a las celdas faltantes. Luego, las posibles respuestas se asignan a
la o las celdas faltantes de la matriz, y se elige la soluciéon que produzca el mayor incremento en la
cobertura de las reglas seleccionadas; en caso de empate, se elige la solucién que produzca la mayor
cobertura absoluta (positivos verdaderos absolutos mas negativos verdaderos absolutos); si el empate
persiste, se elige la solucion con el menor nimero de figuras. Esta estrategia se basa en la idea de
que la mejor solucién es la que satisface el mayor nimero de reglas con el menor nimero de
figuras.

En la segunda estrategia, las posibles respuestas se asignan a la o las celdas faltantes de la matriz,
generando un conjunto de matrices candidatas sin celdas faltantes. Para cada una de estas matrices
completas se induce y se selecciona un conjunto de reglas, usando los métodos de las secciones 2.2 y
2.3. Luego, el costo de cada matriz completa se define como el costo del conjunto de reglas
seleccionado para esta matriz. En otras palabras, el costo de una matriz se define como el costo de
las reglas necesarias para describirla. Finalmente, se elige la soluciéon que produjo la matriz
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completa con el menor costo. Esta estrategia se basa en la idea de que la mejor solucion es la que
permite describir a la matriz de la forma mas simple posible.

2.5 Resultados en la prueba estandar

Como se implementaron ocho algoritmos de seleccidn de reglas y dos algoritmos de seleccion de la
respuesta, el modelo tiene 16 variantes basicas. A continuacidn se reporta el desempefio de cada
variante al resolver los 60 problemas de la RPM estandar, los cuales se codificaron manualmente
utilizando el lenguaje descrito en la Seccidén 2.1. Luego, al final de esta seccién, se presenta un
analisis de los resultados obtenidos.

Debido a la confidencialidad de la RPM no se reportan las reglas inducidas en cada problema, sino
solo el conteo de aciertos. Sin embargo, la Seccién 2.6 abordara problemas fabricados y si describird
las reglas inducidas.

El programa fue implementado en el lenguaje Java SE 1.6.0_20. Los tiempos de ejecucion reportados
se obtuvieron en una laptop con 1.12 GB de RAM y procesador AMD Sempron a 1.58 GHz. Estos
tiempos indican cuanto le llevé al programa resolver los 60 problemas de la prueba; como se
menciono anteriormente, la prueba tiene 5 secciones etiquetadas de la A a la E, y 12 problemas en
cada seccion.

Generando la celda faltante

Algoritmo aleatorio

Este algoritmo se probd con reglas de nivel 2, y luego con reglas de nivel 2 y 3. El tamano del
conjunto seleccionado se fijo en 1, 10 y 40 reglas, de modo que se probaron 6 variantes de este
algoritmo, cada una de las cuales se ejecutd 10 veces. La Tabla 2.1 muestra el tiempo de ejecucion

promedio de cada variante y el promedio de problemas correctos en cada secciéon de la prueba.

Tabla 2.1. Resultados del algoritmo aleatorio (generando la celda faltante).

Nivel | Tamafo | Tiempo(s) | A | B | C | D | E | Total
2 1 1 6.8 48|13 |12|15]| 156
2 10 1 1096951 6 |22 311
2 40 1 11 | 7 |65] 7 |29 344
2y3 1 1 35 (49|14 15|14 | 127
2y3 10 2 79139 7 |19 267
2y3 40 15 6 9 647234 32

A pesar de seleccionar reglas aleatoriamente, este algoritmo alcanzé un promedio de 34.4
problemas correctos, lo cual sugiere que en muchos problemas la mayoria de las reglas inducidas
son correctas y la probabilidad de elegir reglas erréneas es baja.
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El desempefio del algoritmo mejora conforme se incrementa el tamafio del conjunto seleccionado.
Sin embargo, para un mismo tamafio del conjunto, la variante de nivel 2 y 3 obtuvo un resultado
total mas bajo que la variante de nivel 2, principalmente debido a errores en la seccién A.

Algoritmo codicioso
La Tabla 2.2 muestra los resultados de este algoritmo.

Tabla 2.2. Resultados del algoritmo codicioso (generando la celda faltante).
Nivel | Tiempo (s) | A | B| C | D | E | Total

2 1 1116 |88 |5]| 38
2y3 3 4 18|16|9|7| 34

La variante de nivel 2 obtuvo mejores resultados que el algoritmo aleatorio, pero la variante de
nivel 2 y 3 fue ligeramente inferior al algoritmo aleatorio, debido a errores en la seccién A.

Algoritmo avaro
La Tabla 2.3 muestra los resultados de este algoritmo.

Tabla 2.3. Resultados del algoritmo avaro (generando la celda faltante).
Nivel | Tiempo (s) | A | B| C | D | E | Total
2 1 11|67 |8 |5| 37
2y3 4 4 18|69 |7 34

La variante de nivel 2 fue superior al algoritmo aleatorio, mientras que la de nivel 2 y 3 fue
ligeramente inferior al algoritmo aleatorio, debido a errores en la seccion A.

Pasos descendentes

Cada variante de este algoritmo se ejecutd 10 veces. El promedio de sus resultados se muestra en la
Tabla 2.4.

Tabla 2.4. Resultados del algoritmo de pasos descendentes (generando la celda faltante).
Nivel | Tiempo(s) | A | B | C | D | E | Total

2 2 106 |65|74 |76 38| 359
2y3 5 1057715981 |23]| 345

Los resultados apenas superan a los del algoritmo aleatorio, lo cual sugiere que el espacio de
busqueda contiene muchos minimos locales. En este caso ambas variantes obtuvieron un
desempenio similar, y sus resultados en la seccion A fueron casi idénticos.
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Biisqueda tabu

Los parametros de este algoritmo se ajustaron experimentalmente: 20 para el tamafio de la lista
tabt, 100 para el limite de iteraciones y 0 para el costo satisfactorio. Cada variante de este algoritmo
se ejecutod 10 veces. El promedio de sus resultados se muestra en la Tabla 2.5.

Tabla 2.5. Resultados de biisqueda tabii (generando la celda faltante).
Nivel | Tiempo(s) | A | B | C | D | E | Total

2 8 10.7 |68 | 81 |75 |42 | 373
2y3 30.1 95 |79(77] 9 |29 37

Los resultados superan a los del algoritmo aleatorio. Ambas variantes obtuvieron un resultado total
similar, pero la variante de nivel 2 y 3 requirié un mayor tiempo de ejecucién. En la seccion A, la
variante de nivel 2 sélo fue ligeramente superior a la de nivel 2 y 3.

Recocido simulado

Los parametros de este algoritmo se ajustaron experimentalmente. La temperatura inicial se defini6
como Ty = costoMdximo / In(0.99), donde:

costoMdximo = traslapePositivo + 15*sobrantes + 5*sobrantesPositivos
+ 3*irregularidad + 2*operandos + 2*transformaciones
+ 2*falsosPositivos + falsosPositivos Absolutos + falsosNegativos Absolutos
+ sobrantesPositivos*traslapePositivo
traslapePositivo = 0
sobrantes = sobrantesPositivos = total DeFiguras
irregularidad = limiteDeReglas
operandos = transformaciones = 2*limiteDeReglas*max(numFilas, numColumnas)
falsosPositivos = falsosPositivos Absolutos = totalDeFiguras
falsosNegativos Absolutos = 0
totalDeFiguras es el nimero de figuras en la matriz (iguales o diferentes)
limiteDeReglas es el tamafio maximo del conjunto de reglas seleccionado, fijado en 20
numFilas y numColumnas son el nimero de filas y columnas en la matriz, respectivamente

La variable costoMdximo es una estimacion del costo maximo que puede alcanzar cualquier conjunto
de reglas en un problema dado, y se definié con base en la funcién de costo (Ecuacion 2.1). Con esta
temperatura inicial, el algoritmo es capaz de pasar a soluciones con costo costoMdximo con una
probabilidad de 0.99. Luego, conforme la variable temperatura decrece, el algoritmo se vuelve mas
selectivo.

El costo satisfactorio se fijo en 0, el limite de iteraciones en 100,000 y el intervalo de enfriamiento en

1/99
10,000. Por tltimo, el factor de enfriamiento se definié como u = (;—f) , donde Ty = 1071% De este
0

modo, la variable temperatura toma 100 valores diferentes, iniciando en Ty y terminando en
Ty = Tou® = 1071°.

Cada variante de este algoritmo se ejecutd 10 veces. El promedio de sus resultados se muestra en la
Tabla 2.6.
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Tabla 2.6. Resultados de recocido simulado (generando la celda faltante).
Nivel | Tiempo (s) | A B | C| D | E |Total

2 26 108 (64| 8 |76 (49| 377
2y3 51.5 33 | 7 |67]94|29| 293

La variante de nivel 2 super6 al algoritmo aleatorio, pero la de nivel 2 y 3 fue considerablemente
inferior, principalmente debido a errores en la seccién A.

Algoritmo codicioso con pasos descendentes

Cada variante de este algoritmo se probd con dos versiones del algoritmo de pasos descendentes:
a) Permitiendo que el algoritmo agregara o eliminara reglas del conjunto seleccionado.
b) Permitiendo que el algoritmo solo eliminara reglas del conjunto seleccionado.

La Tabla 2.7 muestra los resultados de cada variante.

Tabla 2.7. Resultados del algoritmo codicioso con pasos descendentes (generando la celda faltante).

Nivel | Pasos descendentes | Tiempo (s) | A | B | C | D | E | Total
2 a 1 11688 |5]| 38
2 b 1 111688 |5]| 38

2y3 a 4 4 |816|9|7| 34

2y3 b 4 4 |816|9|7]| 34

El desempefio fue el mismo para las versiones a y b del algoritmo de pasos descendentes, tanto en la
variante de nivel 2 como en la de nivel 2 y 3, lo cual sugiere que pasos descendentes tiende a
eliminar reglas a partir de la solucién generada por el algoritmo codicioso, y que no suele agregar
reglas a esta solucion.

La variante de nivel 2 super6 al algoritmo aleatorio, mientras que la de nivel 2 y 3 fue ligeramente
inferior al algoritmo aleatorio, debido a errores en la seccion A.

Algoritmo avaro con pasos descendentes

Como en el algoritmo anterior, cada variante de este algoritmo se probd con las versiones a y b del
algoritmo de pasos descendentes. Los resultados se muestran en la Tabla 2.8.

Tabla 2.8. Resultados del algoritmo avaro con pasos descendentes (generando la celda faltante).

Nivel | Pasos descendentes | Tiempo(s) | A [ B | C | D | E | Total
2 a 1 11(6|7|8|5| 37
2 b 1 11(6|7|8|5| 37

2y3 a 4 4 18(6|10|7| 35

2y3 b 4 4 |8|6|10|6| 34
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Las versiones a y b del algoritmo de pasos descendentes produjeron resultados idénticos en la
variante de nivel 2, pero diferentes en la variante de nivel 2 y 3. Nuevamente, la variante de nivel 2
fue superior a la de nivel 2 y 3, debido a errores en la seccién A.

Insertando las posibles respuestas

Algoritmo aleatorio

Como en el método generando la celda faltante, este algoritmo se probd con reglas de nivel 2 y con
reglas de nivel 2 y 3, fijando el tamafo del conjunto seleccionado a 1, 10 y 40, y ejecutando cada

variante 10 veces. La Tabla 2.9 muestra el promedio de los resultados obtenidos.

Tabla 2.9. Resultados del algoritmo aleatorio (insertando las posibles respuestas).

Nivel | Tamano | Tiempo(s) | A | B | C | D | E | Total
2 1 8 37125 1 [19|21] 11.2
2 10 8 6958|2145 |21]| 214
2 40 9 4 | 5 |18|44)24]| 176
2y3 1 18 3331|1217 |21]| 114
2y3 10 40 5916116 |45|17]| 19.8
2y3 40 216.5 3 191|123| 5 |09 20.3

El desempefio fue mas bajo que con el método generando la celda faltante., lo cual indica que la
seleccion de reglas juega un papel mas importante en el método insertando las posibles respuestas. En
este caso, las variantes de nivel 2 y de nivel 2 y 3 obtuvieron un desempefio muy similar, y el
desempefio no vario de forma consistente al cambiar el tamafio del conjunto seleccionado. El mejor
resultado promedio de este algoritmo fue 21.4.

Algoritmo codicioso
Los resultados de este algoritmo se muestran en la Tabla 2.10.

Tabla 2.10. Resultados del algoritmo codicioso (insertando las posibles respuestas).
Nivel | Tiempo(s) [ A | B | C| D | E | Total
2 9 11|18 (43 |7 | 33
2y3 46 1112 |8 |11 |10 | 52

Ambas variantes superaron al algoritmo aleatorio, y la variante de nivel 2 y 3 obtuvo un mejor
desempefio.

Algoritmo avaro

La Tabla 2.11 muestra los resultados de este algoritmo.
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Tabla 2.11. Resultados del algoritmo avaro (insertando las posibles respuestas).

Nivel | Tiempo(s) | A | B [ C | D | E | Total
2 9 1119 (5]5]6]| 36
2y3 50 11|/10(8 ]9 | 8| 46

Ambas variantes superaron al algoritmo aleatorio, y la variante de nivel 2 y 3 obtuvo un mejor
desempefio.

Pasos descendentes

Cada variante de este algoritmo se ejecutd 10 veces. El promedio de sus resultados se muestra en la
Tabla 2.12.

Tabla 2.12. Resultados del algoritmo de pasos descendentes (insertando las posibles respuestas).

Nivel | Tiempo(s) | A | B | C | D | E | Total
2 28 93| 8 |23 |21 (49| 26.6
2y3 90.1 7 | 83(34|41| 4 | 268

Ambas variantes obtuvieron un desempefio similar y superaron ligeramente al algoritmo aleatorio.
Biisqueda tabu

Los parametros de este algoritmo se ajustaron experimentalmente: 20 para el tamafo de la lista
tabd, 100 para el limite de iteraciones y 0 para el costo satisfactorio. Cada variante se ejecuté 10

veces. La Tabla 2.13 muestra el promedio de sus resultados.

Tabla 2.13. Resultados de biisqueda tabii (insertando las posibles respuestas).

Nivel | Tiempo (s) | A B C | D | E | Total
2 168 104 9 |27 22|62 305
2y3 788.6 9.7 1105 |44 |56 |72 | 374

Ambas variantes superaron al algoritmo aleatorio, y la variante de nivel 2 y 3 obtuvo un mejor
desempefio.

Recocido simulado

Los parametros de este algoritmo se ajustaron experimentalmente, del mismo modo que en el
método generando la celda faltante, pero en este caso el limite de iteraciones se fij6 en 10,000 y el
intervalo de enfriamiento en 1,000. Cada variante se ejecut6 10 veces. El promedio de sus resultados

se muestra en la Tabla 2.14.

Tabla 2.14. Resultados de recocido simulado (insertando las posibles respuestas).

Nivel | Tiempo(s) | A | B | C | D | E | Total
2 31 107 | 7.7 |23 |19 | 46| 272
2y3 90.4 11 |99 | 4 (84|44 377
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Ambas variantes superaron al algoritmo aleatorio, y la variante de nivel 2 y 3 obtuvo un mejor
desempefio.

Algoritmo codicioso con pasos descendentes

Como en el método generando la celda faltante, cada variante de este algoritmo se probd con las
versiones a y b del algoritmo de pasos descendentes. Los resultados se muestran en la Tabla 2.15.

Tabla 2.15. Resultados del algoritmo codicioso con pasos descendentes (insertando las posibles respuestas).

Nivel | Pasos descendentes | Tiempo(s) | A | B | C | D | E | Total
2 a 11 118 (4|3 |7 | 33
2 b 8 118 (4|3 |7 | 33

2y3 a 43 11|12 |10 |10 |10 | 53

2y3 b 32 1112|1011 |10 | 54

Las cuatro variantes superaron al algoritmo aleatorio, y la variante de nivel 2 y 3 obtuvo un mejor
desempenio al combinarse con la version b del algoritmo de pasos descendentes.

Algoritmo avaro con pasos descendentes

Cada variante de este algoritmo se probd con las versiones a y b del algoritmo de pasos
descendentes. Los resultados se muestran en la Tabla 2.16.

Tabla 2.16. Resultados del algoritmo avaro con pasos descendentes (insertando las posibles respuestas).

Nivel | Pasos descendentes | Tiempo(s) | A | B | C | D | E | Total
2 a 13 1119 (33 |6| 32
2 b 9 1119 (33 |6| 32

2y3 a 50 111079 |7 44

2y3 b 29 111107 ]9 | 6| 43

Las cuatro variantes superaron al algoritmo aleatorio, y la variante de nivel 2 y 3 obtuvo mejores
resultados al combinarse con la version a del algoritmo de pasos descendentes.

Analisis
Generando la celda faltante

La Tabla 2.17 muestra el mejor desempefio de cada algoritmo al utilizar el método generando la celda
faltante. El algoritmo aleatorio con tamafio 40 establecié un desempefio base relativamente alto que
no fue superado de forma considerable por los demas algoritmos. Sin embargo, los demas
algoritmos seleccionaron menos de 40 reglas para resolver cada problema. Por ejemplo, la Tabla
2.18 muestra el promedio de reglas seleccionadas por el algoritmo codicioso.
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Tabla 2.17. Variantes con mejor desemperio (generando la celda faltante).

Seleccion de reglas Nivel | Total
Aleatorio con tamafio 40 2 34.4
Codicioso 2 38
Avaro 2 37
Pasos descendentes 2 35.9
Busqueda tabu 2 37.3
Recocido simulado 2 37.7
Codicioso con pasos descendentes a 0 b 2 38
Avaro con pasos descendentes 7 0 b 2 37

Tabla 2.18. Promedio de reglas seleccionadas por el algoritmo codicioso (generando la celda faltante).
Nivel | A | B | C | D | E | Promedio global

2 2 1231634743 3.9
2y3 |13 |16|47 |33 |41 3

Es decir, el algoritmo selecciond en promedio 3 o 4 reglas para resolver cada problema. La variante
de nivel 2 y 3 utilizé menos reglas que la de nivel 2. Ademas, el promedio de reglas fue mas bajo en
las secciones A y B, las cuales sélo contienen matrices de 2x2 y son las mas sencillas de la prueba.

Con el método generando la celda faltante, la variante de nivel 2 super6 a la de nivel 2 y 3 en todos los
algoritmos, generalmente debido a que esta tltima cometié mds errores en la secciéon A. Esta
seccion es la mas sencilla de la prueba y s6lo contiene problemas con una sola imagen, sin embargo,
el método utilizado para representar estos problemas facilita la induccion de reglas erréneas de
nivel 3. Por ejemplo, al representar el problema de la Figura 2.14a con el método descrito en la
Seccion 2.1, el problema se convierte en el de la Figura 2.14b.

O

1 2 3
’ 5 6 4 5 6
s et C
[ === = A *
—
a) b)

Figura 2.14. Representacion de un problema con una sola imagen. a) Problema original. b) Problema
equivalente.
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Al analizar la matriz del problema resultante, el programa puede inducir la regla de nivel 3
cro = T1(cx1) N To(Cr410), donde T; es la transformacion “rotar 180° y desplazar hacia la izquierda
y hacia abajo” y T, es la transformacion “desplazar hacia abajo”. Aunque la instancia k = 0 de esta
regla permite describir a todas las figuras de la matriz sin errores, la instancia k = 1 no puede
satisfacerse con ninguna de las respuestas disponibles. El método generando la celda faltante
selecciona reglas sin considerar a las posibles respuestas y no es capaz de cambiar esta seleccion, de
modo que el programa no logra resolver este problema correctamente.

Esta deficiencia afectd el desempefio de todos los algoritmos, pues el desempefno maximo obtenido
fue de 38. Este problema podria solucionarse permitiendo que el método reconsiderara su seleccion
de reglas tras analizar a las posibles respuestas, o bien utilizando el método insertando las posibles
respuestas, cuyos resultados se analizan a continuacion.

Insertando las posibles respuestas

La Tabla 2.19 muestra el mejor desempefio de cada algoritmo al utilizar el método insertando las
posibles respuestas. El desempeno del algoritmo aleatorio fue mas bajo que en el método anterior,
debido a que en este caso la seleccion de reglas juega un papel mas importante. Mientras que en el
método anterior se elige a la respuesta que satisface mejor al conjunto de reglas seleccionado, en
este método se elige a la respuesta que produce el conjunto de reglas mas simple.

Tabla 2.19. Variantes con mejor desempeiio (insertando las posibles respuestas).

Seleccion de reglas Nivel | Total
Aleatorio con tamafio 10 2 214
Codicioso 2y3 | 52
Avaro 2y3 | 46
Pasos descendentes 2y3 | 26.8
Busqueda tabu 2y3 | 374
Recocido simulado 2y3 | 37.7
Codicioso con pasos descendentesb | 2y 3 | 54
Avaro con pasos descendentes a 2y3 | 44

Como sucedi6 con el método anterior, las dos variantes del algoritmo codicioso obtuvieron el mejor
desempefio. Sin embargo, en este caso las variantes de nivel 2 y 3 superaron a las de nivel 2 en
todos los algoritmos, exceptuando al aleatorio.

El mayor desempeno fue de 54, lo cual demuestra que, bajo el modelo propuesto, practicamente
toda la RPM estandar puede resolverse mediante reglas de nivel 2 o 3. Por otro lado, el programa
no logro resolver seis problemas, los cuales sugieren mejoras que pueden agregarse al modelo en
trabajos futuros:

e Uno en la seccion C y uno en la seccion E, que requieren refinar el proceso de seleccion de

reglas.

e Uno en la seccién A que requiere identificar la interseccion de figuras (Figura 2.15).

e Uno en la seccién C que requiere identificar transformaciones cualitativas (Figura 2.16).

e Uno en la seccion D que requiere identificar deformaciones de figuras (Figura 2.17).

e Uno en la secciéon E que requiere interpretar figuras como ntimeros (Figura 2.18).
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2.6

Figura 2.15. Interseccion de figuras.

Figura 2.17. Deformacion de figuras.

Figura 2.16. Transformaciones cualitativas. Aunque
el cuadrado y el circulo se alargan, no lo hacen
en la misma proporcion.

N
AAO
O A

5 6

Figura 2.18. Interpretacion de figuras como niimeros.
La respuesta es 4.

Resultados en problemas mas generales

El modelo propuesto es capaz de resolver problemas mas generales que los de la RPM, por ejemplo:
Problemas con matrices de tamafo arbitrario, ya sean cuadradas o rectangulares.
Problemas cuya matriz contiene varias celdas faltantes.

Problemas que requieren inducir reglas que relacionen a mas de tres celdas (es decir, reglas

con nivel mayor a 3).

Problemas que requieren inducir reglas que relacionen a celdas arbitrarias de la matriz, sin
importar si estas celdas estan en la misma fila o columna.

Problemas que requieren inducir cualquier regla que pueda expresarse mediante los
operadores de unidn, interseccion, complemento y transformacion.

El problema de la Figura 2.19 ejemplifica varias de las caracteristicas anteriores, y su representacion
en el lenguaje propuesto puede consultarse en el Apéndice B. A continuacion se describen los

resultados del programa al resolver este problema, induciendo reglas de nivel 2, 3 y 4, y utilizando
el algoritmo codicioso con pasos descendentes b (insertando las posibles respuestas), que fue la
variante con mejor desempefo. Al final de esta seccidon se describe la regla con base en la cual se
disefi6 este problema, y que se esperaba fuera inducida por el programa.
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Figura 2.19. Problema mds general que los de la RPM. La solucién es [6,4] (1=6y b=4).

Reglas de nivel 2

Al permitir solo reglas de nivel 2, el programa produjo la matriz de costo de la Tabla 2.20. En esta
matriz, la celda en la fila m y columna n contiene el costo de la solucion [m,n], es decir, el costo del
conjunto de reglas seleccionado al insertar la respuesta m en la celda a y la respuesta n en la celda b.

Tabla 2.20. Matriz de costo para reglas de nivel 2.
1 2 3 4 5 6 7 8

163 | 185 | 185 | 160 | 179 | 184 | 184 | 174
182 | 179 | 206 | 181 | 200 | 202 | 202 | 195
182 | 206 | 179 | 181 | 181 | 202 | 199 | 195
182 | 206 | 206 | 181 | 184 | 205 | 181 | 202
201 | 227 | 227 | 195 | 219 | 209 | 209 | 231
171 | 195 | 195 | 170 | 189 | 194 | 194 | 184
171 | 195 | 195 | 170 | 189 | 194 | 194 | 186
198 | 218 | 218 | 195 | 216 | 218 | 218 | 179

(o3 BNl i@ )N ) B " NG I O I

El programa elige la solucién que produjo el menor costo, en este caso [1,4], que es una solucion
incorrecta. Para esta solucidn, el programa selecciond el siguiente conjunto de reglas:

e 1 = Ti(ckp), donde T; es la transformacion “rotar 45°”.

® cxo = T(cky), donde T esla transformacion identidad.

® 1 = Ty(ckp), donde T, es la transformacion “escalar al 15.1% y rotar 45°”.

® o =T(ck3), donde T es la transformacion identidad.

® o = T(cyx413), donde T es la transformacion identidad.

® 1 = T3(ck413), donde T; es la transformacion “escalar al 15.1%”.
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Al insertar la solucién [1,4] en la matriz, este conjunto de reglas produce un traslape positivo de 7, 3
sobrantes, 3 sobrantes positivos, una irregularidad de 2, 6 operandos, 3 transformaciones diferentes
de la identidad, 0 negativos verdaderos absolutos, 16 falsos positivos, 0 falsos negativos, 16 falsos
positivos absolutos y 0 falsos negativos absolutos. Al insertar estos valores en la Ecuacion 2.1 se
obtiene un costo de 160.

El programa no logro resolver el problema correctamente utilizando so6lo reglas de nivel 2. Sin
embargo, eligid la respuesta correcta para la celda b. Ademas, sélo selecciond reglas que se
extienden por filas, de modo que logré reconocer que el problema se resuelve analizandolo por
filas.

Notese que la solucion [1,1] produjo un costo de 163, el cual es muy cercano al costo de la solucién
seleccionada. A pesar de que [1,1] tampoco es la solucion correcta, esto sugiere que el programa no
estd muy seguro de que la solucidon que eligié sea la correcta. La definicion de un concepto de
confianza a partir de la matriz de costo es un tema que se contempla como trabajo futuro.

Reglas de nivel 2y 3

Al permitir reglas de nivel 2 y de nivel 3, el programa produjo la matriz de costo de la Tabla 2.21.
En este caso el programa seleccion¢ la solucién correcta, [6,4], y selecciono el siguiente conjunto de
reglas para esta solucion:

o cxo =T(cxz) NTi(c 1), donde T es la transformacién identidad y T; es “rotar —45°”.

o 1 =To(crp) NTy(ck2)¢, donde T, es “escalar al 15.1% y rotar 45°”.

® cxq = T3(cko) NTz(cy3), donde T3 es “rotar 45°”.

Tabla 2.21. Matriz de costo para reglas de nivel 2 y 3.
1 2 3 4 5 6 7 8

117 | 144 | 144 | 120 | 120 | 119 | 124 | 144
126 | 130 | 136 | 126 | 172 | 147 | 186 | 136
115 | 152 | 142 | 118 | 142 | 128 | 156 | 113
136 | 154 | 115 | 126 | 140 | 124 | 126 | 179
126 | 148 | 172 | 106 | 214 | 146 | 203 | 185
104 | 126 | 104 | 79 | 120 | 126 | 108 | 104
104 | 150 | 130 | 136 | 123 | 150 | 142 | 149
99 | 158 | 133 | 104 | 115 | 129 | 169 | 157
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Las tres reglas seleccionadas se extienden por filas y son de nivel 3. Al insertar la solucién [6,4] en la
matriz, este conjunto de reglas produce un traslape positivo de 0, 0 sobrantes, 5 sobrantes positivos,
una irregularidad de 2, 6 operandos, 5 transformaciones diferentes de la identidad, 17 negativos
verdaderos absolutos, 4 falsos positivos, 14 falsos negativos, 4 falsos positivos absolutos y 14 falsos
negativos absolutos. Al insertar estos valores en la Ecuacion 2.1 se obtiene un costo de 79. Noétese
que se cuenta cada transformacién diferente de la identidad, aunque varias de ellas sean iguales
entre si.



Seccion 2.6. Resultados en problemas mas generales 85

Aunque este problema se disefi¢ utilizando reglas de nivel 4, el programa logré resolverlo
correctamente con reglas de nivel 3. Ademas, en este caso el costo de la solucidn seleccionada es
considerablemente menor al de las demas soluciones, pues la segunda mejor solucién es la [8,1] con
costo 99.

Reglas de nivel 2,3y 4

Al permitir reglas de nivel 2, 3 y 4, el programa produjo la matriz de costo de la Tabla 2.22. El
programa también selecciond la respuesta correcta en este caso, y seleccioné el siguiente conjunto
de reglas para esta solucién:
o ¢ro=T(cr2) NTi(crr) NT2(Cki10)¢, donde T es la transformacion identidad, T; es “rotar
—45°” y T, es “escalar al 20.4%” .
o ¢y =Ts(cro) NTs(cr2)C NTs(cr3)¢, donde Ty es “escalar al 15.1% y rotar 45°”.
o cpq = Ty(crpo) NTy(ck3), donde T, es “rotar 45°”.

Tabla 2.22. Matriz de costo para reglas de nivel 2, 3 y 4.
1 2 3 4 5 6 7 8

92 | 151 | 142 | 126 | 118 | 129 | 123 | 147
123 | 124 | 172 | 128 | 139 | 136 | 124 | 194
100 | 138 | 153 | 134 | 153 | 137 | 124 | 100
132 | 147 | 148 | 133 | 129 | 129 | 122 | 181
117 | 166 | 155 | 128 | 176 | 152 | 176 | 166
117 | 130 | 126 | 78 | 130 | 128 | 122 | 116
107 | 150 | 147 | 139 | 124 | 137 | 104 | 132
114 | 166 | 138 | 112 | 105 | 121 | 157 | 162

(I[N |QT || W[

Las tres reglas seleccionadas se extienden por filas y las dos primeras son de nivel 4; la tercera es de
nivel 3 y es igual a la tercera regla seleccionada en el caso anterior. Al insertar la solucion [6,4] en la
matriz, este conjunto de reglas produce un traslape positivo de 0, 0 sobrantes, 5 sobrantes positivos,
una irregularidad de 2, 8 operandos, 7 transformaciones diferentes de la identidad, 24 negativos
verdaderos absolutos, 1 falso positivo, 13 falsos negativos, 1 falso positivo absoluto y 14 falsos
negativos absolutos. Al insertar estos valores en la Ecuacion 2.1 se obtiene un costo de 78. En este
caso, la segunda mejor solucién es la [1,1] con costo 92.

La regla esperada
El problema de la Figura 2.19 se disefi6 para ser resuelto con una tnica regla:

o ¢r3 =T(cro) NTi(cr1) NT(ck2)¢, donde T es la transformacion identidad y Ty es
—45°".

2

‘rotar

Esta regla es de nivel 4 y se extiende por filas. Al forzar al programa a seleccionar esta regla para
todas las soluciones, se produce la matriz de costo de la Tabla 2.23.
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Tabla 2.23. Matriz de costo para la regla esperada.
1 2 3 4 5 6 7 8

233 | 233 | 233 | 182 | 233 | 233 | 233 | 233
233 | 233 | 233 | 182 | 233 | 233 | 233 | 233
233 | 233 | 233 | 182 | 233 | 233 | 233 | 233
233 | 233 | 233 | 182 | 233 | 233 | 233 | 233
233 | 233 | 233 | 182 | 233 | 233 | 233 | 233
167 | 167 | 167 | 116 | 167 | 167 | 167 | 167
250 | 250 | 250 | 199 | 250 | 250 | 250 | 250
233 | 233 | 233 | 182 | 233 | 233 | 233 | 233

I[N |QT || W=

El hecho de haber forzado un mismo conjunto de reglas para todas las soluciones provoca que
todos los costos fuera de la columna 4 y de la fila 6 sean 233 o 250.

La solucién con menor costo es la solucidn correcta. Al insertar la solucion [6,4] en la matriz, la regla
esperada produce un traslape positivo de 0, 0 sobrantes, 21 sobrantes positivos, una irregularidad
de 1, 3 operandos, 1 transformacion diferente de la identidad, 21 negativos verdaderos absolutos, 0
falsos positivos, 0 falsos negativos, 0 falsos positivos absolutos y 0 falsos negativos absolutos. Al
insertar estos valores en la Ecuacién 2.1 se obtiene un costo de 116.

Bajo estandares humanos, esta regla parece mas simple que las inducidas por el programa, pero
resulta mas costosa porque la Ecuacién 2.1 penaliza a los sobrantes positivos, es decir, favorece a los
positivos verdaderos sobre los negativos verdaderos. De las 30 figuras que componen el problema,
la regla esperada produce sélo 9 positivos verdaderos y 21 negativos verdaderos. El ajuste de la
funcién de costo para reflejar las preferencias humanas es un tema para futuras investigaciones.

2.7  Resumen del capitulo

El lenguaje propuesto para representar los problemas de la RPM estd basado la sintaxis del lenguaje
Prolog y ofrece las siguientes ventajas:
e Establece las bases de un método para crear descripciones simbolicas a partir de
informacion subsimbdlica, utilizando un esquema perceptual que identifica las diferencias
y similitudes entre conjuntos de imagenes.
e Es general, pues no define un conjunto finito de figuras bésicas.
e Permite separar el procesamiento simbolico del procesamiento de imagenes, pues omite la
informacion visual pero conserva la informacidn espacial y relacional.
e Eseficiente, pues permite representar diagramas utilizando pocos elementos.
e Permite representar de un modo simple los rellenos de figuras y sus propiedades.

La principal desventaja de este lenguaje es que el proceso para representar simbolicamente un
problema de la RPM es mas complejo que reconocer un conjunto finito de figuras basicas.

A partir de esta representacion es posible inducir reglas para resolver la RPM. Con base en la teoria
de Pineda (2007), el modelo propuesto genera un espacio de biisqueda que contiene dos tipos de
reglas:
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e Reglas basicas (de nivel 2), que relacionan pares de celdas de la matriz y son generadas
aplicando un esquema de percepcion de igualdad a las figuras de un problema.

e Reglas compuestas (de nivel mayor o igual a 3), que relacionan a tres o mas celdas de la
matriz y son generadas combinando reglas del nivel inmediato inferior con reglas basicas,
utilizando un conjunto de heuristicas.

La estructura de estas reglas estd basada en la forma normal disyuntiva utilizada en légica
proposicional, y permite representar cualquier férmula entre conjuntos construida con los
operadores de unidn, interseccién, complemento y transformacion. El operador de unién se
representa implicitamente mediante la superposicion de reglas, mientras que los demas operadores
se representan explicitamente.

El modelo de composicion de reglas esta basado en la técnica de programacion logica inductiva
(ILP), que permite inducir relaciones a partir de ejemplos. Esta técnica reduce el problema de la
induccién de reglas en la RPM a un problema de btisqueda en un espacio de reglas.

Para seleccionar reglas en este espacio se definieron ocho medidas de desempefio: positivos
verdaderos, negativos verdaderos, falsos positivos, falsos negativos y las versiones absolutas de las
cuatro anteriores. También se definieron tres medidas de complejidad: nimero de operandos,
numero de transformaciones diferentes de la identidad, e irregularidad. Estos once atributos se
definieron para reglas individuales y para conjuntos de reglas, y permitieron especificar una
funcion de costo para ambos casos.

Los atributos y la funcion de costo definidos se utilizaron en tres algoritmos para seleccionar reglas
individualmente: aleatorio, codicioso y avaro. También se utilizaron en tres algoritmos de
buisqueda local para seleccionar conjuntos de reglas: pasos descendentes, bisqueda tabt y recocido
simulado. Ademas se utilizaron en dos algoritmos hibridos: codicioso con pasos descendentes y
avaro con pasos descendentes.

Para seleccionar la respuesta de un problema, la maquinaria de induccion y seleccion de reglas
especificada se utilizé de dos formas: generando las celdas faltantes de la matriz, o insertando las
posibles respuestas en la matriz.

Las 16 variantes basicas del programa se aplicaron a los 60 problemas de la RPM estandar, y las
variantes del algoritmo codicioso produjeron los mejores resultados. La mejor variante fue el
algoritmo codicioso con pasos descendentes b (insertando las posibles respuestas), la cual logrd
resolver 54 problemas de la prueba utilizando reglas de nivel 2 y 3.

El modelo propuesto también es capaz de resolver problemas mas generales que los de la RPM, por
ejemplo:
e Problemas con matrices de tamafio arbitrario, ya sean cuadradas o rectangulares.
e Problemas cuya matriz contiene varias celdas faltantes.
e Problemas que requieren inducir reglas que relacionen a mas de tres celdas.
e DProblemas que requieren inducir cualquier regla que pueda expresarse mediante los
operadores de unidn, interseccion, complemento y transformacién.

Los resultados del modelo proporcionaron varios temas para futuras investigaciones:
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La identificacion de la interseccion entre figuras, de transformaciones cualitativas y de
deformaciones.

La interpretacion de figuras como nimeros.

La definicién de un concepto de confianza con base en los costos calculados por el
programa.

El refinamiento del programa para que seleccione reglas mas similares a las producidas por
las personas.



3 Conclusiones

Este capitulo concluye la exposiciéon de este proyecto. La Seccion 3.1 revisa los objetivos
presentados en la Seccién 1.4. La Seccién 3.2 analiza el modelo desarrollado en el contexto de la
teoria propuesta por Pineda (2007), que fue presentada en la Seccién 1.3. La Seccién 3.3 analiza el
modelo en comparacion con los trabajos anteriores, presentados en la Seccion 1.2. La Seccién 3.4
aborda como la prueba de Raven involucra razonamiento en diferentes niveles de abstraccion.
Finalmente, la Seccién 3.5 expone temas para trabajo futuro que surgieron de este trabajo.

3.1 Revision de los objetivos

En este proyecto se implementd un programa que resuelve la RPM estandar automaticamente,
logrando resolver correctamente 54 de los 60 problemas. Ademas, el programa es capaz de resolver
problemas mas generales que los de la prueba.

El programa partié de una representacion simbdlica de la prueba que se elaboré6 manualmente. Sin
embargo, se establecieron las bases para que esta representaciéon pueda producirse de forma
automatica en trabajos futuros.

El programa se centré en modelar la induccion de reglas, el aspecto mas importante en la resolucion
de la RPM y un tema poco explorado en trabajos anteriores. Para esto se tomo6 como base la teoria

propuesta por Pineda (2007), como se concluye en la Seccion 3.2.

Este proyecto permitié investigar la inteligencia desde varias perspectivas, como la psicométrica, la
neuroldgica, la cultural, la computacional y la del desarrollo cognitivo.

3.2 Esquemas de accion

El presente trabajo estuvo basado en la teoria de Pineda (2007) para la sintesis de conceptos
geométricos. En esta teoria se genera un espacio de busqueda de diagramas, a partir de una figura
inicial y un conjunto de esquemas de accién, y es posible sintetizar conceptos geométricos
abstractos aplicando principios de conservacién en este espacio.

En el presente modelo se genera un espacio de busqueda de reglas, a partir de las figuras de un
problema, un esquema de accion perceptual y un modelo de composicion de reglas, y es posible
resolver los problemas de la RPM estandar mediante las reglas generadas. El esquema de accion
perceptual es crucial para el proceso de induccion, y por si mismo permitidé resolver hasta 38
problemas de la prueba. Al incluirse el modelo de composicién de reglas, fue posible resolver hasta
54 problemas.

El modelo propuesto difiere de la teoria de Pineda en dos aspectos principales:

89
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1. En la teoria de Pineda, el espacio de busqueda se genera mediante esquemas de accién
motrices y perceptuales, mientras que en el modelo propuesto sé6lo se utiliza un esquema
de accion perceptual. Esto se debe a que en la resolucién de la RPM no se busca generar
nuevos diagramas, sino inducir nuevas descripciones (reglas) que representen la légica de
los diagramas existentes.

2. En la teoria de Pineda, los esquemas de accion se aplican sucesivamente para generar el
espacio de btisqueda, mientras que en el modelo propuesto se combinan las descripciones
producidas por el esquema perceptual para generar el espacio de buisqueda.

De este modo, ambos modelos exploran aspectos complementarios del proceso de descubrimiento
de conceptos: por un lado, la aplicacién secuencial de esquemas motrices y perceptuales, y por otro
lado, la combinacién de esquemas perceptuales.

El presente trabajo también permitié explorar como los conceptos sintetizados mediante la teoria de
Pineda pueden utilizarse en otros procesos de inferencia. En el modelo propuesto, las descripciones
inducidas por el esquema perceptual son utilizadas en varias formas:
e Para tratar de explicar las figuras presentes en la matriz (abduccién).
e DPara tratar de deducir qué figuras deben estar presentes en una celda (deduccién).
e Para tratar de describir a las figuras presentes en la matriz de la forma mas simple posible
(optimizacion).

3.3  Comparacidn con trabajos previos

Al final de la Seccién 1.2 se compararon los trabajos previos que abordaron la resolucion automatica
de la RPM. En esta seccién se complementa este analisis incluyendo el modelo propuesto en el
presente trabajo.

Representacion

En este trabajo se parti6 de una representacién simbolica y elaborada a mano de la RPM, como en la
mayoria de los trabajos anteriores. Sin embargo, el lenguaje de representacion propuesto no utiliza
figuras predefinidas, sino que explora cdmo pueden generarse representaciones simbolicas a partir
de informacion subsimbolica, utilizando un esquema perceptual que compara pares de imagenes.

Esta comparacion por pares fue identificada en los experimentos de Carpenter et al. (1990), al
analizar el movimiento ocular de las personas que resuelven la RPM. Ademas, la teoria propuesta
por Doumas et al. (2008) también resalta la centralidad de la comparacién en el descubrimiento de
relaciones estructuradas a partir de informacién no estructurada.

Por otro lado, tres de los trabajos previos utilizaron representaciones jerarquicas para organizar a
las figuras de un problema en varios niveles (como lineas, figuras y grupos). En este trabajo, el
esquema de comparacion se encarga de agrupar o separar figuras, pues realiza una segmentacion
basada en comparaciones que agrupa a las figuras que aparecen juntas en todos los diagramas de
un problema.
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Razonamiento por analogia

Como en los trabajos anteriores, el modelo propuesto incluyd procesos para realizar razonamiento
por analogia:
e Procesos para encontrar las correspondencias entre los elementos de la matriz, es decir,
para identificar a las figuras gobernadas por una misma regla.

o Los trabajos anteriores asumian que la matriz debia procesarse por filas o por
columnas, usaban analogias, relaciones o reglas predefinidas, relacionaban figuras
con el mismo nombre o relacionaban figuras sobrantes.

o El modelo propuesto solo asume correspondencia entre las figuras con el mismo
nombre en celdas diferentes de la matriz, sin importar si estas celdas se encuentran
en la misma fila o columna.

e Procesos para comparar los elementos correspondientes e identificar patrones de variacion.

o Los trabajos anteriores comparaban a los elementos correspondientes para
identificar o inducir patrones de variacion.

o El modelo propuesto compara a las figuras con el mismo nombre en celdas
diferentes de la matriz para inducir un conjunto de reglas basicas. Las reglas
compuestas se generan a partir de las reglas basicas, sin necesidad de volver a
comparar figuras o celdas.

e Procesos para generalizar patrones de variacion.

o Los trabajos anteriores comparaban los patrones de variacién identificados para
definir patrones generales (reglas). Ademads, varios trabajos utilizaron un conjunto
de patrones generales predefinidos.

o El modelo propuesto representa a todas las reglas inducidas en una forma
generalizada, pues las reglas se extienden por filas o por columnas y relacionan a
celdas enteras, no a figuras individuales.

El modelo propuesto incluyé un proceso adicional a los anteriores: la seleccion de las reglas mas
relevantes para resolver un problema. Los trabajos previos evitaron este problema de tres formas:

e Predefiniendo un conjunto de reglas o un conjunto de relaciones entre las celdas de la
matriz, lo cual limita de forma importante el tipo de reglas que el programa es capaz de
identificar. Todos los trabajos previos definieron uno o los dos elementos anteriores.

e Asumiendo una relacién de orden entre las reglas predefinidas, de modo que unas siempre
se prefirieren sobre otras: Carpenter et al. (Betteraven), Lovett et al. (2010) y Cirillo et al.

e Asumiendo que todas las reglas que se cumplen en la matriz son igualmente relevantes, es
decir, la relevancia de una regla es un valor verdadero/falso: Carpenter et al. (Fairaven),
Lovett et al. (2007), Kunda et al. (método fractal) y Rasmussen et al.

El tinico programa que abordé una forma de seleccion de reglas fue el del método afin de Kunda et
al., pues selecciona a la transformacion afin que se ajusta mejor a las celdas de la matriz, de acuerdo
al concepto de similitud visual definido en la Ecuacién 1.1. En este caso, la relevancia de una
transformacion es un valor real en el intervalo [0,1].

En el presente trabajo, la relevancia de una regla o conjunto de reglas es un valor entero en el
intervalo [0,n], donde n depende del nimero de figuras en el problema, del tamafio de la matriz, del
tamafio maximo permitido para el conjunto de reglas seleccionadas, del nivel maximo permitido
para las reglas y de la funcién de costo definida en la Ecuacion 2.1.
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El modelo propuesto reafirm¢6 la importancia de la analogia para inducir relaciones y para resolver
la RPM. Ademas mostré que el proceso para representar simbdlicamente los problemas de la
prueba también puede verse como un problema de analogia, pues requiere la identificaciéon de
correspondencias y la comparacion, asi como la identificacion y seleccion de patrones generales (en
este caso, clases de figuras). Esto hace referencia a la observaciéon de Hofstadter y otros de que
incluso los actos mentales mas abstractos y sofisticados tienen una profunda semejanza con la
percepcidn (véase Forbus et al., 1998).

Induccion de reglas

Varios de los trabajos previos utilizaron reglas generales predefinidas y resolvieron la RPM
mediante deduccién en lugar de inducciéon. Por otro lado, los trabajos que si modelaron la
induccién de reglas obtuvieron un bajo desempefio en la prueba estandar:

e En Lovett et al. (2007) se generan reglas a partir de mapeos del sistema SME y se logro
resolver 22 problemas.

e En Kunda et al. (método fractal) se generan reglas a partir de transformaciones fractales y
se logro resolver 32 problemas.

e En Rasmussen et al. se generan reglas a partir de transformaciones vectoriales y no se
reporta el desempeno del programa, pero el modelo sélo es capaz de relacionar pares de
celdas en la misma fila, por lo que su desempefio fue probablemente bajo en las ultimas dos
secciones de la prueba.

El presente trabajo model¢ la induccion de reglas con base en dos elementos:
¢ Un esquema de percepcidn de igualdad, que permite generar reglas basicas a partir de las
figuras de un problema, y que estd basado en el concepto de esquema perceptual definido
en la teoria de Pineda (2007).
¢ Un esquema de composicion de reglas, que permite generar reglas compuestas a partir de
reglas basicas, y que estda basado en la forma normal disyuntiva utilizada en légica
proposicional, y en la técnica de programacion légica inductiva (ILP).

El modelo propuesto es capaz de inducir explicitamente reglas que relacionen a mas de dos celdas
de la matriz, mientras que los tres trabajos mencionados sdlo relacionan pares de celdas. Los
resultados obtenidos muestran que la capacidad de inducir reglas de nivel 3 es crucial para obtener
un alto puntaje en la RPM estandar, pues mientras el programa logr6 resolver 54 problemas con
reglas de nivel 2 y 3, solo resolvio hasta 38 problemas con reglas de nivel 2. Los trabajos que
utilizaron reglas predefinidas y obtuvieron altos puntajes también eran capaces de relacionar tres
celdas de la matriz. El presente trabajo es capaz de inducir reglas que relacionen cualquier niimero
de celdas en cualquier ubicacion de la matriz.

El modelo de induccién propuesto comparte elementos con la teoria para el descubrimiento de
conceptos relacionales propuesta por Doumas et al. (2008), en la cual:
e La identificacion de correspondencias, la comparacién y la analogia son centrales para la
induccion de relaciones.
e Lasrelaciones se inducen a partir de ejemplos siguiendo un proceso de refinamiento.
e Las relaciones que involucran a dos o mas entidades son construidas combinando
relaciones que involucran a una sola entidad.
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Aprendizaje

Por cuestiones de tiempo, el modelo propuesto no considerd los efectos del aprendizaje al resolver
la RPM, pero este tema se discute como trabajo futuro en la Seccién 3.5.

Seleccion de la respuesta

Como se mencioné en el analisis de la Seccién 1.2, los trabajos previos utilizaron dos estrategias
diferentes para seleccionar la respuesta de un problema: generar la celda faltante o insertar las
posibles respuestas en la matriz.

En este trabajo se implementaron ambas estrategias y la segunda produjo mejores resultados. Sin
embargo, la primera se implementd sin permitirle al programa reconsiderar sus hipdtesis; ademas,
la segunda requirié un mayor tiempo de procesamiento porque realiza el proceso de inducciéon una
vez para cada posible respuesta del problema. De acuerdo a los experimentos de Carpenter et al.
(1990), las personas que obtienen mejores puntajes en la prueba utilizan la primera estrategia, de
modo que el refinamiento de la primera estrategia es un tema que se contempla como trabajo
futuro.

Resultados

La Figura 3.1 compara los resultados de la mejor variante del programa con los resultados de los
trabajos previos que han resuelto la RPM estandar.
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10 -

A B C D E

M Lovett et al. (2007) M Lovett et al. (2010, estimado) m Cirillo et al.

B Kunda et al. (método afin) M Kunda et al. (método fractal) ™ Este trabajo

Figura 3.1. Resultados de los programas que han resuelto la prueba estindar!4.

14 Para una grafica imprimible en blanco y negro, consulte el Apéndice A.



94 Capitulo 3. Conclusiones

El programa desarrollado obtuvo el mayor puntaje total al resolver 54 problemas, seguido del
programa de Lovett et al. (2010) que resolvio 44. Al considerar s6lo a las secciones B a E, el
programa desarrollado resolvié un problema menos que el programa de Lovett et al. (2010), el cual,
sin embargo, no modeld la induccidn de reglas.

Por lo tanto, el programa alcanzé dos metas que ninguno de los programas anteriores cumpli6
simultaneamente:

e Modelar el proceso de induccion de reglas.

e Obtener un alto puntaje en todas las secciones de la prueba, incluyendo la seccion A.

Ademas logro resolver problemas mas generales que los de la RPM, como problemas con matrices
de cualquier tamafo o con multiples celdas faltantes.

3.4 Niveles de abstraccion

Los programas desarrollados para resolver la RPM permiten analizar como esta prueba involucra
razonamiento en diferentes niveles de abstraccion. De acuerdo con Pineda (2007), algo es concreto si
se refiere a entidades, propiedades o relaciones especificas, y es abstracto si se refiere a clases de
estos objetos. De este modo, la resoluciéon de cada problema puede verse como una progresion
desde representaciones concretas hacia representaciones mas abstractas:

1. Imagen sin procesar: En el nivel mas concreto, un problema es una imagen en la cual no se
han identificado celdas, figuras ni objetos de ninguna clase.

2. Problema RPM: A continuacion, es necesario identificar a la matriz del problema, sus celdas,
la o las celdas faltantes y las posibles respuestas. Esto requiere establecer una
correspondencia entre la imagen del problema y un concepto abstracto de problema RPM, el
cual contiene a los elementos que debe tener un problema, y engloba a todos los problemas
de la prueba como casos especificos.

3. Figuras: Las celdas y las posibles respuestas deben compararse entre si para identificar a las
figuras que componen al problema. Esto crea un conjunto de figuras abstractas que
permiten segmentar a cada celda y cada respuesta en diferentes objetos. Por ejemplo, al
comparar las dos celdas superiores de la matriz en la Figura 3.2, se crea una figura abstracta
flecha curva, que engloba a las cinco flechas curvas del problema como casos especificos.

4. Reglas especificas: Al comparar a las figuras en diferentes celdas de la matriz, se inducen
reglas que permiten explicar las variaciones entre estas figuras. Por ejemplo, al comparar
las celdas superiores en la Figura 3.2, se induce una regla flecha curva y grande hacia la
izquierda se convierte en flecha curva y pequefia hacia la derecha.

5. Reglas generales: Para resolver un problema es necesario convertir las reglas especificas en
reglas generales, las cuales permiten agrupar a las reglas especificas y seleccionar la mejor
respuesta para el problema. Por ejemplo, en la Figura 3.2 es necesario identificar la regla
general reducir tamarfio y reflejar en el eje Y, la cual incluye como un caso especifico a la regla
descrita en el punto 4, y puede aplicarse a la celda inferior izquierda de la matriz para
generar la celda faltante.

Como se ha visto a lo largo de este trabajo, la identificacion de correspondencias, la comparacion, la
analogia, la abstraccion y el manejo de jerarquias de objetivos son esenciales en este proceso.
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Figura 3.2. Problema con matriz de 2x2.

3.5  Trabajo futuro

Representacion

El programa desarrollado no procesa imagenes directamente, sino que parte de una representacion
simbdlica y elaborada a mano de la RPM. Sin embargo, el programa puede extenderse para
producir esta representacion de forma automatica a partir de imagenes escaneadas de la prueba.

En la Seccidon 2.1 se presentaron ideas para realizar este proceso mediante un esquema de
segmentacion basada en comparaciones, y utilizando el programa desarrollado en este trabajo para
definir la mejor forma de representar un problema.

Por otro lado, el lenguaje de representacion también puede extenderse en varias formas, por
ejemplo:
e DPara representar transformaciones cualitativas, la interseccion de figuras y la deformacién
de figuras.
e Para mejorar la representacion de rellenos.

Razonamiento por analogia

Un tema interesante es que la analogia puede aplicarse en varias partes del proceso de resolucién
de la RPM:

e DPara representar simbdlicamente los problemas.

e Parainducir reglas entre figuras especificas de la matriz.

e Parainducir reglas generales comparando reglas especificas.
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En el presente trabajo, el primer punto se realiz6 manualmente. Ademads, los ultimos dos se
combinaron en uno solo, ya que las reglas inducidas entre figuras se representan directamente en
una forma generalizada, que relaciona a celdas completas y que extiende a las reglas por filas o por
columnas. Esta forma generalizada es una de las suposiciones del modelo presentado, la cual
podria suprimirse aplicando un proceso de analogia al conjunto de reglas especificas identificadas.

Por otra parte, el modelo de seleccion de reglas puede extenderse y refinarse en diversas formas:

e Utilizando algoritmos de busqueda y clasificacion adicionales a los implementados, como
algoritmos genéticos o redes neuronales, los cuales pueden partir del conjunto de atributos
definidos en este trabajo para comparar reglas y conjuntos de reglas.

e Asi mismo, pueden definirse nuevos atributos para la seleccién de reglas, considerando,
por ejemplo, no soélo cuadntas figuras son cubiertas por una regla, sino cudles son estas
figuras y si pertenecen a una misma categoria.

e El proceso de seleccion también puede refinarse para elegir reglas mas simples de acuerdo
a estdndares humanos, como se vio en la Seccién 2.6.

Induccion de reglas

El modelo propuesto puede extenderse para que sea capaz de inducir nuevos tipos de reglas, como
las que requieren la interpretacion de figuras como numeros, la identificacién de la interseccion
entre figuras, el manejo de transformaciones cualitativas, la identificacion de deformaciones de
figuras, o la identificacion de progresiones numéricas. Nétese, sin embargo, que la RPM estd
disefiada como una prueba de razonamiento no verbal que no requiere el uso de habilidades
numeéricas avanzadas, lo cual permite que la RPM pueda aplicarse a personas con diferentes
antecedentes culturales.

Aprendizaje

Como se expuso en el andlisis de la Seccién 1.2, el aprendizaje juega un papel importante cuando
las personas resuelven la RPM. En el modelo propuesto, el aprendizaje puede incluirse en varios de
los procesos involucrados, desde el proceso para identificar a las figuras que componen a un
problema, hasta el proceso para seleccionar a las mejores reglas.

Seleccion de la respuesta

El programa desarrollado puede mejorarse de modo que la estrategia de generar la celda faltante
sea capaz de corregir sus hipotesis. En Carpenter et al. (1990) se afirma que esta estrategia es
utilizada por las personas que obtienen puntajes altos en la prueba. Ademas, este método consume
menos recursos que el de insertar todas las posibles respuestas en la matriz, en especial cuando la
matriz contiene varias celdas faltantes.

Por otro lado, en la Seccién 2.6 se observo que el proceso de seleccion de la respuesta puede
extenderse de modo que el programa no sélo elija una respuesta, sino que indique cual es el grado
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de confianza de su eleccion. De este modo, el propio programa podria establecer hipotesis sobre
cuales problemas ha resuelto correctamente y cuales no.

Resultados

Las mejoras descritas en esta seccidn permitirian incrementar el puntaje final del programa. Sin
embargo, otro tema a investigar es como se degrada el desempefio del programa al alterar los
diversos mddulos que lo componen. Estos resultados podrian compararse con los puntajes
obtenidos por diferentes personas para establecer hipotesis sobre por qué las personas obtienen
diferentes puntajes en la RPM.

Finalmente, una tarea mas inmediata para el presente proyecto es aplicar el programa a las otras
versiones de la prueba de Raven: la prueba a color y la prueba avanzada.
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Apéndices

A. Grafica de resultados en blanco y negro

La Figura A.1 muestra los resultados de los seis programas que han resuelto la RPM estandar,
incluyendo el presente trabajo, y esta disefiada para ser impresa en blanco y negro.

12

10

A B C D E

M Lovett et al. (2007) @ Lovett et al. (2010, estimado) N Cirillo et al.

OKunda et al. (método afin) Kunda et al. (método fractal) B Este trabajo

Figura A.1. Resultados de los programas que han resuelto la prueba estdndar (blanco y negro).
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Apéndices

B. Representacion del problema de la Figura 2.19

La Figura B.1 muestra nuevamente al problema de la Figura 2.19. En el lenguaje de representacion
propuesto en la Seccidn 2.1, este problema es codificado como se muestra a continuacion.

B+
GISIEEE
Al e A
Ov |
Q .

Figura B.1. Problema mds general que los de la RPM. La solucién es [6,4] (1=6y b =4).

problem( generalProblem,

matrix (3, [

diagram([
figure ([ [name,
figure ([ [name,
figure ([ [name,
figure ([[

1)

diagram([
figure ([ [name,
figure ([ [name,
figure ([ [name,
figure ([ [name,

[scale,

figure ([ [name,

1),

diagram([
figure ([ [name,
figure ([ [name,

1),

diagram([
figure ([ [name,

1)

diagram([
figure ([ [name,

figure ([ [name, pentagon],

name,vline],

circle], |[position,50:5011),
square], [position,50:5011),
vline], [position,50:50]17])

[position, 50:50], [rotate,90]])

square], [position,50:50], [rotate,45]]),
vline], [position,50:50], [rotate,45]]),
vline], [position,50:50], [rotate,135]1]),
circle], [position,50:507,
0.151:0.15111),

circleFill], [position,50:50]17])

vline], [position,50:50]11),
vline], [position,50:50], [rotate,90]])
square], [position,50:50]117)

[position, 50:50]17)
[position, 50:5017]

hexagon],

)y
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1),

figure ([ [name,vline],

1)
diagram([
figure (

figure (
figure (

1)y

diagram([

figure ([ [name,vline],

1)
diagram([null]),

diagram([
figure (

figure (
figure (

— —

1),
diagram([
figure (

figure (
figure (

— T — —

figure (
1),
diagram([null]),
diagram([

[position, 50:507,
name, hexagon], ’
cale,0.151:0.151], [rotate,45]1]),

name, hexagonFill], [position,50:50]117)

[name, square],
scale,1.352:1.35211),
[name, triangle],

[name,vline], [position,50:50],

[position, 50:507],
name, square],
cale,0.204:0.204], [rotate,45]1]),

name, squareFill], [position,50:50]1)

[position, 50:5011])

[ [name, pentagon], [position,50:50],
[rotate,45]1]),
figure ([ [name,vline],
[[
[s
[[

[position, 50:50]

[position,50:50]17])

[position, 50:507],

[name, triangle], [position,50:507],
rotate,45]11]),

[name,vline],
[
S
[

[position, 50:507],

figure ([ [name, triangle], [position,50:50]117)

1)

answers ([

diagram([

figure ([ [name,circle],

1)y

diagram([

[position, 50:50117])

figure ([ [name, triangle], [position,50:507,

[rotate, 45]1])

1)y

diagram([

figure ([ [name, square],

[position, 50:50]

[scale,0.204:0.204], [rotate,45]1])

1)y

diagram ([

figure ([ [name,vline],

1)

diagram ([

figure ([ [name, square],

1)
diagram([

[position, 50:507],

[position,50:5011])

figure ([ [name, pentagon], [position,50:50]11])

1)y

[position, 50:5011),
[rotate, 90]1])

[rotate, 90]1])

[rotate,45]1),

[rotate,135]11]),
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diagram([

figure ([ [name, hexagon], [position,50:50]17)
1),
diagram([

figure ([ [name, hexagon], [position,50:50]

[scale,0.151:0.151], [rotate,45]1])
1)
1),

solution([6,4])
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