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Introduccién

Un continuo es un espacio métrico compacto conexo y no vacio. Dado
un continuo X podemos considerar su cono, denotado por Cono(X), como
el espacio cociente que se obtiene cuando, en el producto cartesiano X X
[0, 1], se identifica el conjunto X x {1} en un solo punto. El hiperespacio de
subcontinuos de X es el espacio C(X) que se define como C(X) = {A C
X : A es un subcontinuo de X'}. A C(X) se le considera con la Métrica de
Hausdorff.

En el estudio del hiperespacio C'(X) se ha observado que éste contiene
estructuras similares a las del Cono(X). Se sabe que en C'(X) se pueden dar
arcos ordenados desde los conjuntos de la forma {p} hasta el elemento X de
C(X). Estos arcos se parecen a los arcos de la forma {p} x [0,1] del cono.
Por otra parte, los niveles de Whitney de C'(X), en algunos continuos, se
parecen a los niveles de la forma X x {t} del cono. Para entender mejor estas
semejanzas, se pueden leer las secciones 7 y 80 de [16] y el Capitulo 8 de [29].

El problema de determinar cuéndo C'ono(X) es homeomorfo (o topoldgi-
camente equivalente) a C'(X), es un problema clésico de la teoria de hiperes-
pacios y ha sido estudiado ampliamente, desde 1972, por varios autores. Para
el caso en que la dimensién de C'(X) es finita, el problema estéd practicamente
resuelto. En los articulos [28] y [35], apoydndose de todo lo que se habia hecho
previamente, se da una respuesta muy completa a este problema, el cual tiene
una solucion casi exacta porque los continuos que satisfacen dicha propiedad,
en realidad no son demasiados. Esto se debe a que, en general, C'(X) es mucho
mayor (en términos de dimensién) que Cono(X).

Diremos que un continuo X es cono encajable en C(X), si existe un
encaje h de Cono(X) en C(X) tal que h(p,0) = {p} para cada p € X.
También diremos que X es cono encajable ordenado en C (X), si existe un
encaje h como el mencionado que, ademds tiene la propiedad adicional de
que h(p,s) & h(p,t) cunando p € X y s < t.

Por nuestra experiencia en el estudio de los hiperespacios, sabemos que la
clase de los continuos cono-encajables es mucho mds amplia que la clase de
continuos cuyo cono e hiperespacio son homeomorfos. El problema esencial



que trabajamos es el de determinar los continuos que tienen las propiedades
de ser cono-encajable o bien cono-encajable ordenado.

El problema que indicamos, fue planteado en el Primer Taller de Inves-
tigacion en Continuos e Hiperespacios organizado por el A. Illanes en la
ciudad de Puebla, en julio de 2007. Agradezco a las personas que estuvieron
trabajando en él durante esas dos semanas, pues surgieron varias ideas para
atacarlo. En dicho taller, logramos probar que las dendritas (continuos local-
mente conexos sin curvas cerradas simples) son continuos cono-encajables
ordenados. Mds adelante, logramos probar que los abanicos suaves y al-
gunos subcontinuos de los conos de espacios métricos compactos, también
son continuos cono-encajables ordenados. Usando esas ideas y con mucho es-
fuerzo, demostramos que los continuos suaves por arcos son continuos cono-
encajables ordenados, resultado que probamos aqui en el Capitulo 4. Aunque
la prueba es larga y tiene muchos detalles, representa las ideas geométricas
que nos dieron la clave de la demostracién.

Por otro lado, crefamos que dentro de la familia de los dendroides (con-
tinuos arcoconexos y hereditariamente unicoherentes), los dendroides suaves
eran los tnicos continuos cono-encajables. En varios ejemplos de dendroides
no suaves, logramos probar que no eran cono-encajables. Sin embargo, con-
trario a nuestra intuicion, y después de convencernos y desconvencernos varias
veces, demostramos que el continuo de la siguiente figura, al cual le llamamos
la chafaldrana, es un continuo cono-encajable.

La chafaldrana es un continuo
cono-encajable
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Respecto a las compactaciones, en [28] y [35], en particular, se caracteri-
zaron a los continuos cuyos cono e hiperespacio son homeomorfos, dentro de
las compactaciones del rayo y de la recta real con un arco o una circunferencia
como residuo. En el Capitulo 3, extendemos esos resultados a los continuos
cono-encajables y, ademds, caracterizamos a los continuos cono-encajables
dentro de las compactaciones de la unién de dos rayos con un arco o una
circunferencia como residuo.

Ademas, en esta tesis presentamos, en el Capitulo 2, resultados sobre las
propiedadesque deben tener los continuos cono-encajables y sobre cudndo la
propiedad de ser cono-encajable es heredada a subespacios, hiperespacios o
productos.

Atn quedan algunas preguntas que se nos presentaron y que no pudimos
resolver, las cuales estén planteadas a lo largo de la tesis asf como en el tltimo
capitulo.
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Capitulo 1

Nociones Preliminares

En este capitulo presentamos una serie de conceptos y resultados que
usaremos a lo largo de la tesis. Nuestro objetivo principal es enlistar los
conceptos y resultados generales a los cuales més adelante haremos referencia.

1.1. Acuerdos

Si A es un subespacio de un espacio topolégico X, entonces cly(A),
frx(A), intx(A) y extx(A) denotan la cerradura de A en X, la frontera
de A en X, el interior de A en X y el exterior de A en X, respectivamente.
Recordemos que

fo(A) = ClX(A) N Clx(X — A)

exty (A) =intx (X \ A).

Una vecindad de un punto p € X, es un conjunto que tiene a p en su interior.

Dado un espacio métrico X con métrica d, denotamos como By(r, x) a la
bola abierta centrada en = € X con radio r. Ademds, dado un subconjunto
no vacio y acotado A de un espacio métrico (X, d), definimos el didmetro de
A como

didmg(A) = sup{d(z,y) : =, y € A}.

1



Si no causa confusién usaremos simplemente By(r, z) = B(r, x) y diagmg(A) =
didm(A).

Dado un espacio métrico X con métrica d y un subconjunto no vacio A
de X, definimos la distancia del punto p € X a A como

d(p, A) = inf{d(p,a) : a € A}.

De la misma manera, definimos la distancia entre dos subconjuntos no vacios
Ay B de X como

d(A, B) = inf{d(a,b) :a € Ay b€ B}.

La aplicacién (A, B) — d(A, B) no es una métrica para el espacio de sub-
conjuntos de X. Recordemos que si dos subconjuntos A y B tienen un punto
de acumulacién comun, entonces d(A, B) = 0. Por otro lado, si d(A, B) =0
no necesariamente es cierto que A y B tengan un punto de acumulacién
comtin, basta considerar, en R?, el eje x y la hipérbola {(x,1/z) : = > 0}.
Recordemos, sin embargo, que si A y B son compactos y ajenos, entonces
d(A,B) > 0.

Dados dos subconjuntos no vacios A y B de un espacio topoldgico X,
diremos que

(1) Ay B estan separados en X sicly(A)NB =0y clx(B)N A = {;

(2) Ay B forman una separacion de X si Ay B estén separados en X y
AUB = X;

(3) C separa a Ay Ben X si ANB = () y existen dos conjuntos separados,
Uy V,en X, talesque X\C=UUV, ACUyBCV.

Recordemos que la frontera de un conjunto separa al interior y al exterior
de dicho conjunto.

Denotaremos por I al intervalo cerrado [0, 1] con su topologia usual. Un
arco es un espacio homeomorfo a /. Si L es un arcoy o : I — L es un
homeomorfismo, los puntos finales de L son a(0) y «(1). Ademds, hay un
orden en L inducido por a : x < y si y sélo si a7 '(x) < a~!(y) para cada
x,y € L. Una curva 0 es un espacio homeomorfo a la unién de tres arcos que
se intersectan, por pares, sélo en sus puntos finales.

Diremos que un espacio topoldgico es no degenerado si contiene més de
un punto. En caso contrario, el espacio serd degenerado.



1.2. Resultados Basicos

En esta seccién presentamos algunos de los resultados béasicos que seran
utilizados en este trabajo. Comenzaremos con un lema conocido. La demostra-
cién se puede encontrar en [8, Teorema 1.53 (5)].

Lema 1.1 (Lema de las Orejas). Sean X un espacio topoldgico conexo y
C' un subcongunto conero de X. Si X \ C = M UN con M y N conjuntos
separados en X, entonces M U C y N UC son conexos.

Lema 1.2 Sea U un conjunto abierto y conexo de un espacio topoldgico X.
Sea A un conjunto cerrado de X con interior vacio. Si cada punto de A tiene
una base de vecindades [ tal que, para cualquier B € 3, B\ A es conezo,
entonces U \ A es abierto y conexo en X.

Demostracién. Para ver que U \ A es abierto en X, observemos que es
la interseccién de los conjuntos abiertos U y X \ A.

Ahora, supongamos que U \ A no es conexo. Asi que existen conjuntos no
vacios, abiertos y ajenos V' y W de X tales que U\ A = V UW. Veamos que

U= (Clx(V) U Clx<W)) NnU.

Claramente (clx(V)Uclx(W))NU C U. Tomemos p € U. Si p ¢ A, entonces
p e VUW C cx(V)U clx(W) vy, por tanto, p € (clx(V)Uclx(W)) N U.
Si p € A, como intx(A) = ), para cada abierto B de X que contiene a
p se tiene que B ¢ A. Dado un abierto cualquiera B que contenga a p,
se tiene que BNU ¢ A, ast que (BNU)NV # Do (BNU)NW # 0.
Concluimos que p € clx(V U W) = clx(V)U clx (W) y, en consecuencia,
p € (clx(V)Uclx(W)) N U. Hemos probado que U C (clx(V)Uclx(W)) NU
y por tanto U = (clx(V)Uclx(W)) N U. Notemos que cly (V)NU # 0y
cdx (W)NU #D,pues DAV Celx (V)NU y D #=W C clx (W)NU.

Siclx (V)NUNelx (W) = 0, entonces clx (V)NU y clx (W)NU forman una
separacién de U lo cual contradice que U sea conexo. De aqui que clx (V)N
UnNclx (W) # (. Tomemos un punto g € clx (V) N UNclx(W). Veamos que
g € A. De no ser asi, ¢ € U\ A = V UW. Sin pérdida de generalidad,
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supongamos que q € V. Entonces existe un abierto B =V tal que ¢ € B C
V C X \ W. Pero esto contradice el hecho que ¢ € clx(W). Por lo tanto
qg € A. Consideremos la base [ tal que para cualquier B € 3, ¢ € By
B\ A es conexo. Sea B € [ tal que B C U. Como ¢ € clx(V), se tiene que
BNV # (). Andlogamente BNW # (). Por tanto, BNV y BNW son abiertos
ajenos no vacios cuya unién es B\ A, lo cual contradice que B\ A es conexo.
Esto concluye la prueba. B

Un espacio X es localmente conexo si para cada punto p € X y todo
conjunto abierto U de X que contiene a p, existe un conjunto abierto y
conexo C' de X, tal que p € C' C U. Observemos que en un espacio localmente
conexo, cada punto tiene una base de vecindades conexas. Recordemos que en
un espacio localmente conexo, las componentes de los subconjuntos abiertos
son abiertas ([40, Teorema 27.9]).

Definicién 1.3 Dados un espacio topoldgico X y un punto p € X, definimos
la cast componente de p en X como el conjunto

Qp = ﬂ{E C X : E es abierto y cerrado en X y p € E}.

Se sabe que la componente de p estd contenida en su casi componente ([10,
Teorema 9.2.4]). El siguiente resultado dice un caso para el que se cumple la
otra contencién y, por tanto, la igualdad.

Teorema 1.4 En un espacio topoldgico métrico y compacto, las componentes
y las cast componentes son las mismas.

La demostracién se puede encontrar en [10, Teorema 9.2.4].

Si X y Y son espacios métricos y f : X — Y es una funcién, sabemos

. . , . c 2 [e.e]

que f es continua si y sélo si para punto x € X y cada sucesién (z,,),., en
, . .z 00

X tales que limz,, = z, se tiene que la sucesién (f (z,)),-, converge en Y

y lim f (z,) = f(z). En espacios métricos compactos, basta encontrar una

subsucesién de la sucesiéon de imédgenes que converja a la imagen del limite,

como vemos en el siguiente lema.



Lema 1.5 Sean X y Y espacios métricos y compactos. Dada una funcion
f: X — Y, las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) f es continua;

(b) para cada x € X y cada sucesion (x,),., en X tales quelimz,, = x, se
tiene que para cualquier subsucesion convergente (f (x,,))r—, de (f (zn))re;,
lim f (0,) = (1)

(¢) para cada x € X y cada sucesion (x,).., en X tales que limz,, =
x, existe una subsucesion convergente (f (xn,))e, de (f (xn)),—,, tal que

lim f (2n,) = f (2). e

Demostracién. Sea d una métrica para Y. Veamos que (b) es equivalente

a (a) y (c).
(a) implica (b) es clara.

(b) implica (a). Sean € X y (x,) -, una sucesién en X tales que
lim x;,, = . Supongamos que (f (z,)). ., no converge a f (). Entonces existe
e>0tal que G ={neN:d(f(z),f(z,)) > €} es infinito. Ordenemos los
elementos de GG en una sucesién n; < ns < ... . Como Y es compacto, existen
una subsucesion < f (arnkj )) de la sucesion (f (zn,)),e, y un puntoy € Y’

. j=1

tales que lim f (xnk]> = y. Por (b) y = f (). Esto es absurdo pues, para
cada j € N, d (f (), f (xn,%)) > e. Concluimos que (f (z,)),~, converge a

f () y, por tanto, que f es continua en z.

(b) implica (c). Sean =z € X y (z,),-, una sucesién en X tales que
limz,, = x. Consideremos la sucesién (f (z,)),—, de Y. Por la compacidad
de Y, existe una subsucesiéon convergente (f (zn,)),—, de (f (z,)),—, . En-
tonces, lim f (z,,) = f (z). Hemos encontrado una subsucesion (f (zn,)),,

de (f (zn)),—, convergente, tal que lim f (x,,,) = f ().

(c) implica (b). Sean = € X y (x,), ., una sucesién en X tales que
lim z,, = x. Consideremos la sucesién (f (z,)),-, de Y y sea (f (zn,)),-, una
subsucesién convergente de (f (z,,)),—. Sea y = lim f (z,, ). Como lim z,, =
z, tenemos que lim z,,, = z. Entonces, (x,, )., es una sucesién en X tal que

o0

limz,, = z. Por (c), existe una subsucesion (fL‘nk1> X de (zn,);-, tal que

lim f (%k) = f (). Concluimos que y = lim f (z,,,) = f (z) . W
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Usaremos este lema, demostrando (c), para verificar la continuidad de
algunas funciones.

1.3. Continuos e Hiperespacios

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacfo. Dare-
mos algunos resultados relacionados con continuos. Estos serdn utilizados en
capitulos posteriores. Denotaremos por X a un continuo con métrica d.

1.3.1. Hiperespacios y Métrica de Hausdorff

Dado un continuo X definimos los siguientes hiperespacios de X :

2% = {AC X :Aescerradoen X y A # (};
C(X) = {A€2*: Aes conexo};
F.(X) = {A€2¥: Atiene a lo més n puntos}.

Los hiperespacios se pueden definir para cualquier espacio topolégico X.
Algunos resultados mostrados no necesitan que X sea un continuo. Notemos
que el conjunto que contiene a un sélo punto p, puede escribirse en la forma
{p,p}. Entonces F5(X) se puede escribir de la siguiente manera:

Fy(X) ={{p,q} : p,q € X}.

Definiremos una métrica sobre el espacio 2% . De esta manera, como C'(X)
y F,,(X) son subconjuntos de 2%, ambos espacios serdn métricos con la métri-
ca inducida de 2¥.

Definicién 1.6 Dados ¢ > 0 y A € 2%, definimos la nube centrada en A
con radio ¢ como el conjunto

N(e,A) = {z € X : existe a € A tal que d(a,z) < €}.



Notemos que si 0 < 0 < ¢, entonces N (0, A) C N(e, A). En efecto, dado
r € N(J§,A), existe a € A tal que d(z,a) < 0 < €. Por tanto z € N(¢, A).
Observemos ademds que

N(e,A) = | Ble,a).

a€A

Notemoa ahora que si A C B, entonces N (e, A) C N(e, B) para cada ¢ > 0.
En efecto, dado p € N(e, A) existe a € A C B tal que d(p,a) < e. De aquf
que p € N(e, B). Esto prueba nuestra observacién. Otros resultados bésicos
pero importantes son los siguientes.

Lema 1.7 Sea X un continuo. St A es un subconjunto cerrado y mo vacio
de X y U es un conjunto abierto de X tal que A C U, entonces existe € > 0
tal que N(e,A) C U.

Demostracién. Si U = X, para cualquier € > 0 se tiene que N (¢, A) C
U. Supongamos entonces que () # X \ U. Consideremos los conjuntos cerrados
Ay X\ U. Como son compactos y ajenos, se tiene que d(A, X \ U) > 0. Sea
e = 1d(A, X \U). Veamos que N (e, A) C U. Tomemos un punto p € N(e, A).
Entonces existe a € A tal que d(p,a) < €. Por la eleccién de €, se tiene que
p ¢ X \ U. Concluimos que p € U. Por tanto N(e, A) C U. R

Lema 1.8 Sean A, B € 2% y e > 0. Entonces
N(e, A)UN(e, B) = N(e, AU B).

Demostraciéon. Observemos primero que, como A C AUB y B C
AU B, entonces N(e,A) C N(e, AUB) y N(¢,B) C N(¢, AU B). Por tanto,
N(e,A)UN(e,B) C N(e, AU B).

Ahora, si x € N(¢, AU B), entonces existe y € AU B tal que d(z,y) < €.
Siy € A, se tiene que = € N(e, A). Andlogamente, si y € B, entonces z €
N (e, B). En cualquier caso tenemos que x € N (e, A) U N (e, B). Concluimos
que N(e, AU B) C N(e, A) U N (¢, B). Esto termina la prueba del lema. B

Estamos listos para definir una métrica para 2.



Definicién 1.9 (Métrica de Hausdorff) Dados A, B € 2%, definimos
H(A,B) =inf{e>0: AC N(e, B) y B C N(e, A)}.

En [29, Teorema 4.2] se muestra que H es, en efecto, una métrica para el
espacio 2. Dicha métrica se llama Métrica de Hausdorff.

La métrica de Hausdorff también puede ser definida como
D(A, B) = méx{sup{d(a, B) : a € A},sup{d(b, A) : b € B}}.

Veamos que ambas definiciones coinciden.
Lema 1.10 Dados A, B € 2%, se tiene que H (A, B) = D (A, B).

Demostracién. Sea ¢ > 0 tal que A C N(¢,B) y B C N (e A).
Entonces, dada a € A, existe b € B tal que d(a,b) < e. Notemos que
d(a,B) < d(a,b) < e. De aqui que d(a,B) < € para cada a € A. Por
lo tanto, sup{d(a,B):a € A} < e. Un razonamiento similar muestra que
sup{d(b,A) : b€ B} < e. Se sigue que D (A, B) < e. Asi, D (A, B) es una
cota inferior del conjunto {¢ > 0: A C N(¢, B) y B C N(e, A)}. Esto muestra
que D(A,B) < H(A,B).

Veamos ahora que H (A, B) < D(A,B). Sean § >0y e= D (A, B) + 0.
Tomemos un punto a € A. Como la funcién f, : B — [0,00), definida
como f, (b) = d(a,b) es continua y B es compacto, existe by € B tal que
d(a,by) = d(a, B). Ademds, como

d(a,by) =d(a,B) <sup{d(z,B):x € A} < D(A,B)

y & > 0, tenemos que d(a,by) < D (A, B) + 6 = e. Hemos mostrado que
A C N (e, B). Un razonamiento similar muestra que B C N (¢, A). De la
definicién de H (A, B) se sigue que H (A,B) < ¢ = D (A, B) + §. Como
esto lo podemos hacer para cada § > 0, entonces H (A, B) < D (A, B). Ast
concluye la prueba del lema. B

Mostraremos los siguientes resultados acerca de hiperespacios y la métrica
de Hausdorff, los cuales utilizaremos a lo largo del trabajo.



Lema 1.11 Dados A, B € 2%, se tiene que H(A,B) < € si y sdlo si A C
N(e,B) y B C N(e, A).

Demostracién. Supongamos primero que H(A, B) < e. Por la definicién
de H, existe § > 0 tal que e > 3§, B C N(0,A) y A C N(6,B). Como € > §,
se tiene que N(§, A) C N(e, A) y N(§, B) C N(e, B). Por tanto B C N (¢, A)
y A C N(e B).

Supongamos ahora que B C N(¢,A) y A C N(e, B). Tomemos un punto
a € A. Entonces existe un punto b, € B tal que d(a,b,) < e. Por tanto,
d(a, B) < d(a,b,) < €. Consideremos la funcién f : A — R definida por
f(z) = d(x, B). Sabemos que f es continua y, como A es compacto, existe
a € A tal que sup{d(z,B) : © € A} = d(a,B) < €. De manera similar
tenemos que sup{d(y, A) : y € B} < e. Asi, por el Lema 1.10, se tiene que
H(A,B)<e

Se sabe que si X es compacto, entonces 2% (respectivamente, C'(X)) es
compacto ([29, Teorema 4.13]) (respectivamente, ([29, Teorema 4.17]).

1.3.2. Continuos

En esta seccién presentamos resultados sin demostracion que se utilizan
en esta tesis. El primero es importante en la teorfa de continuos.

Teorema 1.12 Si (X,,)32, es una sucesion de continuos tal que X1 C X,

para cada n € N, entonces ﬂ X, es un continuo.

n=1

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [29, Teorema 1.8].

Teorema 1.13 (Del Cable Cortado) Sea X un espacio métrico compacto.
Tomemos A y B subconjuntos cerrados de X. Si ninguna componente de X
intersecta tanto a A como a B, entonces X = X, U Xy donde X1 y X5 son
subconjuntos cerrados y ajenos de X tales que A C X7 y B C Xo.

9



Podemos encontrar una demostracién de este teorema en [29, Teorema
5.2].

Teorema 1.14 (de los Golpes en la Frontera) Sean X un continuo y
E un subconjunto propio y no vacio de X. Si K es una componente de E,
entonces clx(K) N frx(E) # 0.

La demostracién de este teorema la podemos encontrar en [29, Teorema
5.6).

Decimos que un continuo es descomponible si se puede escribir como la
unién de dos subcontinuos propios. Un continuo es hereditariamente descom-
ponible si todos sus subcontinuos no degenerados son descomponibles. Dire-
mos que un continuo es indescomponible si no es descomponible. Ademas,
un continuo es hereditariamente indescomponible si todos sus subcontinuos
son indescomponibles. El siguiente teorema, cuya prueba puede verse en [10,
Teorema 9.4.1], caracteriza a los continuos indescomponibles.

Teorema 1.15 Un continuo es indescomponible si y solo si todos sus sub-
continuos propios tienen interior vacio.

Definicién 1.16 Sean X wun continuo no degenerado y p € X. La com-
posante de p en X, denotada por k(p), es el conjunto

k(p) = {x € X : existe un subcontinuo propio A de X con p,x € A}.

Usaremos los siguientes resultados relacionados con las composantes de
un continuo.

Teorema 1.17 Sean X un continuo no degenerado y p € X. Entonces la
composante k(p) de p en X es un conjunto denso en X.

La demostracién de este teorema estd dada en [10, Teorema 9.3.7].
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Teorema 1.18 FEl conjunto de composantes de un continuo no degenerado
e tndescomponible X es no numerable.

Podemos encontrar la demostracién en [10, Teorema 9.4.3].

Teorema 1.19 Las composantes de un continuo indescomponible son ajenas
entre si.

Se puede encontrar la demostracién de este teorema en [20, Teorema 5,
p. 212].

Dados un continuo no degenerado X y A C X, decimos que X es irre-
ducible alrededor de A, si ningin subcontinuo propio de X contiene a A. Si
A, B € C(X), decimos que X es irreducible entre A y B si X es irreducible
alrededor de AU B. Ademds, diremos que X es irreducible si existen p,q € X
tales que p # ¢ y X es irreducible entre p y q.

Otras definiciones que utilizaremos son las siguientes.

Definicién 1.20 Un elemento A de 2% se llama R-conjunto de X si existen
un subconjunto abierto y propio U de X tal que A C U y dos sucesiones de
componentes (Cy,) " y (Dy).—, de U tales que las sucesiones (clx (Cy))ro,
y (clx (Dy,)),—, convergen,

(lim (clx (Cy))) N (lim (clx (Dy))) = A
yAcCU.

Definicién 1.21 Dadan € N\ {1}, un n-odo es un continuo X para el cual
existe un subcontinuo Z de X tal que X\ Z = E1UFE,U...UE,, E; # 0 para
cadan € N, y E; y E; estdn separados siempre que © # j. Un triodo es un
3-odo.
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1.3.3. La Topologia de Vietoris

Dado un continuo X, podemos definir una topologia para el hiperespacio

2% sin utilizar la métrica.

Definicién 1.22 Dado un espacio topoldgico X, la Topologia de Vietoris
para 2% es la topologia mds chica, Ty, para 2% que tiene la siquiente propiedad
natural: {A€2X:ACU} € Ty siempre que U es abierto en X; y 2%\
{A €2¥: AC B} € Ty siempre que B es cerrado en X.

Mostremos una base para Ty. Si X es un continuo y Uy, ..., U, son sub-
conjuntos abiertos de X, definimos

(Uy,...,Up) = {A €2¥: AcC UUZ' y ANU; # 0 para cada i € {1,...,n}}.

i=1

Si 3 es la familia

{(Uy,...,U,) :n € Ny U es abierto en X para cadai € {1,...,n}},
entonces 3 es una base para una topologia en 2%. M4s atin, en [16, Teore-
ma 1.2], se muestra que /3 es una base para Ty. A los elementos de 3 les
llamaremos wietdricos de X.

En [16, Teorema 3.1] se muestra que la Topologfa de Vietoris en 2% es
la misma que la topologia generada por la métrica de Hausdorff, cuando el
espacio X es métrico.

Observemos que

{Ae2*:AnB#0}=2"-{Ae2¥:Ac X - B}.

Entonces {A € 2¥ : AN B # 0} es abierto (respectivamente, cerrado) en 2%
siempre que B es abierto (respectivamente, cerrado) en X.
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1.4. Dos Modelos de Hiperespacios

En esta seccién presentaremos algunos modelos de hiperespacios a los que
haremos referencia més adelante.

1.4.1. EIl Arco

Construyamos el hiperespacio de subcontinuos de un arco. Para ello, con-
sideremos al arco como el intervalo cerrado [0, 1]. Sabemos que los subcon-
juntos cerrados y conexos del intervalo son conjuntos de un solo punto o
intervalos cerrados, es decir,

C([0,1]) = {AC0,1]: A es un punto o un intervalo cerrado}
= {[a,0] C[0,1]]:0<a<b<1}.

Una manera de hacer una representacién de C' ([0, 1]) es mediante la iden-
tificacion [a, b] — (“TJ’Z’, b— a) € R2. Es decir, a cada intervalo le asignamos
el par ordenado, en R?, donde la primera entrada representa el punto medio
del intervalo y, la segunda, representa su longitud. No es dificil ver que esta
identificacién es un homeomorfismo. Por lo tanto, C' ([0, 1]) es homeomorfo
al tridngulo en R? que tiene como vértices los puntos (0,0), (1,0) y (%, 1) )

(0]
(o [s1]

c(ro.1y)

Fi ([01])

Ademads, observemos que al singular {x} se le asigna el punto (x,0) . Por
otro lado, los intervalos que tienen a 0 como uno de sus extremos quedan
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representados en el tridngulo como el segmento que une los puntos (0,0)
y (%, 1). Los intervalos que tienen a 1 como uno de sus extremos quedan
representados en dicho tridngulo como el segmento que une los puntos (1,0)

v (3.1).

1.4.2. La Circunferencia

Ahora veamos un modelo para el hiperespacio de subcontinuos de la cir-
cunferencia unitaria S'. Sabemos que los subcontinuos de S*! son conjuntos
de un solo punto, arcos o S. Dados un punto o un arco A de S*, denotare-
mos por m (A) al punto medio del arco A, o bien m (A) = {a} si A = {a}.
Ademds, denotaremos por [ (A) a la longitud del arco A y [ (A) = 0 cuando
A = {a}. Observemos que cada subarco A de S’ estd perfectamente deter-
minado por m (A) y [ (A).

Entonces, al continuo A # S le asignamos el punto f(A) que estd
dentro de S', que tiene distancia 1 — % del origen y que se encuentra sobre
el segmento que une al origen con m (A) . Ademsds, f (S!) corresponde con el
origen.

o)

De esta manera, obtenemos un modelo para C (S*) como el disco unitario
D (centrado en el origen) del plano. Observemos que al singular {a}, como
[({a}) = 0, se le asigna el punto a. Asi, los conjuntos de un solo punto
quedan representados en la orilla de D. Los subarcos que tienen una longitud
predeterminada y fija representan una circunferencia con centro en el origen.
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1.5. Convergencia en Hiperespacios

En esta seccién presentamos resultados relativos a la convergencia de
sucesiones de subconjuntos cerrados de un continuo, y algunas relaciones con
la convergencia de sucesiones de elementos de ellos. Estos cudles serdan muy
utiles a lo largo de la tesis. Veamos primero las definiciones de limites inferior
y superior.

Definicién 1.23 Dados un espacio topoldgico X y una sucesion (A,),, de
subconjuntos de X, definimos los limites inferior y superior de A, como

liminf A, = {z € X : para cada abierto U, de X, que tiene a x, UNA, # ()
para todos, excepto un mimero finito de nimeros n};

limsup A,, = {z € X : para cada abierto U de X, que tiene ax, UNA,, # ()
para una infinidad de nimeros n}.

Ademas, st A C X, decimos que la sucesion (A,) -, converge a A si
liminf A, = A =Ilimsup A,,.

Observemos que lim inf A,, C limsup A,,. Entonces, tenemos el siguiente
lema.

Lema 1.24 (/29, Lema 4.10]) Sean X un espacio topoldgico y (A, ), una
sucesion de subconjuntos de X y sea A C X. Entonces las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

(1) lim A,, = A;

(2) A C liminf A,, y limsup 4,, C A.

El siguiente resultado nos dice que la convergencia en hiperespacios es la
misma si consideramos la convergencia con respecto a la métrica de Haus-

dorfT.

Teorema 1.25 (/29, Teorema 4.11]) Sea X un espacio métrico y compacto,
y sea (A,)>7 | una sucesion en 2. Entonces lim A, = A si y sdlo si (A,)o,
converge a A con respecto a la métrica de Hausdorff.
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Veamos ahora algunos resutados importantes sobre convergencia en hiper-
espacios.

Lema 1.26 Dados un continuo X y una sucesion (A,) -, de 2% entonces
(a) x € limsup A, si y sdlo si existe una subsucesion (Ay, ), de (An)oe
tal que, para cada k € N eziste x,, € A,, de manera que limz,, = x;
(b) x € liminf A,, si y sélo si para cada n € N, eziste z,, € A, tal que
limz, = z.

Demostracién. (a) Supongamos primero que existe una subsucesién
(A, )y de (Ay),2, tal que, para cada k € N existe z,, € A, de ma-
nera que limz,, = x. Tomemos un conjunto abierto U de X, que tenga al
punto z. Como lim z,, = z, existe N, tal que z,, € U si k > Ny. Entonces,
UNA,, #0 para cada k > Ny. De aquf que x € limsup A,

Sea x € limsup A,,. Dada k € N, tenemos que B (%, ZL’) NA, # () para una
infinidad de nimeros n. Seany = min{n: B(1,2) N A, # 0}y, si k > 1, sea
ng, = min {n eN:A,NB (%,:v) #0yn> nk,l} . Entonces, existe z,, €
B (%, x) N A,, para cada k € N. Asi, d (z,2,,) < % para cada k € N. Por lo
tanto, lim x,,, = x. Tomando la subsucesién (A,,),-, , tenemos el resultado.

(b) Supongamos primero que para cada n € N, existe x, € A, tal que
limz, = x. Tomemos un conjunto abierto U de X, que tenga al punto x.
Como limz, = z, existe Ny € N tal que z, € U si n > Ny. Entonces
UNA, # 0 sin > Ny Por lo tanto, U N A,, # () para todos, excepto un
nimero finito de ndmeros n. De aqui que = € liminf A,,.

Ahora sea = € liminf A,. Para cada n € N, sea x, € A, tal que
d(z,A,) =d(z,z,). Veamos que lim z,, = . Sea ¢ > 0. Como x € liminf A,
existe ng € N tal que B (e,x) N A, # () para cada n > ng. Dada n > ng,
existe y, € B (e,x) N A,,. De aqui que d (z,z,) < d(z,y,) < €. Esto muestra
que limzx, =x. B

Lema 1.27 Sean A € 2% y (A,)>, una sucesion en 2% tales que lim A,, =
A. Entonces p € A si y sdlo si existe una sucesion de puntos (p,)>>, de X

tal que p, € A, para toda n € N ylimp, = p.
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Demostracién. Como lim A, = A, en particular A = liminf A,,. El
resultado se sigue de inmediato del Lema 1.26. B

Lema 1.28 Sean (A,)%2, y (B,)>, dos sucesiones de elementos de 2% tales
que lim A, = A ylim B, = B, donde A,B € 2%. Si A, C B, para cada
n € N, entonces A C B.

Demostracién. Supongamos por el contrario de A ¢ B. Entonces, existe
a € Atal que a ¢ B. Sea € = %d(a,B). Como B es compacto, € > 0. Por
la convergencia de las dos sucesiones, existe N € N tal que H(A, A,) < €
y H(B,B,) < e siempre que n > N. De aqui que, por el Lema 1.11, A C
N(e,Ay) C N(¢,By), pues Ay C By. Entonces, existe by € By tal que
d(a,by) < e. Por otro lado, del Lema 1.11 tenemos que By C N(e, B). Por
tanto, existe b € B tal que d(by,b) < e.

Se sigue que d(a,b) < d(a,by) +d(by,b) < 2¢ = d(a, B). Concluimos que
existe b € B tal que d(a,b) < d(a, B). Esta contradiccién termina la prueba
del lema. H

Lema 1.29 Sean (A,)%2, y (B,)>, dos sucesiones de elementos de 2% tales
que im A, = A y1lim B, = B, donde A, B € 2X. Entonces lim A, U B,, =
AU B.

Demostraciéon. Sea ¢ > 0. Como lim A, = A y lim B, = B, existe
no € N tal que H(A, A,) < ey H(B, B,) < € para cada n > ng. Entonces,
por el Lema 1.11, A, C N(¢,A), A C N(¢A,), B, C N(,B) y B C
N(e, B,) para cada n > ng. De aqui que A, U B, C N(¢,A)U N(¢,B) y
AUB C N(e, A,) UN(e, B,) para cada n > ny.

Por otro lado, del Lema 1.8 se sigue que N (¢, A)UN(e, B) = N(¢, AUB)
y N(e, A,)UN (¢, B,) = N(¢, A, UB,,). Por lo tanto, A, UB,, C N(¢, AUB)
y AUB C N(e, A, UB,). Esto prueba que H(AU B, A,,U B,,) < € para cada
n > ng. Concluimos que Iim A, UB, =AUB. &
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Lema 1.30 Sean (A,)%, y (B,)%, dos sucesiones de elementos de 2~ tales
que lim A,, = A ylim B,, = B, donde A,B € 2%. Si A, N B,, # 0 para cada
n € N, entonces AN B # ).

Demostracién. Para cada n € N, tomemos un punto z,, € A, N B,,. Por
la compacidad de X, podemos suponer que la sucesién (z,,)° ; es convergente.
Sea x = lim x,,. Ahora bien, como x,, € A, para cada n € N, por el Lema
1.27, se tiene que z € A. De manera similar tenemos que = € B. Concluimos
que z € AN B. Por tanto AN B # (). B

1.6. Funciones en Hiperespacios

Dados dos continuos X y Y y una funciéon f : X — Y, definimos las
funciones inducidas 2/ : 2% — 2Y vy C (f) : C(X) — C(Y) como 2/ (A) =
f (A) (laimagen de A bajo )y C(f) (A) = f (A). Observemos que C (f) =
2/|c(x). Entonces, por [16, Lema 13.3], 2/ y C (f) son continuas cuando f es
continua.

. . * 7z e X
Dado un continuo X, consideremos la funcion union U : 22° — 2%
definida como

U(A) = J{A: Ae A}
Denotemos a U(A) simplemente como U A.

El siguiente lema, cuya demostracién se puede encontrar en [31, Lema
1.48], muestra que la funcién unién estd bien definida y es continua.

Lema 1.31 Sea X un continuo. Entonces, la funcion union U definida sobre
X . . . X . .

227 es una funcion continua y suprayectiva de 227 sobre 2X. Mds atin, U :
X . .

227 — 2% es no expansiva, es decir,

H (A UJAs) < H2 (A, A)

para cualesquiera Ay, Ay € 22°  donde H? denota la métrica de Hausdorff
para 22 inducida por la métrica de Hausdorff H para 2~.
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Lema 1.32 Sea X un continuo. Si A es un subcontinuo de 2% tal que AN
C(X) # 0, entonces U A es un subcontinuo de X.

Demostracién. Como A € 22X, se tiene que UA es un subconjunto

compacto de X por [16, Lema 1.31] y el Lema 1.31. Mostremos que UA es
un subconjunto conexo de X.

Supongamos que esto no es asi. Entonces UA es la unién de dos sub-
conjuntos cerrados ajenos no vacios M; y Ms. Sea A € C(X) N A. Como
AC U A = M;UM, es conexo, se tiene que A C M; o A C M,. Supongamos,

sin pérdida de generalidad, que A C M;. Sean Ay = {L € A: L C My} y
Ay = {L € A: LN My # (0}.Observemos que A; y Ay son subconjuntos
cerrados ajenos en 2% tales que A = A; U A,.

Puestoque A € Ay A C My, tenemos que A; # (). Ademds, como My # (),
podemos tomar un punto p € Ms. Ya que M, C U A, existe B € A tal que
p € B. Entonces B € Ay y Ay # (). Hemos mostrado que A no es conexo, lo
cual es una contradiccién. Concluimos que U A es conexo y, por tanto, un
subcontinuo de X. B

Recordemos que un continuo es indescomponible si no es la unién de dos
de sus subcontinuos propios.

Teorema 1.33 Sea Y un continuo indescomponible y sea A C 2¥ un con-
tinuo arcoconexo. SiUAN =Y y si ANC(Y) # (), entonces Y € A.

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [31, Teorema
1.50].

1.7. Resultados en el Plano

En esta seccién veremos algunos resultados de la topologia de R2. Dados
dos puntos z,y € R2, denotaremos por zy al segmento convexo en R? que
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une a x con y, six #yyxy = {z},si x =y. Sean 7, Ty : R? — R las
respectivas proyecciones en la primera y segunda coordenadas.

Teorema 1.34 (de la curva 0) Si C C R? es una curva 0 y es union de
los tres arcos Ly, L1 y Lo, los cuales se intersectan, dos a dos, solo en sus
puntos finales py y qo, entonces

R*\ C = DyUD,UDy y frx(D;) = L; U Lj1,

donde Dy, Dy y Dy son las componentes de R?\ C (los subindices reducidos
mod 3). Ademds Dy U Ly U Ly y Dy U Ly U Ly son homeomorfos a discos
cerrados; Dy U Ly \ {po,q} y D2 U Lo \ {po,q0} son las componentes de
(DU DyU LyU Ly ULy) \ Ly y Dy es la componente no acotada de R*\ C.

Una demostracién de este teorema se puede encontrar en [20, Teorema 2,
p. 511].

Lema 1.35 Sean M y W subcontinuos de I x I tales que m (M) = mo(W) =
I. Entonces M N'W # (.

Demostracién. Supongamos que M NW = (). Como I x I es un espacio
normal y M, W son cerrados, existe ¢ > 0 tal que N(e, M) N N(e, W) = ()
(donde las nubes son tomadas en el espacio I x I). Puesto que M y W son
conexos, N(e, M) y N(e, W) son conexos y abiertos. Observemos, ademss,
que A= (I x {0})U (I x {1}) es un conjunto cerrado de I x I con interior
vacio tal que para cada punto p € A, = {B(d,p) : 6 > 0} forma una base
de vecindades con la propiedad que para cada B € 3, B\ A es conexo. Se
sigue del Lema 1.2 que N = N(e, M) \ A es un conjunto conexo y abierto.

Veamos que m(N) = I. Si m(IN) # I, entonces existe r € [ tal que
(r,s) ¢ N para cada s € I. Como 71 (N (e, M)) = I, existe 1’ tal que (r,r’) €
N(e, M). Junto con lo anterior se tiene que ' € {0,1}. Supongamos sin
pérdida de generalidad que (r,0) € N(e, M). Observemos que cualquier bola
abierta centrada en (7, 0) contiene puntos de la forma (r, s) con s > 0. De aqu{
que B(p, (r,0)) € N(e, M) para cada p > 0. Esto contradice que N (e, M) es
un abierto. Hemos mostrado que 71 (N) = I.
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Tomemos t,s € [ tales que p = (0,t) € Ny qg = (1,s) € N. Como
los abiertos conexos en el espacio I? son arco conexos ([40, Corolario 27.6])
existe un arco L. C N que une a p con q. Sea Ly un subarco de L tal que
Lo N (({0} x I) U ({1} x I)) = {po, qo}, donde po = (0,%0) ¥ qo = (1, 50), para
algunos tg, so € I. Consideremos los arcos

Ly = ({0} x [to, ) U (I x {1}) U ({1} x [0, 1]) ¥

Ly = ({0} x [0, %0]) U (I x {0}) U ({1} x [0, s0])-

Entonces Lg, L1 y Lo son tres arcos que sélo se intersectan por pares en
sus puntos finales py y qo. Por lo tanto D = Ly U L; U Ly es homeomorfo
a la curva . Por el Teorema de la curva 6 (Teorema 1.34), se tiene que D
separa a I X I en dos componentes D; y Ds. De tal forma que I x I\ Ly =
((D1 U Ly) \ {po,q0}) U (D3 U L) \ {po,qo}) v estos dos uniendos son las
componentes de I x I\ Ly. Como W NN =), W es un conexo en I x I\ Ly
e intersecta a Ly y a L. Esto es una contradicciéon que termina la prueba.

Teorema 1.36 Sean p = (0,0),q = (1,0) y r = (3,1) en R% Sea A el
tridngulo convezxo en R? con vértices p,q y r. Sean M y N dos subcontinuos
de A tales que p € M yq € N. SiMnqgr # 0 y NNpr # 0, entonces

M NN #0.

Demostraciéon. Sip € N o g € M, se tiene que M NN # (). Supongamos
entonces que p ¢ Ny g ¢ M. Sea zy = (%,0). Tomemos un punto z; €
pr\ {p,r} tal que N Npr C z;r y tomemos un punto 2z, € gr \ {g,r} tal que
M N gr C zr.

Sea h : A — I x I un homeomorfismo tal que

Z) h(ZO) = (070)7 h(zl) = (07 1)7 h(T) = (17 1) y h<22) = (170);
i1) h(zopUpz1) = {0} x I, h(z1r) = I x {1}, h(rze) = {1} x I y h(zeq U
qzo) = I x {0}.
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Observemos que h(M) y h(N) son subcontinuos de I x I. Como h(p) €
R(M)N({0} xI)y h(q) € h(N)N(I x{0}), se tiene que h(M)N ({0} x I) # ()
y h(N)N (I x {0}) # 0. Ademéds, M N qr C zor. De aqui que h(M Nqr) C
h(zor) = {1} x I. Por tanto h(M)N ({1} x I) # 0. De manera similar se tiene
que h(N)N (I x {1}) # 0.

Como h(M) es un continuo, entonces mq(h(M)) es un subcontinuo de 1.
Pero {0,1} C m(h(M)). De aqui que my(h(M)) = I. Un argumento similar
muestra que mo(h(N)) = I. Entonces, por el Lema 1.35, se tiene que h(M)N
h(N) # (. Por tanto M NN # (). &

Este teorema nos es 1itil para probar el siguiente resultado en el hiperes-
pacio de subcontinuos de un arco. Dados un continuo X y A, B € C'(X) tales
que A C B, denotamos al conjunto de subcontinuos de B que contiene a A
como

C(A,B)={DeC(B): AcC D}.
Si A= {p} € Fi (X), denotamos a C ({p}, B) simplemente como C' (p, B).

Teorema 1.37 Sea A un arco con extremosp y q. Si a y B son subcontinuos
de C(A) tales que {p} € o, {q} € B, aNC(q,A) # 0y BN C(p,A) # 0,
entonces a N 3 # ().

Demostracién. Sabemos que existe un homeomorfismo h entre C'(A)
y A, el tridngulo convexo en R? con vértices x = (0,0), y = (1,0) y z =
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(%, 1) , de manera que h ({p}) =z, h({q}) =y, h(A) = z, h (F} (A)) = xy,
h(C(p,A)) =zzy h(C(q,A)) = yz.

Entonces h () y h(S) son dos subcontinuos de A tales que = € h(«),
y € h(B), h(a)Nyz # 0y h(B)Nxzz# 0. Se sigue del Teorema 1.36 que
h(a)Nh(5) # 0. Como h es un homeomorfismo, concluimos que aN 3 # ().
Esto termina la prueba del teorema. l

1.8. Conos e Hiperespacios

En esta tesis trabajamos con conos en hiperespacios. Veamos un poco de
ellos, incluyendo algo de historia.

1.8.1. Conos

Veamos primero la definicién del cono de un espacio topolégico.

Definicién 1.38 Dado un espacio topoldgico X, definimos el cono de X,
denotado por Cono(X), como el espacio cociente que resulta de indentificar
en un punto al subconjunto X x {1} del espacio X x [0,1]. Es decir, Cono(X)
es el espacio cociente X x [0,1]/ ~, donde ~ es la relacion de equivalencia
sobre X x [0, 1] dada por (x1,t1) ~ (x2,12) sty sdlo si (x1,t1) = (xa,t2) 011 =
to = 1. El punto X x {1} de Cono(X) es llamado el vértice de Cono(X).
El subconjunto X x {0} de Cono(X) es llamado la base del Cono(X).

Si X es métrico y compacto, entonces C'ono(X) es topolégicamente lo mis-
mo que el espacio G(Y') que resulta de la siguiente construccién geométrica.
Supongamos que X es un subconjunto del cubo de Hilbert ) y fijemos un
punto p € Q. Consideremos el espacio @ x [0, 1] en el que X x {0} C @ x [0, 1].
Sea v = (p,1). Para cada x € X, denotemos por zv al segmento de recta en
Q@ x [0,1] de (z,0) a v. Es decir, zv = {tv + (1 — t)(z,0) : t € [0,1]}. Sea

G(Y) = U{xv cx e X}
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Veamos que Cono(X) y G(X) son homeomorfos. Sean 7 : X x [0, 1] —
Cono(X) la funcién cociente y f : X x [0,1] — G(X) la funcién definida
por

flz,t) =tvo+ (1 —t)(x,0)

para cada (z,t) € X x [0,1]. Veamos que f es constante bajo las fibras de
7. Si v es el vértice del cono, entonces 7 1(v) = X x {1}. Por otro lado
f(x,1) = v para cada z € X. Asf que f es constante en 7 !(v). Para un
punto w # v, se tiene que 71'_1(11}) es un conjunto de un punto y por tanto
f es constante en esa fibra. Hemos mostrado que se cumplen las hipétesis
del Teorema de la Trasgresion ([5, Teorema 3.2]). Por tanto, la funcién h =
fomrt: Cono(X) — G(X) es una funcién continua. Similarmente, se
muestra que 7 es constante en las fibras de f.

Observemos que h es inyectiva y suprayectiva. Ademds, Cono(X) es com-
pacto, pues X x [0,1] es compacto y 7 es continua. Por lo tanto, h es una
funcién biyectiva continua de un espacio compacto a un espacio Hausdorff.
Por tanto h es un homeomorfismo de C'ono(X) sobre G(X).

Por la manera en que se construyé el espacio G(X), a G(X) se le llama
el cono geométrico sobre X. Al punto v de G(X) le llamamos el vértice de
G(X) (notemos que la composicién for~! antes considerada, lleva al vértice
de Cono(X) av), y al subconjunto X x {0} de G(X) le llamamos la base de
G(X).

Esta construccion se puede hacer para cualquier espacio métrico separable
(pues dicho espacio se puede encajar en el cubo de Hilbert (|40, Teorema
23.1])). Sin embargo, si consideramos a Z como subespacio de R!, entonces
se puede mostrar que Cono(Z) y G(Z) no son homeomorfos ([5, Ejemplo 1,
p. 127]).

1.8.2. Estructura de Hiperespacios

Para estudiar la estructura del hiperespacio C'(X), se hace uso de varias
herramientas. Por ejemplo, se estudian los arcos en C(X). Tienen interés
especial los arcos ordenados.
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Definicién 1.39 Dados A, B € C(X) tales que A C B, diremos que una
funcion continua « : [0,1] — C(X) es un arco ordenado de A a B en
C(X), sia(0)=A,a(l) =B ya(s) C a(t) cuando 0 < s <t < 1.

En [13, Teorema 6.10.] se demuestra la existencia de los arcos ordenados
en C'(X). Para ello, se usa la siguiente clase de funciones.

Definicién 1.40 Una funcion de Whitney en 2% es una funcion continua
2% —s [0,00) que satisface las siguientes condiciones:

(a) u({p}) = 0 para cada p € X,
(b) u(A) < u(B) siempre que A & B.

Dada una funcién de Whitney p : 2% — [0,00) y ¢t € [0, u(X)], se
dice que p'(t) es un nivel de Whitney para 2~. En [13, Teorema 5.3.] se
demuestra la existencia de funciones de Whitney para cualquier continuo
X. Cuando se habla de una funcién de Whitney para C'(X) simplemente
se estd refiriendo a una funcién continua de C(X) en [0,00) que satisface
las condiciones (a) y (b). Ademds, puesto que 2% y C(X) son compactos,
la imagen de una funcién de Whitney es un conjunto acotado que, por la
condicién (b), alcanza su méximo en el elemento X. Entonces, cuando X
es no degenerado, como el producto de una funcién de Whitney por una
constante positiva es también una funcién de Whitney, podemos considerar
a la funcién de Whitney como una funcién continua de 2¥ (o C(X)) en
[0, 1]. Notemos que, dada una funcién de Whitney p y ¢ € [0, 1], se tiene que

Urt)=x.

Definicién 1.41 Un continuo tiene la propiedad cubierta si ningin sub-
continuo propio de p~*(t) cubre (con su unién) a X para cualquier funcién
de Whitney p para C(X) y todo t € [0, pu(X)].

En el estudio del hiperespacio C'(X), se ha observado que éste contiene
estructuras similares a la de C'ono(X). Primero, existen arcos en Cono(X)
que van desde la base de C'ono(X) hasta el vértice de Cono(X), los arcos
de la forma {z} x [0,1] en Cono(X). De manera similar, en C(X) existen
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los arcos ordenados que van desde un punto {x} € F;(X) hasta el elemento
X e O(X).

Por otro lado, existe una proyeccién natural de C'ono(X) sobre [0, 1] que
mide la altura de los puntos en C'ono(X); de manera similar, existen las fun-
ciones de Whitney de C'(X) sobre [0, 1] que miden la “altura” (con respecto
al orden parcial de la contencién) de los elementos de C'(X).

Por estas similitudes, es natural preguntarse ;cudles continuos X tienen
la propiedad que C'(X) es homeomorfo a Cono(X)?

El problema de determinar cudndo C'ono(X) es homeomorfo (o topoldgi-
camente equivalente) a C'(X) es cldsico en la Teorfa de Hiperespacios y ha
sido estudiado ampliamente, desde 1972, por varios autores. Particularmente,
se han estudiado los continuos C-H y la propiedad Cono=hiperespacio.

El primer articulo en el cual aparece un resultado acerca de reconocer un
hiperespacio como un cono fue [36] de J. T. Rogers, Jr. El teorema principal
del mismo dice que si X es un continuo tipo-circulo en el plano, entonces
C(X) se puede encajar en R3. Ademds, trabajando con un ejemplo no plano,
Rogers probé lo siguiente.

Teorema 1.42 [36, Teorema 2/ Si X es el solenoide, entonces C(X) es
homeomorfo a Cono(X).

Esto llevo a muchas investigaciones sobre la estructura de los hiperespa-
cios. Algunos siendo homeomorfos a conos.

1.8.3. La Propiedad Cono = Hiperespacio

El primer articulo dedicado formalmente a estudiar cudndo un hiperes-
pacio es homeomorfo a un cono fue [34] de J. T. Rogers, Jr. Rogers estudié
los continuos X para los cuales existe un tipo especial de homeomorfismo
entre Cono(X) y C(X). A saber se interesé por los homeomorfismos para
los cuales el vértice v del cono se envia a X € C(X) y la base B(X) del
cono se envia a F;(X). A tal homeomorfismo le llamaremos homeomorfismo
de Rogers.
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Definicién 1.43 Un continuo X se dice que tiene la propiedad cono =
hyperespacio si admite un homeomorfismo de Rogers.

Se sabe que existen continuos X cuyos cono e hiperespacio C'(X) son
homeomorfos pero no tienen la propiedad cono = hiperespacio. Por ejemplo,
los continuos de la figura que ilustra el Teorema 1.60 tienen la propiedad de
que su cono e hiperespacio son homeomorfos pero, con excepcién del intervalo
y la circunferencia, éstos no tienen la propiedad cono=hiperespacio.

Los continuos maés simples con la propiedad cono = hiperespacio son el
arco y la circunferencia (Seccioén 1.4.). En [36], Rogers demostré que cualquier
solenoide tiene la propiedad cono = hiperespacio y en [34, p. 280] comenta
que con las mismas técnicas se demuestra que el continuo conocido como el
“arcoiris de Knaster” (siguiente figura) también tiene la propiedad cono =
hiperespacio.

Arcoiris de Knaster

A continuacion, se presentan otros resultados sobre la propiedad cono =
hiperespacio.

Teorema 1.44 [34, Teorema 1] Si un continuo X tiene la propiedad cono
= hiperespacio, entonces cada composante de X es arcoconeza.
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Corolario 1.45 [34, Corolario 1] Si X es un continuo descomponible tal que
X tiene la propiedad cono = hiperespacio, entonces X es arcoconexo.

En el siguiente resultado sélo suponemos que Cono(X) y C'(X) son homeo-
morfos. Esta propiedad serd discutida en la siguiente seccién.

Teorema 1.46 [34, Teorema 5] Sea X un continuo tal que dim(X) < oo,
cada composante de X es arcoconexa y Cono(X) es homeomorfo a C(X). En-
tonces X es un arco, un continuo tipo-circulo arcoconexo o bien un continuo
indescomponible tal que todos sus subcontinuos propios y no degenerados son
arcos.

Teorema 1.47 [3/, Teorema 7] Sea X un continuo con la propiedad cono
= hiperespacio y tal que dim(X) < co. Entonces cada subcontinuo propio y
no degenerado de X es un arco.

Mis atin, se tiene un resultado més fuerte.

Teorema 1.48 [31, Teorema 8.6.] Sea X un continuo con la propiedad cono
= hiperespacio y tal que dim(X) < co. Entonces, X es un arco, una circun-
ferencia, o un continuo indescomponible tal que cada subcontinuo propio y
no degenerado de X es un arco.

Definicién 1.49 Sean X un continuo y d una métrica para X. Decimos
que X tiene la propiedad de Kelley si para cada € > 0, existe 6 > 0 que
satisface la siguiente condicion:

(k) sip,q € X son tales que d(p,q) < y si A € C(X) es tal que p € A,
entonces existe B € C(X) tal que g € B y H(A, B) < e.
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Supongamos que X es un continuo con la propiedad de Kelley. Consi-
deremos, ademads, que cada arco componente de X es una imagen continua y
uno-a-uno de R y que las imdgenes de [0, 00) y (—00, 0] son densas en X. En
[4, Teorema 1] se afirma que bajo estas condiciones, todo subcontinuo propio
y no degenerado de X es un arco. Agregando la hipétesis de la propiedad
cubierta, en [4, Corolario 3|, se obtiene que X tiene la propiedad cono =
hiperespacio. El siguiente teorema muestra condiciones similares que implican
la propiedad cono = hiperespacio.

Teorema 1.50 [16, Teorema 80.3] Sea X un continuo con la propiedad de
Kelley. St cada composante de X es la imagen continua e inyectiva de R tal
que las imdgenes de [0,00) y (—00,0] son densas en X, entonces X tiene la
propiedad cono = hiperespacio.

Las condiciones en este teorema son suficientes pero no necesarias para
que un continuo tenga la propiedad cono = hiperespacio, pues se sabe que
el arcoiris de Knaster tienen la propiedad cono = hiperespacio y no satisface
las hipétesis del teorema.

Una seleccion para un hiperespacio L(X) de X,es una funcién continua
s: L(X) — X tal que s(A) € A para toda A € L(X). En 1999 se obtuvo
la siguiente caracterizacion.

Teorema 1.51 [12, Teorema 2/ Sea X un continuo de dimension finita.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X tiene la propiedad cono=hiperespacio;

(b) existe una seleccion s : C(X) — {X} — X tal que, para cada nivel
de Whitney A para C(X), s|a: A — X es un homeomorfismo;

(c) existen una seleccion s : C(X)—{X} — X y una funcion de Whitney
po: C(X) — [0,1] tales que pu(X) = 1 y sly—14) : p ' (t) — X es un
homeomorfismo, para cada t € [0,1).

Este teorema muestra que hay una relacién entre los niveles de Whitney
pt(t) y los niveles X x {t} de Cono(X), pues hay un homeomorfismo natural
entre los niveles X x {t} de Cono(X) y el espacio X, para cada t € (0,1).
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El siguiente corolario responde preguntas hechas por Dilks y Rogers ([4, p.
236]). Recordemos que un continuo X es Whitney estable si es homeomorfo
a cada unos de sus niveles de Whitney para C'(X) [31, Definicién 14.39.1].

Corolario 1.52 [12, Corolario 3] Si X es un continuo de dimension finita,
X no es la circunferencia y X tiene la propiedad cono=hiperespacio, entonces
X tiene la propiedad cubierta y es Whitney estable.

La nocién de tener tipo N fue definida para dendroides pero puede ser
extendida a cualquier continuo de la siguiente manera.

Sea A un subcontinuo propio del continuo X. Entonces X es de tipo N
en A si existen cuatro sucesiones de subcontinuos (A,,)% ;, (B,)32,, (Cr)32,
y (D)5, de X, existen dos puntos a # ¢ en A y existen sucesiones de
puntos (a,)%%; v (¢,)22; en X tales que lima,, = a, limc¢, = ¢, lim A,, = A,

limB, = A, limC,, = A, limD,, = A; A, N B, = {a,} y C, N D, = {c,}
para cada n > 1.

Otra consecuencia del Teorema 1.51 es el siguiente resultado.

Corolario 1.53 [12, Corolario 4] Sea X un continuo de dimension finita.
Si X tiene la propiedad cono=hiperespacio, entonces X no es de tipo N en
ninguno de sus subcontinuos propios.

Respondiendo una pregunta de Dilks y Rogers ([4, Pdg. 236]), en [12, Fig.
2] se da un ejemplo de un continuo de dimensién finita X tal que X tiene la
propiedad cono = hiperespacio y X no tiene la propiedad de Kelley.

1.8.4. Continuos C-H

Como ya fue mencionado, existen continuos X para los cuales Cono(X) y
C'(X) son homeomorfos, pero X no tiene la propiedad cono = hiperespacio.
Tal es el caso, por ejemplo, del continuo sen (%) Esto se debe a que cualquier
homeomorfismo entre Cono(Z) y C(Z) envia el vértice v del cono de Z al
arco que es residuo de la compactacion, lo cual veremos mas adelante.
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Definicién 1.54 Si X es un continuo tal que Cono(X) es homeomorfo a
C(X), entonces diremos que X es un continuo C-H.

En [28, Teorema 5.7], se muestra que si X es un continuo C-H indescom-
ponible y de dimensién finita, entonces todo homeomorfismo entre Cono(X)
y C(X) es de Rogers. De aqui que X tiene la propiedad cono = hiperespacio.

Sin la condicién de la dimensién finita, se tienen los siguientes resultados.

Teorema 1.55 [28, Teorema 5.2/ Si X es un continuo C-H indescomponible
y sih: Cono(X) — C(X) es un homeomorfismo, entonces h(v) = X, donde
v es el vértice del cono.

Teorema 1.56 [28, Teorema 5.4] Si X es un continuo C-H indescomponible,
entonces las composantes de X coinciden con las arcocomponentes de X.

Cuando X es de dimensién finita se puede decir lo siguiente.

Teorema 1.57 [28, Teorema 5.5] Si X es un continuo C-H indescomponible
de dimension finita, entonces cualquier composante de X es una imagen
continua y uno-a-uno de [0,00) o bien de R!.

Una de las diferencias que se pueden encontrar entre Cono(X) y C(X)
tiene que ver con la dimensién de dichos espacios. Por un lado, se sabe que
dim(Cono(X)) < oo cuando dim(X) < oo ([31, Lema 8.10]); por otro lado,
dim(C(X)) = oo siempre que dim(X) > 2 ([22]). Al respecto, tenemos los
siguientes teoremas.

Teorema 1.58 (/27]y [34, Lema 3]) Si X es un continuo C-H de dimension
finita, entonces dim(X) = 1. De hecho ([34, Lema 3]), X no puede contener
un subcontinuo no degenerado hereditariamente indescomponible.

31



Rogers ([35]) obtuvo independientemente el siguiente resultado, que es
maés fuerte que el anterior.

Teorema 1.59 [35, Teorema 8] Si X es un continuo C-H de dimension
finita, entonces X contiene a lo mds un subcontinuo indescomponible no de-
generado (de aqui, por [30, Teorema 19.14], dim(X) =1).

En ese caso, si Y es el tinico subcontinuo indescomponible no degenerado
de X, entonces Y es un continuo C-H de dimensién finita y X — Y es arco-
conexo (combinando los resultados [31, Teorema 8.20.4] y [14]). Ademds, si
h:C(Y) — Cono(Y) es un homeomorfismo, se tiene que h(Y") es el vértice
de Cono(Y') ([31, Teorema 8.20.3]) y h(F1(Y)) = B(Y) (|28, Teorema 5.7]).
De aqui que Y tiene la propiedad cono = hiperespacio.

En vista del anterior teorema, los continuos de dimensién finita X, para
los cuales C'ono(X) es homeomorfo a C'(X), son casi hereditariamente des-
componibles. Entonces es natural preguntarse: jcuéles continuos hereditaria-
mente descomponibles X, tienen la propiedad de que su cono e hiperespacio
C(X) son homeomorfos? Esta pregunta fue respondida completamente.

Teorema 1.60 (/28] y [34]) Si X es un continuo hereditariamente descom-
ponible, entonces X es un continuo C'-H sty sélo si X es homeomorfo a uno
de los ocho continuos de la siguiente figura.
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Continuos C-H hereditariamente descomponibles

El anterior teorema fue obtenido independientemente por Rogers y Nadler.

1.8.5. Hiperespacios Homeomorfos a Conos

Otro problema que ha sido estudiado es el de caracterizar aquellos con-
tinuos X para los cuales existe un continuo de dimensién finita Z tal que
C(X) y Cono(Z) son homeomorfos.

En [24], S. Macfas resolvié completamente el caso en que X es localmente
conexo y obtuvo los siguientes resultados.

Teorema 1.61 [24, Teorema 3] Si X es un n-odo simple, entonces C (X)
es homeomorfo a Cono (Z), para un continuo Z.

Teorema 1.62 [2/, Teorema 4] Sea X un continuo localmente conexo cuyo
espacio de subcontinuos, C' (X), tiene dimension finita. Si C (X) es homeo-
morfo a Cono (Z), sobre un continuo Z, entonces X es un arco, una curva
cerrada simple o un n-odo simple.
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En [23] M. de J. Lépez obtuvo el siguiente teorema.

Teorema 1.63 [23, Pag. 362] Sea X un continuo tal que existen un continuo
Z de dimension finita y un homeomorfismo h : C (X) — Cono(Z). Si
Y € C(X) es tal que h (Y) =v(Z), entonces:

(a) Y tiene la propiedad cono = hiperespacio;

(b) X =Y es localmente conexo;

(¢) X =Y tiene un nimero finito de componentes;

(d) cada componente de X —Y es homeomorfa a [0,00) o a la recta real;

(e) si una componente R de X —Y es homeomorfa a la recta real, entonces
X —-Y =R,

(f) si A es un subcontinuo de X y A no contiene a 'Y, entonces A es un
arco o un conjunto de un punto.

Més atn, en [15], A. Illanes y M. de J. Lépez obtuvieron la siguiente
caracterizacion.

Teorema 1.64 Sea X un continuo hereditariamente descomponible. Entonces
existe un continuo de dimension finita Z tal que C(X) es homeomorfo a
Cono (Z) sty sélo si X es homeomorfo a uno de los continuos de la figura.
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Continuos hereditariamente descomponibles cuyo
hiperespacio de subcontinuos es homeomorfo al cono de un
continuo de dimensién finita

1.9. Continuos Cono-encajables

En esta tesis estudiaremos la siguiente propiedad.

Definicién 1.65 Dado un continuo X, decimos que X es un continuo cono-
encajable en C(X) si existe un encaje h : Cono(X) — C(X) tal que
h(z,0) = {z} para cada z € X.

Mas ain, si h(p,s) & h(p,t) siempre que s <t yp € X, decimos que X
es un continuo cono-encajable ordenado en C (X).
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Observacion 1.66 La seqgunda condicion significa que el encaje h se puede
hacer mediante arcos ordenados. Es decir, las imdgenes de los arcos de la
forma {p} x [0,1], son arcos ordenados en C (X). Ademds, notemos que,
{p} = h(p,0) C h(v) para cada p € X, donde v es el vértice de Cono (X),
entonces p € h (v) para cada p € X. Es decir, h (v) = X.

El arco y la circunferencia son ejemplos de continuos cono-encajables. Més
atin, los continuos C-H y los continuos con la propiedad cono = hiperespacio,
son ejemplos de continuos cono-encajables. Tenemos razones para afirmar que
las graficas finitas (continuos que son unién finita de arcos de manera que
cada dos de ellos se intersectan en un conjunto finito (considerando al vacio
como conjunto finito)), son continuos cono-encajables; sin embargo, faltan
algunos detalles para concluir su demostraciéon. Existen varios ejemplos de
continuos X que son cono-encajables en C' (X) cuyos cono e hiperespacio de
subcontinuos no son homeomorfos, algunos de los cuales veremos a lo largo
de la tesis.

Para mostrar que existe un encaje, varias veces lo construiremos. Pero, en
lugar de definir una funcién en Cono (X), la definiremos en X x [0, 1]. Con
los siguientes lemas tendremos el encaje deseado. El primero es el Teorema
de la Transgresion, su demostracién se puede encontrar en [5, Teorema 3.2].

Teorema 1.67 (Teorema de la Transgresion) Sean f : X — Y una identi-
ficacion y h : X — Z una funcion continua. Supongamos que hop™! es una
funcion univaluada (es decir, h es constante en cada fibra f~' (y)). Entonces:
1)hop™t:Y — Z es continua;
2) hop™ :Y — Z es una funcion abierto (cerrada) si y sélo si h(U)
es abierto (cerrado) para cada conjunto abierto U que satisface la igualdad

U= f"1of(U).

Lema 1.68 Sean X un espacio compacto y Y wun espacio de Hausdorff. Si
h: X x[0,1] — Y es una funcion continua, inyectiva en X x [0, 1), constante
en X x {1}, y cumple que h (x,t) # h(x,1) cuando t < 1, entonces h induce
un encaje natural de Cono (X) en'Y.
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Demostracién. Como X es compacto, entonces X X [0, 1] es compacto.
Sea yp € Y tal que h (z,1) = yo paracadax € X. Sean : X x I — Cono(X)
la funcién cociente. Veamos que h es constante en fibras de 7. Si v es el vértice
del cono, entonces 7~ !(v) = X x {1}. Por otro lado h(p,1) = yo para cada
p € X. Asf que h es constante en 7 *(v).

Para un punto w # v, se tiene que 7 '(w) es un conjunto unipuntual
y, por tanto, h es constante en esa fibra. Hemos mostrado que se cumplen
las hipotesis del Teorema de la Trasgresion 1.67. Por tanto, la funcién f =
hon™t:Cono(X) — Y es una funcién continua.

el vértice v del cono, por ejemplo w = v, se tiene que h(v) = y,. Por otro lado,
7 z) ={(p,t)},conp € Y y ¢t < 1. Por tanto h(m'(p,t)) = h(p,t) # yo.
Ast que f(w) # (2).

Veamos que f es inyectiva. Sean w # z 'y z € Cono(X). Si uno de ellos es
1

Supongamos que ninguno de w y z es el vértice. Tenemos entonces que
mHw) = {(p,t)} vy 77H(z) = {(¢,9)}, con (p.t) # (¢,5) v s,t € [0,1).
Como h es inyectiva en X x [0, 1), se tiene que h(p,t) # h(g,s). Por tanto
f(w) # f(z). Hemos mostrado que f es una funcién continua e inyectiva de
un compacto a un espacio Hausdorff. Por tanto f es un encaje. B

Lema 1.69 Dado un continuo X, supongamos que existe una funcion con-
tinua h : X x [0,1] — C (X)) tal que

(a) h(p,0) = {p};

(b) existe Y € C (X) tal que h(p,t) =Y siy sdlo sit = 1;

(c) h es inyectiva en X x [0,1).

Entonces X es un continuo cono-encajable en C (X).

Mas ain, si h(p,s) & h(p,t) siempre que p € X y s < t, entonces X es
un continuo cono-encagjable ordenado en C'(X).

Demostraciéon. Por el Lema 1.68, h induce un encaje natural, f, de
Cono(X) en C (X). Ademds f = hor !, donde 7 : X x [0,1] — Cono (X)
es la funcién cociente.

Observemos que f (p,0) = h (7! (p,0)) = h(p,0) = {p}. Esto prueba
que X es un continuo cono-encajable en C' (X).
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Ahora bien, si 0 < s < t < 1, entonces f(p,s) = h(p,s) & h(p,t). Si
t < 1, entonces f (p,t) = h(p,t) y por tanto, f (p,s) & f(p,t). Parat =1,
tenemos que f (p,1) =h(r ' (v)) =Y =h(p,1). Ast que f (p,s) & f(p,1).
Concluimos que f es el encaje deseado. De aqui que X es un continuo cono-
encajable ordenado en C'(X). B

Lema 1.70 Sean X un continuo cono-encajable y h : Cono(X) — C(X)
un encaje tal que h(xz,0) = {x} para cada x € X. Entonces la funcion
K : Cono(X) — C(C (X)) dada por K (z,t) = h({z} x [0,t]) estd bi-
en definida y es continua. Mas ain, la funcion f: X — C(C(X)) definida
como f(x) = h({z} x [0,1]) es un encaje.

Demostracién. Veamos que K es continua. Sean (z,t) € Cono(X) y
((zn,tn)) -, una sucesién en Cono (X) tales que lim (z,,t,) = (z,t). En-
tonces lim x,, = x y lim¢,, = t. Luego lim[0, ¢,] = [0,¢] y lim ({z,,} x [0,%,]) =
{z} % [0,¢]. Puesto que la funcién C (h) : C' (Cono (X)) — C(C (X)) dada
por C (h) (A) = h(A) para cada A € C'(Cono (X)) es continua ([16, Lema
13.3]), tenemos que

lim (€ (h) ({zn} < [0, 2,]))

lim K (x,,t,) = lmh({z,} x[0,t,]) =
=h({z} x[0,t]) = K (z,1).

C (h) ({x} x [0,])
Esto prueba que K es continua.

Ahora, veamos que f es inyectiva. Sean = y y dos puntos distintos de X.
Como h es inyectiva y h (y,0) = {y} , tenemos que {y} ¢ h ({x} x [0,1]). Asi

que {y} € h({y} x [0,1]) y {y} ¢ h ({x} x [0,1]) . Por tanto, f (z) # f (y).

Demostremos que f es continua. Tomemos un punto z € X y una sucesion
(xn)0, de X, tales que limz, = 2. Como K es continua, lim K (z,,1) =
K (x,1). Es decir, lim f (x,) = f (z) . Esto muestra que f es continua.

Por lo tanto, f es una funcién continua e inyectiva de un espacio compacto
a un espacio Hausdorff. Asi que f es un encaje. B
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Capitulo 2

Propiedades de Continuos
Cono-encajables en C(X)

En este capitulo demostraremos algunas propiedades de los continuos
cono-encajables en C'(X). Primero probaremos que si un continuo X es cono-
encajable en C'(X), entonces contiene a lo méds un continuo indescomponible
y posteriormente demostramos un resultado andlogo para subcontinuos ter-
minales.

2.1. Conteniendo un Indescomponible

Recordemos que para un continuo X y un punto p € X, la composante
de p en X, se define como

k(p) = U{A C X : A es un subcontinuo propio de X y p € A}.

Definicién 2.1 Sean X un continuo, Y un subcontinuo de X y k una com-
posante de Y. Decimos que k se sale de Y si existe un subcontinuo Z de X
tal que ZN(X\Y)#0, ZNk#0yY € Z.

Veamos que bajo ciertas hipétesis, un subcontinuo indescomponible no
puede tener demasiadas composantes que se salgan de él.
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Lema 2.2 Sea X un continuo tal que dim(C(X)) < oo. Si Y es un sub-
continuo indescomponible no degenerado de X, entonces el nimero de com-
posantes de Y que se salen de'Y es finito.

Demostraciéon. Supongamos que este lema es falso. Sea m un nimero
natural. Entonces podemos tomar n composantes k1, Ko, ..., k, de Y, que se
salen de Y. Para cada ¢ € {1,2,...,n}, sea Z; un subcontinuo de X tal que
ZNX\Y)#0, Zink 0y Y € Z,.

Supongamos que Z; N Z; # ) para algunas i,j € {1,2,...,n} con i # j.
Sean WW; una componente de Z;Nk; y W; una componente de Z;Nk;. Veamos
que W; es cerrado en X. Como Z; es cerrado en X, W, C Z;. Observemos que
W, es un subcontinuo de Y. Si W; intersecta dos composantes de Y, como Y
es indescomponible, se tiene que Y = W; C Z; (por [20, Teorema 5, p. 212]).
Lo cual es una contradiccién. Concluimos que W; C &;. Hemos mostrado que
W,; es un subcontinuo de Z;Nk;. Puesto que W; es una componente de Z;Nk;,
tenemos que W; = W,. Un razonamiento similar muestra que W; es cerrado

en X.

Como k; y k; son composantes distintas, se tiene que k; N k; = (), por lo
que W; y W; son subconjuntos cerrados y ajenos de X. Por tanto, existen
abiertos U;, U; de X tales que W; C U;, W; C U; y U;NU; = 0. Observemos
que, como W; C Yy Z;N (X \Y) # 0, entonces W; & Z;. Andlogamente

Como W; y Z; son subcontinuos de X tales que W; & Z;, podemos tomar
un arco ordenado «; : [0,1] — C(X) de W; a Z; en C'(X), tal que «;(0) =
Wi, a;(1) = Z;. Por la continuidad de «;, existe t € (0,1) tal que W; &

Observemos que «;(t) Nrk; # 0. Ademds, puesto que «;(t) C Z; y Y ¢ Z;,
se tiene que Y & «;(t). Sia;(t)N(X\Y) = 0, entonces a;(t) es un subcontinuo
de Y tal que W; & «;(t) & Z;. Si «y(t) intersecta dos composantes de Y, por
[20, Teorema 5, p. 212], Y = «;(t) C Z;, lo cual es una contradiccion. Por
tanto «;(t) C k;. Hemos mostrado que «;(t) es un subcontinuo de Z; N k;.
Puesto que W, es una componente de Z; N k;, tenemos que W; = «;(t).
Esto contradice que W; & «;(t). La contradiccién surgié al suponer que
a;(t) N (X \Y) = 0. Se sigue que a;(t) N (X \Y) # 0.
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Concluimos que «;(t) es un subcontinuo de X con las mismas propiedades
de Z; pero que ademas satisface a;(t) C U;.

Analogamente, considerando un arco ordenado «; : [0,1] — C'(X) de W}
a Zj, podemos tomar un subcontinuo «;(s) de X tal que a;(s)N(X\Y) # 0,

() Nk #0,Y € aj(s) y a;(s) C Uj.

Por tanto, «; (t) y «; (s) tienen las mismas propiedades que Z; y Z;, pero
ademds «;(t) N «;(s) = 0. Repitiendo este procedimiento con cualquier par
de conjuntos Z; que se intersecten, podemos suponer que Z; N Z; = () para
cualesquiera i,j € {1,2,...,n} con i # j.

Entonces Y U UZ,- es un n-odo. Se sigue que C(X) contiene una

=1
n-celda ([13, Teorema 7.3]). Como esto lo podemos hacer para cada n € N,
concluimos que C'(X) contiene una n-celda para cada n € N. Concluimos que
dim(C'(X)) = co. Lo cual contradice que dim(C'(X)) < co. Esto concluye la
demostracién del lema. H

En el siguiente resultado, mostramos un criterio, bajo el cual, una com-
posante de un continuo indescomponible Y, se sale de Y.

Teorema 2.3 Sea X un continuo tal que dim(C(X)) < co. Sea Y un sub-
continuo indescomponible no degenerado de X. Supongamos que A € C(X)
pertenece a la misma arcocomponente de C(X)\{Y'} que B € C (X)\C(Y),
que A C XA y X\ es composante de Y. Entonces A se sale de Y.

Demostracién. Sea f : [0,1] — C(X)\{Y} un encaje tal que f(0) = A
y f(1) = B. Sea a = Im f. Consideremos la funcién ¢ : [0,1] — C (C (X))
definida como g (t) = f(]0,¢]). Como f es continua, C' (f) : C'([0,1]) —
C (C (X)) es continua. Por lo tanto, g es continua.

Como B € a\ C(Y), tenemos que o« ¢ C(Y). Sea s = sup{s € [0,1] :
g(s) € C(Y)}. Consideremos una sucesién creciente (s,)..; en [0,1] tal
que g (s,) C C(Y) para cada n € Ny lims, = s5. Como ¢ es continua,
lim g (s,) = g(so). Se sigue del Lema 1.28 que g (sq) C C(Y). Entonces
so < 1y g(so) = f(]0,50]) es un arco en C(Y) o un conjunto de un solo
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elemento. Entonces, por el Lema 1.32, U f([0, so]) es un subcontinuo de Y
que intersecta a A. Si U f(]0, so]) intersecta a otra composante de Y, entonces

U f([0, s0]) =Y por [20, Teorema 5, p. 212]. De aqui que Y € ([0, so]) por
el Teorema 1.33. Lo cual es una contradiccién, puesto que f([0,so]) C a C
C(X) \ {Y}. Concluimos que U f([0, s0]) esté contenido en A.

Observemos que Y # f(sg). Es decir, f(so) & Y. Si para cada t > s
se tiene que Y C U f([s0,1]), tomemos una sucesién decreciente (t,) -, en

(s0, 1] tal que lim¢,, = sg. Entonces lim[sg, t,,] = {so} . Por la continuidad de
C' (f) tenemos que lim f ([so, t,]) = {f (s0)} . De aqui que, por la continuidad

de la unién (Lema 1.31), im (] f([so,ta]) = {f (s0)} . Como Y C | J f([s0, %]

para cada n € N, se sigue del Lema 1.28 que Y C f(sg), lo cual es una
contradiccién.

Concluimos que existe ty > sp tal que Y ¢ U f([s0,to]). Por lo tanto,

Uf([So,toD es un subcontinuo de X tal que Uf([sg,to]) NX\Y)#0y
que no contiene a Y. Ademds, como f(sg) estd contenido en A, se tiene que

AN <U f([so,to])> # (). Esto prueba que A se sale de Y. B

Estamos listos para probar la propiedad mencionada de los continuos
cono-encajables.

Teorema 2.4 Sea X un continuo cono-encajable en C(X) tal que dim(C'(X))
es finita. Sea h : Cono (X) — C (X) un encaje tal que h(x,0) = {x}, para
cada v € X. Supongamos que v es el vértice de Cono(X) y que Y es un
subcontinuo indescomponible no degenerado de X. Entonces

(a) h(v) =Y;

(b) el inico subcontinuo indescomponible no degenerado de X esY;

(c) h(y,t) CY para todo (y,t) € Y x [0,1];

(d) Y es un continuo cono-encajable en C (Y').

Demostraciéon. Por el Lema 2.2, a lo mds un nimero finito de com-
posantes de Y se salen de Y. Como Y es un continuo indescomponible, tiene
una cantidad no numerable de composantes. Asi que podemos tomar tres
composantes distintas k1, ko ¥ k3 de Y que no se salen de Y.
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Tomemos i € {1,2,3} y z; € k;. Consideremos la funcién f; : [0,1] —
Cono(X) definida como f;(t) = (z;,t). Observemos que f; es un encaje tal
que f;(0) = (z;,0) y fi(1) = v. Sea a; = Im f;. Como «; es un arco y h es un
encaje, se tiene que h(q;) es un arco en C(X) que une a h(z;,0) = {z;} con
h(v).

Observemos que si i # j, entonces h(a;) N h(c;) = h(v). Asi que h(aq) U
h(c) es un arco en C'(X) que une a {z1} con {xa}.

Si h(ag)Uh(ae) C C(Y), entonces por el Lema 1.32, U h(o) Uh(az) es
un subcontinuo de Y. Como {z;} y {z2} son subconjuntos de composantes
distintas y {x1}, {22} € h(aq) U h(az), se tiene que U h(cy) U h(az) inter-
secta a dos composantes distintas de Y. Asi que, por [20, Teorema 5, p.212],
U(h(al)uh(ag)) =Y. Se sigue del Teorema 1.33, que Y € h(ay)Uh(az). Por

otro lado, si h(a)Uh(as) € C (Y'), entonces existe B € h(aq)Uh(a)\C (Y).
Observemos que {x;} y B estdn en el arco h(ay) U h(as) C C(X), para
i € {1,2}. Puesto que {z;} estd en una composante que no se sale de Y,
para i € {1,2}, por el Teorema 2.3, tenemos que {x;} no puede estar en la
misma arcocomponente de C'(X) \ {Y'} que B, para ¢ € {1,2}, de manera
que Y € h(ay) U h(as). En ambos casos tenemos que Y € h(a;) Uh(az). Sin
pérdida de generalidad, supongamos que Y € h(ay).

Por otro lado, h(as)Uh(as) es un arco en C(X) que une a {xs} con {x3}.
Un razonamiento similar muestra que Y € h(as) U h(as). Supongamos que
Y € h(ag). Concluimos que Y € h(ay) N h(az) = {h(v)}. Hemos mostrado
que Y = h(v).

Si Y] es un subcontinuo indescomponible no degenerado de X, Y] satisface
las mismas hipdétesis que Y, asi que h (v) = Y;. De manera que Y; =Y. Por
tanto, el inico subcontinuo indescomponible no degenerado de X es Y.

Sea y € k1. Si existe t € [0,1] tal que h(y,t) € Y, como Y = h(v) =
h(y,1), tenemos que t < 1. Entonces h ({y} x [0,1]) es un arco en C' (X) tal
quef (y,0) C w1, h(y,t) €Y y h({y} x [0,¢]) C C(X)\{Y}.Sih(y,t) # X
y tomamos un arco ordenado 3 de h (y,t) a X, con h ({y} x [0,t]) y 3 se puede
conectar {y} con X por un arco que no pasa por Y. Por el Teorema 2.3, k;
se sale de Y. En el caso en que h(y,t) = X también se concluye que k; se
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sale de Y. En cualquier caso se concluye que k; se sale de Y. Esto contradice
la eleccién de k; y prueba que h (y,t) C Y para toda t € [0,1].

Dada y € Y, por la densidad de k; en Y (Teorema 1.17) existe una
sucesion (y,),—, de puntos de k; tal que limy, = y. Dada ¢t € [0,1], la
continuidad de h implica que lim h (y,,t) = h (y,t). Por el parrafo anterior,
h (yn,t) CY para cada n € N. Asi que, por el Lema 1.28, h(y,t) C Y.

Hemos probado que la funcion h' = h|cone(yy : Cono (Y) — C'(X) tiene
imagen contenida en C (Y). Por tanto, i’ tiene las propiedades necesarias
para que podamos afirmar que Y es cono-encajable en C' (V). B

2.2. Conteniendo un Subcontinuo Terminal

Recordemos que un subcontinuo no degenerado y propio Y de un continuo
X es terminal si siempre que A € C(X) es tal que ANY # (), se tiene que
ACY obienY C A.

Mostraremos que un continuo cono-encajable tiene a lo mas un continuo
terminal. Primero probemos el siguiente lema, donde se muestra la propiedad
planteada arriba.

Lema 2.5 Sean X un continuo y Y wun subcontinuo terminal de X. Si «
es un arco en C(X) que une un punto de C(Y) con uno de C(X) \ C(Y),
entonces Y € a.

Demostracién. Sea a un arco en C(X) que une a M € C(Y) con N €
C(X) \ C(Y). Consideremos un homeomorfismo f : [0,1] — « tal que
f(0) = M y f(1) = N. Supongamos que Y ¢ «. Consideremos la funcién
g:10,1] — C(C (X)), definida como g (t) = f ([0, ¢]) . Como f es continua,
tenemos que C' (f) : C([0,1]) — C(C (X)) es continua. Por tanto, g es
continua.

Sea sp = sup{s € [0,1] : g(s) € C(Y)}. Consideremos una sucesién
creciente (s,) ~, en [0, so] tal que g (s,,) C C'(Y) paracadan € N, y lims,, =
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sp. Como ¢ es continua, tenemos que lim g (s,) = g (so) . Se sigue del Lema
1.28 que g (sp) C C'(Y). Entonces sy < 1. Por el Lema 1.32, Uf([(), So]) es
un subcontinuo de Y.

Observemos que Y # f(sg). Es decir, f(so) & Y. Si para cada t > s
se tiene que Y C U f([s0,1]), tomemos una sucesién decreciente (t,) -,
en [sp,1) tal que limt¢, = so. Entonces lim[sg,t,] = {so}. Por la con-
tinuidad de C'(f) tenemos que lim f ([sg,t,]) = f (so). De aqui que, por

la continuidad de la unién (Lema 1.31), h’me([so,tn]) = f(s9). Como

Y C U f([s0,tn]) para cada n € N, se sigue del Lema 1.28 que Y C f (so) -
Lo cual es una contradiccién. Concluimos que existe to > s tal que Y ¢
Uf([307t0])- Si Uf([soato]) - Yv entonces g (tU) = f ([07t0]> ccC (Y) , pues
g (s0) = f([0,s0]) C C(Y). Esto contradice la eleccién de sq. Por lo tanto,

Uf([so,to]) Z Y. Como f(sp) € C(Y), Uf([so,tg]) es un subcontinuo de
X que intersecta a Y, que no estd contenido en Y y no lo contiene. Esto

contradice que Y es un subcontinuo terminal. Concluimos que Y € a. B

Teorema 2.6 Sea X wun continuo cono-encajable en C(X). Entonces X
tiene a lo mds un subcontinuo terminal. Mds aun, si Y es un subcontinuo
terminal de X y h : Cono (X) — C(X) es un encaje tal que h (z,0) = {z}
para cada x € X, entonces h(v) =Y, en donde v es el vértice de Cono (X).

Demostracién. Supongamos que h (v) # Y, donde Y es un subcontinuo
terminal de X. Analizamos dos casos:

Caso 1) Y ¢ Imh.
Tomemos un par de puntos p € Y y ¢ € X \ Y. Definamos f : [0,1] —
C(X) como

1.
29
1.

Observemos que f(0) = {p} € C(Y) y f(1) = {¢} € C(X)\ C(Y). Es
claro entonces que o = Im f es un arco en C'(X)\ {Y'} que une a un elemento
de C(Y) con uno de C(X) \ C(Y). Esto contradice el Lema 2.5. Concluimos
que este caso es imposible.
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Caso 2) Y € (Imh) \ {h(v)}. Sea (y,t) € Cono(X) tal que h(y,t) =Y.
Entonces t < 1. Tomemos ¢ € X \ Y y p € Y tal que p # y. Definamos
g:10,1] — C(X) como

Entonces, es claro que 5 = Im g es un arco en C(X) que une a {p} con
{¢} que no pasa por Y. Ademds, {p} € C(Y) y {¢} € C(X)\ C(Y). Esto
contradice el Lema 2.5, mostrando asi que este caso también es imposible.
Hemos probado entonces que h(v) =Y.

Ahora bien, si Y y Z son dos subcontinuos terminales de X, se tiene
que Z = h(v) = Y. Hemos mostrado que X tiene a lo mds un subcontinuo
terminal. Il

Es natural preguntarse si un subcontinuo terminal no degenerado de un
continuo cono-encajable, también es un continuo cono-encajable. La respues-
ta es afirmativa como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.7 Si X es un continuo cono-encajable en C'(X) yY es un sub-
continuo terminal de X, entonces Y es un continuo cono-encajable en C(Y').

Demostracién. Sea h : Cono(X) — C(X) un encaje del cono de X
en el hiperespacio C'(X) tal que h (z,0) = {z}, para cada x € X. Sea b/ =
hlewy + Cono(Y) — C(X). Observemos que h' es continua e inyectiva.
Para probar el teorema sélo tenemos que ver que h'(y,t) € C(Y) para cada
(y,t) € Y x [0,1].

Dado y € Y, se tiene que h(y,0) = {y} € C(Y) y h(y,1) = h(v) =
Y € C(Y) (Teorema 2.6). Tomemos 0 < ¢ty < 1. Supongamos que h(y,tg) €
C(X)\ C(Y). Definamos f : [0,1] — C(X) como f(t) = h(y,tty). Como
{y} %[0, to] es un arco que no pasa por el vértice del cono, entonces f([0,1]) =
h({y} x[0,%o]) es un arco en C'(X) que no pasa por Y. Sin embargo, es un arco
que une a {y} € C(Y) con h(y,ty) € C(X)\ C(Y). Esto contradice el Lema
2.5. Concluimos que /' (y,t) = h(y,t) € C(Y) para cada (y,t) € Y x [0,1]. &
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2.3. Sobre Contractilidad

Recordemos que un espacio topolégico Z es contrdctil si existen una fun-
cién continua h : Z x [0,1] — Z y un punto p € Z tales que, para cada
x € Z, h(z,0) = x y h(z,1) = p. Tal funcién se llama contraccion en Z.

Intuitivamente, que Z sea contrictil significa que Z se puede deformar
continuamente a un punto en un intervalo finito de tiempo.

Sabemos que dado un continuo X, Cono(X) es contréctil. Es natural
preguntarse si dado un continuo cono-encajable, se tiene contractilidad en
su hiperespacio de subcontinuos. Para ello, vamos a considerar la siguiente
variante de la nocién de contractilidad.

Definicién 2.8 Dados un subespacio Y de Z y zg € Z, decimos que Y es
contractil a zy en Z si existe una funcion continua K @Y x [0,1] — Z
tal que, para toda y € Y, se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) K(y,0) =y,

Ast, K es una contraccion de Y a zy en Z.

Veamos el siguiente teorema, el cual da respuesta a la pregunta planteada
antes.

Teorema 2.9 Supongamos que X es un continuo cono-encajable en C(X).
Sea h : Cono(X) — C(X) un encaje del cono de X en el hiperespacio C(X)
tal que h(x,0) = {x} para cada v € X. Sea N el subcontinuo de X tal que
h(v) = N, donde v es el vértice del cono. Entonces existe una contraccion
K :F(X)x[0,1]] — C(X) de Fi(X) a N en C(X) tal que K es inyectiva
sobre F1(X) x [0,1).

Demostracién. Definamos K : Fy(X)x|0, 1] — C(X) como K ({z},t)
h(z,t). Entonces K es una funcién continua tal que K({z},0) = h(z,0)

{a} y K({a},1) = hx.1) = h(v) = N.
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Dados ({z},t), ({y},s) € Fi(X) x [0,1) tales que K({z},t) = K({y},s).
Entonces h(x,t) = h(y,s). Como s,t < 1y h es un encaje, se tiene que
(x,t) = (y, s). Es decir, ({z},t) = ({y}, s). Esto concluye la demostracién. B

Observemos que el Teorema 2.9 nos dice que si un continuo X es cono-
encajable en C'(X), entonces F;(X) es contractil en C'(X). Por [13, Teorema
9.1], se tiene que si F(X) es contractil en C'(X), entonces C'(X) es contractil.
Por lo tanto, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.10 Si X es un continuo cono-encajable en C(X), entonces
C(X) es contractil.

Si un continuo X es contractil, se tiene que C'(X) es contractil. Entonces
surge la pregunta de si existen continuos contréctiles que no sean continuos
cono-encajables. Mds adelante (4.32) daremos un ejemplo que muestra que
tales continuos existen.

2.4. Sobre la Estructura de C'(X)

Hemos mencionado que existe una proyeccién natural de C'ono(X') sobre
[0,1] que mide la altura de los puntos de Cono(X); asi como lo hace una

funcién de Whitney de C(X) sobre [0,1] la cual mide la “altura” de los
elementos de C'(X) (con respecto al orden parcial de la contencién).

Cuando tenemos un encaje ordenado de Cono(X) en C(X), es natural
preguntarnos si lo podemos definir de manera que “preserve” niveles. Veamos
que para un continuo cono-encajable ordenado en C'(X ), podemos conseguir
el encaje de manera que “preserve” niveles.

Teorema 2.11 Sean X un continuo cono-encajable ordenado en C(X) y
p o C(X) — [0,1] una funcion de Whitney tal que p(X) = 1. Entonces
existe un encaje h : Cono(X) — C(X) tal que, para cada x € X, se tiene
que

o) h(z,0) = {z};

b) h(z,s) & h(x,t), siempre que s < t;

¢) u(h(z,t)) =t para cada t € [0,1].
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Demostracién. Como X es un continuo cono-encajable ordenado en
C(X), existe un encaje f : Cono(X) — C(X) tal que f(x,0) = {z} para
cada v € X'y f(z,s) & f(z,t) siempre que s < t. De la Observacién 1.66
tenemos que f (v) = X, donde v es el vértice de Cono (X). Observemos que
f({x} x [0,1]) es un arco ordenado en C(X) del elemento {z} de Fi (X)
a X. Por lo tanto, para cada t € [0,1], existe un tnico elemento A,; €

f{z} x[0,1]) tal que u(A, ;) =t.

Definamos la funcién h : Cono(X) — C(X) como h(z,t) = A, ;. Veamos
que h cumple con lo deseado.

Observemos primero que, parat = 0, A, ¢ es el inico elemento de f({z} x
[0,1]) tal que pu(A,p) = 0. Es decir, h(z,0) = A, = {z}. Notemos que
h(v) = X es el tnico elemento A,; de f({z} x [0,1]) tal que pu(A4,1) = 1.
Es decir, h(v) = A1 = f(v) = X para cada z € X. Ademds, pu(h(z,t)) =t
para cada z € X y t € [0, 1].

Sean x € X y s < t. Entonces u(h(z,s)) < pu(h(z,t)). Como ademas

h(z,s) y h(x,t) son elementos de un arco ordenado en C’ (X), tenemos que

h(z,s) & h(z,t). Esto prueba b). En particular, h(z,s) # h(z,t). Con-
cluimos, ademds, que h(z,t) = h(v) siy sélo si t = 1.

Por otro lado, si h(z,t) = A = h(y,s), entonces A € f({z} x [0,1]) N
f{y} x[0,1]). Si & # y, por ser f un encaje, tenemos que f({z} x [0,1]) N
f{y} x[0,1]) = f(v). De aqui que h(z,t) = h(y,s) = f(v) = h(v). Por lo
tanto, t = s = 1y (z,t) = v = (y,s). Si © = y, tenemos que p(h(zx,t)) =
w(h(y,s)). Asi que t = s. Se sigue que (z,t) = (y,s). Hemos probado, asi,
que h es inyectiva.

Veamos ahora que h es continua. Consideremos una sucesion (z,, t,)>
de Cono(X) y un punto (z,t) € Cono(X) tales que lim(z,,t,) = (x,t).
Supongamos que existe A € C(X) tal que lim h(x,,t,) = A. Veamos que

A = h(z,t).

Como p(h(xy,,t,)) = t, para cada n € N y limt, = ¢, tenemos que
p(A) = t. Entonces, solo falta ver que A € f({z} x [0,1]).

Por el Lema 1.70, sabemos que lim f({z,}x[0,1]) = f({z} x]0, 1]). Como
WMzn, tn) € f({xn} x [0,1]) para cada n € N, entonces A € f({z} x [0,1])
(Lema 1.27). Esto prueba que A = h(x,t). Por lo tanto, h es continua.
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Ya que h es una funcién continua e inyectiva de un espacio compacto a
un espacio de Hausdorff, tenemos que h es un encaje. Esto termina la prueba
del teorema. W

2.5. Heredando la Propiedad

Si un continuo X es cono-encajable en C'(X), es natural preguntarse si
esta propiedad la hereda a algiin espacio. En esta secciéon veremos situaciones
en las que dicha propiedad es heredada.

2.5.1. Productos

Si tenemos una familia numerable de continuos, podemos considerar su
producto topoldgico, el cual es un continuo. Es natural preguntarse si el pro-
ducto de una familia numerable de continuos cono-encajables es un continuo
cono-encajable. Para responder ésto, veamos primero el siguiente lema.

Lema 2.12 Sea {X,, : n € N} una familia de continuos. Para cada n € N,
sean A, € C(X,) y (Aﬁ)zo una sucesion en C (X,,) tales que lim;,__,, AF =

A,. Entonces limy__, (H Aﬁ) = H A,.
n=1

n=1

Demostraciéon. Para cada n € N, denotemos por d,, y H, las métricas
de X, y C (X,), respectivamente. Podemos suponer que didmg, (X,) = 1
oo

para cada n € N. Sean X = H X, v d la métrica para X definida como

n=1

o0 - dn xnayn
d((2n)ply s (Yn)oey) = Y ==

n=1

Sean A = HA y A = HAk Como A,, AF € C(X,) para cada
n=1

n,k eN, entonces A, A € C(X). Veamos que limy_,, A = A. Sea € > 0.
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o0

Entonces existe N € N tal que Z 2% < 5. Dadan € {1,..,N}, como
n=N+1
Iy, AE = A, existe k, € N tal que H, (AF, A,) < 55 para cada k > k.

Sea ng = méx{k, :ne€{l,..,N}}.

Tomemos k > ng. Para ver que H (A, A) < €, veamos que A C Ny (e, Ay)
y.Ak C NH (G,A).

Sea (a);-, € A. Dadan € {1,..,N}, como H, (AF, A4,) < 5%, existe
ab € AF tal que d, (an,af) < 55. Paran > N, elegimos af € A¥ cualquiera.
Entonces

2n n
n=1 n=N+1
N 00
€ 1 1
< — I _
Nt D o
n=1 n=N+1
< € i €
— — = €.
2 2

Hemos encontrado un punto (a’,ﬁ)f;l € Ay tal que d ((an);; (af‘;)zo:l) <
e. Concluimos que A C Ny (¢, Ax) . Un argumento similar muestra que A C
Ny (e, A) . Por tanto H (Ay, A) < € para cada k > ng. Esto muestra que

Estamos listos para mostrar que el producto de una familia numerable de
continuos cono-encajables es un continuo cono-encajable.

Teorema 2.13 Sea {X,, : n € N} una familia de continuos tales que X, es
oo
cono-encajable en C(X,,). Entonces el producto X = H X, es un continuo

n=1
cono-encagjable en C(X).
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Demostracién. Para cada n € N, sea h,, : Cono(X,) — C(X,) un
encaje tal que h,(z,t) = {x} para cada = € X,,.

Definamos la funcién h : Cono(X) — C(X) como

h((zn)pii:t) = H P (T, ).

Como hy(x,,t) es un continuo para cada n € N, entonces H P (2, 1)

n=1
[

o0
es un continuo. Ademds, observemos que th(mn,t) C HX”‘ Asi que

n=1 n=1

ﬁ hip(xn,t) € C(X).

Veamos que h es continua. Sean A € Cono (X) y (Ag),., una sucesion en
Cono (X) tales que lim Ay, = A. Sean A = ((x,).2,,t) y Ay = ((wfb)zozl i) -

n=1"
Como lim A, = A, entonces limt, =t y lim;,__o, 2% = x,, para cada n € N.
Por la continuidad de h,,, tenemos que lim h,, (xfl, tk) = hy, (zp,t) . Usando el
Lema 2.12,

mh(Ay) = lmh ((«5)" )

= lim (ﬁ B (mﬁ,tk))
- H (Mm h, (2, 11))
= ] i (2, t) = Rl(20)321. 1).

Esto muestra que h es continua.

02



Para t = 0, tenemos que

h((zn)p21,0) = H hn (20, 0)

= H{xn}
= {(zn)nl1}

para cada (z,)52, € X.

Ademas, para t = 1, se tiene que

h((zn)pzy, 1) = th(wnal)

n=1
— H hn(vn)y
n=1
para cada (z,)22; € X, donde v, es el vértice de Cono(X,,) para cadan € N.

Por tanto, h(v) = H hn(vy), donde v es el vértice de Cono(X).

n=1

Sean s,t € [0,1] y z,y € X tales que h(z,t) = h(y,s). Sean z = (x,)5°,
vy = (yn)2,. Para cada n € N, sea 7, : X — X,, la n-ésima proyeccion.
Puesto que h(z,t) = h(y,s), entonces m,(h(z,t)) = m,(h(y,s)) para cada

n € N. Asi que hy(x,,t) = hy,(yn, s) para cada n € N.

Sit =1, entonces h,(x,,t) = h,(v,) para cada n € N. Asi que h,(v,) =
hn(yn, s) para cada n € N. De aqui que s = 1. Un razonamiento similar
muestra que si s = 1, entonces t = 1.

Supongamos que s,t < 1. Puesto que h,, es un encaje para cada n € N,
tenemos que (z,,t) = (yn,s) para cada n € N. Concluimos que s =t y
x, = Yy, para cada n € N. De aqui que (x,t) = (y,s). Ademds, como h es
una funcién de un espacio compacto a un espacio de Hausdorff, tenemos que
h es el encaje deseado.

Observemos que el Lema 2.12 es vélido para un producto finito de con-
tinuos. Entonces, usando los mismos argumentos, tenemos que un producto
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finito de continuos cono-encajables es un continuo cono-encajable. Por otro
lado, tenemos la siguiente pregunta.

o0

Problema 2.14 Si X = HX” es un continuo cono-encajable en C(X),
n=1
sserd cierto que X, es un continuo cono-encajable para cada n € N?

Ahora, como [0, 1] es un continuo cono-encajable en C ([0, 1]), entonces
el cubo de Hilbert @) es un continuo cono-encajable en C' (Q). Por otro lado,
considerando un continuo X con mas de un subcontinuo terminal, encajado
en el cubo de Hilbert, por el Teorema 2.6, X no es un continuo cono-encabale
en C' (X). Esto muestra que la propiedad de ser cono-encajable no es here-
ditaria.

2.5.2. Hiperespacios

Otra pregunta natural es la siguiente: ;si X es un continuo cono-encajable
en C'(X), entonces alguno de sus hiperespacios también lo es? A continuacion
daremos algunas respuestas.

Dado un continuo X y dada n € N, recordemos que el n-ésimo producto
simétrico de X estd definido como

F,(X) = {A € 2% : Atiene a lo mas n puntos}.

Dados un continuo X y subconjuntos A;, As, ..., A,, de X, denotemos por

(Ay, As, ..., A,),, al conjunto {K € F,(X) : K C UA" y KNA; # () para ca-

i=1
dai e {1,2,...,n}}. Es decir, (41, ..., A,),, es el conjunto vietérico en F,,(X)
para los conjuntos Ay, ..., A, o bien, (Ay,...,A,),, = (A1,..., An) N F, (X) .
Entonces (A, ..., A,),, es cerrado (respectivamente, abierto) en F,,,(X) cuan-
do los subconjuntos Ay, ..., A, son cerrados (respectivamente, abiertos) en X.
Para ver si F,(X) tiene la propiedad siempre que X la tiene, probemos el
siguiente lema.
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Lema 2.15 [25, Lema 1] Sean X un continuo, n € N y C1, ..., C,, subcon-
juntos conexos de X. Si m > n, entonces el conjunto (Ci,...,Cy), es un
subconjunto conexo de F,,(X).

Demostracién. Tomemos dos elementos distintos {1, ...,z }, {y1, ..., Ys }
en (C1, ..., Cy),. . Entonces, para cada i € {1, ...,n}, existe un punto z;, € C;
para algin j; € {1,...,r}. También existe un punto y;, € C; para algin
k; € {1,...,s}. Probemos el siguiente hecho.

Afirmacién 1. Existe un subconjunto conexo de (C4, ..., C,,),, que con-
tiene a ambos puntos {z1, ...,z } v {zj,, ..., z;, }-

Supongamos que {z1,...,z,} # {le, ...,a:jn}. Entonces existe un punto
zy € {z1, ...,z }\{z},, ..., xj, }. Sabemos que z; € C, paraalginu € {1,...,n}.
Definamos la funcién

f : {ﬂj‘jl} X ... X {.Iljn} X Cu — <Cl,...,Cn>

m

como f(xj,,...,xj,,c) = {xj, ...,z c}. Observemos que f esta bien definida
(pues {zj,, ..., x;, } tiene menos de m puntos) y es continua. Entonces, como
{xj} x ... x{x;,} x C, es conexo, tenemos que

Av=f({zg xox{ag, } x Cu)

es un subconjunto conexo de (C, ..., C,), . Ademds, notemos que
{l’jw vy l’jn} = f(Zle, ey :L‘jn,xju)

y
{Zj), i} = f(xj, .0, T, T

Ast que {zj,, ...,z }, {xjp, oy zj, o} € Ay

Si{xy, ...,z } = {zj,,...,xj,, 2}, por lo que hemos realizado, la afirma-
cién estd probada. Supongamos que {z1, ..., z,} # {z},, ..., x;,, z;}. Entonces
existe un punto z,, € {z1, ...,z }\{z;,, ..., z;,, x; }. Con un razonamiento ana-
logo al anterior, podemos encontrar un subconjunto conexo de (C, ..., Cy,)
que contiene a los puntos {z;,, ..., =, Tt} y {Tjs -, Tj, Tty Ty }-

m

Asf, hemos construido un subconjunto conexo A de (C4,...,C,),, que
contiene a los puntos {z1,...,x,} y {x,,...,xj, }. Esto prueba la afirmacién.
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Ahora, definamos la funcién

g1 : Ch X {{L‘j2} X ... X {l’jn} — <Cl, 7Cn>

m

como ¢(¢, xj,, ..., xj,) = {c, x4, ..., x;, }. Observemos que g; estd bien defini-
da y es continua. Entonces, como C; x {z;,} x ... x {z;,} es conexo, te-
nemos que By = ¢1(Cy x {z;,} x ... x {z;,}) es un subconjunto conexo de
(Ch,...,Cp),, . Ademds, notemos que {z;,,%j,,....,T;. } = G1(%j, Tjy, ..., Zj,)
Y AUk Tjyy o i} = 91(Unys Tjy -5 T5,) DUES T, Yk, € Ci. Por lo tanto,
{1, jys i, i by {Yky» Ty -y T4, + € By Notemos que {zj,,...,z;, } € ANBy.
De aqui que AN B; # 0.

De la misma manera, definamos la funcién

ga : {ykl} X CQ X {JZJS} X ... X {LEJH} — <CI; 7Cn>m

como G2 (Yky s C, Tigy s L) = {Yky, C, Tjg, -, T, }. Observemos que go estd bien
definida y es continua. Entonces, como {yx, } x Cs x {z,} x ... x {z;,} es
conexo, tenemos que By = go({yk, } xCox{xj, } x...x{x;,}) es un subconjunto
conexo de (C1,...,Cy),. .

Como j,, Yk, € Ca, tenemos que {Yi,, Tiyy ooy T } = 92(Uky, Tjps oy Tj) ¥
{Ykys Ykps Tig-oos Tin b = G2(Ykys Ykas Tigy --s T4, ). Por lo tanto, {yk,, Tjy, ..., Tj, }
{Yky» Yky» Tjg-or T4, } € Ba. Ademds, observemos que {yi,, Zj,, ... 25, } € B N
Bs. De aqui que By N By # 0.

De manera similar, definamos Bs, ..., B,, de manera que B;N B, # 0 para
cadai € {2,...n — 1} y {Ukys s Yk, } € Bn. Asi que B=B;U...UB, es un
subconjunto conexo de (C4,...,C,), tal que {xj, ...z, },{Yks, s Ur, } € B.
Ademsds, puesto que AN By # (), tenemos que AN B # ().

Un argumento similar al utilizado para probar la Afirmacién 1, muestra
que existe un subconjunto conexo C de (Ci,...,C,),, tal que {yk,, ..., Us, },
{1, ..., ys} € C. Ademds, observemos que {yx,, ..., Yk, } € BN C. De aqui que
BNC # 0.

Por tanto, AU B UC es un subconjunto conexo de (C4,...,C,), = tal que
{z1, ..y z. }, {1, .., ys} € AU B UC. Hemos probado que para cualesquiera
dos puntos de (Ci, ...,C,),, existe un subconjunto conexo de (Ci,...,C,,)
que los contiene. Esto muestra que (C4, ...,C,),, es conexo. B

m
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Lema 2.16 Sean (A,), y (B,)>, sucesiones de 2% y A, B € 2% tales que
lim A, = A y lim B,, = B. Entonces lim (A,,, B,), = (A, B), .

Demostracién. Puesto que A,, y B,, son compactos, y por tanto cerrados,
tenemos que (A,, B,), es cerrado en F; (X). En particular es un subconjunto
compacto de Fy(X). Por la compacidad de 2% 2(X) podemos suponer que existe
un elemento A € 27249 tal que lfm (A, B,,), = A. Veamos que (A, B), = A.

Tomemos un elemento K € A. Entonces, por el Lema 1.27, para cada
n € N existe K,, € (4,, B,), tal que lim K,, = K. Entonces K,, C A, U B,
para cada n € N. Del Lema 1.29 se sigue que lim A,, U B, = AU B. Asf que
del Lema 1.28 tenemos que K C AU B.

Por otro lado, tenemos que K, N A, # () para cada n € N. Se sigue del
Lema 1.30 que K N A # (). De manera similar tenemos que K N B # (). Esto
muestra que K € (A, B),. Asi que A C (A, B),.

Ahora, tomemos un elemento K € (A, B), . Entonces K C AUB, KNA #
0y KNB#(.Seana e KNAybe KN B, de manera que K = {a, b} .

Como a € A, por el Lema 1.27, para cada n € N existe a, € A, tal
que lima, = a. De manera similar, para cada n € N existe b, € B tal que
lim b, = b.

Para cada n € N sea K,, = {a,,b,} € F5(X). Observemos que K, C
A, UB,, a, € K,NA, yb, € K,NB,. Asi que K,, € (A,, B,),. Ademés,
puesto que lima,, = a y limb, = b, tenemos que lim K,, = K. Esto muestra
que K € A (Lema 1.27). Asf que (A, B), C A.

Concluimos que A = (A, B), . Esto concluye la prueba del lema. H

Ahora resulta natural definir una funcién de Cono(Fz(X)) en C(F»(X))
para un continuo X cono-encajable en C'(X).

Teorema 2.17 Si X es un continuo cono-encajable en C(X), entonces Fy(X)
es un continuo cono-encajable en C(Fy(X)). Mds ain, si X es un conti-

nuo cono-encajable ordenado en C(X), entonces F5(X) es un continuo cono-
encajable ordenado en C(Fy(X)).
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Demostracién. Sea f : Cono(X) — C(X) un encaje tal que f(z,0) =
{z} para cada = € X. Definamos la funcién

h: Cono(Fy(X)) — C(Fy(X))
como h({z,y},t) = (f(x,t), f(y,t)), para cada ({z,y},t) € Cono(Fz(X)).

Puesto que f(x,t) y f(y,t) son compactos, y por tanto cerrados, tenemos
que (f(z,t), f(y,t)), es cerrado en F;(X). En particular es compacto en
F5(X). Ademas, por el Lema 2.15, tenemos que (f(x,t), f(y,t)), es conexo
en F5(X). Concluimos que (f(z,t), f(y,1t)), es un subcontinuo de F5(X). Por
lo tanto, h estd bien definida. Veamos que h es continua.

Sean ({Zn, Yn}, tn)5>, una sucesion en Cono(F3(X)) v ({z,y},t) un e-
lemento de Cono(Fy(X)), tales que lim({zn,y,},tn) = ({x,y},t). Sit =1,
como limt, = 1, entonces lim f (z,,t,) = f(v) y lm f (yn,t,) = f(v),
donde v es el vértice de Cono (X). Asi que lim h ({z, yn} ,tn) = (f (v))y =
h({z,y},1) por el Lema 2.16.

Supongamos ahora que ¢ < 1. Entonces lim{z,, y,,} = {z, y}. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que limz, = z y limy, = y. Como limt¢, =t
y f es continua, tenemos que lim f(z,,t,) = f(x,t) y Um f(yn,t,) = f(y,t).
Se sigue del Lema 2.16, que lim A({xy, yn}, tn) = Um (f (25, t0), f(Yn, tn))y =
(f(z,t), f(y,t)), = h({x,y},t). Esto prueba que h es continua.

Para t = 0, tenemos que

h({z,y},0) = (f(z,0), f(y,0)),
= {z}, {y})
= {{z,y}}.

para cada {z,y} € Fp(X).

Y, parat =1,

h({l’,y},l) = <f($71)7f<y71)>2
= (f(v), [(v)),
= F(f(v))

para cada {z,y} € F5(X), donde v es el vértice de Cono (X).
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Veamos que h es inyectiva. Sean ({z,y},t), ({p,q},s) € Cono(F»(X))
tales que h({z,y},t) = h({p, q}, ). Ast, (f(2,1), f(y, 1))y = (f(p, ), f(q,5))s -

Si f(x,t) € f(p,s) U f(q,s), entonces podemos tomar un punto a €
flz, )\ f(p,s)U f(g,s). Sea b € f(y,t). Entonces {a,b} € F5(X) es tal que
{a,b} € (f(z,t), f(y, 1)), \ (f(p,$), f(q,5))y, lo cual es una contradiccién.
Por tanto, f(x,t) C f(p,s)U f(q,s). De la misma manera, tenemos que

s

f(y, )Cf(p, s)U f(q, s). Ast que f(z,t) U f(y,t) C f(p,s) U f(q, ).

Un argumento similar muestra que f(p,s) U f(q,s) C f(z,t) U f(y,t).
Concluimos que f(x,t) U f(y,t) = f(p,s) U f(q, s).

Supongamos que ({z,y},t) # ({p, ¢}, s). Entonces tenemos dos casos.
Caso 1. s # t.

Supongamos primero que uno de ellos es igual a 1. Sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que ¢ = 1. Entonces s < 1y, puesto que f(z,t) =

[y, 1) = f(v), se tiene que f(p,s) # f(v) y f(q,8) # f(v).

Ademds, tenemos que f(p,s) U f(q,s) = f(z,t) U f(y,t) = f(v). Con-

chuimos que f(p.s) & f(v) ¥ f(2.5) & f(v). Flegimos a € f(v)\ f (p.5).
Entonces {a} € F»(X) es tal que {a} € (f( ), f (W, )\ (0,5) 5 (a,9))a

lo cual es una contradiccion.

Supongamos que s,t < 1. Entonces

flx,t) # f(p,s)y f(z,t) # f(q,9);
fly,t) # fp,s)y f(y,t) # flq,s).

Ordenemos al conjunto { f(z,t), f(y,t), f(p, s), f(¢,s)} con la contencién.
Como es finito, tiene un elemento minimal, es decir, tiene un elemento que
no contiene a ningun otro elemento. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que f(z,t) es un elemento minimal.

Entonces, existen a € f(p,s) \ f(z,t) y b € f(q,s) \ f(z,t). Asi que
{a, b} € F5(X) es tal que {a,b} € (f(p,s), f(q,5)),\ (f(x,1), f(y,1)),, lo cual

es una contradiccidn.
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Caso 2. s = t.

Sis =t =1, entonces ({z,y},1) = ({p,q},1) =V, donde V es el vér-
tice de Cono(Fz(X)). Lo cual es una contradiccién pues supusimos que son
elementos distintos. Se sigue que s,t < 1y {z,y} # {p,q}.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que x ¢ {p,q}. Sabemos que
flx,t) C flp,t) U f(g,1).

Si f(p,t)
flz,t) y b e flq,
(f(p,1), f(q,s
que f(p,t) C

(¢,t) € f(z,t), entonces existen a € f(p,t) \
. Por tanto, {a b} € F5(X) es tal que {a,b} €
lo cual es una contradicciéon. Concluimos

11))a;
C fla.t).

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f(p,t) C f(x,t) C f(p,t)U
flq,t) = f(z,t) U f(y,t). Puesto que x # p y t < 1, tenemos que f(p,t) &
f(z, ).

if(q,t) € f(z,t), puesto que f(g,t) C f(z,t)U f(y,t), entonces f(g,t)\

f(x, ) #VJ Fla.H)\ F(2.8) C fly.t). Seana € £, )\ f(p.) y b€ F(g.1)\
f(z,t) C f(q,t)\f(p,t). Sesigue que b € f(y,t). Asi que {a,b} € F5(X) es tal
que {a,b} € (f(z,t), f(y, 1)), \ (f(p,1), f(q,t)),, lo cual es una contradiccién.

Concluimos que f(q,t) C f(x,t). Més ain, puesto que x # qy t < 1,
tenemos que f(q,t) & f(z,t). Por tanto, f(x,t)U f(y,t) = f(p,t)U f(q,t) C
f(z,t). De aqui que f(y,t) C f(z,t) = f(p,t) U f(q,t). Ademas puesto
que f(x,t) # f(p.t) y f(z,t) # f(q,t), tenemos que f(q,t) € f(p,t

t) & f(a.t).

Ahora bien, si f(p,t) € f(y.t) y flg,t) € f(y,t), entonces existen a €
Fo.D\ F,t) v b€ Fg.t)\ Fly.b). Ast que {a,b} € Fy(X) es tal que
{a,b} € (f(p,t), f(q, ), \ (f(x,t), f(y,t))y, lo cual es una contradiccién.
Coneluimos que £(p.1) C f(y.1) o fla.t) C f(y.1).

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f (p,t) C f(y,t). Sif(p,t) &

f(y,t), entonces existen a € f(x,t)\ f(p,t) y b € f(y,t)\ f(p7 t). Asi que
{a,b} € F5(X) es tal que {a,b} € (f(x,t), f(y,1)),\ (f(p, 1), f(q,1)),, lo cual

es una contradiccidn.
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Se sigue que f(y,t) = f(p,t) € f(q,t). Entonces, existen a € f(x,t)\
fla;t) y b€ f(y,t)\ f(q,t). De aquf que {a,b} € F5(X) es tal que {a,b} €
(f(z,t), f(y, 1)), \ (f(p,1), f(q,t)),, lo cual es una contradiccion.

En todos los casos, al suponer que ({z,y},t) # ({p,q},t), llegamos a una
contradiccién. Concluimos que ({z,y},t) = ({p, q}, s). Esto prueba que h es
inyectiva.

Ahora bien, como h es una funcién de un espacio compacto a un espacio
Hausdorff, se tiene que h es un encaje. Esto termina la prueba de que Fy(X)
es un continuo cono-encajable en C'(Fy(X)).

Miés ain, si X es un continuo cono-encajable ordenado en C'(X), entonces
podemos suponer que f(z,s) & f(z,t) siempre que s < t, para toda = € X.

Para ver que F;, (X) es cono-encajable ordenado en C' (F3 (X)), tomemos
un elemento {z,y} € F»(X) y s < t. Entonces f(z,s) & f(z,t)y f(y,s) &
f(y,t).

Tomemos un elemento A € (f(z,s), f(y,s)),. Entonces A C f(z,s) U
fly,s) C f(z,t)U f(y,t). Ademds, AN f(xz,s) CAN f(z,t) y AN f(y,s) C
ANf(y,t). Puesto que ANf(z,s) # 0y ANf(y,s) # 0, sesigue ANf(x,t) # 0
y AN fyt) # 0. Asi que (f(z,5), f(y,5))y C (f(z,1), f(y.1)),. Es decir,
h({z,y},s) € h({z, y}, 1)

Como h es inyectiva, concluimos que h({z,y},s) & h({z,y},t), siempre
que s <ty {z,y} € F»(X). Esto muestra que F»(X) es un continuo cono-
encajable ordenado en C'(F2(X)). W

Desafortunadamente, no tenemos un teorema para n > 3. Aun tenemos
preguntas en este sentido.

Problema 2.18 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C(X), sserd cierto que F,,(X) es un continuo cono-

encajable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C'(F,,(X)) para algin
n> 37

En general, podemos preguntarnos si la propiedad de ser cono-encajable
en C(X) la preserva algin otro hiperespacio de X.
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Problema 2.19 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encagjable ordenado) en C(X), sserd cierto que C(X) es un continuo cono-
encajable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C(C(X))?

Problema 2.20 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encagjable ordenado) en C(X), sserd cierto que C,,(X) es un continuo cono-
encagjable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C(C,(X)) para al-
gunn > 27

Problema 2.21 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C(X), sserd cierto que 2% es un continuo cono-
encajable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C(2%)?

Respecto a este problema, se sabe (]2, Teorema 1] y [3, Teorema 3.2]) que
si X es localmente conexo, entonces 2% es homeomorfo al cubo de Hilbert,
el cual es un continuo cono-encajable ordenado.

Por otro lado, podemos preguntarnos si un continuo X es cono-encajable
siempre que uno de sus hiperespacios lo es.

Problema 2.22 Dado un continuo X, si F,,(X) es un continuo cono-encajable
(respectivamente cono-encajable ordenado) en C(F, (X)) para algin n > 2,
sserd cierto que X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C'(X)?

Problema 2.23 Dado un continuo X, si C,(X) es un continuo cono-encajable
(respectivamente cono-encajable ordenado) en C(C, (X)) para algin n > 2,
sserd cierto que X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C'(X)?

En este sentido, tenemos una respuesta en el caso en que el hiperespacio
de subcontinuos de un continuo es cono-encajable y en el caso en que el
hiperespacio de compactos no vacios es cono-encajable. Es decir, tenemos un
ejemplo de un continuo X tal que C' (X), respectivamente 2% ,es un continuo
cono-encajable en C' (C'(X)); sin embargo, X no es cono-encajable en C' (X)) .
Este ejemplo lo veremos en el capitulo 4 (Corolario 4.29 y Corolario 4.30).

Msés adelante, comentaremos més sobre estos problemas.
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Capitulo 3

Compactaciones

Dado un continuo X que es compactacién del rayo [0, 00) con residuo Y,
se tiene que Y es un subcontinuo terminal de X. Es natural preguntarnos qué
compactaciones del rayo son continuos cono-encajables. El Teorema 2.7 nos
dice que debemos buscar una compactacién tal que el residuo sea un continuo
cono-encajable. La pregunta més simple en este sentido es ;qué compacta-
ciones del rayo cuyo residuo es un arco son continuos cono-encajables?

En este capitulo estudiaremos las compactaciones del rayo, de la recta
real y de la unién de dos rayos que son continuos cono-encajables en C'(X).
En particular, estudiaremos las compactaciones del rayo que tienen a un arco
o una circunferencia como residuo.

Los siguientes lemas serdn ttiles a lo largo del capitulo.

Lema 3.1 Dado un continuo X, sea P = {p1,...,px} C X tal que X\ P no es
conezo. Sea A una componente de X \ P. Si a: [0,1] — C(X) es un encaje
tal que a(so) C A y a(s) € A para algunos so € [0,1) y s € (so, 1], entonces
existen ty € (so,s] y i € {1,....,k} tales que p; € a(ty) ¥y Ua([so,tg]) C
clx(A).

Demostracién. Veamos que clx(A) C AU P. Tomemos un punto x €
clx(A). Como A C AU{z} C clx(A), tenemos que A U {z} es conexo.
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Ahora bien, si x ¢ P, entonces x estd en una componente de X \ P. Pero
AU {z} es un subconjunto conexo contenido en X \ P y, ademds, contiene a
x. Puesto que A es una componente de X \ P, concluimos que AU {z} = A.
Se sigue que x € A. Esto prueba que cly(A) C AU P.

Sea to = sup{t € [so, ] : Ua([so, t]) C clx(A)}. Observemos que ty < s.

Tomemos una sucesién creciente (t,,) -, en [sq, o] tal que U [S0,tn]) C
clx(A) para cada n € Ny lim¢, = t. Por la continuidad de « y de la unién,
tenemos que limUa([so,tn]) = Ua([so,to]). Se sigue del Lema 1.28 que

U OZ([S(), tOD C Clx(A)

Si a(ty) € X \ P, puesto que P es cerrado, por la continuidad de la
unién, existe r >t tal que Ua([to,r]) C X\ Py, como U [to,7]) es un

subconjunto conexo de X (Lema 1.32), U ([to,7]) C A C clx (A). Asi que

U a([te,r]) C clx(A). Esto contradice la definicién de to. Asi que a(ty) NP #

0. Por tanto, existe i € {1,...,k} tal que p; € a(ty). De aquf que a(ty) € A.
Concluimos que ty > sqo. Esto concluye la prueba del lema. B

Lema 3.2 Sean X un continuo cono-encajable en C'(X) y h: Cono(X) —
C(X) un encaje tal que h(x,0) = {x} para cada v € X. Sea v el vértice de
Cono(X). Supongamos que existen un arco A en X con extremos p y q, y
sucesiones (An)iZy y (Bn)pZy en C(X), sucesiones (pn)il, (Pn)azr, (Ph)aZis
(gn)nz1s (@n)niy ¥ (dn)niy de X tales que

1) lim A,, = lim B,, = A;

2) lim p,, = lim p!, = lim p! = p;

3) lim g, = hmqn = hmqn = q;

4) Pns Qs 4 € Ap Y Gu, P, Dl € By, para cada n € N;

5) pn ¢ {qn,q by an € P, Py} para cada n € N;

6) A\ {dq,,q.} es una componente de X \ {q,,q'} para cadan € N;

7) B, \ {p,,, '} es una componente de X \ {p.,,pl} para cada n € N;

8) h(v) € A, y h(v) € B, para cada n € N.

Entonces h(v) = A y h(p,t),h(q,t) € C(A) para cada t € [0, 1].
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Demostracién. Sea n € N. Observemos que h({p,} x [0,1]) es un arco

en C(X) tal que hipy, 0) = {pa} C An\ {q), g1} v h(v Q A \ a4
Puesto que A, \ {¢,,q} es una componente de X \ {qn, q'}, por el Lema

3.1, existe t,, € (0,1] tal que h(pn,t,) N{d,,q'} #0y Uh {pn} x [0,t,]) C
Clx(An) = An

Por la compacidad de [0, 1], podemos suponer que existe ¢, € [0, 1] tal
que limt,, = ty. Entonces lim h(p,, t,) = h(p, to). Como h(p,,t,) N{d,, ¢} #
() para cada n € N y lim{q,,q"’} = {q}, por el Lema 1.30, tenemos que
h(p,to) N {q} # 0. Es decu“ q € h(p,to). Ademds, por la continuidad de la

union, thh {pn} X Uh {p} x [0,t0]). Puesto que Uh {pn} %
[0,t0]) C A, para cada n E Ny lim A, = A, de Lema 1.28 se sigue que

U h({p} x [0,%0]) C A. Concluimos que h({p} x [0,%o]) es un arco en C(A)
que contiene a {p} y h({p} x [0,t0]) N C(q, A) # 0.
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C(A)

{p}
{a}

Un razonamiento similar muestra que existe sy € [0,1] tal que h({q}
[0, so]) es un arco en C(A) que contiene a {q} y h({q} x [0, so]) NC(p, A) #
}

Entonces, por el Teorema 1.37, tenemos que h({p} x [0,%0]) N h({g
[0, s0]) # (). Pero, como h es un encaje, se tiene que h({p} x [0,1]) N h({q}
[0,1]) = h(v). Asi que ty = sp = 1. Como p € h(q,1) = h(v), ¢ € h(p,1)
h(v) y h(v) C A, concluimos que h(v) = A.

X
0.

I x X

A=h(v)
c(A)

{p}
{a}

Observemos, ademés, que h(p,t), h(q,t) € C(A) para cada t € [0,1]. B

Los siguientes continuos jugardn un papel muy importante en este capi-
tulo.
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1) Sea S el continuo sen (). Es decir, la cerradura en R? de {(z, sen(2)) :
0<z<1}.

El continuo sen (l) ,

S, ‘

2) Sea L; = {0} x [-2,—1] el arco en R? que une los puntos (0, —1) y
(0, —2) de manera que L; NSy = {(0,—1)}. Sea S? = Sy U L;.

L

(3) Sea Ly un arco en R? que une los puntos (0, —2) y (1, sen(1)) tal que
Lyn S? = {(0,-2),(1,sen(1))}. Sea Si = S U Ly. S{ es conocido como el
circulo de Varsovia.
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Circulo de Varsovia S}

4) Sea Lz = [—1,0] x {0} el arco en R? que une los puntos (0,0) y (—1,0)
de manera que Sy N Lz = {(0,0)}. Sea S3 = Sy U Ls.

Ls

(5) Sea Ly un arco en R? que une los puntos (—1,0) y (1, sen(1)) tal que
LyN S2={(-1,0),(1,sen(1))}. Sea S3 = S2U Ly.
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6) Sean S la cerradura en R? de {(z,sen(1)) : =1 < 2 < 0} y 53 =
So U S;. Es decir, S? es una compactacién de la unién de dos rayos con un
arco como residuo.

Si

(7) Sea L; un arco que une los puntos (1,sen(1)) y (=1, sen(—1)) tales
que Ly NS2 = {(1,sen(1)),(—1,sen(—1))}. Sea S3 = S2 U Ls. Es decir, Si
es una compactacion de R con un arco como residuo.
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Si

S5

8) Sea (SP)o = S*U{(1+ $)e : ¢ > 1}, donde S* = {(z,y) € R? :
r? 4+ y* = 1}. Es decir, (SP), es una compactacién del rayo con una circun-
ferencia como residuo. De manera que el rayo es una espiral convergiendo a
la circunferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj.

(5P),

9) Sean (SP); = S*U{(1— 1) : t > 1)} y (SP)} = (SP); U (SP)o.
Es decir, (SP)? es una compactaciéon de dos rayos con una circunferencia
como residuo. De manera que ambos rayos son una espiral convergiendo a la
circunferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj. Entonces, (S P)f
es homeomorfo a la siguiente figura, en realidad el dibujo preciso consiste de
un rayo convergiendo por afuera y otro por adentro.
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(10) Sea M; un arco en R?® que une los puntos (2cos (1), 2sen (1)) y (0,0)
tales que M; N (SP)? = {(2cos (1),2sen (1)), (0,0)}. Sea (SP)} = (SP)? U
M;. Es decir, (SP)i es una compactacién de R con una circunferencia como
residuo. De manera que cada lado de la recta es una espiral convergiendo a la
circunferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj. Entonces (S P)i
es homeomorfo a la siguiente figura. En el dibujo preciso, un lado de la recta
converge por afuera y el otro por adentro.

11) Sean (SP)y = S*U{(1+1)e : t < —1} y (SP)3 = (SP)2U(SP)o. Es
decir, (SP)3 es una compactacién de la unién de dos rayos con una circunfer-
encia como residuo. De manera que uno de ellos es una espiral convergiendo
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a la circunferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj, mientras

que el otro es una espiral convergiendo a la circunferencia en el sentido de
las manecillas del reloj.

(12) Sea Ms un arco en R? que une los puntos (2cos (1), 2sen (1)) y (0,0)
tales que My N (SP)%2 = {(2cos (1),2sen (1)),(0,0)}. Sea (SP)} = (SP)3 U
M. Es decir, (SP)3 es una compactacion de R con una circunferencia como
residuo. De manera que una mitad de la recta es una espiral convergiendo a
la circunferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj, mientras que

la otra mitad es una espiral convergiendo a la circunferencia en el sentido de
las manecillas del reloj.
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13) Sean (SP); el segmento convexo en R? que une los puntos (0,0) y
(1,0), y (SP)%2 = (SP)o U (SP)3. Es decir, (SP)?% es una compactacién de la
unioén de dos rayos con una circunferencia como residuo. De manera que uno
de ellos es una espiral convergiendo a la circunferencia en sentido contrario
a las manecillas del reloj, mientras que el otro converge a un punto de la
circunferencia.

(SP);

(14) Sea M3 un arco en R? que une los puntos (2cos (1) ,2sen (1)) y (0,0)
tales que M3 N (SP)3 = {(2cos (1),2sen (1)), (0,0)}. Sea (SP)i = (SP)3U
M. Es decir, (SP)3 es una compactaciéon de R' con una circunferencia como
residuo. De manera que una mitad de la recta es una espiral convergiendo a
la circunferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj, mientras que
la otra mitad converge a un punto de la circunferencia.
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Asi, el superindice indicard si es una compactacién de la recta real (su-
perindice 1), o es una compactaciéon de la unién de dos rayos (superindice
2).

3.1. Compactaciones del Rayo

En esta seccion, caracterizamos a las compactaciones del rayo, que tienen
a un arco o una circunferencia como residuo, para las cuales se puede enca-
jar su cono en su hiperespacio de subcontinuos. Para ello, utilizaremos las
caracterizaciones de Sy y (SP), dadas en [28].

3.1.1. Con un Arco como Residuo

En esta subseccién, presentamos las definiciones y lemas de [28] que ayu-
dan a caracterizar a Sy entre las compactaciones del rayo con un arco como
residuo.

Un continuo de Elsa es una compactacién de [0,00) con un arco como
residuo. Los continuos de Elsa los llamamos FE-continuos. Un E-continuo es
un continuo encadenable (|26, p. 126]), y puede ser encajado en el plano como
indica el siguiente resultado, probado en [26, p. 131]:

Lema 3.3 Si X es un FE-continuo, entonces X puede ser encajado en el
plano de manera que el residuo es el arco {0} x [—1,1] (contenido en el eje
Y') y el resto del continuo es la grifica de una funcion continua fg de (0,1]
a[—1,1].

A




Durante esta seccién, E denotard un E-continuo encajado en el plano
como en el Lema 3.3 y fr denotard la funcién continua en el Lema 3.3.
Ademds, J denotara al arco {0} x [—1,1]. Sean J (—1) = (0,—1) y J(1) =
(0,1) los extremos de J.

En [28], se presenta un lema que distingue a Sy de todos los demds E-
continuos utilizando la siguiente notacion, la cual utilizaremos mds adelante.

Para cada i € N, sean d'(1) < d*(2) < ... < d*(2""! + 1) una numeracién
de los racionales diddicos {m - 27" : m = 0,41,42,...,4+2'} en J, y sea
C;={Mj:j=12.,2""} donde M] = {(z,y) € R? : [z] < 27"y
d'(j) <y <d(j+1)}. De aqui que C; es una cubierta de J compuesta de
2! rectangulos cerrados S en el plano, de lados de longitud 27 y 27+, y tal
que MiNM; # 0 siysolosi|j— k| <1(Sik=j+1 entonces la interseccién
es en la “tapa” de la frontera de M} y la “base” de la frontera de My).
Asi, C; es una cadena cerrada muy particular. Los miembros de C; se llaman
eslabones. Por una subcadena de C; entendemos cualquier subcoleccion de C;
que consiste de eslabones con indices consecutivos.

A

M|

M :
-- YRR P >

v

Sean g una funcién continua con valores reales definida sobre un intervalo
cerrado [s,t] y Cj = {M} : k; < j < ky} una subcadena de C;. Decimos que
la gréfica G(g) de g pasa por C! al menos tres veces si y sélo si

1) G(g) c | e

2) existen 7y y g, con s < 1y < ry < t, tales que (s, g(s)), (r2, g(r2)) € M},
y (r1,9(r1)), (t,9(t)) € Mj,, o bien (s,g(s)), (r2,9(r2)) € M, v (r1, 9(r1)),
(t,g(t)) € My,.
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Lema 3.4 [28, Lema 3.5] Si E no es homeomorfo a Sy, entonces existen
a,b € J, cona<byia b} #{—1,1}, tales que: para cada i € N eziste una
subcadena Cj = {M; : ky < j < ko} de C; que satisface

1)ae My ybe M;

2) existe un intervalo cerrado [s;,t;] C (0,1] tal que G(fgls,1)) pasa por
C; al menos tres veces.

Este lema permite probar el siguiente resultado, en cuyo enunciado uti-
lizamos la Definicién 2.8.

Teorema 3.5 [28, Teorema 3.9] Si existe una contraccion ¢ : Fi(E) x
[0,1] — C(F) de F\(E) a J en C (E), tal que ¢ es inyectiva sobre Fy(J) X
[0,1), entonces E es homeomorfo a Sp.

Con estas herramientas obtendremos el siguiente teorema.
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Teorema 3.6 Si £ es un E-continuo cono-encajable en C(X), entonces E
es homeomorfo a Sy.

Demostracién. Notemos que .J es un subcontinuo terminal de E. Por
lo tanto, si existe un encaje h : Cono(E) — C(F) tal que h(z,0) = {z},
por el Teorema 2.6, h(v) = J. Entonces, aplicando el Teorema 2.9, existe una
contraccion H : Fy(E) x[0,1] — C(E) de Fy(F) a Jen C (E), tal que H es
inyectiva sobre F(J) x [0,1). Del Teorema 3.5, se sigue que E es homeomorfo
aSy. i

En [28], se muestra que C'ono(Sy) y C(Sp) son homeomorfos. Mencionare-
mos algunas propiedades del homeomorfismo dado en [28], pues las nece-
sitaremos mds adelante.

Ejemplo 3.7 El continuo Sen (%) , So, es un continuo C-H.

Sea h : Cono(J) — C(J) definida como
h(z,t) = {0} x [(1 —t)x —t, (1 — t)x + 1],

para cada (z,t) € Cono(J). Entonces h es un homeomorfismo tal que h(zx,0) =
{z}. Notemos que h ({J (—1)} x [0,1)) =C (J (-1),J),h({J (1)} x [0,1]) =
C(J(1),J)y h(v) = J, en donde v es el vértice de Cono(J). Ademas,
h({(0,0)} x [0,1]) = {{0} x [=t, =] : t € [0, 1]} y R ({J(=1)} x [0,1]) =
{{0} x [-1 2t—1] tel0,1]}.

Denotemos por p al punto (1, sen(1)). Ademds, si = y y son puntos del
rayo, denotemos por xy al arco que los une, contenido en el rayo R; y xJ el
continuo irreducible entre z y J. Entonces, en [28, Ejemplo 4.11], se muestra
que existe un homeomorfismo ¢ : Cono(Sy) — C(S) tal que

1) ¢(z,0) = {x} para cada x € Sy;

2) p(v) =
) 90|Con0(J) h
1) p({p} x [0.1)) = {py : y € RYU{wJ : 2 € R}.
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{3¢-1} {(0,0)} 03 {3}

Observemos que {py : y € R} U{zJ : x € R} = C(p, So) UC(J,Sy).
Asi, tenemos el siguiente teorema.
Teorema 3.8 St X es una compactacion del rayo con un arco como resi-

duo, entonces X es un continuo cono-encajable en C(X) si y sdlo si X es
homeomorfo a Sy.

Ademads, puesto que p(v) = J & Sp, tenemos que Sy no es un continuo
cono-encajable ordenado.

Veamos algunas propiedades de los E-continuos, las cuales serdn titiles
para las siguientes caracterizaciones.
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Lema 3.9 Sea X un E-continuo con el arco A como residuo. Sean p 1y q
los extremos de A. Entonces existen sucesiones (A,)22, y (By)2, de arcos
contenidos en el rayo, y sucesiones (pa)er, (P)i21s (PL)Crs (4n)oens (635
y (¢, de X tales que

1) lim A, = lim B, = A;

2) lim p,, = lim p!, = lim p!! = p;

3) lim g, = lim ¢/, = lim ¢! = g;

4) Pns @y @y € An Y G, Dy Py € Br para cada n € N;

5) pn & {40 4n} Y an ¢ {D5, P} para cadan € N;

6) A, \{q,,q.} es una componente de X \ {q,, ¢} para cada n € N;

7) B, \ {p.,, L} es una componente de X \ {p.,,plr} para cada n € N.

Demostracién. Por el Lema 3.3, podemos considerar al rayo [1,00) co-
mo la gréfica de una funcién continua y suprayectiva g : (0,1] — [—1,1].
Entonces, identificaremos al arco A con J. Denotaremos por G a la gréfica
de g. Sea m : R x R — R la proyeccién sobre la primera coordenada.

Como p, q € clx(G), podemos tomar dos sucesiones (p,,)5; v (¢,)32, de
G tales que limp, = p y limg, = ¢. Dado que p # ¢, podemos suponer
que p, # qm para cada par de nimeros n,m € N. Para cada n € N, sean
T, Yn € (0,1] tales que x, = 7(pn) ¥ Yn = 7(gn). Por la continuidad de ,
tenemos que lim z,, = lim 7(p,,) = 7(p) = 0. De la misma manera, se tiene que
limy, = lim7(q,) = 7(q) = 0. Ademés, podemos suponer que las sucesiones
(22)22, ¥ (yn)$2, son decrecientes. Tomando subsucesiones si es necesario,
podemos suponer que para cada n € N, se tiene que 7,1 < Yp < Zp.
Supongamos, ademds, que z; < 1 y denotemos por ¢o al punto (1,¢(1)). Es
decir, tenemos que ¢, estd en el arco que une a p, y p,+1 para cada n € N.
Ademais, p,, estd entre ¢,_1 y ¢, para cada n € N.

d:

A
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Para cada n € N, sean A, el arco en X de ¢,_1 a ¢, vy B, el arco en
X con extremos p, y pni1- Es decir, para cada n € N, A, es la gréfica
de gliy, 10 ¥ Bn es la gréfica de g, .2,. Por la compacidad de C(X),
podemos suponer que las sucesiones (A4,)3; vy (B,)S; son convergentes.
Veamos que lim A,, = J = lim B,,.

Sea K = lim A,,. Veamos que K es un subcontinuo de J. Sea w € K.
Entonces, por el Lema 1.27, para cadan € N, existe w,, € A,, tal que limw,, =
w. Dado que A,, C G para cada n € N, entonces w € clx(G).

Para cada n € N sea s, € [yn11,yn] tal que s, = 7(w,). Puesto que
Sn < y, para cada n € N y limy, = 0, tenemos que lims,, = 0. Asi que
0 =lims, = limn(w,) = 7(w), por la continuidad de . Esto prueba que
w € J. Concluimos que K C JN clx(G) = J. Ademés, p,, ¢, € A,. Puesto
que limp,y; = p y limgq, = ¢, por el Lema 1.27, se tiene que p,q € K.
Entonces K es un subcontinuo de J que tiene a p y ¢q. De aqui que J C K.
Hemos probado que K = J.

Un razonamiento similar muestra que lim B,, = J. Observemos ademds
que A, \ {qn, ¢n+1} es una componente de X \ {¢,, ¢ui1} v Bn \ {Pn,Pns1} s
una componente de X \ {p,, pns1} para cada n € N. Por lo tanto, haciendo
P, = Dn, Vb = Dn+1, ¢y = Gn—1 Y qo = ¢, para cada n € N, tenemos el
resultado. W

Otra propiedad de los E-continuos que serd 1itil es la siguiente.

Lema 3.10 Sea X un E-continuo con el arco Ay como residuo. Si X no
es homeomorfo a Sy, entonces existe un arco A & Ay, con extremos a y b;
y existen sucesiones (Ap)0, vy (B,)22, de arcos contenidos en el rayo, y
sucesiones (Pn)nZy, (Pn)aze, (Pn)azn (@)iie, (@0)7r v (gn)5i, de X tales
que

1) lim A, =1lim B, = A;

2) lim p,, = lim p!, = lim p!! = b;

3)limg, =limq, =limq =

4) Pns @ @y € An Y G, Dy Py € B para cada n € N;

5) pn & {dn: 4n} Y 4 ¢ {Ph, P} para cadan € N;

6) An\{dq,,q.} es una componente de X \ {q,,q} para cada n € N;

7) B, \ {p.,,pl} es una componente de X \ {pl,,p} para cada n € N.
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Demostracién. Por el Lema 3.3, podemos considerar al rayo [1, 00) como
la gréfica de una funcién continua y suprayectiva g : (0,1] — [=1,1] e
identificar al arco Ay con J. Sean p y ¢ los extremos de J. Denotaremos por
G a la grifica de g. Sea m : R x R — R la proyeccién sobre la primera
coordenada.

Por el Lema 3.4, existen a,b € J, con a < by {a,b} # {p,q}, tales que:
para cada i € N existe una subcadena C = {M; c ki < j < I;} de C; que
satisface

1)ae M ybe M;

2) existe un intervalo cerrado [s;,t;] tal que la gréfica G(g|(s,,)) pasa por
C; al menos tres veces.

Para cada i € N, sean ri,r5 € (0,1] con s; < 7l < 1} < t;, tales que
(50, 9(50), (b, 9(rd)) € My, y (1, g(r), (1, 9(t)) € M, 0 bien (s, g(s0),
(r3,9(ry)) € M} y (ri,9(r1)), (ti,9(t;)) € My, . Tomando una subsucesion
si es necesario, supongamos que para cada i € N se tiene que (s;,g(s;)),
(ri, g(r})) € Mlii y (rt,g(rt), (ti,g(t;)) € M,f;y Para cada i € N sean a; =
(ti, 9(t:)), bi = (13, 9(r3)), i = (r1, 9(r1)) ¥ di = (si, 9(5:))-

H
M, | Py - - éGl lh
RVENER
“fF-1--“---o-Y-A\---°- -6 --fFo---1b>
$ rh
|\/||'(i R \Qj 3
v

Mostremos que lima; = lime¢; = a y limb; = limd; = d. Primero, ob-
servemos que M} y M, son rectdngulos de didmetro 2-'v/5. Por lo tanto,
lim diam (M}, ) = lim diam(M}) = 0. Como a € M}, para cada i € N, con-
cluimos que lim M} = {a}. Dado que a;,¢; € My, para cada i € N, tenemos
que lima; = lim¢; = a.
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Un razonamiento similar muestra que lim b; = lim d; = b. Sea A el arco en
J que une los puntos a y b. Para cada ¢ € N, sean A; el arco que une los puntos
a; v ¢;; v B; el arco que une los puntos b; y d;. Es decir, A; es la gréfica de la
funcién gl 4,) v B; es la grafica de la funcién 9|[smé |- Observemos que b; € A;

para cada i € N, pues r} < rh < t; y b; = (14, g(ry)). De la misma manera,
tenemos que ¢; € B; para cada i € N, pues s; < r} <ryy ¢; = (ri,g(r})).

l;
Para cadai € N, sea W; = U S1. Es decir, W; = [-27%, 27| x[d' (k;), d*(1;)].
J=ki
Observemos que W; es un subcontinuo de [—1, 1] x [—1, 1]. Por la compacidad
de C([—1,1] x [—1,1]), podemos suponer que la sucesién (W;)°, es conver-
gente. Sea W = lim IW;. Observemos que a € M} C W; y b € M} C W;. Por
lo tanto, A C W; para cada ¢ € N. Entonces A C W por el Lema 1.28.

Supongamos que existe un punto w € W\ A. Sea ¢ = d(w, A). Puesto
que A es cerrado, tenemos que € > 0. Como lim W, = W, existe nyg € N
tal que H(W;, W) < £ para toda i > ng. Consideremos igc > ng tal que
22\/—5 < §. Entonces H(W;,, W) < §. Asi que W C N(§, W,,). Por tanto, existe
wy € Wi, tal que d(w,wp) < 5. Ahora, tomemos un punto zo € A tal que
d(z9,wp) = d(A,wp). Puesto que zg € A C W,,, existe k;, < jo < [, tal
que zp € M ]’g Dado que M ;g es un rectangulo de didmetro 27%+/5, entonces

dz’am(M;g) = g/g . Veamos que wy € M;g Sea my : R? — R, la proyeccién
sobre la segunda coordenada. Si m3(29) = ma(wp), puesto que ambos puntos
estanen W;, y M ;g es un rectangulo de didmetro 27%/5, tenemos que wy €
M. Si ma(20) # ma(wp), entonces zp = a o bien zyp = b. En ambos casos,

10 .
wo € M. Ast que,

S

d(zo,w) < d(zo,wo) + d(wo,w) < 32+ <
- e+e 2€<
-+ -=—=<ce¢
3 3 3

Lo cual es una contradiccién. Esto muestra que A = W.
Por la compacidad de C'(X) podemos suponer que las sucesiones (A;)°,

y (B;)$2, son convergentes. Veamos ahora que lim A; = lim B; = A. Sea
Ap = lim A;. Observemos primero que a;,¢; € A; para cada ¢ € N. Puesto
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que lima; = lim ¢; = a, por el Lema 1.27, se tiene que a € Ay. De la misma
manera, como b; € A; para cada ¢ € N y limb; = b, tenemos que b € Ay.

l;
Por otro lado, como A; C U M]Z = W, para cada ¢ € N, del Lema 1.28
J=ki
se sigue que Ay C W = A. Entonces Ag es un subcontinuo de A que tiene a
los puntos a y b. Esto muestra que Ag = A y por tanto, lim A; = A.

Ahora bien, si By = lim B;, observemos que b;,d; € A; para cada 7 € N.
Puesto que limb; = limd; = b, por el Lema 1.27, se tiene que b € Bj. De
la misma manera, como ¢; € B; para cada ¢ € N y lim¢; = a, tenemos que
a € BQ.

l;
Por otro lado, como B; C U MJZ = W, para cada i € N, del Lema 1.28
Jj=ki
se sigue que By C W = A. Entonces By es un subcontinuo de A que tiene a
los puntos a y b. Esto muestra que By = A y por tanto, lim B; = A.

Como a # by im M} = a, im M} = b, existe Ny € N tal que M} N
M} = ) para cada i > Np. Puesto que a;,¢; € M}, y b;,d; € M;, entonces
c; & {bi,d;} y b; ¢ {a;,c;} para cada i > Ny. Ademds, observemos que
A;\{a;, ¢;} es una componente de X \{a;, ¢;} y B;\{b;, d;} es una componente
de X\ {b;,d;} para cada i € N.

Haciendo p; = p, = b;, p! = d;, ¢ = q, = ¢; y ¢ = a; se tiene el resultado.

3.1.2. Con una Circunferencia como Residuo

En esta subseccién, caracterizaremos a las compactaciones del rayo, X,
que tienen una circunferencia como residuo y que son cono-encajables en
C(X). Primero, vamos a distinguir a (SP), entre las compactaciones del
rayo que tienen a una circunferencia como residuo.

Para cada i € N, sea D; = {A} : j = 1,2,...,2*'} donde, usando coorde-
nadas polares,

i 2 . —i i /‘ —1 P
Al={(r,f) eR*:1-27"<r <142y (j—1)r2" <0< jm27'}.
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Asf que, cada D; es una cubierta de S* por 2i7! sectores de anillos cerrados
Al en el plano. Notemos que ANA, #0siysélosi|j—k <1ojke
{1,2""1}. Es decir, D; es una cadena circular muy especial. Los elementos de
D; son llamados eslabones.

El siguiente lema es un caso especial de [33, Lema 5.6].

Lema 3.11 /28, Lema 4.4] Cualquier compactacion del rayo con una cir-
cunferencia como residuo puede ser encajado en el plano de manera que el
residuo es la circunferencia estandar S*.

A partir de ahora pensaremos a una compactacién del rayo con una cir-
cunferencia como residuo encajada en el plano como en el Lema 3.11.

En [28], se presenta la siguiente caracterizacion de (SP)o.

Lema 3.12 /28, Lema 4.5] Sea X una compactacion del rayo con una cir-
cunferencia como residuo y sea p : [0,00) — X \ S un homeomorfismo.
Supongamos que: Dado i € N, existe (i) € [0,00) tal que si {p(s), p(t)} C AL
(para algin k), donde t > s > r(i), entonces p([s,t]) N A} # 0 para cada
J=1,2,..2""1 0 p([s,t]) estd contenido en la union de tres eslabones de D;.
Entonces X es homeomorfo a (SP)y.
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p(s p(9)

p(t) p(t)

Con lo cual, se obtiene lo siguiente.

Lema 3.13 /28, Lema 4.6] Si X es una compactacion del rayo con una
circunferencia como residuo tal que existe una contraccion H : Fi(X) X
[0,1] — C(X) de Fy(X) a S* en C(X) (Definicion 2.8), tal que H es
inyectiva sobre F1(S') x [0,1), entonces X es homeomorfo a (SP)y.

Entonces, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.14 Sea X wuna compactacion del rayo con una circunferencia
como residuo. Si X es cono-encajable en C(X), entonces X es homeomorfo

a (SP)O

Demostracién. Observemos que S! es un subcontinuo terminal de X.
Por lo tanto, si existe un encaje h : Cono(X) — C(X) tal que h(x,0) = {z},
por el Teorema 2.6, h(v) = S'. Entonces, aplicando el Teorema 2.9, existe
una contraccién H : Fy(X) x [0,1] — C(X) de Fy(X) a S! tal que H es
inyectiva sobre F;(S') x [0,1). Del Lema 3.13, se sigue que X es homeomorfo
a (SP)O |

En [34] se muestra que Cono((SP)y) y C((SP)o) son homeomorfos. Des-
cribiremos un poco el homeomorfismo dado en [34].



Ejemplo 3.15 La espiral (SP), es un continuo C-H.

Denotemos por p al punto (2cos (1),2sen (1)), es decir, p es el punto
extremo del rayo. Para un arco A en X, sea [(A) la longitud del arco A.
Dados dos puntos distintos x,y € (SP)g, si x,y € S, entonces xy denota al
arco en S' de  a y en sentido contrario a las manecillas del reloj. Si z,y ¢ S*,
entonces xy denota al arco en (SP)y\ S de z a y. Para cualquier x € (SP)y,
zx = {z} y para cada x € (SP)y \ S*, £S' denota al continuo irreducible
entre S! y z.

Definamos f; : Cono(S') — C(S') como
fi(z,t) = xy donde l(zy) = 27t

para cada (z,t) € Cono(S?), sit < 1;y f1 (z,t) = S sit = 1. Entonces f es
un homeomorfismo tal que fi(x,0) = {x} para cada r € S*.

En [34, Teorema 8] se muestra que existe un homeomorfismo

hy : Cono((SP)o) — C((SP)o)

tal que
1) hy(x,0) = {:z:} para cada z € (SP)o;
2) In(v) =
3) hl’C’ono S1) fl?
4) h({p} x [ 1) ={py:y € (SP)o\ S} U{zS' 12 € (SP)o \ S'}.

Sin embargo, utilizaremos el siguiente homeomorfismo. Consideremos la
funcién f : Cono (S') — C (S'), donde f (z,t) es el arco en S que tiene a
x como punto medio y con longitud igual a 27t, cuando t < 1;y f (z,t) = S*
si t = 1. Observemos que f es un homeomorfismo tal que f(z,0) = {z}
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para cada x € S'y f({z} x [0,1]) es el arco odenado en C'(S'), de {z} a
St de manera que {z} crece de la misma manera hacia ambos lados de la
circunferencia.

Entonces, existe un homeomorfismo h : Cono((SP)y) — C((SP)o) tal
que
1) h(x,0) = {a:} para cada = € (SP)y;
2) h(v) =
3) h|C’ono Sty = f
4) h({p} x [0,1]) ={py :y € (SP)o \ S'} U{xS' rw € (SP)o\ S}

Observemos que {py : y € (SP)y \ S'} U {zS* : z € (SP)y \ S} =
C(p, (SP)o) UC(S*, (SP)o).

Asi, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.16 St X es una compactacion del rayo con una circunferencia
como residuo, entonces X es un continuo cono-encajable en C(X) si y sélo
si X es homeomorfo a (SP)oy.
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3.2. Compactaciones de la Unién de Dos Ra-
YOS

Antes de dar una caracterizacién de las compactaciones de la recta real
que tienen un arco o una circunferencia como residuo y son continuos cono-
encajables, estudiemos a las compactaciones de la unién de dos rayos que
tienen a un arco o una circunferencia como residuo, y son continuos cono-
encajables.

Sean X una compactacién de la unién de los rayos [1,00) y (—o0, —1]
y g [l,00) U(—00,—1] — X el encaje respectivo, de manera que Y =
X\ g([1,00) U(—00,—1]), el residuo de la compactacion, es un arco o una

circunferencia. Llamaremos conjuntos finales de la compactacion X a los
o o0

conjuntos ﬂclx(g((—oo, —nl)) y ﬂch(g([n, o0))). Asi, X tiene dos finales
n=1 n=1
(que pueden coincidir).

Sean Y, = ﬂch ([n, 00) ﬂch —n])) los finales

=1
de la compactamon X. Observemos que Y+ y Y_ son continuos, pues son

interseccién anidada de continuos. Ademds, como ¢ ([1,00)) v ¢ (( 00, —1])
son ajenos y X es un continuo, entonces Y, NY_ #0 yY =Y, UY_. Sean
g(=1)y g(1) los extremos de la compactacién.

Primero, vamos a caracterizar a los continuos cono-encajables en C'(X)
entre las compactaciones de la unién de dos rayos y cuyo residuo es un arco.
En el siguiente lema consideramos una compactacién de la recta real con un
arco o una circunferencia como residuo.

Lema 3.17 Sea X una compactacion de la union de dos rayos cuyo residuo
es un arco o una circunferencia Y. Supongamos que X estd contenido en un
continuo Z de manera que X \ {g(—1),g (1)} es abierto en Z. Si Z es un
continuo cono-encajable en C(Z), entonces cada conjunto final no degenerado
de X esigual a'Y. Ademds, siY es un arco y h: Cono(Z) — C (Z) es un
encage tal que h(z,0) = {z} para cada z € Z, entonces h (v) =Y, donde v
es el vértice de Cono (7).
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Demostracién. Notemos primero que si uno de los finales es degenerado,
entonces el otro final es igual al residuo y entonces se cumple la primera parte
del lema. Supongamos que ninguno de los finales es degenerado. Sea X =
g([1,00) U (=00, —1]) UY. Supongamos primero que Y, es un arco pg C Y.
Miés atin, X, = ¢([0,00)) UY, es un E-continuo. Sea h : Cono(Z) — C(Z)
un encaje tal que h(z,0) = {z} para cada z € Z.

Por el Lema 3.9, existen sucesiones (A,,)% ;v (B,)2, de arcos en g([1, 00)),
y sucesiones (pn)ilys (Pp)al1, (Pn)azt (@n)nies (@)niy ¥ (4n)nsy de X tales
que

1) lim A,, = lim B,, = pq;

2) lim p,, = lim p/, = lim p! = p;

3 hmqn =limq), = hmqn = q;

4

5) Pn & {qmq PV an ¢ {pm n} para cada n € N;

6) A, \ {¢,, ¢’} es una componente de X, \ {¢,, ¢!} para cada n € N;

)
)
)
) Pny Qo G € An'Y u, DL, P € B, para cada n € N;
)
)
)

7) B, \ {p,,pl} es una componente de X, \ {p,,p!'} para cada n € N.

Mas ain, notemos que, como X \ {g( 1),g(1)} es abierto en Z, A, \
{¢),, ¢!} es una componente de Z \ {¢.,,q.} para cadan € Ny B, \ {p,,pl}
es una componente de Z \ {p/,,p'} para cada n € N.

Sea v el vértice de Cono(Z). Si existe ng € N tal que h(v) C A,,,
entonces h(v Q A,, para cada n > ng. Por el contrario, si tal ng no existe,
entonces h(v) ¢ A, para cada n € N. En cualquier caso, podemos suponer
que h(v g_ A,, para cada n € N. De manera andloga, podemos suponer que

SZ B, para cada n € N.
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Asi que tenemos las condiciones del Lema 3.2. Se sigue que h(v) = pq.
Hemos mostrado que si Y es un arco, entonces h (v) = Y.

Ahora bien, si Y_ es un arco, un razonamiento similar muestra que h(v) =
Y_ Por lo tanto, h(v) =Y, UY_ =Y. Asi que Y, = Y_ =Y. Ademds, en este
caso, el residuo Y es un arco y h(v) =Y. Por tanto, en el caso en que Y, y
Y_ son arcos, concluimos que el lema es cierto.

Supongamos ahora que Y_ = Y, que Y, es un arco y Y es una circun-
ferencia. Puesto que p € Y, C Y = Y_, existe una sucesién (z,)3, de
G_ = g((—o0,—1]) tal que lim z,, = p. Seay € Y\ Y. Tomemos una sucesién

(yn)o2, de G_ tal que limy,, = y. Para cada n € N, sean s,,t, € (—oo,—1]
tales que ¢(s,) = x, y 9(t,) = yn. Tomando subsucesiones si es necesario,
podemos suponer que ambas sucesiones son decrecientes y que t,,1 < s, < t,
para cada n € N. Es decir, z,, estd en el arco en G_ que une los puntos ¥, y

Yn+1-

Para cada n € N, sea D,, el arco que une los puntos y,, y 9,+1. Observe-
mos que Dy, \ {¥n,Yn+1} es una componente de X \ {yn,yns1}. Més atn,
notemos que, como X \ {g(—1),g(1)} es abierto en Z, D, \ {¥n,Yns1} €s
una componente de Z \ {y,,y,11} para cada n € N.

Sea n € N. Consideremos la funcién « : [0,1] — C(X) dada por «a(t) =
h(z,,t). Puesto que h es un encaje, tenemos que « es un encaje. Ademds,
a(0) = hxn,0) = {zn} C Do\ {Uns Y1} y a(l) = h(v) = Yo € A, \
{Yn, Yn+1}. Entonces, por el Lema 3.1, existe 7, € (0,1] tal que a(t,) N
{Yn, Yns1} # 0. Es decir, para cadan € N, existe r,, € (0, 1] tal que h(x,,r,)N
{ym yn+1} 7é 0.
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Por la compacidad de [0, 1], podemos suponer que existe r € [0, 1] tal que
limr, = r. Por la continuidad de h, tenemos que lim h(x,,,r,) = h(p,r).

Como h(mnarn) N {yna ynJrl} 7& (Z) para cadan € N y Hm{ynaynJrl} = {y}7
por el Lema 1.30 tenemos que h(p,r) N {y} # 0. Es decir, y € h(p,r). Lo
cual es una contradiccién, pues por el Lema 3.2, h(p,r) € C(Y,) para cada
r € [0,1] y p € Y.. La contradiccién vino de suponer que Y, es un arco en
Y. Concluimos que, si Y es una circunferencia y Y., Y_ son no degenerados,
entonces Y =Y, = Y_. Esto concluye la prueba. B

3.2.1. Con un Arco como Residuo

Sea X una compactaciéon de la unién de los rayos [1,00) y (—o0, —1].
Sean g : (—o0o0,—1] U[l,00) — X un encaje y J = X \ g((—o0,—1] U
[1,00)) el residuo de la compactacién, donde J es un arco. Observemos que
clx(g([1,00))) v clx(g((—o0, —1])) son E-continuos cuando los finales JN

clx(g([1,00))) = mch(g([n, o0))), respectivamente JN clx (g((—o0, —1])) =

ﬂcl x(g((—00, —n])), son no degenerados. Vamos a considerar a X encajado
n=1

en R? de la siguiente manera.

El residuo J serd el arco {0} x [—1, 1]. El rayo [1, c0) serd identificado como
la grafica de una funcién continua g, : (0,1] — [—1,1] y el rayo (—oo, —1]
serd la gréfica de una funcién continua g_ : [—1,0) — [—1, 1]. Las funciones
g+ v g— no son necesariamente suprayectivas. Denotaremos por G, y G_ a
las graficas de g, y ¢g_, respectivamente. Entonces g, (1) y g_ (—1) son los
extremos de la compactacién. Sean J. = JN clx(G1) y J- = JN clx(G-)
los finales de la compactacion.
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Lema 3.18 Sea X una compactacion de dos rayos con un arco como residuo.
Supongamos que X estd contenido en un continuo Z de manera que X \
{9-(=1),9+ (1)} es abierto en Z. Si Z es un continuo cono-encajable en
C(Z), entonces X es homeomorfo a S? para algin i € {1,2,3}.

Demostracién. Sea h : Cono(Z) — C(Z) un encaje de Cono(Z) en
C(Z) tal que h(z,0) = {z} para cada z € Z. Observemos que J, UJ_ = Jy,
por tanto, J, N J_ # (. Asi que uno de ellos, J, o J_ es no degenerado. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que J, es no degenerado. Entonces, por
el Lema 3.17, J. = J y h(v) = J, donde v es el vértice de Cono(X). Sean
p=1(0,1) y ¢ =(0,—1) los extremos de J.

Veamos que cly (G, ) es homeomorfo a Sy. Supongamos que no es asi.
Entonces, por el Lema 3.10, existe un arco A & J, con extremos a y b; y
existen sucesiones (A,)2 ;v (B,)2, de arcos contenidos en G, y sucesiones
(Pr)nzrs (Ph)nzrs (D) (@n)nies (4n)nZy ¥ (4)72, de X tales que

1) lim A, = lim B,, = A;

2) limp,, = lim p!, = lim p! = b;

3) lim g, = lim ¢/, = lim ¢! = a;

4) pp, @, 4 € A Y G, DL, Pl € By, para cada n € N;
)
)
)

(S

Pn E {dn, an} Y an & {p, v} para cadan € N;
6) A, \ {¢,, ¢!} es una componente de X \ {q,, ¢’} para cada n € N;

7) B, \ {p,,,p!'} es una componente de X \ {p/,,p!'} para cada n € N.
Por 6) y 7) A, \ {¢,,q.} es una componente de X \ {¢,,q} para cada

ne€ Ny B, \{p,,p!} es una componente de X \ {p/,,p!'} para cada n € N.
Entonces, como X \ {g; (1),¢9- (—1)} es abierto en Z, A, \ {¢,, ¢!} es una
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componente de Z\{q,,, ¢} para cadan € Ny B,\{p,,, p"} es una componente
de Z\ {p,,,pl} para cada n € N.

Ademds, puesto que h(v) = J, tenemos que h(v) € A; y h(v) € B; para
cada ¢ € N. Concluimos, del Lema 3.2, que h(v) = A. Lo cual contradice que
h(v) = J pues J # A. Esto prueba que clx(G) es homeomorfo a Sp.

Ahora bien, si J_ es no degenerado, un razonamiento andlogo muestra
que clx(G_) es homeomorfo a Sy. Entonces X es homeomorfo a S3.

Por otro lado, si J_ es degenerado, entonces X es homeomorfo a S? para
algin ¢ € {1,2}. Esto concluye la prueba del lema. B

Ahora bien, si X es una compactacion de la unién de dos rayos, entonces
X\{g- (1), g+ (1)} es abierto en X. Entonces tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.19 Sea X una compactacion de la union de dos rayos con un
arco como residuo. Si X es un continuo cono-encajable en C(X), entonces
X es homeomorfo a S? para algin i € {1,2,3}.

Demostracién. Se sigue del Lema 3.18. B

Veamos ahora que S? es un continuo cono-encajable en C'(S?) para cada
i € {1,2,3}. Consideremos el homeomorfismo ¢ : Cono(Sy) — C(Sp) dado
en el Ejemplo 3.7.

Proposicién 3.20 S? es un continuo cono-encajable en C(S?). Mds azin,
existe un encaje h : Cono(S?) — C(S?) tal que:

1) h(z,0) = {0} para cada v € S%,

2) h(v) = J, en donde v es el vértice de Cono(S%),

3) h({(0,—-2)} x [0,1)) = C ((0,—2),J U L) UC (J,J U Ly),

4) h({(1, sen (1))} x [0, 1]) = C'((1, sen (1)) , So) U C (J, 50),

(5) h(z,t) € C(So), si(x,t) € Cono(Sy), y

(6) h(xz,t) € C(L1UJ), si(x,t) € Cono(LyUJ).
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Demostracién. Denotemos por w al punto (0,—1). Sean «; : [0,1] —
C'(w, J) el arco ordenado en C (J), de {w} a J; y ag : [0,1] — C'(w, Ly) el
arco ordenado en C' (Ly), de {w} a L. Sea « : [0 1]x[0,1] — C(w, J U Ly)
la funcién definida como

a(s,t) =ai(s)Uas(t).

Notemos que « es un homeomorfismo. Asi que C' (w, J U L;) es un cuadra-
do. Veamos quiénes se envian a la frontera del cuadrado.

(1) a ({0} x [0,1]) = a2 ([0,1]) = C (w, Ly) -
(2) a([0,1) x {1}) ={a1 (s) ULy : s €[0,1]} = C (L1, L; U J). Es decir,
a([0,1] x {1}) es el arco ordenado en C' (L; U J), de Ly a L; U J.

(3) a({1} x[0,1]) = {JUa () :t€[0,1]} = C(J,JULy). Es decir,
a ({1} x [0,1]) es el arco ordenado en C' (Ly U J), de J a Ly U J.
(4) a

([0,1] x {0}) = a1 ([0,1]) = C (w, J) .
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L, UJ Ly L, UJ
clL, L, UJ

C(wL; ) CU.L: UJ

C(wJ)
{w} J

Ahora, sea ¢ = (0, —2). Sabemos que C (L;) es homeomorfo a un trian-
gulo que une los elementos {q}, {w} y Li, en donde los lados del triangulo
quedan representados de la siguiente manera.

(1) El lado que une los elementos {q} y {w} es F} (L;);
(2) el lado que une los elementos {q} y L1 es C' (¢, L1);y
(3) el lado que une los elementos {w} y Ly es C (w, Ly) .

L,

ClgL: ) ClwlL )

{a} Foo(Ly ) {w}

Notemos que C' (w, J U L1)NC (Ly) = C(w, L) y C (w, JU L;)NC (J) =
C (w, J) . Entonces, C' (w, J U L) UC (L1) es una 2-celda. Asi, podemos aco-
modar a C' (w,J U Ly) y C (L) de manera que C' (w, JU L) UC (Ly) es un
tridngulo con vértices {q}, {w} y J de manera que los lados del tridngulo
quedan representados de la siguiente manera:

(1) el lado que une los elementos {q} y {w} es Fy (L1);
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(2) el lado que une los elementos {w} y J es C (w,J);y
(3) el lado que une los elementos {q} v J es C(q,L1)UC (Lq,J U Ly) U
C(J,JUL)=C(q,JUL)UC(J,JULy).

C@.L: UJ)
L:
CL, Ly UJ)

L

C(qul )

{a} Fro(Ly) {w}

Entonces, existe un homeomorfismo natural
¢:Cono(Ly) — C(w,JU L) UC (L)
de manera que

(1) ¢ (z,0) = {z} para cada x € Lq;
(2) ¢ ({q} [0,1]) = (Q7JUL1)UC(JaJUL1)§
(3) ¢ ({w} x[0,1]) = C(w, J).

Reparametrizando ¢ si es necesario, podemos suponer que ¢ (w,t) = {0} x
[—1,2t — 1] = ¢ (w, t) para cada t € [0,1].

Definamos h : Cono (S?) — C (S?) como

B (x,t), si (x,t) € Cono(Sy);
h(z,t) = { £<$7t)7 si (z,t) € Cono(Ly).

Observemos que h se pega bien, pues ¢ (w,t) = ¢ (w,t) para cada t € [0,1].
Por lo tanto, A es continua.
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Veamos que h es inyectiva. Tomemos (x,t), (y,s) € Cono (5%) tales que
h(xz,t)=h(y,s).Si(z,t),(y,s) € Cono(Sy) o (z,t),(y,s) € Cono(Ly), la
inyectividad de ¢ y ¢, respectivamente, muestra que (z,t) = (y, s) .

Supongamos ahora que, sin pérdida de generalidad, (x,t) € Cono (Sy) y
(y,s) € Cono(Ly) . Entonces h (x,t) = ¢ (z,t) € C (So) y h(y,s) = ¢ (y,s) €
C (w,JUL)UC (Ly).

Como h(x,t) = h(y,s)y C(Sy) N (C(w,JUL)UC (L)) =C(w,J),
tenemos, en particular, que h(y,s) € C(w,J). Como ©|cono(s) €S homeo—
morfismo entre C'ono (J) y C (J), tenemos que (y, s) € Cono (J) . Por tanto,
h(y,s) = (y,s). La inyectividad de ¢ muestra que h(y,s) = h(z,t).

Concluimos que h es una funcién continua e inyectiva de un espacio com-
pacto en un espacio de Hausdorff. Por lo tanto, h es un encaje. Observe-
mos que, si p = (1,sen (1)), entonces h ({p} x [0,1]) = ¢ ({p} x [0,1]) =
C (p,So) UC (J,Sp). Asi que h cumple que

1) h(z,0) = {0} para cada = € S%,

2) h(v) = J, en donde v es el vértice de Cono(S3),
3) h({q} x[0,1]) =C (¢, JU L) UC (J,JU Ly),
4) h({p} x [0,1]) = C(p, So) U C (J, 50),

(5) h(z,t) € C(Sy), si (x,t) € Cono(Sy),y

(6) h(x,t) e C(LyUJ),si (z,t) € Cono(LyUJ).

Intuitivamente, C (Sp) U C (w, JU Ly) U C (Ly) se obtiene de pegar el
modelo de C' () y el modelo de C' (w, J U L1)UC (Ly) por el arco C (w, J) .
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{a}

Proposicién 3.21 52 es un continuo cono-encajable en C(S2). Ademds,
existe un encaje h : Cono (S3) — C (S3) tal que:

(1) h(z,0) = {x} para cada x € S%;
(2) h(v ) J, en donde v es el vértice de Cono (S3);
(3) h({(1, Sen( )} > [0,1]) = C((1,sen (1)), S0) UC (J,50) ;

(4) h ({(=1,0)} x [0,1]) = C'((—=1,0), L3)U{Ls U ((0,0) ,?) : t € [0, 1]}V
{JUA: A€ C((O,O)7L3)};

(5) h(z,t) € C(JULs), si(x,t) € Cono(JUL3); y

(6) h(z,t) € C(Sy), si(x,t) € Cono(Sp).

Ls
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Demostracién. Sean p = (1,sen (1)), ¢ = (—=1,0) y w = (0,0). Sean
aj : [0,1] — C'(L3) el arco ordenado en C' (L3) ,de {w} a L3, y ay : [0,1] —
C (J) el arco ordenado en C' (J), de {w} a J dado por as (t) = {0} x [—t,1].
Sea v : [0,1] x[0,1] — C'(w, T') la funcién dada por « (s,t) = a1 (s)Uas (t),
donde T'= L3z U J.

Notemos que « es un encaje. Asi que A = Im « es un cuadrado. Veamos
quiénes se envian a la frontera del cuadrado.

(1) a ({0} x [0,1]) = a2 (]0,1]), es el arco ordenado en C'(J), de {w} a
J de manera que {w} crece de manera simétrica en J, hacia J.

(2) a([0,1] x {1}) ={a1 (s)UJ : s € [0,1)} = C (J,T) . Ast, ([0, 1] x {1})
es el arco ordenado en C'(T'),de J a T.

(3) a ({1} x [0,1]) ={L3U s (t) : t € [0,1]}. Es decir, a ({1} x [0, 1]) es
el arco ordenado en C (T, de Ly a T, de manera que L3 crece de manera
simétrica en .J, hasta llegar a 7T

(4) «([0,1] x {0}) = a1 ([0,1]) = C(w, L3). Es el arco ordenado en
C(L3), de {w} a Ls.

cu.m

a2 (1) Ly Ua (0

{w} Ls
C(W,L3 )

Consideremos el hiperespacio C' (L3). Como L3 es un arco, sabemos que
un modelo geométrico para C' (L3) es un tridngulo cuyos vértices son {¢} , {w}
y L3 de manera que los lados quedan representados de la siguiente manera.

(1) El lado que une los elementos {¢} y {w} es F} (L3);
(2) el lado que une los elementos {q} y L3 es C'(q, L3) ;
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(3) el lado que une los elementos {w} y L3 es C (w, L3) .

Ls

C(aLs ) CwLs )

{a} Fi (Ls ) {w}

Sea A = AUC (L3). Observemos que C' (L3) N A = C (w, L3) . Entonces,
un modelo geométrico para A se obtiene de pegar A y C (L3) por el lado
C (w, L3) . Asi, A representa un tridngulo cuyos vértices son {q}, {w} y J,
de manera que los lados quedan representados de la siguiente manera.

(1) el lado que une los elementos {q} y {w} es Fy (L3);
(2) el lado que une los elementos {w} y J es as ([0, 1]);
(3) el lado que une los elementos {¢} y J es

C(q, Ls) Uer ({1} x [0

AHUC(JT)
= C(q,L3) U{LsUay(t):t

c 0,1} UC(J,T).

C(gLs )

{a} Fro(Ls ) {w}

100



Geométricamente, A queda representado en el modelo geométrico de T,
de la siguiente manera.

Wy

=

C —

Entonces, existe un homeomorfismo natural ¢ : Cono (L3) — A tal que

(1) ¢ (x,t) = {z} para cada = € Lg;
(2) 6 ({q} x 0,1]) = C'(q, Lz)U{Lz U ({0} x [=4,1]) : £ € [0,1[}UC (S, T);
(3) ¢ ({w} > [0,1]) = {{0} x [=t, 7] : £ € [0, 1]}

Ademds, reparametrizando si es necesario, podemos suponer que ¢ (w, t) =
{0} x [—t,t] = ¢ (w,t), para cada t € [0,1]. Observemos que AN C (Sy) =
{{0} x [=t,¢] : £ € [0,1]} = a2 ([0, 1]).

Definamos & : Cono (S3) — C (S%) como

B (x,t), si (x,t) € Cono(Sy);
h(@,) _{ Z(x,t), si (z,t) € Cono (Ls).

Observemos que h se pega bien pues ¢ (w,t) = ¢ (w,t) para cada t € [0,1].
Por lo tanto h es continua.

Veamos que h es inyectiva. Tomemos (z,t), (y,s) € Cono (S3) tales que
(

h(xz,t) = h(y,s). Si(z,t),(y,s) € Cono(Sy) o (z,t),(y,s) € Cono(Ls), la
inyectividad de ¢ y ¢, respectivamente, muestra que (z,t) = (y, s) .
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Supongamos ahora que, sin pérdida de generalidad, (x,t) € Cono (Sy) y
(y,s) € Cono (L) . Entonces h (z,t) = ¢ (z,t) € C (SO) yh(y,s)=¢(y,s) €
A. Como h (z,t) = h(y,s)y C (So)NA = {{0} x [—t,t] : t € [0,1]}, tenemos,
en particular, que h (y,s) € C'(J). Como ¢|cono(s) € homeomorfismo entre
Cono(J) y C(J), tenemos que (y,s) € Cono(J). Por tanto, h(y,s) =
¢ (y,s). La inyectividad de ¢ muestra que h (y,s) = h(x,t).

Concluimos que h es una funcién continua e inyectiva de un espacio com-
pacto en un espacio de Hausdorff. Por lo tanto, h es un encaje. Observemos
que h({p} x [0.1]) = & ({p} x [0,1]) = C (p, So) U C (J; Sy). Asf, h cumple
que

1) h(x,0) = {0} para cada = € S3,

2) h(v) = J, en donde v es el vértice de Cono(S3),

3) h({g} x[0,1]) = (q, L) U{Ls U ({0} x [=t,¢]) : £ € [0, 1]}UC (J, T),
4) h({p} > [0,1]) = C (p, So) U C (J, 50),

(5) h(z,t) € C(Sy), si (x,t) € Cono(Sy),y

(6) h(x,t) € C(T), si (x,t) € Cono(T).

Intuitivamente, C' (Sp) U A se obtiene de pegar el modelo de C (Sp) y el
modelo de A por el arco {{0} x [—t,t] : t € [0,1]}.

‘Loe--

()
L

{p}
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Proposicién 3.22 52 es un continuo cono-encajable en C (S3). Mds atn,
existe un encaje h : Cono (S2) — C'(S2) tal que

(1) h(z,0) = {z} para cada x € SZ;

(2) h(v) = J, donde v es el vértice de Cono (S3);

(8) h({(—=1,sen(—1))} x [0,1]) = C ((—1,sen (-1)),S1) UC (J,S1);

(4) h ({(1, 86”( )} *x[0,1]) = C((l»sen(l)),so) UC(J,5);

(5) h(z,t) € C(So), si(x,t) € Cono(Sh);

(6) h(z,t) € C(S1), si(x,t) € Cono(5).

Py

Demostraciéon. Puesto que S; es homeomorfo a Sy, existe un homeo-
morfismo (Ejemplo 3.7) ¢ : Cono(S1) — C(S1) tal que:

1) ¢(z,0) = {z} para cada = € Sy;

2) ¢(v) = J, en donde v es el vértice de Cono(S;);

)¢|Cono(J) @‘Cono (J)s
4) ¢({q} x [0,1]) = C(q, S1) UC(J, S1), en donde ¢ = (—1, sen(—1)).

Definamos la funcién h : Cono(S2) — Cono(S%) como

W, t) — o(x,t), si(z,t) € Cono(Sy);
' o(x,t), si(x,t) € Cono(Sh),
para (z,t) € Cono(S3).
Notemos que h es continua en C'ono(Sy) y Cono(S1). Ademés, Cono(Sp)N

Cono(S1) = Cono(J). Puesto que ¢|cono(s) = ©|cono(s); tenemos que h se
pega bien. Concluimos que h es continua.

Veamos que h es inyectiva. Tomemos (z,t), (y,s) € Cono (S3) tales que
h(xz,t) =h(y,s). Si(z,t),(y,s) € Cono(Sy) o (x,t),(y,s) € Cono(Sy), la
inyectividad de ¢ y ¢, respectivamente, muestra que (z,t) = (y, s) .
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Supongamos ahora que, sin pérdida de generalidad, (x,t) € Cono (Sy) y
(y,s) € Cono (Sy) . Entonces h (x,t) = ¢ (x,t) € C(So) y h(y,s) = ¢ (y,s) €
C(S1). Como h(z,t) = h(y,s) y C(Sy) NC(S1) = C(J), tenemos, en
particular, que h(y,s) € C(J). Como ¢|cono(s) €s homeomorfismo entre
Cono(J) y C(J), tenemos que (y,s) € Cono(J). Por tanto, h(y,s) =
¢ (y, s) . La inyectividad de ¢ muestra que h (y, s) = h (z,t) . Concluimos que
h es una funcién continua e inyectiva de un espacio compacto a un espacio
de Hausdorff. Hemos probado que h es un encaje tal que

1) h(z,0) = {z} para cada z € S%;

2) h(v) = J;

3) h|cono(sy : Cono(J) — C(J) es un homeomorfismo;

4) h({p} x [0,1]) = C(p, ) U C(J,5) v h{{q} x [0,1]) = C(g,51) U
C(J,S1), en donde p = (1,sen(1)) y ¢ = (—1,sen(—1)).

(5) h(z,t) € C(Sy), si (z,t) € Cono(Spy);

(6) h(z,t) € C(S1), si (z,t) € Cono(Sy).

),
Intuitivamente, C' (Sp) U C'(S1) se obtiene de pegar el modelo de C' (S))
y el modelo de C'(Sy) en C'(J).

Esto termina la prueba de que S% es un continuo cono-encajable en C'(S2).
|

Del Teorema 3.19 y las Proposiciones 3.20, 3.21 y 3.22, tenemos el si-
guiente teorema.
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Teorema 3.23 Si X es una compactacion de la union de dos rayos con un
arco como residuo, entonces X es un continuo cono-encajable si y solo st X
es homeomorfo a S? para algin i € {1,2,3}.

3.2.2. Con una Circunferencia como Residuo

Sean X una compactacion de los rayos [1,00) y (—oo, —1] y g : (—o0, —1]U
[1,00) — X un encaje tal que S = X \ g((—o0, —1] U[1, 00)), el residuo de
la compactacién, es una circunferencia.

Observemos que clx(g([1,00))) v clx(g((—o0,1])) son compactaciones
de un rayo. Cuando S; = SN clx(g([1,00))) (respectivamente, S_ = SN
clx(g((—o0, —1]))) es un arco, entonces clx (g([1,00))) es un E-continuo (res-
pectivamente, cly(g((—o0,1])) es un E-continuo).

Ahora bien, por el Lema 3.11, una compactaciéon del rayo con una cir-
cunferencia como residuo se puede encajar en el plano de manera que el rayo
converge a la cirunferencia estandar S!. Puesto que S! separa al plano, te-
nemos que la imagen del rayo queda dentro de la circunferencia, o bien, fuera
de ella.

Entonces, vamos a considerar a X encajado en R? de la siguiente ma-
nera. El residuo S serd la circunferencia esténdar S*. El rayo g([1,00)) serd
identificado afuera de S! y el rayo g((—oo, —1]) estard dentro de S*. Deno-
taremos por G, y G_ a los rayos ¢([1,00)) v g((—o00, —1]), respectivamente.
Por el Lema 3.17, tenemos que ninguno de los rayos ¢([1,00)) y g((—o0, —1])
converge a un arco.

Lema 3.24 Sea X una compactacion de la union de dos rayos con una cir-
cunferencia, S, como residuo. Supongamos que X estd contenido en un con-
tinuo Z de manera que X \{g(—1),g (1)} es abierto en Z. Si Z es un conti-
nuo cono-encajable en C(Z) y h : Cono(Z) — C(Z) es tal que h(z,0) = {z}
para cada z € Z, entonces h(v) = S, en donde v es el vértice de Cono(Z).
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Demostracién. Observemos que S, US_ = Sy, por tanto, S, NS_ # 0.
Asi que uno de ellos, S, 0 S_ es no degenerado.

Primero supongamos que S, y S_ son no degenerados. Entonces, por
el Lema 3.17, tenemos que S, = S_ = S*. Asi que S! es un subcontinuo
terminal de X. Se sigue del Lema 2.6, que S, = S_ = S' = h(v).

Ahora bien, supongamos que S_ es degenerado y S, es no degenerado.
Entonces, por el Lema 3.17, tenemos que S = St. Sea Y = G, US'. Entonces
Y es una compactacién del rayo con una circunferencia como residuo.

Tomemos un punto p € S*. Por la inyectividad de h, a lo mds para un
punto z € Z, existe t € [0,1), tal que h (z,t) = S*. Podemos suponer entonces
que h (p,t) # S para cada t € [0, 1). Consideremos una sucesién (p, ), de
G, tal que limp,, = p.

Afirmamos que podemos suponer que para cada n € N, existe t/, € [0, 1]
tal que h (py,t,) € G4. Veamos por qué podemos suponerlo.

Si h(v) € G4, tomando ¢/, = 1 para cada n € N se cumple la afirmacion.
Supongamos que h (v) C G.

Seaty = sup {t €[0,1] : U h({p} x [0,t]) C Y} . Consideremos una suce-
sién creciente (s,),—, en [0,%o] tal que lims, = ;. Entonces h(p,s,) C Y
para cadan € N. Por la continuidad de h, tenemos que lim h (p, s,,) = h (p, to)
y, por el Lema 1.28, se tiene que h(p,tp) C Y. Supongamos que existe
to € [0,to) tal que h (p, ;) € S*. Entonces h ({p} x [0,t]) es un arcoen C (Y')
que une a h (p,0) = {p} € C'(S') con el elemento h (p,ty) € C (Y)\ C(S?).
El Lema 2.5 implica que S* € h ({p} x [0,#)]). Entonces existe t' € [0, ty]
tal que h (p,t') = S'. Por la eleccién de p, tenemos que ¢ = 1 y por tanto,
h (v) = S!. Lo cual contradice que h (v) C G.. Concluimos que h (p,t) C S*
para cada t € [0,ty]. Puesto que h(p,t) # S! para cada t € [0,1) y
h(v) C G4, tenemos que to < 1y h(p,t) & S' € X\ {g(-1),9(1)}
para cada t € [0,%]. Como X \ {g(—1),g(1)} es abierto en Z, existe

so > to tal que Uh({p} x [0,s0]) € X \{g(=1),g9(1)} vy, por la elec-

ci6n de ty, podemos suponer que Uh ({p} x [0,50]) € Y. Entonces, existe
t' € [to, so) tal que h(p,#') €Y y h(p,t') C X\ {g(-1),g(1)}. De aquf que
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h(p,)NG_ # 0. Sean x € h(p,t)NG_ #Dye= @ > 0. Por la con-
tinuidad de h, tenemos que lim A (p,,t') = h(p,t’) . Entonces existe Ny € N
tal que H (h(p,t'),h(pn,t')) < € para cada n > Ny. En particular, tenemos
que x € h(p,t") C N (¢,h(pn,t’)). Por lo tanto, existe y € h(p,,t') tal que
d(z,y) < e= dz.Y) Y . Concluimos que y ¢ Y y por tanto, y ¢ G,. Asi que
h (pn,t') € G4 para cada n > Ny. Esto prueba la afirmacion.

Observemos que h(p,,0) = {p,} C G+ y h(pn.t,) € G+. Sea t, =
sup{s € [0,1] : Uh({pn} 0, s]) € G4}. Veamos que h(py,t,) € G. Delo
contrario, t, < t/, < 1y, puesto que g ((1,00)) es abierto en Z, existe s > t,
tal que Uh({pn} X [tn,sn]) € G4 (por la continuidad de la unién). Esto
contradice la eleccién de t,,. Mds atin, considerando una sucesién creciente
(s;)2, de [0,t,] tal que lims; = t,, tenemos que h(p,,s;) C G, (por la
eleccion de t,,). De aqui que h(py,t,) = lim h(p,, s;) C clz(G1) =Y.

Puesto que h(pn, t,) € G4y h(pn,t,) C Y, tenemos que h(p,, t,,)NS* # 0.
Observemos que S* es un subcontinuo terminal de Y. Por lo tanto, h(p,, t,) C
St o bien, ST C h(pp, tn).

Supongamos que h(p,,t,) & S'. Entonces h({p,} x [0,%,]) es un arco en
C(Y') que une un elemento de C(S') con uno de C'(Y)\C(S!). Como S* es un
subcontinuo terminal de Y, se sigue del Lema 2.5 que S* € h({p,} x [0,t,]).
Es decir, existe s < t,, tal que S' = h(p,, s). Esto contradice la eleccién de
t,. Concluimos que S* C h(py, t,).

Hemos probado que, para cada n € N, existe ¢, € [0,1] tal que S' C
h(pn, tn). Por la compacidad de [0, 1], podemos suponer que existe ¢ € [0, 1] tal
que limt,, = t. Entonces, por la continuidad de h, tenemos que lim h(p,, t,,) =
h(p,t). Ahora bien, puesto que S* C h(p,,t,) para cada n € N, se sigue del
Lema 1.28 que S' C h(p,t).

Mads atn, puesto que h({p,} x [0,t,]) € C(Y) para cada n € Ny
lim h({p,} x[0,t,]) = h({p} x[0,¢]) (por el Lema 1.70), tenemos que h({p} x
0,t]) C C(Y).

Si ST ¢ h(p,t), entonces h({p} x [0,t]) es un arco en C(Y) que une a

h(p,0) = {p} € C(S") con h(p,t) € C(Y)\C(S'). Se sigue del Lema 2.5, que
St e h({p} x [0,t]). Es decir, existe r < t tal que h(p,r) = S'. Claramente,
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esto también es cierto cuando S' = h(p,t). Por la eleccién de p, tenemos
que 7 =t = 1. Es decir, h (v) = S*. Esto concluye la prueba. B

Estamos listos para caracterizar las compactaciones de dos rayos cuyo
residuo es una circunferencia que son continuos cono-encajables.

Lema 3.25 Sea X wuna compactacion de dos rayos con una circunferencia,
S, como residuo. Supongamos que X estd contenido en un continuo Z de
manera que X \ {g(—1),9 (1)} es abierto en Z. Si Z es cono-encajable en
C(Z), entonces X es homeomorfo a (SP)? para algin i € {1,2,3}.

Demostracién. Sea h : Cono(Z) — C(Z) un encaje tal que h(z,0) =
{z} para cada z € Z. Por el Lema 3.24, tenemos que h(v) = S*, en donde v
es el vértice de Cono(Z).

Observemos que S, U S_ = S! y, por tanto, S, N S_ # (). Asi que uno
de ellos, S, o S_ es no degenerado. Supongamos, sin pérdida de generalidad
que S, es no degenerado. Entonces, por el Lema 3.17, tenemos que S, = S?.

Sea Y = G, U S!. Entonces Y es una compactacién del rayo con una
circunferencia como residuo. Veamos que Y es homeomorfo a (SP)j.

Supongamos que no. Entonces, por el Lema 3.12, existe ¢« € N para el cual
existen s,t con s < t tan grandes como queramos, tales que:

(1) {g+(s), 9+ (1)} C A,y Para algin k(s,1);

(2) g+([87 t]) N A;(s,t) = Q) para algﬁn j(S, t)a

(3) g+([s,t]) no estd contenido en la unién de tres eslabones de D;.

Denotemos por (i, s,t) a la afirmacién “(1), (2) y (3) se satisfacen para
i,sy t”. Construyamos tres sucesiones (s,)% 1, (£,)22; v (uy)52, como sigue.

Sea M; = {s € [1,00) : existe t > s tal que (i, s,t)}. Sea s| = inf M;.
Sea s; € M; tal que gy ([s], s1]) estd contenido en la unién de, a lo mas, dos
eslabones de D; a los cuales g4(s]) pertenece. Sea Ny = {t > s1 : (i, s1,1)}.
Dado que s; € My, Ny # (. Sea tj; = inf N;. Tomemos t; € N; tal que
g+ ([th,t1]) estd contenido en la unién de, a lo més, dos eslabones de D;.
Puesto que t; € Ny, entonces (i, 51 t1) .
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Sea p : Y — S! la proyeccién dada por p(x) = x/|z| para cada x € Y,
en donde |z| denota la distancia de z al origen (0,0) (podemos suponer sin
pérdida de generalidad que (0,0) ¢ G ). Puesto que (i, s1,t1) , tenemos que
g+([s1,t1]) M Aj ) = 0 para algin j(s1,t1). Ast que p(g+([s1,1])) es un
arco 7; en S'. Ademds, puesto que g, (s1) y g4 (1) estdn en el mismo eslabén
de D; y g, ([s1,t1]) no esta contenido en tres eslabones de D;, tenemos que
uno de los extremos del arco 7, es de la forma p(g.(u1)), con 51 < uy < ty,
en donde ¢, (u1) no esté en la unién de una cadena de tres eslabones de D;
que intersectan a {g;(s1), g+ (t1)}-

Ahora, sea My = {s € [uj,00) : existe t > s tal que (i,s,t)} y sea
sy, = Inf My. Sea sy € M, tal que g4 ([sh, s2]) estd contenido en la unién
de, a lo més, dos eslabones de D; a los cuales g, (s}) pertenece. Sea Ny =
{t > s9: (i,59,t)}. Dado que so € My, Ny # (). Sea t§, = inf Ny. Tomemos
tay € Ny tal que g ([th,ts]) estd contenido en la unién de, a lo mds, dos
eslabones de D; a los cuales g, (t}) pertenece. Puesto que ¢, € Ny, entonces
(i, s9,t2) . Nuevamente, usando la proyeccién p, obtenemos que p(g4([s2, t2]))
es un arco v, en S* tal que uno de sus extremos es de la forma p(g (uz)), con
Sg < ug < t3, en donde g, (uz) no estd en la unién de una cadena de eslabones
de D; que intersectan a {g(s2),g+(t2)}. De esta manera, usamos us para

definir M3, etc. Asi, definimos las sucesiones (s,)%% 1, (£,)52; v (u,)22 .
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Dada n € N, sean Ai(sm Y A};(un) los eslabones de D; tales que g (u,) €
A};(un) V 9+ (sn), 9+ (tn) € AZ(SW”). Entonces podemos suponer que g, ([s,, t,])
estd contenido en una subcadena C,, de D;, que tiene como eslabones extremos
a A};(un) y A;;(Smtn). Decimos que g, ([sn,t,]) se dobla en D; en sentido anti-
horario si, al recorrer C,, del eslab6n AZ(sn, ) al eslabon A}g(un), recorremos a
S1 en sentido contrario a las manecillas del reloj. Si al recorrer C,, del eslabén
Al  al eslabén A};( > Tecorremos a S L en el sentido de las manecillas del

k(Sn,tn Un,
reloj, decimos que gy ([sy, t,]) se dobla en D; en sentido horario.

| i
A, A,

- i
Ais.t) Ak t)

Intuitivamente, g, ([sn,t,]) “envuelve” parte de S* dos veces, primero en
una direccién conforme el pardmetro va de s, a u, y después en sentido con-
trario conforme el pardmetro va de u,, a t,,. De esta manera, observemos que
si s € (sp,uy,), entonces existe t € (uy,,t,) tales que g4 (s) y g+(t) estdn en
el mismo eslabén de D;. Ademas, si g, ([sn, un|) recorre, esencialmente, en
sentido de las manecillas del reloj, entonces ¢ ([sp1, Unt1]) recorre, esencial-
mente, en sentido contrario a las manecillas del reloj. Més ain, g ([un, t,])
recorre, esencialmente en sentido contrario a las manecillas del reloj y el
rayo se “regresa’ cuando llega al punto u,1, que es cuando hay un cambio
esencial de direccién nuevamente.

Asi, si g+ ([sn, tn)) se dobla en sentido antihorario, entonces g ([Spt1, tnt1])
se dobla en sentido horario. De modo que tenemos dos sucesiones de arcos
(94 ([s2ns t2n]))ney ¥ 9+ ([S2n—1,t2n—1]),—, , una de las cuales esta formada por
arcos que se doblan en sentido antihorario y la otra formada por arcos que
se doblan en sentido horario. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
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para cada n € N, g, ([s2n-1,f2n—1]) se dobla en sentido antihorario mientras
que g4 ([S2n, tan]) se dobla en sentido horario.

Ahora bien, dadan € N, sea A ) un eslabén de D; tal que g4 ([sy, t,])N

Snstn)

A; (5mstn) = (). Como D; tiene una cantidad finita de eslabones, tomando
una subsucesién si es necesario, podemos suponer que para cada n € N,
g+ ([sn,ta]) N AL = 0, para algin j. Asi, g4 ([sn,n <UD) \ A%, para
cada n € N.

Por la compacidad de Y, podemos suponer que las sucesiones (g (t9,-1))5
v (g+(u2,))%; son convergentes. Sean p, q € S* tales que lim g, (ug, 1) =py
lim g, (ug,) = q. Ademas, por la compacidad de C(Y), podemos suponer que
las sucesiones de arcos (g4 ([S2n—1,t2n-1]))221 ¥V (9+([S2n, t2n]))o2, son con-
vergentes. Sean v, = lim gy ([S2n_1,t2n-1]) ¥ 7o = lim g, ([S2n, t2n]). Puesto
que, para cada n € N, g, ([sn,t,]) no estd contenido en la unién de tres es-

labones de D;, tenemos que v, y v, son no degenerados, y como g, ([s,, t,]) C

(U Dl-> \ A, para cada n € N, tenemos que 7, y 7, son arcos en S™.

Veamos que p es un extremo de 7,. Sea A};l el eslabén de D; tal que p €
Aj . Para cada n € N, sea 1, 1 = p(g+ ([S2n—1,t2n—1])) . Por la continuidad
de p, tenemos que limny, ; = lmp (g ([s20-1,t2n-1])) = lmp(v,) = 71,
pues v, C St Puesto que p (g4 (ug,_1)) es extremo de 7,,, ; para cadan € N,
entonces lim p (g4 (ugn—1)) = p (p) = p es extremo de ;. De la misma manera
tenemos que ¢ es un extremo de ;.

=

u2n—1 %o,
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Sean a,b € S! tales que a y p son los extremos de 7,; y by ¢ son los ex-
tremos de 7,. Entonces a # p y b # q. Podemos suponer, sin pérdida de gene-
ralidad, que lim g, (s2,_1) = lim gy (t2,—1) = a y lim g, (s2,) = lim g, (t2,) =
b. Puesto que, para cada n € N, g, ([s2n_1,t2,_1]) se dobla en sentido anti-
horario, entonces 7, es el arco con extremos a y p tal que, al recorrerlo de
a a p, lo hacemos en S' en sentido contrario a las manecillas del reloj. De
la misma manera, al recorrer a 7, de b a ¢, lo hacemos en el sentido de las
manecillas del reloj.

Si p = g, mostremos que {p} es un R-conjunto en X. Como 7, recorre de
a a p en sentido contrario a las manecillas del reloj y v, recorre de b a q en el
mismo sentido de las manecillas del reloj, existen x € v, \ {p} y v € 7, \ {¢}
tales que zp C vy, qy C v, y xp Nqy = {p} = {q}. Sea ¢ > 0 tal que
cly (B (e,p))NS* C zpUqy C 7,U7,. SeaU = B (€, p) . Como lim g4 (ug,_1) =
p = q = lim g, (ug,), podemos suponer que g, (u,) € U para cada n € N.
Para cada n € N, sean L, y M, las componentes, respectivamente, de U N

9+ ([S2n—1,t2n—1]) ¥ U N g4 ([S2n. t2n]) , tales que g4 (uzn—1) € Ly ¥ g+ (u2n) €
M,,.

Notemos que clz (L,,) es un arco contenido en cly (U) N gy ([S2n—1, t2n_1])
para cada n € N. Por la compacidad de C' (Z), podemos suponer que existe
L € C(Z) tal que lim clz (L,) = L. De la misma manera, podemos suponer
que existe M € C'(Z) tal que lim cly (M,,) = M. Observemos que L y M son
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subcontinuos de X. Ademds, L C y,N clz (U) y M C v,N clz (U). Por lo
tanto, L C pr C v, y M C qy C 7y5. Concluimos que LNM C pxNqy = {p}.
Esto muestra que {p} es un R-conjunto en X y, como X \ {g(—1),¢(1)} es
abierto en Z, {p} es un R-conjunto en Z.

Asi que C(Z) no es contréctil ([13, Teorema 9.8]). Esto contradice el
Corolario 2.10. Concluimos que p # q.

Tomando subsucesiones si es necesario, podemos suponer que para ca-
da n € N, existen g3, 1 € g1([s2n-1,u2n-1]), @31 € gu([uzn—1,t2n-1]),
Phy € g+([52n,t2n]) ¥ D3y € g4 ([u2ntan]) tales que limgs, y = limgy, , = g,
ltm p},, = lim pf,, = p, im ¢5,,_1¢3,_y = qp = Hm p5,p5,. Sean Ay = ¢, 1G5,y
y B, = ph,ps, para cada n € N. Observemos que A, \ {¢5,,_1, 75, 1} €s una
componente de Y \ {d¢}, 1,45, 1} v Bn \ {Py,, P5,} es una componente de
Y\ {ph,, Py, }- Entonces, tenemos las condiciones del Lema 3.2. De aqui que
h(v) = gp. Lo cual es una contradiccién pues h (v) = S*.

Concluimos que Y es homeomorfo a (SP)j.

Ahora bien, si S_ es no degenerado, un argumento similar muestra que
G_ U S_ es homeomorfo a (SP)y. En este caso, los rayos G, y G_ pueden
aproximarse a S' en el mismo sentido o hacerlo en sentidos contrarios. Es
decir, X es homeomorfo a (SP)? o (SP)3.
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Si S_ es degenerado, tenemos que X es homeomorfo a (SP)2%. Esto con-
cluye la prueba. B

Ahora bien, si X es una compactacion de la unién de dos rayos, entonces
X\{g- (=1), g+ (1)} es abierto en X. Entonces tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.26 Sea X una compactacion de dos rayos con una circunferen-
cia como residuo. Si X es un continuo cono-encajable en C(X), entonces X
es homeomorfo a (SP)? para algin i € {1,2,3}.

Demostracion. Se sigue del Lema 3.25. B

Ahora veamos que (SP)? es un continuo cono-encajable en C'((SP)?) para
i€ {1,2,3}. Sea ¢ : Cono((SP)y) — C((SP)p) el homeomorfismo dado en
el Ejemplo 3.15. Ademsds, sea f : Cono(S;) — C(S') el homeomorfismo
donde f(x,t) es el arco yz tal que I(yz) = 27t y = es el punto medio del arco
yz, para cada (z,t) € Cono(S*) \ {v} y f(v) = S, donde v es el vértice de
Cono (S) y el arco es tomado a partir del punto en sentido contrario a las
manecillas del reloj.

Proposicién 3.27 Dada i € {1,2}, (SP)? es un continuo cono-encajable

en C ((SP)?) . Mas aiin, existe un encaje h : Cono ((SP)ZZ) — C ((SP)ZQ)

tal que

(1) h(z,0) = {z} para cada x € (SP)?;

(2) h(v) = S, en donde v es el vértice de Cono ((SP)?) ;

(3) h({(2cos(1),2sen (1))} x [0,1]) = C((2cos(1),2sen(1)),(SP),) U
0

(4) h({(0,0)} x [0,1]) = C'((0,0), (SP),) UC (S, (SP),);
(5) h(z,t) € C((SP),), si (x,t) € Cono((SP),);
(6) h(xz,t) € C((SP),), si(x,t) € Cono((SP),).

Demostracién. Puesto que (SP); es homeomorfo a (SP),, existe un
homeomorfismo ¢ : Cono((SP);) — C((SP);) tal que

1) ¢(x,0) = {z} para cada x € (SP);;

2) ¢(v) = S, en donde v es el vértice de Cono((SP););

3) ¢’Cono(51) - f7 y
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2) 6({g} x [0.1]) = Clg, (SP)) UC(S", (SP)), en donde g = (0,0).
Definamos la funcién h : Cono((SP)? — C((SP)?) como

| e(z,t), si(z,t) € Cono((SP)o);
hiw, 1) = { o(x,t), si(x,t) € Cono((SP);),

para cada (z,t) € Cono((SP)?).

Notemos que h es continua en Cono((SP)g) y en Cono((SP);). Ademas,
Cono((SP)o) N Cono((SP)1) = Cono(S*). Puesto que @lconosty = f =
Plcono(st), tenemos que h se pega bien. Concluimos que h es continua.

Veamos que h es inyectiva. Sean (z,t), (y,s) € Cono ((SP)?) tales que
h(z,t) = h(y,s). Si (x,t),(y,s) € Cono((SP),), o bien (z,t),(y,s) €
Cono ((SP),), lainyectividad de ¢ y ¢, respectivamente, muestra que (z,t) =

(y,s)-

Supongamos ahora que, sin pérdida de generalidad, (z,t) € Cono ((SP),)
y (y,s) € Cono ((SP),) . Entonces h (z,t) = ¢ (x,t) € C((SP),) y h(y,s) =
b(y.5) € C((SP),)- Como h(x,) = h(y,s) y C((SP)y) N C((SP),) =
C (S'), tenemos, en particular, que h (y,s) € C'(S'). Como ¢|cono(st) €s un
homeomorfismo entre Cono (S') y C (S*), tenemos que (y,s) € Cono (S*).
Por tanto, h(y,s) = ¢ (y,s). La inyectividad de ¢ muestra que h(y,s) =
h(x,t).

Concluimos que h es una funcién continua e inyectiva de un espacio com-
pacto a un espacio de Hausdorff. Observemos que, si p = (2cos (1), 2sen (1)),
entonces h({p} x [0,1]) = C(p, (SP)o) U C(S*, (SP)y). Hemos probado que
h es un encaje tal que

1) h(z,0) = {x} para cada z € (SP)?;

2) h(v) =

3) h({p} x [0 1]) = C(p, (SP)o) UC(S, (SP)o);
4) h({q} x [0,1]) = C(q, (SP);) U C(S', (SP)y);
(5) h(z,1) € C((SP),), si (2,1) € Cono((SP),);
(6) h(z,t) € C((SP);), si (x,1) € Cono ((SP),).

Intuitivamente, C' ((SP),) UC ((SP),) se obtiene de pegar los modelos de
C((SP),) y C((SP),) en C(S").
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Esto termina la prueba la prueba de que (SP)? es un continuo cono-
encajable en C((SP)?). B

Proposicién 3.28 (SP); es un continuo cono-encajable en C ((SP)g) . Mas
atn, existe un encaje h : Cono ((SP);) — C ((SP)?) tal que

(1) h(x,0) = {2} para cada = € (SP)};

(2) h(v) = S, en donde v es el vértice de Cono ((SP)?) ;

(3) h({(2cos(1),2sen (1))} x [0,1]) = C((2cos(1),2sen(1)),(SP),) U
C' (5%, (SP)y):

(4) h({(0,0)} x [0,1]) = C((0,0), (SP)5) U{(SP)3 U f((1,0),t) : t €
[0, 1]} UC (S, (SP)3);

(5) h(z,t) € C((SP),), si(x,t) € Cono((SP),);

(6) h(z,t) € C((SP);USY), si(z,t) € Cono((SP),USY).
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Demostracién. Sean P = (SP), U S', ¢ = (0,0) y w = (1,0). Sea
ay :[0,1] — C'(S?) el arco ordenado en C (S*), de {w} a S! definido como
a1 (t) = ¢ (w,t) = f(w,t). Sea ay : [0,1] — C ((SP),) el arco ordenado en
C ((SP);) de {w} a (SP), . Definamos la funcién « : [0, 1] x [0,1] — C (P)
como

a(s,t) =ai(s)Uasy(t).

Notemos que « es un encaje. Entonces A = Im « es un cuadrado. Veamos
quiénes quedan en la frontera del cuadrado.

(1) a ({0} x [0,1]) = a5 ([0,1]) = C'(w, (SP)s) ;

2) a (0,1] x {1}) = {a1 (5) U (SP), : 5 € [0, 1]} = {((SP),Uf ((1,0),) :
t € [0,1]}. Es decir, a ([0,1] x {1}) es el arco ordenado en C' (P), de (SP),
a P, de manera que (SP), crece de manera simétrica en S*.

(3) a({1} x [0,1]) = {S* Uas (t) : t € [0,1]} = C (S', P).

(4) «([0,1] x {0}) = a4 ([0,1]) = f ({w} x [0,1]) es el arco ordenado en
C(SY), de {w} a S*, de manera que w crece de manera simétrica hacia S*.

(SP)s

(SP)s Uf(w, t)

Cw,(SP)s ) C(S,P)

{w fw, b S

Sabemos que C' ((SP),) es homeomorfo a un tridgngulo que une los elemen-
tos {¢}, {w} y (SP),, en donde los lados del tridngulo quedan representados
de la siguiente manera.

(1) El lado que une los elementos {¢} y {w} es Fy ((SP););
(2) el lado que une los elementos {q} y (SP); es C (q,(SP););y
(3) el lado que une los elementos {w} y (SP),; es C (w, (SP),) .
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(SP)s

C(a, (SP)s ) Cw, (SP)s )

{a} Fi ((SP)s ) {w}

Sea A = AU C((SP);). Notemos que AN C ((SP);) = C (w, (SP),).
Entonces, un modelo geométrico para A se obtiene de pegar A y C ((SP),)
por el lado C' (w, (SP),) . Asf, A representa un tridngulo cuyos vértices son
los elementos {q}, {w} y S', de manera que los lados del tridngulo quedan
representados de la siguiente manera:

(1) el lado que une los elementos {q} y {w} es Fi ((SP););

(2) el lado que une los elementos {w} y S* es C (w,SY);y

(3) el lado que une los elementos {¢} y S* es C (¢, (SP),)Ua ([0, 1] x {1})U
C(SY,P)=C(q,(SP);) U{a1 (s)U(SP),:s€[0,1]}UC (S, P).

(SP)s Uf(w, t)

(SP)s

{a} Fi ((SP)s ) {w}
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Geométricamente, A queda representado de la siguiente manera en el
modelo de C (P).

(SP)s

(SP)s

{w} {a} {a}

Entonces, existe un homeomorfismo natural ¢ : Cono ((SP);) — A de
manera que

(1) ¢ (x,0) = {z} para cada = € (SP),;
(2) ¢ ({a} x [0,1]) = C (g, (SP)3)U{eu (s) U (SP), : s € [0,1]}UC (S, P);
(3) o ({w} x 0,1]) = C'(w, S").

Ademas, reparametrizando ¢ si es necesario, podemos suponer que ¢ (w, t) =
¢ (w,t) para cada t € [0,1].

Definamos h : Cono ((SP);) —C ((SP);) como

| e(x,t), si(z,t) € Cono((SP),);
hw.t) = { ¢ (z,t), si(x,t) € Cono((SP),).

Observemos que h se pega bien, pues ¢ (w,t) = ¢ (z,t) para cada t € [0, 1].
Por lo tanto, h es continua.

Veamos que h es inyectiva. Tomemos (z,1), (y,s) € Cono ((SP);
que i (2,t) = h (y,5). Si (2,1), (4,5) € Cono((SP)y) , o bien (z,1).(
Cono ((SP),), la 1nyect1v1dad de ¢ y ¢, respectivamente, muestra que(

(y,s).

Supongamos ahora que, sin pérdida de generalidad, (z,t) € Cono ((SP),)
y (y,s) € Cono ((SP),) . Entonces h (z,t) = ¢ (x,t) € C((SP),) y h(y,s) =
¢ (y,s) € A. Como h (x,t) = h(y,s)y C((SP),)NA C C(S"), tenemos, en

) tales
Yy, s

s) €
t) =
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particular, que h (y, s) € C (S'). Como ¢|cone(st) €s un homeomorfismo entre
Cono (S*) y C(S'), tenemos que (y,s) € Cono(S*). Por tanto, h(y,s) =
¢ (y,s). La inyectividad de ¢ muestra que h (y,s) = h(x,t).

Concluimos que h es una funcién continua e inyectiva de un espacio com-
pacto en un espacio de Hausdorff. Por lo tanto, i es un encaje. Observemos
que b ({p} x [0,1]) = ¢ ({p} x [0,1]) = C (9, o) U C (J, S) . Ast, h cumple
que

z,0) = {0} para cada r € 53,
St en donde v es el vértice de Cono(S3)

h({a} x [0,1)) = C(q,(SP)y) U{(SP)y U f(w,8) : t € [0,1]} U

0,1]) = C (p, (SP),) UC (S, (SP),),
C((SP),), si (z,t) € Cono((SP),), vy
C(P),si(x,t) € Cono(P).

Intuitivamente, C' ((SP),)UA se obtiene de pegar el modelo de C ((SP),)
y el modelo de A por el arco {f (w,t) :t € [0,1]}.

{r}

Del Teorema 3.26 y las Proposiciones 3.27 y 3.28 se sigue la siguiente
caracterizacion.
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Teorema 3.29 Sea X una compactacion de la union de dos rayos con una
circunferencia como residuo. Entonces X es un continuo cono-encajable en
C (X) siy solo si X es homeomorfo a (SP)? para algin i € {1,2,3}.

3.3. Compactaciones de la Recta Real

Sea Z = f(R') UY, donde f : R! — Z es un encaje, una compactacion
de R! con Y como residuo. Llamaremos conjuntos finales de la compactacion

Z a los conjuntos ﬁclz(f((—oo, —nl)) y ﬂclz(f([n, o0))). Asi, Z tiene dos
n=1 n=1

finales (que pueden coincidir).

Sean Y, = mclz(f([n, )y Y. = ﬂclz(f((—oo,—n])) los finales de

la compactacién Z. Observemos que Y, y Y_ son continuos, pues son in-
terseccion anidada de continuos. Ademsds, si Y, y Y_ son ajenos, entonces
ambos son subcontinuos terminales de Z. Entonces, si Z es un continuo cono-
encajable en C(Z), por el Teorema 2.6, uno de ellos es degenerado. En cuyo
caso, Z es una compactacién del rayo. Por esto, vamos a considerar las com-
pactaciones Z, de la recta real, tales que Y, NY_ # ().

Notemos que si g = f|(—o0,—1]u[1,00), €ntonces X = g ((—oo, —1] U [1,00))U
Y es una compactacién de los rayos (—oo, —1] y [1,00), que tiene a Y como
residuo. Ademds, notemos que X \ {g(—1),g (1)} es abierto en Z. Entonces
podemos aplicar los resultados obtenidos en la seccién anterior.

Ademss, utilizaremos el siguiente lema. La demostracién del mismo estd
basada en ideas que usé el Dr. Gerardo Acosta en su tesis doctoral.

Lema 3.30 Dados un continuo X y p,q € X, sean M,Y € C(X)\{X} y
J K, L € C(Y)\{Y} tales que Y = KUL, KNL = J,Y es irreducible
entre p y q, K es irreducible entre q y J, L es irreducible entre p y J, M es

un arco con extremosp yqy M NY ={p,q}. Sean a; : [0,1] — C (L) un
arco ordenado en C (L) de {p} a L, B, : [0,1] — C(K) un arco ordenado
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en C (K), de{q} a K, v, :[0,1] — C (L) un arco ordenado en C (L) de J
a L y~vyy:[0,1] — C(K) un arco ordenado en C (K) de J a K. Entonces
existe un encaje 1 : Cono (M) — C (X)) tal que

(1) n(x,0) = {z}, para cada x € M;

(2) 1 ({p} x [0.1)) = o ([0,1]) U, ([0,1])

(3) n({q} x [0,1]) = B, ([0, 1]) Uy, ([0, 1]);

(4) n(v) = J, donde v es el vértice de Cono (M) ;

(5) n(z,t) ¢ C(L)UC(K), para cada z ¢ {p,q} yt€0,1).

Demostracién. Observemos primero que, si ¢t > 0, entonces J & 7, (%) .
Entonces, como K N L = J, tenemos que K N7, (t) = J y 7, (t) € K. De la
misma manera, si s > 0, entonces J & 7, (s). Entonces, como K N L = J,
tenemos que LNy, (s) =J y v, (s) € L.

Ahora bien, si J C a4 (t) para alguna t € [0, 1], entonces oy (t) € C' (L) es
tal que {p},J C oy (t). Por la irreducibilidad de L, tenemos que a4 (t) = L
y por tanto, ¢ = 1. De la misma manera, si p € v, () para alguna ¢ € [0, 1],
entonces 7, (t) € C'(L) es tal que {p},J C 7, (t). Por la irreducibilidad de
L, tenemos que v, (t) = Ly por tanto, t = 1. Concluimos que Im a; NIm -y, =
{L}. Asi que Ima; UIm~, es un arco en C (L) de {p} a J, y que pasa por
L. Un razonamiento anaglogo muestra que Im 5, NIm~, = {K} y por tanto
Im 3, UIm~y, es un arco en C (K) de {q} a J y que pasa por K.

Sea p; : [0,1] — C'(Y") la funcién definida como

B ap (2t), site
pl(t)_{ LUn,(2t—1), site

0,%,

1
11].

N[

Notemos que aq (2

=1 (1) = Lyv,(25—1) = ~,(0) = J. Por lo
tanto, ay (1) = L = LU J =

L U~,(0). Por lo tanto, p; se pega bien. La
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continuidad de a; y 7y, implican la de p,. Observemos, ademés, que p, (1) =
LU~y (1) = LUK =Y. Puesto que a; es un arco ordenado en C (L) de {p}
a Ly vy, es un arco ordenado en C' (K) de J a K tal que v, (t) € Lsit > 0,
tenemos que p; es un arco ordenado en C' (Y'), de {p} a Y, que pasa por L.
Observemos que si ¢ > 1, entonces p; (t) ¢ L.

Sea py : [0,1] — C' (Y) la funcién definida como

B By (2t), site
”2“)—{ KUn (2t—1), site

07%}7

1
11].

Notemos que 3, (23) = 5, (1) = Ky 7, (24 —1) = 7,(0) = J. Por
lo tanto, f,(1) = K = KUJ = K U~,(0). Por lo tanto, p, se pega
bien. La continuidad de 3, y 7, implican la de p,. Observemos, ademds, que
py (1) = KUy, (1) = KUL =Y. Puesto que 3, es un arco ordenado en C' (K)
de {q} a K y 7, es un arco ordenado en C' (L) de J a L tal que v, (t) € K
si t > 0, tenemos que p, es un arco ordenado en C'(Y), de {¢} a Y, que pasa
por K. Observemos que si t > %, entonces p, (t) ¢ K.

Si ¢ € py(t) para algin ¢t € [0,1], entonces p, (t) € C(Y) es tal que
p,q € py(t). Por la irreducibilidad de Y, tenemos que p, (t) = Y y por
tanto ¢ = 1. De manera similar, Si p € p, (t) para algtin ¢t € [0, 1], entonces
py (t) € C(Y) es tal que p,q € py(t). Por la irreducibilidad de Y, tenemos
que py (t) =Y y por tanto t = 1. Asi que Im p; NImp, = {Y'}.

Sea agy : [0,1] — C (M) el arco ordenado en C (M) de {p} a M. Ob-
servemos que si ¢ > 0, entonces ay (t) € Y. Ademds, as ([0,1]) = C (p, M) .

Sea C, = {AUB € C(X): A€Imp,,B € Imas}. Notemos que si A €
Imp, y B € Imay, entonces p € AN By por tanto AUB € C(p,X) C
C (X) . Construyamos un modelo geométrico para C,. Definamos la funcién
a:[0,1] x [0,1] — C,, como

a(s,t) = pi(s)Uaz ().

Notemos que o es un homeomorfismo. Asf que C, es un cuadrado. Veamos
quiénes se envian a la frontera del cuadrado.
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(1) a ({0} x [0,1)) = 05 ([0, 1)) = C (p, M),

(2) ([0, 1] x {1}) = {py (s) Uz (1) : s € [0,1]} = {p; (s) UM : 5 € [0,1]} .
Es decir, a ([0, 1] x {1}) es un arco ordenado en C' (X ), de M a X, de manera
que M crece sélo del lado de p y siguiendo al arco p,

(3)a ({1} % [0,1)) = {p, (1) Uas (£) : £ € [0,1]} = {Y U (1) : £ € [0,1]}
Es decir, a ({1} x [0,1]) es un arco ordenado en C' (X)), de Y a X, de manera
que Y crece sélo del lado de p,

(4) a([0,1] x {0}) = py ([0, 1]).

M Mup, (s)

C(p, M) Yua, (t)

pl ([(1/2),1])

P e L oope Y

Observemos que si ¢ > 0, entonces « (s,t) = p; (s) Uas (t) € Y para cada
s € [0,1]. Por lo tanto, C, N C(Y) = Imp,. Asi que C, NC' (L) = Imay y
C,NC (K) = 0. Por otro lado, tomemos A € Imp; y B € Im as. Puesto que
p€ AN By Y, M son irreducibles entre p y ¢, si ¢ € B entonces B = M si
g€ A, entonces A=Y;ysiqge AN B, entonces AU B = X.

Ahora, sea 3, : [0,1] — C (M), el arco ordenado en C' (M), de {q} a M.
Notemos que si ¢ > 0, entonces 3, (t) € Y. Ademsds, 3, ([0,1]) = C (¢, M).

Sea C;, = {AUBe€C(X): Ae€Imp,, B Imp,}. Notemos que si A €
Imp, y B € Imf3,, entonces ¢ € AN By por tanto AUB € C(q,X) C
C (X) . Construyamos un modelo geométrico para C,. Definamos la funcién
p:[0,1] x [0,1] — C, como

B(s,t) =py(s)U By ().
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Notemos que 3 es un homeomorfismo. Asf que C, es un cuadrado. Veamos
quiénes se envian a la frontera del cuadrado.

(1) B ({0} x [0,1]) = B, ([0,1]) = C'(q, M),

(2) B([0,1] x {1}) ={py (s) UM : s € [0,1]}. Es decir, 5([0,1] x {1}) es
un arco ordenado en C' (X)), de M a X, de manera que M crece sélo del lado
de q y siguiendo al arco p,,

(3) B ({1} x [0,1]) = {p, (1)U By (t) : t € [0, 1]} ={Y U B, (?) : T € [0,1]}.
Es decir, 5 ({1} x [0,1]) es un arco ordenado en C' (X)), de Y a X, de manera
que Y crece sélo del lado de ¢,

(4) B([0,1] x {0}) = p, ([0, 1]) .

M Mup, (s)

C(q, M) YUp, (t)

pe ([(1/2),1])

@ 519 K kume Y

Observemos que si ¢ > 0, entonces 3 (s,t) = py (s)U S, (t) € Y para cada
s € [0,1]. Por lo tanto, C, N C'(Y) = Im p,. Asi que C,NC(K) =Imp, y
C,NC (L) = 0. Por otro lado, tomemos A € Imp, y B € Im 3,. Puesto que
qg € AN B yY, M son irreducibles entre p y ¢, si p € B, entonces B = M,
sip€ A, entonces A =Y, ysipe AN B, entonces AU B = X. Entonces
C,NCy={M,Y,X}.

Consideremos el conjuntoC; = {AUB e C(Y): A€lmvy, y B €Im~,}.
Notemos que si A € Im~,; y B € Im~,, entonces J C AN B. Por lo tanto,
AUB € C(JY) C C(Y). Ademds, si s,t > 0, entonces 7, (s) € Ky

Yo (t) € L. Ast que v, () Uy, (t) € K y v, (s) U7y (t) € L para cualesquiera
s,t > 0.
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Construyamos un modelo geométrico para C;. Definamos la funcién = :
[0,1] — C; como
v (s,8) =71 (s) Uy (1)

Notemos que v es un homeomorfismo. Asi que C; es un cuadrado. Veamos
quiénes se envian a la frontera del cuadrado.

(1) v ({0} x [0,1]) = 5 ([0,1]), es un arco ordenado en C' (K), de J a K,

(2) v ([0,1] x {1}) = {11 () UK : 5 € [0,1]} = p, ([3,1]) es un arco or-
denado en C' (Y), de K a Y, de manera que K crece hasta tener a p,

(3) v ({1} x [0,1]) = {L U~y (t) : t € [0,1]} = p; ([3,1]) es un arco orde-
nado en C' (YY), de L a Y, de manera que L crece hasta tener a g,

(4) v([0,1] x {0}) =, ([0, 1]) es un arco ordenado en C' (L) de J a L.

K

p ([(1/2),1])

72 (s) pl ([(12)1])

71 (8)

Observemos entonces que C; N C (K) = Im~y, y C;NC (L) = Im~y, es
decir, C; intersecta a C' (L) UC (K) cuando s =00t = 0.

Ahora consideremos el conjunto
Cu={A,UA, UMcC((X):A,eclmp, y A, € Imp,}.

Notemos que si A, € Imp; y A, € Im p,, entoncesp € MNA,yqe MnNA,.
Por lo tanto, A,UA,UM € C (M, X) C C(X). Por tanto, A,UA,UM ¢ Y
yCuNC(Y)=0. Ademds, si A, N A, # 0, entonces A, U A, € C(Y) es tal
que p,q € A, U A,. La irreducibilidad de Y implica que A, U A, =Y y, por
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tanto, A, U A, UM = X. Construyamos un modelo geométrico para Cy;. Sea
p: C(X)—[0,1] una funcién de Whitney tal que p (X) = 1.

Para hacer el modelo de Cy;, consideremos el subconjunto 7 de R? que
se obtiene de remover del tridngulo con vértices (u(M), u(M)), (u(M),1) y
(1,1), el lado que une a los puntos (u(M),1) y (1,1). Es decir,

T ={(z,y) eR*: (M) <ax<y<1}.

A

(ﬂ(l\/l),l)é (1.1)

((M).(M)) |

v

Ademds, consideremos al conjunto A = C;;\{X}. Entonces, para A € A,
A se puede escribir como A = M U A, U A,, donde A, € Imp,, A, € Imp,
y A, N A, = 0. Notemos, ademds, que ANY = A, U A, y por tanto, A, y
A, son las componentes de ANY tales que p € A, y ¢ € A,. Definamos la
funcién g : A — 7 como

9(A) = (WM U Ap), p(A)).

Veamos que ¢ esta bien definida. Sea A € A. Entonces A =M UA,UA,.
Puesto que M C M U A, & X, se tiene que
p(M) < p(MUA,) < p(A) <L
Asi que g(A) € 7. Esto muestra que g esté bien definida.

Ahora veamos que g es inyectiva. Sean A, B € A tales que A # B.
Entonces A = M UA,UA; y B = MU DB,U B,. Puesto que Imp, es un
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arco ordenado en C(Y'), entonces A, C B, o bien, B, C A,. Supongamos sin
pérdida de generalidad, que A, C B,. Si A, & B,, entonces p(M U A,) <
u(M U By). Asi que g(A) # g(B). Si A, = B, entonces A = M U A, U A,
y B= MU A,U B,. Ahora bien, como Im p, es un arco ordenado en C(Y),
tenemos que A, C B, o bien, B, C A,. Por lo tanto, A C B o bien, B C A.
Més atn, como A # B, entonces A & B o bien, B & A. En ambos casos
tenemos que p(A) # p(B). Asi que g(A) # g(B). Esto prueba que g es
inyectiva.

Veamos que ¢ es continua. Tomemos una sucesion (A4,)2°, de Ay A e A
tales que lim A, = A. Para cadan € N, sea A, = MUAJUA} y A =
MUA,U A, Veamos que lim A7 = A,

Para cadan € N, sean s,,t, € [0,1] tales que p; (s,) = A} y py (tn) = Aj.
Por la compacidad de [0, 1], podemos suponer que existen s,t € [0, 1] tales
que lims, = s y lim¢, = t¢. Por la continuidad de p; y p, tenemos que
lim p; (sn) = py(s) y lmp,y (t,) = py (t). Asi que, del Lema 1.29 se sigue
que A = lim A, = lim (M U A? U A?) = lim (M U p, (s,) U py (tn)) = M U
p1(8) U py (t). Concluimos que lim A} = p, (s) = A, y im A7 = p, () = A,
Del Lema 1.29, tenemos que lim (M U AZ) = M UA,. Por la continuidad de
p, im (M U A7) = (M U Ap) y lim g (A,) = p (A) . De aquif que

limg(A,) = Um(u(M UAD), u(A,))
= (LM UA),u(A) = g(A).

Esto prueba la continuidad de g.

Ahora veamos que g es suprayectiva. Sea (s,t) € 7. Entonces u(M) < s <
t < 1. Puesto que u(M) < s, existe A, € Im p; tal que u(M U A,) = s < 1.
Entonces M U A, & X. Ast que A, & Y. Como Y es irreducible entre p y ¢,
tenemos que ¢ ¢ A,.

Definamos la funcién S5 : [0,1] — C(X) como [S4(r) = M U A, U py(7).
Entonces 5 es continua. Notemos que p(35(0)) = (M U A,U{q}) = sy
p(Bs(1))) = pu(MUA,UY) = pu(X) = 1. Entonces, existe ro € [0,1] tal que
1(B3(ro)) =t. Sea C' = B3(rg) = M U A, U py(ro). De aqui que pu(C) =t < 1.
Por lo tanto, C' & X. Asf que A, U p, (rg) & Y. Por la irreducibilidad de Y
entre p y ¢, tenemos que A, N p, (19) = 0. Luego, CNY = A, U p,(ro). Se
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sigue que C € A, C = M U A, U p, (19) donde A, € Imp; y p, (r0) € Im p,.
Por tanto,

9(C) = (WM U Ap), u(C)) = (s,1).
Esto prueba que g es suprayectiva.

Veamos que ¢! es continua. Tomemos una sucesion (s,,t,)°, de 7 y

(s,t) € T tales que lim(s,,t,) = (s,t). Sea A = M UA,UA, € A tal
que g !(s,t) = A. Para cadan € N, sea A, = M U AJ U AL € A tal que
g (8n,tn) = A,. Entonces, p(M U A,) = sy u(A) = t. Ademds, para cada
n €N, u(MUA}) = s,y u(A,) =t

Para cada n € N, sean w,,,y, € [0,1] tales que p, (2,) = A} y py (yn) =
A7 Por la compacidad de [0, 1], podemos suponer que existen z,y € [0, 1]
tales que limz,, = x y limy, = y. Entonces, por la continuidad de p; y p,,
tenemos que lim p; (z,,) = p; (z) y im py (y,) = p, (y) . Se sigue del Lema 1.29
que lim A, = lim MUARUA} = lim MUp, (2,)Up, (Yn) = MUp, (2)Upy (y) -

Sea B = M U p;(z) Upy(y). Veamos que B = A = M U A, U A,
Por el Lema 1.29, tenemos que lim M U A? = lim M U p, (z,) = M U
p1(z). Como p (M Upy (,)) = sp y pt (MU py (20) U py (Yn)) =t para ca-
da n € N, entonces lim p (M U p; (x,)) = p(MUp; (z)) =s=pu(MUA,)
y im p (M U p; (2,) U py (Yn)) = n(B) =t = p(A). Puesto que Im p; es un
arco ordenado y p; (z),A4, € Imp,, se tiene que M UA, C M Up,(x) o
M U p, (z) C M U A,. Pero ambos conjuntos tienen el mismo valor bajo la
funcién de Whitney p. Esto implica que M UA, = M Up, (). Por otro lado,
Im p, es un arco ordenado tal que A, p, (y) € Im p,. Entonces A, C p, ()
0 py(y) C A, Como MUA,=MU p,(z), tenemos que A C Bo B C A.
Pero ambos conjuntos tienen el mismo valor bajo la funcién de Whitney pu.
Por lo tanto, A = B. Esto muestra que lim A, = A y por tanto, que g~! es
continua.

Hemos mostrado que A es homeomorfo a 7. Por tanto, la compactacion
unipuntual de A, que es Cj;, es homeomorfa a la compactacién unipuntual
de 7, que es el semidisco K; en R? que tiene por didmetro un arco que une
los puntos (pu(M), u(M)) y (1,1). Entonces, el modelo geométrico de Cy; es
un semidisco, en donde

a) el didmetro del semidisco es el conjunto {M U p,(t) : t € [0,1]}. Es
decir, es un arco ordenado de M a X, de manera que M crece del lado de p;
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b) el arco del semidisco es el conjunto {M U py(t) : ¢t € [0,1]}. Es decir,
es un arco ordenado de M a X, de manera que M crece sélo del lado de q.

Mup, (1)

M Mup; (1) X

Observemos que Cyy NC (L) =0 =Cy NC (K).
Ahora consideremos al conjunto
Cy:{YUBpUBqGC(X):Bpe&gqu€ﬁ2}.

Observemos que si B, € as y B, € 35, entoncesp € YNB,y q € YNDB,. Por
lo tanto, YUB,UB, € C(Y,X)CC(X)yCyNC(K)=0=CynNC(L).
Ademds, si B,N B, # 0, entonces B,U B, € C' (M) es tal que p,q € B,U B,.
Por la irreducibilidad de M entre p y ¢, tenemos que B, U B, = M.

Para construir un modelo geométrico de Cy, podemos seguir un razo-
namiento similar al que hicimos para construir el modelo geométrico de Cy;.
Entonces, un modelo geométrico para Cy es un semidisco en donde

(a) el didmetro del semidisco es el conjunto {Y Uay (t) : ¢t € [0,1]}. Es
decir, es un arco ordenado en C' (X)), de Y a X, de manera que Y crece del
lado de p;

(b) el arco del semidisco es el conjunto {Y U 3, (¢) : t € [0,1]} . Es decir,
es un arco ordenado en C'(X), de Y a X, de manera que Y crece sélo del
lado de q.
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YUB, (t)

Yua, (t)

Vamos a considerar también al hiperespacio C' (M). Puesto que M es
un arco, sabemos que un modelo geométrico para C' (M) es un tridngulo
cuyos vértices son {p}, {¢} y M, donde sus lados quedan representados de
la siguiente manera.

(1) El lado que une los elementos {p} y {q} es F} (M);
(2) el lado que une los elementos {p} y M es C (p, M) = as ([0, 1]) ;
(3) el lado que une los elementos {¢} y M es C (¢, M) = 5, ([0,1]) .

M

{p} Fr (M) {a}

Sea A = C,UC,UC; UCp UCy UC(M). Observemos que C, N C, =
{M,Y, X} . Ademsds, como Cyy C C (M, X)y Cy C C(Y,X), entonces Cps N
C(M)={M},CyNCy ={X} yCyNC(M)= 0. Ademds, como C; C
C(J,Y),setieneque C;NCy =0=C;NC(M)yC;NCy ={Y}.
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Entonces, para obtener un modelo geométrico de A, podemos pegar los
conjuntos Cp, C,, Cy, Cpr, Cy y C (M) de manera que formen un tridngulo

cuyos vértices son {p}, {q} y J, en donde los lados quedan representados de
la siguiente manera.

(1) El lado que une los elementos {p} vy {q} es F1 (M);
(2) el lado que une los elementos {p} y J es Imay U Im~yy;
(3) el lado que une los elementos {q} y J es Im $; U Im ~,.
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v (s) ys (1)

p1 (9

o1 (S)

{p} {a}

Fi (M)

Ademas,

ANC (L) (C,NC(L)U(C,NC(L)U(C;NC (L))
UCyNnC(L)U(CynC(L)U((C(M)nC(L))
Im oy Ulmy, U{{p}} U{{q}}

Im oy Ulmayy,

ANC(K) = (,NnC(K)U((C,NC(K)U(C;NC(K))
UCyNC(K)U(CyNC(K))U(C(M)NC(K))
= ImpB; Ulmy, U {{p}} U{{q}}
= ImpB, UIm~s,.

Entonces existe un homeomorfismo natural 7 : Cono (M) — A tal que

0) = {z} para cada x € M;
% [0,1]) = Im g U Tm~yy;

[0,1]) = Im §; U Tm ,;
J, donde v es el vértice de Cono (M) .

(1) n (=,
(2) n({p
(3) n({q} x
(4) n(v) =
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Ademis, puesto que ANC' (L) = Im a;UIm 7y, y ANC (K) = Im S,UIm 5,
tenemos que

(5) n(x,t) ¢ C(L)UC (K) para cada = ¢ {p,q} y t €[0,1).
Esto concluye la prueba del lema. l

Este lema nos permite construir encajes, a partir de uno dado, de la
siguiente manera.

Lema 3.31 Dados un continuo X y p,q € X, sean MY € C(X)\ {X} y
JK,L € C(Y)\{Y} tales que Y = KUL, KNL =J,Y es irreducible
entre p y q, K es irreducible entre q y J, L es irreducible entre p y J, M es
un arco con extremos p y q y M NY = {p,q}. Supongamos que existe un
encaje ¢ : Cono (Y) — C (X)) tal que

(1) ¢ (x,0) ={z} para cada x €Y,
(2) ¢ (v) = J, donde v es el vértice de Cono(Y'),
(3) ¢ (y,t) € C(K), siempre que (x,t) € Cono (K),

(4) ¢ (y, t) € C (L), siempre que (x,t) € Cono(L).

(5) existe to € (0, 1) tal que o ({p} x [0,1o]) es un arco ordenado en C (L),
de {p} a L y ¢ ({p} X [to,1]) es un arco ordenado en C' (L), de J a L,

(6) existe so € (0,1) tal que ¢ ({q} x [0,s0]) es un arco ordenado en
C(K), de{q} a K y v ({q} X [to,1]) es un arco ordenado en C (K), de J a
K,

Entonces X es un continuo cono-encajable en C (X).

Demostracién. Observemos que podemos aplicar el Lema 3.30. Entonces
existe un encaje ¢ : Cono (M) — C (X) tal que

,0) = {x} para cada = € M;

p} < [0,1]) = o ({p} x [0.1));

b x [0,1]) Z@({q} x [0,1]);

= J, donde v es el vértice de Cono (M) ;y

z,t) ¢ C(LYUC (K), para cada = ¢ {p,q} yt € [0,1).

Ademds, reparametrizando, podemos suponer que ¢ (p,t) = ¢ (p,t) y

¢ (q,t) = ¢ (q,t) para cada t € [0,1]. Definamos la funcién h : Cono (X) —

(z,t), si (x,t) € Cono(Y);
h(z,t) = { z(a:,t), si (z,t) € Cono(M).



{r}

Notemos que h se pega bien. Entonces la continuidad de ¢ y ¢ impli-
can la continuidad de h. Ademds, observemos que h(x,t) € C (L) U C (K)
siempre que (z,t) € Cono(Y), y h(z,t) ¢ C(K)U C (L) siempre que
(z,t) € Cono (M) y x ¢ {p,q}.

Veamos que h es inyectiva. Tomemos (z,t), (y,s) € Cono (X) tales que
h(xz,t) =h(y,s).Si(z,t),(y,s) € Cono(Y),obien (z,t), (y,s) € Cono(M),
la inyectividad de ¢ y ¢, respectivamente, muestra que (z,t) = (y, s) .

Supongamos ahora que, sin pérdida de generalidad, (z, ) € Cono(Y),
(y.s) € Cono (M) y y & {p,q} . Entonces h (z,t) = ¢ (z,t) € C(L) UC (K)
y h(y.s) = ¢(y,s) ¢ C(K)UC(L). Sin embargo, h(y,s) = ¢(y,s)
h(z,t)=¢(z,t) € C(L)UC (K). Esta contradiccién concluye la prueba
que h es inyectiva.

de

Entonces h es una funcién continua e inyectiva de un espacio compacto en
un espacio de Hausdorff. Concluimos que h es un encaje. Ademds, tenemos
que h(x,0) = {x} para cada = € X. Esto muestra que X es un continuo
cono-encajable en C' (X). B

Estamos listos para caracterizar a las compactaciones de la recta real X,
que son continuos cono-encajables en C' (X).

3.3.1. Con un Arco como Residuo

Caractericemos primero a las compactaciones de la recta real X, que
tienen a un arco como residuo, que son continuos cono-encajables en C' (X).
Para ello, invocaremos los resultados correspondientes de la seccién anterior.
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Teorema 3.32 Sea X una compactacion de la recta real con un arco co-
mo residuo. Si X es un continuo cono-encajable en C' (X)), entonces X es
homeomorfo a S} para algun i € {1,2,3} .

Demostracién. Sea f : R! — X el encaje respectivo y sea J = X \
f (R) el residuo de la compactacién, en donde .J es un arco. Observemos
que si g = f(—oo,~1)U[1,00); €ntonces Y = g ((—oo0,—1]U[1,00)) U J es una
compactacién de los rayos (—oo, —1] y [1,00), que tiene a J como residuo.
Ademds, notemos que Y \ {g(—1),g (1)} es abierto en X.

Por el Lema 3.18, tenemos que Y es homeomorfo a S? para algiin i €
{1,2,3}. De esta manera, X = S?U M, en donde M = f ([—1,1]) es un arco
tal que M 1152 = {f (=1), f (1)}

Si i = 1, entonces X es homeomorfo al circulo de Varsovia S7. Si i = 2,
entonces X es homeomorfo a S y si i = 3, entonces X es homeomorfo a S3.
Esto concluye la prueba del teorema. B

Ahora veamos que cada uno de S} es un continuo cono-encajable en
C (S}), para cada i € {1,2,3}. En [28, 4.11], S. B. Nadler, Jr. muestra que
Cono (Sy) y C (Sp) son homeomorfos, y menciona que con las mismas ideas
se puede mostrar que Cono (S}) y C (S}) son homeomorfos para i € {1,3} .
Aqui mostramos que el encaje definido cumple con las condiciones requeridas.

Proposicién 3.33 S| es un continuo cono-encajable en C (S7) .
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Demostracién. Sean Y = 57, J = {0} x [-1,1], K = JU Ly, M = Lo,
p=(1,sen(1)) y ¢ = (0,—2). Notemos que Y es irreducible entre p y ¢, K
es irreducible entre J y ¢, Sy es irreducible entre p y J, M es un arco con
extremos py ¢, Y =SoUK, SoNK =Jy MNY ={p,q}. Ademds, por la
Proposicién 3.20, existe un encaje ¢ : Cono (Y) — C (Y) tal que

z,0) = {0} para cada z € Y,
) = J, en donde v es el vértice de Cono(Y'),
¢} x [0,1]) =C (¢, K) UC(J, K),
[ ]) C(p, SU) UO(J> SO)?
) (x,t) € C(SO) si (z,t) € Cono (Sy), y
o (z,t) € C(K),si (z,t) € Cono(K).

Observemos que de la condicién 3) se sigue que p({¢} %[0, 1]) = C (¢, K)U
C(J,K) es la unién de un arco ordenado en C'(K), de {¢} a K, y un ar-
co ordenado en C' (K) de J a K.Y por la condicién 4), ¢ ({p} x [0,1]) =
C (p,So) UC(J,S), es la unién de dos arcos ordenados en C'(Sp), uno de
ellos de {p} a Sp, y el otro de J a Sy. Entonces se cumplen las condiciones
del Lema 3.31. Concluimos que Si es un continuo cono-encajable en C' (S]) .

Proposicién 3.34 S) es un continuo cono-encajable en C (S3) .
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Demostracién. Sean Y = 53, J = {0} x [-1,1], T = J U L3, M = Ly,
p=(1,sen (1)) y ¢ = (—1,0). Notemos que Y es irreducible entre p y ¢, T
es irreducible entre J y ¢, Sy es irreducible entre p y J, M es un arco con
extremos py ¢, Y = SoUT, SoNT =Jy MNY ={p,q}. Ademds, por la
Proposicién 3.21, existe un encaje ¢ : Cono(Y) — C (Y) tal que

1)
2)
3)
4)
AeC

(5)

(6)

z,0) = {x} para cada z € Y

v) = J, en donde v es el vértice de Cono (V) ;

{p} x[0,1]) = C(p, So) UC (J, o) ;

{q} x[0,1]) = C (q, L3)U{L3 U ({0} x [—t,¢t]) : t € [0,1]JU{JUA :
0), L)},

z,t)eC

z,t) e C

(
(
(
(

€ € € €

~—~
~—~

(T), si (z,t) € Cono(T); y

(
(
(
(
0
(
( (So), si (x,t) € Cono(Sy) .

ARSI

Observemos que de la condicién 3) se sigue que p({p} %[0, 1]) = C (p, So)U
C'(J,5p) es la unién de dos arcos ordenados en C' (Sp) , uno de ellos de {p} a
So, y el otro de J a Sp. Notemos que {Ls U ({0} x [—t,t]) : t € [0,1]} es un
arco ordenado en C'(T'),de LyaT y {JUA: A€ C((0,0),Ls)} es un arco
ordenado en C'(T') de J a T. Entonces, por la condicién 4), ¢ ({¢} x [0, 1]), es
la, unién de dos arcos ordenados en C' (7'), uno de ellos de {q} a T, y el otro
de J a T. Entonces se cumplen las condiciones del Lema 3.31. Concluimos
que S5 es un continuo cono-encajable en C'(S3) .
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Proposicién 3.35 Si es un continuo cono-encajable en C' (S3).

Demostracién. Sean Y = S2, J = {0} x[—1,1], M = L5, p = (1, sen (1))
y ¢ = (—1,sen(1)). Notemos que Y es irreducible entre p y ¢, S; es irre-
ducible entre J y ¢, Sy es irreducible entre p y J, M es un arco con extremos
pyq,Y = SoUSt, SoNSy =Jy MNY = {p,q} . Ademds, por la Proposicién
3.22, existe un encaje ¢ : Cono (Y) — C (YY) tal que

(1) ¢ (x,0) = {z} para cada x € Y;

(2) ¢ (v) = J, donde v es el vértice de Cono (Y);
(3) ¢ ({g} x[0,1]) = C(q,51) UC (J,51);

(4) ¢ ({p} x [0,1]) = C'(p, So) U C (J,50) ;
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(5) ¢ (z,t) € C'(So), si (x,t) € Cono(Sy);
(6) ¢ (z,t) € C(S1), si (x,t) € Cono(Sy).

Observemos que de la condicién 3) se sigue que ¢({q} x[0,1]) = C (¢, S1)U
C'(J,51) es la unién de dos arcos ordenados en C' (S7), uno de ellos de {¢}
a Sy, yelotrode J a S;. Y de la condicidn 4) se sigue que p({p} x [0,1]) =
C (p, So) UC(J,Sp) es la unién de dos arcos ordenados en C'(Sp), uno de
ellos de {p} a Sy, y el otro de J a Sy. Entonces se cumplen las condiciones
del Lema 3.31. Concluimos que Si es un continuo cono-encajable en C'(S3) .

Del Teorema 3.32 y las Proposiciones 3.33, 3.34 y 3.35 tenemos la siguiente
caracterizacion.

Teorema 3.36 Sea X una compactacion de la recta real con un arco como
residuo. Entonces X es un continuo cono-encajable en C (X) si y sélo si X
es homeomorfo a S} para alguna i € {1,2,3}.
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3.3.2. Con una Circunferencia como Residuo

Caractericemos ahora las compactaciones de la recta real X, que tienen
a una circunferencia como residuo, que son continuos cono-encajables en
C (X). Para ello, nuevamente invocaremos los resultados correspondientes
de la seccién anterior.

Teorema 3.37 Sea X una compactacion de la recta real con una circunfe-
rencia como residuo. Si X es un continuo cono-encajable en C (X)), entonces
X es homeomorfo a (SP)i1 para algun i € {1,2,3}.

Demostracién. Sea f : R! — X el encaje respectivo y sea S = X \
f (RY) el residuo de la compactacién, en donde S es una circunferencia. Ob-
servemos que si ¢ = f|(—oo,—1)U[1,00), €NtONCEs Y = g ((—00, =1J U [1,00)) U S
es una compactacién de los rayos (—oo,—1] y [1,00), que tiene a S como
residuo. Ademas, notemos que Y \ {g(—1),g (1)} es abierto en X.

Por el Lema 3.25, tenemos que Y es homeomorfo a (SP)? para algin
i € {1,2,3}. De esta manera, X = (SP)?U M, en donde M = f ([-1,1]) es
un arco tal que M N (SP)? = {f(~1), f(1)}.

Sii = 1, entonces X es homeomorfo a (SP);. Si i = 2, entonces X es
homeomorfo a (SP); y si i = 3, entonces X es homeomorfo a (SP);. Esto
concluye la prueba del teorema. l

1 . .
Ahora veamos que cada uno de (SP); es un continuo cono-encajable en

C ((SP)ll) , para cada i € {1,2,3} . De la misma manera, en [28, 4.11], S. B.
Nadler, Jr. menciona que se puede mostrar que C'ono ((SP);) y C ((SP)ZI)
son homeomorfos para i € {1,2}. Aqui mostramos que el encaje definido
cumple con las condiciones requeridas.

Proposicién 3.38 Dada i € {1,2}, (SP); es un continuo cono-encajable

en C ((SP);) :
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Demostracién. Sean Y = S% p = (2cos(1),2sen (1)) y ¢ = (0,0).

Notemos que Y es irreducible entre p y ¢, (SP), es irreducible entre S* y p,
(SP), es irreducible entre S' y ¢, Y = (SP),U (SP),, (SP),N (SP), = S*,
M; es un arco que une los puntos p y ¢, y es tal que M;NY = {p, ¢} . Ademds,
por la Proposicién 3.27, existe un encaje ¢ : Cono ((SP)?) — C ((SP)ZQ)
tal que

(1) ¢ (x,0) = {z} para cada x € (SP)’;

(2) ¢ (v) = S, en donde v es el vértice de Cono ((SP)?) ;
(3) ¢ ({p} % [0,1)) = C (5, (SP)g) UC (S, (SP)y)

(@) ¢ (g} % [0,1]) = C (g, (SP),) UC (", (SP),);

(5) ¢ (@.1) € C((SP)y) st (a,1) € Cono ((SP)y):

(6) ¢ (z,t) € C((SP),), si (x,t) € Cono((SP),).

De la condicién (3), ¢ ({p} x [0,1]) = C (p, (SP),) UC (S, (SP),) es la

unién de dos arcos ordenados en (SP), , uno de ellos de {p} a (SP), y el otro
de S* a (SP),. Ademss, de la condicién (4) se tiene que ¢ ({¢} x [0,1]) =
C (q,(SP);) UC (S, (SP),) es la unién de dos arcos ordenados en (SP),,
uno de ellos de {q} a (SP), y el otro de S* a (SP),. Entonces se cumplen
las condiciones del Lema 3.31. Concluimos que (S P)l1 es un continuo cono-
encajable en C' ((SP)J) :
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Proposicién 3.39 (SP). es un continuo cono-encajable en C ((SP);) .

Demostracién. Sean Y = S3, P = (SP), U S*, p = (2cos (1), 2sen (1))
y ¢ = (0,0). Notemos que Y es irreducible entre p y ¢, (SP), es irreducible
entre S' y p, P es irreducible entre S* y ¢, Y = (SP),U P, (SP),N P = S*,
Ms3 es un arco que une los puntos p y ¢, y tal que M3NY = {p,q} . Ademas,
por la Proposicién 3.28, existe un encaje ¢ : Cono ((SP)?,)) — C ((SP);)
tal que

(1) ¢ (,0) = {z} para cada = € (SP)3;
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2
3

(2)
(3)
(4)
(5)
(6) ¢

¢ (v) = S, en donde v es el vértice de Cono ((SP ) ;
o ({p} x [0,1]) = C(p, (SP),) U C (5T, ( P)o);
h({q}x]0, 1]) C (g, (SP)3)U{(SP)3 f(w,t):te[0,1]}uC (S, P);
¢ (w,1) € C((SP)y), st (z,1) € Cono((SP)y);

(v,t) € C(P), si (x,t) € Cono (P).

De la condicién (3), ¢ ({p} x [0,1]) = C (p, (SP),) U C (S*, (SP),) es la
unién de dos arcos ordenados en C' ((SP),), uno de ellos de {p} a (SP), vy el
otrode S* a (SP),. Ademds, de la condicién (4) se tiene que ¢ ({g} x [0,1]) =
h({g} x [0,1]) = C(q, (SP)5) U{(SP); U f (w, 1) : £ € [0, 1]} UC (S, P), es
la unién de dos arcos ordenados en C'(P), uno de ellos de {q} a P y el otro
de S a P. Entonces se cumplen las condiciones del Lema 3.31. Concluimos
que (SP); es un continuo cono-encajable en C ((SP);) .

Del Teorema 3.37 y de las Proposiciones 3.38 y 3.39 se sigue la siguiente
caracterizacién.

Teorema 3.40 Sea X una compactacion de la recta real con una circunfe-
rencia como residuo. Entonces X es un continuo cono-encajable en C' (X) si
y solo si X es homeomorfo a (SP); para algin i € {1,2,3}.

Esto concluye nuestro estudio con las compactaciones que son continuos
cono-encajables. Atuin tenemos las siguientes preguntas:

JExistird una compactacion del rayo con un triodo simple como residuo
que sea un continuo cono-encajable?

Msés atn, jserd cierto que si X es una compactacion del rayo con una gra-
fica finita como residuo que es un continuo cono-encajable en C'(X), entonces
X es una compactacion con un arco o una circunferencia como residuo?

Preguntas andlogas se tienen para compactaciones de la uniéon de dos
rayos o de la recta real.
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Capitulo 4

Suavidad por Arcos

En este capitulo mostramos que los continuos suaves por arcos son con-
tinuos cono-encajables ordenados. Ademss, damos algunos ejemplos de den-
droides que no son suaves por arcos, uno de los cuales es cono-encajable,
mientras que el otro no. Comenzaremos con la definicién de continuo suave
por arcos.

4.1. Continuos Suaves por Arcos

Definicién 4.1 Una arco-estructura sobre un continuo X es una funcion
A: X x X — C(X) tal que para cada x # y en X, A(z,y) es un arco de x
a y. Ademds se cumple que

a) Az, x) = {x},

b) Alz,y) = Ay, z), y

c) Alxz,z) C A(z,y) U A(y, 2), donde la igualdad se da siempre que y
pertenece a A(x, z).

El par (X, A) es suave por arcos en el punto p en X si la funcion
inducida A, : X — C(X), definida como A,(x) = A(p,x), es continua. El
par (X, A) es suave por arcos si existe un punto en X donde (X, A) es
suave por arcos.
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Definicién 4.2 Un continuo X es suave por arcos en el punto p si existe
una arco-estructura A sobre X para la cual (X, A) es suave por arcos en p.
El continuo X es suave por arcos si es suave por arcos en algin punto.

A partir de ahora, (X, A) denotard un par formado por un continuo X
y una arco-estructura A sobre X. Dados = y y en X, el arco (o conjunto
singular) A(z,y) serd denotado por xy.

Observacion 4.3 Por la propiedad c) de la Definicion 4.1, si x € qy, en-
tonces qy = qx U zy. Asi que qr C qy. Por lo tanto, si x € qy N qz, tenemos
que qxr C qy N qz.

Mi4s atin, tenemos los siguientes lemas.

Lema 4.4 Dados x,y,u,v € X tales que u,v € xy, entonces uv C xy.

Demostracién. Como u € zy, por la propiedad c) de la Definicién 4.1,
tenemos que zy = ru U uy. Por tanto, xu, uy C xy. Por otro lado, v € xy,
asi que v € zu o bien, v € uy. Si v € zru, nuevamente por la propiedad c)
de la Definicién 4.1, se tiene que zu = zv U vu. De aqui que uv C zu C zy.
De manera similar tenemos que si v € uy, entonces uy = uv U vy. Asi que
uv C uy C xy. Esto termina la prueba. l

Lema 4.5 Sean p, x1, x2, y1 Y y2 puntos de X tales que px; C py; para cada
i€ {1,2}. Sip ¢ {x1, 22} ypr1 N pre = {p}, entonces py: N py: = {p}.

Demostracion. Sea p’ € py; Npys. Entonces pp’ C py; Npys. Supongamos
que p’ # p. Como pp’ y px; son arcos contenidos en el arco py;, tenemos que
pp’ C pry o pry C pp'. Si pry C pp', hacemos ¢ = x;. En caso contrario,
hacemos ¢ = p’. Hemos elegido q # p tal que pq C pp’ N px;.
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En forma similar podemos elegir ¢’ # p tal que pg’ C pp’ N pxy. Como ¢
y ¢’ estdn en el arco pp’, tenemos que pg C pq’ o p¢’ C pq. Esto implica que
pq C pr1 Npre = {p} 0 pq’ C px; Npxy = {p}, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, p = p'. Esto prueba que py; Npys = {p}. W

Intuitivamente, tenemos que si dos arcos de la arco-estructura comienzan
en el mismo punto y desde ese punto se separan, no se vuelven a intersectar.

Ademds, si pg = pxr N py, entonces ¢ € pr y q € py, de manera que
gr C px y qy C py. Supongamos que existe un punto ¢’ € gz N qy tal que
¢ # q. Entonces, por la Observacién 4.3, q¢ C gx Nqy C pr Npy = pq.
De manera que ¢’ € pg C px. Observemos el arco pr y supongamos que
le damos el orden < en el que p < x. Como ¢ € pg, tenemos que ¢ < ¢
y como ¢ € qgx, tenemos que ¢ < ¢'. Esto es un absurdo que muestra que
grNqy = {q} . Entonces xqUqy es un arco contenido en pzUpy con extremos
x y y. Por la propiedad (c) de la Definicién 4.1, tenemos que zy C zp U py.
Se sigue que ry = xq U qy.

4.1.1. El Orden <, .

Para cada p en X, definimos el orden parcial <,, como
x <, y siempre que px C py.
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Para un subconjunto K de X, el conjunto mayor M,(K) es el conjunto
{y € X : x <, y para algin = € K}. El siguiente teorema es muy ttil en el
estudio de los continuos suaves por arcos.

Teorema 4.6 ([6, Teorema I-1-A]) Las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

a) (X, A) es suave por arcos en p.

b) <, es cerrado en X x X.

¢) Para cada subconjunto cerrado K, el conjunto mayor M,(K) es cerra-
do.

Demostracién. Veamos que (b) es equivalente a (a) y (c).

(a) implica (b). Sean (,,)52; v (yn)5, sucesiones de X tales que x,, <, y,
para cada n € N. Supongamos que existen z, y € X tales que limzx, = x
y limy, = y. Por la suavidad por arcos, la funcién A, es continua. De aqui
que la sucesion (A, (y,))52; = (pyn)o>, converge a A,(y) = py. Puesto que
T, € py, para cada n € N, por el Lema 1.27, tenemos que = € py. Asi que
x <, y. Esto prueba que <, es cerrado en X x X.

(b) implica (a). Sean y € X y (y,)>2; una sucesiéon de X tales que
lim y,, = y. Para probar que la funcién A, : X — C(X) es continua, necesita-
mos probar que la sucesion (A, (yn)) —, = (pyn)s>, converge a A, (y) = py.
Veamos que lim sup py,, = lim inf py,, = py.

Puesto que limy,, =y y v, € py, para cada n € N, y € limsup py,. Sea
x € lim sup py,,. Entonces, por el Lema 1.26, existe una subsucesion (py,, )72,
de (pyn)2,, tal que cada arco py,, contiene un punto x,, y la sucesién
(@, )52, converge a x. Puesto que <, es cerrado y z,, <, vy, para cada
k € N, tenemos que z <, y. Por lo tanto, x € py. Asi que limsup py,, C py.
Ademas, 1im sup py,, es un continuo ([11, Teorema 2-101]) que contiene a p y
y. De aqui que lim sup py,, = py.

Como lim inf py,, C lim sup py,,, tenemos que lim inf py,, C py. Veamos que
lim inf py,, = py. Si existe z € py\lim inf py,,, entonces existen un subconjunto
abierto U que contiene a x y una subsucesion (y,, )72, de (y,)s2; tal que
U N pyn, = 0 para cada k € N. Se sigue que lim sup py,,, C limsup py, = py
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es un subcontinuo de py que contiene a p y y que no contiene a x. Esta
contradiccién muestra que lim sup py,, = lim inf py,, = py. Asi que (py,)>>,
converge a py.

(¢) implica (b). Para ver que <, es cerrado, supongamos que x %, y. Asf
que = ¢ py. Consideremos un abierto U de X tal que z € U C clx(U) C
X \ py. Si existe un punto z en M,(clx(U)) N py, entonces existe w € clx (V)
tal que w <, z. Asf que w € pz. Pero pz C py, pues z € py. Concluimos que
w € py. Lo cual contradice que cly(U) C X \ py. De aqui que M,(clx(U))
es un subconjunto cerrado de X tal que py N M,( clx (U)) = (). Tomemos un
abierto V de X talquey € V C clx (V) C X\ M,(clx(U)). Sea (s,t) € Ux V.
Sis <, t, entonces t € M,( clx (U))NV =0, lo cual es absurdo. Por lo tanto,
s £, t para cada (s,t) € U x V. Esto prueba que {(z,y) € X x X : 2 £, y}
es abierto en X x X. Se sigue que <, es cerrado.

(b) implica (c¢). Sea K un subconjunto cerrado de X. Seany € X y (y,)32,
una sucesién de M,(K) tales que limy,, = y. Veamos que y € M,(K). Para
cada n € N, existe z, € K tal que =, <, y,. Por la compacidad de K,
podemos suponer que existe un punto x € K tal que la sucesién (x,)>
converge a x. Puesto que <, es cerrado, tenemos que = <, y. Entonces
r € Kyax <,y. Esto muestra que y € M,(K). Concluimos que M,(K) es

cerrado. W

Otro resultado concerniente a los continuos suaves por arcos que estare-
mos ocupando es el siguiente lema ([6, Lema I-2-B]).

Lema 4.7 Sea (X, A) suave por arcos en p. Si (x,)22 1 y (yn)o>, son suce-
siones que convergen a T y Yy, respectivamente, y &, <, y, para cada n € N,
entonces © <, y y la sucesion de arcos (T,yn)5>, converge al arco xy.

Demostracién. Por el Teorema 4.6, <, es cerrado. Asi que z <, y. Por
lo tanto pr C py. En particular, tenemos que py = pxr U xy. Observemos
que z,y € liminf x,y,. Veamos que xy C liminf x,y,. Tomemos un punto
z € zy C py. Como (X, A) es suave por arcos en p y limy,, = y, lim py,, = py.
Por el Lema 1.27, para cada n € N existe z, € py, tal que lim z,, = 2. Ahora
bien, notemos que, dada n € N, px,, C py,. Asi que py,, = px, Uz,y,. Si z, €
TpY, para todos, excepto un nimero finito de nimeros n, entonces del Lema
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1.26 se sigue que z € liminf z,y,. Supongamos que existe una subsucesién
(Zng ) pey de (2zn)0o, tal que z,, € px,, para todo k € N. Como lim z, = z,
tenemos que lim 2, = z. Por otro lado, por el Lema 1.27 tenemos que z € px.
Concluimos que z € pxr Nzy = {z}. Por tanto, z = x € lim inf z,,y,,. Hemos
probado que xy C liminf z,y,.

Veamos que limsup z,y, C zy. Sea z € limsup z,y,. Por el Lema 1.26,
tomando una subsucesién si es necesario, podemos suponer que existe una
sucesion (z,)%° , convergente a z tal que z, € z,y, para cada n € N. Asi que
Ty, <p Zn <p Yn. Por el Teorema 4.6, v <, z <, y. Concluimos que z € zy.
Esto termina la prueba del lema. B

4.1.2. El Conjunto Final.

Dado el par (X, A), definimos el conjunto final de X como F(X) = {e €
X :sie € xy, entonces e = x 0 e = y}. Si (X, A) es suave por arcos en p,
definimos el conjunto final de un punto x en X como E(x) = {e € E(X) :
r <, e}.

Veamos el siguiente lema.

Teorema 4.8 [6, Lema I-9-A] Si (X, A) es suave por arcos en p, entonces
cada arco px estd contenido en un arco pe, para algin e € E(X).

Demostracién. Por el Teorema 4.6, M, () es cerrado y por tanto com-
pacto. Sea p : C(X) — [0,1] una funcién de Whitney. Consideremos la
funcién f : M, (z) — [0, 1] definida como f (y) = n (4, (v)) = p(py). Co-
mo (X, A) es suave por arcos, tenemos que la funcién A, es continua y, por
tanto, f es continua. Como M, (x) es compacto, existe e € M, (x) tal que
f(e) > f(y) para cada y € M, (x). Entonces z <, e. De aqui que pz C pe.

Y
| e
W\z
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Veamos que e € F(X). Si no es asi, existe un arco yz tal que e € yz
ye ¢ {y,z}. Sea w € pe, la primera vez que el arco pe (yendo de p a e)
intersecta al arco yz. Sin pérdida de generalidad, supongamos que w € ye.
Entonces wz N pw = {w}. De aqui que pz = pw U wz. Como w € yz,
yz = yw U wz. De modo que e € wz C pz. Entonces pr C pe & pz. Asi que
w(pe) < p(pz). Esto contradice la maximalidad de f en e. Concluimos que
ec E(X). 1

En particular, el Teorema 4.8 prueba que E(z) # () para cada z en X
cuando X es suave por arcos. Mas atin, podemos ver a X como U{pe te €

4.1.3. Alcance

Sean (X, A) suave por arcos en el punto p y p : C(X) — [0,00) una
funcion de Whitney. Definimos el alcance, respecto a p y u, como la funcion
Ly, : X — [0,1] definida como

. pey) . : .
P 0, siy =p.

para cada y € X. Cuando esté claro a cudles p y p nos refiramos, escribiremos
L en lugar de £, ,,.

Observemos que, si y # py e € E(y), entonces e # p y pu(pe) # 0.

Por otro lado, como py C pe para cada y € X y e € E(y), tenemos que
w(py) < u(pe). Asi que % < % y L£,,.(y) <1, por lo que £, , estd bien

definida. Ademas, £, ,(y) = 0 siy s6lo si y = p.

Veamos que £, , no es necesariamente continua. Sea Ay = [0,2] x {0} ¥,

para cada n € N, sea A, el segmento de recta, en R?, que une al punto (0, 0)

con el punto (1, %) Sea X = U A;. Observemos que X es un continuo suave
i=0
por arcos en el punto p = (0,0).
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Ahora bien, definamos la funcién i : {A; : i € N}U{[0,1] x {0}} — {1}
como la funcién constante. Dado que lim A; = [0, 1] x {0}, el conjunto {A; :
i € N}U{[0,1] x {0}} es cerrado de C(X). De aqui que i es continua en un
subconjunto cerrado de C'(X). Ademds, cumple con las propiedades de una
funcién de Whitney. Entonces, por [39, Teorema 3.1], existe una funcién de
Whitney p: C(X) — [0, 00) tal que pi|(a,:ienyuijoa)xfoyy = M-

Para cadan € N, seay, = (1,2) yseany = (1,0), z = (2,0) . Si tomamos
la sucesién de puntos (y,,)52, que converge a ¥y, tenemos que E(y,) = {yn}

para cada n € N. Por lo tanto, £, ,(y,) = % = 1. Sin embargo, E(y) =

{(2,0)} = {z}. Asique, como py & pz, tenemos que £,, ,(y) < 1 =1UmZL, ,(yn).
Esto prueba que £, ,, no necesariamente es continua.

Veamos la siguiente propiedad de L, ,.

Lema 4.9 Sean (X, A) suave por arcos en el punto p y p: C(X) — [0, 1]
una funcion de Whitney. Entonces para caday € X, existe e, € E(y) tal que
(a) Ly, (y) = :((;)ei)) ;
(b) 1 (pey) > p(pzx) para cada x € My, (y); y

(c) L, () = xf((zﬁ,)) para cada T € ye,.

Demostracién. Primero, consideremos la funcién f : X — [0, 1] dada
por f(z) = pu(pr) = p(A,(x)). Como vimos en la demostracién del Teorema
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4.8, existe e, € E (y) tal que f (e,) > f (z) para cada = € M, (y). Es decir,
p (pey) > p(px) para cada x € M, (y) .

Siee E(X)N My(y), entonces pu(pe,) > p(pe). Asi que ,7(%;) < Z%;Z;

Concluimos que e, € E(X) es tal que £, ,(y) = _;Z;ii))-

Tomemos z € ye,. Notemos que e, € E (x). Seae € E (x). Entonces py C

. p(pz) p(px)
pr C pe. Asi que e € E(y). Por lo tanto, p(pey) > u(pe) y e < e
para cada e € F (x). Esto muestra que £, , (v) = % para cada x € ye,.

Esto termina la prueba del lema. .

4.1.4. El Encaje

Para probar que los continuos suaves por arcos son continuos cono-encaja-
bles ordenados, construiremos el encaje del cono en el hiperespacio de sub-
continuos. Primero, veamos que si X es un continuo suave por arcos tal que
E(X) es finito, entonces X es un arbol.

Lema 4.10 Si (X, A) es suave por arcos enp y E(X) es finito, entonces X
es un 4rbol.

Demostracién. Sea E(X) = {ey, ..., e,}. Demostraremos de manera in-
ductiva que, para cadai € {1,...,n}, pe;U...Upe; es un drbol. Si i = 1, pe; es
un arco y por tanto un drbol. Supongamos que i > 1y que T" = pe;U...Upe; 1
es un arbol. Sea ¢ el primer punto en el arco pe;, yendo de e; a p que
pertenece a 7. Entonces existe j € {1,..,7—1} tal que ¢ € pe;. Como
q € pe;, pe; = pqUqe;. Ya que g € pej, pg C pe; C T. De manera que
per U ...Upe; =T Upe; =T UpqgUqe;. =T U qe;. Por tanto, pe; U ... U pe;
es la unién del drbol Ty el arco ge;. Ademds, T' N ge; = {q}. De aqui que
T U ge; es un arbol. En particular, X = pe; U ... U pe,, es un érbol. B
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En los drboles se puede considerar una métrica particular que induce la
topologia del espacio.

Definicién 4.11 Una métrica convexa para un espacio X es una métrica,
d, para X, que induce la topologia sobre X y para la cual siempre existen los
puntos medios; es decir, para cualesquiera x,y € X, existe m € X tal que

d(xz,m) = %d(m,y} =d(m,y).

Por [16, Teorema 10.3], todo continuo localmente conexo, en particular
los arboles, tiene una métrica convexa. Usaremos la siguiente propiedad.

Proposiciéon 4.12 Sea X un continuo con una métrica convexa d. Entonces
cualesquiera dos puntos, x y vy, de X pueden ser unidos por un arco, J, en
X tal que J es isométrico al intervalo cerrado [0, d(z,y)].

La demostracion de esta proposicién se puede encontrar en [16, Proposi-
ci6n 10.4]. Como los drboles son tinicamente arcoconexos, la anterior proposi-
cién dice que el tnico arco que une dos puntos es isométrico al intervalo ce-
rrado mencionado. En particular, si z es un punto en el arco que une a los
puntos z y y, entonces d(z,y) = d(x, z) + d(z,y). Al arco que une los puntos
x 'y y lo denotaremos por zy.

Con esto, podemos probar el siguiente resultado.
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Lema 4.13 Sea (X, A) suave por arcos. Si E(X) es finito, entonces X es
un continuo cono-encajable ordenado en C(X).

Demostracién. Por el Lema 4.10, X es un arbol y el conjunto de puntos
extremos del drbol es exactamente £ (X ). En particular, X es una dendrita.
Entonces, por [6, Teorema I-2-E], X es suave por arcos en p para cadap € X.
Por [16, Proposicién 10.4], podemos considerar una métrica convexa d para
X. Sea E(X) = {e1,...,ex}. Dados p € X y e; € E(X), definimos la funcién
aypi © [0,1] — pe; donde «,;(t) es el tnico punto = € pe; tal que d(p,z) =
td (p,e;) . Notemos que a,; es un homeomorfismo y a,;([0,t]) = pz.

Definamos la funcién f: X x [0,1] — C(X) como

£0.8) = U ana([0,1)

Observemos que p € a,,;([0,t]) para cada i € {1, ..., k} . Por tanto, f(p, )
es uniéon de conjuntos conexos cada uno de los cuales contiene a p. En-
tonces f(p,t) es conexo. Ademds, «,;([0,t]) es cerrado, y por tanto com-
pacto, para cada i € {1,...,k}. Asi que f(p,t) es una unién finita de subcon-
juntos compactos de X. Por lo tanto, f (p,t) es compacto. Concluimos que

f(p,t) € C(X).

Veamos ahora que f es continua. Tomemos una sucesion (py,t,),-, en
X x[0,1] y un punto (p,t) € X x[0, 1] tales que lim (p,,, t,) = (p, t) . Entonces
limp, = p y limt¢, = t. Tomemos i € {1,...,k}. Entonces X es suave por
arcos en e;. De aquf que lim p,.e; = pe;. Para cadan € N, sea z,, = o, ; (¢,,) -
Entonces e, <., z, <., p,. Por la compacidad de X, podemos suponer que
existe x € X tal que limz, = x. Se sigue del Lema 4.7 que limp,z, =
pr y limz,e; = ze;. Por otro lado, tenemos que d(p,,z,) = t,d(pn,e€i)
para cada n € N. Por la continuidad de d, tenemos que limd (p,,x,) =
d(p,x) y limt,d (p,,e;) = td(p,e;). Concluimos que d(p,z) = td(p,e;).
Esto muestra que = = a,,; (t) . Ademds, como «,,, ;([0,t,]) = p,x, para cada
n € N, tenemos que lim oy, ;([0,¢,]) = lim p,z, = pr = ([0, t]).
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Entonces, por el Lema 1.29,

lim f (pn,tn) = lm(ay,1([0,t,]) U... Uy, k([0,%,]))
= lima,, 1([0,t,]) U ... Ulim a,, x([0, ,])

= ([0, U Uy ([0,8]) = f(p, 1) .

Esto muestra que f es continua.

k k
Observemos que para cada p € X, f(p,1) = U a,.i([0,1]) = Upei = X.

=1 =1
Ademds, si t < 1, para cada e; € E(X) \ {p}, se tiene que ¢; ¢ f(p,t). Por
tanto, f(p,t) = X siy sélosit=1.

Tomemos (p, 1), (q,s) € X x[0,1), tales que f (p,t) = f (¢, s) . Mostremos
que (p,t) = (g, s). Supongamos que no es asi. Entonces tenemos dos casos.

Si p = ¢, entonces s # t. Supongamos sin pérdida de generalidad, que
s < t. Veamos que f (p,s) & f (p,t). Puesto que o,; es un homeomorfismo,
tenemos que a,,; ([0, s]) & a,;([0,t]) para cada i € {1,...,k}. De aqui que
f(p,s) C f(p,t).Como E (X) es finito, existe e;, € E (X) tal que d (p, e;,) >
d(p,e;) para cada i € {1,...,k}. Tomemos un punto x € pe;, tal que = €
f(p,s). Entonces existe i € {1,....k} tal que = € «,,;([0,s]). Es decir,
d(p,z) < sd(p,e;) < sd(p,ei,) = d(p,api, (5)). Esto muestra que = €
Qyp.io ([0, 8]) . Por lo tanto, ay;, ([0,¢]) \ f (p,s) # 0. Se sigue que f (p,s) &
f (p,t). Lo cual es un absurdo.

Supongamos entonces que p # ¢. Como X es suave por arcos en q y
E (X) es finito, existe ¢; € E(X) tal que p € qe; y d(q,e;) > d(q,e) para
cada e € E(X) tal que p € ge. Sean p; = a,;(t) v g5 = g,(s). Como
pe € f(p,t) = f(q,s), existe e € E(X) tal que p; € ge y d(q,p;) < sd(q,e).
Observemos que p € pp; C qp: C qe. Por la elecciéon de e;, se tiene que
d(q,e) < d(q,e;). Por tanto, d(q,p;) < sd(q,e;) = d(q,qs). Concluimos que
Pt € qqs. Més atin, pp; C qgs.

Como ¢s € f(q,s) = f(p,t), existe ¢’ € E(X) tal que g5 € pe’ y d(p,qs) <
td(p,€e’). Como p € qqs v qs € pe’, tenemos que p € ge'. Por la eleccién
de e;, se tiene que d(q, p) + d(p,€') = d(q, €') < d(q,e;) = d(q,p) + d(p, €;).
De aqui que d(p,e') < d(p,e;). Por tanto, d(p,qs) < td(p,e;) = d(p,ps).
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Concluimos que d(q,¢s) = d(q, p) +d(p, gs) < d(q,p)+d(p,p:) = d(g, pt). Con
la desigualdad mostrada arriba, se tiene que p; y g, son puntos en el arco ge,

tales que d(q,p;) = d(q, qs). Hemos mostrado que p; = ¢s.

Puesto que p; = ¢s, se tiene que d(p;, ;) = d(gs,e;). Por tanto, (1 —
t)d(p,e;) = (1 — s)d(q,e;). Como p € ge;, se tiene que d(p,e;) < d(q,e;). De
aqui que 1 —t > 1 — s. Se sigue que s > t.

Ahora, tomemos e, € E(X) tal que ¢ € pe, y d(e,,p) > d(e,p) para
cada e € F(X) que cumpla g € pe. Siguiendo un razonamiento andlogo, se
demuestra que t > s. Concluimos que s = t. Como ambos son menores a 1, la
igualdad (1 —t)d(p,e,) = (1 — s)d(q, e,) implica que d(p, e,) = d(q, e,). Esto
muestra que p = ¢, lo cual es una contradiccién. Se sigue que si f(p,t) =
f(g,s) con s,t € [0,1), entonces (p,t) = (q,s). Es decir, f es inyectiva en
X % [0,1).

Observemos que si t = 1, entonces f(p,s) & X = f(p,t). Ademds, ya
habiamos visto que si ¢ < 1, entonces f(p,s) & f(p,t). En ambos casos se

tiene que f(p,s) & f(p,1).

Se sigue del Lema 1.69, que X es un continuo cono-encajable ordenado
en C(X). 1

Para el caso en que E(X) es infinito, vamos a definir el encaje de manera
adecuada en una cantidad numerable de arcos ajenos dos a dos. Para ello,
necesitamos introducir la siguiente nocién.

Definicién 4.14 Sean (X, A) suave por arcos, x,eq € X y (€,).-, una suce-
sion de FE (X) tales que lime, = eq. Si {x} = we, N ze,, para cada par de

nimeros distintos n,m € NU{0}, decimos que U xe, es un abanico sim-

n=0
ple. Por otro lado, si existe ng € NU{0} tal que {x} & xe,, Nxe, para cada
n € N con n # ng, sea z, el primer punto en el arco xe,, yendo de e, a x,
que estd en xe,,. Supongamos que z, # €,, para toda n # ng, limz, = x y
Zn # Zm para cada par de nimeros distintos n,m € N\ {ng}. Decimos que
o

U re, es un peine simple sing =1y {x} = xeg Nxey, o bien sing = 0.

n=0

157



e Zod €

€1

s Zz 4 €3 [
—e. . P —
. : e €3
X P X & X 23 Z» 71 &

Abanico simple y peine simple

Lema 4.15 Sean (X, A) suave por arcos, x, eg € X y (ey),., una sucesion

o0

de E(X) tales que lime, = eq. Si U xe, es un abanico simple o un peine
n=0
. . ., o0
simple, entonces existe una sucesion (:1cn)n:1 en X tal que

(a) x, € e, \ {z,e,} para cada n € N,
(b) limz, = x,

(¢) xpe, N U xem) =0 para cadan € N y

m#n

(d) xne, Nxzey =0 para cada n € N.

Demostracién. Tomemos una funcién de Whitney p : C'(X) — [0, 1]

tal que p (X) = 1. Supongamos primero que U xe, es un abanico simple.
n=0

Dada n € N, sea x,, € we, tal que p (xz,) = 57 (ze,) . Como 0 < p (zz,) <

p(ze,) y xx, C xe,, tenemos que x, € ze, \ {z,e,}. Puesto que u (zx,) <

%, se tiene que lim p (zz,,) = 0. Asi que limz,, = x. Ademds, dada n € N,

Tpe, C xe, \ {z}. Por lo tanto, z,e, N ze, C (ze, \ {z}) N ze, = 0 para

cada m € NU {0} con m # n. Esto concluye la prueba en este caso.

oo

Ahora, supongamos que U xe, es un peine simple. Es decir, existe ng €

n=0
N U {0} tal que {z} & we,, U ze, para cada n € N con n # ny, sea z, el
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primer punto en el arco xe,, yendo de e, a x, que estd en xe,,. De aqui que
{z} & ze, Nze,, = xz, y, por tanto, z, # x y 2z, # e, para cada n # ny.
Observemos ademds que ze,, N z,e, = {z,} para cada n # ng. Tomemos dos
nimeros distintos n,m € N\ {ng}. Como z,, z,, € ze,,, podemos suponer
que T <; Zp <z Zm <z €n,. Entonces rz, & zn ¥ Zmem C Znem \ {Zn}-
Puesto que zz,, = xe, Nze,, = e, N xz,, tenemos que 2 e, N 2,6, = {zn} .
De aqui que z,e, N zyen = 0y, ademds, (z,e, \ {z,}) Nxe, =0

Veamos que, en el caso en que ng = 1, xzeg N z,e, = ) para cada n > 1.
Observemos que zeg N zpe, C xeg N (22, U zpe,) . Pero xeg Nze; = {x}. Asi
que xey intersecta a xz, solamente en el punto {x} . Por lo tanto, los arcos
xeg y we, se intersectan solamente en el punto {z} (Lema 4.5). Como z, # x,
concluimos que xeg N 2,e, = () para cada n > 1.

Ahora bien, observemos que (z,),, n, €S UNa sucesion en re,, que converge
a x. Si ng = 1, podemos tomar un punto z; € ze; tal que z, <, z1 <, €1
para cada n > 1. Es decir, xz, & x2; & wvej. Asi, en el caso en que ng = 1,
zegNziey C xegN(zer \ {z}) =0y (z1e1 \ {z1})Nze, C (2161 \ {z1}) N2z, =
() para cada n > 1.

Dada n € N\ {ng}, sea z, € z,e, tal que u(z,x,) = Z%u(znen). Como
0 < p(znzn) < p(znen), tenemos que = <, z, <, T, <; €,. De modo que
x, € ze, \ {z, zn,e,} . Como p(z,2,) < 2% para cada n # ng, se tiene que
lim i (z,2,) = 0 y, por tanto, limx,, = lim z,, = x.

Por otro lado, dados dos nimeros distintos n,m € N\ {ng}, z,e,Nzxe,, C
(znen \ zn)Nze,, = 0. Sing = 1, tenemos que z1e;Nxe, C (z1e1 \ 21)Nze, =0
para n > 1. Esto prueba que se cumple la propiedad pedida en (c).

Mostremos que se cumple la propiedad en (d). En el caso en que ng = 1,
tenemos que xegNzpe, = ) para cadan € N. Asi que zegNape, C vegN2ney =
() para cada n € N. En el caso en que ng = 0, tenemos que xeg N 2,6, = {2, }
para cada n € N. De aqui que xegNx e, C xegN(zpe, \ {z,}) = 0 para cada
n € N. Esto muestra que se cumple (d), con lo cual concluimos la prueba del
lema. A

Teorema 4.16 Si (X, A) es suave por arcos en q y E(X) es infinito, en-
tonces existen p, ey € X y una sucesion (e,)5°, de E(X) tales que (X, A) es
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o0

suave por arcos en p, lime, = ey y U pen es un abanico simple o un peine

) n=0
simple.

Demostracién. Como E(X) es infinito y X es compacto, podemos tomar
una sucesion (y,,)22 ; de F(X) y un punto y € X tales que limy,, = y, Yn # Um
para cada m # n y y # y, para cada n € N.

Para cada = € qy, sea E, = {e € E(X) : g¢ N qy = qx}. Sean

A={zeqy: E, #0},

B={x € A:E, es infinito } y
C = {z € B : existen ¢y € X y una sucesion (e,)2, en F(X) tales que
o0

lime, =¢y y U xe, es un abanico simple o un peine simple}.

n=0

Primero vamos a ver qué condiciones tiene que cumplir un punto x de B
para que podamos garantizar que x € C.

Si x € B, como E, es infinito, existe una sucesién (e,) -, en E (X) tal
que ge, N qy = qr para cada n € N. Por la compacidad de X, podemos
suponer que existe eg € X tal que lime, = e;. Notemos que, o bien existe
no € Ntal que {z} & ze,Nze,, para una infinidad de nimeros n, o bien, para
cada n € N, para casi toda m # n se tiene que {2} = wze, N xe,,. Entonces,
tomando subsucesiones si es necesario, solo tenemos que considerar dos casos.

El primer caso es que {z} = xe, Nxe,, para cada par de nimeros distintos
n,m € N. En este caso, si existe k € N tal que {z} & xe, N xey, entonces
xreg Nxe, = {x} para cada n # k, pues zex Nxe, = {r}. Entonces podemos

o0

suponer que xeg N xe, = {z} para cada n € N. Esto muestra que U pe, €s

n=0
un abanico simple y, por tanto, que x € C.

El segundo caso es que existe ng € N tal que {z} & ze, Nze,, para cada
n € N\ {ng}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ny = 1. Para
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cada n > 1, sea z, el primer punto en el arco xe,, yendo de e, a x, que estd
en zey. Como {z} & xe; Nxe, para cada n > 1, tenemos que z, # x. Por la
compacidad de ze;, podemos suponer que la sucesion (z,). ., es convergente
y sea z = lim z,, € xe;.

Puesto que z,,e, € ze, C ge,, tenemos que =z <, z, <, e, para cada
n > 1. Entonces, por el Lema 4.7, x <, z <, €y y lim z,e,, = zey. Por tanto,
z € xeg. De manera que zeg C geyg.

Cuando se cumpla que xe; Nweg = {x}. Entonces z € xe; Nweg = {x}.
Asf que lim z,, = z. Por otro lado, como z, # x para cadan > 1y limz, = z,
podemos suponer que z, # 2, para cada par de nimeros distintos n,m €

oo

N\ {1} . Esto muestra que U pe,, es un peine simple y, por tanto, que x € C.

n=0

Hemos mostrado que, dada x € B, para poder garantizar que x € C,
basta que se cumpla el primer caso o que se cumpla el segundo caso, pero
que ademés se satisfaga que zeg N ze; = {z}.

Observemos que A # () pues para cada n € N, existe u, € qy tal que
qyn N qy = qu, y asi, {u, : n € N} C A. Ahora bien, denotemos por A’ al
conjunto de puntos de acumulacién de A.

Ahora veamos que A’ UC # (. Si A = (), entonces A es finito, de lo
contrario A tendrfa un punto de acumulacién, por la compacidad de qy. En-
tonces existe k € N tal que u;, € B. Es decir, existe una subsucesion (yy,,) -,
de (yn),—, tal que y,, € E,,. Como limy, = y, se tiene lim,, oo Yn,, = ¥.

Sean e, = y,, paracadam e N, eg =y y xr = u.

161



Yn

q U,

Veamos que x € C. Sabemos que x € B. Supongamos que existe ng € N
tal que {z} & e, N xe,, para cada n € N. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que ng = 1. Observemos que xe; N xeg = xe; Ny C xep N qy.
Como = € A, tenemos que xe; N gy = {x}. Por tanto, xe; Nxeyg = {x} . Por
lo que discutimos antes, x € C.

Hemos mostrado que A’ U C' # (). Veamos que A’ U C' es cerrado. Basta
probar que (4’ U C) € A'UC. Notemos que (A’ U C)' = (A")'uC’ c AUC’ C
AAUA = A c AUC. Por tanto A" U C es cerrado.

Como A’ U C es un subconjunto cerrado de qy, podemos tomar p =
minc, A"UC.

Veamos que p es un punto de suavidad de (X, A). Es decir, veamos que
la funcién inducida A, : X — C(X), es continua (recordemos que A, () =
pz). Tomemos z € X y una sucesién (x,)3; en X tales que limz, = x.
Analizaremos los lugares por los que el arco x,q “entra” al arco qy. Puede
ocurrir que entre por el arco py (Caso 1)), por el extremo ¢ (Caso 2)), o por
el arco gp\ {q, p} (Caso 3)). Tomando subsucesiones si es necesario, tenemos
tres casos.

Caso 1) p € qx,, para cada n € N.

En este caso p <, z, para cada n € N. Por el Lema 4.7, se tiene que
(px,)22, converge a px.



Caso 2) q € px,, para cada n € N.

En este caso px,, = pq U qz,. Pero, como (X, A) es suave por arcos en ¢,
se tiene que (qr,)5°; converge a gx. Por tanto, la sucesion (pz,,)S%; converge
a lim pq U lim qz,, = pq U qx.

Nos falta ver que pq U gz = px. Sea w € gz tal que wx Ngp = {w}. Si
w = ¢, entonces pr = pq U qx.

Supongamos que w # ¢q. Entonces p # ¢q. Como w € gx y lim gx,, = gz,
por el Lema 1.27, para cada n € N existe w, € qx, tal que limw, = w.
Como w # ¢, podemos suponer que w, # ¢q para cada n € N. Asi que
w, € qr, \ {q}. Por lo tanto, w, ¢ pq. Si existe un punto w’ € X tal que
w, = w' para una infinidad de ntimeros n, entonces limw, = w’ De aqui
que w, = w' = w € pq para una infinidad de mimeros n. Lo cual es una
contradiccién. Entonces podemos suponer que w, # w,, para cada par de
nimeros distintos n, m € N.

Mostremos que g € C. Lo cual serfa una contradiccién pues p = min< (AU
C)yp#q

Para cada n € N, sea e, € E(z,). Por la compacidad de X, podemos
suponer que la sucesion (e,)3° ; converge a un punto ey € X. Puesto que
qr, C qe, para cada n € N, del Lema 1.25 se sigue que qr C qey. Ademas,
por el Lema 3.3 tenemos que ge, N gey = {q} para cada n € N. De aquf
que e, # ey para cada n € N. Si existe ¢/ € X tal que e,, = € para una
infinidad de niimeros n, entonces ¢y = lime,, = ¢’. De aqui que e, = e para
una infinidad de niimeros n. Lo cual es una contradicciéon. Podemos suponer
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entonces que e, # e,, para cada par de nimeros distintos n, m € N. Entonces
E, es infinito. Por tanto, ¢ € B.

Para ver que ¢ € C, supongamos que existe ng € N tal que {q} & ge,Ngey,
para cada n € N. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ng = 1. Como
genNqeg = {q} para cada n € N, en particular, tenemos que ge; Ngey = {q}.
Por lo que discutimos antes, tenemos que ¢ € C'. Se sigue que ¢ = min<, (A'U
C') = p. Esto contradice que p # ¢. Concluimos que w = ¢ y, por tanto,
pr = pq U qx. Esto termina el caso 2.

Caso 3) Para cada n € N, existe w,, € pq \ {p, ¢} tal que gz, Ngp = qw,.

En este caso, como ¢p es compacto, podemos suponer que w,, converge a
un punto w € gp. Como w,, € qx,, tenemos que w,, <, x, para cada n € N.
Por el Lema 4.7, lim w,z,, = wz. Por otro lado, tenemos que w,, <, p para
cada n € N. Nuevamente, del Lema 4.7 se sigue que w <, p y limw,p = wp.
De aqui que lim pzx,, = lim (pw, Uw,z,) = pw U wz. Para cada n € N, sea
en € F(z,). Por la compacidad de X, podemos suponer que la sucesién
(en)zoz1 converge a un punto ey € X. Puesto que qe, N qy = ge, N qp = quw,,
tenemos que w,, € A para cada n € N. Observemos, ademds, que w,e, Ngp =
{w,} para cada n € N.

Si existe €’ € X tal que e,, = €’ para una infinidad de nimeros n, entonces
eo = lime, = €. Asi que e, = ¢y y w,, T, € gey para una infinidad de
nimeros n. Ademds, qgegNgp = ge,Ngp = qu,, para una infinidad de nimeros
n, tenemos que w, = w,, para una infinidad de nimeros n,m € N. Asi que
w, = w para una infinidad de nimeros n. Por la compacidad de weq y como
limx, = x, tenemos que x € wey. De aqui que pr = pw U wzr = limpz,.
Supongamos entonces que e,, # ¢, para cada par de nimeros distintos n,m €
N.

Si w, = w para una infinidad de nimeros n € N. Entonces w € A.
Ademss, w € qp \ {¢,p} . Como e,, # e, para cada par de niimeros distintos
n,m € N, tenemos que E,, es infinito y w € B. Si pw Nwx = {w}, entonces
pr = pw U wx = lim pz,. Supongamos que {w} & wp N wzx. Veamos que
w € C. Como w € B, supongamos que existe ng € NU {0} tal que {w} &
we, Nwe,, para cada n € N. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
ng = 1. Mostremos que we; Nwey = {w} .
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Sea v el primer punto en el arco pw, yendo de p a w, que estd en wx.
Entonces pxr = pv U vz y por tanto, peg = pv U vz U xzeyg = pv U veyg. Como
wpe, N gp = {w} para cada n € N, entonces we, N wv = {w} y we, N
weg = {w} para cada n € N (Lema 4.5). En particular, we; Nwey = {w} .
Esto prueba que w € C N gp. Pero p = minc (A" U C). Asi que p <, w.
Concluimos que p = w. Lo cual es una contradiccién, pues supusimos que
w = w, €pg\{p,q}-

Supongamos ahora que w, # w,, para cada par de nimeros distintos n
y m. Puesto que w,, € A para cada n € N, entonces w € A’ N pg. Entonces
w <, p. Pero, por la definicién de p, tenemos que p <, w. Concluimos que
p = w. Por otro lado, w,x,, converge a wx = pr. Ademds, w,, <, p para cada
n € N. Entonces pw,, converge a wp = {p}. Asi que pzx,, = pw,Uw,z,converge
a {p} Upzx = pz.

Hemos mostrado que (X, A) es suave por arcos en p.

En el caso en que p € C, tenemos que existen ¢y € X y una sucesion
o0

()52, de E(X), tales que U pe,, es un abanico simple o un peine simple y

n=0
entonces ya habrfamos acabado.

Supongamos entonces que p € A’. Entonces existe una sucesion (z,)5% ; en
A C qy, de puntos distintos dos a dos, tales que x,, converge a p y x,, # p para
cadan € N. Como E,,, # (), existe e,, € E(X) tal que qyNge,, = qx,,. Veamos
que x, € pe, \ {p} para cada n € N. Si z,, € pq, entonces pqg = px,, U ,q.
De aqui que pe, = pr, U z,e,. Por tanto =, € pe, \ {p}. Supongamos que
x, € py. Entonces p € qx,, C ge,. Asi que x,, € pe, \ {p}. En cualquier caso,
T, € pe, \ {p}. Observemos, ademas, que pe,, N qy = pz,, para cada n € N.
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Tomemos n # m. Si existe z € x,e, N T,,6,, entonces z € pe, N pe,,. Asi
que pz C pe, N pe,,. Ahora bien, como z € x,e,, se tiene que x,, € pz. Por
tanto, px, C pe,, N qy = pr,,. De manera andloga, tenemos que px,, C px,.
Asi que pz,, = pr,,. Esto implica que z,, = x,,, lo cual es una contradiccién.
Hemos probado que z,e, N z,e, = () para cada n # m.

Puesto que limz, = p, podemos suponer que existe ng € N tal que
Tn € pTy, C qy para cada n € N. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que ng = 1. Entonces, dadan > 1, pr,, ¢ pr;. Como z,e,Nx1e; = ), tenemos
que T, € Tpe, Npe; = Tpe, N (pry Uxiey) = xpe, Npry C Tpen Nqy = {2, } .
Concluimos que z,, es el primer punto del arco pe,, yendo de ¢,, a p, que estéd
en pe;. Como X es compacto, podemos suponer que e, converge a un punto
eg € X. Entonces tenemos dos casos.

Caso 1) {p} = peo N qy. Como pz,, C qy, tenemos que peg N px,, = {p}
para cada n € N. Se sigue del Lema 3.3 que peyNpe,, = {p} para cadan € N.

En particular, peg N pe; = {p} . Entonces U pe, es un peine simple.

n=0

Caso 2) {p} & peo N qy. Tomando subsucesiones si es necesario tenemos
dos subcasos. Si x,, ¢ pey para cada n € N, entonces pey N pr, = {p} para
[e.@]

cada n € N. En particular, peg N pe; = {p}. Entonces U pe, €s un peine
n=0
simple. Supongamos ahora que x,, € peg para cadan € N. Sea z € pegNqy tal

que pz = pep N qy. Como lim z,, = p, podemos suponer que px, & pr; & pz
para cada n > 1. Como pz, = pe, N qy, tenemos que x,e, N zeg = (. Asi
que x, € peg N e, C (pzUzeg) Nxpe, = pzNaye, C qy N rye, = {T,}.
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Concluimos que z,, es el primer punto del arco pe,,, yendo de e,, a p, que esta
o0

en pey. Esto muestra que U pe,, es un peine simple.

n=0

€1

Esto concluye la prueba. B

Estamos listos para probar el teorema principal de este capitulo. Como
ya mencionamos, construiremos el encaje. Para ello vamos a definir varias
funciones y veremos algunas propiedades que nos ayudardn con nuestro ob-
jetivo.

Sea X un continuo suave por arcos. Consideremos a X como un subcon-
tinuo del cubo de Hilbert /*°. Para cada n € N, sea 7, : X — [0,1] la
n-ésima proyeccién. Si z € X, sea x, = m,(x).

Consideremos una biyeccién £ : N — QN (0, 00). Para cada k € Ny =
NU{0},sea P, ={necN:&n) € (kv2, (k+1)v/2)}. Puesto que ¢ es una
biyeccién y (v/2k,v/2(k 4 1)) tiene una infinidad de mimeros racionales, P,
tiene una cantidad numerable de elementos.

Observemos que P, N P; = () para cualesquiera k # j. Ademds, como P
es un subconjunto de N, entonces podemos ordenar los elementos de manera
creciente: P, = {ky, ko, ks, ...}, donde ky < ko < k3 < ...

Sea A una arco-estructura para la cual (X, A) es suave por arcos. Por el
Corolario 4.13, falta el caso en que F(X) es infinito.

Por el Teorema 4.16, existen p, e € X y existe una sucesién (e),)22, de

E(X), tales que lime!, = e, (X,A) es suave por arcos en p y L_Jpe;Z es
n=0
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un abanico simple o un peine simple. Ademads, por el Lema 4.15, existe una
sucesion (p,)° de X, tal que

(1) lim p,, = p;
(2) py € pel, — {p. €, };

(3) pnel, N U pel. | =0 para cadan € N; y
m#n

(4) peo N pnel, = 0 para cada n € N.

Construiremos una funcién continua h : X x [0,1] — C(X) con las
siguientes propiedades:
a) h(q,0) = {q} para cada q € X;
b) h(q,s) = X siy sélosi s = 1;
c) Si s <t, entonces h(q,s) C h(q,t);y
d) h es inyectiva en X x [0,1).

Dividiremos la construccién en 7 pasos.

PASO 1. FUNCIONES AUXILIARES

La funcién ¢

Consideremos la funcién ¢ : [0, 1] x [0,1] — [0, 1] dada por
41

s2, sise(0,1];
t — Y ) I
ot ) { 0, sis=0.

Observemos que ¢ es continua. Veamos algunas propiedades de .

(1) Para un mimero fijo ¢, € [0, 1], la funcién ¢, : [0,1] — [0, 1] dada

tof1 . .
por ¢, (s) = ¢(to,s) = s 2 es un homeomorfismo estrictamente creciente.

(2) s2 > @ (t,s) > s para cada (t,s) € [0,1] x [0,1]. Como ¢ € [0,1],
entonces 5+ € [, 1]. Puesto que s € [0,1], tenemos que sz > s =t s)
v plt,s) =57 >,

La funcién o
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Para y € X \ {p}, consideramos la funcién «, : py — [0,1] definida

como ay(z) = t, donde p(pr) = tu(py). Es decir, o, (z) = ZEZ;

Como 1 y A, son continuas, «, es continua. Ademds, ay,(p) =0y oy (y) =
1. Si @1, x2 € py son tales que z1 <, xq, entonces pr; & prs. Por tanto,

p(pr1) < p(pre). Ast que ay (1) < oy (z2).
La funcién V¥

Consideremos también la funcién ¥ : [0,1) x [0,1] — [—1, 1], definida
como ¥(r,s) = =.

Como r < 1, ¥ estd bien definida. Ademds, observemos que W es continua.
Sir € [0,1) es un numero fijo, entonces la funcién ¥, : [r,1] — [—1,1],
dada por U, (s) = #== = s — "~ es una funcién lineal tal que ¥,.(r) = 0y
VU, (1) = 1. Es decir, ¥, manda linealmente el intervalo [r, 1] sobre el intervalo

0, 1].

PASO 2. LA FUNCION DE WHITNEY

s 4 /oo / 2 A /oo
Como la sucesion (e],)> ; converge a €, tenemos que la sucesion (pel, )2,

converge a pe;. Vamos a elegir una funciéon de Whitney p, distinguimos dos
casos.

Caso 1. p # ¢.
En este caso elegimos una funcién de Whitney p cualquiera.
Caso 2. p = ¢.

Subcaso 2.1. Existe i € N tal que pe; Npe!, # {p} para una infinidad de
indices n.

En este caso podemos suponer que pej Npe!, # {p} para cadan € N. Para
cada n > 2, elegimos ¢,, € pe} tal que pe} Npel, = pc,. Como lim pe!, = pej, =
{p}, tenemos que lim pc,, = {p} . Entonces podemos elegir una subsucesién
de (cn)f;’:1 que sea estrictamente decreciente en el arco pe}. De manera que
podemos suponer que ... <, ¢z <, ¢2 <, p1. Elegimos un punto ¢; € capy \
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{ca,p1}. Sea n > 2. Si ocurre que p, <, ¢,, entonces p,c, C pej N pe,.
De aqui que ppe!, N pe; # 0. Lo cual es una contradiccién. Concluimos que
¢n <p Dn para cada n € N.

C1 P1 P 1 €
Co
P2 €2
C3 ¢ )
Ps €3
“h &

Subcaso 2.1

Tomemos un punto p} € pie; y consideremos el conjunto A = {pc, : n € N}U
{ppn :n € N} U {pe}, :n € N\ {1}} U {ppi} U {{p}} C C(X). Dado que
lim pe, = {p}, limpp, = {p} y limpe], = {p}, tenemos que A es cerrado en
C' (X). Definamos la funcién v : A — [0, 1] como

0, si A={p};

220++17 si A = pcy;

v(A) =< soe si A = ppy;
Qnﬁ, si A=pe, yn>1,

2%, si A= pp.

Observemos que v es continua y satisface que, si A, B € Ay A ¢ B,
entonces v (A) < v (B). Asi que v satisface las propiedades de una funcién
de Whitney y estd definida en un conjunto cerrado de C'(X). Luego, por
[39, Teorema 3.1], existe una funcién de Whitney p : C' (X) — [0, 1] tal que

pla=vyp(X)=1
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Subcaso 2.2. Para toda i € N, pe; N pe!, = {p} para casi toda n € N,

En este caso podemos suponer que pe, N pel, = {p} para cualesquiera

Consideremos el conjunto A = {pp, : n € N} U {pe!, : n € N} U{{p}} C
C(X). Dado que limpp,, = {p} y limpe!, = {p}, tenemos que A es cerrado
en C' (X). Definamos la funcién v : 4 — [0, 1] como

0, siA={p};
v <A> = _2101L+1> si A= ppy;
#, si A = pel.

Observemos que v es continua y satisface que, si A, B € Ay A & B,
entonces v (A) < v (B). Asi que v satisface las propiedades de una funcién
de Whitney y estd definida en un conjunto cerrado de C' (X). Luego, por
[39, Teorema 3.1], existe una funcién de Whitney p : C'(X) — [0, 1] tal que

pla=v.

Z2+Pn

Subcaso 2.2

Esto termina la eleccién de la funcién pu.
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PASO 3. LA FUNCION f

Por el Lema 4.9, para cada n € N, existe e,, € E (p,) tal que
(a) L (py) = w(ppn) .

w(pen)’
(b) p(pen) > p(pr) para cada x € M, (p,);y
(c) L(x) = % para cada = € ppe,.
En particular, p (pe,,) > p(pel,) . Como X es compacto, podemos suponer
que existe un punto ey € X tal que lime, = eg. Entonces lim pe,, = pey.

Necesitamos que en el Subcaso 2.1, ocurra que p(pe;) = 2% Vamos a
modificar a g para que esto ocurra. Como p; <, pi <, €} <, e, tenemos
que 55 < 11 (pe}) < p(per) . Entonces, puesto que pey # X, 55 < pu(per) < 1.
Sean a = 55, b= 5 y a: [0,1] — [0, 1] dada por

i si0<t<a;
a(t)={ a+(—a) H_(Zfe_lc)L*C“ sia<t<u(pe);

b+(1—b)%, sip(per) <t <1.

Claramente, o es una funcién continua y estrictamente creciente, por lo
que « o i es una funcién de Whitney. Como Imv C [0,a], a o p también
extiende a v. Notemos que a (u(pe1)) = b = 55. Como « es estrictamente
creciente, ey sigue teniendo las propiedades que lo definieron. Con esto hemos
mostrado que, con esta nueva funcién de Whitney, a la que seguiremos lla-
mando p para unificar el nombre, conseguimos que p (pe;) = 2%

Los puntos z,

Para cada n € N, fijamos z, € ppe, tal que p(pnz,) < 2%/1 (Pnen) < zin
En el Caso 2, como p (pp,) = 210++2, podemos tomar z,, suficientemente cerca
de p, de tal forma que p(pz,) < ﬁ En cualquier caso, limp,z, = {p} y

lim z,, = p.

Dada n € N, existe k € Ny tal que n € P, y existe m € N tal que n = k,),.
Como £ es una biyeccién, k y m son tnicos.
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Definamos la funcién f! : p,z, — [0, W] como

t 1 (P

fu@) = Gy donde =0, 2

Como n es fija y p es continua, tenemos que f/ es continua. Notemos que
fo(n) =0y £, (20) = (k+12)m-

Ahora definiremos una funcién f,, y un conjunto Y considerando dos
casos.

Caso A. p =e.

En este caso definimos f,, : pe,, x X — [0, 1] por

0, sik=0;
£ ) = T (@) o (y) s sty € puzy y k> 0;
n\Y:4) = (;;j—(;‘;Zn, siy € zpe, vy k> 0;
0, siy € ppny k> 0.

Aqui definimos Y = U {pe, : mn € N}.
Caso B. p # ey.

En este caso definimos f,, : ppe, x X — [0, 1] como

fo(y,q) = 7Tk(q)(fél(y), Sty € puzn y k> 0;
TE\q

t2)™ siy € znen y k> 0.

Aqui definimos Y = pey U <U {pnen :n € N}) .

Como mencionamos antes, f/ (z,) = W Esto implica que f, (z,,q)
estd bien definida en los puntos donde se define de dos maneras. Claramente,
fn es continua en cada uno de los pedazos en los que estd definida y como
estos pedazos son subconjuntos cerrados del dominio, podemos concluir que

fn estd bien definida y es continua.
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Veremos que Y es un conjunto cerrado en el Caso A, también en el Caso
B resulta ser cerrado y la prueba es similar. Como lim pe,, = peq, el conjunto
B = {peo} U{pe, : n € N} es cerrado en C' (X) . De manera que, por el Lema
1.31, Y es un subconjunto cerrado de X.

Definimos f : Y x X — [0, 1] por:

—
<

= fu(y,q), siy € pe,, enel Caso Ay,
= fa (3/7‘])7 SLY € ppén; y f(yaQ) =0, siy € pey, en el Caso B.

~
<

Veamos cémo relacionamos los Casos A y B con los Casos 1 y 2 de la
eleccion de la funcién de Whitney p. En el Caso A, como lim e,, = eq, tenemos
que limpe,, = {p}, de manera que lim x (pe,) = 0y, como p (pel,) < u(pey,)
para cada n € N, tenemos que lim p (pel,) = 0 y lime!, = p. Es decir, ej = p.
Asi que cada vez que estemos en el Caso A, estaremos en el Caso 2, y entonces
supondremos que estamos en alguno de los siguientes dos casos.

Caso A.1l. pe) Npel, # {p} para toda n € N.

En este caso tenemos construida la sucesion (¢,) - v la funcién de Whit-
ney /i, en el Subcaso 2.1.

Caso A.2. pe!, Npe!, = {p} para cualesquiera m # n.
Aqui tenemos definida la funcién p en el Subcaso 2.2.

Veamos que f estd bien definida. En el Caso B, como los conjuntos pey,
P1€1, P2ea, ... son ajenos entre si, la funcion f estd bien definida. En el Caso
A.2, si n # m, entonces pe,, Npe, = {p}; y como f, (p,q) =0y fm (p,q) =0,
para cada ¢ € X, concluimos que en este subcaso, f estd bien definida.
En el Caso A.1, si n < m, entonces c,, <, ¢,. De aqui que pe, N pe,, =
PCm C pc, C pe,. De manera que, si y € pe, Npe, y q € X, entonces
fa(y,q) = 0= fi.(y,q) . Esto muestra que f estd bien definida también en
este subcaso y por tanto, f esta bien definida.

Veamos que la funcién f es continua. Sea (yo,q) € Y x X. En el caso
en que yo ¢ pey = limpe,, existe una vecindad U de yp en X tal que U
intersecta s6lo a un nimero finito de conjuntos pe,. Asi que existe N € N
tal que Y NU C pe; U...Upey. Como f|pe.ny)xx €s continua y coincide
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en las intersecciones de los conjuntos pe,, tenemos que f ]((pelumupemmy)x x
es continua. De manera que f es continua en una vecindad (Y NU) x X de
(Yo, qo) - Por tanto, f es continua en (yo, go) . Ahora supongamos que yy € pey.
En este caso f (yo,q0) = 0. Sean € N. Sea N € N tal que N > k,, para cada
k€ {0,1,...n} y m € {1,...,n}. Dada r € N tal que r > N, cuando
escribimos r = k,,, tenemos que £k > n o m > n. De manera que % > % >
(k+12)m ol>L1> W Ya que (yo,q0) € U = X\U{pz-e,- cie{l,..,N}},
tenemos que W =(YNU) x X es un abierto de Y x X que tiene a (yo, qo) -
Si (y,q) € W, entonces y € U{pTer :r>N}oy € pegU <U{ppi (1€ N})

En el caso en que y € p,e, para alguna » > N, poniendo r = k:m, por

lo que vimos antes, % > (k+—2 > fl(y,q) > 0 (la d681gualdad k+2) >

f (y,q) se observa de las posibles definiciones de f (y,q)). En el caso en que
Yy € peg U (U {ppi:1 € N}) , por definicién, f (y,q) = 0. En cualquier caso,

f(y,q) €10, %] Como se puede fijar n tan grande como se quiera, concluimos
que f es continua en (yo, qo) . Por tanto, f es continua.

PASO 4. LA FUNCION .

Vamos a definir una funcién g : ¥ x X — [0, 1].
Para el Caso A.1 necesitamos algunas funciones auxiliares mas.
La funcién y,,

Para cada n € N, sea x,, : ¢,p, — [0,1] dada por x,, (z) = :((Ci”p%.
Claramente x,, es continua, x,, (¢,) =0y x,, (pn) =

La funcién x,,
Ahora definamos la funcién «, : [0,1] — [0,1], dada por

kin (t) = (1 = 1) (g (cn))

Es decir, &, es la funcién continua que envia linealmente al intervalo [0, 1]
1 1
en el intervalo con extremos (c, (¢,))? 1 (pe1) v (e, (pn))? p(pen) vy que
1 1
ademds cumple que fy, (0) = (ae, (¢n))? 1 (per) ¥ fin (1) = (e, (Pn))? 12 (pen) -

N
[N

f(per) +t(ae, (pn))? 1 (pen) -
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La funcién ¢,

Sea (,, : ¢,p, — [0,1] dada por (,, = Kk, o X, Notemos que (, es
una funcién continua que satisface que (, (¢,) = kn (X, (cn)) = kn (0) =
1 1
(e, (€n))? p(per) ¥ Cn (Pn) = i (X (Pn)) = £n (1) = (e, (P1))? 1 (pen) -
Sea g:Y x X — [0, 1] dada por
v (f(Y,9) e (9) 1 (pea) , si y € pey;
9. 9) =94 ¢(f(¥,9), e, (v) p(pen), siy€puenyn>1,
¢, (Y), siy € cypp, yn> 1.

En el Caso A.2, definimos

9y, 0) = (f(y,9),, () 1 (pen), siy € pe,.

En el Caso B, definimos

S o(f(W,q), e, () 1 (pen), siy € pnen;
Q@M—{¢U@@ﬂawam iy € peo.

Como el contradominio de ¢ es el intervalo [0, 1], tenemos que el con-
tradominio de g es también el intervalo [0, 1].

Veamos que g estd bien definida. Empecemos por el Caso A.1. Notemos
que

0 (f (Pn, @) s e, (Pn)) 1t (pen) = (0, 0c, (pn)) 1 (pen)

= (Qen (p)) T 1 (pen)
- Cn (pn) .

De modo que g (p,,q) estd bien definida para toda ¢ € X. Dada n >

1, como f(cn,q) = 0, ¢ (f (cn ), 0, (ca)) pr(per) = (0, (€2)) pi(per) =
¢, (cn). Como pey Nppe, = 0y per N eppn = {cn}, para toda n > 2, esto
termina la prueba de que g estd bien definida en el Caso A.1. En el Caso A.2,
como a., (p) =0, ¢ (f (p,q), ., (p)) =0y como los puntos de la forma (p, q)
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son los tnicos donde podria haber duplicidad, obtenemos que en el Caso A.2
g estd bien definida. En el Caso B, g estd bien definida pues esta definida en
conjuntos ajenos entre si. Por tanto g estd bien definida en todos los casos.

Veamos algunas propiedades de g.
(1) g(p,q) = 0 para cada q € X.

Dada n € Ny, a., (p) = 0. Asi que ¢ (f (p,q) , @, (p)) = 0. Esto implica
que g (p,q) = 0.

(2) g es continua.

Para probar (2), sea (4o, q0) € Y x X. En el caso en que yy ¢ pey = lim pe,,,
existe una vecindad U de yy en X tal que U intersecta sélo a un niimero
finito de conjuntos pe,. Asi que existe N € N tal que Y NU C pe; U...Upey.
Como g|(penm/)X x estd definida en términos de funciones continuas, tenemos
que g((peru...upen)ny)xx €S continua. De manera que g es continua en una
vecindad (Y NU) x X) de (yo, ). Por tanto, g es continua en (yo,qo) -
Ahora supongamos que yo € peg. Sea ((yi,¢;));~, una sucesion en Y x X
que converja a (Yo, go) . Entonces limy; = yo y lim¢; = qo. Para cada i € N,
sea n; € Ny tal que y; € pe,,. Por el Lema 1.5, basta con que mostremos
una subsucesién de ((y;,¢;));~, tal que las imdgenes de sus términos bajo
g converjan a ¢ (yo,qo) . Por la compacidad de [0, 1], podemos suponer que
lim g (yn, ¢n) = to para alguna to € [0, 1]. Veamos que to = g (%o, qo) - Si existe
N € Nj tal que una infinidad de términos de la sucesién (y;);-, pertenecen
a peg Uper U ... U pey, como g|((peyu..upen)ny)xx €8 continua, to = g (o, go)
y hemos terminado. Podemos suponer entonces que, para cada N € Ny sélo
hay un nimero finito de términos de la sucesién (y;);-, en el conjunto pey U
pey U ... U pey. Esto implica que limn; = oo.

Necesitamos analizar tres casos. Analicemos el Caso A.1, el Caso A.2 es
similar, pero més simple que éste, asi que no lo analizaremos. En el Caso
A1, peo = {p},asique yo = py g (yo,q) = 0. Ademas lim pe,, = {p} asi que
N(Pcni)
1 )
lim (e, (cn))? 1 (per). Ademds, 0 = lim (ae,, (pn))? 1 (pen) (Ima,, C [0,1]).
De manera que la imagen de ¢,,. converge al conjunto {0} . Ademas, la imagen
de ¢ (f X a, ) 1 (pen,) también converge al conjunto {0} (Im¢p C [0,1]).

lim p (pey,) = 0 = lim p (pe,,,) . Asi que 0 = lim = lima,, (¢y,) y 0 =
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Entonces, no importa cémo esté definida g (y;, ¢;) , tenemos que lim ¢ (y;, ¢;) =
0 = g (Yo, qo) - Esto termina la prueba de la continuidad en el Caso A.1.

Ahora veamos el Caso B. Como lima,, (y;) = lim 4 ys) o)

n(pen; ) 1(peo)
Qe (Y0) , la continuidad de las funciones f, ¢ y p implica que lim g (y;, ¢;) =
9 (Yo, qo) - Esto termina la prueba de (2).

(3) 9(y,q) > p(py) para cada (y,q) € Y x X.

Por la propiedad (2) de ¢, ¢ (f (y,q) , ae, (y)) > ., (y) para cadan € Ny.

)
Asf que cuando g (y, ) es de la forma g (y,q) = ¢ (f (y,9) , e, (y)) 1 (pen) ,
tenemos que ¢ (y,q) > ., (y) p(pe,) = p(py) (aun en el caso en que
p =¢e yy € peo = {p}). Ahora supongamos que y € c¢,p,, n > 1y
que, por supuesto, estamos en el Caso A.1. Entonces ¢ (y,q) = ¢, (y). Co-

mo ¢, (y) esta entre los nimeros (av, (cn))% w(per) y (ae, (pn))% i (pen) bas-
tard probar que cada uno de ellos es mayor o igual que u(py). Notemos

1
1 en) 2 1
que (o, (e0))? o (per) = (B229) " g (per) = (p (pen) i (per)) . Veremos que

(1 (pcn) gt (pe1))® > p(ppy) . Observemos que

et = (g ) 0 pel)

: ((e)3) -
- 9220n+1 210n+1

> 210n+2 = p (ppn) .

D=

Ademds notemos que p (pp,) > i (py) pues y € pp,. Por otra parte,

(e, (Pn))

(NI

p(pen) =
= (ppn)

(AVARRYS
=
)
£

Esto termina la prueba de (3).

(4) Sing € Noy z,y € zne, son tales que z <, y, entonces g (x,q) <
g9 (y,q) para toda ¢ € X.
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x(q)
(k+2)™
7x(q)

gy Dado que © <, g, p(pr) < p(py). De
modo que a,, () < a,, (y). Como la funcién ¢, es estrictamente creciente,

¢ (t ae, (7)) < @ (t, ae, (y)) . Por tanto, g (z,q) < g(y,q).

Como x,y € zpen, f(x,9) = = f(y,q), donde k satisface que

née€P,yn=k, Seat =

(5) g (en,q) = p(pey) para cada n € Ny y cada g € X.

Sin=0,enel Caso A, g(e,,q) = g(p,q) =0 (por (1)). Ademas u (pey) =
p({p}) = 0. Supongamos ahora que no estamos en el Caso A o que n > 0.
Por definicién g (e,,q) = ¢ (f (en,q) , e, (€n)) it (pey,) . Como ag, (e,) = 1,
v (f(enq) s e, (en)) =1y g(en, q) = pu(pen)

(6) Sin € No, y € znen ¥y y <p en, entonces g (y,q) < p(pen) -

Por (4) y por (5), g (y,9) < g (n,q) = 1 (pen) .

PASO 5. LA FUNCION G

Consideremos la funcién ¢’ : Y x X — [0, 1] dada por ¢’ (y,q) = g (y,q)—
i (py) . La continuidad de las funciones g y p implica que ¢’ es continua. La
propiedad (3) de g implica que la imagen de ¢’ estd contenida en el intervalo
[0,1]. Yaque Y x X es cerrado en X x X, el Teorema de Extensién de Tietze

implica que existe una funcién continua G’ : X x X — [0, 1] que extiende a
/

qg.

Sea G : X x X — [0,2] la funcién definida como G (z,q) = G’ (x,q) +
i (px) . Veamos algunas propiedades de G. La primera es inmediata.

(7) G(x,q) > p(pz) para cada (x,q) € X x X.
(8) G (y.q) = g(y,q) <1 paracada (y,q) €Y x X.

Esto se debe a que si (y,q) € Y x X, entonces G (y,q) = G' (v, q)+u (py) =
9 (y,a) + n(py) = 9 (. q) — p(py) + p(py) = g (v, 9) € 0,1].

(9) Sean e € F(X), g € X y s € [u(pg),1]. Entonces existen t €
[ (pq),s] yy € pe tales que L (y) = ¥ (u(pq),t) y que también satisfacen
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la, siguiente propiedad: si ¥’ € pey L(y') = ¥ (u(pq),t'), para algin ¢’ €
[1u(pq) , s], entonces G (y',q) < G (y,4q).

Vamos a probar (9). Sea

E={yepe: L(y) =V (u(pqg),t) para algin t € [u(pq),s]}.

Necesitamos mostrar que € es cerrado. Tomemos una sucesion (y,).., de
puntos de £ y un punto y € X tal que limy, = y. Ya que ¥, € pe para cada
n € N, tenemos que y € pe.

Para cada n € N, existe t, € [u(pq), s] tal que L (yn) = ¥ (1 (pq) ,t,) -
Como el intervalo [ (pq) , ] es compacto, podemos suponer que limt¢, = tg
para alguna ty € [ (pq),s|. Dado que ¥ es continua y p(pg) < 1, tenemos

que Hm W (11 (pg) ,tn) = ¥ (1 (pq) , to) -

MEpyng —
w(pbn
L (yn) =¥ (1 (pq) ,t,) . Porla compacidad de X, podemos suponer que existe

by € X tal que limb, = by. Como y, € pb, para cada n € N, por el Lema
1.27 tenemos que y € pby.

Por el Lema 4.9, para cada n € N existe b, € E (y,) tal que

Si by = p, entonces y = p. Ademds L(p) = 0 = ¥ (u(pq), 1 (pq))-.
Por tanto, y = p € £. Supongamos ahora que by # p. Por la continuidad

y”i = :((;”;’)). Entonces % = U (u(pq),to). Sea V' € E(y)

) = ,LL(pb' = % = ¥ (u(pq),to). Como V,uq) es lineal y

Ly
W (p (pq) p(pa)) =0 < L(y) < ¥ (u(pq),to), existe t € [u(pq), o] tal que
L(y) =Y (u(pq),t). Esto demuestra que y € £. Por tanto £ es cerrado.

Notemos que £ (p) = 0 = ¥ (u(pq),p(pq)) y p € pe, asf que p € .
Esto muestra que £ # (. Como la funcién G, : X — [0,2] dada por
Gy (y) = G (y,q) es continua y € es compacto y no vacio, existe y € £ tal
que G (v, q) < G (y,q) para todo ¢y € . Esto es lo que se queria demostrar.

o,
)
=
g
ti
%\@

tal que

(10) Sea (¢,s) € X x [0,1] tal que p(pg) < s. Entonces existe N € N
tal que, para cada n > N, existe y, € z,e, tal que L (y,) = ¥ (1 (pq),s) y
G (z,q) < G (Yn, q) para toda x € py,. En particular, L7 (¥ (1 (pq) , s)) # 0.

Haremos la prueba de (10) considerando los tres posibles casos.
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En el Caso A, como i (pg) < s, tenemos que ¥ (1 (pg),s) > 0. Sea N € N
tal que N > 3y 24% < U (u(pq),s) para toda n > N. Tomemos n > N.

Recordemos que cuando estamos en el Caso A, también estamos en el Caso

2, asf que ju(pz,) < gww. Dado que p(pp) = 0 < W (u(pq),s)pu(pe,) <

i (pey) , considerando un arco ordenado de {p} a pe,, se puede conseguir

un punto y, € peo \ {p} tal aue p(py.) = ¥ (u(pq),s) i (pen) . Ast que

W) — W (j1(pq) , 5)

Si y, € pzn, entonces pu(py,) < p(pz,) < 21% Por la eleccién de p,

, n n+4
s = pey) < p(pen). Ast que B2 < 250 < o < W (u(pg) 5) =
%, lo cual es una contradiccién. Esto prueba que y, ¢ pz, y entonces

Yn € Znen \ {zn} C Dnen.

Veamos que y,, tiene las propiedades requeridas. Por la propiedad (c) de

ena£<yn):%:\y(u(pQ)as)

Tomemos z € py,.

En el caso en que =z € z,y,, por la propiedad

4), 9(z,9) < g(ym,q) ¥
como ., Yy, € pe, C Y, tenemos que G (z,q) = g(z,q) <g =

<9 (Yn: @) = G (Yyn, q) -

Por tanto, podemos suponer que = € pz,.
Aqui dividimos en dos casos.

Caso A.2.

En este caso,

G (:C, Q) = g (:Ca Q> = (f (:L‘, Q) Ae,, (:C)) K (pen)
< (ae, () 1 (pen)

por la propiedad (2) de ¢. Ademds




Por tanto,

G(z.q) < (%)2;1(10%)

it (pen) < (1 (pa) . s) p(pen)

= w(pyn) <G Yn:q) -

Esto termina la prueba para el Caso A.2.
Caso A.1.

En el caso en que x € pc,,

G(r,q) = g(z,q
= @ (f (ZL’, Q) ) Qley (l’)) 2 (p61>
< (aeg () p(per).
Ademas (v1) (ve.) . .
M (px M PCn 3 _
Qe (:U) u(p€1) < u(p€1) < 920n+1 ~ 920n—2"
Por tanto,

1 1
G(r,q) < 1o 1H (pe1) = Stz 11 (Ppn)

< p(pzn) < p(pyn) < G (Ynsq) -
En el caso en que x € p,2,,

G (z,q)

Ademas

N
—
\)
3
+
W~
~



Por tanto,

1 \: 1
Ga) < () nlom) < gt

< U (u(pq),s)p(pen) =t (pYn)
G (Yn,q) -

IN

Finalmente, en el caso en que = € ¢, p,,

G(z,q) = g(x,9)=¢,(2)
< méx {(ael (cn))% 1 (pe1) , (e, (pn))% H (pen)}

= mdx{(, (), (o (Pn)}
= midx{G (cn,q), G (Pn, )} < G (yn, ),

(esta ultima desigualdad se da por los casos que ya analizamos).
Esto termina la prueba de la propiedad (10) para el Caso A.1.
Ahora probemos la propiedad (10) para el Caso B.

Como lim z, = p, limpz, = {p}. De aqui que lim i (pz,) = 0. Dado que

lim 11 (pe,) = p(pey) > 0, tenemos que lim “Epzn = 0. Ya que p(pq) <

tenemos que ¥ (1 (pq) , s) > 0. Sea Ny € N tal que Epz”; < V¥ (u(pq),s) para
toda n > Nj.

Dada n > No, dado que p(pz,) < W (u(pq),s)p(pen) < p(pen), e

w(pyn) __

xiste yn € znen tal que p(pyn) = ¥ (u(pg),s)p(pen). Ast que T =

U (1 (pq),s). Como y, € pme,, la propiedad (c) de e, implica que L (y,) =

M — W (1 (pg) ,5) -

Aseguramos que existe N € N tal que N > N, y para cualesquiera
n > Nyx € py,, se tiene que G (x,q9) < G (yn,q). De no ocurrir esto,

tomando una subsucesion si es necesario, podemos suponer que para cada
n > Ny existe x,, € py, tal que G (z,,q) > G (yn, q) . Por la propiedad (7),

V(1 (pq),s) p(pen) = 1 (pyn) < G (Yn, q) -
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Dada n > Ny, si x,, € z,yn, por la propiedad (4), G (zn,q) = g (zn,q) <
9 (Yn, @) = G (yn, q) , lo cual es absurdo. Esto muestra que z,, € pz, para toda
n > Ny. Por tanto, lim x, = p.

Por la continuidad de G, lim G (x,,,q) = G (p,q) = 0 (por la propiedad
(1)). Por tanto, lim G (y,, q) = 0. Pero

UM G (Yn,q) > Ump(py,) =Um ¥ (1 (pg), s) 1 (pen)
= V(p(pq),s)p(peo) > 0.

Lo cual es una contradiccién que nace de suponer que no existe N. Esto
termina la prueba de (10) para el Caso B.

Hemos probado la propiedad (10)

(11) Sean ¢ € X y s € (u(pq),1]. Sea N € N y para cada n > N,
sea y, como en (10). Entonces y, satisface las condiciones en (9). Es decir,

Yn € Zn€n C pen, L(yn) = V(1 (pq),s) ysiy € pen y L(y) =¥ (1u(pqg),t)
para algin t € [ (pq) , s], entonces G (y,q) < G (yn,q) .

Para probar (11), sea y € pe, tal que L (y) = ¥ (u(pq),t), para algin
t € [ (pq), s]. Notemos que ¢ < s implica que ¥ (12 (pq) ,t) < ¥ (1 (pq),s).
De modo que £ (y) < L (yn). Si y & pyn, entonces p, <, zn <p Yn <, y. En-
tonces, por la propiedad (c) de e, £ (y) = wev) v p (yn) = weyn) 4o manera

,U(pen) .U‘(pe")
que % < %. Esto implica que y € py,, lo cual es absurdo y prueba

que, de todas formas, y € py,. Aplicando la propiedad (10) concluimos que
G (y,9) < G (Yn,q) -

PASO 6. LA FUNCION 3

Sean
Y={(g,5) € X x[0,1] : s > pu(pq)} y

Y={(g,s) € X x [0,1] : 5 < u(pq)}-
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Observemos que X x [0,1] = yU)Ai. Veamos que ) es cerrado. Sean
(q,8) € Xx[0,1] y (i, $i));=, una sucesion de Y tales que lim(g;, s;) = (g, 3).
Entonces s; > u(pg;) para cada i € N. Como p es continua y X es suave por
arcos en p, tenemos que lim 1(pg;) = pu(pq). Como lim s; = s, concluimos que
s > u(pq). Asi que (g, s) € Y. Esto prueba que ) es cerrado.

Un argumento similar muestra que ) es cerrado.

Denotemos por P (X) al conjunto de subconjuntos no vacios de X

Dado un punto (g,s) € Y, sea v, : L7(¥(u(pg),s)) — P(X) la
funcién definida como

Vi @) = Jpz : plpzx) < Gly.q) y y <, 2}

Observemos que py C 7,5 (y), pues pu(py) < G(y,q). Como v, (y) es
una unién de subconjuntos conexos, cada uno de los cuales contiene a p,
tenemos que 7, -1(y) es conexo.

Sea Z : )Y — P(X) la funcién dada por

Z(q.t) = J{vian @) 1y € L7 (T (ulpg). 1))}

Como L (p) = 0 = ¥(u(pq),  (pq)), tenemos que p € L~ (¥(u(pq), 1t (pq)))-
Ademés, por la propiedad (10), L71(¥(u(pq),t)) # 0 cuando t > u(pq).

Esto muestra que Z(q,t) # 0. Puesto que p € 7, (y) para cada y €
LY (u(pq), 1)) ¥ Vg (y) es conexo, entonces Z(q, t) es conexoy p € Z(q,t).

Ahora, sea : Y — C(X) la funcién definida como

Bg,s) = J{Z(a,1)  t € [u(pg). s]}-

Veamos algunas propiedades de . La primera es inmediata.
(12) Si s < ¢, entonces 3(q,s) C B(q,1).

(13) B estd bien definida.
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Observemos que [3(g,s) es conexo pues es una unién de subconjuntos
conexos, cada uno de los cuales contiene al punto p. Mostremos que (g, )
es cerrado.

Tomemos una sucesion (z,)% ; en (g, s) y sea x € X tal que limx,, = x.
Entonces, para cada n € N, existe t, € [u(pq), s] tal que x,, € Z(q,t,). De
aqui que existe y, € L7 (¥(u(pg),tn)) tal que x,, € 7(,,.)(yn). Por tanto,
existe w, € X tal que p(pw,) < G(Yn,q), Yn € PW, y T, € pwy,.

Como [1(pq), s] y X son compactos, podemos suponer que las sucesiones
(t)2 1, (Yn)22y v (W), convergen. Sean 7, y y w sus respectivos limites.
Como z,, € pw, para cada n € Ny lim pw,, = pw, se tiene que = € pw (Lema
1.27). Andlogamente, dado que y,, € pw, para cada n € N, y € pw. Puesto
que t, € [u(pq),s] para cada n € N, se tiene que ¢ € [u(pq), s]. Ademds,
tenemos que u(pw,) < G(yn,q) para cada n € N. Como p y G son continuas,

p(pw) < G(y,q).

Puesto que L(y,) = ¥(u(pq),t,), por el Lema 4.9, existe b, € E(y,)
tal que p(py,) = V(u(pq),t,)u(pb,). Por la compacidad de X, podemos
suponer que existe by € X tal que limb, = by. Por el Lema 1.27, tenemos
que y € pby. Como p y ¥ son continuas, entonces p(py) = lim u(py,) =

Hm W (p1(pq), tn)pa(pbn) = W(1u(pq), 1) (pbo).-

Si p = by, entonces u(py) =

x € pw = {p}, tenemos que T =

0y p = y. De aqui que, por la propiedad
(

v,q) > ,u( w). Por tanto p = w. Como
p € B(

Supongamos que p # by. Por el Lema 4.9, existe b € E(y) tal que 0 <

L(y) = % < “((pbo) W(u(pq),t). Como u(pqg) es un mimero fijo y ¥ es

lineal en la segunda coordenada, existe t € [u(pq),t] C [u(pq),s] tal que
U(u(pg),t) = L(y) = 424 Entonces y € L7 (¥(u(pg), 1))

Asi que t € [u(pq),s], v € L7 (V(u(pg),t)) y w € X, son tales que
p(pw) < G(y,q), y € pwy ¥ € pw. Esto muestra que = € v, ,(y) C B(q, s).
Concluimos que (3(q, s) es cerrado y por tanto compacto. Esto prueba que
B(q,s) € C(X) y por tanto /3 estd bien definida.

14) (B es continua.
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Sean (q,s) € Yy (qn, $n)52, una sucesién en ) tales que lim(g,, s,) =
(q,s). Supongamos que la sucesiéon (8(gn, s,))>2; de C(X) converge a un
elemento B € C'(X). Veamos que 5(q,s) = B.

Tomemos un punto a € B. Como lim (¢, s,) = B, por el Lema 1.27,
para cada n € N, existe a,, € 5(qn, s,) tal que lima,, = a.

Puesto que a, € B(qn, 5,), existen t,, € [1(pgn), sn), yn € L7 (P(1(pgn), tn))
y w, € X tales que u(pwn) < G(Yn, @), Yn € PWy ¥ Gn € Py,

Como [0,1] y X son compactos, podemos suponer que las sucesiones
(t)22 1, (Yn)2, v (W), convergen. Sean Z, y y w sus respectivos limites.
Como a, € pw, para cada n € N y limpw, = pw, se tiene que a € pw.
Anédlogamente, ya que vy, € pw, para cada n € N, y € pw. Puesto que
tn € [1(pgn), sn] para cada n € N, y lim[u(pqy), sn] = [1(pq), s], se tiene que
t € [u(pq), s]. Ademss, tenemos que pu(pwy) < G(yn,qn) para cada n € N.
Como p y G son continuas, u(pw) < G(y, q).

Por el Lema 4.9, para cada n € N, existe b, € E(y,) tal que u(py,) =
U (1(pqn), tn)p(pby). Podemos suponer que la sucesion (b,)S2 ; converge a un
punto by € X. Asi que, por el Lema 1.27, tenemos que y € pby. Como puy ¥
son continuas,

wlpy) = lim p(pyn)
= Hm\p(ﬂ(]z]n)vtn)ﬂ(pbn)
= U(u(pqg),t)p(pbo).

Si p = by, entonces pu(py) = 0y p = y. De aqui que 0 = ¢g(p,q) =
G(p,q) = G (y,q) > pu(pw). Por tanto p = w. Como a € pw = {p}, tenemos

que a =p € (g, s).

Supongamos que p # by. Por el Lema 4.9, existe b € E(y) tal que 0 <
L(y) = 4 < 2B0) — g((pq),T). Como pu(pg) es un nimero fijo y U es

n(pb) = p(pbo)
lineal en la segunda coordenada, existe t € [u(pq),t] C [u(pq),s] tal que

U(u(pg),t) = L{y) = 424 Entonces y € L7 (¥(u(pg), 1))

Asi que t € [u(pg),s], vy € L7 (¥ (u(pg),t)) y w € X, son tales que
plipw) < G(y,q), y € pwy a € pw. Esto muestra que a € (g, s). Concluimos

que B C (g, s).
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Para probar que (g, s) C B, demostraremos dos afirmaciones.

Afirmacién 1. Sean e € E(X) y y € pe tales que L(y) = ¥(u(pq),t)
para algun ¢t € [u(pq), s|. Si existe Ny € N tal que para cada n > Ny existe
Yn € pe que cumple que L(y,) = Y(1(pgn), t,) para algin t, € [1(pgn), s] ¥
lim y,, = y, entonces para cada x € pe que satisface u(pxr) < G(y, q), se tiene
que pxr C B.

Demostracion. Analizamos dos casos.

Caso 1) u(pe) > G(y, q).

En este caso, sea w € pe tal que pu(pw) = G(y,q) > p(py). Entonces py C
pw. Tomando subsucesiones si es necesario, tenemos los siguientes subcasos.

Caso 1.1) G(Yn, ¢n) > u(pe) para cada n > Ny.

En este caso, pe C (4, .4.)(Un) C Z(qn, tn) C B(qn, sn) para cada n > Np.
Como lim (qy, s,) = B, por el Lema 1.28, se tiene que pe C B.

Caso 1.2) G(Yn, ¢n) < u(pe) para cada n > Nj.

En este caso, para cadan > Ny, sea w,, € pe tal que u(pw,) = G(Yn, gn) >
i (pyn) - Entonces y,, € pw,. Como G es continua, lim G(y,,q,) = G(y,q) =
p(pw). Entonces lim p(pw,,) = p(pw). Puesto que pw,, pw C pe, tenemos que
lim pw,, = pw. Observemos que pw, C V(4. 1,)(Un) C Z(qn,tn) C Blqn, sn)-
Entonces, por el Lema 1.28, pw C B. Asi que, si € pe es tal que u(pzr) <
G(y,q) = p(pw), se tiene que pxr C pw C B.

Caso 2) pu(pe) < G(y, q).

En este caso, como lim G (y,,, ¢,) = G(y, ¢), podemos suponer que p(pe) <
G(Yn, qn) para cada n > Ny. Entonces pe C v, 1) (Yn) C Z(qn,tn) C
B(qn, Sn) para cada n > Ny. Puesto que lim 5(q,,s,) = B, se tiene que
pe C B.

Esto termina la prueba de la Afirmacion 1.

Afirmacion 2. Sea e € E(X). Siy € pey t € [1u(pg), s] son como en la
Propiedad (9) de GG, entonces para cada x € pe tal que u(pz) < G(y,q), se
tiene que pr C B.
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Demostracién. Puesto que t € [u(gp),s| y ¥ es lineal en la segunda

coordenada, se tiene que V(u(pg),t) € [0, =524 E g]

Caso 1) t = u(pq).

En este caso, L(y) = ¥(u(pq),t) = 0. Por tanto, y = p. Asi que G(y,q) =
G(p,q) = g(p,q) = 0. Si z € pe es tal que u(pr) < G(y,q) = 0, entonces
x =p € B, pues p € 5(qn, ) para cada n € N.

Caso 2) t € (u(gp), s).

En este caso U(u(pq),t) € (0 w) Es decir, 0 < U (u(pg,)t) <

> 1—p(pq)

spa) Como lim g, = ¢ y lim s,, = s, tenemos que

1-u(pq)”

—1(pgn) _ s = p(pg)
1—p(pgn) 1= p(pg)

lim

sn—p(Pgn)

T u(pe,) Para toda

De manera que existe Ny € N tal que ¥ (u(pq),t) <
n Z Ng.

Sea n > Ny. Entonces ¥(u(pq),t) € (0, sf;;f(;z;inj))'

Como W ,,(,4,) manda linealmente el intervalo [11(pgy ), s, sobre el intervalo

[0, $=429] existe t, € (p(pdn), sn) tal que W(u(pgn)stn) = ¥(u(pg),t).

Concluimos que L(y) = ¥(u(pgyn), t,). De aqui que, para cada n > Ny, existe
Yn =y € pe tal que L(y) = Y(1u(pgn), tn) con t, € [1(pgn), sn)-

Ademss, limy, = y. Por la Afirmacién 1, para cada x € pe tal que
wu(pr) < G(y,q) se tiene que pxr C B.

Caso 3) t =
En este caso ¥(u(pq),s) = % Como limg, = ¢ y lims, = s, se
tiene que lim 81"7;(22 q")) = = Z Ei 3) Sean s, = % y 5= 14&%. Tomando

subsucesiones si es necesario, tenemos los siguientes casos.
Caso 3.1) §,, > § para cada n € N.

0,5, v ¥ es lineal en la segunda coordena-

En este caso, como 5 € |
n] tal que S = V(u(pgn),t,). Entonces L(y) =

da, existe t, € [u(pgn),s
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U (1 (pqg),t) =Y (u(pq),s) =5 =Y (u(pgn),t,). Porla Afirmacién 1, hacien-
do y,, = y para cada n € N, tenemos que si x € pe es tal que u(pzr) < G(y,q),
entonces pr C B.

Caso 3.2) §,, < § para cada n € N.

En este caso, sea ¢ € E(y) tal que 5§ = L(y) = “2% Para cada n € N,

wlpe)
tomemos ¥, € pc tal que (?;”5) =5, <s5= ((pc; Entonces u(py,) < u(py).

Como y,y, € pc, concluimos que yn <, ¥. ASI que y, € pe.

Puesto que lim 5, = 5, se tiene que lim u(py,) = p(py). Como y, y, € pe,

_ p(pyn) #(pyn)
limy, = y. Sea ¢, € E(y,) tal que L(y,) = L5025 < 05

existe t, € [u(pgn), sn) tal que L(y,) = V(u(pgn),t,). Por la Afirmacién 1,
para cada z € pe tal que pu(pr) < G(y, q) se tiene que pr C B.

= 5,. Entonces

Esto termina la demostracion de la Afirmacién 2.
Estamos listos para probar que (g, s) C B.

Seat € [1u(pq), s]. Veamos que Z(q,t) C B. Tomemos y € L7 (¥ (u(pq),t)).
Para ver que 7, (y) C B, consideremos un punto x € X tal que ju(pz) <

G(y,q) yy € pa.

Sea e € E(x). Por la Propiedad (9), existe ¢ € [u(pq),s] y existe § €

~

pe N L7 (1u(pq),t)) tales que, para cada y' € pe con L(y) = ¥(u(pq),t')
para algin ' € [u(pq), s], se tiene que G(y',q) < G(Y,q).

Entonces G(y,q) < G(¥,q). Como pu(pr) < G(y,q), por la Afirmacién 2
aplicada a y y t, tenemos que pxr C B. Concluimos que (g, s) C B.

Hemos probado que (g, s) = B. Por tanto [ es continua.
(15) Si s = u(pq) , entonces (g, s) = {p} .

Si s = p(pq), entonces B(q,s) = Z(q,8) = 745 ) = {p}, pues
LW (u(pg), 1 (pa))) = L71(0) = {p} y G (p,q) = 0.

(16) B(q,s) = X siy sélosi s = 1. De hecho, si s < 1, existe una infinidad
de elementos de E (X) que no pertenecen a 3 (q, s) .
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Sea (q,s) € X x [0,1), tal que s > pu(pq). Si s = p(pq) , por la propiedad
(15), B (g,s) = {p} # X. Supongamos ahora que s > u (pq) . Entonces, por
la propiedad (10), existe N € N tal que para cada n > N, existe y,, € z,e, C
pnzn tal que L(y,) = ¥(u(pg),s) y G(z,q) < G(yn,q) para cada x € pys.

Notemos que, por la propiedad (c) de e,, £ (y,) = _Zgzzg

Dada n > N, como s < 1, L(y,) = ¥V (u(pq),s) < 1, y, <, €, ¥, por
las propiedades (4) y (6), G(yn, q) =9 (Yn,q) < g(en,q) = G(en,q). Ademds,
por la propiedad (5), G (e,,q) =g (en, q) = pu(pey).

Sie, € B(q,s), entonces existen t € [ (pq),s], y € L7 (¥ (u(pq),t)) y
r € X tales que e, € pz, u(pr) < G(y,q) y y <, . Observemos que px es
un arco que contiene a e, € E (X) \ {p}, asi que e, = z. Por tanto, y <, e,
y 1 (pen) < G (y,q) . Concluimos que y € pe,, es tal que G (y,,q) < p(pe,) <
G (y,q) . Lo cual contradice la propiedad (11). De aqui que e,, ¢ (g, s) para
cada n > N. Por tanto 5(q,s) & X.

Supongamos que s = 1. Como L(e) = 1 para cada e € E(X)\ {p} ¥
Z(q,1) C B(g,1), tenemos que 7, 1)(e) C B(g,1) para cada e € E(X).

Ahora bien, v, 1y(e) = U{px c u(px) < G(e,q) y e € pr}. Sie € px,
como p # e, tenemos que e = z. Puesto que u(pe) < G(e, q), tenemos que
Y(g1(€) = pe. Concluimos que pe C 3(q,1) para cada e € E(X) \ {p}.
Entonces, como para cada x € X existe e € E(X) \ {p} tal que = € pe
(Teorema 4.8), se tiene que x € (g, 1) para cada z € X. Esto muestra que
B(q,1) = X para cada q € X.

Concluimos que B(q,s) = X si y sélosi s = 1, y si s < 1, existe una
infinidad de elementos de £ (X) que no pertenecen a (g, s) .

(17) Sea (q, s) € Y tal que u(pq) < s. Sea N € N tal que para cadan > N,
existe y, € z,e, tal que L(y,) = Y(u(pq),s) y G(z,q) < G(yn, q) para cada
x € py, (existen por la Propiedad (10)). Para cada n > N, supongamos que
w, € pe, es tal que u(pw,) = G(yn,q). Entonces (g, s) N pe,, = pw, para
cadan > N.

Sean > N. Veamos que pw, C (4 (yn) . Para eso, necesitamos ver que
Yn <p Wy. Si pwy & pyn, entonces p (pw,) < 1 (pyn) < G (yn,q) , esto tltimo
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por la propiedad (7). Esto contradice que p(pw,) = G(yn, q). Asi que y,, <,
w,. Por tanto, pw, C v, (Yn) C B(g, s). De aqui que pw, C (g, s) N pey.

Ahora, sea x € (g, s) Npe,. Puesto que x € (g, s), existen t € [u(pq), s],
y € X yw € X tales que x € pw, L(y) = ¥(u(pq),t), plpw) < G(y.q) y
y <, w.

Queremos probar que x <, w,. Supongamos por el contrario que w,, <, .
Entonces pw, C pr y plpw,) < plpz) < plpw) < G(y,q). Puesto que
w(pyn) < G(Yn,q) = p(pwy), tenemos que G(y,,q) < G(y,q) y que py, C
pw,. Siy € pe,, por la propiedad (11), se tiene que G(y,q) < G(yn, q). Este
es un absurdo que implica que y ¢ pe,. En particular, y ¢ pz. Sin embargo,
como py C pw y pxr C pw, pr & py. Por otro lado, dado que py,, C pw,, C pz,
tenemos que py, & py y por tanto, y, <, y. Asi que pu(py,) < pu(py).

Sea e, € E(y) tal que L(y) = %. Como p,, <p 2n <p Yn <p Y < €, €n-

tonces e, € M,(p,). Por la propiedad (b) de e,,, tenemos que y(pe,,) > p(pey).

Concluimos que £ ((ppe?i)) > :(;pe?i)) > £ Ezzn; = L(yn). Asf que ¥(u(pg),t) >

U(1(pq), s). Pero la funcién W) es estrictamente creciente y ¢t € [u(pq), s].
Lo que implica que ¥(u(pq),t) < ¥(u(pq),s). Esta contradiccién muestra
que = <, wy,. Esto prueba que 5(¢, s) N pe, = pw, para cada n > N.

PASO 7. LA FUNCION h

Definimos h : X x I — C(X) como

h(q,s) = e, si(g,5) €Y, donde v <, q y p(wg) = s;
’ B(q,s) Upg, si (q,8) € V.

Veamos algunas propiedades de h.
(18) h estd bien definida.

Si s = pu(pq), por la propiedad (15), B(q,s) = {p}. Por otro lado, si
r € X es tal que v <, ¢y pu(zrq) = u(pg), entonces x = p. Por tanto,

h(q, 1(pq)) = pq = B(q, 1(pq)) U pqg.
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Ademds, si (¢, s) € Y, como ((q,s) € C(X), entonces h(q, s) es la unién
de dos subcontinuos de X que tienen a p. Asi que h(q, s) € C(X). Por otro
lado, si (¢, s) € jf\, entonces h(q,s) = xzq € C(X). Concluimos que h estd
bien definida.

(19) h es continua.

Veamos primero que hl; es continua. Sean (¢, s) € Vy (Gns $n)22; una
sucesion en Y tales que lim(g,, s,) = (q,s). Para cada n € N, sea z,, € X
tal que h(qn, Sn) = Tng,. Entonces z, <, ¢, y u(r,q,) = s,. Como X es
compacto, podemos suponer que existe un punto x € X tal que limzx, = .
Por el Lema 4.7, tenemos que x <, ¢. Por la suavidad de X en p y la
continuidad de p, lim pu(x,q,) = p(xq). Ya que lims,, = s, concluimos que
p(rq) = s. Entonces z € X es tal que v <, ¢ y pu(rq) = s. Por tanto,
h(q, s) = rq. Hemos mostrado que h|; es continua.

Ahora, observemos que h|y(q,s) = 5(q,s) U A,(¢g). Como 5y A, son
continuas, tenemos que h|y es continua. Concluimos que h es continua en dos
conjuntos cerrados cuya unién es X x [0, 1]. Esto prueba que h es continua.

(20) h(q,0) = {q} para cada q € X.

Notemos que h(q,0) = xq, donde u(xq) = 0. Entonces h(q,0) = {q} para
cada g € X.

(21) h(q,s) = X siy solo si s = 1.

Observemos que pg & X para cada ¢ € X (recordemos que X no es un
arbol). Entonces h(q,s) = X siy sélo si 5(q,s) Upg = X.

Si s < 1, por la propiedad (16) hay una infinidad de elementos de F (X)
que no pertenecen a 3 (g, s) y como pg no puede tener mas de dos elementos
de E (X), tenemos que [ (q,s) Upq # X. Por tanto, h(q,s) # X. Ademas,
por la propiedad (16), f(q,s) = X si y s6lo si s = 1. Por tanto, h(g,1) =
B (q,1) Upg = X. Esto prueba la Propiedad (21).

(22) Si s < t, entonces h(q,s) C h(q,t) para toda q € X.
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Si s < u(pg) < t, entonces h(q,s) C pg C h(p,t). Si s <t < u(pg).
Entonces h(q, s) = qzs C pq, donde p(zsq) = sy h(q,t) = z,q C pq, donde
p(xq) = t. Como z4q y x;q son arcos, contenidos en el arco pg, que tienen
a ¢ como uno de sus extremos, uno estd contenido en el otro. Pero p(z,q)
s<t= M(xtQ) Asi que h(Q? S) =Tsq C Tq = h(Qv t)'

Por dltimo, si u(pg) < s < t, entonces h(q,s) = 5(q,s) Upq y h(g,t) =
B(q,t)Upq. Por la propiedad (12), 5(q, s) C 5(q,t). Concluimos que h(q, s) C
h(g ).

(23) Si s > pu(pq), entonces h (g, s) no estd contenido en un arco.

Por la propiedad (10), existe N € N tal que para cada n > N, existe
Yn € Znen tal que L(y,) = V(u(pq), s) y G(z,q) < G(yn, q) paracadax € pyn.
Notemos que, por la propiedad (c) de e,, £ (y,) = %.

Dada n > N, por la propiedad (7) tenemos que p (py,) < G (Yn, q) - Como
Yn € L7H(W(u(pq), s)), entonces pyn C Y4 (Yn) C Z(q,5) C B(q,5). Por
lo tanto, py, C h(q,s) para cada n > N. Puesto que y, € z,e, C ppen y
Pnen N Pmem para cada par de nimeros distintos n, m € N, concluimos que
h (g, s) no estd contenido en un arco.

(24) Si h(qq, s1) = h(ge, s2) donde sq,s2 < 1, entonces ¢; = ¢ y 1 = Sa.
Sean (g1, 51), (go, $2) € X x[0, 1] tales que s1, 2 < 1y h(q1, 1) = h(qa, S2)-

Si sy < p(pqr), entonces h(qi, s1) = x1q1, donde x1 <, ¢1 ¥ p(q121) = s1.
Puesto que h(qq, s2) = h(q1,$1) = z1q1, por la propiedad (23), se tiene que
sy < ji(pgz). De aqui que h(qa, s2) = 2Go, donde x5 <p qo ¥ p1(72q2) = s2.
Como 1q; = 722, tenemos que s; = u(x1q1) = p(reqa) = s9 y como 7 y xo
son puntos entre p y q; v qo, respectivamente, tenemos que q; = ¢o.

Supongamos ahora que s1 > pu(pq1) y s2 > p(pgz). Por la Propiedad
(11), para cada i € {1,2}, existe N; € N tal que para cada n > N; existe
Yni € Znen tal que L(yn;) = V(u(pg), s:) v G(x,q) < G(yni, q¢;) para cada
T € pYn;. Sea N = max{Ny, Na}.

Dadas i € {1,2} y n € N, sea ¢, el primer punto en el arco pg;, yendo
de ¢; a p, que estd en pe,,. Es decir, pe, Npg; = pg, ;. Supongamos que existe
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no € N tal que @i € Pngny- Entonces ppoene N Proqi = Pnyln,i- Tomemos un
nimero n € N\ {ng} . Asi que pe, Npg; = pen N (PPng U Prgn.i U ¢n.iqi). Como
pen N Prgeny = 0, tenemos que pe,, N Prygn: = O y, por tanto, pe, N p,,q = 0.
Se sigue que pe, N pg; = pen N PPpy = (PP U Pnn) N PPrg = PPn N PPny-
Concluimos que pe, Npg; C pp, para cada n # ng. Entonces, podemos tomar
N > ngy. De esta manera, podemos suponer que pe,, Npg; C pp, C pw,; para
cada n > N.

Dada i € {1,2}, u(pyni) < GWnix@) = 9Ynir@) < g(en @) =
G (en,q;) = i (pey). Entonces, para cada n > N, considerando un arco
ordenado de py,; a pe,, se puede encontrar un punto w,; € pe, tal que

pw(pwni) = GYni, ¢i) = 9(Yns, gi)- Por la Propiedad (17),

h(qi, si) Npe, = (B, s:) Upg) Npe,
= (B(ai, ;) Npen) U (pg; N pey,)
= pwy,,; U (pg; N pey)

= pwn,i-
La dltima igualdad se da porque pg; N pe,, C pwy, ;.

Como h(q1, s1) = h(qa, s2), entonces pwy, 1 = pw, . De aqui que p(pw,, 1) =
p(pwy 2). Por tanto, g(yYn,1,q1) = 9(Yn,2,g2). Concluimos que

O(f (Yn1, 1), Qe (Yna))1(pen) = o(f (Un,2, 42); Qe (Yn2) ) 1(pen).-

De aqui que

Sp(f(yn,ly Q1)7 O‘en (yn,l)) = @(f(yn,% Q2)7 aen (yn,Q))' (41)

Tomemos n > N con n € Py. Sea m € N tal que £ (n) = 0,,. Entonces
Fyna @) = 0= f(yn2, q2). Asf que

©o(e, (Un1)) = wo(e, (Yn2))-

Como la funcién ¢, es estrictamente creciente, tenemos que
e, (yn,l) = Qg, (yn,2>'
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De aqui que

(PYn1) = e, (Yn1)u(pen)
= aen(yn,Q)N(pen)
= (PYn2)-

Como Yy, 1,Yn2 € pen, concluimos que y,1 = Yn2. De aqui que, por la
propiedad (c) de e,

s1— nlp@) Clyn) = p(PYn1)

1 — pu(pq) p(pen)
(1(PYn2)
u(pen) £lna)
_ 52— plpe)
1 — p(pga)
Por lo tanto
51— (lpq) _ s2 — 1(pge) (4.2)

L—plpq) 11— plpg)

Ahora bien, para n > N, por la igualdad 4.2, tenemos que

1(PYn,1) . 81— ©(par)

n(pen) £lyna) = 1— pu(pqr)
_ S22~ 1(pgz) _ _ L(PYn,2)
11— ulpge) Llvnz) p(pen)

De aqui que f(pyn1) = p(pyn2). Por tanto, y,1 = y, 2 para cada n > N.
Ademas,

/fl(pyn,l)
fu(pen
(yn,Q)

~ ulpen) en(¥n2):

e, (yn,l ) =

=




Esto, junto con la igualdad 4.1, muestra que

f(yn,1,91)+1 f(yn,2,92)+1
aen (yn71 2 = aen (yn71 2 ’

Por tanto,
fna, @) = f(Wn2, q2)- (4.3)

Dada k € N| elegimos n > N, tal que n € P, y q1,92 ¢ pe, en caso de
que q1,q2 # p. Sea m € N tal que n = k,,. Por la igualdad 4.3, se tiene que

7Tk(¢]1) . Wk(QQ)

(k+2)m  (k+2)™

De aqui que 7,(q1) = mx(q2). Concluimos que 7, (q1) = mx(q2) para cada
k € N. Por tanto, ¢ = ¢o. Entonces p(pg1) = p(pgz). Por la igualdad 4.2,
tenemos que s; = s,. Hemos probado que (g1, $1) = (g2, 52). Esto prueba que
h es inyectiva en X x [0,1).

4.1.5. El Teorema

Resumiendo lo que hicimos en la secciéon anterior, demostramos el si-
guiente teorema.

Teorema 4.17 Sea (X, A) suave por arcos tal que E(X) es infinito. En-
tonces existe una funcion continua h : X x [0,1] — C(X) con las siguientes
propiedades:

a) h(q,0) = {q} para cada q € X;

b) h(q,s) = X siy sdlo si s =1,

c) Si s <t, entonces h(q,s) C h(q,t); y

d) h es inyectiva en X x [0,1).

Ahora estamos listos para concluir la demostracién del teorema principal
de este capitulo.
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Teorema 4.18 Si X es un continuo suave por arcos, entonces X es un con-
tinuo cono-encajable ordenado en C(X).

Demostracién. Sea A una arco-estructura en X tal que (X, A) es suave
pOr arcos.

Si E(X) es finito, por el Lema 4.13, tenemos que X es un continuo cono-
encajable ordenado en C'(X).

Supongamos que F(X) es infinito. Entonces, por el Teorema 4.17, existe
una funcién continua h : X x [0,1] — C'(X) con las siguientes propiedades:

a) h(q,0) = {q} para cada q € X

b) h(q,s) = X siy sélo si s = 1;

c) Si s <'t, entonces h(q,s) C h(q,t);y

d) h es inyectiva en X x [0,1).

En particular, como h es inyectiva en X x [0,1) y h(q,s) = X siy sélo
si s = 1, tenemos que h(q,s) & h(q,t) siempre que ¢ € X y s < t. Se sigue
del Lema 1.69 que X es un continuo cono-encajable ordenado en C'(X). B

4.1.6. Corolarios

La familia de continuos suaves por arcos es muy extensa. Aqui presenta-
mos algunas de sus subfamilias, las cuales, por el Teorema 4.18, son familias
de continuos cono-encajables en C'(X).

Un continuo X es un dendroide si es arcoconexo y hereditariamente uni-
coherente. Entonces, un dendroide no contiene curvas cerradas simples. Mas
aun, dados dos puntos x,y € X, existe un tinico arco, denotado por xy, que
tiene a x y y como extremos. Entonces la funciéon A : X x X — C(X)
definida como A(z,y) = xy para cada par de puntos x,y € X, es una ar-
coestructura sobre X.

Un dendroide X es suave si existe un punto p € X, llamado punto inicial
de X, tal que para cada sucesién convergente (a,)5, de X, si lima, = a,
entonces la sucesién de arcos (pa,,)> , es convergente y lim pa, = pa.
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Con esto, tenemos que un dendroide X es suave si existe un punto p tal que
la funcién inducida A, : X — C(X) es continua. Entonces los dendroides
suaves son continuos suaves por arcos. Asi que tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.19 Los dendroides suaves son continuos cono-encajables orde-

nados en C'(X).

Como caso particular, las dendritas (dendroides localmente conexos) son
suaves ([1, Corolario 4]). De aqui que son continuos cono-encajables orde-
nados en C(X). El Teorema 4.18 es resultado de un trabajo realizado gene-
ralizando ideas usadas para demostrar varios casos de continuos suaves por
arcos, comenzando con las dendritas.

Sea I el espacio de Hilbert definido como
I = {(mz)fol :2; € R! paracadai € Ny fo < oo} ,
i=1

donde la distancia entre dos puntos = = (x;);~,, ¥y = (¥i);2; € b, denotada
por ||z — y||, estd definida como

le =yl =

Un conjunto X en [y es convexo si para cualesquiera dos puntos z,y € X,
el segmento {tz + (1 —t)y : t € [0,1]} estd contenido en X. Veamos que los
continuos convexos en [, son suaves por arcos. Dados z,y € X, definimos
la funciéon A : X x X — C(X) como A(x,y) = xy. Notemos que A es
una arcoestructura. Ademds, si fijamos un punto p € X, la funcién A, es
continua. Por lo tanto, los continuos convexos en [, son suaves por arcos. Asi
que tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.20 Los continuos convexos en ly son continuos cono-encajables
ordenados.
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Ma3ds atin, un conjunto X en Iy es estrellado si existe un punto p € X tal
que el segmento {tp + (1 — t)x : t € [0,1])} estd contenido en X para cada
x € X. Los continuos estrellados son continuos suaves por arcos, en el punto

p.

Corolario 4.21 Los continuos estrellados en ly son continuos cono-encajables
ordenados en C(X).

Los conos sobre espacios métricos compactos también son continuos suaves
por arcos, en el vértice del cono.

Corolario 4.22 Los conos sobre espacios métricos compactos son continuos
cono-encajables ordenados.

Una contraccion libre de un espacio X a un punto p es una homotopia
H : X x[0,1] — X que satisface las siguientes condiciones para cadaz € X :

a) H (:U ) 0) =D

b) H(z,1) ==z, y

c) H(H(z,s),t) = H(z,min{s,t}) para cada s,t € [0, 1].

Un espacio X es libremente contrdctil si existe una contraccién libre de
X a uno de sus puntos.

En [6, Teorema II-3-A], se muestra que un continuo X es suave por arcos
en p siy s6lo si X es libremente contractil a p. Entonces tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 4.23 Los continuos libremente contrdctiles son continuos cono-
encajables ordenados en C'(X).

Decimos que una funcién continua f : X — Y entre espacios métri-
cos (X,d) y (Y,p) es no expansiva si para cada par de puntos x,y € X,
p(f(x), fy)) < d(z,y). Decimos que Y es un espacio métrico inyectivo si
para cualquier subconjunto A de un espacio métrico X, y toda funcién no
expansiva f : A — Y, existe una funcién no expansiva F : X — Y tal que
F|a = f. En [18, Teorema 1.1], se muestra que todo espacio métrico inyectivo
es libremente contractil a cada uno de sus puntos. De aqui que
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Corolario 4.24 Los continuos inyectivos son continuos cono-encajables or-
denados en C(X).

Recordemos que un continuo es descomponible si es la unién de dos de
sus subcontinuos propios. Decimos que un continuo X es indescomponible si
no es descomponible. Si cada subcontinuo no degenerado de un continuo X
es indescomponible, decimos que X es hereditariamente indescomponible.

Observemos que si X es un continuo hereditariamente indescomponible
y A, B € C(X) son tales que AN B # (), entonces A C B o bien B C A,
pues de lo contrario, AU B es un subcontinuo descomponible de X. De aquf
que, si A, B € C(X) son tales que A & B, entonces existe un tnico arco
ordenado de A a B ([31, Lema 1.59]). En este caso, denotemos por a(AB) al
arco ordenado de A a B. Para ampliar la definicién, hacemos o (A4, A) = {A}
para cada A € C'(X).

Veamos que C'(X) es un continuo suave por arcos. Para ello, vamos a usar
la definicién alternativa de suavidad por arcos.

Definicién 4.25 (Alternativa) Decimos que un continuo X es suave por
arcos en el punto p, si existe una funcion continua F : X — C(X) tal
que, para cada x # p, el conjunto F(x) es un arco de p a x y satisface las
siguientes condiciones:

a) F(p) = {p},

b) si x € F(y), entonces F(x) C F(y).

En [6, Pdg. 556], se muestra que las dos definiciones son equivalentes.
Mostremos dos ejemplos més de continuos suaves por arcos.

Decimos que una métrica d sobre un continuo X es fuertemente convexa
si para cada par de puntos distintos x,y € X existe un unico arco de x
a y el cual es isométrico al segmento [0,d(z,y)] € R. Un continuo X es
fuertemente convexo si admite una tal métrica. Veamos que los continuos
fuertemente convexos son suaves por arcos.

Lema 4.26 Si X es un continuo fuertemente convexo entonces X es suave
POT ATCOS.
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Demostracién. Fijemos un punto p € X y definamos la funcién F' :
X — C(X) donde F'(z) es el unico arco de p a z el cual es isométrico a

0,d(p,x)],siz#p;y F(p)={p}.Size F(y), como F(y) es isométrico
a [0,d (p,y)], entonces el arco de p a x contenido en F (y) es isométrico a
[0,d (p, )] € [0,d(p,y)]. Ast que F'(z) C F (y).

Sean (z,,),, una sucesiéon en X y z € X tales que limz,, = x. Tomando
subsucesiones si es necesario, tenemos dos casos. Si z, = p para cada n € N,
entonces limz, = py F (z,) = {p} para cada n € N. Asi que lim F' (x,,) =
{p} . Supongamos que z,, # p para cada n € N. Entonces, por [21, 3.4], se
tiene que lim F'(x,) = F (). Esto prueba que I es continua y, por tanto,
que X es suave por arcos en p. l

Corolario 4.27 Los continuos fuertemente converos son continuos cono-
encagjables ordenados en C(X).

Mostremos ahora que C'(X) es suave por arcos cuando X es un continuo
hereditariamente indescomponible.

Lema 4.28 Si X es un continuo hereditariamente indescomponible, entonces
C(X) es suave por arcos en X.

Demostracién. Definamos la funcién I' : C(X) — C(C(X)) como
I'(A) = a(AX) para cada A € C'(X).

Observemos que I'( X)) = a(X X) = {X}. Ademsds, si B € I'(A) = a(AX),
entonces A C B. Es decir, I' (A) es un arco ordenado de A a X que pasa por
B. Como existe un tnico arco ordenado de B a X, concluimos que I'(B) =

a(BX) C a(AX) =T(A).

Veamos que I' es continua. Sean A € C(X) y (A4,), una sucesién de
C(X) tales que lim A,, = A. Consideremos la sucesiéon (I'(A,)) ;. Como
C(C(X)) es compacto, podemos suponer que existe A € C(X) tal que
limI'(A,) = A. Veamos que A =T'(A).

Sea B € A. Por el Lema 1.27, para cada n € N, existe B, € I'(4,) tal
que lim B,, = B. Entonces, para cada n € N tenemos que A,, C B,. Asi que,
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por el Lema 1.28, A C B. Concluimos que B € I'(A) y por tanto, A C T'(A4).
Observemos que, puesto que X € I'(A,,) para cada n € N, entonces X € A.

Ademds, puesto que A,, € T'(A,,) para cada n € N, por el Lema 1.27, se tiene
que A € A.

Hemos probado que A es un subcontinuo de I'(A) que tiene a A y X. Como
['(A) es un arco que une a X con A, tenemos que A = I'(A). Concluimos
que I' es continua y por tanto, C'(X) es suave por arcos en X.

Con esto, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.29 Si X es un continuo hereditariamente indescomponible, en-
tonces C(X) es un continuo cono-encajable ordenado en C(C(X)).

Mas aun, por [9, Teorema 6.3], si X es un continuo hereditariamente
indescomponible, entonces 2% es un continuo suave por arcos. Se sigue el
siguiente corolario.

Corolario 4.30 Si X es un continuo hereditariamente indescomponible, en-
tonces 2% es un continuo cono-encajable ordenado en C (2X).

Si X es un continuo hereditariamente indescomponible, por el Corolario
4.29 y el Corolario 4.30, tenemos que C(X), respectivamente 2%, es un con-
tinuo cono-encajable ordenado en C' (C(X)), respectivamente en C' (2%). Sin
embargo, cada subcontinuo no degenerado y propio de X es un subcontinuo
terminal de X ([31, Teorema 1.58]). Es decir, X contiene una infinidad de
subcontinuos terminales. Entonces, por el Teorema 2.6, X no es un continuo
cono-encajable en C'(X).

4.2. Dendroides No Suaves

Recordemos que un dendroide es un continuo arcoconexo y hereditaria-
mente unicoherente. Sabemos del Corolario 4.19, que los dendroides suaves
son continuos cono-encajables ordenados en C'(X). Nos preguntamos ahora
si los tinicos dendroides que son cono-encajables en C'(X) son los dendroides
suaves. Veamos los siguientes ejemplos.
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4.2.1. La Semichafaldrana

En esta seccién, damos un ejemplo de un dendroide no suave que no es
cono-encajable en C'(X), al que llamaremos semichafaldrana.

Ejemplo 4.31 Para cada n € N sean A, el segmento de recta en R? que
1

une los puntos (0,0) y (1, 55=r) y By el segmento de recta que une los puntos
(3, 52%) y (1, 5=). Sea Ay = [0,1] x {0}. Definamos la semichafaldrana
X como

Semichafaldrana

Observemos que, para cada n € N, A, U B,, es un arco que une los puntos
(0,0) y (%, zn%) y contiene al punto (1, 2,1%1) Ademéds, (4, U B,) N (A, U
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By,) = {(0,0)}. Puesto que lim B, = [3,1] x {0} y lim A, = Ay, tenemos que
lim A, U B, = Ag. Entonces X es un continuo. Més atn, es facil convencerse
de que X es un dendroide.

Veamos que X 1o es suave. Sean w = (0,0), p = (3 O) = (1,0) y, para
cadan € N, p, = (;, 2ﬂ+2) P, = (é, Qn) Y @n = (1, 52= 1) Observemos que
limp, =limp), = p y limg, = q. Si z,y € X, denotemos por xy al arco de x

ayenX,sim%yyxy:{x},sia::y.

Supongamos que X es suave en un punto z. Por [1, Teorema 1], tenemos
que X es localmente conexo en z. Entonces z € A,,,UB,,, para algin ny € N.
Consideremos la sucesion (p,,)° ;. Entonces, para m > ng tenemos que el arco
que une a z con p,, contiene a Am U B,,. De hecho, zp,, = zw U A,, U B,,.
Por lo tanto, lim zp,, = zwU Ay. Sin embargo, zp = zwUwp & zwU Ay. Esto
muestra que X no es suave.

Ahora veamos que X no es un continuo cono-encajable en C'(X).

Proposicion 4.32 Si X es la semichafaldrana, entonces X mno es un con-
tinuo cono-encajable en C(X).

Demostracién. Supongamos que existe un encaje h : Cono(X) —
C(X) tal que h(z,0) = {x} para cada z € X. Sea v el vértice de Cono(X).
Notemos que h (v) tiene més de un punto. Si h(v) C A,, U B,,, para alguna
no 6 N, entonces h(v) ¢ A, U B, para cada n > ng. En el otro caso,

v) € A, U B, para cada n € N. En cualquier caso, existe ng € N tal que
v) ¢ A, U B, para cada n > ng.

Sean > ny. Entonces h({pn} x [0, 1]) es un arco en C'(X) tal que h(p,,0) =
{pn} C Bu\{an} y h(v) € B, \ {gn}. Observemos que ¢, es un punto de
corte de X y B, \ {qn} es una componente de X \ {¢»}. Entonces, por el
Lema 3.1, existe t,, € (0,1] tal que ¢, € h(pn,t,) Uh {pn} x [0,t,]) C

clx (B, \ {¢}) = Ba.

Por la compacidad de [0, 1] podemos suponer que existe ¢y € [0, 1] tal que
limt, = ty. Entonces lim h(p,,t,) = h(p,to). Como g, € h(pn,t,) para cada
n > ng y limg, = ¢, por el Lema 1.27, tenemos que ¢ € h(p,ty). Ademds,
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por la continuidad de la unién y puesto que lim B, = [3,1] x {0}, tenemos

que Uh({p} x [0,%0]) C [3,1] x {0}. Asf que h({p} x [0,%o]) es un arco en
C(pq) que contiene a {p} y h({p} x [0,%0]) N C(q, pq) # 0.

Por otro lado, h({g,} x [0,1]) es arco en C'(X) tal que h(g,,0) = {g.} C
(BoUC)\{p),} v h(v) € (B, UCy)\{p,,}, donde C,, = pl,q,,. Puesto que p;,
es un punto de corte de X y (B,UC,)\ {p,,} es una componente de X \ {p/,},
un razonamiento andlogo al de los dos parrafos previos, muestra que existe
so € [0,1] tal que p € h(q, s0) y | P({q} %[0, s0]) C pg. Asf que h({q}x 0, s0])
es un arco en C(pq) que contiene a {q} y h({q} x [0, s0]) N C(p, pq) # 0.

Por el Lema 1.37, tenemos que h({p} x [0, o)) Nh({g} % [0, so]) # 0. Pero,
como h es un encaje, se tiene que h({p} x [0,t]) Nh({q} x [0, so]) = h(v). Asi
que tg = sp =1y como q € h(p,1) y p € h(q, 1), concluimos que h(v) = pq.

Ademés, Uh({p} x [0,1]) C pg.

Ahora bien, para cada n > ng, h({p,} x [0,1]) es un arco en C'(X) tal
que h(pn,0) = {p,} C A, UB, \{w}y h(v) € A, U B, \ {w}. Puesto que w
es un punto de corte de X y A, U B,, \ {w} es una componente de X \ {w},
por el Lema 3.1, existe t/, € (0,1] tal que w € h(py,t,). Por la compacidad
de [0,1] podemos suponer que existe ¢ € [0,1] tal que lim¢/ = ¢. Por la
continuidad de h, tenemos que lim h(p,,t!) = h(p,t). Como w € h(p,,t)
para cada n > ng, concluimos que w € h(p,t). Pero w ¢ pq. Esto contradice
que Uh({p} x [0,1]) C pqg. Hemos mostrado que la semichafaldrana no es

un continuo cono-encajable en C'(X). B

Hemos mostrado un ejemplo de un dendroide no suave que no es cono-
encajable en C'(X). La pregunta natural es si siempre es asi. Es decir, si todo
dendroide no suave X no es cono-encajable en C'(X). Daremos la respuesta
mds adelante.

Observemos que la semichafaldrana es contréctil y, por tanto, su hiperes-
pacio de subcontinuos es contractil. Entonces, la semichafaldrana es un ejem-
plo de un continuo X que no es cono-encajable en C' (X) y tal que C (X) es
contractil.
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4.2.2. La Chafaldrana

En esta parte, damos un ejemplo de un dendroide no suave X que es
cono-encajable en C'(X). Definamos tal continuo.

Ejemplo 4.33 Sea Ay = [O 1] x {0} C R% Para cada n € N, sean C, =
{(5,2) : s € [0,1]} y D, = {(mtets 125} : 5 €[0,1]}. Es decir, C, es
el segmento que une los puntos (0,0) y (%, %), y D, es el segmento que

une los puntos (%, %) y (1 + QL,O). Sea An = C,UD,. Ademdas, sea B, =

{( 2"“ (1 S) — ) s €[0,1] } Es decir, B, es el segmento que une los pun-
tos (1 —i— ol O) y (0,—1). Definamos la chafaldrana X como

X:AOU(DAnUBn>.

n=2

| z
qu 3 >0
q{ I
4.
0
Chafaldrana
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Tomamos n > 2 sélo para facilitar algunas definiciones y algunas cuentas.
Sean p = (1,0) y ¢ = (0,0). Para cada n € N, sean p, = (1 + %,0) y
an. = (0, —%) Ademss, sean y, el punto sobre B, cuya primera coordenada
es 1y z, el punto sobre A,, cuya primera coordenada es % Es decir, y,, =
(1, —m) Y Zp = (%, %), si n > 2. Observemos que limp, =limy, =py

lim g, = lim z,, = q. Ademés, lim A,, = lim B,, = Aj.

Observemos que X es un dendroide. Mdas ain, un razonamiento similar
al utilizado para probar que la semichafaldrana no es suave, muestra que la
chafaldrana no es suave.

Siz,y € X, denotemos por zy al arcode x ayen X, siz # yy vy = {z},
siz=y.

Vamos a probar que la chafaldrana es un continuo cono-encajable en
C(X). Para ello, construiremos el encaje.

Teorema 4.34 Si X es la chafaldrana, entonces X es un continuo cono-
encagjable en C(X).

Demostracién. Primero, definamos una funcién de Whitney apropiada
para C'(X). Sea

A= C(A) U (G C(An)> U (G C(Bn)> .

Veamos que A es cerrado en C(X).

Sean o € C(X) y (a;)$2, una sucesién de A tales que lim «; = . Veamos
que a € A. Siexiste n € N tal que «; € C'(B,,) para una infinidad de nimeros
i, por la compacidad de C'(B,), tenemos que o € C(B,,) C A. De manera
similar, si existe n € N tal que oy; € C(A,) o o; € C(Ap) para una infinidad
de mimeros 7, tenemos que o € A.

Ahora bien, supongamos que para una infinidad de nimeros 7, se tiene que

[e.e]
o; € U C(A,,). Tomando una subsucesion si es necesario, supongamos que
n=2
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para cada i € N, existe n; € N tal que o; € C(A,,). Puesto que la sucesion

de arcos A, converge al arco Ay y a; C A,, para cada ¢ € N, tenemos que

a € C(Ap). En forma similar se trata el caso en que, para una infinidad de
o0

nimeros 7, se tiene que a; € U C (B,,) . Esto muestra que A es cerrado.

n=2

Sea 7 : R? — R la proyeccién sobre la primera coordenada. Es decir,
7(z,y) = x para cada (z,y) € R%

Sean 7, = 7|g, y 0, = 7|4, para cada n € N. Observemos que 7, :
B, — [0,1+ %] y oA, — 0,1+ %] son homeomorfismos.

Definamos la funcién v : 4 — [0, 00) como

v(a) = long(m(a)),
para cada o € A, donde long(3) es la longitud del intervalo .

Notemos que la funcién long : C([0, 3]) — [0, 00) dada por long([a, b]) =
b — a, es continua. Como 7 es continua entonces, v es continua. Ademdis,
tenemos que si o, 5 € C([0,32]) son tales que @ & f3, entonces long(a) <
long(B). Por tanto, puesto que 7, y o, son homeomorfismos, si & & (5 y
a, 5 € A, entonces v(a) < v(f). Por otro lado, notemos que v({z}) = 0 para
cada {z} € A. Por tanto, v cumple con las propiedades de una funcién de

Whitney y estd definida en un conjunto cerrado de C'(X).

Por [39, Teorema 3.1], existe una funcién de Whitney p : C'(X) — [0, 00)
tal que p|q4 = v.

Para cadan > 2,sea I, : ¢g,p — [0,3 + %] la funcién definida como

(), Si & € qnpn;
Ch(z)=4¢ 2+ % —on(z), six € pug;
2+ L +m(z), sizeqp.

Observemos que 7, (z) < 1+ %, sl x € qupn, on(z) <1+ %, si € ppq;
y m(z) < 1, si € gp. En cualquier caso, ', (z) < 3 + % Puesto que 7 es
continua, entonces I',, es continua en ¢,p,, p,q y qp. Veamos entonces que se
pega bien.
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Para x = p,, tenemos que m,(p,) =1+ 55 =2+ + — (1+5) =241

On (pn)

Para z = ¢, puesto que 7(q) = 0 = 0,,(¢), tenemos que 2 + % —on(q) =
2+ % + 7(q).

Concluimos que T',, es continua. Observemos que I, (g,p,) = (0,1 + 5],
Lo(png) = [1+ %,2 + %] y Tnlgp) = [2 + %,3 + %] Ademads, puesto que
Tny On Y Tlgp son homeomorfismos en su imagen, tenemos que I';, es un
homeomorfismo.

La funcién inversa de I';, es la funcién I';, L. 0,3 + %] — g,p definida
COmo

T (1), sit €01+ L];
D) =1 o 2+ L —1), site[l+4.2+1);

(t—2-10), site2+2,3+1]

Consideremos la funcion ¥,, : [0,2+ 2] x [1 — X, 1] — [0,2 + 2] definida
como .
U,(s,t) =2n+1—sn)t+ (1 —2n+sn+ —).
n

Observemos que si s € [0,2 + %] es un ndmero fijo, entonces ¥,, es una
funcién lineal en ¢t. Ademads,
1

1 1
U (s,1—=) = 2n+1—sn)(1—=)+(1—2 -
(1= ) = @n+l-sn)(l=2)+(1=2n+sn+-)

1 1
= 2n+1—-sn—2——+s+1—-2n+sn+ —

n n
= S,

1
U,(s,1) = 2n+1—sn)+(1—2n+sn+ —)
n

1
= 24—,
n

Por tanto, para un nimero fijo s € [0,2 + %], ¥, manda linealmente al
intervalo [1—2, 1] sobre el intervalo [s, 2+1]. De aquf que U, (s, t) € [0,2+42].
Por tanto, ¥,, estd bien definida y es continua
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Observemos ademds que, reescribiendo,
1
U, (s,t)=(1—t)ns+ 2n+ 1)t + (1 —2n+ —).
n

Entonces, para un nimero fijot € [1—-2,1), (1—t)ny 2n+1)t+(1—-2n+1)
son nuimeros fijos. Asf que ¥, es una funcién lineal en s y por tanto inyectiva.

Definamos la funcién oy, : [0,3 + 2] x [0,1 — 2] — [0,3 + 2] como

(1—1)s, sis e 0,1];
(2nt +1)s — t(2n + 1), sise[l,1+45];
an(s,t) = (1—t)s+t(1+5), sise[l+5,2;
(L+nt—L)s+ (L —2nt), sise[2,2+2];
(I—t)s+ (2+ D), sis€2+ 1,3+ 2]

Veamos que o, estd bien definida y es continua. Observemos que «,, esta
definida en [0,1] x [0,1 — 2], [1,1 4 5] x [0,1 — ], [1 4 5-,2] x [0,1 — %],
2,24 2] x[0,1— 2]y [2+ +,3+ 1] X [0,1 — ]. Ademds, observemos que a,
es continua en cada uno de estos conjuntos.

Para s =1,
Cnt+1)—t(2n+1)=1—1.
Para3:1+%,
(2nt +1)(1 + 1) t2n+1) = 1+ !
" 2n " B 2n
1
= 14+=—)(1—-t+t
(14 5)(1 =t +1)

= (1004 5) + 0+ )

Para s = 2,

1 t
1-8)2+t(1+—) = 2—t+—
(I-1)2+t(1+5-) +5-

t t
= (1 t—=)2+(— — 2nt).
(1+nt— )2+ (- = 2nt)
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Paras:2+%,

t 1 t 1
1+nt— )2+ =)+ (——2nt) = 2+=
(L4nt= )@+ )+ (- —2mt) = 24~

Entonces «,, es continua. Falta ver que estd bien definida, es decir, que
oy, (s,t) € 0,3+ 1]. Para ello, veamos lo siguiente.

Sea tg € [0,1—2+] un mimero fijo. Observemos que la funcion o, | 54 174 410y
es una funcién lineal en cada uno de los intervalos [0, 1], [1, 1+ 5-], [1+ 5=, 2],
2,2+ ]y [2+ %,3 4+ 1]. Ademds, tenemos que

Oén(o,t()) = Oa
&n(latO) = 1- th
1 1
an(l+ 2n 0) + 2n
(240) = 2—tg+ 2
Qp | 4, = - P
0 0 2n

Asf que, para un nimero fijo ¢, € [0,1 — 1], a,, manda linealmente al
intervalo [0, 1] sobre [0,1 — to], al intervalo [1,1 + 5-] sobre [1 — o, 1 + 5],
al intervalo [1 + 5-, 2] sobre [1 + 5-,2 — o + 2], al intervalo [2,2 + 2] sobre

2 —to+ 2,2+ 1] y al intervalo [2+ 2,3+ L] sobre [2+ 1,2+ L 4 (1 — ¢9)].

Por otro lado, puesto que —% <0<ty <1- %, se tiene que 0 < % <

1—ty < 1+%. Como ty < 1, tenemos que 0 < 1—tq. Asi que %(1—1&0) < 1—tp.
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Por tanto, 2— <1—t + ¢. Entonces,

1 to
1+— < 2—t¢ —
+2n 0+2n

1 to
< 1 1+ — —
+( +2n)+2n
< 24+ L + !
- 2n  2n
1
= 24 =
n
1
< 24—+ (1—1tp)
n
1
= 3+——1t
n
1
< 3+ -—.
n

Concluimos que, a,(s,t) < 3+ L para cada (s,t) € (0,34 2] x [0,1 — 2],
por lo que el contradominio de «, es [0,3 + %] Ademds, para un nimero
fijo tg, la funcién «,, es inyectiva en la primera coordenada. Observemos que
ap(s,t) < 24 L para cada s <2+ 1.

Ahora, consideremos la funcién 3, : [0,3 + =] x [1 — 1,1] — [0,3 + 1]
definida por

 Talon(s,1=4)1),  sise[0,2+ 1]
5”(5’t>_{ (1— )s+(2+%)t, sise2+1 3+ 2]

Puesto que a,,(s,1— 1) € [0,2+ 1], si s € [0,2+ %], tenemos que 3, estd
bien definida en [0, 2+ 1] x [1— <, 1]. Ademds, como ¥,, y av, son continuas, se
tiene que 3, es continua en [0,2+ 2] x [1—1 1] yen [2+ 2,34+ 1] x [1— 1 1].
Veamos que se pega bien.
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Paras:2+%,

1 1 1
U2+ =1—>),t) = U, (24 =t
@@+ 21— ), 8) = Va4 1)

= (1—t)(2n+1)+(2n+1)t+(1—2n+%)

1
- 24 =
n

= (1 —t)(2+%) +(2+ %)t.

Concluimos que j3,, es continua. Sea sy € [0,2 4 %] un nimero fijo. En-
tonces ay,(so, 1 — %) es un numero fijo. Asi que, por la propiedad de ¥,
Bulisoyx1—1,1) manda linealmente al intervalo [1 — 1.1] sobre el intervalo

[an(50> 1 - %)72 + %]

Observemos que si ty € [1 — +,1) es un nimero fijo, entonces /3, es una
funcién lineal cuando s varfa en [2 + &, 3 4 1]. Ademds,

5n(2+%,t0) = (1—t0)(2+%)+(2+%)t0
— 2+1a
n
y
Bu(3+ ) = (1= )3+ 1)+ (24 Dty

1

Por lo tanto, para un nimero fijo ty € [1 — %, 1), B,, manda linealmente
al intervalo [2+ %, 3+ 1] sobre [24 =, 2+ L + (1 —tg)]. Ademds, observemos
que, como 1 — % <ty £ 1, tenemos que 0 < 1 —¢t; < % Por lo tanto,

2—1—%§2—|—%—|—(1—t0)§2+%§3+%,paracadan22.

Por otro lado, para un nimero fijo ¢y € [1 — %, 1), tenemos que W, es
una funcién lineal, y por tanto inyectiva, en la primera coordenada. Ademds,
Qy, (s, 1— %) es inyectiva cuando s varfa sobre [0,2 + %] De aqui que 3, es

inyectiva en la primera coordenada.
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Consideremos ahora la funcién ¢, : [0,3 + 1] x [0,1] — [0,3 + %] dada
por
| an(s,t), site0,1— %],
Pals:t) = { B(s,t), sitel—1L1].

Puesto que o, y f3,, son continuas, entonces ¢, es continua en los con-
juntos cerrados [0,3 + 2] x [0,1 — 2] y [0,3 + 1] x [1 — £, 1]. Veamos que se
pegan bien.

Parat=1-— %, sea s € [0,2+ %] Por la primera propiedad que vimos de
v,,, tenemos que

1 1 1
Ba(s,1— E) = Uu(an(s,1— E)a 1- E)
= (s, 1— %)

Ademds, observemos que, para s € [2 + %, 3+ %] las funciones «, y 53,
coinciden. Concluimos que ¢,, estd bien definida y es continua.

Puesto que para cada t € [0,1) fija, av, y [3,, son inyectivas en la primera
coordenada, tenemos que ¢, también lo es.

Definamos ahora la funcién f, : ¢,p x [0,1] — ¢,p como f,(x,t) =
Lo (e (Ta(@), 1))

Puesto que T',,, ¢, v T'! son inyectivas en la primera coordenada para
cada nimero fijo ¢t < 1, tenemos que f, es inyectiva en la primera coorde-
nada para cada nimero fijo t < 1. Claramente f,, es continua. Veamos otras
propiedades de f,,.

(1) fu(z,1) = q para cada = € ¢,p.

En efecto,

fu(,1)



Ahora bien, si I',(2) € [0,2 4 %], entonces

L (B, (Ta(2), 1)) = T (Wa(on(Tn(@), 1 — %), 1))
= I,'(2+ %)
= q.
SiT,(z) € 2+ £,3+ %], entonces
O (B, Cale). 1)) = TM(24 )
= q.

Esto concluye la prueba de la propiedad (1).
(2) Sea t € [0,1). Entonces f,(z,t) € g,q siy s6lo si x € g,q.
Supongamos primero que f,(z,t) € ¢,q. Entonces ¢, (I', (), t) € [0, 2—1—%].

Sit e [0,1— 2], tenemos que ¢, (Iy(z),t) = a,(Ty(z),t) € [0,2+ £]. Ast
que I'y(z) <2+ % Se sigue que z € ¢,q.

Sit e [1—2,1), entonces 1—¢ > 0. Ademds, ¢, (T'n(z),t) = B, (Dn(z),t) €
0,2+ 1],

Ahora bien, si I',(x) > 2+ +, entonces existe s > 0 tal que z = (s,0) y
To(z) =2+21+s Astque 8,(Tn(z),t) = (1—t) 2+ L +s)+ (2+ 1)t =
(1—t)s+2+1 > 2++1. Esto contradice el hecho de que 3, (I, (z),t) € [0,2+1].
Concluimos que I',(z) < 2 + % Por lo tanto, x € ¢,q.

Supongamos ahora que z € g,q. Entonces ', (z) € [0,2 + =].

Site[0,1— 2] tenemos que ¢, (Cn(x),t)) = an(Cn(x),t) < 2+ 1. De
aqui que f,,(z,t) = T (a,(Th(2), 1)) € gag.

Site[l— 21 1), entonces
Pu(Ta(2),t) = B,(Tn(),1)



Concluimos que f,(z,t) € g,q. Esto concluye la prueba de la propiedad
(2).
(3) Sea t € [0,1). Entonces f, (z,t) = ¢ si y sélo si x = q.

Supongamos primero que f, (z,t) = ¢. Entonces T, (p,, (T () ,t)) = q.
Asi que ¢, (I'y () ,t) =T, (q) =2+ %

Sit e [0,1— 2], entonces ¢, (T'y (z),t) = oy (T (2),t). Como a, es
inyectiva en la primera coordenada, tenemos que I';, (z) = 2+ <. Puesto que
I',, es un homeomorfismo, = = q.

Site[1—11), entonces ¢, (') (2),t) = B, (T'n () ,t) . Puesto que 3,, es
inyectiva en la primera coordenada, se tiene que I',, (z) =2+ % Concluimos
que T = q.

Ahora, supongamos que x = q. Entonces f, (¢,t) =T, (¢, (Tn (q) , 1)) =
Lot (on (24 5:0)) =

Tt (an (2+1,6)) =T (2+ 1) =¢q, site0,1-
I (B, (2+5,8) =Tt (2+ 1) =¢q, sitel -2

Esto concluye la prueba de la propiedad (3).

1.
1).
(4) Sea t € [0,1). Entonces f,(z,t) € gp siy sélo si x € gp.

Se sigue de las propiedades (2) y (3) y de que, cuando ¢ es fija, f, es
inyectiva y va del arco g,p en el arco ¢,p.

(5) Si x € gp, entonces f,(z,t) = (1 —t)7 (z),0) = fn(z,t) para cua-
lesquiera n, m > 2.

Sea z = (s5,0). Entonces ', (z) =24+ L1 +se 2+ 1 3+ 1]

Supongamos que t < 1 — % Entonces,
fn(ajvt) = Fgl(an(rn(x%t))
1
= T (0n(2+ = +5,1))
n

= Y (1—-t)(2+ % +8)+(2+ %)t)

= Y1 —t)s+2+ %)
= ((1-1)s,0).
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La ultima igualdad es porque (1 —t)s +2+ L € [2+ 1 34 1]

Supongamos ahora que ¢ € [1 — 1, 1]. Entonces,

fn(‘r7t) - F;l(ﬁn(Fn(x),t))
LoYB,, 2+ % + 5,1))

= T Y1 -2+ % +38)+(2+ %)t)

= Y1 —t)s+2+ %)
= ((1—=1)s,0).

Concluimos que f,(z,t) = ((1 —t)s,0) para cada n > 2. Esto muestra la
propiedad (5).

Dada (z,t) € X x[0, 1], tomamos n € N tal que = € ¢,p. El punto f, (z,t)
pertenece a ¢,p. Entonces podemos considerar el arco f, (z,t)p C ¢,p.

Si x € ¢,q, por la propiedad (3), f, (z,t) € g.q. Asi que gp C f,, (x,t)p.
Por lo tanto, u(f, (x,t)p) > wn(gp) = long (7 (qp)) = 1. Considerando un
arco ordenado de f, (z,t) a f, (x,t)p, existe un subarco « de f, (z,t)p tal
que p (o) =ty a tiene a f, (z,t) como uno de sus extremos.

Por otro lado, si z € gp, sea s € [0, 1] tal que z = (s,0) . Por la propiedad
(5), fu(z,t) = ((1—1)s,0). Asf que pu(f, (z,t)p) = long (fo(z,t)p) =1 —
(1 —t)s. Ahora bien, como s,t € [0,1], entonces (1 —t) > (1 —t) s. Se sigue
que 1 — (1 —t)s > t. Concluimos que u (f, (x,t)p) > t. Considerando un
arco ordenado de f, (z,t) a f, (z,t) p, existe un subarco o de f, (x,t)p tal
que p (o) =ty « tiene a f, (z,t) como uno de sus extremos.

Definimos h : X x [0,1] — C'(X) de la siguiente manera. Dada (x,t) €
X x [0,1], tomamos n € N tal que = € ¢,p. El punto f, (z,t) pertenece a
¢np. Entonces podemos tomar el subarco a de f, (z,t) p de tal manera que
p(a) =ty tiene a f, (x,t) como uno de sus extremos. Definimos & (x,t) = a.

Por la Propiedad (5) de f,, tenemos que si x € ¢p, entonces f,(x,t) =
((1 = t)m(x),0). Asi que h(z,t) no depende de n cuando = € gp.
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Veamos algunas propiedades de h.
(1) Si@ € guyn y t <1— %, entonces

h(z,t) = 7 ([(1 — t)n(x), (1 — )7 (x) +t]).

En efecto, si z € ¢,y,, entonces I';,(x) € [0, 1]. Asi que

0, (Ln(x),t) = an(Th(z),t) = (1 =) (z) < 1.

De aqui que

falw, ) = T ((1 = O)Ta (@) = 7, (1 = )Tu(2)).

Se sigue que la primera coordenada de f,(z,t) es (1 —t)I',(z).

Como I',,(z) € [0, 1], entonces (1—t)I',(z) < (1—t). Asi que (1—¢)T',(z)+
t < 1. Por tanto,

(1 =)Tn(x), (1= t)n(z) +1] x {0} C pgy
p(1 =)0 (2), (1 =T (2) +1]) = .

Entonces, 7, ([(1 =), (z), (1 —1)T,(z) +1]) es un arco en ¢,y, que tiene
a f(z,t) como uno de sus extremos, estd contenido en el arco que une a p
con f(z,t) y p(m, ([(1 —t)Th(z), (1 — t)T,(z) + t])) = t. Esto muestra que
h(z,t) = 7, ([(1 = )Ty (), (1 — )Ty (x) +¢]).

(2)Siz €yppnyt <1-— %, entonces h(x,t) N y,pn # 0.

Como x € yypy, tenemos que I'y(z) = m,(2) € [1,1 + 5]. Por lo tanto,
On(Dn(), ) = an(Tn(x),t) € [1 —t,14 5=]. Asf que fo(z,t) estd en el arco
que une los puntos 7, (1 —t) y p,.

Si fu(z,t) € ynpn, entonces f,(z,t) € h(x,t) N y,p,. Supongamos que

fu(z,t) & yupn. Si v es el arco que une los puntos 7, (1 — t) y y,, entonces
mn(7y) = [1 — t, 1]. Por lo tanto, u(vy) = t.
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Si h(x,t) N y,pn = 0, entonces h(x,t) & v pues y, ¢ h(x,t). Concluimos
que p(h(z,t)) < p(y) = t. Lo cual contradice la definicién de h(z,t). Hemos
probado que h(z,t) N y,p, # 0 siempre que = € y,p, y t <1 — %

(3) Siz € puzy y t < 1—1 entonces h(z,t) = 0, ([(1—t)on(x)+ 2, (1—

Hon(z) + 1+ L))

En efecto, si x € p,z,, entonces o,(z) € [1 1+ 5-]. De aquf que ',y (z) =
2+ 1 —0,(z) € [l+5,2]. Por lo tanto, 1+ 5= <I‘ (x) < 2. De modo que

1

0,(Tp(2),t) = an(Tn(x),t) = (1 — )T (z) + t(1 + 2n) 2.
Asi que
fulet) = TR0 = 00u(a) + 10+ 5-)
_ ol % (AT 1 )
] 1 1

= 0, 2+ - = (1= )2+~ —on(@) — 1+ 5-))
= (@ )= () (1= D)oa(a) 11+ )
= oM (1 = t)on(z) + (2 + % —1- %))
= o, (1 = t)ou(x) +t(1 + i)) € qPn-

2n

Concluimos que la primera coordenada de f,,(z,t) es (1 —t)o,(z) +t(1+

2n) < 1+ 5-. La tltima desigualdad se cumple al ser f,(x,t) un punto de

qPn.

Ahora bien, 0 < (1 —t)o,(x) +
Entonces,

L < (I=t)on(z) +t(1+5) <1+ 5

[(1—t)0n($)+%7(1—t) n(2) + {1+ 5 )] {0} < 0,1+ ] {0}y

Ly =

long([(1 = t)on(z) + %, (1—t)on(z) +t(1+ 5
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Por lo tanto, 0, *([(1 — t)on(x) + 5=, (1 — t)on(x) + (1 4 5)]) es un arco
contenido en el arco que une a p con f,(z,1), que tiene a f,(z, ) como uno de
sus extremos y es tal que p(o, ([(1=t)oy (@) 455, (1—t)o, (x )—i—t(l—i—%)])) =t.

Esto muestra que

h(z,t) = o ([(1 = t)on(z) + % (1= t)on(@) +t(1 + %)}).

(4) Siz € z,q y t <1— %, entonces h(z,t) N z,q # 0.

En efecto, si z € z,q, entonces ', () € [2,2+=]. Porlo tanto, ¢, (Tn (), t) =
a,(Tn(z),t) € 2 —t+ 2£,2 4+ L]. Notemos que 1 — o= > ¢ (1 — 5) , asf que
2—t+ £ > 1+ 5. De aquf que f,(z,t) = ')} (an(T'y(2), 1)) estd en el arco
que une al punto I';1(2 — ¢ + %) con ¢ y dicho arco estd contenido en gp,.

Ahora bien, si f,,(z,t) € z,q, entonces f,(x,t) € h(z,t)Nz,q. Supongamos
que fn(x,t) ¢ z,q. Observemos que 2 —l—% > 2+ % > 2+ £ > 2. Como
on (20) = £, T (22) = 2, ast que T, 12+ 55) € g2,

Sea v el arco que une los puntos I';'(2 — ¢t + 5=) y T','(2 + 5-). Notemos
que

t 1 t 1 t
o2 —t 24— —(2—t 4+ = — —
2t o) =0 (2 (2t ) = o - o)
Y t 1 t 1 t
12 =0 '2+=-—(2 ] (p—
24 )=t 24 s - 2k ) =or i - o)
Por lo tanto, 7(y) = [ — 5, t+ 2 —£]. Asf que long ([t — &, t+1—L]) = ¢.

Concluimos que pu(y) = t.

Si h(z,t) N z,q = 0, entonces h(x,t) & v pues I (2 + &) ¢ h(x,t).
Concluimos que p(h(z,t)) < p(y) = t. Esto contradice la definicién de h(z, t).
Hemos probado que h(z,t) N z,q # ) siempre que = € z,q y t <1 — %

(5) Si x = (s,0) € pg, entonces h(z,t) =[(1 —1t)s, (1 —1t)s+t] x {0}.

En efecto, si = (s,0), tenemos que f(z,t) = ((1 —t)s,0). Observemos
que [(1—1)s, (1 —1)s+t] x {0} es un arco que tiene a f(z,t) como uno de sus
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extremos, contenido en pf(z,t) y es tal que pu([(1—1)s, (1—t)s+t] x{0}) = t.
Esto prueba que

h(z,t) =[(1 —t)s, (1 —t)s +t] x {0}.
Observemos que, por la propiedad (1), h(z,1) = [0,1] x {0} = ¢gp para
cada = € gp.
(6) h es continua.
Sean (z,t) € X x [0,1] y ((zn,t,)),—, una sucesién de X x [0, 1] tales que
lim(z,,t,) = (z,t). Supongamos que existe A € C'(X) tal que lim h(z,,t,) =
A. Veamos que A = h(x,t).

Puesto que p(h(z,,t,)) = t, y p es continua, tenemos que u(A) =
lim pu(h(x,, t,)) = limt, = t.

Consideremos tres casos.
Caso 1) z € qrq \ {¢q} para algin k > 2.

En este caso, puesto que gxq\ ¢ es un conjunto abierto de X y limz,, = z,
existe N > 2 tal que, para cada n > N, se tiene que z,, € ¢xq \ ¢

Puesto que fj es continua, tenemos que lim fi(z,,t,) = fr(z,t). Ademds,
puesto que fi(xp,t,) € h(zn,t,) para cada n > N, se tiene que fi(x,t) € A.

Concentrémonos en el arco gip. Notemos que fi (z,,t,) C qxp para toda
n > N. Como lim fy(x,,t,) = fe(z,t), entonces im pfr(z,,tn) = pfe(x,t).
Y, dado que h(z,,t,) C pfr(x,,t,) para cada n > N, por el Lema 1.28,
concluimos que A C pfi(x,t).

Hemos mostrado que A es un arco contenido en el arco pfi(z,t) y, como
fr(x,t) € A, entonces fi(x,t) es uno de los extremos de A. Ademds, u(A) = t.
Esto muestra que h(x,t) = A.

Caso 2) = € gp.

En este caso, sea x = (s,0). Tomando subsucesiones si es necesario, te-
nemos los siguientes subcasos.
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Caso 2.1) z,, € gp para cada n € N.

Para cada n € N, sea s, € [0, 1] tal que z,, = (s,,0). Entonces lim s,, = s.
Ademds, por la propiedad 5) de h, tenemos que h(z,,t,) = [(1 — t,)S,, (1 —
tn)sn + tn] x {0}.

Dado que limt,, =t y lims,, = s, se tiene que lim(1 —t,)s, = (1 —t)s y
lim((1 —¢,)sn + t,) = (1 —t)s + ¢. Entonces,

A = lmh(z,,t,)
= Um[(1 —t,)sn, (1 — t,)sn + t,] x {0}
= [(1—=1t)s, (1 —1t)s+t] x {0}
h(z,t).

Caso 2.2) z,, ¢ qp para cada n € N.
Entonces, para cada n € N, existe k, > 2 tal que z,, € Ay, U Bg, C qx,p-

Six = q y existe ng € N tal que k,, = k,, para una infinidad de nidmeros
n, podemos suponer que k = k, para cada n € N. Puesto que f; es continua,
tenemos que lim fy(x,,t,) = fe(q,t) = q. Ademds, puesto que fi(z,,t,) €
h(zn,t,) para cada n > N, se tiene que ¢ = fx(q,t) € A.

Por otro lado, como lim fy(x,,t,) = fi(q,t) = g, entonces, como todo
ocurre en el arco pgg, im pfi.(x,, t,) = pfe(q,t) = gp. Y, dado que h(z,,t,) C
pfr(xn, t,) para cada n € N, por el Lema 1.28, concluimos que A C pg.

Hemos mostrado que A es un arco contenido en el arco pq y, como g € A,
entonces ¢ es uno de los extremos de A. Ademds, p(A) = t. Esto muestra
que h(q,t) = A.

Supongamos que x #* ¢. Si existe ny € N tal que k, = k,, para una
infinidad de nidmeros n, podemos suponer que k = k, para cada n € N.
Entonces z,, € qq; para una infinidad de nimeros n. Como lim x,, = x, del
Lema 1.27 se sigue que = € qqi. Pero ¢ € qp \ {q}. De esta contradiccién
podemos suponer que k, # k,, para cada par de nimeros distintos n, m € N.
Entonces, si z # q o (v = q y k, # k,, para cada par de nimeros distintos
n,m € N), tenemos que lim k,, = co. Por lo tanto, lim g, p = ¢p. Entonces,
como h(z,,t,) C qx,p para cada n € Ny lim g, p = qp, tenemos que A C gp.
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Ahora bien, si t = 1, como u(A) =t =1y p(gp) = 1, concluimos que
A=gp=h(x,1).

Supongamos que t < 1. Entonces existe N € N tal que ¢t < 1 — ki para
cada n tal que k, > N. Mds atn, puesto que limt¢,, = ¢, podemos suponer
quetn<1—% Sl—éparacadantalqueknzj\f.

Tomando subsucesiones si es necesario, tenemos cuatro casos.
a) T, € qx, Yk, para cada n € N tal que k, > N.

En este caso, por la propiedad (1), tenemos que

h(wp, tn) =T, (=t (@n), (1 — )7 (2n) + t]).

Puesto que 7 es continua, tenemos que lim 7(z,) = 7(x). Por lo tanto,

m(1 —t,)m(x,) = (1—O)7w(z)=1—1t)sy
Im((1 —t,)m(z,) +t,) = (1—1t)s+t.

Asi que

Mm[(1 — t)7(zn), (1 — tp)7(zn) + ] = [(1 —t)s, (1 — t)s + 1]

Concluimos, como 7(h(x,,t,)) = [(1 — t,)7(z,), (1 — t,)7(2,) + ta], que

A = 7(A) x{0}
= lm (7(h(zn, 1,)) x
= 1m ([(1 = tn)m(zn), (1 = tn)m(20) + n] x {0})
= [1=1)s, (1 =1)s +1] x {0}
= h(z,1).

{0})
(1-

b) x, € y,pr, para cada n € N tal que k, > N.

En este caso, como lim yx, pr, = {p}, tenemos que = = p. Ademds, por
la propiedad (2), tenemos que h(x,,t,) N yr, pr, 7 0 para cada n tal que
k, > N. Entonces, se sigue del Lema 1.30 que A N {p} # 0. Es decir, p € A.
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Concluimos que A es un arco contenido en pq tal que p € Ay u(A) =t.
Es decir, A = [1 —t,1] x {0} = h(p, ).

c) T, € p, 2k, para cada n € N tal que k, > N.

En este caso, por la propiedad (3), tenemos que

t 1

DT (1 —=t)og, (z) +t(1 + =—)]).

h(z,t) = o ([(1 = t)op, (z) + 2k,

Puesto que 7 es continua, tenemos que lim 7 (z,,) = 7(x). Por lo tanto,

Um((1 — tn)og, (zn) + 2%) = Um((1 = t,)7(z,) + 2%)
= (1-1)s
y
lm((1 = £a)o, () + ta(1 4+ 310)) = Bn((1 = t)7(an) + ta(1 4 510))
= (1—-t)s+t.

Asi que

HUm[(1—t,)o, (2n)+——, (1—t,) ok, (2,) +ta(1+

1
e’ )] = [(1—t)s, (1—t)s+1].

2k,

Concluimos, como 7(h(z,,t,)) = [(1 —t)ok, (x,) + thn, (1 —tn)ok, (x,) +
to(1+ ﬁ)], que

A = 7(A) x {0}
= lm (7 (h(z,,t,)) x {0})
= lim ([(1 — t)oy, (x,) + 2% (1 —ty)ok, (x,) + t,(1 + L)] X {0})

2k,
= [(1-1t)s, (1 —1t)s+1t] x {0}
= h(x,t).

d) x, € z,q para cada n € N tal que k, > N.
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En este caso, como lim z;, ¢ = {q}, tenemos que x = ¢. Adem4s, por la
propiedad (4), tenemos que h(z,,t,) Nz, q # 0 para cada n tal que k, > N.
Entonces, se sigue del Lema 1.30 que AN {q} # (. Es decir, g € A.

Concluimos que A es un arco contenido en pq tal que ¢ € Ay u(A) =t.
Es decir, A = [0,t] x {0} = h(q,1).

Esto termina la demostracién de que h es continua.
7) h es inyectiva en X x [0, 1).

Sean (z,s), (y,t) € X x [0,1) tales que h(x,s) = h(y,t). Entonces s =
p(h(z, 5)) = p(h(y,t)) =t.

Supongamos que = € ¢,p ¥ Y € gnp. Puesto que h(z,t) = h(y,t), por la
definicién de h, tenemos que f,(z,t) = fn(y,t). Si n = m, entonces x = v,
pues f, es inyectiva en la primera coordenada para el nimero fijo t.

Supongamos que n # m. Puesto que f,(z,t) = f.(y,t), se tiene que
falz,t), fm(y,t) € gp. Por la propiedad (4), de f,, y fm, tenemos que x,y € gp.
Como f,(x,t) = fi(y,1), se tiene que ((1 — t)7(x),0) = fu(z,t) = fin(y,t) =
((1 —=t)m(y),0). Dado que ¢t < 1, concluimos que 7(z) = 7(y). Como z,y €
gp C R x {0}, tenemos que = = y. Hemos probado que (z,s) = (y,t). Esto
prueba que h es inyectiva en X x [0, 1).

8) h(z,t) =qpsiysélosit=1.

Sea r € X y supongamos que = € ¢,p, para algin n > 2.

Si z € gp, por la propiedad (1) de f, tenemos que h(z,1) = gp.

Supongamos que x € ¢,q. Entonces, por la propiedad (1) de f,, tenemos
que fn(x,1) = q. Asi que h(x, 1) es un arco  contenido en gp tal que p(y) = 1.
Es decir, h(z,1) = gqp.

Supongamos que t < 1y x # q. Si x € ¢,q, entonces f,(z,t) € g,q por la
propiedad (2) de f,,. Ademas, por ser f, inyectiva en la primera coordenada

para el numero fijo ¢, tenemos que f,(x,t) # ¢ por la propiedad (3) de f,.
Concluimos que h(z,t) € gp. Por tanto, h(x,t) # gp.
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Si x € qp, entonces f,(x,t) € gp por la propiedad (4) de f,. Por ser f,
inyectiva en la primera coordenada para el nimero fijo t < 1, tenemos que
fo(z,t) # q por la propiedad (3) de f,. Concluimos que h(x,t) & gp. Por
tanto, h(x,t) # qp.

Si z = ¢, entonces h(q,t) es un arco o contenido en pg que tiene a ¢
como uno de sus extremos. Asi que p(a) =t < 1 = u(pg). Por lo tanto,
h(q,t) & pqy h(q,t) # pq. Esto concluye la prueba de la propiedad (8).

Hemos mostrado que A cumple las condiciones del Lema 1.69. Por lo
tanto, X es un continuo cono-encajable en C'(X). W

Entonces, tenemos un ejemplo de un dendroide no suave que no es cono-
encajable y un ejemplo de un dendroide no suave que sf es cono-encajable.
Observemos ademads que el encaje para el cono de la chafaldrana fue hecho de
manera que los niveles de la forma X x {t} van a dar a niveles de Whitney.
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Capitulo 5

Problemas y Preguntas
Abiertas

En este capitulo presentamos los problemas y preguntas abiertas que se
fueron presentando a lo largo del trabajo. Ademds, incluimos otras preguntas
asf como algunos comentarios acerca de ellas.

Con respecto a si la propiedad de ser cono-encajable se hereda a alguno
de sus hiperespacios y viceversa, tenemos las siguientes preguntas.

Problema 5.1 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C (X), sserd cierto que C' (X) es un continuo cono-
encajable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C (C (X)) ?

Si X es un continuo localmente conexo, por [9, Teorema 3.6] se tiene
que C (X) es un continuo suave por arcos (en cada uno de sus puntos). Se

sigue del Teorema 4.18 que C'(X) es un continuo cono-encajable ordenado
en C (C (X)).

Problema 5.2 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encagjable ordenado) en C (X)), sserd cierto que C,, (X) es un continuo cono-
encajable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C (C,, (X)) para al-
gunmn > 2%
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Por [38, Teorema 3.9], si X es localmente conexo, entonces C,, (X) es un
suave por arcos, (en cada uno de sus puntos) para cada n > 2. Se sigue
del Teorema 4.18 que C,, (X) es un continuo cono-encajable ordenado en
C(Cy (X)) para cada n > 2.

Problema 5.3 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encagjable ordenado) en C (X), sserd cierto que I, (X) es un continuo cono-
encagjable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C (F, (X)) para al-
gunn > 3¢

Problema 5.4 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C(X), sserd cierto que 2% es un continuo cono-
encajable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C (QX) ¢

En [2, Teorema 1] y [3, Teorema 3.2], D. W. Curtis y R. M. Schori mues-
tran que si X es un continuo localmente conexo, entonces 2% es homeomorfo
al cubo de Hilbert @, el cual, por el Teorema 2.13, es cono-encajable en
C (Q). De aquf que, si X es un continuo localmente conexo, entonces 2% es
un continuo cono-encajable en C' (2X )

Ademss, podemos preguntarnos si un continuo X es cono-encajable en
C' (X) siempre que uno de sus hiperespacios lo es.

Problema 5.5 Dado un continuo X, si F,,(X) es un continuo cono-encajable
(respectivamente cono-encajable ordenado) en C(F, (X)) para algin n > 2,

sserd cierto que X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encagjable ordenado) en C(X)?

Problema 5.6 Dado un continuo X, si Cp,(X) es un continuo cono-encajable
(respectivamente cono-encajable ordenado) en C(C,,(X)) para algin n > 2,

sserd cierto que X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C(X)?
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Si X es localmente conexo y n > 2, se sabe ([38, Teorema 3.9]), que
C, (X) es un suave por arcos y por tanto (Teorema 4.18) es un continuo
cono-encajable ordenado en C' (C), (X)). Asi, surge la siguiente pregunta.

Problema 5.7 Si X es un continuo localmente conexo, sserd cierto que X
es un continuo cono-encajable en C' (X)? sSerd cierto que X es un continuo
cono-encagjable ordenado en C (X)?

Una pregunta natural que surge al estudiar si la propiedad de ser cono-
encajable es heredada a algin espacio, es la siguiente.

Problema 5.8 ;Ser cono-encajable es
(a) una propiedad de Whitney?
(b) una propiedad reversible de Whitney?

De [9, Teorema 5.4], tenemos que si X es un dendroide suave, entonces
todos sus niveles de Whitney son suaves por arcos y por el Teorema 4.18, son
cono-encajables.

Vimos en la Subseccién 2.5.1 que el producto de continuos cono-encajables
(ordenados) es un continuo cono-encajable (ordenado). Podemos pregun-
tarnos si se cumple el regreso. Es decir,

Problema 5.9 Si X = HX” es un continuo cono-encajable en C(X),
n=1
sserd cierto que X,, es un continuo cono-encajable para cada n € N?

n

Problema 5.10 S§i X = HXi es un continuo cono-encajable en C(X),
i=1
sserd cierto que X; es un continuo cono-encajable para cada i € {1,2...,n}?

Con respecto a las compactaciones del rayo, de la unién de dos rayos y
de la recta real, tenemos las siguientes preguntas.
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Problema 5.11 ;FEuxistird una compactacion del rayo X, con un triodo sim-
ple como residuo, que sea un continuo cono-encajable en C (X)?

Maés atin, tenemos el siguiente problema.

Problema 5.12 57 X es una compactacion del rayo con una grifica finita
como residuo que es un continuo cono-encajable en C (X), sserd cierto que
X es una compactacion con un arco o una circunferencia como residuo?

Preguntas andlogas si tienen para compactaciones de la unién de dos rayos
o de la recta real.

Problema 5.13 ;FExistird una compactacion de la union de dos rayos X,

con un triodo simple como residuo, que sea un continuo cono-encajable en
C(X)?

Problema 5.14 §i X es una compactacion de la union de dos rayos con
una grafica finita como residuo que es un continuo cono-encajable en C' (X),
gserd cierto que X es una compactacion con un arco o una circunferencia
como residuo?

Problema 5.15 ;FExistird una compactacion de la recta real X, con un tri-
odo simple como residuo, que sea un continuo cono-encajable en C' (X)?

Problema 5.16 Si X es una compactacion de la recta real con una grifica
finita como residuo que es un continuo cono-encajable en C (X), sserd cierto
que X es una compactacion con un arco o una circunferencia como residuo?

Finalmente, podemos preguntarnos si, dado un contino X, Cono (X)
puede ser encajado en el hiperespacio C' (Y') para algin continuo Y. Es decir,

Problema 5.17 Sea X un continuo de dimensionn finita. ;FExiste un con-
tinuo Y de dimension finita tal que X es cono-encajable en C (Y')? Es decir,
sexiste un encaje h : Cono (X) — C (V) tal que h (x,0) € Fy (Y), para cada
reX?
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