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Introducción

Un continuo es un espacio métrico compacto conexo y no vacío. Dado
un continuo X podemos considerar su cono, denotado por Cono(X); como
el espacio cociente que se obtiene cuando, en el producto cartesiano X �
[0; 1]; se identi�ca el conjunto X � f1g en un solo punto. El hiperespacio de
subcontinuos de X es el espacio C(X) que se de�ne como C(X) = fA �
X : A es un subcontinuo de Xg: A C(X) se le considera con la Métrica de
Hausdor¤.

En el estudio del hiperespacio C(X) se ha observado que éste contiene
estructuras similares a las del Cono(X): Se sabe que en C(X) se pueden dar
arcos ordenados desde los conjuntos de la forma fpg hasta el elemento X de
C(X): Estos arcos se parecen a los arcos de la forma fpg � [0; 1] del cono.
Por otra parte, los niveles de Whitney de C(X); en algunos continuos, se
parecen a los niveles de la forma X�ftg del cono. Para entender mejor estas
semejanzas, se pueden leer las secciones 7 y 80 de [16] y el Capítulo 8 de [29].

El problema de determinar cuándo Cono(X) es homeomorfo (o topológi-
camente equivalente) a C(X), es un problema clásico de la teoría de hiperes-
pacios y ha sido estudiado ampliamente, desde 1972, por varios autores. Para
el caso en que la dimensión de C(X) es �nita, el problema está prácticamente
resuelto. En los artículos [28] y [35], apoyándose de todo lo que se había hecho
previamente, se da una respuesta muy completa a este problema, el cual tiene
una solución casi exacta porque los continuos que satisfacen dicha propiedad,
en realidad no son demasiados. Esto se debe a que, en general, C(X) es mucho
mayor (en términos de dimensión) que Cono(X):

Diremos que un continuo X es cono encajable en C (X), si existe un
encaje h de Cono(X) en C(X) tal que h(p; 0) = fpg para cada p 2 X:
También diremos que X es cono encajable ordenado en C (X), si existe un
encaje h como el mencionado que, además tiene la propiedad adicional de
que h(p; s)  h(p; t) cuando p 2 X y s < t:

Por nuestra experiencia en el estudio de los hiperespacios, sabemos que la
clase de los continuos cono-encajables es mucho más amplia que la clase de
continuos cuyo cono e hiperespacio son homeomorfos. El problema esencial
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que trabajamos es el de determinar los continuos que tienen las propiedades
de ser cono-encajable o bien cono-encajable ordenado.

El problema que indicamos, fue planteado en el Primer Taller de Inves-
tigación en Continuos e Hiperespacios organizado por el A. Illanes en la
ciudad de Puebla, en julio de 2007. Agradezco a las personas que estuvieron
trabajando en él durante esas dos semanas, pues surgieron varias ideas para
atacarlo. En dicho taller, logramos probar que las dendritas (continuos local-
mente conexos sin curvas cerradas simples) son continuos cono-encajables
ordenados. Más adelante, logramos probar que los abanicos suaves y al-
gunos subcontinuos de los conos de espacios métricos compactos, también
son continuos cono-encajables ordenados. Usando esas ideas y con mucho es-
fuerzo, demostramos que los continuos suaves por arcos son continuos cono-
encajables ordenados, resultado que probamos aquí en el Capítulo 4. Aunque
la prueba es larga y tiene muchos detalles, representa las ideas geométricas
que nos dieron la clave de la demostración.

Por otro lado, creíamos que dentro de la familia de los dendroides (con-
tinuos arcoconexos y hereditariamente unicoherentes), los dendroides suaves
eran los únicos continuos cono-encajables. En varios ejemplos de dendroides
no suaves, logramos probar que no eran cono-encajables. Sin embargo, con-
trario a nuestra intuición, y después de convencernos y desconvencernos varias
veces, demostramos que el continuo de la siguiente �gura, al cual le llamamos
la chafaldrana, es un continuo cono-encajable.

La chafaldrana es un continuo
cono-encajable
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Respecto a las compactaciones, en [28] y [35], en particular, se caracteri-
zaron a los continuos cuyos cono e hiperespacio son homeomorfos, dentro de
las compactaciones del rayo y de la recta real con un arco o una circunferencia
como residuo. En el Capítulo 3, extendemos esos resultados a los continuos
cono-encajables y, además, caracterizamos a los continuos cono-encajables
dentro de las compactaciones de la unión de dos rayos con un arco o una
circunferencia como residuo.

Además, en esta tesis presentamos, en el Capítulo 2, resultados sobre las
propiedadesque deben tener los continuos cono-encajables y sobre cuándo la
propiedad de ser cono-encajable es heredada a subespacios, hiperespacios o
productos.

Aún quedan algunas preguntas que se nos presentaron y que no pudimos
resolver, las cuales están planteadas a lo largo de la tesis así como en el último
capítulo.
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Capítulo 1

Nociones Preliminares

En este capítulo presentamos una serie de conceptos y resultados que
usaremos a lo largo de la tesis. Nuestro objetivo principal es enlistar los
conceptos y resultados generales a los cuales más adelante haremos referencia.

1.1. Acuerdos

Si A es un subespacio de un espacio topológico X, entonces clX(A),
frX(A), intX(A) y extX(A) denotan la cerradura de A en X; la frontera
de A en X, el interior de A en X y el exterior de A en X, respectivamente.
Recordemos que

frX(A) = clX(A) \ clX(X � A)

y
extX (A) = intX (X n A) :

Una vecindad de un punto p 2 X, es un conjunto que tiene a p en su interior.

Dado un espacio métrico X con métrica d; denotamos como Bd(r; x) a la
bola abierta centrada en x 2 X con radio r. Además, dado un subconjunto
no vacío y acotado A de un espacio métrico (X; d); de�nimos el diámetro de
A como

di�amd(A) = supfd(x; y) : x; y 2 Ag:
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Si no causa confusión usaremos simplementeBd(r; x) = B(r; x) y di�amd(A) =
di�am(A):

Dado un espacio métrico X con métrica d y un subconjunto no vacío A
de X; de�nimos la distancia del punto p 2 X a A como

d(p;A) = ��nffd(p; a) : a 2 Ag:

De la misma manera, de�nimos la distancia entre dos subconjuntos no vacíos
A y B de X como

d(A;B) = ��nffd(a; b) : a 2 A y b 2 Bg:

La aplicación (A;B) �! d(A;B) no es una métrica para el espacio de sub-
conjuntos de X: Recordemos que si dos subconjuntos A y B tienen un punto
de acumulación común, entonces d(A;B) = 0: Por otro lado, si d(A;B) = 0
no necesariamente es cierto que A y B tengan un punto de acumulación
común, basta considerar, en R2; el eje x y la hipérbola f(x; 1=x) : x > 0g.
Recordemos, sin embargo, que si A y B son compactos y ajenos, entonces
d(A;B) > 0:

Dados dos subconjuntos no vacíos A y B de un espacio topológico X,
diremos que
(1) A y B están separados en X si clX(A) \B = ; y clX(B) \ A = ;;
(2) A y B forman una separación de X si A y B están separados en X y

A [B = X;
(3) C separa a A y B enX si A\B = ; y existen dos conjuntos separados,

U y V; en X; tales que X n C = U [ V , A � U y B � V:
Recordemos que la frontera de un conjunto separa al interior y al exterior

de dicho conjunto.

Denotaremos por I al intervalo cerrado [0; 1] con su topología usual. Un
arco es un espacio homeomorfo a I: Si L es un arco y � : I �! L es un
homeomor�smo, los puntos �nales de L son �(0) y �(1): Además, hay un
orden en L inducido por � : x � y si y sólo si ��1(x) � ��1(y) para cada
x; y 2 L: Una curva � es un espacio homeomorfo a la unión de tres arcos que
se intersectan, por pares, sólo en sus puntos �nales.

Diremos que un espacio topológico es no degenerado si contiene más de
un punto. En caso contrario, el espacio será degenerado.
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1.2. Resultados Básicos

En esta sección presentamos algunos de los resultados básicos que serán
utilizados en este trabajo. Comenzaremos con un lema conocido. La demostra-
ción se puede encontrar en [8, Teorema 1.53 (5)].

Lema 1.1 (Lema de las Orejas). Sean X un espacio topológico conexo y
C un subconjunto conexo de X: Si X n C = M [ N con M y N conjuntos
separados en X; entonces M [ C y N [ C son conexos.

Lema 1.2 Sea U un conjunto abierto y conexo de un espacio topológico X:
Sea A un conjunto cerrado de X con interior vacío. Si cada punto de A tiene
una base de vecindades � tal que, para cualquier B 2 �; B n A es conexo,
entonces U n A es abierto y conexo en X.

Demostración. Para ver que U n A es abierto en X, observemos que es
la intersección de los conjuntos abiertos U y X n A:

Ahora, supongamos que U nA no es conexo. Así que existen conjuntos no
vacíos, abiertos y ajenos V y W de X; tales que U nA = V [W: Veamos que

U = (clX(V ) [ clX(W )) \ U:

Claramente (clX(V )[clX(W )) \ U � U: Tomemos p 2 U: Si p =2 A; entonces
p 2 V [ W � clX(V )[ clX(W ) y, por tanto, p 2 (clX(V )[clX(W )) \ U:
Si p 2 A; como intX(A) = ;; para cada abierto B de X que contiene a
p se tiene que B * A: Dado un abierto cualquiera B que contenga a p;
se tiene que B \ U * A; así que (B \ U) \ V 6= ; o (B \ U) \ W 6= ;:
Concluimos que p 2 clX(V [ W ) = clX(V )[ clX(W ) y, en consecuencia,
p 2 (clX(V )[clX(W )) \ U: Hemos probado que U � (clX(V )[clX(W )) \ U
y por tanto U = (clX(V )[clX(W )) \ U: Notemos que clX (V ) \ U 6= ; y
clX (W ) \ U 6= ;, pues ; 6= V � clX (V ) \ U y ; 6= W � clX (W ) \ U:

Si clX(V )\U\clX(W ) = ;; entonces clX(V )\U y clX(W )\U forman una
separación de U lo cual contradice que U sea conexo. De aquí que clX(V ) \
U\clX(W ) 6= ;: Tomemos un punto q 2 clX(V ) \ U\clX(W ): Veamos que
q 2 A: De no ser así, q 2 U n A = V [ W: Sin pérdida de generalidad,
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supongamos que q 2 V: Entonces existe un abierto B = V tal que q 2 B �
V � X n W: Pero esto contradice el hecho que q 2 clX(W ): Por lo tanto
q 2 A: Consideremos la base � tal que para cualquier B 2 �; q 2 B y
B n A es conexo: Sea B 2 � tal que B � U: Como q 2 clX(V ); se tiene que
B\V 6= ;: Análogamente B\W 6= ;: Por tanto, B\V y B\W son abiertos
ajenos no vacíos cuya unión es B nA; lo cual contradice que B nA es conexo.
Esto concluye la prueba. �

Un espacio X es localmente conexo si para cada punto p 2 X y todo
conjunto abierto U de X que contiene a p; existe un conjunto abierto y
conexo C de X; tal que p 2 C � U: Observemos que en un espacio localmente
conexo, cada punto tiene una base de vecindades conexas. Recordemos que en
un espacio localmente conexo, las componentes de los subconjuntos abiertos
son abiertas ([40, Teorema 27.9]).

De�nición 1.3 Dados un espacio topológico X y un punto p 2 X; de�nimos
la casi componente de p en X como el conjunto

Qp =
\
fE � X : E es abierto y cerrado en X y p 2 Eg:

Se sabe que la componente de p está contenida en su casi componente ([10,
Teorema 9.2.4]). El siguiente resultado dice un caso para el que se cumple la
otra contención y, por tanto, la igualdad.

Teorema 1.4 En un espacio topológico métrico y compacto, las componentes
y las casi componentes son las mismas.

La demostración se puede encontrar en [10, Teorema 9.2.4].

Si X y Y son espacios métricos y f : X �! Y es una función, sabemos
que f es continua si y sólo si para punto x 2 X y cada sucesión (xn)

1
n=1 en

X tales que l��mxn = x; se tiene que la sucesión (f (xn))
1
n=1 converge en Y

y l��m f (xn) = f (x) : En espacios métricos compactos, basta encontrar una
subsucesión de la sucesión de imágenes que converja a la imagen del límite,
como vemos en el siguiente lema.
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Lema 1.5 Sean X y Y espacios métricos y compactos. Dada una función
f : X �! Y; las siguientes a�rmaciones son equivalentes.
(a) f es continua;
(b) para cada x 2 X y cada sucesión (xn)

1
n=1 en X tales que l��mxn = x; se

tiene que para cualquier subsucesión convergente (f (xnk))
1
k=1 de (f (xn))

1
n=1,

l��m f (xnk) = f (x) ;
(c) para cada x 2 X y cada sucesión (xn)

1
n=1 en X tales que l��mxn =

x; existe una subsucesión convergente (f (xnk))
1
k=1 de (f (xn))

1
n=1, tal que

l��m f (xnk) = f (x) :

Demostración. Sea d una métrica para Y: Veamos que (b) es equivalente
a (a) y (c).

(a) implica (b) es clara.

(b) implica (a). Sean x 2 X y (xn)
1
n=1 una sucesión en X tales que

l��mxn = x: Supongamos que (f (xn))
1
n=1 no converge a f (x) : Entonces existe

� > 0 tal que G = fn 2 N : d (f (x) ; f (xn)) � �g es in�nito. Ordenemos los
elementos de G en una sucesión n1 < n2 < ::: . Como Y es compacto, existen

una subsucesión
�
f
�
xnkj

��1
j=1

de la sucesión (f (xnk))
1
k=1 y un punto y 2 Y

tales que l��m f
�
xnkj

�
= y: Por (b) y = f (x) : Esto es absurdo pues, para

cada j 2 N; d
�
f (x) ; f

�
xnkj

��
� �: Concluimos que (f (xn))1n=1 converge a

f (x) y, por tanto, que f es continua en x:

(b) implica (c). Sean x 2 X y (xn)
1
n=1 una sucesión en X tales que

l��mxn = x: Consideremos la sucesión (f (xn))
1
n=1 de Y: Por la compacidad

de Y; existe una subsucesión convergente (f (xnk))
1
k=1 de (f (xn))

1
n=1 : En-

tonces, l��m f (xnk) = f (x) : Hemos encontrado una subsucesión (f (xnk))
1
k=1

de (f (xn))
1
n=1 convergente, tal que l��m f (xnk) = f (x) :

(c) implica (b). Sean x 2 X y (xn)
1
n=1 una sucesión en X tales que

l��mxn = x: Consideremos la sucesión (f (xn))
1
n=1 de Y y sea (f (xnk))

1
k=1 una

subsucesión convergente de (f (xn))
1
n=1. Sea y = l��m f (xnk) : Como l��mxn =

x; tenemos que l��mxnk = x: Entonces, (xnk)
1
k=1 es una sucesión en X tal que

l��mxnk = x: Por (c), existe una subsucesión
�
xnki

�1
i=1

de (xnk)
1
k=1 tal que

l��m f
�
xnki

�
= f (x) : Concluimos que y = l��m f (xnk) = f (x) : �
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Usaremos este lema, demostrando (c), para veri�car la continuidad de
algunas funciones.

1.3. Continuos e Hiperespacios

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío. Dare-
mos algunos resultados relacionados con continuos. Éstos serán utilizados en
capítulos posteriores. Denotaremos por X a un continuo con métrica d:

1.3.1. Hiperespacios y Métrica de Hausdor¤

Dado un continuo X de�nimos los siguientes hiperespacios de X :

2X = fA � X : A es cerrado en X y A 6= ;g;
C(X) = fA 2 2X : A es conexog;
Fn(X) = fA 2 2X : A tiene a lo más n puntosg:

Los hiperespacios se pueden de�nir para cualquier espacio topológico X:
Algunos resultados mostrados no necesitan que X sea un continuo. Notemos
que el conjunto que contiene a un sólo punto p; puede escribirse en la forma
fp; pg: Entonces F2(X) se puede escribir de la siguiente manera:

F2(X) = ffp; qg : p; q 2 Xg:

De�niremos una métrica sobre el espacio 2X : De esta manera, como C(X)
y Fn(X) son subconjuntos de 2X ; ambos espacios serán métricos con la métri-
ca inducida de 2X :

De�nición 1.6 Dados � > 0 y A 2 2X ; de�nimos la nube centrada en A
con radio � como el conjunto

N(�; A) = fx 2 X : existe a 2 A tal que d(a; x) < �g:
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Notemos que si 0 < � < �; entonces N(�; A) � N(�; A): En efecto, dado
x 2 N(�; A), existe a 2 A tal que d(x; a) < � < �: Por tanto x 2 N(�; A):
Observemos además que

N(�; A) =
[
a2A

B(�; a):

Notemoa ahora que si A � B; entonces N(�; A) � N(�; B) para cada � > 0:
En efecto, dado p 2 N(�; A) existe a 2 A � B tal que d(p; a) < �: De aquí
que p 2 N(�; B): Esto prueba nuestra observación. Otros resultados básicos
pero importantes son los siguientes.

Lema 1.7 Sea X un continuo. Si A es un subconjunto cerrado y no vacío
de X y U es un conjunto abierto de X tal que A � U; entonces existe � > 0
tal que N(�; A) � U:

Demostración. Si U = X; para cualquier � > 0 se tiene que N (�; A) �
U: Supongamos entonces que ; 6= X nU: Consideremos los conjuntos cerrados
A y X nU: Como son compactos y ajenos, se tiene que d(A;X nU) > 0: Sea
� = 1

2
d(A;X nU): Veamos que N(�; A) � U: Tomemos un punto p 2 N(�; A):

Entonces existe a 2 A tal que d(p; a) < �: Por la elección de �; se tiene que
p =2 X n U: Concluimos que p 2 U: Por tanto N(�; A) � U: �

Lema 1.8 Sean A;B 2 2X y � > 0: Entonces

N(�; A) [N(�; B) = N(�; A [B):

Demostración. Observemos primero que, como A � A [ B y B �
A[B; entonces N(�; A) � N(�; A[B) y N(�; B) � N(�; A[B): Por tanto,
N(�; A) [N(�; B) � N(�; A [B):

Ahora, si x 2 N(�; A [B); entonces existe y 2 A [B tal que d(x; y) < �:
Si y 2 A; se tiene que x 2 N(�; A): Análogamente, si y 2 B; entonces x 2
N(�; B): En cualquier caso tenemos que x 2 N(�; A) [N(�; B): Concluimos
que N(�; A [B) � N(�; A) [N(�; B): Esto termina la prueba del lema. �

Estamos listos para de�nir una métrica para 2X :
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De�nición 1.9 (Métrica de Hausdor¤ ) Dados A;B 2 2X , de�nimos

H(A;B) = ��nff� > 0 : A � N(�; B) y B � N(�; A)g:

En [29, Teorema 4.2] se muestra que H es, en efecto, una métrica para el
espacio 2X : Dicha métrica se llama Métrica de Hausdor¤ .

La métrica de Hausdor¤ también puede ser de�nida como

D(A;B) = m�axfsupfd(a;B) : a 2 Ag; supfd(b; A) : b 2 Bgg:

Veamos que ambas de�niciones coinciden.

Lema 1.10 Dados A;B 2 2X ; se tiene que H (A;B) = D (A;B) :

Demostración. Sea � > 0 tal que A � N (�; B) y B � N (�; A) :
Entonces, dada a 2 A; existe b 2 B tal que d (a; b) < �: Notemos que
d (a;B) � d (a; b) < �: De aquí que d (a;B) < � para cada a 2 A: Por
lo tanto, sup fd (a;B) : a 2 Ag � �: Un razonamiento similar muestra que
sup fd (b; A) : b 2 Bg � �: Se sigue que D (A;B) � �: Así, D (A;B) es una
cota inferior del conjunto f� > 0 : A � N(�; B) yB � N(�; A)g: Esto muestra
que D (A;B) � H (A;B) :

Veamos ahora que H (A;B) � D (A;B) : Sean � > 0 y � = D (A;B) + �:
Tomemos un punto a 2 A: Como la función fa : B �! [0;1); de�nida
como fa (b) = d (a; b) es continua y B es compacto, existe b0 2 B tal que
d (a; b0) = d (a;B) : Además, como

d(a; b0) = d (a;B) � sup fd (x;B) : x 2 Ag � D (A;B)

y � > 0; tenemos que d (a; b0) < D (A;B) + � = �: Hemos mostrado que
A � N (�; B) : Un razonamiento similar muestra que B � N (�; A) : De la
de�nición de H (A;B) se sigue que H (A;B) � � = D (A;B) + �: Como
esto lo podemos hacer para cada � > 0; entonces H (A;B) � D (A;B) : Así
concluye la prueba del lema. �

Mostraremos los siguientes resultados acerca de hiperespacios y la métrica
de Hausdor¤, los cuales utilizaremos a lo largo del trabajo.
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Lema 1.11 Dados A;B 2 2X , se tiene que H(A;B) < � si y sólo si A �
N(�; B) y B � N(�; A):

Demostración. Supongamos primero que H(A;B) < �: Por la de�nición
de H, existe � > 0 tal que � > �, B � N(�; A) y A � N(�; B): Como � > �;
se tiene que N(�; A) � N(�; A) y N(�; B) � N(�; B): Por tanto B � N(�; A)
y A � N(�; B):

Supongamos ahora que B � N(�; A) y A � N(�; B): Tomemos un punto
a 2 A: Entonces existe un punto ba 2 B tal que d(a; ba) < �: Por tanto,
d(a;B) � d(a; ba) < �: Consideremos la función f : A �! R de�nida por
f(x) = d(x;B): Sabemos que f es continua y, como A es compacto, existe
a 2 A tal que supfd(x;B) : x 2 Ag = d(a;B) < �: De manera similar
tenemos que supfd(y; A) : y 2 Bg < �: Así, por el Lema 1.10; se tiene que
H(A;B) < �: �

Se sabe que si X es compacto, entonces 2X (respectivamente, C(X)) es
compacto ([29, Teorema 4.13]) (respectivamente, ([29, Teorema 4.17]).

1.3.2. Continuos

En esta sección presentamos resultados sin demostración que se utilizan
en esta tesis. El primero es importante en la teoría de continuos.

Teorema 1.12 Si (Xn)
1
n=1 es una sucesión de continuos tal que Xn+1 � Xn

para cada n 2 N; entonces
1\
n=1

Xn es un continuo.

La demostración de este teorema se puede encontrar en [29, Teorema 1.8].

Teorema 1.13 (Del Cable Cortado) Sea X un espacio métrico compacto.
Tomemos A y B subconjuntos cerrados de X: Si ninguna componente de X
intersecta tanto a A como a B; entonces X = X1 [X2 donde X1 y X2 son
subconjuntos cerrados y ajenos de X tales que A � X1 y B � X2:
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Podemos encontrar una demostración de este teorema en [29, Teorema
5.2].

Teorema 1.14 (de los Golpes en la Frontera) Sean X un continuo y
E un subconjunto propio y no vacío de X: Si K es una componente de E;
entonces clX(K) \ frX(E) 6= ;:

La demostración de este teorema la podemos encontrar en [29, Teorema
5.6].

Decimos que un continuo es descomponible si se puede escribir como la
unión de dos subcontinuos propios. Un continuo es hereditariamente descom-
ponible si todos sus subcontinuos no degenerados son descomponibles. Dire-
mos que un continuo es indescomponible si no es descomponible. Además,
un continuo es hereditariamente indescomponible si todos sus subcontinuos
son indescomponibles. El siguiente teorema, cuya prueba puede verse en [10,
Teorema 9.4.1], caracteriza a los continuos indescomponibles.

Teorema 1.15 Un continuo es indescomponible si y sólo si todos sus sub-
continuos propios tienen interior vacío.

De�nición 1.16 Sean X un continuo no degenerado y p 2 X: La com-
posante de p en X; denotada por �(p); es el conjunto

�(p) = fx 2 X : existe un subcontinuo propio A de X con p; x 2 Ag:

Usaremos los siguientes resultados relacionados con las composantes de
un continuo.

Teorema 1.17 Sean X un continuo no degenerado y p 2 X: Entonces la
composante �(p) de p en X es un conjunto denso en X:

La demostración de este teorema está dada en [10, Teorema 9.3.7].
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Teorema 1.18 El conjunto de composantes de un continuo no degenerado
e indescomponible X es no numerable.

Podemos encontrar la demostración en [10, Teorema 9.4.3].

Teorema 1.19 Las composantes de un continuo indescomponible son ajenas
entre sí.

Se puede encontrar la demostración de este teorema en [20, Teorema 5,
p. 212].

Dados un continuo no degenerado X y A � X; decimos que X es irre-
ducible alrededor de A; si ningún subcontinuo propio de X contiene a A: Si
A; B 2 C (X) ; decimos que X es irreducible entre A y B si X es irreducible
alrededor de A[B: Además, diremos que X es irreducible si existen p; q 2 X
tales que p 6= q y X es irreducible entre p y q:

Otras de�niciones que utilizaremos son las siguientes.

De�nición 1.20 Un elemento A de 2X se llama R-conjunto de X si existen
un subconjunto abierto y propio U de X tal que A � U y dos sucesiones de
componentes (Cn)

1
n=1 y (Dn)

1
n=1 de U tales que las sucesiones (clX (Cn))

1
n=1

y (clX (Dn))
1
n=1 convergen,

(l��m (clX (Cn))) \ (l��m (clX (Dn))) = A

y A � U:

De�nición 1.21 Dada n 2 Nnf1g ; un n-odo es un continuo X para el cual
existe un subcontinuo Z de X tal que X nZ = E1[E2[ :::[En; Ei 6= ; para
cada n 2 N; y Ei y Ej están separados siempre que i 6= j. Un triodo es un
3-odo.
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1.3.3. La Topología de Vietoris

Dado un continuo X; podemos de�nir una topología para el hiperespacio
2X sin utilizar la métrica.

De�nición 1.22 Dado un espacio topológico X; la Topología de Vietoris
para 2X es la topología más chica, TV ; para 2X que tiene la siguiente propiedad
natural:

�
A 2 2X : A � U

	
2 TV siempre que U es abierto en X; y 2X n�

A 2 2X : A � B
	
2 TV siempre que B es cerrado en X:

Mostremos una base para TV : Si X es un continuo y U1; :::; Un son sub-
conjuntos abiertos de X; de�nimos

hU1; :::; Uni =
(
A 2 2X : A �

n[
i=1

Ui y A \ Ui 6= ; para cada i 2 f1; :::; ng
)
:

Si � es la familia

fhU1; :::; Uni : n 2 N y Ui es abierto en X para cada i 2 f1; :::; ngg ;

entonces � es una base para una topología en 2X : Más aún, en [16, Teore-
ma 1.2], se muestra que � es una base para TV : A los elementos de � les
llamaremos vietóricos de X.

En [16, Teorema 3.1] se muestra que la Topología de Vietoris en 2X es
la misma que la topología generada por la métrica de Hausdor¤, cuando el
espacio X es métrico.

Observemos que�
A 2 2X : A \B 6= ;

	
= 2X �

�
A 2 2X : A � X �B

	
:

Entonces
�
A 2 2X : A \B 6= ;

	
es abierto (respectivamente, cerrado) en 2X

siempre que B es abierto (respectivamente, cerrado) en X:

12



1.4. Dos Modelos de Hiperespacios

En esta sección presentaremos algunos modelos de hiperespacios a los que
haremos referencia más adelante.

1.4.1. El Arco

Construyamos el hiperespacio de subcontinuos de un arco. Para ello, con-
sideremos al arco como el intervalo cerrado [0; 1]: Sabemos que los subcon-
juntos cerrados y conexos del intervalo son conjuntos de un solo punto o
intervalos cerrados, es decir,

C ([0; 1]) = fA � [0; 1] : A es un punto o un intervalo cerradog
= f[a; b] � [0; 1] : 0 � a � b � 1g :

Una manera de hacer una representación de C ([0; 1]) es mediante la iden-
ti�cación [a; b] �!

�
a+b
2
; b� a

�
2 R2: Es decir, a cada intervalo le asignamos

el par ordenado, en R2; donde la primera entrada representa el punto medio
del intervalo y, la segunda, representa su longitud. No es difícil ver que esta
identi�cación es un homeomor�smo. Por lo tanto, C ([0; 1]) es homeomorfo
al triángulo en R2 que tiene como vértices los puntos (0; 0) ; (1; 0) y

�
1
2
; 1
�
:

1

10
F ([0,1])₁

[0,t] [s,1]

C([0,1])

[0,1]

Además, observemos que al singular fxg se le asigna el punto (x; 0) : Por
otro lado, los intervalos que tienen a 0 como uno de sus extremos quedan
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representados en el triángulo como el segmento que une los puntos (0; 0)
y
�
1
2
; 1
�
. Los intervalos que tienen a 1 como uno de sus extremos quedan

representados en dicho triángulo como el segmento que une los puntos (1; 0)
y
�
1
2
; 1
�
:

1.4.2. La Circunferencia

Ahora veamos un modelo para el hiperespacio de subcontinuos de la cir-
cunferencia unitaria S1: Sabemos que los subcontinuos de S1 son conjuntos
de un solo punto, arcos o S1: Dados un punto o un arco A de S1; denotare-
mos por m (A) al punto medio del arco A; o bien m (A) = fag si A = fag :
Además, denotaremos por l (A) a la longitud del arco A y l (A) = 0 cuando
A = fag : Observemos que cada subarco A de S1 está perfectamente deter-
minado por m (A) y l (A) :

Entonces, al continuo A 6= S1; le asignamos el punto f (A) que está
dentro de S1; que tiene distancia 1� l(A)

2�
del origen y que se encuentra sobre

el segmento que une al origen con m (A) : Además, f (S1) corresponde con el
origen.

C(S¹)

A

f(A)

De esta manera, obtenemos un modelo para C (S1) como el disco unitario
D (centrado en el origen) del plano. Observemos que al singular fag, como
l (fag) = 0; se le asigna el punto a: Así, los conjuntos de un solo punto
quedan representados en la orilla de D: Los subarcos que tienen una longitud
predeterminada y �ja representan una circunferencia con centro en el origen.
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1.5. Convergencia en Hiperespacios

En esta sección presentamos resultados relativos a la convergencia de
sucesiones de subconjuntos cerrados de un continuo, y algunas relaciones con
la convergencia de sucesiones de elementos de ellos. Éstos cuáles serán muy
útiles a lo largo de la tesis. Veamos primero las de�niciones de límites inferior
y superior.

De�nición 1.23 Dados un espacio topológico X y una sucesión (An)
1
n=1 de

subconjuntos de X; de�nimos los límites inferior y superior de An como
l��m��nf An = fx 2 X : para cada abierto U; de X; que tiene a x, U\An 6= ;

para todos, excepto un número �nito de números ng;
l��m supAn = fx 2 X : para cada abierto U de X; que tiene a x, U\An 6= ;

para una in�nidad de números ng:
Además, si A � X, decimos que la sucesión (An)

1
n=1 converge a A si

l��m��nf An = A = l��m supAn:

Observemos que l��m��nf An � l��m supAn: Entonces, tenemos el siguiente
lema.

Lema 1.24 ([29, Lema 4.10]) Sean X un espacio topológico y (An)
1
n=1 una

sucesión de subconjuntos de X y sea A � X: Entonces las siguientes a�rma-
ciones son equivalentes:
(1) l��mAn = A;
(2) A � l��m��nf An y l��m supAn � A:

El siguiente resultado nos dice que la convergencia en hiperespacios es la
misma si consideramos la convergencia con respecto a la métrica de Haus-
dor¤.

Teorema 1.25 ([29, Teorema 4.11]) Sea X un espacio métrico y compacto,
y sea (An)

1
n=1 una sucesión en 2

X : Entonces l��mAn = A si y sólo si (An)
1
n=1

converge a A con respecto a la métrica de Hausdor¤.
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Veamos ahora algunos resutados importantes sobre convergencia en hiper-
espacios.

Lema 1.26 Dados un continuo X y una sucesión (An)
1
n=1 de 2

X ; entonces
(a) x 2 l��m supAn si y sólo si existe una subsucesión (Ank)

1
k=1 de (An)

1
n=1

tal que, para cada k 2 N existe xnk 2 Ank de manera que l��mxnk = x;
(b) x 2 l��m��nf An si y sólo si para cada n 2 N; existe xn 2 An tal que

l��mxn = x:

Demostración. (a) Supongamos primero que existe una subsucesión
(Ank)

1
k=1 de (An)

1
n=1 tal que, para cada k 2 N existe xnk 2 Ank de ma-

nera que l��mxnk = x: Tomemos un conjunto abierto U de X, que tenga al
punto x: Como l��mxnk = x; existe N0 tal que xnk 2 U si k � N0: Entonces,
U \ Ank 6= ; para cada k � N0: De aquí que x 2 l��m supAn:

Sea x 2 l��m supAn: Dada k 2 N; tenemos que B
�
1
k
; x
�
\An 6= ; para una

in�nidad de números n: Sea n1 = m��n fn : B (1; x) \ An 6= ;g y, si k > 1; sea
nk = m��n

�
n 2 N : An \B

�
1
k
; x
�
6= ; y n > nk�1

	
: Entonces, existe xnk 2

B
�
1
k
; x
�
\ Ank para cada k 2 N: Así, d (x; xnk) < 1

k
para cada k 2 N: Por lo

tanto, l��mxnk = x: Tomando la subsucesión (Ank)
1
k=1 ; tenemos el resultado.

(b) Supongamos primero que para cada n 2 N; existe xn 2 An tal que
l��mxn = x: Tomemos un conjunto abierto U de X; que tenga al punto x:
Como l��mxn = x; existe N0 2 N tal que xn 2 U si n � N0: Entonces
U \ An 6= ; si n � N0: Por lo tanto, U \ An 6= ; para todos, excepto un
número �nito de números n: De aquí que x 2 l��m��nf An:

Ahora sea x 2 l��m��nf An: Para cada n 2 N; sea xn 2 An tal que
d (x;An) = d (x; xn) : Veamos que l��mxn = x: Sea � > 0. Como x 2 l��m��nf An;
existe n0 2 N tal que B (�; x) \ An 6= ; para cada n � n0: Dada n � n0;
existe yn 2 B (�; x) \An: De aquí que d (x; xn) � d (x; yn) < �: Esto muestra
que l��mxn = x: �

Lema 1.27 Sean A 2 2X y (An)1n=1 una sucesión en 2X tales que l��mAn =
A: Entonces p 2 A si y sólo si existe una sucesión de puntos (pn)1n=1 de X
tal que pn 2 An para toda n 2 N y l��m pn = p:
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Demostración. Como l��mAn = A; en particular A = l��m��nf An: El
resultado se sigue de inmediato del Lema 1.26. �

Lema 1.28 Sean (An)1n=1 y (Bn)
1
n=1 dos sucesiones de elementos de 2

X tales
que l��mAn = A y l��mBn = B; donde A;B 2 2X : Si An � Bn para cada
n 2 N; entonces A � B:

Demostración. Supongamos por el contrario de A * B: Entonces, existe
a 2 A tal que a =2 B: Sea � = 1

2
d(a;B): Como B es compacto, � > 0: Por

la convergencia de las dos sucesiones, existe N 2 N tal que H(A;An) < �
y H(B;Bn) < � siempre que n � N: De aquí que, por el Lema 1.11, A �
N(�; AN) � N(�; BN); pues AN � BN : Entonces, existe bN 2 BN tal que
d(a; bN) < �: Por otro lado, del Lema 1.11 tenemos que BN � N(�; B). Por
tanto, existe b 2 B tal que d(bN ; b) < �:

Se sigue que d(a; b) � d(a; bN) + d(bN ; b) < 2� = d(a;B): Concluimos que
existe b 2 B tal que d(a; b) < d(a;B): Esta contradicción termina la prueba
del lema. �

Lema 1.29 Sean (An)1n=1 y (Bn)
1
n=1 dos sucesiones de elementos de 2

X tales
que l��mAn = A y l��mBn = B; donde A;B 2 2X : Entonces l��mAn [ Bn =
A [B:

Demostración. Sea � > 0: Como l��mAn = A y l��mBn = B; existe
n0 2 N tal que H(A;An) < � y H(B;Bn) < � para cada n � n0: Entonces,
por el Lema 1.11, An � N(�; A); A � N(�; An); Bn � N(�; B) y B �
N(�; Bn) para cada n � n0: De aquí que An [ Bn � N(�; A) [ N(�; B) y
A [B � N(�; An) [N(�; Bn) para cada n � n0:

Por otro lado, del Lema 1.8 se sigue que N(�; A)[N(�; B) = N(�; A[B)
y N(�; An)[N(�; Bn) = N(�; An [Bn): Por lo tanto, An [Bn � N(�; A[B)
y A[B � N(�; An[Bn): Esto prueba que H(A[B;An[Bn) < � para cada
n � n0: Concluimos que l��mAn [Bn = A [B: �
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Lema 1.30 Sean (An)1n=1 y (Bn)
1
n=1 dos sucesiones de elementos de 2

X tales
que l��mAn = A y l��mBn = B; donde A;B 2 2X : Si An \ Bn 6= ; para cada
n 2 N; entonces A \B 6= ;:

Demostración. Para cada n 2 N; tomemos un punto xn 2 An\Bn: Por
la compacidad deX; podemos suponer que la sucesión (xn)1n=1 es convergente.
Sea x = l��mxn: Ahora bien, como xn 2 An para cada n 2 N; por el Lema
1.27, se tiene que x 2 A: De manera similar tenemos que x 2 B: Concluimos
que x 2 A \B: Por tanto A \B 6= ;: �

1.6. Funciones en Hiperespacios

Dados dos continuos X y Y y una función f : X ! Y; de�nimos las
funciones inducidas 2f : 2X ! 2Y y C (f) : C (X) ! C (Y ) como 2f (A) =
f (A) (la imagen de A bajo f) y C (f) (A) = f (A) : Observemos que C (f) =
2f jC(X): Entonces, por [16, Lema 13.3], 2f y C (f) son continuas cuando f es
continua.

Dado un continuo X; consideremos la función unión [ : 22
X �! 2X

de�nida como
[(�) =

[
fA : A 2 �g:

Denotemos a [(�) simplemente como
[
�:

El siguiente lema, cuya demostración se puede encontrar en [31, Lema
1.48], muestra que la función unión está bien de�nida y es continua.

Lema 1.31 Sea X un continuo. Entonces, la función unión [ de�nida sobre
22

X
es una función continua y suprayectiva de 22

X
sobre 2X . Más aún, [ :

22
X �! 2X es no expansiva, es decir,

H
�[

�1;
[
�2

�
� H2(�1;�2)

para cualesquiera �1; �2 2 22
X
; donde H2 denota la métrica de Hausdor¤

para 22
X
inducida por la métrica de Hausdor¤ H para 2X :
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Lema 1.32 Sea X un continuo. Si � es un subcontinuo de 2X tal que � \
C(X) 6= ;; entonces

[
� es un subcontinuo de X:

Demostración. Como � 2 22
X
, se tiene que

[
� es un subconjunto

compacto de X por [16, Lema 1.31] y el Lema 1.31: Mostremos que
[
� es

un subconjunto conexo de X:

Supongamos que esto no es así. Entonces
[
� es la unión de dos sub-

conjuntos cerrados ajenos no vacíos M1 y M2: Sea A 2 C(X) \ �: Como
A �

[
� =M1[M2 es conexo, se tiene que A �M1 o A �M2: Supongamos,

sin pérdida de generalidad, que A � M1: Sean �1 = fL 2 � : L � M1g y
�2 = fL 2 � : L \ M2 6= ;g:Observemos que �1 y �2 son subconjuntos
cerrados ajenos en 2X tales que � = �1 [ �2:

Puesto que A 2 � yA �M1; tenemos que �1 6= ;: Además, comoM2 6= ;;
podemos tomar un punto p 2 M2: Ya que M2 �

[
�; existe B 2 � tal que

p 2 B: Entonces B 2 �2 y �2 6= ;: Hemos mostrado que � no es conexo, lo
cual es una contradicción. Concluimos que

[
� es conexo y, por tanto, un

subcontinuo de X: �

Recordemos que un continuo es indescomponible si no es la unión de dos
de sus subcontinuos propios.

Teorema 1.33 Sea Y un continuo indescomponible y sea � � 2Y un con-
tinuo arcoconexo. Si [� = Y y si � \ C(Y ) 6= ;; entonces Y 2 �:

La demostración de este teorema se puede encontrar en [31, Teorema
1.50].

1.7. Resultados en el Plano

En esta sección veremos algunos resultados de la topología de R2. Dados
dos puntos x; y 2 R2; denotaremos por xy al segmento convexo en R2 que
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une a x con y; si x 6= y y xy = fxg ; si x = y: Sean �1; �2 : R2 �! R las
respectivas proyecciones en la primera y segunda coordenadas.

Teorema 1.34 (de la curva �) Si C � R2 es una curva � y es unión de
los tres arcos L0; L1 y L2; los cuales se intersectan, dos a dos, sólo en sus
puntos �nales p0 y q0, entonces

R2 n C = D0 [D1 [D2 y frX(Dj) = Lj [ Lj+1;

donde D0; D1 y D2 son las componentes de R2 nC (los subíndices reducidos
mod 3). Además D1 [ L1 [ L2 y D2 [ L2 [ L0 son homeomorfos a discos
cerrados; D1 [ L1 n fp0; q0g y D2 [ L0 n fp0; q0g son las componentes de
(D1 [D2 [ L0 [ L1 [ L2) n L2 y D0 es la componente no acotada de R2 n C:

Una demostración de este teorema se puede encontrar en [20, Teorema 2,
p. 511].

Lema 1.35 Sean M y W subcontinuos de I�I tales que �1(M) = �2(W ) =
I: Entonces M \W 6= ;:

Demostración. Supongamos que M \W = ;: Como I � I es un espacio
normal y M;W son cerrados, existe � > 0 tal que N(�;M) \ N(�;W ) = ;
(donde las nubes son tomadas en el espacio I � I): Puesto que M y W son
conexos, N(�;M) y N(�;W ) son conexos y abiertos. Observemos, además,
que A = (I � f0g) [ (I � f1g) es un conjunto cerrado de I � I con interior
vacío tal que para cada punto p 2 A; � = fB(�; p) : � > 0g forma una base
de vecindades con la propiedad que para cada B 2 �; B n A es conexo. Se
sigue del Lema 1.2 que N = N(�;M) n A es un conjunto conexo y abierto.

Veamos que �1(N) = I: Si �1(N) 6= I; entonces existe r 2 I tal que
(r; s) =2 N para cada s 2 I: Como �1(N(�;M)) = I; existe r0 tal que (r; r0) 2
N(�;M): Junto con lo anterior se tiene que r0 2 f0; 1g: Supongamos sin
pérdida de generalidad que (r; 0) 2 N(�;M): Observemos que cualquier bola
abierta centrada en (r; 0) contiene puntos de la forma (r; s) con s > 0: De aquí
que B(�; (r; 0)) * N(�;M) para cada � > 0: Esto contradice que N(�;M) es
un abierto. Hemos mostrado que �1(N) = I:
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Tomemos t; s 2 I tales que p = (0; t) 2 N y q = (1; s) 2 N: Como
los abiertos conexos en el espacio I2 son arco conexos ([40, Corolario 27.6])
existe un arco L � N que une a p con q: Sea L0 un subarco de L tal que
L0 \ ((f0g� I)[ (f1g� I)) = fp0; q0g; donde p0 = (0; t0) y q0 = (1; s0); para
algunos t0; s0 2 I: Consideremos los arcos

L1 = (f0g � [t0; 1]) [ (I � f1g) [ (f1g � [s0; 1]) y

L2 = (f0g � [0; t0]) [ (I � f0g) [ (f1g � [0; s0]):

Entonces L0; L1 y L2 son tres arcos que sólo se intersectan por pares en
sus puntos �nales p0 y q0: Por lo tanto D = L0 [ L1 [ L2 es homeomorfo
a la curva �: Por el Teorema de la curva � (Teorema 1.34); se tiene que D
separa a I � I en dos componentes D1 y D2: De tal forma que I � I n L0 =
((D1 [ L1) n fp0; q0g) [ ((D2 [ L2) n fp0; q0g) y estos dos uniendos son las
componentes de I � I nL0: Como W \N = ;, W es un conexo en I � I nL0
e intersecta a L1 y a L2: Esto es una contradicción que termina la prueba. �

Teorema 1.36 Sean p = (0; 0); q = (1; 0) y r = (1
2
; 1) en R2: Sea � el

triángulo convexo en R2 con vértices p; q y r: Sean M y N dos subcontinuos
de � tales que p 2 M y q 2 N: Si M \ qr 6= ; y N \ pr 6= ;; entonces
M \N 6= ;:

Demostración. Si p 2 N o q 2M , se tiene queM \N 6= ;: Supongamos
entonces que p =2 N y q =2 M: Sea z0 = (1

2
; 0): Tomemos un punto z1 2

pr n fp; rg tal que N \ pr � z1r y tomemos un punto z2 2 qr n fq; rg tal que
M \ qr � z2r:

Sea h : � �! I � I un homeomor�smo tal que

i) h(z0) = (0; 0); h(z1) = (0; 1); h(r) = (1; 1) y h(z2) = (1; 0);
ii) h(z0p [ pz1) = f0g � I; h(z1r) = I � f1g; h(rz2) = f1g � I y h(z2q [

qz0) = I � f0g:
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Observemos que h(M) y h(N) son subcontinuos de I � I: Como h(p) 2
h(M)\(f0g�I) y h(q) 2 h(N)\(I�f0g); se tiene que h(M)\(f0g�I) 6= ;
y h(N) \ (I � f0g) 6= ;: Además, M \ qr � z2r. De aquí que h(M \ qr) �
h(z2r) = f1g�I: Por tanto h(M)\ (f1g�I) 6= ;: De manera similar se tiene
que h(N) \ (I � f1g) 6= ;:

Como h(M) es un continuo, entonces �1(h(M)) es un subcontinuo de I:
Pero f0; 1g � �1(h(M)): De aquí que �1(h(M)) = I: Un argumento similar
muestra que �2(h(N)) = I: Entonces, por el Lema 1.35, se tiene que h(M)\
h(N) 6= ;: Por tanto M \N 6= ;: �

Este teorema nos es útil para probar el siguiente resultado en el hiperes-
pacio de subcontinuos de un arco. Dados un continuo X y A;B 2 C(X) tales
que A � B; denotamos al conjunto de subcontinuos de B que contiene a A
como

C (A;B) = fD 2 C (B) : A � Dg :

Si A = fpg 2 F1 (X) ; denotamos a C (fpg; B) simplemente como C (p;B) :

Teorema 1.37 Sea A un arco con extremos p y q: Si � y � son subcontinuos
de C(A) tales que fpg 2 �; fqg 2 �; � \ C(q; A) 6= ; y � \ C(p;A) 6= ;;
entonces � \ � 6= ;:

Demostración. Sabemos que existe un homeomor�smo h entre C (A)
y �; el triángulo convexo en R2 con vértices x = (0; 0) ; y = (1; 0) y z =
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1
2
; 1
�
; de manera que h (fpg) = x; h (fqg) = y; h (A) = z; h (F1 (A)) = xy;

h (C (p;A)) = xz y h (C (q; A)) = yz:

Entonces h (�) y h (�) son dos subcontinuos de � tales que x 2 h (�) ;
y 2 h (�) ; h (�) \ yz 6= ; y h (�) \ xz 6= ;: Se sigue del Teorema 1.36 que
h (�) \ h (�) 6= ;: Como h es un homeomor�smo, concluimos que � \ � 6= ;:
Esto termina la prueba del teorema. �

1.8. Conos e Hiperespacios

En esta tesis trabajamos con conos en hiperespacios. Veamos un poco de
ellos, incluyendo algo de historia.

1.8.1. Conos

Veamos primero la de�nición del cono de un espacio topológico.

De�nición 1.38 Dado un espacio topológico X; de�nimos el cono de X;
denotado por Cono(X); como el espacio cociente que resulta de indenti�car
en un punto al subconjunto X�f1g del espacio X� [0; 1]: Es decir, Cono(X)
es el espacio cociente X � [0; 1]= �; donde � es la relación de equivalencia
sobre X�[0; 1] dada por (x1; t1) � (x2; t2) si y sólo si (x1; t1) = (x2; t2) o t1 =
t2 = 1. El punto X � f1g de Cono(X) es llamado el vértice de Cono(X):
El subconjunto X � f0g de Cono(X) es llamado la base del Cono(X):

SiX es métrico y compacto, entonces Cono(X) es topológicamente lo mis-
mo que el espacio G(Y ) que resulta de la siguiente construcción geométrica.
Supongamos que X es un subconjunto del cubo de Hilbert Q y �jemos un
punto p 2 Q: Consideremos el espacio Q�[0; 1] en el queX�f0g � Q�[0; 1]:
Sea v = (p; 1): Para cada x 2 X; denotemos por xv al segmento de recta en
Q� [0; 1] de (x; 0) a v: Es decir, xv = ftv + (1� t)(x; 0) : t 2 [0; 1]g: Sea

G(Y ) =
[
fxv : x 2 Xg:

23



Veamos que Cono(X) y G(X) son homeomorfos. Sean � : X � [0; 1] �!
Cono(X) la función cociente y f : X � [0; 1] �! G(X) la función de�nida
por

f(x; t) = tv + (1� t)(x; 0)

para cada (x; t) 2 X � [0; 1]: Veamos que f es constante bajo las �bras de
�: Si v es el vértice del cono, entonces ��1(v) = X � f1g: Por otro lado
f(x; 1) = v para cada x 2 X: Así que f es constante en ��1(v): Para un
punto w 6= v; se tiene que ��1(w) es un conjunto de un punto y por tanto
f es constante en esa �bra. Hemos mostrado que se cumplen las hipótesis
del Teorema de la Trasgresión ([5, Teorema 3.2]). Por tanto, la función h =
f � ��1 : Cono(X) �! G(X) es una función continua. Similarmente, se
muestra que � es constante en las �bras de f:

Observemos que h es inyectiva y suprayectiva. Además, Cono(X) es com-
pacto, pues X � [0; 1] es compacto y � es continua. Por lo tanto, h es una
función biyectiva continua de un espacio compacto a un espacio Hausdor¤.
Por tanto h es un homeomor�smo de Cono(X) sobre G(X).

Por la manera en que se construyó el espacio G(X); a G(X) se le llama
el cono geométrico sobre X: Al punto v de G(X) le llamamos el vértice de
G(X) (notemos que la composición f ���1 antes considerada, lleva al vértice
de Cono(X) a v), y al subconjunto X �f0g de G(X) le llamamos la base de
G(X):

Esta construcción se puede hacer para cualquier espacio métrico separable
(pues dicho espacio se puede encajar en el cubo de Hilbert ([40, Teorema
23.1])). Sin embargo, si consideramos a Z como subespacio de R1, entonces
se puede mostrar que Cono(Z) y G(Z) no son homeomorfos ([5, Ejemplo 1,
p. 127]).

1.8.2. Estructura de Hiperespacios

Para estudiar la estructura del hiperespacio C(X); se hace uso de varias
herramientas. Por ejemplo, se estudian los arcos en C(X): Tienen interés
especial los arcos ordenados.
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De�nición 1.39 Dados A;B 2 C(X) tales que A ( B; diremos que una
función continua � : [0; 1] �! C(X) es un arco ordenado de A a B en
C(X), si �(0) = A;�(1) = B y �(s) ( �(t) cuando 0 � s < t � 1:

En [13, Teorema 6.10.] se demuestra la existencia de los arcos ordenados
en C(X): Para ello, se usa la siguiente clase de funciones.

De�nición 1.40 Una función de Whitney en 2X es una función continua
� : 2X �! [0;1) que satisface las siguientes condiciones:

(a) �(fpg) = 0 para cada p 2 X;
(b) �(A) < �(B) siempre que A  B:

Dada una función de Whitney � : 2X �! [0;1) y t 2 [0; �(X)], se
dice que ��1(t) es un nivel de Whitney para 2X : En [13, Teorema 5.3.] se
demuestra la existencia de funciones de Whitney para cualquier continuo
X: Cuando se habla de una función de Whitney para C(X) simplemente
se está re�riendo a una función continua de C(X) en [0;1) que satisface
las condiciones (a) y (b). Además, puesto que 2X y C(X) son compactos,
la imagen de una función de Whitney es un conjunto acotado que, por la
condición (b), alcanza su máximo en el elemento X: Entonces, cuando X
es no degenerado, como el producto de una función de Whitney por una
constante positiva es también una función de Whitney, podemos considerar
a la función de Whitney como una función continua de 2X (o C(X)) en
[0; 1]: Notemos que, dada una función de Whitney � y t 2 [0; 1], se tiene que[
��1 (t) = X.

De�nición 1.41 Un continuo tiene la propiedad cubierta si ningún sub-
continuo propio de ��1(t) cubre (con su unión) a X para cualquier función
de Whitney � para C(X) y todo t 2 [0; �(X)]:

En el estudio del hiperespacio C(X); se ha observado que éste contiene
estructuras similares a la de Cono(X): Primero, existen arcos en Cono(X)
que van desde la base de Cono(X) hasta el vértice de Cono(X); los arcos
de la forma fxg � [0; 1] en Cono(X): De manera similar, en C(X) existen
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los arcos ordenados que van desde un punto fxg 2 F1(X) hasta el elemento
X 2 C(X):

Por otro lado, existe una proyección natural de Cono(X) sobre [0; 1] que
mide la altura de los puntos en Cono(X); de manera similar, existen las fun-
ciones de Whitney de C(X) sobre [0; 1] que miden la �altura�(con respecto
al orden parcial de la contención) de los elementos de C(X):

Por estas similitudes, es natural preguntarse ¿cuáles continuos X tienen
la propiedad que C(X) es homeomorfo a Cono(X)?

El problema de determinar cuándo Cono(X) es homeomorfo (o topológi-
camente equivalente) a C(X) es clásico en la Teoría de Hiperespacios y ha
sido estudiado ampliamente, desde 1972, por varios autores. Particularmente,
se han estudiado los continuos C-H y la propiedad Cono=hiperespacio.

El primer artículo en el cual aparece un resultado acerca de reconocer un
hiperespacio como un cono fue [36] de J. T. Rogers, Jr. El teorema principal
del mismo dice que si X es un continuo tipo-círculo en el plano, entonces
C(X) se puede encajar en R3: Además, trabajando con un ejemplo no plano,
Rogers probó lo siguiente.

Teorema 1.42 [36, Teorema 2] Si X es el solenoide, entonces C(X) es
homeomorfo a Cono(X):

Esto llevó a muchas investigaciones sobre la estructura de los hiperespa-
cios. Algunos siendo homeomorfos a conos.

1.8.3. La Propiedad Cono = Hiperespacio

El primer artículo dedicado formalmente a estudiar cuándo un hiperes-
pacio es homeomorfo a un cono fue [34] de J. T. Rogers, Jr. Rogers estudió
los continuos X para los cuales existe un tipo especial de homeomor�smo
entre Cono(X) y C(X): A saber se interesó por los homeomor�smos para
los cuales el vértice v del cono se envía a X 2 C(X) y la base B(X) del
cono se envía a F1(X): A tal homeomor�smo le llamaremos homeomor�smo
de Rogers.
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De�nición 1.43 Un continuo X se dice que tiene la propiedad cono =
hyperespacio si admite un homeomor�smo de Rogers.

Se sabe que existen continuos X cuyos cono e hiperespacio C (X) son
homeomorfos pero no tienen la propiedad cono = hiperespacio. Por ejemplo,
los continuos de la �gura que ilustra el Teorema 1.60 tienen la propiedad de
que su cono e hiperespacio son homeomorfos pero, con excepción del intervalo
y la circunferencia, éstos no tienen la propiedad cono=hiperespacio.

Los continuos más simples con la propiedad cono = hiperespacio son el
arco y la circunferencia (Sección 1.4.). En [36], Rogers demostró que cualquier
solenoide tiene la propiedad cono = hiperespacio y en [34, p. 280] comenta
que con las mismas técnicas se demuestra que el continuo conocido como el
�arcoiris de Knaster� (siguiente �gura) también tiene la propiedad cono =
hiperespacio.

Arcoiris de Knaster

A continuación, se presentan otros resultados sobre la propiedad cono =
hiperespacio.

Teorema 1.44 [34, Teorema 1] Si un continuo X tiene la propiedad cono
= hiperespacio, entonces cada composante de X es arcoconexa.
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Corolario 1.45 [34, Corolario 1] Si X es un continuo descomponible tal que
X tiene la propiedad cono = hiperespacio, entonces X es arcoconexo.

En el siguiente resultado sólo suponemos queCono(X) yC(X) son homeo-
morfos. Esta propiedad será discutida en la siguiente sección.

Teorema 1.46 [34, Teorema 5] Sea X un continuo tal que dim(X) < 1;
cada composante de X es arcoconexa y Cono(X) es homeomorfo a C(X): En-
tonces X es un arco, un continuo tipo-círculo arcoconexo o bien un continuo
indescomponible tal que todos sus subcontinuos propios y no degenerados son
arcos.

Teorema 1.47 [34, Teorema 7] Sea X un continuo con la propiedad cono
= hiperespacio y tal que dim(X) < 1. Entonces cada subcontinuo propio y
no degenerado de X es un arco.

Más aún, se tiene un resultado más fuerte.

Teorema 1.48 [31, Teorema 8.6.] Sea X un continuo con la propiedad cono
= hiperespacio y tal que dim(X) <1. Entonces, X es un arco, una circun-
ferencia, o un continuo indescomponible tal que cada subcontinuo propio y
no degenerado de X es un arco.

De�nición 1.49 Sean X un continuo y d una métrica para X: Decimos
que X tiene la propiedad de Kelley si para cada � > 0; existe � > 0 que
satisface la siguiente condición:
(�) si p; q 2 X son tales que d(p; q) < � y si A 2 C(X) es tal que p 2 A;

entonces existe B 2 C(X) tal que q 2 B y H(A;B) < �.
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Supongamos que X es un continuo con la propiedad de Kelley. Consi-
deremos, además, que cada arco componente de X es una imagen continua y
uno-a-uno de R y que las imágenes de [0;1) y (�1; 0] son densas en X. En
[4, Teorema 1] se a�rma que bajo estas condiciones, todo subcontinuo propio
y no degenerado de X es un arco. Agregando la hipótesis de la propiedad
cubierta, en [4, Corolario 3], se obtiene que X tiene la propiedad cono =
hiperespacio. El siguiente teorema muestra condiciones similares que implican
la propiedad cono = hiperespacio.

Teorema 1.50 [16, Teorema 80.3] Sea X un continuo con la propiedad de
Kelley. Si cada composante de X es la imagen continua e inyectiva de R tal
que las imágenes de [0;1) y (�1; 0] son densas en X; entonces X tiene la
propiedad cono = hiperespacio.

Las condiciones en este teorema son su�cientes pero no necesarias para
que un continuo tenga la propiedad cono = hiperespacio, pues se sabe que
el arcoiris de Knaster tienen la propiedad cono = hiperespacio y no satisface
las hipótesis del teorema.

Una selección para un hiperespacio L(X) de X,es una función continua
s : L(X) �! X tal que s(A) 2 A para toda A 2 L(X): En 1999 se obtuvo
la siguiente caracterización.

Teorema 1.51 [12, Teorema 2] Sea X un continuo de dimensión �nita.
Entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:
(a) X tiene la propiedad cono=hiperespacio;
(b) existe una selección s : C(X) � fXg �! X tal que, para cada nivel

de Whitney A para C(X); sjA : A �! X es un homeomor�smo;
(c) existen una selección s : C(X)�fXg �! X y una función de Whitney

� : C(X) �! [0; 1] tales que �(X) = 1 y sj��1(t) : ��1(t) �! X es un
homeomor�smo, para cada t 2 [0; 1):

Este teorema muestra que hay una relación entre los niveles de Whitney
��1(t) y los nivelesX�ftg de Cono(X), pues hay un homeomor�smo natural
entre los niveles X � ftg de Cono (X) y el espacio X, para cada t 2 (0; 1).
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El siguiente corolario responde preguntas hechas por Dilks y Rogers ([4, p.
236]). Recordemos que un continuoX esWhitney estable si es homeomorfo
a cada unos de sus niveles de Whitney para C(X) [31, De�nición 14.39.1].

Corolario 1.52 [12, Corolario 3] Si X es un continuo de dimensión �nita,
X no es la circunferencia y X tiene la propiedad cono=hiperespacio, entonces
X tiene la propiedad cubierta y es Whitney estable.

La noción de tener tipo N fue de�nida para dendroides pero puede ser
extendida a cualquier continuo de la siguiente manera.

Sea A un subcontinuo propio del continuo X: Entonces X es de tipo N
en A si existen cuatro sucesiones de subcontinuos (An)1n=1; (Bn)

1
n=1; (Cn)

1
n=1

y (Dn)
1
n=1 de X; existen dos puntos a 6= c en A y existen sucesiones de

puntos (an)1n=1 y (cn)
1
n=1 en X tales que l��m an = a; l��m cn = c; l��mAn = A;

l��mBn = A; l��mCn = A; l��mDn = A; An \ Bn = fang y Cn \ Dn = fcng
para cada n � 1:

Otra consecuencia del Teorema 1.51 es el siguiente resultado.

Corolario 1.53 [12, Corolario 4] Sea X un continuo de dimensión �nita.
Si X tiene la propiedad cono=hiperespacio, entonces X no es de tipo N en
ninguno de sus subcontinuos propios.

Respondiendo una pregunta de Dilks y Rogers ([4, Pág. 236]), en [12, Fig.
2] se da un ejemplo de un continuo de dimensión �nita X tal que X tiene la
propiedad cono = hiperespacio y X no tiene la propiedad de Kelley.

1.8.4. Continuos C-H

Como ya fue mencionado, existen continuos X para los cuales Cono(X) y
C(X) son homeomorfos, pero X no tiene la propiedad cono = hiperespacio.
Tal es el caso, por ejemplo, del continuo sen

�
1
x

�
. Esto se debe a que cualquier

homeomor�smo entre Cono(Z) y C(Z) envía el vértice v del cono de Z al
arco que es residuo de la compactación, lo cual veremos más adelante.
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De�nición 1.54 Si X es un continuo tal que Cono(X) es homeomorfo a
C(X), entonces diremos que X es un continuo C-H:

En [28, Teorema 5.7], se muestra que si X es un continuo C-H indescom-
ponible y de dimensión �nita, entonces todo homeomor�smo entre Cono(X)
y C(X) es de Rogers. De aquí que X tiene la propiedad cono = hiperespacio.

Sin la condición de la dimensión �nita, se tienen los siguientes resultados.

Teorema 1.55 [28, Teorema 5.2] Si X es un continuo C-H indescomponible
y si h : Cono(X) �! C(X) es un homeomor�smo, entonces h(v) = X; donde
v es el vértice del cono.

Teorema 1.56 [28, Teorema 5.4] SiX es un continuo C-H indescomponible,
entonces las composantes de X coinciden con las arcocomponentes de X:

Cuando X es de dimensión �nita se puede decir lo siguiente.

Teorema 1.57 [28, Teorema 5.5] Si X es un continuo C-H indescomponible
de dimensión �nita, entonces cualquier composante de X es una imagen
continua y uno-a-uno de [0;1) o bien de R1:

Una de las diferencias que se pueden encontrar entre Cono(X) y C(X)
tiene que ver con la dimensión de dichos espacios. Por un lado, se sabe que
dim(Cono(X)) < 1 cuando dim(X) < 1 ([31, Lema 8.10]); por otro lado,
dim(C(X)) = 1 siempre que dim(X) � 2 ([22]). Al respecto, tenemos los
siguientes teoremas.

Teorema 1.58 ([27] y [34, Lema 3]) Si X es un continuo C-H de dimensión
�nita, entonces dim(X) = 1: De hecho ([34, Lema 3]), X no puede contener
un subcontinuo no degenerado hereditariamente indescomponible.
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Rogers ([35]) obtuvo independientemente el siguiente resultado, que es
más fuerte que el anterior.

Teorema 1.59 [35, Teorema 8] Si X es un continuo C-H de dimensión
�nita, entonces X contiene a lo más un subcontinuo indescomponible no de-
generado (de aquí, por [30, Teorema 19.14], dim(X) = 1).

En ese caso, si Y es el único subcontinuo indescomponible no degenerado
de X; entonces Y es un continuo C-H de dimensión �nita y X � Y es arco-
conexo (combinando los resultados [31, Teorema 8.20.4] y [14]). Además, si
h : C(Y ) �! Cono(Y ) es un homeomor�smo, se tiene que h(Y ) es el vértice
de Cono(Y ) ([31, Teorema 8.20.3]) y h(F1(Y )) = B(Y ) ([28, Teorema 5.7]).
De aquí que Y tiene la propiedad cono = hiperespacio.

En vista del anterior teorema, los continuos de dimensión �nita X; para
los cuales Cono(X) es homeomorfo a C(X); son casi hereditariamente des-
componibles. Entonces es natural preguntarse: ¿cuáles continuos hereditaria-
mente descomponibles X; tienen la propiedad de que su cono e hiperespacio
C(X) son homeomorfos? Esta pregunta fue respondida completamente.

Teorema 1.60 ([28] y [34]) Si X es un continuo hereditariamente descom-
ponible, entonces X es un continuo C-H si y sólo si X es homeomorfo a uno
de los ocho continuos de la siguiente �gura.
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Continuos C-H hereditariamente descomponibles

El anterior teorema fue obtenido independientemente por Rogers y Nadler.

1.8.5. Hiperespacios Homeomorfos a Conos

Otro problema que ha sido estudiado es el de caracterizar aquellos con-
tinuos X para los cuales existe un continuo de dimensión �nita Z tal que
C (X) y Cono (Z) son homeomorfos.

En [24], S. Macías resolvió completamente el caso en que X es localmente
conexo y obtuvo los siguientes resultados.

Teorema 1.61 [24, Teorema 3] Si X es un n-odo simple, entonces C (X)
es homeomorfo a Cono (Z) ; para un continuo Z:

Teorema 1.62 [24, Teorema 4] Sea X un continuo localmente conexo cuyo
espacio de subcontinuos, C (X) ; tiene dimensión �nita. Si C (X) es homeo-
morfo a Cono (Z) ; sobre un continuo Z; entonces X es un arco, una curva
cerrada simple o un n-odo simple.
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En [23] M. de J. López obtuvo el siguiente teorema.

Teorema 1.63 [23, Pág. 362] Sea X un continuo tal que existen un continuo
Z de dimensión �nita y un homeomor�smo h : C (X) �! Cono (Z) : Si
Y 2 C (X) es tal que h (Y ) = v (Z) ; entonces:
(a) Y tiene la propiedad cono = hiperespacio;

(b) X � Y es localmente conexo;

(c) X � Y tiene un número �nito de componentes;

(d) cada componente de X � Y es homeomorfa a [0;1) o a la recta real;
(e) si una componente R de X�Y es homeomorfa a la recta real, entonces

X � Y = R;
(f) si A es un subcontinuo de X y A no contiene a Y; entonces A es un

arco o un conjunto de un punto.

Más aún, en [15], A. Illanes y M. de J. López obtuvieron la siguiente
caracterización.

Teorema 1.64 SeaX un continuo hereditariamente descomponible. Entonces
existe un continuo de dimensión �nita Z tal que C (X) es homeomorfo a
Cono (Z) sí y sólo si X es homeomorfo a uno de los continuos de la �gura.
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Continuos hereditariamente descomponibles cuyo
hiperespacio de subcontinuos es homeomorfo al cono de un

continuo de dimensión �nita

1.9. Continuos Cono-encajables

En esta tesis estudiaremos la siguiente propiedad.

De�nición 1.65 Dado un continuo X; decimos que X es un continuo cono-
encajable en C(X) si existe un encaje h : Cono(X) �! C(X) tal que
h(x; 0) = fxg para cada x 2 X:
Más aún, si h (p; s)  h (p; t) siempre que s < t y p 2 X; decimos que X

es un continuo cono-encajable ordenado en C (X) :
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Observación 1.66 La segunda condición signi�ca que el encaje h se puede
hacer mediante arcos ordenados. Es decir, las imágenes de los arcos de la
forma fpg � [0; 1]; son arcos ordenados en C (X) : Además, notemos que,
fpg = h (p; 0) � h (v) para cada p 2 X; donde v es el vértice de Cono (X) ;
entonces p 2 h (v) para cada p 2 X: Es decir, h (v) = X:

El arco y la circunferencia son ejemplos de continuos cono-encajables. Más
aún, los continuos C-H y los continuos con la propiedad cono = hiperespacio,
son ejemplos de continuos cono-encajables. Tenemos razones para a�rmar que
las grá�cas �nitas (continuos que son unión �nita de arcos de manera que
cada dos de ellos se intersectan en un conjunto �nito (considerando al vacío
como conjunto �nito)), son continuos cono-encajables; sin embargo, faltan
algunos detalles para concluir su demostración. Existen varios ejemplos de
continuos X que son cono-encajables en C (X) cuyos cono e hiperespacio de
subcontinuos no son homeomorfos, algunos de los cuales veremos a lo largo
de la tesis.

Para mostrar que existe un encaje, varias veces lo construiremos. Pero, en
lugar de de�nir una función en Cono (X) ; la de�niremos en X � [0; 1]: Con
los siguientes lemas tendremos el encaje deseado. El primero es el Teorema
de la Transgresión, su demostración se puede encontrar en [5, Teorema 3.2].

Teorema 1.67 (Teorema de la Transgresión) Sean f : X �! Y una identi-
�cación y h : X �! Z una función continua. Supongamos que h�p�1 es una
función univaluada (es decir, h es constante en cada �bra f�1 (y)). Entonces:
1) h � p�1 : Y �! Z es continua;
2) h � p�1 : Y �! Z es una función abierto (cerrada) si y sólo si h (U)

es abierto (cerrado) para cada conjunto abierto U que satisface la igualdad
U = f�1 � f (U).

Lema 1.68 Sean X un espacio compacto y Y un espacio de Hausdor¤. Si
h : X�[0; 1] �! Y es una función continua, inyectiva en X�[0; 1); constante
en X �f1g ; y cumple que h (x; t) 6= h (x; 1) cuando t < 1; entonces h induce
un encaje natural de Cono (X) en Y:
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Demostración. Como X es compacto, entonces X � [0; 1] es compacto.
Sea y0 2 Y tal que h (x; 1) = y0 para cada x 2 X: Sea � : X�I �! Cono(X)
la función cociente: Veamos que h es constante en �bras de �: Si v es el vértice
del cono, entonces ��1(v) = X � f1g: Por otro lado h(p; 1) = y0 para cada
p 2 X: Así que h es constante en ��1(v):

Para un punto w 6= v; se tiene que ��1(w) es un conjunto unipuntual
y, por tanto, h es constante en esa �bra. Hemos mostrado que se cumplen
las hipótesis del Teorema de la Trasgresión 1.67. Por tanto, la función f =
h � ��1 : Cono(X) �! Y es una función continua.

Veamos que f es inyectiva. Sean w 6= z y z 2 Cono(X): Si uno de ellos es
el vértice v del cono, por ejemplo w = v; se tiene que h(v) = y0: Por otro lado,
��1(z) = f(p; t)g ; con p 2 Y y t < 1: Por tanto h(��1(p; t)) = h(p; t) 6= y0:
Así que f(w) 6= f(z):

Supongamos que ninguno de w y z es el vértice. Tenemos entonces que
��1(w) = f(p; t)g y ��1(z) = f(q; s)g ; con (p; t) 6= (q; s) y s; t 2 [0; 1):
Como h es inyectiva en X � [0; 1); se tiene que h(p; t) 6= h(q; s): Por tanto
f(w) 6= f(z): Hemos mostrado que f es una función continua e inyectiva de
un compacto a un espacio Hausdor¤. Por tanto f es un encaje. �

Lema 1.69 Dado un continuo X; supongamos que existe una función con-
tinua h : X � [0; 1] �! C (X) tal que
(a) h (p; 0) = fpg;
(b) existe Y 2 C (X) tal que h (p; t) = Y si y sólo si t = 1;
(c) h es inyectiva en X � [0; 1):
Entonces X es un continuo cono-encajable en C (X) :
Más aún, si h (p; s)  h (p; t) siempre que p 2 X y s < t; entonces X es

un continuo cono-encajable ordenado en C (X) :

Demostración. Por el Lema 1.68, h induce un encaje natural, f; de
Cono (X) en C (X). Además f = h � ��1; donde � : X � [0; 1] �! Cono (X)
es la función cociente.

Observemos que f (p; 0) = h (��1 (p; 0)) = h (p; 0) = fpg: Esto prueba
que X es un continuo cono-encajable en C (X) :
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Ahora bien, si 0 � s < t � 1; entonces f(p; s) = h(p; s)  h(p; t): Si
t < 1; entonces f (p; t) = h (p; t) y por tanto, f (p; s)  f (p; t) : Para t = 1;
tenemos que f (p; 1) = h (��1 (v)) = Y = h (p; 1) : Así que f (p; s)  f (p; 1) :
Concluimos que f es el encaje deseado. De aquí que X es un continuo cono-
encajable ordenado en C (X). �

Lema 1.70 Sean X un continuo cono-encajable y h : Cono(X) �! C(X)
un encaje tal que h(x; 0) = fxg para cada x 2 X: Entonces la función
K : Cono (X) �! C (C (X)) dada por K (x; t) = h (fxg � [0; t]) está bi-
en de�nida y es continua. Más aún, la función f : X �! C(C(X)) de�nida
como f(x) = h(fxg � [0; 1]) es un encaje.

Demostración. Veamos que K es continua. Sean (x; t) 2 Cono (X) y
((xn; tn))

1
n=1 una sucesión en Cono (X) tales que l��m (xn; tn) = (x; t) : En-

tonces l��mxn = x y l��m tn = t: Luego l��m[0; tn] = [0; t] y l��m (fxng � [0; tn]) =
fxg � [0; t]: Puesto que la función C (h) : C (Cono (X)) �! C (C (X)) dada
por C (h) (A) = h (A) para cada A 2 C (Cono (X)) es continua ([16, Lema
13.3]), tenemos que

l��mK (xn; tn) = l��mh (fxng � [0; tn]) = l��m (C (h) (fxng � [0; tn]))
= C (h) (fxg � [0; t]) = h (fxg � [0; t]) = K (x; t) :

Esto prueba que K es continua.

Ahora, veamos que f es inyectiva. Sean x y y dos puntos distintos de X:
Como h es inyectiva y h (y; 0) = fyg ; tenemos que fyg =2 h (fxg � [0; 1]) : Así
que fyg 2 h (fyg � [0; 1]) y fyg =2 h (fxg � [0; 1]) : Por tanto, f (x) 6= f (y) :

Demostremos que f es continua. Tomemos un punto x 2 X y una sucesión
(xn)

1
n=1 de X; tales que l��mxn = x: Como K es continua, l��mK (xn; 1) =

K (x; 1) : Es decir, l��m f (xn) = f (x) : Esto muestra que f es continua.

Por lo tanto, f es una función continua e inyectiva de un espacio compacto
a un espacio Hausdor¤. Así que f es un encaje. �
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Capítulo 2

Propiedades de Continuos
Cono-encajables en C(X)

En este capítulo demostraremos algunas propiedades de los continuos
cono-encajables en C(X). Primero probaremos que si un continuo X es cono-
encajable en C(X), entonces contiene a lo más un continuo indescomponible
y posteriormente demostramos un resultado análogo para subcontinuos ter-
minales.

2.1. Conteniendo un Indescomponible

Recordemos que para un continuo X y un punto p 2 X; la composante
de p en X, se de�ne como

�(p) =
[
fA � X : A es un subcontinuo propio de X y p 2 Ag:

De�nición 2.1 Sean X un continuo, Y un subcontinuo de X y � una com-
posante de Y: Decimos que � se sale de Y si existe un subcontinuo Z de X
tal que Z \ (X n Y ) 6= ;; Z \ � 6= ; y Y * Z:

Veamos que bajo ciertas hipótesis, un subcontinuo indescomponible no
puede tener demasiadas composantes que se salgan de él.
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Lema 2.2 Sea X un continuo tal que dim(C(X)) < 1: Si Y es un sub-
continuo indescomponible no degenerado de X; entonces el número de com-
posantes de Y que se salen de Y es �nito.

Demostración. Supongamos que este lema es falso. Sea n un número
natural. Entonces podemos tomar n composantes �1; �2; :::; �n de Y; que se
salen de Y . Para cada i 2 f1; 2; :::; ng; sea Zi un subcontinuo de X tal que
Zi \ (X n Y ) 6= ;; Zi \ �i 6= ; y Y * Zi:

Supongamos que Zi \ Zj 6= ; para algunas i; j 2 f1; 2; :::; ng con i 6= j:
SeanWi una componente de Zi\�i yWj una componente de Zj\�j: Veamos
queWi es cerrado en X. Como Zi es cerrado en X,Wi � Zi: Observemos que
Wi es un subcontinuo de Y: Si Wi intersecta dos composantes de Y; como Y
es indescomponible, se tiene que Y = Wi � Zi (por [20, Teorema 5, p. 212]).
Lo cual es una contradicción. Concluimos que Wi � �i: Hemos mostrado que
Wi es un subcontinuo de Zi\�i: Puesto queWi es una componente de Zi\�i;
tenemos que Wi = Wi: Un razonamiento similar muestra que Wj es cerrado
en X.

Como �i y �j son composantes distintas, se tiene que �i \ �j = ;, por lo
que Wi y Wj son subconjuntos cerrados y ajenos de X: Por tanto, existen
abiertos Ui; Uj de X tales que Wi � Ui; Wj � Uj y Ui \ Uj = ;: Observemos
que, como Wi � Y y Zi \ (X n Y ) 6= ;; entonces Wi  Zi: Análogamente
Wj  Zj:

Como Wi y Zi son subcontinuos de X tales que Wi  Zi; podemos tomar
un arco ordenado �i : [0; 1] �! C(X) de Wi a Zi en C(X); tal que �i(0) =
Wi; �i(1) = Zi. Por la continuidad de �i; existe t 2 (0; 1) tal que Wi  
�i(t) � Ui:

Observemos que �i(t)\�i 6= ;: Además, puesto que �i(t) � Zi y Y * Zi;
se tiene que Y * �i(t): Si �i(t)\(XnY ) = ;; entonces �i(t) es un subcontinuo
de Y tal que Wi  �i(t)  Zi: Si �i(t) intersecta dos composantes de Y; por
[20, Teorema 5, p. 212], Y = �i(t) � Zi, lo cual es una contradiccion. Por
tanto �i(t) � �i: Hemos mostrado que �i(t) es un subcontinuo de Zi \ �i:
Puesto que Wi es una componente de Zi \ �i; tenemos que Wi = �i(t):
Esto contradice que Wi  �i(t): La contradicción surgió al suponer que
�i(t) \ (X n Y ) = ;: Se sigue que �i(t) \ (X n Y ) 6= ;:
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Concluimos que �i(t) es un subcontinuo de X con las mismas propiedades
de Zi pero que además satisface �i(t) � Ui:

Análogamente, considerando un arco ordenado �j : [0; 1] �! C(X) deWj

a Zj; podemos tomar un subcontinuo �j(s) de X tal que �j(s)\ (X nY ) 6= ;;
�j(s) \ �j 6= ;, Y * �j(s) y �j(s) � Uj:

Por tanto, �i (t) y �j (s) tienen las mismas propiedades que Zi y Zj; pero
además �i(t) \ �j(s) = ;: Repitiendo este procedimiento con cualquier par
de conjuntos Zi que se intersecten, podemos suponer que Zi \ Zj = ; para
cualesquiera i; j 2 f1; 2; :::; ng con i 6= j:

Entonces Y [
"
n[
i=1

Zi

#
es un n-odo. Se sigue que C(X) contiene una

n-celda ([13, Teorema 7.3]). Como esto lo podemos hacer para cada n 2 N;
concluimos que C(X) contiene una n-celda para cada n 2 N: Concluimos que
dim(C(X)) =1: Lo cual contradice que dim(C(X)) <1: Esto concluye la
demostración del lema. �

En el siguiente resultado, mostramos un criterio, bajo el cual, una com-
posante de un continuo indescomponible Y , se sale de Y .

Teorema 2.3 Sea X un continuo tal que dim(C(X)) < 1: Sea Y un sub-
continuo indescomponible no degenerado de X: Supongamos que A 2 C(X)
pertenece a la misma arcocomponente de C(X)nfY g que B 2 C (X)nC (Y ) ;
que A � � y � es composante de Y: Entonces � se sale de Y:

Demostración. Sea f : [0; 1] �! C(X)nfY g un encaje tal que f(0) = A
y f(1) = B: Sea � = Im f: Consideremos la función g : [0; 1] �! C (C (X))
de�nida como g (t) = f ([0; t]) : Como f es continua, C (f) : C ([0; 1]) �!
C (C (X)) es continua. Por lo tanto, g es continua.

Como B 2 � n C (Y ) ; tenemos que � * C (Y ) : Sea s0 = supfs 2 [0; 1] :
g (s) � C(Y )g: Consideremos una sucesión creciente (sn)1n=1 en [0; 1] tal
que g (sn) � C (Y ) para cada n 2 N y l��m sn = s0: Como g es continua,
l��m g (sn) = g (s0) : Se sigue del Lema 1.28 que g (s0) � C (Y ) : Entonces
s0 < 1 y g (s0) = f([0; s0]) es un arco en C(Y ) o un conjunto de un solo
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elemento: Entonces, por el Lema 1.32,
[
f([0; s0]) es un subcontinuo de Y

que intersecta a �: Si
[
f([0; s0]) intersecta a otra composante de Y; entonces[

f([0; s0]) = Y por [20, Teorema 5, p. 212]. De aquí que Y 2 f([0; s0]) por
el Teorema 1.33. Lo cual es una contradicción, puesto que f([0; s0]) � � �
C(X) n fY g. Concluimos que

[
f([0; s0]) está contenido en �:

Observemos que Y 6= f (s0) : Es decir, f (s0)  Y: Si para cada t > s0
se tiene que Y �

[
f([s0; t]); tomemos una sucesión decreciente (tn)

1
n=1 en

(s0; 1] tal que l��m tn = s0: Entonces l��m[s0; tn] = fs0g : Por la continuidad de
C (f) tenemos que l��m f ([s0; tn]) = ff (s0)g : De aquí que, por la continuidad
de la unión (Lema 1.31), l��m

[
f([s0; tn]) = ff (s0)g : Como Y �

[
f([s0; tn]

para cada n 2 N; se sigue del Lema 1.28 que Y � f (s0), lo cual es una
contradicción.

Concluimos que existe t0 > s0 tal que Y *
[
f([s0; t0]): Por lo tanto,[

f([s0; t0]) es un subcontinuo de X tal que
[
f([s0; t0]) \ (X n Y ) 6= ; y

que no contiene a Y: Además, como f(s0) está contenido en �; se tiene que

� \
�[

f([s0; t0])
�
6= ;: Esto prueba que � se sale de Y . �

Estamos listos para probar la propiedad mencionada de los continuos
cono-encajables.

Teorema 2.4 SeaX un continuo cono-encajable en C(X) tal que dim(C(X))
es �nita: Sea h : Cono (X) �! C (X) un encaje tal que h (x; 0) = fxg ; para
cada x 2 X: Supongamos que v es el vértice de Cono (X) y que Y es un
subcontinuo indescomponible no degenerado de X: Entonces
(a) h (v) = Y ;
(b) el único subcontinuo indescomponible no degenerado de X es Y ;
(c) h (y; t) � Y para todo (y; t) 2 Y � [0; 1];
(d) Y es un continuo cono-encajable en C (Y ) :

Demostración. Por el Lema 2.2, a lo más un número �nito de com-
posantes de Y se salen de Y: Como Y es un continuo indescomponible, tiene
una cantidad no numerable de composantes. Así que podemos tomar tres
composantes distintas �1; �2 y �3 de Y que no se salen de Y:
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Tomemos i 2 f1; 2; 3g y xi 2 �i: Consideremos la función fi : [0; 1] �!
Cono(X) de�nida como fi(t) = (xi; t): Observemos que fi es un encaje tal
que fi(0) = (xi; 0) y fi(1) = v: Sea �i = Im fi: Como �i es un arco y h es un
encaje, se tiene que h(�i) es un arco en C(X) que une a h(xi; 0) = fxig con
h(v):

Observemos que si i 6= j; entonces h(�i) \ h(�j) = h(v): Así que h(�1) [
h(�2) es un arco en C(X) que une a fx1g con fx2g:

Si h(�1)[h(�2) � C (Y ) ; entonces por el Lema 1.32,
[
h(�1)[h(�2) es

un subcontinuo de Y: Como fx1g y fx2g son subconjuntos de composantes
distintas y fx1g ; fx2g 2 h(�1) [ h(�2); se tiene que

[
h(�1) [ h(�2) inter-

secta a dos composantes distintas de Y: Así que, por [20, Teorema 5, p.212],[
(h(�1)[h(�2)) = Y: Se sigue del Teorema 1.33, que Y 2 h(�1)[h(�2): Por

otro lado, si h(�1)[h(�2) * C (Y ) ; entonces existeB 2 h(�1)[h(�2)nC (Y ) :
Observemos que fxig y B están en el arco h(�1) [ h(�2) � C (X) ; para
i 2 f1; 2g : Puesto que fxig está en una composante que no se sale de Y;
para i 2 f1; 2g ; por el Teorema 2.3, tenemos que fxig no puede estar en la
misma arcocomponente de C(X) n fY g que B; para i 2 f1; 2g ; de manera
que Y 2 h(�1)[ h(�2): En ambos casos tenemos que Y 2 h(�1)[ h(�2): Sin
pérdida de generalidad, supongamos que Y 2 h(�1):

Por otro lado, h(�2)[h(�3) es un arco en C(X) que une a fx2g con fx3g:
Un razonamiento similar muestra que Y 2 h(�2) [ h(�3): Supongamos que
Y 2 h(�2). Concluimos que Y 2 h(�1) \ h(�2) = fh(v)g : Hemos mostrado
que Y = h(v):

Si Y1 es un subcontinuo indescomponible no degenerado deX; Y1 satisface
las mismas hipótesis que Y; así que h (v) = Y1: De manera que Y1 = Y: Por
tanto, el único subcontinuo indescomponible no degenerado de X es Y:

Sea y 2 �1: Si existe t 2 [0; 1] tal que h (y; t) * Y; como Y = h (v) =
h (y; 1) ; tenemos que t < 1: Entonces h (fyg � [0; 1]) es un arco en C (X) tal
que h (y; 0) � �1; h (y; t) * Y y h (fyg � [0; t]) � C (X)nfY g : Si h (y; t) 6= X
y tomamos un arco ordenado � de h (y; t) aX; con h (fyg � [0; t]) y � se puede
conectar fyg con X por un arco que no pasa por Y: Por el Teorema 2.3, �1
se sale de Y: En el caso en que h (y; t) = X también se concluye que �1 se
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sale de Y: En cualquier caso se concluye que �1 se sale de Y: Esto contradice
la elección de �1 y prueba que h (y; t) � Y para toda t 2 [0; 1] :

Dada y 2 Y; por la densidad de �1 en Y (Teorema 1.17) existe una
sucesión (yn)

1
n=1 de puntos de �1 tal que l��m yn = y: Dada t 2 [0; 1] ; la

continuidad de h implica que l��mh (yn; t) = h (y; t) : Por el párrafo anterior,
h (yn; t) � Y para cada n 2 N: Así que, por el Lema 1.28, h (y; t) � Y:

Hemos probado que la función h0 = hjCono(Y ) : Cono (Y ) �! C (X) tiene
imagen contenida en C (Y ) : Por tanto, h0 tiene las propiedades necesarias
para que podamos a�rmar que Y es cono-encajable en C (Y ) : �

2.2. Conteniendo un Subcontinuo Terminal

Recordemos que un subcontinuo no degenerado y propio Y de un continuo
X es terminal si siempre que A 2 C(X) es tal que A \ Y 6= ;; se tiene que
A � Y o bien Y � A:

Mostraremos que un continuo cono-encajable tiene a lo más un continuo
terminal. Primero probemos el siguiente lema, donde se muestra la propiedad
planteada arriba.

Lema 2.5 Sean X un continuo y Y un subcontinuo terminal de X: Si �
es un arco en C(X) que une un punto de C(Y ) con uno de C(X) n C(Y );
entonces Y 2 �:

Demostración. Sea � un arco en C(X) que une a M 2 C(Y ) con N 2
C(X) n C(Y ): Consideremos un homeomor�smo f : [0; 1] �! � tal que
f(0) = M y f(1) = N: Supongamos que Y =2 �: Consideremos la función
g : [0; 1] �! C (C (X)) ; de�nida como g (t) = f ([0; t]) : Como f es continua,
tenemos que C (f) : C ([0; 1]) �! C (C (X)) es continua. Por tanto, g es
continua.

Sea s0 = supfs 2 [0; 1] : g (s) � C(Y )g: Consideremos una sucesión
creciente (sn)

1
n=1 en [0; s0] tal que g (sn) � C (Y ) para cada n 2 N; y l��m sn =
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s0. Como g es continua, tenemos que l��m g (sn) = g (s0) : Se sigue del Lema
1.28 que g (s0) � C (Y ) : Entonces s0 < 1: Por el Lema 1.32,

[
f([0; s0]) es

un subcontinuo de Y:

Observemos que Y 6= f (s0) : Es decir, f (s0)  Y: Si para cada t > s0
se tiene que Y �

[
f([s0; t]); tomemos una sucesión decreciente (tn)

1
n=1

en [s0; 1) tal que l��m tn = s0: Entonces l��m[s0; tn] = fs0g : Por la con-
tinuidad de C (f) tenemos que l��m f ([s0; tn]) = f (s0) : De aquí que, por
la continuidad de la unión (Lema 1.31), l��m

[
f([s0; tn]) = f (s0) : Como

Y �
[
f([s0; tn]) para cada n 2 N; se sigue del Lema 1.28 que Y � f (s0) :

Lo cual es una contradicción. Concluimos que existe t0 > s0 tal que Y *[
f([s0; t0]). Si

[
f([s0; t0]) � Y; entonces g (t0) = f ([0; t0]) � C (Y ) ; pues

g (s0) = f ([0; s0]) � C (Y ) : Esto contradice la elección de s0: Por lo tanto,[
f([s0; t0]) * Y . Como f(s0) 2 C(Y ),

[
f([s0; t0]) es un subcontinuo de

X que intersecta a Y; que no está contenido en Y y no lo contiene. Esto
contradice que Y es un subcontinuo terminal. Concluimos que Y 2 �: �

Teorema 2.6 Sea X un continuo cono-encajable en C(X). Entonces X
tiene a lo más un subcontinuo terminal. Más aún, si Y es un subcontinuo
terminal de X y h : Cono (X) �! C (X) es un encaje tal que h (x; 0) = fxg
para cada x 2 X, entonces h (v) = Y , en donde v es el vértice de Cono (X) :

Demostración. Supongamos que h (v) 6= Y , donde Y es un subcontinuo
terminal de X: Analizamos dos casos:

Caso 1) Y =2 Imh:
Tomemos un par de puntos p 2 Y y q 2 X n Y: De�namos f : [0; 1] �!

C(X) como

f(t) =

�
h(p; 2t); si 0 � t � 1

2
;

h(q; 2� 2t); si 1
2
� t � 1:

Observemos que f(0) = fpg 2 C(Y ) y f(1) = fqg 2 C(X) n C(Y ): Es
claro entonces que � = Im f es un arco en C(X)nfY g que une a un elemento
de C(Y ) con uno de C(X) nC(Y ): Esto contradice el Lema 2.5. Concluimos
que este caso es imposible.
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Caso 2) Y 2 (Imh) n fh(v)g: Sea (y; t) 2 Cono(X) tal que h(y; t) = Y:
Entonces t < 1: Tomemos q 2 X n Y y p 2 Y tal que p 6= y: De�namos
g : [0; 1] �! C(X) como

g(s) =

�
h(p; 2t); si 0 � t � 1

2
;

h(q; 2� 2t); si 1
2
� t � 1:

Entonces, es claro que � = Im g es un arco en C(X) que une a fpg con
fqg que no pasa por Y: Además, fpg 2 C(Y ) y fqg 2 C(X) n C(Y ): Esto
contradice el Lema 2.5, mostrando así que este caso también es imposible.
Hemos probado entonces que h(v) = Y:

Ahora bien, si Y y Z son dos subcontinuos terminales de X, se tiene
que Z = h(v) = Y: Hemos mostrado que X tiene a lo más un subcontinuo
terminal. �

Es natural preguntarse si un subcontinuo terminal no degenerado de un
continuo cono-encajable, también es un continuo cono-encajable. La respues-
ta es a�rmativa como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.7 Si X es un continuo cono-encajable en C(X) y Y es un sub-
continuo terminal de X; entonces Y es un continuo cono-encajable en C(Y ).

Demostración. Sea h : Cono(X) �! C(X) un encaje del cono de X
en el hiperespacio C(X) tal que h (x; 0) = fxg, para cada x 2 X: Sea h0 =
hjC(Y ) : Cono(Y ) �! C(X): Observemos que h0 es continua e inyectiva.
Para probar el teorema sólo tenemos que ver que h0(y; t) 2 C(Y ) para cada
(y; t) 2 Y � [0; 1]:

Dado y 2 Y; se tiene que h(y; 0) = fyg 2 C(Y ) y h(y; 1) = h(v) =
Y 2 C(Y ) (Teorema 2.6). Tomemos 0 < t0 < 1: Supongamos que h(y; t0) 2
C(X) n C(Y ): De�namos f : [0; 1] �! C(X) como f(t) = h(y; tt0): Como
fyg�[0; t0] es un arco que no pasa por el vértice del cono, entonces f([0; 1]) =
h(fyg�[0; t0]) es un arco en C(X) que no pasa por Y: Sin embargo, es un arco
que une a fyg 2 C(Y ) con h(y; t0) 2 C(X) n C(Y ): Esto contradice el Lema
2.5. Concluimos que h0(y; t) = h(y; t) 2 C(Y ) para cada (y; t) 2 Y � [0; 1]: �
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2.3. Sobre Contractilidad

Recordemos que un espacio topológico Z es contráctil si existen una fun-
ción continua h : Z � [0; 1] �! Z y un punto p 2 Z tales que, para cada
x 2 Z; h(x; 0) = x y h(x; 1) = p: Tal función se llama contracción en Z.

Intuitivamente, que Z sea contráctil signi�ca que Z se puede deformar
continuamente a un punto en un intervalo �nito de tiempo.

Sabemos que dado un continuo X; Cono(X) es contráctil. Es natural
preguntarse si dado un continuo cono-encajable, se tiene contractilidad en
su hiperespacio de subcontinuos. Para ello, vamos a considerar la siguiente
variante de la noción de contractilidad.

De�nición 2.8 Dados un subespacio Y de Z y z0 2 Z; decimos que Y es
contráctil a z0 en Z si existe una función continua K : Y � [0; 1] �! Z
tal que, para toda y 2 Y; se satisfacen las siguientes condiciones:
(a) K(y; 0) = y;
(b) K(y; 1) = z0:
Así, K es una contracción de Y a z0 en Z:

Veamos el siguiente teorema, el cual da respuesta a la pregunta planteada
antes.

Teorema 2.9 Supongamos que X es un continuo cono-encajable en C(X).
Sea h : Cono(X) �! C(X) un encaje del cono de X en el hiperespacio C(X)
tal que h(x; 0) = fxg para cada x 2 X: Sea N el subcontinuo de X tal que
h(v) = N; donde v es el vértice del cono. Entonces existe una contracción
K : F1(X)� [0; 1] �! C(X) de F1(X) a N en C(X) tal que K es inyectiva
sobre F1(X)� [0; 1):

Demostración.De�namosK : F1(X)�[0; 1] �! C(X) comoK(fxg; t) =
h(x; t): Entonces K es una función continua tal que K(fxg; 0) = h(x; 0) =
fxg y K(fxg; 1) = h(x; 1) = h(v) = N:

47



Dados (fxg; t); (fyg; s) 2 F1(X)� [0; 1) tales que K(fxg; t) = K(fyg; s):
Entonces h(x; t) = h(y; s): Como s; t < 1 y h es un encaje, se tiene que
(x; t) = (y; s): Es decir, (fxg; t) = (fyg; s): Esto concluye la demostración. �

Observemos que el Teorema 2.9 nos dice que si un continuo X es cono-
encajable en C(X), entonces F1(X) es contráctil en C(X): Por [13, Teorema
9.1], se tiene que si F1(X) es contráctil en C(X), entonces C(X) es contráctil.
Por lo tanto, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.10 Si X es un continuo cono-encajable en C(X); entonces
C(X) es contráctil.

Si un continuo X es contráctil, se tiene que C(X) es contráctil. Entonces
surge la pregunta de si existen continuos contráctiles que no sean continuos
cono-encajables. Más adelante (4.32) daremos un ejemplo que muestra que
tales continuos existen.

2.4. Sobre la Estructura de C(X)

Hemos mencionado que existe una proyección natural de Cono(X) sobre
[0; 1] que mide la altura de los puntos de Cono(X); así como lo hace una
función de Whitney de C(X) sobre [0; 1] la cual mide la �altura� de los
elementos de C(X) (con respecto al orden parcial de la contención).

Cuando tenemos un encaje ordenado de Cono(X) en C(X); es natural
preguntarnos si lo podemos de�nir de manera que �preserve�niveles. Veamos
que para un continuo cono-encajable ordenado en C(X); podemos conseguir
el encaje de manera que �preserve�niveles.

Teorema 2.11 Sean X un continuo cono-encajable ordenado en C(X) y
� : C(X) �! [0; 1] una función de Whitney tal que �(X) = 1: Entonces
existe un encaje h : Cono(X) �! C(X) tal que, para cada x 2 X; se tiene
que
a) h(x; 0) = fxg;
b) h(x; s)  h(x; t), siempre que s < t;
c) �(h(x; t)) = t para cada t 2 [0; 1]:
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Demostración. Como X es un continuo cono-encajable ordenado en
C(X); existe un encaje f : Cono(X) �! C(X) tal que f(x; 0) = fxg para
cada x 2 X y f(x; s)  f(x; t) siempre que s < t: De la Observación 1.66
tenemos que f (v) = X; donde v es el vértice de Cono (X) : Observemos que
f(fxg � [0; 1]) es un arco ordenado en C(X) del elemento fxg de F1 (X)
a X: Por lo tanto, para cada t 2 [0; 1], existe un único elemento Ax;t 2
f(fxg � [0; 1]) tal que �(Ax;t) = t:

De�namos la función h : Cono(X) �! C(X) como h(x; t) = Ax;t: Veamos
que h cumple con lo deseado.

Observemos primero que, para t = 0; Ax;0 es el único elemento de f(fxg�
[0; 1]) tal que �(Ax;0) = 0: Es decir, h(x; 0) = Ax;0 = fxg: Notemos que
h(v) = X es el único elemento Ax;1 de f(fxg � [0; 1]) tal que �(Ax;1) = 1:
Es decir, h(v) = Ax;1 = f(v) = X para cada x 2 X: Además, �(h(x; t)) = t
para cada x 2 X y t 2 [0; 1]:

Sean x 2 X y s < t: Entonces �(h(x; s)) < �(h(x; t)): Como además
h(x; s) y h(x; t) son elementos de un arco ordenado en C(X); tenemos que
h(x; s)  h(x; t). Esto prueba b): En particular, h(x; s) 6= h(x; t): Con-
cluimos, además, que h(x; t) = h(v) si y sólo si t = 1:

Por otro lado, si h(x; t) = A = h(y; s); entonces A 2 f(fxg � [0; 1]) \
f(fyg � [0; 1]): Si x 6= y; por ser f un encaje, tenemos que f(fxg � [0; 1]) \
f(fyg � [0; 1]) = f(v): De aquí que h(x; t) = h(y; s) = f(v) = h(v): Por lo
tanto, t = s = 1 y (x; t) = v = (y; s): Si x = y; tenemos que �(h(x; t)) =
�(h(y; s)): Así que t = s: Se sigue que (x; t) = (y; s): Hemos probado, así,
que h es inyectiva.

Veamos ahora que h es continua. Consideremos una sucesión (xn; tn)1n=1
de Cono(X) y un punto (x; t) 2 Cono(X) tales que l��m(xn; tn) = (x; t):
Supongamos que existe A 2 C(X) tal que l��mh(xn; tn) = A: Veamos que
A = h(x; t):

Como �(h(xn; tn)) = tn para cada n 2 N y l��m tn = t; tenemos que
�(A) = t: Entonces, sólo falta ver que A 2 f(fxg � [0; 1]):

Por el Lema 1.70, sabemos que l��m f(fxng�[0; 1]) = f(fxg�[0; 1]): Como
h(xn; tn) 2 f(fxng � [0; 1]) para cada n 2 N; entonces A 2 f(fxg � [0; 1])
(Lema 1.27). Esto prueba que A = h(x; t): Por lo tanto, h es continua.
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Ya que h es una función continua e inyectiva de un espacio compacto a
un espacio de Hausdor¤, tenemos que h es un encaje. Esto termina la prueba
del teorema. �

2.5. Heredando la Propiedad

Si un continuo X es cono-encajable en C(X); es natural preguntarse si
esta propiedad la hereda a algún espacio. En esta sección veremos situaciones
en las que dicha propiedad es heredada.

2.5.1. Productos

Si tenemos una familia numerable de continuos, podemos considerar su
producto topológico, el cual es un continuo. Es natural preguntarse si el pro-
ducto de una familia numerable de continuos cono-encajables es un continuo
cono-encajable. Para responder ésto, veamos primero el siguiente lema.

Lema 2.12 Sea fXn : n 2 Ng una familia de continuos. Para cada n 2 N;
sean An 2 C (Xn) y

�
Akn
�1
k=1

una sucesión en C (Xn) tales que l��mk�!1A
k
n =

An: Entonces l��mk�!1

 1Y
n=1

Akn

!
=

1Y
n=1

An:

Demostración. Para cada n 2 N; denotemos por dn y Hn las métricas
de Xn y C (Xn) ; respectivamente. Podemos suponer que di�amdn (Xn) = 1

para cada n 2 N: Sean X =
1Y
n=1

Xn y d la métrica para X de�nida como

d ((xn)
1
n=1 ; (yn)

1
n=1) =

1X
n=1

dn (xn; yn)

2n
:

Sean A =
1Y
n=1

An y Ak =
1Y
n=1

Akn: Como An; A
k
n 2 C (Xn) para cada

n; k 2 N; entonces A;Ak 2 C (X) : Veamos que l��mk�!1Ak = A: Sea � > 0:
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Entonces existe N 2 N tal que
1X

n=N+1

1
2n
< �

2
: Dada n 2 f1; :::; Ng ; como

l��mk�!1A
k
n = An; existe kn 2 N tal queHn

�
Akn; An

�
< �

2N
para cada k � kn:

Sea n0 = m�ax fkn : n 2 f1; :::; Ngg :

Tomemos k � n0: Para ver queH (Ak;A) < �; veamos queA � NH (�;Ak)
y Ak � NH (�;A) :

Sea (an)
1
n=1 2 A: Dada n 2 f1; :::; Ng ; como Hn

�
Akn; An

�
< �

2N
; existe

akn 2 Akn tal que dn
�
an; a

k
n

�
< �

2N
: Para n > N; elegimos akn 2 Akn cualquiera.

Entonces

d
�
(an)

1
n=1 ;

�
akn
�1
n=1

�
=

1X
n=1

dn
�
an; a

k
n

�
2n

=
NX
n=1

dn
�
an; a

k
n

�
2n

+
1X

n=N+1

dn
�
an; a

k
n

�
2n

<
�

2N

NX
n=1

1

2n
+

1X
n=N+1

1

2n

<
�

2
+
�

2
= �:

Hemos encontrado un punto
�
akn
�1
n=1

2 Ak tal que d
�
(an)

1
n=1 ;

�
akn
�1
n=1

�
<

�: Concluimos que A � NH (�;Ak) : Un argumento similar muestra que Ak �
NH (�;A) : Por tanto H (Ak;A) < � para cada k � n0: Esto muestra que
l��mk�!1Ak = A: �

Estamos listos para mostrar que el producto de una familia numerable de
continuos cono-encajables es un continuo cono-encajable.

Teorema 2.13 Sea fXn : n 2 Ng una familia de continuos tales que Xn es

cono-encajable en C(Xn): Entonces el producto X =
1Y
n=1

Xn es un continuo

cono-encajable en C(X):
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Demostración. Para cada n 2 N; sea hn : Cono(Xn) �! C(Xn) un
encaje tal que hn(x; t) = fxg para cada x 2 Xn:

De�namos la función h : Cono(X) �! C(X) como

h((xn)
1
n=1; t) =

1Y
n=1

hn(xn; t):

Como hn(xn; t) es un continuo para cada n 2 N; entonces
1Y
n=1

hn(xn; t)

es un continuo. Además, observemos que
1Y
n=1

hn(xn; t) �
1Y
n=1

Xn: Así que

1Y
n=1

hn(xn; t) 2 C(X):

Veamos que h es continua. Sean A 2 Cono (X) y (Ak)1k=1 una sucesión en
Cono (X) tales que l��mAk = A: Sean A = ((xn)

1
n=1 ; t) y Ak =

��
xkn
�1
n=1

; tk
�
:

Como l��mAk = A; entonces l��m tk = t y l��mk�!1 x
k
n = xn para cada n 2 N:

Por la continuidad de hn; tenemos que l��mhn
�
xkn; tk

�
= hn (xn; t) : Usando el

Lema 2.12,

l��mh (Ak) = l��mh
��
xkn
�1
n=1

; tk
�

= l��m

 1Y
n=1

hn
�
xkn; tk

�!

=
1Y
n=1

�
l��mhn

�
xkn; tk

��
=

1Y
n=1

hn (xn; t) = h((xn)
1
n=1; t):

Esto muestra que h es continua.
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Para t = 0; tenemos que

h((xn)
1
n=1; 0) =

1Y
n=1

hn(xn; 0)

=
1Y
n=1

fxng

= f(xn)1n=1g;

para cada (xn)1n=1 2 X:

Además, para t = 1; se tiene que

h((xn)
1
n=1; 1) =

1Y
n=1

hn(xn; 1)

=
1Y
n=1

hn(vn);

para cada (xn)1n=1 2 X; donde vn es el vértice de Cono(Xn) para cada n 2 N:

Por tanto, h(v) =
1Y
n=1

hn(vn); donde v es el vértice de Cono(X):

Sean s; t 2 [0; 1] y x; y 2 X tales que h(x; t) = h(y; s): Sean x = (xn)1n=1
y y = (yn)1n=1: Para cada n 2 N; sea �n : X �! Xn la n-ésima proyección.
Puesto que h(x; t) = h(y; s); entonces �n(h(x; t)) = �n(h(y; s)) para cada
n 2 N: Así que hn(xn; t) = hn(yn; s) para cada n 2 N:

Si t = 1; entonces hn(xn; t) = hn(vn) para cada n 2 N: Así que hn(vn) =
hn(yn; s) para cada n 2 N: De aquí que s = 1: Un razonamiento similar
muestra que si s = 1, entonces t = 1:

Supongamos que s; t < 1: Puesto que hn es un encaje para cada n 2 N;
tenemos que (xn; t) = (yn; s) para cada n 2 N: Concluimos que s = t y
xn = yn para cada n 2 N: De aquí que (x; t) = (y; s): Además, como h es
una función de un espacio compacto a un espacio de Hausdor¤, tenemos que
h es el encaje deseado. �

Observemos que el Lema 2.12 es válido para un producto �nito de con-
tinuos. Entonces, usando los mismos argumentos, tenemos que un producto
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�nito de continuos cono-encajables es un continuo cono-encajable. Por otro
lado, tenemos la siguiente pregunta.

Problema 2.14 Si X =

1Y
n=1

Xn es un continuo cono-encajable en C(X),

¿será cierto que Xn es un continuo cono-encajable para cada n 2 N?

Ahora, como [0; 1] es un continuo cono-encajable en C ([0; 1]), entonces
el cubo de Hilbert Q es un continuo cono-encajable en C (Q). Por otro lado,
considerando un continuo X con más de un subcontinuo terminal, encajado
en el cubo de Hilbert, por el Teorema 2.6, X no es un continuo cono-encabale
en C (X). Esto muestra que la propiedad de ser cono-encajable no es here-
ditaria.

2.5.2. Hiperespacios

Otra pregunta natural es la siguiente: ¿siX es un continuo cono-encajable
en C(X); entonces alguno de sus hiperespacios también lo es? A continuación
daremos algunas respuestas.

Dado un continuo X y dada n 2 N; recordemos que el n-ésimo producto
simétrico de X está de�nido como

Fn(X) = fA 2 2X : A tiene a lo más n puntosg:

Dados un continuo X y subconjuntos A1; A2; :::; An de X; denotemos por

hA1; A2; :::; Anim al conjunto fK 2 Fm(X) : K �
n[
i=1

Ai yK\Ai 6= ; para ca-

da i 2 f1; 2; :::; ngg: Es decir, hA1; :::; Anim es el conjunto vietórico en Fm(X)
para los conjuntos A1; :::; An o bien, hA1; :::; Anim = hA1; :::; Ani \ Fm (X) :
Entonces hA1; :::; Anim es cerrado (respectivamente, abierto) en Fm(X) cuan-
do los subconjuntos A1; :::; An son cerrados (respectivamente, abiertos) en X:
Para ver si Fn(X) tiene la propiedad siempre que X la tiene, probemos el
siguiente lema.
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Lema 2.15 [25, Lema 1] Sean X un continuo, n 2 N y C1; :::; Cn subcon-
juntos conexos de X: Si m � n; entonces el conjunto hC1; :::; Cnim es un
subconjunto conexo de Fm(X):

Demostración. Tomemos dos elementos distintos fx1; :::; xrg, fy1; :::; ysg
en hC1; :::; Cnim : Entonces, para cada i 2 f1; :::; ng; existe un punto xji 2 Ci
para algún ji 2 f1; :::; rg. También existe un punto yki 2 Ci para algún
ki 2 f1; :::; sg: Probemos el siguiente hecho.

A�rmación 1. Existe un subconjunto conexo de hC1; :::; Cnim que con-
tiene a ambos puntos fx1; :::; xrg y fxj1 ; :::; xjng:

Supongamos que fx1; :::; xrg 6= fxj1 ; :::; xjng: Entonces existe un punto
xt 2 fx1; :::; xrgnfxj1 ; :::; xjng: Sabemos que xt 2 Cu para algún u 2 f1; :::; ng:
De�namos la función

f : fxj1g � :::� fxjng � Cu �! hC1; :::; Cnim
como f(xj1 ; :::; xjn ; c) = fxj1 ; :::; xjn ; cg: Observemos que f está bien de�nida
(pues fxj1 ; :::; xjng tiene menos de m puntos) y es continua. Entonces, como
fxj1g � :::� fxjng � Cu es conexo, tenemos que

A1 = f(fxj1g � :::� fxjng � Cu)

es un subconjunto conexo de hC1; :::; Cnim : Además, notemos que

fxj1 ; :::; xjng = f(xj1 ; :::; xjn ; xju)

y
fxj1 ; :::; xjn ; xtg = f(xj1 ; :::; xjn ; xt):

Así que fxj1 ; :::; xjng; fxj1 ; :::; xjn ; xtg 2 A1:

Si fx1; :::; xrg = fxj1 ; :::; xjn ; xtg; por lo que hemos realizado, la a�rma-
ción está probada. Supongamos que fx1; :::; xrg 6= fxj1 ; :::; xjn ; xtg: Entonces
existe un punto xv 2 fx1; :::; xrgnfxj1 ; :::; xjn ; xtg: Con un razonamiento aná-
logo al anterior, podemos encontrar un subconjunto conexo de hC1; :::; Cnim
que contiene a los puntos fxj1 ; :::; xjn ; xtg y fxj1 ; :::; xjn ; xt; xvg:

Así, hemos construido un subconjunto conexo A de hC1; :::; Cnim que
contiene a los puntos fx1; :::; xrg y fxj1 ; :::; xjng: Esto prueba la a�rmación.
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Ahora, de�namos la función

g1 : C1 � fxj2g � :::� fxjng �! hC1; :::; Cnim
como g(c; xj2 ; :::; xjn) = fc; xj2 ; :::; xjng: Observemos que g1 está bien de�ni-
da y es continua. Entonces, como C1 � fxj2g � ::: � fxjng es conexo, te-
nemos que B1 = g1(C1 � fxj2g � ::: � fxjng) es un subconjunto conexo de
hC1; :::; Cnim : Además, notemos que fxj1 ; xj2 ; :::; xjng = g1(xj1 ; xj2 ; :::; xjn)
y fyk1 ; xj2 ; :::; xjng = g1(yk1 ; xj2 ; :::; xjn) pues xj1 ; yk1 2 C1: Por lo tanto,
fxj1 ; xj2 ; :::; xjng; fyk1 ; xj2 ; :::; xjng 2 B1: Notemos que fxj1 ; :::; xjng 2 A\B1:
De aquí que A \ B1 6= ;:

De la misma manera, de�namos la función

g2 : fyk1g � C2 � fxj3g � :::� fxjng �! hC1; :::; Cnim
como g2(yk1 ; c; xj3 ; :::; xjn) = fyk1 ; c; xj3 ; :::; xjng: Observemos que g2 está bien
de�nida y es continua. Entonces, como fyk1g � C2 � fxj3g � ::: � fxjng es
conexo, tenemos que B2 = g2(fyk1g�C2�fxj3g�:::�fxjng) es un subconjunto
conexo de hC1; :::; Cnim :

Como xj2 ; yk2 2 C2; tenemos que fyk1 ; xj2 ; :::; xjng = g2(yk1 ; xj2 ; :::; xjn) y
fyk1 ; yk2 ; xj3 :::; xjng = g2(yk1 ; yk2 ; xj3 ; :::; xjn): Por lo tanto, fyk1 ; xj2 ; :::; xjng;
fyk1 ; yk2 ; xj3 :::; xjng 2 B2: Además, observemos que fyk1 ; xj2 ; :::; xjng 2 B1 \
B2: De aquí que B1 \ B2 6= ;:

De manera similar, de�namos B3; :::;Bn de manera que Bi\Bi+1 6= ; para
cada i 2 f2; :::; n � 1g y fyk1 ; :::; ykng 2 Bn: Así que B = B1 [ ::: [ Bn es un
subconjunto conexo de hC1; :::; Cnim tal que fxj1 ; :::; xjng; fyk1 ; :::; ykng 2 B:
Además, puesto que A \ B1 6= ;; tenemos que A \ B 6= ;:

Un argumento similar al utilizado para probar la A�rmación 1, muestra
que existe un subconjunto conexo C de hC1; :::; Cnim tal que fyk1 ; :::; ykng;
fy1; :::; ysg 2 C: Además, observemos que fyk1 ; :::; ykng 2 B \ C: De aquí que
B \ C 6= ;:

Por tanto, A [ B [ C es un subconjunto conexo de hC1; :::; Cnim tal que
fx1; :::; xrg; fy1; :::; ysg 2 A [ B [ C: Hemos probado que para cualesquiera
dos puntos de hC1; :::; Cnim existe un subconjunto conexo de hC1; :::; Cnim
que los contiene. Esto muestra que hC1; :::; Cnim es conexo. �

56



Lema 2.16 Sean (An)1n=1 y (Bn)
1
n=1 sucesiones de 2

X y A;B 2 2X tales que
l��mAn = A y l��mBn = B: Entonces l��m hAn; Bni2 = hA;Bi2 :

Demostración. Puesto queAn yBn son compactos, y por tanto cerrados,
tenemos que hAn; Bni2 es cerrado en F2 (X). En particular es un subconjunto
compacto de F2(X). Por la compacidad de 2F2(X) podemos suponer que existe
un elemento A 2 2F2(X) tal que l��m hAn; Bni2 = A: Veamos que hA;Bi2 = A:

Tomemos un elemento K 2 A: Entonces, por el Lema 1.27, para cada
n 2 N existe Kn 2 hAn; Bni2 tal que l��mKn = K: Entonces Kn � An [ Bn
para cada n 2 N: Del Lema 1.29 se sigue que l��mAn [ Bn = A [ B: Así que
del Lema 1.28 tenemos que K � A [B:

Por otro lado, tenemos que Kn \ An 6= ; para cada n 2 N: Se sigue del
Lema 1.30 que K \A 6= ;: De manera similar tenemos que K \B 6= ;: Esto
muestra que K 2 hA;Bi2 : Así que A � hA;Bi2 :

Ahora, tomemos un elementoK 2 hA;Bi2 : EntoncesK � A[B,K\A 6=
; y K \B 6= ;: Sean a 2 K \ A y b 2 K \B; de manera que K = fa; bg :

Como a 2 A; por el Lema 1.27, para cada n 2 N existe an 2 An tal
que l��m an = a: De manera similar, para cada n 2 N existe bn 2 B tal que
l��m bn = b:

Para cada n 2 N sea Kn = fan; bng 2 F2(X): Observemos que Kn �
An [ Bn; an 2 Kn \ An y bn 2 Kn \ Bn: Así que Kn 2 hAn; Bni2 : Además,
puesto que l��m an = a y l��m bn = b; tenemos que l��mKn = K: Esto muestra
que K 2 A (Lema 1.27). Así que hA;Bi2 � A:

Concluimos que A = hA;Bi2 : Esto concluye la prueba del lema. �

Ahora resulta natural de�nir una función de Cono(F2(X)) en C(F2(X))
para un continuo X cono-encajable en C(X):

Teorema 2.17 SiX es un continuo cono-encajable en C(X); entonces F2(X)
es un continuo cono-encajable en C(F2(X)): Más aún, si X es un conti-
nuo cono-encajable ordenado en C(X); entonces F2(X) es un continuo cono-
encajable ordenado en C(F2(X)):
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Demostración. Sea f : Cono(X) �! C(X) un encaje tal que f(x; 0) =
fxg para cada x 2 X: De�namos la función

h : Cono(F2(X)) �! C(F2(X))

como h(fx; yg; t) = hf(x; t); f(y; t)i2 para cada (fx; yg; t) 2 Cono(F2(X)):

Puesto que f(x; t) y f(y; t) son compactos, y por tanto cerrados, tenemos
que hf(x; t); f(y; t)i2 es cerrado en F2 (X). En particular es compacto en
F2(X). Además, por el Lema 2.15, tenemos que hf(x; t); f(y; t)i2 es conexo
en F2(X). Concluimos que hf(x; t); f(y; t)i2 es un subcontinuo de F2(X): Por
lo tanto, h está bien de�nida. Veamos que h es continua.

Sean (fxn; yng; tn)1n=1 una sucesión en Cono(F2(X)) y (fx; yg; t) un e-
lemento de Cono(F2(X)); tales que l��m(fxn; yng; tn) = (fx; yg; t): Si t = 1;
como l��m tn = 1; entonces l��m f (xn; tn) = f (v) y l��m f (yn; tn) = f (v) ;
donde v es el vértice de Cono (X) : Así que l��mh (fxn; yng ; tn) = hf (v)i2 =
h (fx; yg ; 1) por el Lema 2.16.

Supongamos ahora que t < 1: Entonces l��mfxn; yng = fx; yg. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que l��mxn = x y l��m yn = y: Como l��m tn = t
y f es continua, tenemos que l��m f(xn; tn) = f(x; t) y l��m f(yn; tn) = f(y; t):
Se sigue del Lema 2.16, que l��mh(fxn; yng; tn) = l��m hf(xn; tn); f(yn; tn)i2 =
hf(x; t); f(y; t)i2 = h(fx; yg; t): Esto prueba que h es continua.

Para t = 0; tenemos que

h(fx; yg; 0) = hf(x; 0); f(y; 0)i2
= hfxg; fygi2
= ffx; ygg:

para cada fx; yg 2 F2(X):

Y, para t = 1;

h(fx; yg; 1) = hf(x; 1); f(y; 1)i2
= hf(v); f(v)i2
= F2(f(v))

para cada fx; yg 2 F2(X); donde v es el vértice de Cono (X) :
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Veamos que h es inyectiva. Sean (fx; yg; t); (fp; qg; s) 2 Cono(F2(X))
tales que h(fx; yg; t) = h(fp; qg; s):Así, hf(x; t); f(y; t)i2 = hf(p; s); f(q; s)i2 :

Si f(x; t) * f(p; s) [ f(q; s); entonces podemos tomar un punto a 2
f(x; t) n f(p; s) [ f(q; s): Sea b 2 f(y; t): Entonces fa; bg 2 F2(X) es tal que
fa; bg 2 hf(x; t); f(y; t)i2 n hf(p; s); f(q; s)i2, lo cual es una contradicción.
Por tanto, f (x; t) � f (p; s) [ f (q; s) : De la misma manera, tenemos que
f(y; t) � f(p; s) [ f(q; s): Así que f(x; t) [ f(y; t) � f(p; s) [ f(q; s):

Un argumento similar muestra que f(p; s) [ f(q; s) � f(x; t) [ f(y; t):
Concluimos que f(x; t) [ f(y; t) = f(p; s) [ f(q; s):

Supongamos que (fx; yg; t) 6= (fp; qg; s): Entonces tenemos dos casos.

Caso 1. s 6= t:

Supongamos primero que uno de ellos es igual a 1: Sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que t = 1: Entonces s < 1 y, puesto que f(x; t) =
f(y; t) = f(v); se tiene que f(p; s) 6= f(v) y f(q; s) 6= f(v):

Además, tenemos que f(p; s) [ f(q; s) = f(x; t) [ f(y; t) = f(v): Con-
cluimos que f(p; s)  f(v) y f(q; s)  f(v): Elegimos a 2 f (v) n f (p; s) :
Entonces fag 2 F2(X) es tal que fag 2 hf (x; t) ; f (y; t)i2nhf (p; s) ; f (q; s)i2,
lo cual es una contradicción.

Supongamos que s; t < 1: Entonces

f(x; t) 6= f(p; s) y f(x; t) 6= f(q; s);
f(y; t) 6= f(p; s) y f(y; t) 6= f(q; s):

Ordenemos al conjunto ff(x; t); f(y; t); f(p; s); f(q; s)g con la contención.
Como es �nito, tiene un elemento minimal, es decir, tiene un elemento que
no contiene a ningún otro elemento. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que f(x; t) es un elemento minimal.

Entonces, existen a 2 f(p; s) n f(x; t) y b 2 f(q; s) n f(x; t): Así que
fa; bg 2 F2(X) es tal que fa; bg 2 hf(p; s); f(q; s)i2 nhf(x; t); f(y; t)i2, lo cual
es una contradicción.
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Caso 2. s = t:

Si s = t = 1; entonces (fx; yg; 1) = (fp; qg; 1) = V; donde V es el vér-
tice de Cono(F2(X)): Lo cual es una contradicción pues supusimos que son
elementos distintos. Se sigue que s; t < 1 y fx; yg 6= fp; qg:

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que x =2 fp; qg : Sabemos que
f(x; t) � f(p; t) [ f(q; t):

Si f(p; t) * f(x; t) y f(q; t) * f(x; t); entonces existen a 2 f(p; t) n
f(x; t) y b 2 f(q; t) n f(x; t): Por tanto, fa; bg 2 F2(X) es tal que fa; bg 2
hf(p; t); f(q; s)i2 n hf(x; t); f(y; t)i2, lo cual es una contradicción. Concluimos
que f(p; t) � f(x; t) o f(q; t) � f(x; t):

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f(p; t) � f(x; t) � f(p; t)[
f(q; t) = f(x; t) [ f(y; t): Puesto que x 6= p y t < 1; tenemos que f(p; t)  
f(x; t):

Si f(q; t) * f(x; t); puesto que f(q; t) � f(x; t)[f(y; t); entonces f(q; t)n
f(x; t) 6= ; y f(q; t) n f(x; t) � f(y; t): Sean a 2 f(x; t) n f(p; t) y b 2 f(q; t) n
f(x; t) � f(q; t)nf(p; t): Se sigue que b 2 f(y; t): Así que fa; bg 2 F2(X) es tal
que fa; bg 2 hf(x; t); f(y; t)i2 nhf(p; t); f(q; t)i2, lo cual es una contradicción.

Concluimos que f(q; t) � f(x; t): Más aún, puesto que x 6= q y t < 1;
tenemos que f(q; t)  f(x; t): Por tanto, f(x; t)[ f(y; t) = f(p; t)[ f(q; t) �
f(x; t): De aquí que f(y; t) � f(x; t) = f(p; t) [ f(q; t): Además, puesto
que f(x; t) 6= f(p; t) y f(x; t) 6= f(q; t); tenemos que f(q; t) * f(p; t) y
f(p; t) * f(q; t):

Ahora bien, si f(p; t) * f(y; t) y f(q; t) * f(y; t); entonces existen a 2
f(p; t) n f(y; t) y b 2 f(q; t) n f(y; t): Así que fa; bg 2 F2(X) es tal que
fa; bg 2 hf(p; t); f(q; t)i2 n hf(x; t); f(y; t)i2, lo cual es una contradicción.
Concluimos que f(p; t) � f(y; t) o f(q; t) � f(y; t):

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f(p; t) � f(y; t): Si f(p; t)  
f(y; t); entonces existen a 2 f(x; t) n f(p; t) y b 2 f(y; t) n f(p; t): Así que
fa; bg 2 F2(X) es tal que fa; bg 2 hf(x; t); f(y; t)i2 n hf(p; t); f(q; t)i2, lo cual
es una contradicción.
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Se sigue que f(y; t) = f(p; t) * f(q; t): Entonces, existen a 2 f(x; t) n
f(q; t) y b 2 f(y; t) n f(q; t): De aquí que fa; bg 2 F2(X) es tal que fa; bg 2
hf(x; t); f(y; t)i2 n hf(p; t); f(q; t)i2, lo cual es una contradicción.

En todos los casos, al suponer que (fx; yg; t) 6= (fp; qg; t); llegamos a una
contradicción. Concluimos que (fx; yg; t) = (fp; qg; s): Esto prueba que h es
inyectiva.

Ahora bien, como h es una función de un espacio compacto a un espacio
Hausdor¤, se tiene que h es un encaje. Esto termina la prueba de que F2(X)
es un continuo cono-encajable en C(F2(X)):

Más aún, si X es un continuo cono-encajable ordenado en C(X); entonces
podemos suponer que f(x; s)  f(x; t) siempre que s < t; para toda x 2 X:

Para ver que F2 (X) es cono-encajable ordenado en C (F2 (X)), tomemos
un elemento fx; yg 2 F2(X) y s < t: Entonces f(x; s)  f(x; t) y f(y; s)  
f(y; t):

Tomemos un elemento A 2 hf(x; s); f(y; s)i2 : Entonces A � f(x; s) [
f(y; s) � f(x; t) [ f(y; t): Además, A \ f(x; s) � A \ f(x; t) y A \ f(y; s) �
A\f(y; t): Puesto que A\f(x; s) 6= ; y A\f(y; s) 6= ;; se sigue A\f(x; t) 6= ;
y A \ f(y; t) 6= ;: Así que hf(x; s); f(y; s)i2 � hf(x; t); f(y; t)i2 : Es decir,
h(fx; yg; s) � h(fx; yg; t).

Como h es inyectiva, concluimos que h(fx; yg; s)  h(fx; yg; t); siempre
que s < t y fx; yg 2 F2(X): Esto muestra que F2(X) es un continuo cono-
encajable ordenado en C(F2(X)): �

Desafortunadamente, no tenemos un teorema para n � 3: Aún tenemos
preguntas en este sentido.

Problema 2.18 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C(X); ¿será cierto que Fn(X) es un continuo cono-
encajable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C(Fn(X)) para algún
n � 3?

En general, podemos preguntarnos si la propiedad de ser cono-encajable
en C(X) la preserva algún otro hiperespacio de X:
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Problema 2.19 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C(X); ¿será cierto que C(X) es un continuo cono-
encajable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C(C(X))?

Problema 2.20 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C(X); ¿será cierto que Cn(X) es un continuo cono-
encajable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C(Cn(X)) para al-
gún n � 2?

Problema 2.21 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C(X); ¿será cierto que 2X es un continuo cono-
encajable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C(2X)?

Respecto a este problema, se sabe ([2, Teorema 1] y [3, Teorema 3.2]) que
si X es localmente conexo, entonces 2X es homeomorfo al cubo de Hilbert,
el cual es un continuo cono-encajable ordenado.

Por otro lado, podemos preguntarnos si un continuo X es cono-encajable
siempre que uno de sus hiperespacios lo es.

Problema 2.22 Dado un continuoX; si Fn(X) es un continuo cono-encajable
(respectivamente cono-encajable ordenado) en C(Fn(X)) para algún n � 2;
¿será cierto que X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C(X)?

Problema 2.23 Dado un continuoX; si Cn(X) es un continuo cono-encajable
(respectivamente cono-encajable ordenado) en C(Cn(X)) para algún n � 2;
¿será cierto que X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C(X)?

En este sentido, tenemos una respuesta en el caso en que el hiperespacio
de subcontinuos de un continuo es cono-encajable y en el caso en que el
hiperespacio de compactos no vacíos es cono-encajable. Es decir, tenemos un
ejemplo de un continuo X tal que C (X), respectivamente 2X ,es un continuo
cono-encajable en C (C (X)); sin embargo, X no es cono-encajable en C (X) :
Este ejemplo lo veremos en el capítulo 4 (Corolario 4.29 y Corolario 4.30).

Más adelante, comentaremos más sobre estos problemas.
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Capítulo 3

Compactaciones

Dado un continuo X que es compactación del rayo [0;1) con residuo Y;
se tiene que Y es un subcontinuo terminal de X: Es natural preguntarnos qué
compactaciones del rayo son continuos cono-encajables. El Teorema 2.7 nos
dice que debemos buscar una compactación tal que el residuo sea un continuo
cono-encajable. La pregunta más simple en este sentido es ¿qué compacta-
ciones del rayo cuyo residuo es un arco son continuos cono-encajables?

En este capítulo estudiaremos las compactaciones del rayo, de la recta
real y de la unión de dos rayos que son continuos cono-encajables en C(X):
En particular, estudiaremos las compactaciones del rayo que tienen a un arco
o una circunferencia como residuo.

Los siguientes lemas serán útiles a lo largo del capítulo.

Lema 3.1 Dado un continuo X; sea P = fp1; :::; pkg � X tal que XnP no es
conexo. Sea A una componente de X nP: Si � : [0; 1] �! C(X) es un encaje
tal que �(s0) � A y �(s) * A para algunos s0 2 [0; 1) y s 2 (s0; 1]; entonces
existen t0 2 (s0; s] y i 2 f1; :::; kg tales que pi 2 �(t0) y

[
�([s0; t0]) �

clX(A):

Demostración. Veamos que clX(A) � A [ P: Tomemos un punto x 2
clX(A): Como A � A [ fxg � clX(A); tenemos que A [ fxg es conexo.
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Ahora bien, si x =2 P; entonces x está en una componente de X n P: Pero
A[ fxg es un subconjunto conexo contenido en X nP y, además, contiene a
x: Puesto que A es una componente de X n P; concluimos que A [ fxg = A:
Se sigue que x 2 A: Esto prueba que clX(A) � A [ P:

Sea t0 = supft 2 [s0; s] :
[
�([s0; t]) � clX(A)g: Observemos que t0 � s:

Tomemos una sucesión creciente (tn)
1
n=1 en [s0; t0] tal que

[
�([s0; tn]) �

clX(A) para cada n 2 N y l��m tn = t: Por la continuidad de � y de la unión,
tenemos que l��m

[
�([s0; tn]) =

[
�([s0; t0]): Se sigue del Lema 1.28 que[

�([s0; t0]) � clX(A):

Si �(t0) � X n P; puesto que P es cerrado, por la continuidad de la
unión, existe r > t0 tal que

[
�([t0; r]) � X n P y, como

[
�([t0; r]) es un

subconjunto conexo de X (Lema 1.32);
[
�([t0; r]) � A � clX (A) : Así que[

�([t0; r]) � clX(A): Esto contradice la de�nición de t0: Así que �(t0)\P 6=
;: Por tanto, existe i 2 f1; :::; kg tal que pi 2 �(t0): De aquí que �(t0) * A:
Concluimos que t0 > s0: Esto concluye la prueba del lema. �

Lema 3.2 Sean X un continuo cono-encajable en C(X) y h : Cono(X) �!
C(X) un encaje tal que h(x; 0) = fxg para cada x 2 X: Sea v el vértice de
Cono(X): Supongamos que existen un arco A en X con extremos p y q, y
sucesiones (An)1n=1 y (Bn)

1
n=1 en C(X); sucesiones (pn)

1
n=1; (p

0
n)
1
n=1; (p

00
n)
1
n=1;

(qn)
1
n=1, (q

0
n)
1
n=1 y (q

00
n)
1
n=1 de X tales que

1) l��mAn = l��mBn = A;
2) l��m pn = l��m p0n = l��m p

00
n = p;

3) l��m qn = l��m q0n = l��m q
00
n = q;

4) pn; q0n; q
00
n 2 An y qn; p0n; p00n 2 Bn para cada n 2 N;

5) pn =2 fq0n; q00ng y qn =2 fp0n; p00ng para cada n 2 N;
6) An n fq0n; q00ng es una componente de X n fq0n; q00ng para cada n 2 N;
7) Bn n fp0n; p00ng es una componente de X n fp0n; p00ng para cada n 2 N;
8) h(v) * An y h(v) * Bn para cada n 2 N:
Entonces h(v) = A y h(p; t); h(q; t) 2 C(A) para cada t 2 [0; 1]:
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A

p

q

np’’

nq
nq’

nq’’

nB
nA

np’np

Demostración. Sea n 2 N: Observemos que h(fpng � [0; 1]) es un arco
en C(X) tal que h(pn; 0) = fpng � An n fq0n; q00ng y h(v) * An n fq0n; q00ng:
Puesto que An n fq0n; q00ng es una componente de X n fq0n; q00ng; por el Lema
3.1, existe tn 2 (0; 1] tal que h(pn; tn) \ fq0n; q00ng 6= ; y

[
h(fpng � [0; tn]) �

clX(An) = An:

Por la compacidad de [0; 1]; podemos suponer que existe t0 2 [0; 1] tal
que l��m tn = t0: Entonces l��mh(pn; tn) = h(p; t0): Como h(pn; tn)\fq0n; q00ng 6=
; para cada n 2 N y l��mfq0n; q00ng = fqg; por el Lema 1.30, tenemos que
h(p; t0) \ fqg 6= ;: Es decir, q 2 h(p; t0): Además, por la continuidad de la
unión, l��m

[
h(fpng � [0; tn]) =

[
h(fpg � [0; t0]): Puesto que

[
h(fpng �

[0; t0]) � An para cada n 2 N y l��mAn = A; de Lema 1.28 se sigue que[
h(fpg � [0; t0]) � A: Concluimos que h(fpg � [0; t0]) es un arco en C(A)

que contiene a fpg y h(fpg � [0; t0]) \ C(q; A) 6= ;:
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h({p} [0,1])x

A

{p}

{q}

C(A)

Un razonamiento similar muestra que existe s0 2 [0; 1] tal que h(fqg �
[0; s0]) es un arco en C(A) que contiene a fqg y h(fqg� [0; s0])\C(p;A) 6= ;:

Entonces, por el Teorema 1.37, tenemos que h(fpg � [0; t0]) \ h(fqg �
[0; s0]) 6= ;: Pero, como h es un encaje, se tiene que h(fpg� [0; 1])\ h(fqg�
[0; 1]) = h(v): Así que t0 = s0 = 1: Como p 2 h(q; 1) = h(v), q 2 h(p; 1) =
h(v) y h(v) � A; concluimos que h(v) = A:

A=h(v)

{p}

{q}

C(A)

Observemos, además, que h(p; t); h(q; t) 2 C(A) para cada t 2 [0; 1]: �

Los siguientes continuos jugarán un papel muy importante en este capí-
tulo.
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1) Sea S0 el continuo sen( 1x): Es decir, la cerradura en R
2 de f(x; sen( 1

x
)) :

0 < x � 1g:

El continuo sen
�
1
x

�
;

S0

2) Sea L1 = f0g � [�2;�1] el arco en R2 que une los puntos (0;�1) y
(0;�2) de manera que L1 \ S0 = f(0;�1)g: Sea S21 = S0 [ L1:

L₁

S21

(3) Sea L2 un arco en R2 que une los puntos (0;�2) y (1; sen(1)) tal que
L2 \ S21 = f(0;�2); (1; sen(1))g: Sea S11 = S21 [ L2: S11 es conocido como el
círculo de Varsovia.
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L₁ L₂

Círculo de Varsovia S11

4) Sea L3 = [�1; 0]�f0g el arco en R2 que une los puntos (0; 0) y (�1; 0)
de manera que S0 \ L3 = f(0; 0)g: Sea S22 = S0 [ L3:

L₃

S22

(5) Sea L4 un arco en R2 que une los puntos (�1; 0) y (1; sen(1)) tal que
L2 \ S22 = f(�1; 0); (1; sen(1))g: Sea S12 = S22 [ L4:
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L₃

L₄
S12

6) Sean S1 la cerradura en R2 de f(x; sen( 1x)) : �1 � x < 0g y S23 =
S0 [ S1: Es decir, S23 es una compactación de la unión de dos rayos con un
arco como residuo.

S₁

S23

(7) Sea L5 un arco que une los puntos (1; sen(1)) y (�1; sen(�1)) tales
que L5 \ S23 = f(1; sen(1)); (�1; sen(�1))g: Sea S13 = S23 [ L5: Es decir, S13
es una compactación de R con un arco como residuo.
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L5

S₁

S13

8) Sea (SP )0 = S1 [ f(1 + 1
t
)eit : t � 1g; donde S1 = f(x; y) 2 R2 :

x2 + y2 = 1g: Es decir, (SP )0 es una compactación del rayo con una circun-
ferencia como residuo. De manera que el rayo es una espiral convergiendo a
la circunferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj.

(SP )0

9) Sean (SP )1 = S1 [ f(1 � 1
t
)eit : t � 1)g y (SP )21 = (SP )1 [ (SP )0:

Es decir, (SP )21 es una compactación de dos rayos con una circunferencia
como residuo. De manera que ambos rayos son una espiral convergiendo a la
circunferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj. Entonces, (SP )21
es homeomorfo a la siguiente �gura, en realidad el dibujo preciso consiste de
un rayo convergiendo por afuera y otro por adentro.
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(SP )21

(10) SeaM1 un arco en R3 que une los puntos (2cos (1) ; 2sen (1)) y (0; 0)
tales que M1 \ (SP )21 = f(2cos (1) ; 2sen (1)) ; (0; 0)g: Sea (SP )11 = (SP )21 [
M1: Es decir, (SP )11 es una compactación de R con una circunferencia como
residuo. De manera que cada lado de la recta es una espiral convergiendo a la
circunferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj. Entonces (SP )11
es homeomorfo a la siguiente �gura. En el dibujo preciso, un lado de la recta
converge por afuera y el otro por adentro.

(SP )11

11) Sean (SP )2 = S1[f(1+ 1
t
)eit : t � �1g y (SP )22 = (SP )2[ (SP )0: Es

decir, (SP )22 es una compactación de la unión de dos rayos con una circunfer-
encia como residuo. De manera que uno de ellos es una espiral convergiendo
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a la circunferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj, mientras
que el otro es una espiral convergiendo a la circunferencia en el sentido de
las manecillas del reloj.

(SP )22

(12) SeaM2 un arco en R3 que une los puntos (2cos (1) ; 2sen (1)) y (0; 0)
tales que M2 \ (SP )22 = f(2cos (1) ; 2sen (1)) ; (0; 0)g: Sea (SP )12 = (SP )22 [
M2: Es decir, (SP )12 es una compactación de R1 con una circunferencia como
residuo. De manera que una mitad de la recta es una espiral convergiendo a
la circunferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj, mientras que
la otra mitad es una espiral convergiendo a la circunferencia en el sentido de
las manecillas del reloj.

M₂

(SP )12
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13) Sean (SP )3 el segmento convexo en R2 que une los puntos (0; 0) y
(1; 0); y (SP )23 = (SP )0 [ (SP )3: Es decir, (SP )23 es una compactación de la
unión de dos rayos con una circunferencia como residuo. De manera que uno
de ellos es una espiral convergiendo a la circunferencia en sentido contrario
a las manecillas del reloj, mientras que el otro converge a un punto de la
circunferencia.

(SP)₃

(SP )23

(14) SeaM3 un arco en R3 que une los puntos (2cos (1) ; 2sen (1)) y (0; 0)
tales que M3 \ (SP )23 = f(2cos (1) ; 2sen (1)) ; (0; 0)g: Sea (SP )13 = (SP )23 [
M3: Es decir, (SP )13 es una compactación de R1 con una circunferencia como
residuo. De manera que una mitad de la recta es una espiral convergiendo a
la circunferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj, mientras que
la otra mitad converge a un punto de la circunferencia.

M₃

(SP )13
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Así, el superíndice indicará si es una compactación de la recta real (su-
períndice 1), o es una compactación de la unión de dos rayos (superíndice
2).

3.1. Compactaciones del Rayo

En esta sección, caracterizamos a las compactaciones del rayo, que tienen
a un arco o una circunferencia como residuo, para las cuales se puede enca-
jar su cono en su hiperespacio de subcontinuos. Para ello, utilizaremos las
caracterizaciones de S0 y (SP )0 dadas en [28].

3.1.1. Con un Arco como Residuo

En esta subsección, presentamos las de�niciones y lemas de [28] que ayu-
dan a caracterizar a S0 entre las compactaciones del rayo con un arco como
residuo.

Un continuo de Elsa es una compactación de [0;1) con un arco como
residuo. Los continuos de Elsa los llamamos E-continuos. Un E-continuo es
un continuo encadenable ([26, p. 126]), y puede ser encajado en el plano como
indica el siguiente resultado, probado en [26, p. 131]:

Lema 3.3 Si X es un E-continuo, entonces X puede ser encajado en el
plano de manera que el residuo es el arco f0g � [�1; 1] (contenido en el eje
Y ) y el resto del continuo es la grá�ca de una función continua fE de (0; 1]
a [�1; 1]:

f E
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Durante esta sección, E denotará un E-continuo encajado en el plano
como en el Lema 3.3 y fE denotará la función continua en el Lema 3.3.
Además, J denotará al arco f0g � [�1; 1]: Sean J (�1) = (0;�1) y J (1) =
(0; 1) los extremos de J:

En [28], se presenta un lema que distingue a S0 de todos los demás E-
continuos utilizando la siguiente notación, la cual utilizaremos más adelante.

Para cada i 2 N; sean di(1) < d1(2) < ::: < d1(2i+1 + 1) una numeración
de los racionales diádicos fm � 2�i : m = 0;�1;�2; :::;�2ig en J; y sea
Ci = fM i

j : j = 1; 2; :::; 2i+1g donde M i
j = f(x; y) 2 R2 : jxj � 2�i y

di(j) � y � di(j + 1)g: De aquí que Ci es una cubierta de J compuesta de
2i+1 rectángulos cerrados Sij en el plano, de lados de longitud 2

�i y 2�i+1; y tal
queM i

j \M i
k 6= ; si y sólo si jj � kj � 1 (Si k = j+1 entonces la intersección

es en la �tapa� de la frontera de M i
j y la �base� de la frontera de M

i
k).

Así, Ci es una cadena cerrada muy particular. Los miembros de Ci se llaman
eslabones. Por una subcadena de Ci entendemos cualquier subcolección de Ci
que consiste de eslabones con índices consecutivos.

j+1M i

jM i

Sean g una función continua con valores reales de�nida sobre un intervalo
cerrado [s; t] y C 0i = fM i

j : k1 � j � k2g una subcadena de Ci: Decimos que
la grá�ca G(g) de g pasa por C 0i al menos tres veces si y sólo si
1) G(g) �

[
C 0i;

2) existen r1 y r2; con s < r1 < r2 < t; tales que (s; g(s)); (r2; g(r2)) 2M i
k1

y (r1; g(r1)); (t; g(t)) 2 M i
k2
; o bien (s; g(s)); (r2; g(r2)) 2 M i

k2
y (r1; g(r1));

(t; g(t)) 2M i
k1
:
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s tr₁ r₂

k₁M i

k₂M i

Lema 3.4 [28, Lema 3.5] Si E no es homeomorfo a S0; entonces existen
a; b 2 J; con a < b y fa; bg 6= f�1; 1g; tales que: para cada i 2 N existe una
subcadena C 0i = fM i

j : k1 � j � k2g de Ci que satisface
1) a 2M i

k1
y b 2M i

k2
;

2) existe un intervalo cerrado [si; ti] � (0; 1] tal que G(fEj[si;ti]) pasa por
C 0i al menos tres veces.

Este lema permite probar el siguiente resultado, en cuyo enunciado uti-
lizamos la De�nición 2.8.

Teorema 3.5 [28, Teorema 3.9] Si existe una contracción ' : F1(E) �
[0; 1] �! C(E) de F1(E) a J en C (E), tal que ' es inyectiva sobre F1(J)�
[0; 1); entonces E es homeomorfo a S0:

Con estas herramientas obtendremos el siguiente teorema.
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Teorema 3.6 Si E es un E-continuo cono-encajable en C(X); entonces E
es homeomorfo a S0:

Demostración. Notemos que J es un subcontinuo terminal de E: Por
lo tanto, si existe un encaje h : Cono(E) �! C(E) tal que h(x; 0) = fxg;
por el Teorema 2.6, h(v) = J: Entonces, aplicando el Teorema 2.9, existe una
contracción H : F1(E)� [0; 1] �! C(E) de F1(E) a J en C (E) ; tal que H es
inyectiva sobre F1(J)� [0; 1): Del Teorema 3.5, se sigue que E es homeomorfo
a S0: �

En [28], se muestra que Cono(S0) y C(S0) son homeomorfos. Mencionare-
mos algunas propiedades del homeomor�smo dado en [28], pues las nece-
sitaremos más adelante.

Ejemplo 3.7 El continuo Sen
�
1
x

�
; S0; es un continuo C-H.

Sea h : Cono(J) �! C(J) de�nida como

h(x; t) = f0g � [(1� t)x� t; (1� t)x+ t];

para cada (x; t) 2 Cono(J): Entonces h es un homeomor�smo tal que h(x; 0) =
fxg:Notemos que h (fJ (�1)g � [0; 1]) = C (J (�1) ; J), h (fJ (1)g � [0; 1]) =
C (J (1) ; J) y h (v) = J; en donde v es el vértice de Cono (J) : Además,
h (f(0; 0)g � [0; 1]) = ff0g � [�t;�t] : t 2 [0; 1]g y h (fJ (�1)g � [0; 1]) =
ff0g � [�1; 2t� 1] : t 2 [0; 1]g :

Denotemos por p al punto (1; sen(1)). Además, si x y y son puntos del
rayo, denotemos por xy al arco que los une, contenido en el rayo R; y xJ el
continuo irreducible entre x y J: Entonces, en [28, Ejemplo 4.11], se muestra
que existe un homeomor�smo ' : Cono(S0) �! C(S0) tal que
1) '(x; 0) = fxg para cada x 2 S0;
2) '(v) = J ;
3) 'jCono(J) = h;
4) '(fpg � [0; 1]) = fpy : y 2 Rg [ fxJ : x 2 Rg:
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J

{J(1)}{J(­1)} {(0,0)} {x}

0S

{p}

J

Observemos que fpy : y 2 Rg [ fxJ : x 2 Rg = C(p; S0) [ C(J; S0):

Así, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.8 Si X es una compactación del rayo con un arco como resi-
duo, entonces X es un continuo cono-encajable en C(X) si y sólo si X es
homeomorfo a S0:

Además, puesto que '(v) = J  S0, tenemos que S0 no es un continuo
cono-encajable ordenado.

Veamos algunas propiedades de los E-continuos, las cuales serán útiles
para las siguientes caracterizaciones.

78



Lema 3.9 Sea X un E-continuo con el arco A como residuo. Sean p y q
los extremos de A. Entonces existen sucesiones (An)1n=1 y (Bn)

1
n=1 de arcos

contenidos en el rayo; y sucesiones (pn)1n=1; (p
0
n)
1
n=1; (p

00
n)
1
n=1; (qn)

1
n=1, (q

0
n)
1
n=1

y (q00n)
1
n=1 de X tales que

1) l��mAn = l��mBn = A;
2) l��m pn = l��m p0n = l��m p

00
n = p;

3) l��m qn = l��m q0n = l��m q
00
n = q;

4) pn; q0n; q
00
n 2 An y qn; p0n; p00n 2 Bn para cada n 2 N;

5) pn =2 fq0n; q00ng y qn =2 fp0n; p00ng para cada n 2 N;
6) An n fq0n; q00ng es una componente de X n fq0n; q00ng para cada n 2 N;
7) Bn n fp0n; p00ng es una componente de X n fp0n; p00ng para cada n 2 N:

Demostración. Por el Lema 3.3, podemos considerar al rayo [1;1) co-
mo la grá�ca de una función continua y suprayectiva g : (0; 1] �! [�1; 1].
Entonces, identi�caremos al arco A con J: Denotaremos por G a la grá�ca
de g: Sea � : R� R �! R la proyección sobre la primera coordenada.

Como p; q 2 clX(G); podemos tomar dos sucesiones (pn)1n=1 y (qn)1n=1 de
G tales que l��m pn = p y l��m qn = q: Dado que p 6= q; podemos suponer
que pn 6= qm para cada par de números n;m 2 N: Para cada n 2 N; sean
xn, yn 2 (0; 1] tales que xn = �(pn) y yn = �(qn): Por la continuidad de �;
tenemos que l��mxn = l��m �(pn) = �(p) = 0:De la misma manera, se tiene que
l��m yn = l��m �(qn) = �(q) = 0: Además, podemos suponer que las sucesiones
(xn)

1
n=1 y (yn)

1
n=1 son decrecientes. Tomando subsucesiones si es necesario,

podemos suponer que para cada n 2 N; se tiene que xn+1 < yn < xn:
Supongamos, además, que x1 < 1 y denotemos por q0 al punto (1; g (1)) : Es
decir, tenemos que qn está en el arco que une a pn y pn+1 para cada n 2 N.
Además, pn está entre qn�1 y qn para cada n 2 N:

npn+1p

nq
n­1q

n+1x nx

ny n­1y

0q

1

p₁p₂

q₁q₂

x₁x₂
y₁y₂

q

p
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Para cada n 2 N; sean An el arco en X de qn�1 a qn y Bn el arco en
X con extremos pn y pn+1: Es decir, para cada n 2 N; An es la grá�ca
de gj[yn+1;yn] y Bn es la grá�ca de gj[xn+1;xn]: Por la compacidad de C(X);
podemos suponer que las sucesiones (An)1n=1 y (Bn)

1
n=1 son convergentes.

Veamos que l��mAn = J = l��mBn:

Sea K = l��mAn: Veamos que K es un subcontinuo de J: Sea w 2 K:
Entonces, por el Lema 1.27, para cada n 2 N; existe wn 2 An tal que l��mwn =
w: Dado que An � G para cada n 2 N; entonces w 2 clX(G):

Para cada n 2 N sea sn 2 [yn+1; yn] tal que sn = �(wn): Puesto que
sn � yn para cada n 2 N y l��m yn = 0; tenemos que l��m sn = 0: Así que
0 = l��m sn = l��m �(wn) = �(w); por la continuidad de �: Esto prueba que
w 2 J: Concluimos que K � J\ clX(G) = J: Además, pn; qn 2 An. Puesto
que l��m pn+1 = p y l��m qn = q; por el Lema 1.27, se tiene que p; q 2 K:
Entonces K es un subcontinuo de J que tiene a p y q: De aquí que J � K:
Hemos probado que K = J:

Un razonamiento similar muestra que l��mBn = J: Observemos además
que An n fqn; qn+1g es una componente de X n fqn; qn+1g y Bn n fpn; pn+1g es
una componente de X n fpn; pn+1g para cada n 2 N: Por lo tanto, haciendo
p0n = pn, p00n = pn+1; q

0
n = qn�1 y q00n = qn para cada n 2 N; tenemos el

resultado. �

Otra propiedad de los E-continuos que será útil es la siguiente.

Lema 3.10 Sea X un E-continuo con el arco A0 como residuo. Si X no
es homeomorfo a S0; entonces existe un arco A  A0; con extremos a y b;
y existen sucesiones (An)1n=1 y (Bn)

1
n=1 de arcos contenidos en el rayo; y

sucesiones (pn)1n=1; (p
0
n)
1
n=1; (p

00
n)
1
n=1; (qn)

1
n=1, (q

0
n)
1
n=1 y (q

00
n)
1
n=1 de X tales

que
1) l��mAn = l��mBn = A;
2) l��m pn = l��m p0n = l��m p

00
n = b;

3) l��m qn = l��m q0n = l��m q
00
n = a;

4) pn; q0n; q
00
n 2 An y qn; p0n; p00n 2 Bn para cada n 2 N;

5) pn =2 fq0n; q00ng y qn =2 fp0n; p00ng para cada n 2 N;
6) An n fq0n; q00ng es una componente de X n fq0n; q00ng para cada n 2 N;
7) Bn n fp0n; p00ng es una componente de X n fp0n; p00ng para cada n 2 N:
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Demostración. Por el Lema 3.3, podemos considerar al rayo [1;1) como
la grá�ca de una función continua y suprayectiva g : (0; 1] �! [�1; 1] e
identi�car al arco A0 con J: Sean p y q los extremos de J: Denotaremos por
G a la grá�ca de g: Sea � : R � R �! R la proyección sobre la primera
coordenada.

Por el Lema 3.4, existen a; b 2 J; con a < b y fa; bg 6= fp; qg; tales que:
para cada i 2 N existe una subcadena C 0i = fM i

j : ki � j � lig de Ci que
satisface
1) a 2M i

ki
y b 2M i

li
;

2) existe un intervalo cerrado [si; ti] tal que la grá�ca G(gj[si;ti]) pasa por
C 0i al menos tres veces.

Para cada i 2 N; sean ri1; ri2 2 (0; 1] con si < ri1 < ri2 < ti; tales que
(si; g(si)); (r

i
2; g(r

i
2)) 2 M i

ki
y (ri1; g(r

i
1)); (ti; g(ti)) 2 M i

li
; o bien (si; g(si));

(ri2; g(r
i
2)) 2 M i

li
y (ri1; g(r

i
1)); (ti; g(ti)) 2 M i

ki
: Tomando una subsucesión

si es necesario, supongamos que para cada i 2 N se tiene que (si; g(si));
(ri2; g(r

i
2)) 2 M i

li
y (ri1; g(r

i
1)); (ti; g(ti)) 2 M i

ki
: Para cada i 2 N sean ai =

(ti; g(ti)); bi = (r
i
2; g(r

i
2)); ci = (r

i
1; g(r

i
1)) y di = (si; g(si)):

id

is

ib

ia

it

r₂i
r₁i

icikM i

M i

il

a

b

Mostremos que l��m ai = l��m ci = a y l��m bi = l��m di = d: Primero, ob-
servemos que M i

ki
y M i

li
son rectángulos de diámetro 2�i

p
5: Por lo tanto,

l��m diam(M i
ki
) = l��m diam(M i

li
) = 0: Como a 2 M i

ki
para cada i 2 N; con-

cluimos que l��mM i
ki
= fag: Dado que ai; ci 2 M i

ki
para cada i 2 N; tenemos

que l��m ai = l��m ci = a:
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Un razonamiento similar muestra que l��m bi = l��m di = b: Sea A el arco en
J que une los puntos a y b: Para cada i 2 N; sean Ai el arco que une los puntos
ai y ci; y Bi el arco que une los puntos bi y di: Es decir, Ai es la grá�ca de la
función gj[ri1;ti] y Bi es la grá�ca de la función gj[si;ri2]: Observemos que bi 2 Ai
para cada i 2 N; pues ri1 < ri2 < ti y bi = (ri2; g(ri2)): De la misma manera,
tenemos que ci 2 Bi para cada i 2 N; pues si < ri1 < ri2 y ci = (ri1; g(ri1)):

Para cada i 2 N; seaWi =

li[
j=ki

Sij: Es decir,Wi = [�2�i; 2�i]�[di(ki); di(li)]:

Observemos queWi es un subcontinuo de [�1; 1]� [�1; 1]: Por la compacidad
de C([�1; 1]� [�1; 1]); podemos suponer que la sucesión (Wi)

1
i=1 es conver-

gente. Sea W = l��mWi: Observemos que a 2M i
ki
� Wi y b 2M i

ki
� Wi: Por

lo tanto, A � Wi para cada i 2 N: Entonces A � W por el Lema 1.28.

Supongamos que existe un punto w 2 W�A: Sea � = d(w;A): Puesto
que A es cerrado, tenemos que � > 0: Como l��mWi = W; existe n0 2 N
tal que H(Wi;W ) <

�
3
para toda i � n0: Consideremos i0 � n0 tal quep

5
2i0
< �

3
: Entonces H(Wi0 ;W ) <

�
3
: Así queW � N( �

3
;Wi0): Por tanto, existe

w0 2 Wi0 tal que d(w;w0) <
�
3
: Ahora, tomemos un punto z0 2 A tal que

d(z0; w0) = d(A;w0): Puesto que z0 2 A � Wi0 ; existe ki0 � j0 � li0 tal
que z0 2M i0

j0
: Dado que M i0

j0
es un rectángulo de diámetro 2�i0

p
5; entonces

diam(M i0
j0
) =

p
5

2i0
: Veamos que w0 2 M i0

j0
: Sea �2 : R2 �! R; la proyección

sobre la segunda coordenada. Si �2(z0) = �2(w0); puesto que ambos puntos
están en Wi0 y M

i0
j0
es un rectángulo de diámetro 2�i0

p
5, tenemos que w0 2

M i0
j0
: Si �2(z0) 6= �2(w0); entonces z0 = a o bien z0 = b: En ambos casos,

w0 2M i0
j0
: Así que,

d(z0; w) � d(z0; w0) + d(w0; w) �
p
5

2i0
+
�

3

<
�

3
+
�

3
=
2�

3
< �:

Lo cual es una contradicción. Esto muestra que A = W:

Por la compacidad de C(X) podemos suponer que las sucesiones (Ai)1i=1
y (Bi)1i=1 son convergentes. Veamos ahora que l��mAi = l��mBi = A: Sea
A0 = l��mAi: Observemos primero que ai; ci 2 Ai para cada i 2 N: Puesto
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que l��m ai = l��m ci = a; por el Lema 1.27, se tiene que a 2 A0: De la misma
manera, como bi 2 Ai para cada i 2 N y l��m bi = b; tenemos que b 2 A0:

Por otro lado, como Ai �
li[

j=ki

M i
j = Wi para cada i 2 N; del Lema 1.28

se sigue que A0 � W = A: Entonces A0 es un subcontinuo de A que tiene a
los puntos a y b: Esto muestra que A0 = A y por tanto, l��mAi = A:

Ahora bien, si B0 = l��mBi; observemos que bi; di 2 Ai para cada i 2 N:
Puesto que l��m bi = l��m di = b; por el Lema 1.27, se tiene que b 2 B0: De
la misma manera, como ci 2 Bi para cada i 2 N y l��m ci = a; tenemos que
a 2 B0:

Por otro lado, como Bi �
li[

j=ki

M i
j = Wi para cada i 2 N; del Lema 1.28

se sigue que B0 � W = A: Entonces B0 es un subcontinuo de A que tiene a
los puntos a y b: Esto muestra que B0 = A y por tanto, l��mBi = A:

Como a 6= b y l��mM i
ki
= a; l��mM i

li
= b; existe N0 2 N tal que M i

ki
\

M i
li
= ; para cada i � N0: Puesto que ai; ci 2 M i

ki
y bi; di 2 M i

li
; entonces

ci =2 fbi; dig y bi =2 fai; cig para cada i � N0: Además, observemos que
Ainfai; cig es una componente deXnfai; cig y Binfbi; dig es una componente
de X n fbi; dig para cada i 2 N:

Haciendo pi = p0i = bi, p
00
i = di; qi = q

0
i = ci y q

00
i = ai se tiene el resultado.

�

3.1.2. Con una Circunferencia como Residuo

En esta subsección, caracterizaremos a las compactaciones del rayo, X;
que tienen una circunferencia como residuo y que son cono-encajables en
C(X): Primero, vamos a distinguir a (SP )0 entre las compactaciones del
rayo que tienen a una circunferencia como residuo.

Para cada i 2 N; sea Di = fAij : j = 1; 2; :::; 2i+1g donde, usando coorde-
nadas polares,

Aij = f(r; �) 2 R2 : 1� 2�i � r � 1 + 2i y (j � 1)�2�i � � � j�2�ig:
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Así que, cadaDi es una cubierta de S1 por 2i+1 sectores de anillos cerrados
Aij en el plano. Notemos que A

i
j \ Aik 6= ; si y sólo si jj � kj � 1 o j; k 2

f1; 2i+1g: Es decir, Di es una cadena circular muy especial. Los elementos de
Di son llamados eslabones.

El siguiente lema es un caso especial de [33, Lema 5.6].

Lema 3.11 [28, Lema 4.4] Cualquier compactación del rayo con una cir-
cunferencia como residuo puede ser encajado en el plano de manera que el
residuo es la circunferencia estándar S1:

A partir de ahora pensaremos a una compactación del rayo con una cir-
cunferencia como residuo encajada en el plano como en el Lema 3.11.

En [28], se presenta la siguiente caracterización de (SP )0.

Lema 3.12 [28, Lema 4.5] Sea X una compactación del rayo con una cir-
cunferencia como residuo y sea � : [0;1) �! X n S1 un homeomor�smo.
Supongamos que: Dado i 2 N; existe r(i) 2 [0;1) tal que si f�(s); �(t)g � Aik
(para algún k), donde t � s � r(i); entonces �([s; t]) \ Aij 6= ; para cada
j = 1; 2; ::;2i+1 o �([s; t]) está contenido en la unión de tres eslabones de Di:
Entonces X es homeomorfo a (SP )0.
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ρ(s)

ρ(t)

ρ(s)

ρ(t)

Con lo cual, se obtiene lo siguiente.

Lema 3.13 [28, Lema 4.6] Si X es una compactación del rayo con una
circunferencia como residuo tal que existe una contracción H : F1(X) �
[0; 1] �! C(X) de F1(X) a S1 en C (X) (De�nición 2.8); tal que H es
inyectiva sobre F1(S1)� [0; 1); entonces X es homeomorfo a (SP )0.

Entonces, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.14 Sea X una compactación del rayo con una circunferencia
como residuo. Si X es cono-encajable en C(X); entonces X es homeomorfo
a (SP )0.

Demostración. Observemos que S1 es un subcontinuo terminal de X:
Por lo tanto, si existe un encaje h : Cono(X) �! C(X) tal que h(x; 0) = fxg;
por el Teorema 2.6, h(v) = S1: Entonces, aplicando el Teorema 2.9, existe
una contracción H : F1(X) � [0; 1] �! C(X) de F1(X) a S1 tal que H es
inyectiva sobre F1(S1)� [0; 1): Del Lema 3.13, se sigue que X es homeomorfo
a (SP )0: �

En [34] se muestra que Cono((SP )0) y C((SP )0) son homeomorfos. Des-
cribiremos un poco el homeomor�smo dado en [34].
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Ejemplo 3.15 La espiral (SP )0 es un continuo C-H.

Denotemos por p al punto (2cos (1) ; 2sen (1)) ; es decir, p es el punto
extremo del rayo: Para un arco A en X; sea l(A) la longitud del arco A:
Dados dos puntos distintos x; y 2 (SP )0; si x; y 2 S1; entonces xy denota al
arco en S1 de x a y en sentido contrario a las manecillas del reloj. Si x; y =2 S1;
entonces xy denota al arco en (SP )0 nS1 de x a y: Para cualquier x 2 (SP )0;
xx = fxg y para cada x 2 (SP )0 n S1; xS1 denota al continuo irreducible
entre S1 y x:

y

x

De�namos f1 : Cono(S1) �! C(S1) como

f1(x; t) = xy donde l(xy) = 2�t;

para cada (x; t) 2 Cono(S1); si t < 1; y f1 (x; t) = S1 si t = 1: Entonces f es
un homeomor�smo tal que f1(x; 0) = fxg para cada x 2 S1:

En [34, Teorema 8] se muestra que existe un homeomor�smo

h1 : Cono((SP )0) �! C((SP )0)

tal que
1) h1(x; 0) = fxg para cada x 2 (SP )0;
2) h1(v) = S1;
3) h1jCono(S1) = f1;
4) h1(fpg � [0; 1]) = fpy : y 2 (SP )0 n S1g [ fxS1 : x 2 (SP )0 n S1g:

Sin embargo, utilizaremos el siguiente homeomor�smo. Consideremos la
función f : Cono (S1) �! C (S1) ; donde f (x; t) es el arco en S1 que tiene a
x como punto medio y con longitud igual a 2�t; cuando t < 1; y f (x; t) = S1

si t = 1: Observemos que f es un homeomor�smo tal que f (x; 0) = fxg
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para cada x 2 S1 y f (fxg � [0; 1]) es el arco odenado en C (S1), de fxg a
S1; de manera que fxg crece de la misma manera hacia ambos lados de la
circunferencia.

Entonces, existe un homeomor�smo h : Cono((SP )0) �! C((SP )0) tal
que
1) h(x; 0) = fxg para cada x 2 (SP )0;
2) h(v) = S1;
3) hjCono(S1) = f ;
4) h(fpg � [0; 1]) = fpy : y 2 (SP )0 n S1g [ fxS1 : x 2 (SP )0 n S1g:

Observemos que fpy : y 2 (SP )0 n S1g [ fxS1 : x 2 (SP )0 n S1g =
C(p; (SP )0) [ C(S1; (SP )0):

0(SP)

{p}

S¹

Así, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.16 Si X es una compactación del rayo con una circunferencia
como residuo, entonces X es un continuo cono-encajable en C(X) si y sólo
si X es homeomorfo a (SP )0:
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3.2. Compactaciones de la Unión de Dos Ra-
yos

Antes de dar una caracterización de las compactaciones de la recta real
que tienen un arco o una circunferencia como residuo y son continuos cono-
encajables, estudiemos a las compactaciones de la unión de dos rayos que
tienen a un arco o una circunferencia como residuo, y son continuos cono-
encajables.

Sean X una compactación de la unión de los rayos [1;1) y (�1;�1]
y g : [1;1) [ (�1;�1] �! X el encaje respectivo, de manera que Y =
X n g ([1;1) [ (�1;�1]) ; el residuo de la compactación, es un arco o una
circunferencia: Llamaremos conjuntos �nales de la compactación X a los

conjuntos
1\
n=1

clX(g((�1;�n])) y
1\
n=1

clX(g([n;1))): Así, X tiene dos �nales

(que pueden coincidir).

Sean Y+ =
1\
n=1

clX(g([n;1))) y Y� =
1\
n=1

clX(g((�1;�n])) los �nales

de la compactación X: Observemos que Y+ y Y� son continuos, pues son
intersección anidada de continuos. Además, como g ([1;1)) y g ((�1;�1])
son ajenos y X es un continuo, entonces Y+ \ Y� 6= ; y Y = Y+ [ Y�: Sean
g (�1) y g (1) los extremos de la compactación.

Primero, vamos a caracterizar a los continuos cono-encajables en C(X)
entre las compactaciones de la unión de dos rayos y cuyo residuo es un arco.
En el siguiente lema consideramos una compactación de la recta real con un
arco o una circunferencia como residuo.

Lema 3.17 Sea X una compactación de la unión de dos rayos cuyo residuo
es un arco o una circunferencia Y: Supongamos que X está contenido en un
continuo Z de manera que X n fg (�1) ; g (1)g es abierto en Z: Si Z es un
continuo cono-encajable en C(Z), entonces cada conjunto �nal no degenerado
de X es igual a Y . Además, si Y es un arco y h : Cono (Z) �! C (Z) es un
encaje tal que h (z; 0) = fzg para cada z 2 Z; entonces h (v) = Y , donde v
es el vértice de Cono (Z) :
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Demostración. Notemos primero que si uno de los �nales es degenerado,
entonces el otro �nal es igual al residuo y entonces se cumple la primera parte
del lema. Supongamos que ninguno de los �nales es degenerado. Sea X =
g([1;1) [ (�1;�1]) [ Y . Supongamos primero que Y+ es un arco pq � Y:
Más aún, X+ = g([0;1))[ Y+ es un E-continuo. Sea h : Cono(Z) �! C(Z)
un encaje tal que h(z; 0) = fzg para cada z 2 Z:

Por el Lema 3.9, existen sucesiones (An)1n=1 y (Bn)
1
n=1 de arcos en g([1;1));

y sucesiones (pn)1n=1; (p
0
n)
1
n=1; (p

00
n)
1
n=1; (qn)

1
n=1, (q

0
n)
1
n=1 y (q

00
n)
1
n=1 de X tales

que
1) l��mAn = l��mBn = pq;
2) l��m pn = l��m p0n = l��m p

00
n = p;

3) l��m qn = l��m q0n = l��m q
00
n = q;

4) pn; q0n; q
00
n 2 An y qn; p0n; p00n 2 Bn para cada n 2 N;

5) pn =2 fq0n; q00ng y qn =2 fp0n; p00ng para cada n 2 N;
6) An n fq0n; q00ng es una componente de X+ n fq0n; q00ng para cada n 2 N;
7) Bn n fp0n; p00ng es una componente de X+ n fp0n; p00ng para cada n 2 N:

p

q

np

nq

Mas aún, notemos que, como X n fg (�1) ; g (1)g es abierto en Z; An n
fq0n; q00ng es una componente de Z n fq0n; q00ng para cada n 2 N y Bn n fp0n; p00ng
es una componente de Z n fp0n; p00ng para cada n 2 N:

Sea v el vértice de Cono (Z) : Si existe n0 2 N tal que h(v) � An0 ;
entonces h(v) * An para cada n � n0: Por el contrario, si tal n0 no existe,
entonces h(v) * An para cada n 2 N: En cualquier caso, podemos suponer
que h(v) * An para cada n 2 N: De manera análoga, podemos suponer que
h(v) * Bn para cada n 2 N:
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Así que tenemos las condiciones del Lema 3.2. Se sigue que h(v) = pq:
Hemos mostrado que si Y+ es un arco, entonces h (v) = Y+:

Ahora bien, si Y� es un arco, un razonamiento similar muestra que h(v) =
Y� Por lo tanto, h(v) = Y+[Y� = Y: Así que Y+ = Y� = Y: Además, en este
caso, el residuo Y es un arco y h (v) = Y . Por tanto, en el caso en que Y+ y
Y� son arcos, concluimos que el lema es cierto.

Supongamos ahora que Y� = Y; que Y+ es un arco y Y es una circun-
ferencia. Puesto que p 2 Y+ � Y = Y�; existe una sucesión (xn)1n=1 de
G� = g((�1;�1]) tal que l��mxn = p: Sea y 2 Y nY+: Tomemos una sucesión
(yn)

1
n=1 de G� tal que l��m yn = y: Para cada n 2 N; sean sn; tn 2 (�1;�1]

tales que g(sn) = xn y g(tn) = yn: Tomando subsucesiones si es necesario,
podemos suponer que ambas sucesiones son decrecientes y que tn+1 < sn < tn
para cada n 2 N: Es decir, xn está en el arco en G� que une los puntos yn y
yn+1:

p

q

nxn+1y

ny

y

Para cada n 2 N; sea Dn el arco que une los puntos yn y yn+1: Observe-
mos que Dn n fyn; yn+1g es una componente de X n fyn; yn+1g: Más aún,
notemos que, como X n fg (�1) ; g (1)g es abierto en Z; Dn n fyn; yn+1g es
una componente de Z n fyn; yn+1g para cada n 2 N:

Sea n 2 N: Consideremos la función � : [0; 1] �! C(X) dada por �(t) =
h(xn; t): Puesto que h es un encaje, tenemos que � es un encaje. Además,
�(0) = h(xn; 0) = fxng � Dn n fyn; yn+1g y �(1) = h(v) = Y+ * An n
fyn; yn+1g: Entonces, por el Lema 3.1, existe rn 2 (0; 1] tal que �(tn) \
fyn; yn+1g 6= ;: Es decir, para cada n 2 N; existe rn 2 (0; 1] tal que h(xn; rn)\
fyn; yn+1g 6= ;:
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Por la compacidad de [0; 1]; podemos suponer que existe r 2 [0; 1] tal que
l��m rn = r: Por la continuidad de h; tenemos que l��mh(xn; rn) = h(p; r):

Como h(xn; rn) \ fyn; yn+1g 6= ; para cada n 2 N y l��mfyn; yn+1g = fyg;
por el Lema 1.30 tenemos que h(p; r) \ fyg 6= ;: Es decir, y 2 h(p; r): Lo
cual es una contradicción, pues por el Lema 3.2, h(p; r) 2 C(Y+) para cada
r 2 [0; 1] y p 2 Y+: La contradicción vino de suponer que Y+ es un arco en
Y: Concluimos que, si Y es una circunferencia y Y+; Y� son no degenerados,
entonces Y = Y+ = Y�: Esto concluye la prueba. �

3.2.1. Con un Arco como Residuo

Sea X una compactación de la unión de los rayos [1;1) y (�1;�1]:
Sean g : (�1;�1] [ [1;1) �! X un encaje y J = X n g((�1;�1] [
[1;1)) el residuo de la compactación, donde J es un arco. Observemos que
clX(g([1;1))) y clX(g((�1;�1])) son E-continuos cuando los �nales J\

clX(g([1;1))) =
1\
n=1

clX(g([n;1))); respectivamente J\ clX(g((�1;�1])) =
1\
n=1

clX(g((�1;�n])); son no degenerados. Vamos a considerar a X encajado

en R2 de la siguiente manera.

El residuo J será el arco f0g�[�1; 1]: El rayo [1;1) será identi�cado como
la grá�ca de una función continua g+ : (0; 1] �! [�1; 1] y el rayo (�1;�1]
será la grá�ca de una función continua g� : [�1; 0) �! [�1; 1]: Las funciones
g+ y g� no son necesariamente suprayectivas. Denotaremos por G+ y G� a
las grá�cas de g+ y g�; respectivamente. Entonces g+ (1) y g� (�1) son los
extremos de la compactación. Sean J+ = J\ clX(G+) y J� = J\ clX(G�)
los �nales de la compactación.
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­1

­g
g+

Lema 3.18 Sea X una compactación de dos rayos con un arco como residuo.
Supongamos que X está contenido en un continuo Z de manera que X n
fg� (�1) ; g+ (1)g es abierto en Z: Si Z es un continuo cono-encajable en
C(Z); entonces X es homeomorfo a S2i para algún i 2 f1; 2; 3g:

Demostración. Sea h : Cono(Z) �! C(Z) un encaje de Cono(Z) en
C(Z) tal que h(z; 0) = fzg para cada z 2 Z: Observemos que J+[J� = J y,
por tanto, J+ \ J� 6= ;: Así que uno de ellos, J+ o J� es no degenerado. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que J+ es no degenerado. Entonces, por
el Lema 3.17, J+ = J y h(v) = J; donde v es el vértice de Cono(X). Sean
p = (0; 1) y q = (0;�1) los extremos de J:

Veamos que clX(G+) es homeomorfo a S0: Supongamos que no es así.
Entonces, por el Lema 3.10, existe un arco A  J; con extremos a y b; y
existen sucesiones (An)1n=1 y (Bn)

1
n=1 de arcos contenidos en G+; y sucesiones

(pn)
1
n=1; (p

0
n)
1
n=1; (p

00
n)
1
n=1; (qn)

1
n=1, (q

0
n)
1
n=1 y (q

00
n)
1
n=1 de X tales que

1) l��mAn = l��mBn = A;
2) l��m pn = l��m p0n = l��m p

00
n = b;

3) l��m qn = l��m q0n = l��m q
00
n = a;

4) pn; q0n; q
00
n 2 An y qn; p0n; p00n 2 Bn para cada n 2 N;

5) pn =2 fq0n; q00ng y qn =2 fp0n; p00ng para cada n 2 N;
6) An n fq0n; q00ng es una componente de X n fq0n; q00ng para cada n 2 N;
7) Bn n fp0n; p00ng es una componente de X n fp0n; p00ng para cada n 2 N:

Por 6) y 7) An n fq0n; q00ng es una componente de X n fq0n; q00ng para cada
n 2 N y Bn n fp0n; p00ng es una componente de X n fp0n; p00ng para cada n 2 N:
Entonces, como X n fg+ (1) ; g� (�1)g es abierto en Z; An n fq0n; q00ng es una
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componente de Znfq0n; q00ng para cada n 2 N yBnnfp0n; p00ng es una componente
de Z n fp0n; p00ng para cada n 2 N:

Además, puesto que h(v) = J; tenemos que h(v) * Ai y h(v) * Bi para
cada i 2 N: Concluimos, del Lema 3.2, que h(v) = A: Lo cual contradice que
h(v) = J pues J 6= A: Esto prueba que clX(G+) es homeomorfo a S0:

Ahora bien, si J� es no degenerado, un razonamiento análogo muestra
que clX(G�) es homeomorfo a S0: Entonces X es homeomorfo a S23 :

Por otro lado, si J� es degenerado, entonces X es homeomorfo a S2i para
algún i 2 f1; 2g: Esto concluye la prueba del lema. �

Ahora bien, si X es una compactación de la unión de dos rayos, entonces
Xnfg� (�1) ; g+ (1)g es abierto enX: Entonces tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.19 Sea X una compactación de la unión de dos rayos con un
arco como residuo. Si X es un continuo cono-encajable en C(X); entonces
X es homeomorfo a S2i para algún i 2 f1; 2; 3g:

Demostración. Se sigue del Lema 3.18. �

Veamos ahora que S2i es un continuo cono-encajable en C(S
2
i ) para cada

i 2 f1; 2; 3g: Consideremos el homeomor�smo ' : Cono(S0) �! C(S0) dado
en el Ejemplo 3.7.

Proposición 3.20 S21 es un continuo cono-encajable en C(S
2
1): Más aún,

existe un encaje h : Cono(S21) �! C(S21) tal que:
1) h(x; 0) = f0g para cada x 2 S21 ;
2) h(v) = J; en donde v es el vértice de Cono(S21);
3) h(f(0;�2)g � [0; 1]) = C ((0;�2) ; J [ L1) [ C (J; J [ L1) ;
4) h (f(1; sen (1))g � [0; 1]) = C ((1; sen (1)) ; S0) [ C (J; S0),
(5) h (x; t) 2 C (S0) ; si (x; t) 2 Cono (S0) ; y
(6) h (x; t) 2 C (L1 [ J) ; si (x; t) 2 Cono (L1 [ J) :
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L₁

w

q

Demostración. Denotemos por w al punto (0;�1) : Sean �1 : [0; 1] �!
C (w; J) el arco ordenado en C (J), de fwg a J ; y �2 : [0; 1] �! C (w;L1) el
arco ordenado en C (L1) ; de fwg a L1: Sea � : [0; 1]� [0; 1] �! C (w; J [ L1)
la función de�nida como

� (s; t) = �1 (s) [ �2 (t) :

Notemos que � es un homeomor�smo. Así que C (w; J [ L1) es un cuadra-
do. Veamos quiénes se envían a la frontera del cuadrado.

(1) � (f0g � [0; 1]) = �2 ([0; 1]) = C (w;L1) :
(2) � ([0; 1]� f1g) = f�1 (s) [ L1 : s 2 [0; 1]g = C (L1; L1 [ J) : Es decir,

� ([0; 1]� f1g) es el arco ordenado en C (L1 [ J) ; de L1 a L1 [ J:
(3) � (f1g � [0; 1]) = fJ [ �1 (t) : t 2 [0; 1]g = C (J; J [ L1) : Es decir,

� (f1g � [0; 1]) es el arco ordenado en C (L1 [ J) ; de J a L1 [ J:
(4) � ([0; 1]� f0g) = �1 ([0; 1]) = C (w; J) :
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L J₁∪

L₁ J

{w}

C(w,J)

C(w, )L₁

L₁ L J₁∪

{w} J

C( , )L L J₁ ₁∪

C(w, )L₁ C(J , )L J₁∪

C(w,J)

Ahora, sea q = (0;�2) : Sabemos que C (L1) es homeomorfo a un trián-
gulo que une los elementos fqg ; fwg y L1; en donde los lados del triángulo
quedan representados de la siguiente manera.

(1) El lado que une los elementos fqg y fwg es F1 (L1) ;
(2) el lado que une los elementos fqg y L1 es C (q; L1) ; y
(3) el lado que une los elementos fwg y L1 es C (w;L1) :

L₁

{w}

C(w, )L₁C(q, )L₁

{q} F L₁( ₁)

Notemos que C (w; J [ L1)\C (L1) = C (w;L1) y C (w; J [ L1)\C (J) =
C (w; J) : Entonces, C (w; J [ L1)[C (L1) es una 2-celda. Así, podemos aco-
modar a C (w; J [ L1) y C (L1) de manera que C (w; J [ L1) [ C (L1) es un
triángulo con vértices fqg ; fwg y J de manera que los lados del triángulo
quedan representados de la siguiente manera:

(1) el lado que une los elementos fqg y fwg es F1 (L1) ;
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(2) el lado que une los elementos fwg y J es C (w; J) ; y
(3) el lado que une los elementos fqg y J es C (q; L1) [ C (L1; J [ L1) [

C (J; J [ L1) = C (q; J [ L1) [ C (J; J [ L1) :

C(w,J)

L₁

{w}

C(w, )L₁

{q} F L₁( ₁)

J

L J₁∪

C(q, )L₁

C( , )L L J₁ ₁∪

C(J , )L J₁∪

Entonces, existe un homeomor�smo natural

� : Cono (L1) �! C (w; J [ L1) [ C (L1)

de manera que

(1) � (x; 0) = fxg para cada x 2 L1;
(2) � (fqg � [0; 1]) = C (q; J [ L1) [ C (J; J [ L1) ;
(3) � (fwg � [0; 1]) = C (w; J) :

Reparametrizando � si es necesario, podemos suponer que � (w; t) = f0g�
[�1; 2t� 1] = ' (w; t) para cada t 2 [0; 1] :

De�namos h : Cono (S21) �! C (S21) como

h (x; t) =

�
' (x; t) ; si (x; t) 2 Cono (S0) ;
� (x; t) ; si (x; t) 2 Cono (L1) :

Observemos que h se pega bien, pues � (w; t) = ' (w; t) para cada t 2 [0; 1] :
Por lo tanto, h es continua.
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Veamos que h es inyectiva. Tomemos (x; t) ; (y; s) 2 Cono (S21) tales que
h (x; t) = h (y; s) : Si (x; t) ; (y; s) 2 Cono (S0) o (x; t) ; (y; s) 2 Cono (L1) ; la
inyectividad de ' y �; respectivamente, muestra que (x; t) = (y; s) :

Supongamos ahora que, sin pérdida de generalidad, (x; t) 2 Cono (S0) y
(y; s) 2 Cono (L1) : Entonces h (x; t) = ' (x; t) 2 C (S0) y h (y; s) = � (y; s) 2
C (w; J [ L1) [ C (L1) :

Como h (x; t) = h (y; s) y C (S0) \ (C (w; J [ L1) [ C (L1)) = C (w; J) ;
tenemos, en particular, que h (y; s) 2 C (w; J) : Como 'jCono(J) es homeo-
mor�smo entre Cono (J) y C (J) ; tenemos que (y; s) 2 Cono (J) : Por tanto,
h (y; s) = ' (y; s) : La inyectividad de ' muestra que h (y; s) = h (x; t) :

Concluimos que h es una función continua e inyectiva de un espacio com-
pacto en un espacio de Hausdor¤. Por lo tanto, h es un encaje. Observe-
mos que, si p = (1; sen (1)) ; entonces h (fpg � [0; 1]) = ' (fpg � [0; 1]) =
C (p; S0) [ C (J; S0) : Así que h cumple que

1) h(x; 0) = f0g para cada x 2 S21 ;
2) h(v) = J; en donde v es el vértice de Cono(S21);

3) h(fqg � [0; 1]) = C (q; J [ L1) [ C (J; J [ L1) ;
4) h (fpg � [0; 1]) = C (p; S0) [ C (J; S0),
(5) h (x; t) 2 C (S0) ; si (x; t) 2 Cono (S0) ; y
(6) h (x; t) 2 C (L1 [ J) ; si (x; t) 2 Cono (L1 [ J) :

Intuitivamente, C (S0) [ C (w; J [ L1) [ C (L1) se obtiene de pegar el
modelo de C (S0) y el modelo de C (w; J [ L1)[C (L1) por el arco C (w; J) :
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0S

{p}

J

{q}

L₁

L₁∪J

�

Proposición 3.21 S22 es un continuo cono-encajable en C (S
2
2) : Además,

existe un encaje h : Cono (S22) �! C (S22) tal que:
(1) h (x; 0) = fxg para cada x 2 S22 ;
(2) h (v) = J; en donde v es el vértice de Cono (S22) ;
(3) h (f(1; sen (1))g � [0; 1]) = C ((1; sen (1)) ; S0) [ C (J; S0) ;
(4) h (f(�1; 0)g � [0; 1]) = C ((�1; 0) ; L3)[fL3 [ ' ((0; 0) ; t) : t 2 [0; 1]g[

fJ [ A : A 2 C ((0; 0) ; L3)g ;
(5) h (x; t) 2 C (J [ L3) ; si (x; t) 2 Cono (J [ L3) ; y
(6) h (x; t) 2 C (S0) ; si (x; t) 2 Cono (S0) :

L₃
wq

p
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Demostración. Sean p = (1; sen (1)), q = (�1; 0) y w = (0; 0) : Sean
�1 : [0; 1] �! C (L3) el arco ordenado enC (L3) ; de fwg a L3; y �2 : [0; 1] �!
C (J) el arco ordenado en C (J) ; de fwg a J dado por �2 (t) = f0g� [�t; t] :
Sea � : [0; 1]�[0; 1] �! C (w; T ) la función dada por � (s; t) = �1 (s)[�2 (t) ;
donde T = L3 [ J:

Notemos que � es un encaje. Así que � = Im� es un cuadrado. Veamos
quiénes se envían a la frontera del cuadrado.

(1) � (f0g � [0; 1]) = �2 ([0; 1]), es el arco ordenado en C (J) ; de fwg a
J de manera que fwg crece de manera simétrica en J; hacia J:
(2) � ([0; 1]� f1g) = f�1 (s) [ J : s 2 [0; 1]g = C (J; T ) :Así, � ([0; 1]� f1g)

es el arco ordenado en C (T ) ; de J a T:
(3) � (f1g � [0; 1]) = fL3 [ �2 (t) : t 2 [0; 1]g : Es decir, � (f1g � [0; 1]) es

el arco ordenado en C (T ) ; de L3 a T; de manera que L3 crece de manera
simétrica en J; hasta llegar a T:
(4) � ([0; 1]� f0g) = �1 ([0; 1]) = C (w;L3) : Es el arco ordenado en

C (L3) ; de fwg a L3:

{w}

J

C(w,L )₃

C(J ,T)

L₃

T

L₃∪ ₂(t)αα2 (t)

Consideremos el hiperespacio C (L3) : Como L3 es un arco, sabemos que
un modelo geométrico para C (L3) es un triángulo cuyos vértices son fqg ; fwg
y L3 de manera que los lados quedan representados de la siguiente manera.

(1) El lado que une los elementos fqg y fwg es F1 (L3) ;
(2) el lado que une los elementos fqg y L3 es C (q; L3) ;
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(3) el lado que une los elementos fwg y L3 es C (w;L3) :

{w}

C(w, )L₃C(q, )L₃

{q} F₁( )L₃

L₃

Sea � = �[C (L3) : Observemos que C (L3)\� = C (w;L3) : Entonces,
un modelo geométrico para � se obtiene de pegar � y C (L3) por el lado
C (w;L3) : Así, � representa un triángulo cuyos vértices son fqg ; fwg y J;
de manera que los lados quedan representados de la siguiente manera.

(1) el lado que une los elementos fqg y fwg es F1 (L3) ;
(2) el lado que une los elementos fwg y J es �2 ([0; 1]) ;
(3) el lado que une los elementos fqg y J es

C (q; L3) [ � (f1g � [0; 1]) [ C (J; T )
= C (q; L3) [ fL3 [ �2 (t) : t 2 [0; 1]g [ C (J; T ) :

α₂(t)

L₃

{w}

C(w, )L₃

{q} F₁( )L₃

J

T

C(q, )L₃

L₃∪ ₂α (t)

C(J , )T
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Geométricamente, � queda representado en el modelo geométrico de T;
de la siguiente manera.

{w}

L₃

T

J

{q}

Entonces, existe un homeomor�smo natural � : Cono (L3) �! � tal que

(1) � (x; t) = fxg para cada x 2 L3;
(2) � (fqg � [0; 1]) = C (q; L3)[fL3 [ (f0g � [�t; t]) : t 2 [0; 1]g[C (J; T ) ;
(3) � (fwg � [0; 1]) = ff0g � [�t; t] : t 2 [0; 1]g :

Además, reparametrizando si es necesario, podemos suponer que � (w; t) =
f0g � [�t; t] = ' (w; t) ; para cada t 2 [0; 1] : Observemos que � \ C (S0) =
ff0g � [�t; t] : t 2 [0; 1]g = �2 ([0; 1]) :

De�namos h : Cono (S22) �! C (S22) como

h (x; t) =

�
' (x; t) ; si (x; t) 2 Cono (S0) ;
� (x; t) ; si (x; t) 2 Cono (L3) :

Observemos que h se pega bien pues � (w; t) = ' (w; t) para cada t 2 [0; 1] :
Por lo tanto h es continua.

Veamos que h es inyectiva. Tomemos (x; t) ; (y; s) 2 Cono (S22) tales que
h (x; t) = h (y; s) : Si (x; t) ; (y; s) 2 Cono (S0) o (x; t) ; (y; s) 2 Cono (L3) ; la
inyectividad de ' y �; respectivamente, muestra que (x; t) = (y; s) :
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Supongamos ahora que, sin pérdida de generalidad, (x; t) 2 Cono (S0) y
(y; s) 2 Cono (L3) : Entonces h (x; t) = ' (x; t) 2 C (S0) y h (y; s) = � (y; s) 2
�: Como h (x; t) = h (y; s) yC (S0)\� = ff0g � [�t; t] : t 2 [0; 1]g ; tenemos,
en particular, que h (y; s) 2 C (J) : Como 'jCono(J) es homeomor�smo entre
Cono (J) y C (J) ; tenemos que (y; s) 2 Cono (J) : Por tanto, h (y; s) =
' (y; s) : La inyectividad de ' muestra que h (y; s) = h (x; t) :

Concluimos que h es una función continua e inyectiva de un espacio com-
pacto en un espacio de Hausdor¤. Por lo tanto, h es un encaje. Observemos
que h (fpg � [0; 1]) = ' (fpg � [0; 1]) = C (p; S0) [ C (J; S0) : Así, h cumple
que

1) h(x; 0) = f0g para cada x 2 S22 ;
2) h(v) = J; en donde v es el vértice de Cono(S22);
3) h(fqg� [0; 1]) = C (q; L3)[fL3 [ (f0g � [�t; t]) : t 2 [0; 1]g[C (J; T ) ;
4) h (fpg � [0; 1]) = C (p; S0) [ C (J; S0),
(5) h (x; t) 2 C (S0) ; si (x; t) 2 Cono (S0) ; y
(6) h (x; t) 2 C (T ) ; si (x; t) 2 Cono (T ) :

Intuitivamente, C (S0) [� se obtiene de pegar el modelo de C (S0) y el
modelo de � por el arco ff0g � [�t; t] : t 2 [0; 1]g :

0S

{p}

J

L₃

T

{q}

�
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Proposición 3.22 S23 es un continuo cono-encajable en C (S
2
3) : Más aún,

existe un encaje h : Cono (S23) �! C (S23) tal que
(1) h (x; 0) = fxg para cada x 2 S23 ;
(2) h (v) = J; donde v es el vértice de Cono (S23) ;
(3) h (f(�1; sen (�1))g � [0; 1]) = C ((�1; sen (�1)) ; S1) [ C (J; S1) ;
(4) h (f(1; sen (1))g � [0; 1]) = C ((1; sen (1)) ; S0) [ C (J; S0) ;
(5) h (x; t) 2 C (S0) ; si (x; t) 2 Cono (S0) ;
(6) h (x; t) 2 C (S1) ; si (x; t) 2 Cono (S1) :

q p

Demostración. Puesto que S1 es homeomorfo a S0; existe un homeo-
mor�smo (Ejemplo 3.7) � : Cono(S1) �! C(S1) tal que:
1) �(x; 0) = fxg para cada x 2 S1;
2) �(v) = J; en donde v es el vértice de Cono(S1);
3) �jCono(J) = 'jCono(J);
4) �(fqg � [0; 1]) = C(q; S1) [ C(J; S1); en donde q = (�1; sen(�1)):

De�namos la función h : Cono(S23) �! Cono(S23) como

h(x; t) =

�
'(x; t); si (x; t) 2 Cono(S0);
�(x; t); si (x; t) 2 Cono(S1);

para (x; t) 2 Cono(S23):

Notemos que h es continua en Cono(S0) y Cono(S1): Además, Cono(S0)\
Cono(S1) = Cono(J): Puesto que �jCono(J) = 'jCono(J); tenemos que h se
pega bien. Concluimos que h es continua.

Veamos que h es inyectiva. Tomemos (x; t) ; (y; s) 2 Cono (S23) tales que
h (x; t) = h (y; s) : Si (x; t) ; (y; s) 2 Cono (S0) o (x; t) ; (y; s) 2 Cono (S1) ; la
inyectividad de ' y �; respectivamente, muestra que (x; t) = (y; s) :
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Supongamos ahora que, sin pérdida de generalidad, (x; t) 2 Cono (S0) y
(y; s) 2 Cono (S1) : Entonces h (x; t) = ' (x; t) 2 C (S0) y h (y; s) = � (y; s) 2
C (S1) : Como h (x; t) = h (y; s) y C (S0) \ C (S1) = C (J) ; tenemos, en
particular, que h (y; s) 2 C (J) : Como 'jCono(J) es homeomor�smo entre
Cono (J) y C (J) ; tenemos que (y; s) 2 Cono (J) : Por tanto, h (y; s) =
' (y; s) : La inyectividad de ' muestra que h (y; s) = h (x; t) : Concluimos que
h es una función continua e inyectiva de un espacio compacto a un espacio
de Hausdor¤. Hemos probado que h es un encaje tal que
1) h(x; 0) = fxg para cada x 2 S23 ;
2) h(v) = J ;
3) hjCono(J) : Cono(J) �! C(J) es un homeomor�smo;
4) h(fpg � [0; 1]) = C(p; S0) [ C(J; S0) y h(fqg � [0; 1]) = C(q; S1) [

C(J; S1); en donde p = (1; sen(1)) y q = (�1; sen (�1)) :
(5) h (x; t) 2 C (S0) ; si (x; t) 2 Cono (S0) ;
(6) h (x; t) 2 C (S1) ; si (x; t) 2 Cono (S1) :

Intuitivamente, C (S0) [ C (S1) se obtiene de pegar el modelo de C (S0)
y el modelo de C (S1) en C (J) :

{q}

{p}

J

S₁

S0

Esto termina la prueba de que S23 es un continuo cono-encajable en C(S
2
3):

�

Del Teorema 3.19 y las Proposiciones 3.20, 3.21 y 3.22, tenemos el si-
guiente teorema.
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Teorema 3.23 Si X es una compactación de la unión de dos rayos con un
arco como residuo, entonces X es un continuo cono-encajable si y sólo si X
es homeomorfo a S2i para algún i 2 f1; 2; 3g :

3.2.2. Con una Circunferencia como Residuo

SeanX una compactación de los rayos [1;1) y (�1;�1] y g : (�1;�1][
[1;1) �! X un encaje tal que S = X n g((�1;�1] [ [1;1)); el residuo de
la compactación, es una circunferencia.

Observemos que clX(g([1;1))) y clX(g((�1; 1])) son compactaciones
de un rayo. Cuando S+ = S\ clX(g([1;1))) (respectivamente, S� = S\
clX(g((�1;�1]))) es un arco, entonces clX(g([1;1))) es un E-continuo (res-
pectivamente, clX(g((�1; 1])) es un E-continuo).

Ahora bien, por el Lema 3.11, una compactación del rayo con una cir-
cunferencia como residuo se puede encajar en el plano de manera que el rayo
converge a la cirunferencia estandar S1: Puesto que S1 separa al plano, te-
nemos que la imagen del rayo queda dentro de la circunferencia, o bien, fuera
de ella.

Entonces, vamos a considerar a X encajado en R2 de la siguiente ma-
nera. El residuo S será la circunferencia estándar S1: El rayo g([1;1)) será
identi�cado afuera de S1 y el rayo g((�1;�1]) estará dentro de S1. Deno-
taremos por G+ y G� a los rayos g([1;1)) y g((�1;�1]); respectivamente.
Por el Lema 3.17, tenemos que ninguno de los rayos g([1;1)) y g((�1;�1])
converge a un arco.

Lema 3.24 Sea X una compactación de la unión de dos rayos con una cir-
cunferencia, S1; como residuo. Supongamos que X está contenido en un con-
tinuo Z de manera que X nfg (�1) ; g (1)g es abierto en Z: Si Z es un conti-
nuo cono-encajable en C(Z) y h : Cono(Z) �! C(Z) es tal que h(z; 0) = fzg
para cada z 2 Z; entonces h(v) = S1; en donde v es el vértice de Cono(Z):
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Demostración. Observemos que S+[S� = S1 y, por tanto, S+\S� 6= ;:
Así que uno de ellos, S+ o S� es no degenerado.

Primero supongamos que S+ y S� son no degenerados. Entonces, por
el Lema 3.17, tenemos que S+ = S� = S1: Así que S1 es un subcontinuo
terminal de X: Se sigue del Lema 2.6, que S+ = S� = S1 = h(v):

Ahora bien, supongamos que S� es degenerado y S+ es no degenerado.
Entonces, por el Lema 3.17, tenemos que S+ = S1: Sea Y = G+[S1: Entonces
Y es una compactación del rayo con una circunferencia como residuo.

Tomemos un punto p 2 S1. Por la inyectividad de h; a lo más para un
punto z 2 Z; existe t 2 [0; 1); tal que h (z; t) = S1: Podemos suponer entonces
que h (p; t) 6= S1 para cada t 2 [0; 1): Consideremos una sucesión (pn)1n=1 de
G+ tal que l��m pn = p:

A�rmamos que podemos suponer que para cada n 2 N; existe t0n 2 [0; 1]
tal que h (pn; t0n) * G+: Veamos por qué podemos suponerlo.

Si h (v) * G+; tomando t0n = 1 para cada n 2 N se cumple la a�rmación.
Supongamos que h (v) � G+:

Sea t0 = sup
n
t 2 [0; 1] :

[
h (fpg � [0; t]) � Y

o
: Consideremos una suce-

sión creciente (sn)
1
n=1 en [0; t0] tal que l��m sn = t0: Entonces h (p; sn) � Y

para cada n 2 N: Por la continuidad de h; tenemos que l��mh (p; sn) = h (p; t0)
y, por el Lema 1.28, se tiene que h (p; t0) � Y: Supongamos que existe
t00 2 [0; t0] tal que h (p; t00) * S1: Entonces h (fpg � [0; t00]) es un arco en C (Y )
que une a h (p; 0) = fpg 2 C (S1) con el elemento h (p; t00) 2 C (Y ) n C (S1) :
El Lema 2.5 implica que S1 2 h (fpg � [0; t00]) : Entonces existe t0 2 [0; t00]
tal que h (p; t0) = S1: Por la elección de p; tenemos que t0 = 1 y por tanto,
h (v) = S1: Lo cual contradice que h (v) � G+: Concluimos que h (p; t) � S1
para cada t 2 [0; t0] : Puesto que h (p; t) 6= S1 para cada t 2 [0; 1) y
h (v) � G+; tenemos que t0 < 1 y h (p; t)  S1 � X n fg (�1) ; g (1)g
para cada t 2 [0; t0] : Como X n fg (�1) ; g (1)g es abierto en Z; existe
s0 > t0 tal que

[
h (fpg � [0; s0]) � X n fg (�1) ; g (1)g y, por la elec-

ción de t0; podemos suponer que
[
h (fpg � [0; s0]) * Y: Entonces, existe

t0 2 [t0; s0] tal que h (p; t0) * Y y h (p; t0) � X n fg (�1) ; g (1)g : De aquí que
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h (p; t0) \ G� 6= ;: Sean x 2 h (p; t0) \ G� 6= ; y � = d(x;Y )
2

> 0: Por la con-
tinuidad de h; tenemos que l��mh (pn; t0) = h (p; t0) : Entonces existe N0 2 N
tal que H (h (p; t0) ; h (pn; t0)) < � para cada n � N0: En particular, tenemos
que x 2 h (p; t0) � N (�; h (pn; t0)) : Por lo tanto, existe y 2 h (pn; t0) tal que
d (x; y) < � = d(x;Y )

2
: Concluimos que y =2 Y y por tanto, y =2 G+: Así que

h (pn; t
0) * G+ para cada n � N0: Esto prueba la a�rmación.

Observemos que h(pn; 0) = fpng � G+ y h(pn; t0n) * G+: Sea tn =

supfs 2 [0; 1] :
[
h(fpng � [0; s]) � G+g: Veamos que h(pn; tn) * G+: De lo

contrario, tn < t0n � 1 y, puesto que g ((1;1)) es abierto en Z, existe s > tn
tal que

[
h(fpng � [tn; sn]) � G+ (por la continuidad de la unión). Esto

contradice la elección de tn: Más aún, considerando una sucesión creciente
(si)

1
i=1 de [0; tn] tal que l��m si = tn; tenemos que h(pn; si) � G+ (por la

elección de tn). De aquí que h(pn; tn) = l��mh(pn; si) � clZ(G+) = Y:

Puesto que h(pn; tn) * G+ y h(pn; tn) � Y; tenemos que h(pn; tn)\S1 6= ;:
Observemos que S1 es un subcontinuo terminal de Y: Por lo tanto, h(pn; tn) �
S1 o bien, S1 � h(pn; tn):

Supongamos que h(pn; tn)  S1: Entonces h(fpng � [0; tn]) es un arco en
C(Y ) que une un elemento de C(S1) con uno de C(Y )nC(S1): Como S1 es un
subcontinuo terminal de Y; se sigue del Lema 2.5 que S1 2 h(fpng � [0; tn]):
Es decir, existe s < tn tal que S1 = h(pn; s): Esto contradice la elección de
tn: Concluimos que S1 � h(pn; tn):

Hemos probado que, para cada n 2 N; existe tn 2 [0; 1] tal que S1 �
h(pn; tn): Por la compacidad de [0; 1]; podemos suponer que existe t 2 [0; 1] tal
que l��m tn = t: Entonces, por la continuidad de h; tenemos que l��mh(pn; tn) =
h(p; t): Ahora bien, puesto que S1 � h(pn; tn) para cada n 2 N; se sigue del
Lema 1.28 que S1 � h(p; t):

Más aún, puesto que h(fpng � [0; tn]) � C(Y ) para cada n 2 N y
l��mh(fpng� [0; tn]) = h(fpg� [0; t]) (por el Lema 1.70), tenemos que h(fpg�
[0; t]) � C(Y ):

Si S1  h(p; t); entonces h(fpg � [0; t]) es un arco en C(Y ) que une a
h(p; 0) = fpg 2 C(S1) con h(p; t) 2 C(Y )nC(S1): Se sigue del Lema 2.5, que
S1 2 h(fpg � [0; t]): Es decir, existe r � t tal que h(p; r) = S1: Claramente,
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esto también es cierto cuando S1 = h (p; t) : Por la elección de p; tenemos
que r = t = 1: Es decir, h (v) = S1: Esto concluye la prueba. �

Estamos listos para caracterizar las compactaciones de dos rayos cuyo
residuo es una circunferencia que son continuos cono-encajables.

Lema 3.25 Sea X una compactación de dos rayos con una circunferencia,
S1; como residuo. Supongamos que X está contenido en un continuo Z de
manera que X n fg (�1) ; g (1)g es abierto en Z: Si Z es cono-encajable en
C(Z), entonces X es homeomorfo a (SP )2i para algún i 2 f1; 2; 3g:

Demostración. Sea h : Cono(Z) �! C(Z) un encaje tal que h(z; 0) =
fzg para cada z 2 Z: Por el Lema 3.24, tenemos que h(v) = S1, en donde v
es el vértice de Cono(Z):

Observemos que S+ [ S� = S1 y, por tanto, S+ \ S� 6= ;: Así que uno
de ellos, S+ o S� es no degenerado. Supongamos, sin pérdida de generalidad
que S+ es no degenerado. Entonces, por el Lema 3.17, tenemos que S+ = S1:

Sea Y = G+ [ S1: Entonces Y es una compactación del rayo con una
circunferencia como residuo. Veamos que Y es homeomorfo a (SP )0:

Supongamos que no. Entonces, por el Lema 3.12, existe i 2 N para el cual
existen s; t con s < t tan grandes como queramos, tales que:
(1) fg+(s); g+(t)g � Aik(s;t) para algún k(s; t);
(2) g+([s; t]) \ Aij(s;t) = ; para algún j(s; t);
(3) g+([s; t]) no está contenido en la unión de tres eslabones de Di:

Denotemos por hi; s; ti a la a�rmación �(1), (2) y (3) se satisfacen para
i; s y t�. Construyamos tres sucesiones (sn)1n=1; (tn)

1
n=1 y (un)

1
n=1 como sigue.

Sea M1 = fs 2 [1;1) : existe t > s tal que hi; s; tig: Sea s01 = ��nfM1:
Sea s1 2 M1 tal que g+([s01; s1]) está contenido en la unión de, a lo más, dos
eslabones de Di a los cuales g+(s01) pertenece. Sea N1 = ft > s1 : hi; s1; tig:
Dado que s1 2 M1; N1 6= ;: Sea t01 = ��nf N1: Tomemos t1 2 N1 tal que
g+([t

0
1; t1]) está contenido en la unión de, a lo más, dos eslabones de Di.

Puesto que t1 2 N1; entonces hi; s1;t1i :
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Sea � : Y �! S1 la proyección dada por �(x) = x= jxj para cada x 2 Y;
en donde jxj denota la distancia de x al origen (0; 0) (podemos suponer sin
pérdida de generalidad que (0; 0) =2 G+). Puesto que hi; s1; t1i ; tenemos que
g+([s1; t1]) \ Aij(s1;t1) = ; para algún j(s1; t1): Así que �(g+([s1; t1])) es un
arco �1 en S

1: Además, puesto que g+(s1) y g+(t1) están en el mismo eslabón
de Di y g+([s1; t1]) no está contenido en tres eslabones de Di; tenemos que
uno de los extremos del arco �1 es de la forma �(g+(u1)); con s1 < u1 < t1;
en donde g+(u1) no está en la unión de una cadena de tres eslabones de Di

que intersectan a fg+(s1); g+(t1)g:

Ahora, sea M2 = fs 2 [u1;1) : existe t > s tal que hi; s; tig y sea
s02 = ��nfM2: Sea s2 2 M2 tal que g+([s02; s2]) está contenido en la unión
de, a lo más, dos eslabones de Di a los cuales g+(s02) pertenece. Sea N2 =
ft > s2 : hi; s2; tig: Dado que s2 2 M2; N2 6= ;: Sea t02 = ��nf N2: Tomemos
t2 2 N2 tal que g+([t02; t2]) está contenido en la unión de, a lo más, dos
eslabones de Di a los cuales g+(t02) pertenece. Puesto que t2 2 N2; entonces
hi; s2;t2i : Nuevamente, usando la proyección �, obtenemos que �(g+([s2; t2]))
es un arco 
2 en S

1 tal que uno de sus extremos es de la forma �(g+(u2)); con
s2 < u2 < t2; en donde g+(u2) no está en la unión de una cadena de eslabones
de Di que intersectan a fg+(s2); g+(t2)g: De esta manera, usamos u2 para
de�nir M3; etc. Así, de�nimos las sucesiones (sn)1n=1; (tn)

1
n=1 y (un)

1
n=1:

s₁u s₁= ₂

u s₂= ₃

t₂
u₃

s₄

s =u₄5

t₃
t₄

u5

t5

t₁
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Dada n 2 N; sean Aik(sn;tn) y A
i
k(un)

los eslabones de Di tales que g+ (un) 2
Aik(un) y g+ (sn) ; g+ (tn) 2 A

i
k(sn;tn)

: Entonces podemos suponer que g+ ([sn; tn])
está contenido en una subcadena Cn deDi; que tiene como eslabones extremos
a Aik(un) y A

i
k(sn;tn)

: Decimos que g+ ([sn; tn]) se dobla en Di en sentido anti-
horario si, al recorrer Cn del eslabón Aik(sn;tn) al eslabón A

i
k(un)

; recorremos a
S1 en sentido contrario a las manecillas del reloj. Si al recorrer Cn del eslabón
Aik(sn;tn) al eslabón A

i
k(un)

; recorremos a S1 en el sentido de las manecillas del
reloj, decimos que g+ ([sn; tn]) se dobla en Di en sentido horario.

Ai
k(s ,t  )n n

Ai
k(u  )n

A i
k(s ,t  )n n

Ai
k(u  )n

Intuitivamente, g+([sn; tn]) �envuelve�parte de S1 dos veces, primero en
una dirección conforme el parámetro va de sn a un y después en sentido con-
trario conforme el parámetro va de un a tn: De esta manera, observemos que
si s 2 (sn; un); entonces existe t 2 (un; tn) tales que g+(s) y g+(t) están en
el mismo eslabón de Di: Además, si g+([sn; un]) recorre, esencialmente, en
sentido de las manecillas del reloj, entonces g+([sn+1; un+1]) recorre, esencial-
mente, en sentido contrario a las manecillas del reloj. Más aún, g+([un; tn])
recorre, esencialmente en sentido contrario a las manecillas del reloj y el
rayo se �regresa�cuando llega al punto un+1; que es cuando hay un cambio
esencial de dirección nuevamente.

Así, si g+ ([sn; tn]) se dobla en sentido antihorario, entonces g+ ([sn+1; tn+1])
se dobla en sentido horario. De modo que tenemos dos sucesiones de arcos
(g+ ([s2n; t2n]))

1
n=1 y g+ ([s2n�1; t2n�1])

1
n=1 ; una de las cuales está formada por

arcos que se doblan en sentido antihorario y la otra formada por arcos que
se doblan en sentido horario. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
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para cada n 2 N; g+ ([s2n�1; t2n�1]) se dobla en sentido antihorario mientras
que g+ ([s2n; t2n]) se dobla en sentido horario.

Ahora bien, dada n 2 N; seaAij(sn;tn) un eslabón deDi tal que g+ ([sn; tn])\
Aij(sn;tn) = ;: Como Di tiene una cantidad �nita de eslabones, tomando
una subsucesión si es necesario, podemos suponer que para cada n 2 N;
g+ ([sn; tn]) \ Aij = ;; para algún j: Así, g+ ([sn; tn]) �

�[
Di
�
n Aij; para

cada n 2 N:

Por la compacidad de Y; podemos suponer que las sucesiones (g+(u2n�1))1n=1
y (g+(u2n))1n=1 son convergentes. Sean p; q 2 S1 tales que l��m g+(u2n�1) = p y
l��m g+(u2n) = q: Además, por la compacidad de C(Y ); podemos suponer que
las sucesiones de arcos (g+([s2n�1; t2n�1]))1n=1 y (g+([s2n; t2n]))

1
n=1 son con-

vergentes. Sean 
1 = l��m g+([s2n�1; t2n�1]) y 
2 = l��m g+([s2n; t2n]): Puesto
que, para cada n 2 N; g+([sn; tn]) no está contenido en la unión de tres es-
labones de Di; tenemos que 
1 y 
2 son no degenerados, y como g+ ([sn; tn]) ��[

Di
�
n Aij; para cada n 2 N; tenemos que 
1 y 
2 son arcos en S1:

Veamos que p es un extremo de 
1: Sea A
i
k1
el eslabón de Di tal que p 2

Aik1 : Para cada n 2 N; sea �2n�1 = � (g+ ([s2n�1; t2n�1])) : Por la continuidad
de �; tenemos que l��m �2n�1 = l��m � (g+ ([s2n�1; t2n�1])) = l��m � (
1) = 
1;
pues 
1 � S1: Puesto que � (g+ (u2n�1)) es extremo de �2n�1 para cada n 2 N;
entonces l��m � (g+ (u2n�1)) = � (p) = p es extremo de 
1: De la misma manera
tenemos que q es un extremo de 
2:

p
u2n­1
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Sean a; b 2 S1 tales que a y p son los extremos de 
1; y b y q son los ex-
tremos de 
2. Entonces a 6= p y b 6= q: Podemos suponer, sin pérdida de gene-
ralidad, que l��m g+(s2n�1) = l��m g+(t2n�1) = a y l��m g+(s2n) = l��m g+(t2n) =
b: Puesto que, para cada n 2 N; g+ ([s2n�1; t2n�1]) se dobla en sentido anti-
horario, entonces 
1 es el arco con extremos a y p tal que, al recorrerlo de
a a p; lo hacemos en S1 en sentido contrario a las manecillas del reloj. De
la misma manera, al recorrer a 
2 de b a q; lo hacemos en el sentido de las
manecillas del reloj.

Si p = q; mostremos que fpg es un R-conjunto en X: Como 
1 recorre de
a a p en sentido contrario a las manecillas del reloj y 
2 recorre de b a q en el
mismo sentido de las manecillas del reloj, existen x 2 
1 n fpg y y 2 
2 n fqg
tales que xp � 
1, qy � 
2 y xp \ qy = fpg = fqg : Sea � > 0 tal que
clZ (B (�; p))\S1 � xp[qy � 
1[
2: Sea U = B (�; p) : Como l��m g+ (u2n�1) =
p = q = l��m g+ (u2n) ; podemos suponer que g+ (un) 2 U para cada n 2 N:
Para cada n 2 N; sean Ln y Mn las componentes, respectivamente, de U \
g+ ([s2n�1; t2n�1]) y U \ g+ ([s2n; t2n]) ; tales que g+ (u2n�1) 2 Ln y g+ (u2n) 2
Mn:

p

y

x

U

Notemos que clZ (Ln) es un arco contenido en clZ (U)\ g+ ([s2n�1; t2n�1])
para cada n 2 N: Por la compacidad de C (Z) ; podemos suponer que existe
L 2 C (Z) tal que l��m clZ (Ln) = L: De la misma manera, podemos suponer
que existeM 2 C (Z) tal que l��m clZ (Mn) =M: Observemos que L yM son

112



subcontinuos de X: Además, L � 
1\ clZ (U) y M � 
2\ clZ (U) : Por lo
tanto, L � px � 
1 yM � qy � 
2: Concluimos que L\M � px\qy = fpg :
Esto muestra que fpg es un R-conjunto en X y, como X n fg (�1) ; g (1)g es
abierto en Z; fpg es un R-conjunto en Z.

Así que C(Z) no es contráctil ([13, Teorema 9.8]). Esto contradice el
Corolario 2.10. Concluimos que p 6= q:

Tomando subsucesiones si es necesario, podemos suponer que para ca-
da n 2 N; existen q02n�1 2 g+([s2n�1; u2n�1]); q

00
2n�1 2 g+([u2n�1; t2n�1]);

p02n 2 g+([s2n; t2n]) y p002n 2 g+([u2nt2n]) tales que l��m q02n�1 = l��m q002n�1 = q;
l��m p02n = l��m p

00
2n = p; l��m q

0
2n�1q

00
2n�1 = qp = l��m p

0
2np

00
2n: SeanAn = q

0
2n�1q

00
2n�1

y Bn = p02np
00
2n para cada n 2 N: Observemos que An n fq02n�1; q002n�1g es una

componente de Y n fq02n�1; q002n�1g y Bn n fp02n; p002ng es una componente de
Y n fp02n; p002ng: Entonces, tenemos las condiciones del Lema 3.2. De aquí que
h(v) = qp: Lo cual es una contradicción pues h (v) = S1.

p qu2n­1

q’’2n­1
2np’

u2np’’2n
q’2n­1

Concluimos que Y es homeomorfo a (SP )0:

Ahora bien, si S� es no degenerado, un argumento similar muestra que
G� [ S� es homeomorfo a (SP )0: En este caso, los rayos G+ y G� pueden
aproximarse a S1 en el mismo sentido o hacerlo en sentidos contrarios. Es
decir, X es homeomorfo a (SP )21 o (SP )

2
2:
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Si S� es degenerado, tenemos que X es homeomorfo a (SP )23: Esto con-
cluye la prueba. �

Ahora bien, si X es una compactación de la unión de dos rayos, entonces
Xnfg� (�1) ; g+ (1)g es abierto enX: Entonces tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.26 Sea X una compactación de dos rayos con una circunferen-
cia como residuo. Si X es un continuo cono-encajable en C(X); entonces X
es homeomorfo a (SP )2i para algún i 2 f1; 2; 3g:

Demostración. Se sigue del Lema 3.25. �

Ahora veamos que (SP )2i es un continuo cono-encajable en C((SP )
2
i ) para

i 2 f1; 2; 3g: Sea ' : Cono((SP )0) �! C((SP )0) el homeomor�smo dado en
el Ejemplo 3.15. Además, sea f : Cono(S1) �! C(S1) el homeomor�smo
donde f(x; t) es el arco yz tal que l(yz) = 2�t y x es el punto medio del arco
yz; para cada (x; t) 2 Cono(S1) n fvg y f (v) = S1; donde v es el vértice de
Cono (S1) y el arco es tomado a partir del punto en sentido contrario a las
manecillas del reloj.

Proposición 3.27 Dada i 2 f1; 2g ; (SP )2i es un continuo cono-encajable
en C

�
(SP )2i

�
: Más aún, existe un encaje h : Cono

�
(SP )2i

�
�! C

�
(SP )2i

�
tal que
(1) h (x; 0) = fxg para cada x 2 (SP )2i ;
(2) h (v) = S1; en donde v es el vértice de Cono

�
(SP )2i

�
;

(3) h (f(2cos (1) ; 2sen (1))g � [0; 1]) = C ((2cos (1) ; 2sen (1)) ; (SP )0) [
C (S1; (SP )0) ;
(4) h (f(0; 0)g � [0; 1]) = C ((0; 0) ; (SP )i) [ C (S1; (SP )i) ;
(5) h (x; t) 2 C ((SP )0) ; si (x; t) 2 Cono ((SP )0) ;
(6) h (x; t) 2 C ((SP )i) ; si (x; t) 2 Cono ((SP )i) :

Demostración. Puesto que (SP )i es homeomorfo a (SP )0; existe un
homeomor�smo � : Cono((SP )i) �! C((SP )i) tal que
1) �(x; 0) = fxg para cada x 2 (SP )i;
2) �(v) = S1; en donde v es el vértice de Cono((SP )i);
3) �jCono(S1) = f ; y
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4) �(fqg � [0; 1]) = C(q; (SP )i) [ C(S1; (SP )i); en donde q = (0; 0):

De�namos la función h : Cono((SP )2i �! C((SP )2i ) como

h(x; t) =

�
'(x; t); si (x; t) 2 Cono((SP )0);
�(x; t); si (x; t) 2 Cono((SP )i);

para cada (x; t) 2 Cono((SP )2i ):

Notemos que h es continua en Cono((SP )0) y en Cono((SP )i): Además,
Cono((SP )0) \ Cono((SP )1) = Cono(S1): Puesto que 'jCono(S1) = f =
�jCono(S1); tenemos que h se pega bien. Concluimos que h es continua.

Veamos que h es inyectiva. Sean (x; t) ; (y; s) 2 Cono ((SP )2i ) tales que
h (x; t) = h (y; s) : Si (x; t) ; (y; s) 2 Cono ((SP )0) ; o bien (x; t) ; (y; s) 2
Cono ((SP )i) ; la inyectividad de ' y �; respectivamente, muestra que (x; t) =
(y; s) :

Supongamos ahora que, sin pérdida de generalidad, (x; t) 2 Cono ((SP )0)
y (y; s) 2 Cono ((SP )1) : Entonces h (x; t) = ' (x; t) 2 C ((SP )0) y h (y; s) =
� (y; s) 2 C ((SP )1) : Como h (x; t) = h (y; s) y C ((SP )0) \ C ((SP )1) =
C (S1) ; tenemos, en particular, que h (y; s) 2 C (S1) : Como �jCono(S1) es un
homeomor�smo entre Cono (S1) y C (S1) ; tenemos que (y; s) 2 Cono (S1) :
Por tanto, h (y; s) = ' (y; s) : La inyectividad de ' muestra que h (y; s) =
h (x; t) :

Concluimos que h es una función continua e inyectiva de un espacio com-
pacto a un espacio de Hausdor¤. Observemos que, si p = (2cos (1) ; 2sen (1)) ;
entonces h(fpg � [0; 1]) = C(p; (SP )0) [ C(S1; (SP )0): Hemos probado que
h es un encaje tal que
1) h(x; 0) = fxg para cada x 2 (SP )2i ;
2) h(v) = S1;
3) h(fpg � [0; 1]) = C(p; (SP )0) [ C(S1; (SP )0);
4) h(fqg � [0; 1]) = C(q; (SP )i) [ C(S1; (SP )i);
(5) h (x; t) 2 C ((SP )0) ; si (x; t) 2 Cono ((SP )0) ;
(6) h (x; t) 2 C ((SP )i) ; si (x; t) 2 Cono ((SP )i) :

Intuitivamente, C ((SP )0)[C ((SP )i) se obtiene de pegar los modelos de
C ((SP )0) y C ((SP )i) en C (S

1) :
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S¹ S¹

{p}
{p} {q}

{q}
0(SP)

0(SP)
(SP)₁

(SP)₂

Esto termina la prueba la prueba de que (SP )2i es un continuo cono-
encajable en C((SP )2i ): �

Proposición 3.28 (SP )23 es un continuo cono-encajable en C
�
(SP )23

�
: Más

aún, existe un encaje h : Cono
�
(SP )23

�
�! C

�
(SP )23

�
tal que

(1) h (x; 0) = fxg para cada x 2 (SP )23 ;
(2) h (v) = S1; en donde v es el vértice de Cono

�
(SP )23

�
;

(3) h (f(2cos (1) ; 2sen (1))g � [0; 1]) = C ((2cos (1) ; 2sen (1)) ; (SP )0) [
C (S1; (SP )0) ;
(4) h (f(0; 0)g � [0; 1]) = C ((0; 0) ; (SP )3) [ f(SP )3 [ f ((1; 0) ; t) : t 2

[0; 1]g [ C (S1; (SP )3) ;
(5) h (x; t) 2 C ((SP )0) ; si (x; t) 2 Cono ((SP )0) ;
(6) h (x; t) 2 C ((SP )3 [ S1) ; si (x; t) 2 Cono ((SP )3 [ S1) :

wq
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Demostración. Sean P = (SP )3 [ S1; q = (0; 0) y w = (1; 0) : Sea
�1 : [0; 1] �! C (S1) el arco ordenado en C (S1) ; de fwg a S1 de�nido como
�1 (t) = ' (w; t) = f (w; t) : Sea �2 : [0; 1] �! C ((SP )3) el arco ordenado en
C ((SP )3) de fwg a (SP )3 : De�namos la función � : [0; 1]� [0; 1] �! C (P )
como

� (s; t) = �1 (s) [ �2 (t) :

Notemos que � es un encaje. Entonces � = Im� es un cuadrado. Veamos
quiénes quedan en la frontera del cuadrado.

(1) � (f0g � [0; 1]) = �2 ([0; 1]) = C (w; (SP )3) ;
(2) � ([0; 1]� f1g) = f�1 (s) [ (SP )3 : s 2 [0; 1]g = f(SP )3[f ((1; 0) ; t) :

t 2 [0; 1]g: Es decir, � ([0; 1]� f1g) es el arco ordenado en C (P ) ; de (SP )3
a P; de manera que (SP )3 crece de manera simétrica en S

1:
(3) � (f1g � [0; 1]) = fS1 [ �2 (t) : t 2 [0; 1]g = C (S1; P ) :
(4) � ([0; 1]� f0g) = �1 ([0; 1]) = f (fwg � [0; 1]) es el arco ordenado en

C (S1) ; de fwg a S1; de manera que w crece de manera simétrica hacia S1:

{w}

C(w, )(SP)₃

P(SP)₃

(SP) f(w, t)₃∪

C(S¹,P)

S¹f(w, t)

Sabemos que C ((SP )3) es homeomorfo a un triángulo que une los elemen-
tos fqg ; fwg y (SP )3 ; en donde los lados del triángulo quedan representados
de la siguiente manera.

(1) El lado que une los elementos fqg y fwg es F1 ((SP )3) ;
(2) el lado que une los elementos fqg y (SP )3 es C (q; (SP )3) ; y
(3) el lado que une los elementos fwg y (SP )3 es C (w; (SP )3) :
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{w}

C(w, (SP) )₃C(q, (SP) )₃

{q}

(SP)₃

F (SP)₁( ₃)

Sea � = � [ C ((SP )3) : Notemos que � \ C ((SP )3) = C (w; (SP )3) :
Entonces, un modelo geométrico para � se obtiene de pegar � y C ((SP )3)
por el lado C (w; (SP )3) : Así, � representa un triángulo cuyos vértices son
los elementos fqg ; fwg y S1; de manera que los lados del triángulo quedan
representados de la siguiente manera:

(1) el lado que une los elementos fqg y fwg es F1 ((SP )3) ;
(2) el lado que une los elementos fwg y S1 es C (w; S1) ; y
(3) el lado que une los elementos fqg y S1 esC (q; (SP )3)[� ([0; 1]� f1g)[

C (S1; P ) = C (q; (SP )3) [ f�1 (s) [ (SP )3 : s 2 [0; 1]g [ C (S1; P ) :

F (SP)₁( ₃)
{w}{q}

P

C(q, )L₃

(SP)₃

S¹

C(S¹,P)

(SP) f(w, t)₃∪

C(w, )(SP)₃

f(w, t)

118



Geométricamente, � queda representado de la siguiente manera en el
modelo de C (P ) :

(SP)₃

P

S¹

{w} {q}

C( )S¹

{q}S¹ {w}

(SP)₃P

C( )S¹

Entonces, existe un homeomor�smo natural � : Cono ((SP )3) �! � de
manera que

(1) � (x; 0) = fxg para cada x 2 (SP )3 ;
(2) � (fqg � [0; 1]) = C (q; (SP )3)[f�1 (s) [ (SP )3 : s 2 [0; 1]g[C (S1; P ) ;
(3) � (fwg � [0; 1]) = C (w; S1) :

Además, reparametrizando � si es necesario, podemos suponer que � (w; t) =
' (w; t) para cada t 2 [0; 1] :

De�namos h : Cono
�
(SP )23

�
�! C

�
(SP )23

�
como

h (x; t) =

�
' (x; t) ; si (x; t) 2 Cono ((SP )0) ;
� (x; t) ; si (x; t) 2 Cono ((SP )3) :

Observemos que h se pega bien, pues � (w; t) = ' (x; t) para cada t 2 [0; 1] :
Por lo tanto, h es continua.

Veamos que h es inyectiva. Tomemos (x; t) ; (y; s) 2 Cono
�
(SP )23

�
tales

que h (x; t) = h (y; s) : Si (x; t) ; (y; s) 2 Cono ((SP )0) ; o bien (x; t) ; (y; s) 2
Cono ((SP )3) ; la inyectividad de ' y �; respectivamente, muestra que (x; t) =
(y; s) :

Supongamos ahora que, sin pérdida de generalidad, (x; t) 2 Cono ((SP )0)
y (y; s) 2 Cono ((SP )3) : Entonces h (x; t) = ' (x; t) 2 C ((SP )0) y h (y; s) =
� (y; s) 2 �: Como h (x; t) = h (y; s) y C ((SP )0)\� � C (S1) ; tenemos, en
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particular, que h (y; s) 2 C (S1) : Como �jCono(S1) es un homeomor�smo entre
Cono (S1) y C (S1) ; tenemos que (y; s) 2 Cono (S1) : Por tanto, h (y; s) =
' (y; s) : La inyectividad de ' muestra que h (y; s) = h (x; t) :

Concluimos que h es una función continua e inyectiva de un espacio com-
pacto en un espacio de Hausdor¤. Por lo tanto, h es un encaje. Observemos
que h (fpg � [0; 1]) = ' (fpg � [0; 1]) = C (p; S0) [ C (J; S0) : Así, h cumple
que

1) h(x; 0) = f0g para cada x 2 S23 ;
2) h(v) = S1; en donde v es el vértice de Cono(S23);
3) h(fqg � [0; 1]) = C (q; (SP )3) [ f(SP )3 [ f (w; t) : t 2 [0; 1]g [

C (S1; (SP )3) ;
4) h (fpg � [0; 1]) = C (p; (SP )0) [ C (S1; (SP )0),
(5) h (x; t) 2 C ((SP )0) ; si (x; t) 2 Cono ((SP )0) ; y
(6) h (x; t) 2 C (P ) ; si (x; t) 2 Cono (P ) :

Intuitivamente, C ((SP )0)[� se obtiene de pegar el modelo de C ((SP )0)
y el modelo de � por el arco ff (w; t) : t 2 [0; 1]g :

{p}

{q}

S¹

�

Del Teorema 3.26 y las Proposiciones 3.27 y 3.28 se sigue la siguiente
caracterización.
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Teorema 3.29 Sea X una compactación de la unión de dos rayos con una
circunferencia como residuo. Entonces X es un continuo cono-encajable en
C (X) si y sólo si X es homeomorfo a (SP )2i para algún i 2 f1; 2; 3g :

3.3. Compactaciones de la Recta Real

Sea Z = f(R1) [ Y; donde f : R1 �! Z es un encaje, una compactación
de R1 con Y como residuo. Llamaremos conjuntos �nales de la compactación

Z a los conjuntos
1\
n=1

clZ(f((�1;�n])) y
1\
n=1

clZ(f([n;1))): Así, Z tiene dos

�nales (que pueden coincidir).

Sean Y+ =
1\
n=1

clZ(f([n;1))) y Y� =
1\
n=1

clZ(f((�1;�n])) los �nales de

la compactación Z: Observemos que Y+ y Y� son continuos, pues son in-
tersección anidada de continuos. Además, si Y+ y Y� son ajenos, entonces
ambos son subcontinuos terminales de Z: Entonces, si Z es un continuo cono-
encajable en C(Z); por el Teorema 2.6, uno de ellos es degenerado. En cuyo
caso, Z es una compactación del rayo. Por esto, vamos a considerar las com-
pactaciones Z; de la recta real, tales que Y+ \ Y� 6= ;:

Notemos que si g = f j(�1;�1][[1;1); entonces X = g ((�1;�1] [ [1;1))[
Y es una compactación de los rayos (�1;�1] y [1;1), que tiene a Y como
residuo. Además, notemos que X n fg (�1) ; g (1)g es abierto en Z: Entonces
podemos aplicar los resultados obtenidos en la sección anterior.

Además, utilizaremos el siguiente lema. La demostración del mismo está
basada en ideas que usó el Dr. Gerardo Acosta en su tesis doctoral.

Lema 3.30 Dados un continuo X y p; q 2 X; sean M;Y 2 C (X) n fXg y
J;K; L 2 C (Y ) n fY g tales que Y = K [ L, K \ L = J; Y es irreducible
entre p y q; K es irreducible entre q y J; L es irreducible entre p y J; M es
un arco con extremos p y q y M \ Y = fp; qg : Sean �1 : [0; 1] �! C (L) un
arco ordenado en C (L) de fpg a L; �1 : [0; 1] �! C (K) un arco ordenado
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en C (K) ; de fqg a K; 
1 : [0; 1] �! C (L) un arco ordenado en C (L) de J
a L y 
2 : [0; 1] �! C (K) un arco ordenado en C (K) de J a K: Entonces
existe un encaje � : Cono (M) �! C (X) tal que
(1) � (x; 0) = fxg ; para cada x 2M ;
(2) � (fpg � [0; 1]) = �1 ([0; 1]) [ 
1 ([0; 1]) ;
(3) � (fqg � [0; 1]) = �1 ([0; 1]) [ 
2 ([0; 1]) ;
(4) � (v) = J; donde v es el vértice de Cono (M) ;
(5) � (x; t) =2 C (L) [ C (K) ; para cada x =2 fp; qg y t 2 [0; 1):

q p

M

JK L

Demostración. Observemos primero que, si t > 0; entonces J  
1 (t) :
Entonces, como K \ L = J; tenemos que K \ 
1 (t) = J y 
1 (t) * K: De la
misma manera, si s > 0; entonces J  
2 (s) : Entonces, como K \ L = J;
tenemos que L \ 
2 (s) = J y 
2 (s) * L:

Ahora bien, si J � �1 (t) para alguna t 2 [0; 1] ; entonces �1 (t) 2 C (L) es
tal que fpg ; J � �1 (t) : Por la irreducibilidad de L; tenemos que �1 (t) = L
y por tanto, t = 1: De la misma manera, si p 2 
1 (t) para alguna t 2 [0; 1] ;
entonces 
1 (t) 2 C (L) es tal que fpg ; J � 
1 (t) : Por la irreducibilidad de
L; tenemos que 
1 (t) = L y por tanto, t = 1: Concluimos que Im�1\Im 
1 =
fLg : Así que Im�1 [ Im 
1 es un arco en C (L) de fpg a J; y que pasa por
L: Un razonamiento análogo muestra que Im �1 \ Im 
2 = fKg y por tanto
Im �1 [ Im 
2 es un arco en C (K) de fqg a J y que pasa por K:

Sea �1 : [0; 1] �! C (Y ) la función de�nida como

�1 (t) =

�
�1 (2t) ; si t 2

�
0; 1

2

�
;

L [ 
2 (2t� 1) ; si t 2
�
1
2
; 1
�
:

Notemos que �1
�
21
2

�
= �1 (1) = L y 
2

�
21
2
� 1
�
= 
2 (0) = J: Por lo

tanto, �1 (1) = L = L [ J = L [ 
2 (0) : Por lo tanto, �1 se pega bien. La
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continuidad de �1 y 
2 implican la de �1: Observemos, además, que �1 (1) =
L[ 
2 (1) = L[K = Y: Puesto que �1 es un arco ordenado en C (L) de fpg
a L y 
2 es un arco ordenado en C (K) de J a K tal que 
2 (t) * L si t > 0;
tenemos que �1 es un arco ordenado en C (Y ) ; de fpg a Y; que pasa por L:
Observemos que si t > 1

2
; entonces �1 (t) * L:

Sea �2 : [0; 1] �! C (Y ) la función de�nida como

�2 (t) =

�
�1 (2t) ; si t 2

�
0; 1

2

�
;

K [ 
1 (2t� 1) ; si t 2
�
1
2
; 1
�
:

Notemos que �1
�
21
2

�
= �1 (1) = K y 
1

�
21
2
� 1
�
= 
1 (0) = J: Por

lo tanto, �1 (1) = K = K [ J = K [ 
1 (0) : Por lo tanto, �2 se pega
bien. La continuidad de �1 y 
1 implican la de �2: Observemos, además, que
�2 (1) = K[
1 (1) = K[L = Y: Puesto que �1 es un arco ordenado en C (K)
de fqg a K y 
1 es un arco ordenado en C (L) de J a L tal que 
1 (t) * K
si t > 0; tenemos que �2 es un arco ordenado en C (Y ) ; de fqg a Y; que pasa
por K: Observemos que si t > 1

2
; entonces �2 (t) * K:

Si q 2 �1 (t) para algún t 2 [0; 1] ; entonces �1 (t) 2 C (Y ) es tal que
p; q 2 �1 (t) : Por la irreducibilidad de Y; tenemos que �1 (t) = Y y por
tanto t = 1: De manera similar, Si p 2 �2 (t) para algún t 2 [0; 1] ; entonces
�2 (t) 2 C (Y ) es tal que p; q 2 �2 (t) : Por la irreducibilidad de Y; tenemos
que �2 (t) = Y y por tanto t = 1: Así que Im �1 \ Im �2 = fY g :

Sea �2 : [0; 1] �! C (M) el arco ordenado en C (M) de fpg a M: Ob-
servemos que si t > 0; entonces �2 (t) * Y: Además, �2 ([0; 1]) = C (p;M) :

Sea Cp = fA [B 2 C (X) : A 2 Im �1; B 2 Im�2g : Notemos que si A 2
Im �1 y B 2 Im�2; entonces p 2 A \ B y por tanto A [ B 2 C (p;X) �
C (X) : Construyamos un modelo geométrico para Cp: De�namos la función
� : [0; 1]� [0; 1] �! Cp como

� (s; t) = �1 (s) [ �2 (t) :

Notemos que � es un homeomor�smo. Así que Cp es un cuadrado. Veamos
quiénes se envían a la frontera del cuadrado.
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(1) � (f0g � [0; 1]) = �2 ([0; 1]) = C (p;M) ;
(2) � ([0; 1]� f1g) = f�1 (s) [ �2 (1) : s 2 [0; 1]g = f�1 (s) [M : s 2 [0; 1]g :

Es decir, � ([0; 1]� f1g) es un arco ordenado en C (X) ; deM aX; de manera
que M crece sólo del lado de p y siguiendo al arco �1;
(3) � (f1g � [0; 1]) = f�1 (1) [ �2 (t) : t 2 [0; 1]g = fY [ �2 (t) : t 2 [0; 1]g :

Es decir, � (f1g � [0; 1]) es un arco ordenado en C (X) ; de Y a X; de manera
que Y crece sólo del lado de p;
(4) � ([0; 1]� f0g) = �1 ([0; 1]) :

{p}

C(p, M)

XM

YL

M∪ ₁(s)ρ

ρ1 ([(1/2),1])

Y∪ ₂(t)α

L∪ ₂(s)γα1 (s)

Observemos que si t > 0; entonces � (s; t) = �1 (s)[�2 (t) * Y para cada
s 2 [0; 1] : Por lo tanto, Cp \ C (Y ) = Im �1: Así que Cp \ C (L) = Im�1 y
Cp \ C (K) = ;: Por otro lado, tomemos A 2 Im �1 y B 2 Im�2: Puesto que
p 2 A \B y Y; M son irreducibles entre p y q; si q 2 B entonces B =M ; si
q 2 A; entonces A = Y ; y si q 2 A \B; entonces A [B = X:

Ahora, sea �2 : [0; 1] �! C (M) ; el arco ordenado en C (M) ; de fqg aM:
Notemos que si t > 0; entonces �2 (t) * Y: Además, �2 ([0; 1]) = C (q;M) :

Sea Cq = fA [B 2 C (X) : A 2 Im �2; B 2 Im �2g : Notemos que si A 2
Im �2 y B 2 Im �2; entonces q 2 A \ B y por tanto A [ B 2 C (q;X) �
C (X) : Construyamos un modelo geométrico para Cq: De�namos la función
� : [0; 1]� [0; 1] �! Cq como

� (s; t) = �2 (s) [ �2 (t) :
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Notemos que � es un homeomor�smo. Así que Cq es un cuadrado. Veamos
quiénes se envían a la frontera del cuadrado.

(1) � (f0g � [0; 1]) = �2 ([0; 1]) = C (q;M) ;
(2) � ([0; 1]� f1g) = f�2 (s) [M : s 2 [0; 1]g : Es decir, � ([0; 1]� f1g) es

un arco ordenado en C (X) ; deM a X; de manera queM crece sólo del lado
de q y siguiendo al arco �2;
(3) � (f1g � [0; 1]) = f�2 (1) [ �2 (t) : t 2 [0; 1]g = fY [ �2 (t) : t 2 [0; 1]g :

Es decir, � (f1g � [0; 1]) es un arco ordenado en C (X) ; de Y a X; de manera
que Y crece sólo del lado de q;
(4) � ([0; 1]� f0g) = �2 ([0; 1]) :

{q}

C(q, M)

XM

YK

M∪ (s)ρ₂

ρ₂([(1/2),1])

Y∪β₂(t)

K γ₁∪ (s)β1 (s)

Observemos que si t > 0; entonces � (s; t) = �2 (s)[�2 (t) * Y para cada
s 2 [0; 1] : Por lo tanto, Cq \ C (Y ) = Im �2: Así que Cq \ C (K) = Im �1 y
Cq \ C (L) = ;: Por otro lado, tomemos A 2 Im �2 y B 2 Im �2: Puesto que
q 2 A \ B y Y; M son irreducibles entre p y q; si p 2 B; entonces B = M ;
si p 2 A; entonces A = Y; y si p 2 A \ B; entonces A [ B = X: Entonces
Cp \ Cq = fM;Y;Xg :

Consideremos el conjunto CJ = fA [B 2 C (Y ) : A 2 Im 
1 y B 2 Im 
2g :
Notemos que si A 2 Im 
1 y B 2 Im 
2; entonces J � A \ B: Por lo tanto,
A [ B 2 C (J; Y ) � C (Y ) : Además, si s; t > 0; entonces 
1 (s) * K y

2 (t) * L: Así que 
1 (s)[ 
1 (t) * K y 
1 (s)[ 
1 (t) * L para cualesquiera
s; t > 0:
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Construyamos un modelo geométrico para CJ : De�namos la función 
 :
[0; 1] �! CJ como


 (s; t) = 
1 (s) [ 
2 (t) :

Notemos que 
 es un homeomor�smo. Así que CJ es un cuadrado. Veamos
quiénes se envían a la frontera del cuadrado.

(1) 
 (f0g � [0; 1]) = 
2 ([0; 1]) ; es un arco ordenado en C (K) ; de J a K;
(2) 
 ([0; 1]� f1g) = f
1 (s) [K : s 2 [0; 1]g = �2

��
1
2
; 1
��
es un arco or-

denado en C (Y ) ; de K a Y; de manera que K crece hasta tener a p;
(3) 
 (f1g � [0; 1]) = fL [ 
2 (t) : t 2 [0; 1]g = �1

��
1
2
; 1
��
es un arco orde-

nado en C (Y ) ; de L a Y; de manera que L crece hasta tener a q;
(4) 
 ([0; 1]� f0g) = 
1 ([0; 1]) es un arco ordenado en C (L) de J a L:

J

γ₂(s)

YK

L

ρ₂([(1/2),1])

γ₁(s)

ρ1 ([(1/2),1])

Observemos entonces que CJ \ C (K) = Im 
2 y CJ \ C (L) = Im 
1, es
decir, CJ intersecta a C (L) [ C (K) cuando s = 0 o t = 0:

Ahora consideremos el conjunto

CM = fAp [ Aq [M 2 C (X) : Ap 2 Im �1 y Aq 2 Im �2g :

Notemos que si Ap 2 Im �1 y Aq 2 Im �2; entonces p 2M \Ap y q 2M \Aq:
Por lo tanto, Ap[Aq[M 2 C (M;X) � C (X) : Por tanto, Ap[Aq[M * Y
y CM \ C (Y ) = ;: Además, si Ap \Aq 6= ;; entonces Ap [Aq 2 C (Y ) es tal
que p; q 2 Ap [ Aq: La irreducibilidad de Y implica que Ap [ Aq = Y y, por
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tanto, Ap [Aq [M = X: Construyamos un modelo geométrico para CM : Sea
� : C (X) �! [0; 1] una función de Whitney tal que � (X) = 1:

Para hacer el modelo de CM ; consideremos el subconjunto T de R2 que
se obtiene de remover del triángulo con vértices (�(M); �(M)); (�(M); 1) y
(1; 1); el lado que une a los puntos (�(M); 1) y (1; 1): Es decir,

T = f(x; y) 2 R2 : �(M) � x � y < 1g:

(μ(M),μ(M))

(1,1)(μ(M),1)

Además, consideremos al conjunto A = CM nfXg : Entonces, para A 2 A;
A se puede escribir como A = M [ Ap [ Aq; donde Ap 2 Im �1; Aq 2 Im �2
y Ap \ Aq = ;: Notemos, además, que A \ Y = Ap [ Aq y por tanto, Ap y
Aq son las componentes de A \ Y tales que p 2 Ap y q 2 Aq: De�namos la
función g : A �! T como

g(A) = (�(M [ Ap); �(A)):

Veamos que g está bien de�nida. Sea A 2 A: Entonces A =M [Ap [Aq:
Puesto que M �M [ Ap  X; se tiene que

�(M) � �(M [ Ap) � �(A) < 1:

Así que g(A) 2 T : Esto muestra que g está bien de�nida.

Ahora veamos que g es inyectiva. Sean A;B 2 A tales que A 6= B:
Entonces A = M [ Ap [ Aq y B = M [ Bp [ Bq: Puesto que Im �1 es un
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arco ordenado en C(Y ); entonces Ap � Bp o bien, Bp � Ap: Supongamos sin
pérdida de generalidad, que Ap � Bp: Si Ap  Bp; entonces �(M [ Ap) <
�(M [ Bp): Así que g(A) 6= g(B): Si Ap = Bp; entonces A = M [ Ap [ Aq
y B = M [ Ap [ Bq: Ahora bien, como Im �2 es un arco ordenado en C(Y );
tenemos que Aq � Bq o bien, Bq � Aq: Por lo tanto, A � B o bien, B � A:
Más aún, como A 6= B; entonces A  B o bien, B  A: En ambos casos
tenemos que �(A) 6= �(B): Así que g(A) 6= g(B): Esto prueba que g es
inyectiva.

Veamos que g es continua. Tomemos una sucesión (An)1n=1 de A y A 2 A
tales que l��mAn = A: Para cada n 2 N; sea An = M [ Anp [ Anq y A =
M [ Ap [ Aq: Veamos que l��mAnp = Ap:

Para cada n 2 N; sean sn; tn 2 [0; 1] tales que �1 (sn) = Anp y �2 (tn) = Anq :
Por la compacidad de [0; 1] ; podemos suponer que existen s; t 2 [0; 1] tales
que l��m sn = s y l��m tn = t: Por la continuidad de �1 y �2 tenemos que
l��m �1 (sn) = �1 (s) y l��m �2 (tn) = �2 (t) : Así que, del Lema 1.29 se sigue
que A = l��mAn = l��m

�
M [ Anp [ Anq

�
= l��m (M [ �1 (sn) [ �2 (tn)) = M [

�1 (s) [ �1 (t) : Concluimos que l��mAnp = �1 (s) = Ap y l��mAnq = �2 (t) = Aq:
Del Lema 1.29, tenemos que l��m

�
M [ Anp

�
=M [Ap: Por la continuidad de

�, l��m�(M [ Anp ) = �(M [ Ap) y l��m� (An) = � (A) : De aquí que

l��m g(An) = l��m(�(M [ Anp ); �(An))
= (�(M [ Ap); �(A)) = g(A):

Esto prueba la continuidad de g:

Ahora veamos que g es suprayectiva. Sea (s; t) 2 T : Entonces �(M) � s �
t < 1: Puesto que �(M) � s; existe Ap 2 Im �1 tal que �(M [ Ap) = s < 1:
Entonces M [ Ap  X: Así que Ap  Y: Como Y es irreducible entre p y q;
tenemos que q =2 Ap:

De�namos la función �3 : [0; 1] �! C(X) como �3(r) = M [ Ap [ �2(r):
Entonces �3 es continua. Notemos que �(�3(0)) = �(M [ Ap [ fqg) = s y
�(�3(1))) = �(M [ Ap [ Y ) = �(X) = 1: Entonces, existe r0 2 [0; 1] tal que
�(�3(r0)) = t: Sea C = �3(r0) =M [Ap [ �2(r0): De aquí que �(C) = t < 1:
Por lo tanto, C  X: Así que Ap [ �2 (r0)  Y: Por la irreducibilidad de Y
entre p y q; tenemos que Ap \ �2 (r0) = ;: Luego, C \ Y = Ap [ �2(r0): Se

128



sigue que C 2 A; C = M [ Ap [ �2 (r0) donde Ap 2 Im �1 y �2 (r0) 2 Im �2:
Por tanto,

g(C) = (�(M [ Ap); �(C)) = (s; t):
Esto prueba que g es suprayectiva.

Veamos que g�1 es continua. Tomemos una sucesión (sn; tn)1n=1 de T y
(s; t) 2 T tales que l��m(sn; tn) = (s; t): Sea A = M [ Ap [ Aq 2 A tal
que g�1(s; t) = A: Para cada n 2 N; sea An = M [ Anp [ Anq 2 A tal que
g�1(sn; tn) = An: Entonces, �(M [ Ap) = s y �(A) = t: Además, para cada
n 2 N; �(M [ Anp ) = sn y �(An) = tn:

Para cada n 2 N; sean xn; yn 2 [0; 1] tales que �1 (xn) = Anp y �2 (yn) =
Anq : Por la compacidad de [0; 1] ; podemos suponer que existen x; y 2 [0; 1]
tales que l��mxn = x y l��m yn = y: Entonces, por la continuidad de �1 y �2;
tenemos que l��m �1 (xn) = �1 (x) y l��m �2 (yn) = �2 (y) : Se sigue del Lema 1.29
que l��mAn = l��mM[Anp[Anq = l��mM[�1 (xn)[�2 (yn) =M[�1 (x)[�2 (y) :

Sea B = M [ �1 (x) [ �2 (y) : Veamos que B = A = M [ Ap [ Aq:
Por el Lema 1.29, tenemos que l��mM [ Anp = l��mM [ �1 (xn) = M [
�1 (x) : Como � (M [ �1 (xn)) = sn y � (M [ �1 (xn) [ �2 (yn)) = tn para ca-
da n 2 N; entonces l��m� (M [ �1 (xn)) = � (M [ �1 (x)) = s = � (M [ Ap)
y l��m� (M [ �1 (xn) [ �2 (yn)) = � (B) = t = � (A) : Puesto que Im �1 es un
arco ordenado y �1 (x) ; Ap 2 Im �1, se tiene que M [ Ap � M [ �1 (x) o
M [ �1 (x) � M [ Ap. Pero ambos conjuntos tienen el mismo valor bajo la
función de Whitney �: Esto implica queM [Ap =M [�1 (x) : Por otro lado,
Im �2 es un arco ordenado tal que Aq; �2 (y) 2 Im �2: Entonces Aq � �2 (y)
o �2 (y) � Aq: Como M [ Ap = M [ �1 (x) ; tenemos que A � B o B � A:
Pero ambos conjuntos tienen el mismo valor bajo la función de Whitney �:
Por lo tanto, A = B: Esto muestra que l��mAn = A y por tanto, que g�1 es
continua.

Hemos mostrado que A es homeomorfo a T : Por tanto, la compactación
unipuntual de A; que es CM ; es homeomorfa a la compactación unipuntual
de T ; que es el semidisco K1 en R2 que tiene por diámetro un arco que une
los puntos (�(M); �(M)) y (1; 1): Entonces, el modelo geométrico de CM es
un semidisco, en donde

a) el diámetro del semidisco es el conjunto fM [ �1(t) : t 2 [0; 1]g: Es
decir, es un arco ordenado de M a X; de manera que M crece del lado de p;

129



b) el arco del semidisco es el conjunto fM [ �2(t) : t 2 [0; 1]g: Es decir,
es un arco ordenado de M a X; de manera que M crece sólo del lado de q:

M XM∪ ₁( )ρ t

M∪ ( )ρ₂ t

Observemos que CM \ C (L) = ; = CM \ C (K) :

Ahora consideremos al conjunto

CY = fY [Bp [Bq 2 C (X) : Bp 2 �2 y Bq 2 �2g :

Observemos que si Bp 2 �2 y Bq 2 �2; entonces p 2 Y \Bp y q 2 Y \Bq: Por
lo tanto, Y [ Bp [ Bq 2 C (Y;X) � C (X) y CY \ C (K) = ; = CY \ C (L) :
Además, si Bp \Bq 6= ;; entonces Bp [Bq 2 C (M) es tal que p; q 2 Bp [Bq:
Por la irreducibilidad de M entre p y q; tenemos que Bp [Bq =M:

Para construir un modelo geométrico de CY ; podemos seguir un razo-
namiento similar al que hicimos para construir el modelo geométrico de CM :
Entonces, un modelo geométrico para CY es un semidisco en donde

(a) el diámetro del semidisco es el conjunto fY [ �2 (t) : t 2 [0; 1]g : Es
decir, es un arco ordenado en C (X) ; de Y a X; de manera que Y crece del
lado de p;
(b) el arco del semidisco es el conjunto fY [ �2 (t) : t 2 [0; 1]g : Es decir,

es un arco ordenado en C (X) ; de Y a X; de manera que Y crece sólo del
lado de q:
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M X

Y∪β₂(t)

Y∪ ₂(t)α

Vamos a considerar también al hiperespacio C (M) : Puesto que M es
un arco, sabemos que un modelo geométrico para C (M) es un triángulo
cuyos vértices son fpg ; fqg y M; donde sus lados quedan representados de
la siguiente manera.

(1) El lado que une los elementos fpg y fqg es F1 (M) ;
(2) el lado que une los elementos fpg y M es C (p;M) = �2 ([0; 1]) ;
(3) el lado que une los elementos fqg y M es C (q;M) = �2 ([0; 1]) :

{q}

C(q, M)C(p, M)

{p}

M

F M₁( )

Sea � = Cp [ Cq [ CJ [ CM [ CY [ C (M) : Observemos que Cp \ Cq =
fM;Y;Xg : Además, como CM � C (M;X) y CY � C (Y;X) ; entonces CM \
C (M) = fMg ; CY \ CM = fXg y CY \ C (M) = ;: Además, como CJ �
C (J; Y ) ; se tiene que CJ \ CM = ; = CJ \ C (M) y CJ \ CY = fY g :
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γ₁(s)

J

Y

X

M

{p} {q}

L K

γ₂(t)

Y ∪
β
₂

(s)

K
γ₁

t
∪

( )L∪
₂

(s)
γ

Y∪
₂

(t
)

α
M
∪
₁

(
)

ρ
t M

∪
(
)

ρ₂
t

F M₁( )

C(p, M) C(q, M)

α (s)₁ β₁(s)

Entonces, para obtener un modelo geométrico de �; podemos pegar los
conjuntos Cp; Cq; CJ ; CM ; CY y C (M) de manera que formen un triángulo
cuyos vértices son fpg ; fqg y J; en donde los lados quedan representados de
la siguiente manera.

(1) El lado que une los elementos fpg y fqg es F1 (M) ;
(2) el lado que une los elementos fpg y J es Im�1 [ Im 
1;
(3) el lado que une los elementos fqg y J es Im �1 [ Im 
2:
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J

γ₁(s)

L

α (s)₁

{p}
F M₁( )

{q}

β₁(s)

K

γ₂(t)

Además,

� \ C (L) = (Cp \ C (L)) [ (Cq \ C (L)) [ (CJ \ C (L))
[ (CM \ C (L)) [ (CY \ C (L)) [ (C (M) \ C (L))

= Im�1 [ Im 
1 [ ffpgg [ ffqgg
= Im�1 [ Im 
1;

y

� \ C (K) = (Cp \ C (K)) [ (Cq \ C (K)) [ (CJ \ C (K))
[ (CM \ C (K)) [ (CY \ C (K)) [ (C (M) \ C (K))

= Im �1 [ Im 
2 [ ffpgg [ ffqgg
= Im �1 [ Im 
2:

Entonces existe un homeomor�smo natural � : Cono (M) �! � tal que

(1) � (x; 0) = fxg para cada x 2M ;
(2) � (fpg � [0; 1]) = Im�1 [ Im 
1;
(3) � (fqg � [0; 1]) = Im �1 [ Im 
2;
(4) � (v) = J; donde v es el vértice de Cono (M) :
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Además, puesto que�\C (L) = Im�1[Im 
1 y�\C (K) = Im �1[Im 
2;
tenemos que
(5) � (x; t) =2 C (L) [ C (K) para cada x =2 fp; qg y t 2 [0; 1):

Esto concluye la prueba del lema. �

Este lema nos permite construir encajes, a partir de uno dado, de la
siguiente manera.

Lema 3.31 Dados un continuo X y p; q 2 X; sean M;Y 2 C (X) n fXg y
J;K; L 2 C (Y ) n fY g tales que Y = K [ L, K \ L = J; Y es irreducible
entre p y q; K es irreducible entre q y J; L es irreducible entre p y J; M es
un arco con extremos p y q y M \ Y = fp; qg : Supongamos que existe un
encaje ' : Cono (Y ) �! C (X) tal que
(1) ' (x; 0) = fxg para cada x 2 Y;
(2) ' (v) = J , donde v es el vértice de Cono (Y ) ;
(3) ' (y; t) 2 C (K) ; siempre que (x; t) 2 Cono (K) ;
(4) ' (y; t) 2 C (L) ; siempre que (x; t) 2 Cono (L) :
(5) existe t0 2 (0; 1) tal que ' (fpg � [0; t0]) es un arco ordenado en C (L) ;

de fpg a L y ' (fpg � [t0; 1]) es un arco ordenado en C (L) ; de J a L;
(6) existe s0 2 (0; 1) tal que ' (fqg � [0; s0]) es un arco ordenado en

C (K) ; de fqg a K y ' (fqg � [t0; 1]) es un arco ordenado en C (K) ; de J a
K;
Entonces X es un continuo cono-encajable en C (X) :

Demostración.Observemos que podemos aplicar el Lema 3.30. Entonces
existe un encaje � : Cono (M) �! C (X) tal que

(1) � (x; 0) = fxg para cada x 2M ;
(2) � (fpg � [0; 1]) = ' (fpg � [0; 1]) ;
(3) � (fqg � [0; 1]) = ' (fqg � [0; 1]) ;
(4) � (v) = J; donde v es el vértice de Cono (M) ; y
(5) � (x; t) =2 C (L) [ C (K) ; para cada x =2 fp; qg y t 2 [0; 1):

Además, reparametrizando, podemos suponer que � (p; t) = ' (p; t) y
� (q; t) = ' (q; t) para cada t 2 [0; 1] : De�namos la función h : Cono (X) �!
C (X) como

h (x; t) =

�
' (x; t) ; si (x; t) 2 Cono (Y ) ;
� (x; t) ; si (x; t) 2 Cono (M) :
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J

{q}

{p}

Notemos que h se pega bien. Entonces la continuidad de ' y � impli-
can la continuidad de h: Además, observemos que h (x; t) 2 C (L) [ C (K)
siempre que (x; t) 2 Cono (Y ), y h (x; t) =2 C (K) [ C (L) siempre que
(x; t) 2 Cono (M) y x =2 fp; qg :

Veamos que h es inyectiva. Tomemos (x; t) ; (y; s) 2 Cono (X) tales que
h (x; t) = h (y; s) : Si (x; t) ; (y; s) 2 Cono (Y ) ; o bien (x; t) ; (y; s) 2 Cono (M) ;
la inyectividad de ' y �; respectivamente, muestra que (x; t) = (y; s) :

Supongamos ahora que, sin pérdida de generalidad, (x; t) 2 Cono (Y ),
(y; s) 2 Cono (M) y y =2 fp; qg : Entonces h (x; t) = ' (x; t) 2 C (L) [ C (K)
y h (y; s) = � (y; s) =2 C (K) [ C (L) : Sin embargo, h (y; s) = � (y; s) =
h (x; t) = ' (x; t) 2 C (L)[C (K) : Esta contradicción concluye la prueba de
que h es inyectiva.

Entonces h es una función continua e inyectiva de un espacio compacto en
un espacio de Hausdor¤. Concluimos que h es un encaje. Además, tenemos
que h (x; 0) = fxg para cada x 2 X: Esto muestra que X es un continuo
cono-encajable en C (X) : �

Estamos listos para caracterizar a las compactaciones de la recta real X;
que son continuos cono-encajables en C (X) :

3.3.1. Con un Arco como Residuo

Caractericemos primero a las compactaciones de la recta real X; que
tienen a un arco como residuo, que son continuos cono-encajables en C (X) :
Para ello, invocaremos los resultados correspondientes de la sección anterior.
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Teorema 3.32 Sea X una compactación de la recta real con un arco co-
mo residuo. Si X es un continuo cono-encajable en C (X) ; entonces X es
homeomorfo a S1i para algún i 2 f1; 2; 3g :

Demostración. Sea f : R1 �! X el encaje respectivo y sea J = X n
f (R1) el residuo de la compactación, en donde J es un arco. Observemos
que si g = f j(�1;�1][[1;1); entonces Y = g ((�1;�1] [ [1;1)) [ J es una
compactación de los rayos (�1;�1] y [1;1), que tiene a J como residuo.
Además, notemos que Y n fg (�1) ; g (1)g es abierto en X:

Por el Lema 3.18, tenemos que Y es homeomorfo a S2i para algún i 2
f1; 2; 3g : De esta manera, X = S2i [M; en donde M = f ([�1; 1]) es un arco
tal que M \ S2i = ff (�1) ; f (1)g :

Si i = 1; entonces X es homeomorfo al círculo de Varsovia S11 : Si i = 2;
entonces X es homeomorfo a S12 y si i = 3; entonces X es homeomorfo a S13 :
Esto concluye la prueba del teorema. �

Ahora veamos que cada uno de S1i es un continuo cono-encajable en
C (S1i ) ; para cada i 2 f1; 2; 3g : En [28, 4.11], S. B. Nadler, Jr. muestra que
Cono (S0) y C (S0) son homeomorfos, y menciona que con las mismas ideas
se puede mostrar que Cono (S1i ) y C (S

1
i ) son homeomorfos para i 2 f1; 3g :

Aquí mostramos que el encaje de�nido cumple con las condiciones requeridas.

Proposición 3.33 S11 es un continuo cono-encajable en C (S
1
1) :

L₁ M

q

p
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Demostración. Sean Y = S21 ; J = f0g � [�1; 1] ; K = J [ L1; M = L2;
p = (1; sen (1)) y q = (0;�2) : Notemos que Y es irreducible entre p y q; K
es irreducible entre J y q; S0 es irreducible entre p y J; M es un arco con
extremos p y q; Y = S0 [K; S0 \K = J y M \ Y = fp; qg : Además, por la
Proposición 3.20, existe un encaje ' : Cono (Y ) �! C (Y ) tal que

1) '(x; 0) = f0g para cada x 2 Y;
2) '(v) = J; en donde v es el vértice de Cono(Y );
3) '(fqg � [0; 1]) = C (q;K) [ C (J;K) ;
4) ' (fpg � [0; 1]) = C (p; S0) [ C (J; S0),
(5) ' (x; t) 2 C (S0) ; si (x; t) 2 Cono (S0) ; y
(6) ' (x; t) 2 C (K) ; si (x; t) 2 Cono (K) :

Observemos que de la condición 3) se sigue que '(fqg�[0; 1]) = C (q;K)[
C (J;K) es la unión de un arco ordenado en C (K) ; de fqg a K; y un ar-
co ordenado en C (K) de J a K: Y por la condición 4), ' (fpg � [0; 1]) =
C (p; S0) [ C (J; S0), es la unión de dos arcos ordenados en C (S0) ; uno de
ellos de fpg a S0; y el otro de J a S0: Entonces se cumplen las condiciones
del Lema 3.31. Concluimos que S11 es un continuo cono-encajable en C (S

1
1) :

J

�

Proposición 3.34 S12 es un continuo cono-encajable en C (S
1
2) :
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L₃

M

q
p

Demostración. Sean Y = S22 ; J = f0g � [�1; 1] ; T = J [ L3; M = L4;
p = (1; sen (1)) y q = (�1; 0) : Notemos que Y es irreducible entre p y q; T
es irreducible entre J y q; S0 es irreducible entre p y J; M es un arco con
extremos p y q; Y = S0 [ T; S0 \ T = J y M \ Y = fp; qg : Además, por la
Proposición 3.21, existe un encaje ' : Cono (Y ) �! C (Y ) tal que

(1) ' (x; 0) = fxg para cada x 2 Y ;
(2) ' (v) = J; en donde v es el vértice de Cono (Y ) ;

(3) ' (fpg � [0; 1]) = C (p; S0) [ C (J; S0) ;
(4) ' (fqg � [0; 1]) = C (q; L3)[fL3 [ (f0g � [�t; t]) : t 2 [0; 1]g[fJ[A :

A 2 C ((0; 0) ; L3)g;
(5) ' (x; t) 2 C (T ) ; si (x; t) 2 Cono (T ) ; y
(6) ' (x; t) 2 C (S0) ; si (x; t) 2 Cono (S0) :

Observemos que de la condición 3) se sigue que '(fpg�[0; 1]) = C (p; S0)[
C (J; S0) es la unión de dos arcos ordenados en C (S0) ; uno de ellos de fpg a
S0; y el otro de J a S0: Notemos que fL3 [ (f0g � [�t; t]) : t 2 [0; 1]g es un
arco ordenado en C (T ) ; de L3 a T y fJ [ A : A 2 C ((0; 0) ; L3)g es un arco
ordenado en C (T ) de J a T: Entonces, por la condición 4), ' (fqg � [0; 1]), es
la unión de dos arcos ordenados en C (T ) ; uno de ellos de fqg a T; y el otro
de J a T: Entonces se cumplen las condiciones del Lema 3.31. Concluimos
que S12 es un continuo cono-encajable en C (S

1
2) :
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J

�

Proposición 3.35 S13 es un continuo cono-encajable en C (S
1
3) :

M

q p

Demostración. Sean Y = S23 ; J = f0g�[�1; 1] ; M = L5; p = (1; sen (1))
y q = (�1; sen (1)) : Notemos que Y es irreducible entre p y q; S1 es irre-
ducible entre J y q; S0 es irreducible entre p y J; M es un arco con extremos
p y q; Y = S0[S1; S0\S1 = J yM\Y = fp; qg : Además, por la Proposición
3.22, existe un encaje ' : Cono (Y ) �! C (Y ) tal que

(1) ' (x; 0) = fxg para cada x 2 Y ;
(2) ' (v) = J; donde v es el vértice de Cono (Y ) ;
(3) ' (fqg � [0; 1]) = C (q; S1) [ C (J; S1) ;
(4) ' (fpg � [0; 1]) = C (p; S0) [ C (J; S0) ;
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(5) ' (x; t) 2 C (S0) ; si (x; t) 2 Cono (S0) ;
(6) ' (x; t) 2 C (S1) ; si (x; t) 2 Cono (S1) :

Observemos que de la condición 3) se sigue que '(fqg�[0; 1]) = C (q; S1)[
C (J; S1) es la unión de dos arcos ordenados en C (S1) ; uno de ellos de fqg
a S1; y el otro de J a S1: Y de la condición 4) se sigue que '(fpg � [0; 1]) =
C (p; S0) [ C (J; S0) es la unión de dos arcos ordenados en C (S0) ; uno de
ellos de fpg a S0; y el otro de J a S0: Entonces se cumplen las condiciones
del Lema 3.31. Concluimos que S13 es un continuo cono-encajable en C (S

1
3) :

J

�

Del Teorema 3.32 y las Proposiciones 3.33, 3.34 y 3.35 tenemos la siguiente
caracterización.

Teorema 3.36 Sea X una compactación de la recta real con un arco como
residuo. Entonces X es un continuo cono-encajable en C (X) si y sólo si X
es homeomorfo a S1i para alguna i 2 f1; 2; 3g :
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3.3.2. Con una Circunferencia como Residuo

Caractericemos ahora las compactaciones de la recta real X; que tienen
a una circunferencia como residuo, que son continuos cono-encajables en
C (X) : Para ello, nuevamente invocaremos los resultados correspondientes
de la sección anterior.

Teorema 3.37 Sea X una compactación de la recta real con una circunfe-
rencia como residuo. Si X es un continuo cono-encajable en C (X) ; entonces
X es homeomorfo a (SP )1i para algún i 2 f1; 2; 3g :

Demostración. Sea f : R1 �! X el encaje respectivo y sea S = X n
f (R1) el residuo de la compactación, en donde S es una circunferencia. Ob-
servemos que si g = f j(�1;�1][[1;1); entonces Y = g ((�1;�1] [ [1;1)) [ S
es una compactación de los rayos (�1;�1] y [1;1), que tiene a S como
residuo. Además, notemos que Y n fg (�1) ; g (1)g es abierto en X:

Por el Lema 3.25, tenemos que Y es homeomorfo a (SP )2i para algún
i 2 f1; 2; 3g : De esta manera, X = (SP )2i [M; en donde M = f ([�1; 1]) es
un arco tal que M \ (SP )2i = ff (�1) ; f (1)g :

Si i = 1; entonces X es homeomorfo a (SP )11 : Si i = 2; entonces X es
homeomorfo a (SP )12 y si i = 3; entonces X es homeomorfo a (SP )13 : Esto
concluye la prueba del teorema. �

Ahora veamos que cada uno de (SP )1i es un continuo cono-encajable en
C
�
(SP )1i

�
; para cada i 2 f1; 2; 3g : De la misma manera, en [28, 4.11], S. B.

Nadler, Jr. menciona que se puede mostrar que Cono
�
(SP )1i

�
y C

�
(SP )1i

�
son homeomorfos para i 2 f1; 2g : Aquí mostramos que el encaje de�nido
cumple con las condiciones requeridas.

Proposición 3.38 Dada i 2 f1; 2g ; (SP )1i es un continuo cono-encajable
en C

�
(SP )1i

�
:
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M

M

q p

p
q

Demostración. Sean Y = S2i ; p = (2cos (1) ; 2sen (1)) y q = (0; 0) :
Notemos que Y es irreducible entre p y q; (SP )0 es irreducible entre S

1 y p;
(SP )i es irreducible entre S

1 y q; Y = (SP )0 [ (SP )i ; (SP )0 \ (SP )i = S1;
Mi es un arco que une los puntos p y q, y es tal queMi\Y = fp; qg : Además,
por la Proposición 3.27, existe un encaje ' : Cono

�
(SP )2i

�
�! C

�
(SP )2i

�
tal que

(1) ' (x; 0) = fxg para cada x 2 (SP )2i ;
(2) ' (v) = S1; en donde v es el vértice de Cono

�
(SP )2i

�
;

(3) ' (fpg � [0; 1]) = C (p; (SP )0) [ C (S1; (SP )0) ;
(4) ' (fqg � [0; 1]) = C (q; (SP )i) [ C (S1; (SP )i) ;
(5) ' (x; t) 2 C ((SP )0) ; si (x; t) 2 Cono ((SP )0) ;
(6) ' (x; t) 2 C ((SP )i) ; si (x; t) 2 Cono ((SP )i) :

De la condición (3), ' (fpg � [0; 1]) = C (p; (SP )0) [ C (S1; (SP )0) es la
unión de dos arcos ordenados en (SP )0 ; uno de ellos de fpg a (SP )0 y el otro
de S1 a (SP )0 : Además, de la condición (4) se tiene que ' (fqg � [0; 1]) =
C (q; (SP )i) [ C (S1; (SP )i) es la unión de dos arcos ordenados en (SP )i ;
uno de ellos de fqg a (SP )i y el otro de S1 a (SP )i : Entonces se cumplen
las condiciones del Lema 3.31. Concluimos que (SP )1i es un continuo cono-
encajable en C

�
(SP )1i

�
:
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S¹

�

Proposición 3.39 (SP )13 es un continuo cono-encajable en C
�
(SP )13

�
:

M

q p

Demostración. Sean Y = S23 ; P = (SP )3 [ S1; p = (2cos (1) ; 2sen (1))
y q = (0; 0) : Notemos que Y es irreducible entre p y q; (SP )0 es irreducible
entre S1 y p; P es irreducible entre S1 y q; Y = (SP )0 [ P; (SP )0 \ P = S1;
M3 es un arco que une los puntos p y q, y tal que M3 \ Y = fp; qg : Además,
por la Proposición 3.28, existe un encaje ' : Cono

�
(SP )23

�
�! C

�
(SP )23

�
tal que
(1) ' (x; 0) = fxg para cada x 2 (SP )22 ;
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(2) ' (v) = S1; en donde v es el vértice de Cono
�
(SP )23

�
;

(3) ' (fpg � [0; 1]) = C (p; (SP )0) [ C (S1; (SP )0) ;
(4) h(fqg�[0; 1]) = C (q; (SP )3)[f(SP )3 [ f (w; t) : t 2 [0; 1]g[C (S1; P ) ;
(5) ' (x; t) 2 C ((SP )0) ; si (x; t) 2 Cono ((SP )0) ;
(6) ' (x; t) 2 C (P ) ; si (x; t) 2 Cono (P ) :

De la condición (3), ' (fpg � [0; 1]) = C (p; (SP )0) [ C (S1; (SP )0) es la
unión de dos arcos ordenados en C ((SP )0) ; uno de ellos de fpg a (SP )0 y el
otro de S1 a (SP )0 :Además, de la condición (4) se tiene que ' (fqg � [0; 1]) =
h(fqg � [0; 1]) = C (q; (SP )3) [ f(SP )3 [ f (w; t) : t 2 [0; 1]g [ C (S1; P ) ; es
la unión de dos arcos ordenados en C (P ) ; uno de ellos de fqg a P y el otro
de S1 a P: Entonces se cumplen las condiciones del Lema 3.31. Concluimos
que (SP )13 es un continuo cono-encajable en C

�
(SP )13

�
: �

Del Teorema 3.37 y de las Proposiciones 3.38 y 3.39 se sigue la siguiente
caracterización.

Teorema 3.40 Sea X una compactación de la recta real con una circunfe-
rencia como residuo. Entonces X es un continuo cono-encajable en C (X) si
y sólo si X es homeomorfo a (SP )1i para algún i 2 f1; 2; 3g :

Esto concluye nuestro estudio con las compactaciones que son continuos
cono-encajables. Aún tenemos las siguientes preguntas:

¿Existirá una compactación del rayo con un triodo simple como residuo
que sea un continuo cono-encajable?

Más aún, ¿será cierto que si X es una compactación del rayo con una grá-
�ca �nita como residuo que es un continuo cono-encajable en C(X); entonces
X es una compactación con un arco o una circunferencia como residuo?

Preguntas análogas se tienen para compactaciones de la unión de dos
rayos o de la recta real.
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Capítulo 4

Suavidad por Arcos

En este capítulo mostramos que los continuos suaves por arcos son con-
tinuos cono-encajables ordenados. Además, damos algunos ejemplos de den-
droides que no son suaves por arcos, uno de los cuales es cono-encajable,
mientras que el otro no. Comenzaremos con la de�nición de continuo suave
por arcos.

4.1. Continuos Suaves por Arcos

De�nición 4.1 Una arco-estructura sobre un continuo X es una función
A : X �X �! C(X) tal que para cada x 6= y en X; A(x; y) es un arco de x
a y: Además se cumple que
a) A(x; x) = fxg;
b) A(x; y) = A(y; x); y
c) A(x; z) � A(x; y) [ A(y; z); donde la igualdad se da siempre que y

pertenece a A(x; z):
El par (X;A) es suave por arcos en el punto p en X si la función

inducida Ap : X �! C(X); de�nida como Ap(x) = A(p; x); es continua. El
par (X;A) es suave por arcos si existe un punto en X donde (X;A) es
suave por arcos.
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De�nición 4.2 Un continuo X es suave por arcos en el punto p si existe
una arco-estructura A sobre X para la cual (X;A) es suave por arcos en p:
El continuo X es suave por arcos si es suave por arcos en algún punto.

A partir de ahora, (X;A) denotará un par formado por un continuo X
y una arco-estructura A sobre X: Dados x y y en X; el arco (o conjunto
singular) A(x; y) será denotado por xy:

Observación 4.3 Por la propiedad c) de la De�nición 4.1, si x 2 qy; en-
tonces qy = qx [ xy: Así que qx � qy: Por lo tanto, si x 2 qy \ qz; tenemos
que qx � qy \ qz:

Más aún, tenemos los siguientes lemas.

Lema 4.4 Dados x; y; u; v 2 X tales que u; v 2 xy; entonces uv � xy:

Demostración. Como u 2 xy; por la propiedad c) de la De�nición 4.1,
tenemos que xy = xu [ uy: Por tanto, xu; uy � xy: Por otro lado, v 2 xy;
así que v 2 xu o bien, v 2 uy: Si v 2 xu; nuevamente por la propiedad c)
de la De�nición 4.1, se tiene que xu = xv [ vu: De aquí que uv � xu � xy:
De manera similar tenemos que si v 2 uy; entonces uy = uv [ vy: Así que
uv � uy � xy: Esto termina la prueba. �

Lema 4.5 Sean p; x1; x2; y1 y y2 puntos de X tales que pxi � pyi para cada
i 2 f1; 2g: Si p =2 fx1; x2g y px1 \ px2 = fpg; entonces py1 \ py2 = fpg:

Demostración. Sea p0 2 py1\py2: Entonces pp0 � py1\py2: Supongamos
que p0 6= p: Como pp0 y px1 son arcos contenidos en el arco py1; tenemos que
pp0 � px1 o px1 � pp0: Si px1 � pp0; hacemos q = x1: En caso contrario,
hacemos q = p0: Hemos elegido q 6= p tal que pq � pp0 \ px1:
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y₂

y₁
p

p’

q

En forma similar podemos elegir q0 6= p tal que pq0 � pp0 \ px2: Como q
y q0 están en el arco pp0; tenemos que pq � pq0 o pq0 � pq: Esto implica que
pq � px1 \ px2 = fpg o pq0 � px1 \ px2 = fpg; lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, p = p0: Esto prueba que py1 \ py2 = fpg: �

Intuitivamente, tenemos que si dos arcos de la arco-estructura comienzan
en el mismo punto y desde ese punto se separan, no se vuelven a intersectar.

Además, si pq = px \ py; entonces q 2 px y q 2 py; de manera que
qx � px y qy � py: Supongamos que existe un punto q0 2 qx \ qy tal que
q0 6= q. Entonces, por la Observación 4.3, qq0 � qx \ qy � px \ py = pq:
De manera que q0 2 pq � px: Observemos el arco px y supongamos que
le damos el orden < en el que p < x: Como q0 2 pq; tenemos que q0 < q
y como q0 2 qx; tenemos que q < q0: Esto es un absurdo que muestra que
qx\qy = fqg : Entonces xq[qy es un arco contenido en px[py con extremos
x y y: Por la propiedad (c) de la De�nición 4.1, tenemos que xy � xp [ py:
Se sigue que xy = xq [ qy:

y

x
p

q

4.1.1. El Orden �p :

Para cada p en X, de�nimos el orden parcial �p; como

x �p y siempre que px � py:
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Para un subconjunto K de X, el conjunto mayor Mp(K) es el conjunto
fy 2 X : x �p y para algún x 2 Kg: El siguiente teorema es muy útil en el
estudio de los continuos suaves por arcos.

Teorema 4.6 ([6, Teorema I-1-A]) Las siguientes condiciones son equiva-
lentes.
a) (X;A) es suave por arcos en p:
b) �p es cerrado en X �X:
c) Para cada subconjunto cerrado K; el conjunto mayor Mp(K) es cerra-

do.

Demostración. Veamos que (b) es equivalente a (a) y (c).

(a) implica (b). Sean (xn)1n=1 y (yn)
1
n=1 sucesiones deX tales que xn �p yn

para cada n 2 N: Supongamos que existen x; y 2 X tales que l��mxn = x
y l��m yn = y: Por la suavidad por arcos, la función Ap es continua. De aquí
que la sucesión (Ap(yn))1n=1 = (pyn)

1
n=1 converge a Ap(y) = py: Puesto que

xn 2 pyn para cada n 2 N; por el Lema 1.27, tenemos que x 2 py: Así que
x �p y: Esto prueba que �p es cerrado en X �X:

(b) implica (a). Sean y 2 X y (yn)1n=1 una sucesión de X tales que
l��m yn = y: Para probar que la función Ap : X ! C(X) es continua, necesita-
mos probar que la sucesión (Ap (yn))

1
n=1 = (pyn)

1
n=1 converge a Ap (y) = py:

Veamos que l��m sup pyn = l��m��nf pyn = py:

Puesto que l��m yn = y y yn 2 pyn para cada n 2 N; y 2 l��m sup pyn. Sea
x 2 l��m sup pyn: Entonces, por el Lema 1.26, existe una subsucesión (pynk)1k=1
de (pyn)1n=1; tal que cada arco pynk contiene un punto xnk y la sucesión
(xnk)

1
k=1 converge a x: Puesto que �p es cerrado y xnk �p ynk para cada

k 2 N; tenemos que x �p y: Por lo tanto, x 2 py: Así que l��m sup pyn � py:
Además, l��m sup pyn es un continuo ([11, Teorema 2-101]) que contiene a p y
y: De aquí que l��m sup pyn = py:

Como l��m��nf pyn � l��m sup pyn; tenemos que l��m��nf pyn � py:Veamos que
l��m��nf pyn = py: Si existe x 2 pynl��m��nf pyn; entonces existen un subconjunto
abierto U que contiene a x y una subsucesión (ynk)

1
k=1 de (yn)

1
n=1 tal que

U \ pynk = ; para cada k 2 N: Se sigue que l��m sup pynk � l��m sup pyn = py
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es un subcontinuo de py que contiene a p y y que no contiene a x: Esta
contradicción muestra que l��m sup pyn = l��m��nf pyn = py: Así que (pyn)1n=1
converge a py:

(c) implica (b). Para ver que �p es cerrado, supongamos que x �p y: Así
que x =2 py: Consideremos un abierto U de X tal que x 2 U � clX(U) �
X n py: Si existe un punto z en Mp(clX(U))\ py; entonces existe w 2 clX(U)
tal que w �p z: Así que w 2 pz: Pero pz � py, pues z 2 py: Concluimos que
w 2 py: Lo cual contradice que clX(U) � X n py: De aquí que Mp(clX(U))
es un subconjunto cerrado de X tal que py \Mp( clX (U)) = ;: Tomemos un
abierto V deX tal que y 2 V � clX(V ) � XnMp(clX(U)): Sea (s; t) 2 U�V:
Si s �p t; entonces t 2Mp( clX (U))\V = ;; lo cual es absurdo: Por lo tanto,
s �p t para cada (s; t) 2 U � V: Esto prueba que f(x; y) 2 X �X : x �p yg
es abierto en X �X: Se sigue que �p es cerrado.

(b) implica (c). SeaK un subconjunto cerrado deX: Sean y 2 X y (yn)1n=1
una sucesión de Mp(K) tales que l��m yn = y: Veamos que y 2 Mp(K): Para
cada n 2 N; existe xn 2 K tal que xn �p yn: Por la compacidad de K;
podemos suponer que existe un punto x 2 K tal que la sucesión (xn)1n=1
converge a x: Puesto que �p es cerrado, tenemos que x �p y: Entonces
x 2 K y x �p y: Esto muestra que y 2 Mp(K): Concluimos que Mp(K) es
cerrado. �

Otro resultado concerniente a los continuos suaves por arcos que estare-
mos ocupando es el siguiente lema ([6, Lema I-2-B]).

Lema 4.7 Sea (X;A) suave por arcos en p: Si (xn)1n=1 y (yn)
1
n=1 son suce-

siones que convergen a x y y; respectivamente, y xn �p yn para cada n 2 N;
entonces x �p y y la sucesión de arcos (xnyn)1n=1 converge al arco xy:

Demostración. Por el Teorema 4.6, �p es cerrado. Así que x �p y: Por
lo tanto px � py: En particular, tenemos que py = px [ xy: Observemos
que x; y 2 l��m��nf xnyn: Veamos que xy � l��m��nf xnyn: Tomemos un punto
z 2 xy � py: Como (X;A) es suave por arcos en p y l��m yn = y; l��m pyn = py:
Por el Lema 1.27, para cada n 2 N existe zn 2 pyn tal que l��m zn = z: Ahora
bien, notemos que, dada n 2 N; pxn � pyn: Así que pyn = pxn[xnyn: Si zn 2
xnyn para todos, excepto un número �nito de números n; entonces del Lema
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1.26 se sigue que z 2 l��m��nf xnyn: Supongamos que existe una subsucesión
(znk)

1
k=1 de (zn)

1
n=1 tal que znk 2 pxnk para todo k 2 N: Como l��m zn = z;

tenemos que l��m znk = z: Por otro lado, por el Lema 1.27 tenemos que z 2 px:
Concluimos que z 2 px \ xy = fxg : Por tanto, z = x 2 l��m��nf xnyn: Hemos
probado que xy � l��m��nf xnyn:

Veamos que l��m supxnyn � xy: Sea z 2 l��m supxnyn: Por el Lema 1.26,
tomando una subsucesión si es necesario, podemos suponer que existe una
sucesión (zn)1n=1 convergente a z tal que zn 2 xnyn para cada n 2 N: Así que
xn �p zn �p yn: Por el Teorema 4.6, x �p z �p y: Concluimos que z 2 xy:
Esto termina la prueba del lema. �

4.1.2. El Conjunto Final.

Dado el par (X;A); de�nimos el conjunto �nal de X como E(X) = fe 2
X : si e 2 xy; entonces e = x o e = yg: Si (X;A) es suave por arcos en p;
de�nimos el conjunto �nal de un punto x en X como E(x) = fe 2 E(X) :
x �p eg:

Veamos el siguiente lema.

Teorema 4.8 [6, Lema I-9-A] Si (X;A) es suave por arcos en p; entonces
cada arco px está contenido en un arco pe; para algún e 2 E(X):

Demostración. Por el Teorema 4.6, Mp (x) es cerrado y por tanto com-
pacto. Sea � : C (X) �! [0; 1] una función de Whitney. Consideremos la
función f : Mp (x) �! [0; 1] de�nida como f (y) = � (Ap (y)) = � (py) : Co-
mo (X;A) es suave por arcos, tenemos que la función Ap es continua y, por
tanto, f es continua. Como Mp (x) es compacto, existe e 2 Mp (x) tal que
f (e) � f (y) para cada y 2Mp (x) : Entonces x �p e. De aquí que px � pe:

y

p

z

e
w

150



Veamos que e 2 E (X) : Si no es así, existe un arco yz tal que e 2 yz
y e =2 fy; zg : Sea w 2 pe; la primera vez que el arco pe (yendo de p a e)
intersecta al arco yz: Sin pérdida de generalidad, supongamos que w 2 ye:
Entonces wz \ pw = fwg: De aquí que pz = pw [ wz: Como w 2 yz;
yz = yw [ wz: De modo que e 2 wz � pz: Entonces px � pe  pz: Así que
� (pe) < � (pz) : Esto contradice la maximalidad de f en e: Concluimos que
e 2 E (X) : �

En particular, el Teorema 4.8 prueba que E(x) 6= ; para cada x en X
cuando X es suave por arcos. Más aún, podemos ver a X como

[
fpe : e 2

E(X)g:

4.1.3. Alcance

Sean (X;A) suave por arcos en el punto p y � : C(X) �! [0;1) una
funcion de Whitney: De�nimos el alcance, respecto a p y �; como la función
Lp;� : X �! [0; 1] de�nida como

Lp;�(y) =
(
��nff�(py)

�(pe)
: e 2 E(y)g; si y 6= p;
0; si y = p:

para cada y 2 X: Cuando esté claro a cuáles p y � nos re�ramos, escribiremos
L en lugar de Lp;�:

Observemos que, si y 6= p y e 2 E (y) ; entonces e 6= p y �(pe) 6= 0.
Por otro lado, como py � pe para cada y 2 X y e 2 E(y); tenemos que
�(py) � �(pe): Así que �(py)

�(X)
� �(py)

�(pe)
y Lp;�(y) � 1; por lo que Lp;� está bien

de�nida. Además, Lp;�(y) = 0 si y sólo si y = p.

Veamos que Lp;� no es necesariamente continua. Sea A0 = [0; 2]� f0g y,
para cada n 2 N; sea An el segmento de recta, en R2; que une al punto (0; 0)

con el punto (1; 1
n
): Sea X =

1[
i=0

Ai: Observemos que X es un continuo suave

por arcos en el punto p = (0; 0):
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Ahora bien, de�namos la función b� : fAi : i 2 Ng[f[0; 1]�f0gg �! f1g
como la función constante. Dado que l��mAi = [0; 1]� f0g; el conjunto fAi :
i 2 Ng [ f[0; 1]� f0gg es cerrado de C(X): De aquí que b� es continua en un
subconjunto cerrado de C(X): Además, cumple con las propiedades de una
función de Whitney. Entonces, por [39, Teorema 3.1], existe una función de
Whitney � : C(X) �! [0;1) tal que �jfAi:i2Ng[f[0;1]�f0gg = b�:
Para cada n 2 N; sea yn = (1; 1n) y sean y = (1; 0); z = (2; 0) : Si tomamos

la sucesión de puntos (yn)1n=1 que converge a y; tenemos que E(yn) = fyng
para cada n 2 N: Por lo tanto, Lp;�(yn) = �(pyn)

�(pyn)
= 1: Sin embargo, E(y) =

f(2; 0)g = fzg:Así que, como py  pz; tenemos que Lp;�(y) < 1 = l��mLp;�(yn):
Esto prueba que Lp;� no necesariamente es continua.

Veamos la siguiente propiedad de Lp;�.

Lema 4.9 Sean (X;A) suave por arcos en el punto p y � : C(X) �! [0; 1]
una función de Whitney. Entonces para cada y 2 X; existe ey 2 E(y) tal que
(a) Lp;�(y) = �(py)

�(pey)
;

(b) � (pey) � � (px) para cada x 2Mp (y) ; y
(c) Lp;� (x) = �(px)

�(pey)
para cada x 2 yey:

Demostración. Primero, consideremos la función f : X �! [0; 1] dada
por f(x) = �(px) = �(Ap(x)): Como vimos en la demostración del Teorema
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4.8, existe ey 2 E (y) tal que f (ey) � f (x) para cada x 2 Mp (y) : Es decir,
� (pey) � � (px) para cada x 2Mp (y) :

Si e 2 E(X) \Mp(y); entonces �(pey) � �(pe): Así que �(py)
�(pey)

� �(py)
�(pe)

:

Concluimos que ey 2 E(X) es tal que Lp;�(y) = �(py)
�(pey)

:

Tomemos x 2 yey: Notemos que ey 2 E (x) : Sea e 2 E (x). Entonces py �
px � pe: Así que e 2 E (y) : Por lo tanto, � (pey) � � (pe) y �(px)

�(pey)
� �(px)

�(pe)

para cada e 2 E (x) : Esto muestra que Lp;� (x) = �(px)
�(pey)

para cada x 2 yey:
Esto termina la prueba del lema: �:

4.1.4. El Encaje

Para probar que los continuos suaves por arcos son continuos cono-encaja-
bles ordenados, construiremos el encaje del cono en el hiperespacio de sub-
continuos. Primero, veamos que si X es un continuo suave por arcos tal que
E(X) es �nito, entonces X es un árbol.

Lema 4.10 Si (X;A) es suave por arcos en p y E(X) es �nito, entonces X
es un árbol.

Demostración. Sea E(X) = fe1; :::; eng: Demostraremos de manera in-
ductiva que, para cada i 2 f1; :::; ng ; pe1[ :::[pei es un árbol. Si i = 1; pe1 es
un arco y por tanto un árbol. Supongamos que i > 1 y que T = pe1[:::[pei�1
es un árbol. Sea q el primer punto en el arco pei; yendo de ei a p que
pertenece a T: Entonces existe j 2 f1; :::; i� 1g tal que q 2 pej: Como
q 2 pei; pei = pq [ qei: Ya que q 2 pej; pq � pej � T: De manera que
pe1 [ ::: [ pei = T [ pei = T [ pq [ qei: = T [ qei: Por tanto, pe1 [ ::: [ pei
es la unión del árbol T y el arco qei: Además, T \ qei = fqg : De aquí que
T [ qei es un árbol. En particular, X = pe1 [ ::: [ pen es un árbol. �
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En los árboles se puede considerar una métrica particular que induce la
topología del espacio.

De�nición 4.11 Unamétrica convexa para un espacio X es una métrica,
d; para X; que induce la topología sobre X y para la cual siempre existen los
puntos medios; es decir, para cualesquiera x; y 2 X; existe m 2 X tal que

d(x;m) =
1

2
d(x; y) = d(m; y):

Por [16, Teorema 10.3], todo continuo localmente conexo, en particular
los árboles, tiene una métrica convexa. Usaremos la siguiente propiedad.

Proposición 4.12 Sea X un continuo con una métrica convexa d: Entonces
cualesquiera dos puntos, x y y; de X pueden ser unidos por un arco, J; en
X tal que J es isométrico al intervalo cerrado [0; d(x; y)]:

La demostración de esta proposición se puede encontrar en [16, Proposi-
ción 10.4]. Como los árboles son únicamente arcoconexos, la anterior proposi-
ción dice que el único arco que une dos puntos es isométrico al intervalo ce-
rrado mencionado. En particular, si z es un punto en el arco que une a los
puntos x y y; entonces d(x; y) = d(x; z) + d(z; y): Al arco que une los puntos
x y y lo denotaremos por xy:

Con esto, podemos probar el siguiente resultado.
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Lema 4.13 Sea (X;A) suave por arcos: Si E(X) es �nito, entonces X es
un continuo cono-encajable ordenado en C(X):

Demostración. Por el Lema 4.10, X es un árbol y el conjunto de puntos
extremos del árbol es exactamente E (X) : En particular, X es una dendrita.
Entonces, por [6, Teorema I-2-E], X es suave por arcos en p para cada p 2 X:
Por [16, Proposición 10.4], podemos considerar una métrica convexa d para
X: Sea E (X) = fe1; :::; ekg : Dados p 2 X y ei 2 E(X); de�nimos la función
�p;i : [0; 1] �! pei donde �p;i(t) es el único punto x 2 pei tal que d (p; x) =
td (p; ei) : Notemos que �p;i es un homeomor�smo y �p;i([0; t]) = px:

De�namos la función f : X � [0; 1] �! C(X) como

f(p; t) =
k[
i=1

�p;i([0; t]):

Observemos que p 2 �p;i([0; t]) para cada i 2 f1; :::; kg : Por tanto, f(p; t)
es unión de conjuntos conexos cada uno de los cuales contiene a p: En-
tonces f(p; t) es conexo. Además, �p;i([0; t]) es cerrado, y por tanto com-
pacto, para cada i 2 f1; :::; kg : Así que f(p; t) es una unión �nita de subcon-
juntos compactos de X: Por lo tanto, f (p; t) es compacto. Concluimos que
f(p; t) 2 C(X):

Veamos ahora que f es continua. Tomemos una sucesión (pn; tn)
1
n=1 en

X�[0; 1] y un punto (p; t) 2 X�[0; 1] tales que l��m (pn; tn) = (p; t) : Entonces
l��m pn = p y l��m tn = t: Tomemos i 2 f1; :::; kg : Entonces X es suave por
arcos en ei: De aquí que l��m pnei = pei: Para cada n 2 N; sea xn = �pn;i (tn) :
Entonces en �en xn �en pn: Por la compacidad de X; podemos suponer que
existe x 2 X tal que l��mxn = x: Se sigue del Lema 4.7 que l��m pnxn =
px y l��mxnei = xei: Por otro lado, tenemos que d (pn; xn) = tnd (pn; ei)
para cada n 2 N: Por la continuidad de d; tenemos que l��m d (pn; xn) =
d (p; x) y l��m tnd (pn; ei) = td (p; ei) : Concluimos que d (p; x) = td (p; ei) :
Esto muestra que x = �p;i (t) : Además, como �pn;i([0; tn]) = pnxn para cada
n 2 N; tenemos que l��m�pn;i([0; tn]) = l��m pnxn = px = �p;i([0; t]):
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Entonces, por el Lema 1.29,

l��m f (pn; tn) = l��m (�pn;1([0; tn]) [ ::: [ �pn;k([0; tn]))
= l��m�pn;1([0; tn]) [ ::: [ l��m�pn;k([0; tn])
= �p;1([0; t]) [ ::: [ �p;k([0; t]) = f (p; t) :

Esto muestra que f es continua.

Observemos que para cada p 2 X; f(p; 1) =
k[
i=1

�p;i([0; 1]) =

k[
i=1

pei = X:

Además, si t < 1; para cada ei 2 E (X) n fpg; se tiene que ei =2 f(p; t): Por
tanto, f(p; t) = X si y sólo si t = 1:

Tomemos (p; t); (q; s) 2 X� [0; 1), tales que f (p; t) = f (q; s) :Mostremos
que (p; t) = (q; s): Supongamos que no es así. Entonces tenemos dos casos.

Si p = q; entonces s 6= t: Supongamos sin pérdida de generalidad, que
s < t: Veamos que f (p; s)  f (p; t) : Puesto que �p;i es un homeomor�smo,
tenemos que �p;i ([0; s])  �p;i ([0; t]) para cada i 2 f1; :::; kg : De aquí que
f (p; s) � f (p; t) : Como E (X) es �nito, existe ei0 2 E (X) tal que d (p; ei0) �
d (p; ei) para cada i 2 f1; :::; kg : Tomemos un punto x 2 pei0 tal que x 2
f (p; s) : Entonces existe i 2 f1; :::; kg tal que x 2 �p;i ([0; s]) : Es decir,
d (p; x) � sd (p; ei) � sd (p; ei0) = d (p; �p;i0 (s)) : Esto muestra que x 2
�p;i0 ([0; s]) : Por lo tanto, �p;i0 ([0; t]) n f (p; s) 6= ;: Se sigue que f (p; s)  
f (p; t) : Lo cual es un absurdo.

Supongamos entonces que p 6= q: Como X es suave por arcos en q y
E (X) es �nito, existe ei 2 E(X) tal que p 2 qei y d (q; ei) � d (q; e) para
cada e 2 E (X) tal que p 2 qe: Sean pt = �p;i(t) y qs = �q;i(s): Como
pt 2 f(p; t) = f(q; s); existe e 2 E(X) tal que pt 2 qe y d (q; pt) � sd (q; e) :
Observemos que p 2 ppt � qpt � qe: Por la elección de ei; se tiene que
d (q; e) � d (q; ei) : Por tanto, d (q; pt) � sd (q; ei) = d (q; qs) : Concluimos que
pt 2 qqs: Más aún, ppt � qqs:

Como qs 2 f(q; s) = f(p; t); existe e0 2 E(X) tal que qs 2 pe0 y d (p; qs) �
td (p; e0) : Como p 2 qqs y qs 2 pe0; tenemos que p 2 qe0: Por la elección
de ei; se tiene que d(q; p) + d(p; e0) = d(q; e0) � d(q; ei) = d(q; p) + d(p; ei):
De aquí que d(p; e0) � d(p; ei): Por tanto, d(p; qs) � td(p; ei) = d(p; pt):
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Concluimos que d(q; qs) = d(q; p)+d(p; qs) � d(q; p)+d(p; pt) = d(q; pt): Con
la desigualdad mostrada arriba, se tiene que pt y qs son puntos en el arco qeq
tales que d(q; pt) = d(q; qs): Hemos mostrado que pt = qs:

Puesto que pt = qs; se tiene que d(pt; ei) = d(qs; ei): Por tanto, (1 �
t)d(p; ei) = (1 � s)d(q; ei): Como p 2 qei; se tiene que d(p; ei) � d(q; ei): De
aquí que 1� t � 1� s. Se sigue que s � t:

Ahora, tomemos ep 2 E(X) tal que q 2 pep y d(ep; p) � d(e; p) para
cada e 2 E(X) que cumpla q 2 pe: Siguiendo un razonamiento análogo, se
demuestra que t � s: Concluimos que s = t: Como ambos son menores a 1; la
igualdad (1� t)d(p; eq) = (1� s)d(q; eq) implica que d(p; eq) = d(q; eq): Esto
muestra que p = q, lo cual es una contradicción. Se sigue que si f(p; t) =
f(q; s) con s; t 2 [0; 1); entonces (p; t) = (q; s): Es decir, f es inyectiva en
X � [0; 1):

Observemos que si t = 1; entonces f(p; s)  X = f(p; t): Además, ya
habíamos visto que si t < 1; entonces f(p; s)  f(p; t): En ambos casos se
tiene que f(p; s)  f(p; t):

Se sigue del Lema 1.69, que X es un continuo cono-encajable ordenado
en C (X) : �

Para el caso en que E(X) es in�nito, vamos a de�nir el encaje de manera
adecuada en una cantidad numerable de arcos ajenos dos a dos. Para ello,
necesitamos introducir la siguiente noción.

De�nición 4.14 Sean (X;A) suave por arcos, x; e0 2 X y (en)
1
n=1 una suce-

sión de E (X) tales que l��m en = e0: Si fxg = xen \ xem para cada par de

números distintos n;m 2 N[ f0g ; decimos que
1[
n=0

xen es un abanico sim-

ple. Por otro lado, si existe n0 2 N[f0g tal que fxg  xen0 \ xen para cada
n 2 N con n 6= n0; sea zn el primer punto en el arco xen; yendo de en a x;
que está en xen0 : Supongamos que zn 6= en0 para toda n 6= n0; l��m zn = x y
zn 6= zm para cada par de números distintos n;m 2 N n fn0g : Decimos que
1[
n=0

xen es un peine simple si n0 = 1 y fxg = xe0 \ xe1, o bien si n0 = 0:
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Abanico simple y peine simple

Lema 4.15 Sean (X;A) suave por arcos, x; e0 2 X y (en)
1
n=0 una sucesión

de E (X) tales que l��m en = e0: Si
1[
n=0

xen es un abanico simple o un peine

simple, entonces existe una sucesión (xn)
1
n=1 en X tal que

(a) xn 2 xen n fx; eng para cada n 2 N;
(b) l��mxn = x;

(c) xnen \
 [
m6=n

xem

!
= ; para cada n 2 N y

(d) xnen \ xe0 = ; para cada n 2 N:

Demostración. Tomemos una función de Whitney � : C (X) �! [0; 1]

tal que � (X) = 1: Supongamos primero que
1[
n=0

xen es un abanico simple.

Dada n 2 N; sea xn 2 xen tal que � (xxn) = 1
2n
� (xen) : Como 0 < � (xxn) <

� (xen) y xxn � xen; tenemos que xn 2 xen n fx; eng : Puesto que � (xxn) �
1
2n
; se tiene que l��m� (xxn) = 0: Así que l��mxn = x: Además, dada n 2 N;

xnen � xen n fxg : Por lo tanto, xnen \ xem � (xen n fxg) \ xem = ; para
cada m 2 N [ f0g con m 6= n: Esto concluye la prueba en este caso.

Ahora, supongamos que
1[
n=0

xen es un peine simple. Es decir, existe n0 2

N [ f0g tal que fxg  xen0 [ xen para cada n 2 N con n 6= n0; sea zn el
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primer punto en el arco xen; yendo de en a x; que está en xen0 : De aquí que
fxg  xen \ xen0 = xzn y, por tanto, zn 6= x y zn 6= en0 para cada n 6= n0:
Observemos además que xen0 \ znen = fzng para cada n 6= n0: Tomemos dos
números distintos n;m 2 N n fn0g : Como zn; zm 2 xen0 ; podemos suponer
que x <x zn <x zm <x en0 : Entonces xzn  xzm y zmem � znem n fzng :
Puesto que xzn = xen \ xen0 = xen \ xzm; tenemos que znen \ znem = fzng :
De aquí que znen \ zmem = ; y, además, (znen n fzng) \ xem = ;

Veamos que, en el caso en que n0 = 1; xe0 \ znen = ; para cada n > 1:
Observemos que xe0 \ znen � xe0 \ (xzn [ znen) : Pero xe0 \ xe1 = fxg : Así
que xe0 intersecta a xzn solamente en el punto fxg : Por lo tanto, los arcos
xe0 y xen se intersectan solamente en el punto fxg (Lema 4.5). Como zn 6= x;
concluimos que xe0 \ znen = ; para cada n > 1:

Ahora bien, observemos que (zn)n6=n0 es una sucesión en xen0 que converge
a x: Si n0 = 1; podemos tomar un punto z1 2 xe1 tal que zn <x z1 <x e1
para cada n > 1: Es decir, xzn  xz1  xe1: Así, en el caso en que n0 = 1;
xe0\z1e1 � xe0\(xe1 n fxg) = ; y (z1e1 n fz1g)\xen � (z1e1 n fz1g)\xzn =
; para cada n > 1:

Dada n 2 N n fn0g ; sea xn 2 znen tal que � (znxn) = 1
2n
� (znen) : Como

0 < � (znxn) < � (znen) ; tenemos que x <x zn <x xn <x en: De modo que
xn 2 xen n fx; zn; eng : Como � (znxn) � 1

2n
para cada n 6= n0; se tiene que

l��m� (znxn) = 0 y, por tanto, l��mxn = l��m zn = x:

Por otro lado, dados dos números distintos n;m 2 Nnfn0g ; xnen\xem �
(znen n zn)\xem = ;: Si n0 = 1; tenemos que x1e1\xen � (z1e1 n z1)\xen = ;
para n > 1: Esto prueba que se cumple la propiedad pedida en (c).

Mostremos que se cumple la propiedad en (d). En el caso en que n0 = 1;
tenemos que xe0\znen = ; para cada n 2 N: Así que xe0\xnen � xe0\znen =
; para cada n 2 N: En el caso en que n0 = 0; tenemos que xe0 \ znen = fzng
para cada n 2 N: De aquí que xe0\xnen � xe0\ (znen n fzng) = ; para cada
n 2 N: Esto muestra que se cumple (d), con lo cual concluimos la prueba del
lema. �

Teorema 4.16 Si (X;A) es suave por arcos en q y E(X) es in�nito, en-
tonces existen p; e0 2 X y una sucesión (en)1n=1 de E(X) tales que (X;A) es
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suave por arcos en p; l��m en = e0 y
1[
n=0

pen es un abanico simple o un peine

simple.

Demostración. ComoE(X) es in�nito yX es compacto, podemos tomar
una sucesión (yn)1n=1 de E(X) y un punto y 2 X tales que l��m yn = y; yn 6= ym
para cada m 6= n y y 6= yn para cada n 2 N:

Para cada x 2 qy; sea Ex = fe 2 E(X) : qe \ qy = qxg: Sean

A = fx 2 qy : Ex 6= ;g;

B = fx 2 A : Ex es in�nito g y

C = fx 2 B : existen e0 2 X y una sucesión (en)1n=1 en E(X) tales que

l��m en = e0 y
1[
n=0

xen es un abanico simple o un peine simpleg:

Primero vamos a ver qué condiciones tiene que cumplir un punto x de B
para que podamos garantizar que x 2 C:

Si x 2 B, como Ex es in�nito, existe una sucesión (en)1n=1 en E (X) tal
que qen \ qy = qx para cada n 2 N: Por la compacidad de X; podemos
suponer que existe e0 2 X tal que l��m en = e0: Notemos que, o bien existe
n0 2 N tal que fxg  xen\xen0 para una in�nidad de números n; o bien, para
cada n 2 N, para casi toda m 6= n se tiene que fxg = xen \ xem: Entonces,
tomando subsucesiones si es necesario, solo tenemos que considerar dos casos.

El primer caso es que fxg = xen\xem para cada par de números distintos
n;m 2 N: En este caso, si existe k 2 N tal que fxg  xek \ xe0; entonces
xe0 \ xen = fxg para cada n 6= k; pues xek \ xen = fxg : Entonces podemos

suponer que xe0 \ xen = fxg para cada n 2 N: Esto muestra que
1[
n=0

pen es

un abanico simple y, por tanto, que x 2 C:

El segundo caso es que existe n0 2 N tal que fxg  xen \ xen0 para cada
n 2 N n fn0g : Sin pérdida de generalidad, supongamos que n0 = 1: Para
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cada n > 1; sea zn el primer punto en el arco xen; yendo de en a x; que está
en xe1: Como fxg  xe1 \ xen para cada n > 1; tenemos que zn 6= x: Por la
compacidad de xe1; podemos suponer que la sucesión (zn)

1
n=2 es convergente

y sea z = l��m zn 2 xe1:

yq

nz

x

ne
z

0e

ne 0

Puesto que zn; en 2 xen � qen; tenemos que x <q zn <q en para cada
n > 1: Entonces, por el Lema 4.7, x <q z <q e0 y l��m znen = ze0: Por tanto,
z 2 xe0: De manera que ze0 � qe0:

Cuando se cumpla que xe1 \ xe0 = fxg : Entonces z 2 xe1 \ xe0 = fxg :
Así que l��m zn = x: Por otro lado, como zn 6= x para cada n > 1 y l��m zn = x;
podemos suponer que zn 6= zm para cada par de números distintos n;m 2

Nnf1g : Esto muestra que
1[
n=0

pen es un peine simple y, por tanto, que x 2 C:

Hemos mostrado que, dada x 2 B; para poder garantizar que x 2 C;
basta que se cumpla el primer caso o que se cumpla el segundo caso, pero
que además se satisfaga que xe0 \ xe1 = fxg :

Observemos que A 6= ; pues para cada n 2 N; existe un 2 qy tal que
qyn \ qy = qun y así, fun : n 2 Ng � A: Ahora bien, denotemos por A0 al
conjunto de puntos de acumulación de A:

Ahora veamos que A0 [ C 6= ;: Si A0 = ;; entonces A es �nito, de lo
contrario A tendría un punto de acumulación, por la compacidad de qy: En-
tonces existe k 2 N tal que uk 2 B: Es decir, existe una subsucesión (ynm)

1
m=1

de (yn)
1
n=1 tal que ynm 2 Euk : Como l��m yn = y; se tiene l��mm!1 ynm = y:

Sean em = ynm para cada m 2 N; e0 = y y x = uk:
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Veamos que x 2 C: Sabemos que x 2 B: Supongamos que existe n0 2 N
tal que fxg  xem \ xen0 para cada n 2 N: Sin pérdida de generalidad,
supongamos que n0 = 1: Observemos que xe1 \ xe0 = xe1 \ xy � xe1 \ qy:
Como x 2 A; tenemos que xe1 \ qy = fxg : Por tanto, xe1 \ xe0 = fxg : Por
lo que discutimos antes, x 2 C:

Hemos mostrado que A0 [ C 6= ;: Veamos que A0 [ C es cerrado. Basta
probar que (A0 [ C)0 � A0[C: Notemos que (A0 [ C)0 = (A0)0[C 0 � A0[C 0 �
A0 [ A0 = A0 � A0 [ C: Por tanto A0 [ C es cerrado.

Como A0 [ C es un subconjunto cerrado de qy; podemos tomar p =
m��n�q A

0 [ C:

Veamos que p es un punto de suavidad de (X;A) : Es decir, veamos que
la función inducida Ap : X �! C(X); es continua (recordemos que Ap (x) =
px). Tomemos x 2 X y una sucesión (xn)1n=1 en X tales que l��mxn = x:
Analizaremos los lugares por los que el arco xnq �entra�al arco qy: Puede
ocurrir que entre por el arco py (Caso 1)), por el extremo q (Caso 2)), o por
el arco qp n fq; pg (Caso 3)). Tomando subsucesiones si es necesario, tenemos
tres casos.

Caso 1) p 2 qxn para cada n 2 N:

En este caso p �q xn para cada n 2 N: Por el Lema 4.7, se tiene que
(pxn)

1
n=1 converge a px:

yq

nx

p

x
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Caso 2) q 2 pxn para cada n 2 N:

En este caso pxn = pq [ qxn: Pero, como (X;A) es suave por arcos en q;
se tiene que (qxn)1n=1 converge a qx: Por tanto, la sucesión (pxn)

1
n=1 converge

a l��m pq [ l��m qxn = pq [ qx:

Nos falta ver que pq [ qx = px: Sea w 2 qx tal que wx \ qp = fwg: Si
w = q; entonces px = pq [ qx:

yq

nx

p

x

ne

0enw

w

Supongamos que w 6= q: Entonces p 6= q: Como w 2 qx y l��m qxn = qx;
por el Lema 1.27, para cada n 2 N existe wn 2 qxn tal que l��mwn = w:
Como w 6= q; podemos suponer que wn 6= q para cada n 2 N: Así que
wn 2 qxn n fqg: Por lo tanto, wn =2 pq: Si existe un punto w0 2 X tal que
wn = w0 para una in�nidad de números n; entonces l��mwn = w0 De aquí
que wn = w0 = w 2 pq para una in�nidad de números n: Lo cual es una
contradicción. Entonces podemos suponer que wn 6= wm para cada par de
números distintos n, m 2 N:

Mostremos que q 2 C: Lo cual sería una contradicción pues p = m��n�q(A0[
C) y p 6= q:

Para cada n 2 N; sea en 2 E(xn): Por la compacidad de X; podemos
suponer que la sucesión (en)1n=1 converge a un punto e0 2 X: Puesto que
qxn � qen para cada n 2 N; del Lema 1.25 se sigue que qx � qe0: Además,
por el Lema 3.3 tenemos que qen \ qe0 = fqg para cada n 2 N: De aquí
que en 6= e0 para cada n 2 N: Si existe e0 2 X tal que en = e0 para una
in�nidad de números n; entonces e0 = l��m en = e0: De aquí que en = e para
una in�nidad de números n: Lo cual es una contradicción. Podemos suponer
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entonces que en 6= em para cada par de números distintos n;m 2 N: Entonces
Eq es in�nito. Por tanto, q 2 B:

Para ver que q 2 C; supongamos que existe n0 2 N tal que fqg  qen\qen0
para cada n 2 N: Sin pérdida de generalidad, supongamos que n0 = 1: Como
qen\ qe0 = fqg para cada n 2 N; en particular, tenemos que qe1\ qe0 = fqg.
Por lo que discutimos antes, tenemos que q 2 C. Se sigue que q = m��n�q(A0[
C) = p: Esto contradice que p 6= q: Concluimos que w = q y, por tanto,
px = pq [ qx: Esto termina el caso 2.

Caso 3) Para cada n 2 N; existe wn 2 pq n fp; qg tal que qxn \ qp = qwn:

En este caso, como qp es compacto, podemos suponer que wn converge a
un punto w 2 qp: Como wn 2 qxn; tenemos que wn �q xn para cada n 2 N:
Por el Lema 4.7, l��mwnxn = wx: Por otro lado, tenemos que wn �q p para
cada n 2 N: Nuevamente, del Lema 4.7 se sigue que w �q p y l��mwnp = wp:
De aquí que l��m pxn = l��m (pwn [ wnxn) = pw [ wx: Para cada n 2 N; sea
en 2 E (xn) : Por la compacidad de X; podemos suponer que la sucesión
(en)

1
n=1 converge a un punto e0 2 X: Puesto que qen \ qy = qen \ qp = qwn;

tenemos que wn 2 A para cada n 2 N: Observemos, además, que wnen\qp =
fwng para cada n 2 N:

Si existe e0 2 X tal que en = e0 para una in�nidad de números n; entonces
e0 = l��m en = e0: Así que en = e0 y wn; xn 2 qe0 para una in�nidad de
números n: Además, qe0\qp = qen\qp = qwn para una in�nidad de números
n; tenemos que wn = wm para una in�nidad de números n;m 2 N: Así que
wn = w para una in�nidad de números n: Por la compacidad de we0 y como
l��mxn = x; tenemos que x 2 we0: De aquí que px = pw [ wx = l��m pxn:
Supongamos entonces que en 6= em para cada par de números distintos n;m 2
N:

Si wn = w para una in�nidad de números n 2 N: Entonces w 2 A.
Además, w 2 qp n fq; pg : Como en 6= em para cada par de números distintos
n;m 2 N; tenemos que Ew es in�nito y w 2 B: Si pw \ wx = fwg ; entonces
px = pw [ wx = l��m pxn: Supongamos que fwg  wp \ wx: Veamos que
w 2 C: Como w 2 B; supongamos que existe n0 2 N [ f0g tal que fwg  
wen \ wen0 para cada n 2 N. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
n0 = 1: Mostremos que we1 \ we0 = fwg :
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Sea v el primer punto en el arco pw; yendo de p a w; que está en wx:
Entonces px = pv [ vx y por tanto, pe0 = pv [ vx [ xe0 = pv [ ve0. Como
wnen \ qp = fwg para cada n 2 N; entonces wen \ wv = fwg y wen \
we0 = fwg para cada n 2 N (Lema 4.5): En particular, we1 \ we0 = fwg :
Esto prueba que w 2 C \ qp: Pero p = m��n�q(A

0 [ C): Así que p �q w:
Concluimos que p = w: Lo cual es una contradicción, pues supusimos que
w = wn 2 pq n fp; qg :

Supongamos ahora que wn 6= wm para cada par de números distintos n
y m: Puesto que wn 2 A para cada n 2 N; entonces w 2 A0 \ pq: Entonces
w �q p: Pero, por la de�nición de p; tenemos que p �p w: Concluimos que
p = w: Por otro lado, wnxn converge a wx = px: Además, wn �q p para cada
n 2 N: Entonces pwn converge a wp = fpg:Así que pxn = pwn[wnxnconverge
a fpg [ px = px:

Hemos mostrado que (X;A) es suave por arcos en p:

En el caso en que p 2 C; tenemos que existen e0 2 X y una sucesión

(en)
1
n=1 de E(X); tales que

1[
n=0

pen es un abanico simple o un peine simple y

entonces ya habríamos acabado.

Supongamos entonces que p 2 A0: Entonces existe una sucesión (xn)1n=1 en
A � qy; de puntos distintos dos a dos, tales que xn converge a p y xn 6= p para
cada n 2 N. Como Exn 6= ;; existe en 2 E(X) tal que qy\qen = qxn: Veamos
que xn 2 pen n fpg para cada n 2 N: Si xn 2 pq; entonces pq = pxn [ xnq:
De aquí que pen = pxn [ xnen: Por tanto xn 2 pen n fpg: Supongamos que
xn 2 py: Entonces p 2 qxn � qen: Así que xn 2 pen n fpg. En cualquier caso,
xn 2 pen n fpg: Observemos, además, que pen \ qy = pxn para cada n 2 N:
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Tomemos n 6= m: Si existe z 2 xnen \ xmem; entonces z 2 pen \ pem: Así
que pz � pen \ pem: Ahora bien, como z 2 xnen; se tiene que xn 2 pz: Por
tanto, pxn � pem \ qy = pxm: De manera análoga, tenemos que pxm � pxn:
Así que pxn = pxm: Esto implica que xn = xm; lo cual es una contradicción.
Hemos probado que xnen \ xmem = ; para cada n 6= m.

Puesto que l��mxn = p; podemos suponer que existe n0 2 N tal que
xn 2 pxn0 � qy para cada n 2 N: Sin pérdida de generalidad, supongamos
que n0 = 1: Entonces, dada n > 1; pxn  px1: Como xnen\x1e1 = ;; tenemos
que xn 2 xnen \ pe1 = xnen \ (px1 [ x1e1) = xnen \ px1 � xnen \ qy = fxng :
Concluimos que xn es el primer punto del arco pen; yendo de en a p; que está
en pe1: Como X es compacto, podemos suponer que en converge a un punto
e0 2 X: Entonces tenemos dos casos.

Caso 1) fpg = pe0 \ qy: Como pxn � qy; tenemos que pe0 \ pxn = fpg
para cada n 2 N: Se sigue del Lema 3.3 que pe0\pen = fpg para cada n 2 N:

En particular, pe0 \ pe1 = fpg : Entonces
1[
n=0

pen es un peine simple.

yq
nx p

ne

0e

mx

me

Caso 2) fpg  pe0 \ qy: Tomando subsucesiones si es necesario tenemos
dos subcasos. Si xn =2 pe0 para cada n 2 N, entonces pe0 \ pxn = fpg para

cada n 2 N: En particular, pe0 \ pe1 = fpg : Entonces
1[
n=0

pen es un peine

simple. Supongamos ahora que xn 2 pe0 para cada n 2 N: Sea z 2 pe0\qy tal
que pz = pe0 \ qy: Como l��mxn = p; podemos suponer que pxn  px1  pz
para cada n > 1: Como pxn = pen \ qy; tenemos que xnen \ ze0 = ;: Así
que xn 2 pe0 \ xnen � (pz [ ze0) \ xnen = pz \ xnen � qy \ xnen = fxng :
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Concluimos que xn es el primer punto del arco pen; yendo de en a p; que está

en pe0: Esto muestra que
1[
n=0

pen es un peine simple.

e₂

e₁

p x₁x₂ 0eq nx
ne

Esto concluye la prueba. �

Estamos listos para probar el teorema principal de este capítulo. Como
ya mencionamos, construiremos el encaje. Para ello vamos a de�nir varias
funciones y veremos algunas propiedades que nos ayudarán con nuestro ob-
jetivo.

Sea X un continuo suave por arcos. Consideremos a X como un subcon-
tinuo del cubo de Hilbert I1: Para cada n 2 N; sea �n : X �! [0; 1] la
n-ésima proyección. Si x 2 X; sea xn = �n(x):

Consideremos una biyección � : N �! Q \ (0;1). Para cada k 2 N0 =
N [ f0g ; sea Pk = fn 2 N : �(n) 2 (k

p
2; (k + 1)

p
2)g: Puesto que � es una

biyección y (
p
2k;
p
2(k + 1)) tiene una in�nidad de números racionales, Pk

tiene una cantidad numerable de elementos.

Observemos que Pk \ Pj = ; para cualesquiera k 6= j: Además, como Pk
es un subconjunto de N; entonces podemos ordenar los elementos de manera
creciente: Pk = fk1; k2; k3; :::g; donde k1 < k2 < k3 < :::.

Sea A una arco-estructura para la cual (X;A) es suave por arcos. Por el
Corolario 4.13, falta el caso en que E(X) es in�nito.

Por el Teorema 4.16, existen p; e00 2 X y existe una sucesión (e0n)
1
n=1 de

E(X); tales que l��m e0n = e00; (X;A) es suave por arcos en p y
1[
n=0

pe0n es
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un abanico simple o un peine simple. Además, por el Lema 4.15, existe una
sucesión (pn)1n de X, tal que
(1) l��m pn = p;
(2) pn 2 pe0n � fp; e0ng;

(3) pne0n \
"[
m6=n

pe0m

#
= ; para cada n 2 N; y

(4) pe0 \ pne0n = ; para cada n 2 N:

Construiremos una función continua h : X � [0; 1] �! C(X) con las
siguientes propiedades:
a) h(q; 0) = fqg para cada q 2 X;
b) h(q; s) = X si y sólo si s = 1;
c) Si s � t; entonces h(q; s) � h(q; t); y
d) h es inyectiva en X � [0; 1):

Dividiremos la construcción en 7 pasos.

PASO 1. FUNCIONES AUXILIARES

La función '

Consideremos la función ' : [0; 1]� [0; 1] �! [0; 1] dada por

'(t; s) =

�
s
t+1
2 ; si s 2 (0; 1];
0; si s = 0:

Observemos que ' es continua. Veamos algunas propiedades de ':

(1) Para un número �jo t0 2 [0; 1], la función 't0 : [0; 1] �! [0; 1] dada

por 't0(s) = '(t0; s) = s
t0+1
2 es un homeomor�smo estrictamente creciente.

(2) s
1
2 � ' (t; s) � s para cada (t; s) 2 [0; 1] � [0; 1] : Como t 2 [0; 1];

entonces t+1
2
2 [1

2
; 1]: Puesto que s 2 [0; 1]; tenemos que s 12 � s t+12 = '(t; s)

y '(t; s) = s
t+1
2 � s:

La función �
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Para y 2 X n fpg ; consideramos la función �y : py �! [0; 1] de�nida
como �y(x) = t; donde �(px) = t�(py): Es decir, �y (x) =

�(px)
�(py)

:

Como � y Ap son continuas, �y es continua. Además, �y(p) = 0 y �y(y) =
1: Si x1; x2 2 py son tales que x1 <p x2; entonces px1  px2: Por tanto,
�(px1) < �(px2): Así que �y(x1) < �y(x2):

La función 	

Consideremos también la función 	 : [0; 1) � [0; 1] �! [�1; 1]; de�nida
como 	(r; s) = s�r

1�r :

Como r < 1; 	 está bien de�nida. Además, observemos que	 es continua.
Si r 2 [0; 1) es un número �jo, entonces la función 	r : [r; 1] �! [�1; 1];
dada por 	r(s) = s�r

1�r =
1
1�rs�

r
1�r ; es una función lineal tal que 	r(r) = 0 y

	r(1) = 1: Es decir, 	r manda linealmente el intervalo [r; 1] sobre el intervalo
[0; 1]:

PASO 2. LA FUNCIÓN DE WHITNEY

Como la sucesión (e0n)
1
n=1 converge a e

0
0; tenemos que la sucesión (pe

0
n)
1
n=1

converge a pe00: Vamos a elegir una función de Whitney �; distinguimos dos
casos.

Caso 1. p 6= e00:

En este caso elegimos una función de Whitney � cualquiera.

Caso 2. p = e00:

Subcaso 2.1. Existe i 2 N tal que pe0i \ pe0n 6= fpg para una in�nidad de
índices n:

En este caso podemos suponer que pe01\pe0n 6= fpg para cada n 2 N: Para
cada n � 2; elegimos cn 2 pe01 tal que pe01\ pe0n = pcn: Como l��m pe0n = pe00 =
fpg ; tenemos que l��m pcn = fpg : Entonces podemos elegir una subsucesión
de (cn)

1
n=1 que sea estrictamente decreciente en el arco pe

0
1: De manera que

podemos suponer que ::: <p c3 <p c2 <p p1: Elegimos un punto c1 2 c2p1 n
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fc2; p1g : Sea n � 2: Si ocurre que pn �p cn; entonces pncn � pe01 \ pe0n:
De aquí que pne0n \ pe01 6= ;: Lo cual es una contradicción. Concluimos que
cn <p pn para cada n 2 N:

e’₁

e’₂

e’₃

ne’

c₁ p₁ p’₁

p₂
c₂

p₃c₃

npnc

p
Subcaso 2.1

Tomemos un punto p01 2 p1e1 y consideremos el conjuntoA = fpcn : n 2 Ng[
fppn : n 2 Ng [ fpe0n : n 2 N n f1gg [ fpp01g [ ffpgg � C (X) : Dado que
l��m pcn = fpg ; l��m ppn = fpg y l��m pe0n = fpg ; tenemos que A es cerrado en
C (X) : De�namos la función � : A �! [0; 1] como

� (A) =

8>>>><>>>>:
0; si A = fpg ;
1

220n+1
; si A = pcn;

1
210n+2

; si A = ppn;
1

2n+4
; si A = pe0n y n > 1;

1
25
; si A = pp01:

Observemos que � es continua y satisface que, si A;B 2 A y A  B;
entonces � (A) < � (B) : Así que � satisface las propiedades de una función
de Whitney y está de�nida en un conjunto cerrado de C (X) : Luego, por
[39, Teorema 3.1], existe una función de Whitney � : C (X) �! [0; 1] tal que
�jA = � y � (X) = 1:

170



Subcaso 2.2. Para toda i 2 N; pe0i \ pe0n = fpg para casi toda n 2 N:

En este caso podemos suponer que pe0i \ pe0n = fpg para cualesquiera
i 6= n:

Consideremos el conjunto A = fppn : n 2 Ng [ fpe0n : n 2 Ng [ ffpgg �
C (X) : Dado que l��m ppn = fpg y l��m pe0n = fpg ; tenemos que A es cerrado
en C (X) : De�namos la función � : A �! [0; 1] como

� (A) =

8<:
0; si A = fpg ;
1

210n+1
; si A = ppn;

1
2n+4

; si A = pe0n:

Observemos que � es continua y satisface que, si A;B 2 A y A  B;
entonces � (A) < � (B) : Así que � satisface las propiedades de una función
de Whitney y está de�nida en un conjunto cerrado de C (X) : Luego, por
[39, Teorema 3.1], existe una función de Whitney � : C (X) �! [0; 1] tal que
�jA = �:

e’₁

e’₂
p₁

e’np₂

pnp
Subcaso 2.2

Esto termina la elección de la función �:
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PASO 3. LA FUNCIÓN f

Por el Lema 4.9, para cada n 2 N; existe en 2 E (pn) tal que
(a) L (pn) = �(ppn)

�(pen)
;

(b) � (pen) � � (px) para cada x 2Mp (pn) ; y
(c) L (x) = �(px)

�(pen)
para cada x 2 pnen:

En particular, � (pen) � � (pe0n) : Como X es compacto, podemos suponer
que existe un punto e0 2 X tal que l��m en = e0: Entonces l��m pen = pe0:

Necesitamos que en el Subcaso 2.1, ocurra que � (pe1) = 1
23
: Vamos a

modi�car a � para que esto ocurra. Como p1 <p p01 <p e
0
1 �p e1; tenemos

que 1
25
< � (pe01) � � (pe1) : Entonces, puesto que pe1 6= X; 1

25
< � (pe1) < 1:

Sean a = 1
25
; b = 1

23
y � : [0; 1] �! [0; 1] dada por

� (t) =

8><>:
t; si 0 � t � a;

a+ (b� a) t�a
�(pe1)�a ; si a � t � � (pe1) ;

b+ (1� b) t��(pe1)
1��(pe1) ; si � (pe1) � t � 1:

Claramente, � es una función continua y estrictamente creciente, por lo
que � � � es una función de Whitney. Como Im � � [0; a]; � � � también
extiende a �: Notemos que � (� (pe1)) = b = 1

23
: Como � es estrictamente

creciente, e1 sigue teniendo las propiedades que lo de�nieron. Con esto hemos
mostrado que, con esta nueva función de Whitney, a la que seguiremos lla-
mando � para uni�car el nombre, conseguimos que � (pe1) = 1

23
:

Los puntos zn

Para cada n 2 N; �jamos zn 2 pnen tal que � (pnzn) � 1
2n
� (pnen) � 1

2n
:

En el Caso 2, como � (ppn) = 1
210n+2

; podemos tomar zn su�cientemente cerca
de pn de tal forma que � (pzn) < 1

210n
: En cualquier caso, l��m pnzn = fpg y

l��m zn = p:

Dada n 2 N; existe k 2 N0 tal que n 2 Pk y existe m 2 N tal que n = km:
Como � es una biyección, k y m son únicos.

172



De�namos la función f 0n : pnzn �! [0; 1
(k+2)m

] como

f 0n(x) =
t

(k + 2)m
; donde t =

� (pnx)

� (pnzn)
:

Como n es �ja y � es continua, tenemos que f 0n es continua. Notemos que
f 0n (pn) = 0 y f

0
n (zn) =

1
(k+2)m

:

Ahora de�niremos una función fn y un conjunto Y considerando dos
casos.

Caso A. p = e0:

En este caso de�nimos fn : pen �X �! [0; 1] por

fn (y; q) =

8>><>>:
0; si k = 0;

�k (q) f
0
n (y) ; si y 2 pnzn y k > 0;

�k(q)
(k+2)m

; si y 2 znen y k > 0;
0; si y 2 ppn y k > 0:

Aquí de�nimos Y =
[
fpen : n 2 Ng :

Caso B. p 6= e0:

En este caso de�nimos fn : pnen �X �! [0; 1] como

fn (y; q) =

8<:
0; si k = 0;

�k (q) f
0
n (y) ; si y 2 pnzn y k > 0;

�k(q)
(k+2)m

; si y 2 znen y k > 0:

Aquí de�nimos Y = pe0 [
�[

fpnen : n 2 Ng
�
:

Como mencionamos antes, f 0n (zn) =
1

(k+2)m
: Esto implica que fn (zn; q)

está bien de�nida en los puntos donde se de�ne de dos maneras. Claramente,
fn es continua en cada uno de los pedazos en los que está de�nida y como
estos pedazos son subconjuntos cerrados del dominio, podemos concluir que
fn está bien de�nida y es continua.
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Veremos que Y es un conjunto cerrado en el Caso A, también en el Caso
B resulta ser cerrado y la prueba es similar. Como l��m pen = pe0; el conjunto
B = fpe0g[fpen : n 2 Ng es cerrado en C (X) : De manera que, por el Lema
1.31, Y es un subconjunto cerrado de X:

De�nimos f : Y �X �! [0; 1] por:

f (y; q) = fn (y; q) ; si y 2 pen; en el Caso A y,
f (y; q) = fn (y; q) ; si y 2 pnen; y f (y; q) = 0; si y 2 pe0; en el Caso B.

Veamos cómo relacionamos los Casos A y B con los Casos 1 y 2 de la
elección de la función de Whitney �: En el Caso A, como l��m en = e0; tenemos
que l��m pen = fpg ; de manera que l��m� (pen) = 0 y, como � (pe0n) � � (pen)
para cada n 2 N; tenemos que l��m� (pe0n) = 0 y l��m e0n = p: Es decir, e00 = p:
Así que cada vez que estemos en el Caso A, estaremos en el Caso 2, y entonces
supondremos que estamos en alguno de los siguientes dos casos.

Caso A.1. pe01 \ pe0n 6= fpg para toda n 2 N:

En este caso tenemos construida la sucesión (cn)
1
n=1 y la función de Whit-

ney �; en el Subcaso 2.1.

Caso A.2. pe0m \ pe0n = fpg para cualesquiera m 6= n:

Aquí tenemos de�nida la función � en el Subcaso 2.2.

Veamos que f está bien de�nida. En el Caso B, como los conjuntos pe0;
p1e1; p2e2; ::: son ajenos entre sí, la función f está bien de�nida. En el Caso
A.2, si n 6= m; entonces pem\pen = fpg ; y como fn (p; q) = 0 y fm (p; q) = 0;
para cada q 2 X; concluimos que en este subcaso, f está bien de�nida.
En el Caso A.1, si n < m; entonces cm <p cn: De aquí que pen \ pem =
pcm � pcn � pen: De manera que, si y 2 pen \ pem y q 2 X; entonces
fn (y; q) = 0 = fm (y; q) : Esto muestra que f está bien de�nida también en
este subcaso y por tanto, f está bien de�nida.

Veamos que la función f es continua. Sea (y0; q0) 2 Y � X: En el caso
en que y0 =2 pe0 = l��m pen; existe una vecindad U de y0 en X tal que U
intersecta sólo a un número �nito de conjuntos pen: Así que existe N 2 N
tal que Y \ U � pe1 [ ::: [ peN : Como f j(pen\Y )�X es continua y coincide
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en las intersecciones de los conjuntos pen; tenemos que f j((pe1[:::[peN )\Y )�X
es continua. De manera que f es continua en una vecindad (Y \ U)�X de
(y0; q0) : Por tanto, f es continua en (y0; q0) : Ahora supongamos que y0 2 pe0:
En este caso f (y0; q0) = 0: Sea n 2 N: Sea N 2 N tal que N > km para cada
k 2 f0; 1; :::; ng y m 2 f1; :::; ng : Dada r 2 N tal que r > N; cuando
escribimos r = km; tenemos que k > n o m > n: De manera que 1

n
> 1

k
>

1
(k+2)m

o 1
n
> 1

m
> 1

(k+2)m
: Ya que (y0; q0) 2 U = X n

[
fpiei : i 2 f1; :::; Ngg ;

tenemos que W = (Y \ U)�X es un abierto de Y �X que tiene a (y0; q0) :

Si (y; q) 2 W; entonces y 2
[
fprer : r > Ng o y 2 pe0[

�[
fppi : i 2 Ng

�
:

En el caso en que y 2 prer para alguna r > N; poniendo r = km; por
lo que vimos antes, 1

n
> 1

(k+2)m
� f (y; q) � 0 (la desigualdad 1

(k+2)m
�

f (y; q) se observa de las posibles de�niciones de f (y; q)). En el caso en que

y 2 pe0 [
�[

fppi : i 2 Ng
�
; por de�nición, f (y; q) = 0: En cualquier caso,

f (y; q) 2 [0; 1
n
]: Como se puede �jar n tan grande como se quiera, concluimos

que f es continua en (y0; q0) : Por tanto, f es continua.

PASO 4. LA FUNCIÓN g:

Vamos a de�nir una función g : Y �X �! [0; 1]:

Para el Caso A.1 necesitamos algunas funciones auxiliares más.

La función �n

Para cada n 2 N; sea �n : cnpn �! [0; 1] dada por �n (x) =
�(cnx)
�(cnpn)

:

Claramente �n es continua, �n (cn) = 0 y �n (pn) = 1:

La función �n

Ahora de�namos la función �n : [0; 1] �! [0; 1] ; dada por

�n (t) = (1� t) (�e1 (cn))
1
2 � (pe1) + t (�en (pn))

1
2 � (pen) :

Es decir, �n es la función continua que envía linealmente al intervalo [0; 1]
en el intervalo con extremos (�e1 (cn))

1
2 � (pe1) y (�en (pn))

1
2 � (pen) y que

además cumple que �n (0) = (�e1 (cn))
1
2 � (pe1) y �n (1) = (�en (pn))

1
2 � (pen) :
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La función �n

Sea �n : cnpn �! [0; 1] dada por �n = �n � �n: Notemos que �n es
una función continua que satisface que �n (cn) = �n (�n (cn)) = �n (0) =

(�e1 (cn))
1
2 � (pe1) y �n (pn) = �n (�n (pn)) = �n (1) = (�en (pn))

1
2 � (pen) :

Sea g : Y �X �! [0; 1] dada por

g (y; q) =

8<:
' (f (y; q) ; �e1 (y))� (pe1) ; si y 2 pe1;
' (f (y; q) ; �en (y))� (pen) ; si y 2 pnen y n > 1;

�n (y) ; si y 2 cnpn y n > 1:

En el Caso A.2, de�nimos

g (y; q) = ' (f (y; q) ; �en (y))� (pen) ; si y 2 pen:

En el Caso B, de�nimos

g (y; q) =

�
' (f (y; q) ; �en (y))� (pen) ; si y 2 pnen;
' (f (y; q) ; �e0 (y))� (pe0) ; si y 2 pe0:

Como el contradominio de ' es el intervalo [0; 1]; tenemos que el con-
tradominio de g es también el intervalo [0; 1]:

Veamos que g está bien de�nida. Empecemos por el Caso A.1. Notemos
que

' (f (pn; q) ; �en (pn))� (pen) = ' (0; �en (pn))� (pen)

= (�en (pn))
0+1
2 � (pen)

= �n (pn) :

De modo que g (pn; q) está bien de�nida para toda q 2 X: Dada n >
1; como f (cn; q) = 0; ' (f (cn; q) ; �e1 (cn))� (pe1) = (�e1 (cn))

1
2 � (pe1) =

�n (cn) : Como pe1 \ pnen = ; y pe1 \ cnpn = fcng ; para toda n � 2; esto
termina la prueba de que g está bien de�nida en el Caso A.1. En el Caso A.2,
como �en (p) = 0; ' (f (p; q) ; �en (p)) = 0 y como los puntos de la forma (p; q)
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son los únicos donde podría haber duplicidad, obtenemos que en el Caso A.2
g está bien de�nida. En el Caso B, g está bien de�nida pues está de�nida en
conjuntos ajenos entre sí. Por tanto g está bien de�nida en todos los casos.

Veamos algunas propiedades de g:

(1) g (p; q) = 0 para cada q 2 X:

Dada n 2 N0; �en (p) = 0: Así que ' (f (p; q) ; �en (p)) = 0: Esto implica
que g (p; q) = 0:

(2) g es continua.

Para probar (2), sea (y0; q0) 2 Y �X: En el caso en que y0 =2 pe0 = l��m pen;
existe una vecindad U de y0 en X tal que U intersecta sólo a un número
�nito de conjuntos pen: Así que existe N 2 N tal que Y \U � pe1[ :::[ peN :
Como gj(pen\Y )�X está de�nida en términos de funciones continuas, tenemos
que gj((pe1[:::[peN )\Y )�X es continua. De manera que g es continua en una
vecindad ((Y \ U)�X) de (y0; q0) : Por tanto, g es continua en (y0; q0) :
Ahora supongamos que y0 2 pe0: Sea ((yi; qi))

1
i=1 una sucesión en Y � X

que converja a (y0; q0) : Entonces l��m yi = y0 y l��m qi = q0: Para cada i 2 N;
sea ni 2 N0 tal que yi 2 peni : Por el Lema 1.5, basta con que mostremos
una subsucesión de ((yi; qi))

1
i=1 tal que las imágenes de sus términos bajo

g converjan a g (y0; q0) : Por la compacidad de [0; 1]; podemos suponer que
l��m g (yn; qn) = t0 para alguna t0 2 [0; 1]: Veamos que t0 = g (y0; q0) : Si existe
N 2 N0 tal que una in�nidad de términos de la sucesión (yi)1i=1 pertenecen
a pe0 [ pe1 [ ::: [ peN ; como gj((pe1[:::[peN )\Y )�X es continua, t0 = g (y0; q0)
y hemos terminado. Podemos suponer entonces que, para cada N 2 N0 sólo
hay un número �nito de términos de la sucesión (yi)

1
i=1 en el conjunto pe0 [

pe1 [ ::: [ peN : Esto implica que l��mni =1:

Necesitamos analizar tres casos. Analicemos el Caso A.1, el Caso A.2 es
similar, pero más simple que éste, así que no lo analizaremos. En el Caso
A.1, pe0 = fpg ; así que y0 = p y g (y0; q0) = 0: Además l��m pen = fpg así que
l��m� (peni) = 0 = l��m� (pcni) : Así que 0 = l��m

�(pcni)
�(pe1)

= l��m�e1 (cni) y 0 =

l��m (�e1 (cn))
1
2 � (pe1). Además, 0 = l��m (�en (pn))

1
2 � (pen) (Im�en � [0; 1]).

De manera que la imagen de �ni converge al conjunto f0g : Además, la imagen
de '

�
f � �eni

�
� (peni) también converge al conjunto f0g (Im' � [0; 1]).
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Entonces, no importa cómo esté de�nida g (yi; qi) ; tenemos que l��m g (yi; qi) =
0 = g (y0; q0) : Esto termina la prueba de la continuidad en el Caso A.1.

Ahora veamos el Caso B. Como l��m�eni (yi) = l��m �(pyi)

�(peni)
= �(py0)

�(pe0)
=

�e0 (y0) ; la continuidad de las funciones f; ' y � implica que l��m g (yi; qi) =
g (y0; q0) : Esto termina la prueba de (2).

(3) g (y; q) � � (py) para cada (y; q) 2 Y �X:

Por la propiedad (2) de '; ' (f (y; q) ; �en (y)) � �en (y) para cada n 2 N0:
Así que cuando g (y; q) es de la forma g (y; q) = ' (f (y; q) ; �en (y))� (pen) ;
tenemos que g (y; q) � �en (y)� (pen) = � (py) (aún en el caso en que
p = e0 y y 2 pe0 = fpg). Ahora supongamos que y 2 cnpn; n > 1 y
que, por supuesto, estamos en el Caso A.1. Entonces g (y; q) = �n (y) : Co-
mo �n (y) está entre los números (�e1 (cn))

1
2 � (pe1) y (�en (pn))

1
2 � (pen) bas-

tará probar que cada uno de ellos es mayor o igual que � (py) : Notemos

que (�e1 (cn))
1
2 � (pe1) =

�
�(pcn)
�(pe1)

� 1
2
� (pe1) = (� (pcn)� (pe1))

1
2 : Veremos que

(� (pcn)� (pe1))
1
2 > � (ppn) : Observemos que

(� (pcn)� (pe1))
1
2 �

��
1

220n+1

�
(� (pe01))

� 1
2

�
��

1

220n+1

�
1

2

� 1
2

=
1

210n+1

>
1

210n+2
= � (ppn) :

Además notemos que � (ppn) � � (py) pues y 2 ppn: Por otra parte,

(�en (pn))
1
2 � (pen) = (� (ppn)� (pen))

1
2

> (� (ppn)� (ppn))
1
2 = � (ppn)

� � (py) :

Esto termina la prueba de (3).

(4) Si n0 2 N0 y x; y 2 znen son tales que x <p y; entonces g (x; q) <
g (y; q) para toda q 2 X:
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Como x; y 2 znen; f (x; q) =
�k(q)
(k+2)m

= f (y; q) ; donde k satisface que

n 2 Pk y n = km: Sea t =
�k(q)
(k+2)m

: Dado que x <p y; � (px) < � (py) : De
modo que �en (x) < �en (y) : Como la función 't es estrictamente creciente,
' (t; �en (x)) < ' (t; �en (y)) : Por tanto, g (x; q) < g (y; q) :

(5) g (en; q) = � (pen) para cada n 2 N0 y cada q 2 X:

Si n = 0; en el Caso A, g (en; q) = g (p; q) = 0 (por (1)). Además � (pe0) =
� (fpg) = 0: Supongamos ahora que no estamos en el Caso A o que n > 0:
Por de�nición g (en; q) = ' (f (en; q) ; �en (en))� (pen) : Como �en (en) = 1;
' (f (en; q) ; �en (en)) = 1 y g (en; q) = � (pen) :

(6) Si n 2 N0; y 2 znen y y <p en; entonces g (y; q) < � (pen) :

Por (4) y por (5), g (y; q) < g (en; q) = � (pen) :

PASO 5. LA FUNCIÓN G

Consideremos la función g0 : Y �X �! [0; 1] dada por g0 (y; q) = g (y; q)�
� (py) : La continuidad de las funciones g y � implica que g0 es continua. La
propiedad (3) de g implica que la imagen de g0 está contenida en el intervalo
[0; 1]: Ya que Y �X es cerrado en X�X; el Teorema de Extensión de Tietze
implica que existe una función continua G0 : X �X �! [0; 1] que extiende a
g0:

Sea G : X �X �! [0; 2] la función de�nida como G (x; q) = G0 (x; q) +
� (px) : Veamos algunas propiedades de G: La primera es inmediata.

(7) G (x; q) � � (px) para cada (x; q) 2 X �X:

(8) G (y; q) = g (y; q) � 1 para cada (y; q) 2 Y �X:

Esto se debe a que si (y; q) 2 Y�X; entoncesG (y; q) = G0 (y; q)+� (py) =
g0 (y; q) + � (py) = g (y; q)� � (py) + � (py) = g (y; q) 2 [0; 1]:

(9) Sean e 2 E (X) ; q 2 X y s 2 [� (pq) ; 1]: Entonces existen t 2
[� (pq) ; s] y y 2 pe tales que L (y) = 	 (� (pq) ; t) y que también satisfacen
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la siguiente propiedad: si y0 2 pe y L (y0) = 	 (� (pq) ; t0) ; para algún t0 2
[� (pq) ; s]; entonces G (y0; q) � G (y; q) :

Vamos a probar (9). Sea

E = fy 2 pe : L (y) = 	 (� (pq) ; t) para algún t 2 [� (pq) ; s]g :

Necesitamos mostrar que E es cerrado. Tomemos una sucesión (yn)1n=1 de
puntos de E y un punto y 2 X tal que l��m yn = y: Ya que yn 2 pe para cada
n 2 N; tenemos que y 2 pe:

Para cada n 2 N; existe tn 2 [� (pq) ; s] tal que L (yn) = 	 (� (pq) ; tn) :
Como el intervalo [� (pq) ; s] es compacto, podemos suponer que l��m tn = t0
para alguna t0 2 [� (pq) ; s]: Dado que 	 es continua y � (pq) < 1; tenemos
que l��m	 (� (pq) ; tn) = 	 (� (pq) ; t0) :

Por el Lema 4.9, para cada n 2 N existe bn 2 E (yn) tal que �(pyn)
�(pbn)

=

L (yn) = 	 (� (pq) ; tn) : Por la compacidad deX; podemos suponer que existe
b0 2 X tal que l��m bn = b0: Como yn 2 pbn para cada n 2 N; por el Lema
1.27 tenemos que y 2 pb0:

Si b0 = p; entonces y = p: Además L (p) = 0 = 	 (� (pq) ; � (pq)) :
Por tanto, y = p 2 E . Supongamos ahora que b0 6= p: Por la continuidad
de �; l��m �(pyn)

�(pbn)
= �(py)

�(pb0)
: Entonces �(py)

�(pb0)
= 	(� (pq) ; t0) : Sea b0 2 E (y)

tal que L (y) = �(py)
�(pb0) �

�(py)
�(pb0)

= 	(� (pq) ; t0) : Como 	�(pq) es lineal y
	(� (pq) ; � (pq)) = 0 � L (y) � 	(� (pq) ; t0) ; existe t 2 [� (pq) ; t0] tal que
L (y) = 	 (� (pq) ; t) : Esto demuestra que y 2 E . Por tanto E es cerrado.

Notemos que L (p) = 0 = 	 (� (pq) ; � (pq)) y p 2 pe; así que p 2 E .
Esto muestra que E 6= ;: Como la función Gq : X �! [0; 2] dada por
Gq (y) = G (y; q) es continua y E es compacto y no vacío, existe y 2 E tal
que G (y0; q) � G (y; q) para todo y0 2 E . Esto es lo que se quería demostrar.

(10) Sea (q; s) 2 X � [0; 1] tal que � (pq) < s: Entonces existe N 2 N
tal que, para cada n � N; existe yn 2 znen tal que L (yn) = 	 (� (pq) ; s) y
G (x; q) � G (yn; q) para toda x 2 pyn: En particular, L�1 (	 (� (pq) ; s)) 6= ;:

Haremos la prueba de (10) considerando los tres posibles casos.
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En el Caso A, como � (pq) < s; tenemos que 	(� (pq) ; s) > 0: Sea N 2 N
tal que N > 3 y 1

24n
< 	(� (pq) ; s) para toda n � N: Tomemos n � N:

Recordemos que cuando estamos en el Caso A, también estamos en el Caso
2, así que � (pzn) < 1

210n
: Dado que � (pp) = 0 < 	(� (pq) ; s)� (pen) �

� (pen) ; considerando un arco ordenado de fpg a pen; se puede conseguir
un punto yn 2 pen n fpg tal que � (pyn) = 	 (� (pq) ; s)� (pen) : Así que
�(pyn)
�(pen)

= 	(� (pq) ; s) :

Si yn 2 pzn; entonces � (pyn) � � (pzn) <
1

210n
: Por la elección de �;

1
2n+4

= � (pe0n) � � (pen) : Así que
�(pyn)
�(pen)

� 2n+4

210n
< 1

24n
< 	(� (pq) ; s) =

�(pyn)
�(pen)

; lo cual es una contradicción. Esto prueba que yn =2 pzn y entonces
yn 2 znen n fzng � pnen:

Veamos que yn tiene las propiedades requeridas. Por la propiedad (c) de
en, L (yn) = �(pyn)

�(pen)
= 	(� (pq) ; s) :

Tomemos x 2 pyn:

En el caso en que x 2 znyn; por la propiedad (4), g (x; q) � g (yn; q) y
como x; yn 2 pen � Y; tenemos que G (x; q) = g (x; q) � g (yn; q) = G (yn; q) :

Por tanto, podemos suponer que x 2 pzn:

Aquí dividimos en dos casos.

Caso A.2.

En este caso,

G (x; q) = g (x; q) = ' (f (x; q)�en (x))� (pen)

� (�en (x))
1
2 � (pen) ;

por la propiedad (2) de ': Además

�en (x) =
� (px)

� (pen)
� � (pzn)

� (pen)

<
1

210n
�
2n+4

�
=

1

29n�4
:
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Por tanto,

G (x; q) <

�
1

29n�4

� 1
2

� (pen)

<
1

24n
� (pen) < 	(� (pq) ; s)� (pen)

= � (pyn) � G (yn; q) :

Esto termina la prueba para el Caso A.2.

Caso A.1.

En el caso en que x 2 pcn;

G (x; q) = g (x; q)

= ' (f (x; q) ; �e1 (x))� (pe1)

� (�e1 (x))
1
2 � (pe1) :

Además

�e1 (x) =
� (px)

� (pe1)
� � (pcn)

� (pe1)
� 23 1

220n+1
=

1

220n�2
:

Por tanto,

G (x; q) � 1

210n�1
� (pe1) =

1

210n+2
= � (ppn)

� � (pzn) � � (pyn) � G (yn; q) :

En el caso en que x 2 pnzn;

G (x; q) = g (x; q)

= ' (f (x; q) ; �en (x))� (pen)

� (�en (x))
1
2 � (pen) :

Además

�en (x) =
� (px)

� (pen)
� � (pzn)

� (pen)

<
1

210n
�
2n+4

�
=

1

29n�4
:
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Por tanto,

G (x; q) <

�
1

29n�4

� 1
2

� (pen) <
1

24n
� (pen)

< 	(� (pq) ; s)� (pen) = � (pyn)

� G (yn; q) :

Finalmente, en el caso en que x 2 cnpn;

G (x; q) = g (x; q) = �n (x)

� m�ax
n
(�e1 (cn))

1
2 � (pe1) ; (�en (pn))

1
2 � (pen)

o
= m�ax f�n (cn) ; �n (pn)g
= m�ax fG (cn; q) ; G (pn; q)g � G (yn; q) ;

(esta última desigualdad se da por los casos que ya analizamos).

Esto termina la prueba de la propiedad (10) para el Caso A.1.

Ahora probemos la propiedad (10) para el Caso B.

Como l��m zn = p; l��m pzn = fpg : De aquí que l��m� (pzn) = 0: Dado que
l��m� (pen) = � (pe0) > 0; tenemos que l��m �(pzn)

�(pen)
= 0: Ya que � (pq) < s;

tenemos que 	(� (pq) ; s) > 0: Sea N0 2 N tal que �(pzn)
�(pen)

< 	(� (pq) ; s) para
toda n � N0:

Dada n � N0; dado que � (pzn) < 	(� (pq) ; s)� (pen) � � (pen) ; e-
xiste yn 2 znen tal que � (pyn) = 	 (� (pq) ; s)� (pen) : Así que

�(pyn)
�(pen)

=

	(� (pq) ; s) : Como yn 2 pnen; la propiedad (c) de en implica que L (yn) =
�(pyn)
�(pen)

= 	(� (pq) ; s) :

Aseguramos que existe N 2 N tal que N � N0 y para cualesquiera
n � N y x 2 pyn; se tiene que G (x; q) � G (yn; q) : De no ocurrir esto,
tomando una subsucesión si es necesario, podemos suponer que para cada
n � N0 existe xn 2 pyn tal que G (xn; q) > G (yn; q) : Por la propiedad (7),
	(� (pq) ; s)� (pen) = � (pyn) � G (yn; q) :
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Dada n � N0; si xn 2 znyn; por la propiedad (4), G (xn; q) = g (xn; q) �
g (yn; q) = G (yn; q) ; lo cual es absurdo. Esto muestra que xn 2 pzn para toda
n � N0: Por tanto, l��mxn = p:

Por la continuidad de G; l��mG (xn; q) = G (p; q) = 0 (por la propiedad
(1)). Por tanto, l��mG (yn; q) = 0: Pero

l��mG (yn; q) � l��m� (pyn) = l��m	 (� (pq) ; s)� (pen)

= 	 (� (pq) ; s)� (pe0) > 0:

Lo cual es una contradicción que nace de suponer que no existe N: Esto
termina la prueba de (10) para el Caso B.

Hemos probado la propiedad (10)

(11) Sean q 2 X y s 2 (� (pq) ; 1]: Sea N 2 N y para cada n � N;
sea yn como en (10). Entonces yn satisface las condiciones en (9). Es decir,
yn 2 znen � pen; L (yn) = 	 (� (pq) ; s) y si y 2 pen y L (y) = 	 (� (pq) ; t)
para algún t 2 [� (pq) ; s]; entonces G (y; q) � G (yn; q) :

Para probar (11), sea y 2 pen tal que L (y) = 	 (� (pq) ; t) ; para algún
t 2 [� (pq) ; s]: Notemos que t � s implica que 	(� (pq) ; t) � 	(� (pq) ; s) :
De modo que L (y) � L (yn) : Si y =2 pyn; entonces pn <p zn �p yn <p y: En-
tonces, por la propiedad (c) de en, L (y) = �(py)

�(pen)
y L (yn) = �(pyn)

�(pen)
; de manera

que �(py)
�(pen)

� �(pyn)
�(pen)

: Esto implica que y 2 pyn; lo cual es absurdo y prueba
que, de todas formas, y 2 pyn: Aplicando la propiedad (10) concluimos que
G (y; q) � G (yn; q) :

PASO 6. LA FUNCIÓN �

Sean

Y = f(q; s) 2 X � [0; 1] : s � �(pq)g y

bY = f(q; s) 2 X � [0; 1] : s � �(pq)g:
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Observemos que X � [0; 1] = Y[ bY : Veamos que Y es cerrado. Sean
(q; s) 2 X�[0; 1] y ((qi; si))1i=1 una sucesión de Y tales que l��m(qi; si) = (q; s):
Entonces si � �(pqi) para cada i 2 N: Como � es continua y X es suave por
arcos en p; tenemos que l��m�(pqi) = �(pq): Como l��m si = s; concluimos que
s � �(pq): Así que (q; s) 2 Y. Esto prueba que Y es cerrado.

Un argumento similar muestra que bY es cerrado.
Denotemos por P (X) al conjunto de subconjuntos no vacíos de X

Dado un punto (q; s) 2 Y ; sea 
(q;s) : L�1(	(�(pq); s)) �! P(X) la
función de�nida como


(q;s)(y) =
[
fpx : �(px) � G(y; q) y y �p xg:

Observemos que py � 
(q;s)(y); pues �(py) � G(y; q): Como 
(q;s)(y) es
una unión de subconjuntos conexos, cada uno de los cuales contiene a p;
tenemos que 
(q;s)(y) es conexo.

Sea Z : Y �! P(X) la función dada por

Z(q; t) =
[
f
(q;t)(y) : y 2 L�1(	(�(pq); t))g:

Como L (p) = 0 = 	(�(pq); � (pq)); tenemos que p 2 L�1(	(�(pq); � (pq))):
Además, por la propiedad (10), L�1(	(�(pq); t)) 6= ; cuando t > � (pq) :
Esto muestra que Z(q; t) 6= ;: Puesto que p 2 
(q;t)(y) para cada y 2
L�1(	(�(pq); t)) y 
(q;t)(y) es conexo, entoncesZ(q; t) es conexo y p 2 Z(q; t):

Ahora, sea � : Y �! C(X) la función de�nida como

�(q; s) =
[
fZ(q; t) : t 2 [�(pq); s]g:

Veamos algunas propiedades de �: La primera es inmediata.

(12) Si s � t; entonces �(q; s) � �(q; t):

(13) � está bien de�nida.
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Observemos que �(q; s) es conexo pues es una unión de subconjuntos
conexos, cada uno de los cuales contiene al punto p: Mostremos que �(q; s)
es cerrado.

Tomemos una sucesión (xn)1n=1 en �(q; s) y sea x 2 X tal que l��mxn = x:
Entonces, para cada n 2 N; existe tn 2 [�(pq); s] tal que xn 2 Z(q; tn): De
aquí que existe yn 2 L�1(	(�(pq); tn)) tal que xn 2 
(q;tn)(yn): Por tanto,
existe wn 2 X tal que �(pwn) � G(yn; q); yn 2 pwn y xn 2 pwn:

Como [�(pq); s] y X son compactos, podemos suponer que las sucesiones
(tn)

1
n=1; (yn)

1
n=1 y (wn)

1
n=1 convergen. Sean bt; y y w sus respectivos límites.

Como xn 2 pwn para cada n 2 N y l��m pwn = pw; se tiene que x 2 pw (Lema
1.27): Análogamente, dado que yn 2 pwn para cada n 2 N; y 2 pw: Puesto
que tn 2 [�(pq); s] para cada n 2 N, se tiene que bt 2 [�(pq); s]: Además,
tenemos que �(pwn) � G(yn; q) para cada n 2 N: Como � y G son continuas,
�(pw) � G(y; q):

Puesto que L(yn) = 	(�(pq); tn); por el Lema 4.9, existe bn 2 E(yn)
tal que �(pyn) = 	(�(pq); tn)�(pbn): Por la compacidad de X; podemos
suponer que existe b0 2 X tal que l��m bn = b0: Por el Lema 1.27, tenemos
que y 2 pb0: Como � y 	 son continuas, entonces �(py) = l��m�(pyn) =
l��m	(�(pq); tn)�(pbn) = 	(�(pq);bt)�(pb0):
Si p = b0; entonces �(py) = 0 y p = y: De aquí que, por la propiedad

(1), 0 = g (p; q) = G(p; q) = G (y; q) � �(pw): Por tanto p = w: Como
x 2 pw = fpg; tenemos que x = p 2 �(q; s):

Supongamos que p 6= b0: Por el Lema 4.9, existe b 2 E(y) tal que 0 �
L(y) = �(py)

�(pb)
� �(py)

�(pb0)
= 	(�(pq);bt): Como �(pq) es un número �jo y 	 es

lineal en la segunda coordenada, existe t 2 [�(pq);bt] � [�(pq); s] tal que
	(�(pq); t) = L(y) = �(py)

�(pb)
: Entonces y 2 L�1(	(�(pq); t)):

Así que t 2 [�(pq); s]; y 2 L�1(	(�(pq); t)) y w 2 X; son tales que
�(pw) � G(y; q); y 2 pw y x 2 pw: Esto muestra que x 2 
(q;t)(y) � �(q; s):
Concluimos que �(q; s) es cerrado y por tanto compacto. Esto prueba que
�(q; s) 2 C(X) y por tanto � está bien de�nida.

14) � es continua.
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Sean (q; s) 2 Y y (qn; sn)1n=1 una sucesión en Y tales que l��m(qn; sn) =
(q; s): Supongamos que la sucesión (�(qn; sn))1n=1 de C(X) converge a un
elemento B 2 C(X): Veamos que �(q; s) = B:

Tomemos un punto a 2 B: Como l��m �(qn; sn) = B; por el Lema 1.27,
para cada n 2 N; existe an 2 �(qn; sn) tal que l��m an = a:

Puesto que an 2 �(qn; sn); existen tn 2 [�(pqn); sn]; yn 2 L�1(	(�(pqn); tn))
y wn 2 X tales que �(pwn) � G(yn; qn); yn 2 pwn y an 2 pwn:

Como [0; 1] y X son compactos, podemos suponer que las sucesiones
(tn)

1
n=1; (yn)

1
n=1 y (wn)

1
n=1 convergen. Sean bt; y y w sus respectivos límites.

Como an 2 pwn para cada n 2 N y l��m pwn = pw; se tiene que a 2 pw:
Análogamente, ya que yn 2 pwn para cada n 2 N; y 2 pw: Puesto que
tn 2 [�(pqn); sn] para cada n 2 N; y l��m[�(pqn); sn] = [�(pq); s], se tiene quebt 2 [�(pq); s]: Además, tenemos que �(pwn) � G(yn; qn) para cada n 2 N:
Como � y G son continuas, �(pw) � G(y; q):

Por el Lema 4.9, para cada n 2 N; existe bn 2 E(yn) tal que �(pyn) =
	(�(pqn); tn)�(pbn): Podemos suponer que la sucesión (bn)1n=1 converge a un
punto b0 2 X: Así que, por el Lema 1.27, tenemos que y 2 pb0: Como � y 	
son continuas,

�(py) = l��m�(pyn)

= l��m	(�(pqn); tn)�(pbn)

= 	(�(pq);bt)�(pb0):
Si p = b0; entonces �(py) = 0 y p = y: De aquí que 0 = g (p; q) =

G(p; q) = G (y; q) � �(pw): Por tanto p = w: Como a 2 pw = fpg; tenemos
que a = p 2 �(q; s):

Supongamos que p 6= b0: Por el Lema 4.9, existe b 2 E(y) tal que 0 �
L(y) = �(py)

�(pb)
� �(py)

�(pb0)
= 	(�(pq);bt): Como �(pq) es un número �jo y 	 es

lineal en la segunda coordenada, existe t 2 [�(pq);bt] � [�(pq); s] tal que
	(�(pq); t) = L(y) = �(py)

�(pb)
: Entonces y 2 L�1(	(�(pq); t)):

Así que t 2 [�(pq); s]; y 2 L�1(	(�(pq); t)) y w 2 X; son tales que
�(pw) � G(y; q); y 2 pw y a 2 pw: Esto muestra que a 2 �(q; s): Concluimos
que B � �(q; s):
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Para probar que �(q; s) � B; demostraremos dos a�rmaciones.

A�rmación 1. Sean e 2 E(X) y y 2 pe tales que L(y) = 	(�(pq); t)
para algún t 2 [�(pq); s]: Si existe N0 2 N tal que para cada n � N0 existe
yn 2 pe que cumple que L(yn) = 	(�(pqn); tn) para algún tn 2 [�(pqn); sn] y
l��m yn = y; entonces para cada x 2 pe que satisface �(px) � G(y; q); se tiene
que px � B:

Demostración. Analizamos dos casos.

Caso 1) �(pe) � G(y; q):

En este caso, sea w 2 pe tal que �(pw) = G(y; q) � �(py): Entonces py �
pw: Tomando subsucesiones si es necesario, tenemos los siguientes subcasos.

Caso 1.1) G(yn; qn) � �(pe) para cada n � N0:

En este caso, pe � 
(qn;tn)(yn) � Z(qn; tn) � �(qn; sn) para cada n � N0:
Como l��m �(qn; sn) = B; por el Lema 1.28, se tiene que pe � B:

Caso 1.2) G(yn; qn) � �(pe) para cada n � N0:

En este caso, para cada n � N0; sea wn 2 pe tal que �(pwn) = G(yn; qn) �
� (pyn) : Entonces yn 2 pwn: Como G es continua, l��mG(yn; qn) = G(y; q) =
�(pw): Entonces l��m �(pwn) = �(pw): Puesto que pwn; pw � pe; tenemos que
l��m pwn = pw: Observemos que pwn � 
(qn;tn)(yn) � Z(qn; tn) � �(qn; sn).
Entonces, por el Lema 1.28, pw � B: Así que, si x 2 pe es tal que �(px) �
G(y; q) = �(pw), se tiene que px � pw � B:

Caso 2) �(pe) < G(y; q):

En este caso, como l��mG(yn; qn) = G(y; q); podemos suponer que �(pe) <
G(yn; qn) para cada n � N0: Entonces pe � 
(qn;tn) (yn) � Z (qn; tn) �
�(qn; sn) para cada n � N0: Puesto que l��m �(qn; sn) = B; se tiene que
pe � B:

Esto termina la prueba de la A�rmación 1.

A�rmación 2. Sea e 2 E(X): Si y 2 pe y t 2 [�(pq); s] son como en la
Propiedad (9) de G, entonces para cada x 2 pe tal que �(px) � G(y; q); se
tiene que px � B:
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Demostración. Puesto que t 2 [�(qp); s] y 	 es lineal en la segunda
coordenada, se tiene que 	(�(pq); t) 2 [0; s��(pq)

1��(pq) ]:

Caso 1) t = �(pq):

En este caso, L(y) = 	(�(pq); t) = 0. Por tanto, y = p: Así que G(y; q) =
G (p; q) = g (p; q) = 0: Si x 2 pe es tal que �(px) � G(y; q) = 0; entonces
x = p 2 B, pues p 2 �(qn; sn) para cada n 2 N:

Caso 2) t 2 (�(qp); s):

En este caso 	(�(pq); t) 2 (0; s��(pq)
1��(pq)): Es decir, 0 < 	(� (pq; ) t) <

s��(pq)
1��(pq) : Como l��m qn = q y l��m sn = s; tenemos que

l��m
sn � � (pqn)
1� � (pqn)

=
s� � (pq)
1� � (pq) :

De manera que existe N0 2 N tal que 	(� (pq) ; t) < sn��(pqn)
1��(pqn) para toda

n � N0:

Sea n � N0: Entonces 	(�(pq); t) 2 (0; sn��(pqn)1��(pqn) ):

Como 	�(pqn) manda linealmente el intervalo [�(pqn); sn] sobre el intervalo
[0; sn��(pqn)

1��(pqn) ]; existe tn 2 (�(pqn); sn) tal que 	(�(pqn); tn) = 	(�(pq); t):

Concluimos que L(y) = 	(�(pqn); tn): De aquí que, para cada n � N0; existe
yn = y 2 pe tal que L(y) = 	(�(pqn); tn) con tn 2 [�(pqn); sn]:

Además, l��m yn = y: Por la A�rmación 1, para cada x 2 pe tal que
�(px) � G(y; q) se tiene que px � B:

Caso 3) t = s:

En este caso 	(�(pq); s) = s��(pq)
1��(pq) : Como l��m qn = q y l��m sn = s; se

tiene que l��m sn��(pqn)
1��(pqn) =

s��(pq)
1��(pq) : Sean bsn = sn��(pqn)

1��(pqn) y bs = s��(pq)
1��(pq) : Tomando

subsucesiones si es necesario, tenemos los siguientes casos.

Caso 3.1) bsn � bs para cada n 2 N:
En este caso, como bs 2 [0; bsn] y 	 es lineal en la segunda coordena-

da, existe tn 2 [�(pqn); sn] tal que bs = 	(�(pqn); tn): Entonces L(y) =
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	(� (pq) ; t) = 	 (� (pq) ; s) = bs = 	(�(pqn); tn): Por la A�rmación 1, hacien-
do yn = y para cada n 2 N; tenemos que si x 2 pe es tal que �(px) � G(y; q);
entonces px � B:

Caso 3.2) bsn � bs para cada n 2 N:
En este caso, sea c 2 E(y) tal que bs = L(y) = �(py)

�(pc)
: Para cada n 2 N,

tomemos yn 2 pc tal que �(pyn)
�(pc)

= bsn � bs = �(py)
�(pc)

: Entonces �(pyn) � �(py):
Como y; yn 2 pc; concluimos que yn �p y: Así que yn 2 pe:

Puesto que l��m bsn = bs; se tiene que l��m�(pyn) = �(py): Como y; yn 2 pe;
l��m yn = y: Sea cn 2 E(yn) tal que L(yn) = �(pyn)

�(pcn)
� �(pyn)

�(pc)
= bsn: Entonces

existe tn 2 [�(pqn); sn] tal que L(yn) = 	(�(pqn); tn): Por la A�rmación 1,
para cada x 2 pe tal que �(px) � G(y; q) se tiene que px � B:

Esto termina la demostración de la A�rmación 2.

Estamos listos para probar que �(q; s) � B:

Sea t 2 [�(pq); s]:Veamos queZ(q; t) � B: Tomemos y 2 L�1(	(�(pq); t)):
Para ver que 
(q;t) (y) � B; consideremos un punto x 2 X tal que �(px) �
G(y; q) y y 2 px:

Sea e 2 E(x): Por la Propiedad (9), existe bt 2 [�(pq); s] y existe by 2
pe \ L�1(	(�(pq);bt)) tales que, para cada y0 2 pe con L(y�) = 	(�(pq); t0)
para algún t0 2 [�(pq); s]; se tiene que G(y0; q) � G(by; q):
Entonces G(y; q) � G(by; q): Como �(px) � G(y; q); por la A�rmación 2

aplicada a by y bt, tenemos que px � B: Concluimos que �(q; s) � B:
Hemos probado que �(q; s) = B: Por tanto � es continua.

(15) Si s = � (pq) ; entonces � (q; s) = fpg :

Si s = � (pq) ; entonces � (q; s) = Z (q; s) = 
(q;s) (p) = fpg ; pues
L�1 (	 (� (pq) ; � (pq))) = L�1 (0) = fpg y G (p; q) = 0:

(16) �(q; s) = X si y sólo si s = 1: De hecho, si s < 1; existe una in�nidad
de elementos de E (X) que no pertenecen a � (q; s) :
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Sea (q; s) 2 X � [0; 1); tal que s � �(pq): Si s = � (pq) ; por la propiedad
(15), � (q; s) = fpg 6= X: Supongamos ahora que s > � (pq) : Entonces, por
la propiedad (10); existe N 2 N tal que para cada n � N; existe yn 2 znen �
pnzn tal que L(yn) = 	(�(pq); s) y G(x; q) � G(yn; q) para cada x 2 pyn:
Notemos que, por la propiedad (c) de en, L (yn) = �(pyn)

�(pen)
:

Dada n � N; como s < 1; L (yn) = 	 (� (pq) ; s) < 1; yn <p en y, por
las propiedades (4) y (6), G(yn; q) = g (yn; q) < g (en; q) = G(en; q): Además,
por la propiedad (5), G (en; q) = g (en; q) = �(pen):

Si en 2 � (q; s) ; entonces existen t 2 [� (pq) ; s]; y 2 L�1 (	 (� (pq) ; t)) y
x 2 X tales que en 2 px; � (px) � G (y; q) y y �p x: Observemos que px es
un arco que contiene a en 2 E (X) n fpg ; así que en = x: Por tanto, y �p en
y � (pen) � G (y; q) : Concluimos que y 2 pen es tal que G (yn; q) < � (pen) �
G (y; q) : Lo cual contradice la propiedad (11): De aquí que en =2 �(q; s) para
cada n � N: Por tanto �(q; s)  X:

Supongamos que s = 1: Como L(e) = 1 para cada e 2 E(X) n fpg y
Z(q; 1) � �(q; 1); tenemos que 
(q;1)(e) � �(q; 1) para cada e 2 E(X):

Ahora bien, 
(q;1)(e) =
[
fpx : �(px) � G(e; q) y e 2 pxg: Si e 2 px;

como p 6= e; tenemos que e = x: Puesto que �(pe) � G(e; q); tenemos que

(q;1)(e) = pe: Concluimos que pe � �(q; 1) para cada e 2 E(X) n fpg :
Entonces, como para cada x 2 X existe e 2 E(X) n fpg tal que x 2 pe
(Teorema 4.8), se tiene que x 2 �(q; 1) para cada x 2 X: Esto muestra que
�(q; 1) = X para cada q 2 X:

Concluimos que �(q; s) = X si y sólo si s = 1; y si s < 1; existe una
in�nidad de elementos de E (X) que no pertenecen a � (q; s) :

(17) Sea (q; s) 2 Y tal que �(pq) < s: SeaN 2 N tal que para cada n � N;
existe yn 2 znen tal que L(yn) = 	(�(pq); s) y G(x; q) � G(yn; q) para cada
x 2 pyn (existen por la Propiedad (10)). Para cada n � N; supongamos que
wn 2 pen es tal que �(pwn) = G(yn; q): Entonces �(q; s) \ pen = pwn para
cada n � N:

Sea n � N: Veamos que pwn � 
(q;s) (yn) : Para eso, necesitamos ver que
yn �p wn: Si pwn  pyn; entonces � (pwn) < � (pyn) � G (yn; q) ; esto último
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por la propiedad (7). Esto contradice que �(pwn) = G(yn; q): Así que yn �p
wn: Por tanto, pwn � 
(q;s)(yn) � �(q; s): De aquí que pwn � �(q; s) \ pen:

Ahora, sea x 2 �(q; s)\pen: Puesto que x 2 �(q; s); existen t 2 [�(pq); s];
y 2 X y w 2 X tales que x 2 pw; L(y) = 	(�(pq); t); �(pw) � G(y; q) y
y �p w:

Queremos probar que x �p wn: Supongamos por el contrario que wn <p x:
Entonces pwn � px y �(pwn) < �(px) � �(pw) � G(y; q): Puesto que
�(pyn) � G(yn; q) = �(pwn); tenemos que G(yn; q) < G(y; q) y que pyn �
pwn: Si y 2 pen; por la propiedad (11); se tiene que G(y; q) � G(yn; q): Este
es un absurdo que implica que y =2 pen: En particular, y =2 px: Sin embargo,
como py � pw y px � pw; px  py: Por otro lado, dado que pyn � pwn � px;
tenemos que pyn  py y por tanto, yn <p y: Así que �(pyn) < �(py):

Sea ey 2 E(y) tal que L(y) = �(py)
�(pey)

: Como pn <p zn �p yn <p y � ey; en-
tonces ey 2Mp(pn): Por la propiedad (b) de en; tenemos que �(pen) � �(pey):
Concluimos que �(py)

�(pey)
� �(py)

�(pen)
> �(pyn)

�(pen)
= L(yn): Así que 	(�(pq); t) >

	(�(pq); s): Pero la función 	�(pq) es estrictamente creciente y t 2 [�(pq); s]:
Lo que implica que 	(�(pq); t) � 	(�(pq); s): Esta contradicción muestra
que x �p wn: Esto prueba que �(q; s) \ pen = pwn para cada n � N:

PASO 7. LA FUNCIÓN h

De�nimos h : X � I �! C(X) como

h(q; s) =

�
xq; si (q; s) 2 bY ; donde x �p q y �(xq) = s;

�(q; s) [ pq; si (q; s) 2 Y : :

Veamos algunas propiedades de h:

(18) h está bien de�nida.

Si s = �(pq); por la propiedad (15), �(q; s) = fpg: Por otro lado, si
x 2 X es tal que x �p q y �(xq) = �(pq); entonces x = p: Por tanto,
h(q; �(pq)) = pq = �(q; �(pq)) [ pq:
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Además, si (q; s) 2 Y ; como �(q; s) 2 C(X); entonces h(q; s) es la unión
de dos subcontinuos de X que tienen a p: Así que h(q; s) 2 C(X): Por otro
lado, si (q; s) 2 bY ; entonces h(q; s) = xq 2 C(X): Concluimos que h está
bien de�nida.

(19) h es continua.

Veamos primero que hj bY es continua. Sean (q; s) 2 bY y (qn; sn)1n=1 una
sucesión en bY tales que l��m(qn; sn) = (q; s): Para cada n 2 N; sea xn 2 X
tal que h(qn; sn) = xnqn: Entonces xn �p qn y �(xnqn) = sn: Como X es
compacto, podemos suponer que existe un punto x 2 X tal que l��mxn = x:
Por el Lema 4.7, tenemos que x �p q: Por la suavidad de X en p y la
continuidad de �; l��m�(xnqn) = �(xq): Ya que l��m sn = s; concluimos que
�(xq) = s: Entonces x 2 X es tal que x �p q y �(xq) = s: Por tanto,
h(q; s) = xq. Hemos mostrado que hj bY es continua.
Ahora, observemos que hjY(q; s) = �(q; s) [ Ap(q): Como � y Ap son

continuas, tenemos que hjY es continua. Concluimos que h es continua en dos
conjuntos cerrados cuya unión es X � [0; 1]: Esto prueba que h es continua.

(20) h(q; 0) = fqg para cada q 2 X:

Notemos que h(q; 0) = xq, donde �(xq) = 0: Entonces h(q; 0) = fqg para
cada q 2 X:

(21) h(q; s) = X si y sólo si s = 1:

Observemos que pq  X para cada q 2 X (recordemos que X no es un
árbol). Entonces h(q; s) = X si y sólo si �(q; s) [ pq = X:

Si s < 1; por la propiedad (16) hay una in�nidad de elementos de E (X)
que no pertenecen a � (q; s) y como pq no puede tener más de dos elementos
de E (X) ; tenemos que � (q; s) [ pq 6= X: Por tanto, h (q; s) 6= X: Además,
por la propiedad (16), �(q; s) = X si y sólo si s = 1: Por tanto, h (q; 1) =
� (q; 1) [ pq = X: Esto prueba la Propiedad (21).

(22) Si s � t; entonces h(q; s) � h(q; t) para toda q 2 X:
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Si s � �(pq) � t; entonces h(q; s) � pq � h(p; t): Si s � t � �(pq):
Entonces h(q; s) = qxs � pq, donde �(xsq) = s y h(q; t) = xtq � pq, donde
�(xtq) = t: Como xsq y xtq son arcos, contenidos en el arco pq; que tienen
a q como uno de sus extremos, uno está contenido en el otro. Pero �(xsq) =
s � t = �(xtq): Así que h(q; s) = xsq � xtq = h(q; t):

Por último, si �(pq) � s � t; entonces h(q; s) = �(q; s) [ pq y h(q; t) =
�(q; t)[pq: Por la propiedad (12), �(q; s) � �(q; t): Concluimos que h(q; s) �
h(q; t):

(23) Si s > � (pq) ; entonces h (q; s) no está contenido en un arco.

Por la propiedad (10); existe N 2 N tal que para cada n � N; existe
yn 2 znen tal que L(yn) = 	(�(pq); s) yG(x; q) � G(yn; q) para cada x 2 pyn:
Notemos que, por la propiedad (c) de en, L (yn) = �(pyn)

�(pen)
:

Dada n � N; por la propiedad (7) tenemos que � (pyn) � G (yn; q) : Como
yn 2 L�1 (	(�(pq); s)) ; entonces pyn � 
(q;s) (yn) � Z (q; s) � � (q; s) : Por
lo tanto, pyn � h (q; s) para cada n � N: Puesto que yn 2 znen � pnen y
pnen \ pmem para cada par de números distintos n;m 2 N; concluimos que
h (q; s) no está contenido en un arco.

(24) Si h(q1; s1) = h(q2; s2) donde s1; s2 < 1; entonces q1 = q2 y s1 = s2:

Sean (q1; s1); (q2; s2) 2 X�[0; 1] tales que s1; s2 < 1 y h(q1; s1) = h(q2; s2):

Si s1 � �(pq1); entonces h(q1; s1) = x1q1; donde x1 �p q1 y �(q1x1) = s1:
Puesto que h(q2; s2) = h(q1; s1) = x1q1; por la propiedad (23), se tiene que
s2 � �(pq2): De aquí que h(q2; s2) = x2q2; donde x2 �p q2 y �(x2q2) = s2:
Como x1q1 = x2q2; tenemos que s1 = �(x1q1) = �(x2q2) = s2 y como x1 y x2
son puntos entre p y q1 y q2; respectivamente, tenemos que q1 = q2:

Supongamos ahora que s1 > �(pq1) y s2 > �(pq2): Por la Propiedad
(11), para cada i 2 f1; 2g ; existe Ni 2 N tal que para cada n � Ni existe
yn;i 2 znen tal que L(yn;i) = 	(�(pqi); si) y G(x; qi) � G(yn;i; qi) para cada
x 2 pyn;i: Sea N = m�axfN1; N2g:

Dadas i 2 f1; 2g y n 2 N; sea qn;i el primer punto en el arco pqi; yendo
de qi a p; que está en pen: Es decir, pen \ pqi = pqn;i: Supongamos que existe
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n0 2 N tal que qn0;i 2 pn0en0 : Entonces pn0en0 \ pn0qi = pn0qn;i: Tomemos un
número n 2 Nnfn0g : Así que pen\pqi = pen\(ppn0 [ pn0qn;i [ qn;iqi). Como
pen \ pn0en0 = ;; tenemos que pen \ pn0qn;i = ; y, por tanto, pen \ pn0qi = ;:
Se sigue que pen \ pqi = pen \ ppn0 = (ppn [ pnen) \ ppn0 = ppn \ ppn0 :
Concluimos que pen\pqi � ppn para cada n 6= n0: Entonces, podemos tomar
N > n0: De esta manera, podemos suponer que pen \ pqi � ppn � pwn;i para
cada n � N:

Dada i 2 f1; 2g ; � (pyn;i) � G (yn;i; qi) = g (yn;i; qi) � g (en; qi) =
G (en; qi) = � (pen) : Entonces, para cada n � N; considerando un arco
ordenado de pyn;i a pen; se puede encontrar un punto wn;i 2 pen tal que
�(pwn;i) = G(yn;i; qi) = g(yn;i; qi): Por la Propiedad (17);

h(qi; si) \ pen = (�(qi; si) [ pqi) \ pen
= (�(qi; si) \ pen) [ (pqi \ pen)
= pwn;i [ (pqi \ pen)
= pwn;i:

La última igualdad se da porque pqi \ pen � pwn;i:

Como h(q1; s1) = h(q2; s2); entonces pwn;1 = pwn;2:De aquí que �(pwn;1) =
�(pwn;2): Por tanto, g(yn;1; q1) = g(yn;2; q2): Concluimos que

'(f(yn;1; q1); �en(yn;1))�(pen) = '(f(yn;2; q2); �en(yn;2))�(pen):

De aquí que

'(f(yn;1; q1); �en(yn;1)) = '(f(yn;2; q2); �en(yn;2)): (4.1)

Tomemos n � N con n 2 P0: Sea m 2 N tal que � (n) = 0m. Entonces
f(yn;1; q1) = 0 = f(yn;2; q2): Así que

'0(�en(yn;1)) = '0(�en(yn;2)):

Como la función '0 es estrictamente creciente, tenemos que

�en(yn;1) = �en(yn;2):
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De aquí que

�(pyn;1) = �en(yn;1)�(pen)

= �en(yn;2)�(pen)

= �(pyn;2):

Como yn;1; yn;2 2 pen; concluimos que yn;1 = yn;2: De aquí que, por la
propiedad (c) de en,

s1 � �(pq1)
1� �(pq1)

= L(yn;1) =
�(pyn;1)

�(pen)

=
�(pyn;2)

�(pen)
= L(yn;2)

=
s2 � �(pq2)
1� �(pq2)

:

Por lo tanto
s1 � �(pq1)
1� �(pq1)

=
s2 � �(pq2)
1� �(pq2)

: (4.2)

Ahora bien, para n � N; por la igualdad 4.2, tenemos que

�(pyn;1)

�(pen)
= L(yn;1) =

s1 � �(pq1)
1� �(pq1)

=
s2 � �(pq2)
1� �(pq2)

= L(yn;2) =
�(pyn;2)

�(pen)
:

De aquí que �(pyn;1) = �(pyn;2): Por tanto, yn;1 = yn;2 para cada n � N:
Además,

�en(yn;1) =
�(pyn;1)

�(pen)

=
�(yn;2)

�(pen)
= �en(yn;2):
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Esto, junto con la igualdad 4.1, muestra que

�en(yn;1)
f(yn;1;q1)+1

2 = �en(yn;1)
f(yn;2;q2)+1

2 ;

Por tanto,
f(yn;1; q1) = f(yn;2; q2): (4.3)

Dada k 2 N; elegimos n � N; tal que n 2 Pk y q1; q2 =2 pen en caso de
que q1; q2 6= p: Sea m 2 N tal que n = km: Por la igualdad 4.3, se tiene que

�k(q1)

(k + 2)m
=

�k(q2)

(k + 2)m
:

De aquí que �k(q1) = �k(q2): Concluimos que �k(q1) = �k(q2) para cada
k 2 N: Por tanto, q1 = q2: Entonces �(pq1) = �(pq2): Por la igualdad 4.2,
tenemos que s1 = s2: Hemos probado que (q1; s1) = (q2; s2): Esto prueba que
h es inyectiva en X � [0; 1):

4.1.5. El Teorema

Resumiendo lo que hicimos en la sección anterior, demostramos el si-
guiente teorema.

Teorema 4.17 Sea (X;A) suave por arcos tal que E(X) es in�nito. En-
tonces existe una función continua h : X� [0; 1] �! C(X) con las siguientes
propiedades:
a) h(q; 0) = fqg para cada q 2 X;
b) h(q; s) = X si y sólo si s = 1;
c) Si s � t; entonces h(q; s) � h(q; t); y
d) h es inyectiva en X � [0; 1):

Ahora estamos listos para concluir la demostración del teorema principal
de este capítulo.
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Teorema 4.18 Si X es un continuo suave por arcos, entonces X es un con-
tinuo cono-encajable ordenado en C(X):

Demostración. Sea A una arco-estructura en X tal que (X;A) es suave
por arcos.

Si E(X) es �nito, por el Lema 4.13, tenemos que X es un continuo cono-
encajable ordenado en C(X):

Supongamos que E(X) es in�nito. Entonces, por el Teorema 4.17, existe
una función continua h : X � [0; 1] �! C(X) con las siguientes propiedades:
a) h(q; 0) = fqg para cada q 2 X;
b) h(q; s) = X si y sólo si s = 1;
c) Si s � t; entonces h(q; s) � h(q; t); y
d) h es inyectiva en X � [0; 1):

En particular, como h es inyectiva en X � [0; 1) y h (q; s) = X si y sólo
si s = 1; tenemos que h (q; s)  h (q; t) siempre que q 2 X y s < t: Se sigue
del Lema 1.69 que X es un continuo cono-encajable ordenado en C (X) : �

4.1.6. Corolarios

La familia de continuos suaves por arcos es muy extensa. Aquí presenta-
mos algunas de sus subfamilias, las cuales, por el Teorema 4.18, son familias
de continuos cono-encajables en C(X):

Un continuo X es un dendroide si es arcoconexo y hereditariamente uni-
coherente. Entonces, un dendroide no contiene curvas cerradas simples. Más
aún, dados dos puntos x; y 2 X; existe un único arco, denotado por xy; que
tiene a x y y como extremos. Entonces la función A : X � X �! C(X)
de�nida como A(x; y) = xy para cada par de puntos x; y 2 X; es una ar-
coestructura sobre X:

Un dendroide X es suave si existe un punto p 2 X; llamado punto inicial
de X; tal que para cada sucesión convergente (an)1n=1 de X; si l��m an = a;
entonces la sucesión de arcos (pan)1n=1 es convergente y l��m pan = pa:
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Con esto, tenemos que un dendroideX es suave si existe un punto p tal que
la función inducida Ap : X �! C(X) es continua. Entonces los dendroides
suaves son continuos suaves por arcos. Así que tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.19 Los dendroides suaves son continuos cono-encajables orde-
nados en C(X):

Como caso particular, las dendritas (dendroides localmente conexos) son
suaves ([1, Corolario 4]). De aquí que son continuos cono-encajables orde-
nados en C(X): El Teorema 4.18 es resultado de un trabajo realizado gene-
ralizando ideas usadas para demostrar varios casos de continuos suaves por
arcos, comenzando con las dendritas.

Sea l2 el espacio de Hilbert de�nido como

l2 =

(
(xi)

1
i=1 : xi 2 R1 para cada i 2 N y

1X
i=1

x2i <1
)
;

donde la distancia entre dos puntos x = (xi)
1
i=1, y = (yi)

1
i=1 2 l2; denotada

por kx� yk ; está de�nida como

kx� yk =

vuut 1X
i=1

(xi � yi)2:

Un conjunto X en l2 es convexo si para cualesquiera dos puntos x; y 2 X;
el segmento ftx + (1� t)y : t 2 [0; 1]g está contenido en X: Veamos que los
continuos convexos en l2 son suaves por arcos. Dados x; y 2 X; de�nimos
la función A : X � X �! C (X) como A (x; y) = xy. Notemos que A es
una arcoestructura. Además, si �jamos un punto p 2 X; la función Ap es
continua: Por lo tanto, los continuos convexos en l2 son suaves por arcos. Así
que tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.20 Los continuos convexos en l2 son continuos cono-encajables
ordenados.
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Más aún, un conjunto X en l2 es estrellado si existe un punto p 2 X tal
que el segmento ftp + (1 � t)x : t 2 [0; 1])g está contenido en X para cada
x 2 X: Los continuos estrellados son continuos suaves por arcos, en el punto
p:

Corolario 4.21 Los continuos estrellados en l2 son continuos cono-encajables
ordenados en C(X):

Los conos sobre espacios métricos compactos también son continuos suaves
por arcos, en el vértice del cono.

Corolario 4.22 Los conos sobre espacios métricos compactos son continuos
cono-encajables ordenados.

Una contracción libre de un espacio X a un punto p es una homotopía
H : X�[0; 1] �! X que satisface las siguientes condiciones para cada x 2 X :
a) H(x; 0) = p;
b) H(x; 1) = x; y
c) H(H(x; s); t) = H(x;m��nfs; tg) para cada s; t 2 [0; 1]:
Un espacio X es libremente contráctil si existe una contracción libre de

X a uno de sus puntos.

En [6, Teorema II-3-A], se muestra que un continuo X es suave por arcos
en p si y sólo si X es libremente contráctil a p: Entonces tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 4.23 Los continuos libremente contráctiles son continuos cono-
encajables ordenados en C(X):

Decimos que una función continua f : X �! Y entre espacios métri-
cos (X; d) y (Y; �) es no expansiva si para cada par de puntos x; y 2 X;
�(f(x); f(y)) � d(x; y): Decimos que Y es un espacio métrico inyectivo si
para cualquier subconjunto A de un espacio métrico X; y toda función no
expansiva f : A �! Y; existe una función no expansiva F : X �! Y tal que
F jA = f: En [18, Teorema 1.1], se muestra que todo espacio métrico inyectivo
es libremente contráctil a cada uno de sus puntos. De aquí que
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Corolario 4.24 Los continuos inyectivos son continuos cono-encajables or-
denados en C(X):

Recordemos que un continuo es descomponible si es la unión de dos de
sus subcontinuos propios. Decimos que un continuo X es indescomponible si
no es descomponible. Si cada subcontinuo no degenerado de un continuo X
es indescomponible, decimos que X es hereditariamente indescomponible.

Observemos que si X es un continuo hereditariamente indescomponible
y A;B 2 C(X) son tales que A \ B 6= ;; entonces A � B o bien B � A;
pues de lo contrario, A[B es un subcontinuo descomponible de X: De aquí
que, si A;B 2 C(X) son tales que A  B; entonces existe un único arco
ordenado de A a B ([31, Lema 1.59]): En este caso, denotemos por �(AB) al
arco ordenado de A a B: Para ampliar la de�nición, hacemos � (A;A) = fAg
para cada A 2 C (X) :

Veamos que C(X) es un continuo suave por arcos. Para ello, vamos a usar
la de�nición alternativa de suavidad por arcos.

De�nición 4.25 (Alternativa) Decimos que un continuo X es suave por
arcos en el punto p; si existe una función continua F : X �! C(X) tal
que, para cada x 6= p; el conjunto F (x) es un arco de p a x y satisface las
siguientes condiciones:
a) F (p) = fpg;
b) si x 2 F (y); entonces F (x) � F (y):

En [6, Pág. 556], se muestra que las dos de�niciones son equivalentes.
Mostremos dos ejemplos más de continuos suaves por arcos.

Decimos que una métrica d sobre un continuo X es fuertemente convexa
si para cada par de puntos distintos x; y 2 X existe un único arco de x
a y el cual es isométrico al segmento [0; d(x; y)] � R: Un continuo X es
fuertemente convexo si admite una tal métrica. Veamos que los continuos
fuertemente convexos son suaves por arcos.

Lema 4.26 Si X es un continuo fuertemente convexo entonces X es suave
por arcos.
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Demostración. Fijemos un punto p 2 X y de�namos la función F :
X �! C (X) donde F (x) es el único arco de p a x el cual es isométrico a
[0; d (p; x)] ; si x 6= p; y F (p) = fpg : Si x 2 F (y) ; como F (y) es isométrico
a [0; d (p; y)] ; entonces el arco de p a x contenido en F (y) es isométrico a
[0; d (p; x)] � [0; d (p; y)] : Así que F (x) � F (y) :

Sean (xn)
1
n=1 una sucesión en X y x 2 X tales que l��mxn = x: Tomando

subsucesiones si es necesario, tenemos dos casos. Si xn = p para cada n 2 N;
entonces l��mxn = p y F (xn) = fpg para cada n 2 N: Así que l��mF (xn) =
fpg : Supongamos que xn 6= p para cada n 2 N: Entonces, por [21, 3.4], se
tiene que l��mF (xn) = F (x) : Esto prueba que F es continua y, por tanto,
que X es suave por arcos en p: �

Corolario 4.27 Los continuos fuertemente convexos son continuos cono-
encajables ordenados en C(X):

Mostremos ahora que C(X) es suave por arcos cuando X es un continuo
hereditariamente indescomponible.

Lema 4.28 SiX es un continuo hereditariamente indescomponible, entonces
C(X) es suave por arcos en X:

Demostración. De�namos la función � : C(X) �! C(C(X)) como
�(A) = �(AX) para cada A 2 C(X):

Observemos que �(X) = �(XX) = fXg:Además, siB 2 �(A) = �(AX);
entonces A � B: Es decir, � (A) es un arco ordenado de A a X que pasa por
B: Como existe un único arco ordenado de B a X; concluimos que �(B) =
�(BX) � �(AX) = �(A):

Veamos que � es continua. Sean A 2 C(X) y (An)1n=1 una sucesión de
C(X) tales que l��mAn = A: Consideremos la sucesión (�(An))1n=1: Como
C(C(X)) es compacto, podemos suponer que existe A 2 C(X) tal que
l��m�(An) = A: Veamos que A = �(A):

Sea B 2 A. Por el Lema 1.27, para cada n 2 N; existe Bn 2 �(An) tal
que l��mBn = B: Entonces, para cada n 2 N tenemos que An � Bn: Así que,
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por el Lema 1.28, A � B: Concluimos que B 2 �(A) y por tanto, A � �(A):
Observemos que, puesto que X 2 �(An) para cada n 2 N; entonces X 2 A:
Además, puesto que An 2 �(An) para cada n 2 N; por el Lema 1.27, se tiene
que A 2 A:

Hemos probado queA es un subcontinuo de �(A) que tiene aA yX: Como
� (A) es un arco que une a X con A; tenemos que A = �(A): Concluimos
que � es continua y por tanto, C(X) es suave por arcos en X: �

Con esto, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.29 Si X es un continuo hereditariamente indescomponible, en-
tonces C(X) es un continuo cono-encajable ordenado en C(C(X)).

Más aún, por [9, Teorema 6.3], si X es un continuo hereditariamente
indescomponible, entonces 2X es un continuo suave por arcos. Se sigue el
siguiente corolario.

Corolario 4.30 Si X es un continuo hereditariamente indescomponible, en-
tonces 2X es un continuo cono-encajable ordenado en C

�
2X
�
.

Si X es un continuo hereditariamente indescomponible, por el Corolario
4.29 y el Corolario 4.30, tenemos que C(X), respectivamente 2X , es un con-
tinuo cono-encajable ordenado en C (C(X)), respectivamente en C

�
2X
�
. Sin

embargo, cada subcontinuo no degenerado y propio de X es un subcontinuo
terminal de X ([31, Teorema 1.58]): Es decir, X contiene una in�nidad de
subcontinuos terminales. Entonces, por el Teorema 2.6, X no es un continuo
cono-encajable en C(X):

4.2. Dendroides No Suaves

Recordemos que un dendroide es un continuo arcoconexo y hereditaria-
mente unicoherente. Sabemos del Corolario 4.19, que los dendroides suaves
son continuos cono-encajables ordenados en C(X). Nos preguntamos ahora
si los únicos dendroides que son cono-encajables en C(X) son los dendroides
suaves. Veamos los siguientes ejemplos.
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4.2.1. La Semichafaldrana

En esta sección, damos un ejemplo de un dendroide no suave que no es
cono-encajable en C(X); al que llamaremos semichafaldrana.

Ejemplo 4.31 Para cada n 2 N sean An el segmento de recta en R2 que
une los puntos (0; 0) y (1; 1

2n�1 ) y Bn el segmento de recta que une los puntos
(1
2
; 3
2n+2

) y (1; 1
2n�1 ): Sea A0 = [0; 1] � f0g: De�namos la semichafaldrana

X como

X = A0 [
 1[
n=1

An [Bn

!
:

Semichafaldrana

Observemos que, para cada n 2 N; An[Bn es un arco que une los puntos
(0; 0) y (1

2
; 3
2n+2

) y contiene al punto (1; 1
2n�1 ): Además, (An [ Bn) \ (Am [
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Bm) = f(0; 0)g: Puesto que l��mBn = [12 ; 1]�f0g y l��mAn = A0; tenemos que
l��mAn [Bn = A0: Entonces X es un continuo. Más aún, es fácil convencerse
de que X es un dendroide.

Veamos que X no es suave. Sean w = (0; 0), p = (1
2
; 0), q = (1; 0) y, para

cada n 2 N; pn = (1
2
; 3
2n+2

); p0n = (1
2
; 1
2n
) y qn = (1; 1

2n�1 ): Observemos que
l��m pn = l��m p

0
n = p y l��m qn = q: Si x; y 2 X; denotemos por xy al arco de x

a y en X; si x 6= y y xy = fxg ; si x = y:

Supongamos que X es suave en un punto z: Por [1, Teorema 1], tenemos
que X es localmente conexo en z. Entonces z 2 An0 [Bn0 para algún n0 2 N:
Consideremos la sucesión (pn)1n=1: Entonces, param > n0 tenemos que el arco
que une a z con pm contiene a Am [ Bm: De hecho, zpm = zw [ Am [ Bm:
Por lo tanto, l��m zpn = zw[A0: Sin embargo, zp = zw[wp  zw[A0: Esto
muestra que X no es suave.

Ahora veamos que X no es un continuo cono-encajable en C(X):

Proposición 4.32 Si X es la semichafaldrana, entonces X no es un con-
tinuo cono-encajable en C(X):

Demostración. Supongamos que existe un encaje h : Cono(X) �!
C(X) tal que h(x; 0) = fxg para cada x 2 X: Sea v el vértice de Cono(X):
Notemos que h (v) tiene más de un punto. Si h(v) � An0 [ Bn0 para alguna
n0 2 N; entonces h(v) * An [ Bn para cada n > n0: En el otro caso,
h(v) * An [ Bn para cada n 2 N: En cualquier caso, existe n0 2 N tal que
h(v) * An [Bn para cada n > n0:

Sea n > n0: Entonces h(fpng�[0; 1]) es un arco en C(X) tal que h(pn; 0) =
fpng � Bn n fqng y h(v) * Bn n fqng: Observemos que qn es un punto de
corte de X y Bn n fqng es una componente de X n fqng: Entonces, por el
Lema 3.1, existe tn 2 (0; 1] tal que qn 2 h(pn; tn) y

[
h(fpng � [0; tn]) �

clX(Bn n fqng) = Bn:

Por la compacidad de [0; 1] podemos suponer que existe t0 2 [0; 1] tal que
l��m tn = t0: Entonces l��mh(pn; tn) = h(p; t0): Como qn 2 h(pn; tn) para cada
n > n0 y l��m qn = q; por el Lema 1.27, tenemos que q 2 h(p; t0): Además,
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por la continuidad de la unión y puesto que l��mBn = [12 ; 1] � f0g; tenemos
que

[
h(fpg � [0; t0]) � [1

2
; 1] � f0g: Así que h(fpg � [0; t0]) es un arco en

C(pq) que contiene a fpg y h(fpg � [0; t0]) \ C(q; pq) 6= ;:

Por otro lado, h(fqng � [0; 1]) es arco en C(X) tal que h(qn; 0) = fqng �
(Bn [Cn) n fp0ng y h(v) * (Bn [Cn) n fp0ng; donde Cn = p0nqn: Puesto que p0n
es un punto de corte de X y (Bn[Cn)nfp0ng es una componente de X nfp0ng;
un razonamiento análogo al de los dos párrafos previos, muestra que existe
s0 2 [0; 1] tal que p 2 h(q; s0) y

[
h(fqg�[0; s0]) � pq: Así que h(fqg�[0; s0])

es un arco en C(pq) que contiene a fqg y h(fqg � [0; s0]) \ C(p; pq) 6= ;:

Por el Lema 1.37, tenemos que h(fpg� [0; t0])\h(fqg� [0; s0]) 6= ;: Pero,
como h es un encaje, se tiene que h(fpg� [0; t0])\h(fqg� [0; s0]) = h(v): Así
que t0 = s0 = 1 y como q 2 h(p; 1) y p 2 h(q; 1); concluimos que h(v) = pq:
Además,

[
h(fpg � [0; 1]) � pq:

Ahora bien, para cada n > n0; h(fpng � [0; 1]) es un arco en C(X) tal
que h(pn; 0) = fpng � An [Bn n fwg y h(v) * An [Bn n fwg: Puesto que w
es un punto de corte de X y An [Bn n fwg es una componente de X n fwg;
por el Lema 3.1, existe t0n 2 (0; 1] tal que w 2 h(pn; t0n): Por la compacidad
de [0; 1] podemos suponer que existe t 2 [0; 1] tal que l��m t0n = t: Por la
continuidad de h; tenemos que l��mh(pn; t0n) = h(p; t): Como w 2 h(pn; t0n)
para cada n > n0; concluimos que w 2 h(p; t): Pero w =2 pq: Esto contradice
que

[
h(fpg � [0; 1]) � pq: Hemos mostrado que la semichafaldrana no es

un continuo cono-encajable en C(X): �

Hemos mostrado un ejemplo de un dendroide no suave que no es cono-
encajable en C(X): La pregunta natural es si siempre es así. Es decir, si todo
dendroide no suave X no es cono-encajable en C(X): Daremos la respuesta
más adelante.

Observemos que la semichafaldrana es contráctil y, por tanto, su hiperes-
pacio de subcontinuos es contráctil. Entonces, la semichafaldrana es un ejem-
plo de un continuo X que no es cono-encajable en C (X) y tal que C (X) es
contráctil.
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4.2.2. La Chafaldrana

En esta parte, damos un ejemplo de un dendroide no suave X que es
cono-encajable en C(X): De�namos tal continuo.

Ejemplo 4.33 Sea A0 = [0; 1] � f0g � R2: Para cada n 2 N; sean Cn =
f( s
2
; s
n
) : s 2 [0; 1]g y Dn =

��
ns+n+s
2n

; 1�s
n

�
: s 2 [0; 1]

	
: Es decir, Cn es

el segmento que une los puntos (0; 0) y (1
2
; 1
n
); y Dn es el segmento que

une los puntos (1
2
; 1
n
) y (1 + 1

2n
; 0): Sea An = Cn [ Dn: Además, sea Bn =n�

(2n+1)(1�s)
2n

;� s
n

�
: s 2 [0; 1]

o
: Es decir, Bn es el segmento que une los pun-

tos (1 + 1
2n
; 0) y (0;� 1

n
): De�namos la chafaldrana X como

X = A0 [
 1[
n=2

An [Bn

!
:

q

q
q

q

z

z

z

y
y

ppp

Chafaldrana
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Tomamos n � 2 sólo para facilitar algunas de�niciones y algunas cuentas.
Sean p = (1; 0) y q = (0; 0): Para cada n 2 N; sean pn = (1 + 1

2n
; 0) y

qn = (0;� 1
n
): Además, sean yn el punto sobre Bn cuya primera coordenada

es 1 y zn el punto sobre An cuya primera coordenada es 1
n
: Es decir, yn =

(1;� 1
n(2n+1)

) y zn = ( 1n ;
2
n2
); si n � 2: Observemos que l��m pn = l��m yn = p y

l��m qn = l��m zn = q: Además, l��mAn = l��mBn = A0:

Observemos que X es un dendroide. Más aún, un razonamiento similar
al utilizado para probar que la semichafaldrana no es suave, muestra que la
chafaldrana no es suave.

Si x; y 2 X; denotemos por xy al arco de x a y en X; si x 6= y y xy = fxg,
si x = y:

Vamos a probar que la chafaldrana es un continuo cono-encajable en
C(X): Para ello, construiremos el encaje.

Teorema 4.34 Si X es la chafaldrana, entonces X es un continuo cono-
encajable en C(X):

Demostración. Primero, de�namos una función de Whitney apropiada
para C(X): Sea

A = C(A0) [
 1[
n=2

C(An)

!
[
 1[
n=2

C(Bn)

!
:

Veamos que A es cerrado en C(X):

Sean � 2 C(X) y (�i)1i=1 una sucesión de A tales que l��m�i = �: Veamos
que � 2 A: Si existe n 2 N tal que �i 2 C(Bn) para una in�nidad de números
i; por la compacidad de C(Bn); tenemos que � 2 C(Bn) � A: De manera
similar, si existe n 2 N tal que �i 2 C(An) o �i 2 C(A0) para una in�nidad
de números i; tenemos que � 2 A:

Ahora bien, supongamos que para una in�nidad de números i; se tiene que

�i 2
1[
n=2

C(An): Tomando una subsucesión si es necesario, supongamos que
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para cada i 2 N; existe ni 2 N tal que �i 2 C(Ani): Puesto que la sucesión
de arcos An converge al arco A0 y �i � Ani para cada i 2 N; tenemos que
� 2 C(A0): En forma similar se trata el caso en que, para una in�nidad de

números i; se tiene que �i 2
1[
n=2

C (Bn) : Esto muestra que A es cerrado.

Sea � : R2 �! R la proyección sobre la primera coordenada. Es decir,
�(x; y) = x para cada (x; y) 2 R2:

Sean �n = �jBn y �n = �jAn para cada n 2 N: Observemos que �n :
Bn �! [0; 1 + 1

2n
] y �n : An �! [0; 1 + 1

2n
] son homeomor�smos.

De�namos la función � : A �! [0;1) como

�(�) = long(�(�));

para cada � 2 A; donde long(�) es la longitud del intervalo �:

Notemos que la función long : C([0; 3
2
]) �! [0;1) dada por long([a; b]) =

b � a; es continua. Como � es continua entonces, � es continua. Además,
tenemos que si �; � 2 C([0; 3

2
]) son tales que �  �; entonces long(�) <

long(�): Por tanto, puesto que �n y �n son homeomor�smos, si �  � y
�; � 2 A, entonces �(�) < �(�): Por otro lado, notemos que �(fxg) = 0 para
cada fxg 2 A. Por tanto, � cumple con las propiedades de una función de
Whitney y está de�nida en un conjunto cerrado de C(X):

Por [39, Teorema 3.1], existe una función de Whitney � : C(X) �! [0;1)
tal que �jA = �:

Para cada n � 2; sea �n : qnp �! [0; 3 + 1
n
] la función de�nida como

�n(x) =

8<:
�n(x); si x 2 qnpn;

2 + 1
n
� �n(x); si x 2 pnq;

2 + 1
n
+ �(x); si x 2 qp:

Observemos que �n(x) � 1 + 1
2n
; si x 2 qnpn; �n(x) � 1 + 1

2n
; si x 2 pnq;

y �(x) � 1; si x 2 qp: En cualquier caso, �n(x) � 3 + 1
n
: Puesto que � es

continua, entonces �n es continua en qnpn; pnq y qp: Veamos entonces que se
pega bien.
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Para x = pn; tenemos que �n(pn) = 1 + 1
2n
= 2 + 1

n
� (1 + 1

2n
) = 2 + 1

n
�

�n(pn):

Para x = q; puesto que �(q) = 0 = �n(q); tenemos que 2 + 1
n
� �n(q) =

2 + 1
n
+ �(q):

Concluimos que �n es continua. Observemos que �n(qnpn) = [0; 1 + 1
2n
];

�n(pnq) = [1 + 1
2n
; 2 + 1

n
] y �n(qp) = [2 + 1

n
; 3 + 1

n
]: Además, puesto que

�n; �n y �jqp son homeomor�smos en su imagen, tenemos que �n es un
homeomor�smo.

La función inversa de �n es la función ��1n : [0; 3 + 1
n
] �! qnp de�nida

como

��1n (t) =

8<:
��1n (t); si t 2 [0; 1 + 1

2n
];

��1n (2 +
1
n
� t); si t 2 [1 + 1

2n
; 2 + 1

n
];

(t� 2� 1
n
; 0); si t 2 [2 + 1

n
; 3 + 1

n
]:

Consideremos la función 	n : [0; 2 + 1
n
]� [1� 1

n
; 1] �! [0; 2 + 1

n
] de�nida

como
	n(s; t) = (2n+ 1� sn)t+ (1� 2n+ sn+

1

n
):

Observemos que si s 2 [0; 2 + 1
2n
] es un número �jo, entonces 	n es una

función lineal en t: Además,

	n(s; 1�
1

n
) = (2n+ 1� sn)(1� 1

n
) + (1� 2n+ sn+ 1

n
)

= 2n+ 1� sn� 2� 1

n
+ s+ 1� 2n+ sn+ 1

n
= s;

y

	n(s; 1) = (2n+ 1� sn) + (1� 2n+ sn+ 1

n
)

= 2 +
1

n
:

Por tanto, para un número �jo s 2 [0; 2 + 1
n
]; 	n manda linealmente al

intervalo [1� 1
n
; 1] sobre el intervalo [s; 2+ 1

n
]: De aquí que 	n(s; t) 2 [0; 2+ 1

n
]:

Por tanto, 	n está bien de�nida y es continua
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Observemos además que, reescribiendo,

	n(s; t) = (1� t)ns+ (2n+ 1)t+ (1� 2n+
1

n
):

Entonces, para un número �jo t 2 [1� 1
n
; 1); (1�t)n y (2n+1)t+(1�2n+ 1

n
)

son números �jos. Así que 	n es una función lineal en s y por tanto inyectiva.

De�namos la función �n : [0; 3 + 1
n
]� [0; 1� 1

n
] �! [0; 3 + 1

n
] como

�n(s; t) =

8>>>><>>>>:
(1� t)s; si s 2 [0; 1];

(2nt+ 1)s� t(2n+ 1); si s 2 [1; 1 + 1
2n
];

(1� t)s+ t(1 + 1
2n
); si s 2 [1 + 1

2n
; 2];

(1 + nt� t
2
)s+ ( t

2n
� 2nt); si s 2 [2; 2 + 1

n
];

(1� t)s+ (2 + 1
n
)t; si s 2 [2 + 1

n
; 3 + 1

n
]:

Veamos que �n está bien de�nida y es continua. Observemos que �n está
de�nida en [0; 1] � [0; 1 � 1

n
]; [1; 1 + 1

2n
] � [0; 1 � 1

n
]; [1 + 1

2n
; 2] � [0; 1 � 1

n
];

[2; 2+ 1
n
]� [0; 1� 1

n
] y [2+ 1

n
; 3+ 1

n
]� [0; 1� 1

n
]: Además, observemos que �n

es continua en cada uno de estos conjuntos.

Para s = 1;
(2nt+ 1)� t(2n+ 1) = 1� t:

Para s = 1 + 1
2n
;

(2nt+ 1)(1 +
1

2n
)� t(2n+ 1) = 1 +

1

2n

= (1 +
1

2n
)(1� t+ t)

= (1� t)(1 + 1

2n
) + t(1 +

1

2n
):

Para s = 2;

(1� t)2 + t(1 + 1

2n
) = 2� t+ t

2n

= (1 + nt� t

2
)2 + (

t

2n
� 2nt):
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Para s = 2 + 1
n
;

(1 + nt� t

2
)(2 +

1

n
) + (

t

2n
� 2nt) = 2 +

1

n

= (1� t)(2 + 1

n
) + (2 +

1

n
)t:

Entonces �n es continua. Falta ver que está bien de�nida, es decir, que
�n(s; t) 2 [0; 3 + 1

n
]: Para ello, veamos lo siguiente.

Sea t0 2 [0; 1� 1
n
] un número �jo. Observemos que la función �nj[0;3+ 1

n
]�ft0g

es una función lineal en cada uno de los intervalos [0; 1]; [1; 1+ 1
2n
]; [1+ 1

2n
; 2];

[2; 2 + 1
n
] y [2 + 1

n
; 3 + 1

n
]: Además, tenemos que

�n(0; t0) = 0;

�n(1; t0) = 1� t0;

�n(1 +
1

2n
; t0) = 1 +

1

2n
;

�n(2; t0) = 2� t0 +
t0
2n
;

�n(2 +
1

n
; t0) = 2 +

1

n
y

�n(3 +
1

n
; t0) = 2 +

1

n
+ (1� t0):

Así que, para un número �jo t0 2 [0; 1 � 1
n
]; �n manda linealmente al

intervalo [0; 1] sobre [0; 1 � t0]; al intervalo [1; 1 + 1
2n
] sobre [1 � t0; 1 + 1

2n
];

al intervalo [1 + 1
2n
; 2] sobre [1 + 1

2n
; 2� t0 + t0

2n
]; al intervalo [2; 2 + 1

n
] sobre

[2� t0 + t0
2n
; 2 + 1

n
] y al intervalo [2 + 1

n
; 3 + 1

n
] sobre [2 + 1

n
; 2 + 1

n
+ (1� t0)]:

Por otro lado, puesto que � 1
2n
< 0 � t0 � 1 � 1

n
; se tiene que 0 < 1

n
�

1�t0 < 1+ 1
2n
: Como t0 < 1; tenemos que 0 < 1�t0: Así que 1

2n
(1�t0) < 1�t0:
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Por tanto, 1
2n
< 1� t0 + t0

2n
: Entonces,

1 +
1

2n
< 2� t0 +

t0
2n

< 1 + (1 +
1

2n
) +

t0
2n

� 2 +
1

2n
+
1

2n

= 2 +
1

n

< 2 +
1

n
+ (1� t0)

= 3 +
1

n
� t0

� 3 +
1

n
:

Concluimos que, �n(s; t) � 3 + 1
n
para cada (s; t) 2 [0; 3 + 1

n
]� [0; 1� 1

n
];

por lo que el contradominio de �n es [0; 3 + 1
n
]. Además, para un número

�jo t0; la función �n es inyectiva en la primera coordenada. Observemos que
�n(s; t) � 2 + 1

n
para cada s � 2 + 1

n
:

Ahora, consideremos la función �n : [0; 3 +
1
n
] � [1 � 1

n
; 1] �! [0; 3 + 1

n
]

de�nida por

�n(s; t) =

�
	n(�n(s; 1� 1

n
); t); si s 2 [0; 2 + 1

n
];

(1� t)s+ (2 + 1
n
)t; si s 2 [2 + 1

n
; 3 + 1

n
]:

Puesto que �n(s; 1� 1
n
) 2 [0; 2+ 1

n
]; si s 2 [0; 2+ 1

n
]; tenemos que �n está

bien de�nida en [0; 2+ 1
n
]�[1� 1

n
; 1]: Además, como 	n y �n son continuas, se

tiene que �n es continua en [0; 2+
1
n
]� [1� 1

n
; 1] y en [2+ 1

n
; 3+ 1

n
]� [1� 1

n
; 1]:

Veamos que se pega bien.
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Para s = 2 + 1
n
;

	n(�n(2 +
1

n
; 1� 1

n
); t) = 	n(2 +

1

n
; t)

= (1� t) (2n+ 1) + (2n+ 1) t+ (1� 2n+ 1

n
)

= 2 +
1

n

= (1� t)(2 + 1

n
) + (2 +

1

n
)t:

Concluimos que �n es continua. Sea s0 2 [0; 2 + 1
n
] un número �jo. En-

tonces �n(s0; 1 � 1
n
) es un número �jo. Así que, por la propiedad de 	n;

�njfs0g�[1� 1
n
;1] manda linealmente al intervalo [1 � 1

n
; 1] sobre el intervalo

[�n(s0; 1� 1
n
); 2 + 1

n
]:

Observemos que si t0 2 [1 � 1
n
; 1) es un número �jo, entonces �n es una

función lineal cuando s varía en [2 + 1
n
; 3 + 1

n
]: Además,

�n(2 +
1

n
; t0) = (1� t0)(2 +

1

n
) + (2 +

1

n
)t0

= 2 +
1

n
;

y

�n(3 +
1

n
; t0) = (1� t0)(3 +

1

n
) + (2 +

1

n
)t0

= 2 +
1

n
+ (1� t0):

Por lo tanto, para un número �jo t0 2 [1 � 1
n
; 1); �n manda linealmente

al intervalo [2 + 1
n
; 3+ 1

n
] sobre [2 + 1

n
; 2+ 1

n
+ (1� t0)]: Además, observemos

que, como 1 � 1
n
� t0 � 1; tenemos que 0 � 1 � t0 � 1

n
: Por lo tanto,

2 + 1
n
� 2 + 1

n
+ (1� t0) � 2 + 2

n
� 3 + 1

n
; para cada n � 2:

Por otro lado, para un número �jo t0 2 [1 � 1
n
; 1); tenemos que 	n es

una función lineal, y por tanto inyectiva, en la primera coordenada. Además,
�n
�
s; 1� 1

n

�
es inyectiva cuando s varía sobre [0; 2 + 1

n
]. De aquí que �n es

inyectiva en la primera coordenada.
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Consideremos ahora la función 'n : [0; 3 +
1
n
] � [0; 1] �! [0; 3 + 1

n
] dada

por

'n(s; t) =

�
�n(s; t); si t 2 [0; 1� 1

n
];

�n(s; t); si t 2 [1� 1
n
; 1]:

Puesto que �n y �n son continuas, entonces 'n es continua en los con-
juntos cerrados [0; 3 + 1

n
]� [0; 1� 1

n
] y [0; 3 + 1

n
]� [1� 1

n
; 1]: Veamos que se

pegan bien.

Para t = 1� 1
n
; sea s 2 [0; 2+ 1

n
]: Por la primera propiedad que vimos de

	n; tenemos que

�n(s; 1�
1

n
) = 	n(�n(s; 1�

1

n
); 1� 1

n
)

= �n(s; 1�
1

n
):

Además, observemos que, para s 2 [2 + 1
n
; 3 + 1

n
] las funciones �n y �n

coinciden. Concluimos que 'n está bien de�nida y es continua.

Puesto que para cada t 2 [0; 1) �ja, �n y �n son inyectivas en la primera
coordenada, tenemos que 'n también lo es.

De�namos ahora la función fn : qnp � [0; 1] �! qnp como fn(x; t) =
��1n ('n(�n(x); t)):

Puesto que �n; 'n y �
�1
n son inyectivas en la primera coordenada para

cada número �jo t < 1, tenemos que fn es inyectiva en la primera coorde-
nada para cada número �jo t < 1: Claramente fn es continua. Veamos otras
propiedades de fn:

(1) fn(x; 1) = q para cada x 2 qnp:

En efecto,

fn(x; 1) = ��1n ('n(�n(x); 1))

= ��1n (�n(�n(x); 1)):
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Ahora bien, si �n(x) 2 [0; 2 + 1
n
]; entonces

��1n (�n(�n(x); 1)) = ��1n (	n(�n(�n(x); 1�
1

n
); 1))

= ��1n (2 +
1

n
)

= q:

Si �n(x) 2 [2 + 1
n
; 3 + 1

n
]; entonces

��1n (�n(�n(x); 1)) = ��1n (2 +
1

n
)

= q:

Esto concluye la prueba de la propiedad (1).

(2) Sea t 2 [0; 1): Entonces fn(x; t) 2 qnq si y sólo si x 2 qnq:

Supongamos primero que fn(x; t) 2 qnq: Entonces 'n(�n(x); t) 2 [0; 2+ 1
n
]:

Si t 2 [0; 1� 1
n
]; tenemos que 'n(�n(x); t) = �n(�n(x); t) 2 [0; 2 + 1

n
]. Así

que �n(x) � 2 + 1
n
: Se sigue que x 2 qnq:

Si t 2 [1� 1
n
; 1); entonces 1�t > 0: Además, 'n(�n(x); t) = �n(�n(x); t) 2

[0; 2 + 1
n
]:

Ahora bien, si �n(x) > 2 + 1
n
; entonces existe s > 0 tal que x = (s; 0) y

�n(x) = 2 +
1
n
+ s: Así que �n(�n(x); t) = (1� t)

�
2 + 1

n
+ s
�
+
�
2 + 1

n

�
t =

(1�t)s+2+ 1
n
> 2+ 1

n
: Esto contradice el hecho de que �n(�n(x); t) 2 [0; 2+ 1

n
]:

Concluimos que �n(x) � 2 + 1
n
: Por lo tanto, x 2 qnq:

Supongamos ahora que x 2 qnq: Entonces �n(x) 2 [0; 2 + 1
n
]:

Si t 2 [0; 1 � 1
n
]; tenemos que 'n(�n(x); t)) = �n(�n(x); t) � 2 + 1

n
: De

aquí que fn(x; t) = ��1n (�n(�n(x); t)) 2 qnq:

Si t 2 [1� 1
n
; 1); entonces

'n(�n(x); t) = �n(�n(x); t)

= 	n(�n(�n(x); 1�
1

n
); t))

� 2 +
1

n
:
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Concluimos que fn(x; t) 2 qnq: Esto concluye la prueba de la propiedad
(2).

(3) Sea t 2 [0; 1): Entonces fn (x; t) = q si y sólo si x = q:

Supongamos primero que fn (x; t) = q: Entonces ��1n ('n (�n (x) ; t)) = q:
Así que 'n (�n (x) ; t) = �n (q) = 2 +

1
n
:

Si t 2 [0; 1 � 1
n
]; entonces 'n (�n (x) ; t) = �n (�n (x) ; t) : Como �n es

inyectiva en la primera coordenada, tenemos que �n (x) = 2+ 1
n
: Puesto que

�n es un homeomor�smo, x = q:

Si t 2 [1� 1
n
; 1); entonces 'n (�n (x) ; t) = �n (�n (x) ; t) : Puesto que �n es

inyectiva en la primera coordenada, se tiene que �n (x) = 2+ 1
n
: Concluimos

que x = q:

Ahora, supongamos que x = q: Entonces fn (q; t) = ��1n ('n (�n (q) ; t)) =
��1n

�
'n
�
2 + 1

n
; t
��
=�

��1n
�
�n
�
2 + 1

n
; t
��
= ��1n

�
2 + 1

n

�
= q; si t 2 [0; 1� 1

n
];

��1n
�
�n
�
2 + 1

n
; t
��
= ��1n

�
2 + 1

n

�
= q; si t 2 [1� 1

n
; 1):

Esto concluye la prueba de la propiedad (3).

(4) Sea t 2 [0; 1): Entonces fn(x; t) 2 qp si y sólo si x 2 qp:

Se sigue de las propiedades (2) y (3) y de que, cuando t es �ja, fn es
inyectiva y va del arco qnp en el arco qnp:

(5) Si x 2 qp; entonces fn(x; t) = ((1� t)� (x) ; 0) = fm(x; t) para cua-
lesquiera n;m � 2:

Sea x = (s; 0): Entonces �n(x) = 2 + 1
n
+ s 2 [2 + 1

n
; 3 + 1

n
]:

Supongamos que t � 1� 1
n
: Entonces,

fn(x; t) = ��1n (�n(�n(x); t))

= ��1n (�n(2 +
1

n
+ s; t))

= ��1n ((1� t)(2 +
1

n
+ s) + (2 +

1

n
)t)

= ��1n ((1� t)s+ 2 +
1

n
)

= ((1� t)s; 0):
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La última igualdad es porque (1� t)s+ 2 + 1
n
2 [2 + 1

n
; 3 + 1

n
]:

Supongamos ahora que t 2 [1� 1
n
; 1]: Entonces,

fn(x; t) = ��1n (�n(�n(x); t))

= ��1n (�n(2 +
1

n
+ s; t))

= ��1n ((1� t)(2 +
1

n
+ s) + (2 +

1

n
)t)

= ��1n ((1� t)s+ 2 +
1

n
)

= ((1� t)s; 0):

Concluimos que fn(x; t) = ((1� t)s; 0) para cada n � 2: Esto muestra la
propiedad (5).

Dada (x; t) 2 X�[0; 1]; tomamos n 2 N tal que x 2 qnp: El punto fn (x; t)
pertenece a qnp: Entonces podemos considerar el arco fn (x; t) p � qnp:

Si x 2 qnq; por la propiedad (3), fn (x; t) 2 qnq: Así que qp � fn (x; t) p:
Por lo tanto, � (fn (x; t) p) � � (qp) = long (� (qp)) = 1: Considerando un
arco ordenado de fn (x; t) a fn (x; t) p; existe un subarco � de fn (x; t) p tal
que � (�) = t y � tiene a fn (x; t) como uno de sus extremos:

Por otro lado, si x 2 qp; sea s 2 [0; 1] tal que x = (s; 0) : Por la propiedad
(5), fn (x; t) = ((1� t) s; 0) : Así que � (fn (x; t) p) = long (fn (x; t) p) = 1 �
(1� t) s: Ahora bien, como s; t 2 [0; 1]; entonces (1� t) � (1� t) s: Se sigue
que 1 � (1� t) s � t: Concluimos que � (fn (x; t) p) � t: Considerando un
arco ordenado de fn (x; t) a fn (x; t) p; existe un subarco � de fn (x; t) p tal
que � (�) = t y � tiene a fn (x; t) como uno de sus extremos:

De�nimos h : X � [0; 1] �! C (X) de la siguiente manera. Dada (x; t) 2
X � [0; 1]; tomamos n 2 N tal que x 2 qnp: El punto fn (x; t) pertenece a
qnp: Entonces podemos tomar el subarco � de fn (x; t) p de tal manera que
� (�) = t y tiene a fn (x; t) como uno de sus extremos. De�nimos h (x; t) = �:

Por la Propiedad (5) de fn; tenemos que si x 2 qp; entonces fn(x; t) =
((1� t)�(x); 0) : Así que h(x; t) no depende de n cuando x 2 qp:
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Veamos algunas propiedades de h:

(1) Si x 2 qnyn y t < 1� 1
n
; entonces

h(x; t) = ��1n ([(1� t)�(x); (1� t)�(x) + t]):

En efecto, si x 2 qnyn; entonces �n(x) 2 [0; 1]: Así que

'n(�n(x); t) = �n(�n(x); t) = (1� t)�n(x) � 1:

De aquí que

fn(x; t) = �
�1
n ((1� t)�n(x)) = ��1n ((1� t)�n(x)):

Se sigue que la primera coordenada de fn(x; t) es (1� t)�n(x):

Como �n(x) 2 [0; 1]; entonces (1�t)�n(x) � (1�t): Así que (1�t)�n(x)+
t � 1: Por tanto,

[(1� t)�n(x); (1� t)�n(x) + t]� f0g � pq y

�([(1� t)�n(x); (1� t)�n(x) + t]) = t:

Entonces, ��1n ([(1� t)�n(x); (1� t)�n(x)+ t]) es un arco en qnyn que tiene
a f(x; t) como uno de sus extremos, está contenido en el arco que une a p
con f(x; t) y �(��1n ([(1 � t)�n(x); (1 � t)�n(x) + t])) = t: Esto muestra que
h(x; t) = ��1n ([(1� t)�n(x); (1� t)�n(x) + t]):

(2) Si x 2 ynpn y t < 1� 1
n
; entonces h(x; t) \ ynpn 6= ;:

Como x 2 ynpn; tenemos que �n(x) = �n(x) 2 [1; 1 + 1
2n
]: Por lo tanto,

'n(�n(x); t) = �n(�n(x); t) 2 [1 � t; 1 + 1
2n
]: Así que fn(x; t) está en el arco

que une los puntos ��1n (1� t) y pn:

Si fn(x; t) 2 ynpn; entonces fn(x; t) 2 h(x; t) \ ynpn: Supongamos que
fn(x; t) =2 ynpn: Si 
 es el arco que une los puntos ��1n (1 � t) y yn; entonces
�n(
) = [1� t; 1]: Por lo tanto, �(
) = t:
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Si h(x; t) \ ynpn = ;; entonces h(x; t)  
 pues yn =2 h(x; t): Concluimos
que �(h(x; t)) < �(
) = t: Lo cual contradice la de�nición de h(x; t): Hemos
probado que h(x; t) \ ynpn 6= ; siempre que x 2 ynpn y t < 1� 1

n
:

(3) Si x 2 pnzn y t < 1� 1
n
; entonces h(x; t) = ��1n ([(1� t)�n(x)+ t

2n
; (1�

t)�n(x) + t(1 +
1
2n
)]):

En efecto, si x 2 pnzn; entonces �n(x) 2 [ 1n ; 1 +
1
2n
]: De aquí que �n(x) =

2 + 1
n
� �n(x) 2 [1 + 1

2n
; 2]: Por lo tanto, 1 + 1

2n
� �n (x) � 2: De modo que

'n(�n(x); t) = �n(�n(x); t) = (1� t)�n(x) + t(1 +
1

2n
) � 2:

Así que

fn(x; t) = ��1n ((1� t)�n(x) + t(1 +
1

2n
))

= ��1n (2 +
1

n
� (1� t)�n(x)� t�

t

2n
)

= ��1n (2 +
1

n
� (1� t)(2 + 1

n
� �n(x))� t(1 +

1

2n
))

= ��1n ((2 +
1

n
)(1� (1� t)) + (1� t)�n(x)� t(1 +

1

2n
))

= ��1n ((1� t)�n(x) + t(2 +
1

n
� 1� 1

2n
))

= ��1n ((1� t)�n(x) + t(1 +
1

2n
)) 2 qpn:

Concluimos que la primera coordenada de fn(x; t) es (1� t)�n(x)+ t(1+
1
2n
) � 1 + 1

2n
: La última desigualdad se cumple al ser fn(x; t) un punto de

qpn:

Ahora bien, 0 � (1 � t)�n(x) + t
2n
� (1 � t)�n(x) + t(1 + 1

2n
) � 1 + 1

2n
:

Entonces,

[(1� t)�n(x) +
t

2n
; (1� t)�n(x) + t(1 +

1

2n
)]� f0g � [0; 1 +

1

2n
]� f0g y

long([(1� t)�n(x) +
t

2n
; (1� t)�n(x) + t(1 +

1

2n
)]) = t:
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Por lo tanto, ��1n ([(1� t)�n(x) + t
2n
; (1� t)�n(x) + t(1 + 1

2n
)]) es un arco

contenido en el arco que une a p con fn(x; t); que tiene a fn(x; t) como uno de
sus extremos y es tal que �(��1n ([(1�t)�n(x)+ t

2n
; (1�t)�n(x)+t(1+ 1

2n
)])) = t:

Esto muestra que

h(x; t) = ��1n ([(1� t)�n(x) +
t

2n
; (1� t)�n(x) + t(1 +

1

2n
)]):

(4) Si x 2 znq y t < 1� 1
n
; entonces h(x; t) \ znq 6= ;:

En efecto, si x 2 znq; entonces �n(x) 2 [2; 2+ 1
n
]: Por lo tanto, 'n(�n(x); t) =

�n(�n(x); t) 2 [2 � t + t
2n
; 2 + 1

n
]: Notemos que 1 � 1

2n
> t

�
1� 1

2n

�
; así que

2� t+ t
2n
> 1 + 1

2n
: De aquí que fn(x; t) = ��1n (�n(�n(x); t)) está en el arco

que une al punto ��1n (2� t+ t
2n
) con q y dicho arco está contenido en qpn:

Ahora bien, si fn(x; t) 2 znq; entonces fn(x; t) 2 h(x; t)\znq: Supongamos
que fn(x; t) =2 znq: Observemos que 2 + 1

n
> 2 + 1

2n
> 2 + t

2n
� 2: Como

�n (zn) =
1
n
; �n (zn) = 2; así que ��1n (2 +

t
2n
) 2 qzn:

Sea 
 el arco que une los puntos ��1n (2� t+ t
2n
) y ��1n (2 +

t
2n
): Notemos

que

��1n (2� t+
t

2n
) = ��1n (2 +

1

n
� (2� t+ t

2n
)) = ��1n (t+

1

n
� t

2n
)

y

��1n (2 +
t

2n
) = ��1n (2 +

1

n
� (2 + t

2n
)) = ��1n (

1

n
� t

2n
):

Por lo tanto, �(
) = [ 1
n
� t
2n
; t+ 1

n
� t
2n
]:Así que long([ 1

n
� t
2n
; t+ 1

n
� t
2n
]) = t:

Concluimos que �(
) = t:

Si h(x; t) \ znq = ;; entonces h(x; t)  
 pues ��1n (2 +
t
2n
) =2 h(x; t):

Concluimos que �(h(x; t)) < �(
) = t: Esto contradice la de�nición de h(x; t):
Hemos probado que h(x; t) \ znq 6= ; siempre que x 2 znq y t < 1� 1

n
:

(5) Si x = (s; 0) 2 pq; entonces h(x; t) = [(1� t)s; (1� t)s+ t]� f0g:

En efecto, si x = (s; 0); tenemos que f(x; t) = ((1 � t)s; 0): Observemos
que [(1� t)s; (1� t)s+ t]�f0g es un arco que tiene a f(x; t) como uno de sus
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extremos, contenido en pf(x; t) y es tal que �([(1�t)s; (1�t)s+t]�f0g) = t:
Esto prueba que

h(x; t) = [(1� t)s; (1� t)s+ t]� f0g:

Observemos que, por la propiedad (1), h(x; 1) = [0; 1] � f0g = qp para
cada x 2 qp:

(6) h es continua.

Sean (x; t) 2 X� [0; 1] y ((xn; tn))1n=1 una sucesión de X� [0; 1] tales que
l��m(xn; tn) = (x; t): Supongamos que existe A 2 C(X) tal que l��mh(xn; tn) =
A: Veamos que A = h(x; t):

Puesto que �(h(xn; tn)) = tn y � es continua, tenemos que �(A) =
l��m�(h(xn; tn)) = l��m tn = t:

Consideremos tres casos.

Caso 1) x 2 qkq n fqg para algún k � 2:

En este caso, puesto que qkq nq es un conjunto abierto de X y l��mxn = x;
existe N � 2 tal que, para cada n � N; se tiene que xn 2 qkq n q:

Puesto que fk es continua, tenemos que l��m fk(xn; tn) = fk(x; t): Además,
puesto que fk(xn; tn) 2 h(xn; tn) para cada n � N; se tiene que fk(x; t) 2 A:

Concentrémonos en el arco qkp: Notemos que fk (xn; tn) � qkp para toda
n � N: Como l��m fk(xn; tn) = fk(x; t); entonces l��m pfk(xn; tn) = pfk(x; t):
Y, dado que h(xn; tn) � pfk(xn; tn) para cada n � N; por el Lema 1.28,
concluimos que A � pfk(x; t):

Hemos mostrado que A es un arco contenido en el arco pfk(x; t) y, como
fk(x; t) 2 A; entonces fk(x; t) es uno de los extremos de A: Además, �(A) = t:
Esto muestra que h(x; t) = A:

Caso 2) x 2 qp:

En este caso, sea x = (s; 0): Tomando subsucesiones si es necesario, te-
nemos los siguientes subcasos.
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Caso 2.1) xn 2 qp para cada n 2 N:

Para cada n 2 N; sea sn 2 [0; 1] tal que xn = (sn; 0): Entonces l��m sn = s:
Además, por la propiedad 5) de h; tenemos que h(xn; tn) = [(1� tn)sn; (1�
tn)sn + tn]� f0g:

Dado que l��m tn = t y l��m sn = s; se tiene que l��m(1� tn)sn = (1� t)s y
l��m((1� tn)sn + tn) = (1� t)s+ t: Entonces,

A = l��mh(xn; tn)

= l��m[(1� tn)sn; (1� tn)sn + tn]� f0g
= [(1� t)s; (1� t)s+ t]� f0g
= h(x; t):

Caso 2.2) xn =2 qp para cada n 2 N:

Entonces, para cada n 2 N; existe kn � 2 tal que xn 2 Akn [Bkn � qknp:

Si x = q y existe n0 2 N tal que kn = kn0 para una in�nidad de números
n; podemos suponer que k = kn para cada n 2 N: Puesto que fk es continua,
tenemos que l��m fk(xn; tn) = fk(q; t) = q: Además, puesto que fk(xn; tn) 2
h(xn; tn) para cada n � N; se tiene que q = fk(q; t) 2 A:

Por otro lado, como l��m fk(xn; tn) = fk(q; t) = q; entonces, como todo
ocurre en el arco pqk; l��m pfk(xn; tn) = pfk(q; t) = qp: Y, dado que h(xn; tn) �
pfk(xn; tn) para cada n 2 N; por el Lema 1.28, concluimos que A � pq:

Hemos mostrado que A es un arco contenido en el arco pq y, como q 2 A;
entonces q es uno de los extremos de A: Además, �(A) = t: Esto muestra
que h(q; t) = A:

Supongamos que x 6= q: Si existe n0 2 N tal que kn = kn0 para una
in�nidad de números n; podemos suponer que k = kn para cada n 2 N:
Entonces xn 2 qqk para una in�nidad de números n: Como l��mxn = x; del
Lema 1.27 se sigue que x 2 qqk: Pero q 2 qp n fqg : De esta contradicción
podemos suponer que kn 6= km para cada par de números distintos n;m 2 N:
Entonces, si x 6= q o (x = q y kn 6= km para cada par de números distintos
n;m 2 N), tenemos que l��m kn = 1: Por lo tanto, l��m qknp = qp: Entonces,
como h(xn; tn) � qknp para cada n 2 N y l��m qknp = qp; tenemos que A � qp:

223



Ahora bien, si t = 1; como �(A) = t = 1 y �(qp) = 1; concluimos que
A = qp = h(x; 1):

Supongamos que t < 1: Entonces existe N 2 N tal que t < 1 � 1
kn
para

cada n tal que kn � N: Más aún, puesto que l��m tn = t; podemos suponer
que tn < 1� 1

N
� 1� 1

kn
para cada n tal que kn � N:

Tomando subsucesiones si es necesario, tenemos cuatro casos.

a) xn 2 qknykn para cada n 2 N tal que kn � N:

En este caso, por la propiedad (1), tenemos que

h(xn; tn) = �
�1
kn
([(1� tn)�(xn); (1� tn)�(xn) + tn]):

Puesto que � es continua, tenemos que l��m �(xn) = �(x): Por lo tanto,

l��m(1� tn)�(xn) = (1� t)�(x) = (1� t)s y
l��m((1� tn)�(xn) + tn) = (1� t)s+ t:

Así que

l��m[(1� tn)�(xn); (1� tn)�(xn) + tn] = [(1� t)s; (1� t)s+ t]:

Concluimos, como �(h(xn; tn)) = [(1� tn)�(xn); (1� tn)�(xn) + tn]; que

A = �(A)� f0g
= l��m (�(h(xn; tn))� f0g)
= l��m ([(1� tn)�(xn); (1� tn)�(xn) + tn]� f0g)
= [(1� t)s; (1� t)s+ t]� f0g
= h(x; t):

b) xn 2 yknpkn para cada n 2 N tal que kn � N:

En este caso, como l��m yknpkn = fpg; tenemos que x = p: Además, por
la propiedad (2), tenemos que h(xn; tn) \ yknpkn 6= ; para cada n tal que
kn � N: Entonces, se sigue del Lema 1.30 que A \ fpg 6= ;: Es decir, p 2 A:
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Concluimos que A es un arco contenido en pq tal que p 2 A y �(A) = t:
Es decir, A = [1� t; 1]� f0g = h(p; t):

c) xn 2 pknzkn para cada n 2 N tal que kn � N:

En este caso, por la propiedad (3), tenemos que

h(x; t) = ��1kn ([(1� t)�kn(x) +
t

2kn
; (1� t)�kn(x) + t(1 +

1

2kn
)]):

Puesto que � es continua, tenemos que l��m �(xn) = �(x): Por lo tanto,

l��m((1� tn)�kn(xn) +
tn
2kn

) = l��m((1� tn)�(xn) +
tn
2kn

)

= (1� t)s

y

l��m((1� tn)�kn(xn) + tn(1 +
1

2kn
)) = l��m((1� tn)�(xn) + tn(1 +

1

2kn
))

= (1� t)s+ t:

Así que

l��m[(1�tn)�kn(xn)+
tn
2kn

; (1�tn)�kn(xn)+tn(1+
1

2kn
)] = [(1�t)s; (1�t)s+t]:

Concluimos, como �(h(xn; tn)) = [(1� t)�kn(xn) + tn
2kn
; (1� tn)�kn(xn) +

tn(1 +
1
2kn
)]; que

A = �(A)� f0g
= l��m (�(h(xn; tn))� f0g)

= l��m

�
[(1� t)�kn(xn) +

tn
2kn

; (1� tn)�kn(xn) + tn(1 +
1

2kn
)]� f0g

�
= [(1� t)s; (1� t)s+ t]� f0g
= h(x; t):

d) xn 2 zknq para cada n 2 N tal que kn � N:
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En este caso, como l��m zknq = fqg, tenemos que x = q: Además, por la
propiedad (4), tenemos que h(xn; tn)\ zknq 6= ; para cada n tal que kn � N:
Entonces, se sigue del Lema 1.30 que A \ fqg 6= ;: Es decir, q 2 A:

Concluimos que A es un arco contenido en pq tal que q 2 A y �(A) = t:
Es decir, A = [0; t]� f0g = h(q; t):

Esto termina la demostración de que h es continua.

7) h es inyectiva en X � [0; 1):

Sean (x; s); (y; t) 2 X � [0; 1) tales que h(x; s) = h(y; t): Entonces s =
�(h(x; s)) = �(h(y; t)) = t:

Supongamos que x 2 qnp y y 2 qmp: Puesto que h(x; t) = h(y; t); por la
de�nición de h; tenemos que fn(x; t) = fm(y; t): Si n = m; entonces x = y;
pues fn es inyectiva en la primera coordenada para el número �jo t:

Supongamos que n 6= m: Puesto que fn(x; t) = fm(y; t); se tiene que
fn(x; t); fm(y; t) 2 qp: Por la propiedad (4), de fn y fm; tenemos que x; y 2 qp:
Como fn(x; t) = fm(y; t), se tiene que ((1� t)�(x); 0) = fn(x; t) = fm(y; t) =
((1� t)�(y); 0) : Dado que t < 1; concluimos que �(x) = �(y): Como x; y 2
qp � R � f0g; tenemos que x = y: Hemos probado que (x; s) = (y; t): Esto
prueba que h es inyectiva en X � [0; 1):

8) h(x; t) = qp si y sólo si t = 1:

Sea x 2 X y supongamos que x 2 qnp; para algún n � 2:

Si x 2 qp; por la propiedad (1) de f; tenemos que h(x; 1) = qp:

Supongamos que x 2 qnq: Entonces, por la propiedad (1) de fn; tenemos
que fn(x; 1) = q:Así que h(x; 1) es un arco 
 contenido en qp tal que �(
) = 1:
Es decir, h(x; 1) = qp:

Supongamos que t < 1 y x 6= q: Si x 2 qnq; entonces fn(x; t) 2 qnq por la
propiedad (2) de fn: Además, por ser fn inyectiva en la primera coordenada
para el número �jo t; tenemos que fn(x; t) 6= q por la propiedad (3) de fn:
Concluimos que h(x; t) * qp: Por tanto, h(x; t) 6= qp:
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Si x 2 qp; entonces fn(x; t) 2 qp por la propiedad (4) de fn: Por ser fn
inyectiva en la primera coordenada para el número �jo t < 1; tenemos que
fn(x; t) 6= q por la propiedad (3) de fn: Concluimos que h(x; t)  qp: Por
tanto, h(x; t) 6= qp:

Si x = q; entonces h (q; t) es un arco � contenido en pq que tiene a q
como uno de sus extremos. Así que � (�) = t < 1 = � (pq) : Por lo tanto,
h (q; t)  pq y h (q; t) 6= pq: Esto concluye la prueba de la propiedad (8).

Hemos mostrado que h cumple las condiciones del Lema 1.69. Por lo
tanto, X es un continuo cono-encajable en C (X) : �

Entonces, tenemos un ejemplo de un dendroide no suave que no es cono-
encajable y un ejemplo de un dendroide no suave que sí es cono-encajable.
Observemos además que el encaje para el cono de la chafaldrana fue hecho de
manera que los niveles de la forma X � ftg van a dar a niveles de Whitney.
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Capítulo 5

Problemas y Preguntas
Abiertas

En este capítulo presentamos los problemas y preguntas abiertas que se
fueron presentando a lo largo del trabajo. Además, incluímos otras preguntas
así como algunos comentarios acerca de ellas.

Con respecto a si la propiedad de ser cono-encajable se hereda a alguno
de sus hiperespacios y viceversa, tenemos las siguientes preguntas.

Problema 5.1 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C (X), ¿será cierto que C (X) es un continuo cono-
encajable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C (C (X))?

Si X es un continuo localmente conexo, por [9, Teorema 3.6] se tiene
que C (X) es un continuo suave por arcos (en cada uno de sus puntos). Se
sigue del Teorema 4.18 que C (X) es un continuo cono-encajable ordenado
en C (C (X)).

Problema 5.2 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C (X), ¿será cierto que Cn (X) es un continuo cono-
encajable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C (Cn (X)) para al-
gún n � 2?

228



Por [38, Teorema 3.9], si X es localmente conexo, entonces Cn (X) es un
suave por arcos, (en cada uno de sus puntos) para cada n � 2. Se sigue
del Teorema 4.18 que Cn (X) es un continuo cono-encajable ordenado en
C (Cn (X)) para cada n � 2.

Problema 5.3 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C (X), ¿será cierto que Fn (X) es un continuo cono-
encajable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C (Fn (X)) para al-
gún n � 3?

Problema 5.4 Si X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C (X), ¿será cierto que 2X es un continuo cono-
encajable (respectivamente cono-encajable ordenado) en C

�
2X
�
?

En [2, Teorema 1] y [3, Teorema 3.2], D. W. Curtis y R. M. Schori mues-
tran que si X es un continuo localmente conexo, entonces 2X es homeomorfo
al cubo de Hilbert Q, el cual, por el Teorema 2.13, es cono-encajable en
C (Q). De aquí que, si X es un continuo localmente conexo, entonces 2X es
un continuo cono-encajable en C

�
2X
�
.

Además, podemos preguntarnos si un continuo X es cono-encajable en
C (X) siempre que uno de sus hiperespacios lo es.

Problema 5.5 Dado un continuoX; si Fn(X) es un continuo cono-encajable
(respectivamente cono-encajable ordenado) en C(Fn(X)) para algún n � 2;
¿será cierto que X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C(X)?

Problema 5.6 Dado un continuoX; si Cn(X) es un continuo cono-encajable
(respectivamente cono-encajable ordenado) en C(Cn(X)) para algún n � 2;
¿será cierto que X es un continuo cono-encajable (respectivamente cono-
encajable ordenado) en C(X)?
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Si X es localmente conexo y n � 2, se sabe ([38, Teorema 3.9]), que
Cn (X) es un suave por arcos y por tanto (Teorema 4.18) es un continuo
cono-encajable ordenado en C (Cn (X)). Así, surge la siguiente pregunta.

Problema 5.7 Si X es un continuo localmente conexo, ¿será cierto que X
es un continuo cono-encajable en C (X)? ¿Será cierto que X es un continuo
cono-encajable ordenado en C (X)?

Una pregunta natural que surge al estudiar si la propiedad de ser cono-
encajable es heredada a algún espacio, es la siguiente.

Problema 5.8 ¿Ser cono-encajable es
(a) una propiedad de Whitney?
(b) una propiedad reversible de Whitney?

De [9, Teorema 5.4], tenemos que si X es un dendroide suave, entonces
todos sus niveles de Whitney son suaves por arcos y por el Teorema 4.18, son
cono-encajables.

Vimos en la Subsección 2.5.1 que el producto de continuos cono-encajables
(ordenados) es un continuo cono-encajable (ordenado). Podemos pregun-
tarnos si se cumple el regreso. Es decir,

Problema 5.9 Si X =

1Y
n=1

Xn es un continuo cono-encajable en C(X),

¿será cierto que Xn es un continuo cono-encajable para cada n 2 N?

Problema 5.10 Si X =
nY
i=1

Xi es un continuo cono-encajable en C(X),

¿será cierto que Xi es un continuo cono-encajable para cada i 2 f1; 2:::; ng?

Con respecto a las compactaciones del rayo, de la unión de dos rayos y
de la recta real, tenemos las siguientes preguntas.
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Problema 5.11 ¿Existirá una compactación del rayo X, con un triodo sim-
ple como residuo, que sea un continuo cono-encajable en C (X)?

Más aún, tenemos el siguiente problema.

Problema 5.12 Si X es una compactación del rayo con una grá�ca �nita
como residuo que es un continuo cono-encajable en C (X), ¿será cierto que
X es una compactación con un arco o una circunferencia como residuo?

Preguntas análogas si tienen para compactaciones de la unión de dos rayos
o de la recta real.

Problema 5.13 ¿Existirá una compactación de la unión de dos rayos X,
con un triodo simple como residuo, que sea un continuo cono-encajable en
C (X)?

Problema 5.14 Si X es una compactación de la unión de dos rayos con
una grá�ca �nita como residuo que es un continuo cono-encajable en C (X),
¿será cierto que X es una compactación con un arco o una circunferencia
como residuo?

Problema 5.15 ¿Existirá una compactación de la recta real X, con un tri-
odo simple como residuo, que sea un continuo cono-encajable en C (X)?

Problema 5.16 Si X es una compactación de la recta real con una grá�ca
�nita como residuo que es un continuo cono-encajable en C (X), ¿será cierto
que X es una compactación con un arco o una circunferencia como residuo?

Finalmente, podemos preguntarnos si, dado un contino X, Cono (X)
puede ser encajado en el hiperespacio C (Y ) para algún continuo Y: Es decir,

Problema 5.17 Sea X un continuo de dimensiónn �nita. ¿Existe un con-
tinuo Y de dimensión �nita tal que X es cono-encajable en C (Y )? Es decir,
¿existe un encaje h : Cono (X) �! C (Y ) tal que h (x; 0) 2 F1 (Y ), para cada
x 2 X?
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