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Introduccion.

Dos temas de interés para la teoria de conjuntos son la investigacion de invariantes cardinales y el
estudio de ideales. En este trabajo nos centraremos en el estudio de los ideales generados por los

espacios mon4tonos.

Un espacio métrico (X, d) se llama mond6tono si existe un orden lineal < y una constante ¢ > 0
tal que para todo x < y < z, se tenga que d(x,y) < ¢ - d(x,z). Un espacio métrico (X, d) se llama

o—mondtono si es uniéon numerable de subespacios monétonos.

Estos espacios primero aparecen en [Zil] en donde se usan para probar la existencia de conjuntos
de medida universal cero cuya dimension de Hausdorff es grande. Desde entonces se empezaron
a sacar propiedades de estos espacios; por ejemplo, los conjuntos o-monétonos del plano tienen
dimension topoldgica 0 6 1. Otros resultados importantes se han obtenido sobre estos espacios,
como por ejemplo que un espacio métrico admite una métrica compatible la cual lo hace un espacio

mondtono si 'y sélo si es un espacio subordenable (véase [NeZil] y [NeZi2] para mds informacion).

Desde la publicaciéon de [Zil] se empezo el estudio de los espacios métricos mondtonos y sus

propiedades. En este trabajo nos enfocaremos en los subespacios monétonos del plano.

Los subespacios de la linea real son claramente mondtonos, asi que el o-ideal que generan no
es realmente interesante. Este fendémeno no sucede en el plano. El propdsito de éste trabajo es
el estudio del o-ideal generado por los conjuntos mondétonos del plano. En particular estamos

interesados en el estudio de ciertos invariantes cardinales.

A cada o-ideal I usualmente se le asocian 4 invariantes cardinales, los cuales son definidos de la

siguiente manera:

add(I) = minf{|A| : AC 1y JA ¢ 1},

cov(I) =min{|A| : AC 1y JA = X},

cof(I) = min{|A| : A C Iy A es una familia cofinal en I},
non(I) =min{|Y|: YC Xy Y ¢I}.

Una familia A es cofinal en I si para todo B € I existe A € A tal que B C A.
11l



v INTRODUCCION.

Los dos casos més conocidos son cuando uno toma por I a los ideales de los magros y de los nulos

en los reales. La siguiente representacion es conocida como el diagrama de Cichon.

cov(N) — non(M) — cof(M) — cof(N) — ¢
T T

[ b — D [
T T
add(N) — add(M) — cov(M) — non(N)
T T

wi > My ligado > My centrado

El ideal de los nulos en los reales esta representado por la letra N y el ideal de los magros en los
reales estd representado por la letra M. Si ¢ es una propiedad de 6rdenes parciales entonces m,, es
el minimo cardinal « tal que existe un orden parcial P y x densos sobre P tal que todo filtro sobre P
evade alguno de los k densos. La letra b representa al minimo cardinal « tal que existe una familia
de funciones de los naturales en si mismos tal que no existe una funcién que acote a todas ellas. La
letra d representa el minimo cardinal « tal que existe una familia de « funciones, de los naturales en
si mismos, tal que para cualquier otra funcién g, de los naturales en si mismos, existe una funcién

f de la familia de « funciones tal que f acote a g. En el diagrama se leea — b sia < b.

En [HrZil] prueban que los subconjuntos del plano que no son o-monétonos deben tener tamaiio
mads grande que el nimero de Martin de los 6rdenes parciales o-ligados. También se prueba que
es consistente con ZFC la existencia de un subconjunto del plano que no es o-monétono y cuyo
tamafio es estrictamente menor al nimero de Martin para los 6rdenes parciales o centrados. Esto

se discutird més a fondo en el Gltimo capitulo de este trabajo.

Uno de los propositos de este trabajo es comparar los invariantes cardinales del ideal de los con-
juntos o-mondétonos del plano y compararlos con los cardinales del diagrama de Cichon. Veremos
que para hacer esto necesitaremos de un tipo de conjuntos que en principio pareciera que no estan

relacionados con los conjuntos mon6tonos.

Durante el desarrollo de este trabajo aparecen un tipo de conjuntos llamados conjuntos fuertemente
porosos. Del mismo modo que los conjuntos magros y los conjuntos nulos, conjunto poroso es
una nocion que indica un cierto tipo de estrechez en espacios métricos. Este tipo de conjuntos
surgieron de la teoria de la medida geométrica, pero se han estado usando en diferentes areas de las

matematicas.

Del mismo modo que el concepto de conjunto nunca denso, el concepto de porosidad mide el
tamafo relativo de los agujeros en un conjunto dado, sin embargo, el concepto de porosidad re-

quiere que estos hoyos sean lo suficientemente grandes.
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En el transcurso de este trabajo veremos que los conjuntos fuertemente porosos del plano y los
conjuntos mondtonos del plano comparten propiedades muy importantes. Resultard que muchos
de sus cardinales resultan ser iguales y asi podemos estudiar los cardinales de un ideal a través del

otro.
Se dard un pequeiio resumen del contenido de cada capitulo de este trabajo.

El primer capitulo se titula Espacios métricos monétonos. En este primer capitulo se estudiaran
algunas propiedades bdsicas de espacios métricos mondtonos y se dardn algunos ejemplos. Se
veran algunas propiedades topoldgicas que comparten este tipo de espacios. También se mostrard
la fuerte relacion que tienen con las funciones Lipschitz y se introduciran los invariantes cardinales

a estudiar en este trabajo. Veremos que dos de los cardinales podemos calcularlos en ZFC.

El segundo capitulo se titula Espacios porosos. En este segundo capitulo se introduce un con-
cepto nuevo: los espacios fuertemente porosos. Estos espacios tienen su origen en la teoria de la
medida y resulta que tienen una relacién muy importante con los espacios mondtonos. Se estu-
diaran propiedades de los subconjuntos porosos de la recta real, del plano y del conjunto de Cantor
y se estudiardn algunos invariantes cardinales asociados a €l ideal formado por los subconjuntos
o-porosos de los espacios métricos previamente mencionados. Se concluye el capitulo dando la

conexion entre estos subconjuntos porosos y los subconjuntos monétonos del plano.

El tercer capitulo se llama Resultados de consistencia. Motivados por resultados de algunos
articulos ([HrZil], [Rel]), se buscan resultados de consistencia relacionados a los invariantes car-
dinales de los espacios métricos mondétonos y los conjuntos fuertemente porosos. Introduciremos
algunas nociones de forcing que nos ayuden a preservar algunos cardinales entre distintos modelos
de ZFC. Después se introduce un orden parcial con el cual se construird un modelo de ZFC que
cumpla algunas propiedades. Una de estas propiedades responde a una pregunta que se hace en
[HrZil].

El dltimo capitulo se llama El ideal SP,. Este cuarto capitulo estd motivado por definiciones y
resultados que se vieron en el tercer capitulo. En el tercer capitulo se introduce, para cada nimero
natural, el concepto de conjunto poroso de grado n. En este capitulo veremos algunas propiedades
que nos ayuden a distinguir estos conjuntos. Como viene siendo comun en este trabajo, también se
estudiaran los invariantes cardinales asociados a los o-ideales generados por estos nuevos conjun-
tos. De la misma manera que en el capitulo tres, en este Gltimo capitulo se definird un nuevo orden
parcial el cual nos ayude a construir un modelo de ZFC que cumpla con algunas propiedades. Este
orden parcial también nos ayudara a encontrar un resultado en ZFC. Concluiremos el trabajo con

algunas preguntas referentes a este dltimo capitulo.
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Veamos algunos requisitos que se esperan del lector para poder seguir este trabajo y algunas aclara-

ciones sobre algunos detalles del formato de este trabajo.

Se asume que el lector tiene conocimientos basicos de topologia y estd acostumbrado a las técnicas
de forcing y de forcing iterado. Es recomendable también que el lector tenga practica en las técnicas

usadas en analisis real.

Todos los resultados y definiciones estdn numerados de acuerdo al capitulo en el que aparecen. Por

ejemplo, la definicion 4.3 se refiere al tercer resultado o definicién del cuarto capitulo.

En este trabajo todos los resultados se presentan con suficiente detalle. Sin embargo, hay detalles
muy sencillos que se dejan como ejercicio al lector, usualmente igualdad o contencién entre dos

conjuntos. Las definiciones bésicas se omiten (hemos usado las definiciones de [Kul], [BaJul]).
Ahora se introducira algo de la notacion a usar en este trabajo.

Las letra griega w estara reservada para el conjunto de los nimeros naturales. Por N entenderemos
a w sin el cero. Por Z,Q,R, R? entenderemos el conjunto de los enteros, de los racionales, de
los reales y el plano euclideano, respectivamente. Por w; entenderemos por el primer cardinal no

numerable. Por w, entenderemos por el primer cardinal més grande que w;.

Los conjuntos podremos enlistarlos ya sea por sus elementos o por sus propiedades. Por ejemplo,
para denotar el conjunto de los naturales pares menores a 10, podemos enlistarlos por sus elementos
({0,2,4,6,8}) o por su propiedad ({n € w : nesparyn < 10}). Si X, Y son conjuntos, entonces
entenderemos X al conjunto de funciones con dominio X e imagen Y. Por f : X — Y, entende-
remos que f € X'. Si f € X¥ y A C X, entenderemos por f(A) como la imagen de A bajo f, es
decir {y € Y : existe x € A tal que f(x) =y} y si B C Y, entenderemos por f~!(B) como la imagen
inversa de B bajo f, es decir {x € X : f(x) € B}. Por X=“ entenderemos | {X" : n € w}. Six e X"y
y € X™, entenderemos por la concatenacion x "y a la funcién en 2" tal que x"y(k) = x(k) sik <n

y x~y(k) = y(k — n) en otro caso.

Por modelo siempre entenderemos como un modelo de ZFC (si el lector lo prefiere, como un
modelo de una parte suficientemente grande de ZFC tal que todos los resultados de este trabajo se
valgan) transitivo y numerable. Un espacio parcialmente ordenado (P, <) se llamara forcing si < es
separativo sobre P. Para un forcing (P, <), y alguna propiedad p(x), escribiremos I-p “p(x)” si para

todap P, pirp “p(x)”.

En el contexto de un espacio linealmente ordenado X, por [a, b) entenderemos {x € X :a < xy x <
b}. Andlogamente se definen (a, b),(a,b] y [a,b]. En un resultado puede haber varios 6rdenes

involucrados, sin embargo, se hara una distincién en caso de que pueda haber confusion.
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En el contexto de un espacio métrico (X, d), siA C X, entonces entenderemos por diamA al supremo
de las distancias de puntos en A (pudiendo ser este infinito). Si r > 0y x € X, entenderemos por
B,(x) al conjunto {y € X : d(x,y) < r}. En un resultado puede haber varias funciones de distancia
involucradas. En los casos en donde pudiera existir confusion las distancias se han etiquetado.

Para informacioén al lector, la mayoria de los resultados de los primeros dos capitulos los puede
encontrar en [NeZil] y [NeZi2] y algunos resultados del capitulo 3 los puede encontrar en [HrZil].

Quiero agradecer al Dr. Michael Hrusék por todo lo que me ensefié en sus cursos y por todo su
apoyo en este trabajo. También me gustaria agradecer al Dr. Fernando Herndndez Herndndez y al

Dr. David Meza Alcéntara por sus comentarios sobre este trabajo.






CAPITULO 1

Espacios métricos mondtonos.

El propésito de este capitulo es dar las definiciones y los resultados bésicos en la teoria de los
espacios métricos mondotonos. Teniendo estos resultados basicos uno puede aventurarse a estudiar

los subconjuntos mondtonos de un espacio métrico.

Todos los subconjuntos de la recta real con la distancia usual resultan ser monétonos, por lo que
son poco interesantes. Por otro lado, el plano con la distancia usual no es o-mondétono, entonces
uno puede definir el ideal de los subconjuntos o-monétonos del plano. A este ideal le llamaremos
Mon.

Este capitulo estd dividido en 3 secciones. En la primera seccion se estudian las definiciones bésicas
y los resultados mds basicos sobre espacios mondtonos. También se estudiaran algunos ejemplos

de espacios monotonos.

En la segunda seccion se verdn algunas propiedades topoldgicas de los espacios monétonos. Esta
seccion nos dard propiedades generales para poder estudiar al o-ideal generado por los espacios

mondétonos del plano.

En la literatura hay 4 invariantes cardinales asociados a los ideales. Estos invariantes serdn definidos
al principio de la tercera seccion de este capitulo. La tercera seccion se enfoca en estudiar los
invariantes cardinales del ideal Mon. Dos de ellos resultan ser faciles de calcular. Los otros dos

tendrdn que esperar algunos capitulos mas.

1. Definiciones y ejemplos.

En la introduccién se di6 la definicién de un espacio métrico mondtono. En esta definicion se
requiere de una constante y un orden lineal sobre el espacio. El proposito de la siguiente definicion

es hacer énfasis en los testigos de la definicion.

DEermvicion 1.1. Sea ¢ > 0, sea (X, d) un espacio métrico y sea < un orden lineal sobre X. Diremos
que (X, d) es {(c, <)-mondtono si para cualesquiera x < y < z elementos de X, se tiene que d(x,y) <
c-d(x,2).
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Si ¢ > 0 abreviaremos que un espacio métrico (X, d) es c-monodtono si existe un orden lineal <
sobre X tal que (X, d) es (¢, <)-mondtono. Observe que un espacio métrico (X, d) es mondtono si

existe ¢ > 0 tal que (X, d) es c-mondétono.

Existen varias caracterizaciones para los espacios monétonos. Si X es un espacio mondtono y
Xx <y < zentonces no s6lo hay una relacién con d(x,y) y d(x,z), también d(y, z) y d(x, z) estdn
relacionados. Mds aun, resulta que diam[x, y] y d(x, y) estdn relacionados. Las relaciones las da la

siguiente proposicion.

Proposicion 1.2. Sea (X, d) un espacio métrico y sea < un orden lineal sobre X. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(1) Existe c tal que (X, d) es {c, <)-mondtono.
(2) Existe c tal que para todo x <y < z se tiene que d(y,z) < c - d(x, 2).
(3) Existe c tal que para todo x <y se tiene que diam[x,y] < ¢ - d(x,y).

DemosTrRACION. (1) = (3). Sea c tal que (X, d) es (c, <)-mondtono. Sean xy, x; € [x,y] y suponga

que xp < x;. Entonces
d(.XO, xl) <c- d(-x()’y) <c- (d(.X'(), x) + d(x’J’)) <c: (C : d(x’)’) + d(X,)’))

Por lo tanto diam[x, y] < c(c + 1) - d(x, y).
(2) = (3). Sea c tal que para todo para todo x < y < z, entonces d(y,z) < ¢ - d(x,z). Sean

X0, X1 € [x,y] y suponga que xy < x;. Entonces
d(xo, x1) < ¢ - d(x, x1) < ¢+ (d(x1,y) +d(y, X)) < ¢ - (c-d(x,y) +d(x,y)).

Por lo tanto diam[x, y] < c(c + 1) - d(x, y).
(3) = (1) y (2). Sean x < y < z. Entonces

d(x,y) < diam[x, z] < ¢ - d(x,2),

d(y, Z) < diam[x’ Z] <c- d(-xa Z)'

Por tanto se tiene (1) y (2). .

Si (X, d) es un espacio métrico c-mondétono y k > ¢, entonces (X, d) es un espacio k-mon4tono.
Por esto, si (X, d) es un espacio monétono, entonces siempre es posible elegir una constante c tal
que (X, d) cumpla las 3 propiedades dadas por el lema anterior. Otra propiedad sencilla pero muy

importante es que cualquier subespacio de un espacio métrico c-mondtono es c-mondtono.
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Los espacios métricos mondtonos estdn fuertemente relacionados con las funciones Lipschitz. Re-
cuerde que una funcién f : X — Y entre dos espacios métricos (X, dx) y (Y, dy) es una funcion Lips-
chitz si existe una constante ¢ € R tal que para todo x, y € X se tiene que dx(x,y) < c-dy(f(x), f(¥)).
Diremos que f : X — Y es bi-Lipschitz si f es biyectiva, Lipschitz y su inversa también es Lips-

chitz. La siguiente proposicidn relaciona los espacios monétonos con las funciones Lipschitz.

Proposicion 1.3. Un espacio métrico (X, d) es mondtono si 'y solo si existe un espacio métrico (Y, p)

y una funcion f : X — Y tal que (Y, p) es 1-mondtono y f es una funcion bi-Lipschitz.

DEMosSTRACION. (=).Suponga que (X, d) es {c, <)-mondtono y c¢ es una constante tal que (X, d)
cumple las tres propiedades de la proposicion 1.2. Para x,y € X defina p(x,y) = p(y,x) =
diam[x, y]. Claramente p define una métrica sobre X y d < py p < ¢ -d. Por lo tanto la iden-

tidad de X es la funcién bi-Lipschitz que se requiere.

(). Ahora suponga que (Y, d) es un espacio métrico (1, <)-monétono y que f es una funcién
bi-Lipschitz de X a Y. Defina x < y siy s6lo si f(x) < f(y). Sean cy,c, > 0 tal que para todo
x,y€ X, cp-dx,y) < p(f(x), f(y)) < ¢z -d(x,y). Veamos que (X, d) es {c|c,, <)-mondtono.

Sean x,y,z € X con x <y < z. Entonces

1 1
d(x,y) < — - p(f(x). FO)) < — - p(f (). F(2)) < 2 - d(x,2).
C1 C1 C1

Por lo tanto (X, d) es (Z—?, <)-monatono. -

Gracias a este resultado se tiene que el ser mon6tono es una propiedad invariante bajo funciones
bi-Lipschitz.

Antes de continuar es conveniente ver algunos ejemplos de espacios métricos mondtonos. Los
ejemplos mas sencillos son los subconjuntos de la recta real. Es claro que todos los subconjuntos
de la recta real son monétonos. Un ejemplo sencillo de espacios o-monétonos son los espacios cuya
métrica induce la topologia discreta. Veamos que toda métrica que induzca la topologia discreta

hace de todo el espacio un conjunto o-mondétono.

Suponga que (X, d) es un espacio métrico cuya métrica induce la topologia discreta. Fije un punto

Xo € X y defina paracadan € w
A, ={xe X :Bi(x) ={x}yd(x,xo) <n}.

Tome x,y,z € A, puntos distintos. Entonces d(x, z) > % Por otro lado d(x, y) < d(x, xo) +d(xg,y) <
2n. Por lo tanto d(x,y) < 2n%d(x,z). Asi que cualquier orden lineal que se le dé a A,, 1o hard un

espacio 2n%-monétono. Como los A, cubren a X, se tiene que X es o-mon6tono.
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Uno se ve tentado a cambiar o-monétono por monoétono en la afirmacion anterior, sin embargo, un

resultado en [NeZil] muestra que esto no es posible.

Otro ejemplo muy importante son los espacios ultramétricos. Un espacio métrico (X, d) es ultra-
métrico si para cualesquiera x,y,z € X se tiene que d(x,z) < max{d(x,y),d(y,z)}. La siguiente

proposicién nos dard que estos espacios son monotonos.

Proposicion 1.4. Todo espacio ultramétrico es monotono.

DEMOSTRACION. Sea (X, d) un espacio ultramétrico y suponga que es acotado. Redefiniendo la

métrica por d’ = y usando la proposicion 1.3 podemos suponer que diamX < 1. Sea k un

dmmX
cardinal lo suficientemente grande tal que cualquier familia de abiertos ajenos tenga cardinalidad

menor a k. Recursivamente se construird un drbol 7 C x~“ y una familia {U, : p € T} tal que

(a) para cada p € T, el conjunto U, es una bola abierta con radio ﬁ y para toda g C p se
tenga que U, C U,,
(b) paracada p € T, la familia {U, : g es un sucesor de p} es una cubierta abiertade U, y

(c) paracada x € X, el conjunto {p € T : x € U,} estd linealmente ordenado por la contencion.

Sea Uy = X. Suponga que p € T y que U, se ha construido. Sea 8 = {B, : @ < y} una familia
maximal de bolas abiertas disjuntas de radio le—lM cuyo centro es un elemento de U,. Para cada

« <y agregue a p~« al arbol y defina U, -, como B,,. Veamos que paracadaa <y, U,-, € U),.

Sea xel centrode U, -, y seazelcentrode U,. Seay € U, -,. Entonces d(y, z) es menor al maximo

entre d(y, x) y d(x, z). Como las dos distancias son mas chicas que entonces d(y, z) €s menor a

zlp\ ’

s Porlotantoy € U, y asi Uy, -, C U,

Gracias a esta sencilla observacion, (a) se cumple. Suponga que (b) no se cumple. Entonces existe
x € Uy tal que x ¢ |JB. Como B es una familia maximal, existe y € U, tal que d(x y) < Wﬁ y
<d(x,z). Ya
que d define una ultramétrica sobre X, entonces d(x, z) < d(x, y) 0d(x,z) < d(y,z). Los dos casos

existe @ <y tal quey € U, -,. Sea z el centro de U, -,. Como x ¢ U, -, entonces 2|p\+1 <

son imposibles pues tanto d(x, y) como d(y, z) son menores a Por tanto (b) debe cumplirse. De

2|p|+1

(a) y (b) se deduce (c) facilmente. Con esto queda construido el arbol 7"y la familia {U, : p € T}.
El préximo paso de la demostracion es construir una nueva métrica y un orden lineal para X.

Sea x # y. Gracias a (a) y (b), existen unicos py,,, € T y ordinales distintos & y & tal
que x,y € U,

s X € Up e Y € Up - Defina una nueva métrica p en donde p(x,y) =
p(y,x) = ﬁ y p(x, x) = 0. La unica propiedad de espacios métricos que podria no ser claro que

p cumpla es la desigualdad triangular: Sean x,y,z € X. Sin pérdida de generalidad suponga que
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d(x,z) < d(x,y). Entonces x, y, z son elementos de U, , y asi p(. extiende a py, . Por lo tanto

1 1 1
< < + =
2l T el T 2Upanl T 2pgol

p(x,z) = p(x,y) + p(y,2)
y asi p define una métrica en X (en realidad una ultramétrica). Claramente d < p < 2-d y asi la

identidad es una funcién bi-Lipschitz con las dos métricas distintas.

Defina un orden < en donde x < y siy sélo si p(x,y) = ﬁ y @y < @,. Veamos que < es un orden

transitivo.

Sean x,y,z € X tal que x <y, y < z. Por (a) y (c) se tiene que U, , C U Gracias a esto se tiene

Pxyy®
qUe Pz = Py Y 5 @ = g9 y asi x < z. Bste mismo cdlculo nos sirve para ver que (X, p) es
(1, <)-mondtono. Por lo tanto < es transitivo y asi < es un orden lineal.

Entonces como (X, p) es (1, <)-monétono y la identidad es una funcién bi-Lipschitz entre (X, d),
basta usar la proposicion 1.3 para obtener que (X, d) es mondtono (en realidad 2 mondtono pues

d <p <2-d). Con esto termina el caso acotado.

Suponga ahora que no es acotado. Fije x) € X y considere la familia {B,(x;) : n € N}. Entonces,
para cada n € N, existe un orden lineal <, para B,(x¢) tal que B,(xy) es (2, <,)-mondtono. Para

cada x € X considere n, = min{n € w : x € B,(x)}. Para x,y € X, defina x < y sin, < n, o si
Ny =N,y X <p, y.

Note que para toda x € X, n, — 1 < d(xo, x). También observe que si x,y € X son tales que n, < n,

entonces d(x,y) = d(xy,y). Veamos que (X, d) es (2, <)-mond6tono:

Sean x < y < z. Suponga que n, = n, = n,. Entonces x <, y <, z 'y gracias a la monotonia de

B, (x¢) se tiene que d(x,y) < 2 - d(x, 2).

Suponga que n, < n, < n,. Entonces

d(x,y) = d(xp,y) <ny<n, <n,+n,—2)=2n, - 1) <d(xp,2) = d(x,2).

Como ultimo caso suponga que n, < n, < n,. Entonces
d(x, )’) < maX{d(XO, )C), d(-x’ yO)} < ny < n; — 1< d(X(), Z) = d(-x’ Z)'
Por tanto (X, d) es (2, <)-mondtono. i

Este ultimo ejemplo serd de gran utilidad en un capitulo posterior.
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2. La topologia en los mono6tonos.

En los espacios métricos mondétonos hay dos topologias a considerar: la topologia dada por el orden
y la topologia dada por la métrica. En esta seccion se hablard un poco de la manera en la que estdn
relacionadas estas dos topologias. Los abiertos dados por la métrica no son necesariamente abiertos
con la topologia del orden: considere al (0, 1) U [2, 3) con la métrica usual. Este espacio topoldgico
es 1-monétono con el orden usual, sin embargo, el [2, 3) es un conjunto abierto con la métrica usual
mientras que no es abierto con la topologia del orden. Lo que si es cierto es que los abiertos con la

topologia dada por el orden son abiertos con la topologia dada por la métrica.

Proposicion 1.5. Sea (X, d) un espacio métrico {c, <)-mondtono. Entonces todo intervalo abierto

(a, b) es un conjunto abierto en la topologia dada por la métrica d.

DEMOSTRACION. Sean a,b € Xy sea x € (a, b). Sea r el minimo entre i -d(x,a), i -d(y,a), % -d(x,a)
y 3 - d(y,a). Veamos que B,(x) C (a, b).

Seay € B,(x) y suponga que y < a. Entonces y < a < xy por tanto d(y,a) < c - d(y, x). Como
d(y, x) < ﬁ -d(x, a), entonces d(y,a) < % -d(x, a). Por otro lado, d(a, x) < d(a,y)+d(y, x) y usando
que d(y, x) < % -d(a, x), se tiene que d(y,a) > % - d(x, a) lo que contradice la eleccion de r. Por lo
tanto a < y. El caso b < y es andlogo. Por tanto y € (a,b) y asi x € B,(x) C (a,b) a

Gracias a este resultado tenemos que la topologia del orden estd contenida en la topologia dada por
la métrica. En [NeZil] se muestra que la topologia de los espacios métricos que son mon4tonos

coinciden con la topologia de los subespacios metrizables de espacios ordenados.

Si uno se encuentra con un subconjunto linealmente ordenado de un conjunto X cualquiera, hay
orden parcial natural de los subconjuntos de X. Mds concretamente, si (X, <) un espacio ordenado,
X C Yy A, Bson subconjuntos de Y cualesquiera, escribiremos A <x B si para cualquier x e AN X
y para cualquier y € BN X se tiene que x < y. En caso de que A, B sean subconjuntos de X,
escribiremos que A < B si A <x B. Este orden parcial nos ayudara a extender el orden a conjuntos

mds grandes.

Lema 1.6. Sea (X, d) un espacio métrico y sea D C X un subespacio denso y monotono. Sean
x,y € X distintos. Entonces existen vecindades U, U, de x,y respectivamente tal que U, <p U, 0
Uy <p Ux.

d(x.y)
4r(c+1)°

B,.(y) £ B.(x). Sean x;,x; € B(x) N D, y;,y» € B.(y)NDtalque x; < y;yy: < xo. Six; <y

entonces x; < y, < xp y asi d(x1,y2) < ¢ - d(xy,x;) < 2cr. Usando desigualdad triangular se tiene

DEmosTRACION. Suponga falso el resultado y defina r = Entonces se tiene que B,(x) ¢
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que

d(x,y) < d(x,x1) +d(x1,y2) +d(x2,y) < 2r + d(x1,y>)

d(x.
2

y por tanto d(x,y) < 2r(c+1) < M o que es una contradiccion. El caso y, < x; es andlogo. —
Con este resultado hay una manera natural de extender el orden a subconjuntos cerrados. La si-
guiente proposicion nos dice que la propiedad de ser moné6tono también se extiende a la cerradura

de subconjuntos monotonos.

Prorosicion 1.7. Cualquier espacio métrico con un subconjunto denso y monotono es monotono.

DEemosTrACION. Sea (X, d) un espacio métrico y sea D C X un subconjunto denso y {c, <)-monodtono.
Defina x <y siy s6lo si existen vecindades U,, U, de x, y respectivamente tal que U, <p U,. Por el
lema anterior < es un orden lineal que extiende a <. Veamos que (X, d) es mon6tono con constante

cy orden <.

Sean x < y < z. Considere tres sucesiones {X,},cw, {Vi}lnews {Zn}new €n D tal que {x,},c., converja a x,
{Vu}new converja a y, {z,},e, converja a zy para cada n € w, d(x,,y,) < c - d(x,, z,) (esto es posible
gracias a que existen vecindades U,, Uy, U, de x,y, z respectivamente tal que U, <p U, <p U,).

Observe que para cada n € w,
d(x,y) < d(x, x,) + d(Xn, yn) + d(yn, y) < d(x, x,) + cd(X, 20) + d (Y, Y)-

Tome el limite y use que la funcién distancia es continua para obtener que d(x,y) < ¢ - d(x, z). Por
lo tanto (X, d) es (c, <)-monétono. —

Por este resultado la cerradura de subespacios mondtonos serd mondtono. Gracias a esto podemos
hablar de Mon como el ideal generado por los subconjuntos monétonos y cerrados del plano. Gra-
cias a que el plano es unién numerable de subconjuntos compactos entonces Mon estard generado

por los subconjuntos monétonos y compactos del plano.

3. Invariantes cardinales.

Sea I un ideal sobre un conjunto X. En la literatura hay 4 invariantes cardinales asociados al ideal
I definidos de la siguiente manera:

add(I) = minf{|A] : AC 1y JA ¢ 1},

cov(I) =min{|A] : AC 1y JA = X},

cof(I) = min{|A| : A C Iy A es una familia cofinal en I},
non) =min{|Y|: Y C Xy Y ¢I}.
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Recuerde que una familia A es cofinal en una familia B si para todo b € B existe a € A tal que
bCa.

Se tiene que add(I) es menor o igual que los otros 3 cardinales y cof(I) es mayor o igual que los

otros 3. En general no hay ninguna relacion entre los dos restantes.

Estamos interesados en el caso en donde I = Mon. En este caso, es posible calcular dos de los
cardinales en ZFC. La idea clave en esto es que la unién de una familia no numerable de rectas
no puede ser un subconjunto o-monotono del plano. Para ver eso primero debemos estudiar las

propiedades de las lineas como subespacios del plano.

Necesitaremos dos resultados: ver que la unién de segmentos de recta es un espacio mondotono si 'y
sOlo si la interseccidon dos a dos es distinta a un solo punto y que cada uno de los segmentos es un
conjunto abierto en la topologia del orden.

Al final obtendremos el resultado mds importante del capitulo: el célculo de add(Mon) y de
cof(Mon) en ZFC.

Tengamos en cuenta el siguiente detalle relacionado a la proposicion 1.2: si (X,d) es {(c, <)-
mondtono y ¢ es tal que se cumplen las propiedades de la proposicion 1.2, entonces (X, d) también

es {c¢, >)-mondtono.

Lema 1.8. Sean S 1, S ; dos segmentos cerrados de recta en el plano tal que su union es un subespa-
cio {c, <)-mondotono. Si S1 NS, = 0 entonces tanto el interior de S| como el interior de S, (segiin

la métrica d) son subconjuntos abiertos segiin la topologia del orden.

DemosTrACION. Podemos suponer que ¢ es tal que se cumplen las propiedades de la proposicion

1.2. Sea x € int,4(S ). Veamos que existe un intervalo / talque x € / € S,.

d(x.S3) d(x.S52)
2 * 2

d(x,b) = % y tal que d(x,a) < d(a,b). Como ¢ cumple las propiedades de la proposicion

1.2, entonces es posible cambiar el orden < por el orden inverso >. Por esta sencilla observacion

Sea r < min{ } y tal que B,(x) esté contenido en la recta y sean a,b € B:(x) tal que

podemos suponer que a < b. Veamos que x € (a, b).

Suponga que x < a. Entonces d(x,a) < c¢-d(x,b) = -5 - d(x,a). Como —= es menor a | lo anterior

<

es una contradiccion. Suponga que b < x. Entonces d(b,a) < ¢ - d(x,b) = -5 - d(x,a). Como

es menor a 1y d(x,a) < d(a,b) lo anterior es una contradicciéon. Por tanto x € (a, b). Veamos que
(a,b) C S.

Seay € §, y suponga que a <y < b. Entonces d(a, y) < c¢-d(a,b) < 5. Por otro lado d(x, S») — 5 <
d(x,y)—d(x,a) < d(a,y). Por lo tanto d(x, S,) < rlo que contradice la definicién de r. Por lo tanto
(Cl, b) - S 1.
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De manera similar S, es abierto en la topologia del orden. —

Este lema se puede aplicar también a segmentos abiertos.

Cororario 1.9. Sean S1,S, dos segmentos abiertos de recta en el plano tal que su union es un
subespacio {c, <)-monotono. Si S1 NS, = 0 entonces tanto S| como S , son subconjuntos abiertos

segtin la topologia del orden.

DemosTrACION. Aplique el lema anterior a los subsegmentos cerrados de Sy S 5. 3

Este resultado puede generalizarse como sigue

Cororario 1.10. Sean S1,S, dos segmentos abiertos de recta en el plano tal que su union es un

subespacio {c, <)-monotono. Si S1 NS, = O entonces S1 <S,08, <8,

DemosTrACION. Sea i € {1,2}. Por el corolario anterior, cada punto de §; tiene un intervalo con-
tenido en S ;. Como la unién de intervalos es un intervalo, el resultado se sigue de que dos intervalos

si se pueden comparar con <. —

Aunque este corolario se hizo para dos segmentos de recta, en realidad es vélido para cualquier
numero finito de segmentos (veremos mds adelante que este resultado es vélido inclusive si uno

trata con una cantidad infinita de rectas).

Nos gustaria caracterizar a los conjuntos monétonos consistentes de segmentos abiertos. Resulta

que es posible caracterizarlos por medio de su interseccion, como nos dice el siguiente lema.

Lema 1.11. Sean S,S, dos segmentos abiertos de recta en el plano. Si su interseccion consiste

solo de un punto x entonces S| U S, no es monotono.

DemosTrACION. El segmento S ; es dividido por x en dos segmentos S| y S7. Similarmente segmento
S, estd dividido por x en dos segmentos S 1, S3. Aplique el corolario anterior a estos subsegmentos
para obtener que la familia de estos subsegmentos junto con el conjunto {x} esta linealmente orde-
nado por <. Por lo tanto o bien x es punto maximo o es punto minimo o existen dos subsegmentos
S yS’tal que § <x {x} <x §’. En cualquiera de los tres casos existe un intervalo que contiene
a x tal que no intersecta a alguno de los S{ , lo que es una contradiccidn, pues los intervalos son

abiertos en la topologia dada por la métrica, pero estos abiertos intersectan a los cuatro segmentos.

(1
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Si la interseccion de 2 segmentos tiene mas de un punto, entonces la unién serd un segmento y
por lo tanto un subconjunto monétono del plano. Entonces la caracterizacion de los conjuntos

mondtonos consistentes de segmentos abiertos queda de la siguiente manera.

Lema 1.12. Sean S1,S, dos segmentos abiertos de recta en el plano. La interseccion S1 N S,

consiste de un punto si'y solo si S| U S, no es un subconjunto monotono del plano.

DEMOSTRACION. (=) Es el lema 1.11.

(<) Si la interseccidn consiste en més de un punto, entonces la unién es un segmento y por lo tanto

es monotono. El resultado es claro si la interseccion es vacia. —

Anteriormente, en el corolario 1.9, hemos visto que si una familia consistente de una cantidad finita
de segmentos abiertos cuya unién es un conjunto monétono, entonces cada segmento es un conjunto
abierto en la uniéon. Nos gustaria generalizar ese resultado a cualquier cantidad de segmentos de

recta. El siguiente lema nos dara dicha generalizacion.

Lema 1.13. Sea S una familia de segmentos abiertos del plano ajenos por pares tal que su union

es {c, <)-mondtono. Entonces cada S € S es un conjunto abierto dado por la topologia del orden.

DEemosTrACION. Por el corolario 1.10, la familia S estd linealmente ordenada por <y por lo tanto,
paracada S € Sy paracadaa,b € S, el intervalo (a,b) C §. Refiérase a la demostracién del lema

1.8 para ver que cada x € § estd contenido en un intervalo (a,b) € §. —

El siguiente lema nos caracteriza a los subconjuntos o-mondétonos del plano que son unidénes de

lineas rectas.

Lema 1.14. Sea £ una familia de lineas en R*. Entonces | ) L es o-mondtono si y sélo si la familia

L es a lo mds numerable.

DemosTrACION.  Si la familia de rectas es numerable es claro que la unién es un conjunto o-

monotono del plano.

Supongamos que L = {L, : @ € w} es una familia de lineas no numerable y suponga que | J £ es un
conjunto o-mondtono. Gracias a que Mon estd generado por subconjuntos mondtonos compactos

del plano, existe una familia de compactos monétonos {C,, : n € w} tal que | J L € U{C,, : n € w}.

Por el teorema de Baire, para cada @ € w; podemos escoger un n, € w y un segmento abierto
So € Lytalque S, € L,NC,,. Sean € w tal que el conjunto I = {& € w; : n, = n} es no

numerable. Sea X = {S, : @ € [}, entonces | X C C,, por lo tanto | J X es mondtono.



3. INVARIANTES CARDINALES. 11

Por el lema 1.11 la familia X es ajena dos a dos. Por el lema 1.13 los segmentos S, son conjuntos
abiertos segtn orden dado por la propiedad de moné6tono de C,, y por lo tanto X es una familia no
numerable de conjuntos abiertos segin la métrica euclideana.

Sin embargo, como [ X es un subconjunto del plano, este debe satisfacer la condicién c.c.c. asi
que no puede haber una cantidad no numerable de abiertos ajenos. Esto es una contradiccion y por
tanto | J £ no puede ser un subespacio o-moné6tono. i

En este ultimo capitulo hemos estudiado varios resultados sobre espacios mondtonos y segmentos

de recta. Este tltimo lema nos dara el resultado mds importante de este capitulo.

TeoOREMA 1.15. El niimero cardinal add(Mon) es w, y el niimero cardinal cof(Mon) es c.

DEemosTrACION. Cada linea es un espacio monétono. Tome una familia no numerable de lineas. La

unién no es o-mondtono y por tanto add(Mon) = w;.

Sea R = {{x} xR : x € R}. Suponga que cof(Mon) < ¢. Sea # C Mon una familia cofinal tal
que |%4| < c. Entonces al menos existe un B € # tal que B contenga una cantidad no numerable
de elementos de R. Por tanto B contiene una cantidad no numerable de elementos de R, asi que no

puede ser o-mondtono. Esto es una contradiccion y por tanto cof(Mon) = . .

Como dato adicional la celularidad de Mon es ¢: para ver esto, parta a los reales en ¢ conjuntos no

numerables {A, : @ < ¢} y considere la familia {A, X R : @ < ¢}.

El siguiente paso seria encontrar propiedades que nos ayuden a calcular los nimeros non(Mon)
y cov(Mon). Desgraciadamente no se conoce una manera directa de encontrar los valores de
non(Mon) y de cov(Mon). Para ayudar a esta tarea, se introducira un nuevo tipo de conjuntos:
los conjuntos fuertemente porosos. En el siguiente capitulo nos encargaremos de estudiar el o-

ideal generado por este tipo de conjuntos y su relacion con el ideal Mon.






CAPITULO 2

Espacios porosos

En este capitulo se estudiardn los espacios porosos. Se advierte al lector que la definicién de espacio
poroso en este trabajo corresponde a la definicion de espacio fuertemente poroso en la literatura. El
concepto de porosidad resulta ser un concepto de estrechez, es decir, que un conjunto poroso sera

en cierto sentido un conjunto pequeiio.

Resulta que estos conjuntos estdn muy relacionados con los subespacios mondétonos del plano.
Nuestro primer propdsito serd ver que las cardinalidades relacionadas a los subconjuntos porosos
de la recta, del plano y del conjunto de Cantor son iguales. Después veremos que todo conjunto
monoétono del plano resulta ser un subconjunto poroso del plano. También veremos que los sub-
conjuntos porosos de la recta nos generan un sub ideal de los subconjuntos monétonos del plano.
Al final veremos el por que los cardinales relacionados a los conjuntos monétonos del plano son los
mismos a los cardinales relacionados a los subconjuntos porosos. Esto dltimo serd una herramienta

importante en el estudio de invariantes cardinales de los espacios monétonos del plano.

Este capitulo se divide en dos secciones. En la primera seccion se dardn algunos resultados basicos
de los espacios porosos. Estaremos interesados en estudiar los conjuntos porosos de R, R? y 2¢ y
por esto gran parte de esta seccion estard enfocada a dar caracterizaciones de conjuntos porosos en
estos espacios métricos. En esta seccion también se empieza el estudio del o-ideal generado por los
conjuntos porosos en varios espacios métricos y veremos algunos invariantes cardinales asociados

a este o-ideal.

En la segunda seccién hablaremos sobre la coneccidn entre los subconjuntos porosos de varios
espacios métricos y los subconjuntos monétonos del plano. Se daran varios encajes entre los o-

ideales generados por estos subconjuntos para asi dar una relacion entre sus invariantes cardinales.

1. Subconjuntos porosos de reales.

DEermnicioN 2.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjunto A C X es poroso si existe un p > 0 tal
que para cualquier x € X y para cualquier r € (0, diamX) existe y € X tal que B, (y) € B.(x)\A. A
esta p se le llamard constante de porosidad.

13



14 2. ESPACIOS POROSOS

Observe que si A C X es poroso, entonces es nunca denso. En este trabajo nos interesardn mucho
los subconjuntos porosos de los espacios métricos mas conocidos: de R, de R? y del conjunto de

Cantor. Caracterizaremos con combinatoria a los subconjuntos porosos de estos espacios.

En este trabajo, los conjuntos porosos del espacio de Cantor resultardn ser muy importantes, por lo
que una caracterizacion en términos del drbol 2<“ seria muy util. El siguiente lema nos dard una

caracterizacion combinatoria de los conjuntos porosos del conjunto de Cantor.

LEmA 2.2. Un conjunto A C 2% es poroso si 'y solo si existe n € w tal que para toda p € 2=“ existe
unqg €2~ talque p C q, lql =Ipl+nyA Nn{q) =0.
DEemosTRACION. (=) Sea c la constante de porosidad de A y sea n € w tal que n > logz(%). Sea
p €2 seaf € 2”yseak € wtal que f = p. Como A es poroso, existe g € 2¢ tal que
Bz%((g) - BLk(f)\A. Observe que

2/

(8Tnei) = B_1(8) € B£(g) € B1(f) = (/)
on+ 2 2k
Como p C gl+, entonces gl., cumple las condiciones deseadas.

(&) Sean € w tal que para toda p € 2<“ existeung € 2<“ talque p C q, |g| = [p|+ny A N{g) = 0.

Veamos que ¢ = # sirve de constante de porosidad.

Sea x € X y sear € (0,diamX). Sea k € w el minimo natural tal que zik < r. Como k es minimo con

esta propiedad se tiene que 5 < 217 <r.Seaye2talque x[, Sy, |y =xlx | +nyA N{y)=0y

sea g € 2¢ tal que gl,= y. Claramente g € B,(x) y como B . (g) = (y) entonces B,.(g) N A = 0.
on+

(-

Estamos interesados en comparar a los subconjuntos porosos del conjunto de Cantor con los sub-
conjuntos porosos de el intervalo [0, 1] y del cuadrado [0, 1]>. Nos interesa dar una caracterizacién
de los conjuntos porosos del intervalo y del plano que esté relacionada con la caracterizacién que
nos da el lema anterior. Necesitaremos una familia de subconjuntos de [0, 1] y una familia de sub-
conjuntos de [0, 1]> que nos ayude a codificar al 4rbol 2<¢. La familia para el [0, 1] se construye
como sigue:
Para cada n € w defina
i i+1
om’ on
1

Observe que para cada I € D,, diam/ = 5;. Andlogamente se hard una caracterizacion de los

subconjuntos porosos del cuadrado relacionada con la caracterizacién dada por el lema anterior.

D, ={[ 1:ie 2"}

Necesitamos una familia de subconjuntos de [0, 1]* que nos codifique el 4rbol 2<“. La familia se

construye como sigue:
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Para cada n € w defina

D>={AXB:A BeD,).
3
e
zacion a los subconjuntos porosos del intervalo y del cuadrado.

En este caso todo C € D? tiene diamC = Estos conjuntos nos facilitardn dar dicha caracteri-

Ya que tenemos estas dos familias, podremos mostrar un andlogo del lema 2.2 aplicado a los sub-
conjuntos del [0, 1].

Lema 2.3. Sea A C [0,1]. A es poroso si y solo si existe un niimero natural n tal que para toda
k € wy paratodo I € Dy existe I' € Dy, tal que I’ C 1\A.

DEMOSTRACION. (=) Sea p la constante de porosidad de A. Sea n tal que n > log2;—7 + 1. Seak € w
y sea I = [£,%2] € Dy. Por la porosidad de A, existe y € [0,1] tal que (y — 557,y + 557) C

245 — 31, 241 + 51)\A = I\A. Como la longitud de los elementos de Dy, es menor a 557, debe

P, Como I’ C I\A, entonces n es el nimero natural

existir I’ € Dy, tal que I' € (y — 557,y + 5

requerido.

(&) Sean € w tal que para toda k € w y para todo I € Dy existe I’ € Dy, tal que I’ C I\A.
Proponga a p = 2% como constante de porosidad. Sea x € [0,1] y r € (0,1). Sea k el minimo
numero natural tal que exista / € Dy con I C B,(x). Entonces existe I’ € D, tal que I’ C I\A. Sea
y el punto medio de I’. Por la minimalidad de k, se tiene que B,,(y) C I'. Asi que B,.(y) € B(x)y

B 0)NA=0.

Ahora se mostrard un resultado andlogo al lema 2.2 aplicado a los subconjuntos del [0, 1]2.

Lema 2.4. Sea A C [0, 1]%. A es poroso si y sélo si existe n € w tal que para toda k € w y para toda
C € D}, existe C' € D;, tal que C' C C\A.

DEMOSTRACION. (=) Suponga que A C [0, 1] es poroso. Sea p una constante de porosidad de A. Sea
n> logz(%é) +1. Seak € wy sea C € D;. Sea x el centro de D;. Ya que A es un conjunto poroso,
existe y € Bz%(x) tal que Bz%(y) - Bz%(x)\A' Sea C’ € D%Jrn tal que y € C’. Como diamC’ = %,
entonces C' € B ,; (y). Como B ,; (y) C Bzz;k(y), entonces C’' C C\A.

ok+n—1 ok+n—1

(<) Suponga que existe n € w tal que para toda k € w y para toda C € D?, existe C’ € Di L, tal que

C’ € C\A. Proponga p = 2,,1+2. Seax € [0,1]> y sear < V2. Sea k € w tal que %ﬁ <r< 2,(—‘(21
Sea C € Dy, tal que x € C. Como diamC = 2%, entonces C C B,(x). Sea C’ € D,f+n+1 tal que

C’'NA =0. Seay el centro de C’. Por la eleccion de k, se tiene que B,,(y) € B,(x)\A y asi A es un

conjunto poroso. —
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Nuestro objetivo ahora es mostrar que los invariantes cardinales dados por los o-ideales generados
por los conjuntos porosos del intervalo, del cuadrado, del conjunto de Cantor y de su cuadrado, son

iguales. Recordemos la manera candnica de pasar a cada uno de estos conjuntos.

Sea T : 2“ — [0, 1] definido por T(f) = X ,ecn g(—f’f yseay : 2¢ — 29 x 2% la funcidn que a cada
funcién f(x) le asigna la pareja (f(2x), f(2x + 1)). En este trabajo, la métrica a considerar para
2% % 2% es la métrica del maximo. El propdsito es usar estas funciones para hacer un back and forth

entre los o-ideales de los espacios métricos estudiados.

Algunas observaciones sencillas sobre estas funciones es que si p € 2", entonces T({p)) € D,
y si n = 2m, entonces Y(p) = B ({f,g)), donde f,g son funciones tales que f(x) = h(2x)y

om

g(x) = h(2x + 1), donde & es una extension de p.
Veremos ahora la relacion entre los subconjuntos porosos del conjunto de Cantor y los subconjuntos

porosos del intervalo [0, 1].

LEma 2.5. Un subconjunto A C 2“ es poroso si 'y solo si T(A) C [0, 1] es poroso.

DEMosTRACION. Se usardn las caracterizaciones dados por el lema 2.2 y el lema 2.3.

(=)Suponga que A es poroso y sea n € w tal que para toda p € 2<¢ existe un g € 2= tal que p C q,
lgl =|pl+nyA N{g)=0. Seak € wy seal € D,. Claramente existe p € 2<“, con |p| = k tal que
T(p)) = 1. Entonces existe g € 2<“ talque p C ¢, gl = k+ny (g) N A = 0. Claramente existe
I' € Dy, tal que I’ = T({gq)). Por lo tanto I’ C I\A.

(<) Suponga que T (A) es poroso. Sea n tal que para toda k € w y para todo I € Dy existe I’ € Dy,
tal que I’ € I\T(A). Sea p € 2<“ y sea k = |p|. Es claro que T({p)) € D;. Por lo tanto existe
I' € Dy, tal que I’ € T({p)\T(A). Existe g € 2" tal que T({(g)) = I’. Portanto p C ¢, |q| = k+n

Y NA=0. 5

Ahora veremos la relacion que hay entre los subconjuntos porosos de 2¢ x 2¢ y los subconjuntos

porosos del intervalo [0, 1].
Lema 2.6. Un subconjunto A C 2% X 2% es poroso si 'y solo si (T X T)(A) C [0, 1] es poroso.

DEemosTRACION. Para demostrar este lema, se usard la caracterizacion dada por el lema 2.4.

(=) Suponga que A es un conjunto poroso con constante de porosidad p. Sea n € w tal que zi <p.
SeakcwyseaC € Di. Sean f, g € 2¢ tal que

(TXT)BL(f.80) =T xD){fTw) X (gl) = C.
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Entonces existe (fy, f1) € 2¢ x 2¢ tal que Bg((fo, fiy) € BL((f, g)\A. Sea

= (T X T)( folrsn+1) X {fiTkens1)) = (T X T)(B - o, i)))-
Como 37 < %, entonces B i (<f0,f1>) c B » ((f,8)) yasi C" € C\(T X T)(A).

kin

(<) Sea n € w tal que para toda k € w y para toda C € D?, existe C’ € D? tal que C' C
k+n

C\(T x T)(A). Veamos que A es poroso con constante de porosidad p = 2%

Sear < 1ysea(f,g) €2 x2% Seak € wtal que 5 < r < 5. Observe que
= (T x T)(B1(f,8) = (T x T)(fT) X (¢1)) € Dy.
Entonces existe C’ € Dy, tal que C’ 2: C\(T x T)(A). Sea (fy, fi) € 2¢ x 2¢ tal que
(T X TYB__(for 1)) = (T X T folken) X (fiTen) =

Como 5f7 < 5, entonces B,,((fo, 1)) € B.({f,e)\A.

Veremos ahora la relacion que hay entre los subconjuntos porosos del conjunto de Cantor y los

subconjuntos porosos de 2¢ x 2¢.

Lema 2.7. Un subconjunto A C 2% es poroso siy solo si Yy(A) C 2¢ X 2% es poroso.

DEMOSTRACION. (=). Suponga A C 2“ un conjunto poroso. Por el lema 2.2 existe n € w tal que para
toda p € 2<“ existeun g € 2<“ talque p C ¢, |g| = [pl+ ny A N {g) = 0. Haciendo mds grande n,

podemos suponer que 7 es par. Veamos que (A) es poroso con constante de porosidad p = 2%

Sea (f,g)e2“x2%yseare (0,1). Seak € w tal que <r< Defina

) = {f(f) si x es par

(2)  si x es impar.

2k1

Con esto se tiene que

Y(B1. () = y(hla)) = B[, 8).
Seaqg e 2“talque h[yC q,|gl =2k+nyA N{g) = 0. Sea e € 2“ tal que e[y,= g. Se tiene
entonces que Bﬁ(e) N A = 0. Ya que ¢ es una funcidén biyectiva, se tiene que

VB (e))mﬁ(A)—B us (lﬁ(e))ﬁlﬁ(A)—

Por la eleccion de k, se tiene que

2 W(e) € B1 1 (W(e) © B L (lﬁ(e))

y por lo tanto By, (¥(e)) € B-({f, g)\A.
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(<) Sea p la constante de porosidad de ¥(A). Sea n par tal que 2% < p. Veamos que se cumplen las
condiciones del lema 2.2.
Sea p € 2<“ y sea x € 2¢ tal que p C x. Cambiando n por n + 1 podemos suponer que |p| es par.

Seam = |p|. Se tiene entonces que
Y(B 1 (0) = ¢(p)) = B ().
Por la porosidad de y/(A), existe (f, g) € 2¢ x 2¢ tal que )
BZL%((f, g)) € B (Y(0))\¢(A).

m

22

Defina
hx) = {f(z) Si x es par

g(szl) si x es impar.

Entonces ¢({hl,4n)) = B_1_. Como ¥ es biyectiva y Y((hln)) € ¥ ({p)) entonces p C hl,,;,. Por

m¥n

laeleccion de n y la bijecztii/idad de ¢ entonces (h[,+,) N A = 0. Gracias a todo esto y al lema 2.2,

se tiene que A €s poroso. —

Estos dltimos lemas nos han dado una fuerte relacion entre los subconjuntos porosos del conjunto
de Cantor, con los subconjuntos porosos de otros espacios métricos conocidos. Con estos lemas
ya es posible comparar todos los invariantes cardinales de los o-ideales de los espacios métricos

anteriores.

TeOREMA 2.8. Se cumplen las siguientes igualdades:

e add(SP(R)) = add(SP(R?)) = add(SP(2¢)).
e cov(SP(R)) = cov(SP(R?)) = cov(SP(2%)).
e non(SP(R)) = non(SP(R?)) = non(SP(2¢)).
e cof(SP(R)) = cof(SP(R?)) = cof(SP(2%)).

DEMOSTRACION. Veamos que add(SP(R?)) = add(SP(2%)).

Sea A € SP(2¢) tal que | A no es o-poroso en 2“. Como el lema 2.6 y el lema 2.7 aseguran que un
conjunto B C 2¢ es poroso si y s6lo si (T x T)(¥(B)) es poroso en R?, entonces (T x T)(i) manda la
familia A en una familia de conjuntos o-porosos en R? cuya unién no es un subconjunto o-poroso.
Gracias a esto add(SP(R?)) < add(SP(2)). Si 8 € SP(R?) es una familia cuya unién no es o-
poroso en R2. Por los lemas mencionados anteriormente, la familia de las imagenes inversas de
los elementos de B es una familia de conjuntos o-porosos en 2 cuya unién no es un subconjunto
o-poroso. Por lo tanto add(SP(R?)) = add(SP(2%)).
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Veamos que add(SP(R)) = add(SP(2%)).

Sea A C SP(2¢) tal que | J A no es o-poroso en 2¢. Por el lema 2.5, se tiene que T entonces
manda la familia A en una familia de conjuntos o-porosos en R cuya unién no es un subconjunto
o-poroso. Entonces add(SP(R)) < add(SP(2¢)). Por otro lado, si 8 es una familia de subconjuntos
o-porosos en R cuya unién no es un conjunto o-poroso, entonces, por el mismo lema, la familia
de las imédgenes inversas de los elementos de 8 es una familia de subconjuntos o-porosos de 2¢
cuya unién no es un conjunto o-poroso. Por tanto add(SP(R)) = add(SP(2“)) y con esto se tiene

la primera parte del teorema.

Para la parte del cov y de cof las pruebas son andlogas, s6lo hace falta ver que tanto 7 como ¢ son

funciones suprayectivas.
Para la parte de non la prueba cambia un poco: veamos que non(SP(R?)) = non(SP(2%)).

Sea A C 2 infinito tal que A no es o-poroso. Por el lema 2.6 y el lema 2.7 se tiene que (T XT)((A))
no es o-poroso y tiene la misma cardinalidad de A pues ¥ es una funcidn biyectiva y la imagen
inversa de T aplicado a los singuletes es numerable. Por lo tanto non(SP(R?)) < non(SP(2%)). Si
A C R? es un subconjunto infinito que no es o-poroso, entonces, por los lemas mencionados ante-
riormente, la imagen inversa de A bajo (T X T)(¢) no es o-poroso y tiene la misma cardinalidad de

A pues ¥ es una funcion biyectiva y la imagen inversa de T aplicado a los singuletes es numerable.
Veamos que non(SP(R)) = non(SP(2%)).

Sea A C 2¢ infinito tal que A no es un conjunto o-poroso. Por el lema 2.5 y gracias a que la
imagen inversa de 7 aplicado a los singuletes es numerable, se tiene que 7(A) no es o-poroso y
tiene la misma cardinalidad que A. Asi non(SP(R)) < non(SP(2)). Por otro lado, si A € R no
es o-poroso, entonces a causa del mismo lema y gracias a que la imagen inversa de T aplicado a
los singuletes es a lo mds numerable, 7-!(A) no es o-poroso. Con esto se tiene que non(SP(R)) =
non(SP(2%)). i

Este ultimo teorema fue muy importante, ya que nos da herramientas para relacionar a los cardinales
de Mon y los cardinales de SP. La siguiente seccidn estard dedicada a ver como estos cardinales
se relacionan.

2. La relacion entre subconjuntos porosos y subespacios mon6tonos.

Antes de empezar necesitaremos un lema técnico que involucra grupos finitos. Recuerde que si X

es un conjunto linealmente ordenado por <y A, B son subconjuntos de X, A < B significa que para
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cualquier {a, b) € A X B, se tiene que a < b. Por @ y © entenderemos la suma y la resta médulo 2n

respectivamente.

LemaA 2.9. Sea n € Ny sea Z,, el grupo ciclico de orden 2n. Si < es un orden lineal sobre Z,,,

entonces existe x € Z,, tal que o bien x®1 < x®dn<xoxel<x®n<x.

DEmMosTRACION. Sea Py = {{2k,2k @ 1} : k e n} y sea Py = {{2k® 1,2k & 2} : k € n}. Suponga falso
el lema. Es fécil ver que para todo L € Py U P setiene que obien L < L@&n 6 L®n < L. Defina

I.={LePy:L<L®n},
I.={LePy:L&n<L}
J.={LeP,:L<L&n},
Jo={LeP,:Ldn<L}

Veamos que si existe una k tal que {k,k® 1} € I. (o bien L., J., J.) entonces {k® 2,k ® 3} € I. (o
respectivamente 1., J_, J-):

Suponga que {k,k® 1} € I.. Comok® 1 <k@dnd®1,entonces (k®1,k@2} < k@1 ®n kd2dn}.
Como k@2 <k®dna®?2,entonces {kd2,kd3} < {k®d2®n, kd3@®n}yportanto {(kd2,kd3} € L.

Por induccién uno puede ver que I. = Py, J. = P, I. =J. =0oquel. = Py, J. = P1,I. =J_.=0.
Sin pérdida de generalidad supondremos que I. = Py, J. = P, I. = J. = (). Hay dos casos:

e n es par. En este caso se tiene que {0, 1},{n,n® 1} € I_ y por lo tanto {0, 1} < {n,n® 1} <
{0, 1}. Esto es una contradiccion.

e n es impar. En este caso se tiene que {n,n @ 1} € J.. Esto contradice el hecho de que
J. =0.

Como los dos casos son contradictorios, €l lema debe ser cierto. -

En la proposicion anterior, piense a Z,, como un poligono regular. Entonces, segun la proposicion
anterior, no importa el orden lineal que se le dé a los vértices del poligono, siempre encontraremos
dos vértices adyacentes tal que alguna de sus antipodas se queda en medio de los dos segun el

orden.

Nuestro objetivo ahora es mostrar la relacion que existe entre los subconjuntos monétonos del plano

y los subconjuntos porosos del plano.

Para el siguiente teorema, necesitaremos algunos resultados bdasicos: recuerde que para @ > 0,

sin(a) < a. Si a € (0,%) entonces sin(a) > 1-. La distancia entre dos vértices adyacentes de

I+a”
un poligono regular de k lados y de radio r es 2r - sin(7) y la distancia entre dos antipodas de un
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poligono regular de 2k lados y de radio r es 2r. Con estos resultados en mente es posible obtener

una relacidn entre subconjuntos monoétonos del plano y subconjuntos porosos del plano.

Teorema 2.10. Cualquier conjunto A C R?* monétono es poroso.

DEmMosTRACION. Suponga que X es (¢, <)-mondtono. Sin pérdida de generalidad podemos suponer

1

que ¢ > 2. Veamos que X es poroso con constante de porosidad p = 5.

Suponga falso el resultado. Entonces existe un x € X y r > 0 tal que para todo z € B,(x), se tiene
que B),(z) £ B,(x)\X. En particular para todo z € B,(;_,)(x), el conjunto B,.(z) N X # 0. Seam € N
tal que 2 < 2m < 1(2c + 1).

Sea {xy, ..., X2} el conjunto de los vertices de un poligono regular de 2m lados centrado en x y con
radio (1 — p). La numeracién de los x; es tal que x;,; estd junto a x; para las i < 2m. Veamos que
parai # j, B,,(x;) N B,,(xj) = 0:

Claramente d(x;, x;) > 2r(1 — p)sin(5-) y como sin(a) > 71 para a € (0, 7), por la definicién de p
y por la eleccion de m se tiene que

Z 2c+2 5 2rp(2c +2)
o 27(1 — 2m — 2m =2
d(x;, x) > 2r( p)1+ﬁ r2c+3l+ﬁ g I+2c+1 P

Por tanto B,,(x;) N B,,(x;) = 0.

Para cada i < 2m, defina a z; como un punto en B, ,(x;) N X. Como B,,(x;) N B,,(x;) = 0 entonces

sii # jsetiene que z; # Z;.

Use la proposicion 3.3 para encontrar i, j, k tales que z; < z; < zx y que i, k sean vértices adyacentes
y que j sea una antipoda. Suponga que x; es antipoda de x;. Usando que d(x;, x;) = 2r(1-p)sin(5>),

d(x;, xj) = 2r(1 — p), sin(a) < a 'y la definicién de m se tiene que

2c+1
p+2rp:2rpc ,
2c c

d(zi,zi) < rp +d(x;, xi) +rp = 2r(1 — p)sin(zl) +2rp <2r
m

d(zi,zj) > d(x;, x;) = 2rp = 2r(1 = 2p) = 2rp(2c + 1)

y asi ¢ - d(z;, ) < d(z;,z;), 1o que es una contradiccion. En el caso de que x; sea antipoda de x;, use

la proposicion 1.2 para obtener una contradiccion similar. —

Este ultimo teorema muestra una relacion entre los subconjuntos monétonos del plano y los subcon-
juntos porosos del plano. Este lema nos dice que tenemos el ideal de los conjuntos o-monétonos
del plano encajado en el ideal de los conjuntos o-porosos y por lo tanto non(SP) > non(Mon) y
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cov(Mon) > cov(SP). Nuestro propdsito es ver que la igualdad se da. Antes necesitaremos unos

pocos resultados.

Lema 2.11. Si A C [0, 1] es poroso entonces existe un espacio ultramétrico X y una funcion

f A — X bi-Lipschitz.

DEMOSTRACION. Sea p una constante de porosidad de A. Construyamos una familia {/, : p € 259}

consistente de intervalos cerrados de la siguiente manera:

o Iy =[0,1].
e Si I, fue construido, quite de /, un intervalo abierto de longitud s-diam/,. Llame 1,,~¢, I, -

al intervalo izquierdo y derecho restantes respectivamente.

Sea C = Upey Npezr I Claramente A C X. Observe que como cada p € 2" se tiene que diam/, <
(I - 5)", entonces cada funcién f € 2 nos define un unico punto en (), ps,. Gracias a esto, para

todo x < y elementos de C, existe un Gnico p,,y € 2~ tal que x € I, -0,y € I, ~1-

Defina p(x,y) = diam/

by VEamos que p define una ultramétrica sobre A:

Sean x,y,z € A. Sea g = p(x,) N Py, Como cada punto estd determinado por una funcién f € 2¢,
se tiene que g = pryy 0 ¢ = py.py- Dado que x,y,z € g, entonces p(, . extiende a g y por tanto
po(x, z) < max{p(x,y), p(y, z)}. Las demds propiedades de espacios métricos son inmediatas.

Claramente s - diam/

py < d(x,y) <1,y por lo tanto la identidad en A es la funcion bi-Lipschitz

requerida. 3

Este tltimo lema nos ayudar4 a construir un ideal I tal que Mon se quede entre I y SP(R?).

Observe que si (A, d) y (B, d) son espacios ultramétricos, entonces A X B es un espacio ultramétrico

(con la métrica del maximo).
CoRrOLARIO 2.12. Si A, B C R son conjuntos o-porosos, entonces A X B C R? es o-mondtono.
DemosTrACION. Es suficiente ver que si A, B C R son conjuntos porosos, entonces A X B C R? es

monGtono. Por el lema anterior, existen X, Y espacios ultramétricos y f : AXB — XXY una funciéon

bi-Lipschitz. Por la proposicién 1.3 y por la proposicion 1.4 se tiene que A X B es mond4tono. -

Con este tltimo resultado estamos listos para demostrar el resultado principal de este capitulo.

TeoreEmA 2.13. cov(Mon) = cov(SP(2“)) y non(Mon) = non(SP(2%)).

DEMOSTRACION. Sea J el ideal generado por la familia de rectangulos {A X B € R? : A, B son po-

rosos de R}. Si C C R? no es elemento de ., entonces una de sus proyecciénes no es elemento
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de SP(R) y por tanto non(SP(R)) < non(Y). Por otro lado, si D C R no es elemento de SP(R),
entonces D X D no es elemento de [ y por tanto non(SP(R)) = non(Y).

Si A C J es una familia que cubre a R?, entonces la familia de las proyecciones de los elementos
de A cubren a R y por lo tanto cov(SP(R)) < cov(J). Si B € SP(R) es una familia que cubre a R,
entonces la familia de los productos de los elementos de B cubren a R? y por lo tanto cov(SP(R)) =

cov(9).

Por el teorema 2.8, tenemos que cov(SP(2¢)) = cov(SP(R?)) = cov(J) y también non(SP(2¢)) =
non(SP(R?)) = non(J). Gracias a la proposicién 2.10, § € Mon C SP(R)? y por lo tanto
cov(Mon) = cov(SP(2¢)) y non(Mon) = non(SP(2¢)). —

Este ultimo teorema nos da la libertad de estudiar non(Mon) y cov(Mon) a travez del ideal SP(2%).
Por simplicidad, de ahora en adelante llamaremos SP al ideal SP(2%). En el siguiente capitulo se
estudiaran el cardinal non(SP) en distintos modelos de ZFC.






CAPITULO 3

Resultados de consistencia

Existe un concepto de estrechez muy relacionado al concepto de porosidad manejado en este tra-
bajo. Uno se pregunta sobre las relaciones que puede haber entre los invariantes cardinales rela-

cionados a estos dos conceptos. Se introduce la siguiente definicion.

Un subconjunto X de un espacio métrico A se llama superiormente poroso en x si existe una cons-
tante p > 0 y una sucesioén {r,, € R : n € w} convergente a cero, tal que para toda n € w, existe y, tal
que B, (y,) € B,,(x)\X. Diremos que un subconjunto X de un espacio métrico A es superiormente
poroso si para toda x € A, X es superiormente poroso en x. Llamemos UP al o-ideal generado por

los subconjuntos superiormente porosos de R. Para més informacién consulte [Zal] y [Za2].

M. Repicky investigd propiedades del o-ideal UP (consulte [Rel], [Re2], [Re3] para més infor-
macion). El muestra que cov(UP) < cof(N), non(UP) > M, cenado Y NON(UP) > add(N). En
[HrZil] se muestra que, en las primeras dos desigualdades, no es posible cambiar UP por SP
(equivalentemente por Mon). Sin embargo, dejan como pregunta que si es posible cambiar la ter-
cera desigualdad. EI propdsito de este capitulo es mostrar que esto no es posible, es decir, que es
consistente con ZFC que non(SP) < add(N).

Introduciremos nociones de forcing que nos ayudardn a preservar a non(SP). Con esto podemos
introducir un forcing que haga crecer a add(/N) mientras preserve a non(SP) para poder cumplir
con el proposito de este capitulo.

En la primera seccion de este capitulo se hablard principalmente sobre la preservacién de non(SP):
se introducird un concepto que garantiza que non(SP) quede de tamafio chico después de anadir
un filtro genérico a un modelo base. Veremos que este concepto se preserva bajo iteraciones con

soporte finito.

En la segunda seccion se introducen algunos resultados bésicos del forcing Ameba. Este forcing
es conocido principalmente por que hace crecer al cardinal add(/NV) bajo iteraciones largas. Rela-
cionaremos este forcing con los conceptos del capitulo uno. Este forcing nos ayudard a construir
un modelo en donde non(Mon) < add(N).

25
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1. Teoremas de preservacion.

En el capitulo anterior, se vieron varias caracterizaciones de subconjuntos porosos sobre distintos
espacios métricos. En el lema 2.2 se observa una caracterizacién sobre los conjuntos porosos del

conjunto de Cantor. Esto nos motiva a la siguiente definicion.

DEeriniciON 3.1. Sea n € w. Un conjunto A C 2 es poroso de grado n si para toda p € 2= existe un
ge2=talque pCq,lgl=Ipl+nyA N{g) =0.

Si observamos el lema 2.2, podemos notar que un conjunto A C 2“ es poroso si y solo si existe

n € w tal que A es poroso de grado n.

Los subconjuntos porosos de grado n por si mismos son un buen tema a estudiar. En el siguiente
capitulo profundizaremos el estudio de estos conjuntos, pero por ahora, su propdsito serd el de
simplificarnos las cosas. Llamemos SP, al o-ideal generado por los subconjuntos porosos de grado

n del conjunto de Cantor.

Nuestro siguiente objetivo es dar una base del ideal SP,. Necesitaremos definir los siguientes

conjuntos:

Para cada ¢ : 2<“ — 2" defina

X, ={x€2” :Vk € w(x ¢ (xIx “@(x)))

Mostraremos que estos conjuntos son una base para el o-ideal generado por los subconjuntos

porosos del conjunto de Cantor.

PrOPOSICION 3.2. Sea n € w'y considere ¢ : 2= — 2". Entonces X, es un conjunto poroso de grado

n.

DEMOSTRACION. Sea p € 2=¢. Defina g = p~¢(p). Veamos que (g) N X, = 0:

Suponga falso el resultado, es decir que existe x € (g) N X,. Sea k = |p|. Entonces como x € X, se
sigue que x & (x[x ~@(x[r)). Pero xx= p, asique x ¢ (p~@(xT;)) = {q) lo que es una contradiccion.

Por lo tanto (g) N X, = 0.

Hasta ahora se ha mostrado que para cada ¢ : 2 — 2" X, es un elemento del ideal SP,.
Mostraremos que para cada A € 2“ un subconjunto poroso de grado n, existe ¢ : 2= — 2" tal
que A C X, y con esto tendremos que los conjuntos X, para ¢ : 2~ — 2", forman una base para
SP,.
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Proposicion 3.3. Sea n € w. Para cualquier conjunto A C 2 poroso de grado n existe ¢ : 2<% — 2"
tal que A C X

DemosTrACION. Para cada p € 2<¢ defina ¢(p) tal que (p " ¢(p)) N A = 0y |¢(p)| = n. Veamos que
ACX,.

Sea x € A. Sea k € w. Por definicién de ¢, (x[;x “@(x[r)) N A = (. En particular x ¢ (x; ~@(x[)).
Por tanto x € X, y asi A € X,,. [

Hemos visto el conjunto de X,, con ¢ : 2 — 2" forma una base para el o-ideal SP, y asi,

juntando a todos los ¢, el conjunto de X, forma una base para el o-ideal SP.

El objetivo de este capitulo es obtener un modelo en donde non(SP) sea pequefio y add(/N) sea
grande. Entonces necesitamos un concepto de nocion de forcing que nos asegure que non(SP) no
crezca. El siguiente concepto, aparte de asegurar que non(SP) no crece, se preserva bajo itera-

ciones, como se vera en algunas paginas posteriores.

DeriniciON 3.4. Sea (P, <) un forcing. Diremos que (P, <) preserva fuertemente non(SP,) si para
todo X, un P nombre de un conjunto poroso de grado n, existe un conjunto Y € SP, tal que para
todo x € 2¢, si x ¢ Y, entonces Irp “x ¢ X. Andlogamente diremos que (P, <) preserva fuertemente
non(SP) si para todo X, un P nombre de un conjunto poroso, existe un conjunto Y € SP tal que

paratodo x € 2, si x ¢ Y, entonces Irp “x ¢ X.

Claramente si para toda n € w, (P, <) preserva fuertemente non(SP,), entonces (P, <) preserva
fuertemente non(SP). Por esa razén daremos mds énfasis en estudiar propiedades de preservacion
de non(SP,).

Una de las razones del por qué se eligi6 el concepto de preservacion fuerte de non(SP,) es porque
tiene una buena caracterizacion en términos de combinatoria. La caracterizacion estd dada por la

siguiente proposicion.

ProposicioN 3.5. Sea n € w. Es equivalente que (P, <) preserve fuertemente non(SP,) a que para
todo ¢, un P nombre de una funcion de 2<“ a 2", existe una familia numerable de funciones {¢; :
i € w}, con;: 27 — 2" tal que para cualquier x € 2%, si ocurre que para toda i € w existe k € w

tal que x € (x|, ~@;iTi), entonces p “Ik(x € (x[r ~@(x[)))”.

DEMOSTRACION. (=) Sea ¢ un P nombre para una funcién de 2<“ a 2". En la extension, por la
proposicion 3.2, X, es un conjunto poroso de grado n. Sea X un P nombre para X;,. Como P
preserva fuertemente non(SP,), entonces existe Y € SP, tal que para cualquier x € 2, si x ¢ Y

entonces IFp “x ¢ X”. Entonces existe una familia {C; : i € w} de conjuntos porosos de grado n
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tal que J{C; : i € w} = Y. Aplique la proposicién 3.3 para obtener una familia numerable de
funciones {¢, : n € w} tal que para cadai € w, C; C X,,,. Veamos que para todo x € 2%, si para todo
i € wexiste k € w tal que x € (x; ~p;(x[)), entonces p “Tk(x € (x[x ~@(xT)))”.

Sea x € 2 y suponga que para todo i € w existe k € w tal que x € (x[r ~¢;(x[r)). Entonces
paratodo i € w, x ¢ X, y por lo tanto x ¢ Y y asi ke “x ¢ X,”. Esto dltimo es equivalente a
Fp “Jk(x € (x[x ~@(xT%)))” que es la propiedad que se buscaba.

(<) Sea X un P nombre para un conjunto poroso de grado n. Por la proposicion 3.3, existe ¢, un
P nombre para una funcién de 2<¢ a 2", tal que Ip “X C X,”. Por hipdtesis, existe una familia
numerable de funciones {g; : k € w} con ¢, : 2<“ — 2", tal que para cualquier x € 2%, si ocurre que
para toda i € w existe j € w tal que x € (x[; ~; 1), entonces p “Tk(x € (x[r ~“@(x[x)))”. Defina
Y = U{X,, : n € w}y suponga que x ¢ Y. Veamos que Ip “x ¢ X,

Como x ¢ Y entonces para todo i € w, x ¢ X,,. Por lo tanto, para todo i € w, existe k € w tal
que x € (x[r “@i(xTr)). Por hipétesis, p “Tk(x € (x[r ~@(x1x)))”. Esto es equivalente a que
ke “x ¢ X,” y por lo tanto Iy “x ¢ X, 3

Hay un andlogo de la proposicién anterior para los forcings que preservan fuertemente non(SP) y

la demostracion es idéntica, asi que se omitir4.

ProposiciON 3.6. Es equivalente que (P, <) preserve fuertemente non(SP) a que para para toda
n € wy todo ¢, un P nombre de una funcion de 2<“ a 2", existe una familia numerable de funciones
{gi 11 € w}, cong;:2°° — 2" tal que para cualquier x € 2“, si ocurre que para toda i € w existe

k € w tal que x € (x|} ~p;1), entonces p “Tk(x € (x[; ~@(xT)))”.

DemosTrACION. La demostracion es idéntica a la proposicion anterior. .

Lo mds importante del concepto de preservar fuertemente non(SP,) es que hacen que el conjunto

de Cantor del modelo base no sea parte del ideal SP,. Este lema es muy importante.

Lema 3.7. Suponga que (P, <) preserva fuertemente non(SP,). Entonces para cualquier filtro G C
P que sea P genérico sobre un modelo V, se tiene que V[G] E 2NV ¢ SP,.

DemosTRACION. Suponga falso el resultado, es decir que existe una familia {C, : n € w} de P
nombres para conjuntos porosos de grado n tal que para todo x € 2¢, Ip “dn(x € C,)”. Por tanto
existe una familia {Y, : n € w} C SP, tal que para todo k € w y para todo x € 2%, si x ¢ Y,
entonces IFp “x ¢ Ck”. Sea Y = U{Yi : k € w}. Por esto, para todo x € 2, si x ¢ Y, entonces
ke “Yk(x & Cy)”. Por hipdtesis, para todo x € 2¢, es falso que IFp “Vk(x ¢ Cy)” y por lo tanto x € Y.
Esto implica que 2 € SP,, lo cual es falso.
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Como viene siendo usual, hay un analogo para el caso en donde el forcing preserva fuertemente
non(SP).

Lema 3.8. Suponga que (P, <) preserva fuertemente non(SP). Entonces para cualquier filtro G C P
que sea P genérico sobre un modelo V, se tiene que V[G] =2“ NV ¢ SP.

DEemosTRrACION. La demostracion es idéntica al lema anterior. a

Hemos definido lo que significa preservar fuertemente non(SP) e incluso se han dado algunas ca-
racterizaciones, pero no se ha dado ningun ejemplo de forcings que preserven fuertemente non(SP).
Nuestro siguiente paso es encontrar una clase suficientemente grande de forcings tales que preser-
van fuertemente non(SP,). Definiremos una clase de forcings que resultard preservar fuertemente
non(SP,).

DEermnicioN 3.9. Sea n € w. Diremos que un forcing (P, <) es o n-ligado si existe una sucesion de

subconjuntos {P; : k € w} tales que para toda m € w y para todo {p, : i € n} C P, existe p € P tal
que p <({p;:i€ n}.

Observe que todo forcing que sea o n-ligado es o ligado, y como todo forcing o ligado cumple la
propiedad c.c.c., entonces todo forcing que sea o n-ligado cumple la propiedad c.c.c. y entonces

preservara cofinalidades y cardinalidades.

Claramente la propiedad de ser o n-ligado es mds fuerte que ser o m-ligado, para n > m, y por
tanto ser o n-ligado es mas fuerte que ser o ligado. Por otro lado, la propiedad de ser o n-ligado

es mas débil que ser o centrado. Por todo esto se tiene que, para m < n, tenemos que My figado <

my m-ligado <my n-ligado < My centrado-

Recordemos que todo forcing puede ser encajado densamente en un dlgebra booleana. La ven-
taja de encajar un forcing en un édlgebra Booleana es que tenemos la libertad de escojer valores
booleanos. Si B es un algebra booleana y ¢ es alguna férmula, denotaremos por [¢] al supremo de

los elementos de B tales que cumplen ¢. A [¢] le llamaremos el valor booleano de .

Si P es encajado densamente en un algebra booleana B, y consideramos un filtro genérico en P,
entonces podemos encontrar un filtro genérico en B que extienda al genérico en P. Esto también
es cierto hacia el otro lado, si tenemos un filtro genérico en B, entonces la restriccion serd un filtro
genérico en P y asi tendremos las mismas extensiones genéricas. Por tanto aplicar forcing en P es

lo mismo que aplicar forcing en B. Usaremos esto para nuestro siguiente resultado.

Los forcings o n-ligados no sélo preserva cofinalidades y cardinalidades, veremos que también
cumple la propiedad de preservar fuertemente non(SP,,).
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Lema 3.10. Suponga que P es un forcing o (2")-ligado, entonces P preserva fuertemente non(SP),).

DemosTtrAcION. Usaremos los pequefios resultados vistos en el parrafo anterior.

Sea {H; : i € w} C P una familia de subconjuntos 2"-ligados tal que | J{H; : i € w} = P. Sea
B’ un algebra booleana tal que P esté encajado densamente en B’. Sea B = B’\{0}. Usaremos
la equivalencia dada por la proposicién 3.5. Sea ¢ un B-nombre para una funciéon de 2= a 2".
Veamos que para cualquier i € w y para cualquier s € 2<“ existe un ¢ € 2" tal que para todo p € H,,
pAle(s) =t] #0.

Suponga falso este tltimo resultado. Entonces existe i € w y 5o € 2°“ tal que para toda ¢ € 2",
existe p, € H; tal que p; A [¢(so) = t] = 0. Como H; es 2"-ligado, debe existir p € P tal que, para
todar € 2", p < p;. Sea G un filtro B-genérico sobre un modelo V tal que p € G. Entonces debe
existir ¢ € 2¢ tal que

VIGT E ¢(s0) = 1.
Por lo tanto debe existir g € G tal que
ar“plsp) =1"
Sea p’ € G tal que p’ < p A g. Como p < ¢, entonces
P “plso) = 1.
Por lo tanto p’ < p A [[¢(sg) = t]. Esto es una contradiccion y por lo tanto para cualquier i € wy
para cualquier s € 2<“ existe un ¢ € 2" tal que para todo p € H;, p A [[¢(s) =] # 0.

Lo que sigue es definir una familia {¢; : i € w} de funciones de 2<“ a 2" tal que para cualquier
x € 2¢ si ocurre que para toda i € w existe j € w tal que x € (x[; “¢i(x[;)), entonces
kg “Ik(x € (xTx “@(xT4)))”. Defina ¢;(s) = t siy solo si paratoda p € H;, p A [[o(s) =t] # 0
y t es el primero segin un orden previamente elegido con esa propiedad (por ejemplo el orden lex-
icografico). Esta funcién estd bien definida por la afirmacién anterior. Sea x € 2<“ y suponga que
para toda i € w existe j € w tal que x € (x]; ~¢;(x[;)). Veamos que -y “Tk(x € (x| ~@(x))):

Sea p € B. Sea g € Ptal que g < p. Entonces existe i € w tal que ¢ € H;. Sea k € w tal que

x € (xTx ~@i(xly)). Por la afirmacién anterior y por la definicion de ¢;, debe existir ¢’ € B tal que

q’ < g A lle(x) = @i(xlw)]. Entonces
g+ “e(xl) = @i(xe)”.
Como x € {(x[x ~¢i(x[r)), entonces

g’ I “x € (xle “(xl))”
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y en particular
g+ “Tk(x € (xTe “e(xTON”.

Por lo tanto kg “Jk(x € (x[r ~¢(x[x)))”. Como B y P son nociones de forcing equivalentes, en-

tonces se tiene p “Ik(x € (x; “@(x[%)))” y por lo tanto P preserva fuertemente non(SP,,). -

En particular, si para toda n € w, un forcing es o n-ligado, o si es o centrado, entonces el forcing
preservara fuertemente non(SP).

En este trabajo, todos los forcings con los que construiremos modelos, de una u otra manera se ob-
tendran mediante una iteracién. Afortunadamente el concepto de preservacion fuerte de non(SP,,)

también es preservado por iteraciones, como lo afirma la siguiente proposicion.

Proposicion 3.11. Sea P = {(P,, Qa) . @ € Kk} una iteracion de forcings con soporte finito tal que
para toda @ < k, vp, “Q, esun forcing c.c.c. que preserva fuertemente non(SP,)”. Entonces P

preserva fuertemente non(SP,,).

DemosTrACION. La demostracion se hard por induccion sobre k. Hay 3 casos:

Casol. kx=a+1. SeaP = {(P,-,Q,-) ;1 < «a}. Entonces P = P, Qa. Ya que estos forcings son
equivalentes, trabajaremos con P, * Q,. Usaremos la caracterizacién dada por la proposicién 3.5.

Sea ¢ un P, x* Qa nombre para una funcién de 2<“ a 2". En V[G,], como I-p, “Qa preserva fuer-
temente non(SP,)”, existe una familia de funciones {¢,, : m € w} de 2<“ a 2" tal que para todo
x € 2, si paratoda i € w existe k € w tal que x € (x [, ~¢; [«), entonces kg, “dk(x € (x &
~@(xT%)))”. Para cada ¢, considere ¢,,, un P, nombre para ¢,,. Por hipdtesis de induccién, P,
preserva fuertemente non(SP,), por lo tanto existe una familia {¢, ;, : n, j € w} tal que para todo
m € w 'y para todo x € 2¢, si para toda i € w existe k € w tal que x € (x[x ~“@un; M), entonces
ke, “Tk(x € (xTx “@m(x[)))”. Veamos que para todo x € 2%, si para toda m, i € w existe k € w tal

que x € (x[x “@umilr), entonces Ikp, “Ik(x € (xTx ~@(x[1)))”.

Sea x € 2 tal que para toda m,i € w existe k € w tal que x € (xx ~“@un ). Entonces para todo
m € w, Fp, “Ik(x € (x[x ~@m(x[r)))” y por lo tanto para todam € w V[G,] E Fk(x € (x[x ~@m(xTk
)))”. Por lo tanto kg, “Ak(x € (xr ~@(x)))” y asi e .0, “Ak(x € (xIx “@(xT)))” y por lo tanto P
preserva fuertemente non(SP,,).

Caso 2. La cofinalidad de « es numerable. Es claro que podemos reducir al caso en donde P =
{(P,, Qn) : n € w}. Usaremos la caracterizacion dada por la proposicion 3.5. Sea ¢ un P nombre

para una funcién de 2= a 2". Sea j € w. En V[G,] encuentre una funcién ¢; : 2 — 2" y una
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sucesién decreciente de condiciones {p/ : i € w} C P, tal que

J « — Y
pi "_P[j.u)) ‘10] r25'— "2 r25’ .

Para cada j € w, escoja ¢; un P; nombre para ¢;. Use hip6tesis de induccion sobre los P; para
obtener una familia de funciones {¢;; : j,i € w} (esta familia es numerable en el modelo base,
pues el forcing preserva cardinalidades) tal que para todo x € 2“, si ocurre que para todo i € w
existe k € w tal que x € (x[r “¢gn(x 1)), entonces Ikp, “Tk(x € (x Tt “¢@;(x[4)))”. Veamos
que para todo x € 2%, si para todo (j,i) € w X w existe k tal que x € (x[; ~¢;»(x[r)), entonces
ke “Tk(x € (2l @(xl)))”.

Suponga que no, entonces existe p € P tal que

pIF“Vk(x & (Xl "p(x)))”

Como la iteracion es de soporte finito, entonces existe j € w tal que p € P;. Sea G; un filtro P;
genérico sobre un modelo base V tal que p € G;. Como para toda k € w, existe i € w tal que

x € {xTx “¢n(xIr)) y como Py preserva fuertemente non(SP,), entonces debe existir k € w tal que

VIG,] E x € (x[k ~@j(xT0)).

Por tanto debe existir g € G| tal que
q Fp; “x € (xlk “@i(xTw)).”

Tome ¢’ < g A py considere p’ = ¢’ p; k. Entonces

PFEgi =0y @ilha= @l 7
y por lo tanto
P’ “x € (xlx "o(xl)”,
lo que contradice que p” < p. Por lo tanto IFp “Jk(x € (x| Acp()&[k»)”.

Caso 3. La cofinalidad de k es no numerable. Usaremos la caracterizacion dada por la proposicién
3.5. Sea ¢ un P nombre para una funcién de 2<¢“ a 2". Para cada p € 2“ considere A, una
anticadena maximal tal que decida el valor de ¢(p). Como la iteracion es de soporte finito y como
cada anticadena es a lo mds numerable, debe existir 1 < « tal que para toda p € 2<%, A, C P,.
Por lo tanto V[G,] conoce completamente a ¢. Aplique hipétesis de induccion a P, para obtener el

resultado.

Por estos 3 casos la prueba por induccién esta completa y asi P preserva fuertemente non(SP,). i
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Como ha ocurrido en los ultimos resultados, esta proposicion tiene su analogo para forcings que
preservan fuertemente non(SP). Sin embargo, para objetivos de este trabajo no necesitaremos
la proposiciéon andloga. So6lo haremos la observacion de que si una iteracion de forcings c.c.c.
preservan fuertemente preservan fuertemente non(SP,) para toda n € w, preservard fuertemente
non(SP).

Estos son todos los teoremas generales que se requerirdn para la construccion del modelo deseado.

En el siguiente capitulo se enfocard mds en un forcing en particular para luego construir un modelo
en donde non(SP) < add(N).

2. Forcing ameba.

Estamos en busca de un forcing que preserve fuertemente non(SP) y que haga crecer add(N).

Necesitaremos la ayuda del siguiente forcing.

Dernicion 3.12. El forcing A = {B € B : u(B) > %} conelorden A < Bsiysolosi A C Bsele

llamara el forcing ameba.

Por B entenderemos los borelianos en el conjunto de Cantor. Por u entenderemos la medida de
lebesgue en el conjunto de Cantor. Por p* entenderemos la medida exterior en el conjunto de
Cantor.

Para obtener mas informacién sobre las extensiones que produscan los filtros genéricos de A, nos

apoyaremos del siguiente forcing.

A :{Be%:,u(B)<%}.

1
2
Considere el orden inverso sobre A 1,es8 decir A < Bsiy s6losi B C A. Observe que Ay A 1 son

isomorfos y por lo tanto producen las mismas extensiones.

El forcing que buscaremos serd la iteracion con soporte finito del forcing ameba de longitud w,.
Uno de nuestros objetivos es ver que, en la extension, add(N) > w; y para eso usaremos técnicas
de refleccion. Necesitaremos que la union de todos los nulos en cada paso sea nulo en en siguiente
paso. Considere f € 2 y N un conjunto nulo sobre un modelo base M. Si variamos s6lo un niimero
finito de coordenadas de f para obtener una funcién g, entonces podemos encontrar un conjunto
nulo N’ tal que N’ € My g € N’. En otras palabras, la union de los conjuntos nulos de un modelo

base es cerrado bajo cambios finitos de sus elementos.

En la teoria de probabilidad existen ciertos tipos de eventos, llamados eventos de colas, que se

comportan de manera similar. Gracias a un teorema de Kolmogorov, sabemos que la probabilidad
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asignada a estos eventos es de cero o de uno. Intentaremos recrear el teorema de Kolmogorov y

para eso necesitaremos la siguiente definicion.

DEeriniciON 3.13. Sea E C 2¢. Diremos que E es un conjunto de colas si para todo x € E y para

todo y € 2¢ tal que y difiere de x en s6lo un numero finito de cordenadas, entonces y € E.

Ya que la medida de 2¢ es la medida producto, necesitaremos una caracterizacion que nos permita

usar esta propiedad sobre la medida.

Lema 3.14. E C 2“ es un conjunto de colas si y solo si para toda n € w, existe B, C [1;5,41 2" tal
que E = 2" X B,.

DEMOSTRACION. (=). Sean € w. Defina B, = {y € [[;5,11 2" : existe x € 2" talque x"y € E}.
Claramente £ = 2" X B,,.

(). Sea x € Eyy € 2¢ tal que y sélo difiere de x en un numero finito de cordenadas. Entonces
existe k € w tal que existen p,q € 25y r € ;5441 2 tal que x = p~ryy = ¢"r. Como existe B, tal
que E=2xB,yxeE,setienequer € ByyasiyeE. -

Esta definicién nos permitird obtener el resultado que nos permitird observar que add(/N) es grande

en la extension. El resultado estd dado por el siguiente lema.

Lema 3.15. Sea G un filtro A% genérico sobre un modelo V. Entonces V|G| E u((JN NV))=0.

DemosTRACION. Para cada N € N, defina Dy ={A € A 1:NC A}. Veamos que estos conjuntos son
densos en A%.

Sea A € A% ysea N € N. Sea B un boreliano de medida cero tal que N C B. Entonces AU B € Dy
y AU B < A. Por lo tanto Dy es denso.

Gracias a esto, tenemos que V[G] E [JN NV) C | JG. Claramente V[G] E u(lJG) = % Por otro
lado, como los conjuntos abiertos en A 1 son densos en A 1 entonces V[G] E (J G es abierto . De
ahora en adelante trabajaremos en V[G].

Sea E = JN N V). Claramente E es un conjunto de colas. Veamos que para todo A, € 2",
W (E N F) = 1" (E)u(F), donde F = Ay X (TTize1 2.

Use el lema 3.14 para encontrar B, C [[;s,+ 2 tal que E = 2" X B,. Entonces ENF = A, X B,.
Por lo tanto u*(E N F) = w*(E)u(F).

Como cada abierto U es unién numerable de cerrado-abiertos, debe existir una familia de {F,, :
n € wydelaformaF, = A, X ([Tisne1 2) tal que U = U{F, : n € w}y p(U) = lim,_ u(F,).
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En particular, como |J G es abierto, u*(IJG) N E) = u(lJG)u*(E). Como E C |JG, entonces
p*(E) = p(U G)*(E) = s (E) y por lo tanto V[G] E u(UN N'V)) = 0. a

Yaque Ay A% son equivalentes, entonces tendremos el mismo resultado para el forcing ameba.

El siguiente objetivo es mostrar que el forcing de A preserva fuertemente non(SP) y mostrar que
sus iteraciones con soporte finito tambien preservan non(SP) para aplicar los resultados obtenidos

en la seccidén anterior. Veamos que, para toda n € w, el forcing ameba es n-ligado.

Proposicion 3.16. Sea n € w con n > 2. El forcing ameba es o n-ligado.

DEemosTrACION. Para cada C conjunto cerrado-abierto en 2¢ defina
1 1
Ac=1{A €A p(C\A) < — - (u(C) - 5)}.

Veamos que A = [ J{A¢ : C es un cerrado-abierto de 2¢}:

Sea A € A. Entonces existe € > 0 tal que u(A) = % + &. Como u es una medida regular, existe
Uc2¥talque AC Uyu(U\A) <.
Como u es regular, existe C cerrado-abierto de 2¢ tal que u(C) > % + £. Entonces

uew <powy <E=L Ao e - b,
n n 2 2 n 2

Porlo tanto A € Ac y asi A = [J{A¢ : C es un cerrado-abierto de 2“}.
Ahora veamos que para cada C conjunto cerrado-abierto de 2¢, la familia A¢ es n-ligada:
Sea{A;: jen} C Ac. Claramente K = ({A; : j € n} es boreliano. Dado que
1 1 1
H(C) < p(K) + ;M(C\AJ-) < p(K) + ;(%] H(C) = 5) = u(K) +p(C) - 5

entonces % < u(K). Por lo tanto K € A y como claramente K < A;, para cada j € n, entonces se
tiene que Ac es n-ligado.

Gracias a esto se tiene que A es o n-ligado. —

Con estos dltimos resultados juntos, obtenemos que la iteracion de forcings ameba con soporte
finito preserva non(SP). Con esto estamos listos para construir un modelo en donde non(SP) <

add(N).

TeorEMA 3.17. Es consistente con ZFC que non(Mon) < add(N).
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DEMoOSTRACION. Sea V un modelo tal que V = CH. Sea P = {(PQ,QQ) . @ < w,} una iteracion de
forcings con soporte finito, en donde cada Q(, es un P, nombre para el forcing ameba. Sea G un
filtro P genérico sobre V. Veamos que V[G] | non(SP) = w;.

Sea C = V N 2“. Por la proposicion 3.16, P es una iteracion de forcings c.c.c con soporte finito,
entonces P es c.c.c. y por lo tanto P preserva cardinales. Por lo tanto V[G] | |C| = w;. Por otro
lado, usando la proposicién 3.10 y la proposicién 3.11, P preserva fuertemente non(SP) y por el
lema 3.8, V[G] k& C ¢ SP. En consecuencia V[G] & non(SP) = w;.

Veamos que V[G] E add(N) > w,.

En V[G] considere una familia 9t de conjuntos nulos, tal que || = w;. Sea N € N. Existe
un conjunto Gy que es interseccion numerable de abiertos tal que N € Gy y u(G) = 0. Sea
{U, : n € w} una familia de abiertos tal que ({U, : n € w} = Gy. Cada U, estd codificado por una
familia numerable de cerrado-abiertos {C}, : m € w}. En otras palabras, cada U, estad codificado

por una funcién f, : w — 2°¢.

Para cada i € w, tome una anticadena maximal A, en P tal que decida f,(i). Gracias a que el
forcing es c.c.c., cada A,y contiene a lo mas una cantidad numerable de condiciones, y cada una
de estas condiciones, por ser el soporte finito, estd contenida en un P, con @ < w,. Por lo tanto,

debe existir un 8 < w, tal que para todo i,n € w, Ay C Pps.

Con todo esto tenemos que Gy € V[Gg] y por lo tanto, como [N = w, existe un y < w, tal que
para todo N € N, se tenga que Gy € V[G,]. Por la proposicién 3.15 se tiene que V[Gy.1] E U{Gn :
NeN}eNyasi VIG] E U{Gy : N €9} e N. Como V[G] E UN C U{Gy : N € 9}, entonces
VIG] E JeN. Por lo tanto V[G] E add(N) > w».

Por el teorema 2.13, non(SP) = non(Mon) y por lo tanto V[G] E non(Mon) < add(N). —

Hemos estado usando al ideal SP para estudiar al ideal Mon gracias al teorema 2.13. Sin embargo,
no se sabe que relacion se guarda entre add(Mon) y add(SP), y entre cof(Mon) y cof(SP).

En el primer capitulo se probé que add(Mon) = w; y cof(Mon) = c¢. Por la fuerte relacién que
tienen Mon con SP, uno llegaria a pensar que add(SP) = w; y cof(SP) = c¢. Sin embargo, en un
trabajo de J. Brendle (véase [Brl]), se observa que add(UP) = w; y cof(UP) = ¢ y hemos visto
a lo largo del capitulo que UP y SP tienen propiedades muy distintas. Naturalmente surgen las

siguientes preguntas:
(Es cierto que add(Mon) = w,? (Es cierto que cov(SP) = ¢?

Hasta ahora no se ha podido obtener una respuesta a estas preguntas.
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En la definicion 3.1 se introduce un nuevo ideal que en principio no es claro por que debe tener
propiedades distintas al ideal SP. Nos preguntamos sobre las diferencias que puede haber entre
estos ideales y el ideal SP. En principio no es claro el por que, para distintas m, n € w, los ideales
SP,, y SP, deban ser distintos. En el siguiente capitulo estudiaremos algunas propiedades de estos

ideales.






CAPITULO 4

El ideal SP,

En este capitulo mostraremos algunas propiedades del ideal SP;. Observe que para m < n, con
m,n € w, se tiene que SP,, € SP, y SP,, C SP. Esto nos establece las desigualdades de non(SP,,) <
non(SP,) y cov(SP,) < cov(SP,,). No es claro el por qué estas desigualdades podrian ser estrictas.
En el capitulo anterior desarrollamos herramientas que nos ayudardn a construir distintos modelos

en donde los valores de estos cardinales sean distintos.

Recordemos el diagrama de Cichon:

covi(N) — non(M) — cof(M) — cof(N) — ¢

T T
T b — ) }
T T
add(N) — add(M) — cov(M) — non(N)
T T

w1 > My ligado > My centrado

Sabemos que entre My jigado Y Mo centrado S€ €NCuentran todos 1os m ,_jigado- En este capitulo veremos
que todos los non(SP,) son mas grandes que M, jigago- Con esto y los resultados que estin en
[HrZil] se muestra que non(SP) no se puede encajar en el diagrama de Cichon (es decir, que no
es posible comparar non(SP) y M, centrado)- INO sabemos si se pueda encajar algin non(SP;) en el

diagrama.

En la primer seccion definiremos un forcing, veremos algunas de sus propiedades y su relacion con
los resultados del capitulo anterior, ademds describiremos algunos resultados referentes a los filtros
genéricos en ese forcing. Usaremos este forcing para obtener un resultado en ZFC que involucra
a algunos nimeros de Martin y el non(SP,). También usaremos este forcing para obtener algunos

resultados de consistencia relacionados a los invariantes cardinales del ideal SP,,.

En la segunda seccion daremos algunos resultados de consistencia referente a los invariantes cardi-
nales de los ideales SP;: veremos la consistencia de cov(SP,) < ¢y la consistencia de non(SP,) <
non(SP,,), para n < m. Concluiremos este trabajo con un par de preguntas relacionadas con los
ideales SP;.

39
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1. Un forcing relacionado a SP,.

Para poder estudiar las propiedades de los invariantes cardinales de los ideales SP;, necesitamos a

los siguientes forcings.
P2 ={s, F): (a)s;2<® — 2",
(b) Is] < w,
(c) F € [2“]7,
(d) para todo o € dom(s), F N {o"s(o)) =0,
(e) para todo o € 2°¢, existe p € 2" tal que F N (o~ p) = 0}
donde (s, Fy < (s',F’ysiys6losi s’ C sy F’ C F. DefinaP, = (P®)<“ con el orden coordenada a

coordenada.

Para F € [2“]%%, definamos Ar como el minimo nivel en donde todas las funciones de F se han

difurcado. Es decir
Ar = min{i € w : paratodo x,y € F, si x[;=y[; entonces x =y}

En el capitulo anterior, se introduce la definicién de lo que significaba que un forcing fuera o 2"-
ligado y se vieron algunas propiedades relacionadas con la preservacion de non(SP,). Nos gustaria

usar esos resultados, por lo que veremos que este forcing es o n-ligado, para cierta n € w.

Lema 4.1. Sea n € w. Entonces P° es o 2" — 1-ligado.

DEmMosTRACION. Para cada k € w, E C 2°“ y cada s;2<“ — 2", defina
F(k,E,s)={(s, F)€P?: k> Apr+ny{xly: x€F}=E}.

Observe que muchos de estos son conjuntos vacios, sin embargo no necesitaremos todas las ternas
(k, E, s) para obtener a PS. Veamos que

P, = U{f(k, E,s):k>n,EC2t 525" = 2m).

Sea (s, F)y € PY. Seat € w tal que dom(s) C 2<'. Sea k = max{p, 65} +n. Sea E = {x[: x € F}. Por
definicién de k, se tiene que dom(s) € 2" y k > Ap + n. Por lo tanto (s, F) € F (k, E, s). Por otro
lado, como k > n, E C 2, y s; 2sk-n 5 2" entonces F (k, E, s) es uno de los elementos a unir y asi
(s, FY e UF(k,E,s): k>n,E C 2K 52" — 21},

Como la familia {F (k,E, s) : k > n, E C 2k, 5;25k"" — 2"} es numerable, s6lo falta ver que cada

uno de sus elementos es 2" — 1-ligado. Veamos que esto ocurre.

Sea ¥ (k, E, s) un elemento de dicha familia y sea {(s, F;) : 0 < i < 2"} C F(k, E, s). Veamos que
(s, UL F}y e PO.
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Las propiedades (a), (b) y (¢) claramente se cumplen. Como para cada o- € dom(s), F;N{(o"s(0)) =
( entonces para cada o € dom(s), F N (o~ s(o)) = 0y por lo tanto (d) se cumple. Veamos que (e)

se cumple.

Sea o € 2<“ y seam = |o|. Sino existe x € Uizzl_l F; tal que x[,= o, entonces el resultado es

cierto. Asi que supongamos que existe i y x € F; tal que x[,,= 0. Hay dos casos:

e m < k—n. En este caso, existe p € 2" tal que (0" p)NF; = (. Buscando una contradiccion,
suponga que existe jy y € F; tal que y € (o "p). Por definicion de E, y[€ E. Por otro
lado, como E = {z [4: z € F;}, entonces debe existir z € F; tal que z [,= y [x. Como
lo~p| < k, entonces o~ p C yN=z[x y asi (o~ p) N F; # 0 lo que es una contradiccién. Por
lo tanto {o"p) N (UL F;) = 0.

e m+n > k. La hipétesis de este caso implica que para todo i, m > A, y por lo tanto
para todo i, el conjunto {x € F; : x[,,= o} tiene a lo mds un elemento. Como solo hay
2" — 1 indices, debe existir p € 2" tal que, para todo i, (o "p) N F; = (. Por lo tanto
(e p) N (UL F) =0.

Por lo tanto (e) se cumple y como claramente (s, Ul-z:l F) < s, F;) : 0 < i< 2", entonces se

tiene que F (k, E, s) es 2" — 1 ligado. Por lo tanto P es un forcing o 2" — 1-ligado. -

Como en realidad trabajaremos con el forcing P,, pondremos énfasis en el siguiente resultado.
CororarIO 4.2. Sea n € w. Entonces P, es o 2" — 1-ligado.

DemosTtrAcION. Claramente el producto finito de forcings o 2" — 1-ligado es o 2" — 1-ligado. De

esta afirmacion se sigue facilmente que P, es o 2" — 1-ligado. -

Mas adelante observaremos que este forcing no puede ser o~ 2"-ligado.

Nuestro siguiente objetivo es describir a los filtros genéricos de P,. Para estudiar a los filtros

genéricos, necesitamos saber algunos densos sobre P,.
Para cada n € w y para cada x € 2¢, defina

H! ={peP,:existe k € wy existe (s, F) € Pg tal que x € F'y p(k) = (s, F)}
El siguiente resultado nos asegurard que todos estos conjuntos son densos.

Lema 4.3. Para todo n € wy para todo x € 2, H es denso en P,

DemosTRACION. Sea f € P,. Sea k € w tal que k ¢ dom(f). Sea s la funcién vacia. Defina
F'() = f()). sijedom(f),y f'(k) = (s, {x}). Claramente f" € Hyy ' < f.
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Estos dltimos densos nos ayudardn a obtener que ciertos conjuntos en la extension son elemen-
tos del ideal SP,. Al principio del capitulo 3, en la proposicién 3.2 obtuvimos unos conjuntos
canoénicos, definidos a travez de una funcion, que generaban a los ideales SP;. Los siguientes

densos nos ayudaran a codificar dichas funciones.

Para cada k,n € w y para cada o € 2, defina

D?km ={peP,:existe (s, F) € Pg tal que p(n) = (s, F) y o € dom(s)}.

71

oy €5 denso en P,

Lema 4.4. Para todo n,k € w y para todo o € 2=, D

DEmosTRACION. Sea f € P,. Si k ¢ dom(f), entonces defina f’(n) = f(n) si n € dom(f). Considere
§;2%% — 2" cualquiera tal que o~ € dom(s) y defina f”(k) = (s, 0). Claramente " € D, .,y f" < f.
Si k € dom(f), entonces considere (s, F') tal que f(k) = (s, F'). Sin pérdida de generalidad suponga
que o ¢ dom(s). Por la condicién (e), existe p € 2" tal que F N (o N p) = @. Defina s'(x) = s(x) si
x € dom(s) y s'(0) = p. Claramente " € D}, .,y f' < f. .

Considere un filtro G sobre P, tal que paratoda k € w y toda o € 2<“, G N Dy ,, # 0. Para toda
k € w, se construird una funcién ¢y : 2“ — 2". Defina ¢y (07) = p si y s6lo si existe una p € Gy

(s, F) € P° tal que o € dom(s), s(c) = p 'y p(n) = (s, F). Esta funcién esté bien definida pues G es

n

un filtro y estd definida en todo 2= pues G intersecta a todos los Dy -

El siguiente lema nos dara

una propiedad muy importante sobre los filtros genéricos.

Lema 4.5. Sea G un filtro en P, tal que para toda k € w y toda o € 2=“, G N Doy # 0. Sea
X ={x€2?: H;NG # 0}. Entonces X C e, X

DemosTrACION. Sea x € X. Como G N H, # 0, existe p € Gyunak € w tal que p(k) = (s, F)y

x € F. Veamos que x € X,,.

Sea j € w. Como G N D?k,x“) # 0, debe existir p’ € G tal que p(k) = (s',F’) y x[;€ dom(s’).
Considere g € G tal que g < {p, p’}, entonces si g(k) = (s*, F") debe ocurrir que x| ;€ dom(s") y
x € F*. Por la propiedad (d), F" N (x[; “s"(xT;)) = 0. En particular x ¢ F" N {(x[; ~s7(x[))).

Como @i(x[r) = s7(x[y), entonces x € F* N{(x[; “¢r(xT;)) y asi x € X,,. Ci

Entonces los filtros genéricos sobre P, nos dardn conjuntos en el ideal SP;.

Podremos usar este ultimo lema para obtener un resultado en ZFC el cual involucra al nimero de
Martin de los o ligados y el cardinal non(SP).

CoroLArI0 4.6. Para todo n € w'y para todo k < 2", My i_jigago < NON(SP,,).
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DEMOSTRACION. Sea X C 2¢ tal que |X| < M, s_jigado- Por €l corolario 4.2, P, es o k-ligado. Entonces
existe G un filtro sobre P, tal que, para todo k € w y o € 2<“ y para todo x € X, intersecta a D
y a H}. Porellema 4.5, X C (J;, X,,. Por la proposicion 3.2, cada X, es un conjunto poroso de
grado n'y asi X € SP,. Por lo tanto M, j_jjgago < NON(SP,,). 3

En particular, para cada n > 2 tenemos que My jigado < NON(SP,) < Nnon(SP) y My ,tigado <
non(SP). Es lo mas que podemos avanzar en ZFC, pues en [HrZil] muestran que es consistente que
NON(SP) < M, centrado Y POT 1O tanto es consistente que, para todan € w, NON(SP,,) < My centrado- MAS
aun, en ese mismo articulo se muestra la consistencia de NoN(SP) > M, centrado €ON Un filtro genérico
sobre un modelo base que satisface ~“CH y MA jjgado €n un arbol de Suslin. En la extension
My centrado = W1 (V€ase [HrZil]) y non(SP,) > w, pues el arbol no agrega reales nuevos y preserva

cardinales.

Existe otra aplicacion del lema 4.5 la cual nos mostrard que los filtros genéricos de P, hacen del
modelo base un elemento del ideal SP,. Este resultado implica que el forcing P, no puede ser o
2"-ligado.

CoroLARIO 4.7. Sea n € w. Sea G un filtro P, genérico sobre un modelo V. Entonces se tiene que
VIG] E2“ NV € SP,.

DemosTrACION. Por genericidad, para todo k € wy o € 2<“ y para todo x € 2“ NV, G intersecta
a Dy y a H}. Por lo tanto, usando el lema 4.5, se tiene que V[G] E 2° NV C Ji, X,,. Porla
proposicion 3.2, X, es un conjunto poroso de grado n'y asi V[G] E 2NV € SP,.

Este dltimo resultado nos impone una restriccion sobre el corolario 4.2. No podemos mejorar el
corolario a hacer los forcings P, para que tengan la propiedad de ser o 2"-ligados, pues seria una

contradiccion entre el corolario 4.7 y el lema 3.7.

2. Invariantes cardinales de SP,.

En esta seccion usaremos el forcing P, y aplicaremos los resultados de la seccion anterior para
ver propiedades sobre los invariantes cardinales de los ideales SP;. En estos resultados usaremos

iteraciones con soporte finito del forcing P,,.

Hasta ahora, en este trabajo, no se ha visto ningun resultado relacionado con cov(SP). En el
siguiente resultado mostraremos la existencia de un modelo en donde cov(SP,) < ¢ (y como con-
secuencia cov(SP) < o).

TeorREMA 4.8. Sea n > 2. Es consistente con ZFC que cov(SP,) < .
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DEemMoSTRACION. Sea V un modelo tal que V = -CH. Sea P = {(PQ,QQ) : @ < w;} una iteracién
de soporte finito, donde cada Q, es P,. Por el corolario 4.2, P es una iteracion de forcings o
ligados. Por lo tanto P es un forcing c.c.c. y asi V[G] = -CH. En V[G] considere la familia
C ={V[G,] N2¥: a < wy}. Por el corolario 4.7, V[G] = C € SP,,. Veamos que V[G] E |JC = 2“.

Sea f un P nombre para un elemento de 2. Para cada n € w, considere A, una anticadena maximal
en P tal que decida el valor de f (n). Como P es un forcing c.c.c., entonces cada A, es a lo mas
numerable. Como P es de soporte finito, entonces debe existir @« < w, tal que para todo n € w,
A, € P,. Porlo tanto V[G] E f € 2 N V[G,]. Por lo tanto V[G] E |JC = 2“.

Con todo esto se tiene que V[G] | cov(SP,) < ¢. —

En particular, es consistente con ZFC que cov(Mon) = cov(SP) < c.

Ahora estableceremos una importante diferencia entre los ideales SP,,.

TeorREMA 4.9. Es consistente con ZFC que non(SP,) < non(SP,,, ).

DEmosTRACION. Sea V un modelo tal que V = CH. Sea P = {(PQ,QQ) . @ < w,} una iteracion de
soporte finito, donde cada Qa es P,.1. Por el lema 3.10 y por el corolario 4.2, P es una iteracién
de forcings c.c.c. que preservan fuertemente non(SP,). Use la proposicién 3.11 para obtener que
P preserva fuertemente non(SP,) y usando la proposicion 3.8 se tiene que V[G] | V N 2¢ ¢ SP,.
Como P preserva cardinales, entonces se tiene que V[G] E non(SP,) = w;. Veamos que V[G] E
non(SP,..1) = w,.

Sea X un P nombre para un subconjunto de 2¢ tal que V[G] IXI = w;. Sea{x, : @ € w;} un
conjunto de P nombres para los elementos de X. Para cada x € X y para cada n € w, considere
Ay una anticadena maximal de P tal que decida el valor de x(n). Como P es c.c.c. y la iteracion
es de soporte finito, debe existir @ < w, tal que para todo x y para todo n € w, A(; ,, < P,. Entonces
Xe VIG,] y por el corolario 4.7, V[G] E Xe SP,.... Por lo tanto V[G] E non(SP,..) = w,.

Por todo esto, V[G] E non(SP,) < non(SP,..1). —

Observe que como non(SP,) < non(SP), entonces, para cada n € w, tambien es consistente con
ZFC que non(SP,) < non(SP).

A pesar de que hemos podido separar cualesquiera dos de los non(SP;), no sabemos si es posible
separar mas de dos (o incluso todos) de estos carinales. No sabemos si es consistente con ZFC que

para todo n < w, non(SP,) < non(SP). Se concluye este trabajo con unas preguntas para el lector.



2. INVARIANTES CARDINALES DE SP,. 45

(Existe un modelo 9t y tres nimeros naturales k,n,m tal que M E non(SP;) < non(SP,) <
non(SP,,)?
(Existe un modelo Mt tal que M | Yk € w, non(SP;) < non(SP)?
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