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Introduccién

Las funciones especiales aparecen como soluciones de ecuaciones diferen-
ciales, tienen aplicaciones en la Fisica (por ejemplo en la Mecanica Clasica
del siglo XVIII, en Electromagnetismo y Termodinamica del siglo XIX y en
la Mecéanica Cuéntica del siglo XX). Ademads, las Ingenierfas en estos tiem-
pos demandan un conocimiento mayor sobre las Matemaéticas aplicadas que
antes. Es por esto que es importante entender sus propiedades basicas.

Algunos ejemplos importantes de funciones especiales son los polinomios
hipergeométricos clésicos de Jacobi, Laguerre y Hermite, que son soluciones
de ecuaciones diferenciales de segundo orden.

El siguiente paso natural fue generalizar los polinomios hipergeométricos
clasicos a soluciones de ecuaciones en diferencias finitas. Estas ecuaciones son
un caso especial de una relacién funcional que podemos escribir como:

A(z) f(z +1) + B(x) f(x) + C(x) f(z = 1) = 0,

donde A(z), B(z) y C(z) son polinomios en la variable = con grado no mayor
a dos. Como un ejemplo simple, la funciéon Gamma I'(x) es solucién de una
ecuacion en diferencias:

I(z+1) =al'(z).

La necesidad de esta generalizacion viene del uso de las matematicas apli-
cadas: muchos sistemas de la fisica, biologia, entre otros, son modelados en
términos de ecuaciones en diferencias, en lugar de diferenciales.

De estas generalizaciones vienen algunos polinomios hipergeométricos or-
togonales y ¢g-polinomios hipergeométricos ortogonales, también llamados po-
linomios hipergeométricos ortogonales basicos, como los polinomios de Char-
lier C,(x;a), que son solucién de la ecuacién en diferencias (ver (9.14.5) en
p.248 de [1]):

—ny(z) = ay(z + 1) — (x + a)y(z) + zy(z — 1), y(z) = Cyu(z;a),

y los polinomios de Stieltjes-Wigert S, (; ¢), que son solucién de la ecuacién
en g-diferencias (ver (14.27.5) en p.544 de [1]):

—2(1 = ¢")y(z) = zy(qz) — (x + Vy(z) + ylg 'x), y(x) = Su(z;q).

El esquema Askey de polinomios hipergeométricos y sus g-analogos ([2],[1])
retne el conocimiento que se tiene sobre una gran cantidad de este tipo par-
ticular de funciones especiales. Dependiendo del nimero de parametros aso-
ciados a la familia de polinomios, ésta ocupa diferentes niveles en la jerarquia
de Askey. Por ejemplo, los polinomios de Hermite clésicos conocidos H,(x)



estan en el nivel mas bajo, mientras que los polinomios de Laguerre L (x)
y los de Charlier C),(x;a) estdn ubicados un nivel mas arriba, y asi se sigue.
Todas las familias de polinomios en éste esquema estan caracterizados por
unas propiedades “canodnicas”: son soluciones de ecuaciones diferenciales o en
diferencias de segundo orden, pueden ser generadas por relaciones de recu-
rrencia de tres términos, son ortogonales con respecto a funciones de peso con
soporte finito o infinito, tienen férmulas del tipo de Rodrigues, entre otras.
Por supuesto, surgen muchas otras familias de polinomios de interés en el
estudio de las Matematicas aplicadas y puras que no pertenecen al esquema
Askey debido a que les faltan algunas de las propiedades antes mencionadas.
Este trabajo explorara en detalle dos familias ¢-polinomiales de este tipo,
los polinomios de ¢-Fibonacci (introducidos en [3] y [4]) y los polinomios de
g-Lucas (introducidos en [4] y [5]), que estan definidos por una relacién de
recurrencia de tres términos no convencional. Estos polinomios han sido estu-
diados en detalle en [6] y tienen varias aplicaciones en el campo de la Fisica,
por ejemplo en el estudio de cadenas diatémicas, en Mecanica Estadistica,
entre otras.

Los nimeros de Lucas son semejantes a los nimeros de Fibonacci. Cada
numero de Lucas, al igual que los de Fibonacci, esta definido como la suma
de sus dos predecesores, es decir, son una sucesion entera de Fibonacci con
la diferencia de que los dos primeros ntimeros de Lucas son Lo =2y L; =1,
en lugar de 0 y 1 (que son los primeros nimeros de Fibonacci). Esto hace
que las propiedades de los ntimeros de Lucas sean diferentes que las de los
numeros de Fibonacci.

Estudiamos estos dos polinomios simultaneamente ya que tienen muchas
propiedades en comun, ésto es debido a que los niimeros de Fibonacci F;, y los
numeros de Lucas L, estdn muy relacionados (como ya se mencioné ambos
tienen la misma relacién de recurrencia, pero distintas condiciones iniciales),
y esta relacién también existe entre los polinomios de Fibonacci F),(x) y los
polinomios de Lucas L,(x) estudiados por Catalan en 1883 y por Bicknell
en 1970, respectivamente (ver [10]). Nosotros estudiaremos una variaciéon de
estos polinomios definida por J. Cigler, pero que también cuenta con esta
relacion entre ambos.

En este trabajo repasaremos algunas propiedades de estos polinomios (ver
[6]) ¥ nuestro resultado principal, es estudiar estos g-polinomios al aplicarles
la transformada integral de Fourier, y veremos que tienen propiedades de
transformacién simples, Estos resultados son originales y ya fueron publica-
dos en [22].

En las secciones 2 y 3 daremos algunas propiedades de los polinomios de
Fibonacci y de sus g-extensiones, respectivamente, estas propiedades seran
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usadas en la seccién 4 para encontrar una forma explicita de la transformada
integral de Fourier para los polinomios de ¢-Fibonacci.

En las secciones 2 y 5, de una forma semejante hablaremos de propiedades
de los polinomios de Lucas y sus g-extensiones, respectivamente, y analoga-
mente usaremos estas propiedades en la seccién 6 para encontrar una forma
explicita de la transformada integral de Fourier para las ¢g-extensiones de los
polinomios de Lucas.

En todo el trabajo usaremos la notacion estandar de la teoria de las
funciones especiales (ver, por ejemplo, [7]-[9]).

III



1. Preliminares.

1.1. Series hipergeométricas y ¢-hipergeométricas.

Se definen las series hipergeométricas por:

Aty ..., Ar (ala 7ar>k Zk
’r‘FS = PR 1
(bl,...,bs Z) ;(bl,. D)k K M)
donde
(a1, ar )k = (a1)r - (ar)k, (2)
Ia+k
(0= ala+ Dfa+2) - (a+ k1) = “2TE) 0
I'(a)
mientras que I'(z) = [ " ‘e dt es la funcién Gamma.
En el caso en el que uno de los parametros en el numerador aq, as, ..., a,

en (1) sea igual a algin entero negativo —n, entonces la suma sobre k en (1)
tiene solo un nimero finito de terminos distintos de cero y entonces

—N,ay, ..., a4 " (—n,ag, ..., a); 2"
o Fs z | = —, 1
G ) S t e o

representa una serie finita, esto es, (1’) es un polinomio de grado n en la
variable z.

Todas las familias conocidas de polinomios ortogonales tienen expresiones
explicitas en términos de los polinomios hipergeométricos del tipo (1’). Por
ejemplo, los polinomios de Hermite clasicos conocidos

—nJ2,—(n— 1)/2‘ 1 ) |

_ T2

H,(x) = (22)"2F (

los polinomios de Laguerre

y los de Charlier




Ahora introducimos algunas ¢g-notaciones estandar, que son g-extensiones
de (2) y (3) (ver [1] y [6]):

(@: gk = (1 =)l —ag)--- (1 —ag"™"), m T e ng(;])Q)
[k]q = 11—_61:’ Qk—l :H ]—1

Las series g-hipergeométricas, que son q-generahzac1ones de (1), estén
definidas por:

A1y ..y Qp
o b b
1y--+5Us

donde

- (al Clr'CI)k 1ds— (k) 2
. — ) y oy -1 (14+s—r)k (1+s r)(2)
q,Z) kz:% (blaabsaq)k’( ) a : ’

(a1, ar; @k = (a5 @)k - -~ (@r; Qs (l;) N k(kg_—l)~ (4)

De forma similar a (1), tenemos que si uno de los parametros del nume-
rador aj,as,...,a, en (4) es igual a ¢~", donde n es un entero distinto del
cero, tenemos que

)
n -n k

q " as,...,0a
T¢S (
q , A2, .., Qp 4 )k s—r s—r)(* Z 9
-3t o e (_pyosnigean) Z

blab27"'7bs
— - b5 @) (43 0w

representa una serie finita. Entonces (47) es un polinomio de grado n en la
variable z (ver, por ejemplo, la formula (7) en la seccion 2).

1.2. Transformada de Fourier.

Para una funcién f € £L3(R) se define la transformada de Fourier como:

=g [

Propiedades:
i) Si f,g € L*(R) y a,b € C = F(af +bg) =aF(f) +bF(g).
ii) Si f € L2(R) yae C= F (agf (%)) (y)

—n+1

=a 7 F(f(z))(Vay), ¥n € NU{0}. (5)



Demostracion:

i) Flaf(z) +bg(x))(y) \/—/ ) + bg(x

:\/ﬁ/efd:c—l——/egdx
= aF(f(x))(y) +bF(g(z))(y)

oo Ll

f(u)du

oiV/auy U =
m/ g = S
=a~7 F(f(x)(Vay).



2. Polinomios de Fibonacci y de Lucas.

Los polinomios de Fibonacci F,(z, s) estan definidos por la relacién de
recurrencia de tres términos

Foi(z,s) =aF,(x,s) + sF,_1(z,s), n>1, (6)

con valores iniciales Fy(z,s) = 0y Fi(x,s) = 1 (ver, por ejemplo, [3, 4]).
También se pueden escribir de forma explicita como:

2
Fn+1($a S) = Z < k )skl.n—Qk

k=0

::BTLQFl( 272

donde (}) = n!/k!(n — k)! es el coeficiente binomial y [z] denota el mayor
entero menor o igual a x.

Los polinomios de Fibonacci F,(z, s) tienen una funcién generadora (fun-
cién cuyos coeficientes de su serie de Taylor son los polinomios) de la forma:

t
xst ZF IES m, ‘t’<1, (8)

la cual no es dificil de encontrar usando la relacién de recurrencia de tres
términos (6).

Los polinomios de Fibonacci F,(z, s) estan normalizados tales que F,(z, 1)
fn(x) (donde f,(z) son los polinomios de Fibonacci definidos por Catalan,
ver [10], férmula (37.1) en p.443) y para los valores particulares z = s = 1 la
relacién (6) genera la sucesion clésica de los nimeros de Fibonacci {F, }, -, =
{1,1,2,3,5,8,13, ...} y la relacién (8) se reduce a la conocida funcién genera-
dora fr(1,1;t) de los nimeros de Fibonacci {F,}, que "han sido una fuente
de deleite para matemadticos profesionales y amateurs por siete siglos”[11]
(ver también [12]-[14]).

Enfatizamos el hecho de que los polinomios de Fibonacci (7) (de grado n
en z y [n/2] en s) pueden representarse también de la siguiente forma:

Fra(eos) = (208) 0l (522,

P (@) = a" o Py < 7| - %) 9)

—Nn



entonces las propiedades fundamentales de F,(x,s) estdn definidas bési-

camente por los polinomios pglF)(x). Ademas, tenemos que los polinomios

p%F) (x) son esencialmente los polinomios de Chebyshev del segundo tipo
Un(z) con un argumento imaginario z € C (ver p.449 en [10]). En efecto,
recordar que los polinomios de Chebyshev U, (z) tienen una representacién

explicita (ver (23) en la p.185 de [15]):

[n/2]
Un(z) = S (1) (" . ’“) (22)" 2k, (10)

k=0

Por tanto, de (7), (9) y (10) con facilidad se deduce que
Fui(2,5) = (—i/3) Ui /25) (11)

y, entonces, pi(z) = (—i/2)"U,(iz). Observemos que, de la relacién de
recurrencia de tres términos

QZUn(Z) = Un+1(2) + Un_1(2> (12)
para los polinomios de Chebyshev del segundo tipo U, (z) se sigue que

1
(@) = aplD (@) + o @), nz 1 (13)

con valores iniciales p(()F) (x)=1y ng) (x) = . Los coeficientes en la relacién

de recurrencia de tres términos (13) son 4,, = 1y C,, = —1/4; por lo tanto no
satisfacen la condicién A,C),;1 > 0 del teorema de caracterizacion de Favard
(ver, por ejemplo, (7.1.5) en la p.175 en [7]). Esto significa que no existe una
unica medida ortogonal positiva para los polinomios p%F)(x).

En este momento vale la pena destacar que hay al menos tres consecuen-
cias directas de la conexién (11) entre los polinomios de Fibonacci F, 11 (z, s)
y los polinomios de Chebyshev del segundo tipo U, (iz/2+/s).

Primero, como los polinomios de Chebyshev del segundo tipo U, (z) pue-
den ser expresados en términos de los polinomios hipergeométricos o F; como
(ver, por ejemplo, 9.8.36 en [1]):

Un(z) = (n +1) oy (‘”’?*2‘1;), (14)

2

entonces (11) es consistente con la segunda linea en (7) sélo si la férmula de
transformacion

—n,n+2|1—=z
(n—‘l_l)QFl ( 3 ‘ 9 )

2

(B
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es valida. Para asegurar que (15) se cumpla, daremos una prueba directa de
esta identidad en el Apéndice 1.

Segundo, dado que los polinomios de Chebyshev del segundo tipo U, ()
satisfacen la ecuacién diferencial de segundo orden (ver (9.8.44) en [1])

2
[(1 — xQ)% — 3xdi +n(n+ 2)] Un(z) =0, (16)
uno deduce con facilidad que
@ d| ()
(14 22 )ﬁ+3xd_ () =n(n+2)p, " (z). (17)

Tercero, se sabe que la funcion generadora de los polinomios de Chebyshev
del segundo tipo U, (x) es de la forma (ver (9.8.56) en [1])

1 — 22t + 2’

> 1
SotUe) = T <L, (18)
n=0

asi que si combinamos (11) con (18), esto nos lleva al mismo resultado que
en (8).

Los polinomios de Lucas L,(z, s) para n > 3 estan definidos por la rela-
cién de recurrencia de tres términos

Lyi(x,s) =xLy(x,s) + sLy_1(x,s), n>2, (19)

con valores iniciales Lo(z,s) = 1, Li(z,8) = x y Ly(z,s) = 2% + 25 [6].
También se pueden escribir de forma explicita como:

A o -k k,.n—2k
Ln(x,s)zzn_k L )5 e

k=0
_n l-n
:aj‘nQFl ( 2’

2
1—n

—§>, n>0. (20)

2

Los polinomios de Lucas L, (z, s) tienen una funcién generadora de la forma:

1+ st?

Para obtener (21), multiplicar ambos lados de (19) por t"*! y sumar con
respecto al indice n de n = 2 hasta infinito tomando en cuenta los valores
iniciales Lo(x,s), Li(x,s) y La(x,s).



Los polinomios de Lucas L,(z, s) estdn normalizados tales que L, (z,1) =
l,(z) (donde [,(x) son los polinomios de Lucas estudiados por Bicknell,
ver p.459 en [10]) y para los valores particulares z = s = 1 la sucesién
{L,(1,1)}5°, reproduce los numeros de Lucas {L,} = {1,3,4,7,11,18, ...} y
la relacién (21) se reduce a la funcién generadora fr(1,1;¢) de éstos niime-
ros {L,} (ver [14] para aplicaciones de los nimeros de Lucas y [13] para
generalizaciones de los polinomios de Lucas).

Enfatizamos el hecho de que los polinomios de Lucas (20) (de grado n en
x'y [n/2] en s) pueden representarse también de la siguiente forma:

T
La(x,5) = s"/*p{l) (_) ’
\/_

S
n l-n
2

(L) — " 2
Py (@) = a" o 1<1_n

-3). (2)

2

de modo que las propiedades fundamentales de L, (x, s) estan definidas bési-

camente por los polinomios p,(@L)(x). Ademsds, tenemos que los polinomios

pg“) (x) son de hecho los polinomios de Chebyshev del primer tipo 7,,(z) con
un argumento imaginario z € C. En efecto, recordar que los polinomios de

Chebyshev T,,(z) tienen una representacién explicita (ver (23) en la p.185 de

[15]):

n/2
ne~ CD =k =1 o
Tz =5 ZO i —ok) )

1
Por tanto, de (20), (22) y (23) se sigue que

Lo(z,s) =1, Ly(x,8) =2(—i/s)"Ty(ix/2y/s), n>1, (24)

y, entonces, péL)(x) =1, pﬁlL)(m) = 2(—1)"T,(ix/2), n > 1. Observemos que,

de (22), (24) y la relacién de recurrencia de tres términos
22T, (2) = Thia(2) + Thi(2) (25)
para los polinomios de Chebyshev del primer tipo 7,,(z) se sigue que
pih (@) = 2P @) + (@), n> 1, (26)

con valores iniciales péL) (r)=1y ng)(x) = z. Los coeficientes en la relacién

de recurrencia de tres términos (26) son A, = —C,, = 1; por lo tanto no
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satisfacen la condicién A, C),;1 > 0 del teorema de caracterizacion de Favard
(ver, por ejemplo, (7.1.5) en la p.175 en [7]). Esto significa que no existe una
unica medida ortogonal positiva para los polinomios p%L) ().

De la misma forma en la que, de la relacién (11) entre los polinomios
de Fibonacci F,.i(x,s) y los polinomios de Chebyshev del segundo tipo
Uy, (ixz/24/s) obteniamos al menos tres consecuencias, podemos observar que
la relacién (24) entre los polinomios de Lucas L,(x,s) y los polinomios de
Chebyshev del primer tipo T,,(iz/2+/s) nos da tres consecuencias andlogas.

Primero, como los polinomios de Chebyshev del primer tipo T, (z) pueden
ser expresados en términos de los polinomios hipergeométricos o F; como (ver,

por ejemplo, 9.8.35 en [1]):

2

T.(z) = o1 (_ )

1;2) 7 (27)

entonces (24) es consistente con la segunda linea en (20) sélo si la férmula

de transformacién
1—=z —n long
= 2"y F 27 2= 28
2 ) = < 1—n z2) (28)

—n,n
2F1 ( 1
2
es valida. Daremos una prueba directa de esta identidad en el Apéndice 2.
Segundo, dado que los polinomios de Chebyshev del primer tipo T, ()
satisfacen la ecuacion diferencial de segundo orden (ver (9.8.43) en [1])

[(1 — xz)dd—; - x% + nz] T, (x) =0, (29)

de la relacién pﬁlL)(x) = 2(—1)"T,,(iz/2) se sigue que

d? d
) oot o) = P ), (30)

Tercero, se sabe que la funcién generadora de los polinomios de Chebyshev
del primer tipo 7T},(x) es de la forma (ver (9.8.50) en [1])

> 1 —at
t"T, = t| <1, 31
Sene- At o

asi que si combinamos (24) con (31), esto nos lleva al mismo resultado que
en (21).



3. g-extensiones de los polinomios de Fibo-
nacci.

Cigler defini6 en [3, 4] un g-analogo natural de los polinomios de Fibonacci
F,(x,s), que satisfacen la relacién de recurrencia de tres términos no estandar

Foii(z, s|lq) =[x+ (¢ — 1)sD,| F(x, s|q) + sFn-1(z, s|q), n>1 (32)

con valores iniciales Fy(z,s|q) = 0y Fi(x,s|q) = 1, y donde el operador de
g-diferencia de Hahn D, esta definido por

f(x) — f(qx)
(I—q)z

Los polinomios de g-Fibonacci F,(z, s|q) se pueden escribir de forma explicita
€como

Dy f(z) := (33)

[n/2] ok
Fopi(z, s|q) = Zq (k+1) /2{ ] gk pn—2k
q

-n/2 (1-n)/2 __ —n/2 _ 4(1-n)/2
= xn 4¢1 <q 4 1 T q; _q_;) ) n = O? (34)
qg " T
donde m . denota al coeficiente g-binomial
kl, (@G Dok

v (2;q)n es el g-factorial, esto es, (2;¢)o = 1, (2;9)n = Z;é(l — 2q") para
n > 1.

Una g-extensién de la funcién generadora fr(x,s;t) asociada a los poli-

s
nomios de ¢-Fibonacci F,(z, s|q) es de la forma (cf. (7))

< 1 ‘q; —qstQ)
qxt

q;a:t) ) lt] < 1. (36)

fr(z,s;t)q) : ZF (x, s|g)t"

El tener estas dos expresiones equivalentes en términos de las funciones
hipergeométricas basicas, ya sea 1¢1 0 201, es completamente consistente con
un caso limite de la férmula de transformacién de Heine (ver [1], férmula

(1.13.13) en la p.20)
q;az)

a,b N (07¢) b
201 < 0 ‘97 Z) = (Z;q)oo 191 (bz

9




cona = —qst/x, b= qy z = xt (esto significa que el cociente (bz; ¢) oo /(2; @)oo
se reduce en este caso al factor 1/(1 —z) =1/(1 — xt) ).

Observemos que los polinomios de ¢-Fibonacci F),(x, s|q) estan definidos
de tal manera que en el limite cuando ¢ — 1 se reducen a los polinomios de
Fibonacci F,(z, s),

Fo(x,s|1) = (lll_rg F.(x,s|q) = Fu(z,s), (37)

y la funcién generadora (36) para F,(z, s|q) coincide entonces en este limite
con (8), que es la funcién generadora asociada a los polinomios F,,(x, s).
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4. Transformada de Fourier de F,(z, s|q).

En esta seccion calcularemos la forma explicita de la transformada in-
tegral de Fourier cldsica de los polinomios de ¢-Fibonacci F,(z,s|q). Para
poder obtener este resultado, tenemos que observar como se transforma esta
familia de polinomios con respecto al cambio ¢ — 1/¢. Si reescribimos la
ecuacion (34) para F,(z, s|q) como

[n/2]
Fo(z, slq) = Z stan T, (38)
k=0
entonces los coeficientes en (38) son:
F n—k
e =gt E] (30)
q

De la definicién del coeficiente g-binomial mq en (35) no es dificil obtener
una férmula de inversion

el @
1/q q
con respecto al cambio ¢ — 1/¢. Entonces, se sigue de (39) y (40) que
el (a7) = ¢ e a). (41)
Esto significa que (cf. (34))
[n/2] [n/2]

Foi (x,s|q_1) = ZCZFk)(q gk pn—2k qu(k n—1) cle q)skxn—Zk
k=0
(qn/{ g2 /2 g(1=n)/2
qg™0,0
El siguiente paso es usar la transformada de Fourier aplicada a la funcion
exponencial de Gauss e/,

=" 4¢3

g; —i) : (42)

qz?

/ VT2 = \2me V)2
R

para determinar la transformada integral de Fourier de la funcién exponencial
expli(n — 2k)kx — 22 /2]. Esto da

/eixy+i(n—2k)nx—x2/2dx _ \/% 6—[y+(n—2k:)n]2/2
R

_ \/ﬁ qn2/4qk(k—n)e—(n—Zk)ny—yQ/Q’ (43)

11



donde ¢ = e~2+".

Ahora podemos enunciar y demostrar el siguiente corolario:
Corolario 4.1: La transformada integral de Fourier cldasica de los polinomios

de q-Fibonacci F,y1(ae™™®, s|q) multiplicados por la funcién exponencial de
Gauss e~/ tiene la forma:

/ Fo (aeim, s|q) e 2y = \/2r qn2/4Fn+1 (Cw_ﬁy7 qs|q_1) €—y2/27 (44)
R

donde a es una constante arbitraria.

Demostracion: Usando la primera linea de la ecuacion (34) y después la
transformada (43) evaluamos paso a paso y obtenemos

/ Fn+1 (aemx, S’Q) ei:):yfg;Q/de

R
[n/2]

— Z Cﬁfk) (q) Skan—Qk / ei:cy—i—i(n—Zk)na:—xz/le,
k=0 R

[n/2]
_ \/% qn2/4€,y2/2 Z qk(k—n)cffk)(q)sk (aef,{y)n—%
k=0

/2
= Vor ey AR ) (as) (ae)
k=0

= V21 ¢ F, . (a7, gs|g7Y) eV 2,
\/2_ n/4F Ky 1 y?/2

usando en el peniltimo paso la relacién (41) entre los coeficientes C;F,g(q) y

clek) (¢~1). Esto completa la prueba de (44).
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5. g-extensiones de los polinomios de Lucas.

En [4, 5] se introdujo una g-extensién de los polinomios de Lucas L, (z, s)
como
Ln(wu S‘Q) = Ln(l' + (q - 1)3Dq7 5)7 (45)
donde D, es el operador de g-diferencia de Hahn, y estd definido por (33).
De (19) se sigue que estos polinomios de g-Lucas (45) satisfacen la siguiente
relaciéon de recurrencia no convencional

Lypii(z,slq) =[x + (¢ — 1)sDy| Ly (2, s|q) + sLn-1(x, s|q), n>2, (46)

con valores iniciales Lo(x, s|q) = 1, Ly(z, s|q) = v vy Lao(z, s|q) = 22+ (1+q)s.
También se pueden escribir de forma explicita como:

& (k—1)/ nq n—Fk| g .o
(x,s|q) = Zq k:]q i s"x
q

<q—n/2’ q( —n)/2 _q—n/Q’ _ g1/
ql—n
donde [n], :== (1 — ¢")/(1 — q) y el simbolo [Z]q denota al coeficiente ¢-
binomial, definido en (35).
Una g-extensién de la funcién generadora fr(z,s;t) asociada a los poli-
nomios de ¢-Lucas L,(x, s|q) es de la forma (cf. (20))

1+ st? q
(z,s7t]q) - ZL z, slg)t" " 101 (qazt'q; —qstQ)
gst

— (1 + 3t2) 2@51 (_g q

El tener estas dos expresiones equivalentes (48) en términos de las fun-
ciones hipergeométricas bésicas 1¢; 0 201, es completamente consistente con
un caso limite de la férmula de transformacién de Heine (ver [1], férmula

(1.13.13) en la p.20)
b bz, q)oo b
201 <a(’) ‘q;Z) = ((Zz;’qq))oo 101 (bz q;aZ>

cona = —qst/x, b= qy z = xt (esto significa que el cociente (bz; ¢) oo /(2; @)oo
se reduce simplemente al factor 1/(1 — z) = 1/(1 — xt) ).

Observemos que los polinomios de ¢g-Lucas L, (z, s|q) estan definidos de
tal manera que en el limite cuando ¢ — 1 se reducen a los polinomios de
Lucas L,(z,s) (20), y la funciéon generadora (48) para L,(z,s|q) coincide
entonces en este limite con (21), que es la funcién generadora asociada a los
polinomios L, (z, s).

=" 401

q;xt) , lt] < 1. (48)
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6. Transformada de Fourier de L,(z, s|q).

En esta seccién calcularemos la forma explicita de la transformada inte-
gral de Fourier clasica de los polinomios de ¢-Lucas L,(z, s|¢). Para poder
obtener este resultado, tenemos que observar como se transforma esta familia
de polinomios con respecto al cambio ¢ — 1/¢. Si reescribimos la ecuacién
(47) para L,(x, s|q) como

Lo(z,slg) =Y P (g)sF a2, (49)

entonces los coeficientes en (49) son:

B () = R=1)/2 n], [n—k

De las definiciones del simbolo [n], en (47) es facil obtener la siguiente férmula
de inversion

[1/q = ¢" "l (51)
con respecto al cambio ¢ — 1/¢. Entonces, se sigue de (50), (51) y la férmula
de inversién (40) que

(a7 = e ). (52)

)

[n/2] [n/2]
— L n n L n
Ln(:v,s|q 1)5202’2((] 5" 2k Zq (k— )C lz 5P 2k
k=0

o qfn/27 q(lfn)/Q’ _qfn/Z’ _q(lfn)/2
=" 4¢3

qs
P w%). o)

Ahora, utilizando los resultados obtenidos en (43) para la transformada
integral de Fourier de la funcién exponencial expli(n — 2k)rz — 2%/2], pode-
mos enunciar y demostrar el siguiente corolario:

14



Corolario 4.2: La transformada integral de Fourier cldsica de los poli-
nomios de q-Lucas L, (be"®, s|q) multiplicados por la funcién exponencial de
Gauss e=="/2 tiene la forma:

/ L, (bei’“, s|q) e 2y = /o q”2/4Ln (be’“y, s\qfl) 673’2/2, (54)
R

donde b es una constante arbitraria.

Demostracion: Empezamos con la primera linea de la ecuacion (47) y después
usamos la transformada (43) para mostrar que

/Ln+1( KT Slq) zxy—z2/2dl,
R

[n/2]

_ Z kbn 2k/€ixy+i(n2k)nx:v2/2dx
R

[n/2]

=27 qn2/4e_y2/2 Z qk(k_n)ciflg(Q)Sk (be_ﬁy)nf%

N/ 2]

= V2r ¢ e y/2Zc s (be™)"" 2
=21 ¢" 2/4Ln( e ”y,s|q )e y/2,

usando en el pentltimo paso la relaciéon (52) entre los coeficientes c(L)(q) y

n,k
cff,i( 1). Esto completa la prueba de (54).
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7. Conclusiones.

En resumen, hemos estudiado las propiedades bajo la transformada de
Fourier de los polinomios de ¢-Fibonacci y ¢-Lucas, que estan dados por
las relaciones de recurrencia de tres términos no convencionales (32) y (46),
respectivamente. En particular, se demostré que estas familias de polinomios
exhiben un comportamiento simple (44) y (54) al aplicarles la transformada
integral clasica de Fourier.

De hecho, si aplicamos la transformada finita (discreta) de Fourier a los
polinomios de ¢-Fibonacci su comportamiento es similar al que presentan
éstos polinomios al aplicarles la transformada integral clésica de Fourier (ver
[17)-[21]).

Podemos utilizar las técnicas empleadas por Mehta-Dahlquist-Matveev
(ver [17]-[21]) para probar que la transformada de Fourier (54) tiene un
comportamiento similar al de los polinomios de g-Lucas con respecto a la
transformada discreta de Fourier. No entraremos en detalles en este tema.

Es de considerable interés investigar si existen otras familias de ¢g-polinomios
que estén definidas por relaciones de recurrencia de tres términos no conven-
cionales (como (32) y (46)) y que también se comporten de forma simple
bajo la transformada integral clasica de Fourier.

Los resultados obtenidos en esta tesis fueron publicados en [22].
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8. Apéndice I.

Vamos a dar una prueba directa de la férmula de transformacién

—n,n+21 -z . —n lon)y
(n—|—1)2F1< 1o ‘T):@z) 2F1( v ?) (55)

que fue enunciada en la seccion 2. Para esto empezaremos con la definicion
del 5 F}-polinomio hipergeométrico que esté del lado izquierdo de (55) y eva-
luamos, usando la relacién (—n), = (—1)*n!/(n — k)!:

()-SR

(D She2es (o oo

=0

o

=0

3

k=0

El siguiente paso es cambiar el orden de la suma en (56) con respecto a los
indices k y [, lo que lleva a la ecuacion:

-n,n+21-=z
2 F 5
3/2 2

:r(3/2)2”: r2n+2-1) (z/2)"" e(2n+2—1); 1
n+1l —=T(n—-1+3/2)ll(n—1)!< n—l+3/2) 211

(57)

La suma sobre k en (57) representa al pohnomlo hipergeométrico

—1,2n+2 —1
2F1 X
n—1+3/2
con un valor especial en la variable x = 1/2, el cual puede evaluarse usando
el segundo teorema de suma de Gauss (ver, por ejemplo, (1.7.1.9) en la p.32

n [16])

- 2a,2b |1\ T(1/2)0(a+b+1/2)
2t (a+b+1/2‘§) T T(a+1/2)0(b+1/2)
a+b+1/2# —m, m 2> 0, (58)

cona=—l/2yb=n+1-1/2 (talque a+b+1/2=n—-1+43/2 > 3/2 para
toda 0 <[ <n). La suma sobre k se reduce entonces a

- <—l,2n+2—l’l)  T(A/2)T(n—1+3/2)
T\ n—1+3)2 S T((2n—143)/2)T((1-1)/2)

(59)
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Como la funcién gamma I'(z) tiene polos en los puntos z = —n, n > 0, el
lado derecho de la ecuacién (59) es cero para todos los valores impares del
indice [ debido a la presencia del factor F((l -1)/ 2) en el denominador. Esto
quiere decir que sélo los términos con [ par nos dan una contribucion distinta
de cero en la suma sobre éste indice en la ecuacién (57), esto es:

—n,n+2|1—=z
2 F —
3/2 2

[n/2]

yo o fenr2-am) (/22
2(n+1) m=0 [(n—m+3/2)I'(1/2 —m) (n —2m)!(2m)!
VT & F'(n+1—m) (=1)mn—2m
(n+1)mZ:0F(”T“_m)F(%+1_m) R (60)

donde en el ultimo paso utilizamos la férmula de duplicacién

2z—1
N3

para la funcién gamma I'(z) y la relacién

I'(22) =

T'(2)0(z +1/2) (61)

Fim+1/2)I'(1/2 —m) =7/ cosmm = (—1)"r.

Para finalizar, basta usar la identidad I'(z + 1 —n) = (=1)"T'(z + 1) /(—2),
y de nuevo la férmula de duplicacién (61) para mostrar que

: — (—n)m m!
n 02l n 1-n n—2m
_ 2 (=5)m (55 ="
n+1e= (—=n)m m!
(22)" —n lonjq
_ F 20 2 | ). 62
n+1°" —n |22 (62)

Esto completa la prueba de la férmula de transformacion (55).
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9. Apéndice II.

Vamos a dar una prueba directa de la férmula de transformacién

—n,n|l—z —n lonpy
F =) =m0 2 2 | = 63
21(1/2 2) 221(1—71 22)> (63)
que fue enunciada en la seccion 2. Para esto empezaremos con la definicion del

o F1-polinomio hipergeométrico que esta del lado derecho de (63) y evaluamos,
usando la relacién (—n); = (—=1)kn!/(n — k)!:

—n,n|l—z\ " (=n)r(n)g (1 = 2)F
21 ( 1/2 T) o ; (1/2)  2FK!

k=0

El siguiente paso es cambiar el orden de la suma en (64) con respecto a los
indices k y [, lo que lleva a la relacién:

-n,n|l—=z
F Y
A CRTE)
o T@2n—-1) (/2" (2n—1); 1
=nl'(1/2
" </)ZF( —1+1/2)ll(n - 1)l == n—l—|—1/2k2kk' (65)

1=0
La suma sobre k en (65) representa al polinomio hipergeométrico

—1.2n —1
F b)
’ 1(n—l+1/2‘$)

con un valor especial de la variable x = 1/2, el cual puede evaluarse usando
el segundo teorema de suma de Gauss (ver, por ejemplo, (1.7.1.9) en la p.32

n [16])

- 2a,2b |1\  T(1/2)0(a+b+1/2)
2t (a+b+1/2‘§) T T(a+1/2)0(b+1/2)
a+b+1/2# —m, m 2> 0, (66)

cona=—l/2yb=n—-1/2(talquea+b+1/2=n—-1+1/2 > 1/2 para
toda 0 <[ <n). La suma sobre k se reduce entonces a

~L,2n—1]1\  T(1/2)0(n—1+1/2)
2F1 <n—l+1/2‘§) CT((2n—14+1)/2)0((1 - 1)/2) (67)
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Como la funcién gamma I'(z) tiene polos en los puntos z = —n, n > 0, el
lado derecho de la ecuacién (67) es cero para todos los valores impares del
indice [ debido a la presencia del factor F((l -1)/ 2) en el denominador. Esto
quiere decir que sélo los términos con [ par nos dan una contribucion distinta

de cero en la suma sobre éste indice en la ecuacién (65), esto es:

—n,n|l—z
F )
2 1(1/2 2 )
[n/2]

- ['(2n — 2m) (z/2)n—2m
Z C(n—m+1/2)['(1/2 —m) (n — 2m)!(2m)!

n/2] TL . m) (_1>mzn72m

\/_Z D2 —m)T(2+1—m) m! ’

donde en el ultimo paso utilizamos la férmula de duplicacién

22z—1
N3

para la funcién gamma I'(z) y la relacién

['(22) = I'(x)I'(=z+1/2)

Fim+1/2)I'(1/2 —m) =7/ cosmm = (—1)"r.

Para finalizar, basta usar la identidad I'(z + 1 —n) = (=1)"I'(z + 1) /(—

y de nuevo la férmula de duplicacién (69) para mostrar que

—n,n|l—=z
(1)
VA Tt R (), ().
2= )rx+1)4%= (1-n, m
o (1), (),
= (1=n)n m!
n—1_n _37% 1
=2 ZQFl(l_n —g)

Esto completa la prueba de la férmula de transformacion (63).
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