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POSGRADO EN CIENCIAS MATEMÁTICAS
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Resumen.

En este trabajo, considerando al álgebra de Banach, Bp,w, de todos los operadores lineales
acotados que actúan sobre el espacio de Lebesgue con peso Lp(R, w), donde p ∈ (1,∞) y w es
un peso de Muckenhoupt, estudié la subálgebra de Banach Ap,w de Bp,w generada por todos los
operadores de multiplicación aI (a ∈ PSO�) y todos los operadores de convolución W 0(b) (b ∈
PSO�p,w), donde PSO� ⊂ L∞(R) y PSO�p,w ⊂ Mp,w son álgebras de funciones lentamente
oscilatorias a trozos que admiten discontinuidades lentamente oscilatorias en puntos arbitrarios
de R ∪ {∞}, y Mp,w es el álgebra de Banach de multiplicadores de Fourier en Lp(R, w). Bajo
ciertas condiciones sobre el peso de Muckenhoupt w, se construyó un cálculo simbólico para el
álgebra de Banach Ap,w y se estableció un criterio de Fredholm para los operadores A ∈ Ap,w
en términos de sus śımbolos de Fredholm. Para estudiar el álgebra de Banach Ap,w, se aplicó la
teoŕıa de operadores pseudodiferenciales y de Calderón-Zygmund, el principio local de Allan-
Douglas, el teorema de dos idempotentes, el método de operadores ĺımite y la teoŕıa de operadores
pseudodiferenciales de Mellin.

También estudié la C∗-álgebra no local B de B(L2(R)) generada por todos los operadores de
multiplicación por funciones lentamente oscilatorias a trozos, por todos los operadores de convo-
lución con śımbolos lentamente oscilatorios a trozos y por todos los operadores de desplazamiento
unitarios asociados con el grupo conmutativo de todas las traslaciones gh : R→ R, x 7→ x− h,
para h ∈ R. Se estableció un cálculo simbólico para la C∗-álgebra B y se obtuvo un criterio de
Fredholm para los operadores B ∈ B usando una generalización del método de trayectoria local
para estudiar C∗-álgebras asociadas con C∗-sistemas dinámicos. Este método está relacionado
con el principio local de Allan-Douglas y su generalización se basa en la noción de medidas
espectrales.
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1. Introducción

Los operadores integrales son instrumentos importantes y adecuados para resolver problemas
del análisis real y complejo, y la f́ısica matemática. Entre las clases importantes de operadores se
encuentran los siguientes: operadores integrales singulares, pseudodiferenciales, de Toeplitz, de
Wiener–Hopf y del tipo de convolución más generales (con grupos discretos de desplazamientos,
con datos discontinuos y oscilatorios, etc.). La teoŕıa clásica de tales operadores, en el caso de
valores continuos o suaves, fue desarrollada por F. D. Gakhov, M. G. Krein, I. Gohberg, S. G.
Mikhlin, N. I. Muskhelishvili, y M. E. Taylor, entre otros.

Hasta ahora han sido estudiadas las álgebras de operadores del tipo de convolución con datos
que admiten discontinuidades de primera especie en el eje real (ver [23], [16], [68], [20], [53]) y
discontinuidades lentamente oscilatorias en el infinito (ver [3]–[4]). El importante problema que
consiste en la investigación de álgebras de operadores del tipo de convolución con datos que
admiten discontinuidades lentamente oscilatorias a trozos en puntos arbitrarios del eje real estuvo
abierto. Para progresar en esta dirección, en particular, fue necesario estudiar la compacidad
de ciertos conmutadores de operadores del tipo de convolución que se basa sobre la teoŕıa de
operadores pseudodiferenciales con śımbolos discontinuos (ver [37], [39], [40], [72]).

Las álgebras de operadores integrales singulares con grupos discretos de desplazamientos y
coeficientes lentamente oscilatorios a trozos fueron investigadas en [5]–[8] y [41] (ver también
[15]). Las C∗-álgebras de operadores del tipo de convolución con datos continuos a trozos y grupos
dóciles de desplazamientos fueron estudiadas en [34]. Por otro lado el problema más dif́ıcil del
estudio de álgebras de operadores del tipo de convolución no locales con datos discontinuos
lentamente oscilatorios a trozos y grupos discretos de desplazamientos con conjuntos arbitrarios
de puntos fijos estuvo abierto. La admisión de desplazamientos aporta cambios cualitativos en
propiedades de tales operadores y explica la aparición de dificultades en el estudio de tales
operadores. Además, la ampliación de clases de datos de operadores considerados implica la
necesidad del desarrollo de la teoŕıa de representaciones de álgebras de operadores integrales no
locales y los métodos de investigación correspondientes.

Sea Bp,w el álgebra de Banach de todos los operadores lineales acotados que actúan sobre
el espacio de Lebesgue Lp(R, w), donde p ∈ (1,∞) y w es un peso de Muckenhoupt, y sea
Mp,w el álgebra de Banach de multiplicadores de Fourier en Lp(R, w), si w = 1 escribimos
Bp y Mp en lugar de Bp,w y Mp,w, respectivamente. La subálgebra de Banach Ap(PC) de Bp
generada por todos los operadores de multiplicación aI (a ∈ PC ⊂ L∞(R)) y todos los opera-
dores de convolución W 0(b) (b ∈ PCp ⊂ Mp) con datos continuos a trozos fue estudiada por
R.V. Duduchava en [23], [24]. Para espacios de Lebesgue con peso Lp(R, w), el álgebra de Ba-
nach Ap,w(PC) ⊂ Bp,w fue investigada por R. Schneider [76] y por S. Roch y B. Silbermann
[68] (ver también [67]) en el caso de pesos potenciales w, y por A. Böttcher y I.M. Spitkovsky
en el caso de pesos de Muckenhoupt generales w [20] (ver también [19]). Su ánalogo invariante
por desplazamientos para espacios de Lebesgue con pesos en el ćırculo unitario fue estudiado
en [53]. La subálgebra de Banach Ap(alg (PC, SO∞)) de Bp generada por todos los operado-
res de multiplicación aI (a ∈ alg (PC, SO∞) ⊂ L∞(R)) y todos los operadores de convolución
W 0(b) (b ∈ alg (PCp, SO∞,p) ⊂Mp) con datos continuos a trozos que admiten discontinuidades
lentamente oscilatorias solo en el infinito fueron estudiadas en [3] y [4].

En este trabajo, se estudia la subálgebra de Banach Ap,w de Bp,w generada por todos los
operadores de multiplicación aI (a ∈ PSO�) y todos los operadores de convolución W 0(b) (b ∈
PSO�p,w), donde PSO� ⊂ L∞(R) y PSO�p,w ⊂ Mp,w son álgebras de funciones lentamente
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oscilatorias a trozos que admiten discontinuidades lentamente oscilatorias en puntos arbitrarios
de R∪ {∞}, para este estudio, primero, aplicando la teoŕıa de operadores pseudodirefenciales y
de Calderón-Zygmund (ver p. ej. [72], [77]) , se determina la compacidad de conmutadores de
operadores de multiplicación aI y operadores de convolución W 0(b) sobre espacios de Lebesgue
Lp(R, w) con p ∈ (1,∞) y pesos de Muckenhoupt w para algunas clases de funciones lentamente
oscilatorias a trozos a ∈ PSO� y b ∈ PSO�p,w. Los resultados obtenidos extienden aquellos dados
en [24, Lemas 7.1–7.4] y [3, Teorema 4.2, Corolario 4.3] a espacios de Lebesgue Lp(R, w) con
pesos de Muckenhoupt generales w y a una clase más amplia de datos a, b. Luego se estudia
el álgebra de Banach Zp,w generada por los operadores aW 0(b) con funciones a ∈ SO� y b ∈
SO�p,w que admiten discontinuidades lentamente oscilatorias en cada punto de λ ∈ R ∪ {∞}.
Aplicando el método de operadores ĺımite (ver [14], [66]), bajo alguna condición sobre los pesos
de Muckenhoupt w, se describe el espacio de ideales maximales Ω = M(Zπp,w) del álgebra de
Banach cociente conmutativa Zπp,w = Zp,w/Kp,w donde Kp,w es el ideal de operadores compactos
en Lp(R, w), y se define la transformada de Gelfand para Zπp,w. Después, bajo ciertas condiciones
sobre el peso de Muckenhoupt w, se construye un cálculo simbólico para el álgebra de Banach
Ap,w y se establece un criterio de Fredholm para los operadores A ∈ Ap,w en términos de sus
śımbolos de Fredholm. Para este fin, usando la descripción de

Ω = ΩR,∞ ∪ Ω∞,R ∪ Ω∞,∞, donde, ΩR,∞ =
( ⋃
t∈R

Mt(SO
�)
)
×M∞(SO�),

Ω∞,R = M∞(SO�)×
( ⋃
t∈R

Mt(SO
�)
)
, Ω∞,∞ = M∞(SO�)×M∞(SO�), y

Mt(SO
�) es la fibra del espacio de ideales maximales M(SO�) sobre t ∈ R ∪ {∞},

y aplicando el principio local de Allan-Douglas (ver [18]), se reduce el estudio de la propiedad
de Fredholm para los operadores A ∈ Ap,w al estudio de la invertibilidad de las clases laterales
Aπξ,η en ciertas álgebras de Banach locales Λπξ,η para (ξ, η) ∈ Ω, y se investiga la estructura de
ciertas álgebras de Banach locales Aπξ,η ⊂ Λπξ,η generadas por las clases laterales Aπξ,η para todo
A ∈ Ap,w, también se calculan algunos operadores ĺımite necesarios, suponiendo que los pesos
w son equivalentes a pesos lentamente oscilatorios. Utilizando estos resultados y aplicando el
teorema de dos idempotentes y la teoŕıa de operadores pseudodiferenciales de Mellin se obtiene
dicho criterio de Fredholm en términos de sus śımbolos de Fredholm, en cuatro casos parciales
se obtienen para Ap,w resultados más efectivos.

También se estudia la C∗-álgebra no local B de B(L2(R)) generada por todos los opera-
dores de multiplicación por funciones lentamente oscilatorias a trozos, por todos los opera-
dores de convolución con śımbolos lentamente oscilatorios a trozos y por todos los operado-
res de desplazamiento unitarios asociados con el grupo conmutativo de todas las traslaciones
gh : R → R, x 7→ x − h, para h ∈ R. Se establece un cálculo simbólico para la C∗-álgebra B
y se obtiene un criterio de Fredholm para los operadores B ∈ B usando una generalización del
método de trayectoria local (ver [1], [2], [6], [33], y [38]) para estudiar C∗-álgebras asociadas con
C∗-sistemas dinámicos. Este método está relacionado con el principio local de Allan-Douglas y
su generalización está basada en la noción de medidas espectrales (ver [61]).

La tesis está organizada como sigue. En el caṕıtulo 2 recordamos algunos conceptos y re-
sultados básicos para comprender el material presentado. Se definen los operadores del tipo de
convolución y sus śımbolos, se establecen algunas propiedades generales de la teoŕıa de Fredholm
en espacios de Banach (ver [29], [18]), se definen las clases de funciones lentamente oscilatorias
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en el infinito y se presentan algunas de sus propiedades. En este mismo caṕıtulo se introducen los
conceptos de pesos de Muckenhoupt (ver p. ej. [26]) y de multiplicadores de Fourier en Lp(R, w).
También se presentan algunos resultados relacionados a la propiedad de Fredholm de operadores
del tipo de convolución con datos continuos (ver p. ej. [16]).

En el caṕıtulo 3 se introducen las álgebras de Banach de funciones lentamente oscilatorias,
SO�p,w y de funciones lentamente oscilatorias a trozos, PSO�p,w, se describe el espacio de ideales
maximales, M(SO�p,w) y M(PSO�p,w), de las álgebras de Banach conmutativas SO�p,w y PSO�p,w,
respectivamente.

En el caṕıtulo 4, se estudia la compacidad de conmutadores de operadores del tipo de con-
volución con datos lentamente oscilatorios a trozos. También en este caṕıtulo se dan algunas
aplicaciones de técnicas de operadores ĺımite, para ello, primero se da una versión abstracta de
tales técnicas. Usando estas aplicaciones de operadores ĺımite, se describe el espacio de ideales
maximales Ω = M(Zπp,w) de la subálgebra de Banach conmutativa Zπp,w de Aπp,w.

En el caṕıtulo 5, se realiza un estudio local, para ello, se introduce el álgebra de Banach,
Λ, de todos los operadores en Bp,w, que conmutan módulo operadores compactos, con todos los
operadores A ∈ Zπp,w, y se define el álgebra cociente Λπ := Λ/Kp,w. A cada (ξ, η) ∈ Ω se le asocia
un ideal bilateral cerrado Jπξ,η de Λπ generado por el ideal maximal de Zπp,w identificado con
la pareja (ξ, η). Aplicando el principio local de Allan-Douglas (ver, p. ej. [18, Teorema 1.35]),
se reduce el estudio de la propiedad de Fredholm de los operadores A ∈ Ap,w al estudio de
la invertibilidad de las clases laterales Aπξ,η := Aπ + Jπξ,η en las álgebras de Banach locales
Λπξ,η := Λπ/Jπξ,η para (ξ, η) ∈ Ω. También en este caṕıtulo se investiga la estructura de las
álgebras de Banach localesAπξ,η ⊂ Λπξ,η generadas por las clases laterales Aπξ,η para todo A ∈ Ap,w.

En el caṕıtulo 6 se define una subclase de pesos de Muckenhoupt equivalente a pesos lenta-
mente oscilatorios y se calculan algunos operadores ĺımite necesarios.

En el caṕıtulo 7 se presenta el teorema de dos idempotentes (ver [11], [12] y las referencias
dadas ah́ı), y se verifica el cumplimiento de sus condiciones en el caso (ξ, η) ∈ Ω0 ⊂ Ω, donde
Ω0 = ΩR,∞ ∪ Ω∞,R, para las álgebras de Banach locales Aπξ,η generadas por la identidad Iπξ,η y
dos idempotentes P πξ,η y Qπξ,η, lo cual nos permite definir los śımbolos matriciales para las clases
laterales Aπξ,η.

En el caṕıtulo 8 se estudian los operadores pseudodiferenciales de Mellin (cf. [37], [39]) y
se dan algunas aplicaciones que permiten la posibilidad de reducir el estudio de operadores
pseudodiferenciales de Mellin a operadores de convolución de Mellin.

En el caṕıtulo 9 se aplica la teoŕıa de operadores pseudodiferenciales de Mellin con śımbolos
no regulares para estudiar el espectro local Mξ,η (esto es, el espectro en Λπξ,η) de las clases

laterales básicas Xπ
ξ,η = Iπξ,η −

(
P πξ,η − Qπξ,η

)2
que juegan un papel crucial en aplicaciones del

teorema de dos idempotentes para construir un cálculo simbólico para las álgebras de Banach
locales Aπξ,η en el caso (ξ, η) ∈ Ω0. El conjunto Mξ,η contiene al conjunto {0, 1} y está contenido

en un arco circular L̃p,w,ν(ξ) ⊂ C que depende de p, w y ξ.
En el caṕıtulo 10, aplicando el teorema de dos idempotentes, se obtienen dos resultados

principales de esta tesis: se construye un cálculo simbólico de Fredholm para el álgebra de Banach
Ap,w y se establece un criterio de Fredholm para los operadores A ∈ Ap,w. Estos śımbolos son
funciones matriciales definidas en el conjunto

Ω̃ :=

( ⋃
(ξ,η)∈Ω0

{(ξ, η)} ×Mξ,η

)
∪
(
M∞(SO�)×M∞(SO�)× {0, 1}

)
.
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En este caṕıtulo también se estudian las álgebras de Banach Ap,w para las cuales los conjuntos

Mξ,η coinciden con los arcos circulares L̃p,w,ν(ξ) para todo (ξ, η) ∈ Ω0.
En el caṕıtulo 11 se presenta el método de trayectoria local y una generalización de este

método que está basada en medidas espectrales.
En el caṕıtulo 12 se presenta un cálculo simbólico para la C∗-álgebra A := A2,1 que es

consecuencia inmediata del caṕıtulo 10. Se estudia la acción del grupo conmutativo G que
consiste de todas las traslaciones gh : R → R, x 7→ x − h (h ∈ R), sobre el espacio de ideales
maximales de la C∗-subálgebra central Zπ de Aπ. También se estudia la invertibilidad de los
operadores funcionales que son los elementos de la C∗-álgebra A generada por los operadores
de multiplicación por funciones lentamente oscilatorias a trozos en R y por los operadores de
desplazamiento isométricos Ug (g ∈ G).

En el caṕıtulo 13 se descompone a la C∗-álgebra no local B generada por todos los operadores
A ∈ A y por todos los operadores de desplazamiento unitarios Uh (h ∈ R) haciendo uso de
una medida espectral adecuada Pϕ(·) : B → B(Hϕ), y se obtiene un criterio de Fredholm
abstracto para los operadores B ∈ B. Se establece un criterio de invertibilidad para la C∗-
álgebra BR,∞ = Pϕ(ΩR,∞)ϕ(B), para ello primero se obtiene un śımbolo de invertibilidad para
la C∗-subálgebra AR,∞ = Pϕ(ΩR,∞)ϕ(A) de BR,∞. Se obtiene un criterio de invertibilidad para
la C∗-álgebra B∞,R = Pϕ(Ω∞,R)ϕ(B). También en este caṕıtulo se demuestra que para cada
B ∈ B la invertibilidad del operador Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Bπ) en el espacio de Hilbert Pϕ(ΩR,∞)Hϕ
implica la invertibilidad del operador Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(Bπ) en el espacio de Hilbert Pϕ(Ω∞,∞)Hϕ.

Y por último en el caṕıtulo 14 se establece un cálculo simbólico para la C∗-álgebra B y se
obtiene un criterio de Fredholm para los operadores B ∈ B.

Los resultados principales de este trabajo son los siguientes. Se demostró la compacidad
de conmutadores de operadores de multiplicación aI y operadores de convolución W 0(b) sobre
espacios de Lebesgue Lp(R, w) con p ∈ (1,∞) y pesos de Muckenhoupt w para algunas clases
de funciones lentamente oscilatorias a trozos a ∈ PSO� y b ∈ PSO�p,w. Se construyó un cálculo
simbólico para el álgebra de Banach Ap,w que esta generada por todos los operadores de mul-
tiplicación aI (a ∈ PSO�) y todos los operadores de convolución W 0(b) (b ∈ PSO�p,w), y se
estableció un criterio de Fredholm para los operadores A ∈ Ap,w en términos de sus śımbolos
de Fredholm. Se estableció un cálculo simbólico para la C∗-álgebra B de B(L2(R)) generada
por todos los operadores de multiplicación por funciones lentamente oscilatorias a trozos, por
todos los operadores de convolución con śımbolos lentamente oscilatorios a trozos y por todos
los operadores de desplazamiento unitarios asociados con el grupo conmutativo de todas las
traslaciones gh : R → R, x 7→ x − h, para h ∈ R y se obtuvo un criterio de Fredholm para los
operadores B ∈ B.

Los resultados de los caṕıtulos 3 y 4 fueron aceptados para su publicación en [48], y los de
los caṕıtulos 5 – 7 fueron aceptados para su publicación en [49], los resultados de los caṕıtulos
8 – 10 fueron aceptados para su publicación en [50] y los de los caṕıtulos 11 – 14 están conside-
rados en un art́ıculo que está en progreso.
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2. Preliminares.

2.1. Definiciones de operadores de convolución

Un operador de convolución A en el espacio de Hilbert L2(R) está dado por la fórmula

(Af)(t) =

∫
R
k(t− s)f(s)ds, t ∈ R. (2.1)

Se dice que la función k ∈ L2(R) es el núcleo de convolución de A. Denotemos por F : L2(R)→
L2(R) a la transformada de Fourier,

(Ff)(x) := f̂(x) :=

∫
R
f(t)eitxdt, x ∈ R, (2.2)

y sea F−1 : L2(R)→ L2(R) la inversa de F ,

(F−1g)(t) =
1

2π

∫
R
g(x)e−itxdx, t ∈ R.

El operador (2.1) puede escribirse formalmente como

A = F−1k̂F (2.3)

o equivalentemente, ˆ(Af)(x) = k̂(x)f̂(x), x ∈ R. La función k̂ es llamada el śımbolo del operador
(2.1). Dada una función a ∈ L∞(R), denotamos por aI al operador de multiplicación por a en
L2(R):

aI : L2(R)→ L2(R), f 7→ af.

Obviamente, aI es acotado en L2(R) y ‖aI‖ = ‖a‖∞. En el caso que aI siga a otro operador,
digamos X, omitimos la I y abreviamos aIX como aX. Para a ∈ L∞(R), definimos el operador
W 0(a) por

W 0(a) : L2(R)→ L2(R), f 7→ F−1aFf.

Debido a (2.1) y (2.3) nos referimos al operador W 0(a) como el operador de convolución con
śımbolo a.

Denotemos por C(R) al conjunto de todas las funciones continuas en R (con valores com-
plejos) y sean Cb(R) := C(R)∩L∞(R) las funciones acotadas y continuas en R. Denotamos por
C(Ṙ) a las funciones a ∈ Cb(R) para las cuales los dos ĺımites

a(−∞) := ĺım
x→−∞

a(x), a(+∞) := ĺım
x→+∞

a(x)

existen y coinciden; el valor común de estos ĺımites es denotado por a(∞). Por último, C0(Ṙ) es
la colección de todas las funciones a ∈ C(Ṙ) para las cuales a(∞) = 0. Claramente, Cb(R), C(Ṙ)
y C0(Ṙ) son C∗−subálgebras de L∞(R).
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2.2. Conceptos y propiedades básicas de la teoŕıa de Fredholm

Sea B(X) el álgebra de todos operadores lineales acotados en un espacio de Banach X y
A ∈ B(X). El núcleo Ker A y la imagen Im A de A son definidos por

Ker A := {x ∈ X : Ax = 0}, Im A := {Ax : x ∈ X}.

Ambos Ker A e Im A son subespacios lineales de X, y Ker A siempre es cerrado. Se dice que el
operador A es normalmente soluble si Im A es un subespacio cerrado de X. Si A es normalmente
soluble, el conúcleo Coker A es definido por

Coker A := X/Im A.

Para un operador A normalmente soluble, definimos

n(A) := dim Ker A, d(A) := dim Coker A. (2.4)

Notemos que n(A) y d(A) están en {0, 1, 2, . . .} ∪ {∞}, y además

n(A) = d(A∗), d(A) = n(A∗)

donde A∗ ∈ B(X∗) es el operador adjunto de A. Dos operadores A ∈ B(X) y B ∈ B(Y ) son
equivalentes si ninguno de ellos es normalmente soluble o ambos A y B son normalmente solubles
y n(A) = n(B) y d(A) = d(B). Supongamos que A ∈ B(X) es normalmente soluble. El operador
A es llamado Fredholm si n(A) y d(A) son finitos, y en ese caso el ı́ndice de A es definido como

Ind A := n(A)− d(A).

Se dice que el operador A es propiamente n-normal si n(A) < ∞ y d(A) = ∞, y propiamente
d-normal si d(A) < ∞ y n(A) = ∞. Decimos que dos operadores A ∈ B(X) y B ∈ B(Y )
son débilmente Φ-equivalentes si ninguno de ellos es normalmente soluble o ambos A y B
son propiamente n-normal o bien propiamente d-normal o bien Fredholm. Denotamos por
Φ(X), Φn(X) y Φd(X) al conjunto de todos los operadores en B(X) que son Fredholm, propia-
mente n-normales y propiamente d-normales, respectivamente. Los operadores en Φ(X)∪Φn(X)
y Φ(X) ∪ Φd(X) son llamados n-normales y d-normales, respectivamente. Decimos que los
operadores en Φ(X) ∪ Φn(X) ∪ Φd(X) son semi-Fredholm, y los que están en Φn(X) ∪ Φd(X)
son propiamente semi-Fredholm. Definimos

Ind A =

{
−∞, para A ∈ Φn(X),

+∞, para A ∈ Φd(X).

Ahora recordemos algunas propiedades de operadores semi-Fredholm. Sea K(X) la colección
de todos los operadores compactos en X. Notemos que K(X) es un ideal bilateral cerrado de
B(X). Se puede mostrar que A ∈ Φ(X) si y sólo si la clase A + K(X) es invertible en el
álgebra cociente B(X)/K(X). Si B+K(X) es el inverso de A+K(X) entonces B es llamado un
regularizador de A. Definimos el espectro esencial de A, spess A, como el espectro de A+K(X)
en B(X)/K(X), i.e.,

spess A := {λ ∈ C : A− λI no es Fredholm}.
El spess A es un subconjunto del espectro deA, spA, compacto y no vaćıo. Un operadorA ∈ B(X)
se llama Fredholm-izquierdo (respectivamente Fredholm-derecho) si existe un B ∈ B(X) tal que
BA− I (resp. AB − I) es compacto.
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Teorema 2.1. Los conjuntos Φ(X), Φn(X) y Φd(X) son subconjuntos abiertos de B(X) y la
función

Ind : Φ(X) ∪ Φn(X) ∪ Φd(X)→ Z ∪ {−∞, +∞}

es constante en las componentes conexas de Φ(X) ∪ Φn(X) ∪ Φd(X). Más aún, si A ∈ B(X) es
semi-Fredholm, entonces existe un ε > 0 tal que n(A + C) ≤ n(A), d(A + C) ≤ d(A), siempre
que C ∈ B(X) y ‖C‖ ≤ ε.

Teorema 2.2. Si A ∈ Φ(X) (Φn(X),Φd(X)) y K ∈ K(X), entonces A + K ∈ Φ(X) (Φn(X),
Φd(X)) e Ind (A+K) = Ind A.

Teorema 2.3. Si A,B ∈ Φ(X) ∪ Φn(X), (Φ(X) ∪ Φd(X)) entonces AB ∈ Φ(X) ∪ Φn(X),
(Φ(X) ∪ Φd(X)) e Ind (AB) = Ind A+ Ind B.

Para consultar las demostraciones de los teoremas escritos ver, por ejemplo, [29], [28].

Lema 2.4. Sea X un espacio de Banach y A ∈ B(X). Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) A es n-normal;

ii) existe un operador compacto K y un δ > 0 tal que

‖Ax‖+ ‖Kx‖ ≥ δ‖x‖ para todo x ∈ X;

iii) existe un número finito de operadores compactos K1, . . . ,Kn y un δ > 0 tal que

‖Ax‖+
n∑
j=1

‖Kjx‖ ≥ δ‖x‖ para todo x ∈ X.

La demostración se encuentra en [58] y [65, sección 1.3.2].

2.3. Funciones lentamente oscilatorias y sus propiedades

Para una función f : R→ C y un conjunto I ⊂ R, sea

osc(f, I) = sup
t,s∈I
|f(t)− f(s)|.

Denotamos por SO∞ al conjunto de funciones lentamente oscilatorias en el infinito, es decir,

SO∞ :=

{
f ∈ Cb(R) : ĺım

x→+∞
osc(f, [−2x,−x] ∪ [x, 2x]) = 0

}
. (2.5)

Claramente, SO∞ es una C∗−subálgebra de L∞(R) y C(Ṙ) ⊂ SO∞.
Sea C1

b (R) el conjunto de todas las funciones a ∈ Cb(R) tal que a′ ∈ Cb(R).

Lema 2.5. (Ver p. ej. [52]). Cada función a ∈ SO∞ puede aproximarse uniformemente por
funciones en el álgebra no cerrada

SO1
∞ :=

{
f ∈ C1

b (R) : ĺım
x→∞

xf ′(x) = 0
}
∩ SO∞.
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Cada función a ∈ SO∞ puede representarse en la forma

a = a+u+ + a−u−

donde a± son funciones pares en SO∞ y

u±(x) = (1± tanhx)/2, x ∈ R̄.

2.4. Pesos de Muckenhoupt.

Sea E un subconjunto conexo de R. Una función medible w : E → [0,∞] es llamada un peso
si w−1({0,∞}) tiene medida (de Lebesgue) cero. Para 1 ≤ p < ∞, denotamos por Lp(E,w) al
espacio de Lebesgue usual con la norma

‖f‖p,w :=

(∫
E
|f(x)|pwp(x)dx

) 1
p

.

Sean χ+ y χ− las funciones caracteŕısticas de (0,+∞) y (−∞, 0), respectivamente, el operador
P = Fχ+F−1 es la proyección ortogonal de L2(R) sobre H2

+, donde H2
+ se puede identificar con

el espacio de Hardy de funciones anaĺıticas en el semiplano superior que tienen ĺımites angulares
en R de la clase L2(R). Mientras que el operador Q = Fχ−F−1 es la proyección ortogonal de
L2(R) sobre H2

−. Denotamos por Ap(R) al conjunto de todos los pesos w en R para los cuales
L2(R) ∩ Lp(R, w) es denso en Lp(R, w) y el operador P satisface la desigualdad

‖Pf‖p,w ≤ Cp,w‖f‖p,w para toda f ∈ L2(R) ∩ Lp(R, w),

con alguna constante Cp,w <∞ independiente de f. A los pesos en Ap(R) se les llama pesos de
Muckenhoupt. Como

P = Fχ+F−1 = F−1χ−F = W 0(χ−) (2.6)

y W 0(−signx) es el operador integral singular de Cauchy SR, definido en L2(R) por

(SRf)(t) :=
1

πi

∫
R

f(s)

s− t
ds, t ∈ R, (2.7)

la integral entendida en el sentido del valor principal, donde signx es la función continua a trozos
definida por

signx =


−1, si x < 0

0, si x = 0

1, si x > 0

.

Tenemos que

P =
1

2
(I + SR), Q =

1

2
(I − SR). (2.8)

Por lo tanto, w ∈ Ap(R) si y sólo si L2(R) ∩ Lp(R, w) es denso en Lp(R, w) y SR se extiende de
L2(R) ∩ Lp(R, w) a un operador acotado en Lp(R, w) (ver, p. ej., [12]). Si w ∈ Ap(R) entonces
P se extiende (de forma única) a una proyección acotada en Lp(R, w). La imagen de Lp(R, w)
bajo P es entonces un subespacio cerrado de Lp(R, w). Este subespacio de Lp(R, w) es denotado
por Hp(R, w) y es llamado el espacio de Hardy con peso.

El siguiente teorema demostrado por Hunt, Muckenhoupt y Wheeden [32], caracteriza los
pesos en Ap(R).
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Teorema 2.6. Sea 1 < p <∞. Un peso w en R pertenece a Ap(R) si y sólo si

sup
I

(
1

|I|

∫
I
w(x)pdx

) 1
p
(

1

|I|

∫
I
w(x)−qdx

) 1
q

<∞,

donde 1
p + 1

q = 1 e I corre sobre todos los intervalos acotados I ⊂ R; aqúı |I| es la longitud de I.

2.5. Multiplicadores de Fourier.

Para 1 ≤ p <∞ y w ∈ Ap(R), denotamos por Lp(R, w) al espacio de Lebesgue usual con la
norma

‖f‖p,w :=

(∫
R
|f(x)|pwp(x)dx

) 1
p

.

Supongamos que 1 < p <∞ y w ∈ Ap(R). Una función a ∈ L∞(R) es llamada multiplicador
de Fourier en Lp(R, w) si el operador W 0(a) = F−1aF manda L2(R) ∩ Lp(R, w) en si mismo y
se extiende a un operador acotado en Lp(R, w). Denotamos por Mp,w al conjunto de todos los
multiplicadores de Fourier en Lp(R, w).

Proposición 2.7. El conjunto Mp,w con la norma ‖a‖Mp,w := ‖W 0(a)‖B(Lp(R,w)) es un álgebra
de Banach.

Sea R = [−∞,+∞], sea V (R) el álgebra de Banach de todas las funciones a : R → C con
variación total finita

V (a) = sup
{∑n

i=1
|a(ti)− a(ti−1)| : −∞ ≤ t0 < t1 < ... < tn ≤ +∞

}
donde el supremo está tomado sobre todas las particiones finitas de la recta real R y la norma
está dada por ‖a‖V = ‖a‖∞ + V (a), y PC la C∗-álgebra de todas las funciones en R que tienen
ĺımites unilaterales finitos en cada punto t ∈ Ṙ.

Teorema 2.8. (Desigualdad de Stechkin). Si a ∈ PC y a tiene variación total finita V (a),
entonces a ∈Mp,w y

‖a‖Mp,w ≤ ‖S‖B(Lp(R,w))(‖a‖∞ + V (a)). (2.9)

Para ver la demostración del Teorema 2.8 consultar, por ejemplo, [16, Teorema 17.1].
Denotemos por Cp,w(Ṙ) (resp., Cp,w(R), PCp,w) a la cerradura en Mp,w del conjunto de

todas las funciones a ∈ C(Ṙ) (resp., a ∈ C(R), a ∈ PC) de variación total finita. Obviamente,
Cp,w(Ṙ), Cp,w(R) y PCp,w son subálgebras de Banach de Mp,w, y

Cp,w(Ṙ) ⊂ C(Ṙ), Cp,w(R) ⊂ C(R), PCp,w ⊂ PC.

2.6. Resultados conocidos sobre álgebras de operadores de convolución con
datos continuos a trozos.

Consideremos el operador

A :=
n∑
j=1

ajW
0(bj), (2.10)
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donde aj ∈ PC y bj ∈ PCp,w, de la inclusión PCp,w ⊂Mp,w vemos que A es acotado en Lp(R, w).
Sea OPCp,w, (respectivamente OPp,w) la subálgebra cerrada más pequeña de B(Lp(R, w)) que

contiene a todos los operadores de la forma (2.10) con aj ∈ C(Ṙ) y bj ∈ Cp,w(Ṙ) (resp. aj ∈ PC
y bj ∈ PCp,w).

Un resultado clásico sobre operadores pseudo-diferenciales dice que si aj ∈ C(Ṙ) y bj ∈
Cp,w(Ṙ), entonces el operador (2.10) es Fredholm en Lp(R, w) si y sólo si

σ(t,∞) :=
∑

aj(t)bj(∞) 6= 0,

σ(∞, x) :=
∑

aj(∞)bj(x) 6= 0,

σ(∞,∞) :=
∑

aj(∞)bj(∞) 6= 0,

Esto se puede generalizar como sigue. Sea

M := (Ṙ× Ṙ) \ (R× R) = (R× {∞}) ∪ ({∞} × R) ∪ {(∞,∞)} (2.11)

y equipemos a M con la topoloǵıa discreta.

Teorema 2.9. [16, Teorema 17.11]. Existe una función única

Sym : OPCp,w → BC(M)

con las siguientes propiedades:

(a) si a ∈ C(Ṙ) y b ∈ Cp,w(Ṙ) entonces

(Sym aI)(t, x) = a(t), (Sym W 0(b))(t, x) = b(x) para (t, x) ∈M ;

(b) si K es un operador compacto entonces (Sym K)(t, x) = 0 para todo (t, x) ∈M ;

(c) Sym es un homomorfismo de álgebras;

(d) para cada (t, x) ∈M la función

OPCp,w → C, A 7→ (SymA)(t, x)

es continua;

(e) un operador A ∈ OPCp,w es Fredholm en el espacio Lp(R, w) si y sólo si (SymA)(t, x) 6= 0
para todo (t, x) ∈M ;

(f) si A ∈ OPCp,w es Fredholm en Lp(R, w), entonces existe un operador B ∈ OPCp,w tal que
AB − I y BA− I son compactos en Lp(R, w).

El álgebra de Banach generada por los operadores de la forma (2.10) con datos continuos a
trozos y su generalización invariante con respecto a desplazamientos fueron investigadas en [53].
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3. Datos: Álgebras de funciones lentamente oscilatorias y de
funciones lentamente oscilatorias a trozos

3.1. La C∗-álgebra SO�

Sea Γ el ćırculo unitario T = {z ∈ C : |z| = 1} o la conpactificación por un punto Ṙ :=
R∪{∞} de la recta real R. Para una función medible y acotada f : Γ→ C y un conjunto I ⊂ Γ,
sea

osc (f, I) = sup es
{
|f(t)− f(s)| : t, s ∈ I

}
.

Siguiendo [5, Sección 4], decimos que una función f ∈ L∞(Γ) es lentamente oscilatoria en un
punto η ∈ Γ si para cada r ∈ (0, 1) o, equivalentemente, para algún r ∈ (0, 1),

ĺım
ε→0

osc
(
f, Γrε, ε(η)

)
= 0 para η 6=∞ y ĺım

ε→∞
osc
(
f, Γrε, ε(η)

)
= 0 para η =∞,

donde

Γrε, ε(η) :=

{{
z ∈ Γ : rε ≤ |z − η| ≤ ε

}
si η 6=∞,{

z ∈ Γ : rε ≤ |z| ≤ ε
}

si η =∞.

Para cada η ∈ Γ, sea SOη(Γ) la C∗-subálgebra de L∞(Γ) definida por

SOη(Γ) :=
{
f ∈ Cb(Γ \ {η}) : f oscila lentamente en η

}
,

donde Cb(Γ \ {η}) := C(Γ \ {η})∩L∞(Γ). De aqúı, poniendo SOλ := SOλ(Ṙ) para todo λ ∈ Ṙ,
concluimos que

SO∞ =
{
f ∈ Cb(Ṙ \ {∞}) : ĺım

x→+∞
osc
(
f, [−x,−x/2] ∪ [x/2, x]

)
= 0
}
,

SOλ =
{
f ∈ Cb(Ṙ \ {λ}) : ĺım

x→0
osc
(
f, λ+ ([−x,−x/2] ∪ [x/2, x])

)
= 0
} (3.1)

para λ ∈ R. Sea SO� la C∗-subálgebra minimal de L∞(R) que contiene a todas las C∗-álgebras
SOλ con λ ∈ Ṙ. En particular, SO� contiene a C(Ṙ).

Lema 3.1. Sea λ ∈ Ṙ, a ∈ SOλ, y sea γ : T → Ṙ el homeomorfismo dado por γ(t) = i(1 +
t)/(1− t). Entonces a ◦ γ ∈ SOη(T) donde η := γ−1(λ).

Demostración. Primero, sea λ ∈ R y por lo tanto η ∈ T \ {1}. Fijemos δ < |η − 1| y pongamos
Tδ(η) :=

{
t ∈ T : 0 < |t− η| ≤ δ

}
. Como γ′(η) = 2i/(1− η)2 6= 0, concluimos que

0 < m := ı́nf
t∈Tδ(η)

∣∣∣∣γ(t)− λ
t− η

∣∣∣∣ < M := sup
t∈Tδ(η)

∣∣∣∣γ(t)− λ
t− η

∣∣∣∣ <∞. (3.2)

Luego, tomando ε ∈ (0, δ) y poniendo r := m/(2M) ∈ (0, 1) y ε′ := εM , inferimos de (3.2) por
analoǵıa con [5, Lema 4.2] que si ε/2 ≤ |t− η| ≤ ε entonces

m|t− η| ≤ |γ(t)− λ| ≤M |t− η| ⇒ mε/2 ≤ |γ(t)− λ| ≤Mε

⇔ rε′ ≤ |γ(t)− λ| ≤ ε′.

De aqúı γ(Tε/2,ε(η)) ⊂ Ṙrε′,ε′(λ), lo cual implica que a ◦ γ ∈ SOη(T) para cada a ∈ SOλ.
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Ahora, sea λ =∞ y por lo tanto η = 1. Fijemos δ ∈ (0, 2). Ya que ĺımt→1

(
(t− 1)γ(t)

)
= 2i,

tenemos otra vez que

0 < m := mı́n
t∈Tδ(1)

∣∣(t− 1)γ(t)
∣∣ < M := máx

t∈Tδ(1)

∣∣(t− 1)γ(t)
∣∣ <∞. (3.3)

Entonces para ε/2 ≤ |t− 1| ≤ ε < δ deducimos de (3.3) que

m|t− 1|−1 ≤ |γ(t)| ≤M |t− 1|−1 ⇒ mε−1 ≤ |γ(t)| ≤M2ε−1

⇔ rε′ ≤ |γ(t)| ≤ ε′,

donde r = m/(2M) ∈ (0, 1) y ε′ := 2ε−1M . Por lo tanto γ(Tε/2,ε(1)) ⊂ Ṙrε′,ε′(∞), lo cual
significa que a ◦ γ ∈ SO1(T) if a ∈ SO∞.

Corolario 3.2. Para cada λ ∈ R, la aplicación a 7→ a ◦ βλ definida por el homeomorfismo

βλ : Ṙ→ Ṙ, x 7→ λx− 1

x+ λ
(3.4)

es un isomorfismo isométrico de la C∗-álgebra SOλ sobre la C∗-álgebra SO∞.

Demostración. Obviamente, las C∗-álgebras SOη(T) para todo η ∈ T son isométricamente iso-
morfas. En particular, poniendo αη(t) = ηt para todo t ∈ T, concluimos que la aplicación
a 7→ a ◦ αη es un isomorfismo de SOη(T) sobre SO1(T). Usando el Lema 3.1, inferimos que
la aplicación a 7→ a ◦ βλ, donde βλ = γ ◦ αη ◦ γ−1 (ver (3.4)) y λ = γ(η), es un isomorfismo
isométrico SOλ → SOη(T)→ SO1(T)→ SO∞.

El siguiente resultado obtenido en [52, Corolario 2.10] nos proporciona otra clase de multi-
plicadores de Fourier en Mp,w.

Teorema 3.3. Si a ∈ C3(R \ {0}) y ‖Dka‖L∞(R) <∞ para todo k = 0, 1, 2, 3, donde (Da)(x) =
xa′(x) para x ∈ R, entonces el operador de convolución W 0(a) es acotado en cada espacio de
Lebesgue con peso Lp(R, w) con 1 < p <∞ y w ∈ Ap(R), y

‖a‖Mp,w ≤ Cp,w máx
{
‖Dka‖L∞(R) : k = 0, 1, 2, 3

}
<∞,

donde la constante Cp,w ∈ (0,∞) depende solo de p y w.

3.2. Las álgebras de Banach SO�p,w

Para λ ∈ Ṙ, consideremos las álgebras de Banach conmutativas

SO3
λ :=

{
a ∈ SOλ ∩ C3(R \ {λ}) : ĺım

x→λ
(Dk

λa)(x) = 0, k = 1, 2, 3
}

equipadas con la norma

‖a‖SO3
λ

:= máx
{
‖Dk

λa‖L∞(R) : k = 0, 1, 2, 3
}
,

donde (Dλa)(x) = (x− λ)a′(x) para λ ∈ R y (Dλa)(x) = xa′(x) si λ =∞. Por el Teorema 3.3,
SO3

λ ⊂Mp,w. Denotemos por SOλ,p,w a la cerradura de SO3
λ en Mp,w, y sea SO�p,w la subálgebra

de Banach de Mp,w generada por todas las álgebras SOλ,p,w (λ ∈ Ṙ). Como Mp,w ⊂ M2 =
L∞(R), concluimos que SO�p,w ⊂ SO�.
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3.3. Las álgebras de Banach PSO�p,w

Sea PSO� la C∗-subálgebra de L∞(R) generada por las C∗-álgebras SO� y PC, y sea PSO�p,w
la subálgebra de Banach de Mp,w generada por las álgebras de Banach SO�p,w y PCp,w.

3.4. El espacio de ideales maximales de SO�p,w

Para una C∗-álgebra unitaria conmutativa A, denotemos por M(A) al conjunto de todos los
funcionales lineales multiplicativos no cero en A o, equivalentemente, el conjunto de todos los
ideales maximales de A. Equipemos a M(A) con la topoloǵıa de Gelfand. Si C es un subálgebra
de Banach de A y λ ∈M(C), entonces al conjunto Mλ(A) := {ξ ∈M(A) : ξ|C = λ} se le llama la
fibra de M(A) sobre λ. De aqúı para cada álgebra de Banach A ⊂ L∞(R) con M(C(Ṙ)∩A) = Ṙ
y cada λ ∈ Ṙ, la fibra Mλ(A) denota al conjunto de todos los caracteres (funcionales lineales
multiplicativos) de A que anulan al conjunto {f ∈ C(Ṙ) ∩ A : f(λ) = 0}.

Identificando los puntos λ ∈ Ṙ con los funcionales de evaluación δλ sobre Ṙ, δλ(f) = f(λ)
para f ∈ C(Ṙ), inferimos que el espacio de ideales maximales M(SO�) de SO� es de la forma

M(SO�) =
⋃
λ∈Ṙ

Mλ(SO�) (3.5)

donde Mλ(SO�) :=
{
ξ ∈M(SO�) : ξ|C(Ṙ) = δλ

}
son fibras de M(SO�) sobre λ ∈ Ṙ. Aplicando

el Corolario 3.2 y [9, Proposición 5], deducimos que para cada λ ∈ Ṙ,

Mλ(SO�) = Mλ(SOλ) = M∞(SO∞) = (closSO∗∞R) \ R, (3.6)

donde closSO∗∞R es la cerradura ∗-débil de R en SO∗∞, el espacio dual de SO∞.

Para λ ∈ Ṙ, la fibra Mλ(SOλ) está relacionada con los ĺımites parciales de una función a ∈
SOλ en el punto λ como sigue (ver [14, Corolario 4.3], [3, Corolario 3.3] y usar el Corolario 3.2).

Proposición 3.4. Si {ak}∞k=1 es un subconjunto numerable de SOλ y ξ ∈ Mλ(SOλ), donde
λ ∈ Ṙ, entonces existe una sucesión {gn} ⊂ R+ tal que gn → ∞ cuando n → ∞, y para cada
t ∈ R \ {0} y cada k ∈ N,

ĺım
n→∞

ak(λ+ g−1
n t) = ξ(ak) si λ ∈ R, ĺım

n→∞
ak(gnt) = ξ(ak) si λ =∞.

Sea 1 < p < ∞ y w ∈ Ap(R). Para cada λ ∈ Ṙ consideremos tres álgebras de Banach
conmutativas unitarias con la misma unidad las cuales están homomórficamente encajadas una
en la otra:

SO3
λ ⊂ SOλ,p,w ⊂ SOλ. (3.7)

Para estudiar la relación entre sus espacios de ideales maximales, por analoǵıa con [3] y [52],
usamos el siguiente resultado (ver [71, Teorema 3.10]).

Teorema 3.5. Sean Bi (i = 1, 2, 3) álgebras de Banach conmutativas con la misma unidad
las cuales están homomórficamente incluidas una en la otra, B1 ⊂ B2 ⊂ B3. Supongamos que
B1 es densa en B2 y que cada funcional lineal multiplicativo definido en B1 se extiende a un
funcional lineal multiplicativo en B3. Entonces cada funcional lineal multiplicativo en B2 también
se extiende a un funcional lineal multiplicativo en B3.
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Dado λ ∈ Ṙ, consideremos el álgebra conmutativa C(Ṙ) ∩ SO3
λ ⊂ SO3

λ. Como M(C(Ṙ) ∩
SO3

λ) = Ṙ, vemos que para cada t ∈ Ṙ el conjunto

Mt(SO
3
λ) =

{
ξ ∈M(SO3

λ) : ξ|C(Ṙ)∩SO3
λ

= δt
}

es la fibra de M(SO3
λ) sobre el punto t. Entonces

M(SO3
λ) =

⋃
t∈Ṙ

Mt(SO
3
λ), (3.8)

donde Mt(SO
3
λ) = {t} para todo t ∈ Ṙ \ {λ}.

Modificando la prueba de [9, Proposición 5], obtenemos lo siguiente.

Lema 3.6. Si λ ∈ Ṙ, entonces la fibra Mλ(SO3
λ) tiene la forma

Mλ(SO3
λ) =

(
clos(SO3

λ)∗(Ṙ \ {λ})
)
\ (Ṙ \ {λ})

donde clos(SO3
λ)∗(Ṙ \ {λ}) es la cerradura ∗-débil de Ṙ \ {λ} en (SO3

λ)∗, el espacio dual de SO3
λ.

Demostración. Primero, probemos que

M(SO3
λ) ⊂ clos(SO3

λ)∗(Ṙ \ {λ}). (3.9)

Fijemos ξ ∈M(SO3
λ). Cualquier (SO3

λ)∗-vecindad de ξ es de la forma

U := Ua1,...,an;ε(ξ) =
{
η ∈ (SO3

λ)∗ : |η(ai)− ξ(ai)| < ε, i = 1, . . . , n
}
,

donde ε > 0 y a1, . . . , an ∈ SO3
λ. Debemos demostrar que existe un t0 ∈ Ṙ \ {λ} tal que δt0 ∈ U.

Pongamos a := |a1 − ξ(a1)| + · · · + |an − ξ(an)|. De acuerdo a [27, § 13, Teorema 1], a ∈ SO3
λ

y entonces ξ(a) = 0. Por eso, a no es invertible en SO3
λ y, por lo tanto, existe una sucesión

{tn} ⊂ Ṙ \ {λ} tal que ĺımn→∞ a(tn) = 0. Como |ai(t) − ξ(ai)| ≤ a(t) para todo t ∈ Ṙ \ {λ} y
cada i, deducimos que existe un t0 ∈ Ṙ \ {λ} tal que |ai(t0)− ξ(ai)| ≤ a(t0) < ε para cada i. En
consecuencia, δt0 ∈ U, lo cual implica (3.9).

Está claro que δt /∈Mλ(SO3
λ) para t ∈ Ṙ \ {λ} porque existe una función b ∈ C(Ṙ)∩SO3

λ tal
que b(t) 6= 0 para t ∈ Ṙ \ {λ} y b(λ) = 0. Por eso, de (3.9), Mλ(SO3

λ) ⊂
(
clos(SO3

λ)∗(Ṙ \ {λ})
)
\

(Ṙ \ {λ}).
Inversamente, sea ξ ∈

(
clos(SO3

λ)∗(Ṙ\{λ})
)
\(Ṙ\{λ}), sean a, b ∈ SO3

λ, y sea ε > 0. Entonces

elijamos t ∈ Ṙ \ {λ} de modo que δt ∈ Ua,b,ab;ε(ξ). Tenemos que

|ξ(ab)− ξ(a)ξ(b)| ≤ |ξ(ab)− a(t)b(t)|+ |a(t)− ξ(a)||b(t)|+ |ξ(a)||b(t)− ξ(b)|
≤ ε+ ε|b(t)|+ |ξ(a)|ε.

Como ε > 0 puede ser elegido arbitrariamente, tenemos que ξ(ab) = ξ(a)ξ(b), esto es, ξ ∈
M(SO3

λ). Pero como ξ /∈ Ṙ \ {λ} =
⋃
t∈Ṙ\{λ}Mt(SO

3
λ), de hecho concluimos que ξ ∈Mλ(SO3

λ).

Lema 3.7. Si λ ∈ Ṙ, entonces cada funcional lineal multiplicativo definido en SO3
λ se extiende

a un funcional lineal multiplicativo en SOλ.
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Demostración. Fijemos λ ∈ Ṙ. Como Mt(SO
3
λ) = {δt} para todo t ∈ Ṙ \ {λ} y los funcionales

de evaluación δt identificados con los puntos t ∈ Ṙ \ {λ} pertenecen a M(SOλ), solo resta
probar la existencia de las extensiones requeridas para los funcionales lineales multiplicativos
ξ ∈Mλ(SO3

λ).
Por el Lema 3.6, cada funcional ξ ∈Mλ(SO3

λ) es el ĺımite de una red {tα} ⊂ Ṙ \ {λ} que no
converge a funcionales t ∈ Ṙ \ {λ}, es decir,

ξ(a) = ĺım
α
tα(a) para cada a ∈ SO3

λ,

donde tα(a) = a(tα) para a ∈ SO3
λ y tα ∈ Ṙ \ {λ}. Entonces, para cada a ∈ SO3

λ, {tα(a)} es una
red de Cauchy en C, esto es, para cada ε > 0 existe γ > 0 tal que |tα(a)− tβ(a)| < ε si α, β � γ.
Dado b ∈ SOλ, existe una sucesión {an} ⊂ SO3

λ tal que ĺımn→∞ ‖b− an‖L∞(R) = 0. Entones de
las relaciones

|tα(b)− tβ(b)| ≤ |tα(b− an)|+ |tα(an)− tβ(an)|+ |tβ(an − b)|
≤ ‖b− an‖L∞(R) + |tα(an)− tβ(an)|+ ‖b− an‖L∞(R)

se sigue que {tα(b)} es una red de Cauchy en C para cada b ∈ SOλ, y por lo tanto esta red
converge en C y su ĺımite es único.

Para cada b ∈ SOλ, definimos ξ̃(b) := ĺımα tα(b). Entonces ξ̃ es un funcional lineal multipli-
cativo en SOλ (y por lo tanto acotado de norma 1 por [69, Proposición 10.6, Teorema 10.7]) ya
que

ξ̃(bd) = ĺım
α
tα(bd) = ĺım

α
tα(b) ĺım

α
tα(d) = ξ̃(b)ξ̃(d) para todo b, d ∈ SOλ.

En consecuencia, ξ̃ es una extensión requerida de ξ ∈M(SO3
λ) a SOλ.

Notemos que la prueba del Lema 3.7 en el caso λ =∞ mejora aquella dada en [52, Lema 3.3].
Aplicando (3.7), la densidad de SO3

λ en SOλ,p,w en la norma de Mp,w y el Lema 3.7, con-
cluimos que para cada λ ∈ Ṙ las álgebras de Banach conmutativas

B1 = SO3
λ, B2 = SOλ,p,w, B3 = SOλ

satisfacen las condiciones del Teorema 3.5. Por el Teorema 3.5, cada funcional lineal multi-
plicativo en SOλ,p,w se extiende a un funcional lineal multiplicativo en SOλ, y por lo tanto
M(SOλ,p,w) ⊂ M(SOλ). Por otra parte, M(SOλ) ⊂ M(SOλ,p,w) ya que SOλ,p,w ⊂ SOλ. Aśı,
tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.8. Si 1 < p < ∞, w ∈ Ap(R) y λ ∈ Ṙ, entonces el espacio de ideales maximales de
SOλ,p,w y SOλ coinciden como conjuntos, esto es, M(SOλ,p,w) = M(SOλ).

Fijemos p ∈ (1,∞) y w ∈ Ap(R). El Lema 3.8 y las relaciones (3.6) implican que

Mλ(SO�p,w) = Mλ(SOλ,p,w) = Mλ(SOλ) = M∞(SO∞) (3.10)

para cada λ ∈ Ṙ. Análogamente a (3.5) y a (3.8) obtenemos que

M(SO�p,w) =
⋃
λ∈Ṙ

Mλ(SO�p,w). (3.11)

Aplicando (3.11), (3.10) y (3.5) llegamos al siguiente resultado.

Teorema 3.9. Si 1 < p <∞ y w ∈ Ap(R), entonces el espacio de ideales maximales de SO�p,w
y de SO� coinciden como conjuntos, M(SO�p,w) = M(SO�).

En lo que sigue escribimos a(ξ) := ξ(a) para a ∈ SO�p,w y ξ ∈M(SO�).
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3.5. El espacio de ideales maximales de PSO�p,w

Dado p ∈ (1,∞) y w ∈ Ap(R), el espacio de ideales maximales M(PCp,w) de PCp,w puede
identificarse con Ṙ× {0, 1} en el siguiente sentido: para a ∈ PCp,w,

a(λ, 0) = a(λ− 0), a(λ, 1) = a(λ+ 0) si λ ∈ R,
a(λ, 0) = a(+∞), a(λ, 1) = a(−∞) si λ =∞.

Para cada λ ∈ Ṙ, denotemos por PSOλ,p,w a la subálgebra de Banach de Mp,w generada por las
álgebras de Banach SOλ,p,w y PCλ,p,w := PCp,w ∩C(Ṙ \ {λ}). Por analoǵıa con [48, Lema 3.3],
cada ξ ∈ Mλ(PSOλ,p,w) es el ĺımite de una red {tα} ⊂ Ṙ \ {λ} donde todos los caracteres tα
ahora están localizados en la misma semi-vecindad de λ en Ṙ \ {λ}. Entonces, similarmente al
Lema 3.8 deducimos que

Mλ(PSOλ,p,w) = Mλ(PSOλ), (3.12)

donde PSOλ es la C∗-álgebra generada por SOλ y PCλ := C(Ṙ \ {λ}) ∩ PC. Lo cuál a su vez
(3.12) implica que

Mλ(PSO�p,w) = Mλ(PSOλ,p,w) = Mλ(PSOλ) = Mλ(PSO�), (3.13)

por lo tanto

M(PSO�p,w) =
⋃
λ∈Ṙ

Mλ(PSO�p,w) =
⋃
λ∈Ṙ

Mλ(PSO�) = M(PSO�). (3.14)

De acuerdo a [63], las C∗-álgebras SO∞ y C(R) son asintóticamente independientes, es decir,
la fibra M∞(PSO∞) es naturalmente homeomorfa a M∞(SO∞)×M∞(C(R)), lo cual significa
que la función restricción

ζ 7→
(
ζ|SO∞ , ζ|C(R)

)
es un homeomorfismo de PSO∞, sobre M∞(SO∞)×M∞(C(R)), donde M∞(C(R)) = {0, 1}. En
consecuencia, cada ζ ∈M∞(PSO∞) lo podemos identificar con la pareja (ξ, µ) ∈M∞(SO∞)×
{0, 1}.

Lema 3.10. Para cada λ ∈ Ṙ, cada p ∈ (1,∞) y cada w ∈ Ap(R), la fibra Mλ(PSO�p,w) es
identificada con Mλ(SO�)× {0, 1}, y por eso

M(PSO�p,w) = M(SO�)× {0, 1}. (3.15)

Demostración. Fijemos λ ∈ Ṙ. El Corolario 3.2 implica que la aplicación a 7→ a ◦ βλ con βλ
dado por (3.4) es un isomorfismo isométrico de la C∗-álgebra PSOλ sobre la C∗-álgebra PSO∞.
Por lo tanto, Mλ(PSOλ) = M∞(PSO∞), donde M∞(PSO∞) = M∞(SO∞) × {0, 1}. Ahora
aplicando (3.6) deducimos que

Mλ(PSOλ) = M∞(SO∞)× {0, 1} = Mλ(SOλ)× {0, 1},

lo cual implica, debido a (3.13) y (3.10) que

Mλ(PSO�p,w) = Mλ(SO�)× {0, 1}. (3.16)

Finalmente, (3.16), (3.14) y (3.11) nos dan inmediatamente (3.15).
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Por (3.16), a cada ζ ∈ Mλ(PSO�p,w), donde λ ∈ Ṙ, lo podemos identificar con la pareja
(ξ, µ) ∈ Mλ(SO�) × {0, 1}. Como Mλ(PCp,w) = Mλ(PC) = {0, 1}, del Lema 3.10 se sigue que
para cada ξ ∈Mλ(SO�) existe un homomorfismo

φξ : PSO�p,w → PCp,w|Mλ(PC), (φξa)(µ) = (ξ, µ)a para µ ∈ {0, 1}. (3.17)

Si a ∈ PCp,w, entonces deducimos que (ξ, 0)a = a(λ− 0) y (ξ, 1)a = a(λ+ 0). Aśı, llegamos a la
siguiente afirmación (cf. [5, Teorema 4.6]).

Teorema 3.11. Si (ξ, µ) ∈Mλ(SO�)×{0, 1} y λ ∈ Ṙ, entonces (ξ, µ)|SO�p,w = ξ, (ξ, µ)|Cp,w(Ṙ) =

λ, (ξ, µ)|PCp,w = (λ, µ).

Para a ∈ PSO�p,w y ξ ∈M(SO�), ponemos

a(ξ−) := a(ξ, 0) y a(ξ+) := a(ξ, 1), (3.18)

donde a(ξ, µ) = (ξ, µ)a para (ξ, µ) ∈M(SO�)× {0, 1}. En particular, si λ ∈ Ṙ, a ∈ PSO�λ,p,w y
ξ = ĺımα δtα ∈Mλ(SO�), entonces ĺımα tα = λ y

a(ξ, 0) = ĺım
α
a(λ− |tα − λ|), a(ξ, 1) = ĺım

α
a(λ+ |tα − λ|) para λ ∈ R,

a(ξ, 0) = ĺım
α
a(|tα|), a(ξ, 1) = ĺım

α
a(−|tα|) para λ =∞.

La topoloǵıa de Gelfand sobre M(PSO�p,w) puede describirse como sigue. Si ξ ∈Mλ(SO�p,w)

(λ ∈ Ṙ), una base de vecindades para (ξ, µ) ∈ M(PSO�p,w) consiste de todos los conjuntos
abiertos de la forma

U(ξ,µ) =

{
(Uξ,λ × {0}) ∪ (U−ξ,λ × {0, 1}) si µ = 0,

(Uξ,λ × {1}) ∪ (U+
ξ,λ × {0, 1}) si µ = 1,

donde Uξ,λ = Uξ ∩ Mλ(SO�p,w), Uξ es una vecindad abierta de ξ en M(SO�p,w), y U−ξ,λ, U+
ξ,λ

consisten de todos los ζ ∈ Uξ cuyas restricciones τ = ζ|Cp,w(Ṙ) pertenecen, respectivamente, a

los conjuntos (λ− ε, λ) y (λ, λ+ ε) si λ ∈ R, y (ε,+∞) y (−∞,−ε) si λ =∞, donde ε > 0. Esta
topoloǵıa depende de la pareja (p, w).

4. Álgebra de operadores del tipo de convolución con datos len-
tamente oscilatorios

4.1. Relaciones entre las clases de funciones SO� y VMO

Sea Γ ∈ {R,T}. Dada una función localmente integrable f ∈ L1
loc(Γ) y un intervalo finito I

en Γ, denotemos por |I| a la longitud de I y denotemos por

I(f) := |I|−1

∫
I
f(t)dt

al promedio de f sobre I. Para a > 0, consideremos las cantidades

Ma(f) := sup
|I|≤a

|I|−1

∫
I
|f(t)− I(f)|dt,

M0(f) := ĺım
a→0

Ma(f), ‖f‖∗ := ĺım
a→∞

Ma(f). (4.1)
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La función f ∈ L1
loc(Γ) se dice que tiene oscilación media acotada, f ∈ BMO(Γ), si ‖f‖∗ <∞.

El espacio BMO(Γ) es un espacio de Banach bajo la norma ‖ · ‖∗, siempre que dos funciones
que difieren por una constante sean identificadas. Una función f ∈ BMO(Γ) se dice que tiene
oscilación media cero, f ∈ VMO(Γ), si M0(f) = 0. Como es bien sabido (ver, p. ej., [74]),
VMO(Γ) es un subespacio cerrado de BMO(Γ).

Consideremos el homeomorfismo γ : T → Ṙ, γ(t) = i(1 + t)/(1 − t). Por [26, Caṕıtulo VI,
Corolario 1.3], f ∈ BMO(R) si y sólo si f ◦ γ ∈ BMO(T), y las normas de estas funciones son
equivalentes. Por otra parte,

VMO :=
{
f ◦ γ−1 : f ∈ VMO(T)

}
(4.2)

es un subespacio cerrado propio de VMO(R). Como VMO(T) es la cerradura de C(T) en
BMO(T) (ver, p. ej., [26, p. 253]), (4.2) implica la siguiente propiedad de VMO.

Proposición 4.1. VMO es la cerradura en BMO(R) del conjunto C(Ṙ).

Sea H∞ la subálgebra cerrada de L∞(R) que consiste de todas las funciones que son ĺımites
no-tangenciales en R de funciones anaĺıticas acotadas sobre el semi-plano superior.

Teorema 4.2. La C∗-álgebra SO� está contenida en la C∗-álgebra QC de funciones casi-
continuas en Ṙ, donde

QC := (H∞ + C(Ṙ)) ∩ (H∞ + C(Ṙ)) = VMO ∩ L∞(R). (4.3)

Demostración. Si a ∈ SO∞, entonces ã := a◦γ ∈ SO1(T) en vista del Lema 3.1. Por [75, Lema 1]
y [64, Lema A4], cada función ã ∈ SO1(T) pertenece al conjunto VMO(T)∩L∞(T). De acuerdo
a [74], VMO(T) ∩ L∞(T) = QC(T), donde QC(T) := (H∞(T) + C(T)) ∩ (H∞(T) + C(T)) es
la C∗-álgebra de funciones casi-continuas en T, y H∞(T) es la subálgebra cerrada de L∞(T)
que consiste de todas las funciones que son ĺımites no-tangenciales en T de funciones anaĺıticas
acotadas en D := {z ∈ C : |z| < 1}. Aśı, ã ∈ QC(T), y por eso a = ã ◦ γ−1 ∈ QC, donde
QC está dado por (4.3). Aplicando (4.3) y el Corolario 3.2, deducimos que para todo λ ∈ Ṙ las
C∗-álgebras SOλ, y por consiguiente SO�, están contenidas en QC.

4.2. Compacidad de los conmutadores

Dado 1 < p < ∞ y w ∈ Ap(R), consideremos el álgebra de Banach Bp,w := B(Lp(R, w)) y
su ideal de operadores compactos Kp,w := K(Lp(R, w)) El caso en que w ≡ 1 abreviamos a Bp,1
y a Kp,1 por Bp y Kp, respectivamente. La notación Cp(Ṙ), Cp(R), PCp y SO∞,p se entiende
análogamente.

Para dos álgebras A y B contenidas en un álgebra de Banach C, denotamos por alg (A,B) al
subálgebra de Banach de C generada por las álgebras A y B.

Primero recordemos dos resultados conocidos sobre la compacidad de conmutadores.

Lema 4.3. [24, Lemas 7.1–7.4] Sea 1 < p <∞.

(a) Si a ∈ PC, b ∈ PCp, y a(±∞) = b(±∞) = 0, entonces aW 0(b),W 0(b)aI ∈ Kp.

(b) Si a ∈ C(Ṙ) y b ∈ PCp, o a ∈ PC y b ∈ Cp(Ṙ), entonces [aI,W 0(b)] ∈ Kp.

(c) Si a ∈ C(R) y b ∈ Cp(R), entonces [aI,W 0(b)] ∈ Kp.
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Teorema 4.4. [3, Teorema 4.2, Corolario 4.3] Si 1 < p <∞ y, a ∈ alg (SO∞, PC) y b ∈ SO∞,p,
o a ∈ SO∞ y b ∈ alg (SO∞,p, PCp), o a ∈ alg (SO∞, C(R)) y b ∈ alg (SO∞,p, Cp(R)), entonces
[aI,W 0(b)] ∈ Kp.

El uso de un análogo con peso [43] del teorema de Krasnoselskii [57, Teorema 3.10] sobre
la interpolación de la compacidad, el cual se sigue del teorema de interpolación de Stein-Weiss
(ver, p. ej., [10, Corolario 5.5.4]), nos lleva al siguiente resultado de compacidad.

Lema 4.5. [43, Corolario 5.3] Si un operador lineal T es acotado en cada espacio de Lebesgue
con peso Lp(R, w) (1 < p < ∞, w ∈ Ap(R)) y T es compacto en el espacio L2(R), entonces T
es compacto en cada espacio Lp(R, w).

Aplicando la teoŕıa de operadores pseudodiferenciales y de Calderón-Zygmund, establecemos
el siguiente resultado de compacidad para espacios de Lebesgue con pesos.

Teorema 4.6. Sea p ∈ (1,∞) y w ∈ Ap(R). Si a ∈ PSO� y b ∈ SO�p,w, o a ∈ SO� y b ∈ PSO�p,w,

o a ∈ alg (SO∞, C(R)) y b ∈ alg (SO∞,p,w, Cp,w(R)), entonces el conmutador [aI,W 0(b)] es
compacto en el espacio Lp(R, w).

Demostración. Por definición, PSO�p,w = alg (SO�p,w, PCp,w) ⊂Mp,w, donde SO�p,w es la subálge-

bra de Banach de Mp,w generada por todas las álgebras SOλ,p,w (λ ∈ Ṙ), SOλ,p,w es la cerradura
de SO3

λ en Mp,w, y PCp,w es la cerradura en Mp,w del conjunto de funciones continuas a trozos de
variación total finita, y de aqúı PCp,w es la cerradura en Mp,w del conjunto de todas las funciones
constantes a trozos con conjuntos finitos de discontinuidades (ver, p. ej., [24, Observación 2.12]).
Además, Cp,w(R) es la cerradura de C(R)∩V (R) en Mp,w. En consecuencia, es suficiente probar
la compacidad del conmutador [aI,W 0(b)] en los cuatro casos siguientes λ, µ ∈ Ṙ:

1) a ∈ SOλ y b ∈ SO3
µ,

2) a ∈ SOλ y b(x) = sign(x− µ),

3) a(x) = sign(x− λ) y b ∈ SO3
µ,

4) a ∈ C(R) y b ∈ C(R) ∩ V (R).

Bajo estas condiciones sobre las funciones a y b, los conmutadores [aI,W 0(b)] son operadores
lineales acotados en cada espacio de Lebesgue Lp(R, w) con 1 < p < ∞ y w ∈ Ap(R). Por lo
tanto, de acuerdo al Lema 4.5, es suficiente probar la compacidad del conmutador [aI,W 0(b)]
solo en el espacio L2(R), lo cual implica su compacidad en todos los espacios Lp(R, w). Aśı, en
el caso de L2(R) podemos reemplazar b ∈ SO3

µ por b ∈ SOµ. Entonces el caso 3) se reduce al

caso 2) bajo la transformación A 7→ FAF−1. En efecto, FaF−1 = W 0(̃b) y FW 0(b)F−1 = ãI
donde b̃(x) = a(−x) y ã = b. Como la afirmación en el caso 4) para el espacio L2(R) se sigue
del Lema 4.3(c), solo resta considerar los casos 1) y 2).

1) Sea a ∈ SOλ y b ∈ SOµ (λ, µ ∈ Ṙ). Si λ = µ =∞, entonces la compacidad del conmutador
[aI,W 0(b)] se sigue del Teorema 4.4. Sea λ ∈ R y µ = ∞. En este caso asumimos sin pérdida
de generalidad que b ∈ SO3

∞. Entonces de [52, Lema 2.2] se sigue que la distribución K = F−1b
coincide con una función diferenciable K(·) en R \ {0} y tal que∣∣K(x)

∣∣ ≤ A0|x|−1,
∣∣K ′(x)

∣∣ ≤ A1|x|−2 para todo x ∈ R \ {0}, (4.4)
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donde las constantes Aα (α = 0, 1) están acotadas por

Aα ≤ Cα máx
{
‖Dkb‖L∞(R) : k = 0, 1, 2, 3

}
,

(Db)(x) = xb′(x) para x ∈ R y las constantes Cα ∈ (0,∞) dependen solo de α. Por consiguiente
K(·) es un kernel clásico de Calderón-Zygmund, y el operador de convolución W 0(b) puede ser
considerado como el operador de Calderón-Zygmund dado por

(Tf)(x) = v.p.

∫
R
K(x− y)f(y)dy para x ∈ R, (4.5)

donde T es acotado en cada espacio de Lebesgue con peso Lp(R, w) con 1 < p <∞ y w ∈ Ap(R)
(ver, p. ej., Teorema 3.3). En particular, la segunda condición en (4.4) implica que existe una
constante A2 ∈ (0,∞) tal que

|K(x− y)−K(x)| ≤ A2|y|δ|x|−1−δ para |x| ≥ 2|y| > 0, (4.6)

donde δ ∈ (0, 1). Más aún, como el operador de convolución W 0(b) es acotado en el espacio
L2(R), concluimos de [73, p. 291, Proposición 2] que

sup
0<r<R<∞

∣∣∣ ∫
r<|x|<R

K(x)dx
∣∣∣ <∞. (4.7)

Ya que las condiciones (4.4), (4.6) y (4.7) para el operador T = W 0(b) representado en la forma
(4.5) se satisfacen, deducimos de [30, Teorema 7.5.6] que existe una constante C ∈ (0,∞) tal
que ∥∥[aI,W 0(b)]

∥∥
B2 ≤ C‖a‖∗ (4.8)

para cada a ∈ BMO(R), donde B2 = B(L2(R)) y ‖ · ‖∗ está dada por (4.1). Por otra parte,
por el Teorema 4.2, la función a ∈ SOλ pertenece al espacio de Banach VMO, de aqúı, por la
Proposición 4.1, para cada a ∈ SOλ existe una sucesión {an} ∈ C(Ṙ) tal que ĺımn→∞ ‖a−an‖∗ =
0, y por eso, de (4.8),

ĺım
n→∞

∥∥[aI,W 0(b)]− [anI,W
0(b)]

∥∥
B2 = ĺım

n→∞

∥∥[(a− an)I,W 0(b)]
∥∥
B2 = 0. (4.9)

Pero [anI,W
0(b)] ∈ K2 para todo an ∈ C(Ṙ) y b ∈ SO∞ en virtud del Teorema 4.4. En

consecuencia, deducimos de (4.9) que el conmutador [aI,W 0(b)] es compacto en el espacio L2(R)
para cada a ∈ SOλ y cada b ∈ SO∞, lo cual prueba la afirmación para λ ∈ R y µ =∞.

El caso λ =∞ y µ ∈ R se reduce al caso previo bajo la transformación A 7→ FAF−1. Ahora
sean λ, µ ∈ R. Entonces

[aI,W 0(b)] = [(a− a(∞))I,W 0(b− b(∞))], (4.10)

y existen funciones c, d ∈ C(Ṙ) que se anulan en∞ y funciones ã, b̃ ∈ L∞(R) tales que a−a(∞) =
ãc y b−b(∞) = db̃. Ya que los operadores cW 0(d) y W 0(d)cI son compactos en el espacio L2(R)
debido al Lema 4.3(a), deducimos de (4.10) y la igualdad

[(a− a(∞))I,W 0(b− b(∞))] = ãcW 0(d)W 0(̃b)−W 0(̃b)W 0(d) cãI

que [aI,W 0(b)] ∈ K2 para todo λ, µ ∈ R, lo cual completa la prueba en el caso 1).
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2) Ahora sea a ∈ SOλ y b(x) = sign(x − µ) donde λ, µ ∈ Ṙ. Claramente, podemos excluir
µ = ∞. Ya que a ∈ QC = (H∞ + C(Ṙ)) ∩ (H∞ + C(Ṙ)) en vista del Teorema 4.2, se sigue
inmediatamente del resultado de compacidad de Hartman (ver, p. ej., [16, Teorema 2.18]) que
[aI, SR] ∈ K2 (ver también [63, Sección 4]). Entonces, aplicando la igualdad W 0(b) = −e−µSReµI
donde eµ(x) = eiµx para µ, x ∈ R, deducimos que el conmutador [aI,W 0(b)] = −e−µ[aI, SR]eµI
es compacto en el espacio L2(R), lo cual completa la demostración en el caso 2).

4.3. Enfoque abstracto de operadores ĺımite

En lo que sigue necesitamos usar técnicas de operadores ĺımite. Recordemos la versión abs-
tracta de tales técnicas.

Sea X un espacio de Banach y sea X∗ su espacio dual. Siguiendo [46], decimos que un opera-
dor V ∈ B(X) es una isometŕıa escalada si V es invertible en B(X) y ‖V ‖B(X) = 1/‖V −1‖B(X).
Fijemos un conjunto V ⊂ B(X) de isometŕıas escaladas.

Sea A ∈ B(X) y V = {Vn}∞n=1 ⊂ V. Si los ĺımites fuertes

AV := s-lim
n→∞

(V −1
n AVn) en B(X), AV∗ := s-lim

n→∞
(V −1
n AVn)∗ en B(X∗) (4.11)

existen, entonces siempre (AV)∗ = AV∗ , y nos referiremos al operador AV como un operador
ĺımite del operador A con respecto a la sucesión V. Notemos que usualmente el operador ĺımite
AV está definido independientemente de la existencia del ĺımite fuerte AV∗ (ver, p. ej., [14], [66]),
mientras que para nuestros propósitos necesitamos la existencia de ambos ĺımites (4.11). Si el
operador ĺımite AV existe, entonces está únicamente determinado por A y V, lo cual justifica la
notación AV .

En el siguiente enunciado ponemos las propiedades básicas de los operadores ĺımite (ver, p.
ej., [14, Proposición 6.1] o [66, Proposición 1.2.2]).

Lema 4.7. Supongamos que V = {Vn}∞n=1 ⊂ B(X) es una sucesión de isometŕıas escaladas.

(a) Si A ∈ B(X) y AV existe, entonces ‖AV‖B(X) ≤ ‖A‖B(X).

(b) Si A,B ∈ B(X), α ∈ C, y si los operadores ĺımite AV , BV existen, entonces los operadores
ĺımite (αA)V , (A+B)V , (AB)V también existen y

(αA)V = αAV , (A+B)V = AV +BV , (AB)V = AVBV .

(c) Si A ∈ B(X) y si {Am}∞m=1 ⊂ B(X) es tal que los operadores ĺımite (Am)V existen para
todo m ∈ N y ‖A − Am‖B(X) → 0 cuando m → ∞, entonces el operador ĺımite AV existe
y ‖AV − (Am)V‖B(X) → 0 cuando m→∞.

El siguiente lema (cf. [46, Teorema 4.2]), obtenido por analoǵıa con [66, Proposición 1.2.9]
y siendo una generalización de [28, Cap. 3, Lema 1.1], es útil para estudiar la invertibilidad de
operadores en álgebras de Banach cocientes. Damos su prueba.

Lema 4.8. Sea X un espacio de Banach, A una subálgebra cerrada de B(X), y sea J un ideal
bilateral cerrado de A. Supongamos que A ∈ A y para cualquier pareja de elementos J1, J2 ∈ J ,
sea U(J1, J2) un conjunto de sucesiones V = {Vn}∞n=1 ⊂ V para el cual los operadores ĺımite
AV existen y los operadores ĺımite (J1)V y (J2)V existen y son iguales a cero. Si la clase lateral
A+J es invertible en el álgebra cociente A/J , entonces los operadores ĺımite AV son invertibles
en B(X) para todo V ∈ U :=

⋃
J1,J2∈J U(J1, J2) y las normas de sus inversos están acotadas

uniformemente.
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Demostración. Si la clase lateral A+J es invertible en el álgebra cociente A/J , entonces existe
B ∈ A y J1, J2 ∈ J tales que I = AB + J1 e I = BA+ J2. Fijemos una sucesión V ∈ U(J1, J2).
Entonces el operador ĺımite AV existe. Para cada n ∈ N, tenemos que

I∗ = (V −1
n Vn)∗ = (Vn)∗(V −1

n )∗ = (Vn)∗(AB + J1)∗(V −1
n )∗

= [(Vn)∗B∗(V −1
n )∗] [(Vn)∗A∗(V −1

n )∗] + (Vn)∗J∗1 (V −1
n )∗

= (V −1
n BVn)∗(V −1

n AVn)∗ + (V −1
n J1Vn)∗. (4.12)

Obviamente,

‖(V −1
n BVn)∗‖B(X∗) ≤ ‖V −1

n ‖B(X)‖B‖B(X)‖Vn‖B(X) = ‖B‖B(X). (4.13)

Deducimos de (4.12) y (4.13) que para todo f ∈ X∗ y todo n ∈ N,

‖f‖X∗ ≤ ‖B‖B(X)‖(V −1
n AVn)∗f‖X∗ + ‖(V −1

n J1Vn)∗f‖X∗ . (4.14)

Como J1 ∈ J y, para todo f ∈ X∗ y todo g ∈ X,(
ĺım
n→∞

(
(V −1
n J1Vn)∗f

)
, g
)

=
(
f, ĺım
n→∞

(
V −1
n J1Vng

))
,

se sigue de las condiciones del lema que

ĺım
n→∞

‖(V −1
n J1Vn)∗f‖X∗ = 0.

Por otra parte, de la definición del operador ĺımite AV y la propiedad AV∗ = (AV)∗ se sigue que

ĺım
n→∞

‖(V −1
n AVn)∗f‖X∗ = ‖(AV)∗f‖X∗ .

Aśı, el paso en (4.14) al ĺımite cuando n→∞ nos da

‖f‖X∗ ≤ ‖B‖B(X)‖(AV)∗f‖X∗ (4.15)

para todo f ∈ X∗. Análogamente, de I = BA+ J2 tenemos que

‖g‖X ≤ ‖B‖B(X)‖AVg‖X (4.16)

para todo g ∈ X. De (4.15) y (4.16) concluimos que AV es invertible en B(X) y ‖(AV)−1‖B(X) ≤
‖B‖B(X) para todo V ∈ U(J1, J2). Por lo tanto los operadores ĺımite AV son invertibles y por lo
anterior sus normas están acotadas por ‖B‖B(X) para todo V ∈ U.

4.4. Aplicaciones de los operadores ĺımite

Fijemos w ∈ Ap(R). Entonces v = logw es una función BMO en R (ver, p. ej., [26, Caṕıtu-
lo 6]). Por consiguiente, de [26, Caṕıtulo 6, Teorema 1.2] se sigue que existen dos funciones
continuas

v±(x) := x

∫ ±∞
x

v(τ)

τ2
dτ para ± x > 0. (4.17)

22



Las funciones v± son diferenciables casi donde quiera en R± = {x : ±x > 0}, y

xv′±(x) = v±(x)− v(x) para casi todo x ∈ R±. (4.18)

En lo que sigue asumimos que al menos una de las funciones x 7→ xv′±(x) pertenece a L∞ en
una vecindad U± ⊂ R± de ±∞, respectivamente. Por (4.18), esto es equivalente a la condición

v− − v ∈ L∞(U−) o v+ − v ∈ L∞(U+). (4.19)

Decimos que un peso w es localmente equivalente a un peso W en una vecindad U± de ±∞ si
w/W, W/w ∈ L∞(U±). Aśı, en vista de (4.18), el peso w = ev es localmente equivalente al peso
w± = ev± en una vecindad U± de ±∞, respectivamente. Por eso, los pesos w̃± que coinciden
con w en R \U± y con w± en U±, pertenecen a Ap(R) junto con w, y A ∈ B(Lp(R, w)) si y sólo
si A ∈ B(Lp(R, w̃±)).

Sea eλ(x) = eiλx para todo λ, x ∈ R, y sea Uλ = W 0(eλ) el operador de traslación que actúa
por la regla (Uλf)(x) = f(x − λ) para x ∈ R. Sea SO�p := SO�p,1. Como es usual, para todo
a ∈ SO� y todo ξ ∈M(SO�) ponemos a(ξ) := ξ(a).

Lema 4.9. Si 1 < p <∞, w = ev ∈ Ap(R), a ∈ SO�, b ∈ SO�p,w, y se cumple (4.19), entonces
para cada ξ ∈ M∞(SO�) existe una sucesión {hn} ⊂ (0,∞) tal que hn → +∞ cuando n → ∞,
ĺımn→∞ a(hn) = a(ξ), ĺımn→∞ b(hn) = b(ξ), y

s-lim
n→∞

(
ehn(aI)e−1

hn
I
)

= aI, s-lim
n→∞

(
ehnW

0(b)e−1
hn
I
)

= b(ξ)I, (4.20)

en el espacio Lp(R, w),

s-lim
n→∞

(
U−hnw̃+aw̃

−1
+ Uhn

)
= a(ξ)I,

s-lim
n→∞

(
U−hnw̃+W

0(b)w̃−1
+ Uhn

)
= W 0(b),

(4.21)

en el espacio Lp(R) si v+ − v ∈ L∞(U+), y

s-lim
n→∞

(
Uhnw̃−aw̃

−1
− U−hn

)
= a(ξ)I,

s-lim
n→∞

(
Uhnw̃−W

0(b)w̃−1
− U−hn

)
= W 0(b),

(4.22)

en el espacio Lp(R) si v− − v ∈ L∞(U−).

Demostración. Por definición (ver Subsección 3.2), cada función b ∈ SO�p,w es aproximada en
el álgebra de Banach Mp,w por una sucesión de funciones bm =

∑
λ∈Fm bm,λ donde bm,λ ∈ SO3

λ

para todo m ∈ N y todo λ ∈ Ṙ, y los Fm son subconjuntos finitos de Ṙ que contienen a ∞. Por
lo tanto bm ∈ SO�p,w ∩ SO�p.

Fijemos ξ ∈ M∞(SO�). Como el conjunto {bm,∞ ∈ SO3
∞ : m ∈ N} es a lo más numerable,

de la Proposición 3.4 se sigue que existe una sucesión {hn} ⊂ (0,∞) tal que hn → +∞ cuando
n→∞ y

ξ(bm,∞) = ĺım
n→∞

bm,∞(x+ hn) (4.23)

para cada x ∈ R y todo m ∈ N. Debido a que las funciones bm,λ son continuas en ∞ para todo
m ∈ N y todo λ ∈ R, concluimos que para estos m y λ,

ĺım
n→∞

bm,λ(x+ hn) = bm,λ(∞) = ξ(bm,λ). (4.24)
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Como el ĺımite
b = ĺım

m→∞

∑
λ∈Fm

bm,λ, (4.25)

es uniforme en la norma de Mp,w, deducimos de (4.23), (4.24) y (4.25), que para cada x ∈ R,

ĺım
n→∞

b(x+ hn) = ĺım
n→∞

ĺım
m→∞

∑
λ∈Fm

bm,λ(x+ hn) = ĺım
m→∞

ĺım
n→∞

∑
λ∈Fm

bm,λ(x+ hn)

= ĺım
m→∞

∑
λ∈Fm

ξ(bm,λ) = ξ(b). (4.26)

Más aún, en vista de (3.1) uno puede fácilmente probar que la convergencia en (4.26) es uniforme
sobre compactos de R.

Por otra parte, en el espacio Lp(R, w) también tenemos lo siguiente:

s-lim
n→∞

(
ehnW

0(b)e−1
hn

)
= s-lim

n→∞
W 0(b(·+ hn)) = s-lim

n→∞
W 0(b(hn)). (4.27)

En efecto, de acuerdo a [51, Lema 2.5] establecido por analoǵıa con [72, Sección 3.2], para cada
f ∈ Lp(R, w) y cada ϕ ∈ L1(R) con

∫
R ϕ(x)dx = 1, tenemos que

ĺım
ε→0
‖f ∗ ϕε − f‖Lp(R,w) = 0, (4.28)

donde ϕε(x) = ε−1ϕ(x/ε), x ∈ R, ε > 0. Ahora, eligiendo funciones rápidamente decrecientes
ϕ ∈ S(R) cuyas transformadas de Fourier Fϕ tienen soportes compactos en R, obtenemos
de (4.28) que el conjunto Φ de funciones en Lp(R, w) cuyas transformadas de Fourier tienen
soportes compactos en R es denso en Lp(R, w). Por eso, para cada función f ∈ Φ existe una
función ψ ∈ C∞(R) con soporte compacto en R tal que(

W 0[b(·+ hn)− b(hn)]
)
f = F−1[b(·+ hn)− b(hn)]ψFf. (4.29)

Por analoǵıa con (4.26), de (4.25) se sigue que

ĺım
n→∞

∥∥[b(·+ hn)− b(hn)
]
ψ
∥∥
Mp,w

= ĺım
n→∞

ĺım
m→∞

∥∥∥∥ ∑
λ∈Fm

[
bm,λ(·+ hn)− bm,λ(hn)

]
ψ

∥∥∥∥
Mp,w

= ĺım
m→∞

ĺım
n→∞

∥∥∥∥ ∑
λ∈Fm

[
bm,λ(·+ hn)− bm,λ(hn)

]
ψ

∥∥∥∥
Mp,w

≤ ĺım
m→∞

∑
λ∈Fm

ĺım
n→∞

∥∥[bm,λ(·+ hn)− bm,λ(hn)
]
ψ
∥∥
Mp,w

.

(4.30)

En vista del Teorema 3.3, obtenemos que∥∥∥[bm,λ(·+ hn)− bm,λ(hn)
]
ψ
∥∥∥
Mp,w

≤ Cp,w máx
k=0,1,2,3

∥∥∥Dk
([
bm,λ(·+ hn)− bm,λ(hn)

]
ψ
)∥∥∥
L∞(R)

, (4.31)

donde (Da)(x) = xa′(x).
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Sea K := supp ψ. Como K es un subconjunto compacto de R y

ĺım
n→∞

máx
x∈K

∣∣[bm,λ(x+ hn)− bm,λ(hn)
]∣∣ = 0,

ĺım
n→∞

máx
x∈K

∣∣(Dkbm,λ)(x+ hn)
∣∣ = 0 (k = 1, 2, 3)

(ver [14, Sección 4]), inferimos de (4.31) y las relaciones

Dk
([
bm,λ(·+ hn)− bm,λ(hn)

]
ψ
)

=

k∑
ν=0

(
k

ν

)(
Dν
[
bm,λ(·+ hn)− bm,λ(hn)

])
(Dk−νψ),

máx
k=0,1,2,3

‖Dkψ‖L∞(R) <∞, y

D
[
bm,λ(x+ hn)− bm,λ(hn)

]
=

x

x+ hn
(Dbm,λ)(x+ hn),

D2
[
bm,λ(x+ hn)− bm,λ(hn)

]
=

x2

(x+ hn)2
(D2bm,λ)(x+ hn)

+
xhn

(x+ hn)2
(Dbm,λ)(x+ hn),

D3
[
bm,λ(x+ hn)− bm,λ(hn)

]
=

x3

(x+ hn)3
(D3bm,λ)(x+ hn)

+
3x2hn

(x+ hn)3
(D2bm,λ)(x+ hn) +

xh2
n − x2hn

(x+ hn)3
(Dbm,λ)(x+ hn),

que
ĺım
n→∞

∥∥[bm,λ(·+ hn)− bm,λ(hn)
]
ψ
∥∥
Mp,w

= 0. (4.32)

Entonces de (4.30) y (4.32) se sigue que

ĺım
n→∞

∥∥[b(·+ hn)− b(hn)
]
ψ
∥∥
Mp,w

= 0,

lo cual junto con (4.29) implica (4.27). Por lo tanto,

s-lim
n→∞

(
ehnW

0(b)e−1
hn

)
= s-lim

n→∞
W 0(b(hn)) = s-lim

n→∞
b(hn)I = b(ξ)I.

En consecuencia, obtenemos (4.20) ya que la primera igualdad en (4.20) es evidente.
Solo resta probar (4.21) ya que la prueba de (4.22) es similar. Como el peso w+ = ev+ es

equivalente al peso w = ev en una vecindad de +∞, concluimos que los operadores w̃+aw̃
−1
+ I

y w̃+W
0(b)w̃−1

+ I para a ∈ SO� y b ∈ SO�p,w son acotados en el espacio Lp(R). Como la primer
igualdad en (4.21) es evidente, demostremos la segunda igualdad dada ah́ı.

Primero, supongamos que b ∈ SO�p,w ∩ SO�p. Como la función x 7→ xv′+(x) pertenece a
L∞(U+), deducimos que para todo hn > 0 suficientemente grande,∣∣∣∣ ∫ x+hn

hn

tv′+(t)
dt

t

∣∣∣∣ ≤ sup ess
t∈U+

∣∣tv′+(t)
∣∣ ∣∣∣∣ ln(x+ hn

hn

)∣∣∣∣,
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lo cual implica que

ĺım
n→∞

(∫ x+hn

hn

tv′+(t)
dt

t

)
= 0

uniformemente en compactos de R. Por eso,

s-lim
n→∞

[
exp

(
v+(·+ hn)− v+(hn)

)
I
]

= s-lim
n→∞

[
exp

(∫ (·+hn)

hn

tv′+(t)
dt

t

)
I

]
= I.

En consecuencia, para b ∈Mp,w ∩Mp, tenemos que

s-lim
n→∞

(
U−hnw̃+W

0(b)w̃−1
+ Uhn

)
= s-lim

n→∞

(
ev+(·+hn)W 0(b)e−v+(·+hn)I

)
= s-lim

n→∞

(
exp

(
v+(·+ hn)− v+(hn)

)
W 0(b) exp

(
v+(hn)− v+(·+ hn)

)
I
)

= W 0(b), (4.33)

lo cual completa la prueba de (4.21) para b ∈ SO�p,w ∩ SO�p.
Para todo b ∈ SO�p,w ∩ SO�p de (4.33) se sigue que∥∥W 0(b)

∥∥
B(Lp(R))

≤
∥∥w̃+W

0(b)w̃−1
+ I
∥∥
B(Lp(R))

≤
∥∥W 0(b)

∥∥
B(Lp(R,w̃+))

,

y por lo tanto, para estos b,
‖b‖Mp ≤ ‖b‖Mp,w̃+

. (4.34)

Como cada función b ∈ SO�p,w es aproximada en el álgebra de Banach Mp,w por una sucesión de
funciones bm ∈ SO�p,w∩SO�p y como las normas ‖ ·‖Mp,w̃+

y ‖ ·‖Mp,w son equivalentes, deducimos

de (4.34) que SO�p,w ⊂ SO�p para todos los pesos considerados w ∈ Ap(R), lo cual implica (4.21)
para todo b ∈ SO�p,w.

4.5. El espacio de ideales maximales del subálgebra central Zπp,w.

Para p ∈ (1,∞) y w ∈ Ap(R), consideremos la subálgebra de Banach

Ap,w := alg
(
aI,W 0(b) : a ∈ PSO�, b ∈ PSO�p,w

)
(4.35)

de Bp,w generada por todos los operadores de multiplicación aI (a ∈ PSO�) y todos los opera-
dores de convolución W 0(b) = F−1bF (b ∈ PSO�p,w), y la subálgebra de Banach

Zp,w := alg
(
aI,W 0(b) : a ∈ SO�, b ∈ SO�p,w

)
(4.36)

de Ap,w generada por todos los operadores aW 0(b) con a ∈ SO� y b ∈ SO�p,w. Junto con el
álgebra de Banach Zp,w ⊂ Bp,w dada por (4.36), consideremos la subálgebra de Banach

Ẑp,w := alg
(
aI,W 0(b) : a ∈ C(Ṙ), b ∈ Cp,w(Ṙ)

)
(4.37)

de Zp,w generada por los operadores aI y W 0(b) con a ∈ C(Ṙ) y b ∈ Cp,w(Ṙ).
Por analoǵıa con [67, Proposición 5.8.1], obtenemos lo siguiente.

Lema 4.10. Si 1 < p < ∞ y w ∈ Ap(R), entonces el álgebra de Banach Ẑp,w contiene al ideal
Kp,w de operadores compactos en Bp,w.
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Demostración. Como es bien sabido, cada operador compacto en el espacio Lp(R, w) puede
aproximarse uniformemente en Bp,w por una suma finita de operadores de rango uno de la forma

(Tϕ)(x) = a(x)

∫
R
b(y)ϕ(y) dy (x ∈ R), (4.38)

donde a ∈ Lp(R, w), b ∈ Lq(R, w−1) y 1/p + 1/q = 1. Ya que el conjunto C0(R) de funciones
continuas en R con soporte compacto es denso en Lp(R, w) y Lq(R, w−1), podemos tomar a, b ∈
C0(R) en (4.38). Entonces existe un número M > 0 tal que el conjunto

{
x− y : x ∈ supp a, y ∈

supp b
}

está contenido en el segmento [−M,M ]. Ahora, elijamos una función

k(x) :=


1− exp

(
(x+M)−3

)
si x < −M,

1 si x ∈ [−M,M ],

1− exp
(
− (x−M)−3

)
si x > M.

Entonces (4.38) puede escribirse en la forma

(Tϕ)(x) = a(x)

∫
R
k(x− y)b(y)ϕ(y) dy =

[
aW 0(k̂)bϕ

]
(x) (x ∈ R).

Resta probar que k̂ ∈ Cp,w(Ṙ) ya que entonces T ∈ Ẑp,w debido a (4.37). Obviamente, k ∈ C(Ṙ)
y ĺımx→±∞[x3k(x)] = ±1. Se ve fácilmente que las funciones k(x), k′(x), xk(x), xk′(x), xk′′(x)
pertenecen al espacio L1(R). Por lo tanto, k̂, k̂ ′ ∈ C(Ṙ) y k̂(∞) = k̂ ′(∞) = 0. Más aún,

x2k̂ ′(x) =

∫
R
x2(iy)eixyk(y)dy =

[
xeixyyk(y)

]∣∣y=+∞
y=−∞ −

∫
R
xeixy[k(y) + yk′(y)]dy

= i

∫
R

(ix)eixy[k(y) + yk′(y)]dy =
[
ieixy[k(y) + yk′(y)]

]∣∣y=+∞
y=−∞

− i
∫
R
eixy[2k′(y) + yk′′(y)]dy = −i

∫
R
eixy[2k′(y) + yk′′(y)]dy,

y por eso k̂ ′ ∈ L1(R), lo cual implica que k̂ ∈ C(Ṙ) es de variación total acotada. De aqúı, por
(2.9), k̂ ∈ Cp,w(Ṙ) para todo p ∈ (1,∞) y todo w ∈ Ap(R).

Por el Lema 4.10,
Kp,w ⊂ Ẑp,w ⊂ Zp,w ⊂ Ap,w, (4.39)

donde Ap,w está dada por (4.35). Entonces del Teorema 4.6 se sigue que el álgebra de Banach con-
mutativo Zπp,w := Zp,w/Kp,w es un subálgebra central del álgebra de Banach Aπp,w := Ap,w/Kp,w.

Teorema 4.11. Si 1 < p < ∞, w = ev ∈ Ap(R), y (4.19) se cumple, con v± dado por (4.17),
entonces el espacio de ideales maximales M

(
Zπp,w

)
del álgebra Zπp,w es homeomorfo al conjunto

Ω :=
( ⋃
t∈R

Mt(SO
�)×M∞(SO�)

)
∪
(
M∞(SO�)×

⋃
t∈R

Mt(SO
�)
)

∪
(
M∞(SO�)×M∞(SO�)

) (4.40)

equipado con la topoloǵıa inducida por la topoloǵıa producto de M(SO�)×M(SO�), y la trans-
formada de Gelfand Γ : Zπp,w → C(Ω), Aπ 7→ A(·, ·) está definida en los generadores Aπ =
(aW 0(b))π del álgebra Zπp,w, donde a ∈ SO� y b ∈ SO�p,w, por A(ξ, η) = a(ξ)b(η) para todo
(ξ, η) ∈ Ω.
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Demostración. Notemos que si J es un ideal maximal de Zπp,w, entonces

J ∩
{
aI +Kp,w : a ∈ SO�

}
y J ∩ clos

{
W 0(b) +Kp,w : b ∈ SO�p,w

}
son ideales maximales de las álgebras de Banach conmutativas{

aI +Kp,w : a ∈ SO�
}

y clos
{
W 0(b) +Kp,w : b ∈ SO�p,w

}
, (4.41)

respectivamente (ver [18, Lema 1.33]). Por eso, tomando en cuenta las relaciones

M
({
aI +Kp,w : a ∈ SO�

})
= M(SO�),

M
(
clos

{
W 0(b) +Kp,w : b ∈ SO�p,w

})
= M(SO�p,w),

y el hecho de que M(SO�p,w) = M(SO�) debido al Teorema 3.9, concluimos que para cada punto
(ξ, η) ∈ M(SO�) ×M(SO�) existe el ideal bilateral cerrado (no necesariamente maximal) Iπξ,η
del álgebra de Banach Zπp,w generado por los ideales maximales{

aI +Kp,w : a ∈ SO�, ξ(a) = 0
}

y

clos
{
W 0(b) +Kp,w : b ∈ SO�p,w, η(b) = 0

} (4.42)

de las álgebras de Banach conmutativas (4.41), respectivamente. Aśı, en virtud de (3.5), el
espacio de ideales maximales de Zπp,w puede identificarse con un subconjunto de

M(SO�)×M(SO�)=
(⋃
t∈R

Mt(SO
�) ∪M∞(SO�)

)
×
(⋃
t∈R

Mt(SO
�) ∪M∞(SO�)

)
.

Fijemos (ξ, η) ∈
⋃
t∈RMt(SO

�) ×
⋃
t∈RMt(SO

�). Dados a ∈ SO� y b ∈ SO�p,w elijamos

funciones a1 ∈ C(Ṙ) y b1 ∈ Cp,w(Ṙ) tales que a(ξ) = a1(ξ), b(η) = b1(η), y a1(∞) = b1(∞) = 0.
Entonces

aW 0(b) = T1 + T2 + T3 + T4 (4.43)

donde

T1 = (a− a1)W 0(b− b1), T2 = (a− a1)W 0(b1), T3 = a1W
0(b− b1), T4 = a1W

0(b1).

El operador T4 es compacto por el Lema 4.3(a), y las clases laterales T π1 , T
π
2 , T

π
3 pertenecen

al ideal Iπξ,η. En consecuencia, el ideal bilateral cerrado más pequeño de Zπp,w que corresponde
al punto (ξ, η) ∈

⋃
t∈RMt(SO

�) ×
⋃
t∈RMt(SO

�) coincide con toda el álgebra Zπp,w. Aśı que,
los ideales maximales del álgebra Zπp,w solo pueden corresponder a puntos (ξ, η) ∈ Ω, donde Ω
está dado por (4.40).

Solo resta demostrar que para todo (ξ, η) ∈ Ω, los ideales bilaterales cerrados Iπξ,η generados
por los ideales maximales (4.42) son ideales maximales del álgebra de Banach conmutativa Zπp,w.

Primero, probemos que estos ideales son propios. Para este fin necesitamos demostrar que
para todo (ξ, η) ∈ Ω los ideales Iπξ,η no contienen a la clase lateral Iπ = I + Kp,w. Claramente,
los ideales Iπξ,η son cerraduras en Bπp,w = Bp,w/Kp,w de los conjuntos{ N∑

n=1

[anI]πAπn +

M∑
m=1

[W 0(bm)]πBπ
m

}
(4.44)
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donde an ∈ SO�, ξ(an) = 0, bm ∈ SO�p,w, η(bm) = 0, y An, Bm ∈ Zp,w.

Dado t ∈ Ṙ, sea (ξ, η) ∈ Mt(SO
�) ×M∞(SO�). Supongamos que Iπ ∈ Iπξ,η. de aqúı, por

(4.44), existe una sucesión de operadores de la forma

Ck =

Nk∑
n=1

an,kAn,k +

Mk∑
m=1

W 0(bm,k)Bm,k (4.45)

con an,k ∈ SO�, ξ(an,k) = 0, bm,k ∈ SO�p,w, η(bm,k) = 0 y An,k, Bm,k ∈ Zp,w, y existe una sucesión
de operadores compactos Kk ∈ Kp,w tal que Cπk ∈ Iπξ,η y ĺımk→∞ ‖Ck +Kk − I‖ = 0. Como para
cada η ∈M∞(SO�) y cada conjunto numerable {bk} ⊂ SO�p,w existe una sucesión hν → +∞ en R
tal que ĺımν→∞ bk(x+hν) = η(bk) para todo x ∈ R (ver [14, Corolario 4.3]), concluimos que existe
una sucesión {hν} ⊂ R+ tal que ĺımν→∞ hν = +∞ y, para todo m = 1, 2, . . . ,Mk y todo k ∈ N,
ĺımν→∞ bm,k(hν) = 0 y por eso, de (4.20) en el Lema 4.9, s-limn→∞

(
ehνW

0(bm,k)e−hνI
)

= 0.
Más aún, de (4.45), las propiedades algebraicas de los operadores ĺımite (ver [14, Proposición 6.1])
y [51, Lema 3.8] se sigue que podemos elegir la sucesión {hν} en tal forma que exista el ĺımite
fuerte

C̃k := s-lim
ν→∞

(
ehν (Ck +Kk)e−hνI

)
=

Nk∑
n=1

an,kÃn,k ∈ Bp,w,

donde Ãn,k = ãn,kI y ãn,k ∈ SO�. De aqúı, ĺımk→∞ C̃k = I, lo cual es imposible ya que los

operadores C̃k pertenecen al ideal maximal
{
aI : a ∈ SO�, ξ(a) = 0

}
del álgebra de Banach{

aI : a ∈ SO�
}

.
Dado t ∈ R, ahora sea (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mt(SO

�), y otra vez supongamos que Iπ ∈ Iπξ,η.
Por determinación, supongamos que v+−v ∈ L∞(U+) en (4.19). Entonces análogamente al caso
previo existe una sucesión de operadores Ck de la forma (4.45), donde an,k ∈ SO�, ξ(an,k) = 0,
bm,k ∈ SO�p,w, η(bm,k) = 0 y An,k, Bm,k ∈ Zp,w, y existe una sucesión de operadores compactos
Kk ∈ Kp,w tal que Cπk ∈ Iπξ,η y ĺımk→∞ ‖Ck +Kk− I‖ = 0. En consecuencia, en el espacio Lp(R)
tenemos que

ĺım
k→∞

( Nk∑
n=1

an,kw̃+An,kw̃
−1
+ I +

Mk∑
m=1

w̃+W
0(bm,k)Bm,kw̃

−1
+ I + w̃+Kkw̃

−1
+ I

)
= I,

donde w̃+ es el peso construido en la Subección 4.4 que es equivalente al peso w en una vecindad
U+ de +∞. Como para cada ξ ∈ M∞(SO�) y cada conjunto numerable {ak} ⊂ SO� existe
una sucesión hν → +∞ en R tal que ĺımν→∞ ak(x + hν) = ξ(ak) para todo x ∈ R (ver [14,
Corolario 4.3]), concluimos que existe una sucesión {hν} ⊂ R+ tal que ĺımν→∞ hν = +∞ y para
todo n = 1, 2, . . . , Nk y todo k ∈ N, ĺımν→∞ an,k(hν) = 0 y por eso s-limν→∞(U−hνan,kUhν ) = 0,
donde Uhν = W 0(ehν ) es un operador de traslación. Ya que la función x 7→ xv′+(x) pertenece a
L∞(U+), deducimos de (4.21) en el Lema 4.9 que

s-lim
ν→∞

(
U−hν w̃+W

0(bm,k)w̃
−1
+ Uhν

)
= W 0(bm,k).

Entonces, usando (4.45), las propiedades algebraicas de los operadores ĺımite (ver [14, Proposi-
ción 6.1]) y [16, Lema 18.9], podemos elegir a la sucesión {hν} en tal forma que exista el ĺımite
fuerte

Ĉk := s-lim
ν→∞

(
U−hν w̃+(Ck +Kk)w̃

−1
+ Uhν

)
=

Mk∑
m=1

W 0(bm,k)B̂m,k ∈ Bp,
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donde B̂m,k = W 0(̂bm,k) y b̂m,k ∈ SO�p,w ⊂ SO�p para los pesos considerados w. De aqúı,

ĺımk→∞ Ĉk = I en la norma de Bp, lo cual es imposible ya que los operadores Ĉk pertenecen

al ideal maximal clos
{
W 0(b) : b ∈ SO�p,w, η(b) = 0

}
del álgebra de Banach clos

{
W 0(b) : b ∈

SO�p,w
}

.
Aśı, para todo (ξ, η) ∈ Ω los ideales Iπξ,η no contienen a la clase lateral unidad Iπ, y por lo

tanto estos ideales son propios. Supongamos, contrariamente a nuestra pretensión en la maxima-
lidad del ideal Iπξ,η, que para un punto (ξ, η) ∈ Ω existe un ideal bilateral cerrado propio Ĩπξ,η del
álgebra Zπp,w que contiene propiamente al ideal Iπξ,η. Entonces existe una clase lateral Aπ ∈ Zπp,w
que pertenece a Ĩπξ,η \ Iπξ,η. Ya que, en vista de (4.43),

(aW 0(b))π − (a(ξ)W 0(b(η)))π = (aW 0(b))π − (a(ξ)b(η)I)π ∈ Iπξ,η (4.46)

para todo a ∈ SO� y todo b ∈ SO�p,w, y como Aπ /∈ Iπξ,η, existe un número complejo c 6= 0 tal

que Aπ − (cI)π ∈ Iπξ,η. En consecuencia (cI)π ∈ Ĩπξ,η porque Aπ ∈ Ĩπξ,η y Iπξ,η ⊂ Ĩπξ,η. Pero la clase

lateral (cI)π es invertible en el álgebra Zπp,w, lo cual implica que el ideal Ĩπξ,η coincide con toda el

álgebra Zπp,w. Aśı el ideal Ĩπξ,η no es propio, lo cual es una contradicción. En consecuencia, todos
los ideales Iπξ,η para (ξ, η) ∈ Ω son maximales, y por eso M(Zπp,w) puede ser identificado con Ω
dado por (4.40).

Además, por (4.46), el valor de la transformada de Gelfand de la clase lateral Aπ = (aW 0(b))π

en un punto (ξ, η) ∈ Ω es igual a a(ξ)b(η) para cada eleción de a ∈ SO� y b ∈ SO�p,w. Esto define
la transformada de Gelfand para toda el álgebra Zπp,w.

Corolario 4.12. Si 1 < p < ∞, w = ev ∈ Ap(R), y (4.19) se cumple, entonces el operador
A ∈ Zp,w es Fredholm en el espacio Lp(R, w) si y sólo si la transformada de Gelfand de la clase
lateral Aπ es invertible, esto es, si A(ξ, η) 6= 0 para todo (ξ, η) ∈ Ω.

Como Zπp,w es un subálgebra central del álgebra de Banach Aπp,w, aplicando el principio local
de Allan-Douglas (ver, p. ej., [18]) y el teorema de dos idempotentes (ver, p. ej., [12]), uno puede
construir una teoŕıa de Fredholm para el álgebra de Banach Ap,w (cf. [3]–[4]).

5. Estudio local del álgebra de Banach Ap,w

5.1. El principio local de Allan-Douglas.

Como el principio local de Allan-Douglas juega un papel fundamental en este trabajo recor-
demos su enunciado. Sea GA el grupo de elementos invertibles de un álgebra de Banach unitaria
A.

Teorema 5.1. Sea A un álgebra de Banach con identidad I, B una subálgebra cerrada del
centro de A que contiene a I, N ⊂ B un ideal maximal de B, JN el ideal bilateral cerrado de
A más pequeño que contiene a N, AN el álgebra cociente A/JN , y M(B) el espacio de ideales
maximales de B.

i) a ∈ A es invertible por la izquierda (invertible por la derecha, invertible) en A, si y sólo si
para cada N ∈M(B), la clase lateral aN = a+JN es invertible por la izquierda (invertible
por la derecha, invertible) en AN .
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ii) La función M(B)→ R+, N 7→ ‖aN‖ es semicontinua por arriba. Si a ∈ A y aN0 ∈ GAN0 ,
entonces aN ∈ GAN para todo N en alguna vecindad de N0.

iii) Si A es una C∗−álgebra, entonces ‖a‖ = máxN∈M(B) ‖aN‖ para cada a ∈ A.
En lo que sigue asumimos que 1 < p < ∞, w = ev ∈ Ap(R), y se cumple (4.19) con v±

dado por (4.17). Sea Λ el subálgebra de Banach de Bp,w que consiste de todos los operadores en
Bp,w que conmutan módulo operadores compactos con cada operador A ∈ Zp,w. Claramente, Λ
contiene a Ap,w, y por el Lema 4.10, Kp,w ⊂ Ap,w, en consecuencia el álgebra de Banach cociente
Λπ := Λ/Kp,w contiene al álgebra de Banach Aπp,w. Además, el álgebra Λπ es el conmutante
del álgebra cociente Zπp,w, y por lo tanto Λπ es inversamente cerrada en el álgebra de Calkin
Bπp,w = Bp,w/Kp,w, esto es, los espectros de cada clase lateral Aπ ∈ Λπ en las álgebras Λπ y Bπp,w
coinciden.

Por el Teorema 4.11, el conjunto Ω dado por (4.40) es el espacio de ideales maximales del
subálgebra central Zπp,w del álgebra de Banach Aπp,w. Dado (ξ, η) ∈ Ω, sea Jπξ,η el ideal bilateral
cerrado más pequeño de Λπ que contiene al ideal maximal Iπξ,η de Zπp,w generado por los ideales
maximales {

aI +Kp,w : a ∈ SO�, a(ξ) = 0
}

y

clos
{
W 0(b) +Kp,w : b ∈ SO�p,w, b(η) = 0

} (5.1)

de las álgebras de Banach conmutativas{
aI +Kp,w : a ∈ SO�

}
y clos

{
W 0(b) +Kp,w : b ∈ SO�p,w

}
, (5.2)

respectivamente, y sea φξ,η : Λπ → Λπξ,η el homomorfismo canónico de Λπ sobre el álgebra de
Banach cociente Λπξ,η := Λπ/Jπξ,η. Por el principio local de Allan-Douglas, obtenemos inmediata-
mente el siguiente resultado.

Lema 5.2. Una clase lateral Aπ ∈ Λπ es invertible en Λπ si y sólo si para cada pareja (ξ, η) ∈ Ω
la clase lateral Aπξ,η := Aπ + Jπξ,η es invertible en el álgebra de Banach Λπξ,η.

5.2. Representantes locales

Identifiquemos las clases laterales Aπξ,η para A ∈ Ap,w, donde p ∈ (1,∞) y w ∈ Ap(R).

Para λ ∈ R, denotemos por χ−λ y χ+
λ a las funciones caracteŕısticas de (−∞, λ) y (λ,+∞),

respectivamente, χ± := χ±0 , y para cada p ∈ (1,∞), cada w ∈ Ap(R), cada ζ ∈ M∞(SO�), y
cada a ∈ PSO�p,w, introducimos la función ãζ ∈ Cp,w(R) dada por

ãζ := a(ζ+)u− + a(ζ−)u+, (5.3)

donde los valores a(ζ±) están definidos por (3.18) y las funciones u± ∈ Cp,w(R) están dadas por
u±(x) = (1± tanhx)/2 para x ∈ R.

Consideremos la siguiente generalización de [3, Lema 5.2].

Lema 5.3. Sean a ∈ PSO�, b ∈ PSO�p,w, y λ ∈ Ṙ. Si ξ ∈Mλ(SO�) y

(φξa)(µ) = 0 para todo µ ∈Mλ(PC), (5.4)

donde φξ es el homomorfismo definido por (3.17) entonces [aI]πξ,η = 0πξ,η = Jπξ,η para todo
η ∈M(SO�). Si η ∈Mλ(SO�) y

(φηb)(µ) = 0 para todo µ ∈Mλ(PC), (5.5)

entonces [W (b)]πξ,η = 0πξ,η = Jπξ,η para todo ξ ∈M(SO�).

31



Demostración. Obviamente, es suficiente probar el lema solo para funciones a ∈ PSO� y b ∈
PSO�p,w que tienen conjuntos finitos de discontinuidades.

Sea ξ ∈Mλ(SO�) donde λ ∈ Ṙ, y supongamos que se cumple (5.4). Como a ∈ PSO� tiene un
conjunto finito de discontinuidades, del Teorema 3.11 se sigue que existen funciones a±λ ∈ SOλ
tales que

a−λ (ζ) = a(ζ, 0), a+
λ (ζ) = a(ζ, 1) para todo ζ ∈Mλ(SO�) (5.6)

y, para la función

ψλ(a) :=

{
a+
λ χ− + a−λ χ+ si λ =∞,

a−λ χ
−
λ + a+

λ χ
+
λ si λ ∈ R

(5.7)

en PSO�, la función ã := a − ψλ(a) es idénticamente cero en una vecindad del punto λ ∈ Ṙ.
Entonces existe una función cλ ∈ C(Ṙ) tal que cλ(λ) = 0, cλ(t) = 1 para todo t ∈ supp ã y
ã = cλã, lo cual implica que [ãI]πζ,η = Jπζ,η para todo ζ ∈ Mλ(SO�) y todo η ∈ M(SO�). Por

otra parte, de (5.4), (3.17) y (5.6), a±λ (ξ) = 0, y por eso de (5.7) se sigue que [ψλ(a)I]πξ,η = Jπξ,η
para ξ ∈Mλ(SO�) dado y todo η ∈M(SO�). En consecuencia, bajo la condición (5.4), [aI]πξ,η =
[(ã+ ψλ(a))I]πξ,η = Jπξ,η para ξ ∈Mλ(SO�) dado y todo η ∈M(SO�).

Análogamente, si η ∈Mλ(SO�) para λ ∈ Ṙ y si se cumple (5.5), entonces para cada función
b ∈ PSO�p,w con un conjunto finito de discontinuidades existen funciones b±λ ∈ SOλ,p,w tales que

b−λ (ζ) = b(ζ, 0), b+λ (ζ) = b(ζ, 1) para todo ζ ∈Mλ(SO�) (5.8)

y la función b̃ := b − ψλ(b) es idénticamente cero en una vecindad del punto λ ∈ Ṙ, donde la
función ψλ(b) ∈ PSO�p,w está dada por (5.7) con a y a±λ reemplazadas por b y b±λ , respectivamente.

Entonces existe una función cλ ∈ Cp,w(Ṙ) tal que cλ(λ) = 0, cλ(t) = 1 para todo t ∈ supp b̃ y

b̃ = cλb̃, lo cual implica que [
W 0(̃b)

]π
ξ,ζ

=
[
W 0(cλ)W 0(̃b)

]π
ξ,ζ

= Jπξ,ζ

para todo ζ ∈Mλ(SO�) y todo ξ ∈M(SO�). Por otra parte, de (5.5), (3.17) y (5.8), b±λ (η) = 0,
y por eso la clase lateral

[
W 0(ψλ(b))

]π
ξ,η

=


[
W 0(b+λ )W 0(χ−) +W 0(b−λ )W 0(χ+)

]π
ξ,η

si λ =∞,[
W 0(b+λ )W 0(χλ) +W 0(b−λ )W 0(χλ)

]π
ξ,η

si λ ∈ R

coincide con Jπξ,η para η ∈ Mλ(SO�) dado y todo ξ ∈ M(SO�). Por lo tanto, bajo la condición
(5.5), [

W 0(b)
]π
ξ,η

=
[
W 0(̃b) +W 0(ψλ(b))

]π
ξ,η

= Jπξ,η

para η ∈Mλ(SO�) dado y todo ξ ∈M(SO�).

Sea Aπξ,η la subálgebra cerrada más pequeña de Λπξ,η que contiene al conjunto
{
Aπξ,η : Aπ ∈

Aπp,w
}

.
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Teorema 5.4. Para cada (ξ, η) ∈ Ω y cada λ, τ ∈ R, la aplicación δξ,η : A 7→ Aπξ,η definida en

los generadores aI (a ∈ PSO�) y W 0(b) (b ∈ PSO�p,w) del álgebra de Banach Ap,w por

δξ,η(aI) :=
[
(a(ξ−)χ−λ + a(ξ+)χ+

λ )I
]π
ξ,η
, (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×M∞(SO�),[

(a(ξ+)χ− + a(ξ−)χ+)I
]π
ξ,η
, (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mτ (SO�),[

ãξI
]π
ξ,η
, (ξ, η) ∈M∞(SO�)×M∞(SO�)

(5.9)

y por δξ,η(W
0(b)) :=

[
W 0(b(η+)χ− + b(η−)χ+)

]π
ξ,η
, (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×M∞(SO�),[

W 0(b(η−)χ−τ + b(η+)χ+
τ )
]π
ξ,η
, (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mτ (SO�),[

W 0(̃bη)
]π
ξ,η
, (ξ, η) ∈M∞(SO�)×M∞(SO�)

(5.10)

se extiende a un homomorfismo de álgebras de Banach δξ,η : Ap,w → Aπξ,η.
Más aún, para todo A ∈ Ap,w,

sup
(ξ,η)∈Ω

‖δξ,η(A)‖Aπξ,η ≤ ‖A
π‖ := ı́nf

K∈Kp,w
‖A+K‖.

Demostración. Sea (ξ, η) ∈ Ω. Consideremos los homomorfismos naturales de álgebras de Banach

δξ,η : Ap,w → Aπp,w → Aπξ,η, A 7→ Aπ 7→ Aπξ,η.

Obviamente, para cada A ∈ Ap,w,

sup
(ξ,η)∈Ω

‖δξ,η(A)‖Aπξ,η ≤ ‖A
π‖.

Solo resta demostrar las igualdades (5.9) y (5.10) para a ∈ PSO� y b ∈ PSO�p,w.
Fijemos λ ∈ R y sea (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×M∞(SO�). Las funciones

âξ := a− a(ξ−)χ−λ − a(ξ+)χ+
λ y b̂η := b− b(η+)χ− − b(η−)χ+

pertenecen a PSO� y PSO�p,w, respectivamente. Más aún, de (3.17) y (3.18) se sigue que

(φξ(âξ))(µ) = 0 para todo µ ∈ Mλ(PC) y (φη (̂bη))(µ) = 0 para todo µ ∈ M∞(PC). Enton-
ces, por el Lema 5.3, [

âξI
]π
ξ,η

=
[
W 0(̂bη)

]π
ξ,η

= Jπξ,η, (5.11)

lo cual implica que para (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×M∞(SO�),[
aI
]π
ξ,η

=
[
(a(ξ−)χ−λ + a(ξ+)χ+

λ )I
]π
ξ,η
,[

W 0(b)
]π
ξ,η

=
[
W 0(b(η+)χ− + b(η−)χ+)

]π
ξ,η
.

Ahora, sea τ ∈ R y (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mτ (SO�). Las funciones

âξ := a− a(ξ+)χ− + a(ξ−)χ+ y b̂η := b− b(η−)χ−τ − b(η+)χ+
τ
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pertenecen a PSO� y PSO�p,w, respectivamente. Ya que otra vez (φξ(âξ))(µ) = 0 para todo

µ ∈ M∞(PC) y (φη (̂bη))(µ) = 0 para todo µ ∈ Mτ (PC) en vista de (3.17) y (3.18), deducimos
otra vez (5.11) del Lema 5.3. Aśı, para (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mτ (SO�), obtenemos[

aI
]π
ξ,η

=
[
(a(ξ+)χ− + a(ξ−)χ+)I

]π
ξ,η
,[

W 0(b)
]π
ξ,η

=
[
W 0(b(η−)χ−τ − b(η+)χ+

τ

]π
ξ,η
.

Finalmente, sea (ξ, η) ∈M∞(SO�)×M∞(SO�). Como, por (3.17) y (3.18),

φξ(a− ãξ) = 0, φη(b− b̃η) = 0,

donde las funciones ãξ y b̃η están dadas por (5.3), del Lema 5.3 se sigue inmediatamente que

[aI]πξ,η = [ãξI]πξ,η, [W 0(b)]πξ,η = [W 0(b̃η)]
π
ξ,η.

En consecuencia, para todo (ξ, η) ∈ Ω, las fórmulas (5.9) para δξ,η(aI) =
[
aI
]π
ξ,η

y las fórmulas

(5.10) para δξ,η(W
0(b)) =

[
W 0(b)

]π
ξ,η

quedan probadas.

El Teorema 5.4 y el Lema 5.2 implican inmediatamente lo siguiente.

Corolario 5.5. Un operador A ∈ Ap,w es Fredholm en el espacio Lp(R, w) si y sólo si las clases
laterales Aπξ,η = δξ,η(A) ∈ Aπξ,η son invertibles en las álgebras cocientes Λπξ,η para todo (ξ, η) ∈ Ω.

5.3. Estructura de las álgebras locales Aπξ,η
Lema 5.6. Las álgebras locales Aπξ,η generadas por todas las clases laterales

[
aW 0(b)

]π
ξ,η

=[
aW 0(b)

]π
+ Jπξ,η, donde a ∈ PSO� y b ∈ PSO�p,w, tienen la siguiente estructura:

(i) si λ ∈ R y (ξ, η) ∈ Mλ(SO�)×M∞(SO�), entonces Aπξ,η está generada por la unidad Iπξ,η
y por los dos idempotentes

P :=
[
χ+
λ I
]π
ξ,η
, Q :=

[
W 0(χ−0 )

]π
ξ,η

; (5.12)

(ii) si τ ∈ R y (ξ, η) ∈ M∞(SO�)×Mτ (SO�), entonces Aπξ,η está generada por la unidad Iπξ,η
y por los dos idempotentes

P :=
[
χ−0 I

]π
ξ,η
, Q :=

[
W 0(χ+

τ )
]π
ξ,η

; (5.13)

(iii) si (ξ, η) ∈M∞(SO�)×M∞(SO�), entonces Aπξ,η está generada por la unidad Iπξ,η y por los
dos idempotentes que conmutan mutuamente

P :=
[
u−I

]π
ξ,η
, Q :=

[
W 0(u−)

]π
ξ,η
, (5.14)

donde u−(x) = (1− tanhx)/2 para todo x ∈ R.
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Demostración. Del Teorema 5.4 tenemos lo siguiente.
(i) Si (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×M∞(SO�) y λ ∈ R, entonces[

aW 0(b)
]π
ξ,η

=
[(
a(ξ−)χ−λ + a(ξ+)χ+

λ

)
I
]π
ξ,η

[
W 0
(
b(η+)χ−0 + b(η−)χ+

0

)]π
ξ,η

=
(
a(ξ−)[I]πξ,η + â(ξ)

[
χ+
λ I
]π
ξ,η

)(
b(η−)[I]πξ,η + b̂(η)

[
W 0(χ−0 )

]π
ξ,η

)
donde â(ξ) := a(ξ+)−a(ξ−) y b̂(η) := b(η+)− b(η−). Aśı, en este caso el álgebra de Banach Aπξ,η
está generada por la unidad Iπξ,η y por los dos idempotentes (5.12).

(ii) Análogamente, si (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mτ (SO�) y τ ∈ R, entonces[
aW 0(b)

]π
ξ,η

=
[(
a(ξ+)χ−0 + a(ξ−)χ+

0

)
I
]π
ξ,η

[
W 0
(
b(η−)χ−τ + b(η+)χ+

τ

)]π
ξ,η

=
(
a(ξ−)[I]πξ,η + â(ξ)

[
χ−0 I

]π
ξ,η

)(
b(η−)[I]ξ,η + b̂(η)

[
W 0(χ+

τ )
]π
ξ,η

)
.

Aśı, en este caso el álgebra de Banach Aπξ,η está generada por la unidad Iπξ,η y por los dos
idempotentes (5.13).

(iii) Fijemos (ξ, η) ∈M∞(SO�)×M∞(SO�). Por (5.9) y (5.10), para a ∈ PSO� y b ∈ PSO�p,w
tenemos que[

aW 0(b)
]π
ξ,η

= [aI]πξ,η
[
W 0(b)

]π
ξ,η

=
[
ãξI
]π
ξ,η

[
W 0(̃bη)

]π
ξ,η

=
[
ãξW

0(̃bη)
]π
ξ,η
,

donde las funciones ãξ ∈ C(R) y b̃η ∈ Cp,w(R) son de la forma (5.3). Entonces[
ãξW

0(̃bη)
]π
ξ,η

=
[(
a(ξ+)u− + a(ξ−)u+

)
I
]π
ξ,η

[
W 0
(
b(η+)u− + b(η−)u+

)]π
ξ,η

=
(
a(ξ−)[I]πξ,η+â(ξ)

[
u−I

]π
ξ,η

)(
b(η−)[I]πξ,η+b̂(η)

[
W 0(u−)

]π
ξ,η

)
.

Por el Teorema 4.6, los idempotentes (5.14) conmutan. Por eso, si ξ, η ∈ M∞(SO�), entonces
los generadores del álgebra de Banach Aπξ,η consisten de la unidad [I]πξ,η y de los idempotentes
(5.14) que conmutan mutuamente.

6. Una subclase de pesos de Muckenhoupt

6.1. Funciones en VMO0(U)

Dada una vecindad abierta simétrica U ⊂ R de un punto 0, decimos que σ ∈ VMO0(U) si
σ ∈ L1(U) y

ĺım
x→0

1

x

∫ x

0
|σ(t)− Ix(σ)|dt = 0, ĺım

x→0

(
Ix(σ)− I−x(σ)

)
= 0, (6.1)

donde

Ix(σ) :=
1

x

∫ x

0
σ(t)dt para x ∈ U \ {0}.

Notemos que VMO0(U) 6⊂ L∞(U).
Dado v ∈ VMO0(U), consideremos la función

V (x) :=
1

x

∫ x

0
v(t)dt (x ∈ U) (6.2)
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Decimos que V ∈ S̃O0(U) si V ∈ C(U \ {0}) y

ĺım
x→0

máx
|y|,|z|∈[x,2x]

∣∣V (y)− V (z)
∣∣ = 0. (6.3)

Notemos que S̃O0(U) 6⊂ L∞(U).

Lema 6.1. Si v ∈ VMO0(U), entonces la función V dada por (6.2) está en S̃O0(U).

Demostración. Sea 0 < x ≤ y ≤ z ≤ 2x. Entonces, por (6.2),∣∣V (y)− V (z)
∣∣ ≤ 1

y

∫ y

0

∣∣v(t)− Iy(v)
∣∣dt+

∣∣Iy(v)− Iz(v)
∣∣+

1

z

∫ z

0

∣∣v(t)− Iz(v)
∣∣dt (6.4)

donde ∣∣Iy(v)− Iz(v)
∣∣ =

∣∣∣∣1y
∫ y

0

[
v(t)− Iz(v)

]
dt

∣∣∣∣
≤ 1

y

∫ y

0

∣∣v(t)− Iz(v)
∣∣dt ≤ 2

z

∫ z

0

∣∣v(t)− Iz(v)
∣∣dt. (6.5)

Como v ∈ VMO0(U), los lados derechos de (6.4) y (6.5) son pequeños si x es suficientemente
pequeño. Además, V ∈ C(U \ {0}) y

ĺım
x→0

(
V (x)− V (−x)

)
= 0

debido a (6.1). Por lo tanto (6.3) se cumple, y por eso V ∈ S̃O0(U).

Está claro que la función V es diferenciable casi donde sea en U y

xV ′(x) = v(x)− V (x) para casi todo x ∈ R+. (6.6)

En consecuencia v − V ∈ L∞(U) si la función x 7→ xV ′(x) está en L∞(U).
Similarmente a [75, Lema 3] y [64, Lema A4], tenemos lo siguiente.

Lema 6.2. SO0(U) := S̃O0(U) ∩ L∞(U) ⊂ VMO0(U) ∩ L∞(U).

6.2. Pesos equivalentes a pesos de Muckenhoupt lentamente oscilatorios

Sea 1 < p <∞ y w = ev ∈ Ap(R). Es fácil ver que para cada t ∈ R el peso wt := w(t+ (·))
está en Ap(R), mientras que el peso w∞ := w(1/(·)) está en Aq(R), donde q = p/(p − 1). De
aqúı, para todo t ∈ Ṙ las funciones vt = lnwt están en BMO(R),

vt(x) = v(x+ t) y v∞(x) = v(1/x) para t, x ∈ R.

Entonces para todo t ∈ Ṙ, las funciones

Vt(x) :=
1

x

∫ x

0
vt(τ)dτ (6.7)

son continuas en R \ {0}. En lo que sigue suponemos que
(A) para cada t ∈ Ṙ la función vt está en VMO0(U0,t) y la función x 7→ xV ′t (x) pertenece a

VMO0(U0,t) ∩ L∞(U0,t), donde U0,t es una vecindad simétrica de 0 en R.
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Por (A) y el Lema 6.1, para cada t ∈ Ṙ la función Vt dada por (6.7) pertenece a S̃O0(U0,t)
y la función

x 7→ 1

x

∫ x

0
τV ′t (τ)dτ (x ∈ U0,t)

pertenece a SO0(U0,t) := S̃O0(U0,t) ∩ L∞(U0,t).
Decimos que un peso w es localmente equivalente a un peso W en una vecindad Ut ⊂ Ṙ de

un punto t ∈ Ṙ si w/W, W/w ∈ L∞(Ut). Ya que, por (6.6),

xV ′t (x) = vt(x)− Vt(x) casi donde sea en U0,t (6.8)

para cada t ∈ Ṙ, y como las funciones x 7→ xV ′t (x) están en L∞(U0,t) para todo t ∈ Ṙ por
la suposición (A), concluimos que el peso w(x) = ev(x) es localmente equivalente a los pesos
Wt(x) = eVt(x−t) en vecindades de los puntos t ∈ R y al peso W∞(x) = eV∞(1/x) en una vecindad
de ∞. Para cada t ∈ Ṙ, consideremos ahora las funciones

Ṽt(x) :=
1

x

∫ x

0
Vt(τ)dτ para x ∈ U0,t. (6.9)

En vista de (6.6)–(6.9), deducimos que para cada t ∈ Ṙ,

xṼ ′t (x) = Vt(x)− Ṽt(x) =
1

x

∫ x

0
τV ′t (τ)dτ, (6.10)

donde la función de la derecha y por consecuencia la función x 7→ xṼ ′t (x) pertenece a SO0(U0,t).
De aqúı, (6.10) y (6.8) implican que el peso w(x) = ev(x) es localmente equivalente a los pesos

W̃t(x) = eṼt(x−t) en vecindades de los puntos t ∈ R y al peso W̃∞(x) = eṼ∞(1/x) en una vecindad
de ∞.

Aśı, bajo la condición (A), podemos reemplazar el peso w = ev por los pesos equivalentes

W̃t en vecindades abiertas Ut de los puntos t ∈ Ṙ, donde las funciones Ṽt(x) = ln W̃t(x+ t) para

t ∈ R y Ṽ∞(x) = ln W̃∞(1/x) poseen la propiedad: cada función x 7→ xṼ ′t (x) está en SO0(U0,t).

Más aún, para todo t ∈ Ṙ las funciones Ṽt debido a (A) y los Lemas 6.1 y 6.2 satisfacen las
relaciones

ĺım
x→0

(
Ṽt(x)− Ṽt(−x)

)
= 0.

Por [13, Sección 3] (cf. también [54, Sección 5]), los pesos lentamente oscilatorios W̃t perte-
necen a Ap(Ut) en vecindades Ut de puntos t ∈ Ṙ si y sólo si

−1/p < ĺım inf
x→0

[
xṼ ′t (x)

]
≤ ĺım sup

x→0

[
xṼ ′t (x)

]
< 1− 1/p para t ∈ R,

−1/q < ĺım inf
x→0

[
xṼ ′∞(x)

]
≤ ĺım sup

x→0

[
xṼ ′∞(x)

]
< 1− 1/q para t =∞,

(6.11)

donde 1/p+ 1/q = 1. Como

ĺım inf
x→0

[
xṼ ′∞(x)

]
= ĺım inf

x→∞

[
(1/x)Ṽ ′∞(1/x)

]
= − ĺım sup

x→∞
[x(ln W̃∞)′(x)],

ĺım sup
x→0

[
xṼ ′∞(x)

]
= ĺım sup

x→∞

[
(1/x)Ṽ ′∞(1/x)

]
= − ĺım inf

x→∞
[x(ln W̃∞)′(x)],
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podemos reemplazar (6.11) por las condiciones equivalentes

−1/p < ĺım inf
x→t

[
(x− t)(ln W̃t)

′(x)
]
≤ ĺım sup

x→0

[
(x− t)(ln W̃t)

′(x)
]
< 1− 1/p,

−1/p < ĺım inf
x→∞

[x(ln W̃∞)′(x)] ≤ ĺım sup
x→∞

[x(ln W̃∞)′(x)] < 1− 1/p,
(6.12)

para t ∈ R y t =∞, respectivamente.

Observación 6.3. Repitiendo el procedimiento V 7→ 1
x

∫ x
0 V (τ)dτ varias veces podemos lograr

una suavidad arbitraria de los pesos equivalentes bajo la condición (A). Por ejemplo, poniendo

V̂t(x) :=
1

x

∫ x

0
Ṽt(τ)dτ para x ∈ U0,t,

deducimos de (6.10), los Lemas 6.2 y 6.1 que para cada t ∈ Ṙ la función C1(U0,t \ {0})

xV̂ ′t (x) = Ṽt(x)− V̂t(x) =
1

x

∫ x

0
τ Ṽ ′t (τ)dτ, (6.13)

pertenece a SO0(U0,t) junto con la función x 7→ xṼ ′t (x). Más aún, por (6.13) y [44, Proposi-
ción 3.4],

ĺım
x→0

(
xV̂ ′t (x)− xṼ ′t (x)

)
= 0.

Tomando una subcubierta finita de una cubierta de Ṙ por vecindades abiertas Ut (t ∈ Ṙ),
concluimos que existe un conjunto a lo más finito X ⊂ Ṙ donde uno de los pesos w o w−1

no está acotado en una vecindad de t ∈ X. Más aún, podemos reemplazar el peso w ∈ Ap(R)
por un peso equivalente W = eV tal que V ′ ∈ C(Ṙ \ X) y, para algunas vecindades simétricas
uλ ⊂ Ṙ, las funciones σλ : x 7→ (x − λ)V ′(x) están en SOλ(uλ) para todo λ ∈ R, la función
σ∞ : x 7→ xV ′(x) está en SO∞(u∞) si∞ ∈ X, y σλ ∈ Cb(uλ) con σλ(λ) = 0 para todo λ ∈ Ṙ\X,
ĺımx→λ

(
V (x) − V (2λ − x)

)
= 0 si λ ∈ X ∩ R, y ĺımx→∞(V (x) − V (−x)) = 0 si ∞ ∈ X. En

este caso decimos que para el peso w ∈ Ap(R) existe un peso equivalente lentamente oscilatorio
W = eV , donde W pertenece automáticamente a Ap(R).

Como σλ ∈ SOλ(uλ) para todo λ ∈ Ṙ, para cada ξ ∈M(SO�) podemos definir los números

δξ := ξ(σλ) si ξ ∈Mλ(SO�). (6.14)

Si w ∈ Ap(R), entonces debido a (6.12) concluimos que δξ ∈ (−1/p, 1 − 1/p). Más aún, δξ = 0
para todo ξ ∈

⋃
λ∈Ṙ\XMλ(SO�) ya que σλ(λ) = 0.

Como V (x) = Ṽλ(x − λ) para x ∈ uλ si λ ∈ R, y como V (x) = Ṽ∞(1/x) para x ∈ u∞,
deducimos de (6.10) que

σλ(x) = (x− λ)V ′(x) = (x− λ)Ṽ ′λ(x− λ) =
1

x− λ

∫ x−λ

0
τV ′λ(τ)dτ si λ ∈ R,

σ∞(x) = xV ′(x) = −(1/x)Ṽ ′∞(1/x) = −x
∫ 1/x

0
τV ′∞(τ)dτ si λ =∞,

(6.15)

donde, por la condición (A) las funciones x 7→ xV ′λ(x) están en VMO0(U0,λ) ∩ L∞(U0,λ) para
todo λ ∈ Ṙ, mientras que las funciones en la derecha de (6.15) están en SOλ(uλ). Por eso,
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podemos representar a los números (6.14) en la forma

δξ :=

ξ
(

1
x−λ

∫ x−λ
0 τV ′λ(τ)dτ

)
si ξ ∈Mλ(SO�) y λ ∈ R,

−ξ
(
x
∫ 1/x

0 τV ′∞(τ)dτ
)

si ξ ∈M∞(SO�),
(6.16)

donde el funcional ξ es aplicado a funciones de x.

6.3. Operadores ĺımite necesarios

Para estudiar la invertibilidad de las clases laterales Aπξ,η ∈ Aπξ,η necesitamos usar las técnicas
de operadores ĺımite (ver Subsección 4.3).

Sea 1 < p < ∞ y w ∈ Ap(R). En lo que sigue suponemos que el peso de Muckenhoupt
w = ev satisface la condición (A) de la Subsección 6.2, y por eso para el peso w existe un
peso equivalente lentamente oscilatorio W = eV ∈ Ap(R) (ver Subsección 6.2). Notemos que
la condición (A) sobre el peso w implica (4.19) para el peso equivalente W . En particular, la
demostración del Lema 4.9 implica el siguiente resultado.

Corolario 6.4. Si 1 < p <∞ y w ∈ Ap(R) satisface la condición (A), entonces SO�p,w ⊂ SO�p.

Encontraremos en esta subsección varios operadores ĺımite necesarios suponiendo sin pérdida
de generalidad que el peso w = ev es un peso lentamente oscilatorio en Ap(R). Entonces para
cada λ ∈ Ṙ la función

σλ(x) :=

{
(x− λ)v′(x) si λ ∈ R,
xv′(x) si λ =∞,

(6.17)

está en SOλ(uλ), y los números δξ ∈ (−1/p, 1 − 1/p) pueden ser calculados por (6.14) con σλ
dado por (6.17). Obviamente, todos los resultados de esta subsección también son válidos bajo
la condición (A), con δξ calculado por las fórmulas (6.16).

Sea eh(x) = eihx para h, x ∈ R. Para y > 0 y λ ∈ R, definimos los operadores isométricos
Vy, Uλ ∈ Bp dados para f ∈ Lp(R) por

(Vyf)(x) = y1/pf(yx), (Uλf) = f(x− λ), x ∈ R. (6.18)

Lema 6.5. Si K ∈ Kp, λ ∈ R y las sucesiones {yn}, {hn} ⊂ (0,∞) satisfacen las relaciones

ĺım
n→∞

yn = ĺım
n→∞

hn = ĺım
n→∞

(hn/yn) = +∞, (6.19)

entonces en el espacio Lp(R),

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
ehnU−λKUλe−hnVyn

)
= 0,

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
e−hnU−λKUλehnVyn

)
= 0;

(6.20)

s-lim
n→∞

(
VynU−hneλKe−λUhnVy−1

n

)
= 0,

s-lim
n→∞

(
VynUhneλKe−λU−hnVy−1

n

)
= 0;

(6.21)

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
U−λKUλVyn

)
= 0, s-lim

n→∞

(
Vyne−λKeλVy−1

n

)
= 0. (6.22)
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Demostración. Como ‖Uh‖ = 1 y ‖Vy‖ = 1 para todo h, y ∈ (0,∞), es suficiente demostrar que
los operadores e∓hnVyn , U±hnVy−1

n
y V ±1

yn convergen débilmente a cero en Lp(R), es decir, que

(
e∓hnVynf, g

)
:=

∫
R

(e∓hnVynf)(x)g(x) dx→ 0 cuando n→∞,(
U±hnVy−1

n
f, g
)

:=

∫
R

(U±hnVy−1
n
f)(x)g(x) dx→ 0 cuando n→∞, (6.23)(

Vy±1
n
f, g
)

:=

∫
R

(Vy±1
n
f)(x)g(x) dx→ 0 cuando n→∞,

para cada f ∈ Lp(R) y cada g ∈ (Lp(R))∗ = Lq(R). En efecto, para cada operador K ∈ Kp, la
convergencia débil a cero de e∓hnVyn , U±hnVy−1

n
y Vy±1

n
implican, respectivamente, (6.20), (6.21)

y (6.22).
Como las funciones continuas con soporte compacto son densas en Lp(R) y Lq(R), podemos

suponer que f y g poseen esta propiedad. Entonces vemos que

(e∓hnVynf, g) =

∫
∆+
n

e∓ihnxy1/p
n f(ynx)g(x) dx = 0,

(U±hnVy−1
n
f, g) =

∫
∆̃±n

y−1/p
n f(y−1

n x∓ y−1
n hn)g(x) dx = 0,

(Vy±1
n
f, g) =

∫
∆±n

y±1/p
n f(y±1

n x)g(x) dx = 0,

para todo n suficientemente grande ya que en este caso los conjuntos ∆±n := (y∓1
n supp f)∩supp g

y ∆̃±n := (ynsupp f ± hn) ∩ supp g son vaćıos, lo cual da las relaciones (6.23) y completa la
prueba.

Para aplicar los operadores (6.18), los cuales no son isométricos en espacios de Lebesgue
con peso Lp(R, w), necesitamos pasar al espacio de Lebesgue sin peso Lp(R) por medio de la
transformación A 7→ wAw−1I.

Lema 6.6. Si 1 < p < ∞, w = ev ∈ Ap(R) es un peso lentamente oscilatorio, a ∈ SO�,
b ∈ SO�p,w y λ ∈ R, entonces

(i) para cada (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×M∞(SO�) existen sucesiones {yn}, {hn}
⊂ (0,∞) tales que se cumple (6.19) y en el espacio Lp(R),

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
ehnU−λ(awW 0(b)w−1I)Uλe−hnVyn

)
= a(ξ)b(η)I,

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
e−hnU−λ(awW 0(b)w−1I)UλehnVyn

)
= a(ξ)b(η)I;

(6.24)

(ii) para cada (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mλ(SO�) existen sucesiones {yn}, {hn}
⊂ (0,∞) tales que se cumple (6.19) y en el espacio Lp(R),

s-lim
n→∞

(
VynU−hneλ(awW 0(b)w−1I)e−λUhnVy−1

n

)
= a(ξ)b(η)I,

s-lim
n→∞

(
VynUhneλ(awW 0(b)w−1I)e−λU−hnVy−1

n

)
= a(ξ)b(η)I.

(6.25)
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Demostración. Aplicando aproximaciones en L∞(R) y Mp,w, respectivamente, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que a es una suma de funciones en SOν y b es una suma de funciones
en SO3

ν donde ν corre sobre un subconjunto finito de Ṙ. Entonces b ∈Mp,w̃ para cada w̃ ∈ Ap(R).
(i) Fijemos (ξ, η) ∈ Mλ(SO�) × M∞(SO�), donde λ ∈ R, y consideremos el operador

awW 0(b)w−1I ∈ B(Lp(R)), donde a ∈ PSO� y b ∈ PSO�p,w. Entonces para cada yn, hn > 0
obtenemos

Vy−1
n
ehnU−λ

(
awW 0(b)w−1I

)
Uλe−hnVyn

= a[λ+ y−1
n (·)]w[λ+ y−1

n (·)]W 0
(
b[yn(·) + hn]

)
w−1[λ+ y−1

n (·)]I,
Vy−1

n
e−hnU−λ

(
awW 0(b)w−1I

)
UλehnVyn

= a[λ+ y−1
n (·)]w[λ+ y−1

n (·)]W 0
(
b[yn(·)− hn]

)
w−1[λ+ y−1

n (·)]I.

(6.26)

Ahora sean a ∈ SO� y b ∈ SO�p,w. Como w = ev es un peso lentamente oscilatorio, la función
σλ : x 7→ (x− λ)v′(x) pertenece a la C∗-álgebra SOλ(uλ) en una vecindad uλ de λ y

ĺım
x→0

(
v(λ+ x)− v(λ− x)

)
= 0. (6.27)

Entonces existen sucesiones {yn}, {hn} ⊂ (0,∞) que satisfacen (6.19) y tales que

a(ξ) = ĺım
n→∞

a(λ± y−1
n ), b(η) = ĺım

n→∞
b(±hn), (6.28)

δξ = ξ(σλ) = ĺım
n→∞

(
y−1
n v′(λ+ y−1

n )
)
. (6.29)

Para este fin primero elegimos la sucesión {yn}, y luego elegimos la sucesión {hn}. Por (6.28),
a(ξ) = ĺımn→∞ a(λ ± y−1

n x), y la convergencia es uniforme sobre compactos de R \ {0}. En
consecuencia,

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
ehnU−λ(aI)Uλe−hnVyn

)
= a(ξ)I (6.30)

Siguiendo la prueba de [52, Teorema 4.3], deducimos de (6.26) que

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
ehnU−λ

(
evW 0(b)e−vI

)
Uλe−hnVyn

)
= s-lim

n→∞

(
evn(·)|x|δξW 0

(
b(yn(·) + hn)

)
|x|−δξe−vn(·)I

)
,

(6.31)

donde la función

vn(x) := v(λ+ y−1
n x)− v(λ+ y−1

n )− δξ log |x|

=
(
v(λ+ y−1

n signx)− v(λ+ y−1
n )
)

+

∫ y−1
n x

y−1
n signx

(tv′(λ+ t)− δξ)
dt

t

(6.32)

está acotada sobre cada compacto en R \ {0}. Más aún, debido a (6.32), (6.27) y (6.29),

s-lim
n→∞

(evnI) = I. (6.33)

Como hn → +∞ y hn/yn → ∞ cuando n → ∞, concluimos que para cada M > 0 existe un
N ∈ N tal que Myn/hn ≤ 1/2 para todo n > N , por lo cual para todo x ∈ [−M,M ] tenemos
que

hn/2 ≤ hn(1−Myn/hn) ≤ hn + ynx ≤ hn(1 +Myn/hn) ≤ 3hn/2. (6.34)
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Por eso, para cada M > 0, deducimos de (6.28) que

ĺım
n→∞

b(ynx+ hn) = ĺım
n→∞

b(hn) = b(η) (6.35)

uniformemente con respecto a x ∈ [−M,M ]. De aqúı, deducimos de (6.31) y (6.33) que en el
espacio Lp(R),

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
ehnU−λ

(
evW 0(b)e−vI

)
Uλe−hnVyn

)
= |x|δξ

(
s-lim
n→∞

W 0
(
b(yn(·) + hn)

))
|x|−δξI.

(6.36)

Solo resta probar que en cualquier espacio de Lebesgue Lp(R, w̃) con un peso de Muckenhoupt
w̃ tenemos que

s-lim
n→∞

W 0
(
b(yn(·) + hn)

)
= s-lim

n→∞
W 0
(
b(hn)

)
. (6.37)

Denotemos por Φ al conjunto de funciones en Lp(R, w̃) cuyas transformadas de Fourier tienen
soporte compacto en R. Este conjunto es denso en Lp(R, w̃) (ver [51, Lema 2.5]). Por eso, para
cada función f ∈ Φ existe una función ψ ∈ C∞(R) con soporte compacto en R tal que(

W 0
[
b(yn(·) + hn)− b(hn)

])
f = F−1

[
b(yn(·) + hn)− b(hn)

]
ψFf. (6.38)

Entonces, por analoǵıa con el Lema 4.9, deducimos del Teorema 3.3 que∥∥[b(yn(·) + hn)− b(hn)
]
ψ
∥∥
Mp,w̃

≤ Cp,w máx
k=0,1,2,3

∥∥∥Dk
([
b(yn(·) + hn)− b(hn)

]
ψ
)∥∥∥
L∞(R)

, (6.39)

donde (Da)(x) = xa′(x).
Sea K := supp ψ. Como K es un subconjunto compacto de R y

ĺım
n→∞

máx
x∈K

∣∣[b(ynx+ hn)− b(hn)
]∣∣ = 0,

ĺım
n→∞

máx
x∈K

∣∣(Dkb)(ynx+ hn)
∣∣ = 0 (k = 1, 2, 3)

(ver [14, Sección 4]), deducimos de (6.39) y las relaciones

Dk
([
b(yn(·) + hn)− b(hn)

]
ψ
)

=

k∑
ν=0

(
k

ν

)(
Dν
[
b(yn(·) + hn)− b(hn)

])
(Dk−νψ),

donde máx
{
‖Dkψ‖L∞(R) : k = 0, 1, 2, 3

}
<∞ y

D
[
b(ynx+ hn)− b(hn)

]
=

ynx

ynx+ hn
(Db)(ynx+ hn),

D2
[
b(ynx+ hn)− b(hn)

]
=

(ynx)2

(ynx+ hn)2
(D2b)(ynx+ hn)

+
ynxhn

(ynx+ hn)2
(Db)(ynx+ hn),

D3
[
b(ynx+ hn)− b(hn)

]
=

(ynx)3

(ynx+ hn)3
(D3b)(ynx+ hn)

+
3(ynx)2hn

(ynx+ hn)3
(D2b)(ynx+ hn) +

ynxh
2
n − (ynx)2hn

(ynx+ hn)3
(Db)(ynx+ hn),
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que
ĺım
n→∞

∥∥[b(yn(·) + hn)− b(hn)
]
ψ
∥∥
Mp,w

= 0, (6.40)

lo cual junto con (6.38) implican (6.37). Aplicando (6.37) en el caso de w̃(x) = |x|δξ y usando
(6.35), concluimos que en el espacio Lp(R, |x|δξ),

s-lim
n→∞

W 0
(
b[yn(·) + hn]

)
= s-lim

n→∞
W 0
(
b(hn)

)
= s-lim

n→∞
b(hn)I = b(η)I. (6.41)

Finalmente, (6.36) y (6.41) implican que

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
ehnU−λ

(
evW 0(b)e−vI

)
Uλe−hnVyn

)
= b(η)I, (6.42)

lo cual junto con (6.30) dan la primer igualdad en (6.24). La segunda igualdad en (6.24) se
prueba análogamente.

(ii) Fijemos (ξ, η) ∈ M∞(SO�) × Mλ(SO�), donde λ ∈ R, y consideremos el operador
awW 0(b)w−1I ∈ B(Lp(R)), donde a ∈ PSO� y b ∈ PSO�p,w. Entonces para cada yn, hn > 0
obtenemos que

VynU−hneλ
(
awW 0(b)w−1I

)
e−λUhnVy−1

n

= a[yn(·) + hn]w[yn(·) + hn]W 0
(
b[λ+ y−1

n (·)]
)
w−1[yn(·) + hn]I,

VynUhneλ
(
awW 0(b)w−1I

)
e−λU−hnVy−1

n

= a[yn(·)− hn]w[yn(·)− hn]W 0
(
b[λ+ y−1

n (·)]
)
w−1[yn(·)− hn]I.

(6.43)

Ahora sea a ∈ SO� y b ∈ SO�p,w. Como w = ev es un peso lentamente oscilatorio, la función
σ∞ : x 7→ xv′(x) pertenece a la C∗-álgebra SO∞(u∞) en una vecindad u∞ de ∞. Entonces
existen sucesiones {yn}, {hn} ⊂ (0,∞) tales que se cumple (6.19) y

a(ξ) = ĺım
n→∞

a(±hn), b(η) = ĺım
n→∞

b(λ± y−1
n ). (6.44)

Por (6.44) y (6.34),
ĺım
n→∞

a(ynx± hn) = ĺım
n→∞

a(±hn) = a(ξ),

donde la convergencia es uniforme sobre compactos de R. En consecuencia, tomando en cuenta
(6.34), tenemos que

s-lim
n→∞

(
VynU−hneλ(aI)e−λUhnVy−1

n

)
= s-lim

n→∞

(
a[yn(·) + hn]I

)
= a(ξ)I. (6.45)

Por analoǵıa con la parte (i), deducimos de (6.43) que

s-lim
n→∞

(
VynU−hneλ

(
evW 0(b)e−vI

)
e−λUhnVy−1

n

)
= s-lim

n→∞

(
eṽn(·)|x|δξW 0

(
b[λ+ y−1

n (·)]
)
|x|−δξe−ṽn(·)I

)
,

(6.46)

donde la función ṽn está dada por

ṽn(x) := v(ynx+ hn)− v(hn) =

∫ ynx+hn

hn

tv′(t)
dt

t
. (6.47)
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Debido a (6.19) y (6.34), deducimos de (6.47) que para n suficientemente grande,

∣∣ṽn(x)
∣∣ ≤ ∥∥σ∞∥∥L∞(u∞)

∣∣∣∣ ln(ynx+ hn
hn

)∣∣∣∣, (6.48)

donde el lado derecho de (6.48) tiende a cero uniformemente sobre compactos de R cuando
n→∞. En consecuencia,

s-lim
n→∞

(eṽnI) = I. (6.49)

Por el Lema 4.7(b), de (6.46) y (6.49) se sigue que

s-lim
n→∞

(
VynU−hneλ

(
evW 0(b)e−vI

)
e−λUhnVy−1

n

)
= s-lim

n→∞
W 0
(
b[λ+ y−1

n (·)]
)
, (6.50)

donde usamos la relación SO�p,w ⊂ SO�p (ver Corolario 6.4). Como yn → +∞ cuando n → ∞,
concluimos de (6.44) que

ĺım
n→∞

b(λ+ y−1
n x) = ĺım

n→∞
b(λ+ y−1

n ) = b(η) (6.51)

uniformemente con respecto a x sobre compactos de R \ {0}. Aśı, solo resta probar que en el
espacio Lp(R),

s-lim
n→∞

W 0
(
b[λ+ y−1

n (·)]
)

= s-lim
n→∞

W 0
(
b[λ+ y−1

n ]
)
. (6.52)

Sea Φ el conjunto de funciones en Lp(R) cuyas transformadas de Fourier tienen soporte
compacto en R \ {0}. Este conjunto es denso en Lp(R). Por eso, para cada función f ∈ Φ existe
una función ψ ∈ C∞(R) con soporte compacto K ⊂ R \ {0} tal que(

W 0
[
b(λ+ y−1

n (·))− b(λ+ y−1
n )
])
f = F−1

[
b(λ+ y−1

n (·))− b(λ+ y−1
n )
]
ψFf. (6.53)

Entonces, deducimos de [72, Caṕıtulo IV, Teorema 3] que∥∥[b(λ+ y−1
n (·))− b(λ+ y−1

n )
]
ψ
∥∥
Mp

≤ Cp máx
k=0,1

∥∥∥Dk
([
b(λ+ y−1

n (·))− b(λ+ y−1
n )
]
ψ
)∥∥∥
L∞(R)

, (6.54)

donde la constante Cp ∈ (0,∞) depende solo de p, y (Da)(x) = xa′(x).
Como K = supp ψ es un subconjunto compacto de R \ {0} y

ĺım
n→∞

máx
x∈K

∣∣[b(λ+ y−1
n x)− b(λ+ y−1

n )
]∣∣ = 0,

ĺım
n→∞

máx
x∈K

∣∣(Db)(λ+ y−1
n x)

∣∣ = 0

debido a (6.51) y [14, Sección 4], deducimos de (6.54) y las relaciones

D
([
b(λ+ y−1

n (·))− b(λ+ y−1
n )
]
ψ
)

=
[
b(λ+ y−1

n (·))− b(λ+ y−1
n )
]
(Dψ)

+
(
D
[
b(λ+ y−1

n (·))− b(λ+ y−1
n )
])
ψ,

D
[
b(λ+ y−1

n (·))− b(λ+ y−1
n )
]

=
y−1
n x

λ+ y−1
n x

(Db)(λ+ y−1
n x),

44



y máx
{
‖ψ‖L∞(R), ‖Dψ‖L∞(R)

}
<∞ que

ĺım
n→∞

∥∥[b(λ+ y−1
n (·))− b(λ+ y−1

n )
]
ψ
∥∥
Mp

= 0,

lo cual junto con (6.53) implican (6.52). Combinando (6.50), (6.52) y (6.51), concluimos que en
el espacio Lp(R),

s-lim
n→∞

(
VynU−hneλ

(
evW 0(b)e−vI

)
e−λUhnVy−1

n

)
= s-lim

n→∞
W 0
(
b(λ+ y−1

n )
)

= s-lim
n→∞

b(λ+ y−1
n )I = b(η)I, (6.55)

lo cual junto con (6.45) da la primer igualdad en (6.25). La segunda igualdad en (6.25) se prueba
análogamente.

Consideremos el álgebra de Banach cociente Λ̃πξ,η := Λ̃π/J̃πξ,η, donde

J̃πξ,η :=
{
wAπw−1Iπ : Aπ ∈ Jπξ,η

}
(6.56)

es un ideal bilateral cerrado del álgebra de Banach Λ̃π := {[wAw−1I]π : A ∈ Λ}. Sea J̃ξ,η el

ideal bilateral cerrado del álgebra de Banach Λ̃ := {wAw−1I : A ∈ Λ} que consiste de todos los
operadores wAw−1I + K donde Aπ ∈ Jπξ,η y K ∈ Kp. Denotamos por A ∼= B si las álgebras de
Banach A y B son isomorfas, observemos que

Λ̃πξ,η = Λ̃π/J̃πξ,η
∼= Λ̃/J̃ξ,η =: Λ̃ξ,η. (6.57)

Para cada ξ ∈M(SO�), definimos a los homomorfismos γξ : PSO� → PC por

γξ(a) :=

{
a(ξ+)χ− + a(ξ−)χ+ si ξ ∈M∞(SO�),

a(ξ−)χ−λ + a(ξ+)χ+
λ si ξ ∈Mλ(SO�) y λ ∈ R.

(6.58)

Lema 6.7. Si 1 < p < ∞, w = ev es un peso lentamente oscilatorio en Ap(R), a ∈ PSO�,
b ∈ PSO�p,w y λ ∈ R, entonces

(i) para cada (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×M∞(SO�) existen sucesiones {yn}, {hn} ⊂ (0,∞) tales que
se cumple (6.19) y en el espacio Lp(R),

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
ehnU−λ(awW 0(b)w−1I)Uλe−hnVyn

)
=
(
a(ξ−)χ− + a(ξ+)χ+

)
b(η−)I,

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
e−hnU−λ(awW 0(b)w−1I)UλehnVyn

)
=
(
a(ξ−)χ− + a(ξ+)χ+

)
b(η+)I;

(6.59)

(ii) para cada (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mλ(SO�) existen sucesiones {yn}, {hn} ⊂ (0,∞) tales que
se cumple (6.19) y en el espacio Lp(R),

s-lim
n→∞

(
VynU−hneλ(awW 0(b)w−1I)e−λUhnVy−1

n

)
= a(ξ−)W 0(b(η−)χ− + b(η+)χ+),

s-lim
n→∞

(
VynUhneλ(awW 0(b)w−1I)e−λU−hnVy−1

n

)
= a(ξ+)W 0(b(η−)χ− + b(η+)χ+).

(6.60)
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Demostración. Sea a ∈ PSO�, b ∈ PSO�p,w, λ ∈ R, y sea

(ξ, η) ∈
(
Mλ(SO�)×M∞(SO�)

)
∪
(
M∞(SO�)×Mλ(SO�)

)
.

Obviamente, el operador awW 0(b)w−1I ∈ Bp está representado en la forma

γξ(a)wW 0(γη(b))w
−1I +Dξ,η,

donde las funciones γξ(a) y γη(b) están dadas por (6.58) y el operador Dξ,η pertenece al ideal

J̃ξ,η debido al Lema 5.3. Cualquier operador Dξ,η ∈ J̃ξ,η es de la forma

Dξ,η = ĺım
m→∞

Nm∑
k=1

(
Ak,mak,mI +Bk,mwW

0(bk,m)w−1I +Km

)
, (6.61)

donde Ak,m, Bk,m ∈ Λ̃ ⊂ Bp, Km ∈ Kp, ak,m ∈ SO�, bk,m ∈ SO�p,w y ak,m(ξ) = 0, bk,m(η) = 0.
(i) Sea (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×M∞(SO�), donde λ ∈ R. Entonces

awW 0(b)w−1I

=
(
a(ξ−)χ−λ + a(ξ+)χ+

λ

)
evW 0

(
b(η+)χ− + b(η−)χ+

)
e−vI +Dξ,η. (6.62)

Como el operador Dξ,η en (6.62) tiene la forma (6.61), aplicando la Proposición 3.4, podemos
elegir sucesiones {yn}, {hn} ⊂ (0,∞) tales que (6.19) se cumple,

δξ = ξ(σλ) = ĺım
n→∞

σλ(λ± y−1
n )

y para todo k = 1, . . . , Nm y todo m ∈ N,

ak,m(ξ) = ĺım
n→∞

ak,m(λ± y−1
n ) = 0, bk,m(η) = ĺım

n→∞
bk,m(±hn) = 0. (6.63)

Entonces deducimos de (6.61), (6.63), el Lema 6.6(i) y (6.20) que

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
ehnU−λDξ,ηUλe−hnVyn

)
= 0. (6.64)

Aplicando (6.26) y tomando en cuenta (6.34), obtenemos que

Vy−1
n
ehnU−λ

(
a(ξ−)χ−λ + a(ξ+)χ+

λ

)
Uλe−hnVyn

=
(
a(ξ−)χ− + a(ξ+)χ+

)
I, (6.65)

Vy−1
n
ehnU−λ

(
evW 0

(
b(η+)χ− + b(η−)χ+

)
e−vI

)
Uλe−hnVyn

= evn(·)|x|δξW 0
(
b(η+)χ−[yn(·) + hn] + b(η−)χ+[yn(·) + hn]

)
|x|−δξe−vn(·)I, (6.66)

donde la función vn y el número δξ están dados por (6.32) y (6.29), respectivamente, y (6.33) se
cumple. De aqúı, deducimos de (6.33) y (6.66) que

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
ehnU−λ

(
evW 0

(
b(η+)χ− + b(η−)χ+

)
e−vI

)
Uλe−hnVyn

)
= |x|δξ

(
s-lim
n→∞

W 0
(
b(η+)χ−[yn(·) + hn] + b(η−)χ+[yn(·) + hn]

))
|x|−δξI.

(6.67)
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Ahora, tomando una función f ∈ Φ y una función ψ ∈ C∞(R) con soporte compacto K ⊂ R
como en (6.38), concluimos que para n suficientemente grande,(

W 0
(
b(η+)χ−[yn(·) + hn] + b(η−)χ+[yn(·) + hn]

))
f

= F−1
(
b(η+)χ−[yn(·) + hn] + b(η−)χ+[yn(·) + hn]

)
ψFf

= F−1b(η−)ψFf = F−1b(η−)Ff = b(η−)f,

y por eso en el espacio Lp(R, |x|δξ),

s-lim
n→∞

W 0
(
b(η+)χ−[yn(·) + hn] + b(η−)χ+[yn(·) + hn]

)
= b(η−)I. (6.68)

Por lo tanto, deducimos de (6.67) y (6.68) que en el espacio Lp(R),

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
ehnU−λ

(
evW 0

(
b(η+)χ− + b(η−)χ+

)
e−vI

)
Uλe−hnVyn

)
= b(η−)I,

lo cual junto con (6.65) y (6.64) nos da la primer igualdad en (6.59) de (6.62). La segunda
igualdad en (6.59) se prueba análogamente.

(ii) Ahora sea (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mλ(SO�), donde λ ∈ R. Entonces

awW 0(b)w−1I=
(
a(ξ+)χ− + a(ξ−)χ+

)
evW 0

(
b(η−)χ−λ + b(η+)χ+

λ

)
e−vI +Dξ,η. (6.69)

Aplicando otra vez la Proposición 3.4 al operador Dξ,η de la forma (6.61), podemos elegir
sucesiones {yn}, {hn} ⊂ (0,∞) tales que (6.19) se cumple y para todo k = 1, . . . , Nm y todo
m ∈ N,

ak,m(ξ) = ĺım
n→∞

ak,m(±hn) = 0, bk,m(η) = ĺım
n→∞

bk,m(λ± y−1
n ) = 0. (6.70)

Entonces de (6.61), (6.70), el Lema 6.6(ii) y (6.21) se sigue que

s-lim
n→∞

(
VynU−hneλDξ,ηe−λUhnVy−1

n

)
= 0. (6.71)

Aplicando (6.43) obtenemos que

VynU−hneλ
(
a(ξ+)χ− + a(ξ−)χ+

)
e−λUhnVy−1

n

=
(
a(ξ+)χ−[yn(·) + hn] + a(ξ−)χ+[yn(·) + hn]

)
I, (6.72)

VynU−hneλ

(
evW 0

(
b(η−)χ−λ + b(η+)χ+

λ

)
e−vI

)
e−λUhnVy−1

n

= eṽn(·)W 0
(
b(η−)χ− + b(η+)χ+

)
e−ṽn(·)I, (6.73)

donde la función ṽn está dada por (6.47), y se cumple (6.49). De aqúı, tomando en cuenta (6.34),
deducimos de (6.72) que

s-lim
n→∞

(
VynU−hneλ

(
a(ξ+)χ− + a(ξ−)χ+

)
e−λUhnVy−1

n

)
= s-lim

n→∞

((
a(ξ+)χ−[yn(·) + hn] + a(ξ−)χ+[yn(·) + hn]

)
I
)

= a(ξ−)I. (6.74)
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Por otra parte, (6.73) y (6.49) implican que

s-lim
n→∞

(
VynU−hneλ

(
evW 0

(
b(η−)χ−λ + b(η+)χ+

λ

)
e−vI

)
e−λUhnVy−1

n

)
= W 0

(
b(η−)χ− + b(η+)χ+

)
. (6.75)

Las relaciones (6.74) y (6.75) dan la primera igualdad en (6.59). La segunda igualdad en (6.59)
se prueba análogamente.

Sea (λ, τ) ∈ Ω̂0 :=
(
R×{∞}

)
∪
(
{∞}×R

)
. En lo que sigue diremos que las entradas ξ y η de

la pareja (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�) son coherentes, si para conjuntos numerables arbitrarios
{ak}k∈N ⊂ SO� y {bk}k∈N ⊂ SO�p,w existe una sucesión {yn} ⊂ R+ tal que ĺımn→∞ yn = +∞ y
para todo k ∈ N,

ak(ξ) = ĺım
n→∞

ak(λ+ y−1
n ), bk(η) = ĺım

n→∞
bk(yn), (6.76)

si (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×M∞(SO�), y

ak(ξ) = ĺım
n→∞

ak(yn), bk(η) = ĺım
n→∞

bk(τ + y−1
n ), (6.77)

si (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mτ (SO�).
Para parejas (ξ, η) ∈

(
Mλ(SO�)×M∞(SO�)

)
∪
(
M∞(SO�)×Mτ (SO�)

)
con entradas cohe-

rentes ξ y η, donde λ, τ ∈ R, tenemos la siguiente afirmación.

Lema 6.8. Si 1 < p < ∞, w = ev es un peso lentamente oscilatorio en Ap(R), a ∈ PSO�,
b ∈ PSO�p,w y λ, τ ∈ R, entonces

(i) para cada pareja (ξ, η) ∈ Mλ(SO�) ×M∞(SO�) con entradas coherentes ξ, η existe una
sucesión {yn} ⊂ (0,∞) tal que ĺım

n→∞
yn = +∞, se cumple (6.76) y en el espacio Lp(R),

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
U−λ(awW 0(b)w−1I)UλVyn

)
=
(
a(ξ−)χ− + a(ξ+)χ+

)
|x|δξW 0

(
b(η+)χ− + b(η−)χ+

)
|x|−δξI

(6.78)

donde δξ está dado por (6.29);

(ii) para cada pareja (ξ, η) ∈ M∞(SO�) ×Mτ (SO�) con entradas coherentes ξ, η existe una
sucesión {yn} ⊂ (0,∞) tal que ĺım

n→∞
yn = +∞, se cumple (6.77) y en el espacio Lp(R),

s-lim
n→∞

(
Vyneτ (awW 0(b)w−1I)e−τVy−1

n

)
=
(
a(ξ+)χ− + a(ξ−)χ+

)
|x|δξW 0

(
b(η−)χ− + b(η+)χ+

)
|x|−δξI, (6.79)

donde
δξ := ξ(σ∞) = ĺım

n→∞

(
± ynv′(±yn)

)
. (6.80)

Demostración. (i) Sea a ∈ PSO�, b ∈ PSO�p,w y (ξ, η) ∈ Mλ(SO�) ×M∞(SO�), donde λ ∈ R.

Entonces escribiendo al operador awW 0(b)w−1I en la forma (6.62), donde Dξ,η ∈ J̃ξ,η está dado
por (6.61), y aplicando la Proposición 3.4, elegimos una sucesión {yn} ⊂ (0,∞) tal que ĺım

n→∞
yn =
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+∞, se cumple (6.29) y también se cumplen las relaciones (6.76), donde ak y bk son reemplazadas
por ak,m y bk,m. Entonces obtenemos que

Vy−1
n
U−λ

(
awW 0(b)w−1I

)
UλVyn

= a[λ+ y−1
n (·)]evn(·)|x|δξW 0

(
b(yn(·))

)
|x|−δξe−vn(·)I, (6.81)

Vy−1
n
U−λ

(
a(ξ−)χ−λ + a(ξ+)χ+

λ

)
UλVyn =

(
a(ξ−)χ− + a(ξ+)χ+

)
I, (6.82)

Vy−1
n
U−λ

(
evW 0

(
b(η+)χ− + b(η−)χ+

)
e−vI

)
UλVyn

= evn(·)|x|δξW 0
(
b(η+)χ− + b(η−)χ+

)
|x|−δξe−vn(·)I, (6.83)

donde la función vn y el número δξ están dados por (6.32) y (6.29), respectivamente, y (6.33) se
cumple. De (6.83) y (6.33) se sigue que

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
U−λ

(
evW 0

(
b(η+)χ− + b(η−)χ+

)
e−vI

)
UλVyn

)
= |x|δξW 0

(
b(η+)χ− + b(η−)χ+

)
|x|−δξI.

(6.84)

Solo resta probar que

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
U−λDξ,ηUλVyn

)
= 0. (6.85)

Sean a ∈ SO�, b ∈ SO�p,w y

a(ξ) = ĺım
n→∞

a(λ± y−1
n ), b(η) = ĺım

n→∞
b(±yn). (6.86)

Como en la prueba del Lema 6.6, supongamos sin pérdida de generalidad que a es una suma
de funciones en SOν y b es una suma de funciones en SO3

ν donde ν corre sobre un subconjunto
finito de Ṙ.

Por analoǵıa con el Lema 6.6, deducimos que en cualquier espacio de Lebesgue Lp(R, w̃) con
un peso de Muckenhoupt w̃,

s-lim
n→∞

W 0
(
b(yn(·))

)
= s-lim

n→∞
W 0
(
b(yn)

)
. (6.87)

En efecto, tomando una función ψ ∈ C∞(R) con soporte compacto K ⊂ R \ {0}, obtenemos que∥∥[b(yn(·))− b(yn)
]
ψ
∥∥
Mp,w̃

≤ Cp,w̃ máx
k=0,1,2,3

∥∥∥Dk
([
b(yn(·))− b(yn)

]
ψ
)∥∥∥
L∞(R)

,

donde

Dk
([
b(yn(·))− b(yn)

]
ψ
)

=
k∑
ν=0

(
k

ν

)(
Dν
[
b(yn(·))− b(yn)

])
(Dk−νψ),

Dk
[
b(ynx)− b(yn)

]
= (Dkb)(ynx) (k = 1, 2, 3), máx

k=0,1,2,3
‖Dkψ‖L∞(R) <∞,

ĺım
n→∞

máx
x∈K

∣∣b(ynx)− b(yn)
∣∣ = 0, ĺım

n→∞
máx
x∈K

∣∣(Dkb)(ynx)
∣∣ = 0 (k = 1, 2, 3).

En consecuencia,
ĺım
n→∞

∥∥[b(yn(·))− b(yn)
]
ψ
∥∥
Mp,w̃

= 0,
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lo cual implica (6.87).
Debido a (6.86), (6.33) y (6.87), deducimos de (6.81) por analoǵıa con el Lema 6.6(i) que

para a ∈ SO� y b ∈ SO�p,w,

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
U−λ(aI)UλVyn

)
= a(ξ)I, (6.88)

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
U−λ

(
evW 0(b)e−vI

)
UλVyn

)
= |x|δξ

(
s-lim
n→∞

W 0
(
b(yn)

))
|x|−δξI = b(η)I. (6.89)

Usando (6.76) para conjuntos numerables {ak,m} ⊂ SO� y {bk,m} ⊂ SO�p,w tales que ak,m(ξ) = 0
y bk,m(η) = 0, y aplicando (6.61), (6.88), (6.89) y (6.22), obtenemos (6.85).

Finalmente, (6.62), (6.82), (6.84) y (6.85) implican (6.78) para la pareja (ξ, η) de entradas
coherentes ξ ∈Mλ(SO�) y η ∈M∞(SO�).

(ii) Sean a ∈ PSO�, b ∈ PSO�p,w y (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mτ (SO�), donde τ ∈ R. Escribimos

al operador awW 0(b)w−1I en la forma (6.69), donde Dξ,η ∈ J̃ξ,η está dado por (6.61). Como
w = ev es un peso lentamente oscilatorio, la función σ∞ : x 7→ xv′(x) pertenece a la C∗-álgebra
SO∞(u∞) en una vecindad u∞ de ∞, y

ĺım
x→∞

(
v(x)− v(−x)

)
= 0. (6.90)

Elijamos una sucesión {yn} ⊂ (0,∞) tal que ĺım
n→∞

yn = +∞, se cumple (6.80), y también

se cumplen las relaciones (6.77), donde ak y bk son reemplazadas por ak,m y bk,m. Entonces
obtenemos que

Vyneτ
(
awW 0(b)w−1I

)
e−τVy−1

n

= a[yn(·)] ev̂n(·)|x|δξW 0
(
b[τ + y−1

n (·)]
)
|x|−δξe−v̂n(·)I, (6.91)

Vyneτ
(
a(ξ+)χ− + a(ξ−)χ+

)
e−τVy−1

n
=
(
a(ξ+)χ− + a(ξ−)χ+

)
I, (6.92)

Vyneτ

(
evW 0

(
b(η−)χ−τ + b(η+)χ+

τ

)
e−vI

)
e−τVy−1

n

= ev̂n(·)|x|δξW 0(b(η−)χ− + b(η+)χ+)|x|−δξe−v̂n(·)I, (6.93)

donde δξ está dado por (6.80) y la función

v̂n(x) := v(ynx)− v(yn)− δξ log |x|

=
(
v(yn)− v(ynsignx)

)
+

∫ ynx

ynsignx
(tv′(t)− δξ)

dt

t
(6.94)

está acotada sobre cada compacto en R \ {0}. Más aún, por (6.94), (6.90) y (6.80), deducimos
que

s-lim
n→∞

(ev̂nI) = I. (6.95)

Se sigue de (6.93) y (6.95) que

s-lim
n→∞

(
Vyneτ

(
evW 0

(
b(η−)χ−τ + b(η+)χ+

τ

)
e−vI

)
e−τVy−1

n

)
= |x|δξW 0(b(η−)χ− + b(η+)χ+)|x|−δξI. (6.96)
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Ahora sean a ∈ SO�, b ∈ SO�p,w y

a(ξ) = ĺım
n→∞

a(±yn), b(η) = ĺım
n→∞

b(τ ± y−1
n ). (6.97)

Otra vez suponemos sin pérdida de generalidad que a es una suma de funciones en SOν y b es
una suma de funciones en SO3

ν donde ν corre sobre un subconjunto finito de Ṙ. Por analoǵıa
con el Lema 6.6, deducimos que en el espacio Lp(R, |x|δξ) con δξ dado por (6.80),

s-lim
n→∞

W 0
(
b[τ + y−1

n (·)]
)

= s-lim
n→∞

W 0
(
b[τ + y−1

n ]
)

= s-lim
n→∞

(
b[τ + y−1

n ]I
)
. (6.98)

Entonces de (6.91), (6.95), (6.97) y (6.98) se sigue que

s-lim
n→∞

(
Vyneτ (aI)e−τVy−1

n

)
= a(ξ)I, (6.99)

s-lim
n→∞

(
Vyneτ

(
evW 0(b)e−vI

)
e−τVy−1

n

)
= |x|δξ

(
s-lim
n→∞

W 0
(
b[τ + y−1

n (·)]
))
|x|−δξI = b(η)I. (6.100)

Usando (6.77) para conjuntos numerables {ak,m} ⊂ SO� y {bk,m} ⊂ SO�p,w tales que ak,m(ξ) = 0
y bk,m(η) = 0, aplicando (6.99), (6.100) y (6.22), deducimos de (6.61) que

s-lim
n→∞

(
VyneτDξ,ηe−τVy−1

n

)
= 0. (6.101)

Finalmente, (6.69), (6.92), (6.96) y (6.101) implican (6.79) para la pareja (ξ, η) de entradas
coherentes ξ ∈M∞(SO�) y η ∈Mτ (SO�).

7. El teorema de dos idempotentes y sus aplicaciones

7.1. El teorema de dos idempotentes

Sea

Ω0 :=

( ⋃
λ∈R

Mλ(SO�)×M∞(SO�)

)
∪

(
M∞(SO�)×

⋃
τ∈R

Mτ (SO�)

)
, (7.1)

si (ξ, η) ∈ Ω0, entonces del Lema 5.6 se sigue que el cálculo simbólico para el álgebra de Banach
Aπξ,η puede obtenerse del teorema de dos idempotentes (ver, p. ej., [12] y las referencias dadas
ah́ı).

Aplicaremos la siguiente versión del teorema de dos idempotentes, la cual se sigue de [12,
Teorema 8.9].

Teorema 7.1. Sea B un álgebra de Banach con identidad e y sean p y q idempotentes no cero
en B. Además sea A la subálgebra cerrada más pequeña de B que contiene a e, p y q. Pongamos

X := e− (p− q)2 = pqp+ (e− p)(e− q)(e− p), (7.2)

Y := p+ 2q, (7.3)

y supongamos que los puntos 0 y 1 no son aislados en spBX o que {0, 1, 2, 3} ⊂ spBY . Definamos
la aplicación ωµ : {e, p, q} → C2×2 para µ ∈ C por

ωµ(e) =

[
1 0
0 1

]
, ωµ(p) =

[
1 0
0 0

]
, ωµ(q) =

[
µ

√
µ(1− µ)√

µ(1− µ) 1− µ

]
, (7.4)

donde
√
µ(1− µ) es un valor arbitrario de la ráız cuadrada. Entonces
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(a) Para cada µ ∈ spAX la aplicación ωµ se extiende a un homomorfismo de álgebras de
Banach ωµ de A en C2×2.

(b) Un elemento A ∈ A es invertible en el álgebra B si y sólo si detωµ(A) 6= 0 para todo
µ ∈ spBX.

(c) Un elemento A ∈ A es invertible en el álgebra A si y sólo si detωµ(A) 6= 0 para todo
µ ∈ spAX.

Demostración. Si los puntos 0 y 1 no son aislados en spBX, entonces la parte (a) del teorema se si-
gue de [11, Proposición 9(d)]. Ahora supongamos que {0, 1, 2, 3} ⊂ spBY . Por [11, Teorema 1(a)],
para cada µ ∈ spAX \ {0, 1} la aplicación ωµ : {e, p, q} → C2×2 se extiende a un homomorfismo
de álgebras de Banach ωµ de A en C2×2. Ya que spBY ⊂ spAY y de aqúı {0, 1, 2, 3} ⊂ spAY ,
deducimos de [11, Teorema 1(b)] que para cada n ∈ {0, 1, 2, 3} la aplicación Gn : {e, p, q} → C
definida por

G0(e) = 1, G0(p) = 0, G0(q) = 0,

G1(e) = 1, G1(p) = 1, G1(q) = 0,

G2(e) = 1, G2(p) = 0, G2(q) = 1,

G3(e) = 1, G3(p) = 1, G3(q) = 1,

(7.5)

se extiende a un homomorfismo de álgebras de Banach de A sobre C. Solo resta observar que
para todo A ∈ A en vista de (7.5) y (7.4),

G0(A) = [ω1(A)]2,2 for n = 0, G1(A) = [ω0(A)]1,1 for n = 1,

G2(A) = [ω0(A)]2,2 for n = 2, G3(A) = [ω1(A)]1,1 for n = 3,
(7.6)

respectivamente, donde [ωµ(A)]i,i es la (i, i)-entrada de la matriz ωµ(A) para µ ∈ {0, 1}. Por lo
tanto para cada µ ∈ spAX ∩ {0, 1} la aplicación ωµ : {e, p, q} → C2×2 también se extiende a un
homomorfismo de álgebras de Banach ωµ de A en C2×2, lo cual completa la prueba de la parte
(a). Más aún, por (7.6), Gn(A) 6= 0 para todo n ∈ {0, 1, 2, 3} y todo A ∈ A si y sólo si

detωµ(A) 6= 0 para todo µ ∈ {0, 1}. (7.7)

Finalmente, en vista de la parte (a) y (7.7), las partes (b) y (c) se siguen de [11, Teorema 1(c,d)].

7.2. El espectro de Y en aplicaciones

Sea (ξ, η) ∈ Ω0 y supongamos que se cumple (A). Ahora probemos que para B = Λπξ,η y
Y dado por (7.3), donde p = P πξ,η y q = Qπξ,η están dados por (5.12) o (5.13), la condición
{0, 1, 2, 3} ⊂ spBY se cumple automáticamente.

Lema 7.2. Si (λ, τ) ∈
(
R× {∞}

)
∪
(
{∞} ×R

)
y los idempotentes P πξ,η y Qπξ,η están dados por

(5.12) para (ξ, η) ∈ Mλ(SO�) ×M∞(SO�) y por (5.13) para (ξ, η) ∈ M∞(SO�) ×Mτ (SO�),
entonces el espectro del elemento

Y π
ξ,η := P πξ,η + 2Qπξ,η (7.8)

en el álgebra de Banach Λπξ,η contiene al conjunto {0, 1, 2, 3}.
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Demostración. (i) Sea λ ∈ R y (ξ, η) ∈ Mλ(SO�) ×M∞(SO�). Entonces, por (7.8) y (5.12),
tenemos que

Y π
ξ,η =

[
χ+
λ I + 2W 0(χ−0 )

]π
+ Jπξ,η.

Ya que para el peso w ∈ Ap(R) existe un peso equivalente lentamente oscilatorio W ∈ Ap(R)
en vista de la condición (A), suponemos sin pérdida de generalidad que el peso w ∈ Ap(R) es
lentamente oscilatorio. Entonces pasando al espacio sin peso Lp(R), y usando (6.57), podemos
reemplazar a Y π

ξ,η por la clase lateral

Ỹξ,η := χ+
λ I + 2wW 0(χ−0 )w−1I + J̃ξ,η (7.9)

en el álgebra de Banach cociente Λ̃ξ,η := Λ̃/J̃ξ,η, con el mismo espectro:

spΛπξ,η
Y π
ξ,η = sp

Λ̃ξ,η
Ỹξ,η. (7.10)

Por la prueba del Lema 6.7(i), para cualquier pareja de operadores D
(1)
ξ,η , D

(2)
ξ,η ∈ J̃ξ,η existen

sucesiones {yn}, {hn} ⊂ (0,∞) tales que (6.19) y (6.29) se cumplen y, para i = 1, 2,

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
ehnU−λD

(i)
ξ,ηUλe−hnVyn

)
= 0, (7.11)

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
e−hnU−λD

(i)
ξ,ηUλehnVyn

)
= 0. (7.12)

Sea Ĩξ,η := I + J̃ξ,η. Para cada m ∈ {0, 1, 2, 3} consideremos la clase lateral

Ỹξ,η −mĨξ,η = Bm + J̃ξ,η, (7.13)

donde Ỹξ,η está dado por (7.9) y

Bm := (χ+
λ −m)I + 2wW 0(χ−0 )w−1I.

Si m /∈ spΛπξ,η
Y π
ξ,η, entonces m /∈ sp

Λ̃ξ,η
Ỹξ,η por (7.10), y en consecuencia la clase lateral (7.13)

es invertible en el álgebra cociente Λ̃ξ,η. Por otra parte, por el Lema 6.7(i),

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
ehnU−λBmUλe−hnVyn

)
=

{
χ+

0 I si m = 0,

−χ−0 I si m = 1;
(7.14)

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
e−hnU−λBmUλehnVyn

)
=

{
χ+

0 I si m = 2,

−χ−0 I si m = 3.
(7.15)

Como (7.14) y (7.15) se cumplen para todas las sucesiones {yn}, {hn} ⊂ (0,∞) que satisfa-

cen (6.19) y (6.29), y para cualquier pareja de operadores D
(1)
ξ,η , D

(2)
ξ,η ∈ J̃ξ,η existen sucesiones

{yn}, {hn} ⊂ (0,∞) que satisfacen (6.19), (6.29) y (7.11)–(7.12), deducimos de (7.14), (7.15) y el
Lema 4.8 que la invertibilidad de la clase lateral (7.13) en el álgebra Λ̃ξ,η implica la invertibilidad
del operador ĺımite correspondiente en la derecha de (7.14) o (7.15) en el álgebra Bp, lo cual es
imposible. Por lo tanto m ∈ spΛπξ,η

Y π
ξ,η.
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(ii) Sea τ ∈ R y (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mτ (SO�). Entonces, por (7.8) y (5.13), concluimos que

Y π
ξ,η :=

[
χ−0 I + 2W 0(χ+

τ )
]π

+ Jπξ,η,

Ỹξ,η := χ−0 I + 2wW 0(χ+
τ )w−1 + J̃ξ,η,

(7.16)

y se cumple (7.10). Por la prueba del Lema 6.7(ii), para cualquier pareja de operadoresD
(1)
ξ,η , D

(2)
ξ,η ∈

J̃ξ,η existen sucesiones {yn}, {hn} ⊂ (0,∞) tales que se cumple (6.19) y, para i = 1, 2,

s-lim
n→∞

(
VynUhneτD

(i)
ξ,ηe−τU−hnVy−1

n

)
= 0, (7.17)

s-lim
n→∞

(
VynU−hneτD

(i)
ξ,ηe−τUhnVy−1

n

)
= 0. (7.18)

Para cada m ∈ {0, 1, 2, 3} consideremos la clase lateral (7.13), donde Ỹξ,η está dado ahora
por (7.16) y

Bm := (χ−0 −m)I + 2wW 0(χ+
τ )w−1I.

Si m /∈ spΛπξ,η
Y π
ξ,η, entonces m /∈ sp

Λ̃ξ,η
Ỹξ,η, y en consecuencia la clase lateral (7.13) es invertible

en el álgebra cociente Λ̃ξ,η. Deducimos del Lema 6.7(ii) que

s-lim
n→∞

(
VynUhneτBme−τU−hnVy−1

n

)
=

{
2W 0(χ+

0 ) si m = 1,

−2W 0(χ−0 ) si m = 3;
(7.19)

s-lim
n→∞

(
VynU−hneτBme−τUhnVy−1

n

)
=

{
2W 0(χ+

0 ) si m = 0,

−2W 0(χ−0 ) si m = 2.
(7.20)

Por analoǵıa con la parte (i), deducimos de (7.17)–(7.20) y el Lema 4.8 que la invertibilidad de
la clase lateral (7.13) en Λ̃ξ,η implica la invertibilidad del correspondiente operador ĺımite a la
derecha de (7.19) o (7.20) en el álgebra Bp. Pero estos operadores ĺımite no son invertibles, por
lo cual otra vez m ∈ spΛπξ,η

Y π
ξ,η.

En consecuencia, concluimos del Teorema 7.1 y el Lema 7.2 que la invertibilidad de las
clases laterales Aπξ,η en las álgebras de Banach Λπξ,η y Aπξ,η para las parejas (ξ, η) ∈ Ω0 =(⋃

λ∈RMλ(SO�)×M∞(SO�)
)
∪
(
M∞(SO�)×

⋃
τ∈RMτ (SO�)

)
, está descrita en términos de la

matriz de śımbolos ωµ(Aπξ,η), donde µ ∈ spΛπξ,η
X y µ ∈ spAπξ,η

X, respectivamente, y de acuerdo

a (7.2), X = Xπ
ξ,η = Iπξ,η −

(
P πξ,η −Qπξ,η

)2
.

8. Operadores pseudodiferenciales de Mellin y sus aplicaciones

8.1. Operadores de convolución de Mellin

Sea dµ(%) = d%/% la medida invariante (normalizada) en R+. Consideremos la transformada
de Fourier en L2(R+, dµ), la cual es usualmente conocida como la transformada de Mellin y
está definida por

M : L2(R+, dµ)→ L2(R), (Mf)(x) =

∫
R+

f(%)%−ix
d%

%
, x ∈ R.
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El operador M es invertible, con su inverso dado por

M−1 : L2(R)→ L2(R+, dµ), (M−1g)(r) =
1

2π

∫
R
g(x)rix dx, r ∈ R+.

Sea 1 < p <∞ y E el isomorfismo isométrico

E : Lp(R+, dµ)→ Lp(R), (Ef)(x) := f(ex) (x ∈ R). (8.1)

Entonces la aplicación A 7→ E−1AE transforma el operador de convolución de Fourier W 0(a) =
F−1aF ∈ Bp en el operador de convolución de Mellin

Co(ã) := M−1ãM ∈ B(Lp(R+, dµ))

donde ã(x) = a(−x) para todo x ∈ R. Por lo tanto la clase de multiplicadores de Fourier en
Lp(R) coincide con la clase de multiplicadores de Mellin en Lp(R+, dµ).

8.2. Acotación de operadores pseudodiferenciales de Mellin

Si a es una función absolutamente continua de variación total finita en R, entonces a′ ∈ L1(R)
y V (a) =

∫
R |a
′(x)|dx (ver, p. ej., [62, Cap. VIII, Secciones 3 y 9; Cap. IX, Sección 4]). El conjunto

V (R) de funciones absolutamente continuas de variación total finita en R forma un álgebra de
Banach cuando lo equipamos con la norma

‖a‖V := ‖a‖L∞(R) + V (a)

Siguiendo [37, 39], denotemos por Cb(R+, V (R)) al álgebra de Banach de todas las funciones
V (R)-valuadas continuas y acotadas en R+ con la norma

‖b(·, ·)‖Cb(R+,V (R)) = sup
r∈R+

‖b(r, ·)‖V .

Como es usual, sea C∞0 (R+) el conjunto de todas las funciones infinitamente diferenciables con
soporte compacto en R+.

Los operadores pseudodiferenciales de Mellin son generalizaciones de operadores de convolu-
ción de Mellin. El siguiente resultado de acotación para operadores pseudodiferenciales de Mellin
se obtuvo en [39, Teorema 3.1] (ver también [37, Teorema 3.1]).

Teorema 8.1. Si b ∈ Cb(R+, V (R)), entonces el operador pseudodiferencial de Mellin Op(b),
definido para funciones f ∈ C∞0 (R+) por la integral iterada

[
Op(b)f

]
(r) =

1

2π

∫
R
dλ

∫
R+

b(r, λ)

(
r

%

)iλ
f(%)

d%

%
, para r ∈ R+,

se extiende a un operador lineal acotado en el espacio Lp(R+, dµ) con p ∈ (1,∞) y existe un
número Cp ∈ (0,∞) que depende solo de p tal que

‖Op(b)‖B(Lp(R+,dµ)) ≤ Cp‖b‖Cb(R+,V (R)).

55



8.3. Compacidad de conmutadores de operadores pseudodiferenciales de Me-
llin

Siguiendo [75], una función f ∈ Cb(R+) es llamada lentamente oscilatoria (en 0 y en ∞) si
para cada (equivalentemente, para algún) β ∈ (0, 1),

ĺım
x→s

osc(f, [βx, x]) = 0 (s ∈ {0,∞}),

donde osc(f, [βx, x]) := sup
{
|f(r) − f(%)| : r, % ∈ [βx, x]

}
es la oscilación de f en el segmento

[βx, x] ⊂ R+. Obviamente, el conjunto SO(R+) de todas las funciones lentamente oscilatorias (en
0 y en ∞) que están en Cb(R+) es una C∗-álgebra conmutativa unitaria. Esta álgebra contiene
propiamente a C(R+), la C∗-álgebra de todas las funciones continuas en R+ := [0,+∞].

Sea SO(R+, V (R)) la subálgebra de Banach de Cb(R+, V (R)) que consiste de todas las fun-
ciones V (R)-valuadas b en R+ que oscilan lentamente en 0 y en ∞, es decir,

ĺım
x→0

cmC
x (b) = ĺım

x→∞
cmC

x (b) = 0,

donde
cmC

x (b) = máx
{∥∥b(r, ·)− b(%, ·)∥∥

L∞(R)
: r, % ∈ [x, 2x]

}
.

Sea E(R+, V (R)) el álgebra de Banach de todas las funciones V (R)-valuadas b que pertenecen a
SO(R+, V (R)) y tales que

ĺım
|h|→0

sup
r∈R+

∥∥b(r, ·)− bh(r, ·)
∥∥
V

= 0

donde bh(r, λ) := b(r, λ+ h) para todo (r, λ) ∈ R+ × R.
El siguiente resultado sobre la compacidad de conmutadores de operadores pseudodiferen-

ciales de Mellin fue obtenido en [41, Teorema 3.5] (ver también [37, Corolario 8.4]).

Teorema 8.2. Si a, b ∈ E(R+, V (R)), entonces el conmutador

Op(a) Op(b)−Op(b) Op(a)

es compacto en el espacio Lp(R+, dµ) con p ∈ (1,∞).

8.4. Espectro local de ciertos operadores de convolución de Mellin

Fijemos p ∈ (1,∞). Dado s ∈ {0,∞}, denotamos por SOs(R+) a la C∗-subálgebra de
SO(R+) que consiste de las funciones en SO(R+) que tienen ĺımites (finitos) en el punto
s̃ ∈ {0,∞}\{s}. Sea Λ(R+, s) el álgebra de Banach de todos los operadores lineales acotados en el
espacio Lp(R+, dµ) que conmutan módulo operadores compactos con los operadores de multipli-
cación aI donde a ∈ SOs(R+), y sean K(R+) := K(Lp(R+, dµ)), [aI]π := aI+K(R+). Obviamen-
te, el espacio de ideales maximales de la C∗-álgebra conmutativa Zπs :=

{
[aI]π : a ∈ SOs(R+)

}
puede identificarse con el conjunto

M(SOs(R+)) := Ms(SO
�) ∪ R+ ∪ {s̃}.

Dado ξ ∈ M(SOs(R+)), sea Jπξ (R+, s) el ideal bilateral cerrado del álgebra de Banach co-

ciente Λπ(R+, s) := Λ(R+, s)/K(R+) generado por el ideal maximal Iπξ :=
{

[aI]π : a ∈
SOs(R+), ξ(a) = 0

}
de la C∗-álgebra conmutativa Zπs . Consideremos el álgebra de Banach
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cociente Λπξ (R+, s) := Λπ(R+, s)/J
π
ξ (R+, s) que consiste de las clases laterales Aπξ := Aπ +

Jπξ (R+, s).
Consideremos la subálgebra de Banach D de B(Lp(R+, dµ)) generada por todos los ope-

radores de multiplicación aI (a ∈ SO(R+)) y todos los operadores de convolución de Mellin
Co(b) = M−1bM (b ∈ Cp(R)). Aplicando la transformación A 7→ EAE−1, donde E está dado
por (8.1), deducimos del Teorema 4.4 que los conmutadores [aI,Co(b)], donde a ∈ SO(R+)
y b ∈ Cp(R), son compactos en el espacio Lp(R+, dµ). Por consiguiente, D ⊂ Λ(R+, s) para
cada s ∈ {0,∞}, y por eso el álgebra de Banach conmutativo Zπs es un subálgebra central
de las álgebras de Banach Dπ := D/K(R+) y Λπ(R+, s). El álgebra Λπ(R+, s) es el con-
mutante de Zπs , y por lo tanto Λπ(R+, s) es inversamente cerrada en el álgebra de Calkin
Bπ(Lp(R+, dµ)) := B(Lp(R+, dµ))/K(R+).

Dado s ∈ {0,∞} y ξ ∈M(SOs(R+)), consideremos la subálgebra de Banach minimal Dπξ de
Λπξ (R+, s) que contiene al conjunto {Aπξ : A ∈ D}. Por el principio local de Allan-Douglas, la
clase lateral Aπ ∈ Dπ es invertible en Λπ(R+, s) (respectivamente, en Dπ) si y sólo si las clases
laterales Aπξ son invertibles en las álgebras de Banach cocientes Λπξ (R+, s) (respectivamente, en
Dπξ ) para todo ξ ∈M(SOs(R+)).

Estudiemos el espectro local de algunos operadores de convolución de Mellin A = Co(b) ∈ D,
es decir, el espectro de las clases laterales Aπξ en las álgebras de Banach Λπξ (R+, s) y Dπξ para
ξ ∈Ms(SO

�), donde s ∈ {0,∞}.

Teorema 8.3. Sean 1 < p <∞, ν ∈ (0, 1), s ∈ {0,∞}, ξ ∈Ms(SO
�), y

bν(λ) := coth
(
πλ+ πiν

)
∈ Cp(R). (8.2)

Entonces
spΛπξ (R+,s)

[
Co(bν)

]π
ξ

= spDπξ

[
Co(bν)

]π
ξ

= spB(Lp(R+,dµ)) Co(bν) = Lν , (8.3)

donde
Lν :=

{
coth

(
πλ+ πiν

)
: λ ∈ R

}
. (8.4)

Demostración. Fijemos s ∈ {0,∞} y ξ ∈ Ms(SO
�) y pongamos A := Co(bν). Como es bien

sabido (ver, p. ej., [67, Proposición 4.2.11]), para cada ν ∈ (0, 1) y cada p ∈ (1,∞), la función
bν pertenece al álgebra de Banach Cp(R). Por la cerradura de la inversión de Λπ(R+, s) en
Bπ(Lp(R+, dµ)) y por [24] (ver también [68]), tenemos que

spΛπ(R+,s)A
π = spessA = spB(Lp(R+,dµ))A = bν(R) = Lν . (8.5)

Por lo tanto, deducimos del principio local de Allan/Douglas que

spΛπξ (R+,s)A
π
ξ ⊂ spΛπ(R+,s)A

π = Lν . (8.6)

Como el espectro spΛπξ (R+,s)A
π
ξ no separa a C debido a (8.6) y (8.4), deducimos de [69, Corola-

rio 10.18] que
spΛπξ (R+,s)A

π
ξ = spDπξ

Aπξ . (8.7)

Obviamente también tenemos que

spB(Lp(R+,dµ))A = spDA. (8.8)
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Sea λ ∈ C \ spDπξ
Aπξ . Como la clase lateral [λI −A]πξ es invertible en el álgebra cociente Dπξ ,

existe un operador B ∈ D tal que la clase lateral Bπ
ξ es la inversa de la clase lateral [λI − A]πξ

en Dπξ . De aqúı, existen operadores C,D ∈ D tales que Cπ, Dπ ∈ Jπξ (R+, s) y

[λI −A]πBπ = Iπ + Cπ, Bπ[λI −A]π = Iπ +Dπ. (8.9)

Tomando en cuenta las definiciones de los ideales Iπξ (R+, s) ⊂ Zπs y Jπξ (R+, s) ⊂ Λπ(R+, s) y
el hecho de que Zπs es una C∗-álgebra, deducimos de [67, Proposición 2.2.5] (ver también [12,
Proposición 8.6]) que cada elemento en el ideal Jπξ (R+, s) del álgebra Λπ(R+, s) es de la forma
Q′aξI +K(R+) donde Q′ ∈ Λ(R+, s), aξ ∈ SOs(R+) y aξ(ξ) = 0. Por eso,

Cπ = aξQ+K(R+), Dπ = ãξQ̃+K(R+), (8.10)

donde Q, Q̃ ∈ Λ(R+, s), aξ, ãξ ∈ SOs(R+), y

aξ(ξ) = ãξ(ξ) = 0. (8.11)

En virtud de (8.9) y (8.10), existen operadores K, K̃ ∈ K(R+) tales que

(λI −A)B = I + aξQ+K, B(λI −A) = I + ãξQ̃+ K̃. (8.12)

Ahora sea ξ ∈ M∞(SO�) (la prueba para ξ ∈ M0(SO�) es análoga). Aplicando la Proposi-
ción 3.4, el Lema 4.7 y (8.11) concluimos que para los operadores A,B, aξI, ãξI ∈ D existe una
sucesión {yn} ⊂ (0,∞) tal que yn → +∞ cuando n→∞,

s-lim
n→∞

(
VynAV

−1
yn

)
= A, (8.13)

donde (Vynf)(x) = (yn)1/pf(ynx) for x ∈ R+, existe el ĺımite fuerte

B∞ := s-lim
n→∞

(
VynBV

−1
yn

)
, (8.14)

y
ĺım
n→∞

aξ(yn) = aξ(ξ) = 0, ĺım
n→∞

ãξ(yn) = ãξ(ξ) = 0. (8.15)

Más aún, por [46, Lema 4.4], para cada operador K ∈ K(R+) y cada sucesión {yn} ⊂ (0,+∞)
tal que ĺımn→∞ yn = +∞,

s-lim
n→∞

(
VynKVy−1

n

)
= 0 (8.16)

en el espacio Lp(R+, dµ). Por eso, deducimos de (8.15) y (8.16) que

s-lim
n→∞

(
Vyn
(
aξQ+K

)
Vy−1

n

)
= 0, s-lim

n→∞

(
Vyn
(
ãξQ̃+ K̃

)
Vy−1

n

)
= 0. (8.17)

Aśı, de (8.12)–(8.14) y (8.17) se sigue que

(λI −A)B∞ = B∞(λI −A) = I. (8.18)

Por lo tanto, la invertibilidad de la clase lateral [λI − A]πξ en el álgebra cociente Dπξ implica la
invertibilidad del operador λI−A en el álgebra de Banach D. En consecuencia, spDA ⊂ spDπξ

Aπξ .

Aśı, tomando en cuenta (8.5), (8.8) y (8.7), tenemos que

Lν = spB(Lp(R+,dµ))A = spDA ⊂ spDπξ
Aπξ = spΛπξ (R+,s)A

π
ξ . (8.19)

Combinando (8.19) y (8.6), obtenemos que

spΛπξ (R+,s)A
π
ξ = spDπξ

Aπξ = spB(Lp(R+,dµ))A = Lν ,

lo cual completa la demostración.
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8.5. Aplicaciones de los operadores pseudodiferenciales de Mellin

Sea w = ev un peso de Muckenhoupt en Ap(R+) que oscila lentamente en 0 y en∞, es decir,
la función σ : r 7→ rv′(r) está en SO(R+). Es fácil ver que la función

b(r, λ) =: coth
(
πλ+ πi(1/p+ rv′(r))

)
, (8.20)

pertenece al álgebra de Banach Cb(R+, V (R)). Más aún, b ∈ SO(R+, V (R)) porque la función
r 7→ rv′(r) está en SO(R+). Por consiguiente, para cada ξ ∈ M0(SO�) ∪M∞(SO�) podemos
introducir la función

b(ξ, λ) =: coth
(
πλ+ πi(1/p+ ξv′(ξ))

)
, (8.21)

donde ξv′(ξ) := ξ((·)v′(·)) ∈ (−1/p, 1− 1/p) ya que w = ev ∈ Ap(R+).

Lema 8.4. Sea w = ev un peso de Muckenhoupt en Ap(R+) que oscila lentamente en 0 y en ∞
y satisface la condición

0 < 1/p+ ı́nf
r∈R+

rv′(r) ≤ 1/p+ sup
r∈R+

rv′(r) < 1. (8.22)

Si b ∈ Cb(R+, V (R)) está dado por (8.20), entonces para cada s ∈ {0,∞} y cada ξ ∈ Ms(SO
�)

la clase lateral [Op(b(·, ·)− b(ξ, ·))]π pertenece al ideal Jπξ (R+, s).

Demostración. Por analoǵıa con [45, Lema 7.4], necesitamos demostrar que

b(r, λ)− b(ξ, λ)

= coth
(
πλ+ πi(1/p+ rv′(r))

)
− coth

(
πλ+ πi(1/p+ ξv′(ξ))

)
= πi

∫ rv′(r)

ξv′(ξ)

dx

sinh2
(
πλ+ πi(1/p+ x)

) = πi
(
rv′(r)− ξv′(ξ)

)
c(r, λ), (8.23)

donde la función

c(r, λ) :=

∫ 1

0

dθ

sinh2
(
πλ+ πi

[
1/p+ ξv′(ξ) + θ

(
rv′(r)− ξv′(ξ)

)])
pertenece a E(R+, V (R)). Dividimos la prueba de la inclusión c ∈ E(R+, V (R)) en nueve pasos.

Poniendo σ(r) = rv′(r), escribimos la función c en la forma

c(r, λ) =

∫ 1

0
E(σ(r), λ, θ)dθ, (8.24)

donde

E(t, λ, θ) :=
1

sinh2
(
πλ+ πi

[
1/p+ σ(ξ) + θ(t− σ(ξ))

]) . (8.25)

para (t, λ, θ) ∈
[

ı́nfr∈R+ rv
′(r), supr∈R+

rv′(r)
]
× R× [0, 1].

1. Estimación uniforme de c(r, λ). Poniendo

d := máx
{

cos(2πν̃−), cos(2πν̃+)
}
, (8.26)

donde
ν̃− := 1/p+ ı́nf

r∈R+

σ(r), ν̃+ := 1/p+ sup
r∈R+

σ(r),
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deducimos que ∣∣ sinh2
(
πλ+ πi

[
1/p+ σ(ξ) + θ

(
σ(r)− σ(ξ)

)])∣∣
= sinh2(πλ) + 2−1 − 2−1 cos

[
2π
(
1/p+ σ(ξ) + θ(σ(r)− σ(ξ))

)]
≥ sinh2(πλ) + 2−1(1− d), (8.27)

donde 1 − d > 0 en vista de (8.26) y (8.22). Por lo tanto, si M1 := 2/(1 − d), concluimos de
(8.25) y (8.27) que

|E(σ(r), λ, θ)| ≤M1 para todo (r, λ, θ) ∈ R+ × R× [0, 1]. (8.28)

Esta estimación y (8.24) implican que

|c(r, λ)| ≤M1 para todo (r, λ) ∈ R+ × R. (8.29)

Además, por (8.25) y (8.27),

|E(σ(r), λ, θ)| ≤ 1

sinh2(πλ) + 2−1(1− d)
,

lo cual implica que

M := sup
(r,θ)∈R+×[0,1]

∫
R
|E(σ(r), λ, θ)|dλ <∞. (8.30)

2. Estimación uniforme de ∂c
∂λ

(r, λ). Diferenciando (8.24), obtenemos que

∂c

∂λ
(r, λ) = −

∫ 1

0
2πE(σ(r), λ, θ) coth

(
πλ+ πi

[
1/p+ σ(ξ) + θ

(
σ(r)− σ(ξ)

)])
dθ. (8.31)

Como coth2 z = 1 + sinh−2 z, deducimos de (8.28) que existe una constante M2 ∈ (0,∞) tal que∣∣ coth
(
πλ+ πi

[
1/p+ σ(ξ) + θ

(
σ(r)− σ(ξ)

)])∣∣ < M2 (8.32)

para todo (r, λ, θ) ∈ R+ × R× [0, 1]. Por lo tanto, de (8.31) y (8.32) se sigue que∣∣∣∣ ∂c∂λ(r, λ)

∣∣∣∣ ≤ 2πM2

∫ 1

0
|E(σ(r), λ, θ)|dθ, (8.33)

lo cual implica de acuerdo a (8.28) que∣∣∣∣ ∂c∂λ(r, λ)

∣∣∣∣ ≤ 2πM1M2 para todo (r, λ) ∈ R+ × R. (8.34)

3. Estimación uniforme de ∂2c
∂λ2 (r, λ). De (8.31) se sigue que

∂2c

∂λ2
(r, λ) =

∫ 1

0

[
2π2[E(σ(r), λ, θ)]2 + 4π2E(σ(r), λ, θ)

× coth2
(
πλ+ πi

[
1/p+ σ(ξ) + θ

(
σ(r)− σ(ξ)

)])]
dθ,

(8.35)
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Por consiguiente, deducimos de (8.28) y (8.32) que∣∣∣∣ ∂2c

∂λ2
(r, λ)

∣∣∣∣ ≤ π2(2M1 + 4M2
2 )

∫ 1

0

∣∣E(σ(r), λ, θ)
∣∣dθ. (8.36)

4. Estimación uniforme de c(r, λ)− c(%, λ). Debido a (8.25), para todo (λ, θ) ∈ R+× [0, 1]
tenemos que

E(σ(r), λ, θ)− E(σ(%), λ, θ)

= −2πiθ

∫ σ(r)

σ(%)
E(t, λ, θ) coth

(
πλ+ πi

[
1/p+ σ(ξ) + θ

(
t− σ(ξ)

)])
dt. (8.37)

Entonces, tomando en cuenta (8.24) y (8.25), obtenemos que

c(r, λ)− c(%, λ) =

= −2πi

∫ 1

0
θ

∫ σ(r)

σ(%)
E(t, λ, θ) coth

(
πλ+ πi

[
1/p+ σ(ξ) + θ

(
t− σ(ξ)

)])
dtdθ.

Por (8.28) y (8.32), tenemos que∣∣E(t, λ, θ) coth
(
πλ+ πi

[
1/p+ σ(ξ) + θ

(
t− σ(ξ)

)])∣∣ ≤M1M2

para todo (t, λ, θ) ∈
[

ı́nfr∈R+ rv
′(r), supr∈R+

rv′(r)
]
× R× [0, 1]. Por eso,

|c(r, λ)− c(%, λ)| ≤ πM1M2|σ(r)− σ(%)|. (8.38)

5. Estimación uniforme de ∂c
∂λ

(r, λ)− ∂c
∂λ

(%, λ). De (8.31) y (8.37) se sigue que

∂c

∂λ
(r, λ)− ∂c

∂λ
(%, λ) = −2π

∫ 1

0

[
E(σ(r), λ, θ)− E(σ(%), λ, θ)

]
× coth

(
πλ+ πi

[
1/p+ σ(ξ) + θ

(
σ(r)− σ(ξ)

)])
dθ

− 2π

∫ 1

0
E(σ(%), λ, θ)

[
coth

(
πλ+ πi

[
1/p+ σ(ξ) + θ

(
σ(r)− σ(ξ)

)])
− coth

(
πλ+ πi

[
1/p+ σ(ξ) + θ

(
σ(%)− σ(ξ)

)])]
dθ

= 4π2i

∫ 1

0
θ

(∫ σ(r)

σ(%)
E(t, λ, θ) coth

(
πλ+ πi

[
1/p+ σ(ξ) + θ

(
t− σ(ξ)

)])
dt

)
× coth

(
πλ+ πi

[
1/p+ σ(ξ) + θ

(
σ(r)− σ(ξ)

)])
dθ

+ 2π2i

∫ 1

0
θE(σ(%), λ, θ)

(∫ σ(r)

σ(%)
E(t, λ, θ)dt

)
dθ. (8.39)

Tomando en cuenta (8.39), (8.28) y (8.32), obtenemos en el caso σ(r) ≥ σ(%) que∣∣∣∣ ∂c∂λ(r, λ)− ∂c

∂λ
(%, λ)

∣∣∣∣ ≤ π2(4M2
2 + 2M1)

∫ 1

0
θdθ

∫ σ(r)

σ(%)
|E(t, λ, θ)|dt. (8.40)

6. Estimación uniforme de c(r, x+ h)− c(r, x). Para todo (r, h) ∈ R+ ×R, deducimos de
(8.34) que

|c(r, x+ h)− c(r, x)| =
∣∣∣∣ ∫ x+h

x

∂c

∂λ
(r, λ)dλ

∣∣∣∣ ≤ 2πM1M2|h|. (8.41)
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7. Prueba de que c ∈ Cb(R+, V (R)). Se sigue de (8.29) que

‖c(r, ·)‖L∞(R) ≤M1 para todo r ∈ R+. (8.42)

Además, aplicando (8.33), cambiando el orden de integración y usando (8.30), para todo r ∈ R+

tenemos que

V (c(r, ·)) =

∫
R

∣∣∣∣ ∂c∂λ(r, λ)

∣∣∣∣dλ ≤ 2πM2

∫
R

(∫ 1

0
|E(σ(r), λ, θ)|dθ

)
dλ

= 2πM2

∫ 1

0

(∫
R
|E(σ(r), λ, θ)|dλ

)
dθ ≤ 2πM2M. (8.43)

Combinando (8.42) y (8.43), obtenemos que

‖c‖Cb(R+,V (R)) = sup
r∈R+

(
‖c(r, ·)‖L∞(R+) + V (c(r, ·)

)
≤M1 + 2πM2M <∞.

(8.44)

De (8.38) vemos que

‖c(r, ·)− c(%, ·)‖L∞(R) ≤ πM1M2|σ(r)− σ(%)|. (8.45)

Además, aplicando (8.40), con σ(r) ≥ σ(%), cambiando el orden de integración y usando (8.30),
deducimos que para todo r, % ∈ R+,

V (c(r, ·)− c(%, ·)) =

∫
R

∣∣∣∣ ∂c∂λ(r, λ)− ∂c

∂λ
(%, λ)

∣∣∣∣dλ
≤ π2(4M2

2 + 2M1)

∫
R
dλ

∫ 1

0
θdθ

∫ σ(r)

σ(%)
|E(t, λ, θ)|dt

= π2(4M2
2 + 2M1)

∫ 1

0
θdθ

∫ σ(r)

σ(%)
dt

∫
R
|E(t, λ, θ)|dλ

≤ π2(2M2
2 +M1)M |σ(r)− σ(%)|. (8.46)

Combinando (8.45) y (8.46), vemos que para todo r, % ∈ R+,

‖c(r, ·)− c(%, ·)‖V ≤M3|σ(r)− σ(%)|, (8.47)

donde M3 := πM1M2 + 2π2M2
2M + π2M1M . De (8.47) se sigue que c es una función continua

V (R)-valuada. Más aún, es acotada debido a (8.44). En consecuencia, c ∈ Cb(R+, V (R)).
8. Prueba de que c ∈ SO(R+, V (R)). La estimación (8.45) implica inmediatamente que

cmC
x (c) ≤ πM1M2 osc(σ, [x, 2x]), x ∈ R+.

Como σ ∈ SO(R+), de la última estimación obtenemos que

ĺım
x→s

cmC
x (c) = ĺım

x→s
osc(σ, [x, 2x]) = 0 (s ∈ {0,∞}).

Aśı, tomando en cuenta el resultado del paso 7, concluimos que c pertenece al álgebra de Banach
SO(R+, V (R)).
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9. Prueba de que c ∈ E(R+, V (R)). De (8.41) se sigue que para h ∈ R,

sup
r∈R+

‖c(r, ·)− ch(r, ·)‖L∞(R) ≤ 2πM1M2|h|. (8.48)

Por otra parte, de (8.36) obtenemos para r ∈ R+ y h > 0,

V (c(r, ·)− ch(r, ·)) =

∫
R

∣∣∣∣ ∂c∂λ(r, λ+ h)− ∂c

∂λ
(r, λ)

∣∣∣∣dλ
=

∫
R

∣∣∣∣ ∫ λ+h

λ

∂2c

∂y2
(r, y)dy

∣∣∣∣dλ
≤
∫
R

∫ λ+h

λ

∣∣∣∣∂2c

∂y2
(r, y)

∣∣∣∣dydλ
≤ π2(2M1 + 4M2

2 )

∫
R

∫ λ+h

λ

(∫ 1

0

∣∣E(σ(r), y, θ)
∣∣dθ)dydλ.

(8.49)

Cambiando otra vez el orden de integración dos veces y tomando en cuenta (8.30), tenemos para
h > 0, que∫

R

∫ λ+h

λ

(∫ 1

0

∣∣E(σ(r), y, θ)
∣∣dθ)dydλ =

∫
R

∫ y

y−h

(∫ 1

0

∣∣E(σ(r), y, θ)
∣∣dθ)dλdy

= h

∫
R

∫ 1

0

∣∣E(σ(r), y, θ)
∣∣dθdy = h

∫ 1

0

∫
R

∣∣E(σ(r), y, θ)
∣∣dydθ = hM.

(8.50)

Combinando (8.49) y (8.50), vemos que

V (c(r, ·)− ch(r, ·)) ≤ π2(2M1 + 4M2
2 )Mh (h > 0). (8.51)

Análogamente se puede demostrar que

V (c(r, ·)− ch(r, ·)) ≤ π2(2M1 + 4M2
2 )M(−h) (h < 0). (8.52)

De (8.51) y (8.52) tenemos para h ∈ R, que

sup
r∈R+

V (c(r, ·)− ch(r, ·)) ≤ π2(2M1 + 4M2
2 )M |h|. (8.53)

Combinando (8.48) y (8.53), llegamos a la igualdad

ĺım
|h|→0

sup
r∈R+

‖c(r, ·)− ch(r, ·)‖V = 0. (8.54)

Del paso 8 y la igualdad (8.54) se sigue finalmente que c ∈ E(R+, V (R)).
Por (8.23),

Op(b(·, ·)− b(ξ, ·)) = πi
(
σ(·)− σ(ξ)

)
Op(c), (8.55)

donde la clase lateral
[
πi(σ(·) − σ(ξ))I

]π ∈ Jπξ (R+, s) Como c ∈ E(R+, V (R)) y SOs(R+) ⊂
E(R+, V (R)), deducimos del Teorema 8.2 que la clase lateral [Op(c)]π conmuta con cualquier
clase lateral [aI]π (a ∈ SOs(R+), s ∈ {0,∞}). Por lo tanto, Op(c) ∈ Λ(R+, s), y de (8.55) se
sigue que [Op(b(·, ·)− b(ξ, ·))]π ∈ Jπξ (R+, s).
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Consideremos la aplicación

T : B(Lp(R+))→ B(Lp(R+, dµ)), A 7→ GAG−1, (8.56)

donde G es el isomorfismo isométrico de Lp(R+) sobre Lp(R+, dµ) dado por

(Gf)(r) = r1/pf(r), para r ∈ R+, (8.57)

y consideremos al operador singular integral de Cauchy, SR+ , dado por (2.7) con R reemplazado
por R+, entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 8.5. Si w = ev es un peso de Muckenhoupt en Ap(R+) que oscila lentamente en 0 y
en ∞, entonces para cada s ∈ {0,∞} y cada ξ ∈Ms(SO

�),

spΛπξ (R+,s)[T (wSR+w
−1I)]πξ = Lν(ξ) :=

{
coth(πλ+ πiν(ξ)) : λ ∈ R

}
, (8.58)

donde ν(ξ) := 1/p+ ξv′(ξ) ∈ (0, 1).

Demostración. Reemplazando el peso w = ev por el peso equivalente lentamente oscilatorio
w̃ = eṽ donde ṽ(x) = 1

x

∫ x
0 v(t) dt para x en una vecindad de 0 y ṽ(x) = x

∫∞
x

v(t)
t2

dt para x en
una vecindad de∞, podemos lograr una suavidad arbitraria de los pesos equivalentes lentamente
oscilatorios. Más aún, debido a la Observación 6.3, el peso inicial y los pesos equivalentes tienen el
mismo comportamiento asintótico en 0 (respectivamente, en∞). Aśı, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que v ∈ C3(R+), Dkv ∈ SO(R+) para todo k = 1, 2, 3, donde (Dv)(x) = xv′(x)
para todo x ∈ R+, y que (8.22) se cumple.

Entonces de [40, Teorema 9.2] se sigue que

T (wSR+w
−1I) = Op(b) +K (8.59)

donde la función b dada por (8.20) pertenece a Cb(R+, V (R)), el operador pseudodiferencial de
Mellin Op(b) está definido en el Teorema 8.1, y K ∈ K(R+).

Fijemos s ∈ {0,∞} y ξ ∈Ms(SO
�). Por el Lema 8.4,

[Op(b)]πξ = [Op(b(ξ, ·))]πξ , (8.60)

donde Op(b(ξ, ·)) = M−1b(ξ, ·)M es un operador de convolución de Mellin. Entonces, debido a
la relación b(ξ, ·) = bν(ξ)(·), donde b(ξ, ·) y bν están dados por (8.21) y (8.2), respectivamente, y
ν(ξ) := 1/p+ ξv′(ξ) ∈ (0, 1), deducimos de (8.3) que

spΛπξ (R+,s)[Op(b(ξ, ·))]πξ = spB(Lp(R+,dµ)) Op(b(ξ, ·)) = Lν(ξ). (8.61)

Las relaciones (8.60) y (8.61) nos llevan a

spΛπξ (R+)[Op(b)]πξ = Lν(ξ). (8.62)

Finalmente, (8.62) y (8.59) implican (8.58).

64



9. Espectro local relacionado al teorema de dos idempotentes

El objetivo de esta sección es estimar y determinar el espectro de elementos X = I−(P−Q)2

para todo (ξ, η) ∈ Ω0, donde Ω0 está dado por (7.1), I = Iπξ,η y P,Q están dados por (5.12) o
(5.13) si,

(ξ, η) ∈
⋃
λ∈R

Mλ(SO�)×M∞(SO�) o (ξ, η) ∈M∞(SO�)×
⋃
τ∈R

Mτ (SO�),

respectivamente.
A tal espectro lo llamamos espectro local.

9.1. Estimaciones del espectro local

Para cada ξ ∈ M(SO�), consideremos el ideal bilateral cerrado Jπξ del álgebra de Banach
Λπ ⊂ Bπp,w generado por el ideal maximal

Iπξ :=
{

[aI]π : a ∈ SO�, a(ξ) = 0
}

de la C∗-álgebra conmutativa
{

[aI]π : a ∈ SO�
}

e introduzcamos el álgebra de Banach cociente
Λπξ := Λπ/Jπξ .

Sea λ ∈ Ṙ. Junto con Λ consideremos la subálgebra de Banach ∆(λ) de Bp,w que consiste
de todos los operadores en Bp,w que conmutan módulo operadores compactos con todos los
operadores aI (a ∈ SOλ). Dado ξ ∈Mλ(SO�), consideremos el ideal bilateral cerrado Jπξ (λ) del
álgebra de Banach cociente ∆π(λ) := ∆(λ)/Kp,w generado por el ideal maximal

Iπξ (λ) := {[aI]π : a ∈ SOλ, a(ξ) = 0}

del álgebra de Banach conmutativo {[aI]π : a ∈ SOλ}. Dado λ ∈ Ṙ y ξ ∈ Mλ(SO�), sea
∆π
ξ (λ) := ∆π(λ)/Jπξ (λ).

Como SO� y SOλ son C∗-álgebras, deducimos de [67, Proposición 2.2.5] (ver también [12,
Proposición 8.6]) que el ideal Jπξ es de la forma

Jπξ =
{
Aπ[aI]π : Aπ ∈ Λπ, a ∈ SO�, a(ξ) = 0

}
=
{
Bπ[bI]π : Bπ ∈ Λπ, b ∈ SOλ, b(ξ) = 0

}
, (9.1)

donde existe una función c ∈ SO� tal que a = cb y por eso Bπ = Aπ[cI]π. De aqúı, como
Λπ ⊂ ∆π(λ) para todo λ ∈ Ṙ, deducimos de (9.1) que para cada ξ ∈Mλ(SO�),

Jπξ ⊂ Jπξ (λ) =
{
Aπ[aI]π : Aπ ∈ ∆π(λ), a ∈ SOλ, a(ξ) = 0

}
. (9.2)

Lema 9.1. Para cada λ ∈ Ṙ y cada ξ ∈Mλ(SO�),

Jπξ (λ) ∩ Λπ = Jπξ . (9.3)

Demostración. Para cada función a ∈ SOλ con valor a(ξ) = 0 y cada n ∈ N existe una vecindad
abierta un de ξ en M(SOλ) tal que |a(ζ)| < 1/n para todo ζ ∈ un. Por el lema de Urysohn,
existen funciones bn ∈ SOλ con valores en [0, 1] tales que bn(ξ) = 0 y bn(ζ) = 1 para todo
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ζ ∈ M(SOλ) \ un. Entonces la función a ∈ SOλ es aproximada uniformemente por funciones
an = abn ∈ SOλ.

Si Aπ[aI]π ∈ Jπξ (λ) ∩ Λπ en (9.2), entonces Aπ[anI]π = Aπ[aI]π[bnI]π ∈ Jπξ debido a (9.1)
porque Aπ[aI]π ∈ Λπ y la función bn ∈ SO� se hace cero en el punto ξ. Por lo tanto la clase
lateral Aπ[aI]π = ĺım

n→∞
Aπ[anI]π también pertenece a Jπξ , lo cual da (9.3).

Dado (λ, τ) ∈ Ω̂0, donde

Ω̂0 :=
(
R× {∞}

)
∪
(
{∞} × R

)
, (9.4)

sea Dπλ,τ la subálgebra de Banach conmutativa de Bπp,w generada por las clases laterales Iπ y

[X̂λ,τ ]π, donde

X̂λ,τ :=

{
I − (χ+

λ I −W
0(χ−0 ))2 si (λ, τ) ∈ R× {∞},

I − (χ−0 I −W 0(χ+
τ ))2 si (λ, τ) ∈ {∞} × R.

(9.5)

Para (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�), consideremos la clase lateral

Xπ
ξ,η :=

{[
I − (χ+

λ I −W
0(χ−0 ))2

]π
+ Jπξ,η si (λ, τ) ∈ R× {∞},[

I − (χ−0 I −W 0(χ+
τ ))2

]π
+ Jπξ,η si (λ, τ) ∈ {∞} × R,

(9.6)

la cual pertenece al álgebra de Banach Λπξ,η. Vemos de (9.5) y (9.6) que Xπ
ξ,η = [X̂λ,τ ]π + Jπξ,η

para todo (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�) y todo (λ, τ) ∈ Ω̂0.

Teorema 9.2. Si (ξ, η) ∈ Ω0, donde Ω0 está dado por (7.1), entonces

{0, 1} ⊂ spΛπξ,η
Xπ
ξ,η ⊂ L̃p,w,ν(ξ), (9.7)

donde

L̃p,w,ν(ξ) :=
{(

1 + coth[π(x+ iν(ξ))]
)
/2 : x ∈ R

}
, (9.8)

ν(ξ) :=

{
1/p+ (ξ − λ)v′(ξ) si ξ ∈Mλ(SO�), λ ∈ R,
1/p+ ξv′(ξ) si ξ ∈M∞(SO�).

(9.9)

Demostración. Primero, probemos que

{0, 1} ⊂ spΛπξ,η
Xπ
ξ,η. (9.10)

Suponiendo sin pérdida de generalidad que w es un peso lentamente oscilatorio en Ap(R), pa-
sando al espacio sin peso Lp(R) y usando (6.57), podemos reemplazar a Xπ

ξ,η por la clase lateral

X̃ξ,η :=

{
I − (χ+

λ I − wW
0(χ−0 )w−1I)2 + J̃ξ,η si (λ, τ) ∈ R× {∞},

I − (χ−0 I − wW 0(χ+
τ )w−1I)2 + J̃ξ,η si (λ, τ) ∈ {∞} × R,

la cual pertenece al álgebra cociente Λ̃ξ,η = Λ̃/J̃ξ,η y tiene el espectro

sp
Λ̃ξ,η

X̃ξ,η = spΛπξ,η
Xπ
ξ,η, (9.11)

66



donde Λ̃ = {wAw−1I : A ∈ Λ} es un subálgebra de Banach de Bp y J̃ξ,η es el ideal bilateral

cerrado de Λ̃ que consiste de todos los operadores wAw−1I + K con Aπ ∈ Jπξ,η y K ∈ Kp. De

aqúı, si m ∈ {0, 1} \ spΛπξ,η
Xπ
ξ,η, entonces debido a (9.11) la clase lateral Bm + J̃ξ,η, donde

Bm :=

{
(1−m)I − (χ+

λ I − wW
0(χ−0 )w−1I)2 si (λ, τ) ∈ R× {∞},

(1−m)I − (χ−0 I − wW 0(χ+
τ )w−1I)2 si (λ, τ) ∈ {∞} × R,

es invertible en el álgebra cociente Λ̃ξ,η.
(i) Sea λ ∈ R y (ξ, η) ∈ Mλ(SO�) ×M∞(SO�). Siguiendo la prueba del Lema 7.2, conside-

remos sucesiones {yn}, {hn} ⊂ (0,∞) tales que

ĺım
n→∞

yn = ĺım
n→∞

hn = ĺım
n→∞

(hn/yn) = +∞, (9.12)

y ak(ξ) = ĺım
n→∞

ak(λ± y−1
n ), bk(η) = ĺım

n→∞
bk(±hn) para conjuntos numerables arbitrarios {ak} ∈

SO� y {bk} ∈ SO�p,w. Por el Lema 6.7(i), obtenemos que

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
ehnU−λBmUλe−hnVyn

)
= (χ−0 −m)I, m ∈ {0, 1}. (9.13)

Como por la prueba de Lema 6.7(i),

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
ehnU−λAUλe−hnVyn

)
= 0,

para cualquier operador A ∈ J̃ξ,η, deducimos de (9.13) y el Lema 4.8 que la invertibilidad de la

clase lateral X̃π
ξ,η −mĨπξ,η ∈ Λ̃πξ,η implica la invertibilidad del operador ĺımite (χ−0 −m)I en el

álgebra de Banach Bp. Pero el operador (χ−0 −m)I no es invertible para m ∈ {0, 1}, por lo cual
m ∈ spΛπξ,η

Xπ
ξ,η, lo cual completa la prueba de (9.10) en el caso (i).

(ii) Sea τ ∈ R y (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mτ (SO�). Consideremos sucesiones {yn}, {hn} ⊂ (0,∞)
tales que se cumple (9.12) y ak(ξ) = ĺım

n→∞
ak(±hn), bk(η) = ĺım

n→∞
bk(τ ± y−1

n ) para conjuntos

arbitrarios {ak} ∈ SO� y {bk} ∈ SO�p,w. Por el Lema 6.7(ii), tenemos que

s-lim
n→∞

(
VynUhneτBme−τU−hnVy−1

n

)
= W 0(χ+

0 −m), m ∈ {0, 1}. (9.14)

Como
s-lim
n→∞

(
VynUhneτAe−τU−hnVy−1

n

)
= 0

para cualquier operador A ∈ J̃ξ,η, deducimos de (9.14) y el Lema 4.8 que la invertibilidad de la

clase lateral X̃π
ξ,η −mĨπξ,η ∈ Λ̃πξ,η implica la invertibilidad del operador ĺımite W 0(χ+

0 −m) en el

álgebra de Banach Bp. Pero el operador W 0(χ+
0 −m) no es invertible para m ∈ {0, 1}, por lo

cual m ∈ spΛπξ,η
Xπ
ξ,η, lo que completa la prueba de (9.10) en el caso (ii).

Como (9.10) está probado para todo (ξ, η) ∈ Ω0, solo resta probar la inclusión de la derecha
en (9.7).

Tomando (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�) donde (λ, τ) ∈ Ω̂0, consideremos las clases laterales[
X̂λ,τ

]π
+ Jπξ y

[
X̂λ,τ

]π
+ Jπξ (λ) en las álgebras de Banach cocientes Λπξ = Λπ/Jπξ y ∆π

ξ (λ) =

∆π(λ)/Jπξ (λ), respectivamente, donde el operador X̂λ,τ está dado por (9.5). Como Jπξ ⊂ Jπξ,η, la
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invertibilidad de la clase lateral
[
X̂λ,τ

]π
+Jπξ en el álgebra de Banach Λπξ implica la invertibilidad

de la clase lateral Xπ
ξ,η en el álgebra de Banach Λπξ,η. Por lo tanto,

spΛπξ,η
Xπ
ξ,η ⊂ spΛπξ

([
X̂λ,τ

]π
+ Jπξ

)
. (9.15)

Aseveramos que para cada (λ, τ) ∈ Ω̂0 y cada ξ ∈Mλ(SO�),

spΛπξ

([
X̂λ,τ

]π
+ Jπξ

)
= sp∆π

ξ (λ)

([
X̂λ,τ

]π
+ Jπξ (λ)

)
. (9.16)

En efecto, si la clase lateral
[
X̂λ,τ

]π
+ Jπξ es invertible en el álgebra de Banach Λπξ , entonces

por (9.2) la clase lateral
[
X̂λ,τ

]π
+ Jπξ (λ) es invertible en el álgebra de Banach ∆π

ξ (λ). Por

el contrario, si la clase lateral
[
X̂λ,τ

]π
+ Jπξ (λ) es invertible en el álgebra de Banach ∆π

ξ (λ) y

sp∆π
ξ (λ)

([
X̂λ,τ

]π
+Jπξ (λ)

)
no separa a C, entonces la clase lateral

[
X̂λ,τ

]π
+Jπξ (λ) es invertible en el

álgebra de Banach Dπξ (λ) ⊂ ∆π
ξ (λ) generada por las clases laterales Iπ+Jπξ (λ) y

[
X̂λ,τ

]π
+Jπξ (λ).

Por consiguiente, como Dπξ (λ) es la cerradura del conjunto {Aπ+Jπξ (λ) : Aπ ∈ Dπλ,τ}, concluimos
que existe una clase lateral Bπ ∈ Dπλ,τ tal que[

X̂λ,τ

]π
Bπ − Iπ ∈ Jπξ (λ), Bπ

[
X̂λ,τ

]π − Iπ ∈ Jπξ (λ).

Esto implica por (9.3) que la clase lateral
[
X̂λ,τ

]π
+Jπξ es invertible en el álgebra de Banach Λπξ .

Aśı, tenemos (9.16) siempre que sp∆π
ξ (λ)

([
X̂λ,τ

]π
+ Jπξ (λ)

)
no separe a C.

Por otra parte, para cada (λ, τ) ∈ Ω̂0 y cada ξ ∈ Mλ(SO�), definimos el operador X̃λ,τ :=

wX̂λ,τw
−1I ∈ Bp, donde X̂λ,τ está dado por (9.5), y consideremos la clase lateral[

X̃λ,τ

]π
+ J̃πξ (λ) ={[

w
(
I−(χ+

λ I−W
0(χ−0 ))2

)
w−1I

]π
+ J̃πξ (λ) si (λ, τ) ∈ R× {∞},[

w
(
I−(χ−0 I−W 0(χ+

τ ))2
)
w−1I

]π
+ J̃πξ (λ) si (λ, τ) ∈ {∞} × R,

(9.17)

la cual pertenece al álgebra de Banach cociente ∆̃π
ξ (λ) := ∆̃π(λ)/J̃πξ (λ), donde ∆̃π(λ) :={

[wAw−1I]π : A ∈ ∆(λ)
}

es una subálgebra de Banach de Bπp y

J̃πξ (λ) :=
{
wAπw−1I : Aπ ∈ Jπξ (λ)

}
es un ideal bilateral cerrado de ∆̃π(λ). Obviamente,

sp∆π
ξ (λ)

([
X̂λ,τ

]π
+ Jπξ (λ)

)
= sp

∆̃π
ξ (λ)

([
X̃λ,τ

]π
+ J̃πξ (λ)

)
. (9.18)

Además, en (9.17) se puede suponer sin pérdida de generalidad que v = lnw es tal que la
función (6.17) está en SOλ, la función x 7→ σλ(x+ λ) para λ ∈ R es una función par en SO0, y
la función x 7→ σ∞(x) es una función par en SO∞. Entonces

σλ(λ+ (·))|R+ = σλ(λ− (·))|R+ ∈ SO0(R+) si λ ∈ R,
σλ(·)|R+ = σλ(−(·))|R+ ∈ SO∞(R+) si λ =∞.

(9.19)
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Además, para (λ, τ) ∈ Ω̂0 y (ξ, η) ∈ Mλ(SO�) ×Mτ (SO�), deducimos de (9.15), (9.16) y
(9.18) que

spΛπξ,η
Xπ
ξ,η ⊂ spΛπξ

([
X̂λ,τ

]π
+ Jπξ

)
= sp∆π

ξ (λ)

([
X̂λ,τ

]π
+ Jπξ (λ)

)
= sp

∆̃π
ξ (λ)

([
X̃λ,τ

]π
+ J̃πξ (λ)

)
(9.20)

si sp∆π
ξ (λ)

([
X̂λ,τ

]π
+Jπξ (λ)

)
no separa a C. Abajo veremos que se satisface esta última condición.

Primero, sea (λ, τ) ∈ {(0,∞), (∞, 0)} y ξ ∈Mλ(SO�). Consideremos el isomorfismo isométri-
co

Υ : Lp(R)→ Lp2(R+), (Υf)(x) =

{
f(x)

f(−x)

}
, x ∈ R+, (9.21)

donde la norma de las funciones vectoriales ϕ = {ϕk}2k=1 ∈ Lp2(R+) con entradas en Lp(R+)

está dada por ‖ϕ‖ =
(
‖ϕ1‖pLp(R+) + ‖ϕ2‖pLp(R+)

)1/p
.

Como W 0(χ−) = P+ := (I +SR)/2 (ver, p. ej., [16, Sección 2.5]), donde el operador singular
integral de Cauchy SR está dado por (2.7), concluimos que

I − (χ−I −W 0(χ+))2 = I − (χ+I −W 0(χ−))2 = I − (χ+I − P+)2. (9.22)

Como v es una función par (ver (9.19)), se ve fácilmente que

Υ
[
ev
(
I − (χ+I − P+)2

)
e−vI

]
Υ−1

=

[(
I + evSR+e

−vI
)
/2 0

0
(
I + evSR+e

−vI
)
/2

]
. (9.23)

Como λ ∈ {0,∞} y ξ ∈Mλ(SO�), deducimos que para cualquier clase lateral Aπ ∈ J̃πξ (λ),

T (ΥAπΥ−1) =
[
Aπi,j

]2
i,j=1

, Aπi,j ∈ Jπξ (R+, λ) (i, j = 1, 2), (9.24)

donde T dado por (8.56)–(8.57) es aplicado a cada entrada y Jπξ (R+, λ) es el ideal bilateral
cerrado del álgebra de Banach Bπp definido en la Subsección 8.4 para s = λ. Por lo tanto, debido

a (9.22)–(9.24), la invertibilidad de la clase lateral
[
X̃λ,τ

]π
+ J̃πξ (λ) en ∆̃π

ξ (λ) para (λ, τ) ∈
{(0,∞), (∞, 0)} y ξ ∈Mλ(SO�) es equivalente a la invertibilidad de la clase lateral[[

T (I + evSR+e
−vI)/2

]π
ξ

[0]πξ
[0]πξ

[
T (I + evSR+e

−vI)/2
]π
ξ

]
, (9.25)

donde las entradas en la matriz (9.25) pertenecen a Λπξ (R+, λ). En consecuencia,

sp
∆̃π
ξ (λ)

([
X̃λ,τ

]π
+ J̃πξ (λ)

)
= spΛπξ (R+,λ)

[
T
(
I + evSR+e

−vI
)
/2
]π
ξ
. (9.26)

Como w = ev es un peso lentamente oscilatorio en R+, deducimos del Teorema 8.5 y la igualdad
ν(ξ) = 1/p+ ξv′(ξ) que

spΛπξ (R+,λ)

[
T
(
I + evSR+e

−vI
)
/2
]π
ξ

= L̃p,w,ν(ξ), (9.27)

69



donde L̃p,w,ν(ξ) está dado por (9.8). Combinando (9.18), (9.26) y (9.27), concluimos que para
(λ, τ) ∈ {(0,∞), (∞, 0)} y ξ ∈Mλ(SO�),

sp∆π
ξ (λ)

([
X̂λ,τ

]π
+ Jπξ (λ)

)
= sp

∆̃π
ξ (λ)

([
X̃λ,τ

]π
+ J̃πξ (λ)

)
= L̃p,w,ν(ξ), (9.28)

y por eso sp∆π
ξ (λ)

([
X̂λ,τ

]π
+ Jπξ (λ)

)
no separa a C, lo cual completa la prueba de (9.20) para

(ξ, η) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�), donde (λ, τ) ∈ {(0,∞), (∞, 0)}. Ahora aplicando (9.20) y (9.28),
obtenemos que

spΛπξ,η
Xπ
ξ,η ⊂ sp

∆̃π
ξ (λ)

([
X̃λ,τ

]π
+ J̃πξ (λ)

)
= L̃p,w,ν(ξ), (9.29)

lo cual completa la prueba de (9.7) en el caso (ξ, η) ∈ Ω̃0,∞, donde

Ω̃0,∞ :=
(
M0(SO�)×M∞(SO�)

)
∪
(
M∞(SO�)×M0(SO�)

)
.

Los casos restantes de (ξ, η) ∈ Ω0 se reducen al caso (ξ, η) ∈ Ω̃0,∞ como sigue.
Primero, sea λ ∈ R y (ξ, η) ∈ Mλ(SO�) ×M∞(SO�). Consideremos el operador isométrico

de desplazamiento

U−λ : Lp(R)→ Lp(R), (U−λf)(x) = f(x+ λ) (x ∈ R).

Entonces para cada a ∈ SOλ la función aλ(x) := a(x+λ) está en SO0. Además, obtenemos que

U−λ
[
w
(
I − (χ+

λ I −W
0(χ−0 ))2

)
w−1I

]π
Uλ

=
[
ev(λ+(·))(I − (χ+I − P+)2

)
e−v(λ+(·))I

]π
,

donde el peso ŵ(x) := ev(x+λ) está en Ap(R) y, de acuerdo a (6.17), la función σλ(x + λ) =
xv′(x+ λ) pertenece a SO0. Se ve fácilmente que

Uπ−λ∆̃π
ξ (λ)Uπλ = ∆̃π

ζ (0), Uπ−λJ̃
π
ξ (λ)Uπλ = J̃πζ (0), (9.30)

donde ζ ∈ M0(SO�) y ζ(aλ) = ξ(a) para cada a ∈ SOλ. Notemos que ∆̃π
ζ (0) y J̃πζ (0) están

definidos como antes, pero con w reemplazado por ŵ. Por consiguiente, deducimos de (9.22) y
(9.30) que

sp
∆̃π
ξ (λ)

([
X̃λ,∞

]π
+ J̃πξ (λ)

)
= sp

∆̃π
ζ (0)

([
X̃0,∞

]π
+ J̃πζ (0)

)
, (9.31)

donde
X̃0,∞ = ev(λ+(·))(I − (χ+I − P+)2

)
e−v(λ+(·))I.

Tomando en cuenta la igualdad

ν(ζ) = 1/p+ ζ(σλ((·) + λ)) = 1/p+ ξ(σλ) = ν(ξ),

donde σλ está dado por (6.17), concluimos de (9.18), (9.31) y (9.28) que

sp∆π
ξ (λ)

([
X̂λ,∞

]π
+ Jπξ (λ)

)
= sp

∆̃π
ζ (0)

([
X̃0,∞

]π
+ J̃πζ (0)

)
= L̃p,w,ν(ξ). (9.32)

Aśı, de acuerdo a (9.32), sp∆π
ξ (λ)

(
[X̂λ,∞]π + Jπξ (λ)

)
no separa a C para todo λ ∈ R y todo

ξ ∈Mλ(SO�). Finalmente, (9.20) y (9.32) dan (9.29) para todo (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�) y
todo (λ, τ) ∈ R× {∞}.
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Ahora sea τ ∈ R y (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mτ (SO�). Entonces en vista de la relación W 0(χ+
0 ) =

P− := (I − SR)/2, obtenemos que

eτ
[
w
(
I − (χ−0 I −W

0(χ+
τ ))2

)
w−1I

]π
e−τI

=
[
ev
(
I − (χ−I − P−)2

)
e−vI

]π
=
[
ev
(
I − (χ+I − P+)2

)
e−vI

]π
. (9.33)

Más aún,
[eτI]π∆̃π

ξ (∞)[e−τI]π = ∆̃π
ξ (∞), [eτI]πJ̃πξ (∞)[e−τI]π = J̃πξ (∞), (9.34)

Por lo tanto, deducimos de (9.33) y (9.34) que

sp
∆̃π
ξ (∞)

([
eτ X̃∞,τe−τI

]π
+ J̃πξ (∞)

)
= sp

∆̃π
ξ (∞)

([
X̃∞,0

]π
+ J̃πξ (∞)

)
, (9.35)

donde
X̃∞,0 = ev

(
I − (χ+I − P+)2

)
e−vI.

Tomando en cuenta la igualdad ν(ξ) = 1/p+ ξ(σ∞) donde σ∞ está dado por (6.17), concluimos
de (9.18), (9.35) y (9.28) que

sp∆π
ξ (∞)

([
X̂∞,τ

]π
+ Jπξ (∞)

)
= sp

∆̃π
ξ (∞)

([
X̃∞,0

]π
+ J̃πξ (∞)

)
= L̃p,w,ν(ξ). (9.36)

Aśı, de acuerdo a (9.36), sp∆π
ξ (∞)

([
X̂∞,τ

]π
+ Jπξ (∞)

)
no separa a C para todo τ ∈ R y todo

ξ ∈ M∞(SO�). Finalmente, (9.20) y (9.36) dan (9.29) para todo (ξ, η) ∈ Mλ(SO�)×Mτ (SO�)
y todo (λ, τ) ∈ {∞} × R.

En consecuencia, (9.29) está probado para todo (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�) y todo (λ, τ) ∈
Ω̂0, lo cual completa la demostración.

Dado (ξ, η) ∈ Ω0, consideremos la subálgebra de Banach Aπξ,η de Λπξ,η generada por la clase
lateral Iπξ,η, P y Q, donde P,Q están dados por (5.12) o (5.13) si,

(ξ, η) ∈
⋃
t∈R

Mt(SO
�)×M∞(SO�) o (ξ, η) ∈M∞(SO�)×

⋃
t∈R

Mt(SO
�)

respectivamente. Como el espectro spΛπξ,η
Xπ
ξ,η no separa a C debido a (9.7)–(9.8), deducimos el

siguiente corolario del Teorema 9.2 y [69, Corolario 10.18].

Corolario 9.3. Si (ξ, η) ∈ Ω0, entonces

spΛπξ,η
Xπ
ξ,η = spAπξ,η

Xπ
ξ,η.

Corolario 9.4. Si (λ, τ) ∈ Ω̂0 y ξ ∈Mλ(SO�), entonces

L̃p,w,ν(ξ) ⊂ spΛπ [X̂λ,τ ]π. (9.37)

Demostración. Si (λ, τ) ∈ Ω̂0 y ξ ∈ Mλ(SO�), entonces concluimos de (9.28), (9.32) y (9.36)
que

sp∆π
ξ (λ)

(
[X̂λ,τ ]π + Jπξ (λ)

)
= L̃p,w,ν(ξ). (9.38)

Aplicando (9.20) y (9.38), deducimos que

spΛπξ
[X̂λ,τ ]πξ = L̃p,w,ν(ξ). (9.39)

Obviamente,
spΛπξ

[X̂λ,τ ]πξ ⊂ spΛπ [X̂λ,τ ]π,

lo cual junto con (9.39) implican (9.37).
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9.2. Espectro de las clases laterales Xπ
ξ,η para (ξ, η) ∈ Ω0

Fijemos (λ, τ) ∈ Ω̂0 y consideremos el álgebra de Banach conmutativa Yπλ,τ generada por las

clases laterales [aI]π (a ∈ SO�), [W 0(b)]π (b ∈ SO�p,w) y [X̂λ,τ ]π, donde X̂λ,τ está dado por (9.5).
Claramente, el álgebra Yπλ,τ consiste de elementos de la forma

Y π = ĺım
n→∞

( Nn∑
k=0

Mn∑
s=1

[
ak,s,nW

0(bk,s,n)
]π(

[X̂λ,τ ]π
)k)

(9.40)

donde ak,s,n ∈ SO� y bk,s,n ∈ SO�p,w para todo k = 0, 1, . . . , Nn, todo s = 1, 2, . . . ,Mn y todo
n ∈ N.

Consideremos la subálgebra de Banach conmutativa Dπλ,τ = alg
{

[X̂λ,τ ]π
}

de Λπ generada

por la clase lateral unidad Iπ y la clase lateral [X̂λ,τ ]π. Entonces el espacio de ideales maximales

M(Dπλ,τ ) de Dπλ,τ coincide con el espectro spΛπ [X̂λ,τ ]π del elemento [X̂λ,τ ]π (ver, p. ej., [18,
Sección 1.19]). Sea

Nλ,τ := spΛπ [X̂λ,τ ]π = spessX̂λ,τ . (9.41)

Para cada (ξ, η, µ) ∈ Mλ(SO�) ×Mτ (SO�) × Nλ,τ , introducimos el ideal bilateral cerrado
Iπξ,η,µ del álgebra de Banach conmutativa Yπλ,τ generado por los ideales maximales

Iπ1,ξ :=
{

[aI]π : a ∈ SO�, a(ξ) = 0
}
,

Iπ2,η :=
{

[W 0(b)]π : b ∈ SO�p,w, b(η) = 0
}
,

Iπ3,µ := [Iµ]π
(9.42)

de las álgebras de Banach conmutativas{
[aI]π : a ∈ SO�

}
, clos

{
[W 0(b)]π : b ∈ SO�p,w

}
, Dπλ,τ ,

respectivamente, donde [Iµ]π es el ideal maximal del álgebra de Banach conmutativa Dπλ,τ que

contiene al elemento [X̂λ,τ − µI]π.

Dado (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�), donde (λ, τ) ∈ Ω̂0, sea

Mξ,η := {µ ∈ L̃p,w,ν(ξ) : Iπ /∈ Iπξ,η,µ}, (9.43)

donde L̃p,w,ν(ξ) y ν(ξ) están dados por (9.8) y (9.9), respectivamente.
Abajo demostraremos que, para cada (ξ, η) ∈ Ω0, el espectro de la clase lateral Xπ

ξ,η en ambas
álgebras Aπξ,η y Λπξ,η coincide con Mξ,η.

Teorema 9.5. Si (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�) y (λ, τ) ∈ Ω̂0, entonces

spΛπξ,η
Xπ
ξ,η = spAπξ,η

Xπ
ξ,η = Mξ,η, (9.44)

donde Mξ,η está dado por (9.43).

Demostración. Fijemos (λ, τ) ∈ Ω̂0 y (ξ, η, µ) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�)×Nλ,τ . Entonces

Nn∑
k=0

Mn∑
s=1

[
ak,s,nW

0(bk,s,n)
]π(

[X̂λ,τ ]π
)k

= T π1 + T π2 + T π3 + T π4 , (9.45)
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donde

T π1 :=

Nn∑
k=0

Mn∑
s=1

[
(ak,s,n − ak,s,n(ξ))W 0(bk,s,n)

]π([
X̂λ,τ

]π)k
,

T π2 :=

Nn∑
k=0

Mn∑
s=1

[
ak,s,n(ξ)W 0(bk,s,n − bk,s,n(η))

]π([
X̂λ,τ

]π)k
,

T π3 :=

Nn∑
k=0

Mn∑
s=1

[
ak,s,n(ξ)W 0(bk,s,n(η))

]π(([
X̂λ,τ

]π)k − µkIπ),
T π4 :=

Nn∑
k=0

Mn∑
s=1

[
ak,s,n(ξ)bk,s,n(η)µk

]
Iπ.

Las clases laterales T π1 , T
π
2 , T

π
3 pertenecen al ideal Iπξ,η,µ. De aqúı

Nn∑
k=0

Mn∑
s=1

[
ak,s,nW

0(bk,s,n)
]π(

[X̂λ,τ ]π
)k− Nn∑

k=0

Mn∑
s=1

[
ak,s,n(ξ)bk,s,n(η)µk

]
Iπ∈ Iπξ,η,µ.

Consideremos el homomorfismo canónico ψξ,η,µ : Yπλ,τ → Zπξ,η,µ := Yπλ,τ/Iπξ,η,µ dado por Aπ 7→
Aπ + Iπξ,η,µ. Entonces para cada clase lateral de la forma (9.40) existe un número c ∈ C tal que

ψξ,η,µ

(
ĺım
n→∞

( Nn∑
k=0

Mn∑
s=1

[
ak,s,nW

0(bk,s,n)
]π(

[X̂λ,τ ]π
)k))

= ĺım
n→∞

( Nn∑
k=0

Mn∑
s=1

[
ak,s,n(ξ)bk,s,n(η)µk

]
Iπ+ Iπξ,η,µ

)
(9.46)

= [cI]π + Iπξ,η,µ.

Sea Iπ /∈ Iπξ,η,µ, y por consiguiente Iπξ,η,µ es un ideal propio del álgebra de Banach conmutativa
Yπλ,τ . Demostremos que Iπξ,η,µ es un ideal maximal de Yπλ,τ .

Por el contrario, supongamos que existe un ideal bilateral cerrado propio Ĩπξ,η,µ del álgebra
Yπλ,τ el cual contiene propiamente al ideal Iπξ,η,µ. Entonces existe una clase lateral Aπ ∈ Yπλ,τ la

cual pertenece a Ĩπξ,η,µ \ Iπξ,η,µ. Como en vista de (9.46),

ĺım
n→∞

( Nn∑
k=0

Mn∑
s=1

[
ak,s,nW

0(bk,s,n)
]π(

[X̂λ,τ ]π
)k

+ Iπξ,η,µ
)

= [cI]π + Iπξ,η,µ (9.47)

para todo ak,s,n ∈ SO�, todo bk,s,n ∈ SO�p,w y todo µ ∈ Nλ,τ , existe un número complejo c 6= 0
tal que Aπ − [cI]π ∈ Iπξ,η,µ, porque de otra forma Aπ ∈ Iπξ,η,µ si c = 0, lo cual contradice

nuestra suposición de que Aπ ∈ Ĩπξ,η,µ \ Iπξ,η,µ. Por lo tanto, [cI]π ∈ Ĩπξ,η,µ ya que Aπ ∈ Ĩπξ,η,µ y

Iπξ,η,µ ⊂ Ĩπξ,η,µ. Pero la clase lateral [cI]π, donde c ∈ C\{0}, es invertible en el álgebra de Banach

Yπλ,τ , lo cual implica que el ideal Ĩπξ,η,µ coincide con toda el álgebra Yπλ,τ . Entonces el ideal Ĩπξ,η,µ
no es propio, lo que es una contradicción.
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De aqúı, para (ξ, η, µ) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�)×Nλ,τ y (λ, τ) ∈ Ω̂0, el ideal Iπξ,η,µ ⊂ Yπλ,τ es

maximal si es propio, y el valor de la transformada de Gelfand de la clase lateral [X̂λ,τ ]π ∈ Yπλ,τ
en el punto (ξ, η, µ) identificándolo con el ideal maximal Iπξ,η,µ coincide con µ.

Fijemos (λ, τ) ∈ Ω̂0 y (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�), y consideremos el conjunto

Nξ,η := {µ ∈ Nλ,τ : Iπ /∈ Iπξ,η,µ}. (9.48)

Aseveramos que
Nξ,η = spΛπξ,η

Xπ
ξ,η. (9.49)

En efecto, tomemos µ ∈ Nξ,η y consideremos el álgebra de Banach conmutativa alg (Xπ
ξ,η)

generada por las clases laterales Iπξ,η y Xπ
ξ,η. Tenemos que

Yπλ,τ/Iπξ,η,µ ∼=
(
Yπλ,τ/Jπξ,η

)
/
(
Iπξ,η,µ/Jπξ,η

)
. (9.50)

Pero Yπλ,τ/Jπξ,η = alg (Xπ
ξ,η) por (9.6) y Iπξ,η,µ/Jπξ,η = Îπξ,η,µ, donde Îπξ,η,µ es el ideal del álgebra

de Banach alg (Xπ
ξ,η) que contiene a la clase lateral Xπ

ξ,η − µIπξ,η. De aqúı, por (9.50), la inverti-
bilidad de cualquier clase lateral Aπ + Iπξ,η,µ en el álgebra cociente Yπλ,τ/Iπξ,η,µ es equivalente a

la invertibilidad de la clase lateral Aπξ,η + Îπξ,η,µ en el álgebra cociente alg (Xπ
ξ,η)/Îπξ,η,µ. Por eso,

como la clase lateral [X̂λ,τ − µI]π ∈ Iπξ,η,µ no es invertible debido a que Iπ /∈ Iπξ,η,µ, concluimos

que la clase lateral (Xπ
ξ,η − µIπξ,η) ∈ Îπξ,η,µ tampoco es invertible, y vice versa. Por lo tanto este

µ está en spΛπξ,η
Xπ
ξ,η, y aśı Nξ,η ⊂ spΛπξ,η

Xπ
ξ,η.

Por el contrario, si µ ∈ spΛπξ,η
Xπ
ξ,η para (ξ, η) ∈ Mλ(SO�)×Mτ (SO�), entonces Îπξ,η,µ es un

ideal maximal de alg (Xπ
ξ,η), y por eso Îπξ,η,µ 6= alg (Xπ

ξ,η). Pero entonces de (9.50) se sigue que
Iπξ,η,µ es un ideal propio de Yπλ,τ , lo cual implica que Iπ /∈ Iπξ,η,µ. De aqúı, como spΛπξ,η

Xπ
ξ,η ⊂ Nλ,τ ,

concluimos que µ ∈ Nλ,τ y en consecuencia spΛπξ,η
Xπ
ξ,η ⊂ Nλ,τ , lo cual completa la prueba de

(9.49).
Resta probar que

Mξ,η = Nξ,η (9.51)

para todo (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�) y todo (λ, τ) ∈ Ω̂0.
El Corolario 9.4 y (9.41) implican la relación L̃p,w,ν(ξ) ⊂ Nλ,τ , y por consiguiente, invocando

(9.43) y (9.48), obtenemos que
Mξ,η ⊂ Nξ,η. (9.52)

Aplicando (9.49) y (9.7), concluimos que Nξ,η ⊂ L̃p,w,ν(ξ), por lo cual

Nξ,η ⊂ L̃p,w,ν(ξ) ∩ {µ ∈ Nλ,τ : Iπ /∈ Iπξ,η,µ} = Mξ,η. (9.53)

Ahora, combinando (9.52) y (9.53), obtenemos (9.51).
Finalmente, de (9.49) y (9.51) se sigue que

spΛπξ,η
Xπ
ξ,η = Mξ,η, (9.54)

lo cual junto con el Corolario 9.3 nos da (9.44) para todo (ξ, η) ∈ Ω0.
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9.3. Espectro local: identificación

Estudiemos bajo que condiciones Mξ,η = L̃p,w,ν(ξ). Sea (λ, τ) ∈ Ω̂0, donde Ω̂0 está dado
por (9.4), y sea (ξ, η) ∈ Mλ(SO�) × Mτ (SO�) que tiene entradas coherentes ξ y η. Por la
Subsección 6.3, las entradas ξ y η de una pareja (ξ, η) ∈ Mλ(SO�) ×Mτ (SO�) son llamadas
coherentes, si para conjuntos numerables arbitrarios {ak}k∈N ⊂ SO� y {bk}k∈N ⊂ SO�p,w existe
una sucesión {yn} ⊂ R+ tal que ĺım

n→∞
yn = +∞ y para todo k ∈ N se cumple (6.76), si (ξ, η) ∈

Mλ(SO�)×M∞(SO�), y se cumple (6.77) si (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mτ (SO�).
Aplicando la teoŕıa de operadores pseudodiferenciales de Mellin con śımbolos lentamente

oscilatorios y técinas de operadores ĺımite, se puede probar la siguiente afirmación.

Teorema 9.6. Si (λ, τ) ∈ Ω̂0 y la pareja (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�) tiene entradas coherentes,
entonces

Mξ,η = L̃p,w,ν(ξ). (9.55)

Demostración. Fijemos (λ, τ) ∈ Ω̂0 y consideremos la pareja (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�) con
entradas coherentes. De acuerdo a (9.43), es suficiente probar que

Iπ /∈ Iπξ,η,µ para todo µ ∈ L̃p,w,ν(ξ). (9.56)

Claramente, los ideales Iπξ,η,µ del álgebra de Banach Yπλ,τ consisten de las clases laterales que
tienen la forma

ĺım
ν→∞

{
[aνAν ]π +

Mν∑
m=1

[W 0(bm,ν)]π[Bm,ν ]π +
(
[X̂λ,τ ]π − µIπ

)
[Cν ]π

}
, (9.57)

donde aν ∈ SO�, aν(ξ) = 0, bm,ν ∈ SO�p,w, bm,ν(η) = 0, y Aν , Bm,ν , Cν ∈ Yπλ,τ .

Contrariamente a (9.56), supongamos que Iπ ∈ Iπξ,η,µ para algún µ ∈ L̃p,w,ν(ξ). Entonces, por
(9.57), existen una sucesión de operadores compactos Kν ∈ Kp,w y una sucesión de operadores

Tν := w

(
aνAν +

Mν∑
m=1

W 0(bm,ν)Bm,ν +
(
X̂λ,τ − µI

)
Cν +Kν

)
w−1I (9.58)

en B(Lp(R)) tales que
ĺım
ν→∞

Tν = I. (9.59)

Si (ξ, η) ∈Mλ(SO�)×Mτ (SO�), donde (λ, τ) ∈ R×{∞}, entonces de (6.76), (9.58), (6.22),
el Lema 6.5 y el Lema 6.8(i) se sigue que

s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
U−λ

(
Tν − w

(
X̂λ,τ − µI

)
Cνw

−1I
)
UλVyn

)
= 0, (9.60)

y por consiguiente en el espacio Lp(R),

s-lim
n→∞

ĺım
ν→∞

(
Vy−1

n
U−λTνUλVyn

)
= ĺım

ν→∞
s-lim
n→∞

(
Vy−1

n
U−λTνUλVyn

)
= ĺım

ν→∞

(
|x|δξ

(
X̂0,∞ − µI

)
Ĉν |x|−δξI

)
= |x|δξ

(
X̂0,∞ − µI

)
Ĉ|x|−δξI, (9.61)
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donde
δξ = ξ(σλ) = ĺım

n→∞

(
y−1
n v′(λ+ y−1

n )
)

y los siguientes ĺımites fuertes existen en Bp:

|x|δξĈν |x|−δξI = s-lim
n→∞

(
wCνw

−1I
)
, |x|δξĈ|x|−δξI = ĺım

ν→∞

(
|x|δξĈν |x|−δξI

)
. (9.62)

Aśı, de (9.59) y (9.61) se sigue que

|x|δξ
(
X̂0,∞ − µI

)
Ĉ|x|−δξI = I. (9.63)

Se ve fácilmente que el operador |x|δξĈ|x|−δξI pertenece al subálgebra de Banach conmutativa
A0,∞ := alg {|x|δξX̂0,∞|x|−δξI} de Bp generada por los operadores I y |x|δξX̂0,∞|x|−δξI. Más
aún, aplicando (9.21), deducimos por analoǵıa con (9.25) que

Υ
(
|x|δξX̂0,∞|x|−δξI

)
Υ−1

=

[
(I + |x|δξSR+ |x|−δξI)/2 0

0 (I + |x|δξSR+ |x|−δξI)/2

]
.

(9.64)

Por la demostración del Teorema 8.5, el operador

(I + |x|δξSR+ |x|−δξI)/2 ∈ Bp

es similar al operador de convolución de Mellin Co(̂bν(ξ)) ∈ B(Lp(R+, dµ)), donde

b̂ν(ξ)(λ) :=
[
1 + coth

(
πλ+ πiν(ξ)

)]
/2 y ν(ξ) = 1/p+ δξ.

De aqúı, por el Teorema 8.3, de (9.64) se sigue que

spΛ

(
|x|δξX̂0,∞|x|−δξI

)
= spB(Lp(R+,dµ)) Co(̂bν(ξ)) = L̃p,w,ν(ξ). (9.65)

Como µ ∈ L̃p,w,ν(ξ) pertenece al espectro del operador |x|δξX̂0,∞|x|−δξI, concluimos que el

operador |x|δξ
(
X̂0,∞ − µI

)
Ĉ|x|−δξI está contenido en un ideal maximal del álgebra de Banach

A0,∞, lo cual contradice la igualdad (9.58) y prueba (9.55) en el caso (ξ, η) ∈ Mλ(SO�) ×
M∞(SO�), donde λ ∈ R.

Ahora sea (ξ, η) ∈ Mλ(SO�) ×Mτ (SO�), donde (λ, τ) ∈ {∞} × R. Entonces deducimos de
(6.77), (9.58), el Lema 6.5 y el Lema 6.8(ii) que

s-lim
n→∞

(
Vyneτ

(
Tν − w

(
X̂λ,τ − µI

)
Cνw

−1I
)
e−τVy−1

n

)
= 0,

y por lo tanto en el espacio Lp(R),

s-lim
n→∞

ĺım
ν→∞

(
VyneτTνe−τVy−1

n

)
= ĺım

ν→∞
s-lim
n→∞

(
VyneτTνe−τVy−1

n

)
= ĺım

ν→∞

(
|x|δξ

(
X̂∞,0 − µI

)
Ĉν |x|−δξI

)
= |x|δξ

(
X̂∞,0 − µI

)
Ĉ|x|−δξI, (9.66)

donde
δξ := ξ(σ∞) = ĺım

n→∞

(
ynv
′(yn)

)
.
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y existen los ĺımites fuertes (9.62) en Bp. Aśı, de (9.59) y (9.66) se sigue que

|x|δξ
(
X̂∞,0 − µI

)
Ĉ|x|−δξI = I. (9.67)

Como X̂∞,0 = X̂0,∞, deducimos de (9.65) que

spΛ

(
|x|δξX̂∞,0|x|−δξI

)
= L̃p,w,ν(ξ),

donde ν(ξ) = 1/p+ δξ para ξ ∈M∞(SO�). Por consiguiente, µ ∈ L̃p,w,ν(ξ) pertenece al espectro

del operador |x|δξX̂∞,0|x|−δξI, lo cual análogamente al caso previo contradice la igualdad (9.67).
Esto prueba (9.55) en el caso (ξ, η) ∈M∞(SO�)×Mτ (SO�), donde τ ∈ R.

10. Resultados principales para el álgebra de Banach Ap,w

Esta sección contiene los resultados principales del trabajo: un cálculo simbólico para el
álgebra de Banach Ap,w y un criterio de la propiedad de Fredholm para los operadores A ∈ Ap,w.
En esta sección suponemos que 1 < p <∞ y que el peso w ∈ Ap(R) satisface la condición (A)
de la Subsección 6.2, y por eso w es equivalente a un peso lentamente oscilatorio.

10.1. Corolario del teorema de dos idempotentes

Para cada (ξ, η) en Ω0 dado por (7.1), concluimos del Teorema 9.5 y (9.43) que

spΛπξ,η
Xπ
ξ,η = spAπξ,η

Xπ
ξ,η = Mξ,η ⊂ L̃p,w,ν(ξ),

donde L̃p,w,ν(ξ) está dado por (9.8) y (9.9). De aqúı, tomando A = alg {E,P,Q} = Aπξ,η, B = Λπξ,η
y X = E − (P −Q)2 = Xπ

ξ,η en el Teorema 9.5, donde E = Iπξ,η y los idempotentes P = P πξ,η y
Q = Qπξ,η están dados por (5.12) si (ξ, η) ∈

⋃
λ∈RMλ(SO�)×M∞(SO�) y por (5.13) si (ξ, η) ∈

M∞(SO�)×
⋃
τ∈RMτ (SO�), inmediatamente deducimos el siguiente corolario del Teorema 7.1,

el Lema 7.2, el Teorema 9.5.

Teorema 10.1. Sea 1 < p < ∞, sea w ∈ Ap(R) un peso que satisface la condición (A) de la
Subsección 6.2, y sea (ξ, η) ∈ Ω0. Entonces el álgebra de Banach Aπξ,η es inversamente cerrada
en el álgebra de Banach Λπξ,η, y

(i) para cada µ ∈Mξ,η, la aplicación πµ : {Iπξ,η, P πξ,η, Qπξ,η} → C2×2 dada por πµ(Iπξ,η) = I2×2,

πµ(P πξ,η) =

[
1 0
0 0

]
, πµ(Qπξ,η) =

[
µ

√
µ(1− µ)√

µ(1− µ) 1− µ

]
se extiende a un homomorfismo de álgebras de Banach πµ : Aπξ,η → C2×2, donde

√
µ(1− µ)

es cualquier valor arbitrario de la ráız cuadrada;

(ii) una clase lateral Aπξ,η ∈ Aπξ,η es invertible en el álgebra de Banach Λπξ,η (equivalentemente,

en Aπξ,η) si y sólo si det
[
πµ(Aπξ,η)

]
6= 0 para todo µ ∈Mξ,η.
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10.2. Álgebras de Banach Aπξ,η para ξ, η ∈M∞(SO�)

De acuerdo al Lema 5.6(iii), el álgebra de Banach Aπξ,η para cada (ξ, η) ∈ M∞(SO�) ×
M∞(SO�) está generada por todas las clases laterales

[
aW 0(b)

]π
ξ,η

donde a ∈ C(R) y b ∈ Cp,w(R),
y por eso es conmutativa debido al Teorema 4.6. De aqúı tenemos lo siguiente.

Lema 10.2. Si (ξ, η) ∈M∞(SO�)×M∞(SO�), entonces Aπξ,η es un álgebra de Banach conmu-
tativa isomorfa al álgebra C(X ,C) donde

X = {(−∞,−∞), (−∞,+∞), (+∞,−∞), (+∞,+∞)}, (10.1)

y la transformada de Gelfand

Γ : Aπξ,η → C(X ,C), Aπξ,η 7→
(
Γ(Aπξ,η)

)
(·, ·)

está dada para a ∈ C(R), b ∈ Cp,w(R) y x ∈ Xj,k (j, k ∈ {0, 1}) por(
Γ([aI]πξ,η)

)
(x) = a(ξ+)(1− j) + a(ξ−)j,(

Γ([W 0(b)]πξ,η)
)
(x) = b(η+)(1− k) + b(η−)k,

(10.2)

donde

X0,0 = {(−∞,−∞)}, X0,1 = {(−∞,+∞)},
X1,0 = {(+∞,−∞)}, X1,1 = {(+∞,+∞)}.

Demostración. Fijemos (ξ, η) ∈ M∞(SO�) × M∞(SO�). Por el Lema 5.6(iii), el álgebra de
Banach Aπξ,η está generada por todas las clases laterales

[
ãξW

0(̃bη)
]π
ξ,η
, donde las funciones

ãξ ∈ C(R), b̃η ∈ Cp(R) son de la forma (5.3). De aqúı,

Aπξ,η = alg
{

[cW 0(d)]πξ,η : c ∈ C(R), d ∈ Cp(R)
}
,

y en vista del Lema 4.3(c) el álgebra de Banach Aπξ,η es conmutativa.
Obviamente, el espacio de ideales maximales M(Aπξ,η) de Aπξ,η puede ser identificado con el

conjunto de cuatro puntos X dado por (10.1). En efecto, Aπξ,η = alg {E,P,Q}, donde P,Q están
dados por (5.14) y E = Iπξ,η. Por analoǵıa con la prueba de (9.10) (o similarmente a [20, p. 261]),
concluimos que

spAπξ,η
P = {0, 1}, spAπξ,η

Q = {0, 1},

y en consecuencia el espacio de ideales maximales X = M(Aπξ,η) de Aπξ,η es la unión de los
siguientes cuatro conjuntos no vaćıos

Xj,k :=
{
y ∈ X : (ΓP )(y) = 1− j, (ΓQ)(y) = 1− k

}
, j, k ∈ {0, 1},

donde Γ : Aπξ,η → C(X ) es la transformada de Gelfand. Si a ∈ C(R), b ∈ Cp(R), (ξ, η) ∈
M∞(SO�)×M∞(SO�) y y ∈ Xj,k, entonces deducimos del Teorema 5.4 y (5.3) que(

Γ[aI]πξ,η

)
(y) = a(ξ+)(1− j) + a(ξ−)j,(

Γ[W 0(b)]πξ,η

)
(y) = b(η+)(1− k) + b(η−)k.

78



Por eso, X = X0,0 ∪ X0,1 ∪ X1,0 ∪ X1,1, donde los conjuntos Xj,k pueden identificarse con

X0,0 = {(−∞,−∞)}, X0,1 = {(−∞,+∞)},
X1,0 = {(+∞,−∞)}, X1,1 = {(+∞,+∞)},

lo cual completa la prueba.

Corolario 10.3. Si (ξ, η) ∈ M∞(SO�) × M∞(SO�), entonces el álgebra de Banach Aπξ,η es
inversamente cerrada en el álgebra de Banach Λπξ,η, y una clase lateral Aπξ,η ∈ Aπξ,η es invertible
en el álgebra de Banach Λπξ,η (equivalentemente, en Aπξ,η) si y solo si(

Γ(Aπξ,η)
)
(±∞,+∞) 6= 0,

(
Γ(Aπξ,η)

)
(±∞,−∞) 6= 0.

Demostración. Fijemos (ξ, η) ∈M∞(SO�)×M∞(SO�). Como el espectro spAπξ,η
Aπξ,η de cualquier

clase lateral Aπξ,η ∈ Aπξ,η es finito debido al Lema 10.2 y por consiguiente su interior es vaćıo,
deducimos de [69, Teorema 10.18] que

spΛπξ,η
Aπξ,η = spAπξ,η

Aπξ,η,

lo cual implica la cerradura de la inversión de Aπξ,η en Λπξ,η. Entonces el criterio de invertibilidad
para Aπξ,η de sigue directamente del Lema 10.2.

10.3. Homomorfismos de álgebras de Banach de Ap,w

Consideremos los conjuntos

Ω0 :=

( ⋃
λ∈R

Mλ(SO�)×M∞(SO�)

)
∪
(
M∞(SO�)×

⋃
τ∈R

Mτ (SO�)

)
,

Ω̃ :=

( ⋃
(ξ,η)∈Ω0

{(ξ, η)} ×Mξ,η

)
∪
(
M∞(SO�)×M∞(SO�)× {0, 1}

)
.

Para cada (ξ, η, µ) ∈ Ω̃, consideremos la aplicación

Θξ,η,µ :
{

[aI]πξ,η : a ∈ PSO�
}
∪
{

[W 0(b)]πξ,η : b ∈ PSO�p,w
}
→ C2×2

dada por las siguientes fórmulas:

Θξ,η,µ([aI]πξ,η) =

[
a(ξ+) 0

0 a(ξ−)

]
,

Θξ,η,µ([W 0(b)]πξ,η) =

[
b(η+)µ+ b(η−)(1− µ) [b(η+)− b(η−)]%(µ)

[b(η+)− b(η−)]%(µ) b(η+)(1− µ) + b(η−)µ

]
,

(10.3)

donde %(µ) es cualquier valor fijo de
√
µ(1− µ).

Lema 10.4. Sea 1 < p <∞ y sea w ∈ Ap(R) un peso que satisface la condición (A). Para cada

(ξ, η, µ) ∈ Ω̃, la aplicación Θξ,η,µ, dada en los generadores de las álgebras de Banach Aπξ,η por las

fórmulas (10.3), se extiende a un homomorfismo de álgebras de Banach Θξ,η,µ : Aπξ,η → C2×2.
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Demostración. El Teorema 10.1 implica que para todo (ξ, η) ∈ Ω0 y todo µ ∈ Mξ,η podemos
definir las aplicaciones

Θξ,η,µ : Aπξ,η → C2×2, Aπξ,η 7→ πµ(Aπξ,η) (10.4)

donde los homomorfismos πµ : Aπξ,η → C2×2 están descritos en el Teorema 10.1(i). Aśı, para
todo

(ξ, η, µ) ∈
⋃

(ξ,η)∈Ω0

{(ξ, η)} ×Mξ,η,

las aplicaciones (10.4) son homomorfismos de álgebras de Banach. Primero, verifiquemos que las
fórmulas (10.3) son consistentes con el Teorema 10.1 y el Lema 5.6(i),(ii).

(i) Sea (ξ, η) ∈
⋃
λ∈RMλ(SO�) ×M∞(SO�). Entonces del Teorema 5.4, el Lema 5.6 y el

Teorema 10.1 se sigue que los homomorfismos de álgebras de Banach (10.4) actúan en los gene-
radores del álgebra de Banach Aπξ,η por

Θξ,η,µ([aI]πξ,η) = πµ

(
a(ξ−)[χ−λ I]πξ,η + a(ξ+)[χ+

λ I]πξ,η

)
=

[
0 0
0 1

]
⊗ a(ξ−) +

[
1 0
0 0

]
⊗ a(ξ+) =

[
a(ξ+) 0

0 a(ξ−)

]
,

Θξ,η,µ([W 0(b)]πξ,η) = πµ

(
b(η+)[W 0(χ−0 )]πξ,η + b(η−)[W 0(χ+

0 )]πξ,η

)
=

[
µ %(µ)
%(µ) 1− µ

]
⊗ b(η+) +

[
1− µ −%(µ)
−%(µ) µ

]
⊗ b(η−)

=

[
b(η+)µ+ b(η−)(1− µ) [b(η+)− b(η−)]%(µ)

[b(η+)− b(η−)]%(µ) b(η+)(1− µ) + b(η−)µ

]
,

lo cual es consistente con (10.3).
(ii) Análogamente, para (ξ, η) ∈M∞(SO�)×

⋃
τ∈RMτ (SO�) los homomorfismos de álgebras

de Banach (10.4) están definidos en los generadores del álgebra de Banach Aπξ,η por

Θξ,η,µ([aI]πξ,η) = πµ

(
a(ξ+)[χ−0 I]πξ,η + a(ξ−)[χ+

0 I]πξ,η

)
=

[
1 0
0 0

]
⊗ a(ξ+) +

[
0 0
0 1

]
⊗ a(ξ−) =

[
a(ξ+) 0

0 a(ξ−)

]
,

Θξ,η,µ([W 0(b)]πξ,η) = πµ

(
b(η−)[W 0(χ−τ )]πξ,η + b(η+)[W 0(χ+

τ )]πξ,η

)
=

[
1− µ −%(µ)
−%(µ) µ

]
⊗ b(η−) +

[
µ %(µ)
%(µ) 1− µ

]
⊗ b(η+)

=

[
b(η+)µ+ b(η−)(1− µ) [b(η+)− b(η−)]%(µ)

[b(η+)− b(η−)]%(µ) b(η+)(1− µ) + b(η−)µ

]
,

lo cual es consistente con (10.3).
(iii) Ahora sea (ξ, η) ∈M∞(SO�)×M∞(SO�). En este caso, tomando en cuenta el Lema 10.2,

ponemos

Θξ,η,0(Aπξ,η) :=

[
(Γ(Aπξ,η))(−∞,+∞) 0

0 (Γ(Aπξ,η))(+∞,−∞)

]
Θξ,η,1(Aπξ,η) :=

[
(Γ(Aπξ,η))(−∞,−∞) 0

0 (Γ(Aπξ,η))(+∞,+∞)

] (10.5)
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donde la transformada de Gelfand

Γ : Aπξ,η → C(X ,C), Aπξ,η 7→ (Γ(Aπξ,η))(·, ·)

está dada por (10.2). En consecuencia, para cada (ξ, η, µ) ∈ M∞(SO�) ×M∞(SO�) × {0, 1}
las aplicaciones Θξ,η,µ : Aπξ,η → C2×2 también son homomorfismos de álgebras de Banach, y de

(10.5) y (10.2) se sigue que las matrices Θξ,η,µ([aI]πξ,η) y Θξ,η,µ([W 0(b)]πξ,η) para a ∈ PSO� y
b ∈ PSO�p,w también están dadas por las fórmulas (10.3).

El Lema 10.4, el Teorema 10.1 y el Corolario 10.3 implican inmediatamente lo siguiente.

Corolario 10.5. Para cada (ξ, η) ∈ Ω, donde Ω = Ω0 ∪
(
M∞(SO�) ×M∞(SO�)

)
, una clase

lateral Aπξ,η ∈ Aπξ,η es invertible en el álgebra de Banach Λπξ,η (equivalentemente, en Aπξ,η) si y solo

si las matrices Θξ,η,µ

(
Aπξ,η

)
son invertibles para todo µ ∈Mξ,η si (ξ, η) ∈ Ω0 y todo µ ∈ {0, 1} si

(ξ, η) ∈M∞(SO�)×M∞(SO�).

10.4. Cálculo simbólico y la propiedad de Fredholm para el álgebra de Banach
Ap,w

Para cada (ξ, η, µ) ∈ Ω̃, definimos la aplicación

Ψξ,η,µ :
{
aI : a ∈ PSO�

}
∪
{
W 0(b) : b ∈ PSO�p,w

}
→ C2×2

dada por las siguientes fórmulas:

Ψξ,η,µ(aI) =

[
a(ξ+) 0

0 a(ξ−)

]
,

Ψξ,η,µ(W 0(b)) =

[
b(η+)µ+ b(η−)(1− µ) [b(η+)− b(η−)]%(µ)

[b(η+)− b(η−)]%(µ) b(η+)(1− µ) + b(η−)µ

]
,

(10.6)

donde %(µ) es cualquier valor fijo de
√
µ(1− µ).

Como Ψξ,η,µ = Θξ,η,µ ◦ δξ,η para todo (ξ, η, µ) ∈ Ω̃, donde δξ,η está dado por (5.9)–(5.10) y
Θξ,η,µ está dado por (10.3), el Lema 10.4 implica inmediatamente lo siguiente.

Teorema 10.6. Sea 1 < p < ∞ y sea w ∈ Ap(R) un peso que satisface la condición (A). Las

aplicaciones Ψξ,η,µ

(
(ξ, η, µ) ∈ Ω̃

)
, dadas en los generadores del álgebra de Banach Ap,w por las

fórmulas (10.6), se extienden a homomorfismos de álgebras de Banach Ψξ,η,µ : Ap,w → C2×2.

A cualquier operador A ∈ Ap,w le asignamos la función matricial

A : Ω̃→ C2×2, (ξ, η, µ) 7→ A(ξ, η, µ) := Ψξ,η,µ(A),

llamada el śımbolo del operador A.
Aplicando la cerradura de la inversión de las álgebras de Banach Aπξ,η en las álgebras de

Banach Λπξ,η para todo (ξ, η) ∈ Ω (ver el Teorema 10.1 y el Corolario 10.3) y la definición de
śımbolos de Fredholm para operadores A ∈ Ap,w, deducimos inmediatamente del Teorema 10.6,
el Corolario 5.5 y el Corolario 10.5 el siguiente criterio de la propiedad de Fredholm.
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Teorema 10.7. Sea 1 < p < ∞ y sea w ∈ Ap(R) un peso que satisface la condición (A).
Entonces el álgebra de Banach Aπp,w es inversamente cerrada en el álgebra de Calkin Bπp,w. Un
operador A ∈ Ap,w es de Fredholm en el espacio Lp(R, w) si y sólo si

detA(ξ, η, µ) 6= 0 para todo (ξ, η, µ) ∈ Ω̃. (10.7)

Denotemos por BC(Ω̃,C2×2) a la C∗-álgebra de todas las funciones C2×2-valuadas continuas
en Ω̃. La aplicación śımbolo

Ψ : Ap,w → BC(Ω̃,C2×2), A 7→ A(·, ·, ·),

es un homomorfismo de álgebras de Banach cuyo kernel Ker Ψ contiene al ideal Kp,w de todos
los operadores compactos en el espacio Lp(R, w).

En consecuencia, podemos reescribir el Teorema 10.7 en la forma siguiente.

Teorema 10.8. Sea 1 < p < ∞ y sea w ∈ Ap(R) que satisface la condición (A). Entonces
un operador A ∈ Ap,w es de Fredholm en el espacio Lp(R, w) si y sólo si su śımbolo Ψ(A) es
invertible.

10.5. Casos parciales efectivos

En esta sección presentamos cuatro casos del álgebra de Banach Ap,w en los cuales podemos

reemplazar al conjunto Mξ,η ⊂ L̃p,w,ν(ξ) para cada pareja (ξ, η) ∈ Ω0 por todo el arco circular

L̃p,w,ν(ξ). Como L̃p,w,ν(ξ) es un arco circular con puntos finales 0 y 1, podemos definir una rama

continua de la ráız cuadrada
√
µ(1− µ) para µ ∈ L̃p,w,ν(ξ).

Teorema 10.9. Sea 1 < p <∞, sea w = ev ∈ Ap(R) un peso lentamente oscilatorio, y sea Ap,w
el álgebra de Banach que tiene una de las siguientes formas:

(i) Ap,w := alg (aI,W 0(b) : a ∈ PSO�, b ∈ PCp,w),

(ii) Ap,w := alg
(
aI,W 0(b) : a ∈ PSO�, b ∈ PSO�p,w y existen los ĺimites

ĺım
x→±∞

a(x), ĺım
x→±∞

b(x)
)
,

(iii) Ap,w := alg (aI,W 0(b) : a ∈ alg (PC, SO∞), b ∈ alg (PCp,w, SO∞,p,w)),

(iv) Ap,w := alg (aI,W 0(b) : a ∈ PC, b ∈ PSO�p,w),

donde, además, existen los siguientes ĺımites:

ĺım
x→∞

(xv′(x)) en el caso (ii), ĺım
x→λ

((x− λ)v′(x)) para todo λ ∈ R en el caso (iii),

ĺım
x→∞

(xv′(x)) y ĺım
x→λ

((x− λ)v′(x)) para todo λ ∈ R en el caso (iv). (10.8)

Entonces un operador A ∈ Ap,w es de Fredholm en el espacio Lp(R, w) si y sólo si

detA(ξ, η, µ) 6= 0 para todo (ξ, η, µ) ∈ Ω̆ (10.9)
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donde

Ω̆ :=
( ⋃

(ξ,η)∈Ω0

{(ξ, η)} × L̃p,w,ν(ξ)

)
∪
(
M∞(SO�)×M∞(SO�)×{0, 1}

)
,

ν(ξ) := 1/p+ ĺım
x→∞

(xv′(x)) para todo ξ ∈M∞(SO�) en el caso (ii),

ν(ξ) := 1/p+ ĺım
x→λ

((x− λ)v′(x)) para todo ξ ∈Mλ(SO�) y todo λ ∈ R en

el caso (iii),

ν(ξ) := 1/p+ ĺım
x→λ

((x− λ)v′(x)) para todo ξ ∈Mλ(SO�) y todo λ ∈ R y

ν(ξ) := 1/p+ ĺım
x→∞

(xv′(x)) para todo ξ ∈M∞(SO�) en el caso (iv).

Demostración. Sea Ap,w el álgebra de Banach que tiene una de las formas (i)–(iv), con las
condiciones (10.8) sobre el peso en los casos (ii)–(iv). Necesitamos probar que en todos estos
casos la condición (10.7) es equivalente a la condición (10.9). Claramente, es suficiente verificar
esto para (ξ, η) ∈ Ω0.

Caso (i). Para cada (λ, τ) ∈ Ω̂0 (ver (9.4)) y cada ξ ∈ Mλ(SO�) existe un η ∈ Mτ (SO�)
tal que la pareja (ξ, η) tiene entradas coherentes. De aqúı, el Teorema 9.6 implica que Mξ,η =

L̃p,w,ν(ξ) para esta pareja (ξ, η). Como b(η̃±) = b(η±) para cada b ∈ PCp,w y cada η̃ ∈Mτ (SO�),
concluimos que para cada operador A ∈ Ap,w el valor de su śımbolo A(ξ, η̃, µ) para ξ ∈Mλ(SO�)

dado y cada (η̃, µ) ∈Mτ (SO�)× L̃p,w,ν(ξ), donde (λ, τ) ∈ Ω̂0, coincide con A(ξ, η, µ). Aśı, en el
caso (i) la condición (10.7) es equivalente a la condición (10.9).

Caso (ii). Para cada λ ∈ R y cada ξ ∈ Mλ(SO�) existe un η ∈ M∞(SO�) tal que la pareja
(ξ, η) tiene entradas coherentes. Análogamente, para cada τ ∈ R y cada η ∈ Mτ (SO�) existe
un ξ ∈ M∞(SO�) tal que la pareja (ξ, η) tiene entradas coherentes. Tomando en cuenta el
hecho de que ν(ξ) = 1/p + ĺımx→∞(xv′(x)) para todo ξ ∈ M∞(SO�) debido a (10.8), otra vez
deducimos del Teorema 9.6 que Mξ,η = L̃p,w,ν(ξ) para las parejas elegidas (ξ, η). Como todas
las funciones a ∈ PSO� y b ∈ PSO�p,w en el caso (ii) tienen ĺımites unilaterales en ∞, y por

eso a(ξ̃±) = a(ξ±) y b(η̃±) = b(η±) para todo ξ̃, η̃ ∈ M∞(SO�), concluimos que para cada
operador A ∈ Ap,w el valor de su śımbolo A(ξ, η̃, µ) para ξ ∈ Mλ(SO�) dado, donde λ ∈ R, y

cada (η̃, µ) ∈ M∞(SO�) × L̃p,w,ν(ξ) coincide con A(ξ, η, µ). Análogamente, para cada operador

A ∈ Ap,w deducimos que el valor de su śımbolo A(ξ̃, η, µ) para η ∈Mτ (SO�) dado, donde τ ∈ R,

y cada (ξ̃, µ) ∈ M∞(SO�) × L̃p,w,ν(ξ) coincide con A(ξ, η, µ). Aśı, en el caso (ii) la condición
(10.7) también es equivalente a la condición (10.9).

Caso (iii). Para cada λ ∈ R y cada η ∈ M∞(SO�) existe un ξ ∈ Mλ(SO�) tal que la pareja
(ξ, η) tiene entradas coherentes. Análogamente, para cada τ ∈ R y cada ξ ∈ M∞(SO�) existe
un η ∈Mτ (SO�) tal que la pareja (ξ, η) tiene entradas coherentes. Tomando en cuenta el hecho
de que ν(ξ) = 1/p + ĺımx→λ((x − λ)v′(x)) para todo ξ ∈ Mλ(SO�) y todo λ ∈ R debido a
(10.8), deducimos del Teorema 9.6 que Mξ,η = L̃p,w,ν(ξ) para las parejas elegidas (ξ, η). Como
todas las funciones a ∈ PSO� y b ∈ PSO�p,w en el caso (iii) tienen ĺımites unilaterales en todos

los puntos de R, y por eso a(ξ̃±) = a(ξ±) y b(η̃±) = b(η±) para todo ξ̃ ∈ Mλ(SO�) y todo
η̃ ∈ Mτ (SO�), donde λ, τ ∈ R, concluimos que para cada operador A ∈ Ap,w el valor de su

śımbolo A(ξ̃, η, µ) para η ∈ M∞(SO�) dado y cada (ξ̃, µ) ∈ Mλ(SO�)× L̃p,w,ν(ξ), donde λ ∈ R,
coincide con A(ξ, η, µ). Análogamente, para cada operador A ∈ Ap,w deducimos que el valor

de su śımbolo A(ξ, η̃, µ) para ξ ∈ M∞(SO�) dado y cada (η̃, µ) ∈ Mτ (SO�) × L̃p,w,ν(ξ), donde
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τ ∈ R coincide con A(ξ, η, µ). Aśı, en el caso (iii) la condición (10.7) también es equivalente a la
condición (10.9).

Caso (iv). Para cada (λ, τ) ∈ Ω̂0 y cada η ∈ Mτ (SO�) existe un ξ ∈ Mλ(SO�) tal que
la pareja (ξ, η) tiene entradas coherentes. Tomando en cuenta el hecho de que en el caso (iv)
ν(ξ) = 1/p + ĺımx→λ((x − λ)v′(x)) para todo ξ ∈ Mλ(SO�) y todo λ ∈ R y que ν(ξ) =
1/p+ ĺımx→∞(xv′(x)) para todo ξ ∈M∞(SO�) debido a (10.8), deducimos del Teorema 9.6 que
Mξ,η = L̃p,w,ν(ξ) para las parejas elegidas (ξ, η). Como a(ξ̃±) = a(ξ±) para cada a ∈ PC y cada

ξ̃ ∈ Mλ(SO�), concluimos que para cada operador A ∈ Ap,w el valor de su śımbolo A(ξ̃, η, µ)

para η ∈ Mτ (SO�) dado y cada (ξ̃, µ) ∈ Mλ(SO�) × L̃p,w,ν(ξ), donde (λ, τ) ∈ Ω̂0, coincide con
A(ξ, η, µ). Aśı, en el caso (iv) la condición (10.7) otra vez es equivalente a la condición (10.9).

Si el álgebra de Banach Ap,w tiene una de las formas (i)–(iv) descritas en el Teorema 10.9,
podemos reducir los conjuntos sobre los cuales están definidos los śımbolos. Introduzcamos la
siguiente subálgebra central Zπp,w del álgebra cociente Aπp,w en cada uno de los casos (i)–(iv):

(i) Zπp,w := alg (aI,W 0(b) : a ∈ SO�, b ∈ Cp,w(Ṙ)),

(ii) Zπp,w := alg
(
aI,W 0(b) : a ∈ SO�, b ∈ SO�p,w y a, b son continuas

en ∞
)
,

(iii) Zπp,w := alg (aI,W 0(b) : a ∈ SO∞, b ∈ SO∞,p,w),

(iv) Zπp,w := alg (aI,W 0(b) : a ∈ C(Ṙ), b ∈ SO�p,w).

Por analoǵıa con la prueba del Teorema 4.11, deducimos en cada uno de los casos (i)–(iv) que
el espacio de ideales maximales M(Zπp,w) de Zπp,w es homeomorfo, respectivamente, al conjunto:

(i) Ω :=
( ⋃
λ∈R

Mλ(SO�)× {∞}
)
∪
(
M∞(SO�)× R

)
∪
(
M∞(SO�)× {∞}

)
,

(ii) Ω :=
( ⋃
λ∈R

Mλ(SO�)× {∞}
)
∪
(
{∞} ×

⋃
τ∈R

Mτ (SO�)
)
∪
(
{∞} × {∞}

)
,

(iii) Ω :=
(
R×M∞(SO�)

)
∪
(
M∞(SO�)× R

)
∪
(
M∞(SO�)×M∞(SO�)

)
,

(iv) Ω :=
(
R×M∞(SO�)

)
∪
(
{∞} ×

⋃
τ∈R

Mτ (SO�)
)
∪
(
{∞} ×M∞(SO�)

)
.

De aqúı, tomando los valores unilaterales comunes a(λ+) := a(ξ+) y a(λ−) := a(ξ−) para todo
ξ ∈ Mλ(SO�) si las funciones consideradas a ∈ PSO� tienen ĺımites unilaterales en el punto
λ ∈ Ṙ, y tomando valores unilaterales comunes b(τ+) := b(η+) y b(τ−) := b(η−) para todo
η ∈ Mτ (SO�) si las funciones consideradas b ∈ PSO�p,w tienen ĺımites unilaterales en un punto

τ ∈ Ṙ, podemos definir los śımbolos para los generadores A = aW 0(b) (a ∈ PSO�, b ∈ PSO�p,w)
del álgebra de Banach Ap,w, como sigue, respectivamente.

(i) Los śımbolos de los generadores A = aW 0(b) están dados por

A(ξ, τ, µ) =

[
a(ξ+)[b(τ+)µ+ b(τ−)(1− µ)] a(ξ+)[b(τ+)− b(τ−)]%(µ)

a(ξ−)[b(τ+)− b(τ−)]%(µ) a(ξ−)[b(τ+)(1− µ) + b(τ−)µ]

]
, (10.10)
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para todo (ξ, τ, µ) ∈ Ω̃, donde

Ω̃ :=
( ⋃

(ξ,τ)∈Ω1

{(ξ, τ)} × L̃p,w,ν(ξ)

)
∪
(
M∞(SO�)× {∞} × {0, 1}

)
,

Ω1 :=
( ⋃
λ∈R

Mλ(SO�)× {∞}
)
∪
(
M∞(SO�)× R

)
. (10.11)

(ii) Los śımbolos de los generadores A = aW 0(b) están dados en el conjunto

Ω̃ :=
( ⋃
ξ∈∆1

{(ξ,∞)} × L̃p,w,ν(ξ)

)
∪
( ⋃
η∈∆2

{(∞, η)} × L̃p,w,ν(∞)

)
∪
(
{∞} × {∞} × {0, 1}

)
, (10.12)

donde
∆1 :=

⋃
λ∈R

Mλ(SO�), ∆2 :=
⋃
τ∈R

Mτ (SO�), ν(∞) := 1/p+ ĺım
x→∞

(xv′(x)),

por las fórmulas

A(ξ,∞, µ)

=

[
a(ξ+)[b(−∞)µ+ b(+∞)(1− µ)] a(ξ+)[b(−∞)− b(+∞)]%(µ)

a(ξ−)[b(−∞)− b(+∞)]%(µ) a(ξ−)[b(−∞)(1− µ) + b(+∞)µ]

]
(10.13)

para todo (ξ,∞, µ) ∈
⋃
ξ∈∆1

(
{(ξ,∞)} × L̃p,w,ν(ξ)

)
,

A(∞, η, µ)

=

[
a(−∞)[b(η+)µ+ b(η−)(1− µ)] a(−∞)[b(η+)− b(η−)]%(µ)

a(+∞)[b(η+)− b(η−)]%(µ) a(+∞)[b(η+)(1− µ) + b(η−)µ]

]
(10.14)

para todo (∞, η, µ) ∈
⋃
η∈∆2

(
{(∞, η)} × L̃p,w,ν(∞)

)
, y

A(∞,∞, µ)

=

[
a(−∞)[b(−∞)µ+ b(+∞)(1− µ)] a(−∞)[b(−∞)− b(+∞)]%(µ)

a(+∞)[b(−∞)− b(+∞)]%(µ) a(+∞)[b(−∞)(1− µ) + b(+∞)µ]

]
(10.15)

para todo µ ∈ {0, 1}.
(iii) Los śımbolos de los generadores A = aW 0(b) están dados en el conjunto

Ω̃ :=
( ⋃

(λ,η)∈∆3

{(λ, η)} × L̃p,w,ν(λ)

)
∪
( ⋃

(ξ,τ)∈∆4

{(ξ, τ)} × L̃p,w,ν(ξ)

)
(10.16)

∪
(
M∞(SO�)×M∞(SO�)× {0, 1}

)
, (10.17)

donde

∆3 := R×M∞(SO�), ∆4 := M∞(SO�)× R,
ν(λ) := 1/p+ ĺım

x→λ
((x− λ)v′(x)) para λ ∈ R,
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por las fórmulas

A(λ, η, µ) =

[
a(λ+)[b(η+)µ+ b(η−)(1− µ)] a(λ+)[b(η+)− b(η−)]%(µ)

a(λ−)[b(η+)− b(η−)]%(µ) a(λ−)[b(η+)(1− µ) + b(η−)µ]

]
(10.18)

para todo (λ, η, µ) ∈
⋃

(λ,η)∈∆3
{(λ, η)} × L̃p,w,ν(λ),

A(ξ, τ, µ) =

[
a(ξ+)[b(τ+)µ+ b(τ−)(1− µ)] a(ξ+)[b(τ+)− b(τ−)]%(µ)

a(ξ−)[b(τ+)− b(τ−)]%(µ) a(ξ−)[b(τ+)(1− µ) + b(τ−)µ]

]
(10.19)

para todo (ξ, τ, µ) ∈
⋃

(ξ,τ)∈∆4
{(ξ, τ)} × L̃p,w,ν(ξ), y

A(ξ, η, µ) =

[
a(ξ+)[b(η+)µ+ b(η−)(1− µ)] a(ξ+)[b(η+)− b(η−)]%(µ)

a(ξ−)[b(η+)− b(η−)]%(µ) a(ξ−)[b(η+)(1− µ) + b(η−)µ]

]
(10.20)

para todo (ξ, η, µ) ∈M∞(SO�)×M∞(SO�)× {0, 1}.
(iv) Los śımbolos de los generadores A = aW 0(b) están dados por

A(λ, η, µ) =

[
a(λ+)[b(η+)µ+ b(η−)(1− µ)] a(λ+)[b(η+)− b(η−)]%(µ)

a(λ−)[b(η+)− b(η−)]%(µ) a(λ−)[b(η+)(1− µ) + b(η−)µ]

]
, (10.21)

para todo (λ, η, µ) ∈ Ω̃, donde

Ω̃ :=
( ⋃

(λ,η)∈Ω2

{(λ, η)} × L̃p,w,ν(λ)

)
∪
(
{∞} ×M∞(SO�)× {0, 1}

)
,

Ω2 :=
(
R×M∞(SO�)

)
∪
(
{∞} ×

⋃
τ∈R

Mτ (SO�)
)
, (10.22)

ν(λ) := 1/p+ ĺım
x→λ

((x− λ)v′(x)) para λ ∈ R, ν(∞) := 1/p+ ĺım
x→∞

(xv′(x)).

11. El método de trayectoria local y la medida espectral

11.1. El método de trayectoria local

Tomando en cuenta la importancia del método de trayectoria local para este trabajo, recor-
demos sus enunciados (ver [33], [38]).

Sea A una C∗-álgebra unitaria y sea Z una C∗-subálgebra central de A con la misma identidad
I. Para un grupo discreto G con unidad e, sea U : g 7→ Ug una representación unitaria de G, es
decir, un homomorfismo del grupo G sobre un grupo UG = {Ug : g ∈ G} de elementos unitarios,
donde Ug1g2 = Ug1Ug2 y Ue = I. Denotemos por

B := alg (A, UG) (11.1)

a la C∗-álgebra minimal que contiene a la C∗-álgebra A y al grupo UG. Asumamos que

(A1) para cada g ∈ G las funciones αg : a 7→ Ug aU
∗
g son ∗-automorfismos de las C∗-álgebras A

y Z.
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De acuerdo a (A1), B es la cerradura del conjunto B0 que consiste de todos los elementos de la
forma b =

∑
agUg donde ag ∈ A y g corre sobre subconjuntos finitos de G.

Como la C∗-álgebra Z es conmutativa, deducimos del teorema de Gelfand-Naimark (ver,
p. ej., [61, § 16]) que Z ∼= C(M(Z)) donde C(M(Z)) es la C∗-álgebra de todas las funciones
continuas con valores complejos sobre el espacio de ideales maximales M(Z) de Z. Además,
si (A1) se cumple, entonces cada ∗-automorfismo αg : Z → Z induce un homeomorfismo βg :
M(Z)→M(Z) dado por la regla

z[βg(m)] = [αg(z)](m), z ∈ Z, m ∈M(Z), g ∈ G, (11.2)

donde z(·) ∈ C(M(Z)) es la transformada de Gelfand del elemento z ∈ Z. Al conjunto G(m) :=
{βg(m) : g ∈ G} se le llama la G-órbita de un punto m ∈M(Z).

En lo que sigue también suponemos que

(A2) G es un grupo discreto dócil.

Por [31], un grupo discreto G es llamado dócil si la C∗-álgebra l∞(G) de todas las funciones
a valores complejos acotadas con la norma suprema en G tiene un promedio invariante, esto es,
tiene un funcional lineal positivo ρ de norma 1 que satisface la condición

ρ(f) = ρ(sf) = ρ(fs) para todo s ∈ G y todo f ∈ l∞(G),

donde (sf)(g) = f(s−1g), (fs)(g) = f(gs), g ∈ G. Los grupos finitos, los grupos conmutativos,
los grupos subexponenciales y los grupos solubles son ejemplos de grupos dóciles (ver, p. ej., [1],
[31], [38]).

Equipemos al conjunto de todos los estados puros PA (ver, p. ej., [21], [60]) de la C∗-álgebra
A con la topoloǵıa inducida ∗ débil, y sea Jm el ideal bilateral cerrado de A generado por el ideal
maximal m ∈ M(Z) de la C∗-álgebra central Z ⊂ A. Por [17, Lema 4.1], si µ ∈ PA, entonces
Kerµ ⊃ Jm donde m := Z ∩ Kerµ ∈ M(Z), y por consiguiente PA =

⋃
m∈M(Z){ν ∈ PA :

Ker ν ⊃ Jm}. Además, supongamos que

(A3) existe un conjunto M0 ⊂ M(Z) tal que para cada conjunto finito G0 ⊂ G y para cada
conjunto abierto no vaćıo W ⊂ PA existe un estado ν ∈W tal que βg(mν) 6= mν para todo
g ∈ G0 \ {e}, donde el punto mν = Z ∩Ker ν pertenece a la G-órbita G(M0) := {βg(m) :
g ∈ G, m ∈M0} del conjunto M0.

Si la C∗-álgebra A es conmutativa, entonces el conjunto PA de todos los estados puros de A
coincide con el conjunto de los funcionales lineales multiplicativos no cero de A (ver, p. ej.,
[21, Corolario 2.3.21]). Por lo tanto, eligiendo Z = A e identificando al conjunto de funcionales
lineales multiplicativos no cero de A con el espacio de ideales maximales M(A) de A, podemos
reescribir (A3) en la forma

(A30) existe un conjunto M0 ⊂M(A) tal que para cada conjunto finito G0 ⊂ G y cada conjunto
abierto no vaćıo W ⊂M(A) existe un punto m0 ∈W ∩G(M0) tal que βg(m0) 6= m0 para
todo g ∈ G0 \ {e}.

Para cada m ∈M(Z), sea π̃m una representación isométrica

π̃m : A/Jm → B(Hm) (11.3)
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del álgebra cociente A/Jm en un espacio de HilbertHm. Además, consideremos el ∗-homomorfismo
canónico %m : A→ A/Jm y la representación

π′m : A→ B(Hm), A 7→ (π̃m ◦ %m)(A). (11.4)

Sea Ω el conjunto de G-órbitas de todos los puntos m ∈ M0 con M0 ⊂ M(Z) tomado de (A3),
sea Hω = Hm donde m = mω es un punto fijo arbitrario de una órbita ω ∈ Ω, y sea l2(G,Hω)
el espacio de Hilbert de todas las funciones f : G → Hω tales que f(g) 6= 0 a lo más para
un conjunto numerable de puntos g ∈ G y

∑
‖f(g)‖2Hω < ∞. Para cada ω ∈ Ω consideremos

la representación πω : B → B(l2(G,Hω)) definida para todo a ∈ A, todo g, h ∈ G y todo
f ∈ l2(G,Hω) por

[πω(a)f ](g) = π′mω(αg(a))f(g), [πω(Uh)f ](g) = f(gh). (11.5)

Modificando ligeramente la prueba del Teorema 4.1 en [38] (cf. también [38, Teorema 4.12]
donde la condición superflua de la cerradura del conjunto M0 ⊂ M(Z) fue impuesta), estable-
cemos el siguiente resultado.

Teorema 11.1. Si las condiciones (A1)–(A3) se satisfacen, entonces un elemento b ∈ B es
invertible en B si y solo si para cada órbita ω ∈ Ω el operador πω(b) es invertible en el espacio
l2(G,Hω) y, en el caso de que Ω sea infinito,

sup
{
‖(πω(b))−1‖ : ω ∈ Ω

}
<∞.

11.2. Una generalización del método de trayectoria local basada en medidas
espectrales

Si la condición (A3) no se cumple necesitamos usar medidas espectrales para descomponer a
la C∗-álgebra inicial en una suma ortogonal de C∗-álgebras para las cuales tal condición se cumple
o estas álgebras pueden ser estudiadas por otros métodos. Aqúı presentamos la generalización
correspondiente al método de trayectoria local elaborado en [33], [38] y complementado en [6].

Sea M un espacio de Hausdorff compacto y H un espacio de Hilbert. Por [61, p. 249], una
medida espectral P (·) es una función de la σ-álgebra R(M) de todos los subconjuntos de Borel
de M en el conjunto de proyecciones ortogonales en B(H) tal que para cada ξ ∈ H la función
∆ 7→ (P (∆)ξ, ξ) es la restricción a conjuntos de Borel de una medida en M definida por una
integral en C(M). De aqúı, para todo ∆1,∆2 ∈ R(M):

(i) P (∅) = 0, P (M) = I (el operador identidad en B(H)),

(ii) P (∆1 ∩∆2) = P (∆1)P (∆2),

(iii) P (∆1 ∪∆2) = P (∆1) + P (∆2) si ∆1 y ∆2 son conjuntos disjuntos.

Ahora consideremos la C∗-álgebra B = alg (A, UG) definida por (11.1) bajo la única condición
(A1) del método de trayectoria local para las C∗-álgebras A y Z ⊂ A. Como es sabido (ver, p.
ej., [22, Teorema 2.6.1]), existe una representación isométrica π : B → B(H) de la C∗-álgebra
B en un espacio de Hilbert H.

Denotemos por R(M(Z)) a la σ-álgebra de todos los subconjuntos de Borel de M(Z), y sea

RG(M(Z)) =
{

∆ ∈ R(M(Z)) : βg(∆) = ∆ para todo g ∈ G
}
, (11.6)
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donde los homeomorfismos βg están dados por (11.2). De acuerdo a [61, § 17], para la repre-
sentación π|Z : Z → B(H) de una C∗-álgebra conmutativa unitaria Z, existe una única medida
espectral Pπ(·) la cual conmuta con todos los operadores en la C∗-álgebra π(Z) y en su conmu-
tante π(Z)′, y tal que

π(z) =

∫
M(Z)

z(m) dPπ(m) para todo z ∈ Z, (11.7)

donde z(·) ∈ C(M(Z)) es la transformada de Gelfand de un elemento z ∈ Z.
Como az = za para todo a ∈ A y todo z ∈ Z, se sigue que

π(a)Pπ(∆) = Pπ(∆)π(a) para todo ∆ ∈ R(M(Z)) y todo a ∈ A. (11.8)

Más aún, si (A1) se cumple entonces, por [38, Lema 4.6],

π(Ug)Pπ(∆) = Pπ(∆)π(Ug) para todo ∆ ∈ RG(M(Z)) y todo g ∈ G. (11.9)

Dado ∆ ∈ RG(M(Z)) tal que Pπ(∆) 6= 0, definimos el espacio de Hilbert

H∆ := Pπ(∆)H = {Pπ(∆)ξ : ξ ∈ H}

e introducimos las siguientes tres C∗-subálgebras de B(H∆):

B∆ := {Pπ(∆)π(b) : b ∈ B},

A∆ := {Pπ(∆)π(a) : a ∈ A}, y Z∆ := {Pπ(∆)π(z) : z ∈ Z}.

Como Z es una C∗-subálgebra central de A, concluimos inmediatamente de (11.8) que Z∆ es
una C∗-subálgebra central de A∆, donde A∆ ⊂ B∆.

Para cada conjunto de Borel ∆ ∈ R(M(Z)), sean Int ∆ y ∆ el interior y la cerradura de ∆,
respectivamente, y sea ∆̃ el subconjunto cerrado de ∆ dado por

∆̃ =
{
m ∈M(Z) : Pπ(Wm ∩∆) 6= 0 para cada vecindad abierta Wm de m

}
. (11.10)

Resumamos algunas propiedades importantes de los conjuntos ∆̃.

Lema 11.2. [38, Lemas 5.1–5.2] Si ∆ ∈ R(M(Z)) e Int ∆ 6= ∅, entonces (i) Pπ(∆) 6= 0; (ii)
Z∆
∼= C(∆̃); (iii) Int ∆ ⊂ ∆̃ ⊂ ∆; (iv) ∆̃ = Int ∆ en el caso Pπ(∆ \ Int ∆) = 0.

Fijemos ∆ ∈ RG(M(Z)). Obviamente, también ∆̃ ∈ RG(M(Z)). Para cada g ∈ G, conside-
remos el operador unitario Ug,∆ := Pπ(∆)π(Ug) en H∆. Como la condición (A1) se cumple, las
funciones

αg,∆ : Pπ(∆)π(a) 7→ Ug,∆Pπ(∆)π(a)U∗g,∆ = Pπ(∆)π(UgaU
∗
g )Pπ(∆) (g ∈ G)

son ∗-automorfismos de las C∗-álgebras Z∆ y A∆. Como Z∆
∼= C(∆̃) donde ∆̃ ∈ RG(M(Z))

y el isomorfismo está dado por Pπ(∆)π(z) 7→ z(·)|
∆̃

donde z(·)|
∆̃

es la restricción de la trans-

formada de Gelfand para z ∈ Z a ∆̃, se sigue que cada ∗-automorfismo αg,∆ induce sobre ∆̃ al
homeomorfismo βg,∆ := βg|∆̃, donde βg está definido por (11.2).

Combinando las propiedades de la medida espectral Pπ(·) con (11.8) y (11.9), obtenemos el
siguiente resultado de descomposición.
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Proposición 11.3. Sea π : B → B(H) una representación isométrica de la C∗-álgebra B =
alg (A, UG) en un espacio de Hilbert H y sea {∆i} una familia a lo más numerable de conjuntos
de Borel disjuntos en RG(M(Z)) tal que Pπ(∆i) 6= 0 para todo i y Pπ(M(Z) \

⋃
i ∆i) = 0. Si la

condición (A1) se cumple, entonces la función

Θ : B→
⊕

i
B∆i , b 7→

⊕
i
Pπ(∆i)π(b)

es un C∗-álgebra homomorfismo isométrico de la C∗-álgebra B en la C∗-álgebra B̃ :=
⊕

iB∆i.
Entonces un elemento b ∈ B es invertible si y solo si para cada i el operador Pπ(∆i)π(b) es
invertible en el espacio de Hilbert H∆i y

sup
i
‖(Pπ(∆i)b)

−1‖ <∞ en el caso que {∆i} es numerable.

Aśı que, es suficiente estudiar las C∗-álgebras B∆i por separado. Si estas álgebras satisfacen
las condiciones (A1)–(A3), podemos aplicar el Teorema 11.1 (para situaciones más generales ver
[38, Sección 5]).

Terminamos esta sección con dos resultados sobre medidas espectrales que son cruciales en
el estudio de algunas C∗-álgebras B∆i . Recordemos (ver, p. ej., [61, § 17]) que si π : A →
B(H) es una representación de una C∗-álgebra unitaria A en un espacio de Hilbert H, entonces
existe un sistema {Hα} de subespacios de H mutuamente ortogonales y un sistema {πα} de
representaciones ćıclicas πα : A → B(Hα) tales que π =

⊕
α πα : A →

⊕
α B(Hα).

Lema 11.4. Sea π : Z → B(H) una representación de una C∗-álgebra unitaria conmutativa
Z en un espacio de Hilbert H, M(Z) el espacio de ideales maximales de Z y π =

⊕
α πα

la descomposición de la representación π en la suma directa de representaciones ćıclicas πα
en los subespacios mutuamente ortogonales Hα del espacio H. Para cada conjunto de Borel
∆ ∈ R(M(Z)) y cada subespacio H′ =

⊕
α∈QHα de H con un conjunto finito Q, existe una

sucesión de elementos zn ∈ Z tal que

Pπ(∆) = s-lim
n→∞

π(zn) en el espacio H′.

Notemos que el Lema 11.4 se sigue de la prueba de [38, Lema 4.6].

Lema 11.5. Sea A una C∗-álgebra unitaria y Z una C∗-subálgebra central de A con la mis-
ma unidad. Sea π : A → B(H) una representación de A en un espacio de Hilbert H. Dado
un conjunto abierto ∆ del espacio de ideales maximales M(Z) de Z, denotemos por Z(∆) al
subconjunto de Z compuesto por los elementos z ∈ Z cuyas transformadas de Gelfand z(·) son
funciones reales en C(M(Z)) con soporte en ∆ y valores en el segmento [0, 1]. Entonces

‖Pπ(∆)π(a)‖B(H) = sup
z∈Z(∆)

‖π(az)‖B(H) para todo a ∈ A. (11.11)

12. La C∗-álgebra B y sus subálgebras

12.1. Cálculo simbólico para la C∗-álgebra A

Sea B := B(L2(R)) la C∗-álgebra de todos los operadores lineales acotados que actúan
en el espacio de Lebesgue L2(R), y sea K el ideal de todos los operadores compactos en B.
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Consideremos las C∗-álgebras

A := alg
(
aI,W 0(b) : a, b ∈ PSO�

)
⊂ B, (12.1)

Z := alg
(
aI,W 0(b) : a, b ∈ SO�

)
⊂ A (12.2)

generadas por los operadores de multiplicación aI y por los operadores de convolución W 0(b)
donde, a, b ∈ PSO� y a, b ∈ SO�, respectivamente.

Por el Teorema 4.11, el espacio de ideales maximales M(Zπ) de la C∗-subálgebra central
Zπ = Z/K de la C∗-álgebra Aπ = A/K es homeomorfo al conjunto

Ω =

( ⋃
λ∈R

Mλ(SO�)×M∞(SO�)

)
∪
(
M∞(SO�)×

⋃
λ∈R

Mλ(SO�)

)
∪
(
M∞(SO�)×M∞(SO�)

) (12.3)

equipado con la topoloǵıa inducida por la topoloǵıa producto de M(SO�)×M(SO�). Conside-
remos los conjuntos

Ω0 =

( ⋃
λ∈R

Mλ(SO�)×M∞(SO�)

)
∪
(
M∞(SO�)×

⋃
λ∈R

Mλ(SO�)

)
, (12.4)

Ω̃ =

( ⋃
(ξ,η)∈Ω0

{(ξ, η)} ×Mξ,η

)
∪
(
M∞(SO�)×M∞(SO�)× {0, 1}

)
, (12.5)

donde Mξ,η es el conjunto introducido en la Subsección 9.2 para cada (ξ, η) ∈ Ω0 y tal que

{0, 1} ⊂Mξ,η ⊂ [0, 1], (12.6)

En efecto, como p = 2, w = 1 y ν(ξ) = 1/2 para todo ξ ∈M(SO�), deducimos del Teorema 9.2
que L̃p,w,ν(ξ) = [0, 1]. Entonces (12.6) se sigue del Teorema 9.2 y el Teorema 9.5.

De acuerdo a la Subsección 10.4, para cada (ξ, η, µ) ∈ Ω̃ definimos la función

Ψξ,η,µ :
{
aI : a ∈ PSO�

}
∪
{
W 0(b) : b ∈ PSO�

}
→ C2×2

dada por las siguientes fórmulas:

Ψξ,η,µ(aI) =

[
a(ξ+) 0

0 a(ξ−)

]
,

Ψξ,η,µ(W 0(b)) =

[
b(η+)µ+ b(η−)(1− µ) [b(η+)− b(η−)]%(µ)

[b(η+)− b(η−)]%(µ) b(η+)(1− µ) + b(η−)µ

]
,

(12.7)

donde %(µ) es cualquier valor fijo de
√
µ(1− µ), y c(ξ+) = c(ξ, 1), c(ξ−) = c(ξ, 0) para c ∈ PSO�

y para puntos (ξ, 1), (ξ, 0) ∈M(PSO�).
Entonces el Teorema 10.6 implica el siguiente resultado.

Teorema 12.1. Las funciones Ψξ,η,µ

(
(ξ, η, µ) ∈ Ω̃

)
dadas en los generadores de la C∗-álgebra

A por las fórmulas (12.7) se extienden a los C∗-álgebra homomorfismos Ψξ,η,µ : A→ C2×2.
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A cualquier operador A ∈ A le asignamos la función matricial acotada

A : Ω̃→ C2×2, (ξ, η, µ) 7→ A(ξ, η, µ) := Ψξ,η,µ(A),

llamada el śımbolo de Fredholm del operador A.
El criterio de Fredholm obtenido en el Teorema 10.6 toma la siguiente forma para la C∗-

álgebra A.

Teorema 12.2. La C∗-álgebra cociente Aπ es inversamente cerrada en el álgebra de Calkin Bπ.
Un operador A ∈ A es de Fredholm en el espacio L2(R) si y solo si

detA(ξ, η, µ) 6= 0 para todo (ξ, η, µ) ∈ Ω̃. (12.8)

Denotemos por B(Ω̃,C2×2) a la C∗-álgebra de todas las funciones en Ω̃ acotadas con valores
en C2×2.

Teorema 12.3. La función śımbolo de Fredholm

Ψ : A→ B(Ω̃,C2×2), A 7→ A(·, ·, ·),

es un C∗-álgebra homomorfismo cuyo kernel Ker Ψ coincide con el ideal K de todos los operadores
compactos en el espacio L2(R).

Demostración. Como sabemos (ver, p. ej. la Subsección 10.4), K ⊂ Ker Ψ. Solo resta probar que
Ker Ψ ⊂ K. Se sigue del Teorema 12.2 que para cada A ∈ A,

|A|2 = r((AA∗)π) = máx
(ξ,η,µ)∈Ω̃

r(A(ξ, η, µ)A∗(ξ, η, µ))

= r(Ψ(A)Ψ(A)∗I) = ‖Ψ(A)I‖2B(L2(Ω̃,C2))
, (12.9)

donde r(Y ) es el radio espectral de Y . Si A ∈ Ker Ψ, esto es, si Ψ(A)I = 0, entonces deducimos
de (12.9) que |A| = 0, por lo cual A ∈ K, lo que completa la demostración.

Corolario 12.4. La función

Ψ0 : Aπ → B(Ω̃,C2×2), Aπ 7→ A(·, ·, ·),

es un C∗-álgebra isomorfismo de la C∗-álgebra Aπ sobre la C∗-álgebra Ψ(A) = Ψ0(Aπ) ⊂
B(Ω̃,C2×2).

Podemos reescribir el Teorema 12.2 en la siguiente forma.

Teorema 12.5. Un operador A ∈ A es de Fredholm en el espacio L2(R) si y solo si el śımbolo
de Fredholm Ψ(A) es invertible.
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12.2. La acción del grupo G sobre el espacio de ideales maximales de una
C∗-subálgebra central de Aπ

Consideremos el grupo conmutativo G que consiste de todas las traslaciones

gh : R→ R, x 7→ x− h (h ∈ R), (12.10)

con el producto ghgs = gh+s para todo h, s ∈ R. Dado un desplazamiento gh ∈ G, definimos el
operador de desplazamiento unitario Uh definido en L2(R) por

(Uhf)(x) := f(x− h), for x ∈ R. (12.11)

Como es sabido (ver, p. ej., [59, Teorema 4.1]), para todas las funciones a, b ∈ PSO� y cada
traslación g ∈ G,

UgaU
−1
g = (a ◦ g)I, UgW

0(b)U−1
g = W 0(b), (12.12)

donde a◦g ∈ SO� para a ∈ SO� debido a [5, Lema 4.2], y de aqúı a◦g ∈ PSO� para a ∈ PSO�.
En consecuencia, para cada g ∈ G, la función

αg : Aπ 7→ Uπg A
π(Uπg )−1 (12.13)

es un ∗-automorfismo de las C∗-álgebras Aπ y Zπ. Aśı, la condición (A1) del método de trayec-
toria local descrito en la Sección 11 se satisface.

Para cada desplazamiento g ∈ G, usaremos la misma letra g para denotar al homeomorfismo
ξ 7→ g(ξ) en M(SO�) dado por

a(g(ξ)) = (a ◦ g)(ξ) para todo a ∈ SO� y ξ ∈M(SO�), (12.14)

donde a(ξ) := ξ(a). De (12.12) y el Teorema 4.11 se sigue que

[Γ(Uπg Z
π(Uπg )−1)](ξ, η) = [Γ(Zπ)](g(ξ), η) para todo Z ∈ Z, g ∈ G, (ξ, η) ∈ Ω,

donde Γ : Zπ → C(Ω) es la transformada de Gelfand descrita en el Teorema 4.11. De aqúı, cada
difeomorfismo g ∈ G induce en Ω un homeomorfismo βg que actúa por la regla

βg : Ω→ Ω, (ξ, η) 7→ (g(ξ), η) , (12.15)

donde g(ξ) está dado por (12.14). Describamos al conjunto de puntos fijos de los homeomorfismos
βg (g ∈ G).

Teorema 12.6. El conjunto de todos los puntos fijos para cada homeomorfismo βg (g ∈ G\{e})
coincide con el conjunto

(
M∞(SO�)×

⋃
λ∈RMλ(SO�)

)
∪
(
M∞(SO�)×M∞(SO�)

)
.

Demostración. Fijemos (ξ, η) ∈
(
M∞(SO�)×

⋃
λ∈RMλ(SO�)

)
∪
(
M∞(SO�)×M∞(SO�)

)
. Por

(12.15), βg(ξ, η) = (g(ξ), η), y aseveramos que g(ξ) = ξ para todo ξ ∈ M∞(SO�) y todo g ∈ G.
Para probar la última igualdad es suficiente demostrar que

a(g(ξ)) = a(ξ) para todo a ∈ SO�. (12.16)

Fijemos a ∈ SO�. De acuerdo a [5, Corolario 4.4] (ver también [14, Proposición 4.2 y Corola-
rio 4.3]), existe una sucesión {xn} ⊂ R tal que xn → +∞ y

a(ξ) = ĺım
n→∞

a(xn), a(g(ξ)) = (a ◦ g)(ξ) = ĺım
n→∞

a(g(xn)). (12.17)
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Fijemos h ∈ R y tomemos el desplazamiento g ∈ G \ {e} que actúa por la regla g(x) = x − h
para todo x ∈ R. Tomando rn = xn → +∞ cuando n →∞, tenemos que |h| < rn/2 para cada
h ∈ R y todo n ∈ N suficientemente grande. Entonces

rn/2 ≤ mı́n{xn, xn − h} < máx{xn, xn − h} ≤ 3rn/2 (12.18)

Como a ∈ SO�, se sigue de la definición de SO� que

ĺım
n→∞

osc
(
a, [−3rn,−rn/2] ∪ [rn/2, 3rn/2]

)
= 0. (12.19)

Como xn, g(xn) ∈ [rn/2, 3rn/2] debido a (12.18), deducimos de (12.19) que

ĺım
n→∞

a(xn) = ĺım
n→∞

a(g(xn))

y por lo tanto (12.16) se sigue de (12.17). Claramente, los homeomorfismos βg relacionados con
las traslaciones g ∈ G \ {e} no tienen otros puntos fijos.

12.3. Forma general de operadores del tipo de convolución con desplazamien-
tos

Estudiemos la invertibilidad de los operadores funcionales que son los elementos de la C∗-
álgebra

A := alg (PSO�, UG) ⊂ B(L2(R))

generada por los operadores de multiplicación por funciones en R lentamente oscilatorias a trozos
y por los operadores de desplazamiento isométricos Ug (g ∈ G).

Observemos que la C∗-álgebra

B = alg
(
aI,W 0(b), Ug : a, b ∈ PSO�, g ∈ G

)
⊂ B(L2(R)),

puede ser vista como la C∗-álgebra B = alg (A,W 0(b) : b ∈ PSO�) generada por la C∗-álgebra
A y por todos los operadores de convolución W 0(b) con b ∈ PSO�.

Sea PSO0 la subálgebra no cerrada de PSO� que consiste de todas las funciones en PSO�

con conjuntos finitos de discontinuidades. Entonces la C∗-álgebra A es la cerradura del álgebra
A0 ⊂ A que consiste de los operadores funcionales A =

∑
g∈F agUg, donde ag ∈ PSO0 y F corre

sobre subconjuntos finitos de G.
Sea A0 la subálgebra no cerrada de A generada por los operadores aI y W 0(b), donde

a, b ∈ PSO0. Entonces A0 consiste de todos los operadores de la forma
∑n

i=1 Ti1Ti2 . . . Tiji
donde n, ji ∈ N y Ti,k ∈ {aI,W 0(b) : a, b ∈ PSO0}.

Denotemos por B0 a la subálgebra no cerrada y densa de la C∗-álgebra B que consta de todos
los operadores de la forma

∑n
i=1 Ti1Ti2 . . . Tiji donde n, ji ∈ N y Ti,k ∈ {aI,W 0(b), Ug : a, b ∈

PSO0, g ∈ G}. Entonces, por analoǵıa con A ∈ A0, cada operador B ∈ B0 puede representarse
en la forma

B =
∑
g∈F

DgUg (12.20)

donde Dg ∈ A0 y F es un subconjunto finito de G. Cualquier operador B ∈ B es el ĺımite en
B(L2(R)) de una sucesión de operadores Bn ∈ B0.
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12.4. Invertibilidad de los operadores funcionales

Con el fin de obtener un criterio de invertibilidad para los operadores A ∈ A, aplicaremos el
método de trayectoria local.

Sea Ã := Z̃ := {aI : a ∈ PSO�}. Como Z̃ ∼= PSO�, tenemos que M(Z̃) = M(PSO�), donde
M(PSO�) = M(SO�) × {0, 1} debido a (3.14) y (3.15). Por la Subsección 3.5, la topoloǵıa de
Gelfand en M(PSO�) puede describirse como sigue. Si ξ ∈ Mλ(SO�) (λ ∈ Ṙ), una base de
vecindades para (ξ, µ) ∈M(PSO�) consiste de todos los conjuntos abiertos de la forma

U(ξ,µ) =

{
(Uξ,λ × {0}) ∪ (U−ξ,λ × {0, 1}) si µ = 0,

(Uξ,λ × {1}) ∪ (U+
ξ,λ × {0, 1}) si µ = 1,

(12.21)

donde Uξ,λ = Uξ ∩Mλ(SO�), Uξ es una vecindad abierta de ξ en M(SO�), y U−ξ,λ, U+
ξ,λ consisten

de todos los ζ ∈ Uξ cuyas restricciones τ = ζ|C(Ṙ) pertenecen, respectivamente, a los conjuntos

(λ− ε, λ) y (λ, λ+ ε) si λ ∈ R, y a (ε,+∞) y (−∞,−ε) si λ =∞, donde ε > 0.
Verifiquemos que se cumplen las suposiciones hechas en la Sección 11.
La primer igualdad en (12.12) implica que para cada g ∈ G y todo a ∈ PSO� la función

α̃g : aI 7→ UgaU
−1
g = (a ◦ g)I es un ∗-automorfismo de las C∗-álgebras conmutativas Ã = Z̃ ⊂

B(L2(R)). Como G es un grupo doćil, tenemos que las condiciones (A1)–(A2) para la C∗-álgebra
A se cumplen.

Para cada g ∈ G, el ∗-automorfismo α̃g induce el homeomorfismo

β̃g : M(PSO�)→M(PSO�), (ξ, µ) 7→ (g(ξ), µ), (12.22)

donde g(ξ) está dado por (12.14). Si el ideal ξ ∈M(SO�) pertenece a la fibra Mt(SO
�), entonces

g(ξ) ∈ Mg(t)(SO
�). De aqúı, tomando en cuenta la acción topológicamente libre del grupo G

sobre Ṙ y la topoloǵıa de Gelfand (12.21) en M(PSO�), concluimos que la condición (A30) para
la C∗-álgebra A también se cumple, con M0 := M(PSO�) \M∞(PSO�).

Con cada ideal maximal (ξ, µ) ∈M(PSO�) asociamos la representación

Π(ξ,µ) : A → B(l2(G)), A 7→ A(ξ,µ) (12.23)

dada para los operadores A =
∑

g∈F agUg ∈ A0 con coeficientes ag ∈ PSO0 por

(A(ξ,µ)f)(h) =
∑

g∈F
[(ag ◦ h)(ξ, µ)]f(hg) (h ∈ G, f ∈ l2(G)). (12.24)

Entonces para cada ξ ∈M∞(SO�) y µ ∈ {0, 1} los operadores A(ξ,µ) ∈ B(l2(G)) están dados
por

(A(ξ,µ)f)(h) =
∑

g∈F
ag(ξ, µ)f(hg) (h ∈ G, f ∈ l2(G)). (12.25)

Con los operadores (12.25) asociamos los operadores funcionales

Aξ,µ :=
∑

g∈F
ag(ξ, µ)Ug ∈ B(L2(R)) (12.26)

con coeficientes constantes. Fijemos un punto τ ∈ R y consideremos el conjunto

Rτ,∞ := Mτ (SO�)× {0, 1} ⊂M(PSO�). (12.27)
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El conjunto Rτ,∞ contiene exactamente un punto en cada G-órbita definida por la acción del

grupo G sobre M(PSO�) \M∞(PSO�) por medio de los homeomorfismos β̃g (g ∈ G) dados por
(12.22).

Como las condiciones (A1), (A2), (A30) se cumplen, tenemos lo siguiente.

Teorema 12.7. Fijemos τ ∈ R. Un operador funcional A ∈ A es invertible en el espacio L2(R)
si y solo si para todo (ξ, µ) ∈ Rτ,∞ los operadores A(ξ,µ) son invertibles en el espacio l2(G) y

sup
(ξ,µ)∈Rτ,∞

∥∥(A(ξ,µ))
−1
∥∥ <∞. (12.28)

Demostración. Tomemos el ideal maximal J̃(ξ,µ) := {aI : a ∈ PSO�, a(ξ, µ) = 0} de Z̃ asociado

a cada carácter (ξ, µ) ∈M(PSO�). Como Ã = Z̃, la función

Π̃(ξ,µ) : Ã/J̃(ξ,µ) → C, aI + J̃(ξ,µ) 7→ a(ξ, µ),

es una representación isométrica de la C∗-álgebra Ã/J̃(ξ,µ) en C. Siguiendo (11.3)–(11.5) cons-
truimos las representaciones de la C∗-álgebra A en el espacio de Hilbert l2(G) por las fórmulas
(12.23) y (12.24). Como A satisface las condiciones (A1), (A2), (A30) del método de trayectoria
local, el Teorema 11.1 implica inmediatamente la afirmación del teorema.

Observación 12.8. Reemplazando M0 = M(PSO�) \M∞(PSO�) por M0 = M(PSO�), de-
ducimos inmediatamente del Teorema 11.1 que el Teorema 12.7 permanece cierto con Rτ,∞
reemplazado por M(PSO�).

Para cada operador A =
∑

g∈F agUg ∈ A0 y cada (ξ, µ) ∈M∞(SO�)×{0, 1} consideremos los

operadores funcionales Aξ,µ =
∑

g∈F ag(ξ, µ)Ug ∈ A0 con coeficientes constantes (ver (12.26)).
El Teorema 12.7 y la Observación 12.8 implican el siguiente corolario.

Corolario 12.9. Si un operador funcional A ∈ A0 es invertible en el espacio L2(R), entonces
para cada (ξ, µ) ∈ M∞(SO�) × {0, 1} los operadores funcionales Aξ,µ ∈ A0 con coeficientes
constantes son invertibles en el espacio L2(R) y

sup
(ξ,µ)∈M∞(SO�)×{0,1}

∥∥(Aξ,µ)−1
∥∥
B(L2(R))

<∞. (12.29)

Demostración. Si un operador funcional A ∈ A0 es invertible en el espacio L2(R), entonces
el Teorema 12.7 y la Observación 12.8 implican que para cada (ξ, µ) ∈ M∞(SO�) × {0, 1} los
operadores A(ξ,µ) son invertibles en el espacio l2(G) y

sup
(ξ,µ)∈M∞(SO�)×{0,1}

∥∥(A(ξ,µ))
−1
∥∥
B(l2(G))

<∞. (12.30)

Por (12.23), para todo (ζ, µ) ∈M(PSO�) tenemos que

Π(ζ,µ)Aξ,µ = Π(ξ,µ)Aξ,µ = A(ξ,µ).

De aqúı, aplicando otra vez el Teorema 12.7 y la Observación 12.8, deducimos que los operadores
funcionales Aξ,µ con coeficientes constantes son invertibles en el espacio L2(R) y (12.29) se
cumple.
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El Corolario 12.9 implica que

‖Aξ,µ‖2B(L2(R)) = r(Aξ,µA
∗
ξ,µ) ≤ r(AA∗) ≤ ‖AA∗‖B(L2(R)) = ‖A‖2B(L2(R)) (12.31)

para cada (ξ, µ) ∈M∞(SO�)× {0, 1}, donde r(Aξ,µA
∗
ξ,µ) y r(AA∗) son radios espectrales de los

correspondientes operadores. Por lo tanto para cada par mencionado (ξ, µ) la función A→ Aξ,µ
se extiende por continuidad al C∗-álgebra homomorfismo de A en A, lo cual implica el siguiente
hecho.

Observación 12.10. El Corolario 12.9 permanece válido para cada A ∈ A y cada
(ξ, µ) ∈M∞(SO�)× {0, 1}.

13. Estudio de Fredholm de la C∗-álgebra B

13.1. Descomposición de la C∗-álgebra B y un criterio de Fredholm abstracto
asociado

Aqúı vamos a descomponer a la C∗-álgebra no local

B := alg (A, UG) ⊂ B (13.1)

generada por todos los operadores A ∈ A y por todos los operadores de desplazamiento unitarios
Uh (h ∈ R) haciendo uso de una medida espectral adecuada, y a obtener un criterio de Fredholm
abstracto para los operadores B ∈ B. Fijemos una representación isométrica

ϕ : Bπ → B(Hϕ) (13.2)

de la C∗-álgebra Bπ en un espacio de Hilbert abstracto Hϕ.
El grupo G = {gh : h ∈ R} posee a ∞ como único punto fijo en común para todo g ∈ G.

Consideremos los siguientes subconjuntos de Ω:

ΩR,∞ :=
⋃
t∈R

Mt(SO
�)×M∞(SO�), Ω∞,R := M∞(SO�)×

⋃
t∈R

Mt(SO
�),

Ω∞,∞ := M∞(SO�)×M∞(SO�),

(13.3)

donde los conjuntos ΩR,∞ y Ω∞,R son abiertos en Ω, y el conjunto Ω∞,∞ es cerrado en Ω.

Ω̃ =

(⋃
(ξ,η)∈Ω0

{(ξ, η)} ×Mξ,η

)
∪
(
M∞(SO�)×M∞(SO�)× {0, 1}

)
Denotemos por Hφ al espacio de Hilbert concreto

Hφ :=

( ⊕
(ξ,η)∈ΩR,∞

l2(Mξ,η,C2)

)
⊕
( ⊕

(ξ,η)∈Ω∞,R

l2(Mξ,η,C2)

)

⊕
( ⊕

(ξ,η)∈Ω∞,∞

l2({0, 1},C2)

)
.

(13.4)

Consideremos la C∗-subálgebra φ(Aπ) de B(Hφ) que consiste de los operadores

φ(Aπ) =

( ⊕
(ξ,η)∈ΩR,∞

Ψξ,η, · (A)I

)
⊕
( ⊕

(ξ,η)∈Ω∞,R

Ψξ,η, · (A)I

)

⊕
( ⊕

(ξ,η)∈Ω∞,∞

Ψξ,η, · (A)I

)
para A ∈ A,

(13.5)
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donde, para funciones fξ,η ∈ l2(Mξ,η,C2) dadas por fξ,η : Mξ,η → C2, µ 7→ fξ,η(µ) los operadores
Ψξ,η, · (A)I ∈ B(l2(Mξ,η,C2)) actúan por[

Ψξ,η, · (A)fξ,η
]
(µ) = Ψξ,η,µ(A)fξ,η(µ) para µ ∈Mξ,η, (13.6)

y para funciones fξ,η ∈ l2({0, 1},C2) dadas por fξ,η : {0, 1} → C2, µ 7→ fξ,η(µ) los operadores
Ψξ,η, · (A)I ∈ B(l2({0, 1},C2)) actúan por[

Ψξ,η, · (A)fξ,η
]
(µ) = Ψξ,η,µ(A)fξ,η(µ) para µ ∈ {0, 1}. (13.7)

Por el Corolario 12.4, el homomorfismo

φ : Aπ → B(Hφ), Aπ 7→ φ(Aπ), (13.8)

es una representación isométrica de Aπ en el espacio de Hilbert Hφ.
Sea R(Ω) la σ-álgebra de todos los subconjuntos de Borel de Ω y sean

Pϕ : R(Ω)→ B(Hϕ), Pφ : R(Ω)→ B(Hφ) (13.9)

las medidas espectrales asociadas a las representaciones (13.2) y (13.8) de la C∗-álgebra con-
mutativa unitaria Zπ en los espacios de Hilbert Hϕ y Hφ, respectivamente, y que satisfacen las
relaciones análogas a (11.7). Sea

RG(Ω) := {∆ ∈ R(Ω) : βg(∆) = ∆ para todo g ∈ G} , (13.10)

donde los homeomorfismos βg : Ω→ Ω para g ∈ G están definidos por (12.15). Observemos que

Ω = ΩR,∞ ∪ Ω∞,R ∪ Ω∞,∞, (13.11)

donde los conjuntos diferentes ΩR,∞, Ω∞,R y Ω∞,∞ dados por (13.3) pertenecen a RG(Ω).
Además, para la representación (13.8) se ve fácilmente que

Pφ(ΩR,∞) = I ⊕ 0⊕ 0, Pφ(Ω∞,R) = 0⊕ I ⊕ 0 (13.12)

Pφ(Ω∞,∞) = 0⊕ 0⊕ I, (13.13)

donde 0 e I son, respectivamente, el operador cero y el operador identidad en los espacios de
Hilbert ⊕

(ξ,η)∈ΩR,∞

l2(Mξ,η,C2),
⊕

(ξ,η)∈Ω∞,R

l2(Mξ,η,C2),
⊕

(ξ,η)∈Ω∞,∞

l2({0, 1},C2).

Introduzcamos las C∗-́subalgebras de ϕ(Bπ) asociadas a la descomposición (13.11). Denote-
mos por

BR,∞ := alg
{
Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ), Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Uπg ) : A ∈ A, g ∈ G

}
(13.14)

a la C∗-subálgebra de la C∗-álgebra B(Pϕ(ΩR,∞)Hϕ) generada por los operadores
Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ) (A ∈ A) y Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Uπg ) (g ∈ G). Análogamente definimos a las C∗-subálge-
bras

B∞,R := alg
{
Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Aπ), Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Uπg ) : A ∈ A, g ∈ G

}
, (13.15)

B∞,∞ := alg
{
Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(Aπ), Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(Uπg ) : A ∈ A, g ∈ G

}
(13.16)
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de B(Pϕ(Ω∞,R)Hϕ) y B(Pϕ(Ω∞,∞)Hϕ), respectivamente.
Como los conjuntos (13.3) en (13.11) pertenecen a la colección RG(Ω) dada por (13.10), y los

conjuntos ΩR,∞, Ω∞,R son abiertos y por lo tanto las proyecciones espectrales correspondientes
no son cero debido al Lema 11.2, deducimos inmediatamente de la Proposición 11.3 el siguiente
resultado.

Teorema 13.1 (Criterio de Fredholm abstracto para B). Un operador B ∈ B es de Fredholm
en el espacio L2(R) si y solo si

(i) el operador Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Bπ) es invertible en el espacio de Hilbert Pϕ(ΩR,∞)Hϕ;

(ii) el operador Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Bπ) es invertible en el espacio de Hilbert Pϕ(Ω∞,R)Hϕ;

(iii) para Pϕ(Ω∞,∞) 6= 0, el operador Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(Bπ) es invertible en el espacio de Hilbert
Pϕ(Ω∞,∞)Hϕ.

13.2. Un śımbolo de invertibilidad para la C∗-álgebra AR,∞

En esta subsección y en la siguiente, usando el método de trayectoria local, establecemos
un criterio de invertibilidad para la C∗-álgebra BR,∞ dada por (13.14). Para este fin primero
obtenemos un śımbolo de invertibilidad para la C∗-subálgebra AR,∞ := Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ) de BR,∞
que consiste de los operadores Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ) (A ∈ A).

Consideremos el espacio de Hilbert Hφ dado por (13.4) y su subespacio Pφ(ΩR,∞)Hφ el cual
es isométricamente isomorfo al espacio de Hilbert

⊕
(ξ,η)∈ΩR,∞

l2(Mξ,η,C2) debido a (13.12).

Junto con la C∗-álgebra AR,∞ := Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ) consideremos a la C∗-álgebra

ÃR,∞ := Pφ(ΩR,∞)φ(Aπ) ⊂ B
( ⊕

(ξ,η)∈ΩR,∞

l2(Mξ,η,C2)

)
que consiste de los operadores Pφ(ΩR,∞)φ(Aπ) (A ∈ A). Comparando las imágenes de la medidas
espectrales (13.9) obtenemos lo siguiente.

Teorema 13.2. La función dada por

Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ) 7→ Pφ(ΩR,∞)φ(Aπ) para todo A ∈ A (13.17)

es un C∗-álgebra isomorfismo de la C∗-álgebra AR,∞ sobre la C∗-álgebra ÃR,∞.

Demostración. De acuerdo al Lema 11.5, para el conjunto abierto de Borel ΩR,∞ ⊂ Ω y para
cada A ∈ A, tenemos las igualdades

‖Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ)‖B(Hϕ) = sup
Z∈Z(ΩR,∞)

‖ϕ(ZπAπ)‖B(Hϕ), (13.18)

‖Pφ(ΩR,∞)φ(Aπ)‖B(Hφ) = sup
Z∈Z(ΩR,∞)

‖φ(ZπAπ)‖B(Hφ), (13.19)

donde el conjunto Z(ΩR,∞) consiste de los operadores Z ∈ Z para los cuales la transformada de
Gelfand de la clase lateral Zπ es una función real z(·, ·) ∈ C(Ω) con valores en [0, 1] y con soporte
contenido en la cerradura del conjunto ΩR,∞. Como ϕ y φ son representaciones isométricas de
la C∗-álgebra Aπ, las partes derechas de (13.18) y (13.19) son iguales, y por eso

‖Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ)‖B(Hϕ) = ‖Pφ(ΩR,∞)φ(Aπ)‖B(Hφ) para todo A ∈ A. (13.20)
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Como ΩR,∞ ∈ R(Ω), se sigue de (11.8) que

Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ) =Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ)Pϕ(ΩR,∞),

Pφ(ΩR,∞)φ(Aπ) =Pφ(ΩR,∞)φ(Aπ)Pφ(ΩR,∞).

De aqúı, la igualdad (13.20) puede escribirse en la forma

‖Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ)‖B(Pϕ(ΩR,∞)Hϕ) = ‖Pφ(ΩR,∞)φ(Aπ)‖B(Pφ(ΩR,∞)Hφ)

para todo A ∈ A, lo cual implica que la función (13.17) es un ∗-isomorfismo isométrico bien
definido de la C∗-álgebra AR,∞ sobre la C∗-álgebra ÃR,∞.

De acuerdo al Lema 11.2(iv), para el conjunto de Borel abierto ΩR,∞ ∈ RG(Ω), el conjunto

correspondiente Ω̃R,∞ definido por (11.10) coincide con la cerradura ΩR,∞ de ΩR,∞ y por eso, en
vista de la topoloǵıa del conjunto Ω inducida por la topoloǵıa producto de M(SO�)×M(SO�),
tenemos que

Ω̃R,∞ = ΩR,∞ ∪ Ω∞,∞. (13.21)

Denotemos por Z̃R,∞ a la C∗-subálgebra de ÃR,∞ generada por todos los operadores
Pφ(ΩR,∞)φ(Zπ) (Z ∈ Z). Como Zπ es una C∗-subálgebra central de Aπ, deducimos de (11.8) y

el Lema 11.2(ii) que la C∗-álgebra Z̃R,∞ es una C∗-subálgebra central de ÃR,∞, y el espacio de

ideales maximales M(Z̃R,∞) de Z̃R,∞ coincide con el conjunto Ω̃R,∞. Junto con el conjunto Ω̃
dado por (12.5), consideremos el conjunto

Ω̂R,∞ :=

( ⋃
(ξ,η)∈ΩR,∞

{(ξ, η)} ×Mξ,η

)
∪
(

Ω∞,∞ × {0, 1}
)
⊂ Ω̃.

Denotemos por B(Ω̂R,∞,C2×2) a la C∗-álgebra de todas las funciones acotadas de Ω̂R,∞ con
valores en C2×2.

Lema 13.3. Sea Ψ(A)|
Ω̂R,∞

la restricción de la función matricial Ψ(A), dada para A ∈ A por

el Teorema 12.3, al conjunto Ω̂R,∞. Entonces la función

ÃR,∞ → B(Ω̂R,∞,C2×2), Pφ(ΩR,∞)φ(Aπ) 7→ Ψ(A)|
Ω̂R,∞

es un C∗-álgebra homomorfismo isométrico.

Demostración. Por (13.5) y (13.12), la C∗-álgebra ÃR,∞ = Pφ(ΩR,∞)φ(Aπ) que consiste de los
operadores ⊕

(ξ,η)∈ΩR,∞

Ψξ,η, · (A)I ∈ B
( ⊕

(ξ,η)∈ΩR,∞

l2(Mξ,η,C2)

)
para A ∈ A, donde los operadores Ψξ,η, · (A)I ∈ B(l2(Mξ,η,C2)) actúan por la regla (13.6), es
∗-isomorfa isométricamente a la C∗-álgebra de las funciones matriciales que son las restricciones

Ψ(A) :
⋃

(ξ,η)∈ΩR,∞

{(ξ, η)} ×Mξ,η → C2×2
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para todo A ∈ A, la cual, a su vez, es ∗-isomorfa isométricamente a la C∗-álgebra de las funciones
matriciales

Ψ(A)|
Ω̂R,∞

: Ω̂R,∞ → C2×2 (A ∈ A).

En efecto, Ψξ,η,µ(A) para µ ∈ {0, 1} es una matriz diagonal para cada pareja (ξ, η) ∈ Ω∞,∞
y cada A ∈ A (ver (12.7)), y sus entradas [Ψξ,η,µ(A)]1,1 y [Ψξ,η,µ(A)]2,2 para todo (ξ, η, µ) ∈
Ω∞,∞ × {0, 1} se pueden aproximar, debido a (12.7) y a la topoloǵıa de Gelfand de Ω, por las
entradas correspondientes de las matrices Ψζ,η,µ(A) donde ζ ∈

⋃
τ∈RMτ (SO�) y τ pertenece a

la semi-vecindad derecha de ∞ en el caso de [Ψξ,η,µ(A)]1,1 y a la semi-vecindad izquierda de ∞
en el caso de [Ψξ,η,µ(A)]2,2. De aqúı,

sup
µ∈Mξ,η , (ξ,η)∈ΩR,∞

‖Ψξ,η,µ(A)‖sp = sup
(ξ,η,µ)∈Ω̂R,∞

‖Ψξ,η,µ(A)‖sp (A ∈ A)

donde ‖ · ‖sp es la norma espectral.

Combinando el Teorema 13.2 y el Lema 13.3 obtenemos inmediatamente un śımbolo de
invertibilidad para el álgebra abstracto AR,∞ (ver (13.22) dado abajo).

Teorema 13.4. La función

SymR,∞ : AR,∞ → B(Ω̂R,∞,C2×2), Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ) 7→ Ψ(A)|
Ω̂R,∞

, (13.22)

es un C∗-álgebra homomorfismo isométrico. Para cada A ∈ A el operador Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ) es
invertible en el espacio Pϕ(ΩR,∞)Hϕ si y solo si

det(Ψξ,η,µ(A)) 6= 0 para todo (ξ, η, µ) ∈ Ω̂R,∞.

13.3. Un criterio de invertibilidad para la C∗-álgebra BR,∞

Aplicando el método de trayectoria local expuesto en la Sección 11, establecemos aqúı un
criterio de invertibilidad para los operadores B ∈ BR,∞.

Ahora consideremos la C∗-subálgebra ZR,∞ de B(Pϕ(ΩR,∞)Hϕ) generada por todos los ope-

radores Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Zπ) (Z ∈ Z). Por el Teorema 13.2, ZR,∞ ∼= Z̃R,∞. De aqúı ZR,∞ es una

subálgebra central de AR,∞ y M(ZR,∞) = Ω̃R,∞, con Ω̃R,∞ dada por (13.21).
Observemos que la C∗-álgebra BR,∞ puede ser vista como BR,∞ = alg (AR,∞, UR,∞(G)), la

C∗-álgebra generada por AR,∞ y el rango de la representación unitaria

UR,∞ : G→ B(Pϕ(ΩR,∞)Hϕ), g 7→ Ug,R,∞ := Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Uπg ).

Para cada g ∈ G, la función

αg,R,∞ : Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ) 7→ Ug,R,∞(Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ))U∗g,R,∞

es un ∗-automorfismo de las C∗-álgebras ZR,∞ y AR,∞ porque

Ug,R,∞(Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ))U∗g,R,∞ = Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Uπg A
π(Uπg )∗)

y la función (12.13) es un ∗-automorfismo de las C∗-álgebras Zπ y Aπ. Aśı, la condición (A1) del
método de trayectoria local se satisface para la C∗-álgebra BR,∞. La condición (A2) también
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se cumple. Cada ∗-automorfismo αg,R,∞ (g ∈ G) induce en el espacio de ideales maximales

M(ZR,∞) = Ω̃R,∞ el homeomorfismo

βg,R,∞ : Ω̃R,∞ → Ω̃R,∞, (ξ, η) 7→ βg(ξ, η), (13.23)

donde βg está dado por (12.15) y, para g 6= e (el desplazamiento identidad), βg,R,∞ tiene a Ω∞,∞
como el conjunto de sus puntos fijos.

Sea PR,∞ := PAR,∞ el conjunto de los estados puros de la C∗-álgebra AR,∞. Por la Sección 11,

PR,∞ =
⋃

(ξ,η)∈Ω̃R,∞
P(ξ,η), donde P(ξ,η) := {ρ ∈ PR,∞ : Ker ρ ⊃ J(ξ,η)} y J(ξ,η) para (ξ, η) ∈ Ω̃R,∞

es el ideal bilateral cerrado más pequeño de AR,∞ que contiene al conjunto{
Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Zπ) : Z ∈ Z, Γ(Zπ)(ξ, η) = 02×2

}
.

Como Ω∞,∞ es el conjunto de puntos fijos de todos los homeomorfismos βg,R,∞ (g ∈ G\{e}),
para verificar el cumplimiento de la condición (A3) del método de trayectoria local para la C∗-
álgebra BR,∞, solo necesitamos probar la aproximación (en la topoloǵıa *débil) a los estados
puros ρ ∈ P(ξ,η), con (ξ, η) ∈ Ω∞,∞, por estados puros en P(ξ,η), con (ξ, η) ∈ ΩR,∞. En este caso
M0 = ΩR,∞ en (A3).

Aplicando el Teorema 13.4 deducimos las dos afirmaciones siguientes.
(i) Para cada (ξ, η) ∈ ΩR,∞, la función

π̃(ξ,η) : Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ) + J(ξ,η) 7→
⊕

µ∈Mξ,η

Ψξ,η,µ(A) (13.24)

es un C∗-álgebra isomorfismo entre las C∗-álgebras AR,∞/J(ξ,η) y la C∗-subálgebra{⊕
µ∈Mξ,η

Ψξ,η,µ(A) : A ∈ A
}

de
⊕

µ∈Mξ,η
C2×2.

(ii) Para cada (ξ, η) ∈ Ω∞,∞, la función

π̃(ξ,η) : Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ) + J(ξ,η) 7→ diag
{

Ψξ,η,0(A), Ψξ,η,1(A)
}
, (13.25)

es un C∗-álgebra isomorfismo entre las C∗-álgebras AR,∞/J(ξ,η) y la C∗-subálgebra{
diag

{
Ψξ,η,0(A), Ψξ,η,1(A)

}
: A ∈ A

}
de C4×4.

Como el conjunto P(ξ,η) ((ξ, η) ∈ Ω̃R,∞) está en biyección con el conjunto PAR,∞/J(ξ,η) de los

estados puros de AR,∞/J(ξ,η) (ver, p. ej., [22, Teorema 2.11.8(i)]) y como las matrices Ψξ,η,µ(A)
para A ∈ A y (ξ, η, µ) ∈ Ω∞,∞ × {0, 1} son diagonales, concluimos de (13.25) que para cada
(ξ, η) ∈ Ω∞,∞ la C∗-álgebra AR,∞/J(ξ,η) es conmutativa y por eso su conjunto de estados puros
PAR,∞/J(ξ,η) consiste de cuatro funcionales lineales multiplicativos cuyos valores coinciden con las

entradas de la diagonal de las matrices Ψξ,η,0(A) y Ψξ,η,1(A). De aqúı, para cada (ξ, η) ∈ Ω∞,∞,

P(ξ,η) = { ρ(1)
ξ,η,0, ρ

(2)
ξ,η,0, ρ

(1)
ξ,η,1, ρ

(2)
ξ,η,1},

donde los estados puros ρ
(j)
ξ,η,µ para j = 1, 2 y µ ∈ {0, 1} están dados por

ρ
(j)
ξ,η,µ : AR,∞ → C, Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Aπ) 7→ [Ψξ,η,µ(A)]j,j , (13.26)

y [Ψξ,η,µ(A)]j,j es la (j, j)-entrada de la matriz Ψξ,η,µ(A). Fijemos (ξ, η) ∈ Ω∞,∞ y µ ∈ {0, 1}.
Por la prueba del Lema 13.3, de (13.26) se sigue que cada vecindad abierta de ρ

(1)
ξ,η,µ y ρ

(2)
ξ,η,µ
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en la topoloǵıa *débil contiene, respectivamente, un estado puro ρ
(1)
ζ,η,µ, donde ζ ∈ Mτ (SO�) y

τ ∈ R está a la derecha de −∞, y un estado puro ρ
(2)
ζ,η,µ, donde ζ ∈ Mτ (SO�) y τ ∈ R esta a la

izquierda de +∞. Por lo tanto, la condición (A3) también se cumple para la C∗-álgebra BR,∞.
Para cada (ξ, η, µ) en el conjunto

NR,∞ :=
⋃

(ξ,η)∈ΩR,∞

{(ξ, η)} ×Mξ,η,

consideremos la representación

πξ,η,µ : BR,∞ → B(l2(G,C2)) (13.27)

dada en los generadores de la C∗-álgebra BR,∞ por[
πξ,η,µ

(
Pϕ(ΩR,∞)ϕ((aI)π)

)
f
]

(g) = [Ψξ,η,µ((a ◦ g)I)]f(g),[
πξ,η,µ

(
Pϕ(ΩR,∞)ϕ((W 0(b))π)

)
f
]

(g) = [Ψξ,η,µ(W 0(b))]f(g), (13.28)[
πξ,η,µ

(
Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Uπh )

)
f
]

(g) = f(gh),

donde a, b ∈ PSO�, g, h ∈ G y f ∈ l2(G,C2).
Fijemos un punto τ ∈ R e introduzcamos los conjuntos

Ωτ,∞ := Mτ (SO�)×M∞(SO�), Nτ,∞ :=
⋃

(ξ,η)∈Ωτ,∞

{(ξ, η)} ×Mξ,η. (13.29)

Teorema 13.5. Fijemos τ ∈ R. Para cada B ∈ B, el operador

BR,∞ := Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Bπ) ∈ BR,∞

es invertible en el espacio Pϕ(ΩR,∞)Hϕ si y solo si para todo (ξ, η, µ) ∈ Nτ,∞ los operadores
πξ,η,µ(BR,∞) son invertibles en el espacio l2(G,C2) y

sup
(ξ,η,µ)∈Nτ,∞

∥∥(πξ,η,µ(BR,∞))−1
∥∥
B(l2(G,C2))

<∞. (13.30)

Demostración. El conjunto Nτ,∞ dado por (13.29) contiene exactamente un punto en cada G-

órbita definida en el conjunto ΩR,∞ ⊂ Ω̃R,∞ por el grupo {βg,R,∞ : g ∈ G} de homeomorfismos
dados por (13.23). Aśı, para cada (ξ, η, µ) ∈ Nτ,∞, comenzando con las representaciones (13.24)–
(13.25), siguiendo (11.4)–(11.5) y tomando en cuenta el hecho de que los espacios de Hilbert
l2(G,C4) y l2(G,C2)⊕ l2(G,C2) son isométricamente isomorfos, obtenemos la familia de repre-
sentaciones (13.27) indexada por los puntos del conjunto Nτ,∞. Como las condiciones (A1)–(A3)
se cumplen para la C∗-álgebra BR,∞, el Teorema 11.1 implica la afirmación del teorema.

13.4. La C∗-álgebra B∞,R

En esta subsección encontraremos un criterio de invertibilidad para los operadores en la
C∗-álgebra B∞,R = Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Bπ) representada en la forma (13.15).
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Teorema 13.6. La función dada por

Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Aπ) 7→ Pφ(Ω∞,R)φ(Aπ) para todo A ∈ A (13.31)

es un C∗-álgebra isomorfismo de la C∗-álgebra A∞,R := Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Aπ) sobre la C∗-álgebra

Ã∞,R := Pφ(Ω∞,R)φ(Aπ).

Demostración. Como Ω∞,R es un subconjunto abierto de Ω y las C∗-álgebras ϕ(Aπ) y φ(Aπ) son
∗-isomorfas isométricamente, aplicando el Lema 11.5 deducimos por analoǵıa con el Teorema 13.2
que

‖Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Aπ)‖ = ‖Pφ(Ω∞,R)φ(Aπ)‖ para todo A ∈ A. (13.32)

Esto implica que (13.31) es un ∗-isomorfismo isométrico bien definido de la C∗-álgebra A∞,R
sobre la C∗-álgebra Ã∞,R.

Junto con el conjunto Ω̃ dado por (12.5), consideremos el conjunto

Ω̂∞,R :=

( ⋃
(ξ,η)∈Ω∞,R

{(ξ, η)} ×Mξ,η

)
∪
(

Ω∞,∞ × {0, 1}
)
⊂ Ω̃.

Denotemos por B(Ω̂∞,R,C2×2) a la C∗-álgebra de todas las funciones en Ω̂∞,R acotadas con
valores en C2×2.

Como el espacio de Hilbert Pφ(Ω∞,R)Hφ es isomorfo isométricamente al espacio de Hilbert⊕
(ξ,η)∈Ω∞,R

l2(Mξ,η,C2), obtenemos inmediatamente de (13.5) y (13.12) el siguiente resultado
por analoǵıa con el Lema 13.3.

Lema 13.7. Sea Ψ(A)|
Ω̂∞,R

la restricción de la función matricial Ψ(A), dada para A ∈ A por

el Teorema 12.3, al conjunto Ω̂∞,R. Entonces la función

ÃR,∞ → B(Ω̂∞,R,C2×2), Pφ(Ω∞,R)φ(Aπ) 7→ Ψ(A)|
Ω̂∞,R

es un C∗-álgebra homomorfismo isométrico.

El Teorema 13.6 y el Lema 13.7 implican lo siguiente.

Teorema 13.8. La función

Sym∞,R : A∞,R → B(Ω̂∞,R,C2×2), Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Aπ) 7→ Ψ(A)|
Ω̂∞,R

, (13.33)

es un C∗-álgebra homomorfismo isométrico. Para cada A ∈ A el operador Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Aπ) es
invertible en el espacio Pϕ(Ω∞,R)Hϕ si y solo si

det(Ψξ,η,µ(A)) 6= 0 para todo (ξ, η, µ) ∈ Ω̂∞,R.

Siguiendo el Lema 11.5 definimos el conjunto

Z(Ω∞,R) :=
{
Z ∈ Z : supp z(·, ·) ⊂ Ω̃∞,R, z(ξ, η) ∈ [0, 1] para todo (ξ, η) ∈ Ω

}
, (13.34)

donde z(·, ·) ∈ C(Ω) es la transformada de Gelfand de la clase lateral Zπ, supp z(·, ·) es el soporte
de z(·, ·), y Ω̃∞,R = Ω∞,R ∪ Ω∞,∞ es la cerradura en Ω del conjunto Ω∞,R dado por (13.3).
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Sea eh la función dada por eh(x) = eihx para todo h, x ∈ R. Consideremos el espacio de
Hilbert H∞,R =

⊕
(ξ,η)∈Ω∞,R

l2(Mξ,η,C2) e introduzcamos la C∗-álgebra

Ψ∞,R(Bπ) := alg
{

Ψ∞,R(Aπ), Ψ∞,R(Uπg ) : A ∈ A, g ∈ G
}
⊂ B(H∞,R) (13.35)

generada por los operadores Ψ∞,R(Aπ) (A ∈ A) y Ψ∞,R(Uπg ) (g ∈ G) donde

Ψ∞,R(Aπ) :=
⊕

(ξ,η)∈Ω∞,R

Ψξ,η, · (A)I, Ψ∞,R(Uπgh) :=
⊕

(ξ,η)∈Ω∞,R

eihηI. (13.36)

Observemos que la función g 7→ Ψ∞,R(Uπg ) es una representación unitaria del grupo G en el espa-
cio de Hilbert H∞,R, el operador adjunto Ψ∞,R(Uπg )∗ es igual a Ψ∞,R(Uπg−1), y

Ψ∞,R(Uπg )Ψ∞,R(Aπ)Ψ∞,R(Uπg )∗ = Ψ∞,R(Aπ) para todo g ∈ G y todo A ∈ A debido a (13.36).
En consecuencia, la C∗-álgebra Ψ∞,R(Bπ) es la cerradura de la C∗-álgebra compuesta por las
sumas finitas de la forma

∑
g Ψ∞,R(Aπg )Ψ∞,R(Uπg ) donde Ag ∈ A.

Teorema 13.9. La función

Pϕ(Ω∞,R)ϕ
(∑

g∈F
AπgU

π
g

)
7→
∑

g∈F
Ψ∞,R(Aπg )Ψ∞,R(Uπg ), (13.37)

donde F es un subconjunto finito de G y Ag ∈ A para g ∈ F , se extiende a un C∗-álgebra
isomorfismo de la C∗-álgebra B∞,R sobre la C∗-álgebra Ψ∞,R(Bπ) dada por (13.35).

Demostración. Fijemos un operador B ∈ B de la forma B =
∑

g∈F AgUg, donde F es un
subconjunto finito de G y Ag ∈ A para g ∈ F . Consideremos la clase lateral Bπ =

∑
g∈F A

π
gU

π
g y

pongamos Ψ∞,R(Bπ) :=
∑

g∈F Ψ∞,R(Aπg )Ψ∞,R(Uπg ). Como el conjunto Ω∞,R es abierto y como
Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Bπ) = ϕ(Bπ)Pϕ(Ω∞,R), deducimos similarmente al Lema 11.5 que

‖Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Bπ)‖B(Hϕ) = sup
Z∈Z(Ω∞,R)

‖ϕ(BπZπ)‖B(Hϕ), (13.38)

donde Z(Ω∞,R) es el conjunto (13.34).
Consideremos el conjunto C0(R) = {v ∈ C(R) : v(±∞) = 0}. Para cada función v ∈ C0(R),

se sigue que W 0(v) ∈ Z(Ω∞,R). Más aún, Z(Ω∞,R) = {W 0(v) : v ∈ C0(R)}. Para cada h ∈ R, el
operador UghW

0(v) = W 0(eh)W 0(v) = W 0(ehv) también pertenece a Z(Ω∞,R) porque la función
ehv está en C0(R). En consecuencia, para cada Z ∈ Z(Ω∞,R) y cada B ∈ B, concluimos que la
clase lateral BπZπ pertenece a la C∗-álgebra Aπ. De aqúı, para cada Z ∈ Z(Ω∞,R), de (13.5) y
(13.36), obtenemos que φ∞,R(BπZπ) = Ψ∞,R(Bπ)φ∞,R(Zπ) donde φ∞,R : Aπ → B(H∞,R) es la
restricción de la representación φ (ver (13.4)–(13.8)) al espacio H∞,R =

⊕
(ξ,η)∈Ω∞,R

l2(Mξ,η,C2)

considerado como un subespacio de Hilbert invariante de Hφ. Por eso, aplicando (13.32) y
(13.12), tenemos que

‖Pϕ(Ω∞,R)ϕ(BπZπ)‖B(Hϕ) = ‖Pφ(Ω∞,R)φ(BπZπ)‖B(Hφ)

= ‖Ψ∞,R(Bπ)φ∞,R(Zπ)‖B(H∞,R). (13.39)

Como para todo Z ∈ Z(Ω∞,R),

Pϕ(Ω∞,R)ϕ(BπZπ) = ϕ(Bπ)Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Zπ) = ϕ(BπZπ),
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deducimos de las igualdades (13.38)–(13.39) que

sup
Z∈Z(Ω∞,R)

‖Ψ∞,R(Bπ)φ∞,R(Zπ)‖B(H∞,R) = sup
Z∈Z(Ω∞,R)

‖Pϕ(Ω∞,R)ϕ(BπZπ)‖B(Hϕ)

= sup
Z∈Z(Ω∞,R)

‖ϕ(BπZπ)‖B(Hϕ)

= ‖Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Bπ)‖B(Hϕ). (13.40)

Consideremos la representación idéntica π0 de la C∗-álgebra unitaria Ψ∞,R(Bπ) en el espacio
de HilbertH∞,R. Por (13.36), φ∞,R(Zπ) es una C∗-subálgebra central de Ψ∞,R(Bπ) con la misma

unidad. Claramente, el espacio de ideales maximales de φ∞,R(Zπ) coincide con Ω̃∞,R. Como Ω∞,R
es un subconjunto abierto de Ω̃∞,R y como la correspondiente proyección espectral Pπ0(Ω∞,R)
es el operador identidad en el espacio de Hilbert H∞,R, concluimos del Lema 11.5 que

‖Ψ∞,R(Bπ)‖B(H∞,R) = ‖Pπ0(Ω∞,R)Ψ∞,R(Bπ)‖B(H∞,R)

= sup
Z∈Z(Ω∞,R)

‖Ψ∞,R(Bπ)φ∞,R(Zπ)‖B(H∞,R),

lo cual junto con (13.40) implican que

‖Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Bπ)‖B(Hϕ) = ‖Ψ∞,R(Bπ)‖B(H∞,R) (13.41)

para toda suma finita Bπ =
∑

g∈F A
π
gU

π
g ∈ Bπ con Aπg ∈ Aπ. Como el conjunto de tales sumas

finitas es denso en Bπ y como (13.41) se cumple, entonces la función (13.37) se extiende de
forma única a un C∗-álgebra isomorfismo de B∞,R sobre Ψ∞,R(Bπ).

Cada clase lateral Bπ de la C∗-álgebra Bπ es el ĺımite de una sucesión de clases laterales de
la forma Bπ

n =
∑

g∈Fn A
π
g,nU

π
g donde Aπg,n ∈ Aπ y g corre sobre subconjuntos finitos Fn de G

(n ∈ N). Entonces de acuerdo al Teorema 13.9 el operador Ψ∞,R(Bπ) en la C∗-álgebra Ψ∞,R(Bπ)
tiene la forma

Ψ∞,R(Bπ) = ĺım
n→∞

∑
g∈Fn

Ψ∞,R(Aπg,n)Ψ∞,R(Uπg ),

donde el ∗-homomorfismo Ψ∞,R : Bπ → B(H∞,R) es una extensión del ∗-homomorfismo φ∞,R :
Aπ → B(H∞,R) a la C∗-álgebra Bπ debido a (13.5) y (13.36). Aśı, poniendo hg = h para
desplazamientos g = gh ∈ G, obtenemos que

Ψ∞,R(Bπ) =
⊕

(ξ,η)∈Ω∞,R

B∞,R(ξ, η, ·)I ∈ B
(⊕

(ξ,η)∈Ω∞,R
l2(Mξ,η,C2)

)
,

B∞,R(ξ, η, ·) : Mξ,η → C2×2, µ 7→ ĺım
n→∞

∑
g∈Fn

[Ψξ,η,µ(Ag,n)] eihgη.
(13.42)

En consecuencia, para cada (ξ, η, µ) en el conjunto

N∞,R :=
⋃

(ξ,η)∈Ω∞,R

{(ξ, η)} ×Mξ,η,

obtenemos la representación
σξ,η,µ : B∞,R → B(C2) (13.43)
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dada en los generadores de la C∗-álgebra B∞,R por

σξ,η,µ
(
Pϕ(Ω∞,R)ϕ((aI)π)

)
f = [Ψξ,η,µ(aI)]f,

σξ,η,µ
(
Pϕ(Ω∞,R)ϕ((W 0(b))π)

)
f = [Ψξ,η,µ(W 0(b))]f, (13.44)

σξ,η,µ
(
Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Uπgh)

)
f = eihηf,

donde a, b ∈ PSO�, gh ∈ G y f ∈ C2.
Tomando en cuenta la cerradura de la inversión de las C∗-álgebras B∞,R y Ψ∞,R(Bπ) en

las C∗-álgebras B(Pϕ(Ω∞,R)Hϕ) y B(H∞,R), respectivamente, obtenemos inmediatamente del
Teorema 13.9 y (13.42)–(13.44), un criterio de invertibilidad para los operadores en la C∗-álgebra
B∞,R.

Teorema 13.10. Para cada B ∈ B, el operador B∞,R := Pϕ(Ω∞,R)ϕ(Bπ) ∈ B∞,R es invertible
en el espacio Pϕ(Ω∞,R)Hϕ si y solo si para todo (ξ, η, µ) ∈ N∞,R los operadores σξ,η,µ(B∞,R)
son invertibles en el espacio C2 y

sup
(ξ,η,µ)∈N∞,R

∥∥(σξ,η,µ(B∞,R))−1
∥∥
B(C2)

<∞. (13.45)

13.5. La C∗-álgebra B∞,∞ y su influencia

En esta subsección demostraremos que para cada B ∈ B la invertibilidad del operador
Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Bπ) en el espacio de Hilbert Pϕ(ΩR,∞)Hϕ implica la invertibilidad de los operadores
Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(Bπ) en el espacio de Hilbert Pϕ(Ω∞,∞)Hϕ. Esto significa que la condición (iii) en
el Teorema 13.1 es superflua.

Consideremos la C∗-álgebra B∞,∞ = Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(Bπ) (ver (13.16)) donde Ω∞,∞ está dado
por (13.3). Como Ω∞,∞ ∈ RG y, por el Teorema 12.6, Ω∞,∞ es un conjunto de puntos fijos
para los homeomorfismos βg (g ∈ G \ {e}), deducimos que la C∗-álgebra B∞,∞ es conmutativa.
Consideremos su C∗-subálgebra central Z∞,∞ := Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(Zπ) y apliquemos el principio
local de Allan-Douglas local con respecto a M(Z∞,∞). Si Zπ ∈ Zπ y

mı́n
(ξ,η)∈Ω∞,∞

|[Γ(Zπ)](ξ, η)| > 0,

entonces |[Γ(Zπ)](ξ, η)| > 0 en la cerradura V de una vecindad abierta V de Ω∞,∞ en Ω.
De aqúı, como Pϕ(V )ϕ(Zπ) ∼= C(V ) y el isomorfismo está dado por Pϕ(V )ϕ(Zπ) 7→ z(·, ·)|V
donde z(·, ·)|V es la restricción de la transformada de Gelfand Γ(Zπ) a V (ver Subsección 11.2),
concluimos que el operador Pϕ(V )ϕ(Zπ) es invertible en el espacio de Hilbert Pϕ(V )Hϕ. Esto
implica que el operador Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(Zπ) es invertible en el espacio de Hilbert Pϕ(Ω∞,∞)Hϕ. En
consecuencia, probamos lo siguiente.

Proposición 13.11. M(Z∞,∞) ⊂ Ω∞,∞.

Sea Jξ,η el ideal bilateral cerrado minimal de la C∗-álgebra B∞,∞ que contiene al ideal
maximal (ξ, η) ∈ M(Z∞,∞), y consideremos a B∞,∞/Jξ,η. Por el principio local de Allan-
Douglas tenemos lo siguiente.

Lema 13.12. El operador B∞,∞ = Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(Bπ) es invertible en el espacio Pϕ(Ω∞,∞)Hϕ
si y solo si para cada (ξ, η) ∈ M(Z∞,∞) la clase lateral B∞,∞ + Jξ,η es invertible en el álgebra
cociente B∞,∞/Jξ,η.

107



Con cada operador B =
∑

g∈F DgUg ∈ B0 de la forma (12.20), donde Dg ∈ A0 y F es
un subconjunto finito de G, y con cada η ∈ M∞(SO�) asociamos dos operadores funcionales
A±η ∈ A0 dados por

A+
η =

∑
g∈F

[Ψ · ,η,1(Dg)]1,1Ug =
∑
g∈F

[Ψ · ,η,0(Dg)]2,2Ug,

A−η =
∑
g∈F

[Ψ · ,η,0(Dg)]1,1Ug =
∑
g∈F

[Ψ · ,η,1(Dg)]2,2Ug,
(13.46)

donde las funciones

ξ 7→ [Ψξ,η,1(Dg)]1,1, ξ 7→ [Ψξ,η,0(Dg)]2,2,

ξ 7→ [Ψξ,η,0(Dg)]1,1, ξ 7→ [Ψξ,η,1(Dg)]2,2

están en PSO0 y para casi todo ξ ∈ R,

[Ψξ,η,1(Dg)]1,1 = [Ψξ,η,0(Dg)]2,2, [Ψξ,η,0(Dg)]1,1 = [Ψξ,η,1(Dg)]2,2. (13.47)

Teorema 13.13. Si B ∈ B0 está escrito en la forma (12.20) y el operador
BR,∞ := Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Bπ) es invertible en el espacio de Hilbert Pϕ(ΩR,∞)Hϕ, entonces para cada
η ∈M∞(SO�) los operadores funcionales A±η dados por (13.46) son invertibles en el espacio de
Hilbert L2(R).

Demostración. Fijemos τ ∈ R. Sea B ∈ B0 el operador representado en la forma (12.20) y sea
BR,∞ operador invertible en el espacio de Hilbert Pϕ(ΩR,∞)Hϕ. Entonces, por el Teorema 13.5,
los operadores π(ξ,η,µ)(BR,∞) para todo (ξ, η, µ) ∈ Nτ,∞ son invertibles en el espacio de Hilbert
l2(G,C2) y se cumple la condición (13.30). En particular, los operadores π(ξ,η,µ)(BR,∞) son
invertibles en el espacio l2(G,C2) para todo η ∈M∞(SO�) y todo (ξ, µ) ∈ Rτ,∞, donde Rτ,∞ =
Mτ (SO�) × {0, 1} debido a (12.27). Se ve fácilmente de (13.28), (12.7), (13.46) y (12.24) que
para cada η ∈M∞(SO�) y cada ξ ∈Mτ (SO�),

π(ξ,η,0)(BR,∞) = diag{(A−η )(ξ,1), (A
+
η )(ξ,0)},

π(ξ,η,1)(BR,∞) = diag{(A+
η )(ξ,1), (A

−
η )(ξ,0)}.

(13.48)

En consecuencia, la invertibilidad de los operadores π(ξ,η,µ)(BR,∞) en el espacio l2(G,C2) para
todo (ξ, η, µ) ∈ Nτ,∞ implica, debido a (13.48), la invertibilidad de los operadores (A+

η )(ξ,µ) y
(A−η )(ξ,µ) en el espacio l2(G) para todo (ξ, µ) ∈ Rτ,∞ y todo η ∈M∞(SO�). Más aún, deducimos
de (13.30) y (13.48) que se cumple la condición (12.28) para todos los operadores funcionales
A±η definidos por (13.46). Entonces, por el Teorema 12.7, los operadores funcionales A±η son
invertibles en el espacio L2(R) para todo η ∈M∞(SO�).

Además, deducimos del Teorema 13.13 que para cada operador B ∈ B0 con operador inver-
tible BR,∞ y cada η ∈M∞(SO�),

‖A±η ‖2B(L2(R)) = r(A±η (A±η )∗) ≤ r(BR,∞B
∗
R,∞)

= ‖BR,∞‖2B(Pϕ(ΩR,∞)Hϕ) ≤ ‖B‖
2
B(L2(R)).
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Por lo tanto las funciones B 7→ BR,∞ 7→ A±η se extienden por continuidad a los C∗-álgebra
homomorfismos ν±η : B → BR,∞ → A, y por eso el Teorema 13.13 permanece cierto para todo
B ∈ B. Aśı, tomando en cuenta las relaciones

(A+
η )ξ,1 =

∑
g∈F

[Ψξ,η,1(Dg)]1,1Ug, (A+
η )ξ,0 =

∑
g∈F

[Ψξ,η,0(Dg)]2,2Ug,

(A−η )ξ,1 =
∑
g∈F

[Ψξ,η,0(Dg)]1,1Ug, (A−η )ξ,0 =
∑
g∈F

[Ψξ,η,1(Dg)]2,2Ug
(13.49)

para B ∈ B0 y todo ξ, η ∈ M∞(SO�), las cuales se siguen de (13.46), obtenemos el siguiente
resultado debido al Teorema 13.13 y el Corolario 12.9 con la Observación 12.10.

Corolario 13.14. Si B ∈ B y el operador BR,∞ := Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Bπ) es invertible en el espacio
de Hilbert Pϕ(ΩR,∞)Hϕ, entonces para cada (ξ, η) ∈ Ω∞,∞ y cada µ ∈ {0, 1} los operadores
funcionales (A±η )ξ,µ dados por (13.49) son invertibles en el espacio de Hilbert L2(R), y por eso
los operadores Pϕ(Ω∞,∞)ϕ((A±η )ξ,µ) son invertibles en el espacio Pϕ(Ω∞,∞)Hϕ.

Teorema 13.15. Si B ∈ B y el operador BR,∞ = Pϕ(ΩR,∞)ϕ(Bπ) es invertible en el espacio de
Hilbert Pϕ(ΩR,∞)Hϕ, entonces el operador B∞,∞ := Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(Bπ) es invertible en el espacio
de Hilbert Pϕ(Ω∞,∞)Hϕ.

Demostración. Sea u+ ∈ C(R), u+(+∞) = 1 y u+(−∞) = 0, y sea u− = 1 − u+. Por la
Proposición 13.11, M(Z∞,∞) ⊂ Ω∞,∞. Se puede ver que para cada operador B ∈ B y cada
(ξ, η) ∈M(Z∞,∞) la clase lateral B∞,∞ + Jξ,η tiene la forma

B∞,∞ + Jξ,η =Pϕ(Ω∞,∞)ϕ
[
(A+

η )ξ,1(u−W
0(u−)) + (A+

η )ξ,0(u+W
0(u−))

+ (A−η )ξ,1(u−W
0(u+)) + (A−η )ξ,0(u+W

0(u+))
]

+ Jξ,η. (13.50)

Por el Corolario 13.14, la invertibilidad del operador BR,∞ en el espacio de Hilbert Pϕ(ΩR,∞)Hϕ
implica la invertibilidad de todos los operadores Pϕ(Ω∞,∞)ϕ((A±η )ξ,µ) en el espacio Pϕ(Ω∞,∞)Hϕ.
Tomando una sucesión de conjuntos abiertos ∆n ⊂ Ω tales que

⋂
n ∆n = Ω∞,∞, se puede probar

fácilmente que
Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(u+u−) = Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(W 0(u+u−)) = 0. (13.51)

Como los operadores

Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(u±I), Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(W 0(u±)), Pϕ(Ω∞,∞)ϕ(Ug) (g ∈ G)

conmutan a pares, deducimos de (13.51) que para cada (ξ, η) ∈M(Z∞,∞) la clase lateral

Pϕ(Ω∞,∞)ϕ
[
((A+

η )ξ,1)−1(u−W
0(u−)) + ((A+

η )ξ,0)−1(u+W
0(u−))

+ ((A−η )ξ,1)−1(u−W
0(u+)) + ((A−η )ξ,0)−1(u+W

0(u+))
]

+ Jξ,η (13.52)

es el inverso de la clase lateral (13.50). Finalmente, aplicando el Lema 13.12, obtenemos la
invertibilidad del operador B∞,∞ en el espacio Pϕ(Ω∞,∞)Hϕ.
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14. Cálculo simbólico y un criterio de Fredholm para la C∗-
álgebra B

Sea G el grupo conmutativo de todas las traslaciones gh : R→ R (h ∈ R). Consideremos la
C∗-álgebra

B := alg
(
aI,W 0(b), Ug : a, b ∈ PSO�, g ∈ G

)
⊂ B(L2(R)),

generada por todos los operadores de multiplicación aI con funciones a en R lentamente oscila-
torias a trozos, por los operadores de convolución W 0(b) (b ∈ PSO�) y por todos los desplaza-
mientos Ug (g ∈ G).

Fijemos τ ∈ R y consideremos los conjuntos

Ωτ,∞ = Mτ (SO�)×M∞(SO�), Nτ,∞ =
⋃

(ξ,η)∈Ωτ,∞

{(ξ, η)} ×Mξ,η.

Para cada (ξ, η, µ) ∈ Nτ,∞, introducimos la representación

Φξ,η,µ : B→ B(l2(G,C2)), B 7→ π(ξ,η,µ)(BR,∞) (14.1)

dada en los generadores de la C∗-álgebra B de acuerdo a (13.27)–(13.28) por

[Φξ,η,µ(aI)f ](g) = diag
{

(a ◦ g)(ξ+), (a ◦ g)(ξ−)
}
f(g),

[Φξ,η,µ(W 0(b))f ](g) =

[
b(η+)µ+ b(η−)(1− µ) [b(η+)− b(η−)]%(µ)

[b(η+)− b(η−)]%(µ) b(η+)(1− µ) + b(η−)µ

]
f(g), (14.2)

[Φξ,η,µ(Uh)f ](g) = f(gh),

donde a, b ∈ PSO�, c(ξ+) = c(ξ, 1) y c(ξ−) = c(ξ, 0) son los valores de la transformada de
Gelfand de c ∈ PSO� en los puntos (ξ, 1), (ξ, 0) ∈M(PSO�), g, h ∈ G, y f ∈ l2(G,C2).

Ahora consideremos los conjuntos

Ω∞,R = M∞(SO�)×
⋃
t∈R

Mt(SO
�), N∞,R =

⋃
(ξ,η)∈Ω∞,R

{(ξ, η)} ×Mξ,η.

Para cada (ξ, η, µ) ∈ N∞,R, introducimos la representación

Φξ,η,µ : B→ B(C2), B 7→ σξ,η,µ(B∞,R), (14.3)

dada en los generadores de la C∗-álgebra B de acuerdo a (13.43)–(13.44) por

Φξ,η,µ(aI)f = diag
{
a(ξ+), a(ξ−)

}
f,

Φξ,η,µ(W 0(b))f =

[
b(η+)µ+ b(η−)(1− µ) [b(η+)− b(η−)]%(µ)

[b(η+)− b(η−)]%(µ) b(η+)(1− µ) + b(η−)µ

]
f, (14.4)

Φξ,η,µ(Uh)f = eihηf,

donde a, b ∈ PSO�, h ∈ G, y f ∈ C2.
Finalmente, combinando los Teoremas 13.1, 13.5, 13.10 y 13.15, obtenemos el siguiente cri-

terio de Fredholm para los operadores B en la C∗-álgebra B.
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Teorema 14.1. Un operador B ∈ B es de Fredholm en el espacio L2(R) si y solo si se cumplen
las siguientes dos condiciones:

(i) para cualquier (equivalentemente, algún) τ ∈ R y todo (ξ, η, µ) ∈ Nτ,∞ los operadores
Φξ,η,µ(B) son invertibles en el espacio l2(G,C2) y

sup
(ξ,η,µ)∈Nτ,∞

∥∥(Φξ,η,µ(B))−1
∥∥
B(l2(G,C2))

<∞;

(ii) para todo (ξ, η, µ) ∈ N∞,R los operadores Φξ,η,µ(B) son invertibles en el espacio C2 y

sup
(ξ,η,µ)∈N∞,R

∥∥(Φξ,η,µ(B∞,R))−1
∥∥
B(C2)

<∞.

Fijemos τ ∈ R y consideremos la función de operadores Φ(B) definida en Nτ,∞ ∪N∞,R por
(ξ, η, µ) 7→ Φξ,η,µ(B), donde los operadores Φξ,η,µ(B) están dados por (14.1)–(14.4), y equipémos-
la con

‖Φ(B)‖ = máx
{

sup
(ξ,η,µ)∈Nτ,∞

∥∥Φξ,η,µ(B)
∥∥
B(l2(G,C2))

, sup
(ξ,η,µ)∈N∞,R

∥∥Φξ,η,µ(B)
∥∥
B(C2)

}
.

La función de operadores Φ(B) es referida como el śımbolo del operador B ∈ B. Claramente, el
conjunto Φ(B) := {Φ(B) : B ∈ B} es una C∗-álgebra, y la función Φ : B 7→ Φ(B) es un C∗-
álgebra homomorfismo de la C∗-álgebra B sobre la C∗-álgebra Φ(B) con kernel Ker Φ = K. Por
lo tanto Bπ ∼= Φ(B). Haciendo uso de este cálculo simbólico, el Teorema 14.1 puede reescribirse
en la siguiente forma.

Teorema 14.2. Un operador B ∈ B es de Fredholm en el espacio L2(R) si y solo si su śımbolo
Φ(B) es invertible.
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Operators. Birkhäuser Verlag, Basel (1997).
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Applications. Birkhäuser, Basel, 228 (2013), 185–207.

[49] Yu. I. Karlovich, I. Loreto Hernández: Algebras of convolution type operators with piece-
wise slowly oscillating data. I: Local and structural study. Integral Equations and Operator
Theory, 74 (2012), 377–415.

[50] Yu. I. Karlovich, I. Loreto Hernández: Algebras of convolution type operators with piecewise
slowly oscillating data. II: Local spectra and Fredholmness. Integral Equations and Operator
Theory, 75 (2013), 49–86.

[51] Yu.I. Karlovich, J. Loreto Hernández: Wiener-Hopf operators with semi-almost periodic
matrix symbols on weighted Lebesgue spaces. Integral Equations and Operator Theory 62
(2008), 85–128.

[52] Yu. I. Karlovich, J. Loreto Hernández: Wiener-Hopf Operators with Slowly Oscillating
Matrix Symbols on Weighted Lebesgue Spaces. Integr. equ. theory 64 (2009), 203-237.

[53] Yu.I. Karlovich, E. Ramı́rez de Arellano: A shift-invariant algebra of singular integral
operators with oscillating coefficients. Integral Equations and Operator Theory 39 (2001),
441-474.

[54] Yu.I. Karlovich, E. Ramı́rez de Arellano: Singular integral operators with fixed singularities
on weighted Lebesgue spaces. Integral Equations and Operator Theory 48 (2004), 331–363.

[55] Yu.I. Karlovich, B. Silbermann: Local Method for Nonlocal Operators on Banach Spaces.
Operator Theory: Advances and Applications 135 (2002), 235–247.

[56] Yu.I. Karlovich, B. Silbermann: Fredholmness of singular integral operators with discrete
subexponential groups of shifts on Lebesgue spaces. Math. Nachr. 272 (2004), 55–94.

[57] M.A. Krasnoselskii, P.P. Zabreiko, E.I. Pustylnik, P.E. Sobolevskii: Integral Operators in
Spaces of Summable Functions. Nauka, Moscow, 1966 (Russian); English transl.: Noordhoff
I.P., Leyden, 1976.

[58] S. G. Krein: Linear Equations in Banach Spaces. Birkhäuser, Boston (1982). Original en
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