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Resumen.

En este trabajo, considerando al dlgebra de Banach, By, ,,, de todos los operadores lineales
acotados que actiian sobre el espacio de Lebesgue con peso LP(R,w), donde p € (1,00) y w es
un peso de Muckenhoupt, estudié la subdlgebra de Banach 21, ., de B, ,, generada por todos los
operadores de multiplicacién al (a € PSO®) y todos los operadores de convolucién W(b) (b €
PSO; ), donde PSO° C L*(R) y PSO;,, C My, son dlgebras de funciones lentamente
oscilatorias a trozos que admiten discontinuidades lentamente oscilatorias en puntos arbitrarios
de RU {00}, y M), es el dlgebra de Banach de multiplicadores de Fourier en LP(R,w). Bajo
ciertas condiciones sobre el peso de Muckenhoupt w, se construyé un calculo simbédlico para el
algebra de Banach %, ,, y se establecié un criterio de Fredholm para los operadores A € 2, ,,
en términos de sus simbolos de Fredholm. Para estudiar el dlgebra de Banach 2, ,,, se aplicé la
teoria de operadores pseudodiferenciales y de Calderén-Zygmund, el principio local de Allan-
Douglas, el teorema de dos idempotentes, el método de operadores limite y la teoria de operadores
pseudodiferenciales de Mellin.

También estudié la C*-algebra no local B de B(L?(R)) generada por todos los operadores de
multiplicacién por funciones lentamente oscilatorias a trozos, por todos los operadores de convo-
lucién con simbolos lentamente oscilatorios a trozos y por todos los operadores de desplazamiento
unitarios asociados con el grupo conmutativo de todas las traslaciones g, : R - R, z — = — h,
para h € R. Se establecié un célculo simbdlico para la C*-algebra % y se obtuvo un criterio de
Fredholm para los operadores B € B usando una generalizacién del método de trayectoria local
para estudiar C*-algebras asociadas con C*-sistemas dindmicos. Este método esta relacionado
con el principio local de Allan-Douglas y su generalizaciéon se basa en la nocién de medidas
espectrales.



Indice

1.

2.

Introduccion 1
Preliminares. 5
2.1. Definiciones de operadores de convolucién . . . . . . . .. ... ... L. 5
2.2. Conceptos y propiedades bésicas de la teoria de Fredholm . . . . . .. .. .. .. 6
2.3. Funciones lentamente oscilatorias y sus propiedades . . . . . . . ... ... .. .. 7
2.4. Pesos de Muckenhoupt. . . . . . . . .. L 8
2.5. Multiplicadores de Fourier. . . . . . . . . . . . ... ... .. ... 9

2.6. Resultados conocidos sobre &lgebras de operadores de convolucién con datos con-
tinuos a trozos. . . . . . .. L L 9

Datos: Algebras de funciones lentamente oscilatorias y de funciones lenta-

mente oscilatorias a trozos 11
3.1. La C*-dlgebra SO® . . . . . . . . . e 11
3.2. Las 4dlgebras de Banach SO° ............................ 12
3.3. Las &algebras de Banach PS O<> ........................... 13
3.4. El espacio de ideales maxnnales de SO; ...................... 13
3.5. El espacio de ideales maximales de P.S O° ..................... 16

Algebra de operadores del tipo de convolucion con datos lentamente oscila-

torios 17
4.1. Relaciones entre las clases de funciones SO°y VMO . ... . ... ... .... 17
4.2. Compacidad de los conmutadores . . . . . . . . .. ..o 18
4.3. Enfoque abstracto de operadores limite . . . . . .. . ... ... ... ...... 21
4.4. Aplicaciones de los operadores limite . . . . . . ... ... .. .. ......... 22
4.5. El espacio de ideales maximales del subdlgebra central 2o e 26
Estudio local del algebra de Banach %A, ,, 30
5.1. El principio local de Allan-Douglas. . . . . . . . . . . .. .. ... ... ...... 30
5.2. Representantes locales . . . . . . . . . . . . ... ... e 31
5.3. Estructura de las dlgebras locales 'Agm ........................ 34
Una subclase de pesos de Muckenhoupt 35
6.1. Funciones en VMOo(U) . . . . . . . ... 35
6.2. Pesos equivalentes a pesos de Muckenhoupt lentamente oscilatorios . . . . . . . . 36
6.3. Operadores limite necesarios . . . . . . . . . .. .. . L L oo 39
El teorema de dos idempotentes y sus aplicaciones 51
7.1. El teorema de dos idempotentes . . . . . . . . ... oL 51
7.2. El espectro de Y en aplicaciones . . . . . . . . .. . .. ... ... .. ..., 52
Operadores pseudodiferenciales de Mellin y sus aplicaciones 54
8.1. Operadores de convolucién de Mellin . . . . . .. .. ... ... ... ....... 54
8.2. Acotacién de operadores pseudodiferenciales de Mellin . . . . . . ... ... ... 55

8.3. Compacidad de conmutadores de operadores pseudodiferenciales de Mellin . . . . 56



8.4. Espectro local de ciertos operadores de convoluciéon de Mellin . . . . . . ... .. 56

8.5. Aplicaciones de los operadores pseudodiferenciales de Mellin . . . . .. ... ... 59
9. Espectro local relacionado al teorema de dos idempotentes 65
9.1. Estimaciones del espectrolocal . . . . . .. .. ... o L. 65
9.2. Espectro de las clases laterales X[ para &nm)EQ - o o 72
9.3. Espectro local: identificacién . . . . . . . . ... 75
10.Resultados principales para el dlgebra de Banach 2(, ., 77
10.1. Corolario del teorema de dos idempotentes . . . . . . . . ... .. ... ... ... 77
10.2. Algebras de Banach A7 | para §,n € Mo (SO®) . .. ... ......... .. 78
10.3. Homomorfismos de algebras de Banach de €p o . . . . . . . . . ... 79
10.4. Célculo simbdlico y la propiedad de Fredholm para el dlgebra de Banach RAp,,, . 81
10.5. Casos parciales efectivos . . . . . . . . . L 82
11.E]l método de trayectoria local y la medida espectral 86
11.1. El método de trayectoria local . . . . . . . . . . . ... 86

11.2. Una generalizacién del método de trayectoria local basada en medidas espectrales 88

12.La C*-algebra B y sus subdlgebras 90
12.1. Célculo simbdlico para la C*-algebra 20 . . . . . . . ... ... ... ... ... 90
12.2. La accién del grupo G sobre el espacio de ideales maximales de una C*-subdlgebra

central de U™ . . L 93
12.3. Forma general de operadores del tipo de convoluciéon con desplazamientos . . . . 94
12.4. Invertibilidad de los operadores funcionales . . . . . . .. ... ... ... .... 95

13.Estudio de Fredholm de la C*-algebra 2 97
13.1. Descomposicién de la C*-dlgebra 23 y un criterio de Fredholm abstracto asociado 97
13.2. Un simbolo de invertibilidad para la C*-dlgebra Aroo - . . . . . . . . . . . . .. 99
13.3. Un criterio de invertibilidad para la C*-dlgebra Broo . . . . . . . . . . . . . .. 101
13.4. La C*-dlgebra Boo R - - - - o o o oo 103
13.5. La C*-dlgebra B o0 y su influencia . . . .. . ... .. ... ... 107

14.Calculo simbdlico y un criterio de Fredholm para la C*-algebra 25 110



1. Introduccion

Los operadores integrales son instrumentos importantes y adecuados para resolver problemas
del andlisis real y complejo, y la fisica matematica. Entre las clases importantes de operadores se
encuentran los siguientes: operadores integrales singulares, pseudodiferenciales, de Toeplitz, de
Wiener—Hopf y del tipo de convolucién més generales (con grupos discretos de desplazamientos,
con datos discontinuos y oscilatorios, etc.). La teoria cldsica de tales operadores, en el caso de
valores continuos o suaves, fue desarrollada por F. D. Gakhov, M. G. Krein, I. Gohberg, S. G.
Mikhlin, N. I. Muskhelishvili, y M. E. Taylor, entre otros.

Hasta ahora han sido estudiadas las algebras de operadores del tipo de convolucién con datos
que admiten discontinuidades de primera especie en el eje real (ver [23], [16], [68], [20], [53]) v
discontinuidades lentamente oscilatorias en el infinito (ver [3]-[4]). El importante problema que
consiste en la investigacién de dlgebras de operadores del tipo de convolucién con datos que
admiten discontinuidades lentamente oscilatorias a trozos en puntos arbitrarios del eje real estuvo
abierto. Para progresar en esta direccion, en particular, fue necesario estudiar la compacidad
de ciertos conmutadores de operadores del tipo de convolucién que se basa sobre la teoria de
operadores pseudodiferenciales con simbolos discontinuos (ver [37], [39], [40], [72]).

Las algebras de operadores integrales singulares con grupos discretos de desplazamientos y
coeficientes lentamente oscilatorios a trozos fueron investigadas en [5]-[8] y [41] (ver también
[15]). Las C*-algebras de operadores del tipo de convolucién con datos continuos a trozos y grupos
déciles de desplazamientos fueron estudiadas en [34]. Por otro lado el problema més dificil del
estudio de &lgebras de operadores del tipo de convolucién no locales con datos discontinuos
lentamente oscilatorios a trozos y grupos discretos de desplazamientos con conjuntos arbitrarios
de puntos fijos estuvo abierto. La admisién de desplazamientos aporta cambios cualitativos en
propiedades de tales operadores y explica la apariciéon de dificultades en el estudio de tales
operadores. Ademads, la ampliacién de clases de datos de operadores considerados implica la
necesidad del desarrollo de la teoria de representaciones de algebras de operadores integrales no
locales y los métodos de investigacién correspondientes.

Sea B, ., el dlgebra de Banach de todos los operadores lineales acotados que actiian sobre
el espacio de Lebesgue LP(R,w), donde p € (1,00) y w es un peso de Muckenhoupt, y sea
M, el élgebra de Banach de multiplicadores de Fourier en LP(R,w), si w = 1 escribimos
B, y M, en lugar de Bp., y My, respectivamente. La subdlgebra de Banach ,(PC) de B,
generada por todos los operadores de multiplicacién al (a € PC C L*°(R)) y todos los opera-
dores de convolucién WO(b) (b € PC, C M,) con datos continuos a trozos fue estudiada por
R.V. Duduchava en [23], [24]. Para espacios de Lebesgue con peso LP(R,w), el dlgebra de Ba-
nach 2, ,(PC) C By, fue investigada por R. Schneider [76] y por S. Roch y B. Silbermann
[68] (ver también [67]) en el caso de pesos potenciales w, y por A. Béttcher y I.M. Spitkovsky
en el caso de pesos de Muckenhoupt generales w [20] (ver también [19]). Su dnalogo invariante
por desplazamientos para espacios de Lebesgue con pesos en el circulo unitario fue estudiado
en [53]. La subdlgebra de Banach 2,(alg (PC, SO«)) de B, generada por todos los operado-
res de multiplicacién al (a € alg (PC, SO ) C L*®(R)) y todos los operadores de convolucién
WO(b) (b € alg (PCp, SOw ) C M,) con datos continuos a trozos que admiten discontinuidades
lentamente oscilatorias solo en el infinito fueron estudiadas en [3] y [4].

En este trabajo, se estudia la subdlgebra de Banach 2, ,, de B, generada por todos los
operadores de multiplicacién al (a € PSO®) y todos los operadores de convolucién W(b) (b €
PSO; ), donde PSO° C L*(R) y PSO,, C My, son élgebras de funciones lentamente



oscilatorias a trozos que admiten discontinuidades lentamente oscilatorias en puntos arbitrarios
de RU {oo}, para este estudio, primero, aplicando la teoria de operadores pseudodirefenciales y
de Calderén-Zygmund (ver p. €j. [72], [77]) , se determina la compacidad de conmutadores de
operadores de multiplicacién al y operadores de convolucién W°(b) sobre espacios de Lebesgue
LP(R,w) con p € (1,00) y pesos de Muckenhoupt w para algunas clases de funciones lentamente
oscilatorias a trozos a € PSO® y b € PSO, . Los resultados obtenidos extienden aquellos dados
en [24, Lemas 7.1-7.4] y [3, Teorema 4.2, Corolario 4.3] a espacios de Lebesgue LP(R,w) con
pesos de Muckenhoupt generales w y a una clase mas amplia de datos a,b. Luego se estudia
el dlgebra de Banach Z,,, generada por los operadores aW?O(b) con funciones a € SO° y b €
SO, ,, que admiten discontinuidades lentamente oscilatorias en cada punto de A € R U {oo}.
Aplicando el método de operadores limite (ver [14], [66]), bajo alguna condicién sobre los pesos
de Muckenhoupt w, se describe el espacio de ideales maximales 2 = M(Z],,) del dlgebra de
Banach cociente conmutativa Z;: w = Zpw / Kpw donde K, , es el ideal de operadores compactos
en LP(R,w), y se define la transformada de Gelfand para Z7 . Después, bajo ciertas condiciones
sobre el peso de Muckenhoupt w, se construye un calculo simbdlico para el algebra de Banach
Ap.w ¥y se establece un criterio de Fredholm para los operadores A € 2,,, en términos de sus
simbolos de Fredholm. Para este fin, usando la descripcion de

0 = O 0o U Qoo & U Qoo 0, donde, Qg oo = (| Mi(SO%)) x Mu(SO°),
teR
Qoo = Mso(SO°) x (| Mi(SO%)), Qo0 = Moo(SO°) x Moo (SO°), y
teR
M (SO°) es la fibra del espacio de ideales maximales M (SO°®) sobre t € R U {o0},

y aplicando el principio local de Allan-Douglas (ver [18]), se reduce el estudio de la propiedad
de Fredholm para los operadores A € 2, ,, al estudio de la invertibilidad de las clases laterales
Ag,n en ciertas dlgebras de Banach locales Ag,n para (£,n) € Q, y se investiga la estructura de
ciertas algebras de Banach locales Agn C Agn generadas por las clases laterales gn para todo
A € AU, ., también se calculan algunos operadores limite necesarios, suponiendo que los pesos
w son equivalentes a pesos lentamente oscilatorios. Utilizando estos resultados y aplicando el
teorema de dos idempotentes y la teoria de operadores pseudodiferenciales de Mellin se obtiene
dicho criterio de Fredholm en términos de sus simbolos de Fredholm, en cuatro casos parciales
se obtienen para 2, ., resultados mas efectivos.

También se estudia la C*-4lgebra no local B de B(L?(R)) generada por todos los opera-
dores de multiplicaciéon por funciones lentamente oscilatorias a trozos, por todos los opera-
dores de convolucién con simbolos lentamente oscilatorios a trozos y por todos los operado-
res de desplazamiento unitarios asociados con el grupo conmutativo de todas las traslaciones
gn : R = R, x — x — h, para h € R. Se establece un calculo simbdlico para la C*-algebra B
y se obtiene un criterio de Fredholm para los operadores B € 5 usando una generalizacion del
método de trayectoria local (ver [1], [2], [6], [33], ¥ [38]) para estudiar C*-dlgebras asociadas con
C*-sistemas dindmicos. Este método estd relacionado con el principio local de Allan-Douglas y
su generalizacién estd basada en la nocién de medidas espectrales (ver [61]).

La tesis estd organizada como sigue. En el capitulo 2 recordamos algunos conceptos y re-
sultados béasicos para comprender el material presentado. Se definen los operadores del tipo de
convolucién y sus simbolos, se establecen algunas propiedades generales de la teoria de Fredholm
en espacios de Banach (ver [29], [18]), se definen las clases de funciones lentamente oscilatorias



en el infinito y se presentan algunas de sus propiedades. En este mismo capitulo se introducen los
conceptos de pesos de Muckenhoupt (ver p. €j. [26]) y de multiplicadores de Fourier en LP(R, w).
También se presentan algunos resultados relacionados a la propiedad de Fredholm de operadores
del tipo de convolucién con datos continuos (ver p. €j. [16]).

En el capitulo 3 se introducen las algebras de Banach de funciones lentamente oscilatorias,
S0y, y de funciones lentamente oscilatorias a trozos, PSO, ,,, se describe el espacio de ideales
maximales, M (SO, ,,) y M(PSO, ), de las dlgebras de Banach conmutativas SO, ,, y PSO, ,,,
respectivamente.

En el capitulo 4, se estudia la compacidad de conmutadores de operadores del tipo de con-
volucién con datos lentamente oscilatorios a trozos. También en este capitulo se dan algunas
aplicaciones de técnicas de operadores limite, para ello, primero se da una version abstracta de
tales técnicas. Usando estas aplicaciones de operadores limite, se describe el espacio de ideales
maximales Q = M(Z],,) de la subdlgebra de Banach conmutativa Z7,, de 27,

En el capitulo 5, se realiza un estudio local, para ello, se introduce el dlgebra de Banach,
A, de todos los operadores en B, ,,, que conmutan médulo operadores compactos, con todos los
operadores A € Z7 . y se define el dlgebra cociente A™ := A /K, ;. A cada (§,7) € € se le asocia
un ideal bilateral cerrado J{, de A™ generado por el ideal maximal de ZJ, identificado con
la pareja (£,7). Aplicando el principio local de Allan-Douglas (ver, p. ej. [18, Teorema 1.35]),

se reduce el estudio de la propiedad de Fredholm de los operadores A € 2, ,, al estudio de
la invertibilidad de las clases laterales A”n = A" + an en las algebras de Banach locales
A’r’ = A"/ Jé77 para (£,n7) € Q. También en este capitulo se investiga la estructura de las
algebras de Banach locales .Ag’ C A ¢, generadas por las clases laterales Ag’ paratodo A € A, ..

En el capitulo 6 se define una subclase de pesos de Muckenhoupt equivalente a pesos lenta-
mente oscilatorios y se calculan algunos operadores limite necesarios.

En el capitulo 7 se presenta el teorema de dos idempotentes (ver [11], [12] y las referencias
dadas ahi), y se verifica el cumplimiento de sus condiciones en el caso (£,n) € Qg C Q, donde
Qo = QR oo U Qo r, para las dlgebras de Banach locales A’r generadas por la identidad I
dos idempotentes P7T y Q£ 0 lo cual nos permite definir los sunbolos matriciales para las clases
laterales Agn.

En el capitulo 8 se estudian los operadores pseudodiferenciales de Mellin (cf. [37], [39]) v
se dan algunas aplicaciones que permiten la posibilidad de reducir el estudio de operadores
pseudodiferenciales de Mellin a operadores de convoluciéon de Mellin.

En el capitulo 9 se aplica la teoria de operadores pseudodiferenciales de Mellin con simbolos
no regulares para estudiar el espectro local M, (esto es, el espectro en Agn) de las clases

laterales basicas Xg 0= Ig 0= (ngn — ng)z que juegan un papel crucial en aplicaciones del
teorema de dos idempotentes para construir un calculo simbdlico para las algebras de Banach
locales Agm en el caso (&,7n) € Q. El conjunto M ,, contiene al conjunto {0,1} y estd contenido

en un arco circular Ep,w,y(g) C C que depende de p,w y &.

En el capitulo 10, aplicando el teorema de dos idempotentes, se obtienen dos resultados
principales de esta tesis: se construye un calculo simbdlico de Fredholm para el algebra de Banach
A,w ¥ se establece un criterio de Fredholm para los operadores A € 2, ,,. Estos simbolos son

funciones matriciales definidas en el conjunto

= ( U {Emyx mtg,n) U (Mecl80%) x Meo(S0%) x {0,1}).
(

§777)EQO



En este capitulo también se estudian las dlgebras de Banach 2, ,, para las cuales los conjuntos
M, coinciden con los arcos circulares /:'p%,,(g) para todo (&,1) € Q.

En el capitulo 11 se presenta el método de trayectoria local y una generalizacién de este
método que esta basada en medidas espectrales.

En el capitulo 12 se presenta un cdalculo simbdlico para la C*-algebra A := 2051 que es
consecuencia inmediata del capitulo 10. Se estudia la accién del grupo conmutativo G que
consiste de todas las traslaciones g, : R -+ R, 2 +— = — h (h € R), sobre el espacio de ideales
maximales de la C*-subdlgebra central Z™ de 2A™. También se estudia la invertibilidad de los
operadores funcionales que son los elementos de la C*-dlgebra A generada por los operadores
de multiplicacién por funciones lentamente oscilatorias a trozos en R y por los operadores de
desplazamiento isométricos U, (g € G).

En el capitulo 13 se descompone a la C*-dlgebra no local B generada por todos los operadores
A € 2 y por todos los operadores de desplazamiento unitarios Uj, (h € R) haciendo uso de
una medida espectral adecuada Py(:) : B — B(H,), y se obtiene un criterio de Fredholm
abstracto para los operadores B € 9. Se establece un criterio de invertibilidad para la C*-
algebra Br o = P,(Qr,0)¢(B), para ello primero se obtiene un simbolo de invertibilidad para
la C*-subélgebra Ar oo = Po(Qr,00)p(A) de Bg . Se obtiene un criterio de invertibilidad para
la C*-dlgebra Boor = Pp(Qoor)@(B). También en este capitulo se demuestra que para cada
B € B la invertibilidad del operador P,(Qro)¢(B™) en el espacio de Hilbert P,(Qr o)t
implica la invertibilidad del operador P, (Qsc,00)¢(B7) en el espacio de Hilbert Py (so,00)Hep-

Y por ultimo en el capitulo 14 se establece un calculo simbdlico para la C*-dlgebra B y se
obtiene un criterio de Fredholm para los operadores B € 8.

Los resultados principales de este trabajo son los siguientes. Se demostré la compacidad
de conmutadores de operadores de multiplicacién al y operadores de convolucién W°(b) sobre
espacios de Lebesgue LP(R,w) con p € (1,00) y pesos de Muckenhoupt w para algunas clases
de funciones lentamente oscilatorias a trozos a € PSO® y b € PSO; ,,. Se construyé un célculo
simbdlico para el dlgebra de Banach 2, ,, que esta generada por todos los operadores de mul-
tiplicacién al (a € PSO®) y todos los operadores de convolucién WO(b) (b € PSO3,,), y se
establecié un criterio de Fredholm para los operadores A € %, ,, en términos de sus simbolos
de Fredholm. Se establecié un calculo simbélico para la C*-dlgebra B de B(L?(R)) generada
por todos los operadores de multiplicacién por funciones lentamente oscilatorias a trozos, por
todos los operadores de convolucién con simbolos lentamente oscilatorios a trozos y por todos
los operadores de desplazamiento unitarios asociados con el grupo conmutativo de todas las
traslaciones g, : R -+ R, © +— z — h, para h € R y se obtuvo un criterio de Fredholm para los
operadores B € 8.

Los resultados de los capitulos 3 y 4 fueron aceptados para su publicacién en [48], y los de
los capitulos 5 — 7 fueron aceptados para su publicacién en [49], los resultados de los capitulos
8 — 10 fueron aceptados para su publicacién en [50] y los de los capitulos 11 — 14 estén conside-
rados en un articulo que esta en progreso.



2. Preliminares.

2.1. Definiciones de operadores de convolucion

Un operador de convolucion A en el espacio de Hilbert L?(R) estd dado por la férmula
(Af)(t) = / k(t —s)f(s)ds, t € R. (2.1)
R

Se dice que la funcién k € L2(R) es el nicleo de convolucion de A. Denotemos por F : L?(R) —
L?(R) a la transformada de Fourier,

(Ff)@) = f(z) = /R f@etdt, © € R, (2.2)
y sea F1: L?(R) — L%(R) la inversa de F,
(Flg)(t) = 2i / g(x)e " dx, t € R.
T JR

El operador (2.1) puede escribirse formalmente como
A=FkF (2.3)

o equivalentemente, (A )(x) = k(z)f(z), € R. La funcién k es llamada el simbolo del operador
(2.1). Dada una funcién a € L*(R), denotamos por al al operador de multiplicacién por a en
L?(R):

al : L*(R) — L*(R), f s af.

Obviamente, al es acotado en L?(R) y |lal|| = ||a]s- En el caso que al siga a otro operador,
digamos X, omitimos la I y abreviamos alX como aX. Para a € L*°(R), definimos el operador
WO(a) por

W%a) : L*(R) — L*(R), f v+ F taFf.

Debido a (2.1) y (2.3) nos referimos al operador W°(a) como el operador de convolucién con
sitmbolo a.

Denotemos por C(R) al conjunto de todas las funciones continuas en R (con valores com-
plejos) y sean Cy(R) := C(R) N L*°(R) las funciones acotadas y continuas en R. Denotamos por
C(R) a las funciones a € Cy(R) para las cuales los dos limites

a(—o0) := wgrzlooa(x), a(+00) 1= xgrfooa(x)
existen y coinciden; el valor comin de estos limites es denotado por a(co). Por wltimo, Co(R) es

la coleccién de todas las funciones a € C (R) para las cuales a(co) = 0. Claramente, C,(R), C(R)
y Co(R) son C*—subdlgebras de L>*(R).



2.2. Conceptos y propiedades basicas de la teoria de Fredholm

Sea B(X) el dlgebra de todos operadores lineales acotados en un espacio de Banach X y
A € B(X). El nicleo Ker A y la imagen Im A de A son definidos por

Ker A:={r € X: Az =0}, Im A:={Az: 2z € X}.

Ambos Ker A e Im A son subespacios lineales de X, y Ker A siempre es cerrado. Se dice que el
operador A es normalmente soluble si Im A es un subespacio cerrado de X. Si A es normalmente
soluble, el conticleo Coker A es definido por

Coker A := X/Im A.
Para un operador A normalmente soluble, definimos
n(A) := dim Ker A, d(A) := dim Coker A. (2.4)
Notemos que n(A) y d(A) estdn en {0,1,2,...} U{oo}, y ademds
n(A) =d(A%), d(A) =n(AY)
donde A* € B(X*) es el operador adjunto de A. Dos operadores A € B(X) y B € B(Y) son

equivalentes si ninguno de ellos es normalmente soluble o ambos A y B son normalmente solubles
y n(A) =n(B)y d(A) = d(B). Supongamos que A € B(X) es normalmente soluble. El operador
A es llamado Fredholm si n(A) y d(A) son finitos, y en ese caso el indice de A es definido como

Ind A:=n(A) —d(A).

Se dice que el operador A es propiamente n-normal si n(A) < co y d(A) = oo, y propiamente
d-normal si d(A) < oo y n(A) = oo. Decimos que dos operadores A € B(X)y B € B(Y)
son débilmente ®-equivalentes si ninguno de ellos es normalmente soluble o ambos A y B
son propiamente n-normal o bien propiamente d-normal o bien Fredholm. Denotamos por
O(X), &,(X) y ®4(X) al conjunto de todos los operadores en B(X) que son Fredholm, propia-
mente n-normales y propiamente d-normales, respectivamente. Los operadores en ®(X)U®,,(X)
y ®(X) U ®y(X) son llamados n-normales y d-normales, respectivamente. Decimos que los
operadores en ®(X) U @, (X) U &4(X) son semi-Fredholm, y los que estan en @, (X) U &4(X)
son propiamente semi-Fredholm. Definimos

Ind A— ) ~0% para A€ d,(X),
+oo, para A € O4(X).

Ahora recordemos algunas propiedades de operadores semi-Fredholm. Sea (X)) la coleccién
de todos los operadores compactos en X. Notemos que (X)) es un ideal bilateral cerrado de
B(X). Se puede mostrar que A € ®(X) si y sélo si la clase A + K(X) es invertible en el
algebra cociente B(X)/K(X). Si B+ K(X) es el inverso de A+ KC(X) entonces B es llamado un
reqularizador de A. Definimos el espectro esencial de A, spess A, como el espectro de A + K(X)
en B(X)/K(X), i.e.,

SPess A :={A € C: A — AI no es Fredholm}.
El spess 4 es un subconjunto del espectro de A, sp A, compacto y no vacio. Un operador A € B(X)

se llama Fredholm-izquierdo (respectivamente Fredholm-derecho) si existe un B € B(X) tal que
BA — I (resp. AB — I) es compacto.



Teorema 2.1. Los conjuntos ®(X), ®,(X) y ®4(X) son subconjuntos abiertos de B(X) y la
funcion
Ind : $(X) U &, (X) UBg(X) = Z U {00, +00}

es constante en las componentes coneras de ®(X) U @, (X) U Py(X). Mds ain, si A € B(X) es
semi-Fredholm, entonces existe un € > 0 tal que n(A+ C) < n(A), d(A+ C) < d(A), siempre
que C € B(X) y ||IC|| <e.

Teorema 2.2. Si A € &(X) (P,(X),P4(X)) y K € K(X), entonces A+ K € ®(X) (P,(X),
®4(X)) elnd (A+ K) =Ind A.

Teorema 2.3. Si A,B € &(X)U ®,(X), (P(X) U Py(X)) entonces AB € ®(X) U @,(X),
(®(X)UPy(X)) eInd (AB) =1Ind A+ Ind B.

Para consultar las demostraciones de los teoremas escritos ver, por ejemplo, [29], [28].

Lema 2.4. Sea X un espacio de Banach y A € B(X). Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) A es n-normal;
i) existe un operador compacto K y un § > 0 tal que

|Az|| + || K| > d||z| para todo = € X;

ii1) existe un nimero finito de operadores compactos Kq,..., K, y un 6 > 0 tal que

n
| Ax|| + Z | Kjz|| > é||x| para todo xz € X.
j=1

La demostracién se encuentra en [58] y [65, seccién 1.3.2].

2.3. Funciones lentamente oscilatorias y sus propiedades

Para una funcién f: R — C y un conjunto I C R, sea

osc(f, 1) = sup |f(t) — f(s)|-

t,sel

Denotamos por SO al conjunto de funciones lentamente oscilatorias en el infinito, es decir,
SO := {f € Cp(R) : Erf osc(f,[—2z, —z| U [z, 2z]) = 0} . (2.5)
Claramente, SO es una C*—subélgebra de L2(R) y C(R) C SO4.

Sea C}(R) el conjunto de todas las funciones a € Cy(R) tal que a’ € Cy(R).

Lema 2.5. (Ver p. ej. [52]). Cada funcion a € SOy puede aprozimarse uniformemente por
funciones en el dlgebra no cerrada

SOk = {f e CL(R) : lim af'(z) = 0} N SOne.

T—00



Cada funcién a € SO puede representarse en la forma
a4 =0a1Uy +a_U_
donde a+ son funciones pares en SO y

ux(r) = (1 £tanhz)/2, x € R.

2.4. Pesos de Muckenhoupt.

Sea F un subconjunto conexo de R. Una funcién medible w : E — [0, 0] es llamada un peso
si w™1({0,00}) tiene medida (de Lebesgue) cero. Para 1 < p < oo, denotamos por LP(E,w) al
espacio de Lebesgue usual con la norma

= ([, |f<x>|pwp<x>dx)’l’.

Sean x4+ y Xx— las funciones caracteristicas de (0,+00) y (—o0,0), respectivamente, el operador
P = Fx;F ! es la proyeccién ortogonal de L?(R) sobre H 3_, donde H_%_ se puede identificar con
el espacio de Hardy de funciones analiticas en el semiplano superior que tienen limites angulares
en R de la clase L?(R). Mientras que el operador Q = Fx_F ! es la proyeccién ortogonal de
L?(R) sobre H?. Denotamos por Ap(R) al conjunto de todos los pesos w en R para los cuales
L*(R) N LP(R,w) es denso en LP(R,w) y el operador P satisface la desigualdad

1P fllpw < Cpawll fllpw para toda f € LQ(R) N LP(R,w),

con alguna constante Cj,,, < oo independiente de f. A los pesos en A,(R) se les llama pesos de
Muckenhoupt. Como

P=Fx4F ' =F - F=w"(x-) (2.6)
y WO (—signz) es el operador integral singular de Cauchy Sg, definido en L?(R) por
_ L [ fs)
(Srf)(t) := i st ds, t € R, (2.7)

la integral entendida en el sentido del valor principal, donde signz es la funcién continua a trozos
definida por

-1, siz<0
signr = < 0, siz=0.
1, siz>0
Tenemos que
P=(I+58), Q=3I Sk) (2.8)

Por lo tanto, w € A,(R) si y sélo si L2(R) N LP(R,w) es denso en LP(R,w) y Sk se extiende de
L*(R) N LP(R,w) a un operador acotado en LP(R,w) (ver, p. ej., [12]). Si w € A,(R) entonces
P se extiende (de forma unica) a una proyeccién acotada en LP(R,w). La imagen de LP(R, w)
bajo P es entonces un subespacio cerrado de LP(R, w). Este subespacio de LP(R, w) es denotado
por HP(R,w) y es llamado el espacio de Hardy con peso.

El siguiente teorema demostrado por Hunt, Muckenhoupt y Wheeden [32], caracteriza los
pesos en A,(R).



Teorema 2.6. Sea 1 < p < co. Un peso w en R pertenece a Ap(R) si y solo si

(i i) (i o)

sup x — | w(x T | < oo,

1] 1] Jr

donde %—I—% =1 e I corre sobre todos los intervalos acotados I C R; aqud |I| es la longitud de I.

2.5. Multiplicadores de Fourier.

Para 1 <p < ooy w € Ay(R), denotamos por L(R, w) al espacio de Lebesgue usual con la

o 1= (. |f<x>\pwp<x>dx);

Supongamos que 1 <p < ooy w € Ap(R). Una funcién a € L*°(R) es llamada multiplicador
de Fourier en LP(R,w) si el operador Wo(a) ~laF manda L?(R) N LP(R,w) en si mismo y
se extiende a un operador acotado en LP(R, w). Denotamos por M, ,, al conjunto de todos los
multiplicadores de Fourier en LP(R, w).

Proposicién 2.7. El conjunto My, con la norma ||a|a,,, = [[W(a)|lprLr®w)) es un dlgebra
de Banach.
Sea R = [~o00, +00], sea V(R) el dlgebra de Banach de todas las funciones a : R — C con

variacién total finita

V(a):sup{Zj1|a(1§)—a(7§Z )] —o0o <ty <t <. <tn§+oo}

donde el supremo estd tomado sobre todas las particiones finitas de la recta real R y la norma
estd dada por |lal|y = ||al|ee + V(a), y PC la C*-dlgebra de todas las funciones en R que tienen
limites unilaterales finitos en cada punto ¢t € R.

Teorema 2.8. (Desigualdad de Stechkin). Si a € PC y a tiene variacion total finita V (a),
entonces a € M, y

lallaz,.. < 1SlBLr@w))lalle +V(a)). (2.9)

Para ver la demostracién del Teorema 2.8 consultar, por ejemplo, [16, Teorema 17.1].

Denotemos por C.,(R) (resp., Cpw(R), PCp.) a la cerradura en M,,, del conjunto de
todas las funciones a € C(R) (resp., a € C(R), a € PC) de variacién total finita. Obviamente,
Cpw(R), Cpw(R) y PC,.p son subélgebras de Banach de M, ,, v

Cpw(R) C C(R), C,u(R)C C(R), PC,, C PC.

2.6. Resultados conocidos sobre algebras de operadores de convolucién con
datos continuos a trozos.

Consideremos el operador

A= En:ajwo(bj), (2.10)



donde a; € PC'y b; € PCy,,, de la inclusién PC,,,, C M, ,, vemos que A es acotado en LP(R, w).
Sea OPpr, (respectivamente OP, ,,) la subalgebra cerrada més pequena de B(LP(R,w)) que

contiene a todos los operadores de la forma (2.10) con a; € C(R) y b; € Cp.(R) (resp. aj € PC
y bj € PCp.). '

Un resultado clasico sobre operadores pseudo-diferenciales dice que si a; € C(R) y b; €
Cp.w(R), entonces el operador (2.10) es Fredholm en LP(R,w) si y sélo si

Z a;(t)bj(o0) # 0,
= Za] o0)bj(z) # 0,
Z a;(00)bj(c0) # 0,
Esto se puede generalizar como sigue. Sea
M:=RxR)\ (RxR)= (R x {oo})U ({oc} x R)U{(c0,00)} (2.11)
y equipemos a M con la topologia discreta.
Teorema 2.9. [16, Teorema 17.11]. Ezxiste una funcion inica
Sym : OPY, — BC(M)
con las siguientes propiedades:
(a) siac C(R) ybe Cpu(R) entonces

(Sym al)(t,z) = a(t), (Sym WO(b))(t,z) = b(x) para (t,z) € M;

(b) si K es un operador compacto entonces (Sym K)(t,x) = 0 para todo (t,z) € M,
(¢) Sym es un homomorfismo de dlgebras;
(d) para cada (t,xz) € M la funcién
OPS, —C, A (SymA)(t, z)
es continua;

(e) un operador A € Ongw es Fredholm en el espacio LP(R,w) si y sdlo si (SymA)(t,x) # 0
para todo (t,z) € M;

(f) si A € OPS, es Fredholm en LP(R,w), entonces existe un operador B € OPS,, tal que
AB — I y BA — I son compactos en LP(R, w).

El dlgebra de Banach generada por los operadores de la forma (2.10) con datos continuos a
trozos y su generalizacién invariante con respecto a desplazamientos fueron investigadas en [53].
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3. Datos: Algebras de funciones lentamente oscilatorias y de
funciones lentamente oscilatorias a trozos

3.1. La C*-algebra SO°

Sea T el circulo unitario T = {z € C : |z| = 1} o la conpactificacién por un punto R :=
RU{oo} de la recta real R. Para una funcién medible y acotada f : I' — C y un conjunto I C T,
sea

osc(f, I) =sup es{|f(t) — f(s)| : t,s € I}.

Siguiendo [5, Seccién 4], decimos que una funcién f € L*°(T") es lentamente oscilatoria en un
punto n € I si para cada r € (0,1) o, equivalentemente, para algin r € (0,1),

lim osc (f, Fmg(n)) =0 paran#o00 y lim 0SC (f, Fmg(n)) =0 paran = o0,
€ o0

e—0

donde

{zel: re<|z—n[<e} si n#oo,
Fra,a(n = .
{zeT: re<|z| <€} si = o0.
Para cada n € I, sea SO, (I") la C*-subalgebra de L*°(I") definida por

S0, (I') := {f € Cp(T'\ {n}) : [ oscila lentamente en n},

donde Cy(T'\ {n}) := C(T'\ {n}) N L>®(T). De aqui, poniendo SOy := SO, (R) para todo A € R,

concluimos que

SOu = {f € R\ {oo}): lim osc (f, [~2,—2/2) U [1/2,2]) = o},

C

| (3.1)
SOy = {f € Cy(R\ {A}) = lim osc (£, A + (=, —2/2] U [2/2,2])) = 0}

para A € R. Sea SO° la C*-subdlgebra minimal de L> (R) que contiene a todas las C*-dlgebras
SO, con A € R. En particular, SO° contiene a C(R).

Lema 3.1. Sea A € R, a € SO, y sea v : T — R el homeomorfismo dado por v(t) = i(1 +
t)/(1 —t). Entonces aovy € SO,(T) donde n:=~"1(\).

Demostracion. Primero, sea A € R y por lo tanto n € T\ {1}. Fijemos 0 < | — 1] y pongamos
Ts(n) :={t € T: 0<|t—n| <d}. Como +'(n) =2i/(1—n)*+#0, concluimos que

() — A
L=

0<m:= Iinf
teTs(n)

‘ < M := sup
teTs(n)

_' < 00. (3.2)

Luego, tomando ¢ € (0,9) y poniendo r :=m/(2M) € (0,1) y ¢’ := M, inferimos de (3.2) por
analogia con [5, Lema 4.2] que si /2 < [t — | < € entonces

mlt —n| < |y(t) = Al < M|t —nf = me/2 < |y(t) = Al < Me
srel <|y(t) - A <€

De aqui y(T,/2.(n)) C Ryer r(N), lo cual implica que a oy € SO, (T) para cada a € SO.

11



Ahora, sea A\ = oo y por lo tanto n = 1. Fijemos § € (0,2). Ya que lim;—,1 ((t — 1)y(t)) = 2i,
tenemos otra vez que

0<m:= { t—1)y()| < M = A t—1Dv(t)| < oo. 3.3
m ten%f&)‘( )y (1] t?qlr?(’i)‘( )y (1)) < o0 (3-3)

Entonces para £/2 < |t — 1| < e < § deducimos de (3.3) que

mlt = 17 < [y (0)] < Mt — 17 = me™" < y(0)] < M2
s <y <<,

donde r = m/(2M) € (0,1) y &' := 2e7'M. Por lo tanto (T, /s.(1)) C Rrez,gz(oo), lo cual
significa que a oy € SO1(T) if a € SO. O
Corolario 3.2. Para cada X € R, la aplicacion a — a o 8y definida por el homeomorfismo

Az —1
T+ A

Br: R=R, z— (3.4)

es un isomorfismo isométrico de la C*-dlgebra SOy sobre la C*-dlgebra SOy .

Demostracion. Obviamente, las C*-dlgebras SO, (T) para todo n € T son isométricamente iso-
morfas. En particular, poniendo a;(t) = nt para todo t € T, concluimos que la aplicacién
a — a o ay es un isomorfismo de SO, (T) sobre SO;(T). Usando el Lema 3.1, inferimos que
la aplicacién a — a o By, donde By = yoa, oy~ (ver (3.4)) y A = v(n), es un isomorfismo
isométrico SOy — SO, (T) = SO1(T) = SOx. O

El siguiente resultado obtenido en [52, Corolario 2.10] nos proporciona otra clase de multi-
plicadores de Fourier en M), .

Teorema 3.3. Sia € C*(R\{0}) y [ D¥al| o (r) < 0o para todo k = 0,1,2,3, donde (Da)(z) =
xa'(x) para x € R, entonces el operador de convolucion W°(a) es acotado en cada espacio de
Lebesgue con peso LP(R,w) con 1 <p < oo yw € Ap(R), y

lallz, ., < Cpwméx {[[D*all ooy = k=0,1,2,3} < oo,
donde la constante Cp,, € (0,00) depende solo de p y w.

3.2. Las algebras de Banach SO; ,

Para A € R, consideremos las dlgebras de Banach conmutativas
SO3 = {a € SO\NCHR\{A}) : lim (Dfa)(@) = 0, k = 1,2,3}
equipadas con la norma
lallsos = méx { || DSal peomy : k= 0,1,2,3},

donde (Dya)(xz) = (x — A)d’(x) para A € Ry (Dya)(x) = zd'(z) si A = oo. Por el Teorema 3.3,
SOi C M, . Denotemos por SO, 54, a la cerradura de SO?\ en My ., y sea SO, ,, la subalgebra

de Banach de M, , generada por todas las dlgebras SOy ., (A € R) Como My, C My =
L>*(R), concluimos que SO; ,, C SO°.
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3.3. Las algebras de Banach PSO;,w

Sea PSO° la C*-subélgebra de L>°(R) generada por las C*-dlgebras SO°y PC,y sea PSO, ,,
la subdlgebra de Banach de M, ,, generada por las algebras de Banach SO; ,, y PCy .

3.4. El espacio de ideales maximales de SO;’w

Para una C*-algebra unitaria conmutativa A, denotemos por M (A) al conjunto de todos los
funcionales lineales multiplicativos no cero en A o, equivalentemente, el conjunto de todos los
ideales maximales de A. Equipemos a M (.A) con la topologia de Gelfand. Si C es un subélgebra
de Banach de Ay A € M(C), entonces al conjunto M)(A) :={£ € M(A) : |c = A} se le llama la
fibra de M (A) sobre A. De aqui para cada algebra de Banach A ¢ L®(R) con M(C(R)NA) =R
y cada X € R, la fibra M A(A) denota al conjunto de todos los caracteres (funcionales lineales
multiplicativos) de A que anulan al conjunto {f € C(R) N A : f(A) = 0}.

Identificando los puntos A € R con los funcionales de evaluacién dy sobre R, dx(f) = f()\)
para f € C(R), inferimos que el espacio de ideales maximales M(SO°) de SO° es de la forma

M(S0°) = ] Mx(S0°) (3.5)
AER
donde M, (SO°) := {¢ € M(SO°) : Elow) = 6x} son fibras de M (SO°) sobre A € R. Aplicando
el Corolario 3.2 y [9, Proposicién 5|, deducimos que para cada A € R,

M)(S0°) = M\(SO)) = M (SOx) = (clossoz, R) \ R, (3.6)

donde closgox R es la cerradura *-débil de R en SO, el espacio dual de SOx.

Para A € R, la fibra M) (SO,) esta relacionada con los limites parciales de una funcién a €
SO, en el punto A como sigue (ver [14, Corolario 4.3], [3, Corolario 3.3] y usar el Corolario 3.2).

Proposicién 3.4. Si {ay}32, es un subconjunto numerable de SO\ y § € M(SO,), donde
A € R, entonces existe una sucesion {gn,} C Ry tal que g, — oo cuando n — oo, y para cada
t €e R\ {0} y cada k € N,

li)m ar(\+ g, 't) = E(ar) si A ER, lim ar(gnt) = &(ax) si A= 0.

Seal < p <ooyw e Ay(R). Para cada X € R consideremos tres algebras de Banach
conmutativas unitarias con la misma unidad las cuales estan homomorficamente encajadas una
en la otra:

SO3 € SO pw C SO;. (3.7)

Para estudiar la relacién entre sus espacios de ideales maximales, por analogia con [3] y [52],
usamos el siguiente resultado (ver [71, Teorema 3.10]).

Teorema 3.5. Sean B; (i = 1,2,3) dlgebras de Banach conmutativas con la misma unidad
las cuales estdn homomdrficamente incluidas una en la otra, By C By C Bs. Supongamos que
Bi es densa en By y que cada funcional lineal multiplicativo definido en By se extiende a un
funcional lineal multiplicativo en Bs. Entonces cada funcional lineal multiplicativo en By también
se extiende a un funcional lineal multiplicativo en Bs.
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Dado \ € R, consideremos el dlgebra conmutativa C(R) N SO3 c SO3. Como M(C(R) N
SOi) = R, vemos que para cada t € R el conjunto

AL@O@:{fENHﬂﬁygbmmwiz&}
es la fibra de M(SO3) sobre el punto t. Entonces

M(SO3) = | Mu(SO3), (3.8)
teR

donde M;(SO3) = {t} para todo t € R\ {\}.
Modificando la prueba de [9, Proposicién 5], obtenemos lo siguiente.

Lema 3.6. Si A € R, entonces la fibra My(SO3) tiene la forma
MA(SO3) = (clos(soz)-(R\ {A})) \ (R\ {A})

donde clos(gp3)- (R\ {)\}) es la cerradura *-débil de R\ {\} en (SO3)*, el espacio dual de SO3.

Demostracion. Primero, probemos que

Fijemos £ € M (S0O3). Cualquier (S Oi)*—vecindad de £ es de la forma
U:= Ual ----- anﬁ(&) - {77 € (SOE)* : |77(a”b) - g(a’b)‘ < & = 17 tee ,TL},

donde e >0yay,...,an € SOi. Debemos demostrar que existe un tg € R\ {A\} tal que 0y, € U.
Pongamos a := |a; — &(a1)| + -+ + |an, — &(ay)|. De acuerdo a [27, § 13, Teorema 1], a € SO3
y entonces (a) = 0. Por eso, a no es invertible en SOA y, por lo tanto, existe una sucesién
{t,} € R\ {\} tal que lim, o a(t,) = 0. Como |a;(t) — &(a;)| < a(t) para todo t € R\ {A} y
cada i, deducimos que existe un tg € R\ {\} tal que |a;(to) — £(ai)| < a(ty) < € para cada i. En
consecuencia, d;, € U, lo cual implica (3.9).

Esta claro que §; ¢ My(SO%) para t € R\ {\} porque existe una funcién b € C(R )n SO3 tal
que b(t) # 0 para t € R\ {\} y b(\) = 0. Por eso, de (3.9), M,(SO3) C (clos )*(R \ {)\})) \
(R {A}). .

Inversamente, sea £ € (clos 503 ]R\{)\})) \(R\{A}), sean a,b € SO}, y sea e > 0. Entonces

elijamos ¢t € R \ {A\} de modo que 6; € Ug p gp:(§). Tenemos que
€(ab) — £(a)€(d)] < [€(ab) — a(t)b(t)] + |a(t) — £(a)[[b()] + [&(a)|[b(t) — £(D)]
<e+elb(t)| + |€(a)le.

Como € > 0 puede ser elegido arbitrariamente, tenemos que £(ab) = §(a)§(b), esto es, £ €
M(SO3). Pero como & ¢ R\ {\} = UteR\{)\} M;(S503), de hecho concluimos que & € M, (SO3).
]

Lema 3.7. Si A € R, entonces cada funcional lineal multiplicativo definido en SOE”\ se extiende
a un funcional lineal multiplicativo en SO).
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Demostracion. Fijemos A € R. Como M;(SO3) = {4;} para todo t € R\ {\} y los funcionales
de evaluacién &; identificados con los puntos t € R\ {\} pertenecen a M(SO,), solo resta
probar la existencia de las extensiones requeridas para los funcionales lineales multiplicativos
& € My(SO3).

Por el Lema 3.6, cada funcional ¢ € My(SO3) es el limite de una red {t,} C R\ {\} que no
converge a funcionales ¢ € R\ {\}, es decir,

¢(a) =limt,(a) para cada a € SO3,

donde t,(a) = a(ty) para a € SO3 y t, € R\ {\}. Entonces, para cada a € SO3, {t,(a)} es una
red de Cauchy en C, esto es, para cada ¢ > 0 existe v > 0 tal que |to(a) —tg(a)| < e sia, > 7.
Dado b € SO, existe una sucesion {a,} C SO3 tal que limy, o0 [|b — an|| () = 0. Entones de
las relaciones

talb) = t5(B)] < [ta(b — @n)| + [ta(@n) — ta(an)] + ta(a, — b)
<|[b = anllpoor) + [talan) — tg(an)| + [|b — anl| Lo (r)
se sigue que {t,(b)} es una red de Cauchy en C para cada b € SO,, y por lo tanto esta red
converge en C y su limite es tinico._ N
Para cada b € SO,, definimos £(b) := lim, ¢, (b). Entonces £ es un funcional lineal multipli-
cativo en SO, (y por lo tanto acotado de norma 1 por [69, Proposicién 10.6, Teorema 10.7]) ya

que ~ B B
£(bd) = limt,(bd) = lfmto(b) limt,(d) = £(b)E(d) para todo b,d € SO,.
[e% [e% «

En consecuencia, 5 es una extension requerida de £ € M (S Of}\) a SO,. O

Notemos que la prueba del Lema 3.7 en el caso A = co mejora aquella dada en [52, Lema 3.3].
Aplicando (3.7), la densidad de SO?\ en SO\ pw en la norma de My, y el Lema 3.7, con-
cluimos que para cada A € R las algebras de Banach conmutativas

By = SO3, By=SO0),w, Bs=SO0,

satisfacen las condiciones del Teorema 3.5. Por el Teorema 3.5, cada funcional lineal multi-

plicativo en SO) ;. se extiende a un funcional lineal multiplicativo en SO), y por lo tanto
M(SOxpw) C M(SO,). Por otra parte, M(SOy) C M(SOypw) ya que SOy, C SOy, Asi,

tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.8. Si1l <p < oo, w € Ay(R) y X\ € R, entonces el espacio de ideales mazximales de
SOxpw y SO coinciden como conjuntos, esto es, M(SOy p.) = M(SO)).

Fijemos p € (1,00) y w € A,(R). El Lema 3.8 y las relaciones (3.6) implican que

M (S0, ;) = MA(SOxpw) = MA(SOx) = Mo (SOx) (3.10)
para cada A € R. Andlogamente a (3.5) y a (3.8) obtenemos que
M(80;,) = | Ma(SO3,, (3.11)
pYSI

Aplicando (3.11), (3.10) y (3.5) llegamos al siguiente resultado.

Teorema 3.9. Sil < p < oo yw e Ay(R), entonces el espacio de ideales mazimales de SO;
y de SO° coinciden como conjuntos, M(SO; ,,) = M(SOQ).

En lo que sigue escribimos a(§) := £(a) para a € SO, y § € M(SO°).
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3.5. El espacio de ideales maximales de PSOg,w

Dado p € (1,00) y w € Ay(R), el espacio de ideales maximales M (PC),,) de PCp,, puede
identificarse con R x {0, 1} en el siguiente sentido: para a € PC) ,

a(X,0) =a(A—0), a(A\,1)=a(A+0) si AeR,
a(\,0) = a(4+00), a(\1)=a(—0) si A= o0.

Para cada \ € R, denotemos por PSO, ., a la subdlgebra de Banach de M), ,, generada por las
dlgebras de Banach SO . ¥ PCh pa := PCpu N C(R\ {A}). Por analogfa con [48, Lema 3.3],
cada & € My(PSOy p.,) es el limite de una red {t,} € R\ {\} donde todos los caracteres t,
ahora estdn localizados en la misma semi-vecindad de A en R\ {\}. Entonces, similarmente al

Lema 3.8 deducimos que
MA(PSOxpw) = MA(PSO,), (3.12)

donde PSO) es la C*-dlgebra generada por SOy y PCy := C(R\ {\}) N PC. Lo cuél a su vez
(3.12) implica que

M)\(PSOy ) = MA(PSO) p.w) = MA(PSOy) = M\(PSO°), (3.13)
por lo tanto
M(PSO;,,) = | MA(PSO;,,) = | ] MA(PSO®) = M(PSO®°). (3.14)
AER AER

De acuerdo a [63], las C*-4lgebras SO y C(R) son asintéticamente independientes, es decir,
la fibra M (PSO«) es naturalmente homeomorfa a Moy (SOs) X Moo(C(R)), lo cual significa
que la funcién restriccién

¢ (Clsoms Clom)

es un homeomorfismo de PSOq, sobre Mo, (SOs) X Moo (C(R)), donde Mo (C(R)) = {0, 1} En
consecuencia, cada ( € My (PSO«) lo podemos identificar con la pareja (€, 1) € Moo (SOx) X

{0,1}.

Lema 3.10. Para cada A\ € R, cada p € (1,00) y cada w € Ay(R), la fibra My(PSO; ,,) es
identificada con My(SO°®) x {0,1}, y por eso

M(PSO5,,) = M(SO°) x {0,1}. (3.15)

Demostracion. Fijemos \ € R. El Corolario 3.2 implica que la aplicacién a — a o 3y con By
dado por (3.4) es un isomorfismo isométrico de la C*-dlgebra PSO) sobre la C*-algebra PSO«,
Por lo tanto, M)(PSO)) = M (PSO«), donde Mo(PSOs) = Ms(SOs) x {0,1}. Ahora
aplicando (3.6) deducimos que

M)(PSO)) = M(SOx) x {0,1} = M»(SO,) x {0,1},
lo cual implica, debido a (3.13) y (3.10) que
My(PSO,,,) = M\(SO°) x {0, 1}. (3.16)

Finalmente, (3.16), (3.14) y (3.11) nos dan inmediatamente (3.15). O
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Por (3.16), a cada ¢ € M)(PSO, ,,), donde X\ € R, lo podemos identificar con la pareja
(&, 1) € M\(SO®) x {0,1}. Como My(PCp,) = My(PC) = {0,1}, del Lema 3.10 se sigue que
para cada £ € M (SO°) existe un homomorfismo

¢¢ : PSO; , — PCpulaypcy, (¢ea)(p) = (& p)a para pe {0,1}. (3.17)

Sia € PCp,, entonces deducimos que (§,0)a = a(A—0) y (§,1)a = a(A+0). Asi, llegamos a la
siguiente afirmacién (cf. [5, Teorema 4.6]).

Teorema 3.11. Si (€, ) € My(SO°)x{0,1} y X € R, entonces (£, wlsos, =&, (& “)’Cp,w(R)
A (&)l Poy. = (A ).
Para a € PSO; ,, v £ € M(SO°), ponemos
a(€7) = a(&0) vy al") :=a(§1), (3.18)

donde a(&, p) = (€, p)a para (&, 1) € M(SO®) x {0,1}. En particular, si A € R, a € PSOS 0 Y
& =1lim,, &y, € My(SO?), entonces lim, to, = Ay

a(&,0) =lima(A — [ta — Al), a(& 1) =lima(A + |[t, — A|) para A € R,
a(&,0) =lima(|ta]), a(§,1) =lima(—|ts|) para A\ = oc.

La topologfa de Gelfand sobre M(PSO; ,,) puede describirse como sigue. Si £ € My(SO; )

(A € R), una base de vecindades para (£, ) € M(PSO,,,) consiste de todos los conjuntos
abiertos de la forma

U :{(UéAX{O} (Uer x{0,1}) sip=0,
T Wer x DN U U, x {0,1}) sip=1,

donde Ugx = Ue N MA(SOj,,), Ug es una vecindad abierta de § en M(SOp ), y Ug,, UQA
consisten de todos los ¢ € Ug cuyas restricciones 7 = (| Cpo () pertenecen, respectivamente, a
los conjuntos (A—e,\) y (A, A+¢)si A€ R,y (g,400) y (—00, —€) si A = 00, donde ¢ > 0. Esta
topologia depende de la pareja (p, w).

4. Algebra de operadores del tipo de convoluciéon con datos len-
tamente oscilatorios

4.1. Relaciones entre las clases de funciones SO°y VMO

Sea I € {R, T}. Dada una funcién localmente integrable f € L}, (I') y un intervalo finito I
en I', denotemos por |I| a la longitud de I y denotemos por

)—W%Mﬁ

al promedio de f sobre I. Para a > 0, consideremos las cantidades

M,(f) = It )|d
Umu/v flt,
Mo(f) = lim M), fll. = Jim My(f). (4.1)
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La funcién f € L, (T) se dice que tiene oscilacién media acotada, f € BMO(T), si || f|l« < oco.
El espacio BMO(T") es un espacio de Banach bajo la norma || - ||, siempre que dos funciones
que difieren por una constante sean identificadas. Una funcién f € BMO(T") se dice que tiene
oscilaciéon media cero, f € VMO(T'), si My(f) = 0. Como es bien sabido (ver, p. €j., [74]),
VMO(T') es un subespacio cerrado de BMO(T').

Consideremos el homeomorfismo v : T — R, ~(t) = i(1 4+ t)/(1 — t). Por [26, Capitulo VI,
Corolario 1.3], f € BMO(R) siy sélosi foy e BMO(T), y las normas de estas funciones son

equivalentes. Por otra parte,
VMO :={foy': fe VMO(T)} (4.2)

es un subespacio cerrado propio de VMO(R). Como VMO(T) es la cerradura de C(T) en
BMO(T) (ver, p. €j., [26, p. 253]), (4.2) implica la siguiente propiedad de VMO.

Proposicién 4.1. VMO es la cerradura en BMO(R) del conjunto C(R).

Sea H* la subdlgebra cerrada de L*°(R) que consiste de todas las funciones que son limites
no-tangenciales en R de funciones analiticas acotadas sobre el semi-plano superior.

Teorema 4.2. La C*-dlgebra SO° estd contenida en la C*-dlgebra QC de funciones casi-
continuas en R, donde

QC = (H* + C(R)) N (H*® + C(R)) = VMO N L™(R). (4.3)

Demostracion. Sia € SO, entonces a := aoy € SO1(T) en vista del Lema 3.1. Por [75, Lema 1]
y [64, Lema A4], cada funcién a € SO;(T) pertenece al conjunto VMO(T)N L>(T). De acuerdo
a [74], VMO(T) N L>®(T) = QC(T), donde QC(T) := (H*(T) + C(T)) N (H>*(T) + C(T)) es
la C*-algebra de funciones casi-continuas en T, y H>(T) es la subdlgebra cerrada de L*°(T)
que consiste de todas las funciones que son limites no-tangenciales en T de funciones analiticas
acotadas en D := {2z € C : |z| < 1}. Asi, @ € QC(T), y por eso a = ao~y~! € QC, donde
QC esta dado por (4.3). Aplicando (4.3) y el Corolario 3.2, deducimos que para todo A € R las
C*-4lgebras SO,, y por consiguiente SO°, estdn contenidas en QC. O

4.2. Compacidad de los conmutadores

Dado 1 < p < ooy w € Ap(R), consideremos el algebra de Banach B, ,, = B(LP(R,w)) y
su ideal de operadores compactos KCp,, := IC(LP(R, w)) El caso en que w = 1 abreviamos a B, 1
y a Kp1 por B, y K, respectivamente. La notacién CP(R), Cy(R), PCp y SOsp se entiende
analogamente.

Para dos dlgebras A y B contenidas en un édlgebra de Banach C, denotamos por alg (A, B) al
subdlgebra de Banach de C generada por las algebras A y B.

Primero recordemos dos resultados conocidos sobre la compacidad de conmutadores.

Lema 4.3. [2/, Lemas 7.1-7.4] Sea 1 < p < c0.
(a) Sia€ PC, b€ PC,, ya(too) = b(£oo) = 0, entonces aWO(b), W(b)al € K,.
(b) SiacCR) ybe PCy, 0ac PC ybe Cy(R), entonces [al, WO(b)] € K,.
(c) Sia e CR) ybe CyR), entonces [al, WO(b)] € K,.
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Teorema 4.4. [3, Teorema 4.2, Corolario 4.3] Sil < p < 0o y, a € alg (SOu0, PC) yb € SOq p,
0a€ SO yb e alg(SOup, PCy), 0 a € alg (SO, C(R)) y b € alg (SO p, Cp(R)), entonces
[al, WO(b)] € K,

El uso de un anélogo con peso [43] del teorema de Krasnoselskii [57, Teorema 3.10] sobre
la interpolacién de la compacidad, el cual se sigue del teorema de interpolacion de Stein-Weiss
(ver, p. €j., [10, Corolario 5.5.4]), nos lleva al siguiente resultado de compacidad.

Lema 4.5. [43, Corolario 5.3] Si un operador lineal T es acotado en cada espacio de Lebesgue
con peso LP(R,w) (1 < p < oo, w € Ay(R)) y T es compacto en el espacio L*(R), entonces T
es compacto en cada espacio LP(R,w).

Aplicando la teoria de operadores pseudodiferenciales y de Calderén-Zygmund, establecemos
el siguiente resultado de compacidad para espacios de Lebesgue con pesos.

Teorema 4.6. Seap € (1,00) yw € Ap(R). Sia € PSO° ybe€ SO, ,,, 0a € SO°ybe PSO; ,,
0a € alg(SOx,C(R)) y b € alg (SO0 pw Cpw(R)), entonces el conmutador [al, WO (b)] es
compacto en el espacio LP(R, w).

Demostracion. Por definicién, PSO; ,, = alg (SO,

ows PCpw) C Mp o, donde SO, es la subélge-
bra de Banach de M), ,, generada por todas las dlgebras SOy p . (A € R), SO\ pw es la cerradura
de SO3 en M,y .y, y PCp, es la cerradura en M, ,, del conjunto de funciones continuas a trozos de
variacion total finita, y de aqui PC), ,, es la cerradura en M, ,, del conjunto de todas las funciones
constantes a trozos con conjuntos finitos de discontinuidades (ver, p. €j., [24, Observacién 2.12]).
Ademss, C, 4, (R) es la cerradura de C(R)NV(R) en M, ,,. En consecuencia, es suficiente probar

la compacidad del conmutador [aI, W°(b)] en los cuatro casos siguientes \, u € R:
1) a€ SO\ ybe SO

2) a € SOy y b(x) = sign(x — p),

w

)
)
) a(x) =sign(z —A) ybe SO/?;,
)

4) a€e C(R) ybe CR)NV(R).

Bajo estas condiciones sobre las funciones a y b, los conmutadores [al, W°(b)] son operadores
lineales acotados en cada espacio de Lebesgue LP(R,w) con 1 < p < ooy w € A,(R). Por lo
tanto, de acuerdo al Lema 4.5, es suficiente probar la compacidad del conmutador [al, WO(b)]
solo en el espacio L?(R), lo cual implica su compacidad en todos los espacios LP(R,w). Asi, en
el caso de LQ(R) podemos reemplazar b € SO/?; por b € SO,. Entonces el caso 3) se reduce al
caso 2) bajo la transformacion A —» FAF L. En efecto, FaF ' = WO(b) y FWO(b)F~ =al
donde b(z) = a(—z) y @ = b. Como la afirmacién en el caso 4) para el espacio L(R) se sigue
del Lema 4.3(c), solo resta considerar los casos 1) y 2).

1) Seaa € SO\ yb € SO, (A, u €R). Si A =y = oo, entonces la compacidad del conmutador
[al, WO(b)] se sigue del Teorema 4.4. Sea A € R y p = co. En este caso asumimos sin pérdida
de generalidad que b € SO2.. Entonces de [52, Lema 2.2] se sigue que la distribucién K = F~1b
coincide con una funcién diferenciable K (-) en R\ {0} y tal que

|K(z)| < Aglz| 7t |K'(z)| < Aqlz|™2 paratodo =z € R\ {0}, (4.4)
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donde las constantes A, (o =0, 1) estan acotadas por
Ag < Coméx {||DFb|| poemy : k=0,1,2,3},

(Db)(x) = zb/(z) para = € R y las constantes C,, € (0,00) dependen solo de a. Por consiguiente
K (-) es un kernel clasico de Calderén-Zygmund, y el operador de convolucién W0(b) puede ser
considerado como el operador de Calderén-Zygmund dado por

(Tf)(x) = V.p./RK(a: —y)f(y)dy para z € R, (4.5)

donde T es acotado en cada espacio de Lebesgue con peso LP(R,w) con 1 < p < ooy w € A,(R)
(ver, p. €j., Teorema 3.3). En particular, la segunda condicién en (4.4) implica que existe una
constante Az € (0, 00) tal que

K (z —y) = K(2)| < Aofy[’|l2| 7% para |z| > 2Jy| >0, (4.6)

donde § € (0,1). Mas atin, como el operador de convolucién W9(b) es acotado en el espacio
L?(R), concluimos de [73, p. 291, Proposicién 2] que

sup ’/ K(x)da:‘ < 0. (4.7)
0<r<R<oo ' Jr<|z|<R

Ya que las condiciones (4.4), (4.6) y (4.7) para el operador T' = W(b) representado en la forma
(4.5) se satisfacen, deducimos de [30, Teorema 7.5.6] que existe una constante C' € (0,00) tal
que

[lal, WO0)]|| 5, < Cllalls (4.8)

para cada a € BMO(R), donde By = B(L*(R)) y | - ||« estd dada por (4.1). Por otra parte,
por el Teorema 4.2, la funcién a € SO, pertenece al espacio de Banach VMO, de aqui, por la
Proposicién 4.1, para cada a € SO, existe una sucesién {a, } € C(R) tal que lim,,_,o0 [|a— [+ =
0, y por eso, de (4.8),
i ([[al, WO)] = lanl, WO@)]| 5, = lim [|[(a — an)I, WOD)]|| 5, = 0. (4.9)

Pero [a, I, W°(b)] € Ky para todo a, € C(R) y b € SOy en virtud del Teorema 4.4. En
consecuencia, deducimos de (4.9) que el conmutador [al, W?(b)] es compacto en el espacio L?(R)
para cada a € SOy y cada b € SO, lo cual prueba la afirmaciéon para A € Ry u = oc.

El caso A = 0o y p € R se reduce al caso previo bajo la transformaciéon A — FAF~!. Ahora
sean A, u € R. Entonces

[aI, WO(b)] = [(a — a(c0))T, WO (b — b(c0))], (4.10)

y existen funciones ¢, d € C(R) que se anulan en oo y funciones @, b € L(R) tales que a—a(o00) =
acy b—b(oo) = db. Ya que los operadores cW°(d) y W°(d)cI son compactos en el espacio L?(IR)
debido al Lema 4.3(a), deducimos de (4.10) y la igualdad

[(a — a(00))I, WO(b — b(c0))] = ac W)W (b) — WO ()W (d) cal

que [al, WO(b)] € K2 para todo A, € R, lo cual completa la prueba en el caso 1).
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2) Ahora sea a € SOy y b(x) = sign(z — p) donde A, 1 € R. Claramente, podemos excluir
p=o0. Ya que a € QC = (H® + C(R)) N (H® + C(R)) en vista del Teorema 4.2, se sigue
inmediatamente del resultado de compacidad de Hartman (ver, p. €j., [16, Teorema 2.18]) que
[al, Sr] € K (ver también [63, Seccién 4]). Entonces, aplicando la igualdad W°(b) = —e_,,Sre,, [
donde e, (x) = e** para u,z € R, deducimos que el conmutador [al, WO(b)] = —e_,[al, Srle,]
es compacto en el espacio L?(R), lo cual completa la demostracién en el caso 2). ]

4.3. Enfoque abstracto de operadores limite

En lo que sigue necesitamos usar técnicas de operadores limite. Recordemos la version abs-
tracta de tales técnicas.

Sea X un espacio de Banach y sea X* su espacio dual. Siguiendo [46], decimos que un opera-
dor V € B(X) es una isometria escalada si V es invertible en B(X) y [V |gx) = 1/IIV " lgx)-
Fijemos un conjunto V C B(X) de isometrias escaladas.

Sea Ae B(X)yV={V,}22, CV.Silos limites fuertes

Ay = S—Em(Vn_lAVn) en B(X), Ay« := s—Em(Vn_lAVn)* en B(X™) (4.11)

existen, entonces siempre (Ay)* = Ayp«, y nos referiremos al operador Ay como un operador
limite del operador A con respecto a la sucesién V. Notemos que usualmente el operador limite
Ay estd definido independientemente de la existencia del limite fuerte Ay« (ver, p. €j., [14], [66]),
mientras que para nuestros propdsitos necesitamos la existencia de ambos limites (4.11). Si el
operador limite Ay existe, entonces estd inicamente determinado por A y V, lo cual justifica la
notacién Ay .

En el siguiente enunciado ponemos las propiedades bésicas de los operadores limite (ver, p.
€j., [14, Proposicién 6.1] o [66, Proposicién 1.2.2]).

Lema 4.7. Supongamos que V = {V,}>°, C B(X) es una sucesion de isometrias escaladas.
(a) Si A€ B(X)y Ay existe, entonces ||Ay|px) < [|Allsx)-

(b) Si A, B € B(X), a € C, y si los operadores limite Ay, By existen, entonces los operadores
limite (aA)y, (A+ B)y, (AB)y también ezisten y

(@d)y = ady, (A+B)y=Ay+ By, (AB)y= AyBy.

(c) Si Ae B(X)ysi{An}_; C B(X) es tal que los operadores limite (Ap,)y existen para
todom e N y ||A — Am||B(X) — 0 cuando m — oo, entonces el operador limite Ay existe
y | Ay — (Am)vliax) — 0 cuando m — oo.

El siguiente lema (cf. [46, Teorema 4.2]), obtenido por analogia con [66, Proposicién 1.2.9]
y siendo una generalizacién de [28, Cap. 3, Lema 1.1], es 1til para estudiar la invertibilidad de
operadores en algebras de Banach cocientes. Damos su prueba.

Lema 4.8. Sea X un espacio de Banach, A una subdlgebra cerrada de B(X), y sea J un ideal
bilateral cerrado de A. Supongamos que A € A y para cualquier pareja de elementos Ji, Jo € T,
sea U(J1, J2) un conjunto de sucesiones V = {V,}°°, C V para el cual los operadores limite
Ay existen y los operadores limite (J1)y y (J2)y existen y son iguales a cero. Si la clase lateral
A+ T es invertible en el dlgebra cociente A/ J, entonces los operadores limite Ay son invertibles
en B(X) para todo V € =, j,e7 W(J1,J2) y las normas de sus inversos estdn acotadas
uniformemente.
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Demostracion. Sila clase lateral A+ 7 es invertible en el dlgebra cociente A/ 7, entonces existe
Be Ay Ji,Jo € J tales que I = AB+ J; e [ = BA+ Js. Fijemos una sucesién V € U(Jy, Jo).
Entonces el operador limite Ay existe. Para cada n € N, tenemos que

I = (VW) = (Vo) (Vi D) = (Vo) (AB + )" (V,, )

= (Vo) B*(V, ) T (V) A" (Vi )+ (V) T (Vi
= (V. IBV) (V. LAV + (VL v ™. (4.12)

Obviamente,
1V, ' BV sy < Vi Hlseo I Bllsco I Vallseo = I1Bllsx)- (4.13)
Deducimos de (4.12) y (4.13) que para todo f € X* y todo n € N,
11l < IBlscx) (Ve AVR)* Fllxcs + (Vi V)™ flixe (4.14)
Como J1 € J y, para todo f € X* y todo g € X,
(i (050 1.6) - (1., (0 0.
se sigue de las condiciones del lema que

hm (VL Vo) fllx = 0.

Por otra parte, de la definicién del operador limite Ay y la propiedad Ay~ = (Ay)* se sigue que
i [[(V AV Fllxe = [1(Av) " fllxe-

Asi, el paso en (4.14) al limite cuando n — oo nos da

1fllx= < IBllax)ll(Av)* (4.15)
para todo f € X*. Andlogamente, de I = BA + J, tenemos que
lgllx < 1Bllsex) [ Avgllx (4.16)

para todo g € X. De (4.15) y (4.16) concluimos que Ay es invertible en B(X) y [|(Ay)!|zx) <
| Blls(x) para todo V € 84(Jy, J2). Por lo tanto los operadores limite Ay son invertibles y por lo

anterior sus normas estan acotadas por || B||g(x) para todo V € 4.
O

4.4. Aplicaciones de los operadores limite

Fijemos w € A,(R). Entonces v = log w es una funcién BMO en R (ver, p. €j., [26, Capitu-
lo 6]). Por consiguiente, de [26, Capitulo 6, Teorema 1.2] se sigue que existen dos funciones
continuas

+oo
vy (x) = 1:/ L;—) dr para =z >0. (4.17)
- T
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Las funciones v4 son diferenciables casi donde quiera en Ry = {z : £ > 0}, y
20 () = ve(z) —v(x) para casi todo = € Ry. (4.18)

En lo que sigue asumimos que al menos una de las funciones = — zv/ () pertenece a L™ en
una vecindad Uy C Ry de +oo, respectivamente. Por (4.18), esto es equivalente a la condicién

v —v e L®U-) o vy —velL>®Uy). (4.19)

Decimos que un peso w es localmente equivalente a un peso W en una vecindad Uy de +o0 si
w/W, W/w € L*°(Uy). Asi, en vista de (4.18), el peso w = e’ es localmente equivalente al peso
w4+ = €% en una vecindad Uyt de Foo, respectivamente. Por eso, los pesos w4+ que coinciden
con w en R\ Uy y con wy en Uy, pertenecen a Ap(R) junto con w, y A € B(LP(R, w)) siy sélo
si A€ B(LP(R,wy)).

Sea ey (x) = e para todo A,z € R, y sea Uy = W0(ey) el operador de traslacién que actiia
por la regla (Uxf)(z) = f(z — A) para z € R. Sea SO, := SO, ;. Como es usual, para todo
a € SO°y todo & € M(SO°) ponemos a(§) := &(a).

Lema 4.9. Si1 <p < oo, w=c¢e" € Ay(R), a € SO°, b € SO, ,,, y se cumple (4.19), entonces

para cada § € My (SO°) existe una sucesion {hy,} C (O, 00) tal que hy, — 400 cuando n — oo,
limy, 00 a(hy) = a(§), limy, 00 b(hy) = b(€), y

. 17\ _ 1 0 17\ —
%—Egl (en, (al)e, 'T) = al, 22&1 (en, WO(b)e, ' T) = ()], (4.20)
en el espacio LP(R,w),

s-lim (U_y, Wyaw; ' Uy, ) = a(é)1,
nee . o (4.21)
s-lim (U_p,, @+ WO (b)w, ' Uy, ) = WO(b),

n—oo
en el espacio LP(R) sivy —v € L®(Uy), y

s-lim (Up, w_aw_'U_y,) = a(&)I,

n—o0

s-lim (U, o-WO(b)w_'U_p, ) = Wo(b),

n—oo

(4.22)

en el espacio LP(R) siv_ —v € L®(U-).

Demostracion. Por definicién (ver Subseccién 3.2), cada funcién b € SO, ,, es aproximada en
el dlgebra de Banach M, ,, por una sucesién de funciones b,, = > e, by donde by, \ € S 03
para todo m € N y todo A € R, y los F,,, son subconjuntos finitos de R que contienen a oo. Por
lo tanto by, € SO, N SO;.

Fijemos & € M (S0O°). Como el conjunto {by, o € SO3, : m € N} es a lo mds numerable,
de la Proposicién 3.4 se sigue que existe una sucesién {h,} C (0,00) tal que h,, — +o00 cuando
n— ooy

E(bm,oo) = Hm by oo (@ + hy) (4.23)

n—oo

para cada x € R y todo m € N. Debido a que las funciones b,, » son continuas en oo para todo
m € Ny todo X € R, concluimos que para estos m y A,

nh;nolo bm,)\(ﬂf + hn) = bm)\(oo) = §(bm,,\). (4.24)
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Como el limite

b= lim > b (4.25)
AeFm

es uniforme en la norma de M, ,,, deducimos de (4.23), (4.24) y (4.25), que para cada = € R,
lim b(x + hy) = lim  lim ba(z + hy) = lim  lim b (T + hy)

n—00 n—00 M—00 M—00 N—00
AEFm, AEFm

= lim > &(bmy) =€) (4.26)

AEFm,

Maés atn, en vista de (3.1) uno puede facilmente probar que la convergencia en (4.26) es uniforme
sobre compactos de R.
Por otra parte, en el espacio LP(R, w) también tenemos lo siguiente:

s-lim (e, WO(b)ey, ') = s-lim WO(b(- + hy,)) = s-lim WO (b(hy,)). (4.27)

n—oo n—oo n—oo

En efecto, de acuerdo a [51, Lema 2.5] establecido por analogia con [72, Seccién 3.2], para cada
f€LP(R,w)y cada ¢ € L'(R) con [ ¢(x)dx =1, tenemos que

ii_{% Hf * Pe — fHLP(]R,w) =0, (428)

donde p.(z) = e~ tp(z/e), ©* € R, € > 0. Ahora, eligiendo funciones rapidamente decrecientes
¢ € S(R) cuyas transformadas de Fourier F¢ tienen soportes compactos en R, obtenemos
de (4.28) que el conjunto ® de funciones en LP(R,w) cuyas transformadas de Fourier tienen
soportes compactos en R es denso en LP(R,w). Por eso, para cada funcién f € & existe una
funcién ¢ € C*°(R) con soporte compacto en R tal que

(WOIb(- + ha) = b(ha)]) f = F~'B(- + hn) = b(hn)JOF f. (4.29)
Por analogia con (4.26), de (4.25) se sigue que

tim |[b(- + fon) = b(ha) 90|,

n—o0
= i Jin | 3 Bt ) =bsth]|
€Fm Pt
(4.30)
= tim Jin | 57 st ) = b ()]
AEFm, Mp.w
< 1im >~ [|[bmaC 4 ) = bma ()] -
AEF,
En vista del Teorema 3.3, obtenemos que
| Bona€ ) = B,
< G mix [0+ ) = brua ]| _ (431)

donde (Da)(z) = zd'(x).
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Sea K :=supp ¥. Como K es un subconjunto compacto de R y

lim max’[m,\(m—kh ) — b A ( n)”zO,

n—oo reK

lfim max\ (DFbpp) (@ + )| =0 (k= 1,2,3)

n—oo reK

(ver [14, Seccién 4]), inferimos de (4.31) y las relaciones

D*([bma (- + hn) = b a () [)
) Z( ) bmAC ) = b (ha)]) (D*9),
v=0

max || DF Yl o) < 00, y

k=0,1,2,3
Db + ) = b ()] = — fhn (Dbm) (@ + ha),
D?[bya(x + Bp) = by A ()] = (ajfzn)g (Db \) (@ + hn)
+ m (Db ) (x + ha),
D?[bya(2 + hy) — b a ()] = (xf;’%)g (D*bmp) (@ + )
+(9«“Sff}:)3 (Db x) (@ + ) + gm (Db, ) (2 + hy),
que

dm | b+ ) = b (Ba) ¥y =

Entonces de (4.30) y (4.32) se sigue que

im ][5+ ) — b(b)] 0], =0,

n—oo

lo cual junto con (4.29) implica (4.27). Por lo tanto,

s-lim (e, WO(b)e;, 1) = s-lim WO (b(hy,)) = s-lim b(hn,) I = b()1.

n—oo n—oo n—o0

En consecuencia, obtenemos (4.20) ya que la primera igualdad en (4.20) es evidente.

(4.32)

Solo resta probar (4.21) ya que la prueba de (4.22) es similar. Como el peso wy = e+ es
equivalente al peso w = €V en una vecindad de +o0o, concluimos que los operadores @+a1’17;1[
y E+W0(b)1ﬂj_1] para a € SO°y b € SO, ,, son acotados en el espacio LP(R). Como la primer

igualdad en (4.21) es evidente, demostremos la segunda igualdad dada ahi.

Primero, supongamos que b € SO; ,, N SO,. Como la funcién x ~ zv/ (r) pertenece a

L>(U,), deducimos que para todo h,, > 0 suficientemente grande,

()

’/ ‘<supess‘1§vJr t)]

teUy

il
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lo cual implica que

Z+hn dt
s ([ o)

uniformemente en compactos de R. Por eso,

n—oo n—oo

(+hn) dt
s-lim [exp (v (- 4 hn) — v+(hn))l} = s-lim [exp (/ ', () t)[} =1
En consecuencia, para b € M, ,, N M,, tenemos que

s-lim (U_p, w4y WO(b)w; Uy, ) = s-lim <6v+(-+hn)Wo(b)ew+(-+hn) I)

n—oo n—oo

= s-lim (exp (v4(- 4 hn) — v+(hn))W0(b) exp (v4(hn) — v4(- + hn))I>

n—o0

— WO(b), (4.33)

lo cual completa la prueba de (4.21) para b € SO, ,, N SO;.
Para todo b € SO; ,, N SO; de (4.33) se sigue que

VO gromy < I8+ OT T (ary) < VO gzo ez

y por lo tanto, para estos b,
1Bl 2, < [[0]]

Pwy "

(4.34)

Como cada funcién b € SO, ,, es aproximada en el dlgebra de Banach M), ,, por una sucesién de
b

funciones by, € SO; ,,N SO, y como las normas |- || My, ¥ |- || az,,., son equivalentes, deducimos
de (4.34) que SOy, C SO, para todos los pesos considerados w € Ap(R), lo cual implica (4.21)
para todo b € SO, . O

4.5. El espacio de ideales maximales del subalgebra central Z7

Para p € (1,00) y w € Ap(R), consideremos la subalgebra de Banach
Apw = alg (al, WO(b) : a € PSO°, b€ PSOS,,) (4.35)

de By generada por todos los operadores de multiplicacién al (a € PSO®) y todos los opera-
dores de convolucién WO(b) = F~1bF (b e PSO;,,), y la subdlgebra de Banach

Zpw = alg (al, WO(b) : a€ SO°, be SO, (4.36)

de 2., generada por todos los operadores aW®(b) con a € SO° y b € SO . Junto con el
algebra de Banach Z,,, C B, dada por (4.36), consideremos la subédlgebra de Banach

Zpw = alg (al, WO(b) : a € C(R), be Cpu(R)) (4.37)

de Z,.,, generada por los operadores al y WO(b) con a € C(R) y b € Cp.,(R).
Por analogia con [67, Proposicién 5.8.1], obtenemos lo siguiente.

Lema 4.10. Si 1 <p < oo yw € Ap(R), entonces el dlgebra de Banach ZANU contiene al ideal
Kpw de operadores compactos en By, .
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Demostracion. Como es bien sabido, cada operador compacto en el espacio LP(R,w) puede
aproximarse uniformemente en B, ,, por una suma finita de operadores de rango uno de la forma

(Te)() = alx) /R by)o(y)dy (z €R), (4.38)

donde a € LP(R,w), b € LY(R,w ') y 1/p+ 1/q = 1. Ya que el conjunto Co(R) de funciones
continuas en R con soporte compacto es denso en LP(R,w) y L4(R,w™!), podemos tomar a,b €
Co(R) en (4.38). Entonces existe un nimero M > 0 tal que el conjunto {:z —y:x Esuppa, y €
supp b} estd contenido en el segmento [—M, M]. Ahora, elijamos una funcién

1 —exp ((z 4+ M)™?) si v < —M,
k(x) =41 si x€[-M,M],
l—exp(—(z—M)?) si z>M.

Entonces (4.38) puede escribirse en la forma
(T / Kz — y)b(y) o(y) dy = [aWO(R)by](z) (€ R).
Resta probar que k € Cpw(R) ya que entonces T' € pr debido a (4.37). Obviamente, k € C(R)

y limg s tooz?k(z)] = 1. Se ve facilmente que las funciones k(x), k'(z), zk(z), 2k’ (z), ok" (z)
pertenecen al espacio L!(R). Por lo tanto, k k'€ CR)y k:( ) = k’(0c0) = 0. Mds ain,

2k (w) = /R 2 (iy)e™k(y)dy = [z yk(y)] [1Z77 - /R ze ™ [k(y) + yk (y)|dy

= Z/R(’Lw)@tzy[k(y) + yk’(y)]dy _ [ieixy[]{(y) " yk/(y)]] zjz

y por eso k' e Ll( ), lo cual implica que kecC (R : ) es de variacién total acotada. De aqui, por

(2. )kepr( ) para todo p € (1,00) y todo w € A,(R). O
Por el Lema 4.10, R

Kpw C Zpw C Zpw C Ap s (4.39)

donde 2, ,, estd dada por (4.35). Entonces del Teorema 4.6 se sigue que el dlgebra de Banach con-

mutativo Z7, := 2., /Kpw es un subdlgebra central del dlgebra de Banach A7, := 24, ., /KCp w-

Teorema 4.11. Sil < p < oo, w=e" € Ay(R), y (4.19) se cumple, con vy dado por (4.17),

entonces el espacio de ideales mazximales M( ) del dlgebra Z7,, es homeomorfo al conjunto

:< | Mi(50°) x MOO(SOQ)> U (MOO(SO°) < Mt(SO°))
teR teR (4.40)
U <MOO(SO<>) X Moo<SO°))

equipado con la topologia inducida por la topologia producto de M(SO®) x M(SO®), y la trans-
formada de Gelfand T' : 27, — C(Q), A" — A(:,-) estd definida en los generadores A™ =
(aWO(b))™ del dlgebra Z7,,, donde a € SO° ybe SO, por A(&,n) = a(§)b(n) para todo
(&n) € Q.
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Demostracion. Notemos que si J es un ideal maximal de Z7,, entonces

Jn{al +Kpw:a€SO°} y JNclos{W°(b) + Kpuw:be SO; .}
son ideales maximales de las dlgebras de Banach conmutativas
{al + Kpw:a€ SO} y clos{W°(b) + Kpw: b€ SOS,,}, (4.41)
respectivamente (ver [18, Lema 1.33]). Por eso, tomando en cuenta las relaciones

M({al + Ky :a € SO%}) = M(SO°),
M (clos{W°(b) + Kpw : b € SO; . }) = M(SO5,),
y el hecho de que M (SO; ) = M(SO°) debido al Teorema 3.9, concluimos que para cada punto

(&,m) € M(SO°) x M(S0O°) existe el ideal bilateral cerrado (no necesariamente maximal) I
del algebra de Banach Z7, generado por los ideales maximales

{aI—l—ICp,w :a€S0°% &(a) = O} y

(4.42)
clos{WO(b) + Kt b€ SO, n(b) = 0}

de las algebras de Banach conmutativas (4.41), respectivamente. Asi, en virtud de (3.5), el
espacio de ideales maximales de Z7,, puede identificarse con un subconjunto de

M(S0°) x M(SO%) = (U My(SO®) U MOO(SOQ)> X (U M,(SO®) U MOO(SOQ)).
teR teR
Fijemos (£,1) € Uer Mt(SOQ) Uier Mi(SO®). Dados a € SO° y b € SO; , elijamos

funciones a1 € C(R) y by € Cp(R) tales que a(€) = a1 (€), b(n) = bi(n), y a1(c0) = bi(cc) = 0.
Entonces

aWo(b) =T, + To + T3 + T} (4.43)
donde
Ti=(a—a)WOb—1b1), To=(a—a)Wob1), Ta=a Wb —by), Ty= a;W°(by).

El operador T es compacto por el Lema 4.3(a), y las clases laterales T, T, T pertenecen
al ideal I7 . En consecuencia, el ideal bilateral cerrado mds pequeno de Z7,, que corresponde
al punto (£,7) € Uier Me(SO°) x Uyer Mi(SO°) coincide con toda el dlgebra Z7,,. Asi que,
los ideales maximales del dlgebra Z7, solo pueden corresponder a puntos (£,7) € 2, donde
estd dado por (4.40).

Solo resta demostrar que para todo (§,7) € €2, los ideales bilaterales cerrados I 7:77 generados
por los ideales maximales (4.42) son ideales maximales del dlgebra de Banach conmutativa Z7 .

Primero, probemos que estos ideales son propios. Para este fin necesitamos demostrar que
para todo (§,7n) € Q los ideales I £p DO contlenen a la clase lateral I™ = I + K, ,,. Claramente,
los ideales IT £y SOn cerraduras en B Bp,w/Kpw de los conjuntos

N M
{Z[annmz DUV (4.44)
n=1 m=1
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donde a,, € SQO, §(an) =0, by, € SOy, 1(bm) =0,y Ap, B € Zp 4.
Dado t € R, sea (§,n) € M(SO°) x M (SO?). Supongamos que I™ € [T . de aqui, por
(4.44), existe una sucesién de operadores de la forma

Ny M,
CL = ZamkAn:k + Z W0<bm,k)Bm,k (4.45)
n=1 m=1

con an . € SO°, §(ank) =0, bk € SO 1y, N(bim k) =0y Ap g, Bk € Zpw, Y existe una sucesion
de operadores compactos K}, € KCp,,, tal que Cf € Igm y limg 00 ||Cr + Ki — I|| = 0. Como para
cadan € My (SO°)y cada conjunto numerable {b;} C SO, ,, existe una sucesién h, — +o00 en R
tal que lim, o0 bx(x+h,) = n(by) para todo = € R (ver [14, Corolario 4.3]), concluimos que existe
una sucesién {h,} C Ry tal que lim,_, hy, = +00 y, para todo m = 1,2,..., My y todo k € N,
im0 by i (hy) = 0 y por eso, de (4.20) en el Lema 4.9, s-lim,,_,o (ehuWO(bm,k)e_hVI) = 0.
Miés atin, de (4.45), las propiedades algebraicas de los operadores limite (ver [14, Proposicién 6.1])
y [61, Lema 3.8] se sigue que podemos elegir la sucesién {h,} en tal forma que exista el limite
fuerte

k
Ci = ISJ—ng (ehu (Ck + Kk)efhyf) = 7;1 an,k‘An’k € Bp7w7
donde gn,k = anil y anp € SO°. De aqui, limy_, ék = 1, lo cual es imposible ya que los
operadores CN'k pertenecen al ideal maximal {aI : a € 8S0° &(a) = O} del algebra de Banach
{aI D a€ SOQ}.

Dado ¢ € R, ahora sea (£,7) € M (SO°) x M (SO°), y otra vez supongamos que I™ € I7, .
Por determinacién, supongamos que vy —v € L*(U4) en (4.19). Entonces analogamente al caso
previo existe una sucesion de operadores C}, de la forma (4.45), donde a, € SO°, {(an i) =0,
bk € SOy 4, N(bmi) =0y Apk, Bk € Zpw, ¥ existe una sucesién de operadores compactos
K}, € Kpw tal que Cf € I,y limg o0 ||Ck + Kx — I|| = 0. En consecuencia, en el espacio LP(R)
tenemos que

k—o0

lim <Zankw+A k’UJJr I+ ZerW bmk)ijkﬂ}JJrlf—F’erKk’erlI) :I,

m=1

donde w es el peso construido en la Subeccién 4.4 que es equivalente al peso w en una vecindad
Uy de 4+o00. Como para cada & € My (SO°®) y cada conjunto numerable {ax} C SO° existe
una sucesién h, — +oo en R tal que lim, ,o ax(x + hy) = £(ar) para todo = € R (ver [14,
Corolario 4.3]), concluimos que existe una sucesién {h,} C Ry tal que lim,_, h, = +00 y para
todon=1,2,..., Ny todo k € N, lim,_,o0 @y 1 (hy) = 0y por eso s-lim, o0 (U_p, an 1xUp,) =0,
donde Uy, = WP%(ep,) es un operador de traslacién. Ya que la funcién @ — 2/, (z) pertenece a
L>(U;), deducimos de (4.21) en el Lema 4.9 que
s-lim (U—py W WO (b )05 Un, ) = WO (bi)-

Entonces, usando (4.45), las propiedades algebraicas de los operadores limite (ver [14, Proposi-
cién 6.1]) y [16, Lema 18.9], podemos elegir a la sucesién {h,} en tal forma que exista el limite
fuerte

Ch = slim (Uop, 0 (Cy + Ki)wry U,) ZWG k) Bmi € By,
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donde Emk = WO(/l;mk) y Bmk € SO;,, C SO, para los pesos considerados w. De aqui,
limy 0 ék = I en la norma de B, lo cual es imposible ya que los operadores ék pertenecen
al ideal maximal clos{WO(b) : be SOy, nb) = 0} del dlgebra de Banach clos{W?(b) : b€
S O;;,w}'

Asi, para todo (&,7n) € € los ideales I g y 1O contienen a la clase lateral unidad I™, y por lo
tanto estos ideales son propios. Supongamos, contrariamente a nuestra pretensiéon en la maxima-

lidad del ideal I ¢ que para un punto (&,m) € Q existe un ideal bilateral cerrado propio fg . del
dlgebra Z,, que contiene propiamente al ideal I, ‘ " Entonces existe una clase lateral A™ € Z7,

que pertenece a fgn \ I{,. Ya que, en vista de (4.43),

(@WO(b))™ = (&)W (b(n)))™ = (@W°(b))™ = (a(&)b(n)])™ € IE,, (4.46)
para todo a € SO° y todo b € SO, ,,, y como A™ ¢ IT ¢y existe un nimero complejo ¢ # 0 tal

que A" — (cI)™ € I, . En consecuencia (cI)" Ig,n porque A" € :@n y {gm C .7577. Pero la clase

lateral (cI)™ es 1nvert1ble en el dlgebra Z7 . lo cual implica que el ideal /7, coincide con toda el

algebra Z7 . Asi el ideal I, g , DO es propio, lo cual es una contradiccién. En consecuencia, todos
los 1deales I r , bara (§,m) € 2 son maximales, y por eso M(Z],,) puede ser identificado con
dado por (4. 40)

Ademis, por (4.46), el valor de la transformada de Gelfand de la clase lateral A™ = (aW?(b))™
en un punto (§,7) € 2 es igual a a(£)b(n) para cada elecién de a € SO° y b € SOy ,,. Esto define
la transformada de Gelfand para toda el dlgebra Z7 . O

Corolario 4.12. Si 1l < p < oo, w = €" € A,(R), y (4.19) se cumple, entonces el operador
A€ Z,,, es Fredholm en el espacio LP(R,w) si y sdlo si la transformada de Gelfand de la clase
lateral A™ es invertible, esto es, si A(&,n) # 0 para todo (£,m) € Q.

Como Z7,, es un subdlgebra central del dlgebra de Banach 247, aplicando el principio local
de Allan-Douglas (ver, p. €j., [18]) y el teorema de dos idempotentes (ver, p. €j., [12]), uno puede

construir una teoria de Fredholm para el algebra de Banach 2, ., (cf. [3]-[4]).

5. Estudio local del algebra de Banach 2, ,,

5.1. El principio local de Allan-Douglas.

Como el principio local de Allan-Douglas juega un papel fundamental en este trabajo recor-

demos su enunciado. Sea GA el grupo de elementos invertibles de un dlgebra de Banach unitaria
A.

Teorema 5.1. Sea A un dlgebra de Banach con identidad I, B una subdlgebra cerrada del
centro de A que contiene a I, N C B un ideal maximal de B, Jy el ideal bilateral cerrado de
A mds pequeno que contiene a N, Ay el dlgebra cociente A/Jy, y M(B) el espacio de ideales
mazimales de B.

i) a € A es invertible por la izquierda (invertible por la derecha, invertible) en A, si y sdlo si
para cada N € M(B), la clase lateral ay = a+ Jy es invertible por la izquierda (invertible
por la derecha, invertible) en Ap.
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it) La funcion M(B) — Ry, N — |lan| es semicontinua por arriba. Sia € A yan, € GAnN,,
entonces ay € GAN para todo N en alguna vecindad de Ng.

i1) Si A es una C*—dlgebra, entonces ||a|| = méxyep(p) llan|| para cada a € A.

En lo que sigue asumimos que 1 < p < oo, w = €' € Ap(R), y se cumple (4.19) con v4
dado por (4.17). Sea A el subalgebra de Banach de B, ,, que consiste de todos los operadores en
Bp,w que conmutan médulo operadores compactos con cada operador A € Z,,,. Claramente, A
contiene a 2, ., y por el Lema 4.10, Kp, ., C 2, ., en consecuencia el dlgebra de Banach cociente
AT := A/Kp. contiene al dlgebra de Banach A7 . Ademds, el algebra A™ es el conmutante
del dlgebra cociente Z7,,, y por lo tanto A™ es inversamente cerrada en el dlgebra de Calkin
B} ., = Bpw/Kpw, esto es, los espectros de cada clase lateral A™ € A™ en las dlgebras A" y By,
coinciden.

Por el Teorema 4.11, el conjunto © dado por (4.40) es el espacio de ideales maximales del
subdlgebra central Z,, del dlgebra de Banach 27 . Dado (§,7) € €, sea J{Z,, el ideal bilateral
cerrado més pequeno de A™ que contiene al ideal maximal I g " de Z7,, generado por los ideales
maximales

{al + Kpw: a € SO, =0} vy (5.1)
clos{W°(b) + Kpw: b€ Sogw, b(n) =0} '
de las algebras de Banach conmutativas
{al + Kp:a € SO°} y clos{W°(b) + Kpw : b € SO3 .}, (5.2)

respectivamente, y sea ¢¢, : AT — Ag . el homomorfismo canénico de A™ sobre el dlgebra de
Banach cociente Ag’n =A"/ Jg 0 Por el principio local de Allan-Douglas, obtenemos inmediata-
mente el siguiente resultado.

Lema 5.2. Una clase lateral A™ € A™ es invertible en A™ si y sdlo si para cada pareja (§,7m) €
la clase lateral Agn = A" + JE,, es invertible en el dlgebra de Banach Agn

5.2. Representantes locales

Identifiquemos las clases laterales A7, para A € 2y, donde p € (1,00) y w € 4p(R).
Para A € R, denotemos por y, y xi a las funciones caracterfsticas de (—oo, A) y (A, 4+00),
respectivamente, x4 := X%, y para cada p € (1,00), cada w € Ap(R), cada ¢ E M (S0°), y

cada a € PS03, introducimos la funcién a¢ € Gy, (R) dada por
G = alC Y +a(Cus, (5.3)

donde los valores a(¢F) estan definidos por (3.18) y las funciones ux € Cjp 4 (R) estdn dadas por
us(z) = (1 £ tanhx)/2 para = € R.
Consideremos la siguiente generalizacién de [3, Lema 5.2].

Lema 5.3. Sean a € PSO°, b€ PSOS,,, y A € R. 8i & € My(SO°) y
(pea)(p) =0 para todo p € My(PC), (5.4)

donde ¢¢ es el homomorfismo definido por (3.17) entonces [al]gn = 07, = J{, para todo
n e M(SO°®). Sine My(SO°) y

(pnb) (1) =0 para todo p € My(PC), (5.5)

entonces [W(b)Jg, = 0F , = JI, para todo £ € M(SO°).

n
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Demostracion. Obviamente, es suficiente probar el lema solo para funciones a € PSO® y b €
PSO; ,, que tienen conjuntos finitos de discontinuidades.

Sea &€ € M,(S0O°) donde X\ € R, y supongamos que se cumple (5.4). Como a € PSO® tiene un
conjunto finito de discontinuidades, del Teorema 3.11 se sigue que existen funciones af € SO,
tales que

ay (¢) = a(¢,0), aj(g) =a((,1) para todo ¢ € M,(SO?) (5.6)

y, para la funcion

alx_ +a xs si A= oo,
¥aa) = { o (5.7)

ayXy taixy si AeR

en PSO°, la funcién @ := a — ¥ (a) es idénticamente cero en una vecindad del punto A € R.
Entonces existe una funcién ¢y € C(R) tal que ¢y(\) = 0, ¢x(t) = 1 para todo t € suppa y
a = cxa, lo cual implica que [al|f, = J¥, para todo ¢ € M)(SO°) y todo n € M(SO°®). Por
otra parte, de (5.4), (3.17) y (5.6), af(f) =0, y por eso de (5.7) se sigue que [¢Yx(a)l]f, = J¢,
para { € M,(S0°) dado y todo € M(SO°). En consecuencia, bajo la condicién (5.4), [al]g, =
[(a+va(a)I]g, = JE, para € My(SO°) dado y todo n € M(SO°).

Anédlogamente, si n € M, (SO°®) para A € R y si se cumple (5.5), entonces para cada funcién
b€ PSO, ,, con un conjunto finito de discontinuidades existen funciones bf € SO p,w tales que

by (¢) = b(C,0), bF(¢) =b(¢,1) para todo ¢ € My(50°) (5.8)

y la funcién bi=b— ¥ (b) es idénticamente cero en una vecindad del punto A € R, donde la
funcién ¥ (b) € PSO; ,, estd dada por (5.7) con ay a)jf reemplazadas por by bf, respectivamente.

Entonces existe una funcién ¢y € Cp . (R) tal que ¢x(\) = 0, cx(t) = 1 para todo t € supp b y
b = ¢y\b, lo cual implica que
WOBE, = (WO WO BT, = I

para todo ¢ € M, (SO°) y todo & € M(SO®). Por otra parte, de (5.5), (3.17) y (5.8), by (n) = 0,
y por eso la clase lateral

. [(WODIWO (x-) + WO )W (x+)]g, si A= o0,
wo b = &m
[ Wl ))]5’" [Wo(bj\')Wo(XA) + Wo(b;)WO(XA)]gn si AeR

coincide con J¢, para n € My(SO°) dado y todo £ € M(SO°). Por lo tanto, bajo la condicién
(5.5), N
WOBT, = [WO0) + W)L, = JE,

para n € M,(SO°) dado y todo £ € M(SO°). O

Sea Ag,n la subédlgebra cerrada mas pequena de Agn que contiene al conjunto {Agn AT €
AT }
p,w
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Teorema 5.4. Para cada ({,n) € Q y cada A\, 7 € R, la aplicacion 6¢, : A — Af  definida en
los generadores ol (a € PSO°) y WO(b) (b € PSO3,,) del dlgebra de Banach A, por

demlal) :=
[(@(E x5y +aE€ L, (€m) € MA(SO%) x Mwo(SO°), 59
[(@(€N)x= +a(€)x)]E,, (61) € Muo(SO%) x M(SO°), '
[ae!] gm, (£,m) € Moo (SO®) x Mo (SO°)

y por 55,,7(W0(b)) =
(WO )x= + b )x+)]e,, (€m) € MA(SO?) x Muo(SO°),
(WO )xz + o )xH)e,, (&n) € Mxo(SO%) x M (SO°),
(WO)]E, (£,1) € Moo (SO°) x Mu(SO°)
se extiende a un homomorfismo de dlgebras de Banach d¢, @ Up . — 'Ag,n‘
Mds atn, para todo A € A, ,,

(5.10)

sup ||0gn(A)||lar < [J[AT||:= inf [[A+ K]
(g, < 147= B 4+ K]

Demostracion. Sea (§,n) € Q. Consideremos los homomorfismos naturales de dlgebras de Banach
Ogn + Apw = Ay = Agyy A AT Ag .
Obviamente, para cada A € 2, 4,

sup [|den(A)llag, < A7)
(&meQ ’

Solo resta demostrar las igualdades (5.9) y (5.10) para a € PSO° y b € PSO, .
Fijemos A € R y sea (£,1) € M\(SO°) x My (SO°). Las funciones

Gg=a—alE)xy —alEN)xy v by:=b—bn")x— —b(n7)x+

pertenecen a PSO° y PSOS ., respectivamente. Mas atn, de (3.17) y (3.18) se sigue que

p?w’
(¢e(@e))(p) = 0 para todo u € My(PC) y (¢,(by)) (1) = 0 para todo p € M (PC). Enton-
ces, por el Lema 5.3,

[ael]g, = [WO0n)g, = JEy (5.11)
lo cual implica que para (§,7n) € M)(SO°) x M (SO°),
[aI]{, = [(al€)xy +a€ DI,
WOBZ, = VOG0 ) + b )x)]E,,
Ahora, sea T € Ry (§,1) € M (SO°) x M,(SO°). Las funciones

o~

agr=a—al€)x-+al€)x+ v by:=b—bn)xy — b )xF
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pertenecen a PSO°® y PSOS ,, respectivamente. Ya que otra vez (¢¢(ae))(p) = 0 para todo

Daw?
p € Moo (PC) y (¢(by)) (1) = 0 para todo p € M, (PC) en vista de (3.17) y (3.18), deducimos
otra vez (5.11) del Lema 5.3. Asi, para (£,1) € M (SO®) x M,(SO?), obtenemos
al]?, = (@€ +ale N7,
(Wo)]g, = WP )xz — b )xF]Z, -
Finalmente, sea (§,1) € Mx(SO°) x My (SO?). Como, por (3.17) y (3.18),
de(a—ag) =0, ¢y(b—by) =0,

donde las funciones a¢ y gn estdn dadas por (5.3), del Lema 5.3 se sigue inmediatamente que

[allf, = [ael]Z,, WOO)E, = W00y,

En consecuencia, para todo (£,7) € Q, las férmulas (5.9) para d¢ ,(al) = [al En y las férmulas
(5.10) para &g ,(WO(b)) = [I/Vo(b)]g77 quedan probadas. O

El Teorema 5.4 y el Lema 5.2 implican inmediatamente lo siguiente.

Corolario 5.5. Un operador A € 2, ., es Fredholm en el espacio LP(R, w) si y solo si las clases
laterales A7, = 6¢n(A) € Af , son invertibles en las dlgebras cocientes Af, para todo (§,n) € Q.

™

5.3. Estructura de las algebras locales £n

Lema 5.6. Las dlgebras locales AF, generadas por todas las clases laterales [aI/VO(b)]7T =

&n
[aWO(b)]" + J¢,, donde a € PSO° y b e PSOy,,, tienen la siguiente estructura:

p7w,

(i) siAeR y (§n) € MA(SO?) X Mc(SO°), entonces A, estd generada por la unidad If,
y por los dos idempotentes

™

P = [X;\"I]gn, Q= [WO(XE)]g,n5 (5.12)

(it) siT € Ry (§,n) € Mc(SO°) x M-(SO°), entonces A7 estd generada por la unidad I,
y por los dos idempotentes

P:=[xollg,, Q:=[W°0dIe,; (5.13)

(iti) si (§;m) € Moo(SO°) X Moo (SO°), entonces A7, estd generada por la unidad IT  y por los
dos idempotentes que conmutan mutuamente
Pi=lud]f , Q:=[W°(u)]g,, (5.14)

donde u_(x) = (1 — tanh ) /2 para todo x € R.
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Demostracion. Del Teorema 5.4 tenemos lo siguiente.

(1) Si (&,m) € MA(SO°) x Ms(SO°) y A € R, entonces
= [(a(€ )y + al&IDTIE, WO (b )xg + b )xd)]E,
= (aez, + @O D 1E, ) (b IE, + 3 W 0G)]E, )

[aWo (b)] 277

donde a(§) :==a(ét)—a(é7) y ?9\(77) :=b(n") —b(n~). Asi, en este caso el algebra de Banach Ag
estd generada por la unidad [ g y por los dos idempotentes (5.12).
(ii) Andlogamente, si (§,1) € M (SO®) x M-(SO°®) y T € R, entonces

= [(a(€")xo +a(€)xg )] e, Wbt )xz + b xT)]g,,
= (aleE, + @O DG O, ) (b0 ) ey + 3 WO OH]E,)

[aWO(b)]gn

Asi, en este caso el dlgebra de Banach ‘Agn estd generada por la unidad Ig y ¥ por los dos
idempotentes (5.13).

(iii) Fijemos (§,7) € M (SO®) X Moo (SO°). Por (5.9) y (5.10), paraa € PSO°y b € PSO; ,,
tenemos que

[aWO)];, = l]E, WOM)];, = [ael], WO0)];, = [@aW @],

donde las funciones a¢ € C(R) y En € Cp.w(R) son de la forma (5.3). Entonces
[@eWO(b,)];, = [(a(€)u- +a(€ )up ) I]7, [WO (b u + by Jus)]7,
= (a(€) I, +a(©) [u- 117, ) (O T, +B0) 70 )], )

Por el Teorema 4.6, los idempotentes (5.14) conmutan. Por eso, si £,n € My (SO°), entonces
los generadores del algebra de Banach Ag , consisten de la unidad [I ]gn y de los idempotentes
(5.14) que conmutan mutuamente. O

6. Una subclase de pesos de Muckenhoupt
6.1. Funciones en VMO, (U)

Dada una vecindad abierta simétrica U C R de un punto 0, decimos que o € VMOy(U) si
ceL'(U)y

R Y b B . B
31:11)% ; 0 ‘U(t) - Iw(0)|dt - 07 il_I)% (Ix(U) - Ifx(a)) - 07 (6'1)
donde | e
I.(0) := x/ o(t)dt para z € U\ {0}.
0

Notemos que VMOy(U) ¢ L (U).
Dado v € VMO (U), consideremos la funcién



Decimos que V € §50(U) siVeCU\{0})y

lim mix |V(y)=V(z)| =0. .
z—0 |y‘,|2|€[x,2x]‘ (v) ( )\ (6.3)

Notemos que SOy(U) ¢ L=(U).
Lema 6.1. Siv € VMOy(U), entonces la funcién V dada por (6.2) estd en SOo(U).

Demostracion. Sea 0 < x <y < z < 2z. Entonces, por (6.2),

V() — V()| < ;/0 lo(t) — I, (v)|dt + ’Iy(v)—lz(v)‘jLi/O () — L@)|dt (6.4)

I, (0) — L(v)] = ‘l/y [o(t) —IZ(U)]dt‘
_1/yyu(t) (v)|dt < = / |v(t) — L(v)]dt.

Como v € VMOy(U), los lados derechos de (6.4) y (6.5) son pequenios si = es suficientemente
pequeno. Ademas, V € C(U \ {0}) y

(6.5)

lim (V(z) — V(—z)) =0

z—0

debido a (6.1). Por lo tanto (6.3) se cumple, y por eso V € SOy (U). O

Estd claro que la funcién V' es diferenciable casi donde sea en U y
xV'(z) =v(x) — V(z) para casi todo r € R,. (6.6)

En consecuencia v — V € L®(U) si la funcién = — xV'(z) estd en L>(U).
Similarmente a [75, Lema 3] y [64, Lema A4], tenemos lo siguiente.

Lema 6.2. SOy (U) := SOy(U) N L®(U) C VMO.(U) N L=(U).

6.2. Pesos equivalentes a pesos de Muckenhoupt lentamente oscilatorios

Seal <p<ooyw=e"e Ap(R). Es ficil ver que para cada t € R el peso wy := w(t + (-))
estd en Ap(R), mientras que el peso weo 1= w(1/(+)) estd en A4(R), donde ¢ = p/(p — 1). De
aqui, para todo t € R las funciones vy = Inw; estdn en BMO(R),

v(x) =v(r+1t) ¥y veolx) =v(l/z) para t,z € R.
Entonces para todo ¢t € R, las funciones

Via) = X /0 " (r)dr (6.7)

X

son continuas en R\ {0}. En lo que sigue suponemos que
(A) para cada t € R la funcion vy estd en VMOy(Upt) y la funcion x — xVy/ (x) pertenece a
VMOy(Upy) N L*(Upy), donde Upy es una vecindad simétrica de 0 en R.
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Por (A) y el Lema 6.1, para cada t € R la funcién V; dada por (6.7) pertenece a %O(ont)
y la funcion

1 x
N G
0

pertenece a SOy(Upy) = S'\éo(U(],t) NL>®(Uyy). .
Decimos que un peso w es localmente equivalente a un peso W en una vecindad Uy C R de
un punto t € R si w/W, W/w € L*(U;). Ya que, por (6.6),

zV/(z) = vi(x) — Vi(z) casi donde sea en Uy, (6.8)

para cada t € R, y como las funciones & +— xV/(z) estan en L>(Up;) para todo t € R por
la suposicién (A), concluimos que el peso w(z) = €*) es localmente equivalente a los pesos
Wi(z) = €"*(*=1) en vecindades de los puntos t € R y al peso Wy (z) = €">~(1/%) en una vecindad
de co. Para cada t € R, consideremos ahora las funciones

- 1 [
Vi(z) := x/o Vi(r)dr para z € Upy. (6.9)

En vista de (6.6)—(6.9), deducimos que para cada t € R,

2V (@) = Vilw) = Viw) = [ Vi(ryar, (6.10)

T Jo

donde la funcién de la derecha y por consecuencia la funcién z — zV/ (z) pertenece a SOg(Up,y).
De aqui, (6.10) y (6.8) implican que el peso w(z) = e’(®) es localmente equivalente a los pesos
Wt(l’) = V1@ e vecindades de los puntos t € Ry al peso Woo(x) — ¢V=(1/2) on una vecindad
de oo.

Asi, bajo la condicién (A), podemos reemplazar el peso w = e¥ por los pesos equivalentes
W, en vecindades abiertas U; de los puntos ¢ € R, donde las funciones Vi(z) = In Wt@ +t) para
teERy Vao(z) =In Woo(l/:n) poseen la propiedad: cada funcién z — zV/(z) estd en SOo(Uoy).
Miés atn, para todo t € R las funciones 17,5 debido a (A) y los Lemas 6.1 y 6.2 satisfacen las
relaciones _ ~

timy (Vi(a) — Vi(—a)) = 0.

Por [13, Seccién 3| (cf. también [54, Seccidén 5]), los pesos lentamente oscilatorios W, perte-

necen a A,(U;) en vecindades U; de puntos t € R si y s6lo si

—1/p <lim i(I)lf [aﬂzl(x)] < limsup [MZ'(@] <1-1/p parateR,
T—

z—0

—1/q < lim i(I]lf [:EIN/C:O(JC)] < limsup [:L‘f/;o(w)] <1-1/q parat= oo,
z—

x—0

(6.11)

donde 1/p+1/g =1. Como

l{m inf [:UXN/O'O(Q:)] = lim inf [(1/3:)‘740(1/:3)] = — limsupz(In Wa)' ()],

x—0 T—00 T—00

lim sup [:U‘N/;O(x)] = lim sup [(1/x)‘~/0'0(1/xﬂ = — liminf[z(In WOO)/(ZE)],

x—0 T—00 T—00
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podemos reemplazar (6.11) por las condiciones equivalentes

-1/p < h’I:gl_glf [(z —t)(In Wt)’(a:)] < limsup [(z — ¢)(In Wt)’(a:)] <1-1/p,

_ +0 _ (6.12)
~1/p< liwrr_1>i£f[az(ln Weo) (z)] < limsuplx(ln We) (z)] < 1 —1/p,

T—00

para t € R y t = oo, respectivamente.

Observacién 6.3. Repitiendo el procedimiento V > %fox V(7)dt varias veces podemos lograr
una suavidad arbitraria de los pesos equivalentes bajo la condicion (A). Por ejemplo, poniendo

~

1 [*~
Vi(x) == 1:/ Vi(r)dr para x € Uy,
0

deducimos de (6.10), los Lemas 6.2 y 6.1 que para cada t € R la funcidn C*(Up, \ {0})

~

V@) = Vile) = Vi) = 1 [ Vi (6.13)

pertenece a SOyg(Up+) junto con la funcion x — :L‘YZ’(:L') Mas ain, por (6.13) y [44, Proposi-
cion 3.4/, R N
117111(1) (zV{(z) — 2V} (2)) = 0.

Tomando una subcubierta finita de una cubierta de R por vecindades abiertas Uy (t € R),
concluimos que existe un conjunto a lo mds finito X € R donde uno de los pesos w o w™?
no esta acotado en una vecindad de ¢ € X. Mds atn, podemos reemplazar el peso w € A,(R)
por un peso equivalente W = eV tal que V' € C(R\ X) y, para algunas vecindades simétricas
uy C R, las funciones oy : 2 — (z — A)V'(z) estén en SO, (uy) para todo A € R, la funcién
Ooo : T > 2V (2) estd en SOy (too) 81 00 € X,y 0 € Cy(uy) con oy(A\) = 0 para todo A € R\ X,
limgy (V(z) = V(A —2)) =0si A € XNR, y limy00(V(z) — V(—2)) = 0si oo € X. En
este caso decimos que para el peso w € A,(R) existe un peso equivalente lentamente oscilatorio
W =€V, donde W pertenece autométicamente a A,(R).

Como oy € SOy (uy) para todo A € R, para cada & € M(SO°) podemos definir los niimeros

(55 = 5(0')\) si €€ M)\(SOQ). (6.14)
Si w € Ap(R), entonces debido a (6.12) concluimos que 6¢ € (—1/p,1 —1/p). Més atin, ¢ = 0
para todo £ € U/\eR\x M, (SO°) ya que ox(A) = 0.
Como V(z) = Va(x — ) para z € uy si A € R, y como V(z) = Vao(1/2) para z € un,
deducimos de (6.10) que

1

oa(@) = (& = NV'(2) = (x = V(@ = ) = —

/x_);'V)f(T)dT si A eR,
” 0 (6.15)
ooo() = 2V (&) = —(1/2) VLo (1/7) = —x/o VL (F)dr si A= oo,

donde, por la condicién (A) las funciones x — zVy(z) estidn en V. MOy (Upx) N L>(Upx) para
todo A € R, mientras que las funciones en la derecha de (6.15) estdn en SOx(uy). Por eso,
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podemos representar a los nimeros (6.14) en la forma

f(zlA 0 YV )dT) si £ € MA(SO°) v MeR, 610
o = 6.16
‘ —5( ey (T )dT) si €€ My (SO°),

donde el funcional £ es aplicado a funciones de z.

6.3. Operadores limite necesarios

Para estudiar la invertibilidad de las clases laterales Agn € Ag’n necesitamos usar las técnicas
de operadores limite (ver Subseccién 4.3).

Seal < p<ooyw e Ay(R). En lo que sigue suponemos que el peso de Muckenhoupt
w = e’ satisface la condicién (A) de la Subseccién 6.2, y por eso para el peso w existe un
peso equivalente lentamente oscilatorio W = eV € A,(R) (ver Subseccién 6.2). Notemos que
la condicién (A) sobre el peso w implica (4.19) para el peso equivalente W. En particular, la
demostracién del Lema 4.9 implica el siguiente resultado.

Corolario 6.4. Si 1 <p < oo yw € Ap(R) satisface la condicion (A), entonces SO, ,, C SO;.

Encontraremos en esta subseccién varios operadores limite necesarios suponiendo sin pérdida
de generalidad que el peso w = e” es un peso lentamente oscilatorio en A,(R). Entonces para

cada A € R la funcién
z— M (z) si AeR,
ox(x) == {( , J(z) ) (6.17)
xv'(x) si A= o0,

estd en SOy (uy), y los nimeros §¢ € (—1/p,1 — 1/p) pueden ser calculados por (6.14) con oy
dado por (6.17). Obviamente, todos los resultados de esta subseccién también son validos bajo
la condicién (A), con d¢ calculado por las férmulas (6.16).

Sea ep,(z) = " para h,z € R. Para y > 0 y A € R, definimos los operadores isométricos
Vy,Ux € B, dados para f € LP(R) por

(Vuf)(@) =47 f(yz), (UAf)=f(z=N), wER. (6.18)
Lema 6.5. Si K € ICy, A € R y las sucesiones {y, }, {hn} C (0,00) satisfacen las relaciones

lim y, = lim h, = hm ( n/Yn) = +00, (6.19)

n—00 n—oo

entonces en el espacio LP(R),

s-lim (Vy ven, UxKUxe_p. V, )
nee A (6.20)
ikg}( un —1€_ hnU—)\KU)\ehn yn) =
s-lim (V U_n exKe Uy V. ) -
e (6.21)
s-lim (V Unexke \U-p,Vyor ) = 0;
n—oo
s1im (VyglU_,\KU,\VJ =0, slim (V eaKerV, - ) 0. (6.22)
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Demostracion. Como ||Up|| =1y [|V,]| =1 para todo h,y € (0,00), es suficiente demostrar que
los operadores exp, Vi, , Utp, Vy;l y Vyfl convergen débilmente a cero en LP(R), es decir, que

(exhn%nf,g) = /R(emvynf)( )g ( )dx — 0 cuando n — oo,

(Uihn%;1f,g) .—/(Uih V 1f)( Yg(z)dz — 0 cuando n — oo, (6.23)
(Vyglfag)' /(Vilf)( )g(z)dz — 0 cuando n — oo,

para cada f € LP(R) y cada g € (LP(R))* = L4(R). En efecto, para cada operador K € K, la
convergencia débil a cero de exp,, Vy,,, Usn, Vry Vs implican, respectivamente, (6.20), (6.21)
y (6.22).

Como las funciones continuas con soporte compacto son densas en LP(R) y LI(R), podemos
suponer que f y g poseen esta propiedad. Entonces vemos que

(eon Vo) = [ PP ()l de =0,

n

Usn, Vo1 fo9) = /Ai y VP F i e T yn ) g(x) dz = 0,
(Ve fg) = /Ai Y /P f(ya)g(z) do = 0,

para todo n suficientemente grande ya que en este caso los conjuntos Ai (¥ Lsupp f)Nsupp g
y Af := (ynsupp f £ hy) N supp g son vacios, lo cual da las relaciones (6.23) y completa la
prueba. O

Para aplicar los operadores (6.18), los cuales no son isométricos en espacios de Lebesgue
con peso LP(R,w), necesitamos pasar al espacio de Lebesgue sin peso LP(R) por medio de la
transformaciéon A — wAw 1.

Lema 6.6. Si1 < p < oo, w = e” € A,(R) es un peso lentamente oscilatorio, a € SO°,
be SO, ., yAER, entonces

(1) para cada (&,m) € Mx(SO®) x My (SO°) existen sucesiones {yn}, {hn}
C (0,00) tales que se cumple (6.19) y en el espacio LP(R),

hm(V rep, U_x (awWo(b)w_II)U)\e_thyn) =a(§)b(n)1,

o (6.24)
s-gm(v ve_p, U_x(awW° (b)w™ I)U,\ethyn> = a(&)b(n)I;
(i1) para cada (§,m) € M (SO®) x M\(SO®) existen sucesiones {yn}, {hn}
C (0,00) tales que se cumple (6.19) y en el espacio LP(R),
s-hm(v U_n, ex(awWO(b)w 1I)e_AUthy;1> — a(€)b(n)],
nee (6.25)

hm(V Un, ex(awW°(b)w™T)e_ AU—h, V- )za(§)b(n)].

TL—)OO
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Demostracion. Aplicando aproximaciones en L*°(R) y M, ,,, respectivamente, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que a es una suma de funciones en SO, y b es una suma de funciones
en SO3 donde v corre sobre un subconjunto finito de R. Entonces b € M,, ; para cada w € A,(R).
(i) Fijemos (&,n) € M)(SO°®) x My (SO°®), donde A € R, y consideremos el operador
awWO(b)w™I € B(LP(R)), donde a € PSO® y b € PSO;,,. Entonces para cada yp, hy, > 0
obtenemos
V,-1en, U_x(awW°(b)w ' I)Ure_p, Vi,
= a[A + gt (O] wA + 4 O WO Blya() + hal) w™ A+ 5 (I

Ve p,U_y (awW°(b)w ™' I)Usen, Vy,

alA + ' O] wih + 5 OIWO (Blyn () — hal) w™ A+ 37 ()

(6.26)

Ahora sean a € SO°y b € SO, ,,. Como w = € es un peso lentamente oscilatorio, la funcién
ox:x— (x — ANV (z) pertenece a la C*-dlgebra SOy (uy) en una vecindad uy de Ay

lim (v(A +z) —v(A —2)) =0. (6.27)

x—0

Entonces existen sucesiones {yn}, {hn} C (0,00) que satisfacen (6.19) y tales que

a(§) = lim a(A£y,"), by) = lim b(Ehn), (6.28)
0 = &(0n) = lm ("' (A +9,1)). (6.29)

Para este fin primero elegimos la sucesién {y,}, y luego elegimos la sucesién {h,}. Por (6.28),
a(§) = lim, s a(X £y, '), y la convergencia es uniforme sobre compactos de R\ {0}. En
consecuencia,

s-lim (VyglehnU_ ,\(aI)UAe_thn> — a(6)] (6.30)

n—oo

Siguiendo la prueba de [52, Teorema 4.3], deducimos de (6.26) que

s-lim (Vy#ehn U_x(e"WO(b)e 1) UAe_thn)

e . 5 (6.31)

= sclim (€Ol W0 (bl () + ha)) 2] P5e 0 ),
donde la funcién

0a(2) = v+ 37 12) — v+ 570) — Gelog o
—1
- (v()\—l—y,;lsignx)—v()\—l—ygl)) —I—/ ) (t' (A +t) — b¢) "
Y, signz
estd acotada sobre cada compacto en R\ {0}. Mas aun, debido a (6.32), (6.27) y (6.29),
s-lim(e"I) = I. (6.33)

n—oo

Como h,, — +00 y hyp/y, — oo cuando n — oo, concluimos que para cada M > 0 existe un
N € N tal que My,/h, < 1/2 para todo n > N, por lo cual para todo = € [-M, M| tenemos
que

hn/2 < hp(1 — Myp/hy) < by + ypz < hp(1 + Myp/hy) < 3h, /2. (6.34)
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Por eso, para cada M > 0, deducimos de (6.28) que

Jim b(ynw + hn) = Hm b(hn) = b(n) (6.35)

uniformemente con respecto a € [-M, M]. De aqui, deducimos de (6.31) y (6.33) que en el
espacio LP(R),

s-lim <Vy;1€hn U_, (QUWO(b)e_”[) Uxe_p, Vyn)

n—oo
_ ) . 0 -6
= [z’ (s-lim WO (b (-) + ) ) 2] 1.

Solo resta probar que en cualquier espacio de Lebesgue LP(R,w) con un peso de Muckenhoupt
w tenemos que

(6.36)

s-lim WO (b(yn(-) + hn)) = s-lim WO (b(hy)). (6.37)

n—oo
Denotemos por ® al conjunto de funciones en LP(R, w) cuyas transformadas de Fourier tienen
soporte compacto en R. Este conjunto es denso en LP(R,w) (ver [51, Lema 2.5]). Por eso, para
cada funcién f € ® existe una funcién ¢ € C*°(R) con soporte compacto en R tal que

(WO [b(yn() + hn) - b(hn)])f = Jril [b(yn() + hn) - b(hn)] ¢Ff (638)

Entonces, por analogia con el Lema 4.9, deducimos del Teorema 3.3 que

[B(n() + hn) = bl ],

< Gy, iy HD’“([b(yn(-) + hy) — b(hn)] ) HLM(R), (6.39)

donde (Da)(z) = zad'(x).

Sea K :=supp ¥. Como K es un subconjunto compacto de R y

lim max ’ [0(ynz + hn) — b(hy)] ’ =0,

n—oo e K

lim max [(D*b)(ynz + hn)| =0 (k=1,2,3)

n—oo ze K

(ver [14, Seccién 4]), deducimos de (6.39) y las relaciones

D ([b(yn () + hn) — b(ha)] %)
Lk
=3 ()0 b1 ) — s 00,
v=0

donde max { || D*|| oo (ry : k=0,1,2,3} < ooy

YnT

T 2
D? [b(ynl' + hn) — b(hn)] = m (D2b)(ynx + hy)
m (Db)(yn + hy),
T 3
D?[b(ynz + hy) — b(hy)] = M (D?b)(ynx + han)
3(ynx)2hn ynxh% - (ynl")th
(e + )3 (D) (yn + hn) + (nt + hn)? (D) (ynz + han),
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que
lim || [b(yn () + hn) — b(hn)}wHMp’w =0, (6.40)

n—oo

lo cual junto con (6.38) implican (6.37). Aplicando (6.37) en el caso de w(x) = |z|% y usando
(6.35), concluimos que en el espacio LP(R, |x|%),

s-Hm WO (byn () + hn)) = s-im WO (b(hy,)) = s-lim b(hy,)I = b(n)I. (6.41)

n—oo n—oo n—o0

Finalmente, (6.36) y (6.41) implican que

s-lim (Vyglehn U_x(e"WO(b)e 1) UAe,thyn> = b(n)1, (6.42)

n—o0

lo cual junto con (6.30) dan la primer igualdad en (6.24). La segunda igualdad en (6.24) se
prueba analogamente.

(ii) Fijemos (£,m) € My (SO°®) x My(SO°®), donde A\ € R, y consideremos el operador
awW(b)w™I € B(LP(R)), donde a € PSO° y b € PSO;,,. Entonces para cada yp, hy, > 0
obtenemos que

Vy U ex(awW?(b)w™ ) e \Up,V, 1
= alyn (") + hn] W[Yn(-) + hy w (b[/\ + yrjl()]) wil[yn(‘) + hall,
Vi Unyex(awW®(b)w™ I)e \U_,V, 1
= alyn(-) = hu] wlyn () = ] WO (A + 5, ()]) w ™ yn () — hn] .

(6.43)

Ahora sea a € SO° y b € SO, ,,. Como w = € es un peso lentamente oscilatorio, la funcién
O @ T+ xv'(x) pertenece a la C*-dlgebra SO (us) en una vecindad us de oco. Entonces
existen sucesiones {y,}, {hn} C (0,00) tales que se cumple (6.19) y
a(¢) = lim a(£hy,), b(n) = lim b(A £y, ). (6.44)
n—oo n—oo

Por (6.44) y (6.34),
lim a(yp,z + hy,) = lim a(+h,) = a(§),

n—o0 n—oo

donde la convergencia es uniforme sobre compactos de R. En consecuencia, tomando en cuenta
(6.34), tenemos que

i—l}g‘} (V;JnU_hneA(aI)e_AUthy#) = %—Egol (alyn () + ha]I) = a(§)1. (6.45)
Por analogfa con la parte (i), deducimos de (6.43) que

s-lim (Vyn U_p, e (evWO(b)e_”I)efothy#)

n:_:jim (e%(') 2|2 WO (B[A + 4, ' ()]) |$|_556_5"(')I> (649
n—o0 n ’
donde la funcién v,, estd dada por
ynx‘f'hn dt
B(@) 1= 0(ynz + ) — v(hn) = / o) & (6.47)
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Debido a (6.19) y (6.34), deducimos de (6.47) que para n suficientemente grande,

Iy [ Yn + hy,
hn,

donde el lado derecho de (6.48) tiende a cero uniformemente sobre compactos de R cuando
n — 00. En consecuencia,

, (6.48)

[5a(@)] < Jlosoll poe e

s-lim(e”I) = I. (6.49)

n—oo

Por el Lema 4.7(b), de (6.46) y (6.49) se sigue que

s-lim (vynU_,M@A (" WOB)e ™ I)e_\U, Vygl)

n—oo

= s-lim W (0[A + . ()]), (6.50)

donde usamos la relacién SO; ,, C SO, (ver Corolario 6.4). Como y, — +oo cuando n — 0o,
concluimos de (6.44) que

lim b(\ + y, 'z) = lim b(A+ y, b) = b(n) (6.51)

n—oo

uniformemente con respecto a x sobre compactos de R \ {0}. Asi, solo resta probar que en el
espacio LP(R),
: 0 10T} — o Td 0 -1
s-1im WO (b[A + g, (1)]) = s-lim WO ([ + 9, 1]). (6.52)

Sea @ el conjunto de funciones en LP(R) cuyas transformadas de Fourier tienen soporte
compacto en R\ {0}. Este conjunto es denso en LP(R). Por eso, para cada funcién f € ® existe
una funcién ¢ € C*°(R) con soporte compacto K C R\ {0} tal que

(WOLBA+ 5, () —=bA+ 5, D)) f = F A+ 4,1 () = b + 9, ] F £ (6.53)

Entonces, deducimos de [72, Capitulo IV, Teorema 3] que

< Cp i [ DX (DO + 0 0) = 0O+ 50 (6.54)

donde la constante C}, € (0,00) depende solo de p, y (Da)(z) = zd'(x).
Como K = supp v es un subconjunto compacto de R\ {0} y

Iim méx |[b(A +y;, '2) —b(A+y,1)]| =0,

n—oo reK

lim méx [(Db)(A+ y, 'z)| =0

n—oo reK

debido a (6.51) y [14, Seccién 4], deducimos de (6.54) y las relaciones

D([bA+y, () = bA+y H]w) = [bA +y, () —b(A + . 1) ][ (DY)
+ (DA +y, () = b+, D)),

DO+ () = b+ 93] = 125 (DDA + '),
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y max {|¢[| oo (r)s DVl poe(r) } < 00 que

T [|[bA + 5,1 () = b+, ][], =0,
lo cual junto con (6.53) implican (6.52). Combinando (6.50), (6.52) y (6.51), concluimos que en
el espacio LP(R),

s-lim (v Ui_p.ex(e ”Wo(b)efvl)e_AUhnvygl)

n—o0

— o 0 —1\) _ o1 —1y7 _
= sHm WO (b(A +y, ")) = slimb(A +y, )T = b(n), (6.55)

lo cual junto con (6.45) da la primer igualdad en (6.25). La segunda igualdad en (6.25) se prueba
analogamente. O

Consideremos el algebra de Banach cociente /N\gn = AT / jﬂ,n’ donde
jgn = {wA"™w " A7 € Jgn} (6.56)

es un ideal bilateral cerrado del algebra de Banach A™ := {[wAw I]" : A € A}. Sea j&n el
ideal bilateral cerrado del 4lgebra de Banach A := {wAw™'I: A € A} que consiste de todos los
operadores wAw ™I + K donde AT € Jgn y K € K,. Denotamos por A = B si las dlgebras de
Banach A y B son isomorfas, observemos que
En =N/ JEy = A Jen = Aey- (6.57)
Para cada £ € M(SO?), definimos a los homomorfismos v : PSO® — PC por
€N +alE)xs s £ € Mau(S0°),
o) i= . : (6:5%)
a(§7)xy +a(§ )X Xy si €€ M\(SO°)y AeR.

Lema 6.7. Si 1 < p < oo, w = €" es un peso lentamente oscilatorio en A,(R), a € PSO°,
be PSO,,, yA€R, entonces

(i) para cada (§,m) € Mx(SO°) x M (SO°) existen sucesiones {yn}, {hn} C (0,00) tales que
se cumple (6.19) y en el espacio LP(R),

shm(V vep, U_ ,\(awWO(b)w_ll)UAe,thyn)

= (a(€7)x— +a(€")xy)b(n 7)1,
stim (V,rep, U (awWo(b)w_ll)UAethn)
= (a(€7)x= + a(€M)x4)b(n)I;

(i) para cada (§,m) € Mo (SO®) x My(SO°) existen sucesiones {yn}, {hn} C (0,00) tales que
se cumple (6.19) y en el espacio LP(R),

(6.59)

i—gg}(VynU_hne>\(awWo(b)wfll)e_AUthy#)
= a(€T)WOb(n")x— +b(n*)x+),
s—lim(V U, €ex awWo(b)w_II)e_AU_thy#)

a(ENYWO(b(n™)x— + b(nT)x).

(6.60)
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Demostracion. Sea a € PSO°, b€ PSOS,,, A€ R, y sea

p7w’

(&,m) € (MA(SO®) x Mso(SO?)) U (Mso(SO°) x My(SO)).
Obviamente, el operador awW?0(b)w™1I € B, estd representado en la forma
e(@wW® (1, (b))w™" I + De,,

donde las funciones y¢(a) y v, (b) estdn dadas por (6.58) y el operador Dg , pertenece al ideal
J¢, debido al Lema 5.3. Cualquier operador D¢, € J¢,, es de la forma

N,

D= lim S (Akmak,mf + BimwWO (b )uw ™I + Km> (6.61)
k=1

’ m—00

donde Ak, Brm € A C By, Ki € Kp, ajm € SO°, by € SOS.4, ¥ akm(€) = 0, b (n) = 0.
(i) Sea (&§,m) € M)(SO°®) x M (SO®), donde A € R. Entonces

awWO(b)yw 1
= (a&7)xy +al€)x) e WO (b(nT)x— +b(n")x+)e "I + D, (6.62)

Como el operador Dg, en (6.62) tiene la forma (6.61), aplicando la Proposicién 3.4, podemos
elegir sucesiones {y,}, {hn} C (0,00) tales que (6.19) se cumple,

b = £(0x) = lim on(A£y,")
y paratodo k=1,...,N,, y todo m € N,
e (€) = M agmNE£y;") =0, bpm(n) = Mm by (£hn) = 0. (6.63)
Entonces deducimos de (6.61), (6.63), el Lema 6.6(i) y (6.20) que
s-lim (Vy ven, U )\Dg,nUAe_thn) —0. (6.64)

Aplicando (6.26) y tomando en cuenta (6.34), obtenemos que

Vren, U-x(a(€7)xy +alE)xy) Ure-n, Vi,

= (a7 )x= +al¢M)x+)1, (6.65)
V. ien, U (e”WO(b(n+)x_ + b(n_)X+)e_”I) Ue_n, Vi,
= e Ol (b ) [yn () + Al b7 s lyn () + Bl Pee™ 0L, (6.66)

donde la funcién v, y el nimero J¢ estan dados por (6.32) y (6.29), respectivamente, y (6.33) se
cumple. De aqui, deducimos de (6.33) y (6.66) que

s-lim (Vy;lehn U_x <6”W0 (b(n™)x— + b(n_)X+)e_”I) Uxe_p,, V%)

n—o0

=l (selim WO (0™ ) X~ [yn () + o] + b0 )l () + o))l =51

n—oo

(6.67)
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Ahora, tomando una funcién f € ® y una funcién ¢ € C*°(R) con soporte compacto K C R
como en (6.38), concluimos que para n suficientemente grande,

(Wb )X -[yn(-) + hn) + b0 )X+ lyn () + hal)) f
= F b0 )x-yn () + hn] + 507 ) X+ [yn () + hu])UF f
=F o )WFf=F to(n ) Ff=0bn)f,

y por eso en el espacio LP(R, |z|%),

St WO (B )X [ () + o] + B0k 9 () + Pal) = b (6.68)

n—oo

Por lo tanto, deducimos de (6.67) y (6.68) que en el espacio LP(R),

setim (Vs en, Uy (WO (007 )X + b7 )xa)e ™1 ) Uren, V) = b ),
lo cual junto con (6.65) y (6.64) nos da la primer igualdad en (6.59) de (6.62). La segunda
igualdad en (6.59) se prueba andlogamente.

(ii) Ahora sea (£,71) € M (SO®) x My (SO°), donde A\ € R. Entonces

awW?(O)w ' T=(a(€")x= + al€ )x+)e" WO (b(n )Xy +b(nH)xT)e I + De,,. (6.69)

Aplicando otra vez la Proposiciéon 3.4 al operador Dg, de la forma (6.61), podemos elegir
sucesiones {yn}, {hn} C (0,00) tales que (6.19) se cumple y para todo k = 1,..., N, y todo
m € N,

ak,m(g) = lim ag m(ih ) =0, bk,m(n) = nh;nolo bk,m()‘ + yrjl) = 0. (670)

n—oo

Entonces de (6.61), (6.70), el Lema 6.6(ii) y (6.21) se sigue que

s-lim (V U_p,exDeneUn,V, - ) ~0. (6.71)

n—oo

Aplicando (6.43) obtenemos que

Vi U—h, €x (a(£+)X, + a(ﬁ_)er)e_,\Uthyn—l

= (a(§+)xf [yn() + hn] + a(f_)X+ [yn() + hn])lv (6'72)
Vi U—h,ex (e”WO (b(n7)xy + b(nﬂxf{)e*”.’) e-\Un,V,-1
= e OWO (b(n™)x— + b )x4)e 01, (6.73)

donde la funcién v, esta dada por (6.47), y se cumple (6.49). De aqui, tomando en cuenta (6.34),
deducimos de (6.72) que

s-lim (V}MU e (a(€)x— + a(ff)XJr)e*)\Uthyﬁl)

n—oo

= stim ((a(€")xyn () + o) + (€ ) lyn () + b)) )

n—oo

= a(¢)I. (6.74)
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Por otra parte, (6.73) y (6.49) implican que

s-lim (VynU,hne)\ (evWO (b(n_)X; + b(n+)xj\L)e_”[> efothy#)

n—oo

= WO (b(n ™ )x— + b )x+). (6.75)
Las relaciones (6.74) y (6.75) dan la primera igualdad en (6.59). La segunda igualdad en (6.59)
se prueba andlogamente. O

Sea (A, 7) € Qg := (R x {oo}) U ({oc} xR). En lo que sigue diremos que las entradas £ y n de
la pareja (£,1) € M\(SO®) x M (SO°) son coherentes, si para conjuntos numerables arbitrarios
{aktren C SO°y {b}ken C SOy, existe una sucesiéon {y,} C Ry tal que limy, 00 Y = +00 'y
para todo k € N,

ar(§) = lim ap\+y, '), be(n) = lim bi(ya), (6.76)
si (6,1) € Ma(SO®) x Mu(SO°), y

ak() = lim ay(yn), bi(n) = 1 by(r + ;). (6.77)

n—oo

si (&€,m) € Mxo(SO°) x M, (SO°).
Para parejas (£,7) € (Mx(SO°) x Moo (SO°)) U (Mso(SO°) x M;(SO°)) con entradas cohe-
rentes £ y 1, donde A\, 7 € R, tenemos la siguiente afirmacién.

Lema 6.8. Si 1 < p < oo, w = €” es un peso lentamente oscilatorio en A,(R), a € PSO°,
be PSO,, y A\ 7 €R, entonces

(i) para cada pareja (§,m) € M)(SO®) x M (SO®) con entradas coherentes £,n eziste una
sucesion {yn} C (0,00) tal que lim y, = +oo, se cumple (6.76) y en el espacio LP(R),
n—oo

s-lim (VyglU, MawW O (b)yw= DL, n)

n—0o0

= (a(€)x= + al€")x4) [z WO (b(n " )x— + b(n " )x+ ) |2| %1

donde é¢ estd dado por (6.29);

(6.78)

(ii) para cada pareja (§,m) € M (SO®) x M-(SO®) con entradas coherentes £,n eziste una
sucesion {yn} C (0,00) tal que lim y, = 400, se cumple (6.77) y en el espacio LP(R),
n—oo

s-lim (Vyn eT(awWO(b)wflf)e_TVy,;l)

= (a(€")x— + al€ )x ) &P WO (b(n7)x— + b0 x4 ) x| 7%, (6.79)
donde
0 = ¢§(000) = lim (£ ynt'(£yn)). (6.80)

Demostracion. (i) Sea a € PSO°, b € PSO, ,, v (§,1) € M)(SO°) x M(SO°), donde A € R.

Entonces escribiendo al operador awW?(b)w ™11 en la forma (6.62), donde Dy, € jé,n estd dado
por (6.61), y aplicando la Proposicién 3.4, elegimos una sucesién {y,} C (0, 00) tal que lim y, =
n—oo
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+00, se cumple (6.29) y también se cumplen las relaciones (6.76), donde ay, y by, son reemplazadas
POr Ak Y bi,m. Entonces obtenemos que

V.1 Uz (awW O (b)w™ ) UpV,

= a[A + g, ' ()] O WO (b(yn () 2|~ 2e 01, (6.81)
V, U\ (a(§7)xy + al€ ) UaVy, = (al€ )x— +al€h)x4) T, (6.82)
V,1U_x (e”WO (b )x— + b(n‘)X+)e‘”1) UVy,

= " Oz WO (b )x— + b )xy) x| e 01, (6.83)

donde la funcién v, y el nimero J¢ estan dados por (6.32) y (6.29), respectivamente, y (6.33) se
cumple. De (6.83) y (6.33) se sigue que

s-lim (Vy;1 U_» (e”WO (b(n")x- + b(n_))g)e_”f) U,\Vn>

n—o0 (6.84)
= WO (b(n™)x— + b0~ )x+ ) || 7% 1.
Solo resta probar que
s-lim (VyglU_ ADMUAV”> ~0. (6.85)
Sean a € SO°, b€ SOy, ¥
a(§) = lm a(A+y;"), b() = lim b(+y,) (6.56)

Como en la prueba del Lema 6.6, supongamos sin pérdida de generalidad que a es una suma
de funciones en SO, y b es una suma de funciones en SO? donde v corre sobre un subconjunto
finito de R.

Por analogia con el Lema 6.6, deducimos que en cualquier espacio de Lebesgue LP(R, w) con
un peso de Muckenhoupt w,

s-lim WO (b(yn () = s-Him WO (b(yn)). (6.87)

n—00 n—oo

En efecto, tomando una funcién ¢ € C*°(R) con soporte compacto K C R\ {0}, obtenemos que

[ btwn()) = bm)] ¥l , < Coir, s HDk([b(yn(-)) = blyn)]¥) HLOO(R),

donde

k
Dk([b(yn()) - b(yn)] ¢) = Z <i> (DV [b(yn()) _ b(yn)})(Dk’”w),
v=0

Dk [b(ynx) - b(yn)} = (Dkb)(ynw) (k = 1,2,3), k:rgz%)é?) ”DkaL‘X’(R) < 00,

, , _ _ , , k _ _
lim méx |b(ynz) — b(y,)| = 0, nl;ngorglez}%(‘(D b)(ynz)| =0 (k=1,2,3).

n—oo reK
En consecuencia,

lim{|[b(yn() = bya)] [, . =0,

n—oo
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lo cual implica (6.87).
Debido a (6.86), (6.33) y (6.87), deducimos de (6.81) por analogia con el Lema 6.6(i) que
para a € SO°y b e SO°

p7w’

s-lim (VyglU_ A(aI)U,\Vyn) — a(6)1, (6.88)

n—o0

s-lim (VMIU_ A WOb)e ™) Ukvn)

n—o0

= [z’ (s-1im WO (b(yn)) ) 2] %1 = b(n)1. (6.89)

Usando (6.76) para conjuntos numerables {a .} C SO°y {brm} C SOy, tales que ag ., (§) =0
¥ br.m(n) = 0, y aplicando (6.61), (6.88), (6.89) y (6.22), obtenemos (6.85).

Finalmente, (6.62), (6.82), (6.84) y (6.85) implican (6.78) para la pareja (£,n) de entradas
coherentes £ € M, (SO°) y n € M (SO?).

(ii) Sean a € PSO°, b€ PSO, ,, y (§,1) € Mxo(SO°) x M;(SO°), donde 7 € R. Escribimos

al operador awW?(b)w™'T en la forma (6.69), donde Dy, € j‘ém estd dado por (6.61). Como
w = €V es un peso lentamente oscilatorio, la funcién o, : & — zv'(x) pertenece a la C*-dlgebra
SO (uso) en una vecindad us, de oo, y

xh_)rgo (v(z) —v(—z)) = 0. (6.90)
Elijamos una sucesién {y,} C (0,00) tal que lim y, = +oo, se cumple (6.80), y también
n—oo

se cumplen las relaciones (6.77), donde aj y by son reemplazadas por ay,, ¥ bkm. Entonces
obtenemos que

Vyner (awW(b)w™ ') e—rV, 1

= afyn ()] €™ Ol WO (b[r + y, ' ()]) || e ™01, (6.91)
Vyaer (a(€7)x= +a(€)x+)e—rV, 1 = (a(€F)x— +a(€)x+)1, (6.92)
Viyn€r (e”Wo (b(n~)x; + b(nﬂxj)e‘”l) e—rV,1

= O WO (b(n ™) x— + b(n*)x4 )] Pee ™01, (6.93)

donde é¢ estd dado por (6.80) y la funcién

~

Un(2) := v(Ynx) — v(Yn) — O¢ log |z
yna dt

— (U(yn) — v(ynsign .73)) +/ (tvl(t) - 65) 7

Ynsign

(6.94)

estd acotada sobre cada compacto en R\ {0}. Mds atn, por (6.94), (6.90) y (6.80), deducimos
que ~
s-lim(e"I) = I. (6.95)

n—oo

Se sigue de (6.93) y (6.95) que

s-lim (Vyn er (e”WO (b(n7)xr +b(n*)xd) e*“I> e_TVy;1>

n—oo

= [z WO(b(n ™ )x— + b(n™)x+ )|z . (6.96)
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Ahora sean a € SO°, b€ SO, ,, ¥
a(§) = lim a(+y,), b(n) = lim b(r £y"). (6.97)

Otra vez suponemos sin pérdida de generalidad que a es una suma de funciones en SO, y b es
una suma de funciones en SO3 donde v corre sobre un subconjunto finito de R. Por analogia
con el Lema 6.6, deducimos que en el espacio LP(R, |z|%) con d dado por (6.80),

- 0 1) — o 0 T -1
s-lim WO (b[r +y;, ' (1)]) = s-lim WO (b[r + y;']) = s-lim (b7 + 3, ']1). (6.98)
Entonces de (6.91), (6.95), (6.97) y (6.98) se sigue que
s-lim (%HGT(GI)E_T%;l> =a(§)1, (6.99)

n—oo

n—o00 Yn

s-lim (Vyn er(e"WO(b)e ™ I)e_,V, 71>
= Jal® (slim WO (br + ' ()]) ) 2 7T = b{m)1. (6.100)

Usando (6.77) para conjuntos numerables {a .} C SO°y {bgm} C SOy, tales que ag ., (§) =0
¥ br.m(n) = 0, aplicando (6.99), (6.100) y (6.22), deducimos de (6.61) que

s-lim (VyneTDg,ne,TVy 1) =0. (6.101)

n—oo n

Finalmente, (6.69), (6.92), (6.96) y (6.101) implican (6.79) para la pareja (£,n) de entradas
coherentes & € My (SO°) y n € M-(SO°). O

7. El teorema de dos idempotentes y sus aplicaciones

7.1. El teorema de dos idempotentes

Sea
Qo := ( U M, (S0°) x MOO(SOO)> U (MOO(SOO) X U MT(SO°)>, (7.1)
AER TER

si (&,m) € Qp, entonces del Lema 5.6 se sigue que el calculo simbdlico para el dlgebra de Banach
Agn puede obtenerse del teorema de dos idempotentes (ver, p. €j., [12] y las referencias dadas
ahi).

Aplicaremos la siguiente versién del teorema de dos idempotentes, la cual se sigue de [12,
Teorema 8.9].

Teorema 7.1. Sea B un dlgebra de Banach con identidad e y sean p y q idempotentes no cero
en B. Ademds sea A la subdlgebra cerrada mds pequeria de B que contiene a e,p y q. Pongamos

X=e—(p—q)?=pep+(e—p)le—q)e—p), (7.2)
Y :=p+2q, (7.3)

y supongamos que los puntos 0 y 1 no son aislados en spgX o que {0,1,2,3} C spgY . Definamos
la aplicacion wy, : {e,p,q} — C**2 para p € C por

ada =y § ww=[y o wia=| s VRER]

donde /(1 — p) es un valor arbitrario de la raiz cuadrada. Entonces
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(a) Para cada p € spyX la aplicacion w, se extiende a un homomorfismo de dlgebras de
Banach w,, de A en C**2.

(b) Un elemento A € A es invertible en el dlgebra B si y solo si detw,(A) # 0 para todo
1€ sppX.

(¢c) Un elemento A € A es invertible en el dlgebra A si y sdlo si detw,(A) # 0 para todo

Demostracion. Silos puntos 0y 1 no son aislados en spgX, entonces la parte (a) del teorema se si-
gue de [11, Proposicién 9(d)]. Ahora supongamos que {0, 1,2,3} C spgY. Por [11, Teorema 1(a)],
para cada p € spyX \ {0,1} la aplicacién wy, : {e,p, ¢} — C**? se extiende a un homomorfismo
de élgebras de Banach w, de A en C?*2. Ya que spgY C sp4Y vy de aqui {0,1,2,3} C sp,Y,
deducimos de [11, Teorema 1(b)] que para cada n € {0, 1,2,3} la aplicacién G, : {e,p,q} — C
definida por

Go(e) =1, Go(p) =0, Go(q) =0,
Gi(e) =1, Gi(p)=1, Gi(q) =0, (75)
Gae) =1, Ga(p) =0, Ga(q) =1,
Gs(e) =1, Gs(p)=1, Gs(q) =1,

se extiende a un homomorfismo de algebras de Banach de A sobre C. Solo resta observar que
para todo A € A en vista de (7.5) y (7.4),

Go(A) == [CL)l(A)]Q’Q for n= 0, Gl(A) = [WO(A)]l’l for n = 1,

GQ(A) = [WU(A)]QQ for n= 2, Gg(A) = [wl(A)]l,l for n = 3, (76)

respectivamente, donde [w,(A)];; es la (¢,4)-entrada de la matriz w,(A) para p € {0,1}. Por lo
tanto para cada u € sp4X N {0,1} la aplicacién w, : {e, p,q} — C?*? también se extiende a un
homomorfismo de dlgebras de Banach w, de A en C?*2, 1o cual completa la prueba de la parte
(a). Més atn, por (7.6), G, (A) # 0 para todo n € {0,1,2,3} y todo A € A siy sélo si

detw,(A) #0 paratodo p e {0,1}. (7.7)

Finalmente, en vista de la parte (a) y (7.7), las partes (b) y (c) se siguen de [11, Teorema 1(c,d)].
0

7.2. El espectro de Y en aplicaciones

Sea (§,m) € o y supongamos que se cumple (A). Ahora probemos que para B = A7, vy
Y dado por (7.3), donde p = P{, vy ¢ = Qf, estén dados por (5.12) o (5.13), la condicién
{0,1,2,3} C spgY se cumple autométicamente.

Lema 7.2. Si (\,7) € (R X {oo}) U ({oo} X R) y los idempotentes P{, y QF , estdn dados por
(5.12) para (§,m) € M)(SO°) x M (SO®) y por (5.13) para (§,m) € M (SO®) x M.(SO°),
entonces el espectro del elemento

Yy = Py +20Qg, (7.8)

en el dlgebra de Banach Agn contiene al conjunto {0,1,2,3}.
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Demostracion. (i) Sea A € Ry (§,m) € Mx(SO°) x M (SO®). Entonces, por (7.8) y (5.12),
tenemos que
Y = DAl +2W00q)]" + JE,,-

Ya que para el peso w € Ap(R) existe un peso equivalente lentamente oscilatorio W € A,(R)
en vista de la condicién (A), suponemos sin pérdida de generalidad que el peso w € A,(R) es
lentamente oscilatorio. Entonces pasando al espacio sin peso LP(R), y usando (6.57), podemos
reemplazar a an por la clase lateral

}N/&n = x$ T+ 20W° (x5 )w ™ + j&m (7.9)
en el algebra de Banach cociente Kﬁ,n = /~\/ jf,nv con el mismo espectro:
spAnggn = spKMng. (7.10)

L @

Por la prueba del Lema 6.7(i), para cualquier pareja de operadores D en € j&m existen

UK
sucesiones {yn}, {hn} C (0,00) tales que (6.19) y (6.29) se cumplen y, para i = 1,2,
s-lim (V_leh U_DDUse_p V, ) =0 (7.11)
n—oo Yn nT 5777 A _hn Yn ’ :
s-lim (Vy;le_hnU_ \D Usen, vyn) = 0. (7.12)

Sea f&n =1+ j&n- Para cada m € {0,1, 2,3} consideremos la clase lateral
ff{m - mf&m = B + j&m (7.13)
donde }75’7, estd dado por (7.9) y
By = (X} —m)I 4+ 20W°(xg)w ™' I.

Sim ¢ spAganjn, entonces m ¢ Smef’gm por (7.10), y en consecuencia la clase lateral (7.13)

es invertible en el algebra cociente INXUI. Por otra parte, por el Lema 6.7(i),

I i m=0
s-lim (V_leh U_xBmUse_n,V, ) _ a1 sim=o, (7.14)
n—00 Yn " oo —Xo I si m= 1;

+I i m=2
s-lim (V e U \BnUxen Vn) R (7.15)
n—oo \ Yn " " —Xo ! si m=3.

Como (7.14) y (7.15) se cumplen para todas las sucesiones {y,},{hn} C (0,00) que satisfa-
cen (6.19) y (6.29), y para cualquier pareja de operadores DS%,D(?) € jﬁ,n existen sucesiones
{yn}, {hn} C (0,00) que satisfacen (6.19), (6.29) y (7.11)—(7.12), deducimos de (7.14), (7.15) y el
Lema 4.8 que la invertibilidad de la clase lateral (7.13) en el algebra K&n implica la invertibilidad
del operador limite correspondiente en la derecha de (7.14) o (7.15) en el dlgebra By, lo cual es

imposible. Por lo tanto m € sp AT Ygr,?.
) ’
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(ii) SeaT € Ry (§,1m) € Mxo(SO®) x M, (SO?). Entonces, por (7.8) y (5.13), concluimos que
Ve, = [xo T+2W°00)]" + T,

i (7.16)
Yen = xg 1 +20W 0 )w™ + Jgy,

y se cumple (7.10). Por la prueba del Lema 6.7(ii), para cualquier pareja de operadores Délz, Dg; €

Jen existen sucesiones {y,}, {hn} C (0,00) tales que se cumple (6.19) y, para i = 1,2,

s-lim (Vyn Up,erD)e_rUo,V, ;1) —0, (7.17)
s-lim (Vyn U_hneTDgZ]e_TUthy#) = 0. (7.18)

Para cada m € {0,1,2,3} consideremos la clase lateral (7.13), donde }75777 estd dado ahora
por (7.16) y
By = (xg —m)I + 20W°(x;)w™ I
Sim ¢ sp Anggﬂ, entonces m ¢ SPR, 375777, y en consecuencia la clase lateral (7.13) es invertible

en el &lgebra cociente Ké,n- Deducimos del Lema 6.7(ii) que

2 10
—2WO%xg) si m=3; '

&
3
I

-

s-lim (vyn Up erBme_rU_p, V.

-1
n—o00 Yn

s-lim (Vyn U_p, erBpe_ U V.

-1
n—00 Yn

) _ {ZWO(XSF) si m=0, (7.20)
—2WO(xg) si m=2. ‘

Por analogfa con la parte (i), deducimos de (7.17)—(7.20) y el Lema 4.8 que la invertibilidad de
la clase lateral (7.13) en A¢, implica la invertibilidad del correspondiente operador limite a la
derecha de (7.19) o (7.20) en el dlgebra B,. Pero estos operadores limite no son invertibles, por
lo cual otra vez m € sp Agann. O

En consecuencia, concluimos del Teorema 7.1 y el Lema 7.2 que la invertibilidad de las
clases laterales Agn en las algebras de Banach Agn y Agn para las parejas (§,m) € Qy =
(U/\E]R My (50°) x MOO(SOO)) U (MOO(SOO) X Urer MT(SOQ)), estd descrita en términos de la
matriz de simbolos wH(Agn), donde i € sp AT Xyuesp AT X, respectivamente, y de acuerdo

5 ,n sM
2
a(72), X =X, =17, — (PF, — QF,)"

8. Operadores pseudodiferenciales de Mellin y sus aplicaciones

8.1. Operadores de convolucion de Mellin

Sea du(p) = do/p la medida invariante (normalizada) en R,. Consideremos la transformada
de Fourier en L?(R,,du), la cual es usualmente conocida como la transformada de Mellin y
estd definida por
do

M : L*(Ry,dp) — L*(R), (Mf)(x) = i f(@)@‘”;, z €R.

54



El operador M es invertible, con su inverso dado por

1 .
MU LAR)  PResdu), O 9)0) = o [ g@rds, ek
TJR
Sea 1 < p < ooy E el isomorfismo isométrico
E: LP(Ry,dp) — LP(R), (Ef)(z) := f(e*) (z€R). (8.1)

Entonces la aplicacién A — E~'AE transforma el operador de convolucién de Fourier W9(a) =
F~taF € B, en el operador de convolucién de Mellin

Co(a) := M~'aM € B(LP(R,, du))
donde a(z) = a(—x) para todo = € R. Por lo tanto la clase de multiplicadores de Fourier en
LP(R) coincide con la clase de multiplicadores de Mellin en LP(R.y, du).

8.2. Acotacién de operadores pseudodiferenciales de Mellin

Si a es una funcién absolutamente continua de variacién total finita en R, entonces a’ € L*(R)

= [z ld'(z)|dz (ver, p. €j., [62, Cap. VIII, Secciones 3 y 9; Cap. IX, Seccién 4]). El conjunto

V( ) de funciones absolutamente continuas de variacién total finita en R forma un édlgebra de
Banach cuando lo equipamos con la norma

lallv == llall @) + V()

Siguiendo [37, 39], denotemos por Cy(R, V(R)) al dlgebra de Banach de todas las funciones
V(R)-valuadas continuas y acotadas en Ry con la norma

16(; )y e, v@yy = sup [|b(r,-)[lv-
T‘ER+

Como es usual, sea C§°(R4) el conjunto de todas las funciones infinitamente diferenciables con
soporte compacto en R.

Los operadores pseudodiferenciales de Mellin son generalizaciones de operadores de convolu-
cion de Mellin. El siguiente resultado de acotacién para operadores pseudodiferenciales de Mellin
se obtuvo en [39, Teorema 3.1] (ver también [37, Teorema 3.1]).

Teorema 8.1. Si b € Cy(R4,V(R)), entonces el operador pseudodiferencial de Mellin Op(b),
definido para funciones f € C§°(R4) por la integral iterada

[Op( /d)\/R+ (r,\) <> f(Q)dQQ, para r € Ry,

se extiende a un operador lineal acotado en el espacio LP(R4,dp) con p € (1,00) y existe un
nimero Cp € (0,00) que depende solo de p tal que

| OPO) || B(Lr (R ) < Cpllblloy,®y v ®))-
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8.3. Compacidad de conmutadores de operadores pseudodiferenciales de Me-
llin

Siguiendo [75], una funcién f € Cy(R;) es llamada lentamente oscilatoria (en 0 y en 0o) si
para cada (equivalentemente, para algin) g € (0,1),

algr}s osc(f,[Bz,z]) =0 (s€{0,00}),

donde osc(f, [Bz,z]) := sup {|f(r) — f(0)| : 7,0 € [Bz,z]} es la oscilacién de f en el segmento
[Bx, z] C Ry. Obviamente, el conjunto SO(R ) de todas las funciones lentamente oscilatorias (en
0 y en o0) que estén en Cy(R;) es una C*-dlgebra conmutativa unitaria. Esta dlgebra contiene
propiamente a C(R, ), la C*-dlgebra de todas las funciones continuas en R := [0, +00].

Sea SO(R4, V(R)) la subdlgebra de Banach de Cy(Ry, V(R)) que consiste de todas las fun-
ciones V(R)-valuadas b en R} que oscilan lentamente en 0 y en oo, es decir,

lim cm& (b) = lim cm (b) = 0,
z—0 T—00

donde
cmg(b) = méx{Hb(r, ) —b(p, ')HLoo(]R) iT,0€ [x,2x]}.

Sea £(R4, V(R)) el dlgebra de Banach de todas las funciones V' (R)-valuadas b que pertenecen a

SOR4,V(R)) y tales que

lim sup Hb — bh

k|0 reR v =

donde b"(r, \) := b(r, A + h) para todo (r,\) € Ry x R.
El siguiente resultado sobre la compacidad de conmutadores de operadores pseudodiferen-
ciales de Mellin fue obtenido en [41, Teorema 3.5] (ver también [37, Corolario 8.4]).

Teorema 8.2. Sia,b € E(Ry,V(R)), entonces el conmutador
Op(a) Op(b) — Op(b) Op(a)

es compacto en el espacio LP(Ry,du) con p € (1,00).

8.4. Espectro local de ciertos operadores de convolucion de Mellin

Fijemos p € (1,00). Dado s € {0,00}, denotamos por SOs(Ry) a la C*-subdlgebra de
SO(R;) que consiste de las funciones en SO(R;) que tienen limites (finitos) en el punto
5 € {0,00}\{s}. Sea A(R4, s) el dlgebra de Banach de todos los operadores lineales acotados en el
espacio LP(R, du) que conmutan médulo operadores compactos con los operadores de multipli-
cacion al donde a € SO5(R4), y sean K(Ry) := K(LP(R4, dp)), [al]™ := al +K (R4 ). Obviamen-
te, el espacio de ideales maximales de la C*-dlgebra conmutativa Z7 := {[al]™ : a € SO,(R4)}
puede identificarse con el conjunto

M(SO4(Ry)) := My(SO°) URL U {5}.

Dado § € M(SOs(R4)), sea JF(Ry,s) el ideal bilateral cerrado del dlgebra de Banach co-
ciente A™(Ry,s) = A(Ry,s)/K(R4) generado por el ideal maximal Z7 := {lal]” : a €
SO4(R4), &(a) = 0} de la C*-dlgebra conmutativa Z7. Consideremos el algebra de Banach
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cociente AF(Ry,s) := A™(Ry,s)/Jf(Ry,s) que consiste de las clases laterales AT := A" +
JE (R4, 8).

Consideremos la subdlgebra de Banach D de B(LP(R4,dp)) generada por todos los ope-
radores de multiplicacién al (a € SO(R4)) y todos los operadores de convolucién de Mellin
Co(b) = M~1bM (b € C,(R)). Aplicando la transformacién A — EAE~!, donde E estd dado
por (8.1), deducimos del Teorema 4.4 que los conmutadores [al,Co(b)], donde a € SO(R;)
y b € Cp(R), son compactos en el espacio LP(R;,du). Por consiguiente, D C A(R4,s) para
cada s € {0,00}, y por eso el dlgebra de Banach conmutativo Z7 es un subdlgebra central
de las algebras de Banach D™ := D/K(R4) y A™(Ry,s). El dlgebra A™(R4,s) es el con-
mutante de Z7T, y por lo tanto A™(Ry,s) es inversamente cerrada en el algebra de Calkin
B™(LP(Ry, dp)) := B(LP(Ry., dp)) /K(Ry).

Dado s € {0,00} y £ € M(SOs(Ry)), consideremos la subélgebra de Banach minimal Df de
AZ (R4, s) que contiene al conjunto {Af : A € D}. Por el principio local de Allan-Douglas, la
clase lateral A™ € D™ es invertible en A™(R,s) (respectivamente, en D7) si y sélo si las clases
laterales Ag son invertibles en las &lgebras de Banach cocientes A?gf (R4, s) (respectivamente, en
Df) para todo § € M(SOs(R4)).

Estudiemos el espectro local de algunos operadores de convolucién de Mellin A = Co(b) € D,
es decir, el espectro de las clases laterales Ag en las algebras de Banach Ag(R+, s)y Dg para

& € My(S0O°), donde s € {0,00}.

Teorema 8.3. Sean 1 <p < oo, v € (0,1), s € {0,00}, £ € M(SO°), y

by(A) := coth (7 + wiv) € Cp(R). (8.2)
Entonces
sPAz (R, s) [ Colb)]; = sppz [ Co(by)]; = sPp(ro(w, au) Colbr) = Lo, (83)
donde
L, := {coth (A + miv) : A € R}. (8.4)

Demostracion. Fijemos s € {0,00} v & € M (SO°) y pongamos A := Co(b,). Como es bien
sabido (ver, p. €j., [67, Proposicién 4.2.11]), para cada v € (0,1) y cada p € (1,0), la funcién
b, pertenece al dlgebra de Banach Cj(R). Por la cerradura de la inversién de A™(R;,s) en
B™(LP(Ry,du)) y por [24] (ver también [68]), tenemos que

SpAw(R+7S)Aﬂ- = SpessA = SpB(LP(R+,du))A = by(@) = ﬁy. (85)
Por lo tanto, deducimos del principio local de Allan/Douglas que

SpAg(R.;,_,s)Ag C SpAw(R+7S)AW =L, (86)

Como el espectro sp AT (R +,s)A¢ no separa a C debido a (8.6) y (8.4), deducimos de [69, Corola~
rio 10.18] que
SPAg(R+,s)Ag = SPDgAg : (8.7)

Obviamente también tenemos que

SPB(L» (R, ,du)) A = SPpA. (8-8)
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Sea A € C\ SPpz Af. Como la clase lateral [\ — A]f es invertible en el dlgebra cociente Df,

existe un operador B € D tal que la clase lateral Bf es la inversa de la clase lateral A — A]g
en Df. De aqui, existen operadores C, D € D tales que C™, D" € Jg(RJr, s)y

[\[ — A]"B™ = I" + C™, B"[M — A]" =I" 4+ D". (8.9)

Tomando en cuenta las definiciones de los ideales Z7 (R4, s) C Z7 y JF(Ry,s) C A™(Ry,s) y
el hecho de que Z7 es una C*-algebra, deducimos de [67, Proposicién 2.2.5] (ver también [12,
Proposicién 8.6]) que cada elemento en el ideal J7 (R, s) del algebra A™(Ry, s) es de la forma
Q'acl + K(Ry) donde Q" € ARy, s), ag € SOs(R4) v ag(§) = 0. Por eso,

C" =aeQ+K([Ry), D™ =3Q+K(Ry), (8.10)
donde Q,Q € A(R.,s), ag,ac € SOL(R,), y
ag(€) = () = 0. (8.11)
En virtud de (8.9) y (8.10), existen operadores K, K € K(R.) tales que
M —A)B=T+aQ+K, BAMN-A)=I+aQ+K. (8.12)

Ahora sea £ € M (SO°) (la prueba para { € My(SO®) es anéloga). Aplicando la Proposi-
cién 3.4, el Lema 4.7 y (8.11) concluimos que para los operadores A, B, a¢l,a¢l € D existe una
sucesién {y,} C (0,00) tal que y,, — +oo cuando n — oo,

. -1
s-lim (V;, AV, 1) = 4, (8.13)
donde (V,, f)(x) = (yn) VP f(ynzx) for € Ry, existe el limite fuerte
— o li -1
B 1= s-lim (Vy BV, 1), (8.14)
y ~ ~
i ag(yn) = ag(§) =0, lim ag(y,) = ag(§) = 0. (8.15)

M4ds atin, por [46, Lema 4.4], para cada operador K € K(R4) y cada sucesién {y,} C (0,+00)
tal que lim, 00 Y = 400,

s-lim (V;, KV, 1) =0 (8.16)
en el espacio LP(R4, du). Por eso, deducimos de (8.15) y (8.16) que
%—Eg}l (Vy, (ae@Q + K) Vy;l) =0, %—Egjl (Vy, (ae@Q + K) Vy;l) =0. (8.17)
Asi, de (8.12)—(8.14) y (8.17) se sigue que
(M — A)Boo = Boo(AM[ — A) = 1. (8.18)

Por lo tanto, la invertibilidad de la clase lateral [AI — A}g en el dlgebra cociente Df implica la
invertibilidad del operador AT — A en el algebra de Banach D. En consecuencia, sppA C SPpy Ag.

Asi, tomando en cuenta (8.5), (8.8) y (8.7), tenemos que
Ly = spp(Lr Ry dap)A = SPpA C SPprAg = SPar (R, 5)AE - (8.19)
Combinando (8.19) y (8.6), obtenemos que
SPAT (Ry,9)AE = SPrAE = SPB(Lr Ry du)) A = Lo

lo cual completa la demostracién. O
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8.5. Aplicaciones de los operadores pseudodiferenciales de Mellin

Sea w = €” un peso de Muckenhoupt en A4, (R, ) que oscila lentamente en 0 y en oo, es decir,
la funcién o : r — r0'(r) estd en SO(R,). Es facil ver que la funcién

b(r, ) =: coth (7 + mi(1/p + rv'(r))), (8.20)

pertenece al dlgebra de Banach Cp(R, V(R)). Mas ain, b € SO(R4, V(R)) porque la funcién
r — rv'(r) estd en SO(Ry). Por consiguiente, para cada £ € My(SO°®) U M (SO®) podemos
introducir la funcién

b(&,\) =: coth (A + wi(1/p + &' (€))), (8.21)
donde £0/(€) = E((W/()) € (~1/p, 1 — 1/p) ya que w = ¢ € Ay(R,).

Lema 8.4. Sea w = €" un peso de Muckenhoupt en A,(Ry) que oscila lentamente en 0 y en 0o
y satisface la condicion

0<1/p+ inf r/(r) <1/p+ sup 7'(r) < 1. (8.22)
reRy reRy

Sib e Cp(Ry, V(R)) estd dado por (8.20), entonces para cada s € {0,00} y cada § € Ms(SO°)
la clase lateral [Op(b(-,-) — b(&,"))]™ pertenece al ideal JT (R4, s).

Demostracion. Por analogia con [45, Lema 7.4], necesitamos demostrar que

b(r,A) —b(&, A)
= coth (A + mi(1/p + rv/(r))) — coth (7 + wi(1/p + £&'(€)))

rv’(r) dr
:m/m sinh? (mA+ mi(1/p + ) = mi(rv'(r) = &0'(§))elr, ), (8.23)

donde la funcién

1 do
elr ) = /0 sinh? (T + 7 [1/p + €0/(€) + 0(rv/(r) — &0'(€))])

pertenece a £(R4, V(R)). Dividimos la prueba de la inclusién ¢ € E(R4, V(R)) en nueve pasos.
Poniendo o(r) = rv/(r), escribimos la funcién ¢ en la forma

1
o(r2) = / E(o(r), A, 0)d6, (8.24)
0
donde 1
E(t,\,0) = — , : 8.25
A0 S e 0@ 00— @) )
para (t,\,0) € [inf,cr, rv/(r), SUP,cR, rv'(r)] x R x [0,1].
1. Estimacién uniforme de ¢(7, A). Poniendo
d := méx { cos(27v_), cos(2n4) }, (8.26)

donde

v_:=1/p+ if o(r), vy:=1/p+ sup o(r),
T€R+ T€R+
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deducimos que

|sinh? (A + i [1/p + 0 (&) + 0(a(r) — a(€))])]
= sinh?(7)\) + 271 — 27 cos 27 (1/p + o(&) +0(o(r) — a(€)))]
> sinh?(7A) + 2711 — d), (8.27)

donde 1 —d > 0 en vista de (8.26) y (8.22). Por lo tanto, si M; := 2/(1 — d), concluimos de
(8.25) y (8.27) que

|E(o(r), A, 0)] < My para todo (r,\,0) € Ry xR x [0,1]. (8.28)
Esta estimacion y (8.24) implican que
le(r,A)| < M; para todo (r,\) € Ry x R. (8.29)
Ademas, por (8.25) y (8.27),

1
sinh?(7\) +2-1(1 — d)’

[E(a(r), A, 0)] <

lo cual implica que

M = sup / |E(o(r), A 0)|d\ < oo. (8.30)
(r,0) €R+X 0 1

2. Estimacién uniforme de 3—§(r, A). Diferenciando (8.24), obtenemos que

1
g)\(r A) = /QFE(U(T),)\,H) coth(m + wi[1/p+ o (€) + 6(a(r) — o(€))])d6. (8.31)
0

Como coth? z = 1+ sinh™2 2z, deducimos de (8.28) que existe una constante My € (0,00) tal que
| coth (mA + wi[1/p+ (&) + 0(a(r) — a(€))])| < M2 (8.32)

para todo (r, A\, 6) € Ry x R x [0, 1]. Por lo tanto, de (8.31) y (8.32) se sigue que

Oc

‘m (r, A)‘ < QWMQ/ \E(o(r), A, 0)]do, (8.33)

lo cual implica de acuerdo a (8.28) que
‘ Oc

Y (r, )\)‘ < 2wM; My para todo (r,\) € Ry xR. (8.34)

3. Estimacién uniforme de 25 (r, A). De (8.31) se sigue que

8>\2

2c 1
gv (r, ) = /0 [27T2[E(0(r),)\,9)]2 + 472 E(o(r), A, 0)

(8.35)
x coth? (TA + i[1/p + o(€) + 8(a(r) — 7(£))]) ] db,
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Por consiguiente, deducimos de (8.28) y (8.32) que
82
N2

4. Estimacién uniforme de c(r, A) — ¢(g, A). Debido a (8.25), para todo (A, 0) € Ry x [0, 1]
tenemos que

(r, )\)’ < 72 (2M; + 4M3) / |E(o(r), A, 0)]|d6. (8.36)

E(o(r),\,0) — E(c(0), A, 0)
= —27if :()%(t, A, 0) coth (mA + mi[1/p+ o(&) + 0(t — o(€))])dt. (8.37)

Entonces, tomando en cuenta (8.24) y (8.25), obtenemos que
(7’ )\) —-C Q?

o(r)
- —2m/ / E(t, X, 8) coth (wA + mi[1/p + 0(€) + 0(t — o(€))] ) dtdo.

Por (8.28) y (8.32), tenemos que
|E(t, A, 0) coth (TA + wi[1/p + o (§) + 0(t — 0(€))])| < MiM>
para todo (t,A,0) € [inf,cr, 70'(r), SUD,cR rv'(r)] x R x [0,1]. Por eso,
e(r, \) — (o, W] < TM Moo (r) — o(o)]. (8:38)
5. Estimacién uniforme de %(r, A) — %(g, A). De (8.31) y (8.37) se sigue que

¢ 1
g))\(r A) — g))\(g, A) = —277/0 [E(a(r),)\, 0) — E(a(g),)\,e)]

x coth (mA + mi[1/p + (&) + 0(co(r) — (£))])do

1
_ zﬂfo E(0(0), A, 0)[ coth (xA + i [1/p + o(€) + 0(a(r) — 0(£))])
— coth (A + 7i[1/p+ o (§) + (o (0) — (£))])]db

B . 1 o(r) ) _
=47 l/o 0(/0(9) E(t, \, 0) coth (71')\—|—m[1/p—|—<7(§)+9(t J(f))])‘”)

x coth (mA + mi[1/p + (&) + 0(co(r) — (€))])do
+ 27T2z~/01 0E(0(0), \, 0) (/U:;) E(t,\, 6)dt> do. (8.39)

Tomando en cuenta (8.39), (8.28) y (8.32), obtenemos en el caso a(r) > o(p) que

‘ Oc Oc

3N~ 55 (0, )\)‘ < w2(4M2 + 2MM7) / ede/a E(t, )\, 0)|dt. (8.40)

6. Estimacién uniforme de c(r,x 4+ h) — c¢(r, ). Para todo (r,h) € Ry x R, deducimos de
(8.34) que

le(ryx + h) —c(r,x)| =

z+h dc
/ a(?“, )\)d)\‘ S 27TM1M2VL‘. (8.41)
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7. Prueba de que ¢ € Cp(R4, V(R)). Se sigue de (8.29) que
lle(r, M peom) < My para todo r € Ry. (8.42)

Ademsds, aplicando (8.33), cambiando el orden de integracién y usando (8.30), para todo r € R4

tenemos que
Vie(r, ) —/ gi(r )\)‘d)\< 27er/ </ \E(o(r), \, 6) yd9>

s / < / [E(o(r), A, 0) |d)\> 40 < 27 M) M. (8.43)

Combinando (8.42) y (8.43), obtenemos que

lelle,®y,v®y) = Sup (lle(r, ) ooy + V(c(r, )
re (8.44)
< Mj + 27 MM < oo.

De (8.38) vemos que
le(r, ) = e, )l oo my < TM1Malo(r) — o (o). (8.45)

Ademas, aplicando (8.40), con o(r) > o(p), cambiando el orden de integracién y usando (8.30),
deducimos que para todo r, 0 € Ry,

Oc Oc

V(elr.) (o)) = [ |55 0) = 55

0, )\)‘d)\
22(AM2 + 2M)) / i / 0do :(T)y (£, ), 0)|dt
a(e)
= (4M3 + 2My) / 9d9/ dt/ |E(t, A, 0)]dA
< 72(2M3 + My)M|o(r) — (8.46)
Combinando (8.45) y (8.46), vemos que para todo r,p € Ry,
le(r, ) = (o, v < Malo(r) — o(0)], (8.47)

donde M3 := wMj My + 22 M3M + w2 My M. De (8.47) se sigue que ¢ es una funcién continua
V(R)-valuada. Mas ain, es acotada debido a (8.44). En consecuencia, ¢ € Cy(R4, V(R)).
8. Prueba de que ¢ € SO(R4, V(R)). La estimacion (8.45) implica inmediatamente que

em8 (¢) < M My osc(o, [z, 2z]), = € Ry.
Como o € SO(R, ), de la ultima estimacién obtenemos que

lim em$ (¢) = lim osc(a, [z, 2x]) = 0 (s € {0, 00}).

T—S T—S

Asi, tomando en cuenta el resultado del paso 7, concluimos que c¢ pertenece al algebra de Banach
SOR4, V(R)).
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9. Prueba de que c € E(R4+, V(R)). De (8.41) se sigue que para h € R,

sup ||e(r,-) — " (r, Mooy < 2m My Ma|h|. (8.48)
reRy

Por otra parte, de (8.36) obtenemos parar € Ry y h > 0,

Ve(r,-) — ch(r, ) = g)\ (r,A\+h) — g)\

:/ /AM 222(1" y)dy‘dx
//AJrh
<W2(2M1+4M22)/R/:+h</01 }E(a(r),y,ﬁ)‘d@)dyd)\.

Cambiando otra vez el orden de integracién dos veces y tomando en cuenta (8.30), tenemos para
h >0, que

/R/:+h</ol‘E( )y, 0 \cw)dydA // </ |E(o( ,0)\d0>dAdy

(r, /\)’d/\

(8.49)

ay 5 (ry ‘dyd)\

) (8.50)
—h// ‘E(a(r),y,@)‘d@dy—h/ /‘E(U(r),y,9)|dyd0—hM.
R J0 o Jr
Combinando (8.49) y (8.50), vemos que
V(e(r,-) —c(r,)) < 7?(2My + AMZ)Mh (h > 0). (8.51)
Andlogamente se puede demostrar que
Ve(r,-) = c(r,-)) < 7 (2My +4M3)M(—h) (h <0). (8.52)
e (8.51) y (8.52) tenemos para h € R, que
sup V(c(r,-) — c*(r,-)) < #2(2M; + 4AM2)M|h). (8.53)
reRy
Combinando (8.48) y (8.53), llegamos a la igualdad
lim sup ||c(r,-) — c(r,-)||y = 0. (8.54)
|h|4)0 TER+
Del paso 8 y la igualdad (8.54) se sigue finalmente que ¢ € £(R4, V(R)).
Por (8.23),
Op(b(:,) = (&, ) = mi(a(-) — a(€)) Op(c), (8.55)

donde la clase lateral [ri(o(-) — o(£))I]" € JE(Ry,s) Como ¢ € E(R4,V(R)) y SOs(Ry) C

E(R4+,V(R)), deducimos del Teorema 8.2 que la clase lateral [Op(c)]™ conmuta con cualquier
clase lateral [al]™ (a € SO4(R4), s € {0,00}). Por lo tanto, Op(c) € A(Ry,s), y de (8.55) se
sigue que [Op(b(-,-) — b(§,-))|" € JF(Ry,s). O
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Consideremos la aplicacion
T : B(LP(R4)) — B(LP(R+,dp)), A GAG™, (8.56)
donde G es el isomorfismo isométrico de LP(R;) sobre LP(R,,du) dado por

(GH(r) = rl/pf(r), para r € Ry, (8.57)

y consideremos al operador singular integral de Cauchy, Sk, , dado por (2.7) con R reemplazado
por R, entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 8.5. Siw = e€" es un peso de Muckenhoupt en A,(R,) que oscila lentamente en 0 y
en 0o, entonces para cada s € {0,00} y cada & € M4(SO°),

SPAT (R+,5) [T(wSRer_lI)]g = Ly(g) = { coth(mA + wiv(£)) : A € R}, (8.58)

donde v(§) :==1/p+ &V'(§) € (0,1).

Demostmcion Reemplazando el peso w = eV por el peso equivalente lentamente oscilatorio
@ = e” donde ¥(z) = 1 [ v(t)dt para z en una vecindad de 0y ¥(z) = z [° v gt para z en
una vecindad de 0, podemos lograr una suavidad arbitraria de los pesos equlvalentes lentamente
oscilatorios. M4s atin, debido a la Observacién 6.3, el peso inicial y los pesos equivalentes tienen el
mismo comportamiento asintético en 0 (respectivamente, en co). Asi, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que v € C3(R,.), D¥v € SO(R,) para todo k = 1,2, 3, donde (Dv)(z) = zv'()
para todo x € Ry, y que (8.22) se cumple.
Entonces de [40, Teorema 9.2] se sigue que

T (wSg, w'T) = Op(b) + K (8.59)

donde la funcién b dada por (8.20) pertenece a Cyp(Ry, V(R)), el operador pseudodiferencial de
Mellin Op(b) esta definido en el Teorema 8.1, y K € K(R).
Fijemos s € {0,00} y £ € M4(SO®). Por el Lema 8.4,

[Op(b)]g = [Op(b(&, -))IE (8.60)
donde Op(b(&,-)) = M~1b(&,-)M es un operador de convolucién de Mellin. Entonces, debido a
la relacién b(§,-) = byg)(-), donde b(¢, ) y by, estan dados por (8.21) y (8.2), respectivamente, y
v(€):=1/p+ &V (€) € (0,1), deducimos de (8.3) que
SPAT (R4,)[OP(0(E: ))IE = SPB(Lr (4 ap)) OP(B(E, ) = Lu(e)- (8.61)
Las relaciones (8.60) y (8.61) nos llevan a

SpAg(R+) [Op(b)]g = ‘Cu(é)' (8'62)

Finalmente, (8.62) y (8.59) implican (8.58). O
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9. Espectro local relacionado al teorema de dos idempotentes

El objetivo de esta seccién es estimar y determinar el espectro de elementos X = I —(P—Q)?
para todo (£, 1) € o, donde Qg estd dado por (7.1), I = I, vy P,Q estdn dados por (5.12) o
(5.13) si,

(&,m) € | Ma(S0°) x Mwc(SO°) 0 (€.m) € Mwl(SO°) x | M,(S0°),
AER TER

respectivamente.
A tal espectro lo llamamos espectro local.

9.1. Estimaciones del espectro local

Para cada & € M(SO°), consideremos el ideal bilateral cerrado J{ del dlgebra de Banach
AT C By, generado por el ideal maximal

£ = {lal]": a€S80° a(¢) =0}
de la C*-algebra conmutativa {[aI I ac SOO} e introduzcamos el algebra de Banach cociente
Af = AT/JE
Sea A € R. Junto con A consideremos la subdlgebra de Banach A(X) de By, que consiste
de todos los operadores en B, , que conmutan médulo operadores compactos con todos los

operadores al (a € SO,). Dado § € M)(SO°), consideremos el ideal bilateral cerrado J¢ (A) del
algebra de Banach cociente A™(\) := A(N)/ICp, generado por el ideal maximal

ZE(A) == A{[al]" : a € SOy, a(§) =0}
del slgebra de Banach conmutativo {[aI]” : a € SO,}. Dado A € Ry £ € M,(S0°), sea
AF(A) = AT(N)/JE(N).

Como SO° y SO, son C*-dlgebras, deducimos de [67, Proposicién 2.2.5] (ver también [12,
Proposicién 8.6]) que el ideal J{ es de la forma

JE = {A"[al]": A" € AT, a € SO°, a(€) =
= {B"bI]": B" € A7, be SO, b(&) =0}, (9.1)

donde existe una funcién ¢ € SO tal que a = c¢b y por eso B" = A™[cI]™. De aqui, como
AT C AT()) para todo A € R, deducimos de (9.1) que para cada £ € M) (SO°),

JECIEN) = {A™[al]": AT € AT(N), a € SOy, a(€) = 0}. (9.2)
Lema 9.1. Para cada A € R y cada € € My(SO°),
JEA)NAT = Jf. (9.3)

Demostracion. Para cada funcién a € SO, con valor a(§) = 0y cada n € N existe una vecindad
abierta u, de £ en M(SO,) tal que |a(¢)|] < 1/n para todo ¢ € u,. Por el lema de Urysohn,
existen funciones b, € SO, con valores en [0, 1] tales que b,(§) = 0 y b,(¢) = 1 para todo

65



¢ € M(SO)) \ up. Entonces la funcién a € SO, es aproximada uniformemente por funciones
an = ab, € SO,.

Si A™[al]™ € JF(A) N AT en (9.2), entonces A™[anI]™ = A™[al]"[b,I]" € JI debido a (9.1)
porque A7 [al]™ € AT y la funcién b, € SO° se hace cero en el punto &. Por lo tanto la clase
lateral A™[al]™ = nhﬁr{)lo A"™[anI]" también pertenece a JI, lo cual da (9.3). O

Dado (A, 7) € Qo, donde
Qo := (R x {o0}) U ({o0} x R), (9.4)

seAa DZ\TJ la subdlgebra de Banach conmutativa de By, generada por las clases laterales I™ y
[X\]", donde

o I— (G —Wo%xp))? si (A7) € Rx {oo}, ©.5)
T G- WO))? st (A7) € oo} xR '
Para (§,7n) € M)(SO°®) x M(SO°), consideremos la clase lateral
+ 0/, —))217 ™ :
X7, = I - (Xil - WO(XO ))2]7T +J¢, S% (A7) €R x {0}, (9.6)
’ L= (o I =WO))?]" +JE, si (A7) € {oo} xR,

la cual pertenece al dlgebra de Banach Af,. Vemos de (9.5) y (9.6) que X7, = [X')\,T]“ +JE,
para todo (€,1) € My(S0°) x M.(50°) y todo (A, 7) € Q.

Teorema 9.2. Si (§,n) € Qq, donde Qg estd dado por (7.1), entonces

{0,1} Cspaz, X8y € Lpuie), (9.7)
donde
L) = { (1 + coth[r(z +iv(€))])/2: z € R}, (9.8)
V(€)= 1/p+(§/— M) (&) sz: SEMA(SOOE, A eER, (0.9)
1/p+ &V () si € € My (SO°).

Demostracion. Primero, probemos que
{0,1} C spAangn. (9.10)

Suponiendo sin pérdida de generalidad que w es un peso lentamente oscilatorio en A,(R), pa-
sando al espacio sin peso LP(R) y usando (6.57), podemos reemplazar a X ¢, por la clase lateral

% I— (X;\*'I — wT/VO(X[;)uflf)2 + jgm si (A7) € R x {o0},
SO (xg I —wWO(x w12 + jévn si (A7) € {0} xR,

la cual pertenece al dlgebra cociente Kf,n = A/N\/Q]Ngﬂ7 y tiene el espectro

Spf\g,,,Xfﬂi = SpAangn, (9.11)

66



donde A = {wAw™I : A € A} es un subdlgebra de Banach de B,y j&,n es el ideal bilateral
cerrado de A que consiste de todos los operadores wAw ™' + K con AT € Jg 0 Y K € K,. De

aqui, si m € {0,1}\ SPA7 X¢,, entonces debido a (9.11) la clase lateral By, + j&m donde
M ’

B o {(1 —m)I — (T —wWO(xg)w D)2 si (A7) €R x {oo},
Tl =m) = (g T —wWO (w2 si (A7) € {00} xR,

es invertible en el algebra cociente K&n'
(i) Sea A € Ry (&§,m) € M)(SO°) x My (SO?). Siguiendo la prueba del Lema 7.2, conside-
remos sucesiones {y,}, {hn} C (0,00) tales que

lim y, = hm hn = hm ( n/Yn) = +00, (9.12)

n—oo
y ax(§) = lim ar\Ey, ), br(n) = lim b (+h,) para conjuntos numerables arbitrarios {ay} €
°y {bx} € SOy ,. Por el Lema 6.7(i), obtenemos que
s-lim <V vep, U_ ,\BmUAe,thyn) = (xg —m)I, me{0,1}. (9.13)

n—oo

Como por la prueba de Lema 6.7(i),

slim (Ve U xAUre_n,Vy, ) =0,

n—oo

para cualquler operador Ae Jg n» deducimos de (9.13) y el Lema 4.8 que la invertibilidad de la

T

clase lateral Xg . mI n € Aé , implica la invertibilidad del operador limite (x, — m)I en el

algebra de Banach B),. Pero el operador (x, —m)I no es invertible para m € {0, 1}, por lo cual
m € spay Xg, lo cual completa la prueba de (9.10) en el caso (i).

(i) Sear € R y (§,m) € Moo (SO®) x M, (SO®). Consideremos sucesiones {yy }, {hn} C (0,00)
tales que se cumple (9.12) y ax(&) = lim ax(Ehy), be(n) = lim br(1 &+ y, ') para conjuntos

arbitrarios {ay} € SO°y {bx} € SO, ,,. Por el Lema 6.7(ii), tenemos que

s-lim (V Un,€rBme—-U_p,V,- ) =W°xd —m), me{0,1}. (9.14)

n—o0

Como
s-lim (VynUh erAe Uy, V,_ ) —0

n—o0

para cualquler operador Ae Jg n» deducimos de (9.14) y el Lema 4.8 que la invertibilidad de la
clase lateral X7 £n mI in € A”, implica la invertibilidad del operador limite W0(x{ —m) en el
algebra de Banach B,. Pero el operador W0(x¢ — m) no es invertible para m € {0,1}, por lo
cual m € SPA7 X5 »» 10 que completa la prueba de (9.10) en el caso (ii).

Como (9. 10) estd probado para todo (§,n) € o, solo resta probar la inclusién de la derecha

n (9.7).

Tomando (§,7) € My(SO°) x M;(SO°) donde (A,7) € Qo, consideremos las clases laterales
[X/\ A+ JEy [X,\ A+ JE(A) en las dlgebras de Banach cocientes A7 = A™/J7 y AF(A) =

AT(X)/JE(A), respectivamente, donde el operador )A(,\,T estd dado por (9.5). Como J{ C J{, , la
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invertibilidad de la clase lateral [)? ,\77] "+ JE en el algebra de Banach Ag implica la invertibilidad
de la clase lateral X g , €N el algebra de Banach Agm' Por lo tanto,

spaz, X&y C spag ([Xar] ™+ JT). (9.15)
Aseveramos que para cada (A, 7) € Qo y cada £ € M, (S0°),
spaz ([Xor]" + JE) = spazoy (K™ + JE V). (9.16)

En efecto, si la clase lateral [)? A,T]ﬂ + Jg es invertible en el adlgebra de Banach AT, entonces
por (9.2) la clase lateral [)AQJ]” + JE(A) es invertible en el dlgebra de Banach Af(A). Por
el contrario, si la clase lateral [)? )+ JE(A) es invertible en el dlgebra de Banach AF()) y
SPAT (M) ( [)?AJ] 7r—hfg()\)) no separa a C, entonces la clase lateral [X'A,T} 7r—i—Jg()\) es invertible en el

dlgebra de Banach Df () C Af()) generada por las clases laterales I™+J (A) y [)A(,\,T] 7r—h]gr()\).
Por consiguiente, como Df (A) es la cerradura del conjunto {A™+JF(A) : A™ € DY _}, concluimos
que existe una clase lateral B™ € DZ\TJ tal que

[(X0-]"B™ —I" € JE(\), B[X\.]" —1I" € JF(N).

Esto implica por (9.3) que la clase lateral [)? AJ] s J¢ es invertible en el algebra de Banach Ag.
Asi, tenemos (9.16) siempre que SPAT(x )([)A(A A+ J”()\)) no separe a C.

Por otra parte, para cada (A, 7) € Qo v cada € € M, (S0°?), definimos el operador )N()\J =
wX AW 7 e B, donde X A estda dado por (9.5), y consideremos la clase lateral

(X" +JT(N) =

{[w(1—<x11—W0<x5>>2)w11}“+ JE() st (A7) € R x {oo},

~ 9.17
[w(I—(xg I-W°(x1)H)w "+ JEA) si (A7) € {00} X R, (617

la cual pertenece al algebra de Banach cociente &g()\) = ﬁ”()\)/jg()\), donde AT()) :=
{lwAw™'I]" : A € A(X)} es una subdlgebra de Banach de B] y
JEN) = {wA™w ™ A" € JT (M)}
es un ideal bilateral cerrado de A™()). Obviamente,
spazon ([Xar]™ + JZ (V) = 50z ([Xnr] "+ JZ (). (9.18)
Ademas, en (9.17) se puede suponer sin pérdida de generalidad que v = Inw es tal que la

funcién (6.17) estd en SOy, la funcién = — o) (z + A) para A € R es una funcién par en SOp, y
la funcién z — 0oo(x) es una funcién par en SO. Entonces

oA(A+ ()R, =oa(A = ())Ir, € SOo(R4) si A €R,

(e, = or(=()le, € SO(Ry) si A = oc. (9-19)
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Ademés, para (A, 7) € Qo y (&,17) € M\(SO®) x M,(S0°), deducimos de (9.15), (9.16) y
(9.18) que

sp/\nggt77 C Sp/\gr([)?,\ﬁ]7r + Jg) = spAg(/\)([)?)\ﬂ.r + Jg()\))

— sng()\)([X,\Jyr + JE(N) (9.20)

sisp AT ( [)2')\7T] T Jg )\)) no separa a C. Abajo veremos que se satisface esta ultima condicién.

(
Primero, sea (A, 7) € {(0,00), (00,0)} y & € M(SO?). Consideremos el isomorfismo isométri-
co

f(=x)
donde la norma de las funciones vectoriales ¢ = {px}7_, € L5(R.) con entradas en LP(R.)

. 1
estd dada por [[ol| = (@112, + 22050, )"

Como WO (x_) = Py := (I +Sgr)/2 (ver, p. ej., [16, Seccién 2.5]), donde el operador singular
integral de Cauchy Sg estd dado por (2.7), concluimos que

T: IP(R) — IE(R,), (Tf)(z) —{ /(@) } z € Ry, (9.21)

T—(x-T=Wox))? =T —(x+ I = WOx-))? =1 — (x4 — Py)* (9.22)
Como v es una funcién par (ver (9.19)), se ve facilmente que

Y[e'(I — (x4 — Pp)*)e vIjT !
(I+e"Sr,e1)/2 0
0 (I+e"Sp e ¥1)/2]"

(9.23)

Como X € {0,00} y £ € M)\(SO°), deducimos que para cualquier clase lateral A™ € jg()\),

T(CA™ ) = [AT]7 ., AT € JERN) (6,5 =1,2), (9.24)

donde 7" dado por (8.56)-(8.57) es aplicado a cada entrada y J{(Ry,\) es el ideal bilateral
cerrado del dlgebra de Banach B definido en la Subseccion 8.4 para s = A. Por lo tanto, debido

a (9.22)-(9.24), la invertibilidad de la clase lateral [)N(,\J]Tr + jg()\) en &g()\) para (A, 7) €
{(0,00), (00,0)} v € € M\(SO®) es equivalente a la invertibilidad de la clase lateral

T + e Sg,e1)/2]; 0)7
[T+ eSe, eD)2); o o
[0]F [T(I +e"Sp, e I)/Q]g
donde las entradas en la matriz (9.25) pertenecen a Ag(R+, A). En consecuencia,
D3 oy ([Kar] ™+ TEN) = spag o [T + €Sk 1) /2] (9.26)

Como w = e es un peso lentamente oscilatorio en R, deducimos del Teorema 8.5 y la igualdad

v(§) =1/p+&V'(§) que

soaz (s ) [T (L + € Srpe 1) /2] = Lpnie), (9.27)
3 3
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donde L, ,(¢) estd dado por (9.8). Combinando (9.18), (9.26) y (9.27), concluimos que para
(A, 7) € {(0,00), (00,0)} y € € MA(SO°),

spazo0 ([Xar] ™+ JE ) = 5050 ([Knr] " + T ) = Lyt (9.28)

y POr eso spAg(,\)([)?,\,T]ﬂ + Jg()\)) no separa a C, lo cual completa la prueba de (9.20) para

(&,m) € M\(SO°®) x M,(S0O°), donde (A, 7) € {(0,00), (00,0)}. Ahora aplicando (9.20) y (9.28),
obtenemos que _ B N
SpAangn C Spgg()\)([X)\ﬂ—] + Jg()\)) = £p7w7l,(§), (9.29)

lo cual completa la prueba de (9.7) en el caso (£,7) € S~207oo, donde
Q0,00 1= (Mp(SO°) X Moo (SO°)) U (Mo (SO°) x Mp(SO°)).

Los casos restantes de (£,7n) € Qo se reducen al caso (§,n) € ﬁo,oo como sigue.
Primero, sea A € Ry (§,n) € Mx(SO°) x Mx(SO®). Consideremos el operador isométrico
de desplazamiento

U_x: LP(R) = LP(R), (U-af)(z) = f(z+A) (z €R).
Entonces para cada a € SO, la funcién ay(z) := a(x + \) estd en SOy. Ademads, obtenemos que
U[w(I = (I T —=Wo(xg))?)w™ 1]"Uy
= [ev(/\+(')) (I —(x+1 - p+)2)e—v(/\+(~))[]7r,

donde el peso W(x) := e"@+N) estd en A,(R) y, de acuerdo a (6.17), la funcién oy (z + \) =
zv'(x + \) pertenece a SOy. Se ve facilmente que

UT\AF(NUT = AZ(0), UT\JEWUT = JZ(0), (9.30)

donde ¢ € Mp(SO°) y ((ay) = &(a) para cada a € SO,. Notemos que KE(O) y jZf(O) estén
definidos como antes, pero con w reemplazado por w. Por consiguiente, deducimos de (9.22) y
(9.30) que N N _ N

Sp&g(x)([X%oor +JEWN) = SPAz(0) ([Xo.0] ™+ 72(0)). (9.31)

donde N
X000 = V() (I—(x+1I - p+)2)e—v(>\+('))[.

Tomando en cuenta la igualdad
v(€) = 1/p+((oa((-) +A) = 1/p+&(on) = v(§),
donde o), estd dado por (6.17), concluimos de (9.18), (9.31) y (9.28) que

sz ) ([Knoe]™ + JEO) = p570) ([Kooe]™ + JZ(0)) = Ly ate) (9.32)
Asi, de acuerdo a (9.32), spAg(/\)([)?A’oo]” + Jg(/\)) no separa a C para todo A € R y todo
& € M,(SO°). Finalmente, (9.20) y (9.32) dan (9.29) para todo (§,n) € M)(SO°) x M.(SO°) y
todo (A, 7) € R x {o0}.
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AhoraseaT € Ry (£,1) € M (SO®) x M-(SO®). Entonces en vista de la relacién WO(xd) =
P_ := (I — Sg)/2, obtenemos que

er[w(l —(xg I —W(xH)Hw 1]"e_r1

= [e"(I = (x-1 — P-)*)e™I|" = [e"(I — (x+I — P)*)e "I]". (9.33)
Mas atn, B N B B
e AF (0)e o IT" = AZ(00),  [er ] TE (00)e_rT]" = JE(0), (9.34)
Por lo tanto, deducimos de (9.33) y (9.34) que
szg(o@([@jooxewf]ﬂ +JZ(00)) = SPAg (o) [Xoo0]" + JE(20)), (9.35)
donde

Xooo = €' (I = (x4 — Py)?)e "I
Tomando en cuenta la igualdad v(§) = 1/p+ £(0x) donde 0o esta dado por (6.17), concluimos
de (9.18), (9.35) y (9.28) que

Pz () ([Xocir] ™ + JE (00)) = 8055 (o) ([Xox0] " + JE(00)) = Lp ey (9.36)

Asi, de acuerdo a (9.36), SPAg(oo)(P?oo,rr + Jg(oo)) no separa a C para todo 7 € R y todo

€ € M« (SO°). Finalmente, (9.20) y (9.36) dan (9.29) para todo (§,n) € M)(SO°) x M.(SO°)
y todo (A, 7) € {oco} x R.

En consecuencia, (9.29) esta probado para todo (£,1) € M)(SO®) x M (SO°) y todo (A, 7) €
(AZO, lo cual completa la demostracion. ]

Dado (&, 7) € €, consideremos la subdlgebra de Banach A7, de A7, generada por la clase
lateral I, Py @, donde P, @ estédn dados por (5.12) o (5.13) si,

(&) € | Mi(SO°) x Mso(50°) o (£,1m) € Mso(SO°) x | My(SO°)
teR teR

respectivamente. Como el espectro sp AT X¢, no separa a C debido a (9.7)-(9.8), deducimos el
7 ’

siguiente corolario del Teorema 9.2 y [69, Corolario 10.18].

Corolario 9.3. Si (§,7n) € Qo, entonces
SpAngg’V] = SpAg’nXgn.
Corolario 9.4. Si (\,7) € Qo yée My (S0°), entonces
Ly wuie) Cspax X" (9.37)

Demostracién. Si (A\,7) € Qo y & € My(S0°), entonces concluimos de (9.28), (9.32) y (9.36)
que

SPAT()) ((Xas]" + JZN) = Lpawaie)- (9.38)
Aplicando (9.20) y (9.38), deducimos que
SPAz [X0rJE = Lo (9.39)
Obviamente,
SPAT [)AQ,T]E C spa=[ X",
lo cual junto con (9.39) implican (9.37). O
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9.2. Espectro de las clases laterales X[, para (&,m) € Qo

Fijemos (A, 7) € (AZO y consideremos el algebra de Banach conmutativa )Y _ generada por las

clases laterales [aI]™ (a € SO°), [WO(b)]™ (b€ SOF.,) ¥ [)?)\77]”, donde )?)\77. estd dado por (9.5).
Claramente, el algebra V3- consiste de elementos de la forma

= lim (ii aksn bksn)]ﬂ([)?)\,‘r]ﬂ)k> (9'40)

n—oo
k=0 s=1

donde ak s, € SO°y by sn € SO, para todo k = 0,1,..., Ny, todo s = 1,2,..., M, y todo
n € N. R
Consideremos la subdlgebra de Banach conmutativa DY, = alg {[X )\77]“} de A™ generada

por la clase lateral unidad I™ y la clase lateral [)? )" Entonces el espacio de ideales maximales
™

M(D5 ) de D5 coincide con el espectro spy« [)A(,\,T]“ del elemento [)?AJ] (ver, p. €j., [18,
Seccién 1.19]). Sea

Nir i= 5ppr [ Xar]™ = SDess Xor- (9.41)

Para cada (£,n, 1) € M\(SO°) x M.(S0°) x Ny -, introducimos el ideal bilateral cerrado

Z7, , del dlgebra de Banach conmutativa )Y _ generado por los ideales maximales

ISUNT
ITe :={[al]™ : a € SO°, a(€) =0},
7= { WO be Sogw, n) = 0}, (9.42)
i’:u = [IN]W

de las algebras de Banach conmutativas
{[al]" : a € SO°}, clos{(W°(b)]" : b € SO;,,}, DX,

respectivamente, donde [I,,]™ es el ideal maximal del algebra de Banach conmutativa DY - que

contiene al elemento [)/f A — id]7.
Dado (£,m) € M\(SO°) x M.(SO?), donde (A, 7) € Qp, sea

Mey = {1 € Loy : 1™ ¢ IE, .0, (9.43)

donde Epw (&) ¥y V(§) estan dados por (9.8) y (9.9), respectivamente.
Abajo demostraremos que, para cada (£,7n) € Qo, el espectro de la clase lateral X g , en ambas
dlgebras A7 0y Agn coincide con My .

Teorema 9.5. Si (£,1) € My(SO°) x M,(SO°) y (A7) € Q, entonces
spAnggn = spAngg,7 = Me s (9.44)
donde My ,, estd dado por (9.43).

Demostracion. Fijemos (A, 7) € Qo y (&,m, 1) € MA(SO°) x M (SO°) x Ny . Entonces

Nyp My,

SN tsn WO rs)] ™ (K0 7)" = TF + T3 + TF + 17, (9.45)
k=0 s=1
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donde

N, M,
Tlﬂ = Z Z [(ak,s,n - ak757n(§))W0(bk757n)} TF([X)“T] ﬂ)k’
k=0 s=1
N, M, N &
Tgﬂ = ZZ aksn bksn bk,s,n(n))]w([XAvT]ﬂ) )
k=0 s=1
N, M, R f
Ty = zz (ks (W B ()] (([Xnr] ™) = W417),
=0 s=1
Nn M,
TI = Z Z [ak,s,n(g)bk,s,n(n)uk] I7
k=0 s=1
Las clases laterales 17", T5, T pertenecen al ideal Z, 5 _—r De aqui
Nn Mn Nn Mn
Z Z W5, WO (b)) ( [Xx] T Z Z 5.0 (E) Ok s, (M) 17 € L nu
k=0 s=1 k=0 s=1

Consideremos el homomorfismo canénico ¢, , + VX . E o = yA - JIT Enn dado por AT
AT+ T, ¢ e ntonces para cada clase lateral de la forma (9.40) existe un nimero ¢ € C tal que

e Jin (Nzi o1 V)] (317" )

k=0 s=1

N, My,
= tin (33 [l Ol 17+ 22, (9.46)

k=0 s=1
= [el]" +1¢, .
Sea I™ ¢ vy nour Y POT consiguiente Z7 . €8 UL ideal propio del algebra de Banach conmutativa

s s 3 3 s
yM. Demostremos que 1'5 p,p € UL ideal maximal de yM.

Por el contrario, supongamos que existe un ideal bilateral cerrado propio fg _— del algebra

y)\ - el cual contiene propiamente al ideal 7, En e Entonces existe una clase lateral A™ € ygﬁ la

cual pertenece a I e \IE, .- Como en vista de (9.46),

N, My
lfim (ZZ s WO bk o))" ((Xa-™)" +Igw> = [eI]" + IZ, (9.47)

n—oo
=0 s=1

para todo ay s, € SO°, todo by s, € SO;;U) y todo p € N 7, existe un nimero complejo ¢ # 0

tal que A™ — [eI]™ € I’r - porque de otra forma A™ € Ig _— si ¢ = 0, lo cual contradice

Por lo tanto, [cI]" fgﬂw ya que A™ € I7

nuestra suposiciéon de que A™ € T n u \ZT £ e Y
I Ig o Pero la clase lateral [cI]™, donde ¢ € C\ {0}, es invertible en el algebra de Banach

Rz lo cual implica que el ideal 7 17 o
no es propio, lo que es una contradiccién.

coincide con toda el algebra VY - Entonces el ideal Ig _—
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De aqui, para (§,n, 1) € Mx(SO°) x M (SO°) x Ny -y (A, 7) € ﬁo, el ideal Ignu C Y5, es

maximal si es propio, y el valor de la transformada de Gelfand de la clase lateral [X AT E Vs

en el punto (&, 7, u) identificindolo con el ideal maximal 17, coincide con k.

Fijemos (A, 7) € Qo v (£,1) € MA(SO°) x M,(SO°), y consideremos el conjunto
Ney:={n €Ny I"¢IE, ). (9.48)

Aseveramos que
_ T
mgm = SpAg,nXE’n. (949)

En efecto, tomemos p € ¢, y consideremos el dlgebra de Banach conmutativa alg (Xgr 17)
generada por las clases laterales I, ‘ 0y X{ 0 Tenemos que

V3 JTE 0 = (V5 TE) (T ] TE)- (9.50)
Pero yf,T/Jgn = alg (Xg,n) por (9.6) y £7w/‘]gn7 = Ignu’ donde ignu es el ideal del algebra

de Banach alg (X{, ) que contiene a la clase lateral X7, — pI7, . De aqui, por (9.50), la inverti-

bilidad de cualquier clase lateral A™ + Ig n, u en el dlgebra cociente y;f,T /Igr 77 L €S equivalente a

la invertibilidad de la clase lateral A7 +Z7,  en el dlgebra cociente alg (X ) / ¢ . DO €S0,

como la clase lateral [X Ar — pl)™ € I7

Lenu no es invertible debido a que I™ ¢ 5 _— concluimos

que la clase lateral (X £y — 1IE, ) € Ig ;. bampoco es invertible, y vice versa. Por lo tanto este

1 estd en spAangn, y ast N¢ , C spAangm.

Por el contrario, si p € SPAT X&, para (&,m) € Mx(SO°®) x M (SO°), entonces Ignu
X )

ideal maximal de alg (Xgr ), vy por eso Z, fnu # alg (X[, ). Pero entonces de (9.50) se sigue que

€S un

Ign , s un ideal propio de Y¥ 0 lo cual implica que I™ §§ 5 - De aqui, como SPA7 Xg e N7,
&

concluimos que p € Ny~ y en consecuencia SPAz, X n C Ny, lo cual completa la prueba de

(9.49).

Resta probar que
Mep = N yy (9.51)

para todo (£,m) € Mx(SO°®) x M-(SO°) y todo (\,7) € Qo.
El Corolario 9.4 y (9.41) implican la relacién Zp@’,,(g) C N+, y por consiguiente, invocando
(9.43) y (9.48), obtenemos que
Me y C Ne gy (9.52)

Aplicando (9.49) y (9.7), concluimos que Mg, C Ep ww(€), Por lo cual
‘ﬂgm C ,Cp’w’,,(é) N{u e N)\,T I ¢ Igﬂhﬂ} = mgm. (9.53)

Ahora, combinando (9.52) y (9.53), obtenemos (9.51).
Finalmente, de (9.49) y (9.51) se sigue que

spAnggm =M, (9.54)

lo cual junto con el Corolario 9.3 nos da (9.44) para todo (£,71) € Q. O
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9.3. Espectro local: identificacion

Estudiemos bajo que condiciones Mg, = Ep,w,y(g). Sea (A, 1) € Qo, donde Qg estd dado
por (9.4), y sea (&,n) € M)(SO®) x M,(SO°®) que tiene entradas coherentes £ y 7. Por la
Subseccién 6.3, las entradas £ y n de una pareja (§,n) € M\(SO®) x M,(SO?®) son llamadas
coherentes, si para conjuntos numerables arbitrarios {ax}ren C SO°y {bx}ren C SO, ,, existe

una sucesién {y,} C Ry tal que lim y, = +00 y para todo k € N se cumple (6.76), si (§,n) €
n—oo

M) (SO°) x M (SO°), y se cumple (6.77) si (§,1) € Mxo(SO®) x M, (SO°).
Aplicando la teoria de operadores pseudodiferenciales de Mellin con simbolos lentamente
oscilatorios y técinas de operadores limite, se puede probar la siguiente afirmacién.

Teorema 9.6. Si (\,7) € Qo y la pareja (&,m) € M\(SO°)x M, (SO°) tiene entradas coherentes,
entonces

m&ﬂ] = ‘Cp,w,u(g)' (9.55)

Demostracion. Fijemos (A, 7) € Qo y consideremos la pareja (£,1) € M (SO°) x M,(SO°) con
entradas coherentes. De acuerdo a (9.43), es suficiente probar que

I" ¢ 17, , paratodo p € Zp,way(g). (9.56)

Claramente, los ideales Ig - del algebra de Banach Vi consisten de las clases laterales que
tienen la forma

M, R
i {la A7+ S0V ) B + (7 = prCI ) (057
m=1

donde a, € SO°, a,(§) =0, by, € SO;vw, bmy(n) =0,y Ay, Bpy, Cy € y;jT.
Contrariamente a (9.56), supongamos que I™ € 17, paraalgun p € Ly, (). Entonces, por
(9.57), existen una sucesién de operadores compactos K, € Ky, y una sucesién de operadores

M,
T, :=w (A + > WObmy) By + (Xar — pI)Cy + m)wlf (9.58)
m=1
en B(LP(R)) tales que
lim 7, = I. (9.59)

Si (€,m) € MA(SO°®) x M, (SO°), donde (A, 7) € R x {o0}, entonces de (6.76), (9.58), (6.22),
el Lema 6.5 y el Lema 6.8(i) se sigue que

n—oo

s-lim (vyglU, ATy = w(Xny — uI)Cow 1) UAV;M> —0, (9.60)
y por consiguiente en el espacio LP(R),
slim lim (Vy#U,,\TyU,\Vyn) = lim slim (VyglU,ATyUAVn)

n—o0 V—00 V—00 N—r00

— T (|’ (Koo = ) Cole| 1) = |o’ (Ko 0 — ) Cla| 1, (9.61)

vV—00
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donde
0 = £(on) = 1im (y,'v'(A+y,1))

y los siguientes limites fuertes existen en B):
||,y |z| 70T = s-lim (wC,w™' 1), |z|%Ca| %1 = lim. (2% C, || %T). (9.62)
Asi, de (9.59) y (9.61) se sigue que
/% (X 00 — I ) Clae| T = 1. (9.63)

Se ve fécilmente que el operador |z|%C|z| %I pertenece al subélgebra de Banach conmutativa
Ap.oo := alg {|7]% X co|z| %I} de B, generada por los operadores I y |]%Xg o |z| 7% 1. Més
aun, aplicando (9.21), deducimos por analogia con (9.25) que

Y (|2]% Xo 00|z 2 1) T
(I + || Sg, x| %1)/2 0 (9.64)
0 (I + || Sg, |z 1) /2]

Por la demostraciéon del Teorema 8.5, el operador

(I + ||’ Sg, |z|%1)/2 € B,

o~

es similar al operador de convolucién de Mellin Co(b,¢)) € B(LP(R+,dpu)), donde

?)\V(g)()\) = [1+4 coth (A +7wiv(€))]/2 v v(&) =1/p+ 6.

De aqui, por el Teorema 8.3, de (9.64) se sigue que
spa (121 Xo,00 |2 "% 1) = sPp(10 @, au) CoOluie)) = Lpwue): (9.65)

Como u € Zpﬂv’y(g) pertenece al espectro del operador ]a:\‘sf)?om\x]*‘sél , concluimos que el

operador |z|% ()?0700 —ul )6 || %1 estd contenido en un ideal maximal del dlgebra de Banach
Ap,0, lo cual contradice la igualdad (9.58) y prueba (9.55) en el caso (§,17) € My(SO®) x
M (SO?), donde A € R.

Ahora sea (£,1) € M\(SO°) x M,(SO°), donde (A, 7) € {oo} x R. Entonces deducimos de
(6.77), (9.58), el Lema 6.5 y el Lema 6.8(ii) que

s-lim <VyneT (Ty — w()?)\ﬁ — uI)Cwall)e_TV#) =0,

n—00 Y

y por lo tanto en el espacio LP(R),

s-lim lim <VyneTTl,e_TVy ) = lfm slim (VyneTTl,e_TV 71)

—1
N—00 V—+00 n U—00 N—00 Yn

— lim (|;c|5s (Koo — #1)6y|m|—551) = 2% (XKoo — pI) Cla| %1, (9.66)

v—0o0

donde
65 =¢§(0x) = nh;rgo (ynvl(yn))‘
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y existen los limites fuertes (9.62) en B,. Asi, de (9.59) y (9.66) se sigue que
)% (X o0 — I ) Clae| T = 1. (9.67)
Como Xoo0 = X000, deducimos de (9.65) que
s (|27 Xoo 0l 1) = Lyt

donde v(§) = 1/p+ 6¢ para £ € My (SO°). Por consiguiente, p € Zpywy,,(é) pertenece al espectro

del operador |x|% )?m70\x]*55 I, lo cual andlogamente al caso previo contradice la igualdad (9.67).
Esto prueba (9.55) en el caso (£,7n) € My (SO°) x M.(SO°), donde 7 € R. O

10. Resultados principales para el algebra de Banach 2, ,,

Esta seccién contiene los resultados principales del trabajo: un célculo simbdlico para el
algebra de Banach 2, ,, y un criterio de la propiedad de Fredholm para los operadores A € 2, ;.
En esta seccién suponemos que 1 < p < co y que el peso w € A,(R) satisface la condicién (A)
de la Subseccién 6.2, y por eso w es equivalente a un peso lentamente oscilatorio.

10.1. Corolario del teorema de dos idempotentes

Para cada (&,7m) en g dado por (7.1), concluimos del Teorema 9.5 y (9.43) que
SpAg,nXg”? - SpA’g,an n=Mey C Ep,w v(€)>

donde Epw v(¢) estd dado por (9.8) y (9.9). De aqui, tomando A = alg{E, P,Q} = A7, B=Af,
yX=E—-(P-Q)?= X¢, en el Teorema 9.5, donde £ = I7, 'y los idempotentes P = P,
Q Qf ,, estdn dados por (5.12) si (£,1) € Uyer MA(SO°) x Moo(SO°) y por (5.13) si (€, 77)

Moo (SO%) x U, er M7(SO°), inmediatamente deducimos el siguiente corolario del Teorema 7.1,
el Lema 7.2, el Teorema 9.5.

Teorema 10.1. Sea 1 < p < oo, sea w € A,(R) un peso que satisface la condicion (A) de la
Subseccion 6.2, y sea (&,m) € Qo. Entonces el dlgebra de Banach ‘Agn es inversamente cerrada
en el dlgebra de Banach Agn, Y

(i) para cada p € My, la aplicacion m, - {If,, PL, . QF  } — C?*2 dada por Tu(If,) = Iaxa,
10 1 p(l — p)
m,(PF,) = , mu(QF,) = [
#( 5,17) |:O 0:| H( 5,77) N(l — M) 1— U

se extiende a un homomorfismo de dlgebras de Banachm,, : A7, — C?*2 donde \/pu(1 — )
es cualquier valor arbitrario de la raiz cuadrada;

(it) una clase lateral A7, € AZ, es invertible en el dlgebra de Banach Af, (equivalentemente,

en AZ, ) siy sdlo si det [W“(Agn)] # 0 para todo p € Mg ).
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10.2. Algebras de Banach Az, para §,m € My (SO°)
De acuerdo al Lema 5.6(iii), el dlgebra de Banach Af A para cada (§,n) € Mso(SO°) x

M (SO°) estéd generada por todas las clases laterales [aI/VO(b)];r dondea € C(R) y b € Cp(R),

y por eso es conmutativa debido al Teorema 4.6. De aqui tenemos lo siguiente.

Lema 10.2. Si (§,1) € Mso(SO°) x M(SO°), entonces A7, es un dlgebra de Banach conmu-
tativa isomorfa al dlgebra C(X,C) donde

X = {(—OO, —OO), (—OO, +OO)7 (—|—OO, —OO), (+OO, +OO)}7 (101)
y la transformada de Gelfand
[ AZ, = CX,C), A7, — (F( gn))(, )

estd dada para a € C(R), b € Cpu(R) y x € Xy, (4, k € {0,1}) por

(D([al]g,)) () = a(€)(1 = 5) + a(§7)j, 102)
(F[ ()]2r )) () =b(n")(1 = k) +b(n" )k,
donde
oo = {(=00,—00)}, X1 = {(—00,+00)},
Xl,o = {(+OO, _OO)}7 Xl,l = {(+OO, +OO)}
Demostracion. Fijemos (£,1) € My (SO°) X My (SO®). Por el Lema 5.6(iii), el dlgebra de
Banach A7 estd generada por todas las clases laterales [agwo(b )}f , donde las funciones

ag € C(R), b77 € Cp(R) son de la forma (5.3). De aqui,
Ai, = alg{| [cWO(d (d)f,: ceCR), de Cp(R)},

y en vista del Lema 4.3(c) el dlgebra de Banach Ag, es conmutativa.

Obviamente, el espacio de ideales maximales M (A5 71) de .A’T puede ser identificado con el
conjunto de cuatro puntos X dado por (10.1). En efecto, A7, = alg {E,P,Q}, donde P, (Q estén
dados por (5.14) y E = I{, . Por analogia con la prueba de (9 10) (o similarmente a [20, p. 261]),
concluimos que o

Sp_Ag’nP = {07 1}7 SpAg’nQ = {07 1}7

y en consecuencia el espacio de ideales maximales X = M( £, n) de ‘ArSn es la unién de los
siguientes cuatro conjuntos no vacios

Xj:k = {y eX: (PP)(y) =1-y (FQ)(y) =1- k}? Jik € {071}7

donde I' : AF =~ — C(X) es la transformada de Gelfand. Si a € C(R), b € Co(R), (&) €
My (80°) x M (SO®) y y € Xj i, entonces deducimos del Teorema 5.4 y (5.3) que

(Plat)z,, ) () = a1 (1 = j) + a(§ )i
(TIWOBE,, ) () = b7 = k) + bl )k
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Por eso, X = Xy o U Xp,1 U X1 0U Xy 1, donde los conjuntos &, pueden identificarse con

XO,O = {(_007 _OO)}v Xo,l = {(—OO, +OO)}7
Xio= {(+00, —0)}, X1 = {(+00, +0)},

lo cual completa la prueba. ]

Corolario 10.3. Si (§,1) € Mx(S0°) x Mx(SO°), entonces el dlgebra de Banach A7, es
mversamente cerrada en el dlgebra de Banach A”n y una clase lateral Aén € A7r es invertible
en el dlgebra de Banach A’r (equivalentemente, en .A5 ) si y solo si

(T(AZ,))(£00, +00) #0, (I(AF,))(F00, —00) # 0.

Demostracion. Fijemos (€,1) € Moo (SO®)x Mo (SO°®). Como el espectro SP A7 A, de cualquier
N ’

clase lateral A7r € A7r es finito debido al Lema 10.2 y por consiguiente su interior es vacio,
deducimos de [69 Teorema 10.18] que

™ _ ™
spag, Aen = sPag, Ay,

lo cual implica la cerradura de la inversién de .A5 y €N Ag 0 Entonces el criterio de invertibilidad
para A”m de sigue directamente del Lema 10.2. O

10.3. Homomorfismos de algebras de Banach de A, ,,

Consideremos los conjuntos

Qo = ( J Mx(50°) x Moo(50°)> U <MOO(SO<>) x| MT(SO°)>,

AER TER

= ( U {@&n)}x fmg,n> U (MOO(SO°) X My (SO°) x {0,1})_
(

§m)€Qo
Para cada (&,n, u) € (NZ, consideremos la aplicacién
O : {[al]f, s a € PSO°}U{[W°(B)IE, : b€ PSO;,, } — C*?
dada por las siguientes férmulas:

a +
Ocan(al) = 5 L]

b )+ )1 =) [b(nT) —bn)]e(n)
Ocnn WO ) = { (™) —b(n7)]e(w)  bnT)(A — ) +b(n)p)’

(10.3)

donde o(u) es cualquier valor fijo de /(1 — p).

Lema 10.4. Sea 1 < p < 0o y sea w € A,(R) un peso que satisface la condicion (A). Para cada
(&,m, 1) € Q, la aplicacion O¢,, ,,, dada en los generadores de las dlgebras de Banach Agn por las
formulas (10.3), se extiende a un homomorfismo de dlgebras de Banach ©O¢,, ,, : 'Agm — C?*2,
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Demostracion. El Teorema 10.1 implica que para todo (§,71) € Qo y todo p € My, podemos
definir las aplicaciones
O+ AL, = C?*, AL, — m.(AL,) (10.4)

donde los homomorfismos m, : A7 — C?*2 estan descritos en el Teorema 10.1(i). Asi, para

todo
Enmme | (&} x My,

(&me

las aplicaciones (10.4) son homomorfismos de dlgebras de Banach. Primero, verifiquemos que las
férmulas (10.3) son consistentes con el Teorema 10.1 y el Lema 5.6(i),(ii).

(i) Sea (£,1) € Urer MA(SO®) x M(SO®). Entonces del Teorema 5.4, el Lema 5.6 y el
Teorema 10.1 se sigue que los homomorfismos de dlgebras de Banach (10.4) actdan en los gene-
radores del algebra de Banach 'Agm por

Ocnullal]Ey) = mu (€D TIE, + ale G TE,)

Oenu(WOO)IE,) = mu (BOr V06 IE, + b IV O)IE,)

b(n ")+ by ) (1= p)  [b(r™) = b(n~)]o(k) ]

lo cual es consistente con (10.3).
(ii) Andlogamente, para (£,7) € My (SO°) x |, cgp M-(SO?) los homomorfismos de algebras
de Banach (10.4) estan definidos en los generadores del dlgebra de Banach Agm por

O mullal1Z,) = mu (al€) g IE, + (€ ) 11Z,)

= B 8] ®a(E") + [8 (1]] ®a(l) = [a(gﬂ a(g)] :
+

Oc (W (BIE,) = m(b( WO IE, + b )WL)

—o(p pooo(p)
- { ] ) [gm) 1 —u] @)
_ [ (n ) b(n YA =) [bnT) = b(n7)]e(k) ]
[b(n*) —b(n~)]e ( ) b T)(L =) +b(n 7))’

lo cual es consistente con (10.3).
(iii) Ahora sea (£,71) € Moo (SO°) X M (SO?). En este caso, tomando en cuenta el Lema 10.2,
ponemos

. [(T(AZ,))(—00, +00) 0

O n0(Ag ) '—[ "0 (D(AZ,)) (o0, 00)] (10.5)
o [TAZ,) (=00, o) 0 |

Ogn.1(Ag,) ‘_[ o 0 (F(Ag,n))(+oo,+<>0)]



donde la transformada de Gelfand
I A, = C(X,C), AF, — (L(AZ,))(,)

estd dada por (10.2). En consecuencia, para cada (£,1, 1) € My (SO°) x My (SO°) x {0,1}
las aplicaciones O¢, ,, : £n C2%2 también son homomorfismos de dlgebras de Banach, y de
(10.5) y (10.2) se sigue que las matrices O¢y . ([al]f,) ¥ @ﬁ,n,u([Wo(b)]gn) para a € PSO° y
b€ PSO; ,, también estan dadas por las férmulas (10.3). O

FEl Lema 10.4, el Teorema 10.1 y el Corolario 10.3 implican inmediatamente lo siguiente.

Corolario 10.5. Para cada (&,n) € Q, donde Q = Qo U (Mso(SO°) x Moo (SO®)), una clase
lateral Agm € Agm es invertible en el dlgebra de Banach Agn (equivalentemente, en Agn) sty solo

si las matrices O¢ ) (Agn) son invertibles para todo p € Mg, si (§,m) € Qo y todo p € {0,1} si
(£,1) € My(SO°) x Moo(SO°).

10.4. Calculo simbdlico y la propiedad de Fredholm para el algebra de Banach
Ap,w

Para cada (§,n, 1) € ﬁ, definimos la aplicacién
Wepy:{aliae PSO°}U {Wo(b) :be PSO; b — C2x2
dada por las siguientes formulas:

+

e, u(al) = [ a€*) 0 ]
0 a(¢)]’
(o4 bl )1 e
Ue, (WO(B)) = [ TN
WO =1 1ot — bn et

donde o(u) es cualquier valor fijo de /(1 — p).
Como V¢, ,, = O¢p , 0 ¢y para todo (&, 7, u) € €2, donde d¢ ,, estd dado por (5.9)—(5.10) y

O¢ . estda dado por (10.3), el Lema 10.4 implica inmediatamente lo siguiente.

Teorema 10.6. Sea 1 < p < oo y sea w € Ap(R) un peso que satisface la condicion (A). Las

aplicaciones Ve, ((f,n,u) € §~2), dadas en los generadores del dlgebra de Banach 21, ., por las
formulas (10.6), se extienden a homomorfismos de dlgebras de Banach Ve, , 2, — C2x2,

A cualquier operador A € 2, ,, le asignamos la funcién matricial

A ﬁ — CQXQ, (57777#) = -A(é.a 777/*4) = \1/5777#(‘4)’

llamada el simbolo del operador A.

Aplicando la cerradura de la inversién de las dlgebras de Banach A’r £y €N las algebras de
Banach A7, para todo (£,n) € €2 (ver el Teorema 10.1 y el Corolario 10.3) y la definicién de
simbolos de Fredholm para operadores A € 2, ,,, deducimos inmediatamente del Teorema 10.6,
el Corolario 5.5 y el Corolario 10.5 el siguiente criterio de la propiedad de Fredholm.
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Teorema 10.7. Sea 1 < p < o0 y sea w € A,(R) un peso que satisface la condicion (A).
Entonces el dlgebra de Banach 27, es inversamente cerrada en el dlgebra de Calkin By ,,. Un
operador A € Uy, ., es de Fredholm en el espacio LP(R,w) si y solo si

det A(€,m, 1) £0 para todo (€,1, ) € €. (10.7)

Denotemos por BC (ﬁ, C2%2) a la C*-algebra de todas las funciones C?*2-valuadas continuas
en (). La aplicacién simbolo

U Ay — BOQ,CP?), A A,

es un homomorfismo de algebras de Banach cuyo kernel Ker ¥ contiene al ideal K}, ,, de todos
los operadores compactos en el espacio LP(R, w).
En consecuencia, podemos reescribir el Teorema 10.7 en la forma siguiente.

Teorema 10.8. Sea 1 < p < oo y sea w € A,(R) que satisface la condicion (A). Entonces
un operador A € Ay, ., es de Fredholm en el espacio LP(R,w) si y solo si su simbolo W(A) es
invertible.

10.5. Casos parciales efectivos

En esta seccién presentamos cuatro casos del dlgebra de Banach I, ,, en los cuales podemos
reemplazar al conjunto Me ,, C L, ,, ,(¢) para cada pareja (£,7) € Qo por todo el arco circular
Ep’w’,,(g). Como Ep’w’y(@ es un arco circular con puntos finales 0 y 1, podemos definir una rama

continua de la raiz cuadrada /pu(1 — p) para p € Ep,w,u({)'

Teorema 10.9. Sea 1 < p < o0, seaw = e’ € Ap(R) un peso lentamente oscilatorio, y sea Ay, .,
el dlgebra de Banach que tiene una de las siguientes formas:

(i) Ay = alg (al, WO(b) : a € PSO°, b€ PCyy),
(i1) Ap = alg (al, WO(b) : a € PSO°, be PS5O, ., y existen los limites

A ole), L b)),

(iii) Ay = alg (al, WO(b) : a € alg (PC,SOx), b € alg (PCp.u, SO pw)),
(iv) Apa := alg (al, WO(b) : a € PC, be PSO;,),
donde, ademds, existen los siguientes limites:

li)m (xv'(x)) en el caso (ii), h'ni((x — M (2)) para todo A € R en el caso (iii),
T—r00 T—

h;m (xv'(z)) y h’rr}\((a: — MV (z)) para todo X € R en el caso (iv). (10.8)
T—00 r—r

Entonces un operador A € 2,,,, es de Fredholm en el espacio LP(R,w) si y solo si

9

det A(&,n, ) # 0 para todo (&7, p) € €2 (10.9)
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donde

Qo= (U A€M} x Lpunuie)) U (Ms(SO°) x Muc(S0°)x{0,1} ),
(&m)€Qo
v(€):=1/p+ xlggo(azv/(fv)) para todo & € Moo (SO°) en el caso (ii),

v(€):=1/p+ h'n}\((x — ANV (z)) para todo & € My(SO°) y todo X\ € R en
z—

el caso (iii),
v(€):=1/p+ h’rr}\((a: — M)V (z)) para todo & € M)(SO®) y todo A € R y
z—

v(€):=1/p+ lim (xv'(z)) para todo & € My (SO°) en el caso (iv).

Demostracion. Sea A, el algebra de Banach que tiene una de las formas (i)-(iv), con las
condiciones (10.8) sobre el peso en los casos (ii)—(iv). Necesitamos probar que en todos estos
casos la condicién (10.7) es equivalente a la condicién (10.9). Claramente, es suficiente verificar
esto para (§,n) € Q.

Caso (i). Para cada (A, 7) € Qg (ver (9.4)) y cada & € My(SO°) existe un n € M,(SO°)
tal que la pareja (£, n) tiene entradas coherentes. De aqui, el Teorema 9.6 implica que Mg, =
Ep’w’y(g) para esta pareja (£,7). Como b(ij*) = b(n*) para cada b € PC,,, y cada 7j € M,(SO°),
concluimos que para cada operador A € U, ,, el valor de su simbolo A(¢, 7, i) para § € My(SO®)
dado y cada (7, u) € M, (SO°) x Zpﬂu,y(g), donde (\,7) € ﬁo, coincide con A(§,n, ). Asi, en el
caso (i) la condicién (10.7) es equivalente a la condicién (10.9).

Caso (ii). Para cada A € R y cada & € M)(SO°) existe un n € My (SO?) tal que la pareja
(&,7n) tiene entradas coherentes. Andlogamente, para cada 7 € R y cada n € M.(SO°) existe
un & € M (SO°) tal que la pareja (£,7m) tiene entradas coherentes. Tomando en cuenta el
hecho de que v(§) = 1/p + lim, o0 (20’ () para todo § € M« (SO®) debido a (10.8), otra vez
deducimos del Teorema 9.6 que Me,, = L, , ,(¢) para las parejas elegidas (§,7). Como todas

las funciones a € PSO® y b € PSO; ,, en el caso (ii) tienen limites unilaterales en oo, y por

eso a(€E) = a(&*) y b(iF) = b(nF) para todo &7 € My (SO®), concluimos que para cada
operador A € 2,,, el valor de su simbolo A(&,7, ) para § € My(SO°) dado, donde A € R, y
cada (77, 1) € My (SO®) x Zpﬂu’y(g) coincide con A(&,m, ). Andlogamente, para cada operador
A e, ,, deducimos que el valor de su simbolo A(E, n, 1) paran € M.(SO°) dado, donde 7 € R,
y cada (&, 1) € Muo(SO°) x Ep7w7y(§) coincide con A(&,n, ). Asi, en el caso (ii) la condicién
(10.7) también es equivalente a la condicién (10.9).

Caso (iii). Para cada A € Ry cada n € My (SO°) existe un £ € M,(SO°) tal que la pareja
(&,7m) tiene entradas coherentes. Andlogamente, para cada 7 € R y cada £ € My (SO°) existe
un n € M, (SO°) tal que la pareja (£, n) tiene entradas coherentes. Tomando en cuenta el hecho
de que v(&) = 1/p + lim,_\((x — A\)v'(z)) para todo & € M,(SO®) y todo A € R debido a
(10.8), deducimos del Teorema 9.6 que M, = Zp,w,u(é) para las parejas elegidas (£, 7). Como
todas las funciones a € PSO° y b € PSO; ,, en el caso (iii) tienen limites unilaterales en todos
los puntos de R, y por eso a(¢¥) = a(¢¥) y b(HF) = b(n*) para todo &€ € M,(SO°) y todo
n € M.(SO°), donde A\,7 € R, concluimos que para cada operador A € 2, el valor de su
stmbolo A(E, 7, 1) para n € Ma(SO°) dado y cada (€, ) € My(SO°) x Zp,w,y(g), donde \ € R,
coincide con A(§,n, pv). Andlogamente, para cada operador A € 2, , deducimos que el valor
de su simbolo A(&, 7, 1) para £ € My (SO°) dado y cada (1, u) € M. (SO°) x Zp@’y(é), donde
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7 € R coincide con A(&,n, ). Asi, en el caso (iii) la condicién (10.7) también es equivalente a la
condicién (10.9).

Caso (iv). Para cada (A\,7) € Qo y cada n € M,(SO°) existe un & € M,(SO°) tal que
la pareja (£,7) tiene entradas coherentes. Tomando en cuenta el hecho de que en el caso (iv)
v(€) = 1/p + lim, 2 ((z — A\)v'(x)) para todo £ € M)(SO®) y todo A € Ry que v(§) =
1/p+lim, o0 (20’ (2)) para todo £ € My (SO®) debido a (10.8), deducimos del Teorema 9.6 que
Me ., = Zp,w,u(g) para las parejas elegidas (£,7). Como a(gi) = a(¢%) para cada a € PC y cada
£~ € M (S0O°), concluimos que para cada operador A € 2, el valor de su simbolo A(E, 7, 1)
para n € M.(SO°) dado y cada (E, 1) € My(SO°) x Ep,w,,j(f), donde (A, 7) € Qo, coincide con
A(&,m, ). Asi, en el caso (iv) la condicién (10.7) otra vez es equivalente a la condicién (10.9). O

Si el dlgebra de Banach 2, ,, tiene una de las formas (i)—(iv) descritas en el Teorema 10.9,
podemos reducir los conjuntos sobre los cuales estan definidos los simbolos. Introduzcamos la
siguiente subdlgebra central Z7, del dlgebra cociente 217, en cada uno de los casos (i)—(iv):

(i) 27, = alg(al, WO(b): a € SO°, be Cpw(R)),
(i) 27, :=alg (aIl, WO(b) : a € SO°, be SO;,, v a,bson continuas

en 00),
(iii) 27, = alg(al, WOb) : a€ SO, b€ SOxpw),
(iv) 27, =alg(al,W°(b) : a € C(R), be SO;,).

Por analogia con la prueba del Teorema 4.11, deducimos en cada uno de los casos (i)—(iv) que
el espacio de ideales maximales M (Z],,) de Z7,, es homeomorfo, respectivamente, al conjunto:

(i) Q:= ( U MA(SO°) x {oo}) U (Moo (SO°) x R) U (Mo (SO°) x {00}),

AER

( U Mx(507) x {oo}) U ({oo} x U Mr(507) U ({oo} x {oc}),

AER

R X Mso(SO°)) U (Mso(SO°) x R) U (M (50°) x Mu(S0°)),

111

=
= (R x Mao(SO®)) U ({oo} % U MT(SO°)) U ({00} x Ms(SO?)).

TER
De aqui, tomando los valores unilaterales comunes a(A") := a(¢7) y a(A7) := a(£7) para todo
€ € My(SO°) si las funciones consideradas a € PSO°® tienen limites unilaterales en el punto
A € R, y tomando valores unilaterales comunes b(71) := b(nT) y b(r~) := b(n~) para todo
n € M;(SO°) si las funciones consideradas b € PSO, , tienen limites unilaterales en un punto
7 € R, podemos definir los stmbolos para los generadores A = aW°(b) (a € PSO°, b € PS Op.w)
del 4lgebra de Banach 2, ,,, como sigue, respectivamente.
(i) Los sfmbolos de los generadores A = aW?(b) estéan dados por

a(€)b(r ) +b(r )1 —p)]  al€N)b(TT) = b(77)]e(k)

a(E)T) = b(r)o(p)  al€)[b(r )1 — ) +b(r )] | (10.10)

A&, T, 1) =
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para todo (€, 7, p) € 2, donde

= (U & x Ly U (Mecl(SO%) x {0} x {0,1}),

(&)

= (U Ma(80°) x {o0}) U (Me(SO%) x ).

AER

(ii) Los sfmbolos de los generadores A = aW?(b) estdn dados en el conjunto

Q= U €00} x Lpute)) U (U {00m} % L)

£eA SV
U ({oo} x {o0} x {0, 1}),
donde

Ay = | MA(SO°), Ay:= ] M (50°), v(o0):= 1/p+ lim (2v/(x)),

AER TER
por las férmulas
A(&; 00, 1)
_ [al€N)b(=00)p+ b(+00) (1 = w)]  a(§T)[b(—00) = b(++00)]e(1)
a(§7)[b(—00) = b(+00)]e(k)  a(§™)[b(—00)(1 — ) + b(+o00)u]

para todo (&, 00, 1) € UgeAl ({(5700)} X Zp,w,V(é))v

A(oo,n, 1)
_ (=) b+ b ) A =] a(=00)[b(n™) —b(n7)]e(r) ]
a(+00)[b(n*) —b(n7)]e(n)  a(+o0)[b(n™)(1 — ) +b(n~ )]

para todo (00,7, 1) € U,ea, ({(c0,m)} x ﬁp,ww(m))’ Y

A(oo, 00, 1)

_ |a(=00)b(=00)p + b(+00)(1 = )] a(=00)[b(—00) — b(+00)e(k)
a(+00)[b(—00) — b(+00)]o(p)  a(+00)[b(—00)(1 — ) + b(+00)u]

para todo p € {0,1}.
(iii) Los simbolos de los generadores A = aWW(b) estan dados en el conjunto

fl::( U {An)}xﬁpwy ) ( U {(€,7)} XLpUH/(é))

(Am)€As (FW
U (Moo (SO°) x Ms(SO°) x {0,1}),

donde

Az =R X Mo (SO°), Ay:= My (SO°) xR,
v(A):=1/p+ h’rri((ac — AV (z)) para X €R,
z—
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por las férmulas

a0 )p+b0T)A = )] a(AT)[bMT) = b(n7)]e(k)
A(A’”"‘)‘[ AN — b lole) (A0 )1 — ) + bn) 1] UOLE
para todo ()\ﬂ%ﬂ) € U(,\,n)eAg,{()"n)} X Ep,w,z/()\)a
e+ o(r) (L =) alEN)B(TT) = b(77)]e(k)
Albomm) = [ a(€) b0 ) — b Vo) a(€)b(r)(1 — >+b<f->m] R
para todo (S’Ta M) € U(§7r)eA4{(§a7)} X Ep,w,y(g)a y
_al€) T )p+d(nT) A = )] al€F)[b(nT) —b(n7)]e(u)
“4(5’”’“)‘[ (€ B0*) — bl No()  al€ ) b0 )(1 — ) + bn) ]] (10.20)
para todo (§,7, 1) € Mo (SO°) x M (SO°) x {0, 1}.
(iv) Los simbolos de los generadores A = aW?(b) estén dados por
e p+d0T )L =w)] a(AT)[b(nT) — b(n7)]e(n)
A(A’”’“)‘[ O BH) — b Vo) a0 (1 — ) + b ]]’ 1021)
para todo (A, n, u) € §~2, donde
Q= (U A} < Lpuuen ) U (100} x Mao(S0°) x {0,1}),
(Am)€eQ2
0y = (R x Mao(SO%)) U ({oo} < | MT(SOQ)), (10.22)

TER
v(\):=1/p+ ig((m —A\)'(z)) para Ae€R, v(o):=1/p+ xlggo(mv/(m))

11. El método de trayectoria local y la medida espectral

11.1. EIl método de trayectoria local

Tomando en cuenta la importancia del método de trayectoria local para este trabajo, recor-
demos sus enunciados (ver [33], [38]).

Sea 2 una C*-algebra unitaria y sea Z una C*-subdlgebra central de 2 con la misma identidad
I. Para un grupo discreto G' con unidad e, sea U : g — U, una representaciéon unitaria de G, es
decir, un homomorfismo del grupo G sobre un grupo Ug = {U, : g € G} de elementos unitarios,
donde Uy, 4, = Uy, Uy, y Ue = 1. Denotemos por

B = alg (A, Ug) (11.1)

a la C*-algebra minimal que contiene a la C*-algebra 2 y al grupo Ug. Asumamos que

(A1) para cada g € G las funciones ag : a > UgaUy son *-automorfismos de las C*-dlgebras 2
y Z.
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De acuerdo a (A1), B es la cerradura del conjunto B que consiste de todos los elementos de la
forma b =) a,U, donde a4 € A y g corre sobre subconjuntos finitos de G.

Como la C*-dlgebra Z es conmutativa, deducimos del teorema de Gelfand-Naimark (ver,
p. €j., [61, § 16]) que Z = C(M(Z)) donde C(M(Z)) es la C*-dlgebra de todas las funciones
continuas con valores complejos sobre el espacio de ideales maximales M(Z) de Z. Ademas,
si (A1) se cumple, entonces cada *-automorfismo a4 : Z — Z induce un homeomorfismo S, :
M(Z) — M(Z) dado por la regla

2[8y(m)] = ay()](m), =€ Z, me M(2), g€, (11.2)

donde z(-) € C(M(Z2)) es la transformada de Gelfand del elemento z € Z. Al conjunto G(m) :=
{Bg(m) : g € G} se le llama la G-drbita de un punto m € M(Z).
En lo que sigue también suponemos que

(A2) G es un grupo discreto docil.

Por [31], un grupo discreto G es llamado ddcil si la C*-dlgebra [*°(G) de todas las funciones
a valores complejos acotadas con la norma suprema en G tiene un promedio invariante, esto es,
tiene un funcional lineal positivo p de norma 1 que satisface la condicién

p(f) = p(sf) = p(f,) paratodo s € Gy todo f € (G,

donde (sf)(g) = f(s71g), (fs)(g9) = f(gs), g € G. Los grupos finitos, los grupos conmutativos,
los grupos subexponenciales y los grupos solubles son ejemplos de grupos déciles (ver, p. €j., [1],
31], [38]).

Equipemos al conjunto de todos los estados puros Py (ver, p. €j., [21], [60]) de la C*-dlgebra
2l con la topologia inducida * débil, y sea J,, el ideal bilateral cerrado de 2 generado por el ideal
maximal m € M(Z) de la C*-élgebra central Z C 2. Por [17, Lema 4.1], si u € Py, entonces
Kerp > Jy donde m := ZNKerp € M(Z), y por consiguiente Py = U,,eprzy{v € Pa
Kerv D Jp,}. Ademds, supongamos que

(A3) existe un conjunto My C M(Z) tal que para cada conjunto finito Gy C G y para cada
conjunto abierto no vacio W C Py existe un estado v € W tal que B4(my) # m, para todo
g € Go \ {e}, donde el punto m, = Z N Kerv pertenece a la G-drbita G(My) = {By(m) :
g € G, me My} del conjunto M.

Si la C*-algebra 2l es conmutativa, entonces el conjunto Py de todos los estados puros de A
coincide con el conjunto de los funcionales lineales multiplicativos no cero de 2 (ver, p. e€j.,
[21, Corolario 2.3.21]). Por lo tanto, eligiendo Z = 2 e identificando al conjunto de funcionales
lineales multiplicativos no cero de 2l con el espacio de ideales maximales M () de 2, podemos
reescribir (A3) en la forma

(A3g) existe un conjunto My C M(2l) tal que para cada congunto finito Gy C G y cada conjunto
abierto no vacio W C M () existe un punto mg € W N G(My) tal que B4(mo) # mo para
todo g € Go \ {e}.

Para cada m € M (Z), sea T, una representacion isométrica

Fon 1 A/ T — B(Him) (11.3)
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del dlgebra cociente 2/ .J,,, en un espacio de Hilbert H,,. Ademds, consideremos el *~-homomorfismo
canénico g, : A — A/Jp, y la representacion

A= BHm), A (Tmoom)(A). (11.4)

Sea 2 el conjunto de G-6rbitas de todos los puntos m € My con My C M(Z) tomado de (A3),
sea H, = H, donde m = m,, es un punto fijo arbitrario de una érbita w € Q, y sea I2(G, H)
el espacio de Hilbert de todas las funciones f : G — H,, tales que f(g) # 0 a lo mas para
un conjunto numerable de puntos g € Gy Y [[f(g)[3,, < oc. Para cada w € Q consideremos
la representacién m, : B — B(I1*(G,H,)) definida para todo a € 2, todo g,h € G y todo
f € ?3(G,H,) por

[7s(a) f1(9) = ™, (ag(a)) f(9),  [mu(Un)fl(g) = f(gh). (11.5)

Modificando ligeramente la prueba del Teorema 4.1 en [38] (cf. también [38, Teorema 4.12]
donde la condicién superflua de la cerradura del conjunto My C M(Z) fue impuesta), estable-
cemos el siguiente resultado.

Teorema 11.1. Si las condiciones (A1)—(A3) se satisfacen, entonces un elemento b € B es
invertible en B si y solo si para cada drbita w € Q el operador 7, (b) es invertible en el espacio
12(G,H,) vy, en el caso de que Q sea infinito,

sup {H(Trw(b))*lH T wE Q} < o0.

11.2. Una generalizacién del método de trayectoria local basada en medidas
espectrales

Si la condicién (A3) no se cumple necesitamos usar medidas espectrales para descomponer a
la C*-dlgebra inicial en una suma ortogonal de C*-algebras para las cuales tal condicién se cumple
o estas algebras pueden ser estudiadas por otros métodos. Aqui presentamos la generalizacién
correspondiente al método de trayectoria local elaborado en [33], [38] y complementado en [6].

Sea M un espacio de Hausdorff compacto y ‘H un espacio de Hilbert. Por [61, p. 249], una
medida espectral P(-) es una funcién de la o-algebra (M) de todos los subconjuntos de Borel
de M en el conjunto de proyecciones ortogonales en B(H) tal que para cada £ € H la funcién
A — (P(A),€) es la restriccién a conjuntos de Borel de una medida en M definida por una
integral en C'(M). De aqui, para todo Ay, A € R(M):

(i) P(0) =0, P(M) = I (el operador identidad en B(#)),
(11) P(Al N Ag) = P(Al)P(AQ),
(ili) P(A1UA2) = P(A1) + P(A2) si Ay y Ag son conjuntos disjuntos.

Ahora consideremos la C*-algebra 8 = alg (2, Ug) definida por (11.1) bajo la inica condicién
(A1) del método de trayectoria local para las C*-algebras A y Z C . Como es sabido (ver, p.
ej., [22, Teorema 2.6.1]), existe una representacién isométrica 7 : B — B(H) de la C*-élgebra
B en un espacio de Hilbert H.

Denotemos por R(M(Z)) a la o-algebra de todos los subconjuntos de Borel de M (Z), y sea

Ra(M(Z2)) = {A e R(M(Z)) : By(A) = A para todo g € G}, (11.6)
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donde los homeomorfismos (3, estdn dados por (11.2). De acuerdo a [61, § 17|, para la repre-
sentacion 7|z : Z — B(H) de una C*-dlgebra conmutativa unitaria Z, existe una dinica medida
espectral Pr(+) la cual conmuta con todos los operadores en la C*-dlgebra 7(2Z) y en su conmu-
tante m(Z)', y tal que

m(z) = / z(m)dPr(m) paratodo z € Z, (11.7)
M(Z)

donde z(-) € C(M(Z)) es la transformada de Gelfand de un elemento z € Z.
Como az = za para todo a € 2 y todo z € Z, se sigue que

m(a)Pr(A) = Pr(A)m(a) paratodo A € R(M(Z)) ytodo a €2l (11.8)

Msés atin, si (A1) se cumple entonces, por [38, Lema 4.6],

m(Uy)Pr(A) = Pr(A)m(Uy) paratodo A € Rg(M(Z)) ytodo g € G. (11.9)
Dado A € Rg(M(Z2)) tal que Pr(A) # 0, definimos el espacio de Hilbert

Ha = Pr(A)H ={P:(A)¢: £ € H}
e introducimos las siguientes tres C*-subdlgebras de B(Ha):
Ba = {Pr(A)7(b) : b e B},
Ar = {Pr(A)m(a): a€ A}, v Za:={P(A)n(z): z € Z}.

Como Z es una C*-subdlgebra central de 2(, concluimos inmediatamente de (11.8) que Za es
una C*-subdlgebra central de A, donde Ax C Ba.

Para cada conjunto de Borel A € R(M(Z)), sean Int A y A el interior y la cerradura de A,
respectivamente, y sea A el subconjunto cerrado de A dado por

A= {meM(Z): Pr(WpnNA)#0 para cada vecindad abierta Wy, de m}. (11.10)

Resumamos algunas propiedades importantes de los conjuntos A.

Lema 11.2. [38, Lemas 5.1-5.2] i A € R(M(Z)) e Int A # (), entonces (i) Pr(A) # 0; (i)
ZAa = C(A); (i) IntACACA; (iv) A=TntA en el caso Pr(A\IntA) = 0.

Fijemos A € Rg(M(Z)). Obviamente, también A € Rg(M(Z)). Para cada g € @, conside-
remos el operador unitario Uy A := Pr(A)7(Uy) en Ha. Como la condicién (A1) se cumple, las
funciones

g Pr(A)m(a) = Ug AP (A)m(a)Uy o = Pr(A)m(UgalUy) Pr(A) (g € G)

son *-automorfismos de las C*-algebras Za y Aa. Como Za = C(A) donde A € Rg(M(Z))
y el isomorfismo esta dado por Pr(A)m(z) = z(-)|x donde z(-)|x es la restriccién de la trans-
formada de Gelfand para z € Z a ﬁ, se sigue que cada *-automorfismo a4 A induce sobre A al
homeomorfismo 8y A := fy|x, donde 3, esta definido por (11.2).

Combinando las propiedades de la medida espectral Pr(-) con (11.8) y (11.9), obtenemos el
siguiente resultado de descomposicion.
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Proposicién 11.3. Sea 7 : B — B(H) una representacion isométrica de la C*-dlgebra B =
alg (A, Ug) en un espacio de Hilbert H y sea {A;} una familia a lo mds numerable de conjuntos
de Borel disjuntos en Rg(M(Z)) tal que Pr(A;) # 0 para todo i y Pr(M(Z)\ U, A;) =0. Sila
condicion (A1) se cumple, entonces la funcidn

©:%8 — @z Bp,, b @Z Pr(Ay)7(b)

es un C*-dlgebra homomorfismo isométrico de la C*-dlgebra B en la C*-dlgebra B = D, Ba,-
Entonces un elemento b € B es invertible si y solo si para cada i el operador P (A;)mw(b) es
invertible en el espacio de Hilbert Ha, y

sup [(Pr(A)D) 7Y < 00 en el caso que {A;} es numerable.

Asi que, es suficiente estudiar las C*-dlgebras B, por separado. Si estas dlgebras satisfacen
las condiciones (A1)-(A3), podemos aplicar el Teorema 11.1 (para situaciones mds generales ver
[38, Seccién 5)).

Terminamos esta seccién con dos resultados sobre medidas espectrales que son cruciales en
el estudio de algunas C*-algebras Ba,. Recordemos (ver, p. €j., [61, § 17]) que si 7 : A —
B(H) es una representacion de una C*-algebra unitaria A en un espacio de Hilbert H, entonces
existe un sistema {H,} de subespacios de H mutuamente ortogonales y un sistema {m,} de
representaciones ciclicas mq : A — B(Hq) tales que 7 = @, 7o : A = D, B(Ha).

Lema 11.4. Sea 7 : Z — B(H) una representacion de una C*-dlgebra unitaria conmutativa
Z en un espacio de Hilbert H, M(Z) el espacio de ideales mazimales de Z y m = @, ma
la descomposicion de la representacion w en la suma directa de representaciones ciclicas g
en los subespacios mutuamente ortogonales Ho del espacio H. Para cada conjunto de Borel
A € R(M(Z)) y cada subespacio H' = @D ,cqHa de H con un conjunto finito Q, existe una
suceston de elementos z, € Z tal que

Pr(A) =slimn(z,) en el espacio H'.

n—oo
Notemos que el Lema 11.4 se sigue de la prueba de [38, Lema 4.6].

Lema 11.5. Sea A una C*-dlgebra unitaria y Z una C*-subdlgebra central de A con la mis-
ma unidad. Sea ™ : A — B(H) una representacion de A en un espacio de Hilbert H. Dado
un conjunto abierto A del espacio de ideales mazimales M (Z) de Z, denotemos por Z(A) al
subcongunto de Z compuesto por los elementos z € Z cuyas transformadas de Gelfand z(-) son
funciones reales en C(M(Z)) con soporte en A y valores en el segmento [0, 1]. Entonces

[P (A)7(a) gy = S;l(pA) m(az)lga) para todo a € A. (11.11)
ze

12. La C*-algebra *B y sus subalgebras

12.1. Calculo simbdlico para la C*-algebra A

Sea B := B(L?*(R)) la C*-algebra de todos los operadores lineales acotados que actian
en el espacio de Lebesgue L%(R), y sea K el ideal de todos los operadores compactos en B.

90



Consideremos las C*-algebras

A = alg (al, WO(b) : a,b€ PSO°) C B, (12.1)

Z = alg (al,W(b) : a,be SO°) CA (12.2)
generadas por los operadores de multiplicacién al y por los operadores de convoluciéon W0(b)
donde, a,b € PSO° y a,b € SO°, respectivamente.

Por el Teorema 4.11, el espacio de ideales maximales M(Z™) de la C*-subdlgebra central
ZT = Z/K de la C*-dlgebra 2A™ = 2 /K es homeomorfo al conjunto

0 :( | Mx(50°) x Mm(sm)) U (MOO(SO°) < | M/\(SOO)>

AR AER (12.3)
U (MOO(SO°) x Mm(SO°)>

equipado con la topologia inducida por la topologia producto de M (SO°®) x M (SO?). Conside-
remos los conjuntos

Qp = ( | Ma(50°) x MOO(SO°)) U <MOO(SO°) < | MA(SO°)>, (12.4)
AER AER

Q= < U (&) x zmm> U (Meo(S0%) x Mo (50°) x {0,1}), (12.5)

(6777)690

donde M ,, es el conjunto introducido en la Subseccién 9.2 para cada (§,71) € Qo y tal que
{0,1} ¢ M, C [0,1], (12.6)

En efecto, como p =2, w =1y v(§) = 1/2 para todo £ € M(SO°), deducimos del Teorema 9.2
que Ly, (e) = [0, 1]. Entonces (12.6) se sigue del Teorema 9.2 y el Teorema 9.5.

De acuerdo a la Subseccién 10.4, para cada (&,n, u) € Q definimos la funcién
Wepp:{al :a € PSO°U{W (b):be PSO°} — C>*?
dada por las siguientes formulas:

alet
Ve npulal) = { (g ) a(g)} )
b )+ 0 ) (1 =) [b(n™) = b(n™)]e(n)
[b(n™) = b )e(w) b+ (L = p) +b(n")p)
donde p(p) es cualquier valor fijo de /(1 — u), y c(€7) = ¢(&, 1), ¢(§7) = ¢(£,0) para c € PSO°

y para puntos (&,1),(£,0) € M(PSO°).
Entonces el Teorema 10.6 implica el siguiente resultado.

(12.7)
Ve u(WO(b) = [

Teorema 12.1. Las funciones V¢, , (({,n,u) € Q) dadas en los generadores de la C*-dlgebra
2A por las formulas (12.7) se extienden a los C*-dlgebra homomorfismos e, : A — C2x2,
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A cualquier operador A € 2 le asignamos la funcién matricial acotada
A: ﬁ — (C2X27 (57777#') = "4(6’ 77#) = \IJEJI,M(A)a

llamada el simbolo de Fredholm del operador A.
El criterio de Fredholm obtenido en el Teorema 10.6 toma la siguiente forma para la C*-
algebra 2.

Teorema 12.2. La C*-dlgebra cociente A™ es inversamente cerrada en el dlgebra de Calkin B™.
Un operador A € A es de Fredholm en el espacio L*(R) si y solo si

det A(§,m, 1) #0 para todo (§,m,p) € Q. (12.8)

Denotemos por B (§~2, C?*2) a la C*-4lgebra de todas las funciones en Q acotadas con valores
en C2%2,

Teorema 12.3. La funcion simbolo de Fredholm
WA B(Q,C¥?), A A, ),

es un C*-dlgebra homomorfismo cuyo kernel Ker W coincide con el ideal K de todos los operadores
compactos en el espacio L*(R).

Demostracion. Como sabemos (ver, p. €j. la Subseccién 10.4), I C Ker ¥. Solo resta probar que
Ker ¥ C K. Se sigue del Teorema 12.2 que para cada A € 2,

AP = r((AA")™) = max _r(A(&n, w)A (& n, 1))
(&m,n)ER
— OHANAD) = [EAI o 00 (12.9)

donde 7(Y') es el radio espectral de Y. Si A € Ker ¥, esto es, si ¥(A)I = 0, entonces deducimos
de (12.9) que |A| =0, por lo cual A € K, lo que completa la demostracién. O

Corolario 12.4. La funcion
W@ AT — B(Q,CP2), A" A(-, -, ),

es un C*-dlgebra isomorfismo de la C*-dlgebra AT sobre la C*-dlgebra W(2A) = o (AT) C
B(Q,C%x2).

Podemos reescribir el Teorema 12.2 en la siguiente forma.

Teorema 12.5. Un operador A € 2 es de Fredholm en el espacio L?(R) si y solo si el simbolo
de Fredholm W(A) es invertible.
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12.2. La accién del grupo G sobre el espacio de ideales maximales de una
C*-subalgebra central de A™

Consideremos el grupo conmutativo G que consiste de todas las traslaciones
gh: R—>R, x—z—h (heR), (12.10)

con el producto gngs = gn+s para todo h,s € R. Dado un desplazamiento g5, € G, definimos el
operador de desplazamiento unitario U, definido en L?(R) por

(Unf)(x):= f(x —h), for xeR. (12.11)

Como es sabido (ver, p. €j., [59, Teorema 4.1]), para todas las funciones a,b € PSO° y cada
traslacién g € G,
UgaU, = (a0 g)I, UWOb)U; ' = WO (b), (12.12)

donde aog € SO° para a € SO° debido a [5, Lema 4.2], y de aqui aog € PSO® para a € PSO°.
En consecuencia, para cada g € G, la funcién

ag: AT = UFA™(UF) ™! (12.13)

es un *-automorfismo de las C*-algebras 2A™ y Z7. Asi, la condicién (A1) del método de trayec-
toria local descrito en la Seccion 11 se satisface.

Para cada desplazamiento g € GG, usaremos la misma letra g para denotar al homeomorfismo
& g(&) en M(SO°) dado por

a(9(€)) = (a0 g)(§) paratodo a€ SO° y € € M(S0°), (12.14)
donde a(§) := &(a). De (12.12) y el Teorema 4.11 se sigue que

[D(Ug Z7(Ug)" D) m) = D(Z7)](g(€),n) paratodo Z € Z, g€ G, (§n) €Q,

donde I' : Z™ — C(2) es la transformada de Gelfand descrita en el Teorema 4.11. De aqui, cada
difeomorfismo g € G induce en {2 un homeomorfismo 3, que actiia por la regla

By: =0, (&n) = (9(&),n), (12.15)

donde g(§) esta dado por (12.14). Describamos al conjunto de puntos fijos de los homeomorfismos

By (g € G).

Teorema 12.6. El conjunto de todos los puntos fijos para cada homeomorfismo B4 (g € G\{e})
coincide con el conjunto (Mso(SO®) x Uyeg MA(SO®)) U (Moo (SO?) x Moo (SO?)).

Demostracion. Fijemos (£,1) € (Mso(SO%) x Uyer MA(SO?)) U (Muso(SO°) x Mo (SO?)). Por
(12.15), B4(&,m) = (9(&),n), y aseveramos que g(§) = £ para todo § € My (SO®) y todo g € G.
Para probar la ultima igualdad es suficiente demostrar que

a(g(€)) = a(¢) para todo a € SO°. (12.16)

Fijemos a € SO°. De acuerdo a [5, Corolario 4.4] (ver también [14, Proposicién 4.2 y Corola-
rio 4.3]), existe una sucesién {z,} C R tal que z, — o0y

a(€) = lm a(za),  a(g(€)) = (a0 g)(€) = 1 alg(zn)). (12.17)

n—oo
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Fijemos h € R y tomemos el desplazamiento g € G\ {e} que actia por la regla g(z) =z — h
para todo z € R. Tomando r, = z,, — +00 cuando n — oo, tenemos que |h| < r,,/2 para cada
h € R y todo n € N suficientemente grande. Entonces

rn/2 < min{x,, x, — h} < méx{z,, x, —h} < 3r,/2 (12.18)
Como a € SO°, se sigue de la definicién de SO° que

lim osc (a, [=3ry, =1 /2) U [rn/2,3r,,/2]) = 0. (12.19)

n—oo

Como zy, g(zn) € [rn/2,3ry/2] debido a (12.18), deducimos de (12.19) que

Jim_a(z,) = lim a(g(zn))
y por lo tanto (12.16) se sigue de (12.17). Claramente, los homeomorfismos 3, relacionados con
las traslaciones g € G \ {e} no tienen otros puntos fijos. O

12.3. Forma general de operadores del tipo de convolucion con desplazamien-
tos

Estudiemos la invertibilidad de los operadores funcionales que son los elementos de la C*-
algebra
A := alg (PSO°®,Ug) C B(L*(R))

generada por los operadores de multiplicacién por funciones en R lentamente oscilatorias a trozos
y por los operadores de desplazamiento isométricos Uy, (g € G).
Observemos que la C*-algebra

B = alg (al, WO(b),U, : a,be PSO°,g € G) C B(L*(R)),

puede ser vista como la C*-dlgebra B = alg (A, WO(b) : b € PSO®) generada por la C*-algebra
A y por todos los operadores de convolucién W0(b) con b € PSO°.

Sea PSOY la subdlgebra no cerrada de PSO° que consiste de todas las funciones en PSO®
con conjuntos finitos de discontinuidades. Entonces la C*-algebra A es la cerradura del dlgebra
AY C A que consiste de los operadores funcionales A =" __a,U,, donde a; € PSOY y F corre
sobre subconjuntos finitos de G.

Sea A° la subdlgebra no cerrada de 2 generada por los operadores al y WO(b), donde
a,b € PSO°. Entonces 2A° consiste de todos los operadores de la forma Yor TuTio ... Ty,
donde n,j; € Ny T; ) € {aIl, WO(b) : a,b € PSO"}.

Denotemos por B a la subdlgebra no cerrada y densa de la C*-algebra B que consta de todos
los operadores de la forma > | T;1Ti2 ... Tj;, donde n,j; € Ny T;; € {al, WO(b),U, : a,be
PSOY g € G}. Entonces, por analogia con A € A%, cada operador B € B puede representarse
en la forma

geF

B =Y D,U, (12.20)
geF

donde D, € 2° y F es un subconjunto finito de G. Cualquier operador B € B es el limite en
B(L?(R)) de una sucesién de operadores B, € B°.
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12.4. Invertibilidad de los operadores funcionales

Con el fin de obtener un criterio de invertibilidad para los operadores A € A, aplicaremos el
método de trayectoria local.
Sea A := Z := {al : a € PSO°}. Como Z = PSO®, tenemos que M(Z) = M(PSO°), donde
M(PSO°®) = M(SO°) x {0,1} debido a (3.14) y (3.15). Por la Subseccién 3.5, la topologia de
Gelfand en M(PSO°®) puede describirse como sigue. Si & € M, (SO°) (A € R), una base de
vecindades para (&, u) € M(PSO?) consiste de todos los conjuntos abiertos de la forma

(gM)Z{(UéAX{O}) ( 5/\><{0 1}) sip=0, (12.21)

(Uep x {1}) U (U ex x{0,1}) sip=1,

donde Ug x = U¢ N M, (SO°), Ug es una vecindad abierta de § en M(SO°), y U, U ¢y consisten
de todos los ¢ € Ug cuyas restricciones 7 = (| c(r) Pertenecen, respectivamente, a los conjuntos
A=, M)y (MA+e)sideR,ya(e,400) y (—o0,—¢) si A = oo, donde £ > 0.

Verifiquemos que se cumplen las suposiciones hechas en la Seccién 11.

La primer igualdad en (12.12) implica que para cada g € G y todo a € PSO° la funcién

tal v UgaUy 1 = (a0 g)I es un *-automorfismo de las C*-dlgebras conmutativas 2A = Z C

B(L2 (R)). Como G es un grupo doéil, tenemos que las condiciones (A1l)—(A2) para la C*-dlgebra
A se cumplen.

Para cada g € G, el *-automorfismo o, induce el homeomorfismo

By : M(PSO®) — M(PSO°), (& p)+~ (9(€), ), (12.22)

donde g(&) estd dado por (12.14). Si el ideal £ € M (SO°) pertenece a la fibra M;(SO?®), entonces
g(&) € My (SO°). De aqui, tomando en cuenta la accién topoldgicamente libre del grupo G

sobre R y la topologia de Gelfand (12.21) en M (PSO?), concluimos que la condicién (A3g) para
la C*-algebra A también se cumple, con My := M(PSO°) \ M (PSO?).
Con cada ideal maximal (&, u) € M (PSO®) asociamos la representacion

O, : A= BP(G)), A Ag, (12.23)
dada para los operadores A = > geF aqsU, € A° con coeficientes ag € PSO° por
(A f)(h) = ZQGF[(% oh) (€ m)]f(hg) (heG, fel’(Q)). (12.24)

Entonces para cada £ € Moo (SO°) y pu € {0,1} los operadores A,y € B(1*(G)) estdn dados
por

(A H0) =" agl€m)f(hg) (heC, feP(@)). (12.25)

Con los operadores (12.25) asociamos los operadores funcionales
— 2
Ag = ZQGF ag(&, W)U, € B(L*(R)) (12.26)
con coeficientes constantes. Fijemos un punto 7 € R y consideremos el conjunto

Rroo = M,(SO°) x {0,1} € M(PSO®). (12.27)

95



El conjunto R, o contiene exactamente un punto en cada G-érbita definida por la accién del
grupo G sobre M (PSO°®)\ M (PSO?®) por medio de los homeomorfismos Bg (9 € G) dados por
(12.22).

Como las condiciones (A1), (A2), (A3() se cumplen, tenemos lo siguiente.

Teorema 12.7. Fijemos 7 € R. Un operador funcional A € A es invertible en el espacio L*(R)

si y solo si para todo (§, 1) € Ry oo los operadores A ) son invertibles en el espacio 2(G) y

sup H (A(

oo )| < o0 (12.28)

& p

Demostracion. Tomemos el ideal maximal j(&u) :={al : a € PSO°, a(&, ) = 0} de Z asociado
a cada cardcter (¢, ) € M(PSO®). Como 2 = Z, la funcién

ﬁ(s:.u') : 5{/(7(6’“) - (C’ al + :]v(ga.u) = G(S,ILL),

es una representacion isométrica de la C*-algebra ﬁ/j(gyu) en C. Siguiendo (11.3)—(11.5) cons-
truimos las representaciones de la C*-dlgebra A en el espacio de Hilbert I2(G) por las férmulas
(12.23) y (12.24). Como A satisface las condiciones (A1), (A2), (A3¢) del método de trayectoria
local, el Teorema 11.1 implica inmediatamente la afirmacion del teorema. O

Observacién 12.8. Reemplazando My = M(PSO°) \ M (PSO°®) por My = M(PSO°®), de-
ducimos inmediatamente del Teorema 11.1 que el Teorema 12.7 permanece cierto con Rr o
reemplazado por M(PSO®).

Para cada operador A = 3 agU, € Ay cada (&, 1) € Moo (SO®)x{0,1} consideremos los
operadores funcionales Ag ,, = > pag(&, 1)Uy € A" con coeficientes constantes (ver (12.26)).

El Teorema 12.7 y la Observacién 12.8 implican el siguiente corolario.

Corolario 12.9. Si un operador funcional A € A° es invertible en el espacio L*(R), entonces
para cada (&,1) € My (SO®) x {0,1} los operadores funcionales Ag, € A° con coeficientes
constantes son invertibles en el espacio L*(R) y

e SO < 00, (12.29)
(&) EMoo (SO°) x{0,1} (e H13(L2(R))

Demostracion. Si un operador funcional A € A° es invertible en el espacio L?(R), entonces
el Teorema 12.7 y la Observacién 12.8 implican que para cada (&, 1) € Mo (SO®) x {0,1} los

operadores A ,) son invertibles en el espacio Gy

e (Aeu)”! < 00 (12.30)
(&u)eMoo(sOO)X{OJ}H (&m) HB(:?(G))

Por (12.23), para todo (¢, ) € M(PSO°®) tenemos que

H(QM)A&;L = H(&u)A&u = A(f,u)'

De aqui, aplicando otra vez el Teorema 12.7 y la Observacién 12.8, deducimos que los operadores
funcionales A¢,, con coeficientes constantes son invertibles en el espacio L*(R) y (12.29) se
cumple. ]
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El Corolario 12.9 implica que
| Ae B 12wy = r(AenAL,) < r(AAT) < |AA 52y = IAIR o) (12.31)

para cada (£, 1) € Moo(SO°) x {0,1}, donde r(A¢ , A7 ) y r(AA) son radios espectrales de los
correspondientes operadores. Por lo tanto para cada par mencionado (§, ) la funcién A — A,

se extiende por continuidad al C*-algebra homomorfismo de A en A, lo cual implica el siguiente
hecho.

Observacién 12.10. EI Corolario 12.9 permanece wvdlido para cada A € A y cada
(& 1) € Moo (SO°) x {0,1}.

13. Estudio de Fredholm de la C*-algebra 5

13.1. Descomposicién de la C*-algebra 8 y un criterio de Fredholm abstracto
asociado

Aqui vamos a descomponer a la C*-algebra no local
B :=alg (A, Us) CB (13.1)

generada por todos los operadores A € 2 y por todos los operadores de desplazamiento unitarios
Uy, (b € R) haciendo uso de una medida espectral adecuada, y a obtener un criterio de Fredholm
abstracto para los operadores B € 8. Fijemos una representacién isométrica

0 B™ — B(H,) (13.2)

de la C*-élgebra B™ en un espacio de Hilbert abstracto H.,.
El grupo G = {gp : h € R} posee a oo como unico punto fijo en comin para todo g € G.
Consideremos los siguientes subconjuntos de €:

koo = | Mi(SO%) x Moo(SO°), Quop := Moo(SO°) x | | My(SO°),
teR teR (13.3)
Qoo,oo = MOO(SOO) X MOO(SOO)a

donde los conjuntos Qr ~ y 200,k son abiertos en €2, y el conjunto {2  es cerrado en (2.

6 = ((Ucpen (6} x Dey ) U (Ma(50°) % Muc(50°) x {0.1)

Denotemos por H, al espacio de Hilbert concreto

7—[¢::< . l2(9ﬁ57n,62)>@( &b 12(9315,77,@2))

? Q o0 ) Qo()

(&m)€EQ, (€m)EQeo v (13.4)

® ( P (o, 1},@2)>.
(6777)6900,00
Consideremos la C*-subalgebra ¢(A™) de B(Hg) que consiste de los operadores
o~ B v r)e( B ve, 1)
’ Q o s Qoo

(§:m)€QR, (Em)EQo v (13.5)

@ ( @ Wen, . (A)I) para A €,

(£,1m)€Q00,00
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donde, para funciones fe, € 12(M; ,,, C?) dadas por fe,, : Me,, — C2, > fe (1) los operadores
e, . (A € B(I*(Mg ), C?)) acttian por

(We o, (A) fen] (1) = Ve u(A) fen(n) para pe M, (13.6)

y para funciones f¢,, € I>({0,1},C?) dadas por fe, : {0,1} — C?, pu+— fe, (1) los operadores
e, (A € B(1*({0,1},C?)) acttian por

(e, (A) fen) (1) = Ve u(A) fep(p) para pe {0,1} (13.7)

Por el Corolario 12.4, el homomorfismo
¢ AT = B(Hgy), A" = ¢(AT), (13.8)

es una representacion isométrica de 2™ en el espacio de Hilbert H.
Sea R(Q) la o-dlgebra de todos los subconjuntos de Borel de € y sean

P, i R(Q) — B(H,), Ps:R(Q) — B(Hy) (13.9)

las medidas espectrales asociadas a las representaciones (13.2) y (13.8) de la C*-dlgebra con-
mutativa unitaria Z™ en los espacios de Hilbert H, y H4, respectivamente, y que satisfacen las
relaciones andlogas a (11.7). Sea

Ra(Q) = {A e R(Q): By(A)=A paratodo ge G}, (13.10)
donde los homeomorfismos f, : @ — €2 para g € G estan definidos por (12.15). Observemos que
Q= QR,oo U Qoo,]R U Qoo,oo; (13.11)

donde los conjuntos diferentes Qr o, ook ¥ oo,00c dados por (13.3) pertenecen a Rg(Q2).
Ademds, para la representacion (13.8) se ve facilmente que

Py Qo) =TI D0D0, Py(Quop) =001 0 (13.12)
Py(Qooos) =00 0@ 1, (13.13)

donde 0 e I son, respectivamente, el operador cero y el operador identidad en los espacios de

Hilbert
B P, C, P P, C, &b r{o1,c?).

(£7n)EQR,OO (gan)eQOO,R (5777)6900,00

Introduzcamos las C*-$ubalgebras de ¢(8™) asociadas a la descomposicién (13.11). Denote-

mos por
BR oo = alg { Pp(Mr,00)0(AT), Pp(Qroo)p(U]): A, ge G} (13.14)

a la C*-subalgebra de la C*-dlgebra B(P,(droc)M,) generada por los operadores
Pp(Qroo)p(A™) (A€ A) y Pu(Qr,00)p(Uy) (9 € G). Andlogamente definimos a las C*-subdlge-
bras
Boor := alg { Po(Vor) (A7), Ppo(Qoor)p(US): A€, g G}, (13.15)
B0 = alg { Po(Qoc o) (A7), Po(Qoone)pUT): A€, g€ G} (13.16)
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de B(Py(Qoor)Hy) ¥ B(Pp(Qoo,00)Hy), respectivamente.

Como los conjuntos (13.3) en (13.11) pertenecen a la coleccién R (2) dada por (13.10), y los
conjuntos Qg ~, {door son abiertos y por lo tanto las proyecciones espectrales correspondientes
no son cero debido al Lema 11.2, deducimos inmediatamente de la Proposicién 11.3 el siguiente
resultado.

Teorema 13.1 (Criterio de Fredholm abstracto para B). Un operador B € B es de Fredholm
en el espacio L?(R) si y solo si
(i) el operador P,(Qr o0 )p(B™) es invertible en el espacio de Hilbert P,(0r o0)He;

(ii) el operador Py(Quor)p(BT) es invertible en el espacio de Hilbert Py(Qoow)Hy;
(iii) para P,(Qoocc) # 0, el operador P,(eoo0)@(B™) es invertible en el espacio de Hilbert
Py(Qoo,00)Ho-
13.2. Un simbolo de invertibilidad para la C*-algebra 2

En esta subseccién y en la siguiente, usando el método de trayectoria local, establecemos
un criterio de invertibilidad para la C*-dlgebra Bp o, dada por (13.14). Para este fin primero
obtenemos un simbolo de invertibilidad para la C*-subélgebra g o 1= Py(Qr 00 )p(A™) de Br
que consiste de los operadores P, (Qr oo )p(A™) (A € ).

Consideremos el espacio de Hilbert H4 dado por (13.4) y su subespacio Py(Qg o )Hg €l cual
es isométricamente isomorfo al espacio de Hilbert 69(5,?7)69&00 I?(9Mg p, C?) debido a (13.12).

Junto con la C*-algebra A o := P,(dr,o0)(A™) consideremos a la C*-algebra

B oo P¢<QR,OO>¢<W>cB( D l2<fmg,n,<cz>)
(Evn)EQ]R,oo

que consiste de los operadores Py(Qr o0 )P(A™) (A € ). Comparando las imégenes de la medidas
espectrales (13.9) obtenemos lo siguiente.

Teorema 13.2. La funcién dada por

Po(Qr.o0)p(A™) = Py(roo)p(A™) paratodo A e (13.17)

es un C*-dlgebra isomorfismo de la C*-dlgebra Ar o sobre la C*-dlgebra §lR’oo.

Demostracion. De acuerdo al Lema 11.5, para el conjunto abierto de Borel Qg o C £ y para
cada A € 2, tenemos las igualdades

| P (R 00)p(AN) I8,y =  sup  [[p(Z7A™)|I 5w, (13.18)
ZGZ(Q[R’OO)

[P (Qr,00)0(A") |53, = sup  [[9(Z7A™) | 5n,)s (13.19)
ZEZ(Q]R,oo)

donde el conjunto Z (g ) consiste de los operadores Z € Z para los cuales la transformada de
Gelfand de la clase lateral Z™ es una funcién real z(-,-) € C(£2) con valores en [0, 1] y con soporte
contenido en la cerradura del conjunto (g o.. Como ¢ y ¢ son representaciones isométricas de
la C*-algebra A", las partes derechas de (13.18) y (13.19) son iguales, y por eso

1P (Q200) (AT, = | Po(Q2,00) (A7) I3,y para todo A € 2L (13.20)
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Como QO o € R(NQ), se sigue de (11.8) que

P (Qr,00)(A™) =P (Qr,00) 0 (A™) P (R 00)
Py (Qr,00) 9(A™) =P (Qr,00) 9(A™) Py (e 00 )

De aqui, la igualdad (13.20) puede escribirse en la forma

[P (2R,00) (AT 1B(P, (9n 0o )H) = 1 P6 (2R ,00)B(A™) || B(P,s (. 00) 1)

para todo A € 2, lo cual implica que la funcién (13.17) es un *-isomorfismo isométrico bien
definido de la C*-algebra 2Ag o, sobre la C*-édlgebra Ag . ]

De acuerdo al Lema 11.2(iv), para el conjunto de Borel abierto Qg o, € R¢(£2), el conjunto
correspondiente SNZR’OO definido por (11.10) coincide con la cerradura QROO de Qr ~ y por eso, en
vista de la topologia del conjunto €2 inducida por la topologia producto de M (SO°) x M (SO°),
tenemos que

Ok oo = D 0o U Qoo oo (13.21)

Denotemos por Z~R,oo a la C*-subalgebra de glR,oo generada por todos los operadores
Py(r0o)p(Z7) (Z € Z). Como Z7 es una C*-subdlgebra central de A", deducimos de (11.8) y

el Lema 11.2(ii) que la C*-dlgebra ER@O es una C*-subdlgebra central de ’QV(R,OO, y el espacio de

ideales maximales M (ZKOO) de ZVR’OO coincide con el conjunto QR,OO. Junto con el conjunto Q
dado por (12.5), consideremos el conjunto

Qoo = ( U (&~ zmgm) U (e x {0,1}) € 2

(gzn)GQR,oo

Denotemos por B (QROO, C?*2) a la C*-algebra de todas las funciones acotadas de QRW con
valores en C?*2,

Lema 13.3. Sea U(A) la restriccion de la funcion matricial W(A), dada para A € 2 por

|§JR,OO

el Teorema 12.3, al conjunto (AZRVOO. Entonces la funcidon

A oo — B(QR oo, C2), Ps(Qp,o0) p(A™) = W(A)

’ﬁR,oo
es un C*-dlgebra homomorfismo isométrico.
Demostracion. Por (13.5) y (13.12), la C*-dlgebra glRpo = Py(Qr,00)?(A™) que consiste de los

operadores
a \115,7,7.(14)]68( &y 12(9315777,@2))

(g’n)EQR,oo (gzn)GQR,oo

para A € 2, donde los operadores W¢, . (A)I € B(I*(M¢,, C?)) actian por la regla (13.6), es
*-isomorfa isométricamente a la C*-dlgebra de las funciones matriciales que son las restricciones

vA): | G} x M, -2
(gvn)eQR,oo
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para todo A € 2, la cual, a su vez, es *-isomorfa isométricamente a la C*-dlgebra de las funciones
matriciales
T(A) (R oo — C2 (A ).

|§R,oo

En efecto, We, ,(A) para p € {0,1} es una matriz diagonal para cada pareja (£,7) € Qo0
y cada A € 2 (ver (12.7)), y sus entradas [W¢, ,(A)]11 ¥ [Wenu(A)l2z2 para todo (§,m,u) €
Qoo,00 % {0,1} se pueden aproximar, debido a (12.7) y a la topologia de Gelfand de €2, por las
entradas correspondientes de las matrices W¢ , ,(A) donde ¢ € |J,cg M-(SO°) y T pertenece a
la semi-vecindad derecha de oo en el caso de [V¢, ,(A)]11 y a la semi-vecindad izquierda de oo
en el caso de [V, ,(A)]22. De aqui,

sup 1Wenu(A)llsp = sup Wenu(A)lsp (Ae€A)
HEMe , (1) EQR, 00 (&m1)€0R 00
donde || - ||sp es la norma espectral. O

Combinando el Teorema 13.2 y el Lema 13.3 obtenemos inmediatamente un simbolo de
invertibilidad para el algebra abstracto g o (ver (13.22) dado abajo).

Teorema 13.4. La funcion

SYmp o * oo = B(Qk,oos CF), Po(Qoo) p(AT) = T(A)]g, (13.22)

es un C*-dlgebra homomorfismo isométrico. Para cada A € A el operador P,(Qr.oo)p(A™) es
invertible en el espacio Py(Qr oc)Hy siy solo si

det(\llf,"],u(A)) 7& 0 para todo (fﬂ?a :u) € ﬁR,oo-

13.3. Un criterio de invertibilidad para la C*-algebra By

Aplicando el método de trayectoria local expuesto en la Seccion 11, establecemos aqui un
criterio de invertibilidad para los operadores B € BR .

Ahora consideremos la C*-subélgebra Zr o de B(P,(Qr,0)H,) generada por todos los ope-
radores P,(Qr.o0)@(Z7) (Z € Z). Por el Teorema 13.2, Zg o = gR,oo. De aqui Zg es una
subélgebra central de Ag oo y M (2R 00) = ﬁRm, con ﬁ]Koo dada por (13.21).

Observemos que la C*-dlgebra Br o puede ser vista como Br o = alg (AR 0, Ur,0(G)), la
C*-élgebra generada por g o y el rango de la representaciéon unitaria

UrRoo : G = B(Pp(roo)Hy)s 97 UgRrioo = Pyp(Qr,00)0(Uy).
Para cada g € G, la funcién
g R0t PR ,00) (A™) = UgR,00 (P (2 00) (A™))Ug oo
es un *-automorfismo de las C*-dlgebras Zg o y UAr,oc Porque
Ug Ro00(Po(QR.00)P(A™))Ug R 0o = Pio (O ,00)p(Ug A™(Ug)")

y la funcién (12.13) es un *-automorfismo de las C*-dlgebras Z™ y A™. Asi, la condicién (A1) del
método de trayectoria local se satisface para la C*-algebra Bp . La condicién (A2) también
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se cumple. Cada *-automorfismo ayr e~ (9 € G) induce en el espacio de ideales maximales
M (2R o0) = QR 0 €]l homeomorfismo

/Bg,R,oo : QR,OO — ﬁ]R,oo; (5777) = 59(5777)7 (1323)

donde f, estd dado por (12.15) y, para g # e (el desplazamiento identidad), By r 0o tiene a Qo
como el conjunto de sus puntos fijos.
Sea PR oo := Pa ., €l conjunto de los estados puros de la C*-dlgebra 2Ug . Por la Seccién 11,

Proo = U(&m)eﬁn«,m Piem)» donde Pre )y i={p € Prooo : Kerp D Jie iy} v Jey) Para (§,n) € (NZROO
es el ideal bilateral cerrado més pequeno de g o que contiene al conjunto

{Po(Qro0)p(Z7) s Z € 2, T(Z7)(&,1) = D22}

Como € o €s el conjunto de puntos fijos de todos los homeomorfismos 5y r o (9 € G\ {e}),
para verificar el cumplimiento de la condicién (A3) del método de trayectoria local para la C*-
algebra Bp ~, solo necesitamos probar la aproximacién (en la topologia *débil) a los estados
puros p € Pg ), con (§,1) € Qoo 00, POr estados puros en Py, con (§,1) € Qg oo- En este caso
M() = QR,OO en (A3)

Aplicando el Teorema 13.4 deducimos las dos afirmaciones siguientes.

(i) Para cada (§,7) € Qr oo, la funcién

Tiem) * Po(Qr00) (A7) + Jie ) = @ ey u(A) (13.24)
BEMe

es un C*-dlgebra isomorfismo entre las C*-dlgebras RAr /J(¢,) v la C*-subdlgebra

{ ®M€9ﬁ§,n Ve pu(A): A€} de @Nemm C2%2,
(ii) Para cada (£,71) € Qoo,00, la funcién

%(5777) : P@(QR,OO)QD(A”) + J(fﬂ?) — diag{\I/&nyo(A), \Ilé,n,l(A)}v (1325)

es un (*-dlgebra isomorfismo entre las C*-dlgebras RAroo/J,) v la C*-subdlgebra
{diag{‘lfgm,o(A), \11577771(/1)} tAe Ql} de C**4,

Como el conjunto Pe ,y ((§,1) € (ZR,OO) estd en biyeccién con el conjunto IPQ[]R’OO/J(&’") de los
estados puros de Ag «/J¢ ) (ver, p. €]., [22, Teorema 2.11.8(i)]) y como las matrices V¢, ,(A)
para A € Ay (&,m, 1) € Qoo X {0,1} son diagonales, concluimos de (13.25) que para cada
(§,m) € Qo0 la C*-dlgebra Ag oo/ J(¢ ) €8 conmutativa y por eso su conjunto de estados puros
Patg oo/ Tem) consiste de cuatro funcionales lineales multiplicativos cuyos valores coinciden con las
entradas de la diagonal de las matrices V¢, 0(A) y Ve, 1(A). De aqui, para cada (&,7) € Qoo 00,

Pien = 100 Penor Py Pl
(9)

¢np Para j =12y € {0,1} estdn dados por

donde los estados puros p

pg%# AR 0o = €, Po(Qr 00)p(A™) = [We (A5, (13.26)

y [Wenu(A)j; esla (j, j)-entrada de la matriz ¢, ,(A). Fijemos (§,1) € Qo000 v 1 € {0,1}.

Por la prueba del Lema 13.3, de (13.26) se sigue que cada vecindad abierta de pélz u Y pg)% u
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en la topologia *débil contiene, respectivamente, un estado puro pg)? 7 donde ¢ € M, (SO°) y

7 € R estd a la derecha de —oo, y un estado puro pé%)? " donde ¢ € M, (SO°) y 7 € R esta a la

izquierda de +oo. Por lo tanto, la condicién (A3) también se cumple para la C*-dlgebra Bp .
Para cada (£, 7, 1) en el conjunto

Moo= |J  {(Em)x My,

(ﬁvn)EQ]R,oo

consideremos la representacion
e * Broo — BI2(G,C?)) (13.27)
dada en los generadores de la C*-algebra B o, por

[”Sﬂw (PsomR,oo)‘P((aI)ﬂ)) } (9) = [Yemu((aog)D)]f(g)
(e 1 (P (Qm,00) o (WO(0)))) f] (9) = [We (WO (D)) (9), (13.28)
(e (Po(Qr,00) 0(U)) f] (9) = f(gh),

donde a,b € PSO®, g,h € Gy f € I2(G,C?).
Fijemos un punto 7 € R e introduzcamos los conjuntos

Qr oo 1= M (SO°) x Myo(SO°), Moo= | {(&m)} x M,y (13.29)
(5,77)697,00

Teorema 13.5. Fijemos 7 € R. Para cada B € B, el operador
Br,oo := Pp(r,00)0(B") € Broo

es invertible en el espacio P,(Sdroo)Hy, sty solo si para todo (§,m, 1) € Ny oo los operadores
Te nu(Broo) son invertibles en el espacio I*(G,C?) y

sup e (Broo))™ < oo. (13.30)
i, _Nmens 2.0

Demostracion. El conjunto M, o dado por (13.29) contiene exactamente un punto en cada G-
érbita definida en el conjunto Qg o C (NZR,OO por el grupo {ﬂgR,OO : g € G} de homeomorfismos
dados por (13.23). Asi, para cada (£, 7, 1) € M; o0, comenzando con las representaciones (13.24)—
(13.25), siguiendo (11.4)—(11.5) y tomando en cuenta el hecho de que los espacios de Hilbert
12(G,C* y I2(G,C?) @ I2(G, C?) son isométricamente isomorfos, obtenemos la familia de repre-
sentaciones (13.27) indexada por los puntos del conjunto 91, «. Como las condiciones (A1)—(A3)
se cumplen para la C*-dlgebra Br o, el Teorema 11.1 implica la afirmacién del teorema. O

13.4. La C*-algebra B r

En esta subseccién encontraremos un criterio de invertibilidad para los operadores en la
C*-algebra Boo r = Pp(Qoor)p(B™) representada en la forma (13.15).
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Teorema 13.6. La funcion dada por
Po(Qoor)p(A™) = Py(Qoor)P(A™)  paratodo A e (13.31)

es un C*-dlgebra isomorfismo de la C*-dlgebra Ao r = Pu(Qoor)p(A™) sobre la C*-dlgebra

WAoo ® 1= Py(Qoor)p(AT).

Demostracion. Como Qg €s un subconjunto abierto de Q y las C*-algebras p(A™) y ¢(2A™) son
*-isomorfas isométricamente, aplicando el Lema 11.5 deducimos por analogia con el Teorema 13.2
que

1P (oo 2)0(AT) | = | Po(Qoe ) S(AT)|| para todo A € 2. (13.32)

Esto implica que (13.31) es un *-isomorfismo isométrico bien definido de la C*-dlgebra A r

sobre la C*-algebra QLOO,R. ]

Junto con el conjunto Q dado por (12.5), consideremos el conjunto

Ooom = ( U f&mx mgm> U (e x {0,1}) € 0

(E:n)ero,R

Denotemos por B(QOQR,(CQXQ) a la C*-dlgebra de todas las funciones en fAZOO,R acotadas con
valores en C?*2,

Como el espacio de Hilbert Py(Qu r)H¢ es isomorfo isométricamente al espacio de Hilbert
69(5771)6900,11@ I?(9M¢ ,, C?), obtenemos inmediatamente de (13.5) y (13.12) el siguiente resultado
por analogia con el Lema 13.3.

Lema 13.7. Sea W(A)[g . la restriccién de la funcidn matricial U(A), dada para A € A por

el Teorema 12.3, al conjunto QOO,R. Entonces la funcion

5[]1{700 — B(Qoo,Ra(CZXQ)v P¢(QOO,R)¢(AW) = \II(A)|A

QOO,R
es un C*-dlgebra homomorfismo isométrico.
El Teorema 13.6 y el Lema 13.7 implican lo siguiente.

Teorema 13.8. La funcidn

SymooJR : QlOO,R — B(QOO,R7C2X2)7 P@(QOO,R)SD(AW> = \II(A)IQ R’ (1333)

es un C*-dlgebra homomorfismo isométrico. Para cada A € 2 el operador Py(Qsor)p(A™) es
invertible en el espacio Py(Qoo ) Hy, S0y solo si

det(Ve, ,(A)) #0  para todo (&,n, 1) € ﬁoo,R'

Siguiendo el Lema 11.5 definimos el conjunto
Z(Qoor) = {Z € Z:suppz(-,-) C QM,R, z(&,7n) € [0,1] para todo (§,n) € Q}, (13.34)

donde z(-,-) € C(Q) es la transformada de Gelfand de la clase lateral Z™, supp z(, -) es el soporte
de 2(+,+), ¥ Qoo = Qoo kR U Qoo o0 €s la cerradura en €2 del conjunto Qs g dado por (13.3).
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Sea ey, la funcién dada por ej(z) = €*® para todo h,z € R. Consideremos el espacio de
Hilbert Hoor = D ¢ ean. » I?(9M¢ ), C?) e introduzcamos la C*-4lgebra

Voo r(B7) = alg {Voor(A™), Voo r(UJ) : A€, g€ G} CB(Hoor) (13.35)

generada por los operadores Voo g(A™) (A € A) y Yoo r(Ug) (9 € G) donde

Vor(AT) = P Vep (I, VorU;):= @ "I (13.36)
(5777)6900,]1% (Ean)ero,R

Observemos que la funcién g — \IlooJR(U; ) es una representacién unitaria del grupo G en el espa-
cio de Hilbert Hy g, el operador adjunto WV r(UJ)* es igual a ‘IJOO,R(U;A), y
Vo R(UF) Voo R(AT) Vo r(UJ)* = W g(A™) para todo g € Gy todo A € 2 debido a (13.36).
En consecuencia, la C*-dlgebra ¥, r(B™) es la cerradura de la C*-dlgebra compuesta por las

sumas finitas de la forma 3 Voo r(A7) Voo r(Uy) donde Ay € 2

Teorema 13.9. La funcion

Py(Qoor)g (dep AgU;) = 2 Voo (A5) Ve 2 (U7), (13.37)
donde F es un subconjunto finito de G y Ay, € A para g € F, se extiende a un C*-dlgebra
isomorfismo de la C*-dlgebra Bogr sobre la C*-dlgebra ¥ g (B™) dada por (13.35).

Demostracion. Fijemos un operador B € 95 de la forma B = deF AUy, donde F' es un
subconjunto finito de G y A, € /A para g € F'. Consideremos la clase lateral B™ = deF AgUT y
pongamos Voo g(B™) 1= 3 p Voo R(A7) Yoo r(Ug ). Como el conjunto o g es abierto y como
P,(Qoor)p(B™) = ¢(B™)P,(Qoo,r), deducimos similarmente al Lema 11.5 que

1P (oo k) (B™) | (m1,,) = S le(B*Z")IB(x,), (13.38)
€

oo, R

donde Z(Quor) es el conjunto (13.34).

Consideremos el conjunto Cy(R) = {v € C(R) : v(d+oc0) = 0}. Para cada funcién v € Cy(R),
se sigue que W°(v) € Z(Quo r). Més atin, Z(Qoor) = {W°(v) : v € Cy(R)}. Para cada h € R, el
operador Uy, WO(v) = WO(e,)WO(v) = WO(epv) también pertenece a Z(Qoo ) porque la funcién
epv estd en Co(R). En consecuencia, para cada Z € Z(Qr) y cada B € B, concluimos que la
clase lateral B™Z™ pertenece a la C*-dlgebra A™. De aqui, para cada Z € Z(Qxr), de (13.5) y
(13.36), obtenemos que ¢oor(B"Z™) = Voo R(B™) oo r(Z™) donde oo r : A™ — B(Hoor) €s la
restriccion de la representacién ¢ (ver (13.4)—(13.8)) al espacio Hoo g = @(E,n)eﬂm,m (Mg ,,, C?)
considerado como un subespacio de Hilbert invariante de Hg. Por eso, aplicando (13.32) y
(13.12), tenemos que

1P (Qoo,r)(B" Z7) || (11,) = 1P (Qooe)O(B™ Z7)|| 511,
= ¥ & (B™) oo 2 (Z7)||B(300 ) (13.39)
Como para todo Z € Z(Qxo ),
Po(Qoor)p(B™2™) = @(BT) Py (Qoo ) p(27) = 9(B"Z7),
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deducimos de las igualdades (13.38)—(13.39) que

sup Voo R(B™) oo R(Z7) Bk z) =  SUP 1 Pp(Qeor) (B Z7) I B(31,)
ZE€Z(Qoor) Z€Z(Q0o0,R)
= sup |lo(B"Z)lgn,)
ZEZ(QOO’R)
= || Pp(Qoo,g)P(B™) B3, (13.40)

Consideremos la representacién idéntica 7y de la C*-algebra unitaria WU, g(B™) en el espacio
de Hilbert Hoo r. Por (13.36), ¢oo R(Z™) es una C*-subélgebra central de WU, g(B™) con la misma
unidad. Claramente, el espacio de ideales maximales de ¢, g (Z™) coincide con QM’R. Como Qo r
es un subconjunto abierto de ﬁoo,R y como la correspondiente proyeccién espectral Pr,(Qoor)
es el operador identidad en el espacio de Hilbert H.o g, concluimos del Lema 11.5 que

1Woo (BB ) = [1Pro (Roo ) Yoo k(BT B(H.0 )
=  sup ||Woor(B™)beo R(Z™)B(H.. )
ZGZ(QOO,R)

lo cual junto con (13.40) implican que

1P (Qoo ) 2(B™)IB(3¢,) = W oo (B™) | B(3e ) (13.41)

para toda suma finita B™ = geF AgUT € BT con A7 € A™. Como el conjunto de tales sumas
finitas es denso en B™ y como (13.41) se cumple, entonces la funcién (13.37) se extiende de
forma tnica a un C*-algebra isomorfismo de B g sobre Voo g(BT). O

Cada clase lateral B™ de la C*-algebra 8™ es el limite de una sucesion de clases laterales de
la forma BY =} . A7, UF donde A7, € AT y g corre sobre subconjuntos finitos £}, de G
(n € N). Entonces de acuerdo al Teorema 13.9 el operador ¥, g(B7) en la C*-algebra W, g(B™)
tiene la forma

Voor(B™) = lim 3 Woor(A7,) Voo r(Ug),
geF,

donde el *-homomorfismo Voo g : B™ — B(Hoor) €s una extensién del *~homomorfismo ¢k :
A" — B(Hoor) a la C*-dlgebra B™ debido a (13.5) y (13.36). Asi, poniendo hy, = h para

desplazamientos g = g, € GG, obtenemos que

\IJOO,R(BW) = @ BOO,]R(£7 7, )I S B( @(5777)6900,]1% l2 (mtf,na (Cz))7
(€m0 . (13.42)
Boor(&,m,7) 2 Mgy = C2 py nh_{I;o deFn (Ve u(Agn)] €.

En consecuencia, para cada (£, 7, ) en el conjunto

Nwri= [J L&)} xMey,

(5777)6900,112{

obtenemos la representacién

et Boor — B(C?) (13.43)
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dada en los generadores de la C*-dlgebra B, g por

O¢m,u (PQO(QOO,R)SO((GI)W))f = [\I’S,n,,u(aj)]fa
¢ (Po(Qoo ) (WO (0))) f = [Ue s (WO(B))] S, (13.44)
¢, (Pw(Qoo,R)SD(UgWh))f = eihnfa

donde a,b € PSO°, g, € Gy f € C2.

Tomando en cuenta la cerradura de la inversiéon de las C*-dlgebras Boor ¥ Voo r(B7) en
las C*-dlgebras B(P,(Qoor)Hy) ¥ B(HooRr), respectivamente, obtenemos inmediatamente del
Teorema 13.9 y (13.42)—(13.44), un criterio de invertibilidad para los operadores en la C*-algebra
Boo R-

Teorema 13.10. Para cada B € B, el operador B r = Pyp(Qoor)p(B”) € B r es invertible
en el espacio Py(Qsor)Hy st y solo si para todo (§,1, 1) € Noor los operadores o¢ p 1 (BooR)
son invertibles en el espacio C? y

Do B < oo 13.45
(577772;16%1007]1@“(0‘&”7“( R)) HB(@) o0 ( |

13.5. La C*-algebra B, o y su influencia

En esta subsecciéon demostraremos que para cada B € 8 la invertibilidad del operador
P,(QRr,o0)p(B™) en el espacio de Hilbert P, (g o )M, implica la invertibilidad de los operadores
P(Q0,00)0(B™) en el espacio de Hilbert P,(Qu0,00)H,. Esto significa que la condicién (iii) en
el Teorema 13.1 es superflua.

Consideremos la C*-dlgebra Bog oo = Pp(Qo0,00)@(B™) (ver (13.16)) donde Qo o estd dado
por (13.3). Como Qs o € R y, por el Teorema 12.6, Qs oo €s un conjunto de puntos fijos
para los homeomorfismos 3, (g € G\ {e}), deducimos que la C*-dlgebra B ~ es conmutativa.
Consideremos su C*-subdlgebra central Zo o = Py(oo,00)p(Z7) v apliquemos el principio
local de Allan-Douglas local con respecto a M(Zx.0). S1 Z™ € 27y

min '(Z™](&,n)| >0,
i )

entonces |[['(Z7™)](&,n)] > 0 en la cerradura V de una vecindad abierta V de Qs en .
De aqui, como P,(V)p(Z™) = C(V) y el isomorfismo estd dado por P,(V)p(Z™) — z(-, )|y
donde z(-,-)[; es la restriccién de la transformada de Gelfand I'(Z™) a V' (ver Subseccién 11.2),
concluimos que el operador P,(V)p(Z™) es invertible en el espacio de Hilbert P,(V)H,. Esto
implica que el operador Py(Qe.00)¢(Z™) es invertible en el espacio de Hilbert Py(Qo,00)H,. En

consecuencia, probamos lo siguiente.
Proposicién 13.11. M(Z o) C Qoo,00-

Sea J¢, el ideal bilateral cerrado minimal de la C*-algebra B, o que contiene al ideal
maximal (£,7) € M(Zx,00), ¥y consideremos a Bo, oo/ Je,y. Por el principio local de Allan-
Douglas tenemos lo siguiente.

Lema 13.12. El operador Boo oo = Pp(Qoo,00)p(B™) es invertible en el espacio Py(Qoo,00)He
si y solo si para cada (§,1m) € M(Zx,) la clase lateral B o + Tz es invertible en el dlgebra
cociente Boo 0o/ Tt -
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Con cada operador B = »_ . DyU, € B0 de la forma (12.20), donde D, € A% y F es
un subconjunto finito de G, y con cada n € M (SO®) asociamos dos operadores funcionales
A,;—L € A° dados por

Ay = [0 01 (Dlaly = D [V 50(Dg)l22Uy,
geF geFr

(13.46)
A; = Z[\I" : 777,0(Dg)]1,1Ug = Z[‘I’ : ,n,l(Dg)]%QUg?
geF geF
donde las funciones
= [Wena1(Dy)lis & [Peno(Dy)l2e,
§= [Weno(Dgli, & [Weni(Dg)l22
estan en PSOP y para casi todo £ € R,
[Wena(Dg)lit = [Peno(Dgllaz,  [Peno(Dglit = [Pen1(Dyg)l22- (13.47)

Teorema 13.13. Si B € B° estd escrito en la forma (12.20) y el operador
Br oo := P,(Sdr,00)9(BT™) es invertible en el espacio de Hilbert Py,(dr o0) My, entonces para cada
n € M (SO®) los operadores funcionales A,jf dados por (13.46) son invertibles en el espacio de
Hilbert L*(R).

Demostracion. Fijemos 7 € R. Sea B € B° el operador representado en la forma (12.20) y sea
Br ~ operador invertible en el espacio de Hilbert P, (2R o0)H,. Entonces, por el Teorema 13.5,
los operadores (¢, ) (BRr,00) Para todo (§,1, 1) € Mr « son invertibles en el espacio de Hilbert
I?(G,C?) y se cumple la condicién (13.30). En particular, los operadores m(¢, ,)(Br,oo) SO0
invertibles en el espacio I?(G, C?) para todo 1 € Moo (SO°) y todo (&, i) € Ry.00, donde Ry oo =
M, (SO°) x {0,1} debido a (12.27). Se ve facilmente de (13.28), (12.7), (13.46) y (12.24) que
para cada n € M (SO°) y cada £ € M, (S0O°),

T(en0)(Br,oo) = diag{(A; ) (e.1), (A7) e0) s
n

. n (13.48)
T(em1) (Br,oo) = diag{(A;)(e,1), (45 )(e,0)}-

En consecuencia, la invertibilidad de los operadores (¢ , ) (BRr,oo) €n el espacio 12(G,C?) para
todo (§,71, ) € My oo implica, debido a (13.48), la invertibilidad de los operadores (A;)( ) ¥
(A5 ) (e en el espacio 1*(G) para todo (€, 1) € Ry oo y todo n € M (SO®). Més atin, deducimos
de (13.30) y (13.48) que se cumple la condicién (12.28) para todos los operadores funcionales
Af][ definidos por (13.46). Entonces, por el Teorema 12.7, los operadores funcionales Af][ son
invertibles en el espacio L?(R) para todo 7 € My (SO°). O

Ademis, deducimos del Teorema 13.13 que para cada operador B € B9 con operador inver-
tible Br o y cada n € My (SO°),

AT 322wy = (A7 (A7)) < 7(Breoo B o0)

= | Brooll(p, (0.0 191.) < I1BllB(z2my)-
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Por lo tanto las funciones B +— B o A??E se extienden por continuidad a los C*-dlgebra
homomorfismos Vﬂf 1B — Br o — A, y por eso el Teorema 13.13 permanece cierto para todo
B € 9B. Asi, tomando en cuenta las relaciones

(AN)en =D [Weni(De)ialy, (AN)eo =D [Weno(Dy)l22Us,

i g€l (13.49)
(A)er =D [TenoDials, (A)eo =D [Wen1(Dg)l22Ug
geF geF

para B € BY y todo £, € My (SO°), las cuales se siguen de (13.46), obtenemos el siguiente
resultado debido al Teorema 13.13 y el Corolario 12.9 con la Observacién 12.10.

Corolario 13.14. Si B € B y el operador Br o := Py(Qr,00)p(B”) es invertible en el espacio
de Hilbert P,(Qr oo)Hy, entonces para cada (§,1m) € Qoo oo y cada p € {0,1} los operadores
funcionales (Aﬁ)fyu dados por (13.49) son invertibles en el espacio de Hilbert L*(R), y por eso
los operadores Pcp(Qoo,oo)cp((Af]E)g’M) son invertibles en el espacio Py(Qoo.00)Hyp-

Teorema 13.15. Si B € B y el operador Br oo = Py(Qr o0)p(B™) es invertible en el espacio de
Hilbert P,(dR o0)Hy, entonces el operador Bog oo = Pp(Qoo,00)0(B™) es invertible en el espacio
de Hilbert P,(Soo,00)Hep-

Demostracion. Sea uy € C(R), up(+00) = 1y up(—00) = 0, y sea u_ = 1 — uy. Por la
Proposicién 13.11, M(Zoc,00) C Qoo,00- Se puede ver que para cada operador B € B y cada
(&,m) € M(Z5,0) la clase lateral By oo + J¢ 5 tiene la forma

Boo,oo + Tt :Pw(Qoo,oo)‘P[(A:;r)g,l(ufwo(uf)) + (A:{)g,o(u+W0(u,))
+ (A e (u-WO(up)) + (A7 )e 0wy WO up))] + Te - (13.50)

Por el Corolario 13.14, la invertibilidad del operador Br o, en el espacio de Hilbert P,(Qr o0 )H,
implica la invertibilidad de todos los operadores PSO(QOO,OO)QO((A?]E)QM) en el espacio Py (oo 00 ) Hep-
Tomando una sucesién de conjuntos abiertos A,, C €2 tales que (), Ap = Qoo 00, Se puede probar
facilmente que

Py (Qoo,00)putu—) = P@(Qm,oo)@(wo(u—l-u—)) =0. (13.51)
Como los operadores

PsO(QOO,OO)%D(UiI)v Pw(QOO,OO)SD(WO(Ui))a Pcp(QOO,OO)‘P(Ug) (9 €G)

conmutan a pares, deducimos de (13.51) que para cada (§,7) € M(Z2x,0) la clase lateral

Pp(Qoo0,00)¢ [(A0)e1) " (u-W(u-)) + (A0)e0) " (us W (u-))
+((A))e) Hu-Wouy)) + (A7) )e0) ™ (ws WO (up))] + Te (13.52)

es el inverso de la clase lateral (13.50). Finalmente, aplicando el Lema 13.12, obtenemos la
invertibilidad del operador By o €n el espacio Py (oo 00 )Hep- O
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14. Calculo simbdlico y un criterio de Fredholm para la C*-
algebra B
Sea G el grupo conmutativo de todas las traslaciones g, : R — R (h € R). Consideremos la

C*-dlgebra
B = alg (al, WO(b),Uy : a,b€ PSO°, g € G) C B(L*(R)),

generada por todos los operadores de multiplicacién al con funciones a en R lentamente oscila-
torias a trozos, por los operadores de convolucién WO(b) (b € PSO®) y por todos los desplaza-
mientos Uy (g € G).

Fijemos 7 € R y consideremos los conjuntos

Qr oo = M (SO%) X Moo(SO°), Mrno= | J {(&m)} x Mg,
(Em)Er o

Para cada (§,7, 1) € M; 00, introducimos la representacién
De B = B(IP(G,C?), B me,u(Broo) (14.1)

dada en los generadores de la C*-algebra B de acuerdo a (13.27)—(13.28) por

[@enu(al)f](g) = diag{(a o g)(£), (a0 g)(§7)} f(g)

b(n )u+b(n Y1 —p)  [b(n ) b(n~)]e(w)
@enn VOO = | Tt~ bn Vo) bl )(A — ) + bl Ju

[be,n,u(Uh)f](g) = [(gh),
donde a,b € PSO°, c(¢1) = c(£,1) y ¢(§7) = ¢(£,0) son los valores de la transformada de
(

Gelfand de ¢ € PSO® en los puntos (£,1), (£,0) € M(PSO°), g,h € G,y f € I*(G,C?).
Ahora consideremos los conjuntos

f(9), (14.2)

Qoo r = Moo(SO°) x | J Mi(SO°), M= | {(€m)} x M,y
teR (£9n)€Qoo,R

Para cada (§,7, 1) € Mo R, introducimos la representacién
(1)5777711 1B — B((CQ)’ B~ Ué,n,u(Boo,R)a (14.3)
dada en los generadores de la C*-algebra B de acuerdo a (13.43)—(13.44) por

¢ ulal) f :diag{a(§+ a(§™ }f,

_ [P+ bYA= g0 BOr) — b )lel)
Penn O = [ty o Netsd 5r¥I1— -+

O pu(Un)f = €™F,
donde a,b € PSO°, he G,y f € C?.

Finalmente, combinando los Teoremas 13.1, 13.5, 13.10 y 13.15, obtenemos el siguiente cri-
terio de Fredholm para los operadores B en la C*-dlgebra ‘B.

fi (14.4)
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Teorema 14.1. Un operador B € B es de Fredholm en el espacio L?>(R) si y solo si se cumplen
las siguientes dos condiciones:

(i) para cualquier (equivalentemente, algin) T € R y todo (&,1,1) € Ny los operadores
D¢, (B) son invertibles en el espacio I*(G,C?) y

71 )
(éyn,s)uepmf,oo 1(@n.u(5)) HB(12(G,C2)) < 003

(ii) para todo (&,m, 1) € Noor los operadores P, ,(B) son invertibles en el espacio C? y

® Beor)) ™! < 0.
o0 @Bz ery < o0

Fijemos 7 € R y consideremos la funcién de operadores ®(B) definida en 9, o U N r por
(&, 1) — ¢, (B), donde los operadores ®¢ ,, ,(B) estan dados por (14.1)—(14.4), y equipémos-
la con

o(B)|| = { o, (B , o, (B }
|2(B)] = méx (g’mz;le%mH enn(B)lpua(c.c2y) (677772;16%%&“ enin(B)||pc2)

La funcién de operadores ®(B) es referida como el simbolo del operador B € 9B. Claramente, el
conjunto ®(B) := {®(B) : B € B} es una C*-dlgebra, y la funcién ¢ : B +— P(B) es un C*-
algebra homomorfismo de la C*-dlgebra B sobre la C*-algebra ®(8) con kernel Ker ® = K. Por
lo tanto B = &(B). Haciendo uso de este calculo simbdlico, el Teorema 14.1 puede reescribirse
en la siguiente forma.

Teorema 14.2. Un operador B € B es de Fredholm en el espacio L?>(R) si y solo si su simbolo
®(B) es invertible.
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