UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS Y
DE LA ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA

SOBRE LA CONDICION DE SER CONJUNTO PARA
RETICULAS DE PRERRADICALES

TESIS

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE

DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS

PRESENTA

SILVIA CLAUDIA GAVITO TICOZzZZI

TUTOR PRINCIPAL

DR. ROGELIO FERNANDEZ-ALONSO GONZALEZ
UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA - IZTAPALAPA

MIEMBROS DEL COMITE TUTOR

DR. FRANCISCO RAGGI CARDENAS
INSTITUTO DE MATEMATICAS

DRA. MARTHA TAKANE IMAY
INSTITUTO DE MATEMATICAS - UNIDAD CUERNAVACA

MEXICO, D.F., FEBRERO DE 2013






Agradecimientos

El cierre de un ciclo suele traer consigo una mirada en retrospectiva en la que
se agolpan en la mente las experiencias vividas en el transcurso del mismo, los
aprendizajes y escollos hallados en el camino y, especialmente, todos los seres,
sin cuya ayuda habria sido imposible su culminacién. Asi, ante la proximidad
de la conclusion de una etapa tan significativa para mi, desde el punto de vista
académico y personal, es menester expresar mi mas sincero reconocimiento a
todos los que me han guiado y acompanado generosa y activamente a lo largo de
esta travesia.

En primera instancia, doy gracias a Dios por todas las bendiciones y ale-
grias con las que me ha colmado y por el privilegio de coincidir con personas
extraordinarias, entre las cuales destacan las que cito a continuacion.

Mi maravillosa familia merece aqui una mencion especial. Quisiera aprovechar
esta oportunidad para agradecer una vez mas a mis padres, Paola y José Luis,
mis pilares fundamentales, por su inmenso carino, su incondicional apoyo y su
continua preocupacion por mi bienestar. Gracias también a ti, Alessandra, por
tu enorme generosidad, solidaridad, complicidad y, en especial, por aceptarme
tal como soy, en fin, gracias por ser la mejor de las hermanas y mi mejor amiga.
Colgo l’occasione per ringraziare la mia cara nonnina Giannina, che & un gran
esempio per me, per la comprensione e l’interesse che ha sempre mostrato per
ogni scelta che ho fatto, per il suo enorme affetto, e per trasmettermi la sua gioia
di vivere. Vorrei ringraziare pure due persone che, nonostante siano gia partite,
sono sempre presenti nel nostro cuore: grazie nonno Virginio e zio Giovanni, ci
mancate tanto. Todo mi carino y gratitud para ustedes.

Deseo manifestar mi méas profundo agradecimiento al Dr. Rogelio Fernandez-
Alonso, quien representa para mi un gran ejemplo de calidad humana y académi-
ca, por brindarme de nueva cuenta la invaluable oportunidad de trabajar bajo
su direccion, asi como por su gran disponibilidad e inconmensurable apoyo, su
paciencia y generosidad ilimitadas, sus siempre acertadas recomendaciones y el
cuidado que siempre pone en transmitir con increible claridad sus conocimientos

e ideas. Como ya lo he mencionado en otra ocasién, excluyendo los inevitables



errores, cuyo crédito asumo por completo, este trabajo es, indudablemente, tam-
bién suyo.

Deseo agradecer, asimismo, a cada uno de mis muy distinguidos sinodales, no
sélo por su gran disposicién para revisar esta tesis (que, de manera innegable, se
ha visto mejorada notablemente tras pasar por sus manos), sino por sus oportunas
correcciones, sugerencias y opiniones. Agradezco al Dr. José Rios por su gran
gentileza, por el respaldo que me ha brindado a lo largo de mis estudios de
posgrado y, en particular, por sus precisiones en relacion a los antecedentes del
concepto de teoria de torsion. Quisiera expresar mi agradecimiento a la Dra.
Bertha Tomé por su pronta y muy minuciosa revisién de esta tesis, asi como por
sus inestimables recomendaciones. Agradezco de igual modo a la Dra. Martha
Takane, no sélo por aceptar ser miembro de mi comité de tutores, sino por su
gran amabilidad y ayuda en todos los momentos en los que la requeri y, en
particular, por las agradables y muy nutritivas sesiones sostenidas en el Instituto
de Matematicas de la Unidad Cuernavaca. Un especial reconocimiento merece el
Dr. Francisco Marmolejo por su enorme disponibilidad y por la ingente cantidad
de atencién y tiempo que dedico a la discusién y lectura de este trabajo, que
ciertamente se vio favorecido por sus muy valiosas aportaciones. Tal es el caso de
las demostraciones de la Proposicién 1.116 y del Lema 2.4 (s6lo por mencionar
algunas), mucho més claras y elegantes que las correspondientes demostraciones
presentadas en la versién previa de esta tesis, asi como la generalizacion de la
Proposicién 3.6.

Dificilmente este objetivo habria podido ser alcanzado sin la generosa y desin-
teresada contribucién de la Dra. Dolors Herbera, de la Universidad Auténoma
de Barcelona, quien, durante su visita a nuestro pais en el ano 2010, nos su-
girié el contraejemplo que protagoniza el Capitulo 3 de este trabajo, asi como
del muy talentoso M. en C. Henry Chimal-Dzul, inigualable companero de viaje
en la génesis y el desarrollo de esta investigacién y coautor de la publicacién
que la acompana. Del mismo modo, este trabajo no habria sido el mismo sin
la providencial intervencién del Dr. Hugo Rincén, quien tuvo la amabilidad de
proporcionarme los articulos de J. M. Harper, H. Rubin y J. E. Rubin sobre las

equivalencias del Axioma de Eleccién (para clases), asi como del Dr. Leonardo



Salmeroén, cuya asesoria fue decisiva para la comprension de algunos resultados
acerca de representaciones de carcajes.

Sin duda, la asistencia al Seminario del grupo de Teoria de Anillos de la
UNAM ha sido una experiencia sumamente enriquecedora y placentera para mi,
ademas de representar la mayor fuente de inspiracion de este trabajo. Es por ello
que no quisiera dejar pasar este momento para agradecer, en primera lugar, a su
fundador, el Dr. Francisco Raggi, por su infinita generosidad al concederme el
honor de presenciar brillantes sesiones, perladas de novedosas ideas matematicas
(en una atmosfera desenfadada y lidica), asi como por el inmerecido privilegio
de permitirme pertenecer a su grupo de muy destacados investigadores, como
lo son los doctores José Rios, Rogelio Fernandez-Alonso, Hugo Rincon y Carlos
Signoret, a quienes también hago extensiva (de nueva cuenta) mi mayor gratitud
y reconocimiento.

Por su parte, también el Seminario de Anillos de la UAM-Iztapalapa, dirigido
por el Dr. Rogelio Ferndndez-Alonso, ha resultado una experiencia muy positiva,
estimulante y beneficiosa para mi. Envio mi agradecimiento a sus muy notables
y diligentes integrantes, los M. en C. Janeth Magana y Erwin Cerda, por la
oportunidad de asistir a sus exposiciones y de seguir aprendiendo, y por hacerme
sentir parte del grupo.

Un agradecimiento especial a las profesoras M. en C. Soledad Arriaga, Dra.
Guadalupe Gaytan, M. en C. Itxel Popoca (quienes, junto con la M. en C. Janeth
Magana, son mis companeras de cubiculo en la UAM-I) y M. en C. Cecilia
Hernandez, por su gran calidez y por compartir conmigo horas de sosiego que
me ayudaron a sentirme mas tranquila en el momento de reintegrarme al trabajo
docente, asi como a las doctoras Rosa Maria Flores y Laura Hidalgo, por sus muy
apreciables sugerencias y por el interés que siempre mostraron hacia el progreso
de mis estudios de posgrado.

Una mencién honorifica para ti, Manuel, por estar siempre presente en los
dias luminosos y, lo que es mas dificil, en los sombrios.

Agradezco a los miembros de mi Comité Tutor durante mi estancia en la

entonces Unidad Morelia del Instituto de Matematicas: el Dr. Roberto Martinez,



el Dr. Gerardo Raggi y el Dr. Ernesto Vallejo, por la oportunidad, las ensenanzas
y el apoyo recibidos en el periodo 2008-2009.

Finalmente, y no por ello menos importante, agradezco al CONACyT la beca
que me permitié realizar mis estudios y desarrollar este trabajo de tesis y, a la
UNAM, por brindarme el apoyo, la motivacién y el ambiente propicio para la

consecucién de esta meta.



Sobre la condicién de ser conjunto para

reticulas de prerradicales

Silvia Claudia Gavito Ticozzi

Tesis doctoral

Director: Dr. Rogelio Fernandez-Alonso Gonzélez






Indice general

Introduccion )
Capitulo 1. Preliminares 9
1. Anillos y médulos 9
2. Descomposicion de anillos 24
3. Algunos anillos especificos 26
4. Prerradicales 37
5 Algebras de carcaj y representaciones 58
Capitulo 2. Antecedentes e indicios 69
1. Algunos anillos p-pequenos y artinianos 69
2. Una clase de anillos p-grandes 84
Capitulo 3. Un anillo artiniano y p-grande 99
Capitulo 4. Anillos p-pequenos 107
1. Moédulos principales 107
2. Anillos conmutativos 116
3. Particiones de R-Mod 121
Algunas preguntas y problemas abiertos 135
Apéndice A. Copos y grandes reticulas 139
1. Copos y reticulas 139
2. Algunos aspectos de la Teoria de Conjuntos 143
3. Grandes reticulas 145
Apéndice B. Categorias y funtores 147
Apéndice C. Homologia 155



4 Indice general

Notaciones y abreviaturas 163
Indice alfabético 169

Bibliografia 181



Introduccién

El estudio de los prerradicales tiene su origen en las teorias de torsion, intro-
ducidas formalmente por S. E. Dickson en [14], y, en especial, en las teorias de
torsién hereditarias, estudiadas de manera cabal por J. S. Golan en [27] y [28],
siendo su motivacién la nocion de localizacion en el caso de anillos no conmuta-
tivos.! Sin embargo, son los mateméticos checos L. Bican, P. Jambor, T. Kepka y
P. Némec, inicialmente también interesados en las teorias de torsion, los primeros
en manifestar la necesidad de proveer un precedente de la teoria general de los
prerradicales, asi como de investigar mas profundamente las propiedades de estos
subfuntores del funtor identidad sobre la categoria de R-mddulos izquierdos, con
R un anillo asociativo, con elemento unitario y no necesariamente conmutativo.
De hecho, en el prefacio de su libro [7], los autores, haciendo referencia a esta 1lti-

[43

ma teoria, afirman: “... pronto nos percatamos de que muchos resultados pueden
ser formulados y resultar incluso mas licidos dentro del lenguaje més general
de prerradicales. Por este motivo, comenzamos sistematicamente a estudiar las
caracteristicas basicas de prerradicales en una categoria de médulos dada y su
relacion con las propiedades del anillo subyacente”.

En nuestro pais, los doctores Francisco Raggi y José Rios se convierten en los
anos 80 en los pioneros en la investigacion de las teorias de torsiéon desde un punto
de vista reticular, a los que, a lo largo de esa década y la siguiente, se suman
los doctores Hugo A. Rincén, Carlos E. Signoret y Rogelio Fernandez-Alonso,
conformando asi el grupo de Teoria de Anillos de la UNAM. Posteriormente, a

partir del ano 2000, dicho grupo, encabezado por el Dr. Francisco Raggi, toma

la iniciativa de estudiar las propiedades reticulares de los prerradicales sobre un

ICabe sefialar que, como lo precisé el Dr. José Rios, los antecedentes del concepto de teoria
de torsién se remontan a los trabajos de P. Gabriel ([25]), J.-M. Maranda ([43]), J. P. Jans
([37]) v E. A. Walker - C. Walker ([58]), entre otros.
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6 INTRODUCCION

anillo. Este esfuerzo resulta ser muy prolifico y de él emanan numerosos trabajos
y articulos de investigacion. Desde este enfoque, un problema de sumo interés
dentro de la teoria de prerradicales consiste en describir a la gran reticula de
prerradicales sobre un anillo R, denotada por R-pr, donde el adjetivo “gran”
se emplea para indicar que R-pr es en general una clase, no necesariamente
un conjunto. Tal descripcion se conoce para algunas clases de anillos, como los
semisimples (véase [47]), los locales uniseriales y, en consecuencia, los artinianos
principales (véase [21]). En estos casos, asi como en el de los anillos conmutativos
de tipo de representacién finita (véase [22]), R-pr resulta ser un conjunto finito.
Por su parte, las dlgebras de Artin de tipo de representacion finito cuyo carcaj de
Gabriel (o carcaj ordinario) no es del tipo A,, aportan ejemplos de anillos cuya
reticula de prerradicales es un conjunto no finito (véase [22]).

Dentro de este contexto, una pregunta natural, aunque dificil de responder,
es ipara cudles clases de anillos la gran reticula R-pr resulta ser un conjunto
(finito 0 no), en cuyo caso diremos que R es p-pequeno?, y, como la contraparte
obligada a esta pregunta, ibajo qué condiciones del anillo R es R-pr una clase
propia?

Con respecto a la primera interrogante, tras una rapida inspeccién a los ca-
sos particulares de los anillos antes mencionados se reconoce de inmediato una
propiedad en comtun: todos ellos son artinianos. Es este indicio la motivacion que
originalmente nos guia a buscar una relacion entre las condiciones del anillo de
ser artiniano y ser p-pequeno.

En lo que concierne a la segunda pregunta, en [19] se presentan algunos
resultados que derivan en la existencia de una cadena de prerradicales sobre el
anillo de los enteros Z, la cual se encuentra en correspondencia biunivoca con
la clase de todos los ordinales. En particular, lo anterior prueba que Z no es
p-pequeno. Tomando como punto de partida dichos resultados, en [20] se define
una clase mas general de anillos, llamados radicales, cuya reticula de prerradicales
no es un conjunto. Una subclase de los anillos radicales esta formada por ciertos
anillos que cumplen una condiciéon que emula el comportamiento de Z, llamada
coinicialidad. Entre las propiedades que satisfacen estos ultimos anillos destaca

la de no ser artinianos.



INTRODUCCION 7

La existencia de una clase de anillos R no artinianos tales que R-pr es una
clase propia refuerza nuestra busqueda e incluso nos indujo a plantear inicial-
mente la conjetura: un anillo R es artiniano si, y solo si, R es p-pequeno. Si bien
més tarde se verifica que no todo anillo artiniano es p-pequeno (véase el Capitu-
lo 3 del presente trabajo), ain persiste la sospecha de que un anillo p-pequeno
deberia cumplir alguna condicién de cadena finita.

El propésito de este trabajo es presentar un panorama general con la descrip-
cion de los avances realizados y de las lineas de investigacién que se han genera-
do en miras de resolver la conjetura anterior, a lo que en algunas ocasiones nos
referiremos como “nuestra meta”. Para tal fin, se ha dividido en cuatro capitulos.
A continuacion se expone brevemente el contenido sintético de cada uno de ellos.

Tal como su titulo lo sugiere, el primer capitulo tiene la finalidad de establecer
los requisitos de anillos, médulos y representaciones, necesarios para abordar
los capitulos sucesivos. Cabe mencionar que, con la intenciéon de no extender
demasiado este capitulo de conceptos y resultados preliminares, consideramos
pertinente complementarlo con una serie de apéndices, localizados al final del
trabajo, los cuales incluyen la notacion, terminologia y propiedades elementales
de conjuntos parcialmente ordenados, categorias y homologia a los que se hace
referencia a lo largo del mismo.

El segundo capitulo es basicamente una resena de las clases de anillos cuyas
reticulas de prerradicales ya han sido estudiadas en diversos articulos. Este
capitulo consta de dos secciones: la primera de ellas comprende las clases de
anillos artinianos y p-pequenos que se mencionan al inicio de esta introduccion;
mientras que en la segunda se presenta una subclase de la clase de los anillos
radicales, constituida por anillos que no son ni artinianos ni p-pequenos; a saber,
cierta subclase de los anillos coiniciales, referidos anteriormente.

Por su parte, el tercer capitulo se ocupa de exhibir un ejemplo de anillo ar-
tiniano cuya reticula de prerradicales es una clase propia, para lo cual la segunda
seccién del Capitulo 2 resulta crucial. Con lo anterior, una de las implicaciones
de la conjetura que dio origen a esta investigacién es derribada.

Finalmente, en el Capitulo 4 se aborda la implicacion restante de nuestra

conjetura inicial; es decir, R anillo p-pequeno = R anillo artiniano. De hecho,
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la intencién de este capitulo es, partiendo de la condiciéon de un anillo de ser p-
pequeno y, quizas, anadiendo alguna propiedad o restriccion adicional, comenzar
a tender un puente hacia la condicién de cadena descendente del mismo. Para
ello, puesto que resulta que la condicion de un anillo de ser p-pequeno tiene
un estrecho vinculo con la existencia de un moédulo llamado maddulo principal,
los objetos de estudio del capitulo son precisamente los médulos principales. Los
distintos enfoques o lineas de investigacién seguidos para explorar las propiedades
de un moédulo principal son expuestos en tres secciones. En la primera de ellas
se da una construccion de médulo principal asociado a un anillo p-pequeno y se
proveen ejemplos de médulos principales, asi como algunas propiedades de los
mismos desde un punto de vista modular. En la segunda seccién se considera el
caso restringido en que el anillo es conmutativo y se ofrece, para este caso, una
caracterizacién de los médulos principales usando una herramienta funtorial?
presentada por B. Huisgen-Zimmermann en su muy completa resena [36]. Por
su parte, en la Seccién 3 se estudian dos relaciones de equivalencia sobre la clase
de R-médulos izquierdos, inspiradas en la construccién de un modulo principal
incluida en la Seccién 1 de este capitulo, que inducen particiones de esta clase.
Dichas particiones arrojan mas propiedades de los médulos principales, las cuales,
combinadas con un resultado de J. A. Beachy y W. D. Blair que aparece en [5],
nos aproximan a la condicién del anillo de ser artiniano.

Este trabajo finaliza con una lista de preguntas y problemas relacionados con
la condicién de un anillo de ser (o no) p-pequeno, que hemos acumulado durante
el proceso de elaboracién del mismo y que aun siguen abiertos, junto con una
serie de comentarios y consideraciones cuya finalidad es proporcionar al lector
una nocion acerca de las conjeturas y dificultades existentes, asi como algunas
ideas y referencias para intentar resolverlos. De esta manera, el presente trabajo

representa el preludio de un proyecto que nos proponemos continuar a futuro.

2introducida, de manera independiente, por L. Gruson y C. U. Jensen en [31] y por W.

Zimmermann en [60]



Capitulo 1

Preliminares

El propdsito de este capitulo es introducir las definiciones y propiedades
bésicas relativas a anillos y médulos, prerradicales, carcajes y representaciones,
asi como algunos ejemplos, a los que nos referiremos en el presente trabajo.
Aprovechamos también para establecer gran parte de la notaciéon y terminologia
que usaremos en el transcurso del mismo. A excepciéon de algunos resultados de
especial interés para el desarrollo de los capitulos siguientes (como los correspon-
dientes a la teoria de prerradicales), omitimos la demostraciéon de gran parte de
los teoremas clasicos, particularmente de la Teoria de Mddulos y de la Teoria de
Representaciones, toda vez que este material puede hallarse en la literatura.’

En lo sucesivo, haremos libre uso de la notacion, terminologia y generalidades
de conjuntos parcialmente ordenados (copos) y (grandes) reticulas, categorias y
funtores y del Algebra Homolégica, incluidas en los Apéndices A, B y C, respec-

tivamente.

1. Anillos y médulos

En adelante, todos los anillos que consideramos son asociativos con
elemento unitario (1). Asumimos las definiciones de (sub)anillo, ideal, anillo
cociente, (sub)mddulo y mddulo cociente, asi como las de homomorfismos de
anillos y médulos, junto con sus propiedades bésicas (tales como los teoremas de
isomorfismo de Noether), limitdndonos a presentar exclusivamente aquellas que
resultan imprescindibles para la exposicién de los resultados de este trabajo.

Sean Ry S dos anillos. Un R-médulo izquierdo (derecho) M es unitario si
lx =z (21 = z) para cada z € M. Denotamos por R-Mod a la clase de todos los

R-modulos izquierdos unitarios y, por Mod-S, a la clase de todos los S-médulos

IPara una consulta mds detallada de los temas tratados en este capitulo, remitimos al

lector a las excelentes referencias [1], [2] y [3].



10 1. PRELIMINARES

derechos unitarios. Asimismo, se denota por R-S-Mod a la clase de todos los
R-S-bimédulos; es decir, los R-mddulos izquierdos M que son simultaneamente
S-médulos derechos y tales que r(xzs) = (rx)s para cualesquiera r € R, s € S
yx € M. Si M € R-Mod (respectivamente, M € Mod-S, M € R-S-Mod), en
algunas ocasiones escribiremos g M (respectivamente, Mg, rMg) para precisar la
lateralidad del médulo M. En particular, denotaremos por rR (Rg) al médulo
regular izquierdo (derecho); esto es, el anillo R visto como R-médulo izquierdo
(derecho). En lo sucesivo, a menos que se mencione lo contrario, todos los médulos
en consideracion son izquierdos. Dado M € R-Mod, adoptamos la convencion de
denotar a un submédulo N de M como N < M. Algunos ejemplos de submddulos
a los que nos referiremos frecuentemente a lo largo del trabajo son presentados
a continuacion. Para cada M € R-Mod existen los submddulos triviales M y
{0} (el cual suele denotarse simplemente por 0). Si {N;},c; es una familia de
submédulos de M, entonces la suma D, Ny = {z1 + 22+ -+ + 2, | 25 €
N;
x € N; para cada i € I} son submédulos de M. Dado un homomorfismo de
R-médulos (o R-homomorfismo) f : M — N, el nicleo de f, Nu(f), es el
submédulo de M definido como Nu(f) = {z € M | f(z) = 0}, mientras que la
imagen de f, denotada indistintamente por I'm(f) o por f(M), es el submédulo
de N dado por Im(f) = f(M) = {f(x) | x € M}.Si N' < N, entonces la imagen
inversa de N' bajo f es el submédulo de M denotado y definido por f<(N') =
{r € M | f(z) € N'}. Los submédulos del médulo regular pR (Rp) son sus

ideales izquierdos (derechos), que se suelen denotar como g/ < R (Igr < R).

o ik € I paracada k € {1,...,n}} y la interseccion (o, N; == {x € M |

Sea M un R-médulo. Un submédulo K de M se llama esencial en M si
KNL#0 para todo 0 # L < M. Si M # 0, entonces M se dice uniforme si
todos sus submodulos distintos de cero son esenciales en M. Un submoédulo K
de M se llama superfluo en M si K + L # M para todo L < M, con L # M.

Como es usual, dados M, N € R-Mod, denotamos por Homg(M, N) al con-
junto de todos los R-homomorfismos f : M — N. Un homomorfismo f €
Hompg(M, N) es un monomorfismo (respectivamente, epimorfismo, isomorfismo)
si f es inyectivo (respectivamente, suprayectivo, biyectivo). Se dice que los R-

médulos My N son isomorfos si existe un isomorfismo M — N, en cuyo caso
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se escribe M = N. Si N < M, un monomorfismo (epimorfismo) notable es la
inclusion natural (proyeccion natural), usualmente denotada por i : N — M
(p: M — M/N) o por N 'y M. Se reserva la notacién idys para el isomorfismo
identidad M — M. En general, denotamos indistintamente a un monomorfismo
g € Homp(N, M) por g : N — M o por 0 = N 2 M. Por su parte, denotamos
a un epimorfismo h € Homg(M, N) por h : M — N, o bien, por M AN 0.
Un monomorfismo f : M ~— N se dice esencial si Im(f) es esencial en N.
Un epimorfismo f : M — N es superfluo si Nu(f) es superfluo en M. Dado
L € R-Mod (Mod-R), un endomorfismo de L es un R-homomorfismo izquierdo
(derecho) f: L — L. Como en [1], dado M € R-Mod, denotamos por End" (M)
al anillo de endomorfismos de M operando por la derecha. En este caso, se es-
cribe (ax)f = a((z)f) para cada endomorfismo f : M — M y para cualesquiera
z € M y a € R. Similarmente, para cada N € Mod-R, se denota por End'(N) al
anillo de endomorfismos de N operando por la izquierda, en cuyo caso se escribe
g(za) = (g(z))a para cada endomorfismo g : N — N y para cualesquieraz € Ny
a € R. Existen isomorfismos de anillos A : R — End'(Rg) tal que (A\(a))(z) = ax
y p: R — End"(grR) tal que (x)(p(a)) = za.

Presentamos a continuacién un resultado auxiliar bien conocido.

Lema 1.1. ([1, Proposicién 4.5]) Sea M un R-mddulo. Para cada v € M
consideremos los homomorfismos d, : R — M tales que, para cada v € R,
d.(r) =rxz. Entonces Homg(R, M) = {d, | x € M}.

Una sucesion de R-médulos y R-homomorfismos

oo My P M, I M
es ezacta si Nu(f,) = Im(f,_1) para cada n € Z.
Una sucesion exacta corta es cualquier sucesion exacta de la forma FE : 0 —
N L% M 0. Se dice que la sucesién exacta corta E se escinde si g es un
epimorfismo que se escinde; es decir, si existe un R-homomorfismo ¢’ : M — L
tal que g¢g’ = idys (o, equivalentemente, si f es un monomorfismo que se escinde;

esto es, si existe un R-homomorfismo f’: L — N tal que f'f = idy).
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Para cada M € R-Mod, sea S(M) := {N C M | N < M}. Es bien sabido
que (S(M),<,>",() resulta una reticula completa (con elemento mayor M y
elemento menor el submédulo 0), mejor conocida como la reticula de submddulos
de M.

Ahora bien, cuando usamos el término ideal, en lugar del de ideal izquierdo
(derecho), significa que el ideal en cuestién es bilateral. Dado M € R-Mod, un
ideal de R sobresaliente es el anulador izquierdo de M en R, (0: M) :={r € R |
rz = 0 para cada v € M}.?> Si z € M, entonces el anulador izquierdo de x en R
es el ideal izquierdo (0 : z) := {r € R | rz = 0}.* Dados I un ideal izquierdo de un
anillo Ry a € R, otro ideal izquierdo notable es el ideal trasladado de I a través
de a, denotado y definido como (I : a) := {r € R | ra € I}. Por otra parte, dado
un ideal derecho Ir < R, un miembro notable de la reticula S(M) es el anulador
derecho de I en M, definido como 7y (f) = {z € M | ro =0 para cadar € I}.
M € R-Mod es ciclico si M = Rx = {rz | r € R} para algiun x € M. Todo ideal
(izquierdo, derecho, bilateral) ciclico de un anillo se dice principal. Un resultado

bien conocido relativo a los médulos ciclicos es el siguiente:

PROPOSICION 1.2. ([1, Corolario 3.9]) Un R-mddulo M es ciclico si, y sélo

si, M es isomorfo a un cociente de rR. Si M = Rx para algin x € M, entonces

M=R/0:z).

En lo subsecuente, al referirnos a un dominio entero asumiremos que es con-
mutativo. Si R es un dominio no conmutativo, diremos que R no tiene divisores
de cero; tal es el caso de la Proposicién 2.39.

Sean Z un dominio entero y M € Z-Mod. El submddulo de torsion de M se
define como T (M) = {x € M | (0 : ) # 0}. Se dice que M es de torsion si
T(M) = My que M es libre de torsion si T(M) = 0. Un submédulo N de M
es diwvisible si TN := {ry | y € N} = N para cada 0 # r € Z; es decir, si dados
0#reZyuxe N existe y € N tal que ry = x.

1.1. Suma y producto directos de mdédulos. Sean N, K submédulos

de un R-médulo M. Se dice que M es la suma directa (interna) de Ny K

2En algunos textos se denota a este ideal de R por anng(M) o por Lz(M).

3También se denota a este ideal izquierdo de R como ann r(x).
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si N+ K =M y NNK = 0. En este caso, se escribe M = N & K. Una
consecuencia inmediata es que todo elemento x € M = N @ K se escribe de
manera Unica como x = n + k, con n € N, k € K. Un submédulo N de M es
un sumando directo de M si existe K < M tal que M = N @ K (en tal caso, el
submédulo K también es sumando directo de M y se suele decir que N y K son
sumandos directos complementarios). Claramente los submédulos triviales 0y M
son sumandos directos del modulo M. Si M # 0, entonces se llama inescindible
en caso de que 0 y M sean sus unicos sumandos directos.

La definiciéon de suma directa interna puede generalizarse para una familia
arbitraria de submoédulos de un médulo dado como sigue. Decimos que una fa-
milia de R-moédulos {M,};c; es independiente si, para cada ¢ € I, se tiene que
M; N (Z#i Mj) = 0. Dados M € R-Mod y {M}ic; € S(M), si M = Y,, M,
y {M;}icr es una familia independiente, entonces se dice que M es la suma di-
recta (interna) de {M,;}icr v se escribe M = @
definicién anterior, cada 0 # © € M = @@

s.e1 M;. Como consecuencia de la

.e7 M; tiene una representacion unica
como ¥ = my + --- + m, para alguna r > 1, con 0 # my € M; e i, € I para
cada k € {1,...,r}.

Dada {M;},c; € R-Mod, el médulo resultante de considerar el producto
cartesiano de dicha familia, con las operaciones de suma y multiplicacion por
escalares definidas componente a componente, se llama el producto directo de
{M;}icr v se denota por [[,.; M;. En particular, si M; = M para todo i € I,
entonces se escribe M! = [[,.; M;. Si I =0, [T, M; = 0= M.

Para cada j € I se tiene un epimorfismo 7; : [[,.; M; — M;, al que llamamos

icl
(j-ésima) proyeccion candnica del producto directo [[,.;, M; en M;, tal que, para

cada & = (2;)ier € [[;e; Mi, mj(x) = 2(j) = ;.

La propiedad fundamental del producto directo, conocida como la propiedad

unwversal del producto, se enuncia en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.3. ([1, Proposicién 6.1]) Sea {M;}ic; € R-Mod. Sea N €
R-Mod y sea { f;}ic1 una familia de homomorfismos f; : N — M; para cada i € I.
Entonces existe un tnico homomorfismo f : N — [[.c; M; tal que m f = f; para

cada i € I, donde m; es la proyeccion candnica del producto directo [[,.; M; en



14 1. PRELIMINARES

M;. Es decir, el siguiente diagrama conmuta para cada i € 1:

i .
Mi - HMZ
el
O
fi s

e

o f
N

OBSERVACION 1.4. El tinico homomorfismo f : N — [[.., M; al que se

icl
refiere la proposicion anterior estd dado como sigue. Para cada x € N, se define
f(x) € Tl,e; Mi componente a componente por m; f(x) = fi(x) para cada i € I.
Luego, como tanto w; como f; son homomorfismos para cada i € I, f define un
homomorfismo de N a [[,.; M;. El homomorfismo f, usualmente denotado por

I1; fi, se caracteriza por la propiedad 7;([[; fi) = f; para cada j € 1.

De la observacion anterior se sigue la 1til propiedad que presentamos a con-

tinuacién.

PROPOSICION 1.5. ([1, Corolario 6.2]) Sea {M;}ic; € R-Mod. Sea N €
R-Mod y sea {fi}icr una familia de homomorfismos f; : N — M, para cada
i € 1. Entonces Nu([]; fi) = N; Nu(fy).

Dados {M;}icr € R-Mod y x € [],.; M;, se define el soporte de x como

el conjunto sop(z) = {i € I | z(i) = x; # 0}. La suma directa (externa) de
{M;}ier es el submédulo de [],.; M; definido como €,.; M; = {z € [[,c; M; |
sop(z) es finito}.* En caso de que M; = M para todo i € I, se escribe M) =

P, M;. Claramente, si el conjunto de indices I es finito, se tiene que [[,., M; =

el ~
D, M.

Para cada j € I se tiene un monomorfismo ¢; : M; — @,_; M; tal que, para

iel
cada x € M;, 1j(x)(i) = d;;x, donde 6;; es la delta de Kronecker. Dado j € I, el
homomorfismo ¢; recibe el nombre de (j-ésima) inclusion canonica de M; en la

suma directa &, ., M;.

Enunciemos ahora la propiedad universal de la suma directa (externa):

‘En algunas ocasiones se denota por @, _;M; a la suma directa externa para distinguirla

icl

de la suma directa interna.
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PROPOSICION 1.6. ([1, Proposicién 6.7]) Sea {M;}ic; € R-Mod. Sea N €
R-Mod y sea {f;}icr una clase de R-homomorfismos f; : M; — N para cada
i € 1. Entonces existe un unico homomorfismo f : @M; — N tal que fi; = f;
para cada i € I, donde ; es la inclusion canonica de }\% en la suma directa @M,;.
Es decir, el siguiente diagrama conmuta para cada i € I: !

el
o
fi s
P

N

OBSERVACION 1.7. El homomorfismo [ : @M; — N al que hace referencia
1€l
la proposicion anterior se define de la siguiente manera. Para cada © = (z;);er €

DM;, f(x)=>"; fi(x;). Nétese que la definicion anterior tiene sentido en vista
il
de que sop(x) es finito. Se suele escribir f = @ f;.

La siguiente proposicion se obtiene de inmediato a partir de la observacion

previa.

PROPOSICION 1.8. ([1, Proposicién 6.8]) Sea {M;}ic;r € R-Mod. Sea N €
R-Mod y sea {f;}icr una clase de R-homomorfismos f; : M; — N para cada

iel. Sif=@p,fi, entonces f (@MZ) =, fi(M,).

iel
Como consecuencia de la proposicion anterior se tiene el siguiente resultado
técnico:
LEMA 1.9. Sean M,M',N,N' € R-Mod. Supongamos que M' < M vy que h :
N’ — N es un R-homomorfismo. Sea H := Homp(N, M). Si M" =3 ;5 fR(N'),
entonces existe un epimorfismo g : @H N’ — M’ que hace conmutar el siguiente
diagrama para cada f € H:

g 4/

(*) Dy N M'¢ M
LfT /
f/
!
N !

g

N



16 1. PRELIMINARES

donde i' es la inclusion natural, f' es la correstriccion del morfismo fh a su

imagen y el morfismo vy es la inclusion canonica de N' en @fEH N'.

DEMOSTRACION. En efecto, notemos primero que, si M’ = > pen SN,
entonces fh(N') < M’ para cada f € H; es decir, f/ : N' — M’ para cada
f € H. Luego, por la propiedad universal de la suma directa, enunciada en la
Proposicién 1.6, existe un tinico R-homomorfismo g : € ren N = M’ tal que
guy = f' para cada f € H, esto es, el siguiente diagrama conmuta para cada
feH:

Dy N L
T O
Lf
f/

N/
Mas aun, por hipdtesis y en virtud de la Observacion 1.7 y de la Proposicion 1.8,
M'=3"rcq fRN') =3 icp ['(N') = g (D4 N'), de donde g es un epimorfismo.
Finalmente, puesto que, por definicién, ¢’ f' = fh para cada f € H, la conmuta-

tividad del diagrama (*) se verifica, con lo que concluimos la demostracién. [J

1.2. Moédulos proyectivos e inyectivos. Un R-mddulo P es proyectivo
si para todo f € Hompg(P, N) y para todo epimorfismo g € Homg(M, N) existe

h € Hompg(P, M) tal que el siguiente diagrama conmuta:

es decir, gh = f.
Por su parte, dado £ € R-Mod, se dice que E es inyectivo si para todo
f € Homg(N, E) y para todo monomorfismo g € Hompg(N, M) existe h €

Hompg(M, E) tal que el siguiente diagrama conmuta:

es decir, hg = f.
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Denotamos por € a la clase de todos los R-médulos (izquierdos) inyectivos.
Una pareja (E,1i) es una cdpsula inyectiva de M si E es un R-médulo inyectivo
e i € Homg(M, E) es un monomorfismo esencial. En la practica, se considera
al monomorfismo esencial ¢ asociado a una capsula inyectiva como la inclusién

natural, por lo que suele omitirse al hacer referencia a la misma.

Presentamos enseguida un resultado bien conocido:

TEOREMA 1.10. ([1, Teorema 18.10]) Todo mddulo tiene una cdpsula inyec-

tiva. Esta es unica salvo isomorfismo.

Al ser cualesquiera dos capsulas inyectivas de un R-moédulo M isomorfas, se
suele hablar de la capsula inyectiva de M. Bajo esta convencion, denotaremos

por EM a la capsula inyectiva de un R-mddulo M.

PROPOSICION 1.11. ([1, Proposicién 18.2]) Productos directos y sumandos

directos de modulos inyectivos son inyectivos.

1.3. Generar y cogenerar, la traza y el rechazo. Sea U una clase
de R-médulos. Un R-médulo M es (finitamente) generado por U si existe un
epimorfismo €@, U; — M — 0, con {U,;}icr en U para algin conjunto (finito)
I. En caso de que U = {U}, se dice que U genera (finitamente) a M, lo cual
implica la existencia de un epimorfismo UY) — M — 0 para algtin conjunto
(finito) I. Dualmente, un R-médulo M es (finitamente) cogenerado por U si
existe un monomorfismo 0 — M — [[,; U;, con {U, };er en U para algin conjunto
(finito) I. Si U = {U}, se dice que U cogenera (finitamente) a M, de donde
existe un monomorfismo 0 — M — U para algiin conjunto (finito) I. Se suele
denotar por Gen(U) a la clase de todos los R-mddulos generados por U y, por
Cog(U), a la clase de todos los R-médulos cogenerados por U. Si U = {U}, se
denota por Gen(U) (Cog(U)) a la clase generada (cogenerada) por el médulo U.

Un R-médulo G es un generador de Gen(U) si Gen(U) = Gen(G). Por su
parte, un R-médulo C' es un cogenerador de Cog(U) si Cog(U) = Cog(C). Un
generador (cogenerador) de la clase R-Mod se llama simplemente un generador

(cogenerador).
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Recordemos que un R-moédulo es simple si es distinto de 0 y sus tnicos

submodulos son los triviales.

LEMA 1.12. (Lema de Schur)
Sean S, T € R-Mod y sea f:S — T un R-homomorfismo distinto de cero.

(1) Si S es simple, entonces f es un monomorfismo.
(2) Si T es simple, entonces f es un epimorfismo.

(3) Si tanto S como T son simples, entonces f es un isomorfismo.

Es un hecho bien conocido que existe una correspondencia biunivoca entre
las clases de isomorfismo de R-mdédulos simples y la clase de ideales izquierdos
maximos de R. Si elegimos exactamente un representante de cada clase de isomor-
fismo de R-médulos simples, obtenemos un conjunto completo e irredundante.’
Denotamos por R-simp a dicho conjunto.

La siguiente proposiciéon muestra la existencia de cogeneradores en R-Mod.

PROPOSICION 1.13. ([1, Corolario 18.16]) Sea Cy := Dg_yp, £'S- Entonces
Co es un cogenerador de R-Mod. Mas ain, para C € R-Mod son equivalentes las
siguientes condiciones:

(a) C' es un cogenerador.

(b) ES es isomorfo a un sumando directo de C' para cada S € R-simp.

(c) Cy es isomorfo a un submddulo de C.

En vista de la proposicién anterior, se suele llamar a Cy = P Resimp E25 €l
cogenerador minimo en R-Mod. A continuacién presentamos mas ejemplos de

generadores y cogeneradores.

EjempPLO 1.14. (]1, Teorema 8.1 y ejemplos 8.2, 8.3]) Algunos ejemplos que

tlustran los conceptos de generar y cogenerar son los siguientes:
(1) Sea A € Z-Mod. Entonces {Z, | n > 1} genera a A si, y sdlo si, A es de
torsion. Por su parte, Q cogenera a A si, y solo si, A es libre de torsion.
(2) Sea M € R-Mod. El anillo R genera a M y []p_ g, E'S cogenera a M.

Una propiedad notable de los médulos finitamente cogenerados es la siguiente.

SVéase la Seccién 3 del Apéndice A.
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PROPOSICION 1.15. ([1, Proposicién 18.18]) Un R-mddulo M es finitamente

cogenerado si, y solo si, EM = ES, & --- & ES,, para algin conjunto finito
{S1,...,S,} de R-mddulos simples.

Sea U una clase de R-moédulos y sea M € R-Mod. La traza de M respecto a
U es el submddulo de M definido y denotado por:

Try(M) =Y {f(U) | f € Homg(U,M), U € U}.
Por su parte, el rechazo de M respecto a U es el submddulo de M dado por:
Rejy (M) = ﬂ{Nu(g) | g € Homp(M,U), U € U}.

En palabras, la traza de M respecto a U es el mayor submédulo L de M tal
que L € Gen(U) y el rechazo de M respecto a U es el menor submédulo K de
M tal que M/K € Cog(U). Como consecuencia directa de lo anterior se tiene la

siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.16. ([1, Corolario 8.13]) Sea U una clase de R-mddulos y
sea M € R-Mod. Entonces:

(1) M € Gen(U) si, y solo si, Try(M) = M.
(2) M € Cog(U) si, y sdlo si, Rejy(M) = 0.

Presentamos enseguida algunas propiedades notables de la traza y el rechazo.

PROPOSICION 1.17. (|1, Proposicién 8.16] Sea U una clase de R-mddulos.
Dados M, N € R-Mod y h € Homg(M, N), se cumple lo siguiente:

(1) A(Try(M)) < Try(N).

(2) h(Reju(M)) < Rejy(N).

El resultado que presentamos a continuacién se sigue de la Proposicion 1.16.

PROPOSICION 1.18. Sea U una clase de R-mddulos y sea M € R-Mod. En-
tonces:

(1) TTM(TTu(M)) = TT’M(M)

(2) Reju(M/Reju(M)) = 0.
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OBSERVACION 1.19. Sea U una clase de R-mddulos y sea V un conjunto com-

pleto e irredundante de representantes de clases de isomorfismo de U. Entonces,

dado M € R-Mod, se tiene que Try(M) = Try(M) y Rejyu(M) = Rejy(M).

En particular, si U es la clase de todos los R-mddulos simples, entonces
la traza y el rechazo de M respecto a U corresponden a dos submodulos de
M de fundamental importancia, mejor conocidos como el zoclo y el radical (de
Jacobson) de M, respectivamente. Se suele denotar por Zoc(M) al zoclo de M vy,
por Rad(M), al radical de M. Como consecuencia inmediata del Lema de Schur

se obtiene la siguiente caracterizacién de los mismos.

PROPOSICION 1.20. ([1, Proposiciones 9.7 y 9.13]) Sea M € R-Mod. En-
tonces:

(1) Zoc(M) =>{S < M| S es simple}.

(2) Rad(M) =({K < M | K es mdzimo en M}.

En el caso especifico del radical (de Jacobson) del anillo, denotado como
Rad(rR) o, simplemente, por J, éste resulta ser un ideal muy notable de R.
De hecho, existen miltiples caracterizaciones del mismo (véase, por ejemplo, [1,
Teorema 15.3]), de las cuales se sigue que Rad(grR) = Rad(Rg).

1.4. Moddulos artinianos y noetherianos. Un copo (P, <) satisface la
condicion de cadena ascendente si para toda cadena a; < as < ... en P existe
n > 1 tal que a, = a,; para cada ¢ > 1. De manera dual, invirtiendo el
sentido de las desigualdades en la cadena anterior, se define la condicion de
cadena descendente sobre el copo P. Equivalentemente, el copo P satisface la
condicién de cadena ascendente (descendente) si todo conjunto no vacio de P
tiene un elemento maximo (minimo).

Un R-mdédulo M es artiniano (noetheriano) si la reticula S(M) satisface la
condicién de cadena descendente (ascendente).

A continuacién presentamos caracterizaciones para los médulos noetherianos

y artinianos.

PROPOSICION 1.21. ([1, Proposicién 10.9]) Para M € R-Mod son equiva-

lentes las siguientes condiciones:
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(a) M es noetheriano.
(b) Todo submddulo de M es finitamente generado.

(¢) Todo conjunto no vacio de submddulos de M tiene un elemento mdximo.

PROPOSICION 1.22. ([1, Proposicién 10.10]) Para M € R-Mod son equiva-
lentes las siguientes condiciones:

(a) M es artiniano.

(b) Todo mddulo cociente de M es finitamente cogenerado.

(¢) Todo conjunto no vacio de submddulos de M tiene un elemento minimo.

Algunas propiedades de los médulos artinianos y noetherianos se presentan

en la siguiente proposicién.

PROPOSICION 1.23. ([1, Proposicién 10.12 y Corolario 10.13]) Sea M €

R-Mod. Se cumplen las siguientes propiedades.

(1) Sea 0 - K — M — N — 0 una sucesion ezacta corta en R-Mod.
Entonces M es artiniano (noetheriano) si, y sélo si, K y N son artinianos
(noetherianos).

(2) Sean My, My, ..., M, € R-Mod tales que M = My & My & --- @& M,
Entonces M es artiniano (noetheriano) si, y sélo si, M; es artiniano

(noetheriano) para cada i =1,2,... n.

Un anillo R se llama artiniano izquierdo (derecho) si rR (Rpg) es artiniano.
De manera similar, un anillo R se llama noetheriano izquierdo (derecho) si rR
(Rg) es noetheriano. Enseguida enunciamos caracterizaciones para los anillos

artinianos y noetherianos.

PROPOSICION 1.24. ([1, Proposicién 10.18]) Para un anillo R las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) R es artiniano izquierdo (derecho).

(b) R tiene un generador artiniano.

(¢) Todo M € R-Mod (M € Mod-R) finitamente generado es artiniano.

(d) Todo M € R-Mod (M € Mod-R) finitamente generado es finitamente

cogenerado.
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PROPOSICION 1.25. ([1, Proposicién 10.19]) Para un anillo R las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) R es noetheriano izquierdo (derecho).

(b) R tiene un generador noetheriano.

(¢) Todo M € R-Mod (M € Mod-R) finitamente generado es noetheriano.
(d) Todo submddulo de un mddulo izquierdo (derecho) finitamente generado

es finitamente generado.

Una serie de composicion para un R-moédulo M es una cadena 0 = My <
M, < --- < M, = M en R-Mod tal que M;/M;_; es un médulo simple para cada

i=1,2,...,n. Al entero n se le llama la longitud de la serie de composicién.

PROPOSICION 1.26. ([1, Proposicién 11.1]) Un R-mddulo M tiene serie de

composicion si, y solo si, M es artiniano y noetheriano.

Sea M € R-Mod y supongamos que 0 = My < M; < --- < M, = M y
0=Ny<N; <---< N, =M son series de composiciéon para M. Se dice que las
dos series son equivalentes si n = p y existe una permutacién s de {1,2,...,n}
tal que el médulo cociente M;/M;_; es isomorfo al médulo Ny(;y/Nyi)—1 para cada

i=1,2,....n.

TEOREMA 1.27. (Teorema de Jordan-Hdlder)
St un modulo M tiene una serie de composicion, entonces cualquier par de series

de composicion para M son equivalentes.

TEOREMA 1.28. (Hopkins-Levitzki)

Todo anillo artiniano izquierdo es noetheriano izquierdo.

1.5. Equivalencia de Morita. Dados dos anillos R y S, se dice que son
Morita equivalentes si las categorias R-Mod y S-Mod son equivalentes; es decir,
si existen funtores F' : R-Mod — S-Mod y G : S-Mod — R-Mod tales que los
funtores GF'y F'G son naturalmente isomorfos a los funtores identidad en R-Mod

y en S-Mod, respectivamente.

TEOREMA 1.29. (1, 21.1 y Lema 21.3]) Sean R y S anillos Morita equiva-
lentes. Sean F' : R-Mod — S-Mod y G : S-Mod — R-Mod equivalencias inversas,
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con isomorfismos naturales € : FG — 1s.p0a Y M : Lr-pmogd — GF. Entonces, para
cada M € R-Mod y para cada N € S-Mod, ezisten isomorfismos de grupos
abelianos ¢y » Homg(M,GN) — Homg(FM,N) y 0yy : Homg(FM,N) —
Hompg(M,GN), definidos de la siguiente manera. Para cada f € Homg(M,GN),
omun(f) = enF(f) y, para cada g € Homg(FM, N), Oun(g) = G(g)nu. El iso-
morfismo natural 1 determina una pareja de Z-isomorfismos similar a dyn Y

HMN-

Sea R un anillo y sea n > 1. Denotamos por M,,(R) al anillo de matrices de
n X n con coeficientes en R. A continuacion se presenta un ejemplo bien conocido

de anillos equivalentes segiin Morita.

PROPOSICION 1.30. ([1, Corolario 22.6]) Sea R un anillo y sea n > 1. En-

tonces R y M,,(R) son Morita equivalentes.

La siguiente proposicién reine algunas de las propiedades mas notables de

los anillos Morita equivalentes.

PROPOSICION 1.31. ([1, Proposiciones 21.4 - 21.8]) Sean R y S anillos y sea

F: R-Mod — S-Mod una equivalencia de categorias. Entonces F preserva:

(1) sucesiones exactas cortas (que se escinden);
2) productos y sumas directas,

modulos proyectivos e inyectivos,

N

monomorfismos (esenciales) y epimorfismos (superfluos);

(=2

)
)
)
) generadores y cogeneradores;
)
) cdpsulas inyectivas;

)

~~ Y~ I~ /N —~
at

mddulos simples, artinianos y noetherianos, finitamente (co)generados e

inescindibles.

Sea f : R — S un homomorfismo de anillos y sea M € S-Mod. Entonces
se induce en M una estructura de R-modulo via la multiplicacién por escalares
dada por rz = f(r)r para cada r € R y para cada x € M. En tal caso, se
suele denotar por RM y ¢M al médulo M, visto como R-médulo y como S-

modulo, respectivamente, y se tiene que S(sM) C S(gM). En el caso particular
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de la proyeccién natural 7; : R — R/I para un ideal I de R, si N € R-Mod e
I C(0:N), se cample que S(gN) = S(g/1N).

OBSERVACION 1.32. Si R y S son anillos isomorfos, entonces R y S son
Morita equivalentes. De hecho, si F': R-Mod — S-Mod y G : S-Mod — R-Mod
son los funtores que representan la equivalencia entre las categorias R-Mod y
S-Mod, entonces F(rM) = sM para cada R-médulo M y G(sN) = gN para
cada S-modulo N .

2. Descomposicion de anillos

Sea R un anillo. Un elemento r € R es central si rs = sr para cada s €
R. El centro de R, denotado por Z(R), es el conjunto de todos los elementos
centrales de R y es un subanillo de R. Un elemento e € R es idempotente si
e? = e. Dos idempotentes e, f € R son ortogonales si ef = fe = 0. Se dice
que {e1,...,e,} € R es un conjunto completo de idempotentes ortogonales si los
elementos e; son idempotentes y ortogonales (dos a dos)® y, ademés, cumplen la
condicion 1 = ey + --- 4+ e,. Un idempotente e € R se llama primitivo si e no

puede escribirse como una suma de la forma e = e; + ey, con ey, e5 idempotentes

ortogonales distintos de cero de R.

OBSERVACION 1.33. ([1, 1.16 y pdg. 98]) Sean R un anillo y ¢ € R un
idempotente central. Entonces eRe = {ere | r € R} tiene estructura de anillo

con elemento unitario e. Mds aun, se verifican las igualdades Re = eR = eRe.

PROPOSICION 1.34. [1, Proposicién 7.6] Sean Iy, ..., I, ideales distintos de
cero de un anillo R. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) RR = @Iz
i=1
(b) Como grupo abeliano, R es la suma directa de Iy, ..., I,.
(¢) Existe un conjunto completo de idempotentes ortogonales y centrales {ey, . .

R, tales que I; = Re; = e;Re; para cadai=1,...,n.

OBSERVACION 1.35. ([1, pag. 98]) Sean Ry,..., R, anillos y sea R el anillo

que resulta de considerar el producto cartesiano Ry X --- x R, o [[}_, R;, con

bes decir, eie; = d;;€;, parad,j=1,...,n

en} C
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las operaciones definidas componente a componente. Para cada j = 1,... n,
sea 1j : Rj — R la j-ésima inyeccion candnica. Entonces, dado j € {1,...,n},
el anillo 1j(R;) es isomorfo al anillo R;. Ademds, rR = @)_, t;(R;), donde
11 (Ry), ..., tn(Ry) son ahora vistos como ideales de R. En este caso, los idempo-
tentes centrales asociados son precisamente t1(1g,), ..., tn(1g,), con 1g, el ele-

mento unitario del anillo R; para cadat=1,...,n.

Sea R un anillo. Si R = R; x --- X R, para algunos anillos Ry,..., R,, se
suele llamar a R; X --- X R, una descomposicion de anillos de R. El anillo R
se llama inescindible (como anillo) si no admite una descomposicién de anillos
con mas de un factor. Equivalentemente, R es inescindible si, y sélo si, los tinicos
idempotentes centrales de R son 0 y 1.

Como consecuencia de la ultima proposicion se tiene la observacion que pre-

sentamos enseguida.

OBSERVACION 1.36. Sean Ry, ..., R, ideales distintos de cero de un anillo R.
Si RR = @}_, R, entonces cada M € R-Mod tiene la descomposicion candnica
M = @;  eM, con {e,...,en} C R un conjunto completo de idempotentes

ortogonales centrales.

La siguiente proposicion, cuya demostracién es inmediata, nos sera muy 1til

mas adelante.

PROPOSICION 1.37. Sean Ri,..., R, ideales distintos de cero de un anillo

R y sea gRR = @R;. Por la Proposicion 1.34, existe un conjunto completo de

i=1
idempotentes ortogonales centrales {e1,...,e,} en R, tales que R; = Re; para
cada i = 1,...,n. Luego, dado i € {1,...,n}, se tiene que, si M; € R;-Mod,

entonces, para cada j =1,...,n,

M, sii=j

0, i i

6]‘M¢ =

como R-modulos.
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3. Algunos anillos especificos

En esta seccién se introducen varias clases de anillos ampliamente conocidos,
a los que haremos referencia méas adelante, asi como algunas de sus propiedades
mas representativas. Tal es el caso de los anillos semisimples, los anillos locales
uniseriales y los anillos hereditarios, de los cuales nos ocuparemos en el Capitulo
2, asi como de los anillos puros semisimples. Relacionados con esta tltima clase de
anillos se encuentran ciertos funtores, llamados p-funtores, que han resultado ser
de gran utilidad para nuestros propésitos, como se puede apreciar en la Seccién
2 del Capitulo 4. Finalmente, dedicamos una pequena subseccién a los anillos de
matrices triangulares formales, cuyas propiedades nos permiten exhibir el ejemplo

del cual trata el Capitulo 3.

3.1. Anillos semisimples. Un R-médulo M se llama semisimple si M =
> {S < M | S simple}. Como consecuencia inmediata de la Proposicién 1.20 se

tiene la siguiente observacion.

OBSERVACION 1.38. Un R-mddulo M es semisimple si, y solo si, Zoc(M) =
M.

PROPOSICION 1.39. ([1, Lema 9.2]) Sean R un anillo y M € R-Mod. Si M
es semisimple, entonces existe una familia independiente {S;}icr de submddulos

de M simples tales que M = @,.; S;.

PROPOSICION 1.40. ([1, Proposicién 94]) Si 0 - K — M — N — 0 es una
sucesion exacta corta en R-Mod y M es un modulo semisimple, entonces tanto

K como N son modulos semisimples.

OBSERVACION 1.41. Una propiedad sobresaliente de R-simp, cuya prueba es
inmediata a partir del Lema de Schur, es que sus elementos son “homolégica-
mente independientes”; es decir, dados S,T € R-simp, S # T, se cumple que
Hompg(S,T) = 0.

OBSERVACION 1.42. Sea rJ un ideal izquierdo mdximo de R. Entonces S :=
R/J es un R-mddulo simple tal que (),cxr(J :a) = (0:S), ya que, dado a € R,

(J : a) coincide con el anulador izquierdo en R de a+ J € R/J. Mds ain, si
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I es un ideal de R tal que I < J, para cada a € R se tiene que I < (I : a).
Luego, puesto que (I : a) < (J :a) para todo a € R, se sigue de lo anterior que

I'=er(J:a)=(0:85).

Decimos que un anillo R es simple si sus unicos ideales son 0 y R. Se dice
que R es semisimple izquierdo si el médulo regular g R es semisimple. De manera

analoga se definen los anillos semisimples derechos.

OBSERVACION 1.43. Si R es un anillo semisimple izquierdo, entonces R es
una suma de un numero finito de ideales izquierdos simples o minimos, pues los
submaodulos de rR son sus ideales izquierdos y R es un anillo con 1. Se sigue de

lo anterior que |R-simp| = n para algin n > 1.

PROPOSICION 1.44. ([1, Proposicién 13.5]) Las siguientes condiciones son
equivalentes para un anillo R:
(a) R es simple y artiniano izquierdo.
(b) R es simple y artiniano derecho.
(¢) R es simple y rR es semisimple.
)

(d) R es simple y Rgr es semisimple.

TEOREMA 1.45. (Wedderburn-Artin)
Un anillo R es semisimple izquierdo (derecho) si, y sdlo si, es un producto directo

finito de anillos simples artinianos izquierdos (derechos).

OBSERVACION 1.46. Como consecuencia del Teorema de Wedderburn-Artin
y de la Proposicion 1.4/, todo anillo semisimple izquierdo es semisimple dere-
cho. En wista de lo anterior, se suele prescindir de los adjetivos “izquierdo” y

“derecho” al hacer referencia a dichos anillos.
COROLARIO 1.47. Todo anillo semisimple es artiniano izquierdo (derecho).

Si bien todo anillo semisimple resulta artiniano, en algunos textos se suele
llamar a estos anillos semisimples artinianos para distinguirlos de otras inter-

pretaciones (véase, por ejemplo, [52, pag. 169]).

PROPOSICION 1.48. Sea R un anillo. Las siquientes condiciones son equiva-

lentes:
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Todo R-mddulo es proyectivo.
f) R = [[;", M,,(D;), donde D; es anillo con division y n; > 1 para cada

1=1,...,m.

OBSERVACION 1.49. La condicion (f) de la proposicion anterior es el famoso

Teorema de Estructura de Wedderburn-Artin.

Un resultado muy celebrado de Barbara Osofsky que caracteriza a los anillos

semisimples es el siguiente:

TEOREMA 1.50. [46] Las siguientes condiciones son equivalentes para un
anillo R:

(a) R es un anillo semisimple.
(b) Todo R-mddulo finitamente generado es inyectivo.

(¢) Todo R-mddulo ciclico es inyectivo.

3.2. Anillos locales uniseriales y artinianos principales. Recordemos
que un anillo es local si tiene un tnico ideal izquierdo maximo. Las siguientes
definiciones se encuentran en las referencias [17], [21] y [22]. Un anillo es com-
pletamente primario si es un anillo local y artiniano izquierdo (o derecho). Un
anillo R es primario si R = M,,(5), con S un anillo completamente primario. Un
anillo uniserial izquierdo generalizado es un anillo artiniano izquierdo R con la
propiedad de que todo ideal izquierdo principal inescindible de R tiene una tinica
serie de composicién como R-modulo izquierdo. Un anillo uniserial izquierdo es
un anillo uniserial izquierdo generalizado tal que es producto directo finito de
anillos primarios. Un anillo uniserial es un anillo uniserial tanto izquierdo como
derecho. Un anillo R es artiniano principal” si R es un anillo artiniano izquierdo
y derecho y R es un anillo de ideales principales izquierdos y derechos. Un anillo
es casi-Frobenius si R es un anillo artiniano tal que todo ideal izquierdo y derecho

o artiniano de ideales principales
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es un anulador. Se dice que un anillo R es de Kothe si todo R-mdédulo izquierdo
y derecho es una suma directa de submddulos ciclicos.

En [38], G. K&the prueba el siguiente resultado:
TEOREMA 1.51. Todo anillo uniserial es un anillo de Kdthe.
El siguiente teorema ofrece algunas caracterizaciones de los anillos uniseriales.

TEOREMA 1.52. [17, Teorema 4.1] Para un anillo R las siguientes condiciones

son equivalentes:

(a) R es uniserial.

(b) R es un anillo artiniano principal.

(¢) R es un anillo de ideales principales izquierdos y casi-Frobenius.
)

(d) R es uniserial izquierdo y casi-Frobenius.
Como consecuencia del teorema anterior, se tiene el siguiente resultado:

COROLARIO 1.53. Sea R un anillo local uniserial. Entonces la reticula de
ideales izquierdos (derechos) de R es una cadena finita 0 = J* < J" 1 < ... <
J? < J < R, donde J es el radical de Jacobson de R y n > 1.

OBSERVACION 1.54. Nétese que la cadena a la que hace referencia el corolario
anterior es precisamente la (inica) serie de composicion (de longitud n) tanto
de rR como de Rg. Luego, gracias al corolario anterior, es posible hacer un

refinamiento del Teorema 1.51.

COROLARIO 1.55. [21, Corolario 3.2] Sea R un anillo local uniserial. Entonces

todo R-maodulo es isomorfo a una suma directa de ideales de R.

DEMOSTRACION. En vista del Teorema 1.51, basta con probar que todo R-
moédulo ciclico es isomorfo a un ideal de R. Asi, sea Rxr un mdédulo ciclico. En-
tonces (0 : z) = J*® para algin 0 < s < n. Ahora, como R es un anillo de ideales
principales, J"~* = Ry para algin y € R. Por lo tanto, J* = (0 : J"%) = (0 : y),
de donde Rx = Ry = J"~°. U

Los anillos del tipo Zy,», donde p es un ntimero primo y n > 1, proveen

ejemplos familiares de anillos locales uniseriales.
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3.3. Anillos puros semisimples. En la subseccién anterior presentamos
la definicién de los anillos de Kothe. Una generalizacion de esta clase de anillos,
propuesta por el Dr. Rogelio Fernandez-Alonso, es la siguiente. Dado un conjunto
de R-médulos izquierdos (derechos) Z, un anillo R es Z- Kithe izquierdo (derecho)
si todo R-médulo izquierdo (derecho) es isomorfo a una suma directa de R-
modulos en Z. Un anillo R es Z- Kothe si es Z-Kothe izquierdo y derecho. Ademas
de los anillos de Kothe, los anillos semisimples y los locales uniseriales son algunos
ejemplos de anillos Z-Kothe para algin conjunto de R-mdédulos Z.

De acuerdo con [13], un monomorfismo f : N — M en R-Mod es puro
si el morfismo inducido id;, ® f : L g N — L ®r M es inyectivo para cada
L € Mod-R. Una sucesiéon exacta corta 0 — N LM% L = 0en R-Mod
es pura exacta si el monomorfismo f es puro. Por su parte, M € R-Mod se
llama puro inyectivo si el funtor Hompg(_, M) preserva la exactitud de sucesiones
exactas puras. Se puede construir una teoria homoldgica basada en resoluciones
inyectivas puras, en analogia con las teorias homolégicas usuales. En particular,
tiene sentido considerar la dimension inyectiva pura de un modulo y de este
modo definir la dimension global pura de un anillo R como el supremo de las
dimensiones inyectivas puras de sus R-moédulos izquierdos. Se dice que un anillo
R es puro semisimple izquierdo si la dimension pura global izquierda de R es cero.
Equivalentemente, un anillo R es puro semisimple izquierdo si toda sucesién pura
exacta en R-Mod se escinde.

Ahora, consideremos el sistema de ecuaciones:

(8) ZTz‘ij =m;, (i €1),
jeJ

donde (74;)ierjes €s una matriz con entradas en R, con |J| < oo y tal que
m; € M para cada i € I. Se dice que el sistema (§) es finitamente soluble en M
si, para cada I’ C I finito, el subsistema ) ,_;7;;X; = m;, con i € I', es soluble
en M. Siguiendo a [36], M € R-Mod es algebraicamente compacto si cualquier
sistema de la forma (§) y finitamente soluble en M tiene una solucién global en
M. Finalmente, un R-moédulo M es Y-algebraicamente compacto si toda suma

directa de copias de M es algebraicamente compacto.
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Sea R un anillo tal que todo R-médulo izquierdo (derecho) es una suma di-
recta de médulos finitamente generados. Nos referiremos a dichos anillos como
F.G.-Kithe izquierdos (derechos). Claramente todo anillo F.G.-K&the izquierdo
(derecho) es Z-Kothe izquierdo (derecho), con Z un conjunto completo e irre-
dundante de representantes de modulos finitamente generados. Mas atin, como
consecuencia del siguiente teorema (especificamente, del inciso (b)), las clases de
anillos Z-Kothe izquierdos (derechos) y F.G.-Kéthe izquierdos (derechos) coinci-
den.

Dados un anillo R y un cardinal s, se dice que un R-moédulo M es k-generado

si existe un conjunto {z;};e; € M, con |I| = Kk, que genera a M.

TEOREMA 1.56. ([36, Teorema 13]) Para un anillo R las siguientes condi-

ctones son equivalentes:

(a) Todo R-mddulo izquierdo es una suma directa de mddulos finitamente
generados.

(b) Existe un cardinal X tal que todo R-mddulo izquierdo es una suma directa
de modulos R-generados.

(¢) Todo R-mddulo izquierdo es una suma directa de mdédulos inescindibles.

(d) Todo R-mddulo izquierdo es algebraicamente compacto.
COROLARIO 1.57. Todo anillo Z-Kothe izquierdo es F.G.-Kothe izquierdo.

DEMOSTRACION. Supongamos que R es un anillo Z-Kothe izquierdo, con
Z C R-Mod. Consideremos el conjunto de cardinales Z* = {|M| | M € Z}.
Notese que Z* estd acotado superiormente; es decir, existe un cardinal X tal que
rk < Nparacada x € Z* (de lo contrario, los cardinales formarian un conjunto). Se
sigue que todo R-modulo izquierdo es una suma directa de médulos N-generados,

de donde, por el teorema anterior, se concluye que R es F.G.-Kothe izquierdo. [

TEOREMA 1.58. (136, Teorema 1]) Para M € R-Mod las siguientes condi-

ctones son equivalentes:

(a) M es puro inyectivo.

(b) M es algebraicamente compacto.
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TEOREMA 1.59. ([36, Teorema 10]) Para M € R-Mod las siguientes condi-

ctones son equivalentes:

(a) Eziste un cardinal N tal que todo producto directo de copias de M es una
suma directa de modulos N-generados.

(b) M es X-algebraicamente compacto.
En resumen:

COROLARIO 1.60. Para un anillo R las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(a) R es Z-Kdthe izquierdo.

(b) R es F.G.-Kdithe izquierdo.

(¢c) Existe un cardinal X tal que todo R-mddulo izquierdo es una suma directa
de modulos N-generados.

(d

(e

(

) Todo R-mddulo izquierdo es una suma directa de modulos inescindibles.
)
f) Todo R-mddulo izquierdo es ¥-algebraicamente compacto.
)

)

Todo R-maodulo izquierdo es algebraicamente compacto.

(g) Todo R-mddulo izquierdo es puro inyectivo.

(h) R es puro semisimple izquierdo.

COROLARIO 1.61. Todo anillo puro semisimple izquierdo es un anillo F.G.-
Kothe izquierdo.

La siguiente proposicion nos ofrece un camino alternativo para intentar lle-
gar a nuestra meta, a partir de condiciones aparentemente mas débiles que las

recopiladas en el resultado anterior.

PROPOSICION 1.62. ([35, Observacién 7]) Sea R un anillo. Si tanto R como
Homy(R,Q/Z) son X-algebraicamente compactos como R-mddulos izquierdos,

entonces R es artiniano izquierdo.

OBSERVACION 1.63. En [10, Teorema 4.4], S. U. Chase, generalizando un re-
sultado de 1. S. Cohen e I. Kaplansky establecido en [12], prueba que todo anillo
F.G.-Kothe (equivalentemente, puro semisimple izquierdo) es artiniano izquier-
do. Cabe mencionar que las clases de anillos F.G.-Kothe y artinianos izquier-

dos no coinciden. De hecho, C. Ringel construyo un ejemplo de anillo artiniano
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(izquierdo y derecho) cuya dimension global pura es estrictamente mayor que

067”0.8

3.3.1. p-Funtores. Una interesante caracterizacién para los médulos Y-alge-

braicamente compactos involucra a los siguientes funtores.’

DEFINICION 1.64. Un p-funtor sobre R-Mod es un subfuntor P del funtor que
olvida R-Mod— Z-Mod tal que:

(i) Para cada M € R-Mod, P(M) < M.
(ii) Para cada R-homomorfismo f: M — N, f(P(M)) < P(N).
(iii) Para cada familia {M;}ier en R-Mod, P(]],c; M;) = [L.c; P(M;).

DEFINICION 1.65. Una matriz punteada sobre R es una pareja (A, o), donde

A es una matriz (a;j)icr jes tal que a;; € R, |J| < 0o y o € J. Ahora bien, dada
una matriz punteada (A, ), se define el p-funtor [A,a] : R-Mod — 7Z-Mod
(llamado funtor matricial) como sigue. Para cada M € R-Mod, el subgrupo
A, a|(M) es la a-ésima proyeccion del conjunto solucion en M del siguiente

sistema homogéneo:
(88) Zainj =0 para cada i € I.
jeJ

Es decir,
[A, o] (M) = {m € M | 3 una solucién (m;) € M’ del sistema (§§) con m, = m}.

OBSERVACION 1.66. ([36, Observacién 3]) Dado un funtor matricial [A, o] :
R-Mod — Z-Mod, se tiene que [A, o] = Homg(P, _)(p) para algunos P € R-Mod
yp € P, donde, para cada M € R-Mod, Homg(P,M)(p) = {f(p) | f €
Hompg(P, M)}. Reciprocamente, todo funtor de la forma Hompg(P, _)(p) es un

funtor matricial para alguna matriz A.

8Véase la observacién de la pagina 707 en [35].

9Véase [36, Teorema 6).
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3.4. Anillos hereditarios. Un anillo R es hereditario izquierdo si todo
ideal izquierdo es proyectivo. Algunos ejemplos bien conocidos de anillos heredi-
tarios izquierdos son los anillos semisimples, los dominios de ideales principales,
entre otros.

El teorema que se presenta a continuacién describe el comportamiento de los

funtores Ext sobre los anillos hereditarios.'

TEOREMA 1.67. ([51, Ejercicio 9.3, Teorema 9.5, Corolario 9.6]) Para un

anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) R es hereditario izquierdo.

(b) IpD(R) < 1, donde IpD(R) denota la dimension proyectiva global izquier-
da del anillo R.

(¢) Exth(M,N) =0 para cualesquiera M, N € R-Mod y para todo n > 2.

Como consecuencia del Teorema 1.67 tenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 1.68. Sea R un anillo hereditario izquierdo con centro Z(R).
Sean M € R-Mod, S un subanillo de Z(R), 2z € S y uyM : M — M la mul-
tiplicacién por z; es decir, tal que, para cada x € M, p*(z) = zx. Si uM es
un monomorfismo, entonces, para cada N € R-Mod, (uM)* : Extr(M,N) —
Extgr(M, N) es un epimorfismo de S-mddulos. En particular, si S es un dominio
entero y uM : M — M es un monomorfismo para cada z € S (es decir, M
es libre de torsion como un S-mddulo), entonces Extgr(M,N) es un S-mddulo

divisible para cada N € R-Mod en virtud de la Proposicion C.6.

3.5. Anillos de matrices triangulares formales. Dados dos anillos R,

S 0
S y un R-S-bimédulo M, es posible construir un nuevo anillo A = (M R)

como sigue.

10y/¢ase el Apéndice C.
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DEFINICION 1.69. ([29, Ejercicio 1C]) Sean R y S anillos y sea M € R-S-

S 0
Mod. Se denota por (M R> al grupo abeliano S & M & R, donde las ternas
. , s 0
(s,x,r) de S® M & R se escriben como matrices formales ( > .
x T

OBSERVACION 1.70. ([29, Ejercicio 1C, incisos (a) y (¢)])

1. Las reglas usuales de suma y multiplicacion de matrices:

s 0 N s 0 s+ s’ 0

T T o z+a r4+7r
s 0 s 0 _ ss’ 0
T r x xzs' +rx’ rr’

S 0
inducen en una estructura de anillo.
M R

_ 0 0 0 0 S 0 .
2. El conjunto = re M, C es un ideal de
M 0 xz 0 M R

S 0
( > . Mas aiun, bajo el isomorfismo de grupos abelianos natural en-

M R

0 0
tre M y (M ), resulta que los R-submddulos izquierdos (S-submddu-
0
los derechos, R-S-sub-bimoédulos) de M estdn en correspondencia con los
S 0
ideales izquierdos (ideales derechos, ideales) de (M R) contenidos en
0 0
M 0)
3. Notemos que las proyecciones candnicas 7s : A — S y mr: A — R tales

s 0 s 0
que Tg = s Yy TR = r son homomorfismos de
x T x T

anillos. Luego, tanto R como S son A-mddulos. Mds aun, al ser g y

s homomorfismos de anillos suprayectivos, resulta que S(rRR) = S(AR)

y S(s5) = S(sS).
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DEFINICION 1.71. Un anillo de matrices triangulares (inferiores) formales es

S
uno de la forma ( , descrito en la observacion anterior.
R

El siguiente teorema caracteriza a los anillos de matrices triangulares formales

que son artinianos.

S 0
TEOREMA 1.72. ([3, Proposicién II1.2.1]) Sea A = (M R) , donde R y S

son anillos y M € R-S-Mod.

(a) A es artiniano izquierdo si, y solo si, R y S son artinianos izquierdos y
M es un R-mdédulo izquierdo finitamente generado.
(b) A es artiniano derecho si, y sélo si, R y S son artinianos derechos y M

es un S-modulo derecho finitamente generado.

DEMOSTRACION. Probaremos el inciso (a); la verificacién del inciso (b) es
similar. Supongamos primero que A es artiniano izquierdo. De la Observacién
1.70, 3., y de la Proposicion 1.24 se sigue que R y S son artinianos izquierdos. Por
otro lado, en vista del Teorema de Hopkins-Levitzki, A es también noetheriano

izquierdo, de modo que, en virtud de la Proposicién 1.21 y de la Observacion

0 0
1.70, 2., (M ) es finitamente generado como A-médulo. Luego, por hipdtesis
0

0 0
y por la Proposicion 1.25, ocurre que <M > € A-Mod es noetheriano, lo cual,
0

de nuevo por la Observacion 1.70, 2., implica que M es un R-moédulo izquierdo
noetheriano. Finalmente, de la Proposicion 1.21 se deduce que M € R-Mod es
finitamente generado.

Para la reciproca, supongamos ahora que R y S son artinianos izquierdos y
que M es un R-moédulo izquierdo finitamente generado. Entonces, por la Obser-

vacién 1.70, 3., R y S son artinianos como A-modulos izquierdos. Notemos que

0

es también un A-mdédulo artiniano por la Proposicién 1.23, (2). Por otro lado,

S 0
A = < R) es un subanillo de A que es isomorfo a S x R, de manera que A’

puesto que, por hipdtesis, R es artiniano izquierdo y M es un R-modulo izquierdo

finitamente generado, se sigue de la Proposicién 1.24 que M es artiniano como



4. PRERRADICALES 37

0 0
R-moédulo. Luego, por la Observacion 1.70, 2., el ideal (M ) es artiniano
0

como A-méddulo. Consideremos la sucesion exacta corta:

0 0
0— —-A—=>AN—=0
M 0O

Entonces, en virtud de lo anterior y de la Proposicién 1.23, (1), A es artiniano

izquierdo, con lo que concluimos la demostracion. 0

4. Prerradicales

Un prerradical sobre el anillo R es un subfuntor!! del funtor identidad sobre
la categoria R-Mod; es decir, un prerradical sobre R es un funtor ¢ : R-Mod —
R-Mod tal que o(M) < M paracada M € R-Mod y, para cada f € Homg(M, N),
f(e(M)) < o(N). Se denota por R-pr a la clase de todos los prerradicales sobre
R.

Existe un orden parcial natural en R-pr dado por ¢ <X 7 si a(M) < 7(M)
para cada M € R-Mod. Con el orden parcial anterior, en R-pr las operaciones
reticulares de disyuncién (o supremo) y conjuncién (o infimo) estan dadas co-
mo sigue: (o V7)(M) = o(M) +7(M)y (6 ANT)(M) = o(M) N 7(M) para
cada M € R-Mod. Las operaciones reticulares anteriores pueden generalizarse
para subclases arbitrarias de prerradicales, por lo que R-pr resulta ser una gran
reticula completa.'? Los elementos mayor y menor de R-pr son los funtores iden-
tidad y cero en R-Mod, denotados por 1 y 6, respectivamente. Otros ejemplos de
prerradicales son los siguientes. Dada una clase de R-mdédulos U, consideremos a
los funtores T'ry(~) : R-Mod — R-Mod y Rejy(-) : R-Mod — R-Mod que a cada
R-médulo M le asignan, respectivamente, la traza de M respecto a U, Try (M),
y el rechazo de M respecto a U, Rejy,(M). Entonces, por definicién y en vista
de la Proposicién 1.17, tanto Try(_) como Rejy(_) son prerradicales sobre R.
En particular, los funtores Zoc(_) = Trp.gmp(~) ¥ Rad(_) = Rejpsimp(-)" que
asignan a cada moédulo su zoclo y su radical, respectivamente, son prerradicales.

11

véase el Apéndice B

12ygase el Apéndice A.

Lyer 1a Observacién 1.19
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En R-pr existen ademds dos operaciones llamadas el producto (denotado por
“7) y coproducto (denotado “:”), definidas como sigue: para cada M € R-Mod,
(c-1)(M)=0(r(M))y (c:7)(M) es tal que (o : 7)(M)/o(M)=1(M/o(M)).
Se dice que o € R-pr es idempotente si oo := o -0 = o; es decir, si 0 es
idempotente con respecto a la operacion producto de R-pr. Dualmente, decimos
que 0 € R-pr es radical si o0 es idempotente respecto al coproducto de R-pr;
es decir, si (¢ : 0) = o, o, equivalentemente, si o(M/o(M)) = 0 para cada
M € R-Mod. Claramente, 0 y 1 son radicales idempotentes. Por otra parte, de
la Proposicién 1.18 se sigue que, dada una clase de R-mdédulos U, Try(-) es un
prerradical idempotente y Rejy(-) es un radical.

Sea OR la clase de todos los ordinales. Definimos a continuacion las potencias
de un prerradical. Para v € OR y 0 € R-pr, el prerradical ¢7 se define recursi-
vamente como sigue: ¢ =1, 07! = 607 y 07 = N{o7 | v € OR,y < n}sin
es un ordinal limite. Nétese que si v y n son ordinales tales que v < n, entonces
o < ¢7. De lo anterior resulta que 0 := A{o” | ¥ € OR} es el mayor prerradical
idempotente menor o igual que o. Las copotencias de un prerradical o, denotadas
por 0™, con v € OR, se definen de manera similar: ¢(® =0, c0+) = (0 : )

W =\/{o |y € OR,v < n} sin es un ordinal limite. En este caso, se tiene

que 7 := \/{c | v € OR} es el menor radical mayor o igual que o.

La proposicién que presentamos enseguida se refiere a la distributividad del
producto y del coproducto de prerradicales respecto a conjunciones y disyun-

ciones arbitrarias.

PROPOSICION 1.73. [47, Teorema 8, 2.] Dados I una clase de indices, {04 }ac1 C

R-pry t € R-pr, se tiene que:

(1) (/\aa)r— N\ (0a7).

acl a€el

V Ua) 7=\ (0a7).

acl a€el

® (
® (r: /\aa)z/w:aa).
( |

acl a€el
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Por su parte, el resultado que se presenta a continuacién ilustra las propiedades
de cerradura de las clases de prerradicales idempotentes y radicales: en el primer

caso, bajo disyunciones arbitrarias; en el segundo, bajo conjunciones arbitrarias.

PROPOSICION 1.74. (]7, Proposicién 1.4.7] ) Las clases de prerradicales idem-
potentes son cerradas bajo supremos arbitrarios; las clases de radicales lo son

bajo infimos arbitrarios.

La siguiente propiedad se verifica directamente.

PROPOSICION 1.75. [6, Proposicién 1,(ii)] Para cada o € R-pr, si M, N €
R-Mod son tales que N < M, entonces (c(M)+ N)/N < o(M/N).

PROPOSICION 1.76. [6, Proposicién 7] Sea o € R-pr un radical y sean N, M €
R-Mod tales que N < o(M). Entonces o(M/N) = o(M)/N.

DEMOSTRACION. De la proposicién anterior se sigue que o(M)/N < o(M/N).
Consideremos la proyeccién p : M/N — M/N / o(M)/N. Por las propiedades
de los prerradicales y por el tercer teorema de isomorfismo de Noether se tiene
que U(M/N)/U(M)/N =p(c(M/N)) <o (M/N/J(M)/N) = g(M/o(M)).
Ahora, como o es radical, (M /o (M)) =0, de donde (M /N) =o(M)/N. O

De las proposiciones 1.74 y 1.76 se sigue que las potencias de un radical son

también radicales, como lo establece la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.77. Si o € R-pr es un radical, entonces, para cada v € OR,

o” también es un radical.

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién transfinita sobre . Claramente,

0 es radical. Supongamos ahora que o” es radical

como ¢® = 1, se tiene que o
y veamos que o”7t! también lo es. Sea M € R-Mod. Por la Proposicién 1.76
se sigue que o (M /o (M)) = o"(M) /o (M). Luego, o (M/c" (M) =
o (0" (M/o" (M) = o(0"(M)/o™(M)) = o(o"(M)/c(c"(M))) = 0 por ser
o un radical. Por lo tanto, 0"*! es un radical.

Finalmente, supongamos que 7 es un ordinal limite y que o7 es un radical

para todo ordinal 7 < 7. Por definicién, o7 = A{o7 | v € OR, v < n}, de donde,

por la Proposicion 1.74, ¢ es un radical. 0
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La siguiente proposicién describe el comportamiento de los prerradicales bajo

sumas y productos directos.

PROPOSICION 1.78. (|6, Proposicién 2]) Sean o € R-pr y {M;}ic; € R-Mod,

entonces:

(1) o <@Ml) = Po(M;).
il il
(2) o (HMZ) < [To(M;).
iel il
DEMOSTRACION. (1). Para cada j € I, sean t; : My — @,c; My, ¢ :

o(M;) — €B,c; 0(M;) las inclusiones candnicas y sean 7; : @,.; M; — M; las

el

proyecciones canénicas. Dado j € I, se tiene que 7; (o (P,c; M;)) < o(M;). Sea
= (23)ier € 0 (B Mi) < B,e; M. Se sigue que z; = 7;(x) € o(M;) para
cada j € I, de donde © € @, ; o(M;). Por tanto, o (B,c; M;) < @;c;0(M;).
Para la otra desigualdad, observemos que, como consecuencia de la Proposiciéon

1.6, existe un tnico homomorfismo f : @, ; 0(M;) — o(P,; M;) tal que el

iel
siguiente diagrama conmuta para cada j € I:

oM . Do(M)

J iel

(@v)

En virtud de lo anterior y de la Observacién 1.7 resulta que @, ., o(M;) <
o (@iel MZ-), con lo que se tiene la igualdad.
Para la demostracién de (2) se aplica un argumento similar al de la primera

parte de la prueba de (1). O

A continuacién se presentan diversas propiedades de cerradura para clases en

R-Mod, a algunas de las cuales nos referiremos en el transcurso de este trabajo.

DEFINICION 1.79. Sea C una clase no vacia de R-mddulos. Se dice que C es
cerrada bajo:

1. cocientes si, dado M € R-Mod, con M € C, se tiene que M/N € C para
todo N < M.
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2. submddulos si, dado M € R-Mod, con M € C, se tiene que N € C para
todo N < M.

3. epimorfismos si, dado un epimorfismo f : M — N de R-mddulos, con
M € C, se tiene que N € C.

4. monomorfismos si, dado un monomorfismo f : N »— M de R-mddulos,

con M € C, se tiene que N € C.
5. isomorfismos si, dado un isomorfismo f : M — N, con M € C, se tiene
que N € C.
6. sumas directas si, dada una familia {M,};c; de R-mdédulos, con M; € C
M; eC.
7. productos directos si, dada una familia {M;};c; de R-mddulos, con M; €
M; eC.
8. capsulas inyectivas si, para cada M € C, se cumple que EM € C.

para cada v € I, se tiene que @id

C para cada i € I, se tiene que [,

9. extensiones si, para cada sucesion exacta 0 — N — M — L — 0 en
R-Mod, con N,L € C, se tiene que M € C.

OBSERVACION 1.80. Nétese que una clase de R-mddulos C es cerrada bajo
epimorfismos (monomorfismos) si, y solo si, C es cerrada bajo cocientes (submddu-

los) e isomorfismos.

Enseguida se introducen ciertas clases de mddulos definidas mediante las

propiedades anteriores.

DEFINICION 1.81. Sea T wuna clase no vacia en R-Mod. Se dice que T es

una clase de pretorsion si es cerrada bajo sumas directas y epimorfismos. Se

llama a T una clase prelibre de torsion si es cerrada bajo productos directos y

monomorfismos. Una clase de pretorsion en R-Mod se llama hereditaria si es
cerrada bajo monomorfismos. Una clase prelibre de torsion se llama hereditaria
(cohereditaria) si es cerrada bajo cdpsulas inyectivas (epimorfismos). Por su

parte, una clase de torsion es una clase de pretorsion cerrada bajo extensiones,

mientras que una clase libre de torsion es una clase prelibre de torsion que es

cerrada bajo extensiones.

Como en [47], para cada o € R-pr, sea T, = { (M) | M € R-Mod }.
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OBSERVACION 1.82. Ndtese que T, es una clase cerrada bajo isomorfismos.
Asimismo, por la Proposicion 1.78, T, es siempre cerrada bajo sumas directas.

Mas atin, por la Proposicion 1.76, si o es un radical, T, es cerrada bajo cocientes.

El resultado auxiliar que presentamos a continuacién nos ofrece un criterio

para decidir si un prerradical es 0.

LEMA 1.83. [47, Lema 6] Sea o € R-pr. Sio(ES) = 0 para cada S € R-simp,

entonces o = 0.

DEMOSTRACION. En vista del Ejemplo 1.14, para cada M € R-Mod existe
un monomorfismo f : M — (I]xzgmp ES)X para algtin conjunto X. Luego, por
la definicién de prerradical y por la Proposicién 1.78; se tiene que f(o(M)) <
(I rsimp £5)*) < (I fsimp 7 (£9))™* = 0. Por lo tanto, o(M) = 0. Concluimos
que o = 0. [

Como en [47], para cada 0 € R-pr, sean T, = {M € R-Mod | o(M) =M}y
F, ={M € R-Mod | ¢(M) = 0}.

El siguiente resultado de la Teoria de Torsion es bien conocido.

PROPOSICION 1.84. [55, Proposicién VI.1.4] Sea R un anillo. Entonces hay
una correspondencia biunivoca entre prerradicales idempotentes y clases de pre-
torsion en R-Mod, dada por o — T,. De manera dual, existe una corresponden-
cta biunivoca entre radicales y clases prelibres de torsion en R-Mod, dada por

o—F,.

Un prerradical sobre el anillo R es ezacto izquierdo si como funtor sobre
R-Mod es exacto izquierdo. La proposicién que se presenta a continuacién da
condiciones equivalentes para esta clase de prerradicales que resultan de especial

interés para nuestros propdsitos, como se verd en el Capitulo 4.

PROPOSICION 1.85. [55, Proposicion VI.1.7] Sea o € R-pr. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) o es exacto izquierdo.
(b) Para cada M € R-Mod y para cada N < M, o(N)=0c(M)NN.

(c) o es idempotente y T, es cerrada bajo monomorfismos.
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A la luz de la definicion de clase de pretorsién hereditaria, el siguiente resul-

tado se obtiene de inmediato a partir de la proposiciéon anterior.

COROLARIO 1.86. [55, Corolario VI.1.8] Sea R un anillo. Entonces existe
una correspondencia biunivoca entre prerradicales exactos izquierdos y clases de

pretorsion hereditarias en R-Mod.

Un prerradical o € R-pr se dice t-radical si o(M) = o(R)M para cada
M € R-Mod.

PROPOSICION 1.87. Sea R un anillo. Eziste una correspondencia biunivoca

entre t-radicales y clases de prelibres de torsion cohereditarias en R-Mod.

OBSERVACION 1.88. Todo prerradical exacto izquierdo es idempotente y todo

t-radical es radical.

La siguiente proposicion, que exhibe propiedades de cerradura de las clases
de prerradicales recientemente definidos, se prueba directamente a partir de las

definiciones de los mismos.

PROPOSICION 1.89. ([7, Proposicién 1.4.7]) Las clases de prerradicales exac-
tos izquierdos son cerradas bajo infimos arbitrarios, mientras que las clases de

t-radicales son cerradas bajo supremos arbitrarios.

Un submédulo N de un R-médulo M se llama totalmente invariante si
f(N) < N para cada R-homomorfismo f : M — M. En tal caso, se suele es-
cribir N <y; M. Denotamos por Sy;(M) a la reticula de submddulos totalmente
invariantes de M. Un par de ejemplos importantes de submédulos totalmente
invariantes son los siguientes. Dado S € R-simp, se sigue que S es totalmente
invariante en su capsula inyectiva, ES. Por su parte, los submodulos totalmente
invariantes del anillo R son precisamente sus ideales (bilaterales).

Los siguientes tipos de prerradicales, conocidos como prerradicales alfa y

omega, son de gran importancia.

DEFINICION 1.90. Sean M € R-Mod y N <y M. Dado K € R-Mod, los

prerradicales oA y W se definen como sigue:

o) (K) =Y {f(N) | f & Homg(M,K)},
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=({g"(N) | g € Homp(K, M)}.

OBSERVACION 1.91. De la definicidn anterior se sigue, en particular, que
)l = 0y wif = 1 para cada M € R-Mod.

La siguiente propiedad de los prerradicales alfa y omega nos sera de utilidad

en la Seccion 1 del Capitulo 4.

PROPOSICION 1.92. Sean M,M',N,N' € R-Mod tales que N <z M y
N' <y M'. Sean iy : N — M,in : N' <= M’ las inclusiones naturales.
Supongamos que ezisten R-isomorfismos f: M — M' y g: N — N’ tales que el

siguiente diagrama conmuta:

Entonces o = o) y wM = Wil

DEMOSTRACION. Sea L € R-Mod. Por definicién de prerradical alfa, se
tiene que aX (L) = S {h(N) | h € Homg(M, L)}. Luego, por la conmuta-
tividad del diagrama anterior y en vista de que tanto f como g son isomor-
fismos, ajf(L) = > {(in(N)) | h € Homp(M,L)} = 3 {h(f"in g(N)) |
h € Homp(M, L)} = S {hf (in:(N')) | b € Homg(M, L)} = > {hf ' (N') |
hf=' € Homg(M', L)} < o) (L). De manera similar se verifica que oif (L) <
oM (L). Por lo tanto, o = ol

Por su parte, por la definicién de prerradical omega, se tiene que wi! (L) =
({kT(N) | k € Homg(L, M)} = ({k* (in(N)) | k € Hompg(L, M)}, de donde,
al ser el diagrama anterior conmutativo y ya que f y ¢ son isomorfismos, se sigue
que wif (L) = ({E~(fVin g(N)) | k € Homp(L, M)} = ({E(f i (N)) |
k€ Homp(L, M)} = ({E=(f7H(N")) | k € Homp(L, M)} = N{(fk)"(N') |
fk € Homg(L, M")} > wi/(L). Andlogamente, w¥, (L) > w¥ (L). Por lo tanto,

M _ M
Wy = Wy - U
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OBSERVACION 1.93. De hecho, en principio, los prerradicales o y wi
pueden ser definidos para todo submodulo N de un modulo M ; sin embargo, en

caso de ser N totalmente invariante, resulta que a3 (M) = N y wM (M) = N.*

OBSERVACION 1.94. Notemos que, dados M, K € R-Mod, o}5(K) = Try (K)
y w}(K) = Rejy(K). Mds ain, dada una clase de R-mddulos U, se sigue
de lo anterior que Try(K) = Y ;e 00(K) = Vyay 0 (K) y Reju(K) =
Nvew WS (K) = (Apey w§)(K). En particular, Zoc(K) = (VSER_Simpozg)(K) y
Rad(K) = (/\SER-simp w ) (K).

La propiedad que presentamos a continuacion se sigue de inmediato a partir

de la definicién de prerradical alfa y omega.

LEMA 1.95. [47] Dado M € R-Mod, si K,N <y M son tales que K < N,

M M M M
entonces ay < ayn Y Wyr = Wy -

PROPOSICION 1.96. (7, Proposicién 1.6.2]) Sean M, N € R-Mod. Entonces
N <y M si, y sdlo si, existe 0 € R-pr tal que o(M) = N.

DEMOSTRACION. La necesidad es consecuencia inmediata de la Observacién
1.93. Para la suficiencia, supongamos que N = o(M), con ¢ € R-pr, y sea
f € Hompg(M, M). Entonces, como f(N) = f(o(M)) <o(M) = N, se tiene que

N es submodulo totalmente invariante de M. O

PROPOSICION 1.97. ([47, Proposicién 5]) Sean M, N € R-Mod y o € R-pr.
Entonces o(M) = N si, y sélo si, N <;; M y o <o <wil.

DEMOSTRACION. Dado L € R-Mod, si N = (M) y f € Homg(M, L),
se tiene que f(N) = f(o(M)) < o(L), de donde o (L) < o(L). Por otra
parte, si ¢ € Hompg(L, M), entonces g(o(L)) < (M) = N. Luego, o(L) <
g7 (g(a(L))) < g7 (a(M)) = g~ (N), lo cual implica que o(L) < wi(L). Por
lo tanto, o/\N4 <o < w%. Reciprocamente, si O/\N4 <o < w%, entonces, por la
Observacién 1.93, se sigue que N = ¥ (M) < o(M) < w¥ (M) = N; es decir,

N = o(M), con lo que concluimos la demostracién. O

Uyéase ([7, 1.6]).



46 1. PRELIMINARES

De la proposicion anterior se sigue que, si M € R-Mod y N es un submodulo
totalmente invariante de M, entonces aX y w¥ son, respectivamente, el menor
y el mayor prerradicales que mandan a M en N. El siguiente resultado nos dice

que todo prerradical se describe en términos de los prerradicales alfa y omega.

PROPOSICION 1.98. ([49, Observacién 1]) Sea o € R-pr. Entonces:
(1) o= \/{a%M) | M € R-Mod}.
(2) 0 = /\{wg/(fM) | M € R-Mod}.

DEMOSTRACION. Probaremos la igualdad (1), toda vez que la igualdad (2)
se verifica de manera dual. Sea M € R-Mod. Por la Proposicién 1.97, se tiene
que ozé”(M) = 0, de donde Vp y1oq a%M) = 0. Por otro lado, si L € R-Mod, de
la Observacién 1.93 se sigue que (L) = ag(L)(L) < (V pMod aéw(M))(L); es decir,

7 2V patoa Yo(ar)- Concluimos que o =\ 04 @5 (ap- O

La siguiente propiedad caracteriza al funtor identidad sobre la categoria

R-Mod como prerradical.
PROPOSICION 1.99. Sea o € R-pr. Entonces o(R) = R si, y sdlo si, 0 = 1.

DEMOSTRACION. Supongamos que o(R) = Ry sea M € R-Mod. En vista
del Lema 1.1, se tiene que af(R)(M) = > {f(e(R)) | f € Homg(R, M)} =
o(R)M. Luego, por la Proposicién 1.97, M = RM = o(R)M = af z (M) <
o(M). Por otra parte, siempre se cumple que (M) < M por la definicién de

prerradical. Por lo tanto, o(M) = M; es decir, 0 = 1. La reciproca es clara. [

PROPOSICION 1.100. [47, Teorema 7] La gran reticula de prerradicales sobre
el anillo R es atomica y coatémica.'> De hecho,
(1) {ozgs ‘ S e R-simp} es el conjunto de dtomos de R-pr.

(2) {wf ! I es un ideal maximo de R} es el conjunto de codtomos de R-pr.

DEMOSTRACION. (1). Sea S € R-simp y sea 7 € R-pr tal que 7 < of®.
Luego, por la Proposicién 1.97, 7(ES) = 0. Sea S’ € R-simp, con S' # S,
entonces T(ES') < aES(ES') = 0. Se sigue del Lema 1.83 que 7 = 0. Por tanto,

5yéase la Seccién 1 del Apéndice A.
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af® es un dtomo en R-pr. Ahora, sea 0 € R-pr tal que o # 0. Entonces,

nuevamente por el Lema 1.83, existe S € R-simp tal que o(ES) # 0. Se sigue
que S < o(ES). Luego, por el Lema 1.95 y por la Proposicién 1.97, a£% <
ozf(SES) =< o, con lo que concluimos la prueba de (1).

(2). Sea I un ideal maximo de R y sea 7 € R-pr tal que w¥ < 7. Entonces,
por la Proposicién 1.97, se tiene que I < 7(R). Luego, como 7(R) es un ideal de
R e I es un ideal méaximo, debe ocurrir que 7 = 1 en virtud de la Proposicién
1.99. Se sigue que wl es un codtomo de R-pr. Ahora, sea o € R-pr, con o # 1.
De nuevo por la Proposicién 1.99, o(R) # R, y, por tanto, debe existir un ideal
méaximo [ de R tal que o(R) < I. Por el Lema 1.95 y por la Proposicién 1.97

se sigue que o =< wf( r) = wh con lo que concluimos la demostracién. 0

Algunas clases especiales de prerradicales pueden describirse en términos de

prerradicales alfa y omega, como se presenta a continuacion.

TEOREMA 1.101. ([48, Proposicién 2.1]) Dado o € R-pr, se tiene que:

(1) o es idempotente si, y sdlo si, o =\/{all | M €T, }.

(2) o es un radical si, y sélo si, o = N {w)! | M € F, }.

(3) o es exacto izquierdo si, y solo si, o = N\ {w?(Q) | Qeé& }, donde €
denota la clase de todos los R-maodulos izquierdos inyectivos.

(4) o es un radical exacto izquierdo si, y solo si, o = { w(? } QeENF, }

(5) o es un t-radical si, y solo si, 0 = ozf(R).

DEMOSTRACION. (1). Sea o un prerradical idempotente. Por la Proposicién
1.97, si M € R-Mod es tal que (M) = M, entonces se tiene que a}f < o. Se
sigue que \/ { aM | MeT, } = 0. Por otra parte, si L. € R-Mod, entonces, como
o es idempotente, o(o(L)) = o(L). Ahora bien, consideremos la inclusién natural
o(L) < L. De la Observacién 1.93 se sigue que o(L) = O‘ZEB(U(L)) < aggfg(L),
de donde o <'\/ { oM } M eT, }, lo que prueba la igualdad. Reciprocamente,
para cada M € R-Mod, se sigue de la Observacion 1.94 y de la Proposicion
1.18,(1), que ¥ = Try(_) es idempotente. Luego, por la Proposicién 1.74,
o=\ {all | M €T, } esidempotente.

(2). Sea ¢ un radical. De nuevo por la Proposicién 1.97, para cada M €

R-Mod tal que (M) = 0 se tiene que o < w)’. Luego, o < A {w}! | M € F, }.
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Por otro lado, dado L € R-Mod, como o es radical, se sigue que o(L/o(L)) = 0.
Consideremos ahora la proyeccién natural L 5 L/o(L). Entonces wy / U(L)(L) <
Nu(p) = o(L), de donde A {wé” ‘ MeTF, } < o, con lo que se tiene la igualdad.
Para la suficiencia, sea M € R-Mod. Se sigue de la Observacion 1.94 y de la
Proposicién 1.18,(2), que w}! = Rejyr(_) es radical, de donde, por la Proposicién
174, 0 = N{wd' | M € F,} es radical.

(3). Sea o un prerradical exacto izquierdo y sea @) € £. Una vez mds por la
Proposicién 1.97, se tiene que o =< wg(Q). Por tanto, o < /\{wf@) ‘ Qeé& }
Por otra parte, por la Proposicion 1.85, para cada L € R-Mod se cumple que
o(L)=LNo(EL) =i"(c(EL)), donde L 2 EL es la inclusién en la cépsula

inyectiva. Luego, wf(%L)(L) < o(L), de donde /\{wf@) | Qe 5} = o, con lo
que se verifica la igualdad. Ahora supongamos que o = A { wg(Q) ‘ Qe }
Sean M, N € R-Mod tales que N < M y sea () € £. La contencién w?(Q)(N) C
NN wf(Q)(M) es clara. Ahora, sea x € N N wf(Q)(M). Entonces z € ¢ (0(Q))
para cualquier g € Homg(M, Q). Sea f € Hompg(N,Q). Como @ es inyectivo,

existe h € Hompg(M, Q) tal que el siguiente diagrama conmuta:

AR
fT AN

AN

N—— M

Se sigue que z € h*(0(Q)); esto es, f(x) = h(zx) € o(Q), pues x € N.
Luego, z € f<(0(Q)), de donde z € wc?(Q)(N). Por lo tanto, N N wf(Q)(M) -
w?(Q)(N ). Finalmente, en vista de la Proposicién 1.89, concluimos que o =
A { wf(Q) ‘ Qe } es exacto izquierdo.

(4). Sea ¢ un radical exacto izquierdo y sea @ € £. Luego, si 0(Q) = 0, por la
Proposicién 1.97 se tiene que o < wég. Por tanto, 0 < A\ { wOQ ’ QeéNF, } Por
otra parte, dado L € R-Mod, como o es radical, se sigue que o(L/o(L)) = 0. Sea
Qo := EL/o(L), la capsula inyectiva de L/o(L). Ya que o es exacto izquierdo,
se tiene que L/o(L) No(Qo) = o(L/o(L)) =0, de donde, al ser L/o(L) esencial
en Qo, se sigue que o(Q)y) = 0. Consideremos la proyeccién natural L AL Jo(L)

y la inclusién L/o(L) % Q. Entonces, wg (L) < Nu(ip) = o(L). Por lo tanto,
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A { w§9 ’ Qe&ENF, } =< 0, lo que prueba la igualdad. Para la suficiencia, dado

Q € &, se tiene que w(? es un radical, por ser w(? = Rejo(~) en virtud de
la Observacién 1.94. Ademas, si 0(Q)) = 0, entonces wg = wf(Q), que, por el

inciso (3), es exacto izquierdo. Finalmente, por las proposiciones 1.74 y 1.89,
A { w(? ‘ QReéEN IFU} es radical exacto izquierdo, siendo la clase de radicales
exactos izquierdos cerrada bajo infimos arbitrarios.

(5). Sea ¢ un t-radical. Recordemos que, por el Lema 1.1, para cada M €
RMod, off (M) = S{f(o(R)) | f € Homa(R,M)} = S{d(o(R)) | = €
M} = o(R)M. Luego, o(M) = afi 5 (M). Reciprocamente, si o = ol ), en-
tonces, para cada M € R-Mod, o(M) = af(R)(M) = o(R)M, con lo que con-

cluimos la demostracion. [l

Un anillo R se dice cosemisimple o un V -anillo*® si todo R-médulo simple es
inyectivo. El siguiente teorema, localizado en [47], aporta una caracterizacion de
esta dltima clase de anillos en términos de los 4tomos de sus (grandes) reticulas
de prerradicales. Cabe resaltar que el Teorema 2.5 que aparece en el siguiente
capitulo y que también forma parte del articulo [47], ofrece una suerte de carac-

terizacion “dual” para el caso de los anillos semisimples.

TEOREMA 1.102. ([47, Teorema 15]) Las siguientes condiciones son equiva-

lentes para un anillo R:

(a) R es V-anillo.
(b) Todo dtomo de R-pr es idempotente.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Si R es un V-anillo, entonces S = FS para cada

S € R-simp. Luego, a5¥ = a2 para cada S € R-simp, de donde, en vista de la

Proposicién 1.100 y del teorema anterior, todo atomo de R-pr es idempotente.
(b) = (a). Sea S € R-simp. Por hipétesis, a£® es un prerradical idempotente.
Luego, en virtud de la Observacién 1.93, S = aZ%(ES) = (a£%(af%(ES)) =

6en honor a O. E. Villamayor. De hecho, fue Villamayor quien probd que un anillo R es

V-anillo si, y sélo si, todo ideal izquierdo de R es la interseccién de ideales izquierdos maximos
de R. Mas caracterizaciones y propiedades de los V-anillos pueden encontrarse en el Capitulo

7 de [18], asi como en el Ejercicio 10 del Capitulo 13 de [1].
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af5(S); es decir, S = > _{f(S) | f € Homg(ES, S)}. Por tanto, existe un homo-
morfismo distinto de cero f : ES — S. Se afirma que f es monomorfismo. En
efecto, st Nu(f) # 0, entonces Nu(f) NS # 0 por la esencialidad de S en ES,
de donde Nu(f) = S al ser S un médulo simple. De lo anterior se sigue que f es
el homomorfismo cero, una contradiccién. En consecuencia, Nu(f) = 0, lo que

prueba la afirmaciéon. Concluimos que S = ES. 0J

La siguiente propiedad sera usada de manera reiterada en adelante.

PROPOSICION 1.103. (50, Proposicién 1.2] ) Sean {M;}ier y {N;}ier familias
de R-mddulos izquierdos tales que N; < M; para cada i € I. Sean N = @N;,

el

iel iel i€l

(1) Si N <y M, entonces N; <p; M; para cada i € I y ol = \/Oz%

(2) Si N’ <y M', entonces N; <y M; para cadai € I y w%/ :lEI/\Iw?V/‘?

ic

DEMOSTRACION. (1). Para la primera parte, supongamos que N <g; M. Sea
Jj € Iysea fj : Mj — M; un R-homomorfismo. Sea f : M — M tal que
f = yc; hi, donde h; = f; v h, =0 para k # j. Sea € N;. Como N <y M
por hipdtesis, se sigue que fi;(z) € N, donde ¢; : M; — M es la la j-ésima
inclusién canénica. Luego, f;(z) = hj(x) = m;fi;(x) € N;, donde m; : M — M,
es la j-ésima proyeccién candnica. Por lo tanto, N; <z M;. Probemos ahora
la segunda parte de (1). Sea L € R-Mod y sea g € Hompg(M, L). Entonces
9V = Yyes 9 (N) < Tpes ol (L), de donde ad/(L) < Vo, adi(L). Por
tanto, o < Vier O/\N{". Para la desigualdad restante, sea k € I y sea g, : My — L
un R-homomorfismo. Entonces gp(Ni) = grmi(N) < o (L). Por consiguiente,
ant(L) < oM (L). Se sigue que ajy* < alf para cada k € I, de donde \/,, ayy’ <

M : M _ M;
ay - Concluimos que ay = \/;.; ay'.

(2). La prueba es dual a la de (1). O

El siguiente teorema establece una correspondencia entre los prerradicales

sobre anillos Morita equivalentes.”

I"La demostracién completa y detallada de este resultado forma parte del proyecto de tesis

doctoral de la M. en C. Janeth A. Magana Zapata, véase [42].
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TEOREMA 1.104. ([7, Proposicién 1.9.2]) Sean R,S anillos Morita equiva-

lentes. Entonces existe un isomorfismo de (grandes) reticulas ¢ : R-pr — S-pr.

OBSERVACION 1.105. El isomorfismo ¢ al que se refiere el teorema anterior
se define como sigue. Sean F : R-Mod — S-Mod y G : S-Mod — R-Mod los
funtores que representan la equivalencia entre las categorias R-Mod y S-Mod, con
1somorfismos naturales € : FG — lg.poq Y M ¢ 1rmod — GF. Dados T € R-pr,
N € S-Mod y la inclusion natural iy : T(GN) < GN, se define [o(T)](N) =
enF(iy)(FT(GN)) = Im(enF(in)).'

Como se menciona en la Observacién 1.93, los prerradicales o y wi!, pre-

sentados en la Definicién 1.90, pueden ser definidos para todo submddulo N de
M; es decir, prescindiendo de la condicién adicional N <;; M. Sin embargo,
es importante enfatizar que en este ltimo caso no se cumplen las igualdades
aX(M) = Ny w¥(M) = N. Tomando en cuenta esta aclaracién, es posible

presentar la definicién de los prerradicales alfa y omega como sigue.

DEFINICION 1.106. Sean M, N € R-Mod y h : N — M un R-homomorfismo.

Se define el prerradical ('), como sigue. Sea K € R-Mod, entonces:
(X n(K) =) {fM(N) | f€Homp(M,K)}.

OBSERVACION 1.107. De la definicion anterior se sigue de inmediato que
(aX)n € R-pr. Nétese que si N < M e i : N < M es la inclusion natural,

entonces o = (ail);. Por simplicidad, en caso de que el R-homomorfismo h :

N — M sea monomorfismo, escribiremos o en lugar de (aXl)y,.

Antes de presentar una propiedad de los prerradicales antes definidos, intro-

ducimos una definicion.

DEFINICION 1.108. Sean M, N,L € R-Mod y sean h: N — M y I : L — M

R-homomorfismos. Decimos que h y h' son equivalentes si existe un isomorfismo

18Con el fin de simplificar la notacién, escribimos enF(in)(F7(GN)) en lugar de
enF(in)(F(T(GN))). Aplicaremos esta convencién de suprimir paréntesis en los resultados

siguientes de esta seccion.
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h:N — L tal que h = h' h; es decir, el siguiente diagrama conmuta:

h
N—M

J/ O
h
B
L

En tal caso, escribimos h =~ h' o, simplemente, h ~ h'.
h

LEMA 1.109. Sean M,N,L € R-Mod y sean h : N — M y h' : L - M

R-homomorfismos tales que h ~ h'. Entonces (aX)n = (o).
h

DEMOSTRACION. En efecto, sea K € R-Mod. Entonces, por las definiciones

1.106 y 1.108, (a¥)n(K) = S{fh(N) | f € Homg(M, K)} =S {fW h(N) | f €
Homp(M, K)} = > {fI'(L) | f € Homp(M, K)} = (o} )w(K). u

A la luz de la Definicién 1.106 y de la Observacién 1.107, el objetivo de la
siguiente proposicién es mostrar que el isomorfismo de reticulas ¢, al que hace

referencia el Teorema 1.104, preserva los prerradicales alfa introducidos en la
Definicién 1.106.

PROPOSICION 1.110. Sean R y S dos anillos Morita equivalentes y con-
sideremos el isomorfismo de (grandes) reticulas ¢ : R-pr — S-pr, definido en
la Observacion 1.105. Entonces, dados N, M € R-Mod y un R-homomorfismo
h:N — M, se cumple que o((adf)n) = (o ) pn), donde F : R-Mod — S-Mod

es la equivalencia entre las categorias R-Mod y S-Mod.*

DEMOSTRACION. Sean F : R-Mod — S-Mod y G : S-Mod — R-Mod los
funtores que representan la equivalencia entre las categorias R-Mod y S-Mod,
con isomorfismos naturales € : FG — lsmod V 7 ¢ 1lrModa — GF. Sean M, N €
R-Mod y sea h : N — M un R-homomorfismo. Veamos que o((al),) =
(afA ) p(n)- Notemos primero que (agf)pen tiene sentido como un prerradical

sobre S en virtud de la Definicién 1.106. Sea L € S-Mod. Por un lado,

(i) (rn) )r(n) Z{g N)) | g € Homg(FM,L)}.

9Una versién mds general de este resultado aparece en el proyecto de tesis doctoral de la

M. en C. Janeth A. Magana Zapata, véase [42].
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Por otra parte, por definicion, [p((aX))](L) := e F(ir)(F(aX),(GL)) (véase
la Observacién 1.105). Sea H' := Homp(M, GL). Como (o) )a(GL) = 3~ ;5 fR(N),
se sigue del Lema 1.9 la existencia de un epimorfismo g : Py N — (X)) (GL)

tal que, para cada f € H’, el siguiente diagrama conmuta:

B N~ (ad)n(GL) = GL

8!

M

donde i, es la inclusién natural, f’ es la correstriccién de fh a su imagen y el
morfismo ¢y es la inclusién canénica de N en Py N.

Ahora, en virtud de los incisos (2) y (5) de la Proposicién 1.31, al aplicar el
funtor F' al diagrama anterior para cada f € H' obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo

F(g) F(ip)

@,  FN — F(@,, N) — F(al),(GL) —> FGL
\Nbf) T
if F(f")
FN
F(h)i
FM

para cada f € H', donde F'(g) es un epimorfismo y el morfismo i es la inclusién
canénica de F'IN en @,, FN. Luego, de la Observacion 1.7 y de la Proposicién
1.8 se sigue que F(aN)n(GL) = >, F(f')(FN), de donde, por la conmuta-
tividad del dltimo diagrama, F'(iy)(F(ad )n(GL)) = >, F(iL)F(f)(FN) =
> 20 F(f)F(h)(FN). Por lo tanto,

(i) (@ )WIL) =Y {enF(N)(F(h)(FN)) | f € Homp(M, GL)}.

Finalmente, tras comparar las expresiones (i) y (ii) anteriores, se concluye la

afirmacién de la proposicion como consecuencia del Teorema 1.29. 0
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OBSERVACION 1.111. Sean R y S anillos y sea F' : R-Mod — S-Mod una
equivalencia de categorias. St M, N € R-Mod son tales que N <y; M, entonces
N = 7(M) para algin 7 € R-pr por la Proposicion 1.96. Sea j : 7(M) — M
la inclusion natural. Se sigue de la Proposicion 1.81,(5), que F(j) : FT(M) —
FM es un monomorfismo. Luego, en virtud de la proposicion anterior y de la

Observacion 1.107, p(ai) = go(a%M)) = a?%M).

El siguiente corolario nos ofrece una manera alternativa de describir a las
imagenes bajo el isomorfismo ¢ de los prerradicales alfa presentados en la Defini-

cién 1.90.

COROLARIO 1.112. Sean R y S anillos Morita equivalentes y consideremos el
isomorfismo de (grandes) reticulas ¢ : R-pr — S-pr, definido en la Observacion
1.105. Entonces, dados M € R-Mod y T € R-pr, se cumple que go(a%M)) =
afjpj(‘f)](FM), donde F : R-Mod — S-Mod es la equivalencia entre las categorias
R-Mod y S-Mod.

DEMOSTRACION. Sean M € R-Mod y 7 € R-pr. Consideremos las equiva-
lencias inversas entre si F' : R-Mod — S-Mod y G : S-Mod — R-Mod, asi co-
mo los isomorfismos naturales € : FG — lsnmoda V 1 : lrModa — GF. Sea
irpp : T(GFM) — GFM la inclusién natural. Notemos primero que [¢(7)](F'M)
es isomorfo al S-moédulo F7(M). En efecto, como epy : FGFM — FM,
nv : M — GFM son isomorfismos y F(ipy) @ FT(GFM) — FGFM es
un monomorfismo (ver Proposicién 1.31,(5)), se sigue de la Observacién 1.105
que [p(T)|(FM) = eppFipm)(FT(GFM)) = Fr(GFM) = Fr(M). Sean

i [p(M)(FM) < FM y j : 7(M) < M las inclusiones naturales. Entonces
i~ F(j), de donde a {1y pay = (fotmyman)i = (@h(an)F(j) = Qn(ar DOT el

Lema 1.109 y en virtud de la Observacién 1.107. A partir de lo anterior y de la
Observacién 1.111 se concluye que gp(a%M)) = a?é‘f(M)) = &ﬁp](\{—)](F(M)V que es lo

que se queria verificar. 0

Dados un R-homomorfismo de anillos f : R — Sy dos prerradicales 7 € R-pr
y o € S-pr, es posible construir nuevos prerradicales sobre R y sobre S como se

muestra a continuacion.
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DEFINICION 1.113. [7, 1.8] Sea f : R — S un homomorfismo de anillos.
Dados 7 € R-pr y o € S-pr, se definen los prerradicales f[r], f{T} sobre S y
{o}f,[o]f sobre R como sigue:

(1) Sea N € S-Mod. Definimos (f[7])(N) := S7(N); es decir, el S-submddulo
de N generado por 7(N).

(2) Sea N € S-Mod. Definimos (f{T})(N) := {x € N | Sx < 7(N)}; esto
es, el mayor S-submddulo de N contenido en 7(N).

(3) Sea M € R-Mod. Se define ({o}f) (M) :={zx € M | z = g(lg), g €
o(Hompg(rS,r M))}, donde 15 denota el elemento unitario del anillo S.

(4) Sea M € R-Mod. Se define ([o]f) (M) :={x € M | (1s®x) € 0(S ®p

OBSERVACION 1.114. Ndtese que los prerradicales f[r], f{r}, {o}f v [o]f
antes presentados estdn bien definidos. En particular, dado M € R-Mod, se tiene
una estructura de S-modulo izquierdo en el grupo abeliano Sr ®r M, mediante
la accion s(t ® ) = st @ x para cualesquiera s,t € S y para todo x € M.
Asimismo, se puede dotar al grupo abeliano Hompg(rS,r M) de estructura de
S-mddulo izquierdo, por medio de la accion sg(t) = g(ts) para cada par de

elementos s,t € S y para todo g € Homg(gS,r M).

PROPOSICION 1.115. [7, 1.2, Ejercicios .2.E4 y I.8.E7] Si f : R — S es un
homomorfismo de anillos suprayectivo, entonces, dados o € S-pry M € R-Mod,
{o}f) (M) =0o(vi(M)), donde vs(M) es el anulador (derecho) de Nu(f) en M;
es decir vy(M) = ry(Nu(f)) = {x € M | Nu(f)z =0} ={x e M | rz =
0 para cada r € Nu(f)}.

PROPOSICION 1.116. Sean Ry, ..., R, ideales distintos de cero de un anillo R
tales que R = @}, R; y sea {e1,...,e,} un conjunto completo de idempotentes
ortogonales centrales de R. Para cada i = 1,...,n, sea m; : R — R; la i-ésima

proyeccion canonica. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
n
(1) Para cadai=1,...,n, Nu(m;) = P Re;.
=1

i
(2) Dado M € R-Mod, se tiene que vy, (M) = e;M para cadai=1,... n.
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DEMOSTRACION. (1). La condicién se sigue de inmediato de la Proposicién
1.34.

(2). Seani € {1,...,n} y M € R-Mod. Siz € v, (M), entonces Nu(m;)z = 0.
Searg:=e; +---+e_1+e41+---+e, Porlacondicién (1), ro € Nu(m;). De lo
anterior y del hecho de que {ey, ..., e,} es un conjunto completo de idempotentes
ortogonales centrales de R se sigue que x = (e; + -+ + €,)x = €x + 1o =
e;x € e;M. Por lo tanto, v,, (M) C e;M. Para la otra contencién, sea = € e¢; M.
Entonces « = e;z; para algiun x; € M. Sea r € Nu(m;). Nuevamente por (1), r =
rie1+- - +ris1€i_1+rip1€i41+- - +rpe, paraalgunos r; € R, j € {1,...,n}\{i}.
Luego, puesto que {ej,...,e,} € R es un conjunto completo de idempotentes
ortogonales centrales, se tiene que rz = 0; es decir, x € v,,(M). Por lo tanto,

e;M C v, (M), con lo que concluimos la demostracién. UJ

El lema que se presenta a continuacion retne algunas propiedades de los
prerradicales presentados en la Definicion 1.113 que nos seran de utilidad para

probar el siguiente teorema.

LeEmA 1.117. ([7, Ejercicios 1.8.E2., 1.8 E6. y 1.8.E7.]) Sea f : R — S un

R-homomorfismo de anillos suprayectivo. Sean T € R-pr y o € S-pr. Entonces:

(1) fH{r} = fl7].
(2) = 2 [flrlf-
B) {27
(4) Dados 11,79 € R-pr, se tiene que flm V 1o = f[r] V flm2].

Cabe mencionar que las propiedades (2) y (3) del lema anterior se cumplen

aun cuando el homomorfismo de anillos f no es suprayectivo.

TEOREMA 1.118. [7, Proposicién 1.9.1] Sean Ry,..., R, ideales distintos de
cero de un anillo R tales que R = @), R;. Seam; : R — R; lai-ésima proyeccion
candnica para cada i = 1,...,n. Entonces existe un isomorfismo @, : R-pr —
Ry-prx -« X R,-pr entre la (gran) reticula de prerradicales sobre R y el producto
de las (grandes) reticulas sobre R;, definido como ©,(1) = (m[7],...,m[T])

para cada T € R-pr, cuya inversa @n s Ry-prx -+ xX R,-pr — R-pr estd dada por
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n n

0, ((01,...,00) == \V{o:}m = Aloi|m para cualquier (oy,...,0,) € Ri-pr x
i=1 i=1
<o X Ry-pr.

DEMOSTRACION. Notemos en primer lugar que las asignaciones @, y @n
estan bien definidas y que ambas preservan el orden en virtud de la definiciéon de
producto de reticulas (véase la subseccién 1.1 del Apéndice A). Luego, tanto 3,
como 1), son homomorfismos de clases parcialmente ordenadas o clapos. Veamos
ahora que %, es un morfismo biyectivo con inversa 1,,. Sea 7 € R-pr. Por un
lado, se tiene que 7 =< [m;[7]|m; para cada i = 1,...,n por el inciso (2) del Lema

1.117. Por otra parte, en vista de los incisos (1) y (3) del mismo lema, tenemos

que {m[7]}m; = {m{r}}m = 7. Por tanto, ¥, @,(7) = Vi {m[r]}m = 7 =
N [milr]lmi = ¥,8,(7), de donde 9,3, (1) = 7.

Consideremos ahora un elemento (o1, ...,0,) € Ry-pr x -+ X R,-pr. A partir
de las definiciones de los morfismos $,, y ,, obtenemos que @,%, ((o1,...,0,)) =
(mVis {odml, .. mlVis {oidm]) = (Vi m[{oidml, ... Vo, mal{oi}m]) por
el inciso (4) del lema anterior. Ahora, sean ¢,j € {1,...,n} y sea M; € R;-Mod.
Por definicién, se tiene que (7;[{o;}m])(M;) es el R;-submddulo de M; generado
por ({o;}m;)(M;). Ahora bien, en virtud de la Proposicién 1.115, ({o;}m;)(M;) =
0i(vr; (M;)), de donde, como consecuencia de las proposiciones 1.37 y 1.116,

({o:}m;)(M;) = 0;(e; M;) = 0;(0;;M;). De lo anterior se obtiene que:

(mj[{o:}ml) (M;) =

Por 1o tanto, 3,0, (01, .-, 7)) = (01, -, 0a)-
Finalmente, puesto que tanto ,, como En resultan ser isomorfismos de clapos,
concluimos, en vista de la Proposicion A.2, que dichos morfismos son también

isomorfismos de (grandes) reticulas. O

Para profundizar en las definiciones y propiedades de los prerradicales, re-

mitimos al lector a las referencias [6], [7], [47], [48], [49], [50] y [55].
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5. Algebras de carcaj y representaciones

Introducimos a continuacién un poco de terminologia y algunas propiedades
fundamentales de la Teoria de Representaciones, més concretamente, de la teoria
de carcajes. Dicha informacién se localiza en las referencias [2], [3] y [11].

Sea K un campo. Una K-dlgebra es un anillo A que tiene una estructura
de K-espacio vectorial compatible con la multiplicacion de A; es decir, tal que
k(ab) = (ak)b = a(kb) = (ab)k para todo k € K y para cualesquiera a,b € A.
Si Ay B son K-algebras, entonces un homomorfismo de anillos f : A — B
se dice un homomorfismo de K-dlgebras si f es una K-aplicacién lineal. Si f
es ademas biyectivo, se llama un isomorfismo de K-dlgebras y se escribe A =
B. Dada una K-dlgebra A, se define la K -dlgebra opuesta de A, denotada por
A como la K-algebra cuyo conjunto subyacente y cuya estructura de espacio
vectorial son precisamente los de A, pero cuya multiplicacién * estd dada por
a * b = ba para cualesquiera a,b € A. Una K-algebra es de dimension finita
si como K-espacio vectorial tiene dimensién finita. Asimismo, una K-algebra es
hereditaria izquierda si como anillo es hereditario izquierdo. Supongamos que A es
una [-algebra con un conjunto completo de elementos idempotentes ortogonales
primitivos {ey, ..., e,}. La K-algebra A se llama bdsica en caso de que Ae; 2 Ae;
sii,7€{1,2,...,n} son tales que i # j.

Un carcaj es un grafo orientado, conexo y finito. Mas precisamente, un carcaj
consiste de un conjunto )y cuyos elementos son llamados vértices y otro conjunto
()1 de elementos llamados flechas, junto con dos funciones s,t : Q1 — Qp que
asocian a cada flecha o € )1 su vértice inicial s(«) y su vértice final ¢(a). Una
flecha o € @ con vértice inicial @ = s(a) y vértice final b = t(a) se denota
usualmente por o : @ — b, o bien, por a — b.

Sea @ = (Qo, @1, s,t) un carcaj y sean a,b € Qo. Un camino de longitud
k > 1 con vértice inicial a y vértice final b es una sucesién (a|aq, s, . . ., ax|b),
donde «; € Q1 para cada i € {1,...,k} y se tiene que s(ay) = a, t(a;) = s(@it1)
para cadai € {1,...,k— 1}y, finalmente, t(cy) = b. A cada a € Q) se asocia un
camino de longitud cero, llamado camino trivial o estacionario, al que se denota

e, = (al|a). Un camino de longitud k& > 1 se llama ciclo si sus vértices inicial y
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final coinciden. Un carcaj se llama aciclico en caso de que no contenga ciclos. Un
ejemplo de carcaj aciclico es el carcaj de Kronecker, el cual puede visualizarse

(0%
como sigue: a £ b. Nos referiremos a este carcaj mas adelante.

Dado un csfmpo K, se define el dlgebra del carcaj (), denotada por K@),
también conocida como el dlgebra de caminos (asociada al carcaj @), como la
K-algebra cuyo K-espacio vectorial subyacente tiene por base el conjunto de
todos los caminos en () y tal que el producto de dos caminos estd dado por la

4

“concatenacion” o “yuxtaposicion” de los mismos en caso de que tenga sentido

y cero en caso contrario.

PROPOSICION 1.119. (]2, Corolario 11.1.5]) Sean K un campo y Q un carca.
El elemento ) ,cq, €a €s la identidad de KQ y la familia {e, | a € Qo} es un

conjunto completo de idempotentes ortogonales para KQ).

Dados un campo K y un carcaj @ = (Qo, @1, s,t), definimos la categoria
Repy (Q) como sigue. Cada uno de los objetos de Rep, (Q), llamados representa-
ciones de @, consiste de un conjunto de K-espacios vectoriales {V, | a € Qo},
junto con otro conjunto de K-aplicaciones lineales {¢q : Vo, = V4, | @ € @1, s(a) =
a,t(a) = b}. Tal representacion se denota (Vi,¢a)acqo.acg, ©, simplemente,
(Vs 0a). Por su parte, un morfismo de representaciones f : (Va, ¢a) = (V., )
es un conjunto de K-aplicaciones lineales f = {f, : V, = V/ | a € Qp}, com-
patibles con las funciones ¢,; es decir, para cada a = b € Q) se tiene que

Ol fo = fova, 0, equivalentemente, el siguiente cuadrado es conmutativo:

(4) V, =V,

fa J/ O i fo
Vi —=Vy
oA
Una representacion V. = (V,,p,) de Q es de dimension finita si cada K-
espacio vectorial V;, (a € Qo) es de dimensién finita.
Sean V = (V,, 00) vy V' = (V] ¢),) dos objetos en Repy (Q). Se dice que V es
un subobjeto de V' si 'V, C V! para cada a € Qy y ¢, es la restriccién de ¢!, al

subconjunto V, para cada o € ()1. Por otra parte, se define la suma directa de V'
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y V' como el objeto W = (W, ¢,) de Repg(Q) tal que W, =V, & V! para cada
a € QoY ba = o ® gl para cada o € Q1. Una representacion (V,, ¢,) de @ se
llama inescindible si no es isomorfa a la suma directa de dos representaciones de
() distintas de cero.

Se suele denotar por rep,(Q) a la categoria de todas las representaciones de

dimensién finita de @) y, por indrep, (@), a un conjunto completo e irredundante

de representantes de clases de isomorfismo de objetos inescindibles de rep, (Q),
los cuales pueden elegirse de manera que, para cada V' € indrepy(Q), se tenga
que, dado a € Qy, V, =0, o bien, V, = K™ para algin m > 1.

El siguiente teorema nos da la manera de “traducir” de moédulos sobre un

algebra de carcaj a representaciones del carcaj y viceversa.

TEOREMA 1.120. ([2, Corolario II1.1.7]) Sean K un campo y @ un carcaj.
Entonces las categorias Repy(Q) y KQ-Mod son equivalentes.

DEMOSTRACION. Sea F’ : Repg(Q) — KQ-Mod el funtor definido como
sigue. En objetos, dada una representacién V = (V,, p,), F'(V) = @aer Va.
Es claro que F’'(V) es un K-espacio vectorial. Dotamos a F'(V') de estructura

de K@-médulo de la siguiente manera. Sea = = (z4)acq, € D Vo y sea w

a€Qo
un camino en (). Si w es un camino trivial; es decir, w = e, para algiun a € @)y,
entonces se define el producto wz como:
T, Sic=a;
(wz), =
0 sic#a.
Si, por el contrario, w = (a|ay, as,...,q|b) es un camino de longitud [ > 1

con vértice inicial a y vértice final b, consideramos la K-aplicacién lineal ¢,, :=

Soal Tt @ag Spal . Va, — ‘/b y se deﬁne:

Ou(xy) sic=b;
0 sic#b.

(wx), :=

En otras palabras, wx es el elemento de F'(V) = €P,cq, Va cuya tnica coor-
denada distinta de cero es (wz), = @u(x,) € V, y el producto se extiende

linealmente. No es dificil verificar que, con la accién antes definida, @aer V.,
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resulta ser un K @Q-moédulo. Enseguida definimos el funtor F’ en morfismos. Sea
[ (Vayva) = (V) L) un morfismo de representaciones en Repy(Q). Entonces
f es un conjunto de K-aplicaciones lineales, {f, : V, — V! | a € Qp}, que
son compatibles con las funciones ¢,. Queremos construir un morfismo de K Q-
moédulos F'(f) @ F'(Va, 0a) = F' (V] @), Sean V' := (Vo 00) v V' i= (V] ).
Puesto que F'(V) = @,cq, Vo v F'(V') = Docq, Vi existe una K-aplicacion
lineal g := P,cq, fo : F'(V) — F'(V'). Sea F'(f) := g. Afirmamos que F’(f)
es un K @Q-homomorfismo de modulos. Sea w un camino con vértice inicial a y
con vértice final b en Q y sea © € P, cq, Va- Entonces g(wz) = fi(pu(r.)) =
ol fa(za) = wg(z) porla conmutatividad del diagrama (1), lo que prueba nuestra
afirmacion. Por tanto, el funtor F” estd bien definido.

Construimos a continuacién un funtor G’ : K@Q-Mod — Repy(Q). Sea V un
KQ@-médulo. Se define G'(V) = (V,, pa), donde V,, := e,V para cada a € Q v,
dada a 3 b€ Q, YoV, =V, estd dada como sigue. Sea x € V,, entonces z =
e,x’ para algun 2’ € V. Se define ¢, () := ax = eyae,x’. Puesto que V es un KQ-
modulo, se sigue que ¢, es una K-aplicacion lineal. Luego, G'(V) € Repy(Q).
Ahora, sea f : V — V’/ un homomorfismo de K@Q-médulos. Nos interesa definir
un morfismo G'(f) : G'(V) — G'(V') en Repg(Q). Observemos que, si a € Qg y
T = e, @ € e,V =V, entonces f(z) = f(e.a') = f(e22') = e f(e.x") € e,V =
V!. Por tanto, la restriccién de f a V, es una K-aplicacién lineal f, : V, — V.
Sea, pues, G'(f) = {fa : Vo = V! | a € Qo}. Sélo resta por probar que, para
cada flecha a = b en @), conmuta el diagrama (f). Para tal fin, sea € V,. En
vista de lo anterior, fyp.(z) = filazx) = flaz) = af(z) = af.(z) = ¢, f.(2),
de donde, en efecto, G'(f) es un morfismo de representaciones. Asi, también el
funtor G’ tiene sentido.

Finalmente, se prueba directamente que se tienen isomorfismos naturales
G'F' = 1Rep, (@) ¥ 1ko-Moa — F'G'. De hecho, como se afirma en [11, Teoremas
4.3.1 y 4.3.2], dichos isomorfismos naturales son “casi la identidad”. En efecto, si
V= (Va, va) € Repg(Q), entonces G'F'(V') = (V/, L), con V! = e, (F'(V)) =
Vo ® (D4, 0)- Por su parte, si V' € KQ-Mod, entonces F'G'(V) = €D, ¢, €aV =
V via el isomorfismo ty : V' — @, €.V dado por ty(v) = (e,v)acq, para cada

v €V, con lo que concluimos la demostracion. [l
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Dentro de las técnicas de la Teoria de Representaciones, un hecho bien cono-
cido es que, dado un carcaj conexo, finito y aciclico @, el dlgebra de caminos K@)
siempre se puede pensar como un anillo de matrices triangulares formales (véase,
por ejemplo, [2, Lema 1.1.12]). En el caso particular del carcaj de Kronecker, se

tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 1.121. (]2, Ejemplo 11.1.13]) Sean K un campo y Q el carcaj

de Kronecker. Entonces existe un isomorfismo de K-dlgebras

K 0
wa= (1 1)
K? K

donde K? es considerado como un K-K-bimddulo de manera natural; es decir,

para cualesquiera a,b,z,y € K, a(x,y) = (ax,ay) y (x,y)b = (zb, yb).

5.1. Algebras de Artin de tipo de representacion finito. Presenta-
mos una breve resefia con las definiciones y resultados relativos a las dlgebras de
Artin de tipo de representacion finito (junto con las referencias en donde pueden
ser localizados) a los que apelaremos en la Seccién 1.4 del Capitulo 2. Puesto
que una exposicién exhaustiva de los temas que aparecen en esta subseccién re-
basa el propédsito del presente trabajo, nos permitimos de nuevo remitir al lector

interesado en profundizar en los mismos a los textos [2] y [3].

DEFINICION 1.122. Se dice que un anillo R es de tipo de representacion finito

si es artiniano izquierdo y si existe un numero finito de R-modulos izquierdos

inescindibles finitamente generados (salvo isomorfismo).

Dado un anillo R, R-ind denota un conjunto completo e irredundante de
representantes de clases de isomorfismo de R-médulos izquierdos inescindibles

finitamente generados.

OBSERVACION 1.123. Si el carcaj Q es aciclico, las equivalencias inversas F'
y G definidas en el Teorema 1.120 definen una correspondencia biunivoca entre

los conguntos R-ind e indrepy(Q).

OBSERVACION 1.124. En [16], D. Eisenbud y P. Griffith prueban que la condi-

cion de tipo de representacion finito es simétrica; es decir, un anillo R es de tipo
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de representacion finito si es artiniano derecho y el nimero de clases de isomor-

fismo de R-moddulos derechos inescindibles finitamente generados es finito.

El concepto de K-algebra, con K un campo, definido al inicio de esta seccion,
se generaliza como sigue. Sea R un anillo conmutativo y artiniano. Una R-dlgebra

es un anillo A que tiene estructura de R-moédulo compatible con la multiplicacién
de A.

DEFINICION 1.125. ([3]) Sea R un anillo conmutativo y artiniano. Se dice

que una R-dlgebra A es una R-dlgebra de Artin o, simplemente, un dlgebra de

Artin, si A es finitamente generada como R-mdédulo.

TEOREMA 1.126. (Auslander - Ringel - Tachikawa, 1974) Sea A un dlgebra
de Artin de tipo de representacion finito; es decir, como anillo, A es de tipo de
representacion finito. Entonces todo A-mddulo es una suma directa de A-maodulos

wescindibles finitamente generados.

OBSERVACION 1.127. Nétese que, en virtud del teorema anterior, las dlgebras

de Artin de tipo de representacion finito A son anillos Z-Kothe, con T = R-ind.

A continuacién presentamos el famoso Teorema de Gabriel, enunciado en [26],
el cual establece la existencia de una correspondencia biunivoca entre algebras
hereditarias basicas de dimension finita e inescindibles sobre un campo alge-

braicamente cerrado y carcajes finitos conexos sin ciclos orientados.

TEOREMA 1.128. (Gabriel, 1972)
Sea K un campo algebraicamente cerrado y sea A una K-dlgebra (inescindible
y bdsica) de dimension finita. Entonces existen un carcaj conexo y finito Q y
un ideal finitamente generado I < KQ tal que A = KQ/I. Mas ain, si A es

hereditaria, entonces ) es aciclico y se cumple que I = 0.

El carcaj @ al que hace referencia el Teorema de Gabriel esta determinado

de manera tnica por la K-algebra A y se llama el carcaj de Gabriel* de A.

200 carcaj ordinario
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El célebre resultado que presentamos a continuacion caracteriza a las algebras
de Artin hereditarias de tipo de representacién finito en términos de su carcaj de

Gabriel asociado.

TEOREMA 1.129. ([3, Teorema VIIL.5.5|) Sea K un campo algebraicamente
cerrado y sea A una K-dlgebra (inescindible y bdsica) de dimension finita. Sea @
el carcaj de Gabriel de A y supongamos que A es hereditaria; es decir, A = KQ.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A es de tipo de representacion finito.
(b) @ es de tipo Dynkin; es decir, la grdafica subyacente a @ corresponde a

uno de los siguientes diagramas:

A, ay as as e An—1 ap
ai
]D)n . as Q4 te an—1 Qn
D)
as
Eg ax asz ay as Qg
as
E- ax a ay as ag ar
as
Es : ay az ay4 as Qe ar as

OBSERVACION 1.130. ([2, VII, pag. 243 y Teorema VIL.5.10]) Sea Q un carcaj
finito, conexo y aciclico y sea A una K-dlgebra. Entonces A = KQ si, y solo si,
A es hereditaria. Mas aiun, si A = KQ, entonces A es de tipo de representacion
finito si, y solo si, la grdafica subyacente a Q) corresponde a uno de los diagramas

de Dynkin listados en el teorema anterior.
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Antes de proseguir, necesitamos hacer una pausa para introducir algunos
conceptos que nos seran de utilidad para probar el teorema principal de la sub-
seccion 1.3.1 de este capitulo; a saber, los de morfismo irreducible y radical de
Homy (M, N) para un algebra de Artin A.

Sean M, N médulos. Un homomorfismo f : M — N se llama morfismo
irreducible si f no es un monomorfismo que se escinde ni un epimorfismo que
se escinde y, siempre que f = kh para algunos homomorfismos h : M — X y
k: X — N y para algin médulo X, ocurre que h es un monomorfismo que se
escinde o k es un epimorfismo que se escinde.

Sea A un algebra de Artin y sean M, N € A-Mod. Se define el radical de
Homy (M, N), denotado por rada (M, N), como rady (M, N) = {f € Homp(M,N) |
hfg no es un isomorfismo para cualesquiera X € A-ind, g: X — M, h: N — X}.

PROPOSICION 1.131. ([3, Ejercicio V.7]) Sean M, N dos mddulos inescindibles
no isomorfos sobre un dlgebra de Artin A. Entonces rady(M, N) = Homy (M, N).

PROPOSICION 1.132. ([3, Teorema V.7.8]) Sea A un dlgebra de Artin de tipo
de representacion finito y sean M, N € A-Mod y f € rady(M,N). Entonces
se tiene que f es una suma de composiciones de morfismos irreducibles entre

modulos tnescindibles.

El carcaj de Auslander-Reiten de un algebra de Artin A, usualmente deno-
tado por I'y, registra la informacién de la categoria de A-mdédulos finitamente
generados, A-mod. Este carcaj se define como sigue. Los vértices de I'y son las
clases de isomorfismo [M], con M € A-ind, y hay una flecha entre dos vértices
[M] y [N] de 'y si existe un morfismo irreducible f : M — N.

Dada un algebra de Artin A, el dual transpuesto, DTr : A-mod — A-mod,
es la composicion de dos dualidades: el funtor Tr : A-mod — A°-mod, llama-
do el funtor transpuesto o transposicion (ver [2, IV.2] y [3, IV.1]), y el funtor
contravariante dual o dualidad D : A°’-mod — A-mod (véase [3, 11.3]).

Sea A un algebra de Artin hereditaria. M € A-ind se dice preproyectivo si
existe n > 0 tal que (D'Tr)" (M) € A-ind es un médulo proyectivo distinto de cero.
Por su parte, M € A-ind es preinyectivo si existe n > 0 tal que (TrD)*(M) €

A-ind es un modulo inyectivo distinto de cero. Un A-médulo arbitrario se llama
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preproyectivo (preinyectivo) si es isomorfo a una suma directa de A-médulos

preproyectivos (preinyectivos) inescindibles.

PROPOSICION 1.133. [3, Proposicién VIIL.1.13] Las siguientes condiciones

son equivalentes para un dlgebra de Artin hereditaria A :

(a) A es de tipo de representacion finito.
(b) Todo A-mddulo es preproyectivo.

(¢) Todo A-mddulo es preinyectivo.

PROPOSICION 1.134. [2, Lema VIIL.2.7] Sea A una K -dlgebra sobre un campo

algebraicamente cerrado K y sea M un A-mddulo preproyectivo (o preinyectivo)
inescindible. Entonces End" (M) = K.

Como consecuencia de las dos tltimas proposiciones se tiene el siguiente coro-

lario.

COROLARIO 1.135. Sea K un campo algebraicamente cerrado y sea A = K@,
con Q un diagrama de tipo Dynkin. Si M € A-ind, entonces todo submddulo de

M es totalmente invariante.

DEMOSTRACION. Sea M € A-ind y sea End"(, M) el anillo de endomorfismos
de M operando por la derecha. Primero notemos que, por la definicion de K-alge-
bra, existe un monomorfismo de anillos f : K — A, tal que f(k) = k1 para cada
k € K, de manera que K actia centralmente en A. Luego, M es un K-mddulo.
Por otro lado, en virtud de las proposiciones 1.133 y 1.134, existe un isomorfis-
mo de anillos End"(,M) — K, de donde M es un End"(, M )-médulo. Por lo
tanto, todo submoédulo de M es totalmente invariante, con lo que concluimos la

demostracién. O

EJEMPLO 1.136. Sea A = KQ, donde K es un campo algebraicamente cerrado

y Q es el carcaj de tipo Dynkin A,,, con la orientacion candnica:

Qnp, Ap—1 Ap—2 s a9 ai




5. ALGEBRAS DE CARCAJ Y REPRESENTACIONES 67

Entonces el carcaj de Auslander-Reiten de A es el siguiente (ver el Capitulo
7 de [3] para los detalles).

[Fn)]
[Pnfl] [[nfl]
1P s : \ 1,
7] S i
donde {Py,...,P,} es un conjunto completo de representantes de clases de iso-
morfismo de A-mddulos proyectivos inescindibles y, para cada i = 2,...,n, S; =

P,/Rad(P,) e I; = P,/Rad'(P,).

Sea @ = (Qo, Q1) un carcaj finito. La forma cuadrdtica de Tits de @ es una

funcién qq : 79 — 7, tal que, para cada x = (Ti)icq, € VALS

1€Qo ,J€Qo
donde d;; es el numero de flechas de 7 a j en (1. Una raiz positiva de qg es un
elemento = € Z9 tal que 7; > 0y go(x) = 1.

Sea A una K-algebra de Artin hereditaria de tipo de representacién finito
sobre un campo algebraicamente cerrado K. Sea @) el carcaj de Gabriel de A y
sea g la forma cuadratica de Tits de ). Existe una correspondencia biunivoca
entre los A-mdédulos inescindibles y las raices positivas de qg y, también, como se
establece en la siguiente proposicién, hay una correspondencia biunivoca entre

los elementos inescindibles de rep,(Q) vy las raices positivas de qq.

PROPOSICION 1.137. [9] Sea A un dlgebra de Artin hereditaria de tipo de
representacion finito sobre un campo algebraicamente cerrado K, con carcaj de
Gabriel asociado Q). Si qg es la forma cuadrdtica de Tits de Q) y Rg denota el

conjunto de raices positivas de qg, entonces la funcion € : indrepy (Q) — Rg, tal
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que, para cada V = (Va, ) € indrepge(Q), (V) = (dim(Va))acqy (donde, para

cada a € Qy, dimg(V,) es la dimension del K-espacio vectorial V,) es biyectiva.

Para los detalles de la prueba de la proposicién anterior, remitimos al lector
a [3, Teorema VIIL.6.3].



Capitulo 2

Antecedentes e indicios

Este capitulo tiene como objetivo exhibir algunas clases de anillos cuyas
reticulas de prerradicales ya han sido investigadas (y, en algunos casos, comple-
tamente descritas), que fueron nuestro punto de partida y principal motivacién

para estudiar la conexion entre las siguientes condiciones de un anillo R:

(i) R es artiniano.

(ii) R-pr es un conjunto.

Para tal fin, el capitulo ha sido dividido en dos secciones. En la primera
seccién se presentan diversas clases de anillos que satisfacen las condiciones (i)
y (ii) anteriores, mientras que en la segunda seccién se introduce una clase de

anillos que no cumplen ninguna de ellas.

1. Algunos anillos p-pequenos y artinianos

En esta seccion incluimos una lista de ejemplos de anillos sobre los cuales la
reticula de prerradicales es un conjunto (en algunos casos, finito; en otros, no
finito) y que tienen la propiedad de ser todos artinianos. Dichas clases de anillos
han sido estudiadas desde el punto de vista de prerradicales en [47], [48], [21] y
[22].

Para abreviar, introducimos una terminologia que designa a los anillos R tales

que R-pr es un conjunto.

DEFINICION 2.1. Decimos que un anillo R es p-pequenio si R-pr es un con-

Junto.

1.1. Anillos semisimples. Comenzamos por el caso de los anillos semisim-
ples y, en concreto, con una notable caracterizacién de esta clase de anillos en

términos de su reticula de prerradicales, presentada en [47].

69
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TEOREMA 2.2. ([47, Teorema 11]|) Las siguientes condiciones son equiva-

lentes para un anillo R:

(a) R es semisimple.
(b) R-pr es una reticula booleana finita.

(c) 1= \V{a?| S € R-simp} = Zoc(_).

DEMOSTRACION. (a) = (b). Probaremos que las reticulas P(R-simp) y R-pr
son isomorfas, donde P(R-simp) denota el conjunto potencia de R-simp. Sea
¢ : P(R-simp) — R-pr tal que, para cada A € P(R-simp), ¢(A) = \gc4 2.
Claramente el morfismo ¢ estd bien definido. Veamos ahora que ¢ es biyectiva.
Para la inyectividad, sean A, B C R-simp tales que A # B. Sea T' € B\ A.
Entonces, para cada S € A, a2(T) = 0 por la Observacién 1.41. Luego, por
un lado, (@(A))(T) = (Vgea 2)(T) = > geq@2(T) = 0. Por otra parte, de la
Observacion 1.93 se sigue que T = ah(T) < (Vgep a2)(T) = (¢(B))(T). Por lo
tanto, p(A) # ¢(B) como prerradicales, de donde ¢ es inyectiva. Ahora, para
la suprayectividad de ¢, sea o € R-pr y sea A, := {S € R-simp | a3 < o}. Se
afirma que, dado S € R-simp,

S, siSeA,;
0, siS¢A,.

o(S) =

En efecto, si S € A,, entonces, por la Observacién 1.93, S = a3(S) < o(S).
Por otro lado, de la definicién de prerradical se tiene que o(S) < S, de donde
o(S) = S. Supongamos ahora que S ¢ A,. Entonces debe ocurrir que o(S) = 0,
ya que, de lo contrario, o(S) = S al ser S un R-médulo simple. Luego, nue-
vamente por la Proposicién 1.97, ad < o, lo que es una contradiccién. Ahora,
recordemos que, por la Proposicién 1.98, o = \/{af,w(M) | M € R-Mod}. Por otro
lado, en vista de la Proposiciéon 1.39, para cada M € R-Mod, resulta que M =
EBR_Simp SXsam)  donde, para cada S € R-simp, SXsm) designa a la suma directa
de cardinal Xg js copias de S, con |Xg | > 0 para cada S € R-simp. Se sigue de
la Proposicion 1.78 que 0(M) = 0(D pgmp S™M)) = B pgimp (0(5)) F54) para

) (Xs,0)
cada M € R-Mod, de manera que o = \/ {aiz:::zj(s)(xs’m | M € R—Mod} =
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S(XS,M) _ S 7 . .
\/MGR-Mod <\/S€R-simp a(U(S))(Xs,M)> - \/SGA aa(S) para algun A c R_Slmp €1 vir-

tud de la Proposicién 1.103. Por lo anterior y en vista de la afirmacién, si A, :=
A, N A, entonces 0 = (vSeAg a5(3)> v (\/Sg% ozg(s)> = Vsear af(s) = p(A).
Por lo tanto, ¢ es suprayectiva. Concluimos que ¢ es un morfismo biyectivo.

A continuacién, veamos que ¢ es un morfismo de orden. Sean A, B C R-simp
tales que A C B. Entonces, claramente, ¢(A4) = \/go4 3 = Vgep @t = ¢(B).
Reciprocamente, por un razonamiento similar al aplicado para probar la inyec-
tividad de ¢, si ¢(A) < ¢(B) para algunos A, B C R-simp y A ¢ B, entonces
existe S € A\ B. Luego, para cada T € B, o5(S) = 0, de donde, por un lado,
(¢(B))(S) = 0y, por otra parte, S = a2(S) < (p(A))(S), en contradiccién con
nuestra suposicién de que p(A) < ¢(B). Concluimos que, dados A, B C R-simp,
A C B si, y solo si, p(A) < p(B); es decir, ¢ es un isomorfismo de copos y, en
virtud de la Proposicion A.2, ¢ es también un isomorfismo de reticulas.

Finalmente, la condicién (b) del teorema se sigue del hecho de que P (R-simp)
es una reticula booleana. Mas aun, de lo anterior resulta que si |R-simp| = n
para algin n > 1, entonces R-pr es una reticula finita, de cardinalidad 2™.

(b) = (c). Supongamos que R-pr es una reticula booleana. Como R-pr es
una (gran) reticula completa y atémica, se sigue del comentario posterior a la
Proposicién A.4' y de la Proposicién 1.100 que, dado o € R-pr, 0 = \/{aZ? |
S € R-simp, a5 < ¢}. En particular, 1 = \/{aZ5 | $ € R-simp}. Luego, dado
S" € R-simp, se tiene que ES’ = (Vg0 @6°)(ES") = 3 pgmp @5 (ES) = S
Por lo tanto, ES = S para todo S € R-simp. Concluimos que 1 = V{aES | S €
R-simp} = \/{aZ2 | S € R-simp} = Zoc(_) por la Observacién 1.94.

(¢) = (a). Por hipétesis, Zoc(M) = M para cada M € R-Mod, de donde
todo R-moédulo es semisimple por la Observacion 1.38. Se sigue del Teorema 1.48

que R es semisimple. O
Como consecuencia inmediata del teorema anterior se obtiene el siguiente:
COROLARIO 2.3. Todo anillo semisimple es p-pequeno.

Na prueba de este hecho se puede extender a grandes reticulas (véase la Seccién 3 del
Apéndice A)
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Estamos por presentar otra interesante caracterizacion de los anillos semisim-
ples en términos de prerradicales que también aparece en [47]. Para la prueba de
dicho resultado, al que nos referiremos en el Capitulo 4, se requiere el siguiente

lema.

LEMA 2.4. Dado un anillo R, sea o := w® € R-pr, con I un ideal mdrimo
de R. Si 0 es un t-radical, entonces se cumple lo siguiente:

(1) o =w

(2) Existe S € R-simp tal que o = w;.

(3) El anillo R/I es semisimple.

(4) Eziste un homomorfismo f : R/I — R tal que f(R/I) es un submddulo

semisimple de Ry f(R/I) ¢ 1.

DEMOSTRACION. (1). Por un lado, se tiene que we’'(R) = ({Nu(g) | g €
Hompg(R, R/I)}. Luego, considerando la proyeccién natural p; : R — R/I €
Homg (R, R/I), se cumple que wé%/I(R) < I, lo cual implica que wé%/l <wh=0¢
en virtud de la Proposicién 1.97. Por otro lado, puesto que o = wF es, por

hipétesis, un t-radical, se sigue de la Observacion 1.88 que es también un radical.

Luego, por la Proposicién 1.76, wi(R/I) = 0, de donde, nuevamente por la
Proposicién 1.97, o = wit < wé%/[. Por lo tanto, wé%/j =wl=o0.

(2). Sea gJ un ideal izquierdo méximo de R tal que I < J. Entonces, por la
Observacién 1.42, S := R/J es un R-médulo simple. Ahora, como o = wF es un
t-radical por hipétesis, se tiene que o(S) = wk(S) =wB(R)S=1(R/J) =0, de
donde 0 = wl < wf por la Proposicién 1.97. Mas atin, al ser w® un codtomo de
R-pr en vista de la Proposicién 1.100 (y toda vez que, claramente, wj # T), debe
ocurrir que o = wy.

(3). En virtud de (2), existe un R-mddulo simple S tal que o(S) = wg (S) = 0
por la Observacién 1.93. Luego, por (1), debe ocurrir también que wf/](S) =0.
Lo anterior implica la existencia de un monomorfismo S — (R/I)* para algtin
conjunto X; es decir, existe un monomorfismo S — (R/I). Asi, R/I es un anillo
simple que contiene un ideal izquierdo simple. En consecuencia, Zoc(R/I) # 0,

de donde, al ser Zoc(R/I) un ideal de R/I, Zoc(R/I) = R/I. Por lo tanto, R/I

es un anillo semisimple.
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(4). De (1) se sigue que w®(R/I) = 0. Luego, existe un homomorfismo f :
R/I — R tal que f*(I) S R/I; esto es, existe a+ I € R/I tal que f(a+1) ¢ I.
Se sigue de lo anterior y de la Proposiciéon 1.40 que f(R/I) es un submdédulo
semisimple de R tal que f(R/I) ¢ I. O

TEOREMA 2.5. ([47, Teorema 13]) Las siguientes condiciones son equiva-

lentes para un anillo R:

(a) R es semisimple.

(b) Todo codtomo de R-pr es t-radical.

DEMOSTRACION. (a) = (b). En vista del Teorema 2.2, R-pr es una reticula
booleana, de donde, para cada o € R-pr, existe un tnico o¢ € R-pr tal que
oVot =1y oAo® = 0. Luego, por un lado, pR = o(R) @ o°(R) y, para
cada M € R-Mod, M = o(M) @ o°(M). Por otro lado, se tiene también que
M = o(R)M & 0°(R)M para cada M € R-Mod en virtud de la Proposicién 1.34
y de la Observacién 1.36. Lo anterior implica que (M) = o(R)M para cada
M € R-Mod. Se sigue que todo prerradical es un t-radical. En particular, todo
coatomo de R-pr lo es.

(b) = (a). Si Zoc(R) # R, entonces existe un ideal maximo I < R tal que
Zoc(R) < I. Consideremos el prerradical o := w!. Entonces o es un coatomo
de R-pr por la Proposicién 1.100, de donde, por hipétesis, o es un t-radical.
Luego, en virtud del Lema 2.4, (4), existe un homomorfismo f : R/I — R tal
que f(R/I) es un submdédulo semisimple de R y f(R/I) € I. Se sigue que
f(R/I) < Zoc(R) < I, lo que es una contradicciéon. Por lo tanto, Zoc(R) = R,
lo cual implica, por la Proposicién 1.99, que Zoc(_) = 1. Concluimos de la

Proposicién 2.2 que R es un anillo semisimple. U

1.2. Anillos locales uniseriales. Consideramos a continuacién el caso de
los anillos locales uniseriales, definidos en la subseccién 3.3 del Capitulo anterior.
Observemos que, como consecuencia del Corolario 1.55 y del hecho de que los
prerradicales preservan sumas directas, cualquier prerradical sobre un anillo lo-
cal uniserial estd completamente determinado por su comportamiento sobre los

ideales del anillo. Mas aun, cualquiera de estos prerradicales tiene la restriccion
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dada por la siguiente proposicién. Para ser consistentes con la notacion usada
en [21], en adelante denotaremos a los ideales de un anillo local uniserial R (con
serie de composiciéon 0 = J* < J* ! < ... < J? < J < R, donde J es el radical
de Jacobson de R) por I; := J" % para cada 0 < i < n.

PROPOSICION 2.6. [21, Proposicién 3.1] Sea R un anillo local uniserial con
serie de composicion de longitud n y sea o € R-pr. Sea k € {0,1,...,n—1}. Si
o(Iy) = I, para algin r € {0,1,...,k}, entonces 0(Ixr1) = I 0 bien o(Ix11) =

Ay

DEMOSTRACION. Supongamos que o(Iy) = I, v o(Ixy1) = I,. Entonces
I, < I,. Por otro lado, al ser R un anillo de ideales principales, se tiene que
I, = J = Rz para algin z € R, donde J es el radical de Jacobson de R.
Consideremos el R-homomorfismo f : 41 — I tal que f(x) = zz. No es dificil
verificar que, para cada i € {n —k —1,...,n — 1}, se cumple f(J*) = J*1.
Luego, I,y = f(Is) = f(0(Ug+1)) < o(lx) = I.. Concluimos que I, = I, 6
I, =1, O

DEFINICION 2.7. Para cadan > 1 se define el conjunto de sucesiones binarias

de longitud n, denotado por B,, como el conjunto {0,1}", donde 0,1 € Z.

DEFINICION 2.8. Dado n > 1, se define un orden parcial sobre el conjunto
B, de la siguiente manera. Sean a = (ay,...,a,),b = (by,...,b,) € By, entonces
a<b si Zle a; < Zle b; para toda k € {1,...,n}.

PROPOSICION 2.9. Dado n > 1, el copo (B,,<) antes definido resulta ser

una reticula, con supremo e infimo descritos como sigue:

(1) avb=(c1,...,cn), donde ¢y = max{ay, b1} y, para cada k € {2,...,n},

k=1 k=1 ko k

0, si max { > ai, sz} = méx {Zai, sz};
1 T

1, si méx { > ay, sz} # max {Zai, sz}
=1 =l =1 =1

Cr —
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(2) anb=(dy,...,d,), donde di = min{ay, b1} vy, para cada k € {2,...,n},

DEMOSTRACION. Sean a,b € B,. Aplicando induccién sobre k, se verifi-

k=1 k-1
0, si min{Zai,Zbi}:min{ ;
=1 i

e}

k k
Zau sz
i=1 =1

k=1 k-1 k k

1, si min { > a, bl} = min {Zai, > b

i=1 i=1 =1

i=1

di, =

ca que si aVb = (c,....,c,) yaANb = (dy,...,d,), entonces se tiene que
k . k k k . k k

Do G = ma {Zi:l Wiy D iy bi} Y 2imidi = mln{Zi:l Wiy D iy bi} para

cada k € {1,...,n}. En vista de lo anterior, se sigue de inmediato que a Vb y

a AN'b satisfacen las propiedades de supremo e infimo, respectivamente, de a y b

en B,. O

PROPOSICION 2.10. [21, Proposicién 4.1] Sea R un anillo local uniserial con

serie de composicion de longitud n. Entonces R-pr y B, son reticulas isomorfas.

DEMOSTRACION. Definimos la funcién ¢,, : R-pr — B, tal que, para toda
o € R-pr, ¢,(0) = (ay,...,a,), donde:

0, sio(ly)=oc(lx1);
1, si O'(Ik) 7é U([k—l)

para cada k € {1,...,n}.
Definimos también la funcién v, : B, — R-pr, tal que, dado (a4, ...,a,) €
B’ﬂ?

n
Unlay, ... ay) = \/af’“

Notemos en primer lugar que ambas funciones estan bien definidas. Presen-
tamos enseguida una observacién importante. Sea o € R-pr tal que o(l;) =
L, o(lb)=1;,...,0(,) =1, con j, € {0,1,...,n} paracada k € {1,...,n}.
De la Proposicion 2.6 se sigue que jr = jr—1 0 Jr = jk—1 + 1 para cada j, €
{0,1,...,n}, k € {1,...,n}. Supongamos que ¢,(c) = (ai,as,...,a,) € B,.
Entonces, se tiene que Zle a; = jr para cada k € {1,...,n}. Probaremos
por induccién sobre k esta aseveracion. Claramente a; = j;. Supongamos que

Z;:ll a; = je—1 para k > 2. Si jp = jp_1, entonces ar = 0 y se tiene que
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Zle a; = Zf;ll a;+a = jr—1+0 = Jr_1 = Jji. Si, por el contrario, j; = jr_1+1,
entonces a; = 1 y tenemos que Zle a; = Zf:_ll a; +ap = Jr-1+ 1 = Jk.
Afirmamos que ¢, es una funcién biyectiva con inversa ,,. En efecto, sea
o € R-pr. Entonces, se sigue de la Proposicién 1.98 que o = \/{O‘%M) | M €
R-Mod}. Ahora, por el Corolario 1.55, cada M € R-Mod se escribe como M =
Il(Xl) CREEN<> IT(LX"), donde, para cada k € {1,...,n}, ],iXk) designa a la suma

directa de cardinal Xj copias de [;. Por tanto,
o= \/{OZ%M) ‘ M e R—l\/IOd7 M = ]le) @_”@[T(LX”)}7

donde o(M) = (o(1,))*V @ --- @ (o(I,,))*). Luego, por la Proposicién 1.103,

\/ {\/O‘I(Xk) xp | M € R- Mod, M = I(Xl) D- X”)} \/alklk
Supongamos que o(Iy) = I;,, o(lz) =1, ..., o(I,) = 1;,, con jr € {0,1,...,n}
para cada k € {1,...,n}, y que ¢,(0) = (Cll,(lg, ...,a,) € By,. De la ultima ob-
servacién se sigue que ¢, (¢, (0)) = Ynlar, ... a,) = Vi, afj Vi, ag(lk =
o. Concluimos que ¢, ¢, = 1 .

Por otro lado, si a = (ay,...,a,) € B,, entonces se tiene que ¥, (a)(lx) =
I = I, con ji = jr-1 6 Jr = jr—1 + 1 para cada jp € {1,...,n},

k é ~1{1, ...,n}. Supongamos que ¢, (¥, (a)) = (by,...,b,). Entonces, si jp = jr—1
se sigue que by, = 0 = a;. De manera similar, si jp = jr_1 + 1, b = 1 = a;. Por
lo tanto, ¢ (1, (a)) = (a1,...,a,) = a. Se concluye que ¢, 1, = 1p,, con lo que
se prueba la afirmacién.

Veamos que ¢, es un homomorfismo de copos que preserva el orden. Sean
0,7 € R-pr tales que o(Iy) = I;, y 7(Ix) = Ij, con ji,j;. € {0,1,...,n} para
cada k € {1,...,n}. Supongamos que ¢,(0) = a = (a1,...,a,) y ¢u(7) =
b= (b1,...,b,). Si o <7, entonces, por la observacién previa, szzlai =1, =
o(ly) <7(ly) =1y =1 54, para cada k € {1,...,n}. Se sigue que S2F_ a; <
S b para cada k € {1,...,n}; es decir, ¢p,(0) = a < b= ¢,(7).

Probemos ahora que también ,, es un homomorfismo de copos que preserva

el orden. Sean a = (ay,...,a,), b = (b1,...,b,) € B, tales que a < b. Entonces
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Zle a; < Zle b; para cada k € {1,...,n}, de donde, en virtud del Lema 1.95,
alt < al ., bara cada k € {1,...,n}. Se sigue que ¥, (a) =< 1, (b).

Z;C:l aq i bi
Luego, tanto ¢,, como ,, son isomorfismos de copos y, por la Proposicién A.2,

én v ¥, son isomorfismos de reticulas, con lo que concluimos la demostracién. [

La siguiente proposicién nos ofrece una util descripciéon de los elementos en
, . I I
las reticulas B,, que corresponden a los prerradicales ;™ y w;™ en R-pr, con R

un anillo local uniserial con serie de composicién de longitud n.

PROPOSICION 2.11. [21, Proposicién 6.1] Sean n > 1y 0 <r < m < n.

Entonces:

(1) gbn(ozﬁ") = (ai,...,ay), donde:

0, st 1<k<m-—r;
stm—r<k<m;

0, st m<k<n.
(2) ¢n(wim) = (b1,...,by), donde:

1, st 1<k<r;
b =140, sir<k<m;

1, sim<k<n.

DEMOSTRACION. Supongamos que o/"(I;) = I;,, con ji € {0,...,n} para
cada k € {1,...,n}. Ya hemos visto que j, = S¢ , a; para cada k € {1,...,n}.
Ahora, sean m,r tales que 0 < r < m < n. Notemos que a := (ay,...,a,), tal
como ha sido definida en (1), es el menor elemento de B, tal que j,, = r. En
efecto, si existe ¢ := (c1,...,¢,) € B, tal que ¢ < a 'y Y .-, ¢ = r, entonces
necesariamente ¢y = 0 paral <k <m—ry Zli=1 ¢ < Zli=1 a; para alguna
Il € {m—r+1,...,m —1}. Entonces ¢, = 0 y, como a, = 1 para k €
{m—r+1,...,m — 1}, se sigue que:

I+1 +1

Z c < Z a;
=1 =1
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m m
r= E c < E a; =7,
=1 =1

una contradiccién. Por lo tanto, ¥,(a) es el menor ¢ € R-pr tal que o(l,,) =
I;. = I,. En virtud de la Proposicién 1.97 se concluye que ¢, (a) = ozﬁj”, de donde
onlar) =a.

Por su parte, b := (by,...,b,) es el mayor elemento de B, tal que j, = r.
De lo contrario, existiria d := (dy,...,d,) € B, talque b <d y Y. d; =r,
de donde dp = 1 para 1 < kK < r vy 22:1 b < 22:1 d; para alguna [ €
{r+1,...,m — 1}. Entonces d; = 1 y, dado que b, = 0 para k € {m —r +
1,...,m — 1}, por un argumento similar al empleado en el caso anterior se llega

a la contradiccion:

Luego, 1,(b) es el mayor o € R-pr tal que o(/,,) = I;,, = I,. Nuevamente por la
Proposicién 1.97 se concluye que 1,(b) = wﬁ"; es decir, gbn(wﬁ") = b, con lo que

se verifican las expresiones (1) y (2). O

TEOREMA 2.12. ([21, Teorema 5.1]) Sea R un anillo local uniserial con serie
de composicion de longitud n. Entonces R-pr es una reticula distributiva y finita,

de cardinalidad 2.

DEMOSTRACION. En virtud de la Proposicién 2.10, es claro que |R-pr| = 2.
Consideremos el producto cartesiano (n + 1)" de la cadena (n + 1) = {0,1,...,n}
de n + 1 elementos. Por lo visto en el Ejemplo A.6, n + 1 es una reticula, con
el orden, supremo e {nfimo heredados de N y (n+ 1)" resulta ser también una
reticula, con el orden, supremo e infimo dados componente a componente.

Definimos la funcién v : B, — (n+1)" como:

n

viay,. .. a,) = (al,...,Zai,...,Zai).

i=1 i=1
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Claramente v estd bien definida. Mds atin, no es dificil verificar que v es una
funcién inyectiva que ademads satisface que para cada a,b € B, a < b < v(a) <
v(b). En efecto, sean a = (ay,...,a,),b = (by,...,b,) € B,, entonces a < b si, y
solo si, Zle a; < Ele b; para cada k € {1,...,n}, lo cual, a su vez, equivale
a que v(a) = (a1, 50 1@, @) < (b, S b, b)) =
v(b). Se tiene que v es un homomorfismo de copos inyectivo sobre su imagen,
v(B,,). Luego, de la Proposicién A.2 se sigue que la reticula B,, es isomorfa a una
subreticula de (n + 1)". Por lo tanto, como (n + 1)" es una reticula distributiva,
también B, lo es. Concluimos que R-pr es una reticula distributiva, de nuevo,

por la Proposicion 2.10. 0
COROLARIO 2.13. Si R es un anillo local uniserial, entonces R es p-pequeno.

1.3. Anillos artinianos principales. Una conclusién similar a la del
corolario anterior se obtiene para la reticula de prerradicales sobre un anillo

artiniano principal.

TEOREMA 2.14. Sea R un anillo artiniano principal. Entonces R-pr es una

reticula distributiva vy finita,de cardinalidad 2% para algin k > 1.

DEMOSTRACION. En efecto, si R es un anillo artiniano principal, entonces,
por el Teorema 1.52, R es un anillo uniserial. Luego, R = [[;*; M, (R;), con r; >
1 y R; anillo local uniserial para cada i = 1,...,m. Se sigue de las proposiciones
1.30, 1.104 y 1.118 que R-pr es isomorfa como reticula al producto de reticulas
Ry-pr x --- X R,,-pr. Por lo tanto, R-pr es una reticula distributiva y finita. Més
aun, si R; tiene serie de composicion de longitud n; para cada ¢ = 1,...,m,

entonces R-pr tiene cardinalidad 2217 O

COROLARIO 2.15. Si R es un anillo artiniano principal, entonces R es p-

pequeno.

1.4. Algebras de Artin de tipo de representacién finito. Los resul-

tados que se presentan en esta subseccién aparecen en [22].
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Sean R un anillo, Z un conjunto de R-médulos izquierdos y N € [y .7 S(X),
donde, para cada X € Z, S(X) denota la reticula de submdédulos de X. Por sim-
plicidad, se escribird Ny en vez de N(X). El siguiente concepto, propuesto por el

Dr. Rogelio Fernandez-Alonso, generaliza el de submoddulo totalmente invariante.

DEFINICION 2.16. Sea N € [y S(X). N es un conjunto Z-compatible de

submdodulos si, para cualesquiera X,Y € T y para cada homomorfismo f : X —

Y, se tiene que f(Nx) < Ny.

La familia de todos los conjuntos Z-compatibles de submddulos es denotada
por Cf. Dicha familia resulta una subreticula completa de [y S(X).
La siguiente observacion se sigue de inmediato de la definiciéon de conjunto

Z-compatible.
OBSERVACION 2.17. Si N € Cf’, entonces Nx <y X para cada X € T.
LEMA 2.18. Si N € Cf, entonces (\/ yer o, )(Y) = Ny para cada Y € I.

DEMOSTRACION. Sea Y € Z. Por un lado, ya que N € CE, se sigue de la
definicién de prerradical alfa que ay (Y) < Ny. Luego, (\/yer on, )(Y) < Ny.
Por otra parte, en virtud de la Observacién 1.93 y de la observacion anterior,
se tiene que Ny = a), (V) < (Vyeran,)(Y), con lo que se concluye la de-

mostracion. ]

Como consecuencia del lema precedente se tiene la siguiente caracterizacion

de conjunto Z-compatible que resulta muy tutil.

COROLARIO 2.19. Sea N € []y.7S(X). Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) N € CE.

(b) Eziste 0 € R-pr tal que 0(X) = Nx para cada X € T.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Esta implicacién corresponde al lema anterior.
(b) = (a). Sean X,Y € T y sea f: X — Y un homomorfismo. Entonces, por
hipétesis y por la definicién de prerradical, f(Nx) = f(o(X)) < o(Y) = Ny, de

donde N es un conjunto Z-compatible de submaodulos. 0
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TEOREMA 2.20. Todo anillo Z-Kothe es p-pequeno.

DEMOSTRACION. Se definen las asignaciones Az : R-pr — [[y.;S(X) v
pr: [ Ixer S(X) = R-pr como sigue. Dado o € R-pr, sea Ag(0) el conjunto Z-
compatible tal que Ag(0)x = o(X) para cada X € Z (véase el corolario anterior).
Por su parte, para cada N = (Nx)xez € [[yer S(X), sea pp(N) ==V yer an, -

Observemos que tanto Agp como up estdn bien definidas. Afirmamos que
1rAR = lppr; €s decir, Ag es una asignacion inyectiva. En efecto, sea o € R-pr,
entonces o = \/ MeR-Mod aff‘/fM) por la Proposicién 1.98. Ahora bien, notemos
que en la expresién anterior el R-mdédulo M = 0 no contribuye significativa-
mente, ya que 042(0) =a) = 0. Asi, sin pérdida de generalidad, podemos escribir
o = V{aysy | M € R-Mod, M # 0}. Sea M € R-Mod tal que M # 0. En-
tonces, M = @ yor XV*4) con |Jx | > 0 para cada X € Z (al ser R un
anillo Z-Kothe). Luego, combinando las proposiciones 1.78 y 1.103 y simplifican-
do, se obtiene que 0 = \/ v 4 af(X), con H ={X € Z||Jxm| > 0}, de donde
0 =2\ xer ozf(x) = ur(Ar(0)). Por otro lado, por la Proposicién 1.97, siempre se
tiene que pr(Ar(0)) = Vxer aff( x) = 0, con lo que se verifica nuestra afirmacion.
Finalmente, al ser Z un conjunto y al ser S(M) también un conjunto para cada

M € I, se concluye que R-pr es un conjunto. O

Como consecuencia de la proposicién previa se obtiene la siguiente propiedad

notable de los anillos puros semisimples izquierdos (Z-Kothe).

COROLARIO 2.21. Sea R un anillo Z-Kothe. St T es un conjunto finito y

S(X) es finito para cada X € I, entonces R-pr es un conjunto finito.

COROLARIO 2.22. Los anillos semisimples, locales uniseriales, artinianos
principales, asi como las dlgebras de Artin de tipo de representacion finito son

D-pequenos.

Un hecho interesante es que la funcién Ag definida en la prueba del Teorema
2.20 induce un isomorfismo entre las reticulas R-pr y CE, como se verd en el

siguiente resultado.

PROPOSICION 2.23. Sea R un anillo Z-Kothe. Entonces las reticulas R-pr y

Cl son isomorfas.
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DEMOSTRACION. Consideremos primero la funcién Ag : R-pr — [] vo7 S(X)
definida para demostrar el Teorema 2.20. Notemos que Im(Ag) = CE. Ahora, sea
Np @ R-pr — CE la correstriccién de Ag a su imagen. Se sigue de la definicién de
orden en R-pr que el morfismo A}, preserva el orden. Examinemos a continuacion
la funcion pg : [[yer S(X) — R-pr. Sea p/ la restriccién de pup a la subreticula
CE. Por el Lema 1.95, también p, es un morfismo de orden. Ahora, siguiendo
la prueba del Teorema 2.20 se verifica que p/z Ay = 1g.p. Por otro lado, dado
N = (Nx)xer € CF, se tiene que pR(N) = \/yoron,, de donde, para cada
VeI, Ng(Wr(N))y = (Vxeran,)(Y) = Ny en virtud del Lema 2.18. Por lo
tanto, Npup = ler. Finalmente, en vista de la Proposicién A.2 se tiene que los
morfismos Ag y pr son isomorfismos de reticulas (inversos entre si), con lo que

concluimos la demostracion. O

De hecho, en el caso particular de las K-élgebras de carcaj (o de caminos)
de tipo de representacién finito A, con K un campo algebraicamente cerrado,
los conjuntos Z-compatibles de submaddulos y, por tanto, los prerradicales sobre
A, se determinan a partir del carcaj de Auslander-Reiten asociado a A, como se

muestra en el siguiente corolario.

COROLARIO 2.24. Sea K un campo algebraicamente cerrado y sea A = K@,
con Q un diagrama de tipo Dynkin. Sea N € [[ S(X). Las siguientes condi-

XeA-ind
ctones son GQUZ'UQZGTLtGS.’

(a) N e C//\\-ind‘
(b) Para cualesquiera X,Y € A-ind y para todo morfismo irreducible f : X —
Y, se tiene que f(Nx) < Ny.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Esta implicacién es inmediata a partir de la
definicion de conjunto Z-compatible de submédulos.

(b) = (a). Sean X,Y € A-ind y sea f : X — Y un A-homomorfismo. Si X =
Y, entonces, por el Corolario 1.135, se tiene que Nx <;; X para cada X € A-ind;
de donde, f(Nx) < Nx. Si, por el contrario, X # Y, de la Proposicién 1.131 se
sigue que f € rad,(X,Y), por lo que, en virtud de la Proposicién 1.132, f es una

suma de composiciones de morfismos irreducibles entre modulos inescindibles,
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digamos f = > | h; paraalginn > 1, donde, dado i € {1,...,n}, h; = f7 -+ f}

para algin r > 1, con f morfismo irreducible entre médulos inescindibles para

cada 7 =1,...,7; esto es,
1} 2 5t b
X:XO X1 Xr—l XT:Y

con X; € A-ind para todo j € {1,...,r}. Ahora bien, por hipétesis, cada fij
cumple la propiedad fij (Nx,_,) < Nx;. Luego, aplicando induccién sobre j se
verifica facilmente que h;(Nx) < Ny. Finalmente, como consecuencia de lo an-
terior se tiene que f(Nx) = (O, hi)(Nx) = > hi(Nx) < Ny. Concluimos
que N € CR 4 O

1.4.1. Una clase de anillos p-pequenos cuya reticula de prerradicales es un
conjunto no finito. Ya hemos visto que las algebras de Artin de tipo de repre-
sentacion finito son ejemplos de anillos p-pequenos. El teorema que se presenta
a continuacion establece que dentro de las K-algebras de carcaj (o de caminos)
de tipo de representacién finita, con K un campo algebraicamente cerrado, sélo
aquellas cuyo diagrama de Dynkin asociado es de la forma A,, tienen reticula de

prerradicales finita.

TEOREMA 2.25. ([22, Teorema 5.4]) Sea A un dlgebra de Artin hereditaria y
de dimension finita sobre un campo algebraicamente cerrado K. Sea () el carcaj
de Gabriel de A. Supongamos que A es de tipo de representacion finito, de manera
que Q es un diagrama de tipo Dynkin. Entonces A-pr es finita si, y solo si, Q es

del tipo A,,.

DEMOSTRACION. Para la necesidad, supongamos que el carcaj @Q no es del
tipo A,,. Se tienen los siguientes casos, suponiendo que los vértices de () estan
numerados como en el Teorema 1.129. Si @ es del tipo D,, (n > 4), entonces
la forma cuadrética de Tits de Q es qo(z) = Y27, 27 — 2125 — S0y TiTip1 ¥
x = (1,1,2,1,...,1) es una raiz positiva de gg. Si @) es del tipo Eg, entonces
qo(x) = Z?:l T2 — 1Ty — Ty — T3Ty — TaTs — T5Tg y T = (1,1,1,2,1,1)

es una raiz positiva de qg. Por su parte, si ) es del tipo E7, entonces z =
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(1,1,1,2,1,1,1) una raiz positiva de gg(x) = 217:1 T? — 1Ty — Toly — T3Ty —
T4x5 — TsTg — Ter7. Similarmente, en caso de que () sea del tipo Eg, se tiene que
= (1,1,1,2,1,1,1,1) una rafz positiva de go(z) = S5, 22 — 2129 — T2 —
T3y — T4ks — Tskg — Ty — Trxg. Luego, por la Proposicion 1.137, se sigue la
existencia de (V,, ¢,) € indrepg(Q) tal que V; = K? y V; = K parai # [, donde
=3 siQesdeltipoD, v =4 siQ esdel tipo E,, paran =6,7,8. Se afirma
que en cualquiera de estos casos existe un conjunto infinito de subobjetos de la
representacion (V;, ¢, ). Notemos que, puesto que K es un campo infinito, existe
un conjunto infinito de subespacios {W,};e; de dimensién 1 del espacio vectorial
K?. Para cada j € I, se define un subobjeto (VJ,¢J) de (V,,¢,) como sigue.
En cualquier caso, Vlj := Wj. Ahora, si a € ()1 es tal que t(«) = [, entonces se
define Vs]@ := 0. Por su parte, si 5 € @1 es tal que s(«) = [, entonces se define
V;J(B) = K. Si Q es del tipo E,,, para n = 6,7,8, entonces se define V{ := Vj.
Finalmente, en cualquier caso, V; := V/}, para cada i > [+ 1. Por su parte, para
cada a € Qq, ¢, es la correspondiente restriccion de ¢,. No es dificil verificar
que, en efecto, {(VJ,¢?)}jer es un conjunto infinito de subobjetos de (V, ¢, ).
Luego, debe existir X € A-ind tal que S(X) es infinita, de donde, por el Corolario
1.135, Sf;(X) = S(X) es infinita. Lo anterior implica que A-pr es un conjunto no
finito en vista de la Proposicién 1.97. Por lo tanto, si A-pr es un conjunto finito,
entonces () debe ser del tipo A,,.

La suficiencia es consecuencia de la Proposicién 2.23, del Ejemplo 1.136 y del
Corolario 2.24. O

2. Una clase de anillos p-grandes

Decimos que un anillo R es p-grande si no es p-pequeno; es decir, si R-pr es
una clase propia. El propdsito de esta seccién es presentar una clase de anillos
p-grandes (no artinianos). El contenido de la misma forma parte del articulo [20],
publicado en enero de 2011.

Comenzamos por introducir los conceptos de médulo radical y anillo radical.
Mas adelante se prueba que los anillos radicales constituyen una clase de anillos
p-grandes. Para tal fin, se usa la misma técnica que la empleada por T. H. Fay,

E. P. Oxford y G. L. Walls en [19] para grupos abelianos, la cual consiste en
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la construcciéon de una cadena de prerradicales sobre 7Z que se encuentra en

correspondencia con la clase de todos los ordinales, OR.

DEFINICION 2.26. Sea M € R-Mod. Decimos que M es un mddulo radical si

existen L € R-Mod y un radical o € R-pr, 0 # 1, tales que M = o(L).

DEFINICION 2.27. Un anillo R es radical izquierdo (derecho) si el mddulo

regular rRR (Rg) es un mddulo radical.

PROPOSICION 2.28. ([20, Proposicién 4.4]) Para un anillo R las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) R es un anillo radical izquierdo.
(b) Existe un radical o € R-pr, o # 1, tal que T, = R-Mod.
(¢) Todo M € R-Mod es un mddulo radical.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Por hipétesis, existe un radical 1 # o € R-pr
tal que gR € T,. Sea M € R-Mod. Al ser R generador de R-Mod, existe un
epimorfismo R™) — M para algiin conjunto de indices X. Luego, como T, es
una clase cerrada bajo epimorfismos y sumas directas en vista de la Observacién
1.82, se sigue que M € T,, de donde R-Mod es una subclase de T,. Concluimos
que T, = R-Mod.

Las implicaciones (b) = (¢) y (c¢) = (a) son claras. O

DEFINICION 2.29. Sean M € R-Mod, v+ € M y o € R-pr. Se define la
o-altura de x en M, denotada por h(x,o, M), como el mayor ordinal v tal que

x € 0V (M), si tal ordinal existe. En caso contrario, se define h(zx,o, M) = oo.

Las siguientes propiedades son consecuencia inmediata de la definicién ante-

rior.

OBSERVACION 2.30. ([20, Observacién 6.2]) Sean o € R-pr, M, N € R-Mod,
xre M yye OR. Entonces:

(1) x € a"(M) si, y sélo si, h(x,o, M) > 7.

(2) Si f € Homg(M,N) y h(x,0, M) > 7, entonces h(f(x),0,N) > 7.
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TEOREMA 2.31. (|20, Teorema 6.3]) Sea o € R-pr un radical y sea { M, }n>1
una familia en R-Mod tal que, para cada n > 1, se cumple que 0(M,1) = M,.
Entonces, para cada v € OR y para cada n > 1, existe M(y,n) € R-Mod tal que
A (M(3,m)) = M,

DEMOSTRACION. Se procede por induccién transfinita sobre 7. Para cada
n > 1, sea M(0,n) = M,. Supongamos que M (v, n) ha sido definido para cada
n > 1, de manera que o”(M(v,n)) = M,. Para n > 1, se define M(y+ 1,n) =
M(v,n+1). Nétese que a7 (M (y+1,n)) = o(67(M(y+1,n))) = o(c7? (M (v, n+
1))) = 0(My41) = M,,. Ahora, sea n un ordinal limite y supongamos que M (7, n)
ha sido definido para cada v < n y n > 1. Consideremos la siguiente sucesién

exacta corta:
0 = My = M(y,n) = M(y,n)/o”(M(y,n)) = 0,
la cual induce la exactitud de la siguiente sucesion:

0— @Mn — @M(fy, @ n)/o?(M(v,n))) =0

7<n y<n y<n
Sea V : @,_, M, — M, el morfismo codiagonal y sea M (n,n) el correspon-
diente coproducto fibrado tal que M, < M(n,n) y que completa el siguiente

diagrama conmutativo:

o ®M, _ DMyn) @ (M) (M)

|
0 M, M(Ln) _ D WMy,n)/o"(M(y,n)) .

y<n

Ahora bien, en virtud de las proposiciones 1.78 y 1.76, asi como de la Observacién
L77, 0", (M(y,n) /07 (M(7,n)))) = D,,0"(M(7y,n)/07(M(y,n)))) <
D, 7 (M(y,n)/o7(M(y,n)))) = 0. De lo anterior y de la Proposicién 1.75 se
sigue que (o(M(n,n))+M,)/M, < c"(M(n,n)/M,) = 0. Luego, c"(M(n,n)) <
M,,. Para la desigualdad restante, sea = € M,, = o7(M(v,n)). Para cada ordinal
v tal que v < 7, consideremos la inclusién canénica ¢y, : M,, — EB7 <n M. En-

tonces, por la Observacién 2.30, h(y(x), o, @kn M(6,n)) > ~. Considerando el
diagrama anterior y la Observacién 2.30,(2), se tiene que h(z,o, M(n,n)) > 7,
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ya que V(4 (x)) = x para cada ordinal . Por lo tanto, h(z, o, M(n,n)) > v para
cada ordinal 7 < 7, de donde h(x, o, M(n,n)) > n; es decir, x € o"(M(n,n)).
Concluimos que (M (n,n)) = M, para el ordinal limite 7, con lo que finaliza

la prueba. 0]

Estamos ahora en condiciones de construir una clase de prerradicales no car-

dinable. Para ello, necesitamos primero la siguiente definicion.

DEFINICION 2.32. Sean M € R-Mod y o € R-pr. La o-longitud de M, de-
notada por l(o, M), es el menor ordinal X tal que o™ M) = o***(M). Nétese
que este ordinal siempre existe, pues {o*(M)}rcor es una cadena descendente

de submodulos de M, y M es un conjunto.

TEOREMA 2.33. ([20, Teorema 6.5]) Si R es un anillo radical izquierdo, en-

tonces R es un anillo p-grande.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, R € T, para algin radical 1 # 0 € R-pr. Lo
anterior implica que M € T, para cada M € R-Mod en virtud de la Proposicién
2.28. Luego, existe una familia { M, },,>1 en R-Mod tal que My = Ry o(M41) =
M, para cada n > 1. Ahora, como consecuencia del Teorema 2.31, para cada n >
1 y para todo 7 € OR, existe M (vy,n) € R-Mod tal que ¢”(M(y,n)) = M,. En
particular, para cada ordinal v, "M (v,1) = M; = R, de donde, por la Proposi-
cién 1.76 y la Observacion 1.77, 67(M(v,1)/R) = 67(M(v,1))/R = 0. Se sigue
que l(o, M (v,1)/R) < ~. Afirmamos que [(o, M(v,1)/R) = . En caso contrario,
existirfa un ordinal n < v tal que o"(M(v,1)/R) = 0; esto es, a"(M(~,1)) = R.
Asi, 0(R) = o(c"(M(v,1))) = o™ (M(v,1)) > o7(M(v,1)) = M; = R. Luego,
por la Proposiciéon 1.99, se tendria que o = T, lo que es una contradiccién. Por
lo tanto, o”(M(~,1)/R) # 0 para todo n < ~; es decir, (o, M(v,1)/R) = 7.

Ahora, sea N, := M(v,1)/R para cada ordinal v y consideremos la cadena
{07}, cor. En vista de lo anterior, para cada v € OR, (0, N,) = . Sean 6,1 €
OR, con § < n. Por la Definicién 2.32, se tiene que 0°(N,) # o"(N,), lo cual
implica que o® # ¢”. Concluimos que {07}, cor es una clase propia en R-pr; es

decir, R es un anillo p-grande. O
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Sea Z un dominio entero. Siguiendo la notacién de [24], sea dM la unién de
todos los submodulos divisibles de M, el cual resulta ser un submaédulo de M.
Si dM = 0, entonces el Z-moédulo M se llama reducido. Ahora bien, para cada
n €N, seae, = (r;,r,...) € ZN talque r, = 1y r; = 0sii# n. Como en
[15], llamamos a un Z-médulo libre de torsién M escaso (o magro)? si, para cada
Z-homomorfismo 7 : ZN — M, se tiene que 7(€,) # 0 sélo para un nimero finito
de n € N.

La siguiente proposicion ofrece una condicién equivalente para que un modulo

Sea eScaso.

PROPOSICION 2.34. Sea Z un dominio entero y sea M & Z-Mod libre de
torsion. Un Z-mddulo M es escaso si, y solo si, para cada familia numerable de
Z-mddulos {N;}22, y para cada Z-homomorfismo n: [[;2 N; = M existe j > 1
tal que n([1;2,; Ni) = 0.

DEMOSTRACION. Probaremos la necesidad; la suficiencia es clara. Seguimos
la prueba de un resultado similar para grupos abelianos de S. V. Rychkov y B.
Thome.? Supongamos que M es escaso y que existe una familia de Z-médulos
{Ni}2, y un Z-homomorfismo n : [[72, N; — M tal que n([[;Z; N;) # 0 para
cada j > 1. Luego, existe una sucesion {y;}32, de elementos distintos tales que
Y; € Hz] N; y n(y;) # 0 para cada j > 1. Nétese que cada y; puede verse como
un elemento de [[;2; N; haciendo y; = (yj(.l), J(.Z), ...), con yj(k) =0sik <j.
Sea ¢ : ZM — [[2; N;, definida por ¢(r1,79,...) = (3572, ray 02 )
para cada (r1,79,...) € ZY. Observemos que las sumas que intervienen en la
definicién de ¢ son finitas, de donde ¢ es una funciéon bien definida. Mas aun,
claramente ¢ es un Z-homomorfismo. En consecuencia, como M es escaso, se

sigue que n(y;) = (ny)(€;) = 0 para todos excepto un nimero finito de los j € N,

lo que contradice nuestra eleccién de los elementos y;. 0

PROPOSICION 2.35. Sea Z un dominio entero y sea M un Z-mddulo libre de

torsion y numerable. St M es reducido, entonces M es escaso.

2en inglés, slender

3Véase [54, Proposicién 1.1].
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DEMOSTRACION. Seguiremos la prueba de E. Sasiada, presentada en [23,
Proposicién 94.2]. Sea M un Z-médulo libre de torsién, numerable y reducido.
Supongamos que M no es escaso. Sea n : ZN — M un Z-homomorfismo tal
que n(e,) # 0 para cada n € N. En vista de que M es reducido, se tiene que
Nrezvjoy M = 0. Sea ki = 1. Puesto que n(€r) # 0, existe 0 # ks € Z tal que
n(kier) ¢ koM. Notemos que kikon(ez) # 0 al ser M libre de torsién. Luego,
existe 0 # k3 € Z tal que n(k1keez) ¢ ksM. De esta manera, podemos construir
una sucesion ki, ko, . .. de elementos en Z\{0} tales que n(kiky - - - knen) & kpy1 M
para cada n € N. Sea A el conjunto de elementos (ry,7s,...) € ZY tales que,
para cadan € N, 7, =06 r, = kiky - - - k,,. Entonces |A| = 2% de donde existen
aj,as € A tales que a3 # as y n(ay) = n(az). Sea a = a3 — as. Si a = (81,89, ... ),
entonces a # 0y, para cadan € N, s, = 06 s, = *kiko---k,. Sea ng el
primer indice tal que s,, # 0. Entonces 1(Sy,€ny) ¢ kno+1M. Por otro lado,
N(Snp€ng) = M(a) —n(0,...,0,8n041,---) = —1(0,...,0,Spgs1s---) € kngr1M, lo

cual es una contradiccion. Concluimos que M es escaso. 0

PROPOSICION 2.36. Sea R un anillo y sea Z un dominio entero tal que Z
es un subanillo de Z(R). Si M es un Z-mddulo escaso y n : RN — M es

un Z-homomorfismo tal que n(R™) = 0, entonces n = 0. En otras palabras,

Homy(RY/R™ M) = 0.

DEMOSTRACION. Siguiendo [15, Lema 2], supongamos que 7 # 0. Sea z =
()n>1 € RY tal que n(z) # 0. Sea ¢ : RY — RN definida como ¢((yn)n>1) =
(x; 2221 Yk )i>1. Se verifica directamente que ¢ es un Z-homomorfismo. Ahora,
para cada n € N, sea ¢, el elemento de RY cuya n-ésima coordenada es 1 y cuyas
coordenadas restantes son 0. Entonces ny : RN — M es un Z-homomorfismo tal
que ne(e,) = n(0,...,0,2,, Tpy1,...) # 0 para cada n > 1. Tomando R; = R
para cada ¢ > 1, se sigue que n([;=, R;) # 0 para cada n > 1, lo que contradice
la Proposicion 2.34. [

Nos preparamos para exhibir una subclase de la clase de anillos radicales, la
cual involucra a la siguiente clase de anillos. Recordemos que, dado un anillo R,
denotamos por S(rR) (S(Rg)) a la reticula de ideales izquierdos (derechos) de
Ry, por Z(R), al centro de R.
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DEFINICION 2.37. Sean Z un dominio entero y R un anillo que no sea anillo

con division. Decimos que R es un anillo Z-coinicial izquierdo (derecho) si:

1. Z es un subanillo de R tal que Z C Z(R).
2. {nR|n e Z}\ {0} es coinicial* en el copo S(rR) \ {0} (S(Rg)\ {0}),
donde, para cada n € Z, nR es el ideal principal de R generado por el

elemento n; es decir, nR = {nr | r € R}.

Decimos que R es Z-coinicial si es Z-coinicial derecho e izquierdo.

Notese que todo dominio entero Z que no sea anillo con divisién es Z-coinicial.
De la definicién previa se siguen de inmediato las siguientes caracterizaciones de

anillo Z-coinicial.

PROPOSICION 2.38. (|20, Proposicién 3.2]) Para un anillo R y un dominio
entero Z tal que es subanillo de Z(R), las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) R es Z-coinicial izquierdo.

(b) Para cada 0 #g I < R, se tiene que Z N1 # 0.

(¢) Para cada v € R\{0}, ezisten a € R yn € Z\{0} tales que ax = n.

(d) Para cada 0 #r I < R, R/I es un Z-mddulo de torsion.

A continuacién se prueban algunas propiedades de los anillos Z-coiniciales,

usando la 1til proposicién anterior.

PROPOSICION 2.39. ([20, Proposicién 3.4]) Si R es un anillo Z-coinicial

1zquierdo, con Z un dominio entero, entonces:

(1) R es R-mddulo izquierdo uniforme.
2

R no tiene divisores de cero.

3) Z tiene un elemento que no es invertible en R.

) ﬂnez\{o} nR = 0. En particular, R es un Z-modulo reducido.
6

(2)

(3)

(4) R es un Z-mdodulo libre de torsion.

(5)

(6) Si R es numerable, entonces R es un Z-mdédulo escaso.

Las condiciones (2) - (6) se cumplen también si R es un anillo Z-coinicial dere-
cho.

dyéase la Seccion 1 del Apéndice A
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DEMOSTRACION. (1). Sean 0 # grI, gJ < R. Como R es Z-coinicial izquier-
do, existen n,m € Z\{0} tales que nR < I y mR < J. Por lo tanto, 0 # nmR <
nRNmR<INJ.

(2). Sean z,y € R\{0}. Entonces existen a,b € Ry n,m € Z\{0} tales que
ax = n'y by = m. Luego, (ba)(xy) = b(ax)y = bny = byn = mn # 0, de donde
xy # 0.

(3). Supongamos que todo elemento distinto de cero de Z es invertible en
R. Sea x € R\{0}. Entonces existen a € Ry n € Z\{0} tales que ax = n.
Luego, como n es invertible, también lo es x. Pero entonces R resulta un anillo
con divisién, lo que es una contradiccion.

(4). Esta propiedad es consecuencia inmediata de (2).

(5). Sea I = (,cz 0y nF v supongamos que I # 0. Entonces existe ng €
Z\{0} tal que ngR < I, de donde ngR = I. Seam € Z\{0}. Luego, nomR = noR;
es decir, ng = ngma para algun = € R. Por lo tanto, no(mz —1) =0y, ya que R
no tiene divisores de cero por (2), se concluye que m es invertible en R, lo cual
contradice la condicién (3). Concluimos que (1), 4 (o3 282 = 0.

(6). La afirmacién se sigue de la Proposicién 2.35 y del hecho de que R es
reducido por (5). O

Como consecuencia de la proposicién anterior se tiene que ningun anillo Z-
coinicial izquierdo es artiniano izquierdo. Este hecho se prueba en el siguiente

corolario.

COROLARIO 2.40. ([20, Corolario 3.5]) Si R es un anillo Z-coinicial izquierdo
para algin dominio entero Z, entonces R no tiene ideales minimos. En particular,

R no es artiniano izquierdo.

DEMOSTRACION. En efecto, si I es un ideal izquierdo minimo de R, entonces,
como el médulo regular R es uniforme izquierdo por la Proposicién 2.39,(1), debe
ocurrir que I < J para cada 0 #r J < R. Luego, I C mneZ\{O} nR = 0, lo cual

contradice la condicién (5) de la Proposicién 2.39. O

En adelante, denotamos por (_)* al funtor Hom contravariante, Hompg(_, R).
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Las siguientes dos proposiciones generalizan los resultados establecidos por

R. Mines en [44] y probados en [19, Teorema 3.6].

PROPOSICION 2.41. (|20, Proposicién 5.2]) Sea R un anillo. Sea M € R-Mod
tal que R < M y sea f: R — M la inclusion natural. Supongamos que M/R es
cogenerado por R. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) wy (M) = R.

(b) f*: M* — R* es el homomorfismo cero.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Supongamos que wf(M) = R. Sea ¢ € M*.
Entonces f*(¢) = ¢f = 0, ya que R < Nu(¢), por definicién del prerradical
omega.

(b) = (a). Supongamos ahora que f* = 0. Para cada ¢ € M* se tiene que
of = f*(¢) = 0, de donde R < Nu(¢). Asi, R < wl{(M). Por otra parte, por
hipétesis y en virtud de la Proposicién 1.16 y de la Observacion 1.94, se tiene

que wf(M/R) = 0. Luego, por la Proposicién 1.76, wf(M)/R = wf(M/R) = 0

al ser w{ un radical. Por lo tanto, wf (M) = R. O

OBSERVACION 2.42. ([20, Observacién 5.3]) Notemos que R* = End"(rR) y
que existe un isomorfismo de anillos p : R — End"(grR). En consecuencia, si
Z es un dominio entero, R es Z-coinicial izquierdo (derecho) si, y sdlo si, R*
es Z-coinicial izquierdo (derecho). Notemos también que, si f € Hompg(R, M),
entonces Im(f*) = {k € End"(rR) | k se factoriza a través de f} es un ideal
derecho de R* (recordar que, en End"(rR), kh significa que k actia primero).

PROPOSICION 2.43. (20, Proposicién 5.4]) Sea R un anillo Z-coinicial dere-
cho. Sea M € R-Mod tal que R < M y sea f : R — M la inclusion natural. Para
la sucesion ezacta E: 0 — R 2> M — M/R — 0 las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) f*: M* — R* es el homomorfismo cero.

(b) [E] € Extr(M/R, R) es Z-libre de torsidn.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Procedemos por contrapuesta. Supongamos que

n[E] = 0 para algin n € Z \ {0}. El siguiente diagrama
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f
E: 0 R M M/R —= 0
#n_’ﬂidRi al
f
ok 0 R —= M, M/R —= 0

conmuta y tiene renglones exactos para algin M; € R-Mod y para algunos R-
E] = n[E] = 0.

Luego, existe un R-homomorfismo ¢; : M; — R tal que g; fi = idg. Finalmente,

homomorfismos f; y a. Ahora bien, u2FE se escinde ya que [uf
como n # 0, se tiene que f*(g1a) = giaf = plt # 0. Por lo tanto, f* # 0.

(b) = (a). Procedemos también por contrapuesta. Supongamos que f* # 0.
En virtud de la observacién anterior, Im(f*) es un ideal derecho de R*, el cual es
también un anillo Z-coinicial derecho, de manera que existe n € Z \ {0} tal que
pul = nidg € Im(f*); es decir, (uf?)*(idg) = puf = f*(i/) para algin p/ € M*.
Consideremos nuevamente un diagrama conmutativo como el anterior. Al aplicar
el funtor (_)* a este diagrama y al incorporar los correspondientes morfismos de
conexién ¢ y 0; de las sucesiones largas de homologia obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

fr* o1

0 —= (M/R)* —= M* R Extr(M/R, R)
l m*l
f*
0 — > (M/R)" M R* >~ Extp(M/R, R),

Ahora, como §; (idg) = §(ul)*(idg) = §f*(1') = 0, se sigue que idg € Nu(d;) =
fi*(M7), de donde existe g; € M;* tal que g1 f1 = fi1"g1 = idg. Por lo tanto, la
extensién ptE se escinde; es decir, n[E] = 0. Concluimos que [E] es un elemento
de Z-torsién en Extr(M/R, R). O

Como consecuencia de las proposiciones 2.41 y 2.43, para concluir que un
anillo Z-coinicial R es radical izquierdo basta construir un elemento Z-libre de
torsién en algun grupo de extensiones Ext(P, R), con P € Cog(R). Nos enfocare-

mos en el caso en que P = RY.

PROPOSICION 2.44. ([20, Proposicién 3.5]) Sea R un anillo Z-coinicial izquier-
do o derecho. Si R es hereditario izquierdo, entonces Extp(RY, R) es un Z-mddulo

divisible.
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DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.39,(4), R vy, por tanto, RN son Z-
mdédulos libres de torsién. Se sigue del Corolario 1.68 que Extr(RY, R) es un
Z-modulo divisible. O

En [45, Teorema 8], R. J. Nunke describe la estructura del grupo abeliano
Extz(ZN, 7). Usando algunas ideas de los resultados de Nunke, se prueba que,
bajo las hipétesis de la Proposicién 2.44, Extp(RY, R) # 0 cuando R es un anillo
numerable. Luego, usando el hecho de que Extg(RY, R) es divisible en este caso,

se construye un elemento Z-libre de torsion.

PROPOSICION 2.45. ([20, Proposicién 5.6]) Sea R un anillo Z-coinicial izquier-

do, hereditario izquierdo y numerable. Entonces Extgr(RN, R) # 0.

DEMOSTRACION. Sea P := RN. Veamos primero que |P*| < Ng. Para ello, sea
® : RN — P* la funcién que envia cada y = (y;)iey € R™ al R-homomorfismo
®, : RN — R tal que, para cada z € RY, ®,(z) = > nesoply) Tn(2)Yn, donde
sop(y) denota el soporte de y en R™ y los morfismos 7, son las proyecciones
canodnicas. Probaremos que ® es suprayectiva. Sea ¢ € P*. En particular, ¢ es un
Z-homomorfismo y, en virtud de la Proposicién 2.39,(6), R es un Z-mddulo escaso
al ser R un anillo numerable. Se sigue de la Proposicién 2.34 que el conjunto
{n > 0] p(e,) # 0} es finito, donde ¢, denota el elemento de P cuya n-ésima
coordenada es 1 y cuyas otras coordenadas son 0. Sea {n > 0 | ¢(e,) # 0} =
{ni,...,n.}. Sea n = @ — > | Yin,my,, donde, para cada i € {1,...,r}, los
morfismos ¢,, denotan inclusiones candnicas. Por la Proposicién 2.36, se cumple
que n = 0. Luego, ¢ = > | Yty mn,. Mds aln, si z = (z;);eny € P, entonces,
para cada i = 1,...,n, se tiene que (pu;m;)(2) = @ui(z;) = @(zi€;) = zip(€) =
mi(2)p(e). Asi, o(2) = > i T, (2)p(€n,). Por lo tanto, ® es suprayectiva, de
donde |P*| < |[RM| = |R| = Ry, que es lo que se queria verificar.

Ahora bien, por la Proposicién 2.39,(5), R es un Z-mdédulo reducido, por lo
que R no es un Z-modulo divisible. Luego, existe m € Z\{0} tal que mR #
R. Més aiun, mR no es un sumando directo de R ya que, de nuevo por la

Proposicién 2.39,(1), R es un Z-médulo uniforme izquierdo. Se sigue que la
R
sucesién exacta corta 0 — R ™% R — R/mR — 0 no se escinde, lo cual im-

plica que Extg(R/mR,R) # 0. Afirmamos que |Extzr(P/mP,R)| > 2%. En
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efecto, al ser R hereditario izquierdo, el monomorfismo 0 — (R/mR)™ —
(R/mR)N induce un epimorfismo Extg((R/mR)N, R) — Extz((R/mR)™N, R) —
0. Puesto que (Extr(R/mR, R))N = Extp((R/mR)™ R), de lo anterior se sigue
que |[Extr((R/mR)N, R)| > |(Extg(R/mR, R))N| > 2%. Finalmente, en vista de
que P/mP = (R/mR)N, se concluye que |Extz(P/mP, R)| > 2%.

Consideremos ahora la sucesién exacta 0 — P lﬁ P — P/mP — 0 en
R-Mod, la cual induce la exactitud de la sucesion larga de homologia 0 —
(P/mP)* — P* — P* — Extg(P/mP, R) — Extg(P, R) — Extr(P, R) — 0. Si
Extr(P, R) = 0, entonces se tendria un epimorfismo P* — Extr(P/mP, R) — 0,
pero, por lo visto anteriormente, |Extg(P/mP, R)| > |P*|, lo que daria una con-

tradiccién. Por lo tanto, debe ocurrir que Extg(P, R) # 0. O

PROPOSICION 2.46. ([20, Proposicién 5.7]) Sea R un anillo Z -coinicial izquier-
do, hereditario izquierdo y numerable. Entonces Extr(RYN, R) tiene un elemento

Z -libre de torsidn.

DEMOSTRACION. Comenzamos por demostrar la existencia de una familia
independiente infinita {7, },>1 de R-submdédulos of RY tal que T, = RN para
cada n > 1. Sea B = {p1,p2,...} el conjunto de nimeros primos. Para cada
n>1,sean A, = {p,* | k> 1} y T,, = {z € R | sop(z) C A, }. Entonces T, =
RA» = RN paracadan > 1.Seaz € T3, Tn)- Luego, sop(z) € Ag. Por otro
lado, z =21+ -+ 2, con z; € T,,, y n; # k para todo i € {1,...,m}. Se sigue
que sop(z) C U, sop(z) C Ui, An,. Por tanto, sop(z) C Ax N (U~ 4n,) = 0;
es decir, z = 0.

A continuacién, construimos un elemento Z-libre de torsién en (Extr(RY, R))N.
Por la Proposicién 2.45, existe 0 # z; € Extgr(RN,R). Ahora, como Z C
R es numerable, podemos suponer que Z\{0} = {z; = 1,2,,...}. Luego, ya
que Extr(RN, R) es Z-divisible en virtud de la Proposicién 2.44, existe zy €
Extg(P, R) tal que zpz5 = x1. De esta manera, podemos construir una sucesién
Ty = T,Ty,... en Extr(RY, R) tal que, para cada n € N, 2,,17,,1 = ¥, para
algtin x,,; € Extg(RY, R). Se sigue que = (z1,3,...) € (Extg(RY, R))N es

Z-libre de torsién.
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Finalmente, consideremos la sucesién exacta 0 — @, -, 7, — R". Como R

es hereditario izquierdo y en vista de que

(Extp(R", R))" = [ [ Extg(T,, R) = Extp, (EB T, R) :
n>1 n>1
se verifica la exactitud de la sucesiéon Extg(RY, R) N (Extp(RY, R))N — 0.

*

Luego, al ser (i)* un epimorfismo, existe w € Extg(RYN, R) tal que (i)*(w) =
x. Més atn, como r € (Extgp(RY, R))N es Z-libre de torsién, se sigue que w
es un elemento Z-libre de torsién en Extg(RY, R), con lo que concluimos la

demostracién. O

TEOREMA 2.47. ([20, Teorema 5.8]) Sea R un anillo numerable, Z-coinicial

y hereditario izquierdo. Entonces R es un anillo radical izquierdo.

DEMOSTRACION. En efecto, en vista de la Proposicién 2.46, existe una suce-
sién exacta B : 0 — R % M — RY — 0 tal que [E] es un elemento Z-libre de tor-
sién en Extz (RN, R). Luego, por la Proposicién 2.43, se tiene que f*: M* — R*
es el homomorfismo cero. Ahora, como M/R = RY es cogenerado por R, se sigue
de la Proposicién 2.41 que wf(M) = R. Finalmente, al ser wf’ un radical, se

concluye que R es un anillo radical izquierdo. 0

Como consecuencia inmediata del teorema anterior se verifica el siguiente

corolario:

COROLARIO 2.48. Sea R un anillo numerable, Z-coinicial y hereditario izquier-

do. Entonces R es un anillo p-grande.

Hacemos énfasis en el hecho de que los anillos a los que se refiere el corolario
anterior son p-grandes y no artinianos. El propdsito del siguiente capitulo es

presentar un ejemplo de anillo artiniano y p-grande.

EJEMPLO 2.49. 7Z satisface todas las condiciones del corolario anterior. De
hecho, como R. J. Nunke probd en [45], Extz(ZN,Z) tiene un elemento de orden

infinito. Usando este hecho, T. H. Fay, E. P. Ozford y G. L. Walls demuestran

en [19] la existencia de un grupo abeliano G tal que w%(G) = Z y construyen
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explicitamente la cadena de radicales que se encuentra en correspondencia con
OR.

El siguiente ejemplo es de especial interés para el siguiente capitulo.

EJjEMPLO 2.50. Sea K un campo numerable y considérese el anillo de poli-
nomios en una indeterminada con coeficientes en K, K[x]. Es claro que K[x] es
un anillo K|x]-coinicial y hereditario, toda vez que es un dominio de ideales prin-
cipales. Luego, el anillo K|x] cumple todas las condiciones del ultimo corolario

y, por tanto, es p-grande.

Finalizamos este capitulo haciendo énfasis en ciertas construcciones de anillos
que resultan ser p-grandes como consecuencia del ultimo corolario, asi como de

las proposiciones 1.30, 1.104 y 1.118.

EJeEMPLO 2.51. ([20, Observacién 7.1]) Sea R un anillo numerable, Z -coinicial
y hereditario izquierdo. Un anillo S es p-grande si cualquiera de las siguientes
condiciones se cumple:
(1) S es Morita equivalente a R; en particular, si S = M, (R) para algin
n > 1.
(2) S=1I, Ri, con R; = R para algin j € {1,...,n}.

Para una lista més extensa de ejemplos de anillos p-grandes, remitimos al

lector a la seccién final de [20].






Capitulo 3

Un anillo artiniano y p-grande

Sea K un campo y consideremos el anillo de polinomios en una indeterminada
con coeficientes en K, K|z|. Sea $) la categoria cuyos objetos son parejas de
la forma (V) h), donde V' es un K-espacio vectorial y h : V. — V es un K-
endomorfismo lineal, y cuyos morfismos son K-aplicaciones lineales f : V — V'

tales que fh = I f; es decir, conmuta el siguiente diagrama:

()

La importancia de la categoria $), antes introducida, se aprecia especialmente
en la siguiente proposicién, en la que se prueba la existencia de un isomorfismo

entre § y la categorfa de médulos sobre el anillo Kx].

PROPOSICION 3.1. ([2, Ejemplo 1.2.6]) Las categorias K[z]-Mod y $ son

1somortfas.

DEMOSTRACION. Se define el funtor H; : K[z]-Mod — $ de la siguiente
manera. En objetos, para cada V' € K[x]-Mod, H,(V') := (V, h), donde V es el K-
espacio vectorial subyacente y h : V' — V es tal que h(v) := zv para cada v € V.
En morfismos, para cada f € Homg,)(V, V), Hi(f) := f. Se tiene que el funtor
H esta bien definido. En efecto, por un lado, es claro que el morfismo A es un K-
endomorfismo lineal del K-espacio vectorial V. Por otro lado, si f : V — V' es un
K [z]-homomorfismo, entonces, en vista del parrafo previo a la Observacién 1.32
y ya que existe un monomorfismo K — Klz|, se sigue que f es también un K-
homomorfismo; es decir, f es una K-aplicaciéon lineal. Finalmente, para verificar
la conmutatividad del diagrama (1), sea v € V. Entonces, por la definicién de h y
al ser f un K [z]-homomorfismo, fh(v) = f(h(v)) = f(zv) = xf(v) . Por su parte,

99
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R f(v) = W' (f(v)) = xf(v) por definicién de h'. Por lo tanto, fh(v) = h'f(v).
Concluimos que fh = h'f, que es lo que restaba por revisar.

Ahora, sea Hy : $ — K[z]-Mod el funtor definido como sigue. En objetos,
para cada (V,h) € 9, Ho((V,h)) := V, con la acciéon K[z] x V — V definida
por (Ao + Mz + -+ + X\z™)v := Av + Ah(v) + -+ + A\ A" (v). En morfismos,
para cada f en 9, Hy(f) := f. El funtor Hy estd bien definido. Verificaremos
a continuacién la afirmacién previa. Por un lado, notemos que h" € Endg (V)
para cada n > 1. Luego, no es dificil verificar que Hy((V, h)), con la accién antes
definida, resulta ser un K[z]-médulo para cada (V,h) € $). Por otra parte, sea
f un morfismo en $). Entonces f es una K-aplicacién lineal y, dados v € V' y
Ao+ Mz + -+ Aa™ € Kz, se tiene que Ho(f)[(Ao + Mz + -+ + A\a™)v] =
fQov+Ah(v)+- -+ A 0" (v) = f(Aov)+ f(Mh(v)+- - -+ (A" (v) = Ao f(v)+
A f(h(v))+-- -+ A f(R"(v)) por definicién de la accién sobre V. Ahora, también
se verifica facilmente por induccién sobre n que fh" = (h')"f para cada n > 1
por la conmutatividad del diagrama (1). Asi, Ha(f)[(Ao + Mz + -+ + Apz™)v] =
Mo f (0)+ALf (R(0)) 4+ -+ f (7 (0) = Ao f (V) +MB (f (0)) 4+ -+ A (W) (f(v)) =
Ao+ Mz + -+ 2" f(v) = (Ao + Mz + - + X2™)(Ha(f))(v) por definicién
de la accién sobre V'. Concluimos que Hs(f) es un K[z]-homomorfismo.

Por utimo, a partir de las definiciones de los funtores Hy, y H, se verifica
directamente que HiHy; = 1y y HyH; = 1gp-Mod, con lo que concluimos la

demostracion.! O

PROPOSICION 3.2. Sea Q el carcaj de Kronecker. La categoria $ es equiva-

lente a una subcategoria plena de KQ-Mod.

DEMOSTRACION. La prueba consta de dos etapas: primero veremos que ) es
isomorfa a una subcategoria plena € de Repy(Q) y posteriormente probaremos

!Cabe mencionar que, como lo hizo notar la Dra. Martha Takane, el anillo K [x] es isomorfo

a la K-algebra de carcaj K@, con

por lo que, en virtud de la Observacion 1.32 y del Teorema 1.120, la categoria K [z]-Mod resulta
ser equivalente (de hecho, isomorfa) a la categoria Repy (Qo), la cual coincide precisamente

con la categoria §). No obstante, consideramos pertinente incluir la demostracion de este hecho.
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que € es equivalente a una subcategoria plena © de K()-Mod. Para la primera
parte, definimos el funtor H : $ — Repg(Q) como sigue: dado (V,h) € 9,
H(V,h)) = (Va, Pa)vae{V}paciidy,n}, donde idy : V. — V denota a la K-
aplicacién lineal identidad, y, para cada morfismo f: V — V' € $, H(f) = f.
Como consecuencia de lo anterior se tiene que € := H($)) es una subcate-
goria plena de Repy(Q) que resulta ser isomorfa a la categoria . Para la
segunda parte, se define un funtor G : € — K@-Mod tal que, para cada
(Vas @a)vae{ vVYpactidy,n} € € G((Va,pa)) = V x V, con la suma usual (com-
ponente a componente) y con la multiplicacién por escalares (caminos) dada
como sigue: para cada x = (v,w) € VXV, e, -z = (v,0), ¢ -z = (0,w),
idy -z = (idy(w),0) = (w,0) y h -2 = (h(w),0) y, para cada morfismo
f: V=V e€ G(f)=f,donde f: VXV — V'xV'estal que f' = f@& f. Sea
D := G(€). Definimos ahora un funtor F' : © — € tal que, para cada V xV € D,
F(V xV) es la representacién cuyo conjunto de K-espacios vectoriales es {V,, V4 }
y cuyo conjunto de K-aplicaciones lineales es {@ja,, ¢n}, donde V, = ¢, -V =V,
Vi =e -V 2V Y Ga,,en: Vo = V, son tales que ¢4, (x) = euidy - y
on(x) = e,h - x para cada x € V,. Se sigue que F'G ~ 1 y GF ~ lg. Ahora,
por el Teorema 1.120 se tiene que existen funtores F” : Repy(Q) — KQ-Mod y
G' : KQ-Mod — Repy (Q) tales que F'G" ~ 1pep, (@) ¥ G'F' =~ 1gg-Mod- Notese
que, de hecho, los funtores F' y GG son las restricciones de los funtores F’' y G’ a
las categorias © y €, respectivamente. En consecuencia, ® es subcategoria plena

de KQ)-Mod, con lo que concluimos la demostracion. 0

De las proposiciones 3.1 y 3.2 se tienen los siguientes corolarios.

COROLARIO 3.3. Sea @ el carcaj de Kronecker. La categoria K|x]-Mod es

equivalente a una subcategoria plena de KQ-Mod.

COROLARIO 3.4. Sea Q) el carcaj de Kronecker. Existe un funtor fiel y pleno
H' : K[z]-Mod — KQ@Q-Mod. Dicho funtor es inyectivo en objetos y preserva
monomorfismos. Mds ain, H' preserva inclusiones y submddulos totalmente in-

variantes.
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DEMOSTRACION. La primera parte del resultado se sigue del corolario previo
y de las proposiciones B.1 y B.2. De hecho, refiriéndonos a los funtores definidos
en las pruebas de las proposiciones 3.1 y 3.2, resulta que H' = EGHH,, donde
E es el funtor inclusién? de ® a KQ-Mod.

A partir de la definicién de H’ se sigue de inmediato la inyectividad de dicho
funtor en objetos, asi como su propiedad de preservar monomorfismos.

Verifiquemos que H’ preserva submédulos. Sean V), W € K|x]-Mod tales que
W < V. Entonces H; (W) = (W, k'), donde W es visto como subespacio vectorial
de V' y b’ es la restriccion del K-endomorfismo lineal h : V' — V al subespacio W.
Ahora, tras aplicar el funtor H a la imagen bajo el funtor H; de W obtenemos
la representacion (Va, o) vie{ w},pacfidw,r} de Q. En vista de lo anterior y de la
definicién del funtor G, resulta que H'(W) = G(HH;(W)) = W x W, con la
suma usual heredada de V' x V' y con la multiplicacién por escalares (caminos)
dada como sigue: para cada x = (u,w) € W x W, e,z = (u,0), epz = (0,w),
idwx = (w,0) y h'z = (W' (w),0). Se verifica directamente que W x W, con la
accién antes presentada (que no es mas que la restriccion de la accién de KQ
sobre V xV a W x W), resulta ser un submdédulo del KQ-médulo H' (V) =V x V.
Por lo tanto, H'(W) < H'(V).

Por tltimo, probemos que el funtor H' preserva submédulos totalmente in-
variantes. Sea N € K|[x]-Mod y sea N’ un submédulo totalmente invariante de
N. Notemos que, para cada K[z]-endomorfismo g : N — N, si ¢’ es la restriccién

de g a N’, entonces el siguiente diagrama conmuta:

donde iy es la inclusiéon natural. Ahora, sea f : H'(N) — H'(N) un KQ-
endomorfismo. Entonces, al ser H' un funtor pleno, existe un K [x]-endomorfismo

g: N — N tal que H'(g) = f. Luego, en vista de que g(N') < N’ y de que H’

2yéase el Apéndice B
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preserva inclusiones, se sigue la conmutatividad del siguiente diagrama:

, H'(g) ,
H'(N) — H'(N)

H'(in) o H'(in)

H'(N') o H'(N'")

donde H'(iy) es la inclusién natural. Por lo tanto, f(H'(N')) = H'(g)(H'(N')) <
H'(N'); es decir, H'(N') es un submddulo totalmente invariante de H'(N), con

lo que concluimos la demostracién. 0

OBSERVACION 3.5. Nétese que, de hecho, en la tiltima parte de la prueba
del resultado anterior se muestra que todo funtor pleno que preserva inclusiones

también preserva submodulos totalmente invariantes.

El funtor H' al que alude el corolario anterior induce un morfismo de orden
inyectivo entre las (grandes) reticulas de prerradicales sobre los anillos K[x] y
K@, con @ el carcaj de Kronecker. La afirmacion anterior se desprende de la

siguiente proposicion, enunciada de manera mas general.

PROPOSICION 3.6. Sean R y S anillos y sea F' : R-Mod — S-Mod un funtor
pleno, inyectivo en objetos y que preserva monomorfismos. Entonces eziste una

astgnacion inyectiva ¢ : R-pr — S-pr que preserva el orden.

DEMOSTRACION. Sea ¢ : R-pr — S-pr tal que, para cada o € R-pr,
o) = \/ (ﬁg%n)ﬂm),
NeR-Mod
donde iy : 0(N) < N es la inclusién natural. Notemos que la asignacién ¢
estd bien definida y preserva el orden. A continuacién probaremos que ¢ es in-
yectiva. Sean o,7 € R-pr, con o # 7. Entonces existe Ny € R-Mod tal que
o(No) # 7(Np). Afirmamos que:

( V (a?%»)%) (F(N0)) = F(irg) (F(o (No)).

NeR-Mod

En efecto, por un lado, dado N € R-Mod, se tiene que:

(o), (FON0)) = DU EG)(F(o(N)) | £ € Homs(F(N), F(No))}-
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Sea f € Homg(F(N), F(Ny)). Por la plenitud de F' existe ¢ € Homg(N, Ny) tal
que F(g) = f. Ahora, de la definicién de prerradical se sigue la conmutatividad

del diagrama:

N

o) Jo

o(N) —= o(No)

donde ¢’ es la restriccién g a o(INV). Luego, también el siguiente diagrama con-

muta:
F(N) —2 F(Ny)
F(in) T o T Fling)
F(o(N)) o F(o(No))

En consecuencia, se tiene que f(F(in)(F(c(N)))) = F(g9)F(in)(F(a(N))) <
Flina) (Flo(No))). Ast, (oo ) (F(N0)) < Fling) (F(0(No))) para cadla
IN
F(N
N € R-Mod, de donde, V yepgoq (@F(n &V>>)F( | (F(No)) < Fling) (F(o(No)).
Para la desigualdad restante, en virtud de la Definicién 1.106, F'(in, )(F(0(Np))) <
F(N F(N
< FEJ&o))) Fling) (F(No)) < (\/NeR-Mod (aFEU()]V))>F(ZN)) (F'(No)), con lo que
0
queda probada nuestra afirmacién.
Una afirmacion completamente andloga se tiene para el prerradical 7.
Una vez verificada nuestra afirmacion, notemos que, ya que F' es inyectivo
en objetos, F'(c(Ny)) # F(7(Ny)). Ademds, como F' preserva monomorfismos,

F(in,)(F(0(No))) # F(in,)(F(7(Np))). De lo anterior se sigue que ¢(o) # ¢(7).

Concluimos que la asignacion ¢ es inyectiva. O

COROLARIO 3.7. Sea Q) el carcaj de Kronecker. Existe una asignacion inyec-

tiva ¢ : K[z]-pr — KQ-pr que preserva el orden.

DEMOSTRACION. Este resultado se obtiene de inmediato a partir del Coro-

lario 3.4 y de la proposicién anterior. 0

Como consecuencia del Teorema 1.72 y de la Proposicién 1.121, si @) es el

carcaj de Kronecker, el dlgebra K@) es un anillo artiniano (izquierdo y derecho).



3. UN ANILLO ARTINIANO Y p-GRANDE 105
Ahora bien, sea K un campo numerable (témese, por ejemplo, K = Q). Entonces,
como vimos en el Ejemplo 2.50, K[z] no es un anillo p-pequeno, de donde, en
virtud del Corolario 3.7, K() tampoco es p-pequeno.

En resumen:

COROLARIO 3.8. 5i Q) es el carcaj de Kronecker, entonces KQ es un anillo

artiniano y p-grande.’

3Este ejemplo fue sugerido por la Dra. Dolors Herbera, de la Universidad Auténoma de

Barcelona.






Capitulo 4

Anillos p-pequenos

En el capitulo precedente se mostré que no todo anillo artiniano es p-pequeno.
A este punto, en miras de investigar la implicacién que queda pendiente, a saber,
R anillo p-pequeno = R anillo artiniano, enfocaremos nuestra atenciéon en la
condicion de un anillo de ser p-pequeno, la cual, como veremos en la primera
seccion de este capitulo, estd estrechamente relacionada con la existencia de un
modulo que determina a todos los prerradicales sobre el anillo, llamado mddulo
principal. En base a lo anterior, en el presente capitulo estudiaremos algunas
caracteristicas y cualidades de los médulos principales asociados a un anillo p-
pequeno. Para tal propdsito, el capitulo se divide en tres secciones. En la primera
seccion se describen los modulos principales para la mayor parte de las clases de
anillos presentados en la Seccién 1 del Capitulo 2, junto con algunas de sus
propiedades. En la segunda, se aborda el caso restringido en que el anillo en
consideracién es conmutativo y se ofrece, para este caso, una caracterizacién de
los médulos principales usando el funtor matricial Hompg(P, _), al que se hace
referencia en la Observacion 1.66. Finalmente, en la Seccién 3 de este capitulo
se obtienen més propiedades y caracterizaciones de los médulos principales por
medio de ciertas particiones de la clase R-Mod, las cuales, en vista de un resultado
de J. A. Beachy y W. D. Blair, nos aproximan a la condiciéon del anillo de ser

artiniano.

1. Modulos principales

Sean R un anillo y ¢ € R-pr. Definimos el siguiente preorden en R-Mod:
M <, N si aﬂ{ M) =< affv( N)- El preorden anterior induce de manera natural una
relacion de equivalencia ~, en R-Mod tal que M ~, N si a%M) = a(]TV(N). Sea
X, := R-Mod/ ~,. Para cada M € R-Mod, denotamos por [M], a la clase
{N € R-Mod | N ~, M}.
107
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PROPOSICION 4.1. Sean R un anillo p-pequenio y o € R-pr. Entonces la

particion X, es un conjunto.

DEMOSTRACION. Consideremos la asignaciéon X, — R-pr dada por [M], —
Ozf,w( Ay bara cada [M], € X,. Claramente dicha asignacién esta bien definida y es

inyectiva. Luego, si R-pr es un conjunto, también lo es X, . 0

PROPOSICION 4.2. Sean R un anillo p-pequerio y o € R-pr. Entonces existe
_ Ms
M, € R-Mod tal que o = -

DEMOSTRACION. Por el Axioma de Eleccién Global,! existe una funcién de

eleccion ¢ : X, — R-Mod, de modo que, en virtud de las proposiciones 1.98 y
® ¢(X)

1.103, 0 = \/{04%\4) | M € R-Mod} = \/{a xy | X € Xo} = axc@@(x))

Tomando M, := @y, ¢(X) se sigue la proposicion. O

OBSERVACION 4.3. Sea R un anillo p-pequerio y sea o € R-pr. Supdngase
que @, : X, — R-Mod son dos funciones de eleccion distintas. St M, =
Dxex, ¢(X) y No := Dycy, ¥(Y), entonces se cumple que [My|, = [No]s; es
decir, la construccion del modulo en la Proposicion 4.2 no depende de la funcion

de eleccion.

DEFINICIéN 4.4. Sea M € R-Mod. Se dice que M es mddulo principal si

T=0oM (1) Para cada T € R-pr.

TEOREMA 4.5. Sea R un anillo p-pequenio. Entonces existe M € R-Mod tal

que M es mddulo principal.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 4.2, para cada o € R-pr existe M, €
R-Mod tal que o = o Deﬁmmos M=

lado, siempre se cumple que o

M,. Sea 7 € R-pr. Por un

(M o€ R-pr

- (T) =< 7 por las propiedades de los prerradicales

alfa. Por otra parte, de la definicién de M se tiene que M = M, & M,

M,
=P{M, | o € Rpr, o0 #T1}. Luego por la Proposicién 1.103, 7 = a3, | <
M, oM’

_ _ _ M
T(MT) Vv aT(M') = O nem) = aM ()" Por lo tanto, 7 = 37y con lo que

concluimos la demostracion. O

Lyéase la Seccién 3 del Apéndice A
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Mas adelante veremos que la existencia de un R-médulo principal es, de hecho,
condicién suficiente para que el anillo R sea p-pequeno.
El siguiente lema nos da una manera de obtener nuevos modulos principales

a partir de uno dado.

LEMA 4.6. Sea M € R-Mod un médulo principal y sea My € R-Mod tal que

M es sumando directo de My. Entonces My es mddulo principal.

DEMOSTRACION. Sea o € R-pr. Por hipétesis, My = M @ L para algin

ML _ My
o(MaL) — Yo(Mo) =0

) Concluimos que Mj es médulo

M
L € R-Mod. Luego, 0 = ) < «

por la Proposicién 1.103, de donde 0 = «

M L _
oan) ¥ Yoy = @
My
o (Mo

principal. U

OBSERVACION 4.7. En particular, la clase de mddulos principales de un anillo

es cerrada bajo extensiones que se escinden.

A continuacion se presenta una caracterizaciéon de anillo semisimple en térmi-

nos de sus modulos principales.

TEOREMA 4.8. Para un anillo R son equivalentes las siguientes condiciones:
(a) R es semisimple.
(b) My =@P{S | S € R-simp} es médulo principal.

(¢) rRR es mddulo principal.

DEMOSTRACION. (a) < (b). Si R es un anillo semisimple, entonces R es p-
pequeno por el Corolario 2.3. Luego, en vista del Teorema 4.5, existe un modulo
principal M € R-Mod, con M := @ M, para algunos M, € R-Mod. Aho-

ra, al ser R semisimple, se sigue de la Proposicién 1.39 que M = @ Resimp © (Xs),

o€R-pr

con |Xg| > 0 para cada S € R-simp. Sea 0 € R-pr. En virtud de lo anterior y de

o SXs)
.« s . _ M _ R-simp _ S(XS> .
la Proposicion 1.103, se tiene que o = UG =V @ sxe) ) = \/R_Simp A (5(Xe));
R-simp
®S
es decir, 0 = \/SeAaf(S) = O‘?(@sy con A = {S € R-simp | |Xg| > 0},
A

de donde @g. 45 es un médulo principal. Finalmente, como consecuencia del
Lema 4.6 resulta que también My = @{S | S € R-simp} es médulo princi-
pal. Para la reciproca, supongamos ahora que M, = @{S | S € R-simp} es
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modulo principal. Entonces, para cada o € R-pr se tiene que o = CVTJJ\TO) =
® S

a:z;mpa(S) _ \/R_Simp 045(3) por las proposiciones 1.78 y 1.103. En particular,
-simp

1=V Resimp ag = Zoc(_). Se sigue del Teorema 2.2 que R es un anillo semisimple.

(a) < (c). Si R es un anillo semisimple, entonces existe un monomorfismo
b Resimp S — R que se escinde. Ahora bien, ya probamos que la condicién del
anillo de ser semisimple es equivalente a que € Resimp S sea médulo principal de
R. Luego, por el Lema 4.6, el médulo regular g R también lo es. Reciprocamente,
si g R es médulo principal, entonces 0 = 045( ) bara todo o € R-pr; es decir, todo
0 € R-pr es t-radical. En particular, todo coatomo de R-pr es t-radical. Se sigue

del Teorema 2.5 que R es semisimple.? 0J

Estamos ahora en condiciones de exhibir médulos principales de una clase mas
general de anillos; a saber, la de los anillos Z-Ko6the, definidos en la subseccion
3.3 del Capitulo 1.

PROPOSICION 4.9. Sea R un anillo T-Kdthe izquierdo. Entonces M = @ N
Nez
es modulo principal de R.

DEMOSTRACION. Sea R un anillo Z-Kothe izquierdo. Por el Teorema 2.20,
R es p-pequeio. Se sigue del Teorema 4.5 que existe un médulo principal M :=
@UeR_pr M,, con M, € R-Mod para cada ¢ € R-pr. Por otro lado, todo M €

R-Mod es una suma directa de médulos en Z; en particular, M = vez IV (Yn)

con |Yy| > 0 para cada N € Z. Sea 0 € R-pr. En virtud de lo anterior y

. o NYN) )
s 2z . M _ NeT . NUWUN . :
de la Proposicion 1.103, o = Oany = Vol o NON) ) = Vver Qg Oy © decir,
NeZ

N
0= Vyeg ozév(N) = ozag(%N), donde G = {N € Z | |Yn| > 0}. Por lo tanto, @ g N

es un modulo principal. Finalmente, como consecuencia del Lema 4.6, también

@D yez N es médulo principal, con lo que concluimos la demostracién. 0

El resultado anterior proporciona diversos ejemplos de médulos principales.

?Esta caracterizacién fue conjeturada y probada por los doctores Francisco Raggi,
José Rios, Hugo Rincén y Rogelio Ferndndez-Alonso, durante una sesién del Seminario de

Anillos de la UNAM.
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EJEMPLO 4.10. Sea R un anillo, entonces:

(1) Si R es un anillo de Kithe, My = @ y;e; M, con T ={R/J |p J < R},
es modulo principal de R.

(2) Si R es un anillo semisimple, My = Drer M, con T = R-simp, es
modulo principal de R.

(3) Si R es un anillo local uniserial, M3 = @, M, con T el conjunto de
ideales izquierdos (y derechos) de R, es modulo principal de R.

(4) Si R es un dlgebra de Artin de tipo de representacion finito, entonces
My = Drrer M, con T = R-ind, es mddulo principal de R.

(5) Si R es un anillo puro semisimple y R-fin.gen. es un conjunto completo
e irredundante de representantes de clases de isomorfismo de R-mddulos
izquierdos finitamente generados, entonces M = @{M | M € R-fin.gen.}

es modulo principal de R.

De hecho, los médulos principales en el caso de los anillos semisimples y los
anillos locales uniseriales presentados en el ejemplo anterior (incisos (2) y (3),
respectivamente) resultan ser los menores u “6ptimos”, en el sentido de que en
la descomposicion de todo moédulo principal para dichas clases de anillos deben
aparecer todos los elementos del conjunto Z correspondiente, como veremos en

las siguientes proposiciones.

PROPOSICION 4.11. Sea R un anillo semisimple. Las siguientes condiciones

son equivalentes para M € R-Mod:

(a) M es mddulo principal.
(b) M = @{SXs) | S € R-simp}, con |Xs| > 0 para cada S € R-simp.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Supongamos que M € R-Mod es médulo prin-
cipal y que existe T € R-simp tal que T no es sumando directo de M; es decir,
M = D rsimp S&Xs) con | Xg| > 0 para cada S € R-simp y |X7| = 0. Sea 0 :=
al. € R-pr. Luego, para cada S € R-simp, S # T, se tiene que o(S) = aL(S) =0

por la Observacién 1.41. En virtud de lo anterior y de la Proposicién 1.78, o(M) =
o(@{SH¥s) | S € Rsimp, S #T}) = @P{(c(S9))Xs) | S € R-simp, S #T} =0.
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Finalmente, al ser M médulo principal, of = o = O‘ZM) = %M = 0 por la
Observacién 1.91, lo cual es una contradiccion.

(b) = (a). Es consecuencia del Teorema 4.8 y del Lema 4.6. O

PROPOSICION 4.12. Sea R un anillo local uniserial con serie de composicion
O0=I, < <Lhb<---<1I,,<1I,=R, n>1 Para M € R-Mod son
equivalentes las siguientes condiciones:

(a) M es médulo principal.

(b) M = éb}l[i(xi), con | X;| > 0 para cada i € {1,...,n}.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Sea M un médulo principal de R y supongamos
que existe j € {1,...,n} tal que I; no es sumando directo de M; es decir,

M = @LY), con |X;| > 0 para cada i € {1,...,n} y |X;| = 0 en vista del
i=1
Corolario 1.55 y de nuestra suposicion. Sea o := ag € R-pr. Por la Proposicién

1.78 se tiene que o(M) = @(o(I;))* ). Luego, como M es médulo principal y
i=1
G
_ I;
en virtud de la Proposicién 1.103, o = a \/a(U(I = Z\:/ - Por

Z#J i#£]
otra parte, de la Proposicién 2.11 se sigue que o(Iy) = I para k € {1,...,j} ¥y

o(ly) = I; parak € {j+1,...,n}. Como consecuencia de lo anterior y aplicando

las proposiciones 2.9 y 2.10 se verifica que:

n
_ I; i i—1 J+1 Ij1
a—\/ag \/0‘1 V\/al—aIIVCx =arp
=1 =741
i#£j
lo cual es una contradiccién.

(b) = (a). Esta implicacién se sigue de inmediato a partir del Teorema 4.9
(tomando Z = {I; |i=1,...,n}) y del Lema 4.6. O

Los resultados anteriores generan una pregunta abierta para el caso de los
anillos puros semisimples (anillos Z-Kéthe).?
La siguiente proposicion nos dice que los médulos principales se preservan

bajo equivalencia de Morita.

3Véase el capitulo Algunas preguntas y problemas abiertos, al final del presente trabajo.
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PROPOSICION 4.13. Sean R y S anillos y sea F : R-Mod — S-Mod una
equivalencia de categorias. Si M es un mddulo principal de R, entonces F(M)

es un modulo principal de S.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.104, sabemos de la existencia de un iso-

morfismo de (grandes) reticulas ¢ : R-pr — S-pr. Sea o € S-pr. Entonces existe

T € R-pr tal que p(7) = 0. Ahora, si M es un médulo principal de R, 7 = Q%M).

; ; _ _ M _ FM _
Luigo, en virtud d(iCorolarlo 1112, 0 = (1) = go(aT(M)) = e =
al (]‘FJM); es decir, F/(M) es médulo principal de S. O

Por su parte, el teorema que presentamos a continuacion nos da una descrip-

cion del modulo principal en el caso de una descomposicién de anillos.

TEOREMA 4.14. Sean Rq,..., R, ideales distintos de cero de un anillo R
tales que rRR = @PR; y sea {e1,...,e,} un conjunto completo de idempotentes
i=1

ortogonales centrales de R. Supongamos que M; es mddulo principal de R; (visto

como anillo) para cada i = 1,...,n. Entonces M := @M; es médulo principal

=1
de R.

DEMOSTRACION. Notemos primero que M, tiene estructura de R-médulo
izquierdo para cada i = 1,...,n, de manera que M € R-Mod por el comentario

previo a la Observacién 1.32. Sea m; : R — R; la i-ésima proyeccién candnica

para cada i = 1,...,n. Sea 7 € R-pr. Veamos que 7 = ozi‘/(lﬁ). Por un lado,

en virtud del Teorema 1.118, existe (o1,...,0,) € Ri-pr X --- X R,-pr tal que
T =1,((01,...,04)) = Vi {o:}m. Ademss, al ser M; médulo principal de R;

para cada ¢ = 1,...,n, se tiene que o; = O‘U-EM-) para cada ¢ = 1,...,n. Sea
k2 1

N € R-Mod. Por la Proposicién 1.115, para cada i = 1,...,n, ({o;}m)(N) =
oi(vr, (N)), donde v, (N) es el anulador (derecho) de Nu(m;) en N. Mas atn,
en vista de la Proposicién 1.116,(2), v, (N) = e;N para cada i = 1,...,n.
De lo anterior se sigue que 7(N) = (\Vi_{o:}m)(N) = >0 ({o:i}m)(N) =

Dy (i) = By )y (04
Por otra parte, en virtud de la Observacién 1.36, M = @?:1 e; M y N =

@’_, ¢;N. En adicién, por un argumento similar al utilizado en el pérrafo pre-

n

vio para la descripcién de 7(N), se deduce que 7(M) = @;_, 0;(e; M ). Luego,
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M @?: 61'M n n eiﬁ n :
Q%M)(N) = Oé@?:ia'i(eiﬁ)<®j:1 e;N) = <\/i:1 aoi(eiﬁ)> (®j:1 e;N) por la Proposi-
cién 1.103. Nétese que, para cada i,j € {1,...,n}, con i # j, cualquier R-

homomorfismo f : e;M — e;N es el homomorfismo cero, de donde og?_(ﬁeﬁ)(ej N) =

0 para cada i,7 € {1,...,n}, con i # j. Como consecuencia de lo anterior y

de la Proposicién 1.78, se tiene que ayﬁ)(N) = (\/?:1 oM ) (B)_,e;N) =

- ( Ji(eiﬁ) j:l

D it O‘Z.](\iﬁ) (@?:1 e;N) =D, aZi](\/e[iM)(eiN).

Ahora bien, observemos que e; M = M; paracadai = 1,...,n. En efecto, dado
i €{1,...,n},setiene que ;M = e; (P, M;) = 0x---x0OxM;x0x---x0 = M;
en virtud de la Proposicién 1.37.

Finalmente, en vista de la observacion anterior, se sigue de la Proposicién

1.92 que 7(N) = ai‘?ﬂ)(N). Concluimos que 7 = a%M); es decir, M es médulo

principal de R. 0

COROLARIO 4.15. Sean Rq, ..., R, anillos y sea R :== Ry x---xXR,,. Si E es

modulo principal de R; para cada j =1,...,n, entonces M = @E es modulo
j=1

principal de R.

DEMOSTRACION. Para cada j € {1,...,n}, sea t; : R; — R la j-ésima
inyeccién canénica. Por la Observacion 1.35, se tiene que rR = @)_, ¢;(R;),
donde cada ¢j(R;) es considerado como ideal de R, y, ademas, ¢;(R;) = R,
(como anillos) para todo 7 = 1,...,n. Luego, en virtud de la Observacién 1.32,

M; es médulo principal de ¢;(R;) (visto como médulo sobre ¢;(R;)) para cada

j=1,...,n. Sea 7 € R-pr. En vista de lo anterior y del Teorema 4.14, se sigue
que T = O‘gﬂ)’ con lo que concluimos la demostracion. ([l

Estamos ahora en condiciones de dar una descripcién de moédulo principal
de un anillo artiniano principal. Sea R uno de tales anillos. Entonces, por el
Teorema 1.52, R = [[*, M,,(R;) para algin m > 1, con r; > 1 y R, un anillo
local uniserial para cada ¢ = 1,...,m. Ahora, en virtud de la Proposicién 1.30,
existe una equivalencia de categorias F; : R;-Mod — M, (R;)-Mod para cada
1 = 1,...,m. Supongamos que cada anillo R; tiene serie de composiciéon 0 =
Iy <Ii <--- <I, =R; conn; >1paracadai=1,...,m. De la Proposicién

4.12 se sigue que, para todo i = 1,...,m, M; € R-Mod es médulo principal si
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y s6lo si M; = DL, I;(Xj), con |X;| > 0 para cada j € 1,...,n;. Luego, como
consecuencia de la Proposicién 4.13 y del Corolario 4.15, se tiene el siguiente

resultado.

PROPOSICION 4.16. Sea R un anillo artiniano principal. Entonces, haciendo

m
referencia al pdrrafo anterior, @Fi(@}L, ]]’-(Xj)) es modulo principal de R.
i=1

Una propiedad sobresaliente de un médulo principal M € R-Mod es la exis-
tencia de una correspondencia biunivoca entre prerradicales sobre el anillo R y

submédulos totalmente invariantes de M, como se muestra a continuacién.

PROPOSICION 4.17. Sea M € R-Mod un médulo principal. Entonces la (gran)

reticula R-pr es isomorfa a la reticula Sy (M). En particular, R es p-pequenio.

DEMOSTRACION. Se definen las asignaciones eq7 : R-pr — Sp(M) v 637 :

S;i(M) — R-pr como e37(0) := o(M) para cada o € R-pry &77(N) = o

para cada submddulo totalmente invariante N de M, respectivamente. Entonces,

dado N <j; M, (e57057)(N) = oM(M) = N. Por su parte, dado o € R-pr,

(0z7ear)(0) = ai\{ﬁ) = 0, al ser M médulo principal. Luego, (e37077) = 1 S5:(0)

v (637€37) = lrpre- Finalmente, ya que tanto ey como dy; preservan el orden, se
sigue que ambos morfismos son isomorfismos de reticulas (inversos entre si) en

vista de la Proposicién A.2. O

OBSERVACION 4.18. La asignacidn e5; definida en la prueba de la Proposi-
cion 4.17 es suprayectiva aun cuando M € R-Mod no sea mddulo principal. Sin
embargo, notese que para verificar que (037 €57) = Lr-pr ST Se Tequiere que M sea

modulo principal.

Como consecuencia del Teorema 4.5 y de la Proposicion 4.17 se obtiene la

caracterizacion de anillo p-pequeno que se presenta enseguida.

COROLARIO 4.19. Un anillo R es p-pequeno si, y solo si, existe M € R-Mod

modulo principal.

Ahora bien, de la Proposicién 4.17 se sigue que si dos prerradicales aplicados
a un modulo principal coinciden, entonces son iguales. Lo anterior nos lleva a la

siguiente caracterizaciéon de modulo principal.
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COROLARIO 4.20. M € R-Mod es mddulo principal si, y sélo si, T = wgﬁ)

para cada T € R-pr.

DEMOSTRACION. La necesidad es consecuencia inmediata del comentario

prev1o Para la suficiencia, sea ¢ € R-pr. Aplicando la hipédtesis al prerradi-

cal o™ se tiene que oM = WM =M _ — 5 con lo que concluimos la
o(M)’ e Coan = Wit an) T Yon) T 7 d
demostracién. O

La definicién que se presenta enseguida aparece en [50].

DEFINICION 4.21. Un R-mddulo inyectivo E se llama inyectivo principal si

o= wf(E) para cada o € R-pr exacto izquierdo.

Un hecho interesante es que la capsula inyectiva de un modulo principal

resulta ser un inyectivo principal, como se establece en la siguiente proposicién.

PROPOSICION 4.22. Si M € R-Mod es mddulo principal, entonces EM es

wmyectivo principal.

DEMOSTRACION. Sea o un prerradical exacto izquierdo sobre R. La desigual-
dad ¢ =< w%ﬂgM) siempre se cumple por las propiedades de los prerradicales
omega. Para la desigualdad restante, sea ¢ la inclusién M < EM. Entonces se

tiene que w3l (M) = N{g™ (¢(EM)) | g € Homg(M, EM)} < i (o(EM)) =

o(EM) N M = (M) por la Proposicién 1.85. Luego, wfgﬁ)(ﬁ) < o(M) <

wfgﬁ) (M); es decir, (M) = wE(]gM)(M ). Por otra parte, como M es médulo
M

principal, o = w3 POT el Corolario 4.20. De lo anterior y de las propiedades

de los prerradlcales omega se sigue que w iy = Wlg, = 0. Por lo tanto,
o=wF con lo que concluimos la demostracién. 0]

(EM)

2. Anillos conmutativos

En esta seccién nos dedicamos a examinar la clase particular de los anillos
p-pequenos conmutativos. En relacién al problema que nos planteamos original-
mente, comenzamos presentando el caso mas simple: el de los anillos conmuta-

tivos cuya reticula de prerradicales es finita.
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PROPOSICION 4.23. Sea R un anillo conmutativo tal que R-pr es un conjunto

finito. Entonces R es artiniano.

DEMOSTRACION. Sea R-trad la clase de todos los t-radicales. Notemos que,
en vista del Teorema 1.101, (5), R-trad es, de hecho, un conjunto, toda vez que
se encuentra en correspondencia biunivoca con la reticula de ideales de R. En
efecto, existe un isomorfismo de reticulas ¢; : R-trad — Sy;(grR), definido como
(o) = o(R) para cada t-radical o, cuyo morfismo inverso ¢y : Sy(gpR) —
R-trad viene dado por 1;(I) = o para cada ideal I de R. Ahora, por hipétesis,
R es conmutativo, de donde Sy;(rR) = S(gR). Luego, si R-pr es un conjunto
finito, entonces claramente S(gR) satisface la condicién de cadena descendente,

con lo que concluimos la demostracién. U

OBSERVACION 4.24. Nétese que partiendo de la peticion de que R-trad satisfa-
ga la condicion de cadena descendente como copo, por un razonamiento similar
al de la prueba de la proposicion anterior, se obtiene la misma conclusion para

R conmutativo.

En general, como es de esperarse, aun restringiéndonos al caso conmutativo,
el estudio de las condiciones de cadena de un anillo R si R-pr es un conjunto no
finito (o, mas generalmente, si R-trad no cumple la condicién de cadena descen-
dente como copo) resulta mas interesante y, por tanto, de mayor complejidad.
Nuestro proposito a este punto es proponer algunas condiciones equivalentes a la
propiedad de un R-mdédulo de ser principal (estrechamente vinculada con el he-
cho de que el anillo R sea p-pequeno), mismas que involucran al p-funtor referido
en la Observacion 1.66. Para tal fin, iniciamos con una observacion de especial

relevancia para todo el desarrollo posterior.

OBSERVACION 4.25. Si R es un anillo conmutativo, entonces, para cada
M € R-Mod y para todo x € M, el p-funtor o3, := Hompg(M, _)(x) es un

M J—
R ot (M)
algun modulo principal M de R. En consecuencia, para cada N € R-Mod,

se sigue que o5(N) = alf 1 (N) = S{f(o, (M) | f € Homu(¥,N)} =

prerradical sobre R. Mdas ain, si R es p-pequeno, entonces o7, = « para
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ZfEHOmR(MJV) Zy@fw(ﬁ) fly) = Zyev&(ﬁ) Hompg (M, N)(y). Por lo tanto, 0%, =
vyEUfM(M) HOHIR(M, *)(y)

En vista de la observacion anterior se tienen los siguientes resultados. Sean

R un anillo p-pequenio y conmutativo v sea M un R-médulo principal.

PROPOSICION 4.26. Sean M,N € R-Mod y sea h € Hompg(M,N). En-
tonces para todo © € M existe n > 1 tal que h(z) = Y 1| ffg¥(x), con g7 €
Homp(M, M) y f# € Homgz(M, N) para cadai=1,... n.

DEMOSTRACION. Sea h : M — N un homomorfismo de R-mddulos y sea
x € M. Ya que h(z) € o},(N) = Homg(M, N)(z), se sigue de la observacion
anterior que h(z) = Y.©, f¥(y;) para algtin n > 1, con f* € Homg(M, N)
v yi € 0%,(M) = Homg(M, M)(z) para cada i = 1,...,n. Luego, h(z) =
S [ (g¥ (), con gf € Homp(M, M) para cada i = 1,...,n, con lo que con-

cluimos la demostracién. O

COROLARIO 4.27. Sean M, N € R-Mod y sea h € Homg(M,N). Entonces
para todo © € M existe n > 1 tal que h(z) = F,G,(x), con G, € Homg(M, M")
y F, € Homg(M", N).

DEMOSTRACION. Sea h : M — N un homomorfismo de R-mddulos y sea
x € M. Por la Proposicién 4.26, existen n > 1y f* € Homgz(M,N), ¢* €
Hompg(M, M), i=1,...,n, tales que h(x) = > 7, ffg%(z). Los morfismos g7 in-
ducen un tnico morfismo G, : M — M por la propiedad universal del producto,

de manera que, para cada ¢ = 1,...,n, el siguiente diagrama conmuta:

donde 7; denota la i-ésima proyeccion canoénica para cada ¢ =1,...,n.
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. . . s . S
Asimismo, los morfismos f” inducen un tnico morfismo F, : M — M que hace
conmutar el siguiente diagrama en vista de la propiedad universal del coproducto:

R Li
M —
s

e .
K2 } / Fz

M

il

M

donde ¢; denota la i-ésima inclusién canénica para cada t=1,...,n.
Finalmente, como G, (z) = Y"1 | 1;mG.(x), se sigue de lo anterior que F,G,(x) =

Yoy ForimiGy(z) =30, [Fg¥(x) = h(z), que es lo que se queria verificar. [

COROLARIO 4.28. Para todo M € R-Mod y para todo v € M existe n > 1
tal que © = F,G4(x), con Gy € Homg(M,M") y F, € Homgz(M", M).

DEMOSTRACION. El resultado se sigue como caso particular del corolario

anterior, tomando N := M y h :=idy,. U

COROLARIO 4.29. Todo M € R-Mod ciclico es sumando directo de M para

alguna n > 1.

DEMOSTRACION. Sea M = Rz un R-médulo ciclico. Por el corolario an-
terior, existen n > 1y G, € Homgz(M,M"), F, € Homgz(M", M) tales que
x = F,G,(x). Sea y € M, entonces y = rz para algun r € R. Luego, y = rx =
rF,G.(x) = F,G.(rz) = F,G.(y). Por lo tanto, idy; = F,G,. Concluimos que

M es sumando directo de M . O

El siguiente resultado se deduce de inmediato como caso particular del coro-

lario anterior.
COROLARIO 4.30. Todo R-mddulo simple es sumando directo de M.

Un hecho notable es que la Proposicion 4.26 es, de hecho, equivalente al
Corolario 4.28. Mas sorprendente ain resulta que ambos resultados caracterizan
a un moédulo principal si R es un anillo conmutativo y p-pequeno, como lo afirma

el siguiente teorema.

TEOREMA 4.31. Sea R un anillo conmutativo y p-pequeno. Para M € R-Mod

son equivalentes las siguientes condiciones:
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(a) M es modulo principal.

(b) Dados M,N € R-Mod, para todo h € Homg(M,N) y para todo v € M
eviste n > 1 tal que h(z) = Y.r | ffg%(x), con g¢ € Homg(M, M) y
ff € Homgz(M, N) para cadai=1,...,n.

(¢) Para todo M € R-Mod y para todo x € M se tiene que existe n > 1 tal
quex =1 ffg¥(z), con gf € Homg(M, M) y f# € Homg(M, M) para

cadat=1,...,n.

DEMOSTRACION. (a) = (b). La implicacién se sigue de la Observacién 4.25
y de la Proposiciéon 4.26.

(b) = (c). Se sigue de inmediato, toda vez que la condicién (c) es un caso
particular de la condicién (b), tomando N := M y h := idy,.

(¢c) = (a). Sea 0 € R-pr y sea M € R-Mod . La desigualdad ozgﬁ)(M) <
o(M) se verifica siempre en virtud de la Proposicién 1.97. Para la desigualdad
restante, sea x € o(M). Por hipétesis, existe n > 1 tal que z = Y1 | (g7 (x)),
con g¢ € Homgp(M, M) y f* € Homgz(M, M) para cada i = 1,...,n. Ahora,

como z € (M), se sigue de la definicién de prerradical que g7 (x) € o(M) para

cadat =1,...,n. Luego, por la definicién de prerradical alfa, x € ai‘{ﬂ)(M). Por

es decir, M es moédulo

M ; — M.
lo tanto, (M) < ag(ﬁ)(M). Concluimos que 0 = o

principal de R. 0

A partir de los resultados anteriores se obtiene una nueva caracterizacion de

anillo semisimple para el caso conmutativo.

TEOREMA 4.32. Sea R un anillo conmutativo. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) R es semisimple.

(b) R tiene un modulo principal inyectivo.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Sea R un anillo semisimple. Como R es p-
pequeno, existe un médulo principal M € R-Mod en virtud del Teorema 4.5. Por
otro lado, al ser R semisimple, todo R-mdédulo es inyectivo; en particular, M es

inyectivo.
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(b) = (a). Sea M € R-Mod un médulo principal. Por el Corolario 4.29, todo
R-médulo ciclico es sumando directo de M para alguna n > 1. Luego, si M es
inyectivo, entonces se tiene ademas que todo R-modulo ciclico es inyectivo por

la Proposicién 1.11, de donde, en vista del Teorema 1.50, R es semisimple.* [

3. Particiones de R-Mod

En la Seccién 1 de este capitulo definimos un preorden =<, para cada o € R-pr
que induce una relacion de equivalencia ~, en R-Mod. Uno de los propésitos de
esta seccién es presentar algunas de las propiedades de la particiones X, =
R-Mod/ ~,, con ¢ € R-pr.

OBSERVACION 4.33. Sea o € R-pr. El preorden =, induce un orden parcial
en la particion X,. Denotamos también por =<, a este orden parcial inducido.
Luego, en wvista de la Proposicion 4.1, st R es un anillo p-pequeno, entonces X,

resulta ser un conjunto parcialmente ordenado o copo.

Dado o € R-pr, se definen las clases de R-médulos C, y C? como sigue:
Cp :={K € R-Mod | 0 = ol i)}
C?:={K € R-Mod | 0 = wf(K)}.

En virtud de la observacion anterior se obtiene la primera parte del siguiente

resultado.

PROPOSICION 4.34. Sea R un anillo p-pequerio y sea o € R-pr. Entonces
(X,, =<,) es un conjunto parcialmente ordenado, con elemento menor F, y ele-

mento mayor la clase C,. Mds ain, X, resulta una reticula completa.

DEMOSTRACION. Notemos primero que, por la Proposicién 4.2, existe M, €
R-Mod tal que C, = [M,],. Luego, de la Proposicién 1.97 se sigue que a(]TV(N) =
o = a%’%) para cada N € R-Mod, de donde [N], =X, [M,]|, = C, para cada
[N], € X,. Por lo tanto, C, es el elemento mayor de X,. Por su parte, observemos
que F, = [0],. En efecto, M € F, si, y sélo si, (M) = 0 si, y sélo si, a%M) =

“Este resultado fue probado, con un argumento distinto, por el Dr. Francisco Raggi v,

posteriormente, también de manera independiente, por el Dr. José Rios.
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~

)l = 0= 042(0), lo cual, a su vez, es equivalente a que M € [0],. Ahora, es claro
que 0 = ozg(o) = afjv(N) para cada N € R-Mod, de donde F, = [0], =, [N],
para cada [N], € X,. Por consiguiente, F, = [0], es el elemento menor de
X, . Se sigue que (X,, <,) es un copo acotado. Mds atin, como consecuencia de la
definicion del orden parcial en X, resulta que en X, existen supremos arbitrarios,
descritos de la siguiente manera. Sea {[N;],}ie; una familia en X,. Entonces
VierINilo = [Bic; Ni] ,- Verificaremos a continuacién la aﬁrmgfvi.én ante;i}er. Por
un lado, se tiene que, para cada ¢ € I, aiv("Ni) = Vier aiv(iNi) = O‘éo(lNi) = a;(@ZNi) en
vista de las proposiciones 1.78 y 1.103. Se sigue que [@iel NZ}IU es cota sulperior
de {[Nils}ier. Ahora, supongamos que existe L € R-Mod tal que aiy(iNi) = O‘ﬁ(L)
para cada ¢ € I. Entonces a?(];iNi) = Vier aiv(iNi) = 0‘5(1:)’ con lo que queda

probada nuestra afirmacién. Finalmente, como consecuencia de la Proposicién

A.3, resulta que X, es una reticula completa. 0

Con base en la proposicién anterior se tiene el siguiente resultado:

COROLARIO 4.35. Sea R un anillo p-pequeno y sea o € R-pr. Entonces los

elementos de X, cumplen la propiedad de cerradura bajo sumas directas.

DEMOSTRACION. Sea M € R-Mod y sea {M;};c; € R-Mod tal que M; ~, M
para cada i € I. Entonces [@,.; M;lo = V,c;[Milo = Ve [M]o = [M],. O

De manera dual, dados un anillo R y o € R-pr, el preorden en R-Mod dado
por M <7 N si w% = wév( ) induce naturalmente una relacién de equivalencia
~? en R-Mod y un orden parcial en la particion R-Mod/ ~“. Bajo el supuesto
adicional de que R es p-pequeno, se sigue que X7 := R-Mod/ ~? es un conjunto,
de donde X7 resulta ser un conjunto parcialmente ordenado o copo. De hecho,
X7 resulta ser una semirreticula, como veremos en la siguiente proposicion. De-
notamos por [M]7 ala clase {N € R-Mod | N ~? M} y, por <7, al orden parcial

inducido en X°.

PROPOSICION 4.36. Sea R un anillo p-pequeno y sea o € R-pr. Entonces
(X7,=7) es un conjunto parcialmente ordenado, con elemento mayor T, y ele-

mento menor la clase C°. Ademds, X es una semirreticula.
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DEMOSTRACION. Como R es un anillo p-pequeiio, se sigue del Teorema 4.5

que existe M € R-Mod médulo principal. En virtud del Corolario 4.20, se tiene

que, en particular, o = w . Asi, C° = [M]°. Luego, por la Proposicién 1.97,
wi‘/(fﬁ) =0 2w o(n) bara cada N € R-Mod, de donde C? = [M]’ =7 [N]’ para

cada [N]? € X?. En consecuencia, C? es el elemento menor de X?. Por otro lado,
observemos que T, = [0]7. En efecto, M € T, si, y sélo si, (M) = M si, y s6lo
si, w(%M) —wM =T =0 o(0)» o cual equivale a que M € [0]7. Ahora, claramente,
para cada N € R-Mod, wU(N) = Wa(o) — 1. Se sigue que [N]° <7 [0]7 = T,

[

para cada [N]” € X7. Por consiguiente, T = [0]” es el elemento mayor de

X?. Por lo tanto, (X7, =<7) es un copo acotado. Mas ain, como consecuencia
de la definicién del orden parcial en X7, resulta que el infimo de cualesquiera
dos elementos de X7 existe y se describe como sigue. Sean [M]?,[N]7 € X7,
entonces [M|7 A [N]? = [M x NJ°. Para verificarlo, notemos que, por una parte,
Wﬁ/(lz\?]\fo) = w%ﬁg\;a(m = wg/(IM)/\wéV(N) =< wﬁfM) por las proposiciones 1.78 y 1.103.

Similarmente, w]\f z\X/fo[ N) = wj\?N). Ahora, supongamos que existe L € R-Mod tal

M><N
o(MxN)*

Lo anterior implica que [M x N|? es la mayor cota inferior de [M]? y [N]?, que

quew( )-<w( )wa(L) -<w(N) Entonces w’ (L) -<w( )/\wU(N):
es lo que habia que verificar. Concluimos que X7 es una semirreticula. 0

OBSERVACION 4.37. Cabe destacar que la particion X, resulta una reticula
completa para todo o € R-pr, con supremo arbitrario descrito por \/,.;[M;], =
(D.c; Mi]o para cada familia {[M;),}ier € Xo. La verificacion de este hecho de-
pende fuertemente de que los prerradicales preservan sumas directas. Al no contar
con la propiedad correspondiente para productos directos, sino con una version
“mds débil” (ver Proposicion 1.78), en principio sélo podemos concluir que X°
es, en general, una semirreticula y que, para cada familia {[M;]°}ier C X,
[ Lic; Mi]° es una cota inferior de {[M;] }icr, de donde [[],c; Mi]” =7 N/ [Mi]7.

Por el mismo motivo, tampoco contamos con un resultado dual al Corolario 4.35.

el

Ahora bien, en el caso especifico de o = 6, X7 si resulta ser una reticula com-
pleta, con infimo arbitrario dado por \[M;]? = L, M;]° para cada {[M;]*}ier
en X0. En efecto, de lo anterior se sigue que, dada una familia {[M, ] bier C X

ILc; Ml] es una cota inferior de {[MZ] }ier. Supongamos que existe L € R-Mod
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tal que [L] es cota inferior de {[M;]°};c;. Entonces wl = Nicrwo" = wyig M en

virtud de las proposiciones 1.78 y 1.103. Concluimos, en vista de la Proposicion

A.3, que X0 es una reticula completa.

Como consecuencia de las definiciones de las clases C, y C? se sigue de in-

mediato otra caracterizacion de médulo principal.

PROPOSICION 4.38. Sea R un anillo p-pequeno. Las siquientes condiciones

son equivalentes para M € R-Mod:

(a) M es modulo principal.

(b) M S ﬂTER—pTCT'
(c) M e C.

TER-pr

DEMOSTRACION. (a) < (b). Se sigue de inmediato de la definicién de médulo
principal de un anillo y de la definiciéon de las clases C,, con o € R-pr.
(a) < (c). Se sigue de inmediato en vista del Corolario 4.20 y de la definicién

de las clases C?, con 0 € R-pr. 0

A continuacién se presentan algunos casos particulares de las clases C, y C?.

PROPOSICION 4.39. Sean R un anillo p-pequerio y o € R-pr.

(1) Si 0 =0, entonces C, = R-Mod.
(2) Si o es un dtomo, entonces C, = X, \ F,.

(3) Si o= 1, entonces C, consiste de todos los generadores de R-Mod.

DEMOSTRACION. (1). Sea o = 0. Entonces C, = {M € R-Mod | 0 = o} =
R-Mod. Observemos que, en este caso, C, = F, = [0],.

(2). Notemos primero que, en general, dado o € R-pr, con o # 6, se cumple
que F, € X, \ C,. En efecto, si K € R-Mod es tal que o(K) = 0, entonces
Ozf( K) = all = 0 # o,de donde K ¢ C,. Ahora, sea ¢ un atomo en R-pr. Entonces
se cumple, ademds, que X, \ C, C F,. Verificaremos la iltima afirmacién por
contrapuesta. Si K ¢ F,, entonces 0 #* af(K) = o por la Proposicién 1.97. Luego,

al ser o un atomo, debe ocurrir que af( K) =0, €5 decir, K € C,. Concluimos que

X, \C, =T, si o es un dtomo.
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(3). Sea o = 1. Entonces C, = {M € R-Mod | 1 = a¥}. Ahora, en virtud
de la Observaciéon 1.94 y de la Proposicién 1.16, dado M € R-Mod, se tiene que
1= oM si) vy sélo si, adf(N) = N para cada N € R-Mod si, y sélo si, M genera

a N para cada N € R-Mod, con lo que concluimos la demostracién. 0

Dualmente:

PROPOSICION 4.40. Sean R un anillo p-pequerio y o € R-pr.
(1) Sio =1, entonces C° = R-Mod.
(2) Si o es un codtomo, entonces C° = X, \ T,.

(3) Sio = 0, entonces C° consta de todos los cogeneradores de R-Mod.

OBSERVACION 4.41. Sean R un anillo p-pequerio. De los ejemplos anteriores

se sigue que, en particular, todo modulo principal es generador y cogenerador de

R-Mod.

En los resultados siguientes estudiamos algunas propiedades de las particiones
X;y X0,

PROPOSICION 4.42. Sea R un anillo p-pequeno. Eziste una correspondencia

biunivoca entre:

(1) X5 y la clase de todos los prerradicales idempotentes sobre el anillo R.
Mads aun, dicha correspondencia es un isomorfismo de reticulas.
(2) X0 y la clase de todos los radicales sobre el anillo R. Mds ain, dicha

correspondencia es un isomorfismo de reticulas.

DEMOSTRACION. (1). Sea R-idem la clase de todos los prerradicales idem-
potentes sobre el anillo R. Como R es p-pequeno, R-idem es, de hecho, un con-
junto. Sea ¢ : X3 — R-idem tal que §([M]z) = alf para cada [M]; € X5. Es
claro que 0 es una funcién bien definida e inyectiva. Veamos ahora que § es
suprayectiva. Sea 7 € R-idem. Entonces, por el Teorema 1.101 y por un argu-
mento similar al aplicado en la prueba de la Proposicion 4.2, se obtiene que
= \V{¥ | Me RMody 7(M) =M} = 041\]\2, con M5 € R-Mod. Luego,
d([M;z];) = 7. Por lo tanto, la funcién § es biyectiva. Més atn, de la definicién

del orden en X7 se sigue de inmediato que [M]; <3 [N]s si, y s6lo si, a}f < a¥.
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Concluimos, en vista de la Proposicién A.2 y de la Proposicion 4.34, que d es un
isomorfismo de reticulas.

(2). Sea R-rad la clase de todos los radicales sobre el anillo R. Como R es p-
pequeno, R-rad es un conjunto. Sea ¢ : X0 = Rrad tal que g([M]ﬁ) = w}! para
cada [M ]6 e X0, Claramente, o resulta una funcién bien definida e inyectiva.
Para verificar la suprayectividad, tomemos 7 € R-rad. Entonces, por el Teorema
1.101, 7 = A{w}' | M € R-Mod y (M) = 0}. Ahora, por el Axioma de Eleccién,
existe una funcién de eleccién ) : X0 5 R-Mod tal que, por las proposiciones

1.78 y 1.103, 7 = A{wir™ | X € X0} = wé”a, donde M? := T[] (X). Se tiene,
Xex0
pues, que o([M°]°) = 7. Finalmente, de la definicién del orden en X° se sigue

de inmediato que [M]? <0 [N]0 si, y sélo si, w < wd. Concluimos, en vista
de la Proposicién A.2 y de la tltima parte de la Observacién 4.37, que p es un

isomorfismo de reticulas. O

PROPOSICION 4.43. Sea R un anillo p-pequeno y sea S € R-simp. Entonces

(S} es un dtomo de la reticula X5.

DEMOSTRACION. Sea [M]; # [0]; y supongamos que [M]; =<5 [S];. Entonces,
por la definicién de orden en X5, adf < a2. Luego, M = a¥(M) < a3(M) < M;
es decir, ag(M) = M. Notemos que, como M # 0, aZ(M) =Y {S' < M | S’ =
S} = SO) para algtin conjunto Y. Se sigue que M = S). Por tanto, en vista

del Corolario 4.35, concluimos que [M]; = [S];. O

A partir de la proposiciones 4.42 y 4.43 se verifica de inmediato el siguiente

corolario.

COROLARIO 4.44. Sea R un anillo p-pequeno. Entonces la clase A;y =
{a2 | S € R-simp} consta de dtomos del conjunto de prerradicales idempotentes,

R-idem.

Volviendo a nuestra meta, el siguiente resultado de J. A. Beachy y W. D.
Blair caracteriza a los anillos artinianos izquierdos en términos de ciertas clases

de pretorsion.
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PROPOSICION 4.45. ([5, Corolario 3.3]) Para un anillo R las siguientes condi-

ctones son equivalentes:

(a) R es artiniano izquierdo.
(b) Toda clase de pretorsion hereditaria de R-Mod es cerrada bajo productos

directos.

Luego, por el Corolario 1.86, el resultado que se presenta enseguida es conse-

cuencia inmediata de la Proposicion 4.45.

COROLARIO 4.46. Para un anillo R las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(a) R es artiniano izquierdo.
(b) Para todo o € R-pr exacto izquierdo, T, es cerrada bajo productos direc-

tos.

Por su parte, la siguiente proposicién caracteriza a las clases de pretorsion

T,, con o € R-pr idempotente, que son cerradas bajo productos directos.

PROPOSICION 4.47. Sean R un anillo y o € R-pr idempotente. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) T, es cerrada bajo productos directos.

(b) Para cada familia {M;}ier € R-Mod, o(][;c; M;) = [1,c; o(M;).

DEMOSTRACION. (a) = (b). Supongamos que la clase T, es cerrada bajo pro-
ductos directos. Sea {M; };c; una familia en R-Mod. La desigualdad o ([ [,.; M;) <
[L;c; o(M;) siempre se cumple por la Proposicién 1.78. Ahora, si o es idempo-
tente, entonces o(M;) € T, para cada i € I. Luego, por hipétesis, [[,.; o(M;) €
To. Notemos que [[;c; o(Mi) < [lic; Mi Ast, [Tic, 0(Mi) = o([Lic; 0(Mi)) <
o([Lie; M;). Concluimos que o([[;c; Mi) = [[;c; o(M;).

(b) = (a). Sea {N;}ier € T,. Entonces [[,.; Ny = [[,c; 0(N;i) = o([Lie; Ni)
por hipétesis, de donde [[,.,; N; € T,. Por lo tanto, T, es cerrada bajo productos

directos. O

El corolario que se presenta a continuacion sirve de enlace entre la proposicion

anterior y las particiones antes definidas (concretamente, X7).
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COROLARIO 4.48. Sean R un anillo p-pequeno y o € R-pr idempotente. Las
siguientes condiciones son equivalentes:
(a) T, es cerrada bajo productos directos.
(b) Para cada familia {M;}icr € R-Mod, o(]],c; Mi) = [1;c; o(M;).
(c) Para cada familia {M;}icr € R-Mod, N,;[M;)7 = [[Lc; Mi]°.
(d) Para cada M € R-Mod, [M]° es cerrada bajo productos directos.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Esta implicacién estd contemplada en la Proposi-
cién 4.47.

(b) = (c). Por la Observacién 4.37, para cada familia {[M;]”}ier € X,
[[I;c; Mi] es una cota inferior de {[M;]7}ier. Sea [L]7 € X7 tal que [L]7 =7
[M;]° para cada i € I. Entonces wf(L) =< w%Mi) para cada ¢ € I, de donde
wf(L) = Nier W%wi) = WHE%W) = wﬂﬁ’f}w) por la Proposicién 1.103 y por
hipétesis. Se sigue de lo anterior que [J],.; M;]” es la mayor cota inferior de
{[Mi]"}ier; es decir, Nief[Mi]7 = [[Lic; Mi]”.

(c) = (d). Sea M € R-Mod y sea {M;}ie;r € [M]°. Entonces [M;]7 = [M]°
para cada i € I. Luego, [M]” = A,.;[M;]” = [[],c; Mi]” por hipétesis. Con-
cluimos que [M]7 es cerrada bajo productos directos.

(d) = (a). La implicacién se sigue de inmediato, ya que, si toda clase en X7
es cerrada bajo productos directos, entonces, en particular, T, = [0]” cumple tal

propiedad de cerradura. O

OBSERVACION 4.49. Notemos que la condicion (c) del corolario anterior
equivale a que la semarreticula X° sea una reticula completa para o € R-pr

1dempotente.

En virtud de los resultados anteriores y ya que todo prerradical exacto izquier-
do es idempotente, para concluir que el anillo R es artiniano bastaria probar
alguna de las condiciones equivalentes del Corolario 4.48, considerando o € R-pr
exacto izquierdo. Lo anterior probaria también que X7 es una reticula completa
cuando o € R-pr es exacto izquierdo (véase Observacién 4.37).

Cabe mencionar que es precisamente la construccién candnica de un modulo

principal, presentada en la Proposicion 4.2, la motivacion inicial para la definicién
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de las dos particiones de R-Mod estudiadas en esta seccién. Dichas particiones
han probado ser una herramienta muy provechosa para explorar la condicion del

anillo de ser p-pequenio, si bien tienen interés por si mismas.

3.1. Mboddulos o-cogenerados. Sean R un anillo y ¢ € R-pr. Con el
proposito de estudiar més a fondo la particién X7, se define la siguiente clase de

modulos, tomando como modelo el concepto de clase cogenerada por un modulo
M, Cog(M).

DEFINICION 4.50. Sea M € R-Mod. La clase de mddulos o-cogenerados por M

se define como:
o-Cog(M) = {N € R-Mod | o(N ):w%M)(N)}.
OBSERVACION 4.51. Nétese que, en efecto, 0-Cog(M) = Cog(M).

La siguiente proposicion resulta sumamente 1util, toda vez que relaciona la

nociéon de moédulo o-cogenerado con el orden de la particion X°.

PROPOSICION 4.52. Sean M € R-Mod y o € R-pr. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes para N € R-Mod:

(a) N € U—Cog(M).

(b) wilany = wiiny-

(c) [M ]” =7 [N]°.
)

(d) Si Y := Hompg(N, M), entonces eziste un homomorfismo Gy : N —
MY tal que o(N) = Gy ((o(M))Y).

DEMOSTRACION. (a) < (b). Si N € 0-Cog(M), entonces w}{y(N) = o(N),
de donde w MM) = wN(N) por la Proposicion 1.97. Reciprocamente, si w%M) =
wffv(N), entonces w (M)(N) < wU(N)(N) = o(N). Por otra parte, notemos que
para todo f € Hompg(N, M) se cumple que o(N) < f<(0(M)) en virtud de
la definicién de prerradical. Luego, o(N) < wﬂ/([M)(N). Por lo tanto, o(N) =
wh(ary(N); es decir, N € g-Cog(M).

(b) & (c). Se sigue de inmediato de la definicién de orden en X°.

(a) < (d). En efecto, N € o-Cog(M) si, y sdlo si, w%M)(N) = o(N) si, y s6lo
si, o(N) = (g™ (c(M)) | g € Homg(N, M)}. Sea Y = Hompg(N, M). Por la
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propiedad universal del producto directo, existe un tinico morfismo Gy : N —

MY tal que, para cada g € Y, el siguiente diagrama conmuta:

MéMY

1
Ve
g Ve
. GNnMm

donde 7, denota la proyeccion canénica. Luego, en vista de la propiedad univer-
sal del producto y de la Observacién 1.4, la condicién o(N) = ({g* (a(M)) |
g € Homg(N, M)} es equivalente a que o(N) = Gi 5 ((a(M))Y), con lo que

concluimos la, demostracion. O

Como consecuencia directa de la proposicién anterior, se obtiene una manera
alternativa de describir a la clase de moédulos o-cogenerados. Dicha descripcién

se presenta en el siguiente corolario.
COROLARIO 4.53. Para M € R-Mod y o € R-pr,
0-Cog(M) = |_J{[N]” € X | [M]" =7 [N]}.

Presentamos a continuacién algunas propiedades de la clase o-cogenerada por

un modulo.

PROPOSICION 4.54. Sean M € R-Mod y o € R-pr. La clase o-Cog(M) es

cerrada bajo sumas directas.

DEMOSTRACION. Sea {N;}icr € o0-Cog(M). Entonces w%M)(@ie[ N;) =
Dicr Wi (Ni) = D,e; 0(Ni) = 0(D,; Ni) por hipétesis y por la Proposicién

1.78. Por lo tanto, @,.; N; € 0-Cog(M). O
La siguiente proposiciéon nos da una pauta acerca de la distribucién de los
elementos de X7, bajo el supuesto adicional de que el prerradical o es exacto

izquierdo.

PROPOSICION 4.55. Sean N, M € R-Mod tales que existe un monomorfismo

h: N — M y sea o un prerradical ezacto izquierdo. Entonces [M]7 < [N]°.
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DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que h es la
inclusién natural i : N < M. Luego, i* (c(M)) = NNo(M) = o(N) al ser
o € R-pr exacto izquierdo. De lo anterior se sigue que w%M) (N) =g (c(M)) |
g € Homg(N, M)} < o(N). Por otra parte, para todo f € Homg(N, M), se
cumple que o(N) < f<(o(M)) por la definicién de prerradical. Luego, o(N) <
w%M)(N). Por lo tanto, o(N) = wg/(IM)(N). Concluimos que [M]? <7 [N]? en
virtud de la Proposicion 4.52. 0

Como consecuencia de las proposiciones 4.52 y 4.55, se verifica el siguiente

resultado.

PROPOSICION 4.56. Sean M € R-Mod y o un prerradical exacto izquierdo.

Entonces o-Cog(M) es cerrada bajo monomorfismos.

DEMOSTRACION. Sea h : K — L un monomorfismo de R-mdédulos. Entonces,
por la proposicién anterior, [L]7 =7 [K]?. Supongamos que L € o-Cog(M). Se
sigue de la Proposiciéon 4.52 que [M]? =7 [L]?. Luego, [M]° =<7 [K]?, lo cual
implica, de nuevo por la Proposicién 4.52, que K € 0-Cog(M). Concluimos que

o-Cog(M) es cerrada bajo monomorfismos. O

También, en virtud de las proposiciones 4.52 y 4.55, asi como de la Proposicion

4.54, se tiene la siguiente propiedad de cerradura de los elementos de X?.

PROPOSICION 4.57. Sean M € R-Mod y o un prerradical exacto izquierdo.

Entonces [M1° es cerrada bajo sumas directas.

DEMOSTRACION. Sea {N,};c; una familia en [M]?. Entonces [M]° = [N;]”
para cada i € I, de donde N; € o-Cog(M) para cada i € I por la Proposicién
4.52. Luego, en vista de la Proposiciéon 4.54 y, una vez més, de la Proposicion
4.52, [M]7 27 [@,c; Ni]?. Ahora, si ademds o € R-pr es exacto izquierdo, con-

siderando los monomorfismos ¢; : N; — €., N; para cada i € I, se sigue de la

el
Proposicién 4.55 que [, ; N;|7 =7 [M]?. Concluimos que [M]7 = [P, ; Ni]’,
que es lo que habia que verificar. O]

Finalmente, en vista de la definicién y de las propiedades de la o-cogeneracion,
podemos intercalar una nueva condicion que involucra este concepto dentro del

Corolario 4.48, para o € R-pr exacto izquierdo.
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COROLARIO 4.58. Sea R un anillo p-pequeno y sea o € R-pr exacto izquierdo.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T, es cerrada bajo productos directos.

(b) Para cada familia {M;}ic; € R-Mod, o(]],c; Mi) = [1;c; o(M;).

()

(d)
)

(e) Para cada M € R-Mod, [M]° es cerrada bajo productos directos.

Para cada familia {M;}ier € R-Mod, N\;c;[M;)7 = [[[;e; Mi]°-
Para cada M € R-Mod, o-Cog(M) es cerrada bajo productos directos.

DEMOSTRACION. Las equivalencias entre las condiciones (a), (b), (¢) y (e)
se siguen del Corolario 4.48 y del hecho de que todo prerradical exacto izquierdo
es idempotente.

(c) = (d). Sea M € R-Mod y sea {N,}ier € 0-Cog(M). Por la Proposicién
4.52, [M1]? <7 [N;]? para cada i € I, de donde [M] es cota inferior de {[IV;] }ser.
Luego, por hipétesis, [M]7 <7 A,;[Vi]” = [[[;c; NVi]?. Concluimos que [],.; N; €

el el =" i€l
0-Cog(M), de nuevo, por la Proposicién 4.52.

(d) = (e). Sea M € R-Mod y sea {N;},er € [M]°. Entonces [N;]” = [M]°
para cada ¢ € I. Luego, en vista de la Proposicion 4.52 y de la hipdtesis, se sigue
que [[,c; Ni € 0-Cog(M), de donde [M]” =<7 [[],c; Ni]?. Por otro lado, como
o es exacto izquierdo, de la Proposicion 4.55 se tiene que [[[,., N;]7 =7 [M]°.
Por lo tanto, [M]” = [[],.; Vi]?. Concluimos que [M]? es cerrada bajo productos

directos. 0

Seria muy util encontrar mas caracterizaciones del orden en X7, como las
presentadas en la Proposicion 4.52, que confluyan en alguna de las condiciones
del Corolario 4.58 para ¢ € R-pr exacto izquierdo.

Generalizar la cogeneracién con respecto a un médulo a una relativa a un
prerradical tiene interés per se; de hecho, la Definicién 4.52 se puede dualizar,

de manera natural, como sigue:

DEFINICION 4.59. Sea M € R-Mod y sea 0 € R-pr. Se define y se denota a

la clase de modulos que o-cogeneran a M como:

o-Cog '(M) = {N € R-Mod | o(M) = wé}EN)(M)}.
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De la definicion anterior se sigue que, dados M € R-Mod y ¢ € R-pr,
o-Cog™' (M) = | J{[N]” € X" | [N]” =* [M]}.

Un hecho curioso acerca de la clase o-Cog ™ (M) es que ésta si resulta ser cerrada
bajo productos directos, de donde, en particular, la clase C° es cerrada bajo
productos directos, aun cuando el prerradical o no sea exacto izquierdo (véase
Corolario 4.58). Lo anterior da una pequena idea de la fertilidad de las lineas de

investigacion introducidas en este capitulo.






Algunas preguntas y problemas abiertos

Concluimos este trabajo con una lista de preguntas, surgidas en el transcurso
de la elaboracion del mismo, que ain permanecen abiertas y cuyas respuestas
ayudarian, por una parte, a proponer una generalizacion de los resultados pre-
sentados en [20], pero, més ain (asi lo esperamos), a tener una comprensién mas
profunda acerca de la condicién de un anillo de ser p-pequeno y, en fin, a resolver
de manera general la conjetura que nos planteamos inicialmente.

Algunas de estas preguntas vienen acompanadas de comentarios, implica-
ciones y consideraciones que dan cuenta de la informacién que, en relaciéon a las
mismas, ya existe, asi como de los esfuerzos y avances realizados en miras de

darles respuesta.

Anillos p-grandes

1. ¢{Es la condicién de coinicialidad simétrica? Mas precisamente, dado un
dominio entero Z, ies todo anillo Z-coinicial izquierdo un anillo Z-coinicial
derecho?®

2. &Se puede prescindir de la numerabilidad del anillo R en el Teorema 2.477

3. (Es posible sustituir la condicién de coinicialidad del anillo por otra, por
ejemplo, sobre un anillo no necesariamente conmutativo?

4. {Existe un ejemplo de anillo radical que no sea coinicial? ¢

5. Dar un ejemplo de anillo p-grande que no sea anillo radical, si existe.

Con respecto al problema 5, cabe mencionar que el Dr. Francisco Raggi pro-

puso la conjetura de que la reticula de prerradicales sobre el anillo conmutativo

°El M. en C. Henry Chimal Dzul tiene la conjetura de que la respuesta a esta pregunta es

negativa.
6Esta pregunta fue planteada por el Dr. Carlos Signoret, durante una sesién del Seminario

de Anillos de la UAM - Iztapalapa, a cargo del Dr. Rogelio Fernandez-Alonso.
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Zo % (Z3)*, mejor conocido como la extension trivial de Zo por (Zs)? (ver [55,
Ejercicios 1.9 y 1.10]), es una clase propia. Por su parte, el Dr. Rogelio Fernéndez-
Alonso tiene una conjetura similar para la clase de anillos conmutativos presen-
tada en [59, Teorema 2] por R. B. Warfield, Jr. Un indicio a favor de dichas
conjeturas se encuentra en la caracterizacion debida a R. Ferndndez-Alonso y D.
Herbera para los anillos conmutativos R tales que R-pr es finita (véase [22]), la
cual establece que esta ultima condicién se cumple si, y s6lo si, R es artiniano
principal (equivalentemente, R es de tipo de representacién finita). Como conse-
cuencia del resultado anterior, tanto la reticula de prerradicales sobre Zy X (Zs)?
como la reticula de prerradicales sobre un anillo del tipo de Warfield son no fini-
tas; la primera, al no ser Zy x (Z5)? un anillo uniserial y la segunda, toda vez
que los anillos propuestos por Warfield no son de tipo de representacion finito.
Luego, los anillos de las conjeturas de Raggi y Ferndndez-Alonso resultan buenos
candidatos para el problema 5. Mas atin, de verificarse las conjeturas antes enun-
ciadas, los anillos implicados aportarian nuevos ejemplos de anillos artinianos y

p-grandes.

Anillos p-pequenos

1. Dar una caracterizaciéon de modulo principal para el caso de los anillos
puros semisimples (anillos Z-Ko6the), como las de los anillos semisimples y
locales uniseriales enunciadas en las proposiciones 4.11 y 4.12. En partic-
ular, les cierto que todo médulo principal de un anillo Z-Kéthe contiene
una copia de cada elemento del conjunto Z7

2. Coincide la clase de anillos p-pequenos con la de los anillos puros semisim-
ples?

3. En caso de que la respuesta a la pregunta anterior sea negativa, ies posible
dar una descripcion de un médulo principal para anillos p-pequenos que
no sean puros semisimples; es decir, para anillos que no cuenten con una
“descomposicién global”?

4. Dados R un anillo p-pequeno y o € R-pr, {qué otros médulos pertenecen
a la clase C?, ademas del R-moédulo M, construido en la prueba de la

Proposicién 4.27 Con respecto a este ultimo médulo, cabe preguntarse si
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es realmente destacado; es decir, Lcumple M, alguna propiedad especial?
Y, yendo un poco mas lejos, ihabra otra forma de obtener un mdédulo
principal para el anillo R?

5. Sean R un anillo p-pequeno y R-idem el conjunto de los prerradicales
idempotentes sobre el anillo R. Consideremos la clase A;4, definida en el
Corolario 4.44. i.Consta A,; de la totalidad de los atomos de R-idem?,
les R-idem una reticula atomica? (Qué se puede decir al respecto para la
reticula de radicales, R-rad? Mas generalmente, dado o € R-pr, les X,
una reticula atémica?

6. Encontrar mas caracterizaciones del orden en X7, como las presentadas

en la Proposicién 4.52.

En relacion a las interrogantes planteadas en el inciso 5 anterior, notemos que
si partimos de un anillo p-pequeno y conmutativo R y la reticula de t-radicales
sobre R, R-trad, resulta ser atomica, entonces el anillo R debe ser artiniano en
virtud de la Observacién 4.24.

Con respecto al problema 6, como ya se ha mencionado, para concluir que el
anillo R es artiniano partiendo de la hipdtesis de que R es p-pequeno, bastaria
probar alguna de las condiciones equivalentes del Corolario 4.48, considerando
o € R-pr exacto izquierdo. Desafortunadamente, en nuestra experiencia, esta
faena ha resultado complicada, especialmente al intentar dualizar las propiedades
de las particiones X, a las particiones X7 para o € R-pr. La principal dificultad
estriba en el hecho de que los prerradicales preservan sumas directas; no asi, en
general, productos directos.

Por otro lado, dado un anillo R p-pequenio y conmutativo, se sigue de in-
mediato de la Proposicion 1.24 y de la Observacién 4.41 que si existe un modulo
principal M € R-Mod artiniano, entonces R es un anillo artiniano.” Supongamos
la condicién un poco menos restrictiva de la existencia de un médulo principal
M € R-Mod finitamente cogenerado (casi-artiniano en el sentido de Beachy;
finitamente encajado (en inglés, finitely embedded (f.e.)) de acuerdo a Vamos,

véanse [4] y [57]). Entonces, en vista del Corolario 4.29 y de [1, Ejercicio 10.3],

"Esta propiedad se cumple aun cuando R no sea conmutativo.
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en particular, para todo ideal I de R, R/I serfa finitamente cogenerado como
modulo sobre si mismo (es decir, R/I serfa un anillo casi-artiniano izquierdo,

siguiendo a [4]), de donde, en virtud de la siguiente proposicién:

PROPOSICION 4.60. [4, Proposicién 5] Un anillo es artiniano izquierdo si, y

sélo si, R/I es un anillo casi-artiniano izquierdo para cada ideal I de R.

se concluiria que R es artiniano izquierdo.

Maés atun, como observaron los doctores José Rios y Rogelio Fernandez-Alonso
durante una sesion reciente del Seminario de Anillos de la UNAM, si el modu-
lo principal M € R-Mod es finitamente cogenerado, entonces, en vista de las
proposiciones 1.13 y 1.15 se deduce que M = ES; @ ---® ES,, con S; € R-simp
para cadai = 1,...,n. Luego, si R es un anillo conmutativo, se sigue del Teorema
4.32 que R es semisimple.

De hecho, se llega a la misma conclusion prescindiendo de la condicion de
conmutatividad del anillo R. En efecto, por lo visto en el parrafo anterior y en
virtud de la Proposicion 1.103 y del Corolario 4.20, dado ¢ € R-pr, se obtiene
que 0 = A\, wf(%s,-)' Luego, por la Proposiciéon 1.89, todo o € R-pr es exacto
izquierdo; en particular, todo atomo de R-pr es idempotente por la Observacién
1.88. En vista del Teorema 1.102, lo anterior implica que R es V-anillo, de donde
M=S5 & --®S,, con S; € R-simp para cada i = 1,...,n. Finalmente, del
Teorema 4.8 se concluye que R es un anillo semisimple.

En resumen, si R es un anillo p-pequeiio y M € R-Mod es médulo principal
finitamente cogenerado, entonces R es semisimple.

El resultado anterior pone en evidencia que la peticién de que un maédulo

principal sea finitamente cogenerado es ain muy severa.



Apéndice A

Copos y grandes reticulas

Para la conveniencia del lector, en este apéndice incluimos la notacién, ter-
minologia y propiedades basicas relativas a conjuntos parcialmente ordenados,
reticulas y grandes reticulas, asi como algunas nociones de la Teoria de Conjuntos,
a las que hacemos referencia en este trabajo. Para una exposicion mas detallada
que incluya las pruebas de los resultados que aqui se presentan recomendamos
los textos [8], [30], [34], [65] y [56].

1. Copos y reticulas

En términos generales, un conjunto es un objeto que satisface los axiomas del
sistema ZFE (es decir, el sistema axiomdtico de Zermelo-Fraenkel, junto con el
Axioma de Eleccién).!

Una relacion reflexiva y transitiva “<” sobre un conjunto P es un preorden.
También se suele llamar preorden a la pareja (P, <). Si la relacién anterior es
ademas antisimétrica, entonces se dice que “<” es un orden parcial. En este
ultimo caso, se llama a la pareja (P, <) un conjunto parcialmente ordenado o,
simplemente, un copo. Todo preorden induce de manera natural un orden parcial
de la siguiente manera. Dado un preorden (P, <), definimos sobre P la relacién
de equivalencia dada por a ~ b si (a < b)y (b < a).Sea[a].:={c€ P|a~c}.
Se define la relacién “<.” sobre el conjunto cociente P/ ~ como [a]. <. [b]~
si a < b. Se sigue que (P/ ~,<.) es un copo.

Un copo (C,<) en el que cualesquiera dos elementos son comparables (es
decir, a < b o b < a para cualquier par de elementos a,b € C) se llama conjunto
linealmente (totalmente) ordenado o cadena. En tal caso, se dice que el orden

parcial “<” es un orden lineal o total. Si C' es un conjunto finito, se define la

Lyéase, por ejemplo, [34, Capitulo 12].
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longitud de (C, <) como |C| — 1, donde |C| denota la cardinalidad del conjunto
C?

NOTACION A.1. Sea (P, <) un copo y sean a,b € P. A lo largo de este trabajo
denotamos por a > b a la expresion b < a. Asimismo, se usa la notacion a < b

(b > a) para abreviar la condicion a <b, a #b (a > b, a #b).

Sean (P, <) un copo y @ C P. Se dice que @ es coinicial (en P) si para cada
r € P existe y € Q tal que y < z. Un elemento ¢ € @ es el elemento mayor
(menor) de @ si a < q (¢ < a) para todo a € Q. Un elemento ¢ € @) es un
elemento mdzimo (minimo) de @ en caso de que no exista a € @ tal que ¢ < a
(a < ¢'). Un elemento p € P es una cota superior (cota inferior) de @ si a < p
(p < a) para todo a € Q. Si el conjunto de cotas superiores (inferiores) de @
tiene elemento mayor (menor), se llama a dicho elemento el supremo (infimo) de
Q. Se dice que (P, <) es un copo acotado si tiene elemento mayor 1 y elemento
menor 0. Dado un copo acotado, un elemento r € P se llama dtomo (codtomo)
sir#0(r#1)ynoexistea € Ptalque0<a<r (r<a<1).

Observemos que si (C;<) es una cadena y Q C C, entonces m € @ es
elemento mayor (menor) de @ si, y s6lo si, m es un elemento méximo (minimo)
de Q. En este caso, escribimos m = max @ (m = min Q).

Sean (P, <) y (P, <) copos. Una funcién f : P — P’ es un morfismo de
orden u homomorfismo de copos si preserva el orden; esto es, si cumple que, para
cualesquiera a,b € P, si a < b, entonces f(a) < f(b). Una funcién biyectiva
g : P — P’ es un isomorfismo de copos si, para cualesquiera a,b € P, a < b
si, y solo si, g(a) <’ g(b). Sea h : P — P’ una funcién biyectiva. Se verifica
facilmente que h es un isomorfismo de copos si, y sélo si, tanto A como su inversa
h~! preservan el orden.

Un copo (L, <) es una semirreticula si para cada a,b € L existe el supremo
de {a,b} (denotado por aV b) o el infimo de {a, b} (denotado por a A b). El copo
(L, <) es una reticula si para cada a,b € L existen a Vb y a A b. Se sigue por
induccion que en una reticula cualquier conjunto no vacio finito tiene supremo e

infimo. Una subreticula de una reticula (L, <,V,A) es un subconjunto K de L

2Para las definiciones de cardinal y cardinalidad, véase la Seccién 2 de este apéndice.
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tal que para cada a,b € K se tiene que aVbe K y aAbée K. Decimos que la
reticula (L, <,V,A) es completa si, para cada subconjunto {a;};c; de elementos
de L, existen el supremo y el infimo de {a;}ic; (denotados por \/,.;a; y A,e; ai,
respectivamente).

Sean (L, <,V,A) y (L', <", V', ) dos reticulas. Una funcién f: L — L' es un
homomorfismo de reticulas si f(a ANb) = f(a) N f(b) v f(aVvb)= f(a)V f(b)
para cualesquiera a,b € L. Si la funciéon f es ademas biyectiva, entonces f es
un isomorfismo de reticulas. En tal caso, se dice que las reticulas (L, <V, A) y
(L', <", V' N') son isomorfas. Es claro que todo isomorfismo de reticulas es un
isomorfismo de copos. Mds atn, como el supremo y el infimo se obtienen a partir
de la definicién del orden, también resulta que todo isomorfismo de copos es
un isomorfismo de reticulas, como lo afirma el siguiente resultado. En general,
adoptamos la convencién de denotar a una reticula (L, <, V, A) simplemente por
su conjunto subyacente, L, a menos que sea importante especificar el orden,

supremo e infimo asociados a la misma.

PROPOSICION A.2. ([55, Proposicién 111.1.1]) Sean L y L' dos reticulas. Una
funcion f : L — L' es un isomorfismo de copos si, y solo si, f es un isomorfismo

de reticulas.

La siguiente proposiciéon nos da una condicién suficiente para que una reticula

tenga supremos e infimos arbitrarios.

PROPOSICION A.3. [55, Proposicién 111.1.2] Si L es un copo y todo subcon-

gunto de L tiene supremo (infimo), entonces L es una reticula completa.

Una reticula L es distributiva si, para cualesquiera a,b,c € L, se tiene que
(anb)Ve= (aVe)A(bVe) (o, equivalentemente, (aVb)Ac = (aAc)V(bAc)). Sea
L una reticula con elemento menor 0 y elemento mayor 1. L se llama atomica
(coatomica) si para cada a € L, a # 0 (a # 1), existe un dtomo (codtomo)
r € L tal que r < a (a < 7). Dados a,b € L, se dice que a es un complemento
debsiaAb=0yaVb=1. Decimos que L es una reticula complementada si
todos sus elementos tienen un complemento. Una reticula booleana es una reticula

complementada y distributiva. No es dificil verificar que en una reticula booleana
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cada elemento tiene un tinico complemento (véase, por ejemplo, [30, Lema 1.6.1]
o [65, Proposicién 111.4.4]). El ejemplo por antonomasia de reticula booleana es
el siguiente. Sea A un conjunto y sea P(A) el conjunto potencia de A. Entonces
(P(A), C,U,N) forma una reticula distributiva y complementada cuyo elemento

menor es el conjunto vacio, (), y cuyo elemento mayor es el propio conjunto A.

PROPOSICION A.4. ([55, Proposicién 111.4.5]) Si L es una reticula completa
booleana, entonces las siguientes identidades se cumplen para una familia arbi-

traria {a;}ier y para un elemento ¢ en L:
(1) (\I/ai) ANc= \I/(ai Ac).
(2) (/I\ai) Ve= /I\(ai V).

Como consecuencia de la proposicion anterior, en una reticula completa,
booleana y atémica todo elemento es el supremo de los atomos que se encuentran
por debajo de éste. Dualmente, en una reticula completa, booleana y coatéomica

todo elemento es el infimo de los coatomos que se encuentran por encima de él.

1.1. Producto de reticulas. Muchas reticulas importantes pueden ser
representadas de manera mas conveniente como combinaciones aritméticas de
reticulas mas pequenas si se usa una generalizacion de las operaciones suma,
producto y exponenciacion. Nosotros nos restringiremos a hablar de las dos 1lti-

mas.

DEFINICION A.5. Dadas dos reticulas (L, <,Vp,Ar) y (L', <' .V, Ap),? se

define el producto L x L' como el conjunto:

Lx L :={(a,d)|a€L,d €L}
Si definimos el orden “ <" en L x L' como:

(a,d") 2 (V)= (a<b y o <'V),

resulta que (L x L', <) es un copo. Mds ain, se tiene que L X L' es una reticula,

con el supremo y el infimo dados, de manera natural, por:

3Para evitar confusiones, en esta definicién distinguimos mediante la notacién a los supre-

mos e infimos de L y L’.



2. ALGUNOS ASPECTOS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS 143

(1) (a,a’) Vv (b,b') = (aVpb, a V).
(2) (a,a’) A (byb) = (aALb, a A b').

La definicién anterior se puede generalizar para el producto de n reticulas,
Ly X Lyx---xX L, conn >1. En caso de que L; = L paracada i =1,...,n,
denotamos al producto de reticulas L; x Ly x --- x L, por L™ M4és aun, la
definicién de producto de reticulas se extiende de manera natural para una familia
{Li}ier de reticulas. En este tltimo caso, denotamos por [[,.,; L; al producto de

los elementos de dicha familia.

EJEMPLO A.6. Presentamos un ejemplo al cual hacemos referencia en la
subseccion 1.2 del Capitulo 2. Para cadan € N, denotemos por n + 1 al conjunto
{0,1,...,n}. Claramente, n + 1, con el orden heredado de los enteros, es una
cadena. Mas aun, n+ 1 resulta ser una reticula, con el supremo e infimo dados
de la siguiente manera. Para cualesquiera k,l € n+1, kV 1 = max{k,(} y
k Al = min{k,l}. Luego, en vista de la definicion anterior, para cada m > 1,
(n+1)™ es una reticula, con el orden, supremo e infimo dados componente a

componente; esto es, para cualesquiera (ky, ..., ky), (Ii,...,ln) € (n+1)™,

(1) (k1yoooskm) 2 (.o lm) < ki < para cada i € {1,...,m}.
(2) (k1o km) V(Lo lm) = (P1y - -y Pm), con p; = max{k;, l;} para cada

ie{l,...,m}.
(3) (kiyeooykm) ALy, .. lyn) = (P, ..., 0),), con pi = min{k;, l;} para cada
ie{l,...,m}.

De hecho, se verifica directamente que (n+ 1)™ es una reticula distributiva para

cada m > 1.

2. Algunos aspectos de la Teoria de Conjuntos

Un conjunto S es un ordinal si es transitivo (es decir, si todo elemento de S
es un subconjunto de S) y bien ordenado por la relacion de pertenencia “€” (esto
es, (S, €) es un conjunto linealmente ordenado y todo subconjunto no vacio de

S tiene un elemento menor).
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Denotamos a los ordinales mediante las letras griegas v, d, 7. Un ordinal v se
llama sucesor si v = 0 o bien 7 = n+ 1 para algin ordinal 5. De lo contrario, se
dice que v es un ordinal limite.

Siguiendo a [56, 4.1], se dice que dos conjuntos X, Y son equipotentes si existe
una funcion biyectiva f : X — Y. En tal caso, se abrevia X ~ Y. De acuerdo a
[56, Definicién VII.3.8], un conjunto X es un nimero cardinal o, simplemente, un
cardinal si, y sélo si, X es un ordinal y, para cada ordinal v, si X =~ v, entonces
X = v o0 bien X € 7. Se suele denotar a un cardinal mediante la letra griega
k. Usando el Axioma de Eleccién, se puede probar que todo conjunto X tiene
asociado un numero cardinal, comunmente designado como la cardinalidad de X
y denotado por | X|. Dos nimeros cardinales destacados son los de N (y de todos
los conjuntos numerables) y R (o del continuo), que se denotan, respectivamente,
por |N| = R y |R| = 2%,

Se entiende por clase una coleccién de conjuntos x que satisfacen una férmula
dada (propiedad) P(z). Todo conjunto X puede ser considerado como una clase,
a saber, X = {x | # € X}. Sin embargo, no toda clase es un conjunto.* En este
ultimo caso, se dice que la clase en consideracion es una clase propia o que es
una clase no cardinable. Un hecho bien conocido acerca de los ordinales y de los
cardinales es que constituyen clases propias. Denotamos por OR a la clase de
todos los ordinales.

El Principio de Induccién y el Teorema de Recursion son, indudablemente,
herramientas fundamentales para probar propiedades de los niimeros naturales
y para construir funciones cuyo dominio es N. Estos resultados se generalizan a

la clase OR como sigue.

TEOREMA A.7. ([34, Teorema 1V.4.3]) (Principio de induccion transfinita)
Sea P(x) una propiedad. Supongamos que:
1. P(0) se cumple.
2. Para cada v € OR, si P(7y) se cumple, entonces P(y + 1) se cumple.
3. Para todo ordinal limite v # 0, si P(n) se cumple para cada n < -,

entonces P(7) se cumple.

4Por la paradoja de Russell, {z | z ¢ 2} no es un conjunto.
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Entonces P(y) se cumple para todo v € OR.

TEOREMA A.8. ([56, Teorema VII.1.7]) (Teorema de recursion transfinita)
Sean x cualquier objeto, G cualquier conjunto y 0 un ordinal distinto de cero.

Eziste una unica F tal que cumple las siguientes propiedades:

1. F es una funcion sobre 0.

2. F(0) =x.

3. Para cadan € OR tal quen+1<46,> F(n+1)=G(F(n)).

4. Para cadan < 6,° sin es un ordinal limite, entonces F(n) = Uyen ()

3. Grandes reticulas

Gran parte de los conceptos de la Teoria de Conjuntos, tales como los de
contencién, unién, interseccién, producto cartesiano, relacién (de orden y de
equivalencia) e incluso el de funcién, pueden extenderse a clases que no nece-
sariamente son conjuntos. Esta afirmacién tiene una justificacién desde un punto
de vista axiomédtico dentro del Sistema de von Neumann-Bernays-Godel (o Teoria
de Clases) ([18], pag. 9 y [40], pag. 23), en el que el objeto primitivo es la clase.
En este contexto mas general, podemos hablar de clase parcialmente ordenada o
clapo,” llamando a una clase parcialmente ordenada que cumple las propiedades
de reticula una gran reticula.

Asimismo, dentro de la Teorfa de Clases, el Azioma de FEleccion Global® es
una variante mas fuerte que el Axioma de Eleccién, el cual se aplica tanto a

clases propias como a conjuntos. En palabras, dicho axioma establece que existe

Ses decir, n+1 €0

besto es, n € 6
"También es posible definir una clase parcialmente ordenada como una categoria C' (véase

el Apéndice B) tal que para cada A, A’ € C' existe un dnico morfismo f: A — A’; en cuyo
caso se escribe A < A’, y que cumple las siguientes propiedades:

1. Para toda A € C, A < A.

2. Para cada A, A, A" € C,s1i A<A y A <A entonces A < A”.

(Ver [18], pag. 239).

8en inglés, Aziom of Global Choice
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una funcién de eleccion definida sobre cualquier clase de conjuntos no vacios®
o0, equivalentemente, que toda coleccion de clases no vacias tiene una funcion de
eleccion.®

Una aplicacién del Axioma de Eleccion Global es la siguiente. Sea ~ una
relacion de equivalencia sobre una clase C'. Una subclase S de C' que sea conjunto
es un conjunto completo e irredundante de representantes de la relacion ~ si para
cada s € S existe un unico s € S tal que s ~ §'. El Axioma de Eleccién Global
garantiza la existencia de tal conjunto de representantes para cada relacion de

equivalencia que induzca una particion que resulte ser un conjunto.

Para una exposicion detallada acerca del Axioma de Eleccién para clases y sus
formulaciones equivalentes, sugerimos consultar las magnificas referencias [32],

[39, Capitulo V] y [53].

9Siendo més cuidadosos, en este caso se deberfa hablar de una “asignacién” o “funcional”
de eleccion, toda vez que su dominio no es un conjunto; sin embargo, en la practica, suele

usarse el término “funcién de eleccién” aun en esta situaciéon méas general.
03 idea detras de esta tltima versién del Axioma de Eleccién consiste en que es posi-

ble restringir las “elecciones” en cada clase a cierta subclase de conjuntos en la clase. Esta

subcoleccion resulta ser un conjunto.



Apéndice B

Categorias y funtores

En este apéndice presentamos el lenguaje categérico empleado a lo largo
de este trabajo. El lector podra encontrar las pruebas de los resultados que

aqui aparecen en las referencias [33], [40] y [51].

Una categoria € consiste de una clase no vacia de objetos, Ob(€), y una clase

no vacia de morfismos, Mor(€), con las siguientes propiedades:

1. Para cada par de objetos A, B € Ob(€), existe un conjunto More(A, B)
en Mor(€) que cumple la condiciéon More(A, B) = More(D, E) si, y s6lo
si, A=D y B=F.

2. Para cada terna de objetos A, B,C' € Ob(€), existe una funcién o :
Moreg(A, B) X Morg(B,C) — More(A,C), lamada composicion, tal que
(g9, f) — fogparacada g € More(A, B) y para cada f € More(B,C),
que satisface las propiedades que presentamos a continuacién:

(i) Para todo objeto A en Ob(€) existe un morfismo idy € Morg(A, A)
tal que, para cualesquiera f € More(A,B) v g € More(C, A), se
tiene que foida = f e idyog = g. Se suele llamar al morfismo id 4
el morfismo identidad en A.

(ii) Si f € More(A,B), g € More(B,C) y h € More(C, D), entonces

ho(go f)=(hog)o f;es decir, la composicién es asociativa.

Para abreviar, si C' € Ob(€) y f € More(A, B), en ocasiones escribiremos
CecCyf:A— B.

Una de las categorias mas simples es Conj, cuyos objetos son los conjuntos y
cuyos morfismos son las funciones de un conjunto a otro. Dado un anillo R, un
ejemplo de categoria de especial interés para nosotros es la categoria de R-mddu-
los izquierdos (derechos), en la que los morfismos son los R-homomorfismos de

147
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moédulos y la composicion coincide con la composicién de funciones. Denotare-
mos a dicha categorfa también por R-Mod (Mod-R). En particular, si R = Z,
entonces Z-Mod denota a la categoria de grupos abelianos. De manera similar se
definen las categorias de otras estructuras algebraicas, tales como grupos, anillos,

etc. Otros ejemplos interesantes de categorias son presentados enseguida.

Sea € una categoria. Se define la categoria opuesta de €, €°P, como aquella
que satisface Ob(€P) = Ob(C), More(A, B) = Morgor (B, A) para cualesquiera
A,B € Ob(€) y cuya composicién o' estd dada por g o' f = f o g, donde
“o” denota la composicion en €. Una categoria €' es una subcategoria de €
si Ob(€') es una subclase de Ob(€), More (A, B") C More(A', B') para cua-
lesquiera A’, B" € Ob(€'), la composicién en € es la misma que la de € y, final-
mente, para cada objeto A" € €' el morfismo identidad en Morg (A, A) coincide
con el morfismo identidad en More(A, A). Una subcategoria € de € se dice plena
si More (A, B") = Morg(A’, B') para cualesquiera A, B € Ob(€"). Un ejemplo
de subcategoria plena de particular interés es el siguiente. Sea R-mod la cate-
goria de R-moédulos izquierdos finitamente generados. Entonces R-mod es una

subcategoria plena de R-Mod.

Dadas dos categorias € y ©, se define su producto € x ® como la categoria
cuyos objetos son parejas de la forma (C, D), con C' € Ob(€) y D € Ob(D),
y cuyos morfismos h : (C,D) — (C’,D’) son parejas h = (hy, hy), donde hy €
More(C,C") v hy € Morg(D,D’). La composicién o en € x ® se define por
(91,92) © (h1,ha) = (g1 o¢ hi1, g2 0p hy) para cualesquiera hy € More(C,C"),
g1 € More(C',C"), hy € Morg(D,D") y go € Morg(D',D"”), donde “o¢” y “ogp”
denotan las composiciones en € y ®, respectivamente. Esta definicién se puede

extender por induccion a un producto finito de categorias.

Sea € una categoria y sean A, B € Ob(€). Un morfismo v : A — B en €
es un monomorfismo si para cada C € Ob(€) y para cada par de morfismos
f,9 € More(C, A) tales que uo f = wo g, se tiene que f = g. Un morfismo
p: A — Ben €es un epimorfismo si para cada C' € Ob(€) y para cada par de
morfismos f,g € More(B,C) tales que fop = gop, se tiene que f = g. Un

morfismo u : A — B en € es un isomorfismo si existe un morfismo v : B — A
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tal que wv = idg y vu = id4. En este caso, el morfismo v estd univocamente
determinado por u y se llama el inverso de u (denotado por u™'). Si existe un
isomorfismo u : A — B en € se dice que los objetos A y B son isomorfos en
¢, en cuyo caso se escribe A = B. Se verifica facilmente que todo isomorfismo
es monomorfismo y epimorfismo, si bien la reciproca no se cumple en cualquier

categoria (por ejemplo, en la categoria de anillos).

Dada una categoria €, un objeto I € Ob(€) se llama inicial en € si, para cada
objeto C' € €, existe s6lo un morfismo I — C. Un objeto T € Ob(€) se llama
terminal en € si, para cada objeto C' € €, existe sélo un morfismo C' — T'. Un

objeto cero en € es un objeto a la vez inicial y terminal en €.

Dadas € y ® dos categorias, definimos un funtor covariante F' : € — ©

como una regla que asocia:

1. A cada objeto C' € Ob(€), un objeto F'(C) =D € D.
2. A cadamorfismo f € More(C,C"), un morfismo F(f) € Morg(F(C), F(C")),
que cumple las siguientes propiedades:
() F(fog) = F(f) o Flg),
(i) F(ide) = idp(c)-
De manera dual, se define un funtor contravariante como sigue. Dadas € y

® dos categorias, un funtor contravariante F : € — ® es una regla que asocia:

1. A cada objeto C' € Ob(€), un objeto F'(C) =D € D.
2. A cadamorfismo f € More(C, C"), un morfismo F(f) € Morg(F(C"), F(C)),
que cumple las siguientes propiedades:
(i) F(fog)=F(g)o F(f),
(ii) F(idc) = idpc).
Presentamos enseguida algunos ejemplos de funtores.

(1) Dada una categoria €, el funtor identidad sobre €, 1¢ : € — €, que asigna
a cada objeto y a cada morfismo de € los mismos objeto y morfismo, es
claramente un funtor covariante.

(2) Sea € una categoria y sea ® una categoria con objeto cero, 0. Se define el
funtor cero de la categoria € a la categoria ® como el funtor O¢p : € — D

que a cada objeto de € le asocia el objeto 0 € Ob(®D) y a cada morfismo en
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¢ le asocia el morfismo 0 — 0 en ®. Claramente, este funtor es covariante
y contravariante.

Si € es una categoria cuyos objetos son conjuntos y cuyos morfismos
son funciones entre los conjuntos respectivos, se puede definir un funtor
F : € — Conyj, tal que F(C) = C paracada C € € y F(f) = f para cada
morfismo f en €. Como el papel de este funtor es simplemente “olvidar”
cualquier estructura adicional de los objetos y morfismos de €, se le suele
llamar funtor que olvida o funtor olvidadizo. Existen funtores que olvidan
Z-Mod — Conj (que suprime la operacién de suma y la aditividad de
los morfismos), An — Conj, donde An denota la categoria de los anillos
(el cual suprime las operaciones de suma y producto, asi como la preser-
vacién de la suma y el producto de los morfismos), entre otros. Del mismo
modo, hay funtores olvidadizos An — Z-Mod (que olvida la operacién
de producto), R-Mod — Z-Mod (que olvida la accién del anillo R), por
mencionar algunos.

Sea € una subcategoria de la categoria © y sea E : Mor(€) — Mor(D)
la (asignacién) inclusion. Entonces E induce un funtor covariante de la
categoria € a la categoria ®, que denotamos también por £ : € — D,
llamado el funtor inclusion de € a ®.

Dado M € R-Mod, denotamos por Homg(M,_ ) : R-Mod — Z-Mod al
funtor Hom covariante, que manda a cada N € R-Mod en Hompg(M, N)
y a cada f € Hompg(N, N’) al morfismo Hompg(M, f) : Homg(M, N) —
Hompg (M, N'), denotado por f,, tal que, para cada h € Hompg(M, N),
fo(h) = fh.

De manera similar, dado M € R-Mod, denotamos por Hompg(_, M) :
R-Mod — Z-Mod al funtor Hom contravariante que envia a cada N €
R-Mod en Hompg(N, M) y a cada f € Hompg(N, N') al morfismo inducido
f* = Homg(f, M) : Homg(N’, M) — Hompg(N, M) tal que, para cada
h € Homg(N', M), f*(h) = hf.

Dado N € R-Mod, el funtor F' := _ ®zr N : Mod-R — Z-Mod, tal
que, para cada M € Mod-R, F(M) = M ®r N (el producto tensorial
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de M y N)!'y, para cada R-homomorfismo f : M — M’ en Mod-R,
F(f) = f ®idy, es covariante. Similarmente, dado M € Mod-R, se
define el funtor covariante G := M ®p _ : R-Mod — Z-Mod como sigue.
Para cada N € R-Mod, G(N) = M ®g N vy, para cada R-homomorfismo
g: N — N en R-Mod, G(g) = idy ® g.

Sean € y ® subcategorias plenas de R-Mod y sea F' : € — © un funtor
covariante. Si, para cada sucesién exacta corta 0 - K — M — N — 0 en €,
la sucesiéon 0 — F(K) — F(M) — F(N) (F(K) - F(M) - F(N) — 0) es
exacta en ©, entonces se dice que F' es un funtor exacto izquierdo (derecho).
Si, por el contrario, F' : € — ® es un funtor contravariante, se llama a F
funtor exacto izquierdo (derecho) en caso de que, para cada sucesién exacta corta
0 K —> M — N — 0en € lasucesion 0 — F(N) — F(M) - F(K)
(F(N) - F(M) — F(K) — 0) sea exacta. Es un hecho bien conocido que los
funtores Hom (covariante y contravariante) son exactos izquierdos, mientras que
los funtores covariantes - @g N y M ®r _, con N € R-Mod y M € Mod-R, son
exactos derechos. Un funtor entre categorias de médulos es ezacto si es exacto

izquierdo y derecho.

Sean 2, B y € categorias y sean F : A — B y G : B — € funtores.
Se define la composicion de los funtores F' 'y G, GF : A — €, de manera
natural como sigue. Para cada objeto A € A, GF(A) = G(F(A)), vy, para cada
f € Mora(A,A), GF(f) = G(F(f)).

Sean € y © dos categorias y sea F': € — ® un funtor covariante. Se dice que
F' es denso si, para cada objeto D € Ob(®), existe un objeto C' € Ob(€) tal que
F(C) = D.Dados C,C" € 0b(€), consideremos la funcién Fo o : More(C,C") —
Morg(F(C), F(C")), dada por Fe o (f) = F(f) para cada f € More(C,C").
Decimos que F' es pleno si la funcién Fg o es suprayectiva para cada C,C" €
Ob(€) y que F es fiel en caso de que la funcién Fo o sea inyectiva para cada
C,C" € 0b(€). Finalmente, decimos que el funtor F' es inyectivo en objetos si

manda objetos distintos de € en objetos distintos de ®.

1parau la definicién y propiedades de este grupo abeliano, ver [1, Seccién 19], o bien, [51,

Capitulo T]
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PROPOSICION B.1. ([33, Proposicién 12.11] La composicién de funtores plenos

(respectivamente, fieles, densos) es un funtor pleno (respectivamente, fiel, denso).

PROPOSICION B.2. ([33, Proposicién 12.12] Una subcategoria de una cate-

goria es plena si, y solo si, el funtor inclusion es pleno.

Sean € y ® dos categorias y sean F,G : € — 2 dos funtores. Una transfor-
macion natural t de F a G, que denotamos por t : F' — G, consta de una clase
de morfismos {t, : F(A) = G(A)}acope) en D, tal que, para cada morfismo
f:A— Ben€ G(f)ta=tgF(f); es decir, el siguiente diagrama conmuta:

ta

3
>
2
)

tp

Si se cumple, ademds, que para cada A € Ob(€) el morfismo ¢4 es un isomorfismo
en D, se llama a t una equivalencia natural o isomorfismo natural de funtores. En
este ultimo caso, se dice que los funtores F''y G son (naturalmente) equivalentes
o (naturalmente) isomorfos y se escribe F' ~ G.

Un funtor covariante F' : € — ® se dice una equivalencia de categorias si
existe un funtor G : ® — € y equivalencias naturales FG ~ 1lp, GF ~ 1.
En tal caso, se dice que F' y G son equivalencias inversas entre si. Si existe una
equivalencia de categorias F' : € — © se dice que las categorias € y 3 son
equivalentes. En particular, si FG = 19 y GF = 1, entonces decimos que las

categorias € y O son isomorfas.

TEOREMA B.3. [3, Teorema 1.1.2] Dos categorias € y D son equivalentes si,

y solo si, existe un funtor fiel, pleno y denso F': € — 2.

Un funtor D : € — ® contravariante es una equivalencia de categorias si el
funtor covariante inducido D : €% — D es una equivalencia de categorias. En
tal caso, se dice que D es una dualidad.

Sean F,G : R-Mod — R-Mod funtores. Decimos que F' es un subfuntor del

funtor G si existe una transformacién natural ¢ : ' — G tal que, para cada M €
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R-Mod, se tiene que F(M) < G(M) y el homomorfismo ty : F(M) — G(M) es
la inclusién.?

Una nota final en cuanto a la notacién: en aras de la simplicidad, a lo largo de
esta tesis, dados un funtor F : € — ® y un objeto C € €, en ocasiones, como es
habitual, escribimos F'C, en vez de F(C), para indicar el objeto de la categoria
® asociado a C' bajo el funtor F'. Tal es el caso de, por ejemplo, el Teorema 1.29,

la Observacion 1.105 y la Proposicién 1.110.

2E] concepto de subfuntor se puede definir de manera més general dentro de una categoria

con subobjetos e inclusiones; por ejemplo, en una categoria concreta.






Apéndice C

Homologia

Finalmente, este apéndice incluye algunos conceptos homoldgicos bien cono-
cidos (junto con su notacién y ciertas propiedades), tales como los de producto
y coproducto fibrados, extensiones de médulos y funtores Ext, por mencionar al-
gunos, a los que apelamos en algunas secciones de este trabajo, particularmente
en la Seccién 2 del Capitulo 2. Dichos conceptos pueden localizarse en cualquier

libro de Algebra Homolégica; tal es el caso de las referencias [41] y [51].

Sean f: X — Zyg:Y — Z morfismos en una categoria €. El producto
fibrado o cuadrado cartesiano' de f y g consta de un objeto P y una pareja de
morfismos ¢ : P — X y ¢ : P = Y en € tales que fip = g, con la siguiente
propiedad universal. Si ¢’ : P" — X y ¢/ : P’ — Y son morfismos en € tales que
fy' = gy’ entonces existe un tnico morfismo A : P — P en € tal que ¢’ = ph
y ' = 1h, como se ilustra en el siguiente diagrama:

P’ o

\ .
, P

s x
N
ANE lf
\\\
Y — 7
g
De manera dual se define el coproducto fibrado (suma fibrada) o cuadrado co-
cartesiano® de dos morfismos f: Z — X y g: Z — Y en una categoria € como
una tripleta (@, ¢,v), donde @ es un objetoy ¢ : X — @, 7 :Y — @ son mor-
fismos en € tales que ¢f = vg y que cumplen la siguiente propiedad universal.

Si¢g: X - Q vy :Y — @ son morfismos en € tales que ¢’ f = +'g, entonces

len inglés, pullback

2en inglés, pushout
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existe un tnico morfismo A : Q — @’ en € tal que ¢’ = h¢ y v = h~y, como se

ilustra en el siguiente diagrama:
f
Z — X
o
g s\
\
Y Q

¥
—_—

En la categoria de R-moédulos existen tanto el producto fibrado como la suma

fibrada, como se afirma en las siguientes proposiciones.

PropOSICION C.1. ([51, Ejercicio 2.46]) Sean f : N — M, g : L — M
homomorfismos de R-mddulos. Sea P := {(y,z) € N& L | f(y) = g(2)} y sean
p:P— N,v:P— L tales que ¢(y, z) := vy, ¥(y, 2) := z para cada (y,z) € P.
Entonces (P, p, 1) es un producto fibrado en R-Mod.

PROPOSICION C.2. ([51, Ejercicio 2.29]) Sean f : M — N, g : M — L
homomorfismos de R-mddulos. Sea Q) := (N @ L)/ K, con K = {(f(z), —g(x)) |
xe M}, ysean ¢ : N — Q, v: L — Q tales que ¢(y) := (0,y) + K para cada
y€ Ny v(z):=(20)+K para cada z € L. Entonces (Q, ¢,7) es un coproducto
fibrado en R-Mod.

Sea M € R-Mod. Una resolucion proyectiva de M es una sucesion exacta
=P, == P —- F — M — 0, con P, proyectivo para cada n > 0.
De manera similar, una resolucion inyectiva de M es una sucesion exacta 0 —
M —E°—+ E'— ... % E"— ... en la cual E" es inyectivo para cada n > 0.
Como se muestra en [51, Teoremas I11.3.8 y I11.3.28], todo R-médulo tiene una
resolucion proyectiva y una resolucién inyectiva. La dimension proyectiva de M,
denotada por pd(M) como en [51], mide qué tanto se aleja el médulo M de ser
proyectivo. Esta dimensién es definida como sigue. Decimos que pd(M) < n si
existe una resolucién proyectiva 0 - P, — --- — P, - Py — M — 0. En tal
caso, si n es el menor entero positivo para el cual se cumple la condicién anterior,

se define pd(M) = n. De lo contrario, se define pd(M) = oco. La dimension
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proyectiva global izquierda del anillo R, denotada por I[pD(R) siguiendo a [51],
se define como IpD(R) = sup{pd(M) | M € R-Mod}. Similarmente, usando
resoluciones inyectivas, se define la dimension inyectiva de un R-mddulo y la

dimension inyectiva (global) izquierda del anillo R.

Un complejo de cadena es una sucesiéon de R-médulos y R-homomorfismos
Co: - — My ong1 Mn%Mn_l gt — M, gMO(AO, con n € Z, tal que
0041 = 0 para cada n. Por su parte, un complejo de cocadena es una sucesion
de R-médulos y R-homomorfismos C* : 0 LN LN VRN VIS S
M2yt SO , con n € Z, tal que §""1§" = 0 para cada n. En particular,
toda sucesion exacta es un complejo de cadena y un complejo de cocadena. Dado
un complejo de cadena C,, se define la homologia de grado n como el cociente
H,(Cs) = Nu(d,)/Im(d,+1). Dualmente, dado un complejo de cocadena C*, se

define la cohomologia de grado n como el cociente H"(C®) = Nu(6"1)/Im(5™).

Dado N € R-Mod, se define el funtor contravariante Extp(—, N) : R-Mod —
Z-Mod para cada m > 0 a continuacién. Sea M € R-Mod y sea P, : -+ —
P, g P, — P = P N Fy %M 0 una resolucién proyectiva de
M. Consideremos el complejo de cocadena en Z-Mod que resulta de aplicar el
funtor contravariante Homp(_, N) al complejo de cadena PM : ... — P, g
Poi-r = P3P A B 0 Homp(PM,N) : 0 — Hompg(Py, N) 3
Homp(Pr, N) 4 Homp(Py, N) 5 - = Homp(Poir, N) ™ Homp (P, N) ‘4"
Hompg(Ppy1, N) — -

Sea Ext}; (M, N) := H™(Hompg(PM, N)). Resulta que la definicién anterior
tiene sentido ya que, salvo isomorfismo, no depende de la eleccién de la resolucién

proyectiva de M.

Ahora, sea f: M — M’ un homomorfismo de R-mddulos y sea
/ / d;n / / d: / d / dg !
P:..—-P 3P ... P 3P 3P 3M -0

una resolucion proyectiva de M’. Entonces se puede probar la existencia de un

diagrama conmutativo (en vista del Teorema de Comparacion, ver [51, Teorema
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VI.6.9]) como el siguiente:

dm dy do
Pm Pm—l te P1 P(] M O
J/fm lfm—l lfl ifo lf
dy, i do
P P P Fy M —0

el cual induce a su vez un diagrama conmutativo:

dl*

0 — Hompg(P), N) —— Homp(P],N) — -

ifé‘ iff
dy
0 — Hompg(FPy, N) — Hompg(P,, N) — ---

1%
dm+l

e HOHIR(PAWN) —_— HOIHR(P/ +1,]\]) —_— e

m

\L I \L M1
d*

. —— Homp(Ppn, N) —= Homp(Pyi1, N) — -

Se sigue que f7(Nu(dy,,)) € Nu(dy, ) y que fr(Im(dy,)) € Im(dy,), de
donde el homomorfismo de grupos abelianos [ induce un homomorfismo (f)* :=
Exth(f,N) : Extiy(M',N) — Extly (M, N) en Z-Mod, el cual no depende de la

eleccién de la familia { f, bm>1-

TEOREMA C.3. (|51, Teoremas VIL.7.4 y VIL.7.5]) Sea N € R-Mod. Se

cumple lo siguiente:

(1) Los funtores Ext%(_, N) y Homg(_, N) son naturalmente equivalentes.

(2) Cualquier sucesion exacta corta 0 — K — L — P — 0 en R-Mod
induce una sucesion exacta larga 0 — Hompg(P, N) — Hompg(L,N) —
Hompg(K, N) 2 ExtL(P,N) — Exth(L,N) = BExtL(K,N) — --- 28

Ext? (P, N) — ExtT(L, N) — ExtT (K, N) "' Ext™t (P, N) — - --.

Se suele llamar a la sucesién exacta larga a la que se refiere el inciso (2) del
teorema anterior sucesion larga de homologia y, a los morfismos 9,,, morfismos

de conexion de la sucesidn.
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Como es bien sabido, los funtores Ext, antes definidos, se comportan como
el funtor Hom con respecto a sumas y productos directos. Enunciamos dicha

propiedad en la siguiente proposicién.

PROPOSICION C.4. ([51, Teoremas 7.13 y 7.14]) Sean M, N € R-Mod y sea
{K;}ic1 € R-Mod. Entonces, para cada n > 1, se tiene que:

(1) Ext? (@Ki,N> ~ [[Ext% (K, N).

el i€l

(2) Ext?, (M, HKZ-) ~ [[Exti(M, K).

iel iel

Una sucesiéon exacta corta £ : 0 - N — L — M — 0 en R-Mod se llama
una extension de N por M. Dadas E, E' extensiones, un morfismo I' : E — E’
es una tripleta I' = (o, ,y) de R-homomorfismos tales que el siguiente diagrama

es conmutativo:

E: 0 N L M 0
d S
E: 0 N’ L M 0

En particular, si N' = N y M' = M, se dice que las extensiones E' y E’ son
congruentes o equivalentes si existe un morfismo (idy, 8,idy) : E — E'. En
tal caso, el homomorfismo central 3 es un isomorfismo,®> de manera que la con-
gruencia de extensiones es una relacion de equivalencia. Se denota a la clase de
equivalencia de una extension F por [E] y, por Extgr(M, N), al conjunto de todas
las clases de equivalencia de extensiones de N por M. Un elemento notable de
Extr(M,N)es0 - N - N® M — M — 0. Dado M € R-Mod, se define el
morfismo diagonal AN = Ay 2 M — M & M como A(z) = (x,z). Por su parte,
dado N € R-Mod se define el morfismo codiagonal V.= Vy : N& N — N
como V(y,y) = y+ 3. Sean f,g € Hompg(M,N). Otra forma de escribir
la suma f+g¢g es Vy(f ® g)Ay. Sean B} : 0 - N - L - M — 0y
Ey : 0 - N — L' — M — 0 dos extensiones. Se define su suma directa
como la extensién £y ® Ey : 0 = NN - Lo L — MM — 0.

3esta afirmacién se sigue como consecuencia del Lema de los cinco (en inglés, Five Lemma).

Véase [51, Lema I11.3.32].
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Sea £ :0— N — L — M — 0 una extension del médulo N por el médulo
M. Dados N’ € R-Mod y un R-homomorfismo « : N — N’, consideremos el

diagrama:
E 0 N Lo 0
o l i iday
N’ M

Entonces existe un diagrama conmutativo con renglones exactos:

f g
E: 0 N L M 0
al i¢> J/idM
Y
0 N’ Q M 0

donde (Q, ¢, ) es el cuadrado cocartesiano de los homomorfismos f y «. Se llama
a la extension 0 =+ N’ — @ — M — 0 que completa el diagrama anterior la
adjuncion por la izquierda de o a E y se denota por aF.

Dualmente, dados M’ € R-Mod y un R-homomorfismo v : M’ — M, el

diagrama:
N M’
idn l l .
f g
E: 0 N L M 0

admite un diagrama conmutativo con renglones exactos:

0 N P 0
T
f g
ok 0 N L M 0

donde (P, ¢,1) es el cuadrado cartesiano de los homomorfismos v y g. Se llama
a la extension 0 - N — P — M’ — 0 que completa el diagrama anterior la

adjuncion por la derecha de v a E y se denota por E-.

TEOREMA C.5. ([40, Teorema 2.1] y [51, Teorema VII.7.21]) Dados M, N €
R-Mod, el conjunto Extg(M, N) de todas las clases de equivalencia de extensiones

de N por M es un grupo abeliano bajo la suma de Baer, dada por [Ei] + [Es] =



C. HOMOLOGIA 161

[VN(E1 @ E2)Ay| para cada [Ey], [Es] € Extr(M,N). La clase de la exten-
sion 0 > N == N®d M — M — 0 es el elemento neutro de este grupo, que
denotaremos simplemente por 0. Finalmente, el inverso de cualquier elemento
[E] € Extgr(M, N), denotado por —[E], es [(—idy)E] = [E(—idy)]. Mds ain, se
cumple que Exty (M, N) = Extz(M, N) como grupos abelianos.

Si o € Hompg(N, N'), entonces, para cada K € R-Mod, denotamos por («), :
Extr(K,N) — Extr(K,N’) al Z-homomorfismo inducido tal que («).([E]) =
[aE] para cada [E] € Extr(K, N). De manera similar, si v € Hompg(M, M’),
para cada K € R-Mod, denotamos por (v)* : Extg(M, K) — Extr(M’', K) al
Z-homomorfismo inducido tal que (7)*([E]) = [E~] para cada [E] € Extr(M, K).

Para cada z € Z(R) y para cada M € R-Mod, denotaremos por p! : M —
M al R-endomorfismo de M tal que, para cada x € M, yM(x) = zz, mejor
conocido como la multiplicacion por z. Ahora bien, si S es un subanillo de Z(R),
entonces Extg(M, N) resulta un S-mddulo de la manera siguiente. Dados [E] €
Extp(M,N) vy z € S, z[E] es la clase de equivalencia de yYE = EuM. En
otras palabras, (u2).([E]) = (uX)*([E]) (para los detalles, remitimos al lector al
Capitulo 7 de [51]).

PROPOSICION C.6. ([51, Ejercicio 7.3]) Sea Z un dominio entero y sea M €
Z-Mod.

(1) M es libre de torsién si, y sélo si, u™ es un monomorfismo para cada
z € Z\{0}.
(2) M es divisible si, y sélo si, u* es un epimorfismo para cada z € Z \ {0}.






Notaciones y abreviaturas

Como es usual en la mayor parte de la bibliografia matematica, denotamos
por:
€, al simbolo de pertenencia;
= (&), a laimplicacién (equivalencia) légica;
0o, al infinito;
(), al conjunto vacio;
P C @, al subconjunto P de Q;
P\ @, ala diferencia de los conjuntos Py Q;
P(Q), al conjunto potencia del conjunto Q;
N, al conjunto de los niimeros naturales: {0, 1, ... };
Z, al conjunto de los niimeros enteros;
Zm, al conjunto de los enteros médulo m: {0,1,...,m — 1};
Q, al conjunto de los niimeros racionales;

fg, para designar la composicién de las funciones f y g.

Asimismo, adoptamos la convencién de superponer una diagonal a un simbolo

para indicar la negacién de su condicién; v.gr. : #, ¢, Z, etc.

Finalmente, en el transcurso del trabajo figuran las notaciones, simbolos y

abreviaturas siguientes (junto con la pagina en la que aparece su significado):

R-Mod, Mod-S, R-S-Mod ... .\ 9
RM, Mg, pMs oo 10
R R oo 10
N S M o 10
S NG e 10
i€l

YV e, 10
i€l
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Nu(f), Im(f) (f(M)), fEIN") oo 10
HOMR(M, N) oo 10
M N 11
NS Mo 11
BANL oo e e 11
0= N =M (N> M) oo 11
M = N =0 (M = N oo 11
End" (M), End (N) ... 11
A 11
S ) 12
(0 M), (000 @) ettt 12
(L @) 12
(L) 12
R 12
TUM) 12
TN 12
NBE, @M oo 13
TV MT 13
iel

£ TP 13
| T 14
sop(x), MU 14
L e e 14
i e e 14
D, fi e 15
e 17
P 17
Gen(U), COBU) e 17
R-SID .o 18
Try(M), Reju(M) ..o 19
Zoc(M), Rad(M) ... 20

RAA(RR) (J) e 20
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2 23
718 2SI 24
2R ) e 24
R 24
RiX oo X Ry ([T Ri) oo 24
(A, @), [A Q] o 33
HOMER (P, Z) (D) oot e e e 33
o) P 37
[ 37
O R T, OV T, O AT e e 37
O T (O, (0 0T e 38
O 38
P 38
T 38
(28PN 38
o oo 41
oy B e 42
N < Mo 43
Sril M) 43
A 43
7 51
R b (R B ) 52
f[:}, AT Ao S, [o]f o 55
A 58
Qo, Q1, S, Q0 = Q1 oo 58
eo = (all@) oo 58
O o 59
RED K (@) et 59
(Vs 0a) e e e e e 59
repr (@), INdrepp(Q) oo 60
R-ind . 62
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rada (M, N) o 65
GO v et 67
B 74
G 80
(T, 0, M) o 85
LO, ML) o 87
AV 88
P 91
£ 99
K PP 99
M =<5 N, gy Xoy [M]o oo 107
Coy 121
M =7 N, ~ 0 X M 122
Aid e 126
T-Cog( M) 129
T-Cog (M) oo 132
[ 140
TNITL, TNAX oottt et e e e e e e e e 140
0, 140
Vier @i Nicr @i oo 141
Ly X Lo X --- X Ly, L 143
4 L 143
O R e 144
COMg e 147
O 148
R-mod .. 148
X D 148
Le, O oo 149
B 150
M R R 151
GF o — € 151
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DA ) 156
IDD(R) e 157
Ho(C), HMC®) 157
BT (s N ) oo 157
[E], Extr(M,N), Auty VN oo 159
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