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esempio per me, per la comprensione e l’interesse che ha sempre mostrato per

ogni scelta che ho fatto, per il suo enorme affetto, e per trasmettermi la sua gioia

di vivere. Vorrei ringraziare pure due persone che, nonostante siano già partite,
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en la génesis y el desarrollo de esta investigación y coautor de la publicación

que la acompaña. Del mismo modo, este trabajo no habŕıa sido el mismo sin
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Magaña, son mis compañeras de cub́ıculo en la UAM-I) y M. en C. Cecilia

Hernández, por su gran calidez y por compartir conmigo horas de sosiego que

me ayudaron a sentirme más tranquila en el momento de reintegrarme al trabajo
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Una mención honoŕıfica para ti, Manuel, por estar siempre presente en los

d́ıas luminosos y, lo que es más dif́ıcil, en los sombŕıos.
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y el apoyo recibidos en el peŕıodo 2008-2009.
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Caṕıtulo 2. Antecedentes e indicios 69

1. Algunos anillos p-pequeños y artinianos 69

2. Una clase de anillos p-grandes 84
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Índice alfabético 169
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Introducción

El estudio de los prerradicales tiene su origen en las teoŕıas de torsión, intro-

ducidas formalmente por S. E. Dickson en [14], y, en especial, en las teoŕıas de

torsión hereditarias, estudiadas de manera cabal por J. S. Golan en [27] y [28],

siendo su motivación la noción de localización en el caso de anillos no conmuta-

tivos.1 Sin embargo, son los matemáticos checos L. Bican, P. Jambor, T. Kepka y

P. Němec, inicialmente también interesados en las teoŕıas de torsión, los primeros

en manifestar la necesidad de proveer un precedente de la teoŕıa general de los

prerradicales, aśı como de investigar más profundamente las propiedades de estos

subfuntores del funtor identidad sobre la categoŕıa de R-módulos izquierdos, con

R un anillo asociativo, con elemento unitario y no necesariamente conmutativo.

De hecho, en el prefacio de su libro [7], los autores, haciendo referencia a esta últi-

ma teoŕıa, afirman: “... pronto nos percatamos de que muchos resultados pueden

ser formulados y resultar incluso más lúcidos dentro del lenguaje más general

de prerradicales. Por este motivo, comenzamos sistemáticamente a estudiar las

caracteŕısticas básicas de prerradicales en una categoŕıa de módulos dada y su

relación con las propiedades del anillo subyacente”.

En nuestro páıs, los doctores Francisco Raggi y José Rı́os se convierten en los

años 80 en los pioneros en la investigación de las teoŕıas de torsión desde un punto

de vista reticular, a los que, a lo largo de esa década y la siguiente, se suman

los doctores Hugo A. Rincón, Carlos E. Signoret y Rogelio Fernández-Alonso,

conformando aśı el grupo de Teoŕıa de Anillos de la UNAM. Posteriormente, a

partir del año 2000, dicho grupo, encabezado por el Dr. Francisco Raggi, toma

la iniciativa de estudiar las propiedades reticulares de los prerradicales sobre un

1Cabe señalar que, como lo precisó el Dr. José Ŕıos, los antecedentes del concepto de teoŕıa

de torsión se remontan a los trabajos de P. Gabriel ([25]), J.-M. Maranda ([43]), J. P. Jans

([37]) y E. A. Walker - C. Walker ([58]), entre otros.
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6 INTRODUCCIÓN

anillo. Este esfuerzo resulta ser muy proĺıfico y de él emanan numerosos trabajos

y art́ıculos de investigación. Desde este enfoque, un problema de sumo interés

dentro de la teoŕıa de prerradicales consiste en describir a la gran ret́ıcula de

prerradicales sobre un anillo R, denotada por R-pr, donde el adjetivo “gran”

se emplea para indicar que R-pr es en general una clase, no necesariamente

un conjunto. Tal descripción se conoce para algunas clases de anillos, como los

semisimples (véase [47]), los locales uniseriales y, en consecuencia, los artinianos

principales (véase [21]). En estos casos, aśı como en el de los anillos conmutativos

de tipo de representación finita (véase [22]), R-pr resulta ser un conjunto finito.

Por su parte, las álgebras de Artin de tipo de representación finito cuyo carcaj de

Gabriel (o carcaj ordinario) no es del tipo An aportan ejemplos de anillos cuya

ret́ıcula de prerradicales es un conjunto no finito (véase [22]).

Dentro de este contexto, una pregunta natural, aunque dif́ıcil de responder,

es ¿para cuáles clases de anillos la gran ret́ıcula R-pr resulta ser un conjunto

(finito o no), en cuyo caso diremos que R es p-pequeño?, y, como la contraparte

obligada a esta pregunta, ¿bajo qué condiciones del anillo R es R-pr una clase

propia?

Con respecto a la primera interrogante, tras una rápida inspección a los ca-

sos particulares de los anillos antes mencionados se reconoce de inmediato una

propiedad en común: todos ellos son artinianos. Es este indicio la motivación que

originalmente nos gúıa a buscar una relación entre las condiciones del anillo de

ser artiniano y ser p-pequeño.

En lo que concierne a la segunda pregunta, en [19] se presentan algunos

resultados que derivan en la existencia de una cadena de prerradicales sobre el

anillo de los enteros Z, la cual se encuentra en correspondencia biuńıvoca con

la clase de todos los ordinales. En particular, lo anterior prueba que Z no es

p-pequeño. Tomando como punto de partida dichos resultados, en [20] se define

una clase más general de anillos, llamados radicales, cuya ret́ıcula de prerradicales

no es un conjunto. Una subclase de los anillos radicales está formada por ciertos

anillos que cumplen una condición que emula el comportamiento de Z, llamada

coinicialidad. Entre las propiedades que satisfacen estos últimos anillos destaca

la de no ser artinianos.
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La existencia de una clase de anillos R no artinianos tales que R-pr es una

clase propia refuerza nuestra búsqueda e incluso nos indujo a plantear inicial-

mente la conjetura: un anillo R es artiniano si, y sólo si, R es p-pequeño. Si bien

más tarde se verifica que no todo anillo artiniano es p-pequeño (véase el Caṕıtu-

lo 3 del presente trabajo), aún persiste la sospecha de que un anillo p-pequeño

debeŕıa cumplir alguna condición de cadena finita.

El propósito de este trabajo es presentar un panorama general con la descrip-

ción de los avances realizados y de las ĺıneas de investigación que se han genera-

do en miras de resolver la conjetura anterior, a lo que en algunas ocasiones nos

referiremos como “nuestra meta”. Para tal fin, se ha dividido en cuatro caṕıtulos.

A continuación se expone brevemente el contenido sintético de cada uno de ellos.

Tal como su t́ıtulo lo sugiere, el primer caṕıtulo tiene la finalidad de establecer

los requisitos de anillos, módulos y representaciones, necesarios para abordar

los caṕıtulos sucesivos. Cabe mencionar que, con la intención de no extender

demasiado este caṕıtulo de conceptos y resultados preliminares, consideramos

pertinente complementarlo con una serie de apéndices, localizados al final del

trabajo, los cuales incluyen la notación, terminoloǵıa y propiedades elementales

de conjuntos parcialmente ordenados, categoŕıas y homoloǵıa a los que se hace

referencia a lo largo del mismo.

El segundo caṕıtulo es básicamente una reseña de las clases de anillos cuyas

ret́ıculas de prerradicales ya han sido estudiadas en diversos art́ıculos. Este

caṕıtulo consta de dos secciones: la primera de ellas comprende las clases de

anillos artinianos y p-pequeños que se mencionan al inicio de esta introducción;

mientras que en la segunda se presenta una subclase de la clase de los anillos

radicales, constituida por anillos que no son ni artinianos ni p-pequeños; a saber,

cierta subclase de los anillos coiniciales, referidos anteriormente.

Por su parte, el tercer caṕıtulo se ocupa de exhibir un ejemplo de anillo ar-

tiniano cuya ret́ıcula de prerradicales es una clase propia, para lo cual la segunda

sección del Caṕıtulo 2 resulta crucial. Con lo anterior, una de las implicaciones

de la conjetura que dio origen a esta investigación es derribada.

Finalmente, en el Caṕıtulo 4 se aborda la implicación restante de nuestra

conjetura inicial; es decir, R anillo p-pequeño ⇒ R anillo artiniano. De hecho,
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la intención de este caṕıtulo es, partiendo de la condición de un anillo de ser p-

pequeño y, quizás, añadiendo alguna propiedad o restricción adicional, comenzar

a tender un puente hacia la condición de cadena descendente del mismo. Para

ello, puesto que resulta que la condición de un anillo de ser p-pequeño tiene

un estrecho v́ınculo con la existencia de un módulo llamado módulo principal,

los objetos de estudio del caṕıtulo son precisamente los módulos principales. Los

distintos enfoques o ĺıneas de investigación seguidos para explorar las propiedades

de un módulo principal son expuestos en tres secciones. En la primera de ellas

se da una construcción de módulo principal asociado a un anillo p-pequeño y se

proveen ejemplos de módulos principales, aśı como algunas propiedades de los

mismos desde un punto de vista modular. En la segunda sección se considera el

caso restringido en que el anillo es conmutativo y se ofrece, para este caso, una

caracterización de los módulos principales usando una herramienta funtorial2

presentada por B. Huisgen-Zimmermann en su muy completa reseña [36]. Por

su parte, en la Sección 3 se estudian dos relaciones de equivalencia sobre la clase

de R-módulos izquierdos, inspiradas en la construcción de un módulo principal

incluida en la Sección 1 de este caṕıtulo, que inducen particiones de esta clase.

Dichas particiones arrojan más propiedades de los módulos principales, las cuales,

combinadas con un resultado de J. A. Beachy y W. D. Blair que aparece en [5],

nos aproximan a la condición del anillo de ser artiniano.

Este trabajo finaliza con una lista de preguntas y problemas relacionados con

la condición de un anillo de ser (o no) p-pequeño, que hemos acumulado durante

el proceso de elaboración del mismo y que aún siguen abiertos, junto con una

serie de comentarios y consideraciones cuya finalidad es proporcionar al lector

una noción acerca de las conjeturas y dificultades existentes, aśı como algunas

ideas y referencias para intentar resolverlos. De esta manera, el presente trabajo

representa el preludio de un proyecto que nos proponemos continuar a futuro.

2introducida, de manera independiente, por L. Gruson y C. U. Jensen en [31] y por W.

Zimmermann en [60]



Caṕıtulo 1

Preliminares

El propósito de este caṕıtulo es introducir las definiciones y propiedades

básicas relativas a anillos y módulos, prerradicales, carcajes y representaciones,

aśı como algunos ejemplos, a los que nos referiremos en el presente trabajo.

Aprovechamos también para establecer gran parte de la notación y terminoloǵıa

que usaremos en el transcurso del mismo. A excepción de algunos resultados de

especial interés para el desarrollo de los caṕıtulos siguientes (como los correspon-

dientes a la teoŕıa de prerradicales), omitimos la demostración de gran parte de

los teoremas clásicos, particularmente de la Teoŕıa de Módulos y de la Teoŕıa de

Representaciones, toda vez que este material puede hallarse en la literatura.1

En lo sucesivo, haremos libre uso de la notación, terminoloǵıa y generalidades

de conjuntos parcialmente ordenados (copos) y (grandes) ret́ıculas, categoŕıas y

funtores y del Álgebra Homológica, incluidas en los Apéndices A, B y C, respec-

tivamente.

1. Anillos y módulos

En adelante, todos los anillos que consideramos son asociativos con

elemento unitario (1). Asumimos las definiciones de (sub)anillo, ideal, anillo

cociente, (sub)módulo y módulo cociente, aśı como las de homomorfismos de

anillos y módulos, junto con sus propiedades básicas (tales como los teoremas de

isomorfismo de Noether), limitándonos a presentar exclusivamente aquellas que

resultan imprescindibles para la exposición de los resultados de este trabajo.

Sean R y S dos anillos. Un R-módulo izquierdo (derecho) M es unitario si

1x = x (x1 = x) para cada x ∈M . Denotamos por R-Mod a la clase de todos los

R-módulos izquierdos unitarios y, por Mod-S, a la clase de todos los S-módulos

1Para una consulta más detallada de los temas tratados en este caṕıtulo, remitimos al

lector a las excelentes referencias [1], [2] y [3].

9



10 1. PRELIMINARES

derechos unitarios. Asimismo, se denota por R-S-Mod a la clase de todos los

R-S-bimódulos; es decir, los R-módulos izquierdos M que son simultáneamente

S-módulos derechos y tales que r(xs) = (rx)s para cualesquiera r ∈ R, s ∈ S
y x ∈ M . Si M ∈ R-Mod (respectivamente, M ∈ Mod-S, M ∈ R-S-Mod), en

algunas ocasiones escribiremos RM (respectivamente, MS, RMS) para precisar la

lateralidad del módulo M . En particular, denotaremos por RR (RR) al módulo

regular izquierdo (derecho); esto es, el anillo R visto como R-módulo izquierdo

(derecho). En lo sucesivo, a menos que se mencione lo contrario, todos los módulos

en consideración son izquierdos. Dado M ∈ R-Mod, adoptamos la convención de

denotar a un submódulo N de M como N ≤M . Algunos ejemplos de submódulos

a los que nos referiremos frecuentemente a lo largo del trabajo son presentados

a continuación. Para cada M ∈ R-Mod existen los submódulos triviales M y

{0} (el cual suele denotarse simplemente por 0). Si {Ni}i∈I es una familia de

submódulos de M , entonces la suma
∑

i∈I Ni = {x1 + x2 + · · · + xn | xk ∈
Nik , ik ∈ I para cada k ∈ {1, . . . , n}} y la intersección

⋂
i∈I Ni := {x ∈ M |

x ∈ Ni para cada i ∈ I} son submódulos de M . Dado un homomorfismo de

R-módulos (o R-homomorfismo) f : M → N , el núcleo de f , Nu(f), es el

submódulo de M definido como Nu(f) = {x ∈ M | f(x) = 0}, mientras que la

imagen de f , denotada indistintamente por Im(f) o por f(M), es el submódulo

de N dado por Im(f) = f(M) = {f(x) | x ∈M}. Si N ′ ≤ N , entonces la imagen

inversa de N ′ bajo f es el submódulo de M denotado y definido por f←(N ′) =

{x ∈ M | f(x) ∈ N ′}. Los submódulos del módulo regular RR (RR) son sus

ideales izquierdos (derechos), que se suelen denotar como RI ≤ R (IR ≤ R).

Sea M un R-módulo. Un submódulo K de M se llama esencial en M si

K ∩ L 6= 0 para todo 0 6= L ≤ M . Si M 6= 0, entonces M se dice uniforme si

todos sus submódulos distintos de cero son esenciales en M . Un submódulo K

de M se llama superfluo en M si K + L 6= M para todo L ≤M , con L 6= M .

Como es usual, dados M,N ∈ R-Mod, denotamos por HomR(M,N) al con-

junto de todos los R-homomorfismos f : M → N . Un homomorfismo f ∈
HomR(M,N) es un monomorfismo (respectivamente, epimorfismo, isomorfismo)

si f es inyectivo (respectivamente, suprayectivo, biyectivo). Se dice que los R-

módulos M y N son isomorfos si existe un isomorfismo M → N , en cuyo caso
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se escribe M ∼= N . Si N ≤ M , un monomorfismo (epimorfismo) notable es la

inclusión natural (proyección natural), usualmente denotada por i : N ↪→ M

(p : M → M/N) o por N
i
↪→ M . Se reserva la notación idM para el isomorfismo

identidad M →M . En general, denotamos indistintamente a un monomorfismo

g ∈ HomR(N,M) por g : N � M o por 0→ N
g→ M . Por su parte, denotamos

a un epimorfismo h ∈ HomR(M,N) por h : M � N , o bien, por M
h→ N → 0.

Un monomorfismo f : M � N se dice esencial si Im(f) es esencial en N .

Un epimorfismo f : M � N es superfluo si Nu(f) es superfluo en M . Dado

L ∈ R-Mod (Mod-R), un endomorfismo de L es un R-homomorfismo izquierdo

(derecho) f : L→ L. Como en [1], dado M ∈ R-Mod, denotamos por Endr(M)

al anillo de endomorfismos de M operando por la derecha. En este caso, se es-

cribe (ax)f = a((x)f) para cada endomorfismo f : M →M y para cualesquiera

x ∈M y a ∈ R. Similarmente, para cada N ∈ Mod-R, se denota por Endl(N) al

anillo de endomorfismos de N operando por la izquierda, en cuyo caso se escribe

g(xa) = (g(x))a para cada endomorfismo g : N → N y para cualesquiera x ∈ N y

a ∈ R. Existen isomorfismos de anillos λ : R→ Endl(RR) tal que (λ(a))(x) = ax

y ρ : R→ Endr(RR) tal que (x)(ρ(a)) = xa.

Presentamos a continuación un resultado auxiliar bien conocido.

Lema 1.1. ([1, Proposición 4.5]) Sea M un R-módulo. Para cada x ∈ M

consideremos los homomorfismos dx : R → M tales que, para cada r ∈ R,

dx(r) = rx. Entonces HomR(R,M) = {dx | x ∈M}.

Una sucesión de R-módulos y R-homomorfismos

· · · →Mn−1
fn−1−→Mn

fn−→Mn+1 → · · ·

es exacta si Nu(fn) = Im(fn−1) para cada n ∈ Z.

Una sucesión exacta corta es cualquier sucesión exacta de la forma E : 0 →
N

f→ L
g→ M → 0. Se dice que la sucesión exacta corta E se escinde si g es un

epimorfismo que se escinde; es decir, si existe un R-homomorfismo g′ : M → L

tal que gg′ = idM (o, equivalentemente, si f es un monomorfismo que se escinde;

esto es, si existe un R-homomorfismo f ′ : L→ N tal que f ′f = idN).
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Para cada M ∈ R-Mod, sea S(M) := {N ⊆ M | N ≤ M}. Es bien sabido

que 〈S(M),≤,
∑
,
⋂
〉 resulta una ret́ıcula completa (con elemento mayor M y

elemento menor el submódulo 0), mejor conocida como la ret́ıcula de submódulos

de M .

Ahora bien, cuando usamos el término ideal, en lugar del de ideal izquierdo

(derecho), significa que el ideal en cuestión es bilateral. Dado M ∈ R-Mod, un

ideal de R sobresaliente es el anulador izquierdo de M en R, (0 : M) := {r ∈ R |
rx = 0 para cada x ∈M}.2 Si x ∈ M , entonces el anulador izquierdo de x en R

es el ideal izquierdo (0 : x) := {r ∈ R | rx = 0}.3 Dados I un ideal izquierdo de un

anillo R y a ∈ R, otro ideal izquierdo notable es el ideal trasladado de I a través

de a, denotado y definido como (I : a) := {r ∈ R | ra ∈ I}. Por otra parte, dado

un ideal derecho IR ≤ R, un miembro notable de la ret́ıcula S(M) es el anulador

derecho de I en M , definido como rM(I) = {x ∈ M | rx = 0 para cada r ∈ I}.
M ∈ R-Mod es ćıclico si M = Rx = {rx | r ∈ R} para algún x ∈M . Todo ideal

(izquierdo, derecho, bilateral) ćıclico de un anillo se dice principal. Un resultado

bien conocido relativo a los módulos ćıclicos es el siguiente:

Proposición 1.2. ([1, Corolario 3.9]) Un R-módulo M es ćıclico si, y sólo

si, M es isomorfo a un cociente de RR. Si M = Rx para algún x ∈M , entonces

M ∼= R/(0 : x).

En lo subsecuente, al referirnos a un dominio entero asumiremos que es con-

mutativo. Si R es un dominio no conmutativo, diremos que R no tiene divisores

de cero; tal es el caso de la Proposición 2.39.

Sean Z un dominio entero y M ∈ Z-Mod. El submódulo de torsión de M se

define como T (M) = {x ∈ M | (0 : x) 6= 0}. Se dice que M es de torsión si

T (M) = M y que M es libre de torsión si T (M) = 0. Un submódulo N de M

es divisible si rN := {ry | y ∈ N} = N para cada 0 6= r ∈ Z; es decir, si dados

0 6= r ∈ Z y x ∈ N existe y ∈ N tal que ry = x.

1.1. Suma y producto directos de módulos. Sean N,K submódulos

de un R-módulo M . Se dice que M es la suma directa (interna) de N y K

2En algunos textos se denota a este ideal de R por annR(M) o por lR(M).

3También se denota a este ideal izquierdo de R como annR(x).



1. ANILLOS Y MÓDULOS 13

si N + K = M y N ∩ K = 0. En este caso, se escribe M = N ⊕ K. Una

consecuencia inmediata es que todo elemento x ∈ M = N ⊕ K se escribe de

manera única como x = n + k, con n ∈ N, k ∈ K. Un submódulo N de M es

un sumando directo de M si existe K ≤ M tal que M = N ⊕K (en tal caso, el

submódulo K también es sumando directo de M y se suele decir que N y K son

sumandos directos complementarios). Claramente los submódulos triviales 0 y M

son sumandos directos del módulo M . Si M 6= 0, entonces se llama inescindible

en caso de que 0 y M sean sus únicos sumandos directos.

La definición de suma directa interna puede generalizarse para una familia

arbitraria de submódulos de un módulo dado como sigue. Decimos que una fa-

milia de R-módulos {Mi}i∈I es independiente si, para cada i ∈ I, se tiene que

Mi ∩
(∑

j 6=iMj

)
= 0. Dados M ∈ R-Mod y {Mi}i∈I ⊆ S(M), si M =

∑
i∈IMi

y {Mi}i∈I es una familia independiente, entonces se dice que M es la suma di-

recta (interna) de {Mi}i∈I y se escribe M =
⊕

i∈IMi. Como consecuencia de la

definición anterior, cada 0 6= x ∈ M =
⊕

i∈IMi tiene una representación única

como x = m1 + · · · + mr para alguna r ≥ 1, con 0 6= mk ∈ Mik e ik ∈ I para

cada k ∈ {1, . . . , r}.
Dada {Mi}i∈I ⊆ R-Mod, el módulo resultante de considerar el producto

cartesiano de dicha familia, con las operaciones de suma y multiplicación por

escalares definidas componente a componente, se llama el producto directo de

{Mi}i∈I y se denota por
∏

i∈IMi. En particular, si Mi = M para todo i ∈ I,

entonces se escribe M I =
∏

i∈IMi. Si I = ∅,
∏
∅Mi = 0 = M∅.

Para cada j ∈ I se tiene un epimorfismo πj :
∏

i∈IMi →Mj, al que llamamos

(j-ésima) proyección canónica del producto directo
∏

i∈IMi en Mj, tal que, para

cada x = (xi)i∈I ∈
∏

i∈IMi, πj(x) = x(j) = xj.

La propiedad fundamental del producto directo, conocida como la propiedad

universal del producto, se enuncia en la siguiente proposición.

Proposición 1.3. ([1, Proposición 6.1]) Sea {Mi}i∈I ⊆ R-Mod. Sea N ∈
R-Mod y sea {fi}i∈I una familia de homomorfismos fi : N →Mi para cada i ∈ I.

Entonces existe un único homomorfismo f : N →
∏

i∈IMi tal que πif = fi para

cada i ∈ I, donde πi es la proyección canónica del producto directo
∏

i∈IMi en



14 1. PRELIMINARES

Mi. Es decir, el siguiente diagrama conmuta para cada i ∈ I:

Mi

	

∏
i∈I
Mi

πioo

N
f

=={
{

{
{

fi

OO

Observación 1.4. El único homomorfismo f : N →
∏

i∈IMi al que se

refiere la proposición anterior está dado como sigue. Para cada x ∈ N , se define

f(x) ∈
∏

i∈IMi componente a componente por πif(x) = fi(x) para cada i ∈ I.

Luego, como tanto πi como fi son homomorfismos para cada i ∈ I, f define un

homomorfismo de N a
∏

i∈IMi. El homomorfismo f , usualmente denotado por∏
I fi, se caracteriza por la propiedad πj(

∏
I fi) = fj para cada j ∈ I.

De la observación anterior se sigue la útil propiedad que presentamos a con-

tinuación.

Proposición 1.5. ([1, Corolario 6.2]) Sea {Mi}i∈I ⊆ R-Mod. Sea N ∈
R-Mod y sea {fi}i∈I una familia de homomorfismos fi : N → Mi para cada

i ∈ I. Entonces Nu(
∏

I fi) =
⋂
I Nu(fi).

Dados {Mi}i∈I ⊆ R-Mod y x ∈
∏

i∈IMi, se define el soporte de x como

el conjunto sop(x) = {i ∈ I | x(i) = xi 6= 0}. La suma directa (externa) de

{Mi}i∈I es el submódulo de
∏

i∈IMi definido como
⊕

i∈IMi = {x ∈
∏

i∈IMi |
sop(x) es finito}.4 En caso de que Mi = M para todo i ∈ I, se escribe M (I) =⊕

i∈IMi. Claramente, si el conjunto de ı́ndices I es finito, se tiene que
∏

i∈IMi =⊕
i∈IMi.

Para cada j ∈ I se tiene un monomorfismo ιj : Mj →
⊕

i∈IMi tal que, para

cada x ∈ Mj, ιj(x)(i) = δijx, donde δij es la delta de Kronecker. Dado j ∈ I, el

homomorfismo ιj recibe el nombre de (j-ésima) inclusión canónica de Mj en la

suma directa
⊕

i∈IMi.

Enunciemos ahora la propiedad universal de la suma directa (externa):

4En algunas ocasiones se denota por
.⊕
i∈IMi a la suma directa externa para distinguirla

de la suma directa interna.
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Proposición 1.6. ([1, Proposición 6.7]) Sea {Mi}i∈I ⊆ R-Mod. Sea N ∈
R-Mod y sea {fi}i∈I una clase de R-homomorfismos fi : Mi → N para cada

i ∈ I. Entonces existe un único homomorfismo f :
⊕
i∈I
Mi → N tal que fιi = fi

para cada i ∈ I, donde ιi es la inclusión canónica de Mi en la suma directa
⊕
i∈I
Mi.

Es decir, el siguiente diagrama conmuta para cada i ∈ I:

Mi

ιi //

fi

��

�

⊕
i∈I
Mi

f}}{
{

{
{

N

Observación 1.7. El homomorfismo f :
⊕
ı∈I
Mi → N al que hace referencia

la proposición anterior se define de la siguiente manera. Para cada x = (xi)i∈I ∈⊕
i∈I
Mi, f(x) =

∑
I fi(xi). Nótese que la definición anterior tiene sentido en vista

de que sop(x) es finito. Se suele escribir f =
⊕

I fi.

La siguiente proposición se obtiene de inmediato a partir de la observación

previa.

Proposición 1.8. ([1, Proposición 6.8]) Sea {Mi}i∈I ⊆ R-Mod. Sea N ∈
R-Mod y sea {fi}i∈I una clase de R-homomorfismos fi : Mi → N para cada

i ∈ I. Si f =
⊕

I fi, entonces f

(⊕
i∈I
Mi

)
=
∑

I fi(Mi).

Como consecuencia de la proposición anterior se tiene el siguiente resultado

técnico:

Lema 1.9. Sean M,M ′, N,N ′ ∈ R-Mod. Supongamos que M ′ ≤M y que h :

N ′ → N es un R-homomorfismo. SeaH := HomR(N,M). Si M ′ =
∑

f∈H fh(N ′),

entonces existe un epimorfismo g :
⊕
HN

′ →M ′ que hace conmutar el siguiente

diagrama para cada f ∈ H:

(*)
⊕
HN

′ g
// // M ′ � � i′ // M

N ′

ιf

OO

h
��

f ′

;;wwwwwwwww

N

f

<<yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy
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donde i′ es la inclusión natural, f ′ es la correstricción del morfismo fh a su

imagen y el morfismo ιf es la inclusión canónica de N ′ en
⊕

f∈HN
′.

Demostración. En efecto, notemos primero que, si M ′ =
∑

f∈H fh(N ′),

entonces fh(N ′) ≤ M ′ para cada f ∈ H; es decir, f ′ : N ′ → M ′ para cada

f ∈ H. Luego, por la propiedad universal de la suma directa, enunciada en la

Proposición 1.6, existe un único R-homomorfismo g :
⊕

f∈HN
′ → M ′ tal que

gιf = f ′ para cada f ∈ H, esto es, el siguiente diagrama conmuta para cada

f ∈ H: ⊕
HN

′ g
//___ M ′

N ′

ιf

OO
�

f ′

;;wwwwwwwww

Más aún, por hipótesis y en virtud de la Observación 1.7 y de la Proposición 1.8,

M ′ =
∑

f∈H fh(N ′) =
∑

f∈H f
′(N ′) = g (

⊕
HN

′), de donde g es un epimorfismo.

Finalmente, puesto que, por definición, i′f ′ = fh para cada f ∈ H, la conmuta-

tividad del diagrama (*) se verifica, con lo que concluimos la demostración. �

1.2. Módulos proyectivos e inyectivos. Un R-módulo P es proyectivo

si para todo f ∈ HomR(P,N) y para todo epimorfismo g ∈ HomR(M,N) existe

h ∈ HomR(P,M) tal que el siguiente diagrama conmuta:

P
h

~~}
}

}
}

f

��
M

g
// N // 0

es decir, gh = f .

Por su parte, dado E ∈ R-Mod, se dice que E es inyectivo si para todo

f ∈ HomR(N,E) y para todo monomorfismo g ∈ HomR(N,M) existe h ∈
HomR(M,E) tal que el siguiente diagrama conmuta:

E

0 // N

f

OO

g
// M

h
``A

A
A

A

es decir, hg = f .
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Denotamos por E a la clase de todos los R-módulos (izquierdos) inyectivos.

Una pareja (E, i) es una cápsula inyectiva de M si E es un R-módulo inyectivo

e i ∈ HomR(M,E) es un monomorfismo esencial. En la práctica, se considera

al monomorfismo esencial i asociado a una cápsula inyectiva como la inclusión

natural, por lo que suele omitirse al hacer referencia a la misma.

Presentamos enseguida un resultado bien conocido:

Teorema 1.10. ([1, Teorema 18.10]) Todo módulo tiene una cápsula inyec-

tiva. Ésta es única salvo isomorfismo.

Al ser cualesquiera dos cápsulas inyectivas de un R-módulo M isomorfas, se

suele hablar de la cápsula inyectiva de M . Bajo esta convención, denotaremos

por EM a la cápsula inyectiva de un R-módulo M .

Proposición 1.11. ([1, Proposición 18.2]) Productos directos y sumandos

directos de módulos inyectivos son inyectivos.

1.3. Generar y cogenerar, la traza y el rechazo. Sea U una clase

de R-módulos. Un R-módulo M es (finitamente) generado por U si existe un

epimorfismo
⊕

I Ui → M → 0, con {Ui}i∈I en U para algún conjunto (finito)

I. En caso de que U = {U}, se dice que U genera (finitamente) a M , lo cual

implica la existencia de un epimorfismo U (I) → M → 0 para algún conjunto

(finito) I. Dualmente, un R-módulo M es (finitamente) cogenerado por U si

existe un monomorfismo 0→M →
∏

I Ui, con {Ui}i∈I en U para algún conjunto

(finito) I. Si U = {U}, se dice que U cogenera (finitamente) a M , de donde

existe un monomorfismo 0 → M → U I para algún conjunto (finito) I. Se suele

denotar por Gen(U) a la clase de todos los R-módulos generados por U y, por

Cog(U), a la clase de todos los R-módulos cogenerados por U . Si U = {U}, se

denota por Gen(U) (Cog(U)) a la clase generada (cogenerada) por el módulo U .

Un R-módulo G es un generador de Gen(U) si Gen(U) = Gen(G). Por su

parte, un R-módulo C es un cogenerador de Cog(U) si Cog(U) = Cog(C). Un

generador (cogenerador) de la clase R-Mod se llama simplemente un generador

(cogenerador).
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Recordemos que un R-módulo es simple si es distinto de 0 y sus únicos

submódulos son los triviales.

Lema 1.12. (Lema de Schur)

Sean S, T ∈ R-Mod y sea f : S → T un R-homomorfismo distinto de cero.

(1) Si S es simple, entonces f es un monomorfismo.

(2) Si T es simple, entonces f es un epimorfismo.

(3) Si tanto S como T son simples, entonces f es un isomorfismo.

Es un hecho bien conocido que existe una correspondencia biuńıvoca entre

las clases de isomorfismo de R-módulos simples y la clase de ideales izquierdos

máximos de R. Si elegimos exactamente un representante de cada clase de isomor-

fismo de R-módulos simples, obtenemos un conjunto completo e irredundante.5

Denotamos por R-simp a dicho conjunto.

La siguiente proposición muestra la existencia de cogeneradores en R-Mod.

Proposición 1.13. ([1, Corolario 18.16]) Sea C0 :=
⊕

R-simpES. Entonces

C0 es un cogenerador de R-Mod. Más aún, para C ∈ R-Mod son equivalentes las

siguientes condiciones:

(a) C es un cogenerador.

(b) ES es isomorfo a un sumando directo de C para cada S ∈ R-simp.

(c) C0 es isomorfo a un submódulo de C.

En vista de la proposición anterior, se suele llamar a C0 =
⊕

R-simp ES el

cogenerador mı́nimo en R-Mod. A continuación presentamos más ejemplos de

generadores y cogeneradores.

Ejemplo 1.14. ([1, Teorema 8.1 y ejemplos 8.2, 8.3]) Algunos ejemplos que

ilustran los conceptos de generar y cogenerar son los siguientes:

(1) Sea A ∈ Z-Mod. Entonces {Zn | n > 1} genera a A si, y sólo si, A es de

torsión. Por su parte, Q cogenera a A si, y sólo si, A es libre de torsión.

(2) Sea M ∈ R-Mod. El anillo R genera a M y
∏

R-simpES cogenera a M .

Una propiedad notable de los módulos finitamente cogenerados es la siguiente.

5Véase la Sección 3 del Apéndice A.
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Proposición 1.15. ([1, Proposición 18.18]) Un R-módulo M es finitamente

cogenerado si, y sólo si, EM ∼= ES1 ⊕ · · · ⊕ ESn para algún conjunto finito

{S1, . . . , Sn} de R-módulos simples.

Sea U una clase de R-módulos y sea M ∈ R-Mod. La traza de M respecto a

U es el submódulo de M definido y denotado por:

TrU(M) :=
∑
{f(U) | f ∈ HomR(U,M), U ∈ U} .

Por su parte, el rechazo de M respecto a U es el submódulo de M dado por:

RejU(M) :=
⋂
{Nu(g) | g ∈ HomR(M,U), U ∈ U} .

En palabras, la traza de M respecto a U es el mayor submódulo L de M tal

que L ∈ Gen(U) y el rechazo de M respecto a U es el menor submódulo K de

M tal que M/K ∈ Cog(U). Como consecuencia directa de lo anterior se tiene la

siguiente proposición.

Proposición 1.16. ([1, Corolario 8.13]) Sea U una clase de R-módulos y

sea M ∈ R-Mod. Entonces:

(1) M ∈ Gen(U) si, y sólo si, TrU(M) = M .

(2) M ∈ Cog(U) si, y sólo si, RejU(M) = 0.

Presentamos enseguida algunas propiedades notables de la traza y el rechazo.

Proposición 1.17. ([1, Proposición 8.16] Sea U una clase de R-módulos.

Dados M,N ∈ R-Mod y h ∈ HomR(M,N), se cumple lo siguiente:

(1) h(TrU(M)) ≤ TrU(N).

(2) h(RejU(M)) ≤ RejU(N).

El resultado que presentamos a continuación se sigue de la Proposición 1.16.

Proposición 1.18. Sea U una clase de R-módulos y sea M ∈ R-Mod. En-

tonces:

(1) TrU(TrU(M)) = TrU(M).

(2) RejU(M/RejU(M)) = 0.
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Observación 1.19. Sea U una clase de R-módulos y sea V un conjunto com-

pleto e irredundante de representantes de clases de isomorfismo de U . Entonces,

dado M ∈ R-Mod, se tiene que TrU(M) = TrV (M) y RejU(M) = RejV (M).

En particular, si U es la clase de todos los R-módulos simples, entonces

la traza y el rechazo de M respecto a U corresponden a dos submódulos de

M de fundamental importancia, mejor conocidos como el zoclo y el radical (de

Jacobson) de M , respectivamente. Se suele denotar por Zoc(M) al zoclo de M y,

por Rad(M), al radical de M . Como consecuencia inmediata del Lema de Schur

se obtiene la siguiente caracterización de los mismos.

Proposición 1.20. ([1, Proposiciones 9.7 y 9.13]) Sea M ∈ R-Mod. En-

tonces:

(1) Zoc(M) =
∑
{S ≤M | S es simple}.

(2) Rad(M) =
⋂
{K ≤M | K es máximo en M}.

En el caso espećıfico del radical (de Jacobson) del anillo, denotado como

Rad(RR) o, simplemente, por J , éste resulta ser un ideal muy notable de R.

De hecho, existen múltiples caracterizaciones del mismo (véase, por ejemplo, [1,

Teorema 15.3]), de las cuales se sigue que Rad(RR) = Rad(RR).

1.4. Módulos artinianos y noetherianos. Un copo 〈P,≤〉 satisface la

condición de cadena ascendente si para toda cadena a1 ≤ a2 ≤ . . . en P existe

n ≥ 1 tal que an = an+i para cada i ≥ 1. De manera dual, invirtiendo el

sentido de las desigualdades en la cadena anterior, se define la condición de

cadena descendente sobre el copo P . Equivalentemente, el copo P satisface la

condición de cadena ascendente (descendente) si todo conjunto no vaćıo de P

tiene un elemento máximo (mı́nimo).

Un R-módulo M es artiniano (noetheriano) si la ret́ıcula S(M) satisface la

condición de cadena descendente (ascendente).

A continuación presentamos caracterizaciones para los módulos noetherianos

y artinianos.

Proposición 1.21. ([1, Proposición 10.9]) Para M ∈ R-Mod son equiva-

lentes las siguientes condiciones:
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(a) M es noetheriano.

(b) Todo submódulo de M es finitamente generado.

(c) Todo conjunto no vaćıo de submódulos de M tiene un elemento máximo.

Proposición 1.22. ([1, Proposición 10.10]) Para M ∈ R-Mod son equiva-

lentes las siguientes condiciones:

(a) M es artiniano.

(b) Todo módulo cociente de M es finitamente cogenerado.

(c) Todo conjunto no vaćıo de submódulos de M tiene un elemento mı́nimo.

Algunas propiedades de los módulos artinianos y noetherianos se presentan

en la siguiente proposición.

Proposición 1.23. ([1, Proposición 10.12 y Corolario 10.13]) Sea M ∈
R-Mod. Se cumplen las siguientes propiedades.

(1) Sea 0 → K → M → N → 0 una sucesión exacta corta en R-Mod.

Entonces M es artiniano (noetheriano) si, y sólo si, K y N son artinianos

(noetherianos).

(2) Sean M1,M2, . . . ,Mn ∈ R-Mod tales que M = M1 ⊕ M2 ⊕ · · · ⊕ Mn.

Entonces M es artiniano (noetheriano) si, y sólo si, Mi es artiniano

(noetheriano) para cada i = 1, 2, . . . , n.

Un anillo R se llama artiniano izquierdo (derecho) si RR (RR) es artiniano.

De manera similar, un anillo R se llama noetheriano izquierdo (derecho) si RR

(RR) es noetheriano. Enseguida enunciamos caracterizaciones para los anillos

artinianos y noetherianos.

Proposición 1.24. ([1, Proposición 10.18]) Para un anillo R las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) R es artiniano izquierdo (derecho).

(b) R tiene un generador artiniano.

(c) Todo M ∈ R-Mod (M ∈ Mod-R) finitamente generado es artiniano.

(d) Todo M ∈ R-Mod (M ∈ Mod-R) finitamente generado es finitamente

cogenerado.
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Proposición 1.25. ([1, Proposición 10.19]) Para un anillo R las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) R es noetheriano izquierdo (derecho).

(b) R tiene un generador noetheriano.

(c) Todo M ∈ R-Mod (M ∈ Mod-R) finitamente generado es noetheriano.

(d) Todo submódulo de un módulo izquierdo (derecho) finitamente generado

es finitamente generado.

Una serie de composición para un R-módulo M es una cadena 0 = M0 <

M1 < · · · < Mn = M en R-Mod tal que Mi/Mi−1 es un módulo simple para cada

i = 1, 2, . . . , n. Al entero n se le llama la longitud de la serie de composición.

Proposición 1.26. ([1, Proposición 11.1]) Un R-módulo M tiene serie de

composición si, y sólo si, M es artiniano y noetheriano.

Sea M ∈ R-Mod y supongamos que 0 = M0 < M1 < · · · < Mn = M y

0 = N0 < N1 < · · · < Np = M son series de composición para M . Se dice que las

dos series son equivalentes si n = p y existe una permutación s de {1, 2, . . . , n}
tal que el módulo cociente Mi/Mi−1 es isomorfo al módulo Ns(i)/Ns(i)−1 para cada

i = 1, 2, . . . , n.

Teorema 1.27. (Teorema de Jordan-Hölder)

Si un módulo M tiene una serie de composición, entonces cualquier par de series

de composición para M son equivalentes.

Teorema 1.28. (Hopkins-Levitzki)

Todo anillo artiniano izquierdo es noetheriano izquierdo.

1.5. Equivalencia de Morita. Dados dos anillos R y S, se dice que son

Morita equivalentes si las categoŕıas R-Mod y S-Mod son equivalentes; es decir,

si existen funtores F : R-Mod → S-Mod y G : S-Mod → R-Mod tales que los

funtores GF y FG son naturalmente isomorfos a los funtores identidad en R-Mod

y en S-Mod, respectivamente.

Teorema 1.29. ([1, 21.1 y Lema 21.3]) Sean R y S anillos Morita equiva-

lentes. Sean F : R-Mod→ S-Mod y G : S-Mod→ R-Mod equivalencias inversas,
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con isomorfismos naturales ε : FG→ 1S-Mod y η : 1R-Mod → GF . Entonces, para

cada M ∈ R-Mod y para cada N ∈ S-Mod, existen isomorfismos de grupos

abelianos φMN : HomR(M,GN) → HomS(FM,N) y θMN : HomS(FM,N) →
HomR(M,GN), definidos de la siguiente manera. Para cada f ∈ HomR(M,GN),

φMN(f) = εNF (f) y, para cada g ∈ HomS(FM,N), θMN(g) = G(g)ηM . El iso-

morfismo natural η determina una pareja de Z-isomorfismos similar a φMN y

θMN .

Sea R un anillo y sea n ≥ 1. Denotamos por Mn(R) al anillo de matrices de

n×n con coeficientes en R. A continuación se presenta un ejemplo bien conocido

de anillos equivalentes según Morita.

Proposición 1.30. ([1, Corolario 22.6]) Sea R un anillo y sea n ≥ 1. En-

tonces R y Mn(R) son Morita equivalentes.

La siguiente proposición reúne algunas de las propiedades más notables de

los anillos Morita equivalentes.

Proposición 1.31. ([1, Proposiciones 21.4 - 21.8]) Sean R y S anillos y sea

F : R-Mod→ S-Mod una equivalencia de categoŕıas. Entonces F preserva:

(1) sucesiones exactas cortas (que se escinden);

(2) productos y sumas directas;

(3) módulos proyectivos e inyectivos;

(4) generadores y cogeneradores;

(5) monomorfismos (esenciales) y epimorfismos (superfluos);

(6) cápsulas inyectivas;

(7) módulos simples, artinianos y noetherianos, finitamente (co)generados e

inescindibles.

Sea f : R → S un homomorfismo de anillos y sea M ∈ S-Mod. Entonces

se induce en M una estructura de R-módulo via la multiplicación por escalares

dada por rx = f(r)x para cada r ∈ R y para cada x ∈ M . En tal caso, se

suele denotar por RM y SM al módulo M , visto como R-módulo y como S-

módulo, respectivamente, y se tiene que S(SM) ⊆ S(RM). En el caso particular
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de la proyección natural πI : R → R/I para un ideal I de R, si N ∈ R-Mod e

I ⊆ (0 : N), se cumple que S(RN) = S(R/IN).

Observación 1.32. Si R y S son anillos isomorfos, entonces R y S son

Morita equivalentes. De hecho, si F : R-Mod → S-Mod y G : S-Mod → R-Mod

son los funtores que representan la equivalencia entre las categoŕıas R-Mod y

S-Mod, entonces F (RM) = SM para cada R-módulo M y G(SN) = RN para

cada S-módulo N .

2. Descomposición de anillos

Sea R un anillo. Un elemento r ∈ R es central si rs = sr para cada s ∈
R. El centro de R, denotado por Z(R), es el conjunto de todos los elementos

centrales de R y es un subanillo de R. Un elemento e ∈ R es idempotente si

e2 = e. Dos idempotentes e, f ∈ R son ortogonales si ef = fe = 0. Se dice

que {e1, . . . , en} ⊆ R es un conjunto completo de idempotentes ortogonales si los

elementos ei son idempotentes y ortogonales (dos a dos)6 y, además, cumplen la

condición 1 = e1 + · · · + en. Un idempotente e ∈ R se llama primitivo si e no

puede escribirse como una suma de la forma e = e1 + e2, con e1, e2 idempotentes

ortogonales distintos de cero de R.

Observación 1.33. ([1, 1.16 y pág. 98]) Sean R un anillo y e ∈ R un

idempotente central. Entonces eRe = {ere | r ∈ R} tiene estructura de anillo

con elemento unitario e. Más aún, se verifican las igualdades Re = eR = eRe.

Proposición 1.34. [1, Proposición 7.6] Sean I1, . . . , In ideales distintos de

cero de un anillo R. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) RR =
n⊕
i=1

Ii.

(b) Como grupo abeliano, R es la suma directa de I1, . . . , In.

(c) Existe un conjunto completo de idempotentes ortogonales y centrales {e1, . . . , en} ⊆
R, tales que Ii = Rei = eiRei para cada i = 1, . . . , n.

Observación 1.35. ([1, pág. 98]) Sean R1, . . . , Rn anillos y sea R el anillo

que resulta de considerar el producto cartesiano R1 × · · · × Rn o
∏n

i=1Ri, con

6es decir, eiej = δijei, para i, j = 1, . . . , n
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las operaciones definidas componente a componente. Para cada j = 1, . . . , n,

sea ιj : Rj → R la j-ésima inyección canónica. Entonces, dado j ∈ {1, . . . , n},
el anillo ιj(Rj) es isomorfo al anillo Rj. Además, RR =

⊕n
j=1 ιj(Rj), donde

ι1(R1), . . . , ιn(Rn) son ahora vistos como ideales de R. En este caso, los idempo-

tentes centrales asociados son precisamente ι1(1R1), . . . , ιn(1Rn), con 1Ri el ele-

mento unitario del anillo Ri para cada i = 1, . . . , n.

Sea R un anillo. Si R = R1 × · · · × Rn para algunos anillos R1, . . . , Rn, se

suele llamar a R1 × · · · × Rn una descomposición de anillos de R. El anillo R

se llama inescindible (como anillo) si no admite una descomposición de anillos

con más de un factor. Equivalentemente, R es inescindible si, y sólo si, los únicos

idempotentes centrales de R son 0 y 1.

Como consecuencia de la última proposición se tiene la observación que pre-

sentamos enseguida.

Observación 1.36. Sean R1, . . . , Rn ideales distintos de cero de un anillo R.

Si RR =
⊕n

i=1 Ri, entonces cada M ∈ R-Mod tiene la descomposición canónica

M =
⊕n

i=1 eiM , con {e1, . . . , en} ⊆ R un conjunto completo de idempotentes

ortogonales centrales.

La siguiente proposición, cuya demostración es inmediata, nos será muy útil

más adelante.

Proposición 1.37. Sean R1, . . . , Rn ideales distintos de cero de un anillo

R y sea RR =
n⊕
i=1

Ri. Por la Proposición 1.34, existe un conjunto completo de

idempotentes ortogonales centrales {e1, . . . , en} en R, tales que Ri = Rei para

cada i = 1, . . . , n. Luego, dado i ∈ {1, . . . , n}, se tiene que, si Mi ∈ Ri-Mod,

entonces, para cada j = 1, . . . , n,

ejMi =

Mi, si i = j

0, si i 6= j

como R-módulos.
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3. Algunos anillos espećıficos

En esta sección se introducen varias clases de anillos ampliamente conocidos,

a los que haremos referencia más adelante, aśı como algunas de sus propiedades

más representativas. Tal es el caso de los anillos semisimples, los anillos locales

uniseriales y los anillos hereditarios, de los cuales nos ocuparemos en el Caṕıtulo

2, aśı como de los anillos puros semisimples. Relacionados con esta última clase de

anillos se encuentran ciertos funtores, llamados p-funtores, que han resultado ser

de gran utilidad para nuestros propósitos, como se puede apreciar en la Sección

2 del Caṕıtulo 4. Finalmente, dedicamos una pequeña subsección a los anillos de

matrices triangulares formales, cuyas propiedades nos permiten exhibir el ejemplo

del cual trata el Caṕıtulo 3.

3.1. Anillos semisimples. Un R-módulo M se llama semisimple si M =∑
{S ≤ M | S simple}. Como consecuencia inmediata de la Proposición 1.20 se

tiene la siguiente observación.

Observación 1.38. Un R-módulo M es semisimple si, y sólo si, Zoc(M) =

M .

Proposición 1.39. ([1, Lema 9.2]) Sean R un anillo y M ∈ R-Mod. Si M

es semisimple, entonces existe una familia independiente {Si}i∈I de submódulos

de M simples tales que M =
⊕

i∈I Si.

Proposición 1.40. ([1, Proposición 9.4]) Si 0→ K →M → N → 0 es una

sucesión exacta corta en R-Mod y M es un módulo semisimple, entonces tanto

K como N son módulos semisimples.

Observación 1.41. Una propiedad sobresaliente de R-simp, cuya prueba es

inmediata a partir del Lema de Schur, es que sus elementos son “homológica-

mente independientes”; es decir, dados S, T ∈ R-simp, S 6= T , se cumple que

HomR(S, T ) = 0.

Observación 1.42. Sea RJ un ideal izquierdo máximo de R. Entonces S :=

R/J es un R-módulo simple tal que
⋂
a∈R(J : a) = (0 : S), ya que, dado a ∈ R,

(J : a) coincide con el anulador izquierdo en R de a + J ∈ R/J . Más aún, si
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I es un ideal de R tal que I ≤ J , para cada a ∈ R se tiene que I ≤ (I : a).

Luego, puesto que (I : a) ≤ (J : a) para todo a ∈ R, se sigue de lo anterior que

I =
⋂
a∈R(J : a) = (0 : S).

Decimos que un anillo R es simple si sus únicos ideales son 0 y R. Se dice

que R es semisimple izquierdo si el módulo regular RR es semisimple. De manera

análoga se definen los anillos semisimples derechos.

Observación 1.43. Si R es un anillo semisimple izquierdo, entonces R es

una suma de un número finito de ideales izquierdos simples o mı́nimos, pues los

submódulos de RR son sus ideales izquierdos y R es un anillo con 1. Se sigue de

lo anterior que |R-simp| = n para algún n ≥ 1.

Proposición 1.44. ([1, Proposición 13.5]) Las siguientes condiciones son

equivalentes para un anillo R:

(a) R es simple y artiniano izquierdo.

(b) R es simple y artiniano derecho.

(c) R es simple y RR es semisimple.

(d) R es simple y RR es semisimple.

Teorema 1.45. (Wedderburn-Artin)

Un anillo R es semisimple izquierdo (derecho) si, y sólo si, es un producto directo

finito de anillos simples artinianos izquierdos (derechos).

Observación 1.46. Como consecuencia del Teorema de Wedderburn-Artin

y de la Proposición 1.44, todo anillo semisimple izquierdo es semisimple dere-

cho. En vista de lo anterior, se suele prescindir de los adjetivos “izquierdo” y

“derecho” al hacer referencia a dichos anillos.

Corolario 1.47. Todo anillo semisimple es artiniano izquierdo (derecho).

Si bien todo anillo semisimple resulta artiniano, en algunos textos se suele

llamar a estos anillos semisimples artinianos para distinguirlos de otras inter-

pretaciones (véase, por ejemplo, [52, pág. 169]).

Proposición 1.48. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
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(a) R es semisimple.

(b) Todo R-módulo es semisimple.

(c) Toda sucesión exacta corta se escinde.

(d) Todo R-módulo es inyectivo.

(e) Todo R-módulo es proyectivo.

(f) R ∼=
∏m

i=1Mni(Di), donde Di es anillo con división y ni ≥ 1 para cada

i = 1, . . . ,m.

Observación 1.49. La condición (f) de la proposición anterior es el famoso

Teorema de Estructura de Wedderburn-Artin.

Un resultado muy celebrado de Barbara Osofsky que caracteriza a los anillos

semisimples es el siguiente:

Teorema 1.50. [46] Las siguientes condiciones son equivalentes para un

anillo R:

(a) R es un anillo semisimple.

(b) Todo R-módulo finitamente generado es inyectivo.

(c) Todo R-módulo ćıclico es inyectivo.

3.2. Anillos locales uniseriales y artinianos principales. Recordemos

que un anillo es local si tiene un único ideal izquierdo máximo. Las siguientes

definiciones se encuentran en las referencias [17], [21] y [22]. Un anillo es com-

pletamente primario si es un anillo local y artiniano izquierdo (o derecho). Un

anillo R es primario si R ∼= Mn(S), con S un anillo completamente primario. Un

anillo uniserial izquierdo generalizado es un anillo artiniano izquierdo R con la

propiedad de que todo ideal izquierdo principal inescindible de R tiene una única

serie de composición como R-módulo izquierdo. Un anillo uniserial izquierdo es

un anillo uniserial izquierdo generalizado tal que es producto directo finito de

anillos primarios. Un anillo uniserial es un anillo uniserial tanto izquierdo como

derecho. Un anillo R es artiniano principal7 si R es un anillo artiniano izquierdo

y derecho y R es un anillo de ideales principales izquierdos y derechos. Un anillo

es casi-Frobenius si R es un anillo artiniano tal que todo ideal izquierdo y derecho

7o artiniano de ideales principales



3. ALGUNOS ANILLOS ESPECÍFICOS 29

es un anulador. Se dice que un anillo R es de Köthe si todo R-módulo izquierdo

y derecho es una suma directa de submódulos ćıclicos.

En [38], G. Köthe prueba el siguiente resultado:

Teorema 1.51. Todo anillo uniserial es un anillo de Köthe.

El siguiente teorema ofrece algunas caracterizaciones de los anillos uniseriales.

Teorema 1.52. [17, Teorema 4.1] Para un anillo R las siguientes condiciones

son equivalentes:

(a) R es uniserial.

(b) R es un anillo artiniano principal.

(c) R es un anillo de ideales principales izquierdos y casi-Frobenius.

(d) R es uniserial izquierdo y casi-Frobenius.

Como consecuencia del teorema anterior, se tiene el siguiente resultado:

Corolario 1.53. Sea R un anillo local uniserial. Entonces la ret́ıcula de

ideales izquierdos (derechos) de R es una cadena finita 0 = Jn < Jn−1 < · · · <
J2 < J < R, donde J es el radical de Jacobson de R y n ≥ 1.

Observación 1.54. Nótese que la cadena a la que hace referencia el corolario

anterior es precisamente la (única) serie de composición (de longitud n) tanto

de RR como de RR. Luego, gracias al corolario anterior, es posible hacer un

refinamiento del Teorema 1.51.

Corolario 1.55. [21, Corolario 3.2] Sea R un anillo local uniserial. Entonces

todo R-módulo es isomorfo a una suma directa de ideales de R.

Demostración. En vista del Teorema 1.51, basta con probar que todo R-

módulo ćıclico es isomorfo a un ideal de R. Aśı, sea Rx un módulo ćıclico. En-

tonces (0 : x) = Js para algún 0 ≤ s ≤ n. Ahora, como R es un anillo de ideales

principales, Jn−s = Ry para algún y ∈ R. Por lo tanto, Js = (0 : Jn−s) = (0 : y),

de donde Rx ∼= Ry = Jn−s. �

Los anillos del tipo Zpn , donde p es un número primo y n ≥ 1, proveen

ejemplos familiares de anillos locales uniseriales.
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3.3. Anillos puros semisimples. En la subsección anterior presentamos

la definición de los anillos de Köthe. Una generalización de esta clase de anillos,

propuesta por el Dr. Rogelio Fernández-Alonso, es la siguiente. Dado un conjunto

de R-módulos izquierdos (derechos) I, un anillo R es I-Köthe izquierdo (derecho)

si todo R-módulo izquierdo (derecho) es isomorfo a una suma directa de R-

módulos en I. Un anillo R es I-Köthe si es I-Köthe izquierdo y derecho. Además

de los anillos de Köthe, los anillos semisimples y los locales uniseriales son algunos

ejemplos de anillos I-Köthe para algún conjunto de R-módulos I.

De acuerdo con [13], un monomorfismo f : N → M en R-Mod es puro

si el morfismo inducido idL ⊗ f : L ⊗R N → L ⊗R M es inyectivo para cada

L ∈ Mod-R. Una sucesión exacta corta 0 → N
f→ M

g→ L → 0 en R-Mod

es pura exacta si el monomorfismo f es puro. Por su parte, M ∈ R-Mod se

llama puro inyectivo si el funtor HomR(−,M) preserva la exactitud de sucesiones

exactas puras. Se puede construir una teoŕıa homológica basada en resoluciones

inyectivas puras, en analoǵıa con las teoŕıas homológicas usuales. En particular,

tiene sentido considerar la dimensión inyectiva pura de un módulo y de este

modo definir la dimensión global pura de un anillo R como el supremo de las

dimensiones inyectivas puras de sus R-módulos izquierdos. Se dice que un anillo

R es puro semisimple izquierdo si la dimensión pura global izquierda de R es cero.

Equivalentemente, un anillo R es puro semisimple izquierdo si toda sucesión pura

exacta en R-Mod se escinde.

Ahora, consideremos el sistema de ecuaciones:

(§)
∑
j∈J

rijXj = mi, (i ∈ I),

donde (rij)i∈I,j∈J es una matriz con entradas en R, con |J | < ∞ y tal que

mi ∈ M para cada i ∈ I. Se dice que el sistema (§) es finitamente soluble en M

si, para cada I ′ ⊆ I finito, el subsistema
∑

i∈J rijXj = mi, con i ∈ I ′, es soluble

en M . Siguiendo a [36], M ∈ R-Mod es algebraicamente compacto si cualquier

sistema de la forma (§) y finitamente soluble en M tiene una solución global en

M . Finalmente, un R-módulo M es Σ-algebraicamente compacto si toda suma

directa de copias de M es algebraicamente compacto.
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Sea R un anillo tal que todo R-módulo izquierdo (derecho) es una suma di-

recta de módulos finitamente generados. Nos referiremos a dichos anillos como

F.G.-Köthe izquierdos (derechos). Claramente todo anillo F.G.-Köthe izquierdo

(derecho) es I-Köthe izquierdo (derecho), con I un conjunto completo e irre-

dundante de representantes de módulos finitamente generados. Más aún, como

consecuencia del siguiente teorema (espećıficamente, del inciso (b)), las clases de

anillos I-Köthe izquierdos (derechos) y F.G.-Köthe izquierdos (derechos) coinci-

den.

Dados un anillo R y un cardinal κ, se dice que un R-módulo M es κ-generado

si existe un conjunto {xi}i∈I ⊆M , con |I| = κ, que genera a M .

Teorema 1.56. ([36, Teorema 13]) Para un anillo R las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(a) Todo R-módulo izquierdo es una suma directa de módulos finitamente

generados.

(b) Existe un cardinal ℵ tal que todo R-módulo izquierdo es una suma directa

de módulos ℵ-generados.

(c) Todo R-módulo izquierdo es una suma directa de módulos inescindibles.

(d) Todo R-módulo izquierdo es algebraicamente compacto.

Corolario 1.57. Todo anillo I-Köthe izquierdo es F.G.-Köthe izquierdo.

Demostración. Supongamos que R es un anillo I-Köthe izquierdo, con

I ⊆ R-Mod. Consideremos el conjunto de cardinales I∗ = {|M | | M ∈ I}.
Nótese que I∗ está acotado superiormente; es decir, existe un cardinal ℵ tal que

κ ≤ ℵ para cada κ ∈ I∗ (de lo contrario, los cardinales formaŕıan un conjunto). Se

sigue que todo R-módulo izquierdo es una suma directa de módulos ℵ-generados,

de donde, por el teorema anterior, se concluye que R es F.G.-Köthe izquierdo. �

Teorema 1.58. ([36, Teorema 1]) Para M ∈ R-Mod las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(a) M es puro inyectivo.

(b) M es algebraicamente compacto.
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Teorema 1.59. ([36, Teorema 10]) Para M ∈ R-Mod las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(a) Existe un cardinal ℵ tal que todo producto directo de copias de M es una

suma directa de módulos ℵ-generados.

(b) M es Σ-algebraicamente compacto.

En resumen:

Corolario 1.60. Para un anillo R las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(a) R es I-Köthe izquierdo.

(b) R es F.G.-Köthe izquierdo.

(c) Existe un cardinal ℵ tal que todo R-módulo izquierdo es una suma directa

de módulos ℵ-generados.

(d) Todo R-módulo izquierdo es una suma directa de módulos inescindibles.

(e) Todo R-módulo izquierdo es algebraicamente compacto.

(f) Todo R-módulo izquierdo es Σ-algebraicamente compacto.

(g) Todo R-módulo izquierdo es puro inyectivo.

(h) R es puro semisimple izquierdo.

Corolario 1.61. Todo anillo puro semisimple izquierdo es un anillo F.G.-

Köthe izquierdo.

La siguiente proposición nos ofrece un camino alternativo para intentar lle-

gar a nuestra meta, a partir de condiciones aparentemente más débiles que las

recopiladas en el resultado anterior.

Proposición 1.62. ([35, Observación 7]) Sea R un anillo. Si tanto R como

HomZ(R,Q/Z) son Σ-algebraicamente compactos como R-módulos izquierdos,

entonces R es artiniano izquierdo.

Observación 1.63. En [10, Teorema 4.4], S. U. Chase, generalizando un re-

sultado de I. S. Cohen e I. Kaplansky establecido en [12], prueba que todo anillo

F.G.-Köthe (equivalentemente, puro semisimple izquierdo) es artiniano izquier-

do. Cabe mencionar que las clases de anillos F.G.-Köthe y artinianos izquier-

dos no coinciden. De hecho, C. Ringel construyó un ejemplo de anillo artiniano
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(izquierdo y derecho) cuya dimensión global pura es estrictamente mayor que

cero.8

3.3.1. p-Funtores. Una interesante caracterización para los módulos Σ-alge-

braicamente compactos involucra a los siguientes funtores.9

Definición 1.64. Un p-funtor sobre R-Mod es un subfuntor P del funtor que

olvida R-Mod→ Z-Mod tal que:

(i) Para cada M ∈ R-Mod, P (M) ≤M .

(ii) Para cada R-homomorfismo f : M → N , f(P (M)) ≤ P (N).

(iii) Para cada familia {Mi}i∈I en R-Mod, P (
∏

i∈IMi) =
∏

i∈I P (Mi).

Definición 1.65. Una matriz punteada sobre R es una pareja (A, α), donde

A es una matriz (aij)i∈I,j∈J tal que aij ∈ R, |J | <∞ y α ∈ J . Ahora bien, dada

una matriz punteada (A, α), se define el p-funtor [A, α] : R-Mod → Z-Mod

(llamado funtor matricial) como sigue. Para cada M ∈ R-Mod, el subgrupo

[A, α](M) es la α-ésima proyección del conjunto solución en M del siguiente

sistema homogéneo:

(§§)
∑
j∈J

aijXj = 0 para cada i ∈ I.

Es decir,

[A, α](M) = {m ∈M | ∃ una solución (mj) ∈MJ del sistema (§§) con mα = m}.

Observación 1.66. ([36, Observación 3]) Dado un funtor matricial [A, α] :

R-Mod → Z-Mod, se tiene que [A, α] = HomR(P, −)(p) para algunos P ∈ R-Mod

y p ∈ P , donde, para cada M ∈ R-Mod, HomR(P,M)(p) = {f(p) | f ∈
HomR(P,M)}. Rećıprocamente, todo funtor de la forma HomR(P, −)(p) es un

funtor matricial para alguna matriz A.

8Véase la observación de la página 707 en [35].

9Véase [36, Teorema 6].
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3.4. Anillos hereditarios. Un anillo R es hereditario izquierdo si todo

ideal izquierdo es proyectivo. Algunos ejemplos bien conocidos de anillos heredi-

tarios izquierdos son los anillos semisimples, los dominios de ideales principales,

entre otros.

El teorema que se presenta a continuación describe el comportamiento de los

funtores Ext sobre los anillos hereditarios.10

Teorema 1.67. ([51, Ejercicio 9.3, Teorema 9.5, Corolario 9.6]) Para un

anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) R es hereditario izquierdo.

(b) lpD(R) ≤ 1, donde lpD(R) denota la dimensión proyectiva global izquier-

da del anillo R.

(c) ExtnR(M,N) = 0 para cualesquiera M,N ∈ R-Mod y para todo n ≥ 2.

Como consecuencia del Teorema 1.67 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.68. Sea R un anillo hereditario izquierdo con centro Z(R).

Sean M ∈ R-Mod, S un subanillo de Z(R), z ∈ S y µMz : M → M la mul-

tiplicación por z; es decir, tal que, para cada x ∈ M , µMz (x) = zx. Si µMz es

un monomorfismo, entonces, para cada N ∈ R-Mod, (µMz )∗ : ExtR(M,N) →
ExtR(M,N) es un epimorfismo de S-módulos. En particular, si S es un dominio

entero y µMz : M → M es un monomorfismo para cada z ∈ S (es decir, M

es libre de torsión como un S-módulo), entonces ExtR(M,N) es un S-módulo

divisible para cada N ∈ R-Mod en virtud de la Proposición C.6.

3.5. Anillos de matrices triangulares formales. Dados dos anillos R,

S y un R-S-bimódulo M , es posible construir un nuevo anillo Λ =

(
S 0

M R

)
como sigue.

10Véase el Apéndice C.
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Definición 1.69. ([29, Ejercicio 1C]) Sean R y S anillos y sea M ∈ R-S-

Mod. Se denota por

(
S 0

M R

)
al grupo abeliano S ⊕M ⊕ R, donde las ternas

(s, x, r) de S ⊕M ⊕R se escriben como matrices formales

(
s 0

x r

)
.

Observación 1.70. ([29, Ejercicio 1C, incisos (a) y (c)])

1. Las reglas usuales de suma y multiplicación de matrices:(
s 0

x r

)
+

(
s′ 0

x′ r′

)
=

(
s+ s′ 0

x+ x′ r + r′

)

(
s 0

x r

)(
s′ 0

x′ r′

)
=

(
ss′ 0

xs′ + rx′ rr′

)

inducen en

(
S 0

M R

)
una estructura de anillo.

2. El conjunto

(
0 0

M 0

)
=

{(
0 0

x 0

)∣∣∣∣x ∈M
}
⊆

(
S 0

M R

)
es un ideal de(

S 0

M R

)
. Más aún, bajo el isomorfismo de grupos abelianos natural en-

tre M y

(
0 0

M 0

)
, resulta que los R-submódulos izquierdos (S-submódu-

los derechos, R-S-sub-bimódulos) de M están en correspondencia con los

ideales izquierdos (ideales derechos, ideales) de

(
S 0

M R

)
contenidos en(

0 0

M 0

)
.

3. Notemos que las proyecciones canónicas πS : Λ→ S y πR : Λ→ R tales

que πS

((
s 0

x r

))
= s y πR

((
s 0

x r

))
= r son homomorfismos de

anillos. Luego, tanto R como S son Λ-módulos. Más aún, al ser πR y

πS homomorfismos de anillos suprayectivos, resulta que S(RR) = S(ΛR)

y S(SS) = S(ΛS).
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Definición 1.71. Un anillo de matrices triangulares (inferiores) formales es

uno de la forma

(
S 0

M R

)
, descrito en la observación anterior.

El siguiente teorema caracteriza a los anillos de matrices triangulares formales

que son artinianos.

Teorema 1.72. ([3, Proposición III.2.1]) Sea Λ =

(
S 0

M R

)
, donde R y S

son anillos y M ∈ R-S-Mod.

(a) Λ es artiniano izquierdo si, y sólo si, R y S son artinianos izquierdos y

M es un R-módulo izquierdo finitamente generado.

(b) Λ es artiniano derecho si, y sólo si, R y S son artinianos derechos y M

es un S-módulo derecho finitamente generado.

Demostración. Probaremos el inciso (a); la verificación del inciso (b) es

similar. Supongamos primero que Λ es artiniano izquierdo. De la Observación

1.70, 3., y de la Proposición 1.24 se sigue que R y S son artinianos izquierdos. Por

otro lado, en vista del Teorema de Hopkins-Levitzki, Λ es también noetheriano

izquierdo, de modo que, en virtud de la Proposición 1.21 y de la Observación

1.70, 2.,

(
0 0

M 0

)
es finitamente generado como Λ-módulo. Luego, por hipótesis

y por la Proposición 1.25, ocurre que

(
0 0

M 0

)
∈ Λ-Mod es noetheriano, lo cual,

de nuevo por la Observación 1.70, 2., implica que M es un R-módulo izquierdo

noetheriano. Finalmente, de la Proposición 1.21 se deduce que M ∈ R-Mod es

finitamente generado.

Para la rećıproca, supongamos ahora que R y S son artinianos izquierdos y

que M es un R-módulo izquierdo finitamente generado. Entonces, por la Obser-

vación 1.70, 3., R y S son artinianos como Λ-módulos izquierdos. Notemos que

Λ′ :=

(
S 0

0 R

)
es un subanillo de Λ que es isomorfo a S ×R, de manera que Λ′

es también un Λ-módulo artiniano por la Proposición 1.23, (2). Por otro lado,

puesto que, por hipótesis, R es artiniano izquierdo y M es un R-módulo izquierdo

finitamente generado, se sigue de la Proposición 1.24 que M es artiniano como
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R-módulo. Luego, por la Observación 1.70, 2., el ideal

(
0 0

M 0

)
es artiniano

como Λ-módulo. Consideremos la sucesión exacta corta:

0→

(
0 0

M 0

)
→ Λ→ Λ′ → 0

Entonces, en virtud de lo anterior y de la Proposición 1.23, (1), Λ es artiniano

izquierdo, con lo que concluimos la demostración. �

4. Prerradicales

Un prerradical sobre el anillo R es un subfuntor11 del funtor identidad sobre

la categoŕıa R-Mod; es decir, un prerradical sobre R es un funtor σ : R-Mod→
R-Mod tal que σ(M) ≤M para cadaM ∈ R-Mod y, para cada f ∈ HomR(M,N),

f(σ(M)) ≤ σ(N). Se denota por R-pr a la clase de todos los prerradicales sobre

R.

Existe un orden parcial natural en R-pr dado por σ � τ si σ(M) ≤ τ(M)

para cada M ∈ R-Mod. Con el orden parcial anterior, en R-pr las operaciones

reticulares de disyunción (o supremo) y conjunción (o ı́nfimo) están dadas co-

mo sigue: (σ ∨ τ)(M) = σ(M) + τ(M) y (σ ∧ τ)(M) = σ(M) ∩ τ(M) para

cada M ∈ R-Mod. Las operaciones reticulares anteriores pueden generalizarse

para subclases arbitrarias de prerradicales, por lo que R-pr resulta ser una gran

ret́ıcula completa.12 Los elementos mayor y menor de R-pr son los funtores iden-

tidad y cero en R-Mod, denotados por 1̂ y 0̂, respectivamente. Otros ejemplos de

prerradicales son los siguientes. Dada una clase de R-módulos U , consideremos a

los funtores TrU(−) : R-Mod→ R-Mod y RejU(−) : R-Mod→ R-Mod que a cada

R-módulo M le asignan, respectivamente, la traza de M respecto a U , TrU(M),

y el rechazo de M respecto a U , RejU(M). Entonces, por definición y en vista

de la Proposición 1.17, tanto TrU(−) como RejU(−) son prerradicales sobre R.

En particular, los funtores Zoc(−) = TrR-simp(−) y Rad(−) = RejR-simp(−)13 que

asignan a cada módulo su zoclo y su radical, respectivamente, son prerradicales.

11véase el Apéndice B

12Véase el Apéndice A.

13ver la Observación 1.19
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En R-pr existen además dos operaciones llamadas el producto (denotado por

“·”) y coproducto (denotado “:”), definidas como sigue: para cada M ∈ R-Mod,

(σ · τ)(M) = σ(τ(M)) y (σ : τ)(M) es tal que (σ : τ)(M)/σ(M) = τ(M/σ(M)).

Se dice que σ ∈ R-pr es idempotente si σσ := σ · σ = σ; es decir, si σ es

idempotente con respecto a la operación producto de R-pr. Dualmente, decimos

que σ ∈ R-pr es radical si σ es idempotente respecto al coproducto de R-pr;

es decir, si (σ : σ) = σ, o, equivalentemente, si σ(M/σ(M)) = 0 para cada

M ∈ R-Mod. Claramente, 0̂ y 1̂ son radicales idempotentes. Por otra parte, de

la Proposición 1.18 se sigue que, dada una clase de R-módulos U , TrU(−) es un

prerradical idempotente y RejU(−) es un radical.

Sea OR la clase de todos los ordinales. Definimos a continuación las potencias

de un prerradical. Para γ ∈ OR y σ ∈ R-pr, el prerradical σγ se define recursi-

vamente como sigue: σ0 = 1̂, σγ+1 = σσγ y ση =
∧
{σγ | γ ∈ OR, γ < η} si η

es un ordinal ĺımite. Nótese que si γ y η son ordinales tales que γ < η, entonces

ση � σγ. De lo anterior resulta que σ̂ :=
∧
{σγ | γ ∈ OR} es el mayor prerradical

idempotente menor o igual que σ. Las copotencias de un prerradical σ, denotadas

por σ(γ), con γ ∈ OR, se definen de manera similar: σ(0) = 0̂, σ(γ+1) = (σ(γ) : σ)

y σ(η) =
∨
{σ(γ) | γ ∈ OR, γ < η} si η es un ordinal ĺımite. En este caso, se tiene

que σ :=
∨
{σ(γ) | γ ∈ OR} es el menor radical mayor o igual que σ.

La proposición que presentamos enseguida se refiere a la distributividad del

producto y del coproducto de prerradicales respecto a conjunciones y disyun-

ciones arbitrarias.

Proposición 1.73. [47, Teorema 8, 2.] Dados I una clase de ı́ndices, {σα}α∈I ⊆
R-pr y τ ∈ R-pr, se tiene que:

(1)

(∧
α∈I
σα

)
τ =

∧
α∈I

(σατ).

(2)

(∨
α∈I
σα

)
τ =

∨
α∈I

(σατ).

(3)

(
τ :
∧
α∈I
σα

)
=
∧
α∈I

(τ : σα).

(4)

(
τ :
∨
α∈I
σα

)
=
∨
α∈I

(τ : σα).
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Por su parte, el resultado que se presenta a continuación ilustra las propiedades

de cerradura de las clases de prerradicales idempotentes y radicales: en el primer

caso, bajo disyunciones arbitrarias; en el segundo, bajo conjunciones arbitrarias.

Proposición 1.74. ([7, Proposición I.4.7]) Las clases de prerradicales idem-

potentes son cerradas bajo supremos arbitrarios; las clases de radicales lo son

bajo ı́nfimos arbitrarios.

La siguiente propiedad se verifica directamente.

Proposición 1.75. [6, Proposición 1,(ii)] Para cada σ ∈ R-pr, si M,N ∈
R-Mod son tales que N ≤M , entonces (σ(M) +N)/N ≤ σ(M/N).

Proposición 1.76. [6, Proposición 7] Sea σ ∈ R-pr un radical y sean N,M ∈
R-Mod tales que N ≤ σ(M). Entonces σ(M/N) = σ(M)/N .

Demostración. De la proposición anterior se sigue que σ(M)/N ≤ σ(M/N).

Consideremos la proyección p : M/N → M/N

/
σ(M)/N . Por las propiedades

de los prerradicales y por el tercer teorema de isomorfismo de Noether se tiene

que σ(M/N)

/
σ(M)/N = p(σ(M/N)) ≤ σ

(
M/N

/
σ(M)/N

)
∼= σ(M/σ(M)).

Ahora, como σ es radical, σ(M/σ(M)) = 0, de donde σ(M/N) = σ(M)/N . �

De las proposiciones 1.74 y 1.76 se sigue que las potencias de un radical son

también radicales, como lo establece la siguiente proposición.

Proposición 1.77. Si σ ∈ R-pr es un radical, entonces, para cada γ ∈ OR,

σγ también es un radical.

Demostración. Procedemos por inducción transfinita sobre γ. Claramente,

como σ0 = 1̂, se tiene que σ0 es radical. Supongamos ahora que ση es radical

y veamos que ση+1 también lo es. Sea M ∈ R-Mod. Por la Proposición 1.76

se sigue que ση (M/ση+1(M)) = ση(M)/ση+1(M). Luego, ση+1 (M/ση+1(M)) =

σ (ση (M/ση+1(M))) = σ(ση(M)/ση+1(M)) = σ(ση(M)/σ(ση(M))) = 0 por ser

σ un radical. Por lo tanto, ση+1 es un radical.

Finalmente, supongamos que η es un ordinal ĺımite y que σγ es un radical

para todo ordinal γ < η. Por definición, ση =
∧
{σγ | γ ∈ OR, γ < η}, de donde,

por la Proposición 1.74, ση es un radical. �
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La siguiente proposición describe el comportamiento de los prerradicales bajo

sumas y productos directos.

Proposición 1.78. ([6, Proposición 2]) Sean σ ∈ R-pr y {Mi}i∈I ⊆ R-Mod,

entonces:

(1) σ

(⊕
i∈I
Mi

)
=
⊕
i∈I
σ(Mi).

(2) σ

(∏
i∈I
Mi

)
≤
∏
i∈I
σ(Mi).

Demostración. (1). Para cada j ∈ I, sean ιj : Mj →
⊕

i∈IMi, ι
′
j :

σ(Mj) →
⊕

i∈I σ(Mi) las inclusiones canónicas y sean πj :
⊕

i∈IMi → Mj las

proyecciones canónicas. Dado j ∈ I, se tiene que πj
(
σ
(⊕

i∈IMi

))
≤ σ(Mj). Sea

x = (xi)i∈I ∈ σ
(⊕

i∈IMi

)
≤
⊕

i∈IMi. Se sigue que xj = πj(x) ∈ σ(Mj) para

cada j ∈ I, de donde x ∈
⊕

i∈I σ(Mi). Por tanto, σ
(⊕

i∈IMi

)
≤
⊕

i∈I σ(Mi).

Para la otra desigualdad, observemos que, como consecuencia de la Proposición

1.6, existe un único homomorfismo f :
⊕

i∈I σ(Mi) → σ(
⊕

i∈IMi) tal que el

siguiente diagrama conmuta para cada j ∈ I:

σ(Mj)
ι′j

//

σ(ιj)
��

�

⊕
i∈I
σ(Mi)

fzzv v
v

v
v

σ

(⊕
i∈I
Mi

)
En virtud de lo anterior y de la Observación 1.7 resulta que

⊕
i∈I σ(Mi) ≤

σ
(⊕

i∈IMi

)
, con lo que se tiene la igualdad.

Para la demostración de (2) se aplica un argumento similar al de la primera

parte de la prueba de (1). �

A continuación se presentan diversas propiedades de cerradura para clases en

R-Mod, a algunas de las cuales nos referiremos en el transcurso de este trabajo.

Definición 1.79. Sea C una clase no vaćıa de R-módulos. Se dice que C es

cerrada bajo:

1. cocientes si, dado M ∈ R-Mod, con M ∈ C, se tiene que M/N ∈ C para

todo N ≤M .
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2. submódulos si, dado M ∈ R-Mod, con M ∈ C, se tiene que N ∈ C para

todo N ≤M .

3. epimorfismos si, dado un epimorfismo f : M � N de R-módulos, con

M ∈ C, se tiene que N ∈ C.

4. monomorfismos si, dado un monomorfismo f : N � M de R-módulos,

con M ∈ C, se tiene que N ∈ C.

5. isomorfismos si, dado un isomorfismo f : M → N , con M ∈ C, se tiene

que N ∈ C.

6. sumas directas si, dada una familia {Mi}i∈I de R-módulos, con Mi ∈ C
para cada i ∈ I, se tiene que

⊕
i∈IMi ∈ C.

7. productos directos si, dada una familia {Mi}i∈I de R-módulos, con Mi ∈
C para cada i ∈ I, se tiene que

∏
i∈IMi ∈ C.

8. cápsulas inyectivas si, para cada M ∈ C, se cumple que EM ∈ C.

9. extensiones si, para cada sucesión exacta 0 → N → M → L → 0 en

R-Mod, con N,L ∈ C, se tiene que M ∈ C.

Observación 1.80. Nótese que una clase de R-módulos C es cerrada bajo

epimorfismos (monomorfismos) si, y sólo si, C es cerrada bajo cocientes (submódu-

los) e isomorfismos.

Enseguida se introducen ciertas clases de módulos definidas mediante las

propiedades anteriores.

Definición 1.81. Sea T una clase no vaćıa en R-Mod. Se dice que T es

una clase de pretorsión si es cerrada bajo sumas directas y epimorfismos. Se

llama a T una clase prelibre de torsión si es cerrada bajo productos directos y

monomorfismos. Una clase de pretorsión en R-Mod se llama hereditaria si es

cerrada bajo monomorfismos. Una clase prelibre de torsión se llama hereditaria

(cohereditaria) si es cerrada bajo cápsulas inyectivas (epimorfismos). Por su

parte, una clase de torsión es una clase de pretorsión cerrada bajo extensiones,

mientras que una clase libre de torsión es una clase prelibre de torsión que es

cerrada bajo extensiones.

Como en [47], para cada σ ∈ R-pr, sea Tσ = {σ(M) |M ∈ R-Mod }.
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Observación 1.82. Nótese que Tσ es una clase cerrada bajo isomorfismos.

Asimismo, por la Proposición 1.78, Tσ es siempre cerrada bajo sumas directas.

Más aún, por la Proposición 1.76, si σ es un radical, Tσ es cerrada bajo cocientes.

El resultado auxiliar que presentamos a continuación nos ofrece un criterio

para decidir si un prerradical es 0̂.

Lema 1.83. [47, Lema 6] Sea σ ∈ R-pr. Si σ(ES) = 0 para cada S ∈ R-simp,

entonces σ = 0̂.

Demostración. En vista del Ejemplo 1.14, para cada M ∈ R-Mod existe

un monomorfismo f : M � (
∏

R-simpES)X para algún conjunto X. Luego, por

la definición de prerradical y por la Proposición 1.78, se tiene que f(σ(M)) ≤
σ((
∏

R-simp ES)X) ≤ (
∏

R-simp σ(ES))X = 0. Por lo tanto, σ(M) = 0. Concluimos

que σ = 0̂. �

Como en [47], para cada σ ∈ R-pr, sean Tσ = {M ∈ R-Mod | σ(M) = M} y

Fσ = {M ∈ R-Mod | σ(M) = 0}.
El siguiente resultado de la Teoŕıa de Torsión es bien conocido.

Proposición 1.84. [55, Proposición VI.1.4] Sea R un anillo. Entonces hay

una correspondencia biuńıvoca entre prerradicales idempotentes y clases de pre-

torsión en R-Mod, dada por σ 7→ Tσ. De manera dual, existe una corresponden-

cia biuńıvoca entre radicales y clases prelibres de torsión en R-Mod, dada por

σ 7→ Fσ.

Un prerradical sobre el anillo R es exacto izquierdo si como funtor sobre

R-Mod es exacto izquierdo. La proposición que se presenta a continuación da

condiciones equivalentes para esta clase de prerradicales que resultan de especial

interés para nuestros propósitos, como se verá en el Caṕıtulo 4.

Proposición 1.85. [55, Proposición VI.1.7] Sea σ ∈ R-pr. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) σ es exacto izquierdo.

(b) Para cada M ∈ R-Mod y para cada N ≤M , σ(N) = σ(M) ∩N .

(c) σ es idempotente y Tσ es cerrada bajo monomorfismos.
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A la luz de la definición de clase de pretorsión hereditaria, el siguiente resul-

tado se obtiene de inmediato a partir de la proposición anterior.

Corolario 1.86. [55, Corolario VI.1.8] Sea R un anillo. Entonces existe

una correspondencia biuńıvoca entre prerradicales exactos izquierdos y clases de

pretorsión hereditarias en R-Mod.

Un prerradical σ ∈ R-pr se dice t-radical si σ(M) = σ(R)M para cada

M ∈ R-Mod.

Proposición 1.87. Sea R un anillo. Existe una correspondencia biuńıvoca

entre t-radicales y clases de prelibres de torsión cohereditarias en R-Mod.

Observación 1.88. Todo prerradical exacto izquierdo es idempotente y todo

t-radical es radical.

La siguiente proposición, que exhibe propiedades de cerradura de las clases

de prerradicales recientemente definidos, se prueba directamente a partir de las

definiciones de los mismos.

Proposición 1.89. ([7, Proposición I.4.7]) Las clases de prerradicales exac-

tos izquierdos son cerradas bajo ı́nfimos arbitrarios, mientras que las clases de

t-radicales son cerradas bajo supremos arbitrarios.

Un submódulo N de un R-módulo M se llama totalmente invariante si

f(N) ≤ N para cada R-homomorfismo f : M → M . En tal caso, se suele es-

cribir N ≤fi M . Denotamos por Sfi(M) a la ret́ıcula de submódulos totalmente

invariantes de M . Un par de ejemplos importantes de submódulos totalmente

invariantes son los siguientes. Dado S ∈ R-simp, se sigue que S es totalmente

invariante en su cápsula inyectiva, ES. Por su parte, los submódulos totalmente

invariantes del anillo R son precisamente sus ideales (bilaterales).

Los siguientes tipos de prerradicales, conocidos como prerradicales alfa y

omega, son de gran importancia.

Definición 1.90. Sean M ∈ R-Mod y N ≤fi M . Dado K ∈ R-Mod, los

prerradicales αMN y ωMN se definen como sigue:

αMN (K) :=
∑
{f(N) | f ∈ HomR(M,K)} ,
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ωMN (K) :=
⋂
{g←(N) | g ∈ HomR(K,M)} .

Observación 1.91. De la definición anterior se sigue, en particular, que

αM0 = 0̂ y ωMM = 1̂ para cada M ∈ R-Mod.

La siguiente propiedad de los prerradicales alfa y omega nos será de utilidad

en la Sección 1 del Caṕıtulo 4.

Proposición 1.92. Sean M,M ′, N,N ′ ∈ R-Mod tales que N ≤fi M y

N ′ ≤fi M ′. Sean iN : N ↪→ M, iN ′ : N ′ ↪→ M ′ las inclusiones naturales.

Supongamos que existen R-isomorfismos f : M →M ′ y g : N → N ′ tales que el

siguiente diagrama conmuta:

M
f
//

	

M ′

N
g
//

?�

iN

OO

N ′
?�

iN′

OO

Entonces αMN = αM
′

N ′ y ωMN = ωM
′

N ′ .

Demostración. Sea L ∈ R-Mod. Por definición de prerradical alfa, se

tiene que αMN (L) =
∑
{h(N) | h ∈ HomR(M,L)}. Luego, por la conmuta-

tividad del diagrama anterior y en vista de que tanto f como g son isomor-

fismos, αMN (L) =
∑
{h(iN(N)) | h ∈ HomR(M,L)} =

∑
{h(f−1iN ′ g(N)) |

h ∈ HomR(M,L)} =
∑
{hf−1(iN ′(N

′)) | h ∈ HomR(M,L)} =
∑
{hf−1(N ′) |

hf−1 ∈ HomR(M ′, L)} ≤ αM
′

N ′ (L). De manera similar se verifica que αM
′

N ′ (L) ≤
αMN (L). Por lo tanto, αMN = αM

′

N ′ .

Por su parte, por la definición de prerradical omega, se tiene que ωMN (L) =⋂
{k←(N) | k ∈ HomR(L,M)} =

⋂
{k←(iN(N)) | k ∈ HomR(L,M)}, de donde,

al ser el diagrama anterior conmutativo y ya que f y g son isomorfismos, se sigue

que ωMN (L) =
⋂
{k←(f−1iN ′ g(N)) | k ∈ HomR(L,M)} =

⋂
{k←(f−1iN ′(N

′)) |
k ∈ HomR(L,M)} =

⋂
{k←(f−1(N ′)) | k ∈ HomR(L,M)} =

⋂
{(fk)←(N ′) |

fk ∈ HomR(L,M ′)} ≥ ωM
′

N ′ (L). Análogamente, ωM
′

N ′ (L) ≥ ωMN (L). Por lo tanto,

ωMN = ωM
′

N ′ . �
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Observación 1.93. De hecho, en principio, los prerradicales αMN y ωMN

pueden ser definidos para todo submódulo N de un módulo M ; sin embargo, en

caso de ser N totalmente invariante, resulta que αMN (M) = N y ωMN (M) = N .14

Observación 1.94. Notemos que, dados M,K ∈ R-Mod, αMM (K) = TrM(K)

y ωM0 (K) = RejM(K). Más aún, dada una clase de R-módulos U , se sigue

de lo anterior que TrU(K) =
∑

U∈U α
U
U (K) = (

∨
U∈U α

U
U )(K) y RejU(K) =⋂

U∈U ω
U
0 (K) = (

∧
U∈U ω

U
0 )(K). En particular, Zoc(K) = (

∨
S∈R-simp α

S
S)(K) y

Rad(K) = (
∧
S∈R-simp ω

S
0 )(K).

La propiedad que presentamos a continuación se sigue de inmediato a partir

de la definición de prerradical alfa y omega.

Lema 1.95. [47] Dado M ∈ R-Mod, si K,N ≤fi M son tales que K ≤ N ,

entonces αMK � αMN y ωMK � ωMN .

Proposición 1.96. ([7, Proposición I.6.2]) Sean M,N ∈ R-Mod. Entonces

N ≤fi M si, y sólo si, existe σ ∈ R-pr tal que σ(M) = N .

Demostración. La necesidad es consecuencia inmediata de la Observación

1.93. Para la suficiencia, supongamos que N = σ(M), con σ ∈ R-pr, y sea

f ∈ HomR(M,M). Entonces, como f(N) = f(σ(M)) ≤ σ(M) = N , se tiene que

N es submódulo totalmente invariante de M . �

Proposición 1.97. ([47, Proposición 5]) Sean M,N ∈ R-Mod y σ ∈ R-pr.

Entonces σ(M) = N si, y sólo si, N ≤fi M y αMN � σ � ωMN .

Demostración. Dado L ∈ R-Mod, si N = σ(M) y f ∈ HomR(M,L),

se tiene que f(N) = f(σ(M)) ≤ σ(L), de donde αMN (L) ≤ σ(L). Por otra

parte, si g ∈ HomR(L,M), entonces g(σ(L)) ≤ σ(M) = N . Luego, σ(L) ≤
g←(g(σ(L))) ≤ g←(σ(M)) = g←(N), lo cual implica que σ(L) ≤ ωMN (L). Por

lo tanto, αMN � σ � ωMN . Rećıprocamente, si αMN � σ � ωMN , entonces, por la

Observación 1.93, se sigue que N = αMN (M) ≤ σ(M) ≤ ωMN (M) = N ; es decir,

N = σ(M), con lo que concluimos la demostración. �

14Véase ([7, I.6]).
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De la proposición anterior se sigue que, si M ∈ R-Mod y N es un submódulo

totalmente invariante de M , entonces αMN y ωMN son, respectivamente, el menor

y el mayor prerradicales que mandan a M en N . El siguiente resultado nos dice

que todo prerradical se describe en términos de los prerradicales alfa y omega.

Proposición 1.98. ([49, Observación 1]) Sea σ ∈ R-pr. Entonces:

(1) σ =
∨
{αMσ(M) |M ∈ R-Mod}.

(2) σ =
∧
{ωMσ(M) |M ∈ R-Mod}.

Demostración. Probaremos la igualdad (1), toda vez que la igualdad (2)

se verifica de manera dual. Sea M ∈ R-Mod. Por la Proposición 1.97, se tiene

que αMσ(M) � σ, de donde
∨
R-Mod α

M
σ(M) � σ. Por otro lado, si L ∈ R-Mod, de

la Observación 1.93 se sigue que σ(L) = αLσ(L)(L) ≤ (
∨
R-Mod α

M
σ(M))(L); es decir,

σ �
∨
R-Mod α

M
σ(M). Concluimos que σ =

∨
R-Mod α

M
σ(M). �

La siguiente propiedad caracteriza al funtor identidad sobre la categoŕıa

R-Mod como prerradical.

Proposición 1.99. Sea σ ∈ R-pr. Entonces σ(R) = R si, y sólo si, σ = 1̂.

Demostración. Supongamos que σ(R) = R y sea M ∈ R-Mod. En vista

del Lema 1.1, se tiene que αRσ(R)(M) =
∑
{f(σ(R)) | f ∈ HomR(R,M)} =

σ(R)M . Luego, por la Proposición 1.97, M = RM = σ(R)M = αRσ(R)(M) ≤
σ(M). Por otra parte, siempre se cumple que σ(M) ≤ M por la definición de

prerradical. Por lo tanto, σ(M) = M ; es decir, σ = 1̂. La rećıproca es clara. �

Proposición 1.100. [47, Teorema 7] La gran ret́ıcula de prerradicales sobre

el anillo R es atómica y coatómica.15 De hecho,

(1)
{
αESS

∣∣ S ∈ R-simp
}

es el conjunto de átomos de R-pr.

(2)
{
ωRI
∣∣ I es un ideal máximo de R} es el conjunto de coátomos de R-pr.

Demostración. (1). Sea S ∈ R-simp y sea τ ∈ R-pr tal que τ ≺ αESS .

Luego, por la Proposición 1.97, τ(ES) = 0. Sea S ′ ∈ R-simp, con S ′ 6= S,

entonces τ(ES ′) ≤ αESS (ES ′) = 0. Se sigue del Lema 1.83 que τ = 0̂. Por tanto,

15Véase la Sección 1 del Apéndice A.



4. PRERRADICALES 47

αESS es un átomo en R-pr. Ahora, sea σ ∈ R-pr tal que σ 6= 0̂. Entonces,

nuevamente por el Lema 1.83, existe S ∈ R-simp tal que σ(ES) 6= 0. Se sigue

que S ≤ σ(ES). Luego, por el Lema 1.95 y por la Proposición 1.97, αESS �
αESσ(ES) � σ, con lo que concluimos la prueba de (1).

(2). Sea I un ideal máximo de R y sea τ ∈ R-pr tal que ωRI ≺ τ . Entonces,

por la Proposición 1.97, se tiene que I < τ(R). Luego, como τ(R) es un ideal de

R e I es un ideal máximo, debe ocurrir que τ = 1̂ en virtud de la Proposición

1.99. Se sigue que ωRI es un coátomo de R-pr. Ahora, sea σ ∈ R-pr, con σ 6= 1̂.

De nuevo por la Proposición 1.99, σ(R) 6= R, y, por tanto, debe existir un ideal

máximo I de R tal que σ(R) ≤ I. Por el Lema 1.95 y por la Proposición 1.97

se sigue que σ � ωRσ(R) � ωRI , con lo que concluimos la demostración. �

Algunas clases especiales de prerradicales pueden describirse en términos de

prerradicales alfa y omega, como se presenta a continuación.

Teorema 1.101. ([48, Proposición 2.1]) Dado σ ∈ R-pr, se tiene que:

(1) σ es idempotente si, y sólo si, σ =
∨{

αMM
∣∣ M ∈ Tσ }.

(2) σ es un radical si, y sólo si, σ =
∧{

ωM0
∣∣ M ∈ Fσ }.

(3) σ es exacto izquierdo si, y sólo si, σ =
∧{

ωQσ(Q)

∣∣ Q ∈ E }, donde E
denota la clase de todos los R-módulos izquierdos inyectivos.

(4) σ es un radical exacto izquierdo si, y sólo si, σ =
∧{

ωQ0
∣∣ Q ∈ E ∩ Fσ }.

(5) σ es un t-radical si, y sólo si, σ = αRσ(R).

Demostración. (1). Sea σ un prerradical idempotente. Por la Proposición

1.97, si M ∈ R-Mod es tal que σ(M) = M , entonces se tiene que αMM � σ. Se

sigue que
∨{

αMM
∣∣ M ∈ Tσ } � σ. Por otra parte, si L ∈ R-Mod, entonces, como

σ es idempotente, σ(σ(L)) = σ(L). Ahora bien, consideremos la inclusión natural

σ(L) ↪→ L. De la Observación 1.93 se sigue que σ(L) = α
σ(L)
σ(L)(σ(L)) ≤ α

σ(L)
σ(L)(L),

de donde σ �
∨{

αMM
∣∣ M ∈ Tσ }, lo que prueba la igualdad. Rećıprocamente,

para cada M ∈ R-Mod, se sigue de la Observación 1.94 y de la Proposición

1.18,(1), que αMM = TrM(−) es idempotente. Luego, por la Proposición 1.74,

σ =
∨{

αMM
∣∣ M ∈ Tσ } es idempotente.

(2). Sea σ un radical. De nuevo por la Proposición 1.97, para cada M ∈
R-Mod tal que σ(M) = 0 se tiene que σ � ωM0 . Luego, σ �

∧{
ωM0

∣∣ M ∈ Fσ }.
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Por otro lado, dado L ∈ R-Mod, como σ es radical, se sigue que σ(L/σ(L)) = 0.

Consideremos ahora la proyección natural L
p→ L/σ(L). Entonces ω

L/σ(L)
0 (L) ≤

Nu(p) = σ(L), de donde
∧{

ωM0
∣∣ M ∈ Fσ } � σ, con lo que se tiene la igualdad.

Para la suficiencia, sea M ∈ R-Mod. Se sigue de la Observación 1.94 y de la

Proposición 1.18,(2), que ωM0 = RejM(−) es radical, de donde, por la Proposición

1.74, σ =
∧{

ωM0
∣∣ M ∈ Fσ} es radical.

(3). Sea σ un prerradical exacto izquierdo y sea Q ∈ E . Una vez más por la

Proposición 1.97, se tiene que σ � ωQσ(Q). Por tanto, σ �
∧{

ωQσ(Q)

∣∣ Q ∈ E }.

Por otra parte, por la Proposición 1.85, para cada L ∈ R-Mod se cumple que

σ(L) = L ∩ σ(EL) = i←(σ(EL)), donde L
i→ EL es la inclusión en la cápsula

inyectiva. Luego, ωELσ(EL)(L) ≤ σ(L), de donde
∧{

ωQσ(Q)

∣∣ Q ∈ E } � σ, con lo

que se verifica la igualdad. Ahora supongamos que σ =
∧{

ωQσ(Q)

∣∣ Q ∈ E }.

Sean M,N ∈ R-Mod tales que N ≤ M y sea Q ∈ E . La contención ωQσ(Q)(N) ⊆
N ∩ ωQσ(Q)(M) es clara. Ahora, sea x ∈ N ∩ ωQσ(Q)(M). Entonces x ∈ g←(σ(Q))

para cualquier g ∈ HomR(M,Q). Sea f ∈ HomR(N,Q). Como Q es inyectivo,

existe h ∈ HomR(M,Q) tal que el siguiente diagrama conmuta:

Q

N
� � //

f

OO

M

h
``A

A
A

A

Se sigue que x ∈ h←(σ(Q)); esto es, f(x) = h(x) ∈ σ(Q), pues x ∈ N .

Luego, x ∈ f←(σ(Q)), de donde x ∈ ωQσ(Q)(N). Por lo tanto, N ∩ ωQσ(Q)(M) ⊆
ωQσ(Q)(N). Finalmente, en vista de la Proposición 1.89, concluimos que σ =∧{

ωQσ(Q)

∣∣ Q ∈ E } es exacto izquierdo.

(4). Sea σ un radical exacto izquierdo y sea Q ∈ E . Luego, si σ(Q) = 0, por la

Proposición 1.97 se tiene que σ � ωQ0 . Por tanto, σ �
∧{

ωQ0
∣∣ Q ∈ E ∩ Fσ }. Por

otra parte, dado L ∈ R-Mod, como σ es radical, se sigue que σ(L/σ(L)) = 0. Sea

Q0 := E L/σ(L), la cápsula inyectiva de L/σ(L). Ya que σ es exacto izquierdo,

se tiene que L/σ(L) ∩ σ(Q0) = σ(L/σ(L)) = 0, de donde, al ser L/σ(L) esencial

en Q0, se sigue que σ(Q0) = 0. Consideremos la proyección natural L
p→ L/σ(L)

y la inclusión L/σ(L)
i→ Q0. Entonces, ωQ0

0 (L) ≤ Nu(i p) = σ(L). Por lo tanto,
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ωQ0
∣∣ Q ∈ E ∩ Fσ } � σ, lo que prueba la igualdad. Para la suficiencia, dado

Q ∈ E , se tiene que ωQ0 es un radical, por ser ωQ0 = RejQ(−) en virtud de

la Observación 1.94. Además, si σ(Q) = 0, entonces ωQ0 = ωQσ(Q), que, por el

inciso (3), es exacto izquierdo. Finalmente, por las proposiciones 1.74 y 1.89,∧{
ωQ0
∣∣ Q ∈ E ∩ Fσ } es radical exacto izquierdo, siendo la clase de radicales

exactos izquierdos cerrada bajo ı́nfimos arbitrarios.

(5). Sea σ un t-radical. Recordemos que, por el Lema 1.1, para cada M ∈
R-Mod, αRσ(R)(M) =

∑
{f(σ(R)) | f ∈ HomR(R,M)} =

∑
{dx(σ(R)) | x ∈

M} = σ(R)M . Luego, σ(M) = αRσ(R)(M). Rećıprocamente, si σ = αRσ(R), en-

tonces, para cada M ∈ R-Mod, σ(M) = αRσ(R)(M) = σ(R)M , con lo que con-

cluimos la demostración. �

Un anillo R se dice cosemisimple o un V -anillo16 si todo R-módulo simple es

inyectivo. El siguiente teorema, localizado en [47], aporta una caracterización de

esta última clase de anillos en términos de los átomos de sus (grandes) ret́ıculas

de prerradicales. Cabe resaltar que el Teorema 2.5 que aparece en el siguiente

caṕıtulo y que también forma parte del art́ıculo [47], ofrece una suerte de carac-

terización “dual” para el caso de los anillos semisimples.

Teorema 1.102. ([47, Teorema 15]) Las siguientes condiciones son equiva-

lentes para un anillo R:

(a) R es V -anillo.

(b) Todo átomo de R-pr es idempotente.

Demostración. (a)⇒ (b). Si R es un V -anillo, entonces S = ES para cada

S ∈ R-simp. Luego, αESS = αSS para cada S ∈ R-simp, de donde, en vista de la

Proposición 1.100 y del teorema anterior, todo átomo de R-pr es idempotente.

(b)⇒ (a). Sea S ∈ R-simp. Por hipótesis, αESS es un prerradical idempotente.

Luego, en virtud de la Observación 1.93, S = αESS (ES) = (αESS (αESS (ES)) =

16en honor a O. E. Villamayor. De hecho, fue Villamayor quien probó que un anillo R es

V -anillo si, y sólo si, todo ideal izquierdo de R es la intersección de ideales izquierdos máximos

de R. Más caracterizaciones y propiedades de los V -anillos pueden encontrarse en el Caṕıtulo

7 de [18], aśı como en el Ejercicio 10 del Caṕıtulo 13 de [1].
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αESS (S); es decir, S =
∑
{f(S) | f ∈ HomR(ES, S)}. Por tanto, existe un homo-

morfismo distinto de cero f : ES → S. Se afirma que f es monomorfismo. En

efecto, si Nu(f) 6= 0, entonces Nu(f) ∩ S 6= 0 por la esencialidad de S en ES,

de donde Nu(f) = S al ser S un módulo simple. De lo anterior se sigue que f es

el homomorfismo cero, una contradicción. En consecuencia, Nu(f) = 0, lo que

prueba la afirmación. Concluimos que S ∼= ES. �

La siguiente propiedad será usada de manera reiterada en adelante.

Proposición 1.103. ([50, Proposición 1.2]) Sean {Mi}i∈I y {Ni}i∈I familias

de R-módulos izquierdos tales que Ni ≤ Mi para cada i ∈ I. Sean N =
⊕
i∈I
Ni,

M =
⊕
i∈I
Mi, N

′ =
∏
i∈I
Ni y M ′ =

∏
i∈I
Mi.

(1) Si N ≤fi M , entonces Ni ≤fi Mi para cada i ∈ I y αMN =
∨
i∈I
αMi
Ni

.

(2) Si N ′ ≤fi M ′, entonces Ni ≤fi Mi para cada i ∈ I y ωM
′

N ′ =
∧
i∈I
ωMi
Ni

.

Demostración. (1). Para la primera parte, supongamos que N ≤fi M . Sea

j ∈ I y sea fj : Mj → Mj un R-homomorfismo. Sea f : M → M tal que

f :=
⊕

k∈I hk, donde hj = fj y hk = 0 para k 6= j. Sea x ∈ Nj. Como N ≤fi M
por hipótesis, se sigue que fιj(x) ∈ N , donde ιj : Mj → M es la la j-ésima

inclusión canónica. Luego, fj(x) = hj(x) = πjfιj(x) ∈ Nj, donde πj : M → Mj

es la j-ésima proyección canónica. Por lo tanto, Nj ≤fi Mj. Probemos ahora

la segunda parte de (1). Sea L ∈ R-Mod y sea g ∈ HomR(M,L). Entonces

g(N) =
∑

k∈I gιk(Nk) ≤
∑

k∈I α
Mk
Nk

(L), de donde αMN (L) ≤
∨
i∈I α

Mi
Ni

(L). Por

tanto, αMN �
∨
i∈I α

Mi
Ni

. Para la desigualdad restante, sea k ∈ I y sea gk : Mk → L

un R-homomorfismo. Entonces gk(Nk) = gkπk(N) ≤ αMN (L). Por consiguiente,

αMk
Nk

(L) ≤ αMN (L). Se sigue que αMk
Nk
� αMN para cada k ∈ I, de donde

∨
i∈I α

Mi
Ni
�

αMN . Concluimos que αMN =
∨
i∈I α

Mi
Ni

.

(2). La prueba es dual a la de (1). �

El siguiente teorema establece una correspondencia entre los prerradicales

sobre anillos Morita equivalentes.17

17La demostración completa y detallada de este resultado forma parte del proyecto de tesis

doctoral de la M. en C. Janeth A. Magaña Zapata, véase [42].
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Teorema 1.104. ([7, Proposición I.9.2]) Sean R, S anillos Morita equiva-

lentes. Entonces existe un isomorfismo de (grandes) ret́ıculas ϕ : R-pr→ S-pr.

Observación 1.105. El isomorfismo ϕ al que se refiere el teorema anterior

se define como sigue. Sean F : R-Mod → S-Mod y G : S-Mod → R-Mod los

funtores que representan la equivalencia entre las categoŕıas R-Mod y S-Mod, con

isomorfismos naturales ε : FG → 1S-Mod y η : 1R-Mod → GF . Dados τ ∈ R-pr,

N ∈ S-Mod y la inclusión natural iN : τ(GN) ↪→ GN , se define [ϕ(τ)](N) :=

εNF (iN)(Fτ(GN)) = Im(εNF (iN)).18

Como se menciona en la Observación 1.93, los prerradicales αMN y ωMN , pre-

sentados en la Definición 1.90, pueden ser definidos para todo submódulo N de

M ; es decir, prescindiendo de la condición adicional N ≤fi M . Sin embargo,

es importante enfatizar que en este último caso no se cumplen las igualdades

αMN (M) = N y ωMN (M) = N . Tomando en cuenta esta aclaración, es posible

presentar la definición de los prerradicales alfa y omega como sigue.

Definición 1.106. Sean M,N ∈ R-Mod y h : N →M un R-homomorfismo.

Se define el prerradical (αMN )h como sigue. Sea K ∈ R-Mod, entonces:

(αMN )h(K) :=
∑
{fh(N) | f ∈ HomR(M,K)} .

Observación 1.107. De la definición anterior se sigue de inmediato que

(αMN )h ∈ R-pr. Nótese que si N ≤ M e i : N ↪→ M es la inclusión natural,

entonces αMN = (αMN )i. Por simplicidad, en caso de que el R-homomorfismo h :

N →M sea monomorfismo, escribiremos αMN en lugar de (αMN )h.

Antes de presentar una propiedad de los prerradicales antes definidos, intro-

ducimos una definición.

Definición 1.108. Sean M,N,L ∈ R-Mod y sean h : N →M y h′ : L→M

R-homomorfismos. Decimos que h y h′ son equivalentes si existe un isomorfismo

18Con el fin de simplificar la notación, escribimos εNF (iN )(Fτ(GN)) en lugar de

εNF (iN )(F (τ(GN))). Aplicaremos esta convención de suprimir paréntesis en los resultados

siguientes de esta sección.
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h : N → L tal que h = h′ h; es decir, el siguiente diagrama conmuta:

N
h //

h
��

	
M

L
h′

>>}}}}}}}}

En tal caso, escribimos h ≈
h
h′ o, simplemente, h ≈ h′.

Lema 1.109. Sean M,N,L ∈ R-Mod y sean h : N → M y h′ : L → M

R-homomorfismos tales que h ≈
h
h′. Entonces (αMN )h = (αML )h′.

Demostración. En efecto, sea K ∈ R-Mod. Entonces, por las definiciones

1.106 y 1.108, (αMN )h(K) =
∑
{fh(N) | f ∈ HomR(M,K)} =

∑
{fh′ h(N) | f ∈

HomR(M,K)} =
∑
{fh′(L) | f ∈ HomR(M,K)} = (αML )h′(K). �

A la luz de la Definición 1.106 y de la Observación 1.107, el objetivo de la

siguiente proposición es mostrar que el isomorfismo de ret́ıculas ϕ, al que hace

referencia el Teorema 1.104, preserva los prerradicales alfa introducidos en la

Definición 1.106.

Proposición 1.110. Sean R y S dos anillos Morita equivalentes y con-

sideremos el isomorfismo de (grandes) ret́ıculas ϕ : R-pr → S-pr, definido en

la Observación 1.105. Entonces, dados N,M ∈ R-Mod y un R-homomorfismo

h : N → M , se cumple que ϕ((αMN )h) = (αFMFN )F (h), donde F : R-Mod→ S-Mod

es la equivalencia entre las categoŕıas R-Mod y S-Mod.19

Demostración. Sean F : R-Mod → S-Mod y G : S-Mod → R-Mod los

funtores que representan la equivalencia entre las categoŕıas R-Mod y S-Mod,

con isomorfismos naturales ε : FG → 1S-Mod y η : 1R-Mod → GF . Sean M,N ∈
R-Mod y sea h : N → M un R-homomorfismo. Veamos que ϕ((αMN )h) =

(αFMFN )F (h). Notemos primero que (αFMFN )F (h) tiene sentido como un prerradical

sobre S en virtud de la Definición 1.106. Sea L ∈ S-Mod. Por un lado,

(i) (αFMFN )F (h)(L) =
∑
{g(F (h)(FN)) | g ∈ HomS(FM,L)}.

19Una versión más general de este resultado aparece en el proyecto de tesis doctoral de la

M. en C. Janeth A. Magaña Zapata, véase [42].
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Por otra parte, por definición, [ϕ((αMN )h)](L) := εLF (iL)(F (αMN )h(GL)) (véase

la Observación 1.105). SeaH′ := HomR(M,GL). Como (αMN )h(GL) =
∑

f∈H′ fh(N),

se sigue del Lema 1.9 la existencia de un epimorfismo g :
⊕

f∈H′ N → (αMN )h(GL)

tal que, para cada f ∈ H′, el siguiente diagrama conmuta:

⊕
H′ N

g
// // (αMN )h(GL) � � iL // GL

N

ιf

OO

h
��

f ′

88qqqqqqqqqqqq

M

f

88qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

donde iL es la inclusión natural, f ′ es la correstricción de fh a su imagen y el

morfismo ιf es la inclusión canónica de N en
⊕

f∈H′ N .

Ahora, en virtud de los incisos (2) y (5) de la Proposición 1.31, al aplicar el

funtor F al diagrama anterior para cada f ∈ H′ obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo

⊕
H′ FN

∼= // F (
⊕
H′ N)

F (g)
// // F (αMN )h(GL)

F (iL)
// FGL

FN

if

ggNNNNNNNNNNN
F (ιf )

OO

F (h)
��

F (f ′)

66nnnnnnnnnnnnn

FM

F (f)

77oooooooooooooooooooooooooooooooo

para cada f ∈ H′, donde F (g) es un epimorfismo y el morfismo if es la inclusión

canónica de FN en
⊕
H′ FN . Luego, de la Observación 1.7 y de la Proposición

1.8 se sigue que F (αMN )h(GL) =
∑
H′ F (f ′)(FN), de donde, por la conmuta-

tividad del último diagrama, F (iL)(F (αMN )h(GL)) =
∑
H′ F (iL)F (f ′)(FN) =∑

H′ F (f)F (h)(FN). Por lo tanto,

(ii) [ϕ((αMN )h)](L) =
∑
{εLF (f)(F (h)(FN)) | f ∈ HomR(M,GL)}.

Finalmente, tras comparar las expresiones (i) y (ii) anteriores, se concluye la

afirmación de la proposición como consecuencia del Teorema 1.29. �
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Observación 1.111. Sean R y S anillos y sea F : R-Mod → S-Mod una

equivalencia de categoŕıas. Si M,N ∈ R-Mod son tales que N ≤fi M , entonces

N = τ(M) para algún τ ∈ R-pr por la Proposición 1.96. Sea j : τ(M) ↪→ M

la inclusión natural. Se sigue de la Proposición 1.31,(5), que F (j) : Fτ(M) →
FM es un monomorfismo. Luego, en virtud de la proposición anterior y de la

Observación 1.107, ϕ(αMN ) = ϕ(αMτ(M)) = αFMFτ(M).

El siguiente corolario nos ofrece una manera alternativa de describir a las

imágenes bajo el isomorfismo ϕ de los prerradicales alfa presentados en la Defini-

ción 1.90.

Corolario 1.112. Sean R y S anillos Morita equivalentes y consideremos el

isomorfismo de (grandes) ret́ıculas ϕ : R-pr→ S-pr, definido en la Observación

1.105. Entonces, dados M ∈ R-Mod y τ ∈ R-pr, se cumple que ϕ(αMτ(M)) =

αFM[ϕ(τ)](FM), donde F : R-Mod → S-Mod es la equivalencia entre las categoŕıas

R-Mod y S-Mod.

Demostración. Sean M ∈ R-Mod y τ ∈ R-pr. Consideremos las equiva-

lencias inversas entre śı F : R-Mod → S-Mod y G : S-Mod → R-Mod, aśı co-

mo los isomorfismos naturales ε : FG → 1S-Mod y η : 1R-Mod → GF . Sea

iFM : τ(GFM) ↪→ GFM la inclusión natural. Notemos primero que [ϕ(τ)](FM)

es isomorfo al S-módulo Fτ(M). En efecto, como εFM : FGFM → FM ,

ηM : M → GFM son isomorfismos y F (iFM) : Fτ(GFM) → FGFM es

un monomorfismo (ver Proposición 1.31,(5)), se sigue de la Observación 1.105

que [ϕ(τ)](FM) := εFMF (iFM)(Fτ(GFM)) ∼= Fτ(GFM) ∼= Fτ(M). Sean

ī : [ϕ(τ)](FM) ↪→ FM y j : τ(M) ↪→ M las inclusiones naturales. Entonces

ī ≈ F (j), de donde αFM[ϕ(τ)](FM) = (αFM[ϕ(τ)](FM))ī = (αFMFτ(M))F (j) = αFMFτ(M) por el

Lema 1.109 y en virtud de la Observación 1.107. A partir de lo anterior y de la

Observación 1.111 se concluye que ϕ(αMτ(M)) = αFMF (τ(M)) = αFM[ϕ(τ)](F (M)), que es lo

que se queŕıa verificar. �

Dados un R-homomorfismo de anillos f : R→ S y dos prerradicales τ ∈ R-pr

y σ ∈ S-pr, es posible construir nuevos prerradicales sobre R y sobre S como se

muestra a continuación.
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Definición 1.113. [7, I.8] Sea f : R → S un homomorfismo de anillos.

Dados τ ∈ R-pr y σ ∈ S-pr, se definen los prerradicales f [τ ], f{τ} sobre S y

{σ}f, [σ]f sobre R como sigue:

(1) Sea N ∈ S-Mod. Definimos (f [τ ])(N) := Sτ(N); es decir, el S-submódulo

de N generado por τ(N).

(2) Sea N ∈ S-Mod. Definimos (f{τ})(N) := {x ∈ N | Sx ≤ τ(N)}; esto

es, el mayor S-submódulo de N contenido en τ(N).

(3) Sea M ∈ R-Mod. Se define ({σ}f)(M) := {x ∈ M | x = g(1S), g ∈
σ(HomR(RS,RM))}, donde 1S denota el elemento unitario del anillo S.

(4) Sea M ∈ R-Mod. Se define ([σ]f)(M) := {x ∈ M | (1S ⊗ x) ∈ σ(S ⊗R
M)}.

Observación 1.114. Nótese que los prerradicales f [τ ], f{τ}, {σ}f y [σ]f

antes presentados están bien definidos. En particular, dado M ∈ R-Mod, se tiene

una estructura de S-módulo izquierdo en el grupo abeliano SR ⊗R M , mediante

la acción s(t ⊗ x) = st ⊗ x para cualesquiera s, t ∈ S y para todo x ∈ M .

Asimismo, se puede dotar al grupo abeliano HomR(RS,RM) de estructura de

S-módulo izquierdo, por medio de la acción sg(t) := g(ts) para cada par de

elementos s, t ∈ S y para todo g ∈ HomR(RS,RM).

Proposición 1.115. [7, I.2, Ejercicios I.2.E4 y I.8.E7] Si f : R → S es un

homomorfismo de anillos suprayectivo, entonces, dados σ ∈ S-pr y M ∈ R-Mod,

({σ}f)(M) = σ(vf (M)), donde vf (M) es el anulador (derecho) de Nu(f) en M ;

es decir vf (M) := rM(Nu(f)) = {x ∈ M | Nu(f)x = 0} = {x ∈ M | rx =

0 para cada r ∈ Nu(f)}.

Proposición 1.116. Sean R1, . . . , Rn ideales distintos de cero de un anillo R

tales que R =
⊕n

i=1Ri y sea {e1, . . . , en} un conjunto completo de idempotentes

ortogonales centrales de R. Para cada i = 1, . . . , n, sea πi : R → Ri la i-ésima

proyección canónica. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Para cada i = 1, . . . , n, Nu(πi) =
n⊕
j=1

j 6=i

Rej.

(2) Dado M ∈ R-Mod, se tiene que vπi(M) = eiM para cada i = 1, . . . , n.
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Demostración. (1). La condición se sigue de inmediato de la Proposición

1.34.

(2). Sean i ∈ {1, . . . , n} y M ∈ R-Mod. Si x ∈ vπi(M), entonces Nu(πi)x = 0.

Sea r0 := e1 + · · ·+ ei−1 + ei+1 + · · ·+ en. Por la condición (1), r0 ∈ Nu(πi). De lo

anterior y del hecho de que {e1, . . . , en} es un conjunto completo de idempotentes

ortogonales centrales de R se sigue que x = (e1 + · · · + en)x = eix + r0x =

eix ∈ eiM . Por lo tanto, vπi(M) ⊆ eiM . Para la otra contención, sea x ∈ eiM .

Entonces x = eixi para algún xi ∈M . Sea r ∈ Nu(πi). Nuevamente por (1), r =

r1e1+· · ·+ri−1ei−1+ri+1ei+1+· · ·+rnen para algunos rj ∈ R, j ∈ {1, . . . , n}\{i}.
Luego, puesto que {e1, . . . , en} ⊆ R es un conjunto completo de idempotentes

ortogonales centrales, se tiene que rx = 0; es decir, x ∈ vπi(M). Por lo tanto,

eiM ⊆ vπi(M), con lo que concluimos la demostración. �

El lema que se presenta a continuación reúne algunas propiedades de los

prerradicales presentados en la Definición 1.113 que nos serán de utilidad para

probar el siguiente teorema.

Lema 1.117. ([7, Ejercicios I.8.E2., I.8.E6. y I.8.E7.]) Sea f : R → S un

R-homomorfismo de anillos suprayectivo. Sean τ ∈ R-pr y σ ∈ S-pr. Entonces:

(1) f{τ} = f [τ ].

(2) τ � [f [τ ]]f .

(3) {f{τ}}f � τ .

(4) Dados τ1, τ2 ∈ R-pr, se tiene que f [τ1 ∨ τ2] = f [τ1] ∨ f [τ2].

Cabe mencionar que las propiedades (2) y (3) del lema anterior se cumplen

aun cuando el homomorfismo de anillos f no es suprayectivo.

Teorema 1.118. [7, Proposición I.9.1] Sean R1, . . . , Rn ideales distintos de

cero de un anillo R tales que R =
⊕n

i=1Ri. Sea πi : R→ Ri la i-ésima proyección

canónica para cada i = 1, . . . , n. Entonces existe un isomorfismo ϕn : R-pr →
R1-pr×· · ·×Rn-pr entre la (gran) ret́ıcula de prerradicales sobre R y el producto

de las (grandes) ret́ıculas sobre Ri, definido como ϕn(τ) := (π1[τ ], . . . , πn[τ ])

para cada τ ∈ R-pr, cuya inversa ψn : R1-pr×· · ·×Rn-pr→ R-pr está dada por
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ψn((σ1, . . . , σn)) :=
n∨
i=1

{σi}πi =
n∧
i=1

[σi]πi para cualquier (σ1, . . . , σn) ∈ R1-pr ×

· · · ×Rn-pr.

Demostración. Notemos en primer lugar que las asignaciones ϕn y ψn

están bien definidas y que ambas preservan el orden en virtud de la definición de

producto de ret́ıculas (véase la subsección 1.1 del Apéndice A). Luego, tanto ϕn

como ψn son homomorfismos de clases parcialmente ordenadas o clapos. Veamos

ahora que ϕn es un morfismo biyectivo con inversa ψn. Sea τ ∈ R-pr. Por un

lado, se tiene que τ � [πi[τ ]]πi para cada i = 1, . . . , n por el inciso (2) del Lema

1.117. Por otra parte, en vista de los incisos (1) y (3) del mismo lema, tenemos

que {πi[τ ]}πi = {πi{τ}}πi � τ . Por tanto, ψnϕn(τ) =
∨n
i=1{πi[τ ]}πi � τ �∧n

i=1[πi[τ ]]πi = ψnϕn(τ), de donde ψnϕn(τ) = τ .

Consideremos ahora un elemento (σ1, . . . , σn) ∈ R1-pr×· · ·×Rn-pr. A partir

de las definiciones de los morfismos ϕn y ψn obtenemos que ϕnψn((σ1, . . . , σn)) =

(π1[
∨n
i=1{σi}πi], . . . , πn[

∨n
i=1{σi}πi]) = (

∨n
i=1 π1[{σi}πi], . . . ,

∨n
i=1 πn[{σi}πi]) por

el inciso (4) del lema anterior. Ahora, sean i, j ∈ {1, . . . , n} y sea Mj ∈ Rj-Mod.

Por definición, se tiene que (πj[{σi}πi])(Mj) es el Rj-submódulo de Mj generado

por ({σi}πi)(Mj). Ahora bien, en virtud de la Proposición 1.115, ({σi}πi)(Mj) =

σi(vπi(Mj)), de donde, como consecuencia de las proposiciones 1.37 y 1.116,

({σi}πi)(Mj) = σi(eiMj) = σi(δijMj). De lo anterior se obtiene que:

(πj[{σi}πi])(Mj) =

σi(Mj), si i = j;

0, si i 6= j.

Por lo tanto, ϕnψn((σ1, . . . , σn)) = (σ1, . . . , σn).

Finalmente, puesto que tanto ϕn como ψn resultan ser isomorfismos de clapos,

concluimos, en vista de la Proposición A.2, que dichos morfismos son también

isomorfismos de (grandes) ret́ıculas. �

Para profundizar en las definiciones y propiedades de los prerradicales, re-

mitimos al lector a las referencias [6], [7], [47], [48], [49], [50] y [55].
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5. Álgebras de carcaj y representaciones

Introducimos a continuación un poco de terminoloǵıa y algunas propiedades

fundamentales de la Teoŕıa de Representaciones, más concretamente, de la teoŕıa

de carcajes. Dicha información se localiza en las referencias [2], [3] y [11].

Sea K un campo. Una K-álgebra es un anillo A que tiene una estructura

de K-espacio vectorial compatible con la multiplicación de A; es decir, tal que

k(ab) = (ak)b = a(kb) = (ab)k para todo k ∈ K y para cualesquiera a, b ∈ A.

Si A y B son K-álgebras, entonces un homomorfismo de anillos f : A → B

se dice un homomorfismo de K-álgebras si f es una K-aplicación lineal. Si f

es además biyectivo, se llama un isomorfismo de K-álgebras y se escribe A ∼=
B. Dada una K-álgebra A, se define la K-álgebra opuesta de A, denotada por

Aop, como la K-álgebra cuyo conjunto subyacente y cuya estructura de espacio

vectorial son precisamente los de A, pero cuya multiplicación ∗ está dada por

a ∗ b = ba para cualesquiera a, b ∈ A. Una K-álgebra es de dimensión finita

si como K-espacio vectorial tiene dimensión finita. Asimismo, una K-álgebra es

hereditaria izquierda si como anillo es hereditario izquierdo. Supongamos que A es

una K-álgebra con un conjunto completo de elementos idempotentes ortogonales

primitivos {e1, . . . , en}. La K-álgebra A se llama básica en caso de que Aei � Aej

si i, j ∈ {1, 2, . . . , n} son tales que i 6= j.

Un carcaj es un grafo orientado, conexo y finito. Más precisamente, un carcaj

consiste de un conjunto Q0 cuyos elementos son llamados vértices y otro conjunto

Q1 de elementos llamados flechas, junto con dos funciones s, t : Q1 → Q0 que

asocian a cada flecha α ∈ Q1 su vértice inicial s(α) y su vértice final t(α). Una

flecha α ∈ Q1 con vértice inicial a = s(α) y vértice final b = t(α) se denota

usualmente por α : a→ b, o bien, por a
α→ b.

Sea Q = (Q0, Q1, s, t) un carcaj y sean a, b ∈ Q0. Un camino de longitud

k ≥ 1 con vértice inicial a y vértice final b es una sucesión (a|α1, α2, . . . , αk|b),
donde αi ∈ Q1 para cada i ∈ {1, . . . , k} y se tiene que s(α1) = a, t(αi) = s(αi+1)

para cada i ∈ {1, . . . , k− 1} y, finalmente, t(αk) = b. A cada a ∈ Q0 se asocia un

camino de longitud cero, llamado camino trivial o estacionario, al que se denota

ea = (a‖a). Un camino de longitud k ≥ 1 se llama ciclo si sus vértices inicial y
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final coinciden. Un carcaj se llama aćıclico en caso de que no contenga ciclos. Un

ejemplo de carcaj aćıclico es el carcaj de Kronecker, el cual puede visualizarse

como sigue: a
α

⇔
β
b. Nos referiremos a este carcaj más adelante.

Dado un campo K, se define el álgebra del carcaj Q, denotada por KQ,

también conocida como el álgebra de caminos (asociada al carcaj Q), como la

K-álgebra cuyo K-espacio vectorial subyacente tiene por base el conjunto de

todos los caminos en Q y tal que el producto de dos caminos está dado por la

“concatenación” o “yuxtaposición” de los mismos en caso de que tenga sentido

y cero en caso contrario.

Proposición 1.119. ([2, Corolario II.1.5]) Sean K un campo y Q un carcaj.

El elemento
∑

a∈Q0
ea es la identidad de KQ y la familia {ea | a ∈ Q0} es un

conjunto completo de idempotentes ortogonales para KQ.

Dados un campo K y un carcaj Q = (Q0, Q1, s, t), definimos la categoŕıa

RepK(Q) como sigue. Cada uno de los objetos de RepK(Q), llamados representa-

ciones de Q, consiste de un conjunto de K-espacios vectoriales {Va | a ∈ Q0},
junto con otro conjunto deK-aplicaciones lineales {ϕα : Va → Vb | α ∈ Q1, s(α) =

a, t(α) = b}. Tal representación se denota (Va, ϕα)a∈Q0,α∈Q1 o, simplemente,

(Va, ϕα). Por su parte, un morfismo de representaciones f : (Va, ϕα) → (V ′a, ϕ
′
α)

es un conjunto de K-aplicaciones lineales f = {fa : Va → V ′a | a ∈ Q0}, com-

patibles con las funciones ϕα; es decir, para cada a
α→ b ∈ Q1 se tiene que

ϕ′αfa = fbϕα, o, equivalentemente, el siguiente cuadrado es conmutativo:

(‡) Va
ϕα
//

fa
��

	

Vb

fb
��

V ′a
ϕ′α

// V ′b

Una representación V = (Va, ϕα) de Q es de dimensión finita si cada K-

espacio vectorial Va (a ∈ Q0) es de dimensión finita.

Sean V = (Va, ϕα) y V ′ = (V ′a, ϕ
′
α) dos objetos en RepK(Q). Se dice que V es

un subobjeto de V ′ si Va ⊆ V ′a para cada a ∈ Q0 y ϕα es la restricción de ϕ′α al

subconjunto Va para cada α ∈ Q1. Por otra parte, se define la suma directa de V
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y V ′ como el objeto W = (Wa, φα) de RepK(Q) tal que Wa = Va ⊕ V ′a para cada

a ∈ Q0 y φα = ϕα ⊕ ϕ′α para cada α ∈ Q1. Una representación (Va, ϕα) de Q se

llama inescindible si no es isomorfa a la suma directa de dos representaciones de

Q distintas de cero.

Se suele denotar por repK(Q) a la categoŕıa de todas las representaciones de

dimensión finita de Q y, por indrepK(Q), a un conjunto completo e irredundante

de representantes de clases de isomorfismo de objetos inescindibles de repK(Q),

los cuales pueden elegirse de manera que, para cada V ∈ indrepK(Q), se tenga

que, dado a ∈ Q0, Va = 0, o bien, Va = Km para algún m ≥ 1.

El siguiente teorema nos da la manera de “traducir” de módulos sobre un

álgebra de carcaj a representaciones del carcaj y viceversa.

Teorema 1.120. ([2, Corolario III.1.7]) Sean K un campo y Q un carcaj.

Entonces las categoŕıas RepK(Q) y KQ-Mod son equivalentes.

Demostración. Sea F ′ : RepK(Q) → KQ-Mod el funtor definido como

sigue. En objetos, dada una representación V := (Va, ϕα), F ′(V ) =
⊕

a∈Q0
Va.

Es claro que F ′(V ) es un K-espacio vectorial. Dotamos a F ′(V ) de estructura

de KQ-módulo de la siguiente manera. Sea x = (xa)a∈Q0 ∈
⊕

a∈Q0
Va y sea w

un camino en Q. Si w es un camino trivial; es decir, w = ea para algún a ∈ Q0,

entonces se define el producto wx como:

(wx)c :=

xa si c = a;

0 si c 6= a.

Si, por el contrario, w = (a|α1, α2, . . . , αl|b) es un camino de longitud l ≥ 1

con vértice inicial a y vértice final b, consideramos la K-aplicación lineal ϕw :=

ϕαl · · ·ϕα2 ϕα1 : Va → Vb y se define:

(wx)c :=

ϕw(xa) si c = b;

0 si c 6= b.

En otras palabras, wx es el elemento de F ′(V ) =
⊕

a∈Q0
Va cuya única coor-

denada distinta de cero es (wx)b = ϕw(xa) ∈ Vb y el producto se extiende

linealmente. No es dif́ıcil verificar que, con la acción antes definida,
⊕

a∈Q0
Va
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resulta ser un KQ-módulo. Enseguida definimos el funtor F ′ en morfismos. Sea

f : (Va, ϕα) → (V ′a, ϕ
′
α) un morfismo de representaciones en RepK(Q). Entonces

f es un conjunto de K-aplicaciones lineales, {fa : Va → V ′a | a ∈ Q0}, que

son compatibles con las funciones ϕα. Queremos construir un morfismo de KQ-

módulos F ′(f) : F ′(Va, ϕα) → F ′(V ′a, ϕ
′
α). Sean V := (Va, ϕα) y V ′ := (V ′a, ϕ

′
α).

Puesto que F ′(V ) =
⊕

a∈Q0
Va y F ′(V ′) =

⊕
a∈Q0

V ′a, existe una K-aplicación

lineal g :=
⊕

a∈Q0
fa : F ′(V ) → F ′(V ′). Sea F ′(f) := g. Afirmamos que F ′(f)

es un KQ-homomorfismo de módulos. Sea w un camino con vértice inicial a y

con vértice final b en Q y sea x ∈
⊕

a∈Q0
Va. Entonces g(wx) = fb(ϕw(xa)) =

ϕ′wfa(xa) = wg(x) por la conmutatividad del diagrama (‡), lo que prueba nuestra

afirmación. Por tanto, el funtor F ′ está bien definido.

Construimos a continuación un funtor G′ : KQ-Mod→ RepK(Q). Sea V un

KQ-módulo. Se define G′(V ) = (Va, ϕα), donde Va := eaV para cada a ∈ Q0 y,

dada a
α→ b ∈ Q1, ϕα : Va → Vb está dada como sigue. Sea x ∈ Va, entonces x =

eax
′ para algún x′ ∈ V . Se define ϕα(x) := αx = ebαeax

′. Puesto que V es unKQ-

módulo, se sigue que ϕα es una K-aplicación lineal. Luego, G′(V ) ∈ RepK(Q).

Ahora, sea f : V → V ′ un homomorfismo de KQ-módulos. Nos interesa definir

un morfismo G′(f) : G′(V )→ G′(V ′) en RepK(Q). Observemos que, si a ∈ Q0 y

x = eax
′ ∈ eaV = Va, entonces f(x) = f(eax

′) = f(e2
ax
′) = eaf(eax

′) ∈ eaV ′ =

V ′a. Por tanto, la restricción de f a Va es una K-aplicación lineal fa : Va → V ′a.

Sea, pues, G′(f) = {fa : Va → V ′a | a ∈ Q0}. Sólo resta por probar que, para

cada flecha a
α→ b en Q, conmuta el diagrama (‡). Para tal fin, sea x ∈ Va. En

vista de lo anterior, fbϕα(x) = fb(αx) = f(αx) = αf(x) = αfa(x) = ϕ′αfa(x),

de donde, en efecto, G′(f) es un morfismo de representaciones. Aśı, también el

funtor G′ tiene sentido.

Finalmente, se prueba directamente que se tienen isomorfismos naturales

G′F ′ → 1RepK(Q) y 1KQ-Mod → F ′G′. De hecho, como se afirma en [11, Teoremas

4.3.1 y 4.3.2], dichos isomorfismos naturales son “casi la identidad”. En efecto, si

V := (Va, ϕα) ∈ RepK(Q), entonces G′F ′(V ) = (V ′a, ϕ
′
α), con V ′a = ea(F

′(V )) =

Va⊕ (
⊕

b 6=a 0). Por su parte, si V ∈ KQ-Mod, entonces F ′G′(V ) =
⊕

a∈Q0
eaV ∼=

V via el isomorfismo tV : V →
⊕

a∈Q0
eaV dado por tV (v) = (eav)a∈Q0 para cada

v ∈ V , con lo que concluimos la demostración. �
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Dentro de las técnicas de la Teoŕıa de Representaciones, un hecho bien cono-

cido es que, dado un carcaj conexo, finito y aćıclico Q, el álgebra de caminos KQ

siempre se puede pensar como un anillo de matrices triangulares formales (véase,

por ejemplo, [2, Lema I.1.12]). En el caso particular del carcaj de Kronecker, se

tiene el siguiente resultado.

Proposición 1.121. ([2, Ejemplo II.1.13]) Sean K un campo y Q el carcaj

de Kronecker. Entonces existe un isomorfismo de K-álgebras

KQ ∼=

(
K 0

K2 K

)
,

donde K2 es considerado como un K-K-bimódulo de manera natural; es decir,

para cualesquiera a, b, x, y ∈ K, a(x, y) = (ax, ay) y (x, y)b = (xb, yb).

5.1. Álgebras de Artin de tipo de representación finito. Presenta-

mos una breve reseña con las definiciones y resultados relativos a las álgebras de

Artin de tipo de representación finito (junto con las referencias en donde pueden

ser localizados) a los que apelaremos en la Sección 1.4 del Caṕıtulo 2. Puesto

que una exposición exhaustiva de los temas que aparecen en esta subsección re-

basa el propósito del presente trabajo, nos permitimos de nuevo remitir al lector

interesado en profundizar en los mismos a los textos [2] y [3].

Definición 1.122. Se dice que un anillo R es de tipo de representación finito

si es artiniano izquierdo y si existe un número finito de R-módulos izquierdos

inescindibles finitamente generados (salvo isomorfismo).

Dado un anillo R, R-ind denota un conjunto completo e irredundante de

representantes de clases de isomorfismo de R-módulos izquierdos inescindibles

finitamente generados.

Observación 1.123. Si el carcaj Q es aćıclico, las equivalencias inversas F ′

y G′ definidas en el Teorema 1.120 definen una correspondencia biuńıvoca entre

los conjuntos R-ind e indrepK(Q).

Observación 1.124. En [16], D. Eisenbud y P. Griffith prueban que la condi-

ción de tipo de representación finito es simétrica; es decir, un anillo R es de tipo
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de representación finito si es artiniano derecho y el número de clases de isomor-

fismo de R-módulos derechos inescindibles finitamente generados es finito.

El concepto de K-álgebra, con K un campo, definido al inicio de esta sección,

se generaliza como sigue. Sea R un anillo conmutativo y artiniano. Una R-álgebra

es un anillo Λ que tiene estructura de R-módulo compatible con la multiplicación

de Λ.

Definición 1.125. ([3]) Sea R un anillo conmutativo y artiniano. Se dice

que una R-álgebra Λ es una R-álgebra de Artin o, simplemente, un álgebra de

Artin, si Λ es finitamente generada como R-módulo.

Teorema 1.126. (Auslander - Ringel - Tachikawa, 1974) Sea Λ un álgebra

de Artin de tipo de representación finito; es decir, como anillo, Λ es de tipo de

representación finito. Entonces todo Λ-módulo es una suma directa de Λ-módulos

inescindibles finitamente generados.

Observación 1.127. Nótese que, en virtud del teorema anterior, las álgebras

de Artin de tipo de representación finito Λ son anillos I-Köthe, con I = R-ind.

A continuación presentamos el famoso Teorema de Gabriel, enunciado en [26],

el cual establece la existencia de una correspondencia biuńıvoca entre álgebras

hereditarias básicas de dimensión finita e inescindibles sobre un campo alge-

braicamente cerrado y carcajes finitos conexos sin ciclos orientados.

Teorema 1.128. (Gabriel, 1972)

Sea K un campo algebraicamente cerrado y sea Λ una K-álgebra (inescindible

y básica) de dimensión finita. Entonces existen un carcaj conexo y finito Q y

un ideal finitamente generado I < KQ tal que Λ ∼= KQ/I. Más aún, si Λ es

hereditaria, entonces Q es aćıclico y se cumple que I = 0.

El carcaj Q al que hace referencia el Teorema de Gabriel está determinado

de manera única por la K-álgebra Λ y se llama el carcaj de Gabriel20 de Λ.

20o carcaj ordinario
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El célebre resultado que presentamos a continuación caracteriza a las álgebras

de Artin hereditarias de tipo de representación finito en términos de su carcaj de

Gabriel asociado.

Teorema 1.129. ([3, Teorema VIII.5.5]) Sea K un campo algebraicamente

cerrado y sea Λ una K-álgebra (inescindible y básica) de dimensión finita. Sea Q

el carcaj de Gabriel de Λ y supongamos que Λ es hereditaria; es decir, Λ ∼= KQ.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Λ es de tipo de representación finito.

(b) Q es de tipo Dynkin; es decir, la gráfica subyacente a Q corresponde a

uno de los siguientes diagramas:

An : a1 a2 a3 · · · an−1 an

a1

AA
AA

AA
AA

Dn : a3

}}
}}

}}
}}

a4 · · · an−1 an

a2

a3

E6 : a1 a2 a4 a5 a6

a3

E7 : a1 a2 a4 a5 a6 a7

a3

E8 : a1 a2 a4 a5 a6 a7 a8

Observación 1.130. ([2, VII, pág. 243 y Teorema VII.5.10]) Sea Q un carcaj

finito, conexo y aćıclico y sea A una K-álgebra. Entonces A ∼= KQ si, y sólo si,

A es hereditaria. Más aún, si A = KQ, entonces A es de tipo de representación

finito si, y sólo si, la gráfica subyacente a Q corresponde a uno de los diagramas

de Dynkin listados en el teorema anterior.
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Antes de proseguir, necesitamos hacer una pausa para introducir algunos

conceptos que nos serán de utilidad para probar el teorema principal de la sub-

sección 1.3.1 de este caṕıtulo; a saber, los de morfismo irreducible y radical de

HomΛ(M,N) para un álgebra de Artin Λ.

Sean M,N módulos. Un homomorfismo f : M → N se llama morfismo

irreducible si f no es un monomorfismo que se escinde ni un epimorfismo que

se escinde y, siempre que f = kh para algunos homomorfismos h : M → X y

k : X → N y para algún módulo X, ocurre que h es un monomorfismo que se

escinde o k es un epimorfismo que se escinde.

Sea Λ un álgebra de Artin y sean M,N ∈ Λ-Mod. Se define el radical de

HomΛ(M,N), denotado por radΛ(M,N), como radΛ(M,N) = {f ∈ HomΛ(M,N) |
hfg no es un isomorfismo para cualesquiera X ∈ Λ-ind, g : X →M , h : N → X}.

Proposición 1.131. ([3, Ejercicio V.7]) Sean M,N dos módulos inescindibles

no isomorfos sobre un álgebra de Artin Λ. Entonces radΛ(M,N) = HomΛ(M,N).

Proposición 1.132. ([3, Teorema V.7.8]) Sea Λ un álgebra de Artin de tipo

de representación finito y sean M,N ∈ Λ-Mod y f ∈ radΛ(M,N). Entonces

se tiene que f es una suma de composiciones de morfismos irreducibles entre

módulos inescindibles.

El carcaj de Auslander-Reiten de un álgebra de Artin Λ, usualmente deno-

tado por ΓΛ, registra la información de la categoŕıa de Λ-módulos finitamente

generados, Λ-mod. Este carcaj se define como sigue. Los vértices de ΓΛ son las

clases de isomorfismo [M ], con M ∈ Λ-ind, y hay una flecha entre dos vértices

[M ] y [N ] de ΓΛ si existe un morfismo irreducible f : M → N .

Dada un álgebra de Artin Λ, el dual transpuesto, DTr : Λ-mod → Λ-mod,

es la composición de dos dualidades: el funtor Tr : Λ-mod → Λop-mod, llama-

do el funtor transpuesto o transposición (ver [2, IV.2] y [3, IV.1]), y el funtor

contravariante dual o dualidad D : Λop-mod→ Λ-mod (véase [3, II.3]).

Sea Λ un álgebra de Artin hereditaria. M ∈ Λ-ind se dice preproyectivo si

existe n ≥ 0 tal que (DTr)n(M) ∈ Λ-ind es un módulo proyectivo distinto de cero.

Por su parte, M ∈ Λ-ind es preinyectivo si existe n ≥ 0 tal que (TrD)n(M) ∈
Λ-ind es un módulo inyectivo distinto de cero. Un Λ-módulo arbitrario se llama
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preproyectivo (preinyectivo) si es isomorfo a una suma directa de Λ-módulos

preproyectivos (preinyectivos) inescindibles.

Proposición 1.133. [3, Proposición VIII.1.13] Las siguientes condiciones

son equivalentes para un álgebra de Artin hereditaria Λ :

(a) Λ es de tipo de representación finito.

(b) Todo Λ-módulo es preproyectivo.

(c) Todo Λ-módulo es preinyectivo.

Proposición 1.134. [2, Lema VIII.2.7] Sea Λ una K-álgebra sobre un campo

algebraicamente cerrado K y sea M un Λ-módulo preproyectivo (o preinyectivo)

inescindible. Entonces Endr(M) ∼= K.

Como consecuencia de las dos últimas proposiciones se tiene el siguiente coro-

lario.

Corolario 1.135. Sea K un campo algebraicamente cerrado y sea Λ = KQ,

con Q un diagrama de tipo Dynkin. Si M ∈ Λ-ind, entonces todo submódulo de

M es totalmente invariante.

Demostración. Sea M ∈ Λ-ind y sea Endr(ΛM) el anillo de endomorfismos

de M operando por la derecha. Primero notemos que, por la definición de K-álge-

bra, existe un monomorfismo de anillos f : K → Λ, tal que f(k) = k1 para cada

k ∈ K, de manera que K actúa centralmente en Λ. Luego, M es un K-módulo.

Por otro lado, en virtud de las proposiciones 1.133 y 1.134, existe un isomorfis-

mo de anillos Endr(ΛM) → K, de donde M es un Endr(ΛM)-módulo. Por lo

tanto, todo submódulo de M es totalmente invariante, con lo que concluimos la

demostración. �

Ejemplo 1.136. Sea Λ = KQ, donde K es un campo algebraicamente cerrado

y Q es el carcaj de tipo Dynkin An, con la orientación canónica:

an
αn−1
// an−1

αn−2
// an−2 // · · · // a2

α1 // a1
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Entonces el carcaj de Auslander-Reiten de Λ es el siguiente (ver el Caṕıtulo

7 de [3] para los detalles).

[Pn]

##F
FFFFFFF

[Pn−1]

;;xxxxxxxx

. . ....

[In−1]

. . ....

[P2]

""F
FFFFFFF

· · ·

##F
FFFFFFFF [I2]

!!C
CC

CC
CC

C

[P1]

=={{{{{{{{

[S2]

;;xxxxxxxxx

· · · [Sn−1]

<<yyyyyyyy

[Sn]

donde {P1, . . . , Pn} es un conjunto completo de representantes de clases de iso-

morfismo de Λ-módulos proyectivos inescindibles y, para cada i = 2, . . . , n, Si =

Pi/Rad(Pi) e Ii = Pn/Radi(Pn).

Sea Q = (Q0, Q1) un carcaj finito. La forma cuadrática de Tits de Q es una

función qQ : ZQ0 → Z, tal que, para cada x = (xi)i∈Q0 ∈ ZQ0 ,

qQ(x) :=
∑
i∈Q0

x2
i −

∑
i,j∈Q0

dijxixj

donde dij es el número de flechas de i a j en Q1. Una ráız positiva de qQ es un

elemento x ∈ ZQ0 tal que xi ≥ 0 y qQ(x) = 1.

Sea Λ una K-álgebra de Artin hereditaria de tipo de representación finito

sobre un campo algebraicamente cerrado K. Sea Q el carcaj de Gabriel de Λ y

sea qQ la forma cuadrática de Tits de Q. Existe una correspondencia biuńıvoca

entre los Λ-módulos inescindibles y las ráıces positivas de qQ y, también, como se

establece en la siguiente proposición, hay una correspondencia biuńıvoca entre

los elementos inescindibles de repK(Q) y las ráıces positivas de qQ.

Proposición 1.137. [9] Sea Λ un álgebra de Artin hereditaria de tipo de

representación finito sobre un campo algebraicamente cerrado K, con carcaj de

Gabriel asociado Q. Si qQ es la forma cuadrática de Tits de Q y R+
Q denota el

conjunto de ráıces positivas de qQ, entonces la función ε : indrepK(Q)→ R+
Q, tal
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que, para cada V = (Va, ϕα) ∈ indrepK(Q), ε(V ) = (dimK(Va))a∈Q0 (donde, para

cada a ∈ Q0, dimK(Va) es la dimensión del K-espacio vectorial Va) es biyectiva.

Para los detalles de la prueba de la proposición anterior, remitimos al lector

a [3, Teorema VIII.6.3].



Caṕıtulo 2

Antecedentes e indicios

Este caṕıtulo tiene como objetivo exhibir algunas clases de anillos cuyas

ret́ıculas de prerradicales ya han sido investigadas (y, en algunos casos, comple-

tamente descritas), que fueron nuestro punto de partida y principal motivación

para estudiar la conexión entre las siguientes condiciones de un anillo R:

(i) R es artiniano.

(ii) R-pr es un conjunto.

Para tal fin, el caṕıtulo ha sido dividido en dos secciones. En la primera

sección se presentan diversas clases de anillos que satisfacen las condiciones (i)

y (ii) anteriores, mientras que en la segunda sección se introduce una clase de

anillos que no cumplen ninguna de ellas.

1. Algunos anillos p-pequeños y artinianos

En esta sección incluimos una lista de ejemplos de anillos sobre los cuales la

ret́ıcula de prerradicales es un conjunto (en algunos casos, finito; en otros, no

finito) y que tienen la propiedad de ser todos artinianos. Dichas clases de anillos

han sido estudiadas desde el punto de vista de prerradicales en [47], [48], [21] y

[22].

Para abreviar, introducimos una terminoloǵıa que designa a los anillos R tales

que R-pr es un conjunto.

Definición 2.1. Decimos que un anillo R es p-pequeño si R-pr es un con-

junto.

1.1. Anillos semisimples. Comenzamos por el caso de los anillos semisim-

ples y, en concreto, con una notable caracterización de esta clase de anillos en

términos de su ret́ıcula de prerradicales, presentada en [47].

69
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Teorema 2.2. ([47, Teorema 11]) Las siguientes condiciones son equiva-

lentes para un anillo R:

(a) R es semisimple.

(b) R-pr es una ret́ıcula booleana finita.

(c) 1̂ =
∨
{αSS | S ∈ R-simp} = Zoc(−).

Demostración. (a)⇒ (b). Probaremos que las ret́ıculas P(R-simp) y R-pr

son isomorfas, donde P(R-simp) denota el conjunto potencia de R-simp. Sea

ϕ : P(R-simp) → R-pr tal que, para cada A ∈ P(R-simp), ϕ(A) =
∨
S∈A α

S
S .

Claramente el morfismo ϕ está bien definido. Veamos ahora que ϕ es biyectiva.

Para la inyectividad, sean A,B ⊆ R-simp tales que A 6= B. Sea T ∈ B \ A.

Entonces, para cada S ∈ A, αSS(T ) = 0 por la Observación 1.41. Luego, por

un lado, (ϕ(A))(T ) = (
∨
S∈A α

S
S)(T ) =

∑
S∈A α

S
S(T ) = 0. Por otra parte, de la

Observación 1.93 se sigue que T = αTT (T ) ≤ (
∨
S∈B α

S
S)(T ) = (ϕ(B))(T ). Por lo

tanto, ϕ(A) 6= ϕ(B) como prerradicales, de donde ϕ es inyectiva. Ahora, para

la suprayectividad de ϕ, sea σ ∈ R-pr y sea Aσ := {S ∈ R-simp | αSS � σ}. Se

afirma que, dado S ∈ R-simp,

σ(S) =

S, si S ∈ Aσ;

0, si S /∈ Aσ.

En efecto, si S ∈ Aσ, entonces, por la Observación 1.93, S = αSS(S) ≤ σ(S).

Por otro lado, de la definición de prerradical se tiene que σ(S) ≤ S, de donde

σ(S) = S. Supongamos ahora que S /∈ Aσ. Entonces debe ocurrir que σ(S) = 0,

ya que, de lo contrario, σ(S) = S al ser S un R-módulo simple. Luego, nue-

vamente por la Proposición 1.97, αSS � σ, lo que es una contradicción. Ahora,

recordemos que, por la Proposición 1.98, σ =
∨
{αMσ(M) |M ∈ R-Mod}. Por otro

lado, en vista de la Proposición 1.39, para cada M ∈ R-Mod, resulta que M =⊕
R-simp S

(XS,M ), donde, para cada S ∈ R-simp, S(XS,M ) designa a la suma directa

de cardinal XS,M copias de S, con |XS,M | ≥ 0 para cada S ∈ R-simp. Se sigue de

la Proposición 1.78 que σ(M) = σ(
⊕

R-simp S
(XS,M )) =

⊕
R-simp(σ(S))(XS,M ) para

cada M ∈ R-Mod, de manera que σ =
∨{

α
⊕R-simpS

(XS,M )

⊕R-simpσ(S)
(XS,M ) |M ∈ R-Mod

}
=
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M∈R-Mod

(∨
S∈R-simp α

S
(XS,M )

(σ(S))
(XS,M )

)
=
∨
S∈A α

S
σ(S) para algún A ⊆ R-simp en vir-

tud de la Proposición 1.103. Por lo anterior y en vista de la afirmación, si A′σ :=

Aσ ∩ A, entonces σ =
(∨

S∈A′σ
αSσ(S)

)
∨
(∨

S/∈A′σ
αSσ(S)

)
=
∨
S∈A′σ

αSσ(S) = ϕ(A′σ).

Por lo tanto, ϕ es suprayectiva. Concluimos que ϕ es un morfismo biyectivo.

A continuación, veamos que ϕ es un morfismo de orden. Sean A,B ⊆ R-simp

tales que A ⊆ B. Entonces, claramente, ϕ(A) =
∨
S∈A α

S
S �

∨
S∈B α

S
S = ϕ(B).

Rećıprocamente, por un razonamiento similar al aplicado para probar la inyec-

tividad de ϕ, si ϕ(A) ≤ ϕ(B) para algunos A,B ⊆ R-simp y A * B, entonces

existe S ∈ A \ B. Luego, para cada T ∈ B, αTT (S) = 0, de donde, por un lado,

(ϕ(B))(S) = 0 y, por otra parte, S = αSS(S) ≤ (ϕ(A))(S), en contradicción con

nuestra suposición de que ϕ(A) ≤ ϕ(B). Concluimos que, dados A,B ⊆ R-simp,

A ⊆ B si, y sólo si, ϕ(A) ≤ ϕ(B); es decir, ϕ es un isomorfismo de copos y, en

virtud de la Proposición A.2, ϕ es también un isomorfismo de ret́ıculas.

Finalmente, la condición (b) del teorema se sigue del hecho de que P(R-simp)

es una ret́ıcula booleana. Más aún, de lo anterior resulta que si |R-simp| = n

para algún n ≥ 1, entonces R-pr es una ret́ıcula finita, de cardinalidad 2n.

(b) ⇒ (c). Supongamos que R-pr es una ret́ıcula booleana. Como R-pr es

una (gran) ret́ıcula completa y atómica, se sigue del comentario posterior a la

Proposición A.41 y de la Proposición 1.100 que, dado σ ∈ R-pr, σ =
∨
{αESS |

S ∈ R-simp, αESS � σ}. En particular, 1̂ =
∨
{αESS | S ∈ R-simp}. Luego, dado

S ′ ∈ R-simp, se tiene que ES ′ = (
∨
R-simp α

ES
S )(ES ′) =

∑
R-simp α

ES
S (ES ′) = S ′.

Por lo tanto, ES = S para todo S ∈ R-simp. Concluimos que 1̂ =
∨
{αESS | S ∈

R-simp} =
∨
{αSS | S ∈ R-simp} = Zoc(−) por la Observación 1.94.

(c) ⇒ (a). Por hipótesis, Zoc(M) = M para cada M ∈ R-Mod, de donde

todo R-módulo es semisimple por la Observación 1.38. Se sigue del Teorema 1.48

que R es semisimple. �

Como consecuencia inmediata del teorema anterior se obtiene el siguiente:

Corolario 2.3. Todo anillo semisimple es p-pequeño.

1la prueba de este hecho se puede extender a grandes ret́ıculas (véase la Sección 3 del

Apéndice A)
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Estamos por presentar otra interesante caracterización de los anillos semisim-

ples en términos de prerradicales que también aparece en [47]. Para la prueba de

dicho resultado, al que nos referiremos en el Caṕıtulo 4, se requiere el siguiente

lema.

Lema 2.4. Dado un anillo R, sea σ := ωRI ∈ R-pr, con I un ideal máximo

de R. Si σ es un t-radical, entonces se cumple lo siguiente:

(1) σ = ω
R/I
0 .

(2) Existe S ∈ R-simp tal que σ = ωS0 .

(3) El anillo R/I es semisimple.

(4) Existe un homomorfismo f : R/I → R tal que f(R/I) es un submódulo

semisimple de R y f(R/I) * I.

Demostración. (1). Por un lado, se tiene que ω
R/I
0 (R) =

⋂
{Nu(g) | g ∈

HomR(R,R/I)}. Luego, considerando la proyección natural pI : R → R/I ∈
HomR(R,R/I), se cumple que ω

R/I
0 (R) ≤ I, lo cual implica que ω

R/I
0 � ωRI = σ

en virtud de la Proposición 1.97. Por otro lado, puesto que σ = ωRI es, por

hipótesis, un t-radical, se sigue de la Observación 1.88 que es también un radical.

Luego, por la Proposición 1.76, ωRI (R/I) = 0, de donde, nuevamente por la

Proposición 1.97, σ = ωRI � ω
R/I
0 . Por lo tanto, ω

R/I
0 = ωRI = σ.

(2). Sea RJ un ideal izquierdo máximo de R tal que I ≤ J . Entonces, por la

Observación 1.42, S := R/J es un R-módulo simple. Ahora, como σ = ωRI es un

t-radical por hipótesis, se tiene que σ(S) = ωRI (S) = ωRI (R)S = I (R/J) = 0, de

donde σ = ωRI � ωS0 por la Proposición 1.97. Más aún, al ser ωRI un coátomo de

R-pr en vista de la Proposición 1.100 (y toda vez que, claramente, ωS0 6= 1̂), debe

ocurrir que σ = ωS0 .

(3). En virtud de (2), existe un R-módulo simple S tal que σ(S) = ωS0 (S) = 0

por la Observación 1.93. Luego, por (1), debe ocurrir también que ω
R/I
0 (S) = 0.

Lo anterior implica la existencia de un monomorfismo S → (R/I)X para algún

conjunto X; es decir, existe un monomorfismo S � (R/I). Aśı, R/I es un anillo

simple que contiene un ideal izquierdo simple. En consecuencia, Zoc(R/I) 6= 0,

de donde, al ser Zoc(R/I) un ideal de R/I, Zoc(R/I) = R/I. Por lo tanto, R/I

es un anillo semisimple.
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(4). De (1) se sigue que ωRI (R/I) = 0. Luego, existe un homomorfismo f :

R/I → R tal que f←(I) � R/I; esto es, existe a+ I ∈ R/I tal que f(a+ I) /∈ I.

Se sigue de lo anterior y de la Proposición 1.40 que f(R/I) es un submódulo

semisimple de R tal que f(R/I) * I. �

Teorema 2.5. ([47, Teorema 13]) Las siguientes condiciones son equiva-

lentes para un anillo R:

(a) R es semisimple.

(b) Todo coátomo de R-pr es t-radical.

Demostración. (a)⇒ (b). En vista del Teorema 2.2, R-pr es una ret́ıcula

booleana, de donde, para cada σ ∈ R-pr, existe un único σc ∈ R-pr tal que

σ ∨ σc = 1̂ y σ ∧ σc = 0̂. Luego, por un lado, RR = σ(R) ⊕ σc(R) y, para

cada M ∈ R-Mod, M = σ(M) ⊕ σc(M). Por otro lado, se tiene también que

M = σ(R)M ⊕ σc(R)M para cada M ∈ R-Mod en virtud de la Proposición 1.34

y de la Observación 1.36. Lo anterior implica que σ(M) = σ(R)M para cada

M ∈ R-Mod. Se sigue que todo prerradical es un t-radical. En particular, todo

coátomo de R-pr lo es.

(b) ⇒ (a). Si Zoc(R) 6= R, entonces existe un ideal máximo I ≤ R tal que

Zoc(R) ≤ I. Consideremos el prerradical σ := ωRI . Entonces σ es un coátomo

de R-pr por la Proposición 1.100, de donde, por hipótesis, σ es un t-radical.

Luego, en virtud del Lema 2.4, (4), existe un homomorfismo f : R/I → R tal

que f(R/I) es un submódulo semisimple de R y f(R/I) * I. Se sigue que

f(R/I) ≤ Zoc(R) ≤ I, lo que es una contradicción. Por lo tanto, Zoc(R) = R,

lo cual implica, por la Proposición 1.99, que Zoc(−) = 1̂. Concluimos de la

Proposición 2.2 que R es un anillo semisimple. �

1.2. Anillos locales uniseriales. Consideramos a continuación el caso de

los anillos locales uniseriales, definidos en la subsección 3.3 del Caṕıtulo anterior.

Observemos que, como consecuencia del Corolario 1.55 y del hecho de que los

prerradicales preservan sumas directas, cualquier prerradical sobre un anillo lo-

cal uniserial está completamente determinado por su comportamiento sobre los

ideales del anillo. Más aún, cualquiera de estos prerradicales tiene la restricción
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dada por la siguiente proposición. Para ser consistentes con la notación usada

en [21], en adelante denotaremos a los ideales de un anillo local uniserial R (con

serie de composición 0 = Jn < Jn−1 < · · · < J2 < J < R, donde J es el radical

de Jacobson de R) por Ii := Jn−i para cada 0 ≤ i ≤ n.

Proposición 2.6. [21, Proposición 3.1] Sea R un anillo local uniserial con

serie de composición de longitud n y sea σ ∈ R-pr. Sea k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Si

σ(Ik) = Ir para algún r ∈ {0, 1, . . . , k}, entonces σ(Ik+1) = Ir o bien σ(Ik+1) =

Ir+1.

Demostración. Supongamos que σ(Ik) = Ir y σ(Ik+1) = Is. Entonces

Ir ≤ Is. Por otro lado, al ser R un anillo de ideales principales, se tiene que

In−1 = J = Rz para algún z ∈ R, donde J es el radical de Jacobson de R.

Consideremos el R-homomorfismo f : Ik+1 → Ik tal que f(x) = xz. No es dif́ıcil

verificar que, para cada i ∈ {n − k − 1, . . . , n − 1}, se cumple f(J i) = J i+1.

Luego, Is−1 = f(Is) = f(σ(Ik+1)) ≤ σ(Ik) = Ir. Concluimos que Is = Ir ó

Is = Ir+1. �

Definición 2.7. Para cada n ≥ 1 se define el conjunto de sucesiones binarias

de longitud n, denotado por Bn, como el conjunto {0, 1}n, donde 0, 1 ∈ Z.

Definición 2.8. Dado n ≥ 1, se define un orden parcial sobre el conjunto

Bn de la siguiente manera. Sean a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Bn, entonces

a ≤ b si
∑k

i=1 ai ≤
∑k

i=1 bi para toda k ∈ {1, . . . , n}.

Proposición 2.9. Dado n ≥ 1, el copo 〈Bn,≤〉 antes definido resulta ser

una ret́ıcula, con supremo e ı́nfimo descritos como sigue:

(1) a ∨ b = (c1, . . . , cn), donde c1 = máx{a1, b1} y, para cada k ∈ {2, . . . , n},

ck =


0, si máx

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
= máx

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
;

1, si máx

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
6= máx

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
.
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(2) a∧ b = (d1, . . . , dn), donde d1 = mı́n{a1, b1} y, para cada k ∈ {2, . . . , n},

dk =


0, si mı́n

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
= mı́n

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
;

1, si mı́n

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
6= mı́n

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
.

Demostración. Sean a, b ∈ Bn. Aplicando inducción sobre k, se verifi-

ca que si a ∨ b = (c1, . . . , cn) y a ∧ b = (d1, . . . , dn), entonces se tiene que∑k
i=1 ci = máx

{∑k
i=1 ai,

∑k
i=1 bi

}
y
∑k

i=1 di = mı́n
{∑k

i=1 ai,
∑k

i=1 bi

}
para

cada k ∈ {1, . . . , n}. En vista de lo anterior, se sigue de inmediato que a ∨ b y

a∧ b satisfacen las propiedades de supremo e ı́nfimo, respectivamente, de a y b

en Bn. �

Proposición 2.10. [21, Proposición 4.1] Sea R un anillo local uniserial con

serie de composición de longitud n. Entonces R-pr y Bn son ret́ıculas isomorfas.

Demostración. Definimos la función φn : R-pr → Bn, tal que, para toda

σ ∈ R-pr, φn(σ) = (a1, . . . , an), donde:

ak :=

0, si σ(Ik) = σ(Ik−1);

1, si σ(Ik) 6= σ(Ik−1)

para cada k ∈ {1, . . . , n}.
Definimos también la función ψn : Bn → R-pr, tal que, dado (a1, . . . , an) ∈

Bn,

ψn(a1, . . . , an) :=
n∨
k=1

αIkI∑k
i=1

ai

.

Notemos en primer lugar que ambas funciones están bien definidas. Presen-

tamos enseguida una observación importante. Sea σ ∈ R-pr tal que σ(I1) =

Ij1 , σ(I2) = Ij2 , . . . , σ(In) = Ijn , con jk ∈ {0, 1, . . . , n} para cada k ∈ {1, . . . , n}.
De la Proposición 2.6 se sigue que jk = jk−1 ó jk = jk−1 + 1 para cada jk ∈
{0, 1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , n}. Supongamos que φn(σ) = (a1, a2, . . . , an) ∈ Bn.

Entonces, se tiene que
∑k

i=1 ai = jk para cada k ∈ {1, . . . , n}. Probaremos

por inducción sobre k esta aseveración. Claramente a1 = j1. Supongamos que∑k−1
i=1 ai = jk−1 para k > 2. Si jk = jk−1, entonces ak = 0 y se tiene que
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i=1 ai =

∑k−1
i=1 ai+ak = jk−1 +0 = jk−1 = jk. Si, por el contrario, jk = jk−1 +1,

entonces ak = 1 y tenemos que
∑k

i=1 ai =
∑k−1

i=1 ai + ak = jk−1 + 1 = jk.

Afirmamos que φn es una función biyectiva con inversa ψn. En efecto, sea

σ ∈ R-pr. Entonces, se sigue de la Proposición 1.98 que σ =
∨
{αMσ(M) | M ∈

R-Mod}. Ahora, por el Corolario 1.55, cada M ∈ R-Mod se escribe como M =

I
(X1)
1 ⊕ · · · ⊕ I

(Xn)
n , donde, para cada k ∈ {1, . . . , n}, I(Xk)

k designa a la suma

directa de cardinal Xk copias de Ik. Por tanto,

σ =
∨{

αMσ(M)

∣∣∣∣M ∈ R-Mod, M = I
(X1)
1 ⊕ · · · ⊕ I(Xn)

n

}
,

donde σ(M) = (σ(I1))(X1) ⊕ · · · ⊕ (σ(In))(Xn). Luego, por la Proposición 1.103,

σ =
∨{

n∨
k=1

α
I
(Xk)

k

(σ(Ik))(Xk)

∣∣∣∣M ∈ R-Mod, M = I
(X1)
1 ⊕ · · · ⊕ I(Xn)

n

}
=

n∨
k=1

αIkσ(Ik).

Supongamos que σ(I1) = Ij1 , σ(I2) = Ij2 , . . . , σ(In) = Ijn , con jk ∈ {0, 1, . . . , n}
para cada k ∈ {1, . . . , n}, y que φn(σ) = (a1, a2, . . . , an) ∈ Bn. De la última ob-

servación se sigue que ψn(φn(σ)) = ψn(a1, . . . , an) =
∨n
k=1 α

Ik
Ijk

=
∨n
k=1 α

Ik
σ(Ik) =

σ. Concluimos que ψn φn = 1R-pr.

Por otro lado, si a = (a1, . . . , an) ∈ Bn, entonces se tiene que ψn(a)(Ik) =

I∑k
i=1 ai

:= Ijk , con jk = jk−1 ó jk = jk−1 + 1 para cada jk ∈ {1, . . . , n},
k ∈ {1, . . . , n}. Supongamos que φn(ψn(a)) = (b1, . . . , bn). Entonces, si jk = jk−1

se sigue que bk = 0 = ak. De manera similar, si jk = jk−1 + 1, bk = 1 = ak. Por

lo tanto, φn(ψn(a)) = (a1, . . . , an) = a. Se concluye que φn ψn = 1Bn , con lo que

se prueba la afirmación.

Veamos que φn es un homomorfismo de copos que preserva el orden. Sean

σ, τ ∈ R-pr tales que σ(Ik) = Ijk y τ(Ik) = Ij′k , con jk, j
′
k ∈ {0, 1, . . . , n} para

cada k ∈ {1, . . . , n}. Supongamos que φn(σ) = a = (a1, . . . , an) y φn(τ) =

b = (b1, . . . , bn). Si σ � τ , entonces, por la observación previa, I∑k
i=1 ai

= Ijk =

σ(Ik) ≤ τ(Ik) = Ij′k = I∑k
i=1 bi

para cada k ∈ {1, . . . , n}. Se sigue que
∑k

i=1 ai ≤∑k
i=1 bi para cada k ∈ {1, . . . , n}; es decir, φn(σ) = a ≤ b = φn(τ).

Probemos ahora que también ψn es un homomorfismo de copos que preserva

el orden. Sean a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Bn tales que a ≤ b. Entonces
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i=1 ai ≤

∑k
i=1 bi para cada k ∈ {1, . . . , n}, de donde, en virtud del Lema 1.95,

αIkI∑k
i=1

ai

� αIkI∑k
i=1

bi

para cada k ∈ {1, . . . , n}. Se sigue que ψn(a) � ψn(b).

Luego, tanto φn como ψn son isomorfismos de copos y, por la Proposición A.2,

φn y ψn son isomorfismos de ret́ıculas, con lo que concluimos la demostración. �

La siguiente proposición nos ofrece una útil descripción de los elementos en

las ret́ıculas Bn que corresponden a los prerradicales αImIr y ωImIr en R-pr, con R

un anillo local uniserial con serie de composición de longitud n.

Proposición 2.11. [21, Proposición 6.1] Sean n ≥ 1 y 0 ≤ r ≤ m ≤ n.

Entonces:

(1) φn(αImIr ) = (a1, . . . , an), donde:

ak :=


0, si 1 ≤ k ≤ m− r;

1, si m− r < k ≤ m;

0, si m < k ≤ n.

(2) φn(ωImIr ) = (b1, . . . , bn), donde:

bk :=


1, si 1 ≤ k ≤ r;

0, si r < k ≤ m;

1, si m < k ≤ n.

Demostración. Supongamos que αmr (Ik) = Ijk , con jk ∈ {0, . . . , n} para

cada k ∈ {1, . . . , n}. Ya hemos visto que jk =
∑k

i=1 ai para cada k ∈ {1, . . . , n}.
Ahora, sean m, r tales que 0 ≤ r ≤ m ≤ n. Notemos que a := (a1, . . . , an), tal

como ha sido definida en (1), es el menor elemento de Bn tal que jm = r. En

efecto, si existe c := (c1, . . . , cn) ∈ Bn tal que c < a y
∑m

i=1 ci = r, entonces

necesariamente ck = 0 para 1 ≤ k ≤ m − r y
∑l

i=1 ci <
∑l

i=1 ai para alguna

l ∈ {m − r + 1, . . . ,m − 1}. Entonces cl = 0 y, como ak = 1 para k ∈
{m− r + 1, . . . ,m− 1}, se sigue que:

l+1∑
i=1

ci <
l+1∑
i=1

ai
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· · ·
l+(m−l−1)∑

i=1

ci <

l+(m−l−1)∑
i=1

ai

r =
m∑
i=1

ci <

m∑
i=1

ai = r,

una contradicción. Por lo tanto, ψn(a) es el menor σ ∈ R-pr tal que σ(Im) =

Ijm = Ir. En virtud de la Proposición 1.97 se concluye que ψn(a) = αImIr , de donde

φn(αImIr ) = a.

Por su parte, b := (b1, . . . , bn) es el mayor elemento de Bn tal que jm = r.

De lo contrario, existiŕıa d := (d1, . . . , dn) ∈ Bn tal que b < d y
∑m

i=1 di = r,

de donde dk = 1 para 1 ≤ k ≤ r y
∑l

i=1 bi <
∑l

i=1 di para alguna l ∈
{r + 1, . . . ,m − 1}. Entonces dl = 1 y, dado que bk = 0 para k ∈ {m − r +

1, . . . ,m− 1}, por un argumento similar al empleado en el caso anterior se llega

a la contradicción:

r =
m∑
i=1

bi <
m∑
i=1

di = r.

Luego, ψn(b) es el mayor σ ∈ R-pr tal que σ(Im) = Ijm = Ir. Nuevamente por la

Proposición 1.97 se concluye que ψn(b) = ωImIr ; es decir, φn(ωImIr ) = b, con lo que

se verifican las expresiones (1) y (2). �

Teorema 2.12. ([21, Teorema 5.1]) Sea R un anillo local uniserial con serie

de composición de longitud n. Entonces R-pr es una ret́ıcula distributiva y finita,

de cardinalidad 2n.

Demostración. En virtud de la Proposición 2.10, es claro que |R-pr| = 2n.

Consideremos el producto cartesiano (n + 1)n de la cadena (n + 1) = {0, 1, . . . , n}
de n + 1 elementos. Por lo visto en el Ejemplo A.6, n + 1 es una ret́ıcula, con

el orden, supremo e ı́nfimo heredados de N y (n + 1)n resulta ser también una

ret́ıcula, con el orden, supremo e ı́nfimo dados componente a componente.

Definimos la función ν : Bn → (n + 1)n como:

ν(a1, . . . , an) := (a1, . . . ,
k∑
i=1

ai, . . . ,
n∑
i=1

ai).
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Claramente ν está bien definida. Más aún, no es dif́ıcil verificar que ν es una

función inyectiva que además satisface que para cada a, b ∈ Bn, a ≤ b⇔ ν(a) ≤
ν(b). En efecto, sean a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Bn, entonces a ≤ b si, y

sólo si,
∑k

i=1 ai ≤
∑k

i=1 bi para cada k ∈ {1, . . . , n}, lo cual, a su vez, equivale

a que ν(a) = (a1, . . . ,
∑k

i=1 ai, . . . ,
∑n

i=1 ai) ≤ (b1, . . . ,
∑k

i=1 bi, . . . ,
∑n

i=1 bi) =

ν(b). Se tiene que ν es un homomorfismo de copos inyectivo sobre su imagen,

ν(Bn). Luego, de la Proposición A.2 se sigue que la ret́ıcula Bn es isomorfa a una

subret́ıcula de (n + 1)n. Por lo tanto, como (n + 1)n es una ret́ıcula distributiva,

también Bn lo es. Concluimos que R-pr es una ret́ıcula distributiva, de nuevo,

por la Proposición 2.10. �

Corolario 2.13. Si R es un anillo local uniserial, entonces R es p-pequeño.

1.3. Anillos artinianos principales. Una conclusión similar a la del

corolario anterior se obtiene para la ret́ıcula de prerradicales sobre un anillo

artiniano principal.

Teorema 2.14. Sea R un anillo artiniano principal. Entonces R-pr es una

ret́ıcula distributiva y finita,de cardinalidad 2k para algún k ≥ 1.

Demostración. En efecto, si R es un anillo artiniano principal, entonces,

por el Teorema 1.52, R es un anillo uniserial. Luego, R =
∏m

i=1Mri(Ri), con ri ≥
1 y Ri anillo local uniserial para cada i = 1, . . . ,m. Se sigue de las proposiciones

1.30, 1.104 y 1.118 que R-pr es isomorfa como ret́ıcula al producto de ret́ıculas

R1-pr× · · · ×Rm-pr. Por lo tanto, R-pr es una ret́ıcula distributiva y finita. Más

aún, si Ri tiene serie de composición de longitud ni para cada i = 1, . . . ,m,

entonces R-pr tiene cardinalidad 2
∑m
i=1 ni . �

Corolario 2.15. Si R es un anillo artiniano principal, entonces R es p-

pequeño.

1.4. Álgebras de Artin de tipo de representación finito. Los resul-

tados que se presentan en esta subsección aparecen en [22].
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Sean R un anillo, I un conjunto de R-módulos izquierdos y N ∈
∏

X∈I S(X),

donde, para cada X ∈ I, S(X) denota la ret́ıcula de submódulos de X. Por sim-

plicidad, se escribirá NX en vez de N(X). El siguiente concepto, propuesto por el

Dr. Rogelio Fernández-Alonso, generaliza el de submódulo totalmente invariante.

Definición 2.16. Sea N ∈
∏

X∈I S(X). N es un conjunto I-compatible de

submódulos si, para cualesquiera X, Y ∈ I y para cada homomorfismo f : X →
Y , se tiene que f(NX) ≤ NY .

La familia de todos los conjuntos I-compatibles de submódulos es denotada

por CRI . Dicha familia resulta una subret́ıcula completa de
∏

X∈I S(X).

La siguiente observación se sigue de inmediato de la definición de conjunto

I-compatible.

Observación 2.17. Si N ∈ CRI , entonces NX ≤fi X para cada X ∈ I.

Lema 2.18. Si N ∈ CRI , entonces (
∨
X∈I α

X
NX

)(Y ) = NY para cada Y ∈ I.

Demostración. Sea Y ∈ I. Por un lado, ya que N ∈ CRI , se sigue de la

definición de prerradical alfa que αXNX (Y ) ≤ NY . Luego, (
∨
X∈I α

X
NX

)(Y ) ≤ NY .

Por otra parte, en virtud de la Observación 1.93 y de la observación anterior,

se tiene que NY = αYNY (Y ) ≤ (
∨
X∈I α

X
NX

)(Y ), con lo que se concluye la de-

mostración. �

Como consecuencia del lema precedente se tiene la siguiente caracterización

de conjunto I-compatible que resulta muy útil.

Corolario 2.19. Sea N ∈
∏

X∈I S(X). Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) N ∈ CRI .

(b) Existe σ ∈ R-pr tal que σ(X) = NX para cada X ∈ I.

Demostración. (a)⇒ (b). Esta implicación corresponde al lema anterior.

(b)⇒ (a). Sean X, Y ∈ I y sea f : X → Y un homomorfismo. Entonces, por

hipótesis y por la definición de prerradical, f(NX) = f(σ(X)) ≤ σ(Y ) = NY , de

donde N es un conjunto I-compatible de submódulos. �
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Teorema 2.20. Todo anillo I-Köthe es p-pequeño.

Demostración. Se definen las asignaciones λR : R-pr →
∏

X∈I S(X) y

µR :
∏

X∈I S(X) → R-pr como sigue. Dado σ ∈ R-pr, sea λR(σ) el conjunto I-

compatible tal que λR(σ)X = σ(X) para cada X ∈ I (véase el corolario anterior).

Por su parte, para cada N = (NX)X∈I ∈
∏

X∈I S(X), sea µR(N) :=
∨
X∈I α

X
NX

.

Observemos que tanto λR como µR están bien definidas. Afirmamos que

µRλR = 1R-pr; es decir, λR es una asignación inyectiva. En efecto, sea σ ∈ R-pr,

entonces σ =
∨
M∈R-Mod α

M
σ(M) por la Proposición 1.98. Ahora bien, notemos

que en la expresión anterior el R-módulo M = 0 no contribuye significativa-

mente, ya que α0
σ(0) = α0

0 = 0̂. Aśı, sin pérdida de generalidad, podemos escribir

σ =
∨
{αMσ(M) | M ∈ R-Mod, M 6= 0}. Sea M ∈ R-Mod tal que M 6= 0. En-

tonces, M =
⊕

X∈I X
(JX,M ), con |JX,M | ≥ 0 para cada X ∈ I (al ser R un

anillo I-Köthe). Luego, combinando las proposiciones 1.78 y 1.103 y simplifican-

do, se obtiene que σ =
∨
X∈H α

X
σ(X), con H = {X ∈ I | |JX,M | > 0}, de donde

σ �
∨
X∈I α

X
σ(X) = µR(λR(σ)). Por otro lado, por la Proposición 1.97, siempre se

tiene que µR(λR(σ)) =
∨
X∈I α

X
σ(X) � σ, con lo que se verifica nuestra afirmación.

Finalmente, al ser I un conjunto y al ser S(M) también un conjunto para cada

M ∈ I, se concluye que R-pr es un conjunto. �

Como consecuencia de la proposición previa se obtiene la siguiente propiedad

notable de los anillos puros semisimples izquierdos (I-Köthe).

Corolario 2.21. Sea R un anillo I-Köthe. Si I es un conjunto finito y

S(X) es finito para cada X ∈ I, entonces R-pr es un conjunto finito.

Corolario 2.22. Los anillos semisimples, locales uniseriales, artinianos

principales, aśı como las álgebras de Artin de tipo de representación finito son

p-pequeños.

Un hecho interesante es que la función λR definida en la prueba del Teorema

2.20 induce un isomorfismo entre las ret́ıculas R-pr y CRI , como se verá en el

siguiente resultado.

Proposición 2.23. Sea R un anillo I-Köthe. Entonces las ret́ıculas R-pr y

CRI son isomorfas.
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Demostración. Consideremos primero la función λR : R-pr→
∏

X∈I S(X)

definida para demostrar el Teorema 2.20. Notemos que Im(λR) = CRI . Ahora, sea

λ′R : R-pr→ CRI la correstricción de λR a su imagen. Se sigue de la definición de

orden en R-pr que el morfismo λ′R preserva el orden. Examinemos a continuación

la función µR :
∏

X∈I S(X)→ R-pr. Sea µ′R la restricción de µR a la subret́ıcula

CRI . Por el Lema 1.95, también µ′R es un morfismo de orden. Ahora, siguiendo

la prueba del Teorema 2.20 se verifica que µ′Rλ
′
R = 1R-pr. Por otro lado, dado

N = (NX)X∈I ∈ CRI , se tiene que µ′R(N) =
∨
X∈I α

X
NX

, de donde, para cada

Y ∈ I, λ′R(µ′R(N))Y = (
∨
X∈I α

X
NX

)(Y ) = NY en virtud del Lema 2.18. Por lo

tanto, λ′Rµ
′
R = 1CRI . Finalmente, en vista de la Proposición A.2 se tiene que los

morfismos λR y µR son isomorfismos de ret́ıculas (inversos entre śı), con lo que

concluimos la demostración. �

De hecho, en el caso particular de las K-álgebras de carcaj (o de caminos)

de tipo de representación finito Λ, con K un campo algebraicamente cerrado,

los conjuntos I-compatibles de submódulos y, por tanto, los prerradicales sobre

Λ, se determinan a partir del carcaj de Auslander-Reiten asociado a Λ, como se

muestra en el siguiente corolario.

Corolario 2.24. Sea K un campo algebraicamente cerrado y sea Λ = KQ,

con Q un diagrama de tipo Dynkin. Sea N ∈
∏

X∈Λ-ind

S(X). Las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(a) N ∈ CΛ
Λ-ind.

(b) Para cualesquiera X, Y ∈ Λ-ind y para todo morfismo irreducible f : X →
Y , se tiene que f(NX) ≤ NY .

Demostración. (a) ⇒ (b). Esta implicación es inmediata a partir de la

definición de conjunto I-compatible de submódulos.

(b)⇒ (a). Sean X, Y ∈ Λ-ind y sea f : X → Y un Λ-homomorfismo. Si X =

Y , entonces, por el Corolario 1.135, se tiene que NX ≤fi X para cada X ∈ Λ-ind;

de donde, f(NX) ≤ NX . Si, por el contrario, X 6= Y , de la Proposición 1.131 se

sigue que f ∈ radΛ(X, Y ), por lo que, en virtud de la Proposición 1.132, f es una

suma de composiciones de morfismos irreducibles entre módulos inescindibles,



1. ALGUNOS ANILLOS p-PEQUEÑOS Y ARTINIANOS 83

digamos f =
∑n

i=1 hi para algún n ≥ 1, donde, dado i ∈ {1, . . . , n}, hi = f ri · · · f 1
i

para algún r ≥ 1, con f ji morfismo irreducible entre módulos inescindibles para

cada j = 1, . . . , r; esto es,

X = X0

f1i //

hi

44
X1

f2i // . . .
fr−1
i // Xr−1

fri // Xr = Y

con Xj ∈ Λ-ind para todo j ∈ {1, . . . , r}. Ahora bien, por hipótesis, cada f ji

cumple la propiedad f ji (NXj−1
) ≤ NXj . Luego, aplicando inducción sobre j se

verifica fácilmente que hi(NX) ≤ NY . Finalmente, como consecuencia de lo an-

terior se tiene que f(NX) = (
∑n

i=1 hi)(NX) =
∑n

i=1 hi(NX) ≤ NY . Concluimos

que N ∈ CΛ
Λ-ind. �

1.4.1. Una clase de anillos p-pequeños cuya ret́ıcula de prerradicales es un

conjunto no finito. Ya hemos visto que las álgebras de Artin de tipo de repre-

sentación finito son ejemplos de anillos p-pequeños. El teorema que se presenta

a continuación establece que dentro de las K-álgebras de carcaj (o de caminos)

de tipo de representación finita, con K un campo algebraicamente cerrado, sólo

aquellas cuyo diagrama de Dynkin asociado es de la forma An tienen ret́ıcula de

prerradicales finita.

Teorema 2.25. ([22, Teorema 5.4]) Sea Λ un álgebra de Artin hereditaria y

de dimensión finita sobre un campo algebraicamente cerrado K. Sea Q el carcaj

de Gabriel de Λ. Supongamos que Λ es de tipo de representación finito, de manera

que Q es un diagrama de tipo Dynkin. Entonces Λ-pr es finita si, y sólo si, Q es

del tipo An.

Demostración. Para la necesidad, supongamos que el carcaj Q no es del

tipo An. Se tienen los siguientes casos, suponiendo que los vértices de Q están

numerados como en el Teorema 1.129. Si Q es del tipo Dn (n ≥ 4), entonces

la forma cuadrática de Tits de Q es qQ(x) =
∑n

i=1 x
2
i − x1x3 −

∑n−1
i=2 xixi+1 y

x = (1, 1, 2, 1, . . . , 1) es una ráız positiva de qQ. Si Q es del tipo E6, entonces

qQ(x) =
∑6

i=1 x
2
i − x1x2 − x2x4 − x3x4 − x4x5 − x5x6 y x = (1, 1, 1, 2, 1, 1)

es una ráız positiva de qQ. Por su parte, si Q es del tipo E7, entonces x =
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(1, 1, 1, 2, 1, 1, 1) una ráız positiva de qQ(x) =
∑7

i=1 x
2
i − x1x2 − x2x4 − x3x4 −

x4x5− x5x6− x6x7. Similarmente, en caso de que Q sea del tipo E8, se tiene que

x = (1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1) una ráız positiva de qQ(x) =
∑8

i=1 x
2
i − x1x2 − x2x4 −

x3x4 − x4x5 − x5x6 − x6x7 − x7x8. Luego, por la Proposición 1.137, se sigue la

existencia de (Va, ϕα) ∈ indrepK(Q) tal que Vl = K2 y Vi = K para i 6= l, donde

l = 3 si Q es del tipo Dn y l = 4 si Q es del tipo En, para n = 6, 7, 8. Se afirma

que en cualquiera de estos casos existe un conjunto infinito de subobjetos de la

representación (Va, ϕα). Notemos que, puesto que K es un campo infinito, existe

un conjunto infinito de subespacios {Wj}j∈I de dimensión 1 del espacio vectorial

K2. Para cada j ∈ I, se define un subobjeto (V j
a , ϕ

j
α) de (Va, ϕα) como sigue.

En cualquier caso, V j
l := Wj. Ahora, si α ∈ Q1 es tal que t(α) = l, entonces se

define V j
s(α) := 0. Por su parte, si β ∈ Q1 es tal que s(α) = l, entonces se define

V j
t(β) := K. Si Q es del tipo En, para n = 6, 7, 8, entonces se define V j

1 := V j
2 .

Finalmente, en cualquier caso, V j
i := V j

l+1 para cada i > l+ 1. Por su parte, para

cada α ∈ Q1, ϕjα es la correspondiente restricción de ϕα. No es dif́ıcil verificar

que, en efecto, {(V j
a , ϕ

j
α)}j∈I es un conjunto infinito de subobjetos de (Va, ϕα).

Luego, debe existir X ∈ Λ-ind tal que S(X) es infinita, de donde, por el Corolario

1.135, Sfi(X) = S(X) es infinita. Lo anterior implica que Λ-pr es un conjunto no

finito en vista de la Proposición 1.97. Por lo tanto, si Λ-pr es un conjunto finito,

entonces Q debe ser del tipo An.

La suficiencia es consecuencia de la Proposición 2.23, del Ejemplo 1.136 y del

Corolario 2.24. �

2. Una clase de anillos p-grandes

Decimos que un anillo R es p-grande si no es p-pequeño; es decir, si R-pr es

una clase propia. El propósito de esta sección es presentar una clase de anillos

p-grandes (no artinianos). El contenido de la misma forma parte del art́ıculo [20],

publicado en enero de 2011.

Comenzamos por introducir los conceptos de módulo radical y anillo radical.

Más adelante se prueba que los anillos radicales constituyen una clase de anillos

p-grandes. Para tal fin, se usa la misma técnica que la empleada por T. H. Fay,

E. P. Oxford y G. L. Walls en [19] para grupos abelianos, la cual consiste en
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la construcción de una cadena de prerradicales sobre Z que se encuentra en

correspondencia con la clase de todos los ordinales, OR.

Definición 2.26. Sea M ∈ R-Mod. Decimos que M es un módulo radical si

existen L ∈ R-Mod y un radical σ ∈ R-pr, σ 6= 1̂, tales que M = σ(L).

Definición 2.27. Un anillo R es radical izquierdo (derecho) si el módulo

regular RR (RR) es un módulo radical.

Proposición 2.28. ([20, Proposición 4.4]) Para un anillo R las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) R es un anillo radical izquierdo.

(b) Existe un radical σ ∈ R-pr, σ 6= 1̂, tal que Tσ = R-Mod.

(c) Todo M ∈ R-Mod es un módulo radical.

Demostración. (a) ⇒ (b). Por hipótesis, existe un radical 1̂ 6= σ ∈ R-pr

tal que RR ∈ Tσ. Sea M ∈ R-Mod. Al ser R generador de R-Mod, existe un

epimorfismo R(X) � M para algún conjunto de ı́ndices X. Luego, como Tσ es

una clase cerrada bajo epimorfismos y sumas directas en vista de la Observación

1.82, se sigue que M ∈ Tσ, de donde R-Mod es una subclase de Tσ. Concluimos

que Tσ = R-Mod.

Las implicaciones (b)⇒ (c) y (c)⇒ (a) son claras. �

Definición 2.29. Sean M ∈ R-Mod, x ∈ M y σ ∈ R-pr. Se define la

σ-altura de x en M , denotada por h(x, σ,M), como el mayor ordinal γ tal que

x ∈ σγ(M), si tal ordinal existe. En caso contrario, se define h(x, σ,M) =∞.

Las siguientes propiedades son consecuencia inmediata de la definición ante-

rior.

Observación 2.30. ([20, Observación 6.2]) Sean σ ∈ R-pr, M,N ∈ R-Mod,

x ∈M y γ ∈ OR. Entonces:

(1) x ∈ σγ(M) si, y sólo si, h(x, σ,M) ≥ γ.

(2) Si f ∈ HomR(M,N) y h(x, σ,M) ≥ γ, entonces h(f(x), σ,N) ≥ γ.
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Teorema 2.31. ([20, Teorema 6.3]) Sea σ ∈ R-pr un radical y sea {Mn}n≥1

una familia en R-Mod tal que, para cada n ≥ 1, se cumple que σ(Mn+1) = Mn.

Entonces, para cada γ ∈ OR y para cada n ≥ 1, existe M(γ, n) ∈ R-Mod tal que

σγ(M(γ, n)) = Mn.

Demostración. Se procede por inducción transfinita sobre γ. Para cada

n ≥ 1, sea M(0, n) = Mn. Supongamos que M(γ, n) ha sido definido para cada

n ≥ 1, de manera que σγ(M(γ, n)) = Mn. Para n ≥ 1, se define M(γ + 1, n) =

M(γ, n+1). Nótese que σγ+1(M(γ+1, n)) = σ(σγ(M(γ+1, n))) = σ(σγ(M(γ, n+

1))) = σ(Mn+1) = Mn. Ahora, sea η un ordinal ĺımite y supongamos que M(γ, n)

ha sido definido para cada γ < η y n ≥ 1. Consideremos la siguiente sucesión

exacta corta:

0→Mn ↪→M(γ, n)→M(γ, n)/σγ(M(γ, n))→ 0,

la cual induce la exactitud de la siguiente sucesión:

0→
⊕
γ<η

Mn ↪→
⊕
γ<η

M(γ, n)→
⊕
γ<η

(M(γ, n)/σγ(M(γ, n)))→ 0

Sea ∇ :
⊕

γ<ηMn −→ Mn el morfismo codiagonal y sea M(η, n) el correspon-

diente coproducto fibrado tal que Mn ≤ M(η, n) y que completa el siguiente

diagrama conmutativo:

0 //
⊕
γ<η

Mn � � //

∇

��

⊕
γ<η

M(γ, n) //

��

⊕
γ<η

(M(γ, n)/σγ(M(γ, n))) // 0

0 // Mn
� � // M(η, n) //

⊕
γ<η

(M(γ, n)/σγ(M(γ, n))) // 0

Ahora bien, en virtud de las proposiciones 1.78 y 1.76, aśı como de la Observación

1.77, ση(
⊕

γ<η(M(γ, n)/σγ(M(γ, n)))) =
⊕

γ<η σ
η((M(γ, n)/σγ(M(γ, n)))) ≤⊕

γ<η σ
γ((M(γ, n)/σγ(M(γ, n)))) = 0. De lo anterior y de la Proposición 1.75 se

sigue que (ση(M(η, n))+Mn)/Mn ≤ ση(M(η, n)/Mn) = 0. Luego, ση(M(η, n)) ≤
Mn. Para la desigualdad restante, sea x ∈Mn = σγ(M(γ, n)). Para cada ordinal

γ tal que γ < η, consideremos la inclusión canónica ιγ : Mn →
⊕

γ<ηMn. En-

tonces, por la Observación 2.30, h(ιγ(x), σ,
⊕

δ<ηM(δ, n)) ≥ γ. Considerando el

diagrama anterior y la Observación 2.30,(2), se tiene que h(x, σ,M(η, n)) ≥ γ,
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ya que ∇(ιγ(x)) = x para cada ordinal γ. Por lo tanto, h(x, σ,M(η, n)) ≥ γ para

cada ordinal γ < η, de donde h(x, σ,M(η, n)) ≥ η; es decir, x ∈ ση(M(η, n)).

Concluimos que ση(M(η, n)) = Mn para el ordinal ĺımite η, con lo que finaliza

la prueba. �

Estamos ahora en condiciones de construir una clase de prerradicales no car-

dinable. Para ello, necesitamos primero la siguiente definición.

Definición 2.32. Sean M ∈ R-Mod y σ ∈ R-pr. La σ-longitud de M , de-

notada por l(σ,M), es el menor ordinal λ tal que σλ(M) = σλ+1(M). Nótese

que este ordinal siempre existe, pues {σλ(M)}λ∈OR es una cadena descendente

de submódulos de M , y M es un conjunto.

Teorema 2.33. ([20, Teorema 6.5]) Si R es un anillo radical izquierdo, en-

tonces R es un anillo p-grande.

Demostración. Por hipótesis, R ∈ Tσ para algún radical 1̂ 6= σ ∈ R-pr. Lo

anterior implica que M ∈ Tσ para cada M ∈ R-Mod en virtud de la Proposición

2.28. Luego, existe una familia {Mn}n≥1 en R-Mod tal que M1 = R y σ(Mn+1) =

Mn para cada n ≥ 1. Ahora, como consecuencia del Teorema 2.31, para cada n ≥
1 y para todo γ ∈ OR, existe M(γ, n) ∈ R-Mod tal que σγ(M(γ, n)) = Mn. En

particular, para cada ordinal γ, σγM(γ, 1) = M1 = R, de donde, por la Proposi-

ción 1.76 y la Observación 1.77, σγ(M(γ, 1)/R) = σγ(M(γ, 1))/R = 0. Se sigue

que l(σ,M(γ, 1)/R) ≤ γ. Afirmamos que l(σ,M(γ, 1)/R) = γ. En caso contrario,

existiŕıa un ordinal η < γ tal que ση(M(γ, 1)/R) = 0; esto es, ση(M(γ, 1)) = R.

Aśı, σ(R) = σ(ση(M(γ, 1))) = ση+1(M(γ, 1)) ≥ σγ(M(γ, 1)) = M1 = R. Luego,

por la Proposición 1.99, se tendŕıa que σ = 1̂, lo que es una contradicción. Por

lo tanto, ση(M(γ, 1)/R) 6= 0 para todo η < γ; es decir, l(σ,M(γ, 1)/R) = γ.

Ahora, sea Nγ := M(γ, 1)/R para cada ordinal γ y consideremos la cadena

{σγ}γ∈OR. En vista de lo anterior, para cada γ ∈ OR, l(σ,Nγ) = γ. Sean δ, η ∈
OR, con δ < η. Por la Definición 2.32, se tiene que σδ(Nη) 6= ση(Nη), lo cual

implica que σδ 6= ση. Concluimos que {σγ}γ∈OR es una clase propia en R-pr; es

decir, R es un anillo p-grande. �
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Sea Z un dominio entero. Siguiendo la notación de [24], sea dM la unión de

todos los submódulos divisibles de M , el cual resulta ser un submódulo de M .

Si dM = 0, entonces el Z-módulo M se llama reducido. Ahora bien, para cada

n ∈ N, sea en = (r1, r2, . . .) ∈ ZN tal que rn = 1 y ri = 0 si i 6= n. Como en

[15], llamamos a un Z-módulo libre de torsión M escaso (o magro)2 si, para cada

Z-homomorfismo η : ZN →M , se tiene que η(en) 6= 0 sólo para un número finito

de n ∈ N.

La siguiente proposición ofrece una condición equivalente para que un módulo

sea escaso.

Proposición 2.34. Sea Z un dominio entero y sea M ∈ Z-Mod libre de

torsión. Un Z-módulo M es escaso si, y sólo si, para cada familia numerable de

Z-módulos {Ni}∞i=1 y para cada Z-homomorfismo η :
∏∞

i=1Ni →M existe j ≥ 1

tal que η(
∏∞

i=j Ni) = 0.

Demostración. Probaremos la necesidad; la suficiencia es clara. Seguimos

la prueba de un resultado similar para grupos abelianos de S. V. Rychkov y B.

Thome.3 Supongamos que M es escaso y que existe una familia de Z-módulos

{Ni}∞i=1 y un Z-homomorfismo η :
∏∞

i=1Ni → M tal que η(
∏∞

i=j Ni) 6= 0 para

cada j ≥ 1. Luego, existe una sucesión {yj}∞j=1 de elementos distintos tales que

yj ∈
∏∞

i=j Ni y η(yj) 6= 0 para cada j ≥ 1. Nótese que cada yj puede verse como

un elemento de
∏∞

i=1Ni haciendo yj = (y
(1)
j , y

(2)
j , . . . ), con y

(k)
j = 0 si k < j.

Sea ϕ : ZN →
∏∞

i=j Ni, definida por ϕ(r1, r2, . . . ) = (
∑∞

i=1 riy
(1)
i ,
∑∞

i=1 riy
(2)
i , . . . )

para cada (r1, r2, . . . ) ∈ ZN. Observemos que las sumas que intervienen en la

definición de ϕ son finitas, de donde ϕ es una función bien definida. Más aún,

claramente ϕ es un Z-homomorfismo. En consecuencia, como M es escaso, se

sigue que η(yj) = (ηϕ)(ej) = 0 para todos excepto un número finito de los j ∈ N,

lo que contradice nuestra elección de los elementos yj. �

Proposición 2.35. Sea Z un dominio entero y sea M un Z-módulo libre de

torsión y numerable. Si M es reducido, entonces M es escaso.

2en inglés, slender

3Véase [54, Proposición 1.1].
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Demostración. Seguiremos la prueba de E. Sasiada, presentada en [23,

Proposición 94.2]. Sea M un Z-módulo libre de torsión, numerable y reducido.

Supongamos que M no es escaso. Sea η : ZN → M un Z-homomorfismo tal

que η(en) 6= 0 para cada n ∈ N. En vista de que M es reducido, se tiene que⋂
r∈Z\{0} rM = 0. Sea k1 = 1. Puesto que η(e1) 6= 0, existe 0 6= k2 ∈ Z tal que

η(k1e1) /∈ k2M . Notemos que k1k2η(e2) 6= 0 al ser M libre de torsión. Luego,

existe 0 6= k3 ∈ Z tal que η(k1k2e2) /∈ k3M . De esta manera, podemos construir

una sucesión k1, k2, . . . de elementos en Z\{0} tales que η(k1k2 · · · knen) /∈ kn+1M

para cada n ∈ N. Sea A el conjunto de elementos (r1, r2, . . . ) ∈ ZN tales que,

para cada n ∈ N, rn = 0 ó rn = k1k2 · · · kn. Entonces |A| = 2ℵ0 , de donde existen

a1, a2 ∈ A tales que a1 6= a2 y η(a1) = η(a2). Sea a = a1− a2. Si a = (s1, s2, . . . ),

entonces a 6= 0 y, para cada n ∈ N, sn = 0 ó sn = ±k1k2 · · · kn. Sea n0 el

primer ı́ndice tal que sn0 6= 0. Entonces η(sn0en0) /∈ kn0+1M . Por otro lado,

η(sn0en0) = η(a) − η(0, . . . , 0, sn0+1, . . . ) = −η(0, . . . , 0, sn0+1, . . . ) ∈ kn0+1M , lo

cual es una contradicción. Concluimos que M es escaso. �

Proposición 2.36. Sea R un anillo y sea Z un dominio entero tal que Z

es un subanillo de Z(R). Si M es un Z-módulo escaso y η : RN → M es

un Z-homomorfismo tal que η(R(N)) = 0, entonces η = 0. En otras palabras,

HomZ(RN/R(N),M) = 0.

Demostración. Siguiendo [15, Lema 2], supongamos que η 6= 0. Sea x =

(xn)n≥1 ∈ RN tal que η(x) 6= 0. Sea ϕ : RN → RN definida como ϕ((yn)n≥1) =

(xi
∑i

k=1 yk)i≥1. Se verifica directamente que ϕ es un Z-homomorfismo. Ahora,

para cada n ∈ N, sea εn el elemento de RN cuya n-ésima coordenada es 1 y cuyas

coordenadas restantes son 0. Entonces ηϕ : RN →M es un Z-homomorfismo tal

que ηϕ(εn) = η(0, . . . , 0, xn, xn+1, . . . ) 6= 0 para cada n ≥ 1. Tomando Ri = R

para cada i ≥ 1, se sigue que η(
∏∞

i=nRi) 6= 0 para cada n ≥ 1, lo que contradice

la Proposición 2.34. �

Nos preparamos para exhibir una subclase de la clase de anillos radicales, la

cual involucra a la siguiente clase de anillos. Recordemos que, dado un anillo R,

denotamos por S(RR) (S(RR)) a la ret́ıcula de ideales izquierdos (derechos) de

R y, por Z(R), al centro de R.
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Definición 2.37. Sean Z un dominio entero y R un anillo que no sea anillo

con división. Decimos que R es un anillo Z-coinicial izquierdo (derecho) si:

1. Z es un subanillo de R tal que Z ⊆ Z(R).

2. {nR | n ∈ Z} \ {0} es coinicial 4 en el copo S(RR) \ {0} (S(RR) \ {0}),

donde, para cada n ∈ Z, nR es el ideal principal de R generado por el

elemento n; es decir, nR = {nr | r ∈ R}.

Decimos que R es Z-coinicial si es Z-coinicial derecho e izquierdo.

Nótese que todo dominio entero Z que no sea anillo con división es Z-coinicial.

De la definición previa se siguen de inmediato las siguientes caracterizaciones de

anillo Z-coinicial.

Proposición 2.38. ([20, Proposición 3.2]) Para un anillo R y un dominio

entero Z tal que es subanillo de Z(R), las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) R es Z-coinicial izquierdo.

(b) Para cada 0 6=R I ≤ R, se tiene que Z ∩ I 6= 0.

(c) Para cada x ∈ R\{0}, existen a ∈ R y n ∈ Z\{0} tales que ax = n.

(d) Para cada 0 6=R I ≤ R, R/I es un Z-módulo de torsión.

A continuación se prueban algunas propiedades de los anillos Z-coiniciales,

usando la útil proposición anterior.

Proposición 2.39. ([20, Proposición 3.4]) Si R es un anillo Z-coinicial

izquierdo, con Z un dominio entero, entonces:

(1) R es R-módulo izquierdo uniforme.

(2) R no tiene divisores de cero.

(3) Z tiene un elemento que no es invertible en R.

(4) R es un Z-módulo libre de torsión.

(5)
⋂
n∈Z\{0} nR = 0. En particular, R es un Z-módulo reducido.

(6) Si R es numerable, entonces R es un Z-módulo escaso.

Las condiciones (2) - (6) se cumplen también si R es un anillo Z-coinicial dere-

cho.

4véase la Sección 1 del Apéndice A
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Demostración. (1). Sean 0 6= RI, RJ ≤ R. Como R es Z-coinicial izquier-

do, existen n,m ∈ Z\{0} tales que nR ≤ I y mR ≤ J . Por lo tanto, 0 6= nmR ≤
nR ∩mR ≤ I ∩ J .

(2). Sean x, y ∈ R\{0}. Entonces existen a, b ∈ R y n,m ∈ Z\{0} tales que

ax = n y by = m. Luego, (ba)(xy) = b(ax)y = bny = byn = mn 6= 0, de donde

xy 6= 0.

(3). Supongamos que todo elemento distinto de cero de Z es invertible en

R. Sea x ∈ R\{0}. Entonces existen a ∈ R y n ∈ Z\{0} tales que ax = n.

Luego, como n es invertible, también lo es x. Pero entonces R resulta un anillo

con división, lo que es una contradicción.

(4). Esta propiedad es consecuencia inmediata de (2).

(5). Sea I =
⋂
n∈Z\{0} nR y supongamos que I 6= 0. Entonces existe n0 ∈

Z\{0} tal que n0R ≤ I, de donde n0R = I. Seam ∈ Z\{0}. Luego, n0mR = n0R;

es decir, n0 = n0mx para algún x ∈ R. Por lo tanto, n0(mx− 1) = 0 y, ya que R

no tiene divisores de cero por (2), se concluye que m es invertible en R, lo cual

contradice la condición (3). Concluimos que
⋂
n∈Z\{0} nR = 0.

(6). La afirmación se sigue de la Proposición 2.35 y del hecho de que R es

reducido por (5). �

Como consecuencia de la proposición anterior se tiene que ningún anillo Z-

coinicial izquierdo es artiniano izquierdo. Este hecho se prueba en el siguiente

corolario.

Corolario 2.40. ([20, Corolario 3.5]) Si R es un anillo Z-coinicial izquierdo

para algún dominio entero Z, entonces R no tiene ideales mı́nimos. En particular,

R no es artiniano izquierdo.

Demostración. En efecto, si I es un ideal izquierdo mı́nimo de R, entonces,

como el módulo regular R es uniforme izquierdo por la Proposición 2.39,(1), debe

ocurrir que I ≤ J para cada 0 6=R J ≤ R. Luego, I ⊆
⋂
n∈Z\{0} nR = 0, lo cual

contradice la condición (5) de la Proposición 2.39. �

En adelante, denotamos por ( )∗ al funtor Hom contravariante, HomR( , R).
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Las siguientes dos proposiciones generalizan los resultados establecidos por

R. Mines en [44] y probados en [19, Teorema 3.6].

Proposición 2.41. ([20, Proposición 5.2]) Sea R un anillo. Sea M ∈ R-Mod

tal que R ≤ M y sea f : R→ M la inclusión natural. Supongamos que M/R es

cogenerado por R. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) ωR0 (M) = R.

(b) f ∗ : M∗ → R∗ es el homomorfismo cero.

Demostración. (a) ⇒ (b). Supongamos que ωR0 (M) = R. Sea φ ∈ M∗.

Entonces f ∗(φ) = φf = 0, ya que R ≤ Nu(φ), por definición del prerradical

omega.

(b) ⇒ (a). Supongamos ahora que f ∗ = 0. Para cada φ ∈ M∗ se tiene que

φf = f ∗(φ) = 0, de donde R ≤ Nu(φ). Aśı, R ≤ ωR0 (M). Por otra parte, por

hipótesis y en virtud de la Proposición 1.16 y de la Observación 1.94, se tiene

que ωR0 (M/R) = 0. Luego, por la Proposición 1.76, ωR0 (M)/R = ωR0 (M/R) = 0

al ser ωR0 un radical. Por lo tanto, ωR0 (M) = R. �

Observación 2.42. ([20, Observación 5.3]) Notemos que R∗ = Endr(RR) y

que existe un isomorfismo de anillos ρ : R → Endr(RR). En consecuencia, si

Z es un dominio entero, R es Z-coinicial izquierdo (derecho) si, y sólo si, R∗

es Z-coinicial izquierdo (derecho). Notemos también que, si f ∈ HomR(R,M),

entonces Im(f ∗) = {k ∈ Endr(RR) | k se factoriza a través de f} es un ideal

derecho de R∗ (recordar que, en Endr(RR), kh significa que k actúa primero).

Proposición 2.43. ([20, Proposición 5.4]) Sea R un anillo Z-coinicial dere-

cho. Sea M ∈ R-Mod tal que R ≤M y sea f : R→M la inclusión natural. Para

la sucesión exacta E : 0→ R
f→ M → M/R → 0 las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) f ∗ : M∗ → R∗ es el homomorfismo cero.

(b) [E] ∈ ExtR(M/R,R) es Z-libre de torsión.

Demostración. (a)⇒ (b). Procedemos por contrapuesta. Supongamos que

n[E] = 0 para algún n ∈ Z \ {0}. El siguiente diagrama
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E : 0 // R
f
//

µRn=n idR

��

M //

α

��

M/R // 0

µRnE : 0 // R
f1 // M1

// M/R // 0

conmuta y tiene renglones exactos para algún M1 ∈ R-Mod y para algunos R-

homomorfismos f1 y α. Ahora bien, µRnE se escinde ya que [µRnE] = n[E] = 0.

Luego, existe un R-homomorfismo g1 : M1 → R tal que g1f1 = idR. Finalmente,

como n 6= 0, se tiene que f ∗(g1α) = g1αf = µRn 6= 0. Por lo tanto, f ∗ 6= 0.

(b) ⇒ (a). Procedemos también por contrapuesta. Supongamos que f ∗ 6= 0.

En virtud de la observación anterior, Im(f ∗) es un ideal derecho de R∗, el cual es

también un anillo Z-coinicial derecho, de manera que existe n ∈ Z \ {0} tal que

µRn = n idR ∈ Im(f ∗); es decir, (µRn )∗(idR) = µRn = f ∗(µ′) para algún µ′ ∈ M∗.

Consideremos nuevamente un diagrama conmutativo como el anterior. Al aplicar

el funtor ( )∗ a este diagrama y al incorporar los correspondientes morfismos de

conexión δ y δ1 de las sucesiones largas de homoloǵıa obtenemos el siguiente

diagrama conmutativo:

0 // (M/R)∗ // M1
∗ f1

∗
//

α∗

��

R∗
δ1 //

(µRn )∗

��

ExtR(M/R,R)

0 // (M/R)∗ // M∗
f∗
// R∗

δ // ExtR(M/R,R),

Ahora, como δ1(idR) = δ(µRn )∗(idR) = δf ∗(µ′) = 0, se sigue que idR ∈ Nu(δ1) =

f1
∗(M∗

1 ), de donde existe g1 ∈ M1
∗ tal que g1f1 = f1

∗g1 = idR. Por lo tanto, la

extensión µRnE se escinde; es decir, n[E] = 0. Concluimos que [E] es un elemento

de Z-torsión en ExtR(M/R,R). �

Como consecuencia de las proposiciones 2.41 y 2.43, para concluir que un

anillo Z-coinicial R es radical izquierdo basta construir un elemento Z-libre de

torsión en algún grupo de extensiones Ext(P,R), con P ∈ Cog(R). Nos enfocare-

mos en el caso en que P = RN.

Proposición 2.44. ([20, Proposición 3.5]) Sea R un anillo Z-coinicial izquier-

do o derecho. Si R es hereditario izquierdo, entonces ExtR(RN, R) es un Z-módulo

divisible.
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Demostración. Por la Proposición 2.39,(4), R y, por tanto, RN son Z-

módulos libres de torsión. Se sigue del Corolario 1.68 que ExtR(RN, R) es un

Z-módulo divisible. �

En [45, Teorema 8], R. J. Nunke describe la estructura del grupo abeliano

ExtZ(ZN,Z). Usando algunas ideas de los resultados de Nunke, se prueba que,

bajo las hipótesis de la Proposición 2.44, ExtR(RN, R) 6= 0 cuando R es un anillo

numerable. Luego, usando el hecho de que ExtR(RN, R) es divisible en este caso,

se construye un elemento Z-libre de torsión.

Proposición 2.45. ([20, Proposición 5.6]) Sea R un anillo Z-coinicial izquier-

do, hereditario izquierdo y numerable. Entonces ExtR(RN, R) 6= 0.

Demostración. Sea P := RN. Veamos primero que |P ∗| ≤ ℵ0. Para ello, sea

Φ : R(N) → P ∗ la función que env́ıa cada y = (yi)i∈N ∈ R(N) al R-homomorfismo

Φy : RN → R tal que, para cada z ∈ RN, Φy(z) =
∑

n∈sop(y) πn(z)yn, donde

sop(y) denota el soporte de y en R(N) y los morfismos πn son las proyecciones

canónicas. Probaremos que Φ es suprayectiva. Sea ϕ ∈ P ∗. En particular, ϕ es un

Z-homomorfismo y, en virtud de la Proposición 2.39,(6), R es un Z-módulo escaso

al ser R un anillo numerable. Se sigue de la Proposición 2.34 que el conjunto

{n ≥ 0 | ϕ(εn) 6= 0} es finito, donde εn denota el elemento de P cuya n-ésima

coordenada es 1 y cuyas otras coordenadas son 0. Sea {n ≥ 0 | ϕ(εn) 6= 0} =

{n1, . . . , nr}. Sea η = ϕ −
∑r

i=1 ϕιniπni , donde, para cada i ∈ {1, . . . , r}, los

morfismos ιni denotan inclusiones canónicas. Por la Proposición 2.36, se cumple

que η = 0. Luego, ϕ =
∑r

i=1 ϕιniπni . Más aún, si z = (zi)i∈N ∈ P , entonces,

para cada i = 1, . . . , n, se tiene que (ϕιiπi)(z) = ϕιi(zi) = ϕ(ziεi) = ziϕ(εi) =

πi(z)ϕ(εi). Aśı, ϕ(z) =
∑r

i=1 πni(z)ϕ(εni). Por lo tanto, Φ es suprayectiva, de

donde |P ∗| ≤ |R(N)| = |R| = ℵ0, que es lo que se queŕıa verificar.

Ahora bien, por la Proposición 2.39,(5), R es un Z-módulo reducido, por lo

que R no es un Z-módulo divisible. Luego, existe m ∈ Z\{0} tal que mR 6=
R. Más aún, mR no es un sumando directo de R ya que, de nuevo por la

Proposición 2.39,(1), R es un Z-módulo uniforme izquierdo. Se sigue que la

sucesión exacta corta 0 → R
µRm→ R → R/mR → 0 no se escinde, lo cual im-

plica que ExtR(R/mR,R) 6= 0. Afirmamos que |ExtR(P/mP,R)| ≥ 2ℵ0 . En
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efecto, al ser R hereditario izquierdo, el monomorfismo 0 → (R/mR)(N) →
(R/mR)N induce un epimorfismo ExtR((R/mR)N, R)→ ExtR((R/mR)(N), R)→
0. Puesto que (ExtR(R/mR,R))N ∼= ExtR((R/mR)(N), R), de lo anterior se sigue

que |ExtR((R/mR)N, R)| ≥ |(ExtR(R/mR,R))N| ≥ 2ℵ0 . Finalmente, en vista de

que P/mP ∼= (R/mR)N, se concluye que |ExtR(P/mP,R)| ≥ 2ℵ0 .

Consideremos ahora la sucesión exacta 0 → P
µPm→ P → P/mP → 0 en

R-Mod, la cual induce la exactitud de la sucesión larga de homoloǵıa 0 →
(P/mP )∗ → P ∗ → P ∗ → ExtR(P/mP,R) → ExtR(P,R) → ExtR(P,R) → 0. Si

ExtR(P,R) = 0, entonces se tendŕıa un epimorfismo P ∗ → ExtR(P/mP,R)→ 0,

pero, por lo visto anteriormente, |ExtR(P/mP,R)| > |P ∗|, lo que daŕıa una con-

tradicción. Por lo tanto, debe ocurrir que ExtR(P,R) 6= 0. �

Proposición 2.46. ([20, Proposición 5.7]) Sea R un anillo Z-coinicial izquier-

do, hereditario izquierdo y numerable. Entonces ExtR(RN, R) tiene un elemento

Z-libre de torsión.

Demostración. Comenzamos por demostrar la existencia de una familia

independiente infinita {Tn}n≥1 de R-submódulos of RN tal que Tn ∼= RN para

cada n ≥ 1. Sea P = {p1, p2, . . . } el conjunto de números primos. Para cada

n ≥ 1, sean An = {pnk | k ≥ 1} y Tn = {z ∈ RN | sop(z) ⊆ An}. Entonces Tn ∼=
RAn ∼= RN para cada n ≥ 1. Sea z ∈ Tk∩(

∑
n6=k Tn). Luego, sop(z) ⊆ Ak. Por otro

lado, z = z1 + · · ·+ zm, con zi ∈ Tni y ni 6= k para todo i ∈ {1, . . . ,m}. Se sigue

que sop(z) ⊆
⋃m
i=1 sop(zi) ⊆

⋃m
i=1Ani . Por tanto, sop(z) ⊆ Ak ∩ (

⋃m
i=1Ani) = ∅;

es decir, z = 0.

A continuación, construimos un elemento Z-libre de torsión en (ExtR(RN, R))N.

Por la Proposición 2.45, existe 0 6= x1 ∈ ExtR(RN, R). Ahora, como Z ⊆
R es numerable, podemos suponer que Z\{0} = {z1 = 1, z2, . . .}. Luego, ya

que ExtR(RN, R) es Z-divisible en virtud de la Proposición 2.44, existe x2 ∈
ExtR(P,R) tal que z2x2 = x1. De esta manera, podemos construir una sucesión

x1 = x, x2, . . . en ExtR(RN, R) tal que, para cada n ∈ N, zn+1xn+1 = xn para

algún xn+1 ∈ ExtR(RN, R). Se sigue que x = (x1, x2, . . .) ∈ (ExtR(RN, R))N es

Z-libre de torsión.
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Finalmente, consideremos la sucesión exacta 0 →
⊕

n≥1 Tn
i→ RN. Como R

es hereditario izquierdo y en vista de que

(ExtR(RN, R))N ∼=
∏
n≥1

ExtR(Tn, R) ∼= ExtR

(⊕
n≥1

Tn, R

)
,

se verifica la exactitud de la sucesión ExtR(RN, R)
(i)∗→ (ExtR(RN, R))N → 0.

Luego, al ser (i)∗ un epimorfismo, existe w ∈ ExtR(RN, R) tal que (i)∗(w) =

x. Más aún, como x ∈ (ExtR(RN, R))N es Z-libre de torsión, se sigue que w

es un elemento Z-libre de torsión en ExtR(RN, R), con lo que concluimos la

demostración. �

Teorema 2.47. ([20, Teorema 5.8]) Sea R un anillo numerable, Z-coinicial

y hereditario izquierdo. Entonces R es un anillo radical izquierdo.

Demostración. En efecto, en vista de la Proposición 2.46, existe una suce-

sión exacta E : 0→ R
f→M → RN → 0 tal que [E] es un elemento Z-libre de tor-

sión en ExtR(RN, R). Luego, por la Proposición 2.43, se tiene que f ∗ : M∗ → R∗

es el homomorfismo cero. Ahora, como M/R ∼= RN es cogenerado por R, se sigue

de la Proposición 2.41 que ωR0 (M) = R. Finalmente, al ser ωR0 un radical, se

concluye que R es un anillo radical izquierdo. �

Como consecuencia inmediata del teorema anterior se verifica el siguiente

corolario:

Corolario 2.48. Sea R un anillo numerable, Z-coinicial y hereditario izquier-

do. Entonces R es un anillo p-grande.

Hacemos énfasis en el hecho de que los anillos a los que se refiere el corolario

anterior son p-grandes y no artinianos. El propósito del siguiente caṕıtulo es

presentar un ejemplo de anillo artiniano y p-grande.

Ejemplo 2.49. Z satisface todas las condiciones del corolario anterior. De

hecho, como R. J. Nunke probó en [45], ExtZ(ZN,Z) tiene un elemento de orden

infinito. Usando este hecho, T. H. Fay, E. P. Oxford y G. L. Walls demuestran

en [19] la existencia de un grupo abeliano G tal que ωZ0 (G) = Z y construyen
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expĺıcitamente la cadena de radicales que se encuentra en correspondencia con

OR.

El siguiente ejemplo es de especial interés para el siguiente caṕıtulo.

Ejemplo 2.50. Sea K un campo numerable y considérese el anillo de poli-

nomios en una indeterminada con coeficientes en K, K[x]. Es claro que K[x] es

un anillo K[x]-coinicial y hereditario, toda vez que es un dominio de ideales prin-

cipales. Luego, el anillo K[x] cumple todas las condiciones del último corolario

y, por tanto, es p-grande.

Finalizamos este caṕıtulo haciendo énfasis en ciertas construcciones de anillos

que resultan ser p-grandes como consecuencia del último corolario, aśı como de

las proposiciones 1.30, 1.104 y 1.118.

Ejemplo 2.51. ([20, Observación 7.1]) Sea R un anillo numerable, Z-coinicial

y hereditario izquierdo. Un anillo S es p-grande si cualquiera de las siguientes

condiciones se cumple:

(1) S es Morita equivalente a R; en particular, si S = Mn(R) para algún

n > 1.

(2) S =
∏n

i=1Ri, con Rj = R para algún j ∈ {1, . . . , n}.

Para una lista más extensa de ejemplos de anillos p-grandes, remitimos al

lector a la sección final de [20].





Caṕıtulo 3

Un anillo artiniano y p-grande

Sea K un campo y consideremos el anillo de polinomios en una indeterminada

con coeficientes en K, K[x]. Sea H la categoŕıa cuyos objetos son parejas de

la forma 〈V, h〉, donde V es un K-espacio vectorial y h : V → V es un K-

endomorfismo lineal, y cuyos morfismos son K-aplicaciones lineales f : V → V ′

tales que fh = h′f ; es decir, conmuta el siguiente diagrama:

(†) V

	

h //

f
��

V

f
��

V ′
h′
// V ′

La importancia de la categoŕıa H, antes introducida, se aprecia especialmente

en la siguiente proposición, en la que se prueba la existencia de un isomorfismo

entre H y la categoŕıa de módulos sobre el anillo K[x].

Proposición 3.1. ([2, Ejemplo I.2.6]) Las categoŕıas K[x]-Mod y H son

isomorfas.

Demostración. Se define el funtor H1 : K[x]-Mod → H de la siguiente

manera. En objetos, para cada V ∈ K[x]-Mod, H1(V ) := 〈V, h〉, donde V es el K-

espacio vectorial subyacente y h : V → V es tal que h(v) := xv para cada v ∈ V .

En morfismos, para cada f ∈ HomK[x](V, V
′), H1(f) := f . Se tiene que el funtor

H1 está bien definido. En efecto, por un lado, es claro que el morfismo h es un K-

endomorfismo lineal del K-espacio vectorial V . Por otro lado, si f : V → V ′ es un

K[x]-homomorfismo, entonces, en vista del párrafo previo a la Observación 1.32

y ya que existe un monomorfismo K ↪→ K[x], se sigue que f es también un K-

homomorfismo; es decir, f es una K-aplicación lineal. Finalmente, para verificar

la conmutatividad del diagrama (†), sea v ∈ V . Entonces, por la definición de h y

al ser f un K[x]-homomorfismo, fh(v) = f(h(v)) = f(xv) = xf(v) . Por su parte,

99
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h′f(v) = h′(f(v)) = xf(v) por definición de h′. Por lo tanto, fh(v) = h′f(v).

Concluimos que fh = h′f , que es lo que restaba por revisar.

Ahora, sea H2 : H → K[x]-Mod el funtor definido como sigue. En objetos,

para cada 〈V, h〉 ∈ H, H2(〈V, h〉) := V , con la acción K[x] × V → V definida

por (λ0 + λ1x + · · · + λnx
n)v := λ0v + λ1h(v) + · · · + λnh

n(v). En morfismos,

para cada f en H, H2(f) := f . El funtor H2 está bien definido. Verificaremos

a continuación la afirmación previa. Por un lado, notemos que hn ∈ EndK(V )

para cada n ≥ 1. Luego, no es dif́ıcil verificar que H2(〈V, h〉), con la acción antes

definida, resulta ser un K[x]-módulo para cada 〈V, h〉 ∈ H. Por otra parte, sea

f un morfismo en H. Entonces f es una K-aplicación lineal y, dados v ∈ V y

λ0 + λ1x + · · · + λnx
n ∈ K[x], se tiene que H2(f)[(λ0 + λ1x + · · · + λnx

n)v] =

f(λ0v+λ1h(v)+· · ·+λnhn(v)) = f(λ0v)+f(λ1h(v))+· · ·+f(λnh
n(v)) = λ0f(v)+

λ1f(h(v))+ · · ·+λnf(hn(v)) por definición de la acción sobre V . Ahora, también

se verifica fácilmente por inducción sobre n que fhn = (h′)nf para cada n ≥ 1

por la conmutatividad del diagrama (†). Aśı, H2(f)[(λ0 + λ1x+ · · ·+ λnx
n)v] =

λ0f(v)+λ1f(h(v))+· · ·+λnf(hn(v)) = λ0f(v)+λ1h
′(f(v))+· · ·+λn(h′)n(f(v)) =

(λ0 + λ1x+ · · ·+ λnx
n)f(v) = (λ0 + λ1x+ · · ·+ λnx

n)(H2(f))(v) por definición

de la acción sobre V ′. Concluimos que H2(f) es un K[x]-homomorfismo.

Por útimo, a partir de las definiciones de los funtores H1 y H2 se verifica

directamente que H1H2 = 1H y H2H1 = 1K[x]-Mod, con lo que concluimos la

demostración.1 �

Proposición 3.2. Sea Q el carcaj de Kronecker. La categoŕıa H es equiva-

lente a una subcategoŕıa plena de KQ-Mod.

Demostración. La prueba consta de dos etapas: primero veremos que H es

isomorfa a una subcategoŕıa plena C de RepK(Q) y posteriormente probaremos

1Cabe mencionar que, como lo hizo notar la Dra. Martha Takane, el anillo K[x] es isomorfo

a la K-álgebra de carcaj KQ0, con

Q0 = a αff

por lo que, en virtud de la Observación 1.32 y del Teorema 1.120, la categoŕıa K[x]-Mod resulta

ser equivalente (de hecho, isomorfa) a la categoŕıa RepK(Q0), la cual coincide precisamente

con la categoŕıa H. No obstante, consideramos pertinente incluir la demostración de este hecho.
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que C es equivalente a una subcategoŕıa plena D de KQ-Mod. Para la primera

parte, definimos el funtor H : H → RepK(Q) como sigue: dado 〈V, h〉 ∈ H,

H(〈V, h〉) = (Va, ϕα)Va∈{V },ϕα∈{idV , h}, donde idV : V → V denota a la K-

aplicación lineal identidad, y, para cada morfismo f : V → V ′ ∈ H, H(f) = f .

Como consecuencia de lo anterior se tiene que C := H(H) es una subcate-

goŕıa plena de RepK(Q) que resulta ser isomorfa a la categoŕıa H. Para la

segunda parte, se define un funtor G : C → KQ-Mod tal que, para cada

(Va, ϕα)Va∈{V },ϕα∈{idV , h} ∈ C, G((Va, ϕα)) = V × V , con la suma usual (com-

ponente a componente) y con la multiplicación por escalares (caminos) dada

como sigue: para cada x = (v, w) ∈ V × V , ea · x = (v, 0), eb · x = (0, w),

idV · x = (idV (w), 0) = (w, 0) y h · x = (h(w), 0) y, para cada morfismo

f : V → V ′ ∈ C, G(f) = f ′, donde f ′ : V ×V → V ′×V ′ es tal que f ′ = f⊕f . Sea

D := G(C). Definimos ahora un funtor F : D→ C tal que, para cada V ×V ∈ D,

F (V ×V ) es la representación cuyo conjunto de K-espacios vectoriales es {Va, Vb}
y cuyo conjunto de K-aplicaciones lineales es {ϕidV , ϕh}, donde Va = ea ·V ∼= V ,

Vb = eb · V ∼= V y ϕidV , ϕh : Vb → Va son tales que ϕidV (x) = eaidV · x y

ϕh(x) = eah · x para cada x ∈ Vb. Se sigue que FG ' 1C y GF ' 1D. Ahora,

por el Teorema 1.120 se tiene que existen funtores F ′ : RepK(Q) → KQ-Mod y

G′ : KQ-Mod → RepK(Q) tales que F ′G′ ' 1RepK(Q) y G′F ′ ' 1KQ-Mod. Nótese

que, de hecho, los funtores F y G son las restricciones de los funtores F ′ y G′ a

las categoŕıas D y C, respectivamente. En consecuencia, D es subcategoŕıa plena

de KQ-Mod, con lo que concluimos la demostración. �

De las proposiciones 3.1 y 3.2 se tienen los siguientes corolarios.

Corolario 3.3. Sea Q el carcaj de Kronecker. La categoŕıa K[x]-Mod es

equivalente a una subcategoŕıa plena de KQ-Mod.

Corolario 3.4. Sea Q el carcaj de Kronecker. Existe un funtor fiel y pleno

H ′ : K[x]-Mod → KQ-Mod. Dicho funtor es inyectivo en objetos y preserva

monomorfismos. Más aún, H ′ preserva inclusiones y submódulos totalmente in-

variantes.
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Demostración. La primera parte del resultado se sigue del corolario previo

y de las proposiciones B.1 y B.2. De hecho, refiriéndonos a los funtores definidos

en las pruebas de las proposiciones 3.1 y 3.2, resulta que H ′ = EGHH1, donde

E es el funtor inclusión2 de D a KQ-Mod.

A partir de la definición de H ′ se sigue de inmediato la inyectividad de dicho

funtor en objetos, aśı como su propiedad de preservar monomorfismos.

Verifiquemos que H ′ preserva submódulos. Sean V,W ∈ K[x]-Mod tales que

W ≤ V . Entonces H1(W ) = 〈W,h′〉, donde W es visto como subespacio vectorial

de V y h′ es la restricción del K-endomorfismo lineal h : V → V al subespacio W .

Ahora, tras aplicar el funtor H a la imagen bajo el funtor H1 de W obtenemos

la representación (Va, ϕα)Va∈{W},ϕα∈{idW , h′} de Q. En vista de lo anterior y de la

definición del funtor G, resulta que H ′(W ) = G(HH1(W )) = W × W , con la

suma usual heredada de V × V y con la multiplicación por escalares (caminos)

dada como sigue: para cada x = (u,w) ∈ W ×W , eax = (u, 0), ebx = (0, w),

idWx = (w, 0) y h′x = (h′(w), 0). Se verifica directamente que W ×W , con la

acción antes presentada (que no es más que la restricción de la acción de KQ

sobre V ×V a W×W ), resulta ser un submódulo del KQ-módulo H ′(V ) = V ×V .

Por lo tanto, H ′(W ) ≤ H ′(V ).

Por último, probemos que el funtor H ′ preserva submódulos totalmente in-

variantes. Sea N ∈ K[x]-Mod y sea N ′ un submódulo totalmente invariante de

N . Notemos que, para cada K[x]-endomorfismo g : N → N , si g′ es la restricción

de g a N ′, entonces el siguiente diagrama conmuta:

N

	

g
// N

N ′
g′
//

?�

iN

OO

N ′
?�

iN

OO

donde iN es la inclusión natural. Ahora, sea f : H ′(N) → H ′(N) un KQ-

endomorfismo. Entonces, al ser H ′ un funtor pleno, existe un K[x]-endomorfismo

g : N → N tal que H ′(g) = f . Luego, en vista de que g(N ′) ≤ N ′ y de que H ′

2véase el Apéndice B
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preserva inclusiones, se sigue la conmutatividad del siguiente diagrama:

H ′(N)

	

H′(g)
// H ′(N)

H ′(N ′)
H′(g′)

//
?�

H′(iN )

OO

H ′(N ′)
?�

H′(iN )

OO

donde H ′(iN) es la inclusión natural. Por lo tanto, f(H ′(N ′)) = H ′(g)(H ′(N ′)) ≤
H ′(N ′); es decir, H ′(N ′) es un submódulo totalmente invariante de H ′(N), con

lo que concluimos la demostración. �

Observación 3.5. Nótese que, de hecho, en la última parte de la prueba

del resultado anterior se muestra que todo funtor pleno que preserva inclusiones

también preserva submódulos totalmente invariantes.

El funtor H ′ al que alude el corolario anterior induce un morfismo de orden

inyectivo entre las (grandes) ret́ıculas de prerradicales sobre los anillos K[x] y

KQ, con Q el carcaj de Kronecker. La afirmación anterior se desprende de la

siguiente proposición, enunciada de manera más general.

Proposición 3.6. Sean R y S anillos y sea F : R-Mod→ S-Mod un funtor

pleno, inyectivo en objetos y que preserva monomorfismos. Entonces existe una

asignación inyectiva φ : R-pr→ S-pr que preserva el orden.

Demostración. Sea φ : R-pr→ S-pr tal que, para cada σ ∈ R-pr,

φ(σ) :=
∨

N∈R-Mod

(
α
F (N)
F (σ(N))

)
F (iN )

,

donde iN : σ(N) ↪→ N es la inclusión natural. Notemos que la asignación φ

está bien definida y preserva el orden. A continuación probaremos que φ es in-

yectiva. Sean σ, τ ∈ R-pr, con σ 6= τ . Entonces existe N0 ∈ R-Mod tal que

σ(N0) 6= τ(N0). Afirmamos que:( ∨
N∈R-Mod

(
α
F (N)
F (σ(N))

)
F (iN )

)
(F (N0)) = F (iN0)(F (σ(N0))).

En efecto, por un lado, dado N ∈ R-Mod, se tiene que:(
α
F (N)
F (σ(N))

)
F (iN )

(F (N0)) =
∑
{f(F (iN)(F (σ(N)))) | f ∈ HomS(F (N), F (N0))}.
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Sea f ∈ HomS(F (N), F (N0)). Por la plenitud de F existe g ∈ HomR(N,N0) tal

que F (g) = f . Ahora, de la definición de prerradical se sigue la conmutatividad

del diagrama:

N

	

g
// N0

σ(N)
g′
//

?�

iN

OO

σ(N0)
?�

iN0

OO

donde g′ es la restricción g a σ(N). Luego, también el siguiente diagrama con-

muta:

F (N)

	

F (g)
// F (N0)

F (σ(N))
F (g′)

//

F (iN )

OO

F (σ(N0))

F (iN0
)

OO

En consecuencia, se tiene que f(F (iN)(F (σ(N)))) = F (g)F (iN)(F (σ(N))) ≤
F (iN0)(F (σ(N0))). Aśı,

(
α
F (N)
F (σ(N))

)
F (iN )

(F (N0)) ≤ F (iN0)(F (σ(N0))) para cada

N ∈ R-Mod, de donde,
∨
N∈R-Mod

(
α
F (N)
F (σ(N))

)
F (iN )

(F (N0)) ≤ F (iN0)(F (σ(N0))).

Para la desigualdad restante, en virtud de la Definición 1.106, F (iN0)(F (σ(N0))) ≤(
α
F (N0)
F (σ(N0))

)
F (iN0

)
(F (N0)) ≤

(∨
N∈R-Mod

(
α
F (N)
F (σ(N))

)
F (iN )

)
(F (N0)), con lo que

queda probada nuestra afirmación.

Una afirmación completamente análoga se tiene para el prerradical τ .

Una vez verificada nuestra afirmación, notemos que, ya que F es inyectivo

en objetos, F (σ(N0)) 6= F (τ(N0)). Además, como F preserva monomorfismos,

F (iN0)(F (σ(N0))) 6= F (iN0)(F (τ(N0))). De lo anterior se sigue que φ(σ) 6= φ(τ).

Concluimos que la asignación φ es inyectiva. �

Corolario 3.7. Sea Q el carcaj de Kronecker. Existe una asignación inyec-

tiva φ : K[x]-pr→ KQ-pr que preserva el orden.

Demostración. Este resultado se obtiene de inmediato a partir del Coro-

lario 3.4 y de la proposición anterior. �

Como consecuencia del Teorema 1.72 y de la Proposición 1.121, si Q es el

carcaj de Kronecker, el álgebra KQ es un anillo artiniano (izquierdo y derecho).



3. UN ANILLO ARTINIANO Y p-GRANDE 105

Ahora bien, sea K un campo numerable (tómese, por ejemplo, K = Q). Entonces,

como vimos en el Ejemplo 2.50, K[x] no es un anillo p-pequeño, de donde, en

virtud del Corolario 3.7, KQ tampoco es p-pequeño.

En resumen:

Corolario 3.8. Si Q es el carcaj de Kronecker, entonces KQ es un anillo

artiniano y p-grande.3

3Este ejemplo fue sugerido por la Dra. Dolors Herbera, de la Universidad Autónoma de

Barcelona.





Caṕıtulo 4

Anillos p-pequeños

En el caṕıtulo precedente se mostró que no todo anillo artiniano es p-pequeño.

A este punto, en miras de investigar la implicación que queda pendiente, a saber,

R anillo p-pequeño ⇒ R anillo artiniano, enfocaremos nuestra atención en la

condición de un anillo de ser p-pequeño, la cual, como veremos en la primera

sección de este caṕıtulo, está estrechamente relacionada con la existencia de un

módulo que determina a todos los prerradicales sobre el anillo, llamado módulo

principal. En base a lo anterior, en el presente caṕıtulo estudiaremos algunas

caracteŕısticas y cualidades de los módulos principales asociados a un anillo p-

pequeño. Para tal propósito, el caṕıtulo se divide en tres secciones. En la primera

sección se describen los módulos principales para la mayor parte de las clases de

anillos presentados en la Sección 1 del Caṕıtulo 2, junto con algunas de sus

propiedades. En la segunda, se aborda el caso restringido en que el anillo en

consideración es conmutativo y se ofrece, para este caso, una caracterización de

los módulos principales usando el funtor matricial HomR(P, −), al que se hace

referencia en la Observación 1.66. Finalmente, en la Sección 3 de este caṕıtulo

se obtienen más propiedades y caracterizaciones de los módulos principales por

medio de ciertas particiones de la clase R-Mod, las cuales, en vista de un resultado

de J. A. Beachy y W. D. Blair, nos aproximan a la condición del anillo de ser

artiniano.

1. Módulos principales

Sean R un anillo y σ ∈ R-pr. Definimos el siguiente preorden en R-Mod:

M �σ N si αMσ(M) � αNσ(N). El preorden anterior induce de manera natural una

relación de equivalencia ∼σ en R-Mod tal que M ∼σ N si αMσ(M) = αNσ(N). Sea

Xσ := R-Mod/ ∼σ. Para cada M ∈ R-Mod, denotamos por [M ]σ a la clase

{N ∈ R-Mod | N ∼σ M}.
107
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Proposición 4.1. Sean R un anillo p-pequeño y σ ∈ R-pr. Entonces la

partición Xσ es un conjunto.

Demostración. Consideremos la asignación Xσ → R-pr dada por [M ]σ 7→
αMσ(M) para cada [M ]σ ∈ Xσ. Claramente dicha asignación está bien definida y es

inyectiva. Luego, si R-pr es un conjunto, también lo es Xσ. �

Proposición 4.2. Sean R un anillo p-pequeño y σ ∈ R-pr. Entonces existe

Mσ ∈ R-Mod tal que σ = αMσ

σ(Mσ).

Demostración. Por el Axioma de Elección Global,1 existe una función de

elección ϕ : Xσ → R-Mod, de modo que, en virtud de las proposiciones 1.98 y

1.103, σ =
∨
{αMσ(M) | M ∈ R-Mod} =

∨
{αϕ(X)

σ(ϕ(X)) | X ∈ Xσ} = α
⊕
Xσ
ϕ(X)

σ( ⊕
Xσ
ϕ(X) ).

Tomando Mσ :=
⊕

X∈Xσ ϕ(X) se sigue la proposición. �

Observación 4.3. Sea R un anillo p-pequeño y sea σ ∈ R-pr. Supóngase

que ϕ, ψ : Xσ → R-Mod son dos funciones de elección distintas. Si Mσ :=⊕
X∈Xσ ϕ(X) y Nσ :=

⊕
Y ∈Xσ ψ(Y ), entonces se cumple que [Mσ]σ = [Nσ]σ; es

decir, la construcción del módulo en la Proposición 4.2 no depende de la función

de elección.

Definición 4.4. Sea M ∈ R-Mod. Se dice que M es módulo principal si

τ = αM
τ(M)

para cada τ ∈ R-pr.

Teorema 4.5. Sea R un anillo p-pequeño. Entonces existe M ∈ R-Mod tal

que M es módulo principal.

Demostración. Por la Proposición 4.2, para cada σ ∈ R-pr existe Mσ ∈
R-Mod tal que σ = αMσ

σ(Mσ). Definimos M :=
⊕

σ∈R-prMσ. Sea τ ∈ R-pr. Por un

lado, siempre se cumple que αM
τ(M)

� τ por las propiedades de los prerradicales

alfa. Por otra parte, de la definición de M se tiene que M := Mτ ⊕ M ′, con

M ′ =
⊕
{Mσ | σ ∈ R-pr, σ 6= τ}. Luego, por la Proposición 1.103, τ = αMτ

τ(Mτ ) �
αMτ

τ(Mτ ) ∨ αM
′

τ(M ′) = αMτ⊕M ′
τ(Mτ⊕M ′) = αM

τ(M)
. Por lo tanto, τ = αM

τ(M)
, con lo que

concluimos la demostración. �

1véase la Sección 3 del Apéndice A
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Más adelante veremos que la existencia de unR-módulo principal es, de hecho,

condición suficiente para que el anillo R sea p-pequeño.

El siguiente lema nos da una manera de obtener nuevos módulos principales

a partir de uno dado.

Lema 4.6. Sea M ∈ R-Mod un módulo principal y sea M0 ∈ R-Mod tal que

M es sumando directo de M0. Entonces M0 es módulo principal.

Demostración. Sea σ ∈ R-pr. Por hipótesis, M0 = M ⊕ L para algún

L ∈ R-Mod. Luego, σ = αM
σ(M)

� αM
σ(M)

∨ αLσ(L) = αM⊕L
σ(M⊕L)

= αM0

σ(M0) � σ

por la Proposición 1.103, de donde σ = αM0

σ(M0). Concluimos que M0 es módulo

principal. �

Observación 4.7. En particular, la clase de módulos principales de un anillo

es cerrada bajo extensiones que se escinden.

A continuación se presenta una caracterización de anillo semisimple en térmi-

nos de sus módulos principales.

Teorema 4.8. Para un anillo R son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) R es semisimple.

(b) M0 =
⊕
{S | S ∈ R-simp} es módulo principal.

(c) RR es módulo principal.

Demostración. (a) ⇔ (b). Si R es un anillo semisimple, entonces R es p-

pequeño por el Corolario 2.3. Luego, en vista del Teorema 4.5, existe un módulo

principal M ∈ R-Mod, con M :=
⊕

σ∈R-prMσ para algunos Mσ ∈ R-Mod. Aho-

ra, al ser R semisimple, se sigue de la Proposición 1.39 que M =
⊕

R-simp S
(XS),

con |XS| ≥ 0 para cada S ∈ R-simp. Sea σ ∈ R-pr. En virtud de lo anterior y de

la Proposición 1.103, se tiene que σ = αM
σ(M)

= α
⊕

R-simp
S(XS)

σ( ⊕
R-simp

S(XS) )
=
∨
R-simp α

S(XS)

σ(S(XS))
;

es decir, σ =
∨
S∈A α

S
σ(S) = α

⊕
A
S

σ(⊕
A
S), con A = {S ∈ R-simp | |XS| > 0},

de donde
⊕

S∈A S es un módulo principal. Finalmente, como consecuencia del

Lema 4.6 resulta que también M0 =
⊕
{S | S ∈ R-simp} es módulo princi-

pal. Para la rećıproca, supongamos ahora que M0 =
⊕
{S | S ∈ R-simp} es
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módulo principal. Entonces, para cada σ ∈ R-pr se tiene que σ = αM0

σ(M0)
=

α
⊕

R-simp
S

⊕
R-simp

σ(S) =
∨
R-simp α

S
σ(S) por las proposiciones 1.78 y 1.103. En particular,

1̂ =
∨
R-simp α

S
S = Zoc(−). Se sigue del Teorema 2.2 que R es un anillo semisimple.

(a) ⇔ (c). Si R es un anillo semisimple, entonces existe un monomorfismo⊕
R-simp S � R que se escinde. Ahora bien, ya probamos que la condición del

anillo de ser semisimple es equivalente a que
⊕

R-simp S sea módulo principal de

R. Luego, por el Lema 4.6, el módulo regular RR también lo es. Rećıprocamente,

si RR es módulo principal, entonces σ = αRσ(R) para todo σ ∈ R-pr; es decir, todo

σ ∈ R-pr es t-radical. En particular, todo coátomo de R-pr es t-radical. Se sigue

del Teorema 2.5 que R es semisimple.2 �

Estamos ahora en condiciones de exhibir módulos principales de una clase más

general de anillos; a saber, la de los anillos I-Köthe, definidos en la subsección

3.3 del Caṕıtulo 1.

Proposición 4.9. Sea R un anillo I-Köthe izquierdo. Entonces M =
⊕
N∈I

N

es módulo principal de R.

Demostración. Sea R un anillo I-Köthe izquierdo. Por el Teorema 2.20,

R es p-pequeño. Se sigue del Teorema 4.5 que existe un módulo principal M :=⊕
σ∈R-pr Mσ, con Mσ ∈ R-Mod para cada σ ∈ R-pr. Por otro lado, todo M ∈

R-Mod es una suma directa de módulos en I; en particular, M =
⊕

N∈I N
(YN ),

con |YN | ≥ 0 para cada N ∈ I. Sea σ ∈ R-pr. En virtud de lo anterior y

de la Proposición 1.103, σ = αM
σ(M)

= α
⊕
N∈I

N(YN )

σ( ⊕
N∈I

N(YN ) )
=
∨
N∈I α

N(YN )

σ(N(YN ))
; es decir,

σ =
∨
N∈G α

N
σ(N) = α

⊕
G
N

σ(⊕
G
N), donde G = {N ∈ I | |YN | > 0}. Por lo tanto,

⊕
N∈G N

es un módulo principal. Finalmente, como consecuencia del Lema 4.6, también⊕
N∈I N es módulo principal, con lo que concluimos la demostración. �

El resultado anterior proporciona diversos ejemplos de módulos principales.

2Esta caracterización fue conjeturada y probada por los doctores Francisco Raggi,

José Ŕıos, Hugo Rincón y Rogelio Fernández-Alonso, durante una sesión del Seminario de

Anillos de la UNAM.



1. MÓDULOS PRINCIPALES 111

Ejemplo 4.10. Sea R un anillo, entonces:

(1) Si R es un anillo de Köthe, M1 =
⊕

M∈IM , con I = {R/J |R J ≤ R},
es módulo principal de R.

(2) Si R es un anillo semisimple, M2 =
⊕

M∈IM , con I = R-simp, es

módulo principal de R.

(3) Si R es un anillo local uniserial, M3 =
⊕

M∈IM , con I el conjunto de

ideales izquierdos (y derechos) de R, es módulo principal de R.

(4) Si R es un álgebra de Artin de tipo de representación finito, entonces

M4 =
⊕

M∈IM , con I = R-ind, es módulo principal de R.

(5) Si R es un anillo puro semisimple y R-fin.gen. es un conjunto completo

e irredundante de representantes de clases de isomorfismo de R-módulos

izquierdos finitamente generados, entonces M =
⊕
{M |M ∈ R-fin.gen.}

es módulo principal de R.

De hecho, los módulos principales en el caso de los anillos semisimples y los

anillos locales uniseriales presentados en el ejemplo anterior (incisos (2) y (3),

respectivamente) resultan ser los menores u “óptimos”, en el sentido de que en

la descomposición de todo módulo principal para dichas clases de anillos deben

aparecer todos los elementos del conjunto I correspondiente, como veremos en

las siguientes proposiciones.

Proposición 4.11. Sea R un anillo semisimple. Las siguientes condiciones

son equivalentes para M ∈ R-Mod:

(a) M es módulo principal.

(b) M =
⊕
{S(XS) | S ∈ R-simp}, con |XS| > 0 para cada S ∈ R-simp.

Demostración. (a) ⇒ (b). Supongamos que M ∈ R-Mod es módulo prin-

cipal y que existe T ∈ R-simp tal que T no es sumando directo de M ; es decir,

M =
⊕

R-simp S
(XS), con |XS| ≥ 0 para cada S ∈ R-simp y |XT | = 0. Sea σ :=

αTT ∈ R-pr. Luego, para cada S ∈ R-simp, S 6= T , se tiene que σ(S) = αTT (S) = 0

por la Observación 1.41. En virtud de lo anterior y de la Proposición 1.78, σ(M) =

σ(
⊕
{S(XS) | S ∈ R-simp, S 6= T}) =

⊕
{(σ(S))(XS) | S ∈ R-simp, S 6= T} = 0.
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Finalmente, al ser M módulo principal, αTT = σ = αM
σ(M)

= αM0 = 0̂ por la

Observación 1.91, lo cual es una contradicción.

(b)⇒ (a). Es consecuencia del Teorema 4.8 y del Lema 4.6. �

Proposición 4.12. Sea R un anillo local uniserial con serie de composición

0 = I0 < I1 < I2 < · · · < In−1 < In = R, n ≥ 1. Para M ∈ R-Mod son

equivalentes las siguientes condiciones:

(a) M es módulo principal.

(b) M =
n⊕
i=1

Ii
(Xi), con |Xi| > 0 para cada i ∈ {1, . . . , n}.

Demostración. (a)⇒ (b). Sea M un módulo principal de R y supongamos

que existe j ∈ {1, . . . , n} tal que Ij no es sumando directo de M ; es decir,

M =
n⊕
i=1

Ii
(Xi), con |Xi| ≥ 0 para cada i ∈ {1, . . . , n} y |Xj| = 0 en vista del

Corolario 1.55 y de nuestra suposición. Sea σ := α
Ij
Ij
∈ R-pr. Por la Proposición

1.78 se tiene que σ(M) =
n⊕
i=1
i 6=j

(σ(Ii))
(Xi). Luego, como M es módulo principal y

en virtud de la Proposición 1.103, σ = αM
σ(M)

=
n∨
i=1
i 6=j

αIi
(Xi)

(σ(Ii))(Xi)
=

n∨
i=1
i 6=j

αIiσ(Ii)
. Por

otra parte, de la Proposición 2.11 se sigue que σ(Ik) = Ik para k ∈ {1, . . . , j} y

σ(Ik) = Ij para k ∈ {j+1, . . . , n}. Como consecuencia de lo anterior y aplicando

las proposiciones 2.9 y 2.10 se verifica que:

σ =
n∨
i=1
i 6=j

αIiσ(Ii)
=

j−1∨
i=1

αIiIi ∨
n∨

i=j+1

αIiIj = α
Ij−1

Ij−1
∨ αIj+1

Ij
= α

Ij−1

Ij−1
,

lo cual es una contradicción.

(b) ⇒ (a). Esta implicación se sigue de inmediato a partir del Teorema 4.9

(tomando I = {Ii | i = 1, . . . , n}) y del Lema 4.6. �

Los resultados anteriores generan una pregunta abierta para el caso de los

anillos puros semisimples (anillos I-Köthe).3

La siguiente proposición nos dice que los módulos principales se preservan

bajo equivalencia de Morita.

3Véase el caṕıtulo Algunas preguntas y problemas abiertos, al final del presente trabajo.
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Proposición 4.13. Sean R y S anillos y sea F : R-Mod → S-Mod una

equivalencia de categoŕıas. Si M es un módulo principal de R, entonces F (M)

es un módulo principal de S.

Demostración. Por el Teorema 1.104, sabemos de la existencia de un iso-

morfismo de (grandes) ret́ıculas ϕ : R-pr→ S-pr. Sea σ ∈ S-pr. Entonces existe

τ ∈ R-pr tal que ϕ(τ) = σ. Ahora, si M es un módulo principal de R, τ = αM
τ(M)

.

Luego, en virtud del Corolario 1.112, σ = ϕ(τ) = ϕ(αM
τ(M)

) = αFM
[ϕ(τ)](FM)

=

αFM
σ(FM)

; es decir, F (M) es módulo principal de S. �

Por su parte, el teorema que presentamos a continuación nos da una descrip-

ción del módulo principal en el caso de una descomposición de anillos.

Teorema 4.14. Sean R1, . . . , Rn ideales distintos de cero de un anillo R

tales que RR =
n⊕
i=1

Ri y sea {e1, . . . , en} un conjunto completo de idempotentes

ortogonales centrales de R. Supongamos que Mi es módulo principal de Ri (visto

como anillo) para cada i = 1, . . . , n. Entonces M :=
n⊕
i=1

Mi es módulo principal

de R.

Demostración. Notemos primero que Mi tiene estructura de R-módulo

izquierdo para cada i = 1, . . . , n, de manera que M ∈ R-Mod por el comentario

previo a la Observación 1.32. Sea πi : R → Ri la i-ésima proyección canónica

para cada i = 1, . . . , n. Sea τ ∈ R-pr. Veamos que τ = αM
τ(M)

. Por un lado,

en virtud del Teorema 1.118, existe (σ1, . . . , σn) ∈ R1-pr × · · · × Rn-pr tal que

τ = ψn((σ1, . . . , σn)) =
∨n
i=1{σi}πi. Además, al ser Mi módulo principal de Ri

para cada i = 1, . . . , n, se tiene que σi = αMi

σi(Mi)
para cada i = 1, . . . , n. Sea

N ∈ R-Mod. Por la Proposición 1.115, para cada i = 1, . . . , n, ({σi}πi)(N) =

σi(vπi(N)), donde vπi(N) es el anulador (derecho) de Nu(πi) en N . Más aún,

en vista de la Proposición 1.116,(2), vπi(N) = eiN para cada i = 1, . . . , n.

De lo anterior se sigue que τ(N) = (
∨n
i=1{σi}πi)(N) =

∑n
i=1({σi}πi)(N) =⊕n

i=1 σi(eiN) =
⊕n

i=1 α
Mi

σi(Mi)
(eiN).

Por otra parte, en virtud de la Observación 1.36, M =
⊕n

i=1 eiM y N =⊕n
j=1 ejN . En adición, por un argumento similar al utilizado en el párrafo pre-

vio para la descripción de τ(N), se deduce que τ(M) =
⊕n

i=1 σi(eiM). Luego,
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αM
τ(M)

(N) = α
⊕ni=1eiM

⊕ni=1σi(eiM)
(
⊕n

j=1 ejN) =
(∨n

i=1 α
eiM

σi(eiM)

)
(
⊕n

j=1 ejN) por la Proposi-

ción 1.103. Nótese que, para cada i, j ∈ {1, . . . , n}, con i 6= j, cualquier R-

homomorfismo f : eiM → ejN es el homomorfismo cero, de donde αeiM
σi(eiM)

(ejN) =

0 para cada i, j ∈ {1, . . . , n}, con i 6= j. Como consecuencia de lo anterior y

de la Proposición 1.78, se tiene que αM
τ(M)

(N) =
(∨n

i=1 α
eiM

σi(eiM)

)
(
⊕n

j=1 ejN) =∑n
i=1 α

eiM

σi(eiM)
(
⊕n

j=1 ejN) =
⊕n

i=1 α
eiM

σi(eiM)
(eiN).

Ahora bien, observemos que eiM ∼= Mi para cada i = 1, . . . , n. En efecto, dado

i ∈ {1, . . . , n}, se tiene que eiM = ei
(⊕n

i=1Mi

)
= 0×· · ·×0×Mi×0×· · ·×0 ∼= Mi

en virtud de la Proposición 1.37.

Finalmente, en vista de la observación anterior, se sigue de la Proposición

1.92 que τ(N) = αM
τ(M)

(N). Concluimos que τ = αM
τ(M)

; es decir, M es módulo

principal de R. �

Corolario 4.15. Sean R1, . . . , Rn anillos y sea R := R1×· · ·×Rn. Si Mj es

módulo principal de Rj para cada j = 1, . . . , n, entonces M :=
n⊕
j=1

Mj es módulo

principal de R.

Demostración. Para cada j ∈ {1, . . . , n}, sea ιj : Rj → R la j-ésima

inyección canónica. Por la Observación 1.35, se tiene que RR =
⊕n

j=1 ιj(Rj),

donde cada ιj(Rj) es considerado como ideal de R, y, además, ιj(Rj) ∼= Rj

(como anillos) para todo j = 1, . . . , n. Luego, en virtud de la Observación 1.32,

Mj es módulo principal de ιj(Rj) (visto como módulo sobre ιj(Rj)) para cada

j = 1, . . . , n. Sea τ ∈ R-pr. En vista de lo anterior y del Teorema 4.14, se sigue

que τ = αM
σ(M)

, con lo que concluimos la demostración. �

Estamos ahora en condiciones de dar una descripción de módulo principal

de un anillo artiniano principal. Sea R uno de tales anillos. Entonces, por el

Teorema 1.52, R =
∏m

i=1Mri(Ri) para algún m ≥ 1, con ri ≥ 1 y Ri un anillo

local uniserial para cada i = 1, . . . ,m. Ahora, en virtud de la Proposición 1.30,

existe una equivalencia de categoŕıas Fi : Ri-Mod → Mri(Ri)-Mod para cada

i = 1, . . . ,m. Supongamos que cada anillo Ri tiene serie de composición 0 =

I i0 < I i1 < · · · < I ini = Ri, con ni ≥ 1 para cada i = 1, . . . ,m. De la Proposición

4.12 se sigue que, para todo i = 1, . . . ,m, Mi ∈ Ri-Mod es módulo principal si
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y sólo si Mi =
⊕ni

j=1 I
i
j
(Xj), con |Xj| > 0 para cada j ∈ 1, . . . , ni. Luego, como

consecuencia de la Proposición 4.13 y del Corolario 4.15, se tiene el siguiente

resultado.

Proposición 4.16. Sea R un anillo artiniano principal. Entonces, haciendo

referencia al párrafo anterior,
m⊕
i=1

Fi(
⊕ni

j=1 I
i
j
(Xj)) es módulo principal de R.

Una propiedad sobresaliente de un módulo principal M ∈ R-Mod es la exis-

tencia de una correspondencia biuńıvoca entre prerradicales sobre el anillo R y

submódulos totalmente invariantes de M , como se muestra a continuación.

Proposición 4.17. Sea M ∈ R-Mod un módulo principal. Entonces la (gran)

ret́ıcula R-pr es isomorfa a la ret́ıcula Sfi(M). En particular, R es p-pequeño.

Demostración. Se definen las asignaciones εM : R-pr → Sfi(M) y δM :

Sfi(M) → R-pr como εM(σ) := σ(M) para cada σ ∈ R-pr y δM(N) := αMN

para cada submódulo totalmente invariante N de M , respectivamente. Entonces,

dado N ≤fi M , (εM δM)(N) = αMN (M) = N . Por su parte, dado σ ∈ R-pr,

(δM εM)(σ) = αM
σ(M)

= σ, al ser M módulo principal. Luego, (εM δM) = 1Sfi(M)

y (δM εM) = 1R-pr. Finalmente, ya que tanto εM como δM preservan el orden, se

sigue que ambos morfismos son isomorfismos de ret́ıculas (inversos entre śı) en

vista de la Proposición A.2. �

Observación 4.18. La asignación εM definida en la prueba de la Proposi-

ción 4.17 es suprayectiva aun cuando M ∈ R-Mod no sea módulo principal. Sin

embargo, nótese que para verificar que (δM εM) = 1R-pr śı se requiere que M sea

módulo principal.

Como consecuencia del Teorema 4.5 y de la Proposición 4.17 se obtiene la

caracterización de anillo p-pequeño que se presenta enseguida.

Corolario 4.19. Un anillo R es p-pequeño si, y sólo si, existe M ∈ R-Mod

módulo principal.

Ahora bien, de la Proposición 4.17 se sigue que si dos prerradicales aplicados

a un módulo principal coinciden, entonces son iguales. Lo anterior nos lleva a la

siguiente caracterización de módulo principal.
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Corolario 4.20. M ∈ R-Mod es módulo principal si, y sólo si, τ = ωM
τ(M)

para cada τ ∈ R-pr.

Demostración. La necesidad es consecuencia inmediata del comentario

previo. Para la suficiencia, sea σ ∈ R-pr. Aplicando la hipótesis al prerradi-

cal αM
σ(M)

, se tiene que αM
σ(M)

= ωM
αM
σ(M)

(M)
= ωM

σ(M)
= σ, con lo que concluimos la

demostración. �

La definición que se presenta enseguida aparece en [50].

Definición 4.21. Un R-módulo inyectivo E se llama inyectivo principal si

σ = ωEσ(E) para cada σ ∈ R-pr exacto izquierdo.

Un hecho interesante es que la cápsula inyectiva de un módulo principal

resulta ser un inyectivo principal, como se establece en la siguiente proposición.

Proposición 4.22. Si M ∈ R-Mod es módulo principal, entonces EM es

inyectivo principal.

Demostración. Sea σ un prerradical exacto izquierdo sobre R. La desigual-

dad σ � ωEM
σ(EM)

siempre se cumple por las propiedades de los prerradicales

omega. Para la desigualdad restante, sea i la inclusión M ↪→ EM . Entonces se

tiene que ωEM
σ(EM)

(M) =
⋂
{g←(σ(EM)) | g ∈ HomR(M,EM)} ≤ i←(σ(EM)) =

σ(EM) ∩ M = σ(M) por la Proposición 1.85. Luego, ωEM
σ(EM)

(M) ≤ σ(M) ≤
ωEM
σ(EM)

(M); es decir, σ(M) = ωEM
σ(EM)

(M). Por otra parte, como M es módulo

principal, σ = ωM
σ(M)

por el Corolario 4.20. De lo anterior y de las propiedades

de los prerradicales omega se sigue que ωEM
σ(EM)

� ωM
σ(M)

= σ. Por lo tanto,

σ = ωEM
σ(EM)

, con lo que concluimos la demostración. �

2. Anillos conmutativos

En esta sección nos dedicamos a examinar la clase particular de los anillos

p-pequeños conmutativos. En relación al problema que nos planteamos original-

mente, comenzamos presentando el caso más simple: el de los anillos conmuta-

tivos cuya ret́ıcula de prerradicales es finita.
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Proposición 4.23. Sea R un anillo conmutativo tal que R-pr es un conjunto

finito. Entonces R es artiniano.

Demostración. Sea R-trad la clase de todos los t-radicales. Notemos que,

en vista del Teorema 1.101, (5), R-trad es, de hecho, un conjunto, toda vez que

se encuentra en correspondencia biuńıvoca con la ret́ıcula de ideales de R. En

efecto, existe un isomorfismo de ret́ıculas ϕt : R-trad→ Sfi(RR), definido como

ϕt(σ) = σ(R) para cada t-radical σ, cuyo morfismo inverso ψt : Sfi(RR) →
R-trad viene dado por ψt(I) = αRI para cada ideal I de R. Ahora, por hipótesis,

R es conmutativo, de donde Sfi(RR) = S(RR). Luego, si R-pr es un conjunto

finito, entonces claramente S(RR) satisface la condición de cadena descendente,

con lo que concluimos la demostración. �

Observación 4.24. Nótese que partiendo de la petición de que R-trad satisfa-

ga la condición de cadena descendente como copo, por un razonamiento similar

al de la prueba de la proposición anterior, se obtiene la misma conclusión para

R conmutativo.

En general, como es de esperarse, aun restringiéndonos al caso conmutativo,

el estudio de las condiciones de cadena de un anillo R si R-pr es un conjunto no

finito (o, más generalmente, si R-trad no cumple la condición de cadena descen-

dente como copo) resulta más interesante y, por tanto, de mayor complejidad.

Nuestro propósito a este punto es proponer algunas condiciones equivalentes a la

propiedad de un R-módulo de ser principal (estrechamente vinculada con el he-

cho de que el anillo R sea p-pequeño), mismas que involucran al p-funtor referido

en la Observación 1.66. Para tal fin, iniciamos con una observación de especial

relevancia para todo el desarrollo posterior.

Observación 4.25. Si R es un anillo conmutativo, entonces, para cada

M ∈ R-Mod y para todo x ∈ M , el p-funtor σxM := HomR(M, −)(x) es un

prerradical sobre R. Más aún, si R es p-pequeño, entonces σxM = αM
σxM (M)

para

algún módulo principal M de R. En consecuencia, para cada N ∈ R-Mod,

se sigue que σxM(N) = αM
σxM (M)

(N) =
∑
{f(σxM(M)) | f ∈ HomR(M,N)} =
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f∈HomR(M,N)

∑
y∈σxM (M) f(y) =

∑
y∈σxM (M) HomR(M,N)(y). Por lo tanto, σxM =∨

y∈σxM (M) HomR(M, −)(y).

En vista de la observación anterior se tienen los siguientes resultados. Sean

R un anillo p-pequeño y conmutativo y sea M un R-módulo principal.

Proposición 4.26. Sean M,N ∈ R-Mod y sea h ∈ HomR(M,N). En-

tonces para todo x ∈ M existe n ≥ 1 tal que h(x) =
∑n

i=1 f
x
i g

x
i (x), con gxi ∈

HomR(M,M) y fxi ∈ HomR(M,N) para cada i = 1, . . . , n.

Demostración. Sea h : M → N un homomorfismo de R-módulos y sea

x ∈ M . Ya que h(x) ∈ σxM(N) = HomR(M,N)(x), se sigue de la observación

anterior que h(x) =
∑n

i=1 f
x
i (yi) para algún n ≥ 1, con fxi ∈ HomR(M,N)

y yi ∈ σxM(M) = HomR(M,M)(x) para cada i = 1, . . . , n. Luego, h(x) =∑n
i=1 f

x
i (gxi (x)), con gxi ∈ HomR(M,M) para cada i = 1, . . . , n, con lo que con-

cluimos la demostración. �

Corolario 4.27. Sean M,N ∈ R-Mod y sea h ∈ HomR(M,N). Entonces

para todo x ∈M existe n ≥ 1 tal que h(x) = FxGx(x), con Gx ∈ HomR(M,M
n
)

y Fx ∈ HomR(M
n
, N).

Demostración. Sea h : M → N un homomorfismo de R-módulos y sea

x ∈ M . Por la Proposición 4.26, existen n ≥ 1 y fxi ∈ HomR(M,N), gxi ∈
HomR(M,M), i = 1, . . . , n, tales que h(x) =

∑n
i=1 f

x
i g

x
i (x). Los morfismos gxi in-

ducen un único morfismo Gx : M →M
n

por la propiedad universal del producto,

de manera que, para cada i = 1, . . . , n, el siguiente diagrama conmuta:

M M
n

πioo

M

gxi

OO

Gx

=={
{

{
{

donde πi denota la i-ésima proyección canónica para cada i = 1, . . . , n.
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Asimismo, los morfismos fxi inducen un único morfismo Fx : M
n →M que hace

conmutar el siguiente diagrama en vista de la propiedad universal del coproducto:

M
ιi //

fxi
��

M
n

Fx}}{
{

{
{

M

donde ιi denota la i-ésima inclusión canónica para cada i = 1, . . . , n.

Finalmente, como Gx(x) =
∑n

i=1 ιiπiGx(x), se sigue de lo anterior que FxGx(x) =∑n
i=1 FxιiπiGx(x) =

∑n
i=1 f

x
i g

x
i (x) = h(x), que es lo que se queŕıa verificar. �

Corolario 4.28. Para todo M ∈ R-Mod y para todo x ∈ M existe n ≥ 1

tal que x = FxGx(x), con Gx ∈ HomR(M,M
n
) y Fx ∈ HomR(M

n
,M).

Demostración. El resultado se sigue como caso particular del corolario

anterior, tomando N := M y h := idM . �

Corolario 4.29. Todo M ∈ R-Mod ćıclico es sumando directo de M
n

para

alguna n ≥ 1.

Demostración. Sea M = Rx un R-módulo ćıclico. Por el corolario an-

terior, existen n ≥ 1 y Gx ∈ HomR(M,M
n
), Fx ∈ HomR(M

n
,M) tales que

x = FxGx(x). Sea y ∈ M , entonces y = rx para algún r ∈ R. Luego, y = rx =

rFxGx(x) = FxGx(rx) = FxGx(y). Por lo tanto, idM = FxGx. Concluimos que

M es sumando directo de M
n
. �

El siguiente resultado se deduce de inmediato como caso particular del coro-

lario anterior.

Corolario 4.30. Todo R-módulo simple es sumando directo de M .

Un hecho notable es que la Proposición 4.26 es, de hecho, equivalente al

Corolario 4.28. Más sorprendente aún resulta que ambos resultados caracterizan

a un módulo principal si R es un anillo conmutativo y p-pequeño, como lo afirma

el siguiente teorema.

Teorema 4.31. Sea R un anillo conmutativo y p-pequeño. Para M ∈ R-Mod

son equivalentes las siguientes condiciones:
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(a) M es módulo principal.

(b) Dados M,N ∈ R-Mod, para todo h ∈ HomR(M,N) y para todo x ∈ M
existe n ≥ 1 tal que h(x) =

∑n
i=1 f

x
i g

x
i (x), con gxi ∈ HomR(M,M) y

fxi ∈ HomR(M,N) para cada i = 1, . . . , n.

(c) Para todo M ∈ R-Mod y para todo x ∈ M se tiene que existe n ≥ 1 tal

que x =
∑n

i=1 f
x
i g

x
i (x), con gxi ∈ HomR(M,M) y fxi ∈ HomR(M,M) para

cada i = 1, . . . , n.

Demostración. (a) ⇒ (b). La implicación se sigue de la Observación 4.25

y de la Proposición 4.26.

(b) ⇒ (c). Se sigue de inmediato, toda vez que la condición (c) es un caso

particular de la condición (b), tomando N := M y h := idM .

(c) ⇒ (a). Sea σ ∈ R-pr y sea M ∈ R-Mod . La desigualdad αM
σ(M)

(M) ≤
σ(M) se verifica siempre en virtud de la Proposición 1.97. Para la desigualdad

restante, sea x ∈ σ(M). Por hipótesis, existe n ≥ 1 tal que x =
∑n

i=1 f
x
i (gxi (x)),

con gxi ∈ HomR(M,M) y fxi ∈ HomR(M,M) para cada i = 1, . . . , n. Ahora,

como x ∈ σ(M), se sigue de la definición de prerradical que gxi (x) ∈ σ(M) para

cada i = 1, . . . , n. Luego, por la definición de prerradical alfa, x ∈ αM
σ(M)

(M). Por

lo tanto, σ(M) ≤ αM
σ(M)

(M). Concluimos que σ = αM
σ(M)

; es decir, M es módulo

principal de R. �

A partir de los resultados anteriores se obtiene una nueva caracterización de

anillo semisimple para el caso conmutativo.

Teorema 4.32. Sea R un anillo conmutativo. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) R es semisimple.

(b) R tiene un módulo principal inyectivo.

Demostración. (a) ⇒ (b). Sea R un anillo semisimple. Como R es p-

pequeño, existe un módulo principal M ∈ R-Mod en virtud del Teorema 4.5. Por

otro lado, al ser R semisimple, todo R-módulo es inyectivo; en particular, M es

inyectivo.
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(b)⇒ (a). Sea M ∈ R-Mod un módulo principal. Por el Corolario 4.29, todo

R-módulo ćıclico es sumando directo de M
n

para alguna n ≥ 1. Luego, si M es

inyectivo, entonces se tiene además que todo R-módulo ćıclico es inyectivo por

la Proposición 1.11, de donde, en vista del Teorema 1.50, R es semisimple.4 �

3. Particiones de R-Mod

En la Sección 1 de este caṕıtulo definimos un preorden �σ para cada σ ∈ R-pr

que induce una relación de equivalencia ∼σ en R-Mod. Uno de los propósitos de

esta sección es presentar algunas de las propiedades de la particiones Xσ =

R-Mod/ ∼σ, con σ ∈ R-pr.

Observación 4.33. Sea σ ∈ R-pr. El preorden �σ induce un orden parcial

en la partición Xσ. Denotamos también por �σ a este orden parcial inducido.

Luego, en vista de la Proposición 4.1, si R es un anillo p-pequeño, entonces Xσ

resulta ser un conjunto parcialmente ordenado o copo.

Dado σ ∈ R-pr, se definen las clases de R-módulos Cσ y Cσ como sigue:

Cσ := {K ∈ R-Mod | σ = αKσ(K)};

Cσ := {K ∈ R-Mod | σ = ωKσ(K)}.

En virtud de la observación anterior se obtiene la primera parte del siguiente

resultado.

Proposición 4.34. Sea R un anillo p-pequeño y sea σ ∈ R-pr. Entonces

〈Xσ,�σ〉 es un conjunto parcialmente ordenado, con elemento menor Fσ y ele-

mento mayor la clase Cσ. Más aún, Xσ resulta una ret́ıcula completa.

Demostración. Notemos primero que, por la Proposición 4.2, existe Mσ ∈
R-Mod tal que Cσ = [Mσ]σ. Luego, de la Proposición 1.97 se sigue que αNσ(N) �
σ = αMσ

σ(Mσ) para cada N ∈ R-Mod, de donde [N ]σ �σ [Mσ]σ = Cσ para cada

[N ]σ ∈ Xσ. Por lo tanto, Cσ es el elemento mayor de Xσ. Por su parte, observemos

que Fσ = [0]σ. En efecto, M ∈ Fσ si, y sólo si, σ(M) = 0 si, y sólo si, αMσ(M) =

4Este resultado fue probado, con un argumento distinto, por el Dr. Francisco Raggi y,

posteriormente, también de manera independiente, por el Dr. José Ŕıos.
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αM0 = 0̂ = α0
σ(0), lo cual, a su vez, es equivalente a que M ∈ [0]σ. Ahora, es claro

que 0̂ = α0
σ(0) � αNσ(N) para cada N ∈ R-Mod, de donde Fσ = [0]σ �σ [N ]σ

para cada [N ]σ ∈ Xσ. Por consiguiente, Fσ = [0]σ es el elemento menor de

Xσ. Se sigue que 〈Xσ,�σ〉 es un copo acotado. Más aún, como consecuencia de la

definición del orden parcial enXσ, resulta que enXσ existen supremos arbitrarios,

descritos de la siguiente manera. Sea {[Ni]σ}i∈I una familia en Xσ. Entonces∨
i∈I [Ni]σ =

[⊕
i∈I Ni

]
σ
. Verificaremos a continuación la afirmación anterior. Por

un lado, se tiene que, para cada i ∈ I, αNiσ(Ni)
�
∨
i∈I α

Ni
σ(Ni)

= α
⊕
I
Ni

⊕
I
σ(Ni)

= α
⊕
I
Ni

σ(⊕
I
Ni)

en

vista de las proposiciones 1.78 y 1.103. Se sigue que
[⊕

i∈I Ni

]
σ

es cota superior

de {[Ni]σ}i∈I . Ahora, supongamos que existe L ∈ R-Mod tal que αNiσ(Ni)
� αLσ(L)

para cada i ∈ I. Entonces α
⊕
I
Ni

σ(⊕
I
Ni)

=
∨
i∈I α

Ni
σ(Ni)

� αLσ(L), con lo que queda

probada nuestra afirmación. Finalmente, como consecuencia de la Proposición

A.3, resulta que Xσ es una ret́ıcula completa. �

Con base en la proposición anterior se tiene el siguiente resultado:

Corolario 4.35. Sea R un anillo p-pequeño y sea σ ∈ R-pr. Entonces los

elementos de Xσ cumplen la propiedad de cerradura bajo sumas directas.

Demostración. Sea M ∈ R-Mod y sea {Mi}i∈I ⊆ R-Mod tal que Mi ∼σ M
para cada i ∈ I. Entonces [

⊕
i∈IMi]σ =

∨
i∈I [Mi]σ =

∨
i∈I [M ]σ = [M ]σ. �

De manera dual, dados un anillo R y σ ∈ R-pr, el preorden en R-Mod dado

por M �σ N si ωMσ(M) � ωNσ(N) induce naturalmente una relación de equivalencia

∼σ en R-Mod y un orden parcial en la partición R-Mod/ ∼σ. Bajo el supuesto

adicional de que R es p-pequeño, se sigue que Xσ := R-Mod/ ∼σ es un conjunto,

de donde Xσ resulta ser un conjunto parcialmente ordenado o copo. De hecho,

Xσ resulta ser una semirret́ıcula, como veremos en la siguiente proposición. De-

notamos por [M ]σ a la clase {N ∈ R-Mod | N ∼σ M} y, por �σ, al orden parcial

inducido en Xσ.

Proposición 4.36. Sea R un anillo p-pequeño y sea σ ∈ R-pr. Entonces

〈Xσ,�σ〉 es un conjunto parcialmente ordenado, con elemento mayor Tσ y ele-

mento menor la clase Cσ. Además, Xσ es una semirret́ıcula.
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Demostración. Como R es un anillo p-pequeño, se sigue del Teorema 4.5

que existe M ∈ R-Mod módulo principal. En virtud del Corolario 4.20, se tiene

que, en particular, σ = ωM
σ(M)

. Aśı, Cσ = [M ]σ. Luego, por la Proposición 1.97,

ωM
σ(M)

= σ � ωNσ(N) para cada N ∈ R-Mod, de donde Cσ = [M ]σ �σ [N ]σ para

cada [N ]σ ∈ Xσ. En consecuencia, Cσ es el elemento menor de Xσ. Por otro lado,

observemos que Tσ = [0]σ. En efecto, M ∈ Tσ si, y sólo si, σ(M) = M si, y sólo

si, ωMσ(M) = ωMM = 1̂ = ω0
σ(0), lo cual equivale a que M ∈ [0]σ. Ahora, claramente,

para cada N ∈ R-Mod, ωNσ(N) � ω0
σ(0) = 1̂. Se sigue que [N ]σ �σ [0]σ = Tσ

para cada [N ]σ ∈ Xσ. Por consiguiente, Tσ = [0]σ es el elemento mayor de

Xσ. Por lo tanto, 〈Xσ,�σ〉 es un copo acotado. Más aún, como consecuencia

de la definición del orden parcial en Xσ, resulta que el ı́nfimo de cualesquiera

dos elementos de Xσ existe y se describe como sigue. Sean [M ]σ, [N ]σ ∈ Xσ,

entonces [M ]σ ∧ [N ]σ = [M ×N ]σ. Para verificarlo, notemos que, por una parte,

ωM×Nσ(M×N) = ωM×Nσ(M)×σ(N) = ωMσ(M)∧ωNσ(N) � ωMσ(M) por las proposiciones 1.78 y 1.103.

Similarmente, ωM×Nσ(M×N) � ωNσ(N). Ahora, supongamos que existe L ∈ R-Mod tal

que ωLσ(L) � ωMσ(M) y ωLσ(L) � ωNσ(N). Entonces ωLσ(L) � ωMσ(M) ∧ ωNσ(N) = ωM×Nσ(M×N).

Lo anterior implica que [M ×N ]σ es la mayor cota inferior de [M ]σ y [N ]σ, que

es lo que hab́ıa que verificar. Concluimos que Xσ es una semirret́ıcula. �

Observación 4.37. Cabe destacar que la partición Xσ resulta una ret́ıcula

completa para todo σ ∈ R-pr, con supremo arbitrario descrito por
∨
i∈I [Mi]σ =

[
⊕

i∈IMi]σ para cada familia {[Mi]σ}i∈I ⊆ Xσ. La verificación de este hecho de-

pende fuertemente de que los prerradicales preservan sumas directas. Al no contar

con la propiedad correspondiente para productos directos, sino con una versión

“más débil” (ver Proposición 1.78), en principio sólo podemos concluir que Xσ

es, en general, una semirret́ıcula y que, para cada familia {[Mi]
σ}i∈I ⊆ Xσ,

[
∏

i∈IMi]
σ es una cota inferior de {[Mi]

σ}i∈I , de donde [
∏

i∈IMi]
σ �σ

∧
i∈I [Mi]

σ.

Por el mismo motivo, tampoco contamos con un resultado dual al Corolario 4.35.

Ahora bien, en el caso espećıfico de σ = 0̂, Xσ śı resulta ser una ret́ıcula com-

pleta, con ı́nfimo arbitrario dado por
∧

[Mi]
0̂ = [

∏
i∈IMi]

0̂ para cada {[Mi]
0̂}i∈I

en X 0̂. En efecto, de lo anterior se sigue que, dada una familia {[Mi]
0̂}i∈I ⊆ X 0̂,

[
∏

i∈IMi]
0̂ es una cota inferior de {[Mi]

0̂}i∈I . Supongamos que existe L ∈ R-Mod
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tal que [L]0̂ es cota inferior de {[Mi]
0̂}i∈I . Entonces ωL0 �

∧
i∈I ω

Mi
0 = ω

∏
i∈IMi

0 en

virtud de las proposiciones 1.78 y 1.103. Concluimos, en vista de la Proposición

A.3, que X 0̂ es una ret́ıcula completa.

Como consecuencia de las definiciones de las clases Cσ y Cσ se sigue de in-

mediato otra caracterización de módulo principal.

Proposición 4.38. Sea R un anillo p-pequeño. Las siguientes condiciones

son equivalentes para M ∈ R-Mod:

(a) M es módulo principal.

(b) M ∈
⋂
τ∈R-pr Cτ .

(c) M ∈
⋂
τ∈R-pr Cτ .

Demostración. (a)⇔ (b). Se sigue de inmediato de la definición de módulo

principal de un anillo y de la definición de las clases Cσ, con σ ∈ R-pr.

(a)⇔ (c). Se sigue de inmediato en vista del Corolario 4.20 y de la definición

de las clases Cσ, con σ ∈ R-pr. �

A continuación se presentan algunos casos particulares de las clases Cσ y Cσ.

Proposición 4.39. Sean R un anillo p-pequeño y σ ∈ R-pr.

(1) Si σ = 0̂, entonces Cσ = R-Mod.

(2) Si σ es un átomo, entonces Cσ = Xσ \ Fσ.

(3) Si σ = 1̂, entonces Cσ consiste de todos los generadores de R-Mod.

Demostración. (1). Sea σ = 0̂. Entonces Cσ = {M ∈ R-Mod | 0̂ = αM0 } =

R-Mod. Observemos que, en este caso, Cσ = Fσ = [0]σ.

(2). Notemos primero que, en general, dado σ ∈ R-pr, con σ 6= 0̂, se cumple

que Fσ ⊆ Xσ \ Cσ. En efecto, si K ∈ R-Mod es tal que σ(K) = 0, entonces

αKσ(K) = αK0 = 0̂ 6= σ, de donde K /∈ Cσ. Ahora, sea σ un átomo en R-pr. Entonces

se cumple, además, que Xσ \ Cσ ⊆ Fσ. Verificaremos la última afirmación por

contrapuesta. Si K /∈ Fσ, entonces 0̂ 6= αKσ(K) � σ por la Proposición 1.97. Luego,

al ser σ un átomo, debe ocurrir que αKσ(K) = σ, es decir, K ∈ Cσ. Concluimos que

Xσ \ Cσ = Fσ si σ es un átomo.
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(3). Sea σ = 1̂. Entonces Cσ = {M ∈ R-Mod | 1̂ = αMM}. Ahora, en virtud

de la Observación 1.94 y de la Proposición 1.16, dado M ∈ R-Mod, se tiene que

1̂ = αMM si, y sólo si, αMM (N) = N para cada N ∈ R-Mod si, y sólo si, M genera

a N para cada N ∈ R-Mod, con lo que concluimos la demostración. �

Dualmente:

Proposición 4.40. Sean R un anillo p-pequeño y σ ∈ R-pr.

(1) Si σ = 1̂, entonces Cσ = R-Mod.

(2) Si σ es un coátomo, entonces Cσ = Xσ \ Tσ.

(3) Si σ = 0̂, entonces Cσ consta de todos los cogeneradores de R-Mod.

Observación 4.41. Sean R un anillo p-pequeño. De los ejemplos anteriores

se sigue que, en particular, todo módulo principal es generador y cogenerador de

R-Mod.

En los resultados siguientes estudiamos algunas propiedades de las particiones

X1̂ y X 0̂.

Proposición 4.42. Sea R un anillo p-pequeño. Existe una correspondencia

biuńıvoca entre:

(1) X1̂ y la clase de todos los prerradicales idempotentes sobre el anillo R.

Más aún, dicha correspondencia es un isomorfismo de ret́ıculas.

(2) X 0̂ y la clase de todos los radicales sobre el anillo R. Más aún, dicha

correspondencia es un isomorfismo de ret́ıculas.

Demostración. (1). Sea R-idem la clase de todos los prerradicales idem-

potentes sobre el anillo R. Como R es p-pequeño, R-idem es, de hecho, un con-

junto. Sea δ : X1̂ → R-idem tal que δ([M ]1̂) = αMM para cada [M ]1̂ ∈ X1̂. Es

claro que δ es una función bien definida e inyectiva. Veamos ahora que δ es

suprayectiva. Sea τ ∈ R-idem. Entonces, por el Teorema 1.101 y por un argu-

mento similar al aplicado en la prueba de la Proposición 4.2, se obtiene que

τ =
∨
{αMM | M ∈ R-Mod y τ(M) = M} = α

M1̂
M1̂

, con M1̂ ∈ R-Mod. Luego,

δ([M1̂]1̂) = τ . Por lo tanto, la función δ es biyectiva. Más aún, de la definición

del orden en X1̂ se sigue de inmediato que [M ]1̂ �1̂ [N ]1̂ si, y sólo si, αMM � αNN .
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Concluimos, en vista de la Proposición A.2 y de la Proposición 4.34, que δ es un

isomorfismo de ret́ıculas.

(2). Sea R-rad la clase de todos los radicales sobre el anillo R. Como R es p-

pequeño, R-rad es un conjunto. Sea % : X 0̂ → R-rad tal que %([M ]0̂) = ωM0 para

cada [M ]0̂ ∈ X 0̂. Claramente, % resulta una función bien definida e inyectiva.

Para verificar la suprayectividad, tomemos τ ∈ R-rad. Entonces, por el Teorema

1.101, τ =
∧
{ωM0 |M ∈ R-Mod y τ(M) = 0}. Ahora, por el Axioma de Elección,

existe una función de elección ψ : X 0̂ → R-Mod tal que, por las proposiciones

1.78 y 1.103, τ =
∧
{ωψ(X)

0 | X ∈ X 0̂} = ωM
0̂

0 , donde M 0̂ :=
∏

X∈X 0̂

ψ(X). Se tiene,

pues, que %([M 0̂]0̂) = τ . Finalmente, de la definición del orden en X 0̂ se sigue

de inmediato que [M ]0̂ �0̂ [N ]0̂ si, y sólo si, ωM0 � ωN0 . Concluimos, en vista

de la Proposición A.2 y de la última parte de la Observación 4.37, que % es un

isomorfismo de ret́ıculas. �

Proposición 4.43. Sea R un anillo p-pequeño y sea S ∈ R-simp. Entonces

[S]1̂ es un átomo de la ret́ıcula X1̂.

Demostración. Sea [M ]1̂ 6= [0]1̂ y supongamos que [M ]1̂ �1̂ [S]1̂. Entonces,

por la definición de orden en X1̂, αMM � αSS . Luego, M = αMM (M) ≤ αSS(M) ≤M ;

es decir, αSS(M) = M . Notemos que, como M 6= 0, αSS(M) =
∑
{S ′ ≤ M | S ′ ∼=

S} ∼= S(Y ) para algún conjunto Y . Se sigue que M ∼= S(Y ). Por tanto, en vista

del Corolario 4.35, concluimos que [M ]1̂ = [S]1̂. �

A partir de la proposiciones 4.42 y 4.43 se verifica de inmediato el siguiente

corolario.

Corolario 4.44. Sea R un anillo p-pequeño. Entonces la clase Aid :=

{αSS | S ∈ R-simp} consta de átomos del conjunto de prerradicales idempotentes,

R-idem.

Volviendo a nuestra meta, el siguiente resultado de J. A. Beachy y W. D.

Blair caracteriza a los anillos artinianos izquierdos en términos de ciertas clases

de pretorsión.
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Proposición 4.45. ([5, Corolario 3.3]) Para un anillo R las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(a) R es artiniano izquierdo.

(b) Toda clase de pretorsión hereditaria de R-Mod es cerrada bajo productos

directos.

Luego, por el Corolario 1.86, el resultado que se presenta enseguida es conse-

cuencia inmediata de la Proposición 4.45.

Corolario 4.46. Para un anillo R las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(a) R es artiniano izquierdo.

(b) Para todo σ ∈ R-pr exacto izquierdo, Tσ es cerrada bajo productos direc-

tos.

Por su parte, la siguiente proposición caracteriza a las clases de pretorsión

Tσ, con σ ∈ R-pr idempotente, que son cerradas bajo productos directos.

Proposición 4.47. Sean R un anillo y σ ∈ R-pr idempotente. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) Tσ es cerrada bajo productos directos.

(b) Para cada familia {Mi}i∈I ⊆ R-Mod, σ(
∏

i∈IMi) =
∏

i∈I σ(Mi).

Demostración. (a)⇒ (b). Supongamos que la clase Tσ es cerrada bajo pro-

ductos directos. Sea {Mi}i∈I una familia enR-Mod. La desigualdad σ(
∏

i∈IMi) ≤∏
i∈I σ(Mi) siempre se cumple por la Proposición 1.78. Ahora, si σ es idempo-

tente, entonces σ(Mi) ∈ Tσ para cada i ∈ I. Luego, por hipótesis,
∏

i∈I σ(Mi) ∈
Tσ. Notemos que

∏
i∈I σ(Mi) ≤

∏
i∈IMi. Aśı,

∏
i∈I σ(Mi) = σ(

∏
i∈I σ(Mi)) ≤

σ(
∏

i∈IMi). Concluimos que σ(
∏

i∈IMi) =
∏

i∈I σ(Mi).

(b) ⇒ (a). Sea {Ni}i∈I ⊆ Tσ. Entonces
∏

i∈I Ni =
∏

i∈I σ(Ni) = σ(
∏

i∈I Ni)

por hipótesis, de donde
∏

i∈I Ni ∈ Tσ. Por lo tanto, Tσ es cerrada bajo productos

directos. �

El corolario que se presenta a continuación sirve de enlace entre la proposición

anterior y las particiones antes definidas (concretamente, Xσ).
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Corolario 4.48. Sean R un anillo p-pequeño y σ ∈ R-pr idempotente. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Tσ es cerrada bajo productos directos.

(b) Para cada familia {Mi}i∈I ⊆ R-Mod, σ(
∏

i∈IMi) =
∏

i∈I σ(Mi).

(c) Para cada familia {Mi}i∈I ⊆ R-Mod,
∧
i∈I [Mi]

σ = [
∏

i∈IMi]
σ.

(d) Para cada M ∈ R-Mod, [M ]σ es cerrada bajo productos directos.

Demostración. (a)⇒ (b). Esta implicación está contemplada en la Proposi-

ción 4.47.

(b) ⇒ (c). Por la Observación 4.37, para cada familia {[Mi]
σ}i∈I ⊆ Xσ,

[
∏

i∈IMi]
σ es una cota inferior de {[Mi]

σ}i∈I . Sea [L]σ ∈ Xσ tal que [L]σ �σ

[Mi]
σ para cada i ∈ I. Entonces ωLσ(L) � ωMi

σ(Mi)
para cada i ∈ I, de donde

ωLσ(L) �
∧
i∈I ω

Mi

σ(Mi)
= ω

∏
i∈IMi∏
i∈I σ(Mi)

= ω
∏
i∈IMi

σ(
∏
i∈IMi)

por la Proposición 1.103 y por

hipótesis. Se sigue de lo anterior que [
∏

i∈IMi]
σ es la mayor cota inferior de

{[Mi]
σ}i∈I ; es decir,

∧
i∈I [Mi]

σ = [
∏

i∈IMi]
σ.

(c) ⇒ (d). Sea M ∈ R-Mod y sea {Mi}i∈I ⊆ [M ]σ. Entonces [Mi]
σ = [M ]σ

para cada i ∈ I. Luego, [M ]σ =
∧
i∈I [Mi]

σ = [
∏

i∈IMi]
σ por hipótesis. Con-

cluimos que [M ]σ es cerrada bajo productos directos.

(d)⇒ (a). La implicación se sigue de inmediato, ya que, si toda clase en Xσ

es cerrada bajo productos directos, entonces, en particular, Tσ = [0]σ cumple tal

propiedad de cerradura. �

Observación 4.49. Notemos que la condición (c) del corolario anterior

equivale a que la semirret́ıcula Xσ sea una ret́ıcula completa para σ ∈ R-pr

idempotente.

En virtud de los resultados anteriores y ya que todo prerradical exacto izquier-

do es idempotente, para concluir que el anillo R es artiniano bastaŕıa probar

alguna de las condiciones equivalentes del Corolario 4.48, considerando σ ∈ R-pr

exacto izquierdo. Lo anterior probaŕıa también que Xσ es una ret́ıcula completa

cuando σ ∈ R-pr es exacto izquierdo (véase Observación 4.37).

Cabe mencionar que es precisamente la construcción canónica de un módulo

principal, presentada en la Proposición 4.2, la motivación inicial para la definición
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de las dos particiones de R-Mod estudiadas en esta sección. Dichas particiones

han probado ser una herramienta muy provechosa para explorar la condición del

anillo de ser p-pequeño, si bien tienen interés por śı mismas.

3.1. Módulos σ-cogenerados. Sean R un anillo y σ ∈ R-pr. Con el

propósito de estudiar más a fondo la partición Xσ, se define la siguiente clase de

módulos, tomando como modelo el concepto de clase cogenerada por un módulo

M , Cog(M).

Definición 4.50. Sea M ∈ R-Mod. La clase de módulos σ-cogenerados por M

se define como:

σ-Cog(M) =
{
N ∈ R-Mod | σ(N) = ωMσ(M)(N)

}
.

Observación 4.51. Nótese que, en efecto, 0̂-Cog(M) = Cog(M).

La siguiente proposición resulta sumamente útil, toda vez que relaciona la

noción de módulo σ-cogenerado con el orden de la partición Xσ.

Proposición 4.52. Sean M ∈ R-Mod y σ ∈ R-pr. Las siguientes condi-

ciones son equivalentes para N ∈ R-Mod:

(a) N ∈ σ-Cog(M).

(b) ωMσ(M) � ωNσ(N).

(c) [M ]σ �σ [N ]σ.

(d) Si Y := HomR(N,M), entonces existe un homomorfismo GN,M : N →
MY tal que σ(N) = G←N,M( (σ(M))Y ).

Demostración. (a)⇔ (b). Si N ∈ σ-Cog(M), entonces ωMσ(M)(N) = σ(N),

de donde ωMσ(M) � ωNσ(N) por la Proposición 1.97. Rećıprocamente, si ωMσ(M) �
ωNσ(N), entonces ωMσ(M)(N) ≤ ωNσ(N)(N) = σ(N). Por otra parte, notemos que

para todo f ∈ HomR(N,M) se cumple que σ(N) ≤ f←(σ(M)) en virtud de

la definición de prerradical. Luego, σ(N) ≤ ωMσ(M)(N). Por lo tanto, σ(N) =

ωMσ(M)(N); es decir, N ∈ σ-Cog(M).

(b)⇔ (c). Se sigue de inmediato de la definición de orden en Xσ.

(a)⇔ (d). En efecto, N ∈ σ-Cog(M) si, y sólo si, ωMσ(M)(N) = σ(N) si, y sólo

si, σ(N) =
⋂
{g←(σ(M)) | g ∈ HomR(N,M)}. Sea Y = HomR(N,M). Por la
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propiedad universal del producto directo, existe un único morfismo GN,M : N →
MY tal que, para cada g ∈ Y , el siguiente diagrama conmuta:

M MY
πg
oo

N

g

OO

GN,M

==z
z

z
z

donde πg denota la proyección canónica. Luego, en vista de la propiedad univer-

sal del producto y de la Observación 1.4, la condición σ(N) =
⋂
{g←(σ(M)) |

g ∈ HomR(N,M)} es equivalente a que σ(N) = G←N,M( (σ(M))Y ), con lo que

concluimos la demostración. �

Como consecuencia directa de la proposición anterior, se obtiene una manera

alternativa de describir a la clase de módulos σ-cogenerados. Dicha descripción

se presenta en el siguiente corolario.

Corolario 4.53. Para M ∈ R-Mod y σ ∈ R-pr,

σ-Cog(M) =
⋃
{ [N ]σ ∈ Xσ | [M ]σ �σ [N ]σ}.

Presentamos a continuación algunas propiedades de la clase σ-cogenerada por

un módulo.

Proposición 4.54. Sean M ∈ R-Mod y σ ∈ R-pr. La clase σ-Cog(M) es

cerrada bajo sumas directas.

Demostración. Sea {Ni}i∈I ⊆ σ-Cog(M). Entonces ωMσ(M)(
⊕

i∈I Ni) =⊕
i∈I ω

M
σ(M)(Ni) =

⊕
i∈I σ(Ni) = σ(

⊕
i∈I Ni) por hipótesis y por la Proposición

1.78. Por lo tanto,
⊕

i∈I Ni ∈ σ-Cog(M). �

La siguiente proposición nos da una pauta acerca de la distribución de los

elementos de Xσ, bajo el supuesto adicional de que el prerradical σ es exacto

izquierdo.

Proposición 4.55. Sean N,M ∈ R-Mod tales que existe un monomorfismo

h : N →M y sea σ un prerradical exacto izquierdo. Entonces [M ]σ �σ [N ]σ.
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Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que h es la

inclusión natural i : N ↪→ M . Luego, i←(σ(M)) = N ∩ σ(M) = σ(N) al ser

σ ∈ R-pr exacto izquierdo. De lo anterior se sigue que ωMσ(M)(N) =
⋂
{g←(σ(M)) |

g ∈ HomR(N,M)} ≤ σ(N). Por otra parte, para todo f ∈ HomR(N,M), se

cumple que σ(N) ≤ f←(σ(M)) por la definición de prerradical. Luego, σ(N) ≤
ωMσ(M)(N). Por lo tanto, σ(N) = ωMσ(M)(N). Concluimos que [M ]σ �σ [N ]σ en

virtud de la Proposición 4.52. �

Como consecuencia de las proposiciones 4.52 y 4.55, se verifica el siguiente

resultado.

Proposición 4.56. Sean M ∈ R-Mod y σ un prerradical exacto izquierdo.

Entonces σ-Cog(M) es cerrada bajo monomorfismos.

Demostración. Sea h : K → L un monomorfismo de R-módulos. Entonces,

por la proposición anterior, [L]σ �σ [K]σ. Supongamos que L ∈ σ-Cog(M). Se

sigue de la Proposición 4.52 que [M ]σ �σ [L]σ. Luego, [M ]σ �σ [K]σ, lo cual

implica, de nuevo por la Proposición 4.52, que K ∈ σ-Cog(M). Concluimos que

σ-Cog(M) es cerrada bajo monomorfismos. �

También, en virtud de las proposiciones 4.52 y 4.55, aśı como de la Proposición

4.54, se tiene la siguiente propiedad de cerradura de los elementos de Xσ.

Proposición 4.57. Sean M ∈ R-Mod y σ un prerradical exacto izquierdo.

Entonces [M ]σ es cerrada bajo sumas directas.

Demostración. Sea {Ni}i∈I una familia en [M ]σ. Entonces [M ]σ = [Ni]
σ

para cada i ∈ I, de donde Ni ∈ σ-Cog(M) para cada i ∈ I por la Proposición

4.52. Luego, en vista de la Proposición 4.54 y, una vez más, de la Proposición

4.52, [M ]σ �σ [
⊕

i∈I Ni]
σ. Ahora, si además σ ∈ R-pr es exacto izquierdo, con-

siderando los monomorfismos ιi : Ni →
⊕

i∈I Ni para cada i ∈ I, se sigue de la

Proposición 4.55 que [
⊕

i∈I Ni]
σ �σ [M ]σ. Concluimos que [M ]σ = [

⊕
i∈I Ni]

σ,

que es lo que hab́ıa que verificar. �

Finalmente, en vista de la definición y de las propiedades de la σ-cogeneración,

podemos intercalar una nueva condición que involucra este concepto dentro del

Corolario 4.48, para σ ∈ R-pr exacto izquierdo.
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Corolario 4.58. Sea R un anillo p-pequeño y sea σ ∈ R-pr exacto izquierdo.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Tσ es cerrada bajo productos directos.

(b) Para cada familia {Mi}i∈I ⊆ R-Mod, σ(
∏

i∈IMi) =
∏

i∈I σ(Mi).

(c) Para cada familia {Mi}i∈I ⊆ R-Mod,
∧
i∈I [Mi]

σ = [
∏

i∈IMi]
σ.

(d) Para cada M ∈ R-Mod, σ-Cog(M) es cerrada bajo productos directos.

(e) Para cada M ∈ R-Mod, [M ]σ es cerrada bajo productos directos.

Demostración. Las equivalencias entre las condiciones (a), (b), (c) y (e)

se siguen del Corolario 4.48 y del hecho de que todo prerradical exacto izquierdo

es idempotente.

(c) ⇒ (d). Sea M ∈ R-Mod y sea {Ni}i∈I ⊆ σ-Cog(M). Por la Proposición

4.52, [M ]σ �σ [Ni]
σ para cada i ∈ I, de donde [M ]σ es cota inferior de {[Ni]

σ}i∈I .
Luego, por hipótesis, [M ]σ �σ

∧
i∈I [Ni]

σ = [
∏

i∈I Ni]
σ. Concluimos que

∏
i∈I Ni ∈

σ-Cog(M), de nuevo, por la Proposición 4.52.

(d) ⇒ (e). Sea M ∈ R-Mod y sea {Ni}i∈I ⊆ [M ]σ. Entonces [Ni]
σ = [M ]σ

para cada i ∈ I. Luego, en vista de la Proposición 4.52 y de la hipótesis, se sigue

que
∏

i∈I Ni ∈ σ-Cog(M), de donde [M ]σ �σ [
∏

i∈I Ni]
σ. Por otro lado, como

σ es exacto izquierdo, de la Proposición 4.55 se tiene que [
∏

i∈I Ni]
σ �σ [M ]σ.

Por lo tanto, [M ]σ = [
∏

i∈I Ni]
σ. Concluimos que [M ]σ es cerrada bajo productos

directos. �

Seŕıa muy útil encontrar más caracterizaciones del orden en Xσ, como las

presentadas en la Proposición 4.52, que confluyan en alguna de las condiciones

del Corolario 4.58 para σ ∈ R-pr exacto izquierdo.

Generalizar la cogeneración con respecto a un módulo a una relativa a un

prerradical tiene interés per se; de hecho, la Definición 4.52 se puede dualizar,

de manera natural, como sigue:

Definición 4.59. Sea M ∈ R-Mod y sea σ ∈ R-pr. Se define y se denota a

la clase de módulos que σ-cogeneran a M como:

σ-Cog−1(M) =
{
N ∈ R-Mod | σ(M) = ωNσ(N)(M)

}
.
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De la definición anterior se sigue que, dados M ∈ R-Mod y σ ∈ R-pr,

σ-Cog−1(M) =
⋃
{ [N ]σ ∈ Xσ | [N ]σ �σ [M ]σ}.

Un hecho curioso acerca de la clase σ-Cog−1(M) es que ésta śı resulta ser cerrada

bajo productos directos, de donde, en particular, la clase Cσ es cerrada bajo

productos directos, aun cuando el prerradical σ no sea exacto izquierdo (véase

Corolario 4.58). Lo anterior da una pequeña idea de la fertilidad de las ĺıneas de

investigación introducidas en este caṕıtulo.





Algunas preguntas y problemas abiertos

Concluimos este trabajo con una lista de preguntas, surgidas en el transcurso

de la elaboración del mismo, que aún permanecen abiertas y cuyas respuestas

ayudaŕıan, por una parte, a proponer una generalización de los resultados pre-

sentados en [20], pero, más aún (aśı lo esperamos), a tener una comprensión más

profunda acerca de la condición de un anillo de ser p-pequeño y, en fin, a resolver

de manera general la conjetura que nos planteamos inicialmente.

Algunas de estas preguntas vienen acompañadas de comentarios, implica-

ciones y consideraciones que dan cuenta de la información que, en relación a las

mismas, ya existe, aśı como de los esfuerzos y avances realizados en miras de

darles respuesta.

Anillos p-grandes

1. ¿Es la condición de coinicialidad simétrica? Más precisamente, dado un

dominio entero Z, ¿es todo anillo Z-coinicial izquierdo un anillo Z-coinicial

derecho? 5

2. ¿Se puede prescindir de la numerabilidad del anillo R en el Teorema 2.47?

3. ¿Es posible sustituir la condición de coinicialidad del anillo por otra, por

ejemplo, sobre un anillo no necesariamente conmutativo?

4. ¿Existe un ejemplo de anillo radical que no sea coinicial? 6

5. Dar un ejemplo de anillo p-grande que no sea anillo radical, si existe.

Con respecto al problema 5, cabe mencionar que el Dr. Francisco Raggi pro-

puso la conjetura de que la ret́ıcula de prerradicales sobre el anillo conmutativo

5El M. en C. Henry Chimal Dzul tiene la conjetura de que la respuesta a esta pregunta es

negativa.
6Esta pregunta fue planteada por el Dr. Carlos Signoret, durante una sesión del Seminario

de Anillos de la UAM - Iztapalapa, a cargo del Dr. Rogelio Fernández-Alonso.

135
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Z2 o (Z2)2, mejor conocido como la extensión trivial de Z2 por (Z2)2 (ver [55,

Ejercicios I.9 y I.10]), es una clase propia. Por su parte, el Dr. Rogelio Fernández-

Alonso tiene una conjetura similar para la clase de anillos conmutativos presen-

tada en [59, Teorema 2] por R. B. Warfield, Jr. Un indicio a favor de dichas

conjeturas se encuentra en la caracterización debida a R. Fernández-Alonso y D.

Herbera para los anillos conmutativos R tales que R-pr es finita (véase [22]), la

cual establece que esta última condición se cumple si, y sólo si, R es artiniano

principal (equivalentemente, R es de tipo de representación finita). Como conse-

cuencia del resultado anterior, tanto la ret́ıcula de prerradicales sobre Z2o (Z2)2

como la ret́ıcula de prerradicales sobre un anillo del tipo de Warfield son no fini-

tas; la primera, al no ser Z2 o (Z2)2 un anillo uniserial y la segunda, toda vez

que los anillos propuestos por Warfield no son de tipo de representación finito.

Luego, los anillos de las conjeturas de Raggi y Fernández-Alonso resultan buenos

candidatos para el problema 5. Más aún, de verificarse las conjeturas antes enun-

ciadas, los anillos implicados aportaŕıan nuevos ejemplos de anillos artinianos y

p-grandes.

Anillos p-pequeños

1. Dar una caracterización de módulo principal para el caso de los anillos

puros semisimples (anillos I-Köthe), como las de los anillos semisimples y

locales uniseriales enunciadas en las proposiciones 4.11 y 4.12. En partic-

ular, ¿es cierto que todo módulo principal de un anillo I-Köthe contiene

una copia de cada elemento del conjunto I?

2. ¿Coincide la clase de anillos p-pequeños con la de los anillos puros semisim-

ples?

3. En caso de que la respuesta a la pregunta anterior sea negativa, ¿es posible

dar una descripción de un módulo principal para anillos p-pequeños que

no sean puros semisimples; es decir, para anillos que no cuenten con una

“descomposición global”?

4. Dados R un anillo p-pequeño y σ ∈ R-pr, ¿qué otros módulos pertenecen

a la clase Cσ, además del R-módulo Mσ construido en la prueba de la

Proposición 4.2? Con respecto a este último módulo, cabe preguntarse si
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es realmente destacado; es decir, ¿cumple Mσ alguna propiedad especial?

Y, yendo un poco más lejos, ¿habrá otra forma de obtener un módulo

principal para el anillo R?

5. Sean R un anillo p-pequeño y R-idem el conjunto de los prerradicales

idempotentes sobre el anillo R. Consideremos la clase Aid, definida en el

Corolario 4.44. ¿Consta Aid de la totalidad de los átomos de R-idem?,

¿es R-idem una ret́ıcula atómica? ¿Qué se puede decir al respecto para la

ret́ıcula de radicales, R-rad? Más generalmente, dado σ ∈ R-pr, ¿es Xσ

una ret́ıcula atómica?

6. Encontrar más caracterizaciones del orden en Xσ, como las presentadas

en la Proposición 4.52.

En relación a las interrogantes planteadas en el inciso 5 anterior, notemos que

si partimos de un anillo p-pequeño y conmutativo R y la ret́ıcula de t-radicales

sobre R, R-trad, resulta ser atómica, entonces el anillo R debe ser artiniano en

virtud de la Observación 4.24.

Con respecto al problema 6, como ya se ha mencionado, para concluir que el

anillo R es artiniano partiendo de la hipótesis de que R es p-pequeño, bastaŕıa

probar alguna de las condiciones equivalentes del Corolario 4.48, considerando

σ ∈ R-pr exacto izquierdo. Desafortunadamente, en nuestra experiencia, esta

faena ha resultado complicada, especialmente al intentar dualizar las propiedades

de las particiones Xσ a las particiones Xσ para σ ∈ R-pr. La principal dificultad

estriba en el hecho de que los prerradicales preservan sumas directas; no aśı, en

general, productos directos.

Por otro lado, dado un anillo R p-pequeño y conmutativo, se sigue de in-

mediato de la Proposición 1.24 y de la Observación 4.41 que si existe un módulo

principal M ∈ R-Mod artiniano, entonces R es un anillo artiniano.7 Supongamos

la condición un poco menos restrictiva de la existencia de un módulo principal

M ∈ R-Mod finitamente cogenerado (casi-artiniano en el sentido de Beachy;

finitamente encajado (en inglés, finitely embedded (f.e.)) de acuerdo a Vámos,

véanse [4] y [57]). Entonces, en vista del Corolario 4.29 y de [1, Ejercicio 10.3],

7Esta propiedad se cumple aun cuando R no sea conmutativo.
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en particular, para todo ideal I de R, R/I seŕıa finitamente cogenerado como

módulo sobre śı mismo (es decir, R/I seŕıa un anillo casi-artiniano izquierdo,

siguiendo a [4]), de donde, en virtud de la siguiente proposición:

Proposición 4.60. [4, Proposición 5] Un anillo es artiniano izquierdo si, y

sólo si, R/I es un anillo casi-artiniano izquierdo para cada ideal I de R.

se concluiŕıa que R es artiniano izquierdo.

Más aún, como observaron los doctores José Ŕıos y Rogelio Fernández-Alonso

durante una sesión reciente del Seminario de Anillos de la UNAM, si el módu-

lo principal M ∈ R-Mod es finitamente cogenerado, entonces, en vista de las

proposiciones 1.13 y 1.15 se deduce que M = ES1⊕ · · · ⊕ESn, con Si ∈ R-simp

para cada i = 1, . . . , n. Luego, si R es un anillo conmutativo, se sigue del Teorema

4.32 que R es semisimple.

De hecho, se llega a la misma conclusión prescindiendo de la condición de

conmutatividad del anillo R. En efecto, por lo visto en el párrafo anterior y en

virtud de la Proposición 1.103 y del Corolario 4.20, dado σ ∈ R-pr, se obtiene

que σ =
∧n
i=1 ω

ESi
σ(ESi)

. Luego, por la Proposición 1.89, todo σ ∈ R-pr es exacto

izquierdo; en particular, todo átomo de R-pr es idempotente por la Observación

1.88. En vista del Teorema 1.102, lo anterior implica que R es V -anillo, de donde

M = S1 ⊕ · · · ⊕ Sn, con Si ∈ R-simp para cada i = 1, . . . , n. Finalmente, del

Teorema 4.8 se concluye que R es un anillo semisimple.

En resumen, si R es un anillo p-pequeño y M ∈ R-Mod es módulo principal

finitamente cogenerado, entonces R es semisimple.

El resultado anterior pone en evidencia que la petición de que un módulo

principal sea finitamente cogenerado es aún muy severa.



Apéndice A

Copos y grandes ret́ıculas

Para la conveniencia del lector, en este apéndice incluimos la notación, ter-

minoloǵıa y propiedades básicas relativas a conjuntos parcialmente ordenados,

ret́ıculas y grandes ret́ıculas, aśı como algunas nociones de la Teoŕıa de Conjuntos,

a las que hacemos referencia en este trabajo. Para una exposición más detallada

que incluya las pruebas de los resultados que aqúı se presentan recomendamos

los textos [8], [30], [34], [55] y [56].

1. Copos y ret́ıculas

En términos generales, un conjunto es un objeto que satisface los axiomas del

sistema ZFE (es decir, el sistema axiomático de Zermelo-Fraenkel, junto con el

Axioma de Elección).1

Una relación reflexiva y transitiva “≤” sobre un conjunto P es un preorden.

También se suele llamar preorden a la pareja 〈P,≤〉. Si la relación anterior es

además antisimétrica, entonces se dice que “≤” es un orden parcial. En este

último caso, se llama a la pareja 〈P,≤〉 un conjunto parcialmente ordenado o,

simplemente, un copo. Todo preorden induce de manera natural un orden parcial

de la siguiente manera. Dado un preorden 〈P,≤〉, definimos sobre P la relación

de equivalencia dada por a ∼ b si (a ≤ b) y (b ≤ a). Sea [a]∼ := {c ∈ P | a ∼ c}.
Se define la relación “≤∼” sobre el conjunto cociente P/ ∼ como [a]∼ ≤∼ [b]∼

si a ≤ b. Se sigue que 〈P/ ∼,≤∼〉 es un copo.

Un copo 〈C,≤〉 en el que cualesquiera dos elementos son comparables (es

decir, a ≤ b o b ≤ a para cualquier par de elementos a, b ∈ C) se llama conjunto

linealmente (totalmente) ordenado o cadena. En tal caso, se dice que el orden

parcial “≤” es un orden lineal o total. Si C es un conjunto finito, se define la

1Véase, por ejemplo, [34, Caṕıtulo 12].
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longitud de 〈C,≤〉 como |C| − 1, donde |C| denota la cardinalidad del conjunto

C.2

Notación A.1. Sea 〈P,≤〉 un copo y sean a, b ∈ P . A lo largo de este trabajo

denotamos por a ≥ b a la expresión b ≤ a. Asimismo, se usa la notación a < b

(b > a) para abreviar la condición a ≤ b, a 6= b (a ≥ b, a 6= b).

Sean 〈P,≤〉 un copo y Q ⊆ P . Se dice que Q es coinicial (en P ) si para cada

x ∈ P existe y ∈ Q tal que y ≤ x. Un elemento q ∈ Q es el elemento mayor

(menor) de Q si a ≤ q (q ≤ a) para todo a ∈ Q. Un elemento q′ ∈ Q es un

elemento máximo (mı́nimo) de Q en caso de que no exista a ∈ Q tal que q′ ≤ a

(a ≤ q′). Un elemento p ∈ P es una cota superior (cota inferior) de Q si a ≤ p

(p ≤ a) para todo a ∈ Q. Si el conjunto de cotas superiores (inferiores) de Q

tiene elemento mayor (menor), se llama a dicho elemento el supremo (́ınfimo) de

Q. Se dice que 〈P,≤〉 es un copo acotado si tiene elemento mayor 1 y elemento

menor 0. Dado un copo acotado, un elemento r ∈ P se llama átomo (coátomo)

si r 6= 0 (r 6= 1) y no existe a ∈ P tal que 0 < a < r (r < a < 1).

Observemos que si 〈C,≤〉 es una cadena y Q ⊆ C, entonces m ∈ Q es

elemento mayor (menor) de Q si, y sólo si, m es un elemento máximo (mı́nimo)

de Q. En este caso, escribimos m = máxQ (m = mı́nQ).

Sean 〈P,≤〉 y 〈P ′,≤′〉 copos. Una función f : P → P ′ es un morfismo de

orden u homomorfismo de copos si preserva el orden; esto es, si cumple que, para

cualesquiera a, b ∈ P , si a ≤ b, entonces f(a) ≤′ f(b). Una función biyectiva

g : P → P ′ es un isomorfismo de copos si, para cualesquiera a, b ∈ P , a ≤ b

si, y sólo si, g(a) ≤′ g(b). Sea h : P → P ′ una función biyectiva. Se verifica

fácilmente que h es un isomorfismo de copos si, y sólo si, tanto h como su inversa

h−1 preservan el orden.

Un copo 〈L,≤〉 es una semirret́ıcula si para cada a, b ∈ L existe el supremo

de {a, b} (denotado por a∨ b) o el ı́nfimo de {a, b} (denotado por a∧ b). El copo

〈L,≤〉 es una ret́ıcula si para cada a, b ∈ L existen a ∨ b y a ∧ b. Se sigue por

inducción que en una ret́ıcula cualquier conjunto no vaćıo finito tiene supremo e

ı́nfimo. Una subret́ıcula de una ret́ıcula 〈L,≤,∨,∧〉 es un subconjunto K de L

2Para las definiciones de cardinal y cardinalidad, véase la Sección 2 de este apéndice.
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tal que para cada a, b ∈ K se tiene que a ∨ b ∈ K y a ∧ b ∈ K. Decimos que la

ret́ıcula 〈L,≤,∨,∧〉 es completa si, para cada subconjunto {ai}i∈I de elementos

de L, existen el supremo y el ı́nfimo de {ai}i∈I (denotados por
∨
i∈I ai y

∧
i∈I ai,

respectivamente).

Sean 〈L,≤,∨,∧〉 y 〈L′,≤′,∨′,∧′〉 dos ret́ıculas. Una función f : L→ L′ es un

homomorfismo de ret́ıculas si f(a ∧ b) = f(a) ∧′ f(b) y f(a ∨ b) = f(a) ∨′ f(b)

para cualesquiera a, b ∈ L. Si la función f es además biyectiva, entonces f es

un isomorfismo de ret́ıculas. En tal caso, se dice que las ret́ıculas 〈L,≤,∨,∧〉 y

〈L′,≤′,∨′,∧′〉 son isomorfas. Es claro que todo isomorfismo de ret́ıculas es un

isomorfismo de copos. Más aún, como el supremo y el ı́nfimo se obtienen a partir

de la definición del orden, también resulta que todo isomorfismo de copos es

un isomorfismo de ret́ıculas, como lo afirma el siguiente resultado. En general,

adoptamos la convención de denotar a una ret́ıcula 〈L,≤,∨,∧〉 simplemente por

su conjunto subyacente, L, a menos que sea importante especificar el orden,

supremo e ı́nfimo asociados a la misma.

Proposición A.2. ([55, Proposición III.1.1]) Sean L y L′ dos ret́ıculas. Una

función f : L→ L′ es un isomorfismo de copos si, y sólo si, f es un isomorfismo

de ret́ıculas.

La siguiente proposición nos da una condición suficiente para que una ret́ıcula

tenga supremos e ı́nfimos arbitrarios.

Proposición A.3. [55, Proposición III.1.2] Si L es un copo y todo subcon-

junto de L tiene supremo (́ınfimo), entonces L es una ret́ıcula completa.

Una ret́ıcula L es distributiva si, para cualesquiera a, b, c ∈ L, se tiene que

(a∧b)∨c = (a∨c)∧(b∨c) (o, equivalentemente, (a∨b)∧c = (a∧c)∨(b∧c)). Sea

L una ret́ıcula con elemento menor 0 y elemento mayor 1. L se llama atómica

(coatómica) si para cada a ∈ L, a 6= 0 (a 6= 1), existe un átomo (coátomo)

r ∈ L tal que r ≤ a (a ≤ r). Dados a, b ∈ L, se dice que a es un complemento

de b si a ∧ b = 0 y a ∨ b = 1. Decimos que L es una ret́ıcula complementada si

todos sus elementos tienen un complemento. Una ret́ıcula booleana es una ret́ıcula

complementada y distributiva. No es dif́ıcil verificar que en una ret́ıcula booleana



142 A. COPOS Y GRANDES RETÍCULAS

cada elemento tiene un único complemento (véase, por ejemplo, [30, Lema I.6.1]

o [55, Proposición III.4.4]). El ejemplo por antonomasia de ret́ıcula booleana es

el siguiente. Sea A un conjunto y sea P(A) el conjunto potencia de A. Entonces

〈P(A),⊆,∪,∩〉 forma una ret́ıcula distributiva y complementada cuyo elemento

menor es el conjunto vaćıo, ∅, y cuyo elemento mayor es el propio conjunto A.

Proposición A.4. ([55, Proposición III.4.5]) Si L es una ret́ıcula completa

booleana, entonces las siguientes identidades se cumplen para una familia arbi-

traria {ai}i∈I y para un elemento c en L:

(1) (
∨
I

ai) ∧ c =
∨
I

(ai ∧ c).

(2) (
∧
I

ai) ∨ c =
∧
I

(ai ∨ c).

Como consecuencia de la proposición anterior, en una ret́ıcula completa,

booleana y atómica todo elemento es el supremo de los átomos que se encuentran

por debajo de éste. Dualmente, en una ret́ıcula completa, booleana y coatómica

todo elemento es el ı́nfimo de los coátomos que se encuentran por encima de él.

1.1. Producto de ret́ıculas. Muchas ret́ıculas importantes pueden ser

representadas de manera más conveniente como combinaciones aritméticas de

ret́ıculas más pequeñas si se usa una generalización de las operaciones suma,

producto y exponenciación. Nosotros nos restringiremos a hablar de las dos últi-

mas.

Definición A.5. Dadas dos ret́ıculas 〈L,≤,∨L,∧L〉 y 〈L′,≤′,∨L′ ,∧L′〉,3 se

define el producto L× L′ como el conjunto:

L× L′ := {(a, a′) | a ∈ L, a′ ∈ L′}.

Si definimos el orden “ � ” en L× L′ como:

(a, a′) � (b, b′)⇔ (a ≤ b y a′ ≤′ b′),

resulta que 〈L×L′,�〉 es un copo. Más aún, se tiene que L×L′ es una ret́ıcula,

con el supremo y el ı́nfimo dados, de manera natural, por:

3Para evitar confusiones, en esta definición distinguimos mediante la notación a los supre-

mos e ı́nfimos de L y L′.
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(1) (a, a′) ∨ (b, b′) = (a ∨L b, a′ ∨L′ b′).

(2) (a, a′) ∧ (b, b′) = (a ∧L b, a′ ∧L′ b′).

La definición anterior se puede generalizar para el producto de n ret́ıculas,

L1 × L2 × · · · × Ln, con n ≥ 1. En caso de que Li = L para cada i = 1, . . . , n,

denotamos al producto de ret́ıculas L1 × L2 × · · · × Ln por Ln. Más aún, la

definición de producto de ret́ıculas se extiende de manera natural para una familia

{Li}i∈I de ret́ıculas. En este último caso, denotamos por
∏

i∈I Li al producto de

los elementos de dicha familia.

Ejemplo A.6. Presentamos un ejemplo al cual hacemos referencia en la

subsección 1.2 del Caṕıtulo 2. Para cada n ∈ N, denotemos por n + 1 al conjunto

{0, 1, . . . , n}. Claramente, n + 1, con el orden heredado de los enteros, es una

cadena. Más aún, n + 1 resulta ser una ret́ıcula, con el supremo e ı́nfimo dados

de la siguiente manera. Para cualesquiera k, l ∈ n + 1, k ∨ l = máx{k, l} y

k ∧ l = mı́n{k, l}. Luego, en vista de la definición anterior, para cada m ≥ 1,

(n + 1)m es una ret́ıcula, con el orden, supremo e ı́nfimo dados componente a

componente; esto es, para cualesquiera (k1, . . . , km), (l1, . . . , lm) ∈ (n + 1)m,

(1) (k1, . . . , km) � (l1, . . . , lm) ⇔ ki ≤ li para cada i ∈ {1, . . . ,m}.
(2) (k1, . . . , km) ∨ (l1, . . . , lm) = (p1, . . . , pm), con pi = máx{ki, li} para cada

i ∈ {1, . . . ,m}.
(3) (k1, . . . , km) ∧ (l1, . . . , lm) = (p′1, . . . , p

′
m), con p′i = mı́n{ki, li} para cada

i ∈ {1, . . . ,m}.

De hecho, se verifica directamente que (n + 1)m es una ret́ıcula distributiva para

cada m ≥ 1.

2. Algunos aspectos de la Teoŕıa de Conjuntos

Un conjunto S es un ordinal si es transitivo (es decir, si todo elemento de S

es un subconjunto de S) y bien ordenado por la relación de pertenencia “∈”(esto

es, (S,∈) es un conjunto linealmente ordenado y todo subconjunto no vaćıo de

S tiene un elemento menor).
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Denotamos a los ordinales mediante las letras griegas γ, δ, η. Un ordinal γ se

llama sucesor si γ = 0 o bien γ = η + 1 para algún ordinal η. De lo contrario, se

dice que γ es un ordinal ĺımite.

Siguiendo a [56, 4.1], se dice que dos conjuntos X, Y son equipotentes si existe

una función biyectiva f : X → Y . En tal caso, se abrevia X ≈ Y . De acuerdo a

[56, Definición VII.3.8], un conjunto X es un número cardinal o, simplemente, un

cardinal si, y sólo si, X es un ordinal y, para cada ordinal γ, si X ≈ γ, entonces

X = γ o bien X ∈ γ. Se suele denotar a un cardinal mediante la letra griega

κ. Usando el Axioma de Elección, se puede probar que todo conjunto X tiene

asociado un número cardinal, comúnmente designado como la cardinalidad de X

y denotado por |X|. Dos números cardinales destacados son los de N (y de todos

los conjuntos numerables) y R (o del continuo), que se denotan, respectivamente,

por |N| = ℵ0 y |R| = 2ℵ0 .

Se entiende por clase una colección de conjuntos x que satisfacen una fórmula

dada (propiedad) P (x). Todo conjunto X puede ser considerado como una clase,

a saber, X = {x | x ∈ X}. Sin embargo, no toda clase es un conjunto.4 En este

último caso, se dice que la clase en consideración es una clase propia o que es

una clase no cardinable. Un hecho bien conocido acerca de los ordinales y de los

cardinales es que constituyen clases propias. Denotamos por OR a la clase de

todos los ordinales.

El Principio de Inducción y el Teorema de Recursión son, indudablemente,

herramientas fundamentales para probar propiedades de los números naturales

y para construir funciones cuyo dominio es N. Estos resultados se generalizan a

la clase OR como sigue.

Teorema A.7. ([34, Teorema IV.4.3]) (Principio de inducción transfinita)

Sea P (x) una propiedad. Supongamos que:

1. P (0) se cumple.

2. Para cada γ ∈ OR, si P (γ) se cumple, entonces P (γ + 1) se cumple.

3. Para todo ordinal ĺımite γ 6= 0, si P (η) se cumple para cada η < γ,

entonces P (γ) se cumple.

4Por la paradoja de Russell, {x | x /∈ x} no es un conjunto.
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Entonces P (γ) se cumple para todo γ ∈ OR.

Teorema A.8. ([56, Teorema VII.1.7]) (Teorema de recursión transfinita)

Sean x cualquier objeto, G cualquier conjunto y δ un ordinal distinto de cero.

Existe una única F tal que cumple las siguientes propiedades:

1. F es una función sobre δ.

2. F (0) = x.

3. Para cada η ∈ OR tal que η + 1 < δ,5 F (η + 1) = G(F (η)).

4. Para cada η < δ,6 si η es un ordinal ĺımite, entonces F (η) =
⋃
γ∈η F (γ).

3. Grandes ret́ıculas

Gran parte de los conceptos de la Teoŕıa de Conjuntos, tales como los de

contención, unión, intersección, producto cartesiano, relación (de orden y de

equivalencia) e incluso el de función, pueden extenderse a clases que no nece-

sariamente son conjuntos. Esta afirmación tiene una justificación desde un punto

de vista axiomático dentro del Sistema de von Neumann-Bernays-Gödel (o Teoŕıa

de Clases) ([18], pág. 9 y [40], pág. 23), en el que el objeto primitivo es la clase.

En este contexto más general, podemos hablar de clase parcialmente ordenada o

clapo,7 llamando a una clase parcialmente ordenada que cumple las propiedades

de ret́ıcula una gran ret́ıcula.

Asimismo, dentro de la Teoŕıa de Clases, el Axioma de Elección Global 8 es

una variante más fuerte que el Axioma de Elección, el cual se aplica tanto a

clases propias como a conjuntos. En palabras, dicho axioma establece que existe

5es decir, η + 1 ∈ δ
6esto es, η ∈ δ
7También es posible definir una clase parcialmente ordenada como una categoŕıa C (véase

el Apéndice B) tal que para cada A,A′ ∈ C existe un único morfismo f : A → A′, en cuyo

caso se escribe A ≤ A′, y que cumple las siguientes propiedades:

1. Para toda A ∈ C, A ≤ A.

2. Para cada A,A′, A′′ ∈ C, si A ≤ A′ y A′ ≤ A′′, entonces A ≤ A′′.

(Ver [18], pág. 239).

8en inglés, Axiom of Global Choice
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una función de elección definida sobre cualquier clase de conjuntos no vaćıos9

o, equivalentemente, que toda colección de clases no vaćıas tiene una función de

elección.10

Una aplicación del Axioma de Elección Global es la siguiente. Sea ∼ una

relación de equivalencia sobre una clase C. Una subclase S de C que sea conjunto

es un conjunto completo e irredundante de representantes de la relación ∼ si para

cada s ∈ S existe un único s′ ∈ S tal que s ∼ s′. El Axioma de Elección Global

garantiza la existencia de tal conjunto de representantes para cada relación de

equivalencia que induzca una partición que resulte ser un conjunto.

Para una exposición detallada acerca del Axioma de Elección para clases y sus

formulaciones equivalentes, sugerimos consultar las magńıficas referencias [32],

[39, Caṕıtulo V] y [53].

9Siendo más cuidadosos, en este caso se debeŕıa hablar de una “asignación” o “funcional”

de elección, toda vez que su dominio no es un conjunto; sin embargo, en la práctica, suele

usarse el término “función de elección” aun en esta situación más general.
10La idea detrás de esta última versión del Axioma de Elección consiste en que es posi-

ble restringir las “elecciones” en cada clase a cierta subclase de conjuntos en la clase. Esta

subcolección resulta ser un conjunto.



Apéndice B

Categoŕıas y funtores

En este apéndice presentamos el lenguaje categórico empleado a lo largo

de este trabajo. El lector podrá encontrar las pruebas de los resultados que

aqúı aparecen en las referencias [33], [40] y [51].

Una categoŕıa C consiste de una clase no vaćıa de objetos, Ob(C), y una clase

no vaćıa de morfismos, Mor(C), con las siguientes propiedades:

1. Para cada par de objetos A,B ∈ Ob(C), existe un conjunto MorC(A,B)

en Mor(C) que cumple la condición MorC(A,B) = MorC(D,E) si, y sólo

si, A = D y B = E.

2. Para cada terna de objetos A,B,C ∈ Ob(C), existe una función ◦ :

MorC(A,B)×MorC(B,C)→MorC(A,C), llamada composición, tal que

(g, f) 7→ f ◦ g para cada g ∈ MorC(A,B) y para cada f ∈ MorC(B,C),

que satisface las propiedades que presentamos a continuación:

(i) Para todo objeto A en Ob(C) existe un morfismo idA ∈MorC(A,A)

tal que, para cualesquiera f ∈ MorC(A,B) y g ∈ MorC(C,A), se

tiene que f ◦ idA = f e idA ◦ g = g. Se suele llamar al morfismo idA

el morfismo identidad en A.

(ii) Si f ∈ MorC(A,B), g ∈ MorC(B,C) y h ∈ MorC(C,D), entonces

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f ; es decir, la composición es asociativa.

Para abreviar, si C ∈ Ob(C) y f ∈ MorC(A,B), en ocasiones escribiremos

C ∈ C y f : A→ B.

Una de las categoŕıas más simples es Conj , cuyos objetos son los conjuntos y

cuyos morfismos son las funciones de un conjunto a otro. Dado un anillo R, un

ejemplo de categoŕıa de especial interés para nosotros es la categoŕıa de R-módu-

los izquierdos (derechos), en la que los morfismos son los R-homomorfismos de

147
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módulos y la composición coincide con la composición de funciones. Denotare-

mos a dicha categoŕıa también por R-Mod (Mod-R). En particular, si R = Z,

entonces Z-Mod denota a la categoŕıa de grupos abelianos. De manera similar se

definen las categoŕıas de otras estructuras algebraicas, tales como grupos, anillos,

etc. Otros ejemplos interesantes de categoŕıas son presentados enseguida.

Sea C una categoŕıa. Se define la categoŕıa opuesta de C, Cop, como aquella

que satisface Ob(Cop) = Ob(C), MorC(A,B) = MorCop(B,A) para cualesquiera

A,B ∈ Ob(C) y cuya composición ◦′ está dada por g ◦′ f = f ◦ g, donde

“◦” denota la composición en C. Una categoŕıa C′ es una subcategoŕıa de C

si Ob(C′) es una subclase de Ob(C), MorC′(A
′, B′) ⊆ MorC(A′, B′) para cua-

lesquiera A′, B′ ∈ Ob(C′), la composición en C′ es la misma que la de C y, final-

mente, para cada objeto A′ ∈ C′, el morfismo identidad en MorC′(A,A) coincide

con el morfismo identidad en MorC(A,A). Una subcategoŕıa C′ de C se dice plena

si MorC′(A
′, B′) = MorC(A′, B′) para cualesquiera A′, B′ ∈ Ob(C′). Un ejemplo

de subcategoŕıa plena de particular interés es el siguiente. Sea R-mod la cate-

goŕıa de R-módulos izquierdos finitamente generados. Entonces R-mod es una

subcategoŕıa plena de R-Mod.

Dadas dos categoŕıas C y D, se define su producto C ×D como la categoŕıa

cuyos objetos son parejas de la forma (C,D), con C ∈ Ob(C) y D ∈ Ob(D),

y cuyos morfismos h : (C,D) → (C ′, D′) son parejas h = (h1, h2), donde h1 ∈
MorC(C,C ′) y h2 ∈ MorD(D,D′). La composición ◦ en C × D se define por

(g1, g2) ◦ (h1, h2) = (g1 ◦C h1, g2 ◦D h2) para cualesquiera h1 ∈ MorC(C,C ′),

g1 ∈MorC(C ′, C ′′), h2 ∈MorD(D,D′) y g2 ∈MorD(D′, D′′), donde “◦C” y “◦D”

denotan las composiciones en C y D, respectivamente. Esta definición se puede

extender por inducción a un producto finito de categoŕıas.

Sea C una categoŕıa y sean A,B ∈ Ob(C). Un morfismo u : A → B en C

es un monomorfismo si para cada C ∈ Ob(C) y para cada par de morfismos

f, g ∈ MorC(C,A) tales que u ◦ f = u ◦ g, se tiene que f = g. Un morfismo

p : A → B en C es un epimorfismo si para cada C ∈ Ob(C) y para cada par de

morfismos f, g ∈ MorC(B,C) tales que f ◦ p = g ◦ p, se tiene que f = g. Un

morfismo u : A → B en C es un isomorfismo si existe un morfismo v : B → A
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tal que uv = idB y vu = idA. En este caso, el morfismo v está uńıvocamente

determinado por u y se llama el inverso de u (denotado por u−1). Si existe un

isomorfismo u : A → B en C se dice que los objetos A y B son isomorfos en

C, en cuyo caso se escribe A ∼= B. Se verifica fácilmente que todo isomorfismo

es monomorfismo y epimorfismo, si bien la rećıproca no se cumple en cualquier

categoŕıa (por ejemplo, en la categoŕıa de anillos).

Dada una categoŕıa C, un objeto I ∈ Ob(C) se llama inicial en C si, para cada

objeto C ∈ C, existe sólo un morfismo I → C. Un objeto T ∈ Ob(C) se llama

terminal en C si, para cada objeto C ∈ C, existe sólo un morfismo C → T . Un

objeto cero en C es un objeto a la vez inicial y terminal en C.

Dadas C y D dos categoŕıas, definimos un funtor covariante F : C → D

como una regla que asocia:

1. A cada objeto C ∈ Ob(C), un objeto F (C) = D ∈ D.

2. A cada morfismo f ∈MorC(C,C ′), un morfismo F (f) ∈MorD(F (C), F (C ′)),

que cumple las siguientes propiedades:

(i) F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g),

(ii) F (idC) = idF (C).

De manera dual, se define un funtor contravariante como sigue. Dadas C y

D dos categoŕıas, un funtor contravariante F : C→ D es una regla que asocia:

1. A cada objeto C ∈ Ob(C), un objeto F (C) = D ∈ D.

2. A cada morfismo f ∈MorC(C,C ′), un morfismo F (f) ∈MorD(F (C ′), F (C)),

que cumple las siguientes propiedades:

(i) F (f ◦ g) = F (g) ◦ F (f),

(ii) F (idC) = idF (C).

Presentamos enseguida algunos ejemplos de funtores.

(1) Dada una categoŕıa C, el funtor identidad sobre C, 1C : C→ C, que asigna

a cada objeto y a cada morfismo de C los mismos objeto y morfismo, es

claramente un funtor covariante.

(2) Sea C una categoŕıa y sea D una categoŕıa con objeto cero, 0. Se define el

funtor cero de la categoŕıa C a la categoŕıa D como el funtor 0C,D : C→ D

que a cada objeto de C le asocia el objeto 0 ∈ Ob(D) y a cada morfismo en
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C le asocia el morfismo 0→ 0 en D. Claramente, este funtor es covariante

y contravariante.

(3) Si C es una categoŕıa cuyos objetos son conjuntos y cuyos morfismos

son funciones entre los conjuntos respectivos, se puede definir un funtor

F : C→ Conj , tal que F (C) = C para cada C ∈ C y F (f) = f para cada

morfismo f en C. Como el papel de este funtor es simplemente “olvidar”

cualquier estructura adicional de los objetos y morfismos de C, se le suele

llamar funtor que olvida o funtor olvidadizo. Existen funtores que olvidan

Z-Mod → Conj (que suprime la operación de suma y la aditividad de

los morfismos), An → Conj , donde An denota la categoŕıa de los anillos

(el cual suprime las operaciones de suma y producto, aśı como la preser-

vación de la suma y el producto de los morfismos), entre otros. Del mismo

modo, hay funtores olvidadizos An → Z-Mod (que olvida la operación

de producto), R-Mod → Z-Mod (que olvida la acción del anillo R), por

mencionar algunos.

(4) Sea C una subcategoŕıa de la categoŕıa D y sea E : Mor(C) → Mor(D)

la (asignación) inclusión. Entonces E induce un funtor covariante de la

categoŕıa C a la categoŕıa D, que denotamos también por E : C → D,

llamado el funtor inclusión de C a D.

(5) Dado M ∈ R-Mod, denotamos por HomR(M,− ) : R-Mod → Z-Mod al

funtor Hom covariante, que manda a cada N ∈ R-Mod en HomR(M,N)

y a cada f ∈ HomR(N,N ′) al morfismo HomR(M, f) : HomR(M,N) →
HomR(M,N ′), denotado por f∗, tal que, para cada h ∈ HomR(M,N),

f∗(h) = fh.

De manera similar, dado M ∈ R-Mod, denotamos por HomR(−,M) :

R-Mod → Z-Mod al funtor Hom contravariante que env́ıa a cada N ∈
R-Mod en HomR(N,M) y a cada f ∈ HomR(N,N ′) al morfismo inducido

f ∗ := HomR(f,M) : HomR(N ′,M) → HomR(N,M) tal que, para cada

h ∈ HomR(N ′,M), f ∗(h) = hf .

(6) Dado N ∈ R-Mod, el funtor F := − ⊗R N : Mod-R → Z-Mod, tal

que, para cada M ∈ Mod-R, F (M) = M ⊗R N (el producto tensorial
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de M y N)1 y, para cada R-homomorfismo f : M → M ′ en Mod-R,

F (f) = f ⊗ idN , es covariante. Similarmente, dado M ∈ Mod-R, se

define el funtor covariante G := M ⊗R − : R-Mod→ Z-Mod como sigue.

Para cada N ∈ R-Mod, G(N) = M ⊗R N y, para cada R-homomorfismo

g : N → N ′ en R-Mod, G(g) = idM ⊗ g.

Sean C y D subcategoŕıas plenas de R-Mod y sea F : C → D un funtor

covariante. Si, para cada sucesión exacta corta 0 → K → M → N → 0 en C,

la sucesión 0 → F (K) → F (M) → F (N) (F (K) → F (M) → F (N) → 0) es

exacta en D, entonces se dice que F es un funtor exacto izquierdo (derecho).

Si, por el contrario, F : C → D es un funtor contravariante, se llama a F

funtor exacto izquierdo (derecho) en caso de que, para cada sucesión exacta corta

0 → K → M → N → 0 en C, la sucesión 0 → F (N) → F (M) → F (K)

(F (N) → F (M) → F (K) → 0) sea exacta. Es un hecho bien conocido que los

funtores Hom (covariante y contravariante) son exactos izquierdos, mientras que

los funtores covariantes − ⊗R N y M ⊗R −, con N ∈ R-Mod y M ∈ Mod-R, son

exactos derechos. Un funtor entre categoŕıas de módulos es exacto si es exacto

izquierdo y derecho.

Sean A, B y C categoŕıas y sean F : A → B y G : B → C funtores.

Se define la composición de los funtores F y G, GF : A → C, de manera

natural como sigue. Para cada objeto A ∈ A, GF (A) = G(F (A)), y, para cada

f ∈MorA(A,A′), GF (f) = G(F (f)).

Sean C y D dos categoŕıas y sea F : C→ D un funtor covariante. Se dice que

F es denso si, para cada objeto D ∈ Ob(D), existe un objeto C ∈ Ob(C) tal que

F (C) ∼= D. Dados C,C ′ ∈ Ob(C), consideremos la función FC,C′ : MorC(C,C ′)→
MorD(F (C), F (C ′)), dada por FC,C′(f) = F (f) para cada f ∈ MorC(C,C ′).

Decimos que F es pleno si la función FC,C′ es suprayectiva para cada C,C ′ ∈
Ob(C) y que F es fiel en caso de que la función FC,C′ sea inyectiva para cada

C,C ′ ∈ Ob(C). Finalmente, decimos que el funtor F es inyectivo en objetos si

manda objetos distintos de C en objetos distintos de D.

1para la definición y propiedades de este grupo abeliano, ver [1, Sección 19], o bien, [51,

Caṕıtulo I]
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Proposición B.1. ([33, Proposición 12.11] La composición de funtores plenos

(respectivamente, fieles, densos) es un funtor pleno (respectivamente, fiel, denso).

Proposición B.2. ([33, Proposición 12.12] Una subcategoŕıa de una cate-

goŕıa es plena si, y sólo si, el funtor inclusión es pleno.

Sean C y D dos categoŕıas y sean F,G : C→ D dos funtores. Una transfor-

mación natural t de F a G, que denotamos por t : F → G, consta de una clase

de morfismos {tA : F (A) → G(A)}A∈Ob(C) en D, tal que, para cada morfismo

f : A→ B en C, G(f)tA = tBF (f); es decir, el siguiente diagrama conmuta:

F (A)
tA //

F (f)

��
	

G(A)

G(f)

��

F (B)
tB

// G(B)

Si se cumple, además, que para cada A ∈ Ob(C) el morfismo tA es un isomorfismo

en D, se llama a t una equivalencia natural o isomorfismo natural de funtores. En

este último caso, se dice que los funtores F y G son (naturalmente) equivalentes

o (naturalmente) isomorfos y se escribe F ' G.

Un funtor covariante F : C → D se dice una equivalencia de categoŕıas si

existe un funtor G : D → C y equivalencias naturales FG ' 1D, GF ' 1C.

En tal caso, se dice que F y G son equivalencias inversas entre śı. Si existe una

equivalencia de categoŕıas F : C → D se dice que las categoŕıas C y D son

equivalentes. En particular, si FG = 1D y GF = 1C, entonces decimos que las

categoŕıas C y D son isomorfas.

Teorema B.3. [3, Teorema I.1.2] Dos categoŕıas C y D son equivalentes si,

y sólo si, existe un funtor fiel, pleno y denso F : C→ D.

Un funtor D : C → D contravariante es una equivalencia de categoŕıas si el

funtor covariante inducido D : Cop → D es una equivalencia de categoŕıas. En

tal caso, se dice que D es una dualidad.

Sean F,G : R-Mod → R-Mod funtores. Decimos que F es un subfuntor del

funtor G si existe una transformación natural t : F → G tal que, para cada M ∈
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R-Mod, se tiene que F (M) ≤ G(M) y el homomorfismo tM : F (M)→ G(M) es

la inclusión.2

Una nota final en cuanto a la notación: en aras de la simplicidad, a lo largo de

esta tesis, dados un funtor F : C→ D y un objeto C ∈ C, en ocasiones, como es

habitual, escribimos FC, en vez de F (C), para indicar el objeto de la categoŕıa

D asociado a C bajo el funtor F . Tal es el caso de, por ejemplo, el Teorema 1.29,

la Observación 1.105 y la Proposición 1.110.

2El concepto de subfuntor se puede definir de manera más general dentro de una categoŕıa

con subobjetos e inclusiones; por ejemplo, en una categoŕıa concreta.





Apéndice C

Homoloǵıa

Finalmente, este apéndice incluye algunos conceptos homológicos bien cono-

cidos (junto con su notación y ciertas propiedades), tales como los de producto

y coproducto fibrados, extensiones de módulos y funtores Ext, por mencionar al-

gunos, a los que apelamos en algunas secciones de este trabajo, particularmente

en la Sección 2 del Caṕıtulo 2. Dichos conceptos pueden localizarse en cualquier

libro de Álgebra Homológica; tal es el caso de las referencias [41] y [51].

Sean f : X → Z y g : Y → Z morfismos en una categoŕıa C. El producto

fibrado o cuadrado cartesiano1 de f y g consta de un objeto P y una pareja de

morfismos ϕ : P → X y ψ : P → Y en C tales que fϕ = gψ, con la siguiente

propiedad universal. Si ϕ′ : P ′ → X y ψ′ : P ′ → Y son morfismos en C tales que

fϕ′ = gψ′, entonces existe un único morfismo h : P ′ → P en C tal que ϕ′ = ϕh

y ψ′ = ψh, como se ilustra en el siguiente diagrama:

P ′

ψ′

��

ϕ′

##
h
  
P

ψ
��

ϕ
// X

f
��

Y
g
// Z

De manera dual se define el coproducto fibrado (suma fibrada) o cuadrado co-

cartesiano2 de dos morfismos f : Z → X y g : Z → Y en una categoŕıa C como

una tripleta (Q, φ, γ), donde Q es un objeto y φ : X → Q, γ : Y → Q son mor-

fismos en C tales que φf = γg y que cumplen la siguiente propiedad universal.

Si φ′ : X → Q′ y γ′ : Y → Q′ son morfismos en C tales que φ′f = γ′g, entonces

1en inglés, pullback

2en inglés, pushout

155
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existe un único morfismo h : Q → Q′ en C tal que φ′ = hφ y γ′ = hγ, como se

ilustra en el siguiente diagrama:

Z

g

��

f
// X

φ
��

φ′

��

Y

γ′ **

γ
// Q

h
��

Q′

En la categoŕıa de R-módulos existen tanto el producto fibrado como la suma

fibrada, como se afirma en las siguientes proposiciones.

Proposición C.1. ([51, Ejercicio 2.46]) Sean f : N → M , g : L → M

homomorfismos de R-módulos. Sea P := {(y, z) ∈ N ⊕ L | f(y) = g(z)} y sean

ϕ : P → N , ψ : P → L tales que ϕ(y, z) := y, ψ(y, z) := z para cada (y, z) ∈ P .

Entonces (P, ϕ, ψ) es un producto fibrado en R-Mod.

Proposición C.2. ([51, Ejercicio 2.29]) Sean f : M → N , g : M → L

homomorfismos de R-módulos. Sea Q := (N ⊕ L)/K, con K = {(f(x),−g(x)) |
x ∈ M}, y sean φ : N → Q, γ : L → Q tales que φ(y) := (0, y) + K para cada

y ∈ N y γ(z) := (z, 0) +K para cada z ∈ L. Entonces (Q, φ, γ) es un coproducto

fibrado en R-Mod.

Sea M ∈ R-Mod. Una resolución proyectiva de M es una sucesión exacta

· · · → Pn → · · · → P1 → P0 → M → 0, con Pn proyectivo para cada n ≥ 0.

De manera similar, una resolución inyectiva de M es una sucesión exacta 0 →
M → E0 → E1 → · · · → En → · · · en la cual En es inyectivo para cada n ≥ 0.

Como se muestra en [51, Teoremas III.3.8 y III.3.28], todo R-módulo tiene una

resolución proyectiva y una resolución inyectiva. La dimensión proyectiva de M ,

denotada por pd(M) como en [51], mide qué tanto se aleja el módulo M de ser

proyectivo. Esta dimensión es definida como sigue. Decimos que pd(M) ≤ n si

existe una resolución proyectiva 0 → Pn → · · · → P1 → P0 → M → 0. En tal

caso, si n es el menor entero positivo para el cual se cumple la condición anterior,

se define pd(M) = n. De lo contrario, se define pd(M) = ∞. La dimensión
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proyectiva global izquierda del anillo R, denotada por lpD(R) siguiendo a [51],

se define como lpD(R) = sup{pd(M) | M ∈ R-Mod}. Similarmente, usando

resoluciones inyectivas, se define la dimensión inyectiva de un R-módulo y la

dimensión inyectiva (global) izquierda del anillo R.

Un complejo de cadena es una sucesión de R-módulos y R-homomorfismos

C• : · · · → Mn+1
δn+1→ Mn

δn→ Mn−1
δn−1→ · · · → M1

δ1→ M0
δ0→ 0, con n ∈ Z, tal que

δnδn+1 = 0 para cada n. Por su parte, un complejo de cocadena es una sucesión

de R-módulos y R-homomorfismos C• : 0
δ0→ M0 δ1→ M1 δ2→ · · · → Mn−1 δn−1

→
Mn δn→Mn+1 δn+1

→ · · · , con n ∈ Z, tal que δn+1δn = 0 para cada n. En particular,

toda sucesión exacta es un complejo de cadena y un complejo de cocadena. Dado

un complejo de cadena C•, se define la homoloǵıa de grado n como el cociente

Hn(C•) = Nu(δn)/Im(δn+1). Dualmente, dado un complejo de cocadena C•, se

define la cohomoloǵıa de grado n como el cociente Hn(C•) = Nu(δn+1)/Im(δn).

Dado N ∈ R-Mod, se define el funtor contravariante ExtmR (−, N) : R-Mod→
Z-Mod para cada m ≥ 0 a continuación. Sea M ∈ R-Mod y sea P• : · · · →
Pm

dm→ Pm−1 · · · → P2
d2→ P1

d1→ P0
d0→ M → 0 una resolución proyectiva de

M . Consideremos el complejo de cocadena en Z-Mod que resulta de aplicar el

funtor contravariante HomR(−, N) al complejo de cadena PM
• : · · · → Pm

dm→
Pm−1 · · · → P2

d2→ P1
d1→ P0 → 0: HomR(PM

• , N) : 0 → HomR(P0, N)
d∗1→

HomR(P1, N)
d∗2→ HomR(P2, N)

d∗3→ · · · → HomR(Pm+1, N)
d∗m→ HomR(Pm, N)

d∗m+1→
HomR(Pm+1, N)→ · · · .

Sea ExtmR (M,N) := Hm(HomR(PM
• , N)). Resulta que la definición anterior

tiene sentido ya que, salvo isomorfismo, no depende de la elección de la resolución

proyectiva de M .

Ahora, sea f : M →M ′ un homomorfismo de R-módulos y sea

P ′• : · · · → P ′m
d′m→ P ′m−1 · · · → P ′2

d′2→ P ′1
d′1→ P ′0

d′0→M ′ → 0

una resolución proyectiva de M ′. Entonces se puede probar la existencia de un

diagrama conmutativo (en vista del Teorema de Comparación, ver [51, Teorema
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VI.6.9]) como el siguiente:

· · · // Pm
dm //

fm
��

Pm−1
//

fm−1

��

· · · // P1

d1 //

f1
��

P0

d0 //

f0
��

M //

f

��

0

· · · // Pm
d′m // Pm−1

// · · · // P ′1
d′1 // P ′0

d′0 // M ′ // 0

el cual induce a su vez un diagrama conmutativo:

0 // HomR(P ′0, N)
d′∗1 //

f∗0
��

HomR(P ′1, N) //

f∗1
��

· · ·

0 // HomR(P0, N)
d∗1 // HomR(P1, N) // · · ·

· · · // HomR(P ′m, N)
d′∗m+1
//

f∗m
��

HomR(P ′m+1, N) //

f∗m+1

��

· · ·

· · · // HomR(Pm, N)
d∗m+1
// HomR(Pm+1, N) // · · ·

Se sigue que f ∗m(Nu(d′∗m+1)) ⊆ Nu(d∗m+1) y que f ∗m(Im(d′∗m)) ⊆ Im(d∗m), de

donde el homomorfismo de grupos abelianos f ∗m induce un homomorfismo (f)∗ :=

ExtmR (f,N) : ExtmR (M ′, N) → ExtmR (M,N) en Z-Mod, el cual no depende de la

elección de la familia {fm}m≥1.

Teorema C.3. ([51, Teoremas VII.7.4 y VII.7.5]) Sea N ∈ R-Mod. Se

cumple lo siguiente:

(1) Los funtores Ext0
R(−, N) y HomR(−, N) son naturalmente equivalentes.

(2) Cualquier sucesión exacta corta 0 → K → L → P → 0 en R-Mod

induce una sucesión exacta larga 0 → HomR(P,N) → HomR(L,N) →
HomR(K,N)

δ1→ Ext1
R(P,N) → Ext1

R(L,N) → Ext1
R(K,N) → · · · δm→

ExtmR (P,N)→ ExtmR (L,N)→ ExtmR (K,N)
δm+1→ Extm+1

R (P,N)→ · · · .

Se suele llamar a la sucesión exacta larga a la que se refiere el inciso (2) del

teorema anterior sucesión larga de homoloǵıa y, a los morfismos δn, morfismos

de conexión de la sucesión.
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Como es bien sabido, los funtores Ext, antes definidos, se comportan como

el funtor Hom con respecto a sumas y productos directos. Enunciamos dicha

propiedad en la siguiente proposición.

Proposición C.4. ([51, Teoremas 7.13 y 7.14]) Sean M,N ∈ R-Mod y sea

{Ki}i∈I ⊆ R-Mod. Entonces, para cada n ≥ 1, se tiene que:

(1) ExtnR

(⊕
i∈I
Ki, N

)
∼=
∏
i∈I

ExtnR(Ki, N).

(2) ExtnR

(
M,
∏
i∈I
Ki

)
∼=
∏
i∈I

ExtnR(M,Ki).

Una sucesión exacta corta E : 0 → N → L → M → 0 en R-Mod se llama

una extensión de N por M . Dadas E,E ′ extensiones, un morfismo Γ : E → E ′

es una tripleta Γ = (α, β, γ) de R-homomorfismos tales que el siguiente diagrama

es conmutativo:

E :

Γ
��

0 // N //

α

��

L //

β
��

M //

γ

��

0

E ′ : 0 // N ′ // L′ // M // 0

En particular, si N ′ = N y M ′ = M , se dice que las extensiones E y E ′ son

congruentes o equivalentes si existe un morfismo (idN , β, idM) : E → E ′. En

tal caso, el homomorfismo central β es un isomorfismo,3 de manera que la con-

gruencia de extensiones es una relación de equivalencia. Se denota a la clase de

equivalencia de una extensión E por [E] y, por ExtR(M,N), al conjunto de todas

las clases de equivalencia de extensiones de N por M . Un elemento notable de

ExtR(M,N) es 0 → N → N ⊕M → M → 0. Dado M ∈ R-Mod, se define el

morfismo diagonal 4 = 4M : M → M ⊕M como 4(x) = (x, x). Por su parte,

dado N ∈ R-Mod se define el morfismo codiagonal ∇ = ∇N : N ⊕ N → N

como ∇(y, y′) = y + y′. Sean f, g ∈ HomR(M,N). Otra forma de escribir

la suma f + g es ∇N(f ⊕ g)4M . Sean E1 : 0 → N → L → M → 0 y

E2 : 0 → N ′ → L′ → M ′ → 0 dos extensiones. Se define su suma directa

como la extensión E1 ⊕ E2 : 0→ N ⊕N ′ → L⊕ L′ →M ⊕M ′ → 0.

3esta afirmación se sigue como consecuencia del Lema de los cinco (en inglés, Five Lemma).

Véase [51, Lema III.3.32].
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Sea E : 0 → N → L → M → 0 una extensión del módulo N por el módulo

M . Dados N ′ ∈ R-Mod y un R-homomorfismo α : N → N ′, consideremos el

diagrama:

E : 0 // N
f
//

α

��

L
g
// M //

idM
��

0

N ′ M

Entonces existe un diagrama conmutativo con renglones exactos:

E : 0 // N
f
//

α

��

L
g
//

φ
��

M //

idM
��

0

0 // N ′
γ
// Q // M // 0

donde (Q, φ, γ) es el cuadrado cocartesiano de los homomorfismos f y α. Se llama

a la extensión 0 → N ′ → Q → M → 0 que completa el diagrama anterior la

adjunción por la izquierda de α a E y se denota por αE.

Dualmente, dados M ′ ∈ R-Mod y un R-homomorfismo γ : M ′ → M , el

diagrama:

N

idN
��

M ′

γ

��
E : 0 // N

f
// L

g
// M // 0

admite un diagrama conmutativo con renglones exactos:

0 // N

idN
��

// P
ϕ
//

ψ

��

M ′

γ

��

// 0

E : 0 // N
f
// L

g
// M // 0

donde (P, ϕ, ψ) es el cuadrado cartesiano de los homomorfismos γ y g. Se llama

a la extensión 0 → N → P → M ′ → 0 que completa el diagrama anterior la

adjunción por la derecha de γ a E y se denota por Eγ.

Teorema C.5. ([40, Teorema 2.1] y [51, Teorema VII.7.21]) Dados M,N ∈
R-Mod, el conjunto ExtR(M,N) de todas las clases de equivalencia de extensiones

de N por M es un grupo abeliano bajo la suma de Baer, dada por [E1] + [E2] =
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[∇N(E1 ⊕ E2)4M ] para cada [E1], [E2] ∈ ExtR(M,N). La clase de la exten-

sión 0 → N → N ⊕ M → M → 0 es el elemento neutro de este grupo, que

denotaremos simplemente por 0. Finalmente, el inverso de cualquier elemento

[E] ∈ ExtR(M,N), denotado por −[E], es [(−idN)E] = [E(−idM)]. Más aún, se

cumple que Ext1
R(M,N) ∼= ExtR(M,N) como grupos abelianos.

Si α ∈ HomR(N,N ′), entonces, para cada K ∈ R-Mod, denotamos por (α)∗ :

ExtR(K,N) → ExtR(K,N ′) al Z-homomorfismo inducido tal que (α)∗([E]) =

[αE] para cada [E] ∈ ExtR(K,N). De manera similar, si γ ∈ HomR(M,M ′),

para cada K ∈ R-Mod, denotamos por (γ)∗ : ExtR(M,K) → ExtR(M ′, K) al

Z-homomorfismo inducido tal que (γ)∗([E]) = [Eγ] para cada [E] ∈ ExtR(M,K).

Para cada z ∈ Z(R) y para cada M ∈ R-Mod, denotaremos por µMz : M →
M al R-endomorfismo de M tal que, para cada x ∈ M , µMz (x) = zx, mejor

conocido como la multiplicación por z. Ahora bien, si S es un subanillo de Z(R),

entonces ExtR(M,N) resulta un S-módulo de la manera siguiente. Dados [E] ∈
ExtR(M,N) y z ∈ S, z[E] es la clase de equivalencia de µNz E ≡ EµMz . En

otras palabras, (µNz )∗([E]) = (µMz )∗([E]) (para los detalles, remitimos al lector al

Caṕıtulo 7 de [51]).

Proposición C.6. ([51, Ejercicio 7.3]) Sea Z un dominio entero y sea M ∈
Z-Mod.

(1) M es libre de torsión si, y sólo si, µMz es un monomorfismo para cada

z ∈ Z \ {0}.
(2) M es divisible si, y sólo si, µMz es un epimorfismo para cada z ∈ Z \ {0}.
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abreviaturas siguientes (junto con la página en la que aparece su significado):

R-Mod, Mod-S, R-S-Mod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

RM, MS, RMS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

RR, RR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

N ≤M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10∑
i∈I
Ni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10⋂

i∈I
Ni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

163



164 NOTACIONES Y ABREVIATURAS

Nu(f), Im(f) (f(M)), f←(N ′) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

HomR(M,N) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10

M ∼= N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

N
i
↪→M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

idM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

0→ N →M (N �M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .11

M → N → 0 (M � N) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

Endr(M), Endl(N) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .11

S(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

(0 : M), (0 : x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

(I : a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

rM(I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .12

Rx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

T (M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

rN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .12

N ⊕K,
⊕
i∈I
Mi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13∏

i∈I
Mi, M

I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

πj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .13∏
I fi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

sop(x), M (I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

ιj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

δij . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14⊕
I fi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

EM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .17

Gen(U), Cog(U) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

R-simp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .18

TrU(M), RejU(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Zoc(M), Rad(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Rad(RR) (J) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20



NOTACIONES Y ABREVIATURAS 165

Mn(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

πI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .24

Z(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

eRe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

R1 × · · · ×Rn (
∏n

i=1 Ri) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

(A, α), [A, α] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

HomR(P, −)(p) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

R-pr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

0̂, 1̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

σ � τ , σ ∨ τ , σ ∧ τ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

σ · τ (στ), (σ : τ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

σγ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

σ̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

σ(γ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

σ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

Tσ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

Tσ, Fσ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

N ≤fi M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .43

Sfi(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .43

αMN , ωMN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

(αMN )h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51

h ≈
h
h′ (h ≈ h′) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

f [τ ], f{τ}, {σ}f , [σ]f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .55

Aop . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

Q0, Q1, s, t : Q0 → Q1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

ea = (a‖a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

KQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

RepK(Q) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

(Va, ϕα) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

repk(Q), indrepK(Q) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

R-ind . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

An, Dn, E6, E7, E8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64



166 NOTACIONES Y ABREVIATURAS

radΛ(M,N) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

qQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

Bn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

CRI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

h(x, σ,M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

l(σ,M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .87

dM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

(−)∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

K[x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

M �σ N , ∼σ, Xσ, [M ]σ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

Cσ, Cσ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

M �σ N , ∼σ, Xσ, [M ]σ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

Aid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

σ-Cog(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

σ-Cog−1(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

|C| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .140
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ráız positiva de, 67

representaciones de, 59

de dimensión finita, 59

inescindibles, 60

morfismo de, 59
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174 ÍNDICE ALFABÉTICO
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módulo(s)

algebraicamente compacto (Σ-algebraicamente compacto), 30

anulador izquierdo de, 12

artiniano, 20
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