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Prefacio

iLas 4 variedades son rarisimas!

Las variedades de dimension 4 son muy peculiares e interesantes. Por ejemplo, esta es la tinica dimension
en la que una variedad topologica puede tener una infinidad de estructuras diferenciables diferentes. Si la
dimension de la variedad es menor entonces existe una tnica estructura diferenciable sobre ella; si es mayor
entonces existe a lo mas un niamero finito de estructuras distintas. De hecho, las cosas son todavia un poco més
interesantes. A la fecha, no se conoce ninguna 4 variedad diferenciable para la cual s6lo exista un ntmero
finito de estructuras suaves diferentes (no se diga una tnica). Ademads existen variedades que poseen un
continuo de estructuras diferenciables diferentes, por ejemplo la variedad mas simple en que podemos pensar
R*. Este tipo de hechos convierten al estudio de las variedades 4 dimensionales un tema muy interesante y
activo. Con esta meta, la definicion de invariantes sobre los espacios ha sido una herramienta increiblemente
util (en todas dimensiones) y en especial el invariante de Seiberg-Witten ha demostrado ser una herramienta
muy poderosa para distinguir estructuras lisas de variedades. La guia del viajero del mundo de 4 variedades
simplemente conexas escrita por Scorpan [11] presenta una excelente introduccion a estos temas y se exhorta
a los lectores interesados a consultarlo.

Por otro lado, la definicién y el calculo de este invariante es algo complicado y es natural el desear recuperarlo
en una manera geométrica y mas manipulable. El primer resultado exitoso en esta direccion fue gracias a
Taubes. El demostré en 1996 que el invariante de Seiberg-Witten es equivalente a su invariante de Gromov en
el caso de variedades simplécticas [12]. Los posteriores esfuerzos para extender este resultado han consistido
en dotar a las 4 variedades con estructuras que asimilan haces fibrados sobre superficies; estas estructuras se
conocen como fibraciones singulares. En 2004 Usher [13] fue capaz de demostrar que la cuenta estandar de
superficies, un invariante definido por Donaldson y Smith [4] para variedades con fibraciones de Lefschetz (un
ejemplo de fibracion singular), es equivalente al invariante de Seiberg-Witten. Finalmente, esto se ha tratado
de extender en el mundo no simpléctico por Perutz usando fibraciones quebradas, otro modelo de fibracién
singular, con su anélisis de invariantes de apareamiento Lagrangiano [10]. Estas ideas han sido hasta ahora
la motivacion principal para el estudio de la estructura de las fibraciones singulares sobre las 4 variedades.

La diferencia entre las fibraciones singulares y los haces fibrados reside basicamente en que a las primeras
se les permite tener fibras con autointersecciones, que llamamos fibras singulares. Asimismo, las fibraciones
singulares son también una generalizacion de funciones Morse. Recordemos que una funcién Morse es un
mapeo que va de una variedad n dimensional a los ntimeros reales con valores criticos no degenerados. Estas
funciones nos ayudan a estudiar la topologia de las variedades analizando sus puntos criticos, véase por
ejemplo [8]. Una fibracion singular serd un mapeo de una 4 variedad a R? con condiciones especiales en su
conjunto de valores criticos. El tipo de fibracién singular sera determinado por el tipo de valores criticos que
le permitamos tener.

Recientemente una serie de interesantes resultados indican que una estructura natural sobre las 4 variedades
son las fibraciones quebradas. A saber, uno de ellos es que en toda 4 variedad suave y orientable existe
una fibracion quebrada. Esto fue demostrado por Lekili en [6], y también por su cuenta usando diferentes
técnicas por Baykur en [3] y por Akbulut y Karakurt en [1]. Cabe remarcar que la demostracion de Lekili
es sorprendentemente sencilla y se apoya en el trabajo anterior de Gay y Kirby [5]. Estos resultados nos dan
una gran motivacion para el estudio de las fibraciones quebradas, ya que es una herramienta moderna que
ha probado ser efectiva en el estudio de las 4 variedades. Es interesante el investigar qué otra informacion
podemos recuperar trabajando con ellas. Como consecuencia fue muy importante empezar la tarea de clasifi-
car las fibraciones quebradas que existen sobre una variedad y [6] es un trabajo innovador donde se comenzo
la labor, esta es la razoén central por la cual el tema es de nuestro interés.

En este escrito se estudia un tipo de fibraciones singulares. La seccion 2.1 se dedica a definir y explicar el tipo
de singularidades y fibraciones que utilizaremos. En particular, desarrollamos explicitamente parte del trabajo
del turco Yanki Lekili [6] en fibraciones corrugadas. En [6] el autor presenta 4 deformaciones elementales
de fibraciones corrugadas, la seccion 2.2 describe a fondo estas deformaciones. El adjetivo elementales es
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causa de lo siguiente, es posible realizar cualquier deformacién de fibraciones corrugadas como una secuencia
finita de las deformaciones elementales. Este es el teorema 18 en 2.2.5 y para demostrarlo se necesita teoria
clasica de singularidades y estabilidad. En §1 presentamos la teorfa y resultados de la (1,1)-estabilidad
desarrollada por Wassermann [15] que necesitaremos para realizar la prueba. En especifico, calcularemos
los desdoblamientos (1, 1)-estables de un germen de funciones arbitrario, por lo tanto clasificandolos. Aqui
demostraremos que es natural trabajar con la fibraciones corrugadas ya que las fibraciones corrugadas puras
son estables bajo perturbaciones pequenas mientras que las fibraciones quebradas no lo son. Lekili mostr6 que
es posible deformar una fibracién quebrada en una fibraciéon corrugada pura y viceversa. Esto nos permite
trabajar con mapeos estables, modificarlos con nuestra lista de deformaciones y regresar finalmente a las
fibraciones quebradas y asi obtener una manera para clasificar fibraciones quebradas equivalentes.

II1



Capitulo 1

Teoria de Singularidades

1.1. (s,r)-estabilidad.
Clasificacion de desdoblamientos (1,1)-estables.

Al comienzo de esta seccion se definen las ideas de (s, r)-equivalencia y (s, r)-estabilidad. Estos conceptos
fueron desarrollados por Wassermann en [15] con el fin de generalizar el trabajo de Thom y Mather de
r-equivalencia.

La nocion clasica de estabilidad y equivalencia de funciones define una equivalencia entre funciones como
simplemente equivalencia bajo cambios de coordenadas. Siendo un poco mas especificos, clasicamente dos
funciones f y g: X — Y se consideran equivalentes si existen difeomorfismos hi, hg tales que hif = ghs.
Clasicamente se dice que f es estable si para toda perturbacion f; con fy = f existe un € > 0 tal que para
todo 7 < € tenemos que fy y fr son equivalentes. Saliendo del terreno clésico, René Thom present6 en los
60’s una muy famosa lista conocida como las siete catdstrofes elementales. Esta lista es una clasificacion de
desdoblamientos estables (para dimensiones bajas) de gérmenes de funciones que esta basada en una idea de
equivalencia de gérmenes més especifica. Sin embargo, con el tiempo se descubrié que para ciertas aplicaciones
fisicas, la relacion de equivalencia que utiliza (r-equivalencia) es tosca. Como resultado Wassermann (’75)
en su articulo [15] desarrolld una teorfa de estabilidad de desdoblamientos basada en una nocién maés fina
de equivalencia (la (s, r)—equivalencia).

En esta teoria se maneja de una manera especial ciertos parametros de los desdoblamientos de gérmenes. La
razén por la que esto es importante para nosotros es por que, como veremos adelante, la (s, 7)-equivalencia
respeta la estructura de producto en los espacios que vamos a trabajar. Especificamente, analizamos pertur-
baciones de familias unidimensionales de mapeos de R?> — R y nos gustarfa encontrar equivalencias entre
estos mapeos que respeten a los parametros con los que estamos parametrizando a las perturbaciones y a la
familia de mapeos. En breve, la (s, r)-estabilidad nos dice que cualquier s-perturbacién suficientemente pe-
quena de una r-familia de mapeos va a quedar en la clase de equivalencia de la r familia en la que estaba. En
su articulo, Wassermann también clasifica los (1,3) y (3, 1)-desdoblamientos de gérmenes y da herramientas
suficientes para lograr clasificar todos los (s, r)-desdoblamientos estables de gérmenes para s, dadas. El fin
de la seccién se enfoca en demostrar la clasificacion de los (1, 1)-desdoblamientos estables. Las referencias
para esta seccion son la teoria general de Wassermann [15] y en [6] Yanki Lekili trabaja el caso cuando
r = s = 1. Para este caso en especifico también puede consultarse [16] de Williams. También por completez
pueden consultarse [7] y [14].

Por dltimo hay que senalar que con el fin de mantener este texto corto, utilizaremos varios de los lemas,
corolarios y alguna que otra definicion de [14] sin enunciarlos aqui. No obstante, se da una buena introduccion
a la teorfa y se enuncian los lemas, teoremas y corolarios que nos parecen mas importantes y que utilizaremos
principalmente. Sin mas retraso presentamos la teoria.

Notacion. Denotamos por £(n,m) al conjunto de gérmenes en 0 € R" de funciones diferenciables que van
de R™ a R™. Si m = 1, entonces denotamos al conjunto de gérmenes de funciones como £(n). El conjunto de



gérmenes es un espacio vectorial y un algebra asociativa con las operaciones heredadas de R. Los gérmenes
en £(n) para los que sus representantes cumplen que f(0) = 0 forman un ideal méaximo del anillo £(n); a
este ideal lo denotamos con m(n).

Observacion. En el texto no hacemos distincion en la notacion cuando nos referimos a un germen f € £(n, m)
o a alguna funcién representante de este germen f : R™ — R™.

Notacion. Nos referimos a L(n) = {¢ € E(n,n)|$(0) =0y ¢ es no singular en 0}. Es posible dotar a L(n)
con una estructura de grupo tomando como producto la composicion de funciones; a este grupo lo llamamos
el grupo de gérmenes de difeomorfismos locales de R™ en 0. A continuaciéon damos varias definiciones basicas.

Definicion 1 ({k}—desdoblamiento). Sea g € m(n). Un k-desdoblamiento de g es un germen G € £(n + k)
tal que Glgr» = g.
Observacion. Podemos pensar en un k-desdoblamiento de un germen g € m(n) como una familia k¥ dimen-

sional de gérmenes n dimensionales que contiene a g en 0 € R¥,

Definicion 2. Sea f € m(s + r +n). Al germen f le asociamos otro germen fe,t € E(s+r+mn,s+7r+1)
definido asi:
fewt(v,u, ) = (v,u, f(v,u,z)) parav e R°, u e R"y x € R" (1.1)

A continuacion, la definicion de equivalencia que utilizaremos.

Definicion 3 ((s,r)-equivalencia). Sean f, g € m(s 4+ r + n). Diremos que f y g son (s,r)-equivalentes si
existen gérmenes de difeomorfismos A € L(s+7+n), B € L(s+r+1),C € L(s+r) y D € L(s) tales que
hacen conmutar al siguiente diagrama,

RS+T+TL ﬂ) Rs+7’+1 p Rerr q RS
A B C D
Rs+r+n ﬂ) Rs+r+1 p Rs+7“ q R?

En el diagrama p : R*T" x R — R*T" y ¢ : R® x R” — R® son las proyecciones en la primera componente.

Observacion.

1) Una equivalencia entre f y ¢ es un cuarteto (A, B,C,D) € L(n+7r+s) x L(14+r+s) x L(r +s) x L(s)
que cumple (3).

11) Notese! que siz € R", u € R”, v € R®* y 7 € R entonces se tiene que D = D(v) y que
C(v,u) = (D(v),c(v,u)) € R x R"
para algin ¢ € £(s + r,r). Y ain maés, se tiene que
B(v,u,7) = (D(v), c(v,u),bv,u,7)) € R® x R" x R
para algin germen b€ E(s+r+ 1)y

A(v,u,z) = (D(v),c(v,u),a(v,u,z)) € R®* x R" x R"

1En esta secciéon tomaremos esta convencién para las coordenadas z € R™, v € R”, v € R, y € R? y 5,t € R.



para algiun germen a € £(s + r + n,n). Esto nos hace ver que con esta definicion de equivalencia las
coordenadas de u y v son tratadas de manera especial. En efecto, al realizar el cambio de coordenadas
las nuevas coordenadas v € R® dependen solo de las viejas coordenadas v € R® y las nuevas coordenadas
u € R" dependen so6lo de las anteriores u € R” y v € R®. En cambio las nuevas coordenadas de R™ son
funcion de todas las coordenadas anteriores (v,u,z) € R® x R” x R". 2

1) Claramente esta es una relacion de equivalencia de los gérmenes en m(s + r + n).

Wassermann define tres tipos de estabilidad para gérmenes de funciones. Dos de estas definiciones (estabilidad
fuerte y débil) son topologicas y geométricas; grosso modo nos dicen que si “movemos poco” un germen estable,
los gérmenes perturbados seran (s,r)-equivalentes al germen inicial. La tercera definicion, la estabilidad
infinitesimal, es una condicion algebraica. Uno de los teoremas méas importantes (y complicados) de esta
teorfa demuestra que estos tres tipos de estabilidad son equivalentes y esto es un punto clave ya que para
demostrar una idea topolégica o geométrica de estabilidad nos es suficiente corroborar alguna condicién
algebraica, lo cual es generalmente mas sencillo. Tomando en cuenta este iltimo comentario diremos que un
germen es (s, r)—estable si es fuerte, débil o infinitesimalmente (s, r)-estable. Lekili en [6] expone de manera
accesible el caso cuando r = s = 1 que es el que necesitaremos, asi que adoptaremos varias convenciones
de su notaciéon. Aunque se intentara seguir presentando la teoria de manera general donde esto no implique
extendernos demasiado.

Notacion. Sea E(s,t,x,y,z) = E(5), E(s,t) = £(2) y E(s) = £(1). Es decir, dejamos que las variables nos
digan con que pardmetros estamos trabajando.
Ahora la definiciéon de (1,1)-estabilidad infinitesimal.

Definicién 4 ((1,1)-estabilidad infinitesimal). Sea f € m(s,t,z,y, z) y definimos fe,;: R® — R? con (1.1).
Entonces f es (1, 1)-estable infinitesimalmente si

of of of of of .
S(S,Ll',y, Z) = <%» (‘Ty’ $>€(s,t,x,y,z) + <a>€(s,t) + <%>8(s) + feztg(?’) (12)
Nota. En la definicion pasada cuando ponemos <0Z{1 o Bz{j )& (k) nos referimos al £(k)-submodulo de £(n)
generado por {82{1 e ai{’“ } € &(n), para k < n.

El siguiente es un corolario de Wassermann de su mismo teorema 3.6. Este resultado facilita bastante el
calculo de la condicion (1.2) y lo utilizaremos mas adelante.

Corolario 5. Sea f € m(s + 7 + n) un germen que desdobla a n € m(n). Sea n finito determinado® y

escogase k € N de tal manera que m(n)F C <88;71 AR 83771)5(”), Ademds supongase que n € m(n)? para algin
1<d<kyseap el mayor entero tal que p < k(;:'ll). Denotemos a ¢ = k(s +1) y fo = flgr+n, entonces f
es (s,r)-estable si y sdlo si
9fo 9o 9fo 9fo
£ (0 20 70
(T + Tl) <85L'1 ) 5 a(En >E(r+n) + <6U1 ’ 5 auT >E(T)
of 3fLR
A 1, fo, -, f7 1.3
+<8'1)1R+ ) ’31)5 + >R+< 7f0a 7f0>5(’r) ( )

+m(n)* T E(r 4+ n) + m(r 4+ n)?

Y este es el caso especial que necesitaremos.

2Cabe mencionar para evitar confusiones, a pesar de ser algo trivial, que las letras s,r que utilizamos para denotar los
parametros en la definicién anterior estan en distinto orden de como aparecen en la definicién de [15]. El motivo para tomarlas
asi serd evidente mas adelante.

3Ver definicién 2.15 de [15]



Corolario 6. Sea f como en el corolario anterior. Sir = s =n =1 yn = 23 (n = 2*) entonces las
condiciones del Corolario 5 se cumplen y podemos escoger a k = d = 2(k =d = 3). Porlo tantop =1y
q = 4(q = 6) y entonces tenemos que [ es (1,1)-estable si y sdlo si
dfo dfo of
E(t,x) = (Z)ewa) T (5 e T {Folis=01)r + (L, fo)e()

Oz ot 0Os

+m(t)2E(t, x) + m(t, z)*©®) (1.4)
Seguimos con unas ultimas definiciones.

Definicion 7 (Equivalencia de gérmenes). Sean 7, u € m(n). Decimos que 1 y u son equivalentes si existen
gérmenes de difeomorfismos A € L(n) y B € L(1) tales que n = BuA.

Definicién 8 (Reduccién de gérmenes). Sea n € m(n +d) y u € m(n) y sean z € R* y y € R?%. Decimos
que 7 se reduce a i si existe una forma cuadratica no degenerada @ en R tal que si y/(z,y) = u(x) + Q(y)
entonces 7 es equivalente a u'. Notese que p' € m(n + d).

Definicién 9 ((1,1)-reduccion). Sean g € m(1+1+n+d)y f € m(14+1+n). Decimos que g se (1,1)-reduce a
f si existe una forma cuadratica no degenerada @ en R? tal que si f’ € m(1+1+n+d) es el d-desdoblamiento
de f definido por f'(s,t,x,y) = f(s,t,z) + Q(y), entonces g es (1,1)-equivalente f’.

Nota.

= Sid > 0 en la Definiciéon 8 decimos que p es una reduccién propia de 7. Y si 7 no tiene reduccion
propia entonces decimos que 7 es irreducible.

» Lo mismo pasa para g y f en la Definicién 9 cambiando reducciéon por (1, 1)-reduccién, u por fy n
por g.

» La generalizacion de la Definicion 9 para (s, r)-reduccion es la trivial.

Por dltimo damos la definicion de la r-estabilidad infinitesimal para r = 2, que es la estabilidad que Thom
usa en su trabajo. La definimos aqui por completez y para mostrar como es que la (s, r)-estabilidad es que
generaliza esta idea.

Definicién 10 (2-estabilidad infinitesimal). Sea f € m(2 +n) ¥ ferr: R2T" — R? definida por feu¢(u,z) =
(u, f(u,x)) para u € R? y x € R™. Entonces f es infinitesimalmente 2-estable si

of of of of .
o ’37%>5(”+2)+<6u By ~)e@) T fen€(3).

En+2)= (=
Observacion. Esta definicion es muy parecida a la definicion de (s,r)-estabilidad. La diferencia entre ellas
es que en esta no distinguimos entre las variables del desdoblamiento u = (s,t). Notese también que la
(1,1)-estabilidad infinitesimal implica la {2} —estabilidad infinitesimal (y en general que la (s, r)-estabilidad
implica {r + s}—estabilidad).
En lo que resta de esta seccion, lo que se quiere hacer es mostrar la clasificacion de 2-desdoblamientos de
gérmenes en m(n) modulo (1, 1)-equivalencia. Esta clasificacion fue calculada por Lekili en [6] utilizando
un algoritmo que describe Wassermann. Nos apoyaremos en los resultados de [15] y en la demostracion
del teorema A.3 de [6]. Lekili enuncia el siguiente resultado que es un caso particular de un teorema de
Wassermann. Este resultado es fundamental para nuestras intenciones.

Teorema 11. Sea n € m(n) y sean g y f € m(n + 2) desdoblamientos (1,1)-estable y 2-estable, respectiva-
mente, de 1. Entonces existe un germen polinomial p € m(1) de grado a lo mds 2 tal que g es (1,1)-equivalente
a alguno de estos desdoblamientos:

f(t, s +p(t), x) (1.5)
f(s+p().t,2) (1.6)



Demostracion. El teorema es un caso especial del teorema 4.11 de [15]. Lo tnico que hay que notar es que
como r = s = 1 entonces el grado de todos los &; es 0 y como £(0) = 0 entonces todos son identicamente 0.
Ademas tenemos que el grupo simétrico es {e, (12)} = Sz = T. Por lo tanto las permutaciones solo son la
trivial y transponer t y s. O

En seguida se clasificaran todos los desdoblamientos (1,1)—estables de un germen 7 € m(n) arbitrario. El
método para lograr esto (y méas en general, para encontrar todos los desdoblamientos (s, r)-estables de 7)
es el siguiente. Wassermann en [15] propone un algoritmo para encontrar todos los desdoblamientos de un
germen en especifico, este algoritmo lo describimos mas adelante. Lo crucial en este punto es entender que ya
que tenemos un germen especifico tenemos una manera (el algoritmo) de calcular todos sus desdoblamientos
(s,r)-estables. La dificultad que ahora enfrentamos es que no sabemos inicialmente la forma del germen. Nos
gustaria poder saber cuéles son las formas que el germen puede tomar, es decir quisiéramos tener una manera
de clasificarlos para después poder encontrar con el algoritmo de Wassermann todos los desdoblamientos
(s,r)-estables de cada germen y por lo tanto resolver el problema. Resulta que gracias a la maquinaria
desarrollada por Wassermann (Lemas 4.17 - 4.20 de [15]) podemos hacer esto. El argumento es el siguiente.

Primero resaltamos, como se hace en la nota al final de §4 en [15], que si f € m(s+ r + n) es un germen
que desdobla a n € m(n) no singular, es decir, n ¢ m(n)? entonces f es (s,r)-estable y (s, r)-equivalente a
cualquier otro {s + r}-desdoblamiento de 7. Sin embrago, nosotros queremos clasificar los desdoblamientos
para un germen singular.

Sea f un desdoblamiento (s, r)-estable de un germen 1 € m(n)?. Esto implica que en particular f es {s+7}-
estable (véase la observacion después de la Definicion 10). Entonces, es causa del teorema de la lista de las
7 catastrofes de Thom (Teorema 2.26 en [15]) que ocurre s6lo una de estas posibilidades

1) f tiene una singularidad simple. Y en este caso ya terminamos por que f tiene una singularidad de
Morse.

11) f se reduce (en el sentido de la definicion 2.24 de [15]) a un tnico desdoblamiento g; de la lista de 7
catastrofes.

Si pasa el caso ii) entonces es trivial ver que el germen 7 se reduce a un p; de la lista. Ademas sabemos que
este ji; tiene que ser tnico ya que si 1 se reduce a p; y a p; entonces se tiene por el Lema 4.18 que f se
(s,r)-reduce a algunos h; y h; {s + r}—desdoblamientos de p; y p; y por el Lema 4.17 sabemos que estos
desdoblamientos son (s,r)—(y {s + r}—)estables. El corolario 2.23 nos dice que f se reduce (en el sentido
de la definicién 2.24) a h; y a h;. Finalmente por el lema 4.19 tenemos que f se reduce en el mismo sentido
a algunos g; y g; de la lista de Thom, la tinica manera en que puede pasar esto es si ¢ = j y por lo tanto
tenemos que p; es dnico.- Por lo tanto sabemos que 7 se reduce un tnico germen u,; de la lista de Thom.
De aqui, el Lema 4.18 nos asegura que f se (s,r)-reduce a un {s + r}—desdoblamiento, h;, de u; y se sabe
(por el Lema 4.17) que este desdoblamiento es (s, r)-estable. Ademas el Lema 4.19 nos dice que f también
se (s,r)-reduce a cualquier otro {s + r}—desdoblamiento de p; que sea (s,r)—equivalente a h;, es decir f
se reduce a cualquier representante de la clase de (s,7)—equivalencia de h;. Por otro lado, el Lema 4.20
asevera que f solo se reduce a una clase de (s,7)-equivalencia de {s + r}-desdoblamientos de p;. Para ser
maés especificos en este punto supongamos que f se (s,r)-reduce a dos {s + r}—desdoblamientos, h; y h;,
de p; € m(n)?. Luego, por hip6tesis tenemos que h; k» = p; € m(n)? y también sabemos que h;, h;
son (s,r)—irreducibles porque p; lo es, pero la nota del final de §4 en [15] nos dice que esto es equivalente
a que hthn € m(n)3 para k = i,j. Por dltimo podemos aplicar el Lema 4.20 para obtener que h; y h; son
(s,7)-equivalentes.

Resumiendo, lo que hicimos fue apoyarnos en los Lemas 4.17-4.20 y el corolario 2.23 de [15] y el teorema de
la lista de siete catastrofes de Thom para demostrar:

—

Lema 12. Sea f es un desdoblamiento (s,r)-estable de un germen n € m(n)?. Entonces f tiene una singu-
laridad de Morse o 1 se reduce a un dnico germen, p;, de la lista de Thom. Ademds f se (s,r)-reduce a una
dnica clase de (s,r)-equivalencia de {s + r}-desdoblamientos de ;.



Regresando al problema inicial, el clasificar todos los desdoblamientos (s,7) — ((1,1)—)estables de germen
v € m(n), la primera dificultad que encontramos fue clasificar las formas que podia tomar 7). Con el argumento
anterior logramos clasificarlos, en efecto demostramos que 7 se reduce simplemente a un subconjunto de
los gérmenes en la lista de Thom. Por lo tanto lo tnico que falta es encontrar todos los desdoblamientos
(s,7) — ((1,1)—)estables de todos los gérmenes p; y asi concluimos. Pero para lograr esto, como ya habiamos
senialado, existe un algoritmo descrito por Wassermann. El algoritmo es simple y funciona para r, s arbitrarios,
este se justifica con el Teorema 11. Sin embargo ahora describimos el caso particular con s = r = 1. Sean
s =r =1y n € m(n) fijo, tomese algin desdoblamiento f, {s + r}-estable de n (notese que para r y s
pequenios, nuestro caso, estos estan descritos por la lista de Thom). Ahora definimos los desdoblamientos de
1 dados por (1.5) y (1.6) , es decir definimos Hi(p)(s,t,x) = f(t,s+p(t),z) y Ha(p)(s,t,x) = f(s+p(t),t, )
para s,t € Ry z € R" y p € m(1) un germen polinomial de grado a lo mas 2. Lo siguiente es calcular para
cada H;(p), usando el Corolario 6, qué p’s hacen al desdoblamiento H;(p) (1,1)—estable, i = 1, 2. El Teorema
11 nos asegura que el conjunto de todos los H;(p), ¢ = 1,2 que son (1, 1)-estables contienen representantes de
todas las clases de (1,1)-equivalencia de desdoblamientos (1, 1)-estables de 7, por lo tanto con este método
podemos determinar lo que buscabamos. Por fin estamos preparados para demostrar,

Teorema 13 (Desdoblamientos (1,1)-estables). Sea f € m(n + 2) un desdoblamiento (1,1)-estable de n €
m(n)2. Entonces f tiene una singularidad de Morse en 0, o f se (1,1)-reduce a sélo uno de los siguientes
desdoblamientos h; de los germen v;.

v; hl
vo(z) = 23 ho(s,t, ) = a3 + tx
vi(x) = a3 hi(s,t,x) = a3 + 2z + sw
vo(x) = a3 ho(s,t,x) = a3 — 2z + sw
v3(z) = ot hs(s,t,x) = a* + sx? + tw

Demostracion. Suponemos que f no tiene una singularidad de Morse, si si la tuviera hemos terminado. Por
el Lema 12 y el Teorema 11 es suficiente calcular, usando el algoritmo descrito por Wassermann, todos los
(1,1)-desdoblamientos de todos los gérmenes p; de la lista de Thom. Pero al fijarnos en esta lista notamos que
solo dos gérmenes tienen 2-desdoblamientos 2-estables, los demés so6lo tienen r-desdoblamientos con 7 > 2.
A saber, esto son los gérmenes 111 = 2° y pg = x*. Entonces utilizamos el algoritmo en estos dos.

Primero el caso y; = 2* . Para este caso, su desdoblaminento 2-estable es g (z) = 2 + tx y por lo tanto

Hi(p)(s,t,z) = a°+tx (1.7)
Hy(p)(s,t,x) = 3+ (s+at? +bt)x (1.8)
El desdoblamiento (1.7) es hg y como veremos adelante es (1, 1)-estable, por lo tanto nos enfocamos en (1.8).

Necesitamos ver qué valores a,b € R hacen a (1.8) (1, 1)-estable, para esto usamos la ecuacion (1.4) que nos
da la condicién necesaria. Vemos que:

Hy(p)o =a°+ (at® 4+ bt)zx
OMalplo = 342 4 at? + bt
%&p)o = z(2at + b)

Y la condicién de estabilidad es la siguiente:

Et,x) = (32° + at® + bl)er o) + (z(2at + b))e(r) + (T)r +
<1a z® + (at2 + bt)x>5(t) + m(f,)Qg(t7 J?) + m(tv .23)4

Ponemos atencion a los siguientes casos, si:



= ¢ = b = 0. Entonces tenemos que la condiciéon toma esta forma

E(t,x) = (31%)e(1,0) + (2)r +

<1a m3>£(t) + m(t)QS(ta .Z‘) + m(ta .I‘)4
Y es claro que la condiciéon no se cumple. Por ejemplo, no podemos generar el germen de la funcién
xt, ya que los sumandos primero y cuarto tienen términos de x o t al menos cuadraticos. El segundo
sumando no depende de t, la primera parte del tercer sumando no depende de x y la segunda tiene

términos de orden x>. El tltimo termino tiene derivadas hasta de tercer orden iguales a cero. Vemos
asi que si ambos a y b son cero entonces Ha(p) no es (1, 1)-estable.

» b=0. En este caso el lado derecho de (1.4) es:

(32 + at®)g(t,2) + (2axt) ey + (T)r +
(1, 3+ (atQ)x)g(t) + m(t)zc‘f(t, z) +m(t, x)*

Y denotamos a los sumandos asi:

= (32% + at®)g(1,0) = (1,2% + (at?*)z)er)

= (2axt) g4 =m(t)2E(t, )

= (T)r

Por el corolario 3 de [7] o el lema 1.6 de [14] sabemos que para que este conjunto sea igual que £(x,t) es
suficiente ver que podemos generar cualquier polinomio de grado menor o igual que tres en = y ¢ (por

que tenemos el termino m(¢,x)*). Notamos entonces que en @ tenemos un termino igual a £(¢) que
nos da cualquier polinomio en . De igual manera, cualquier polinomio en x lo podemos obtener con un
elemento de @ o de una combinacién de elementos en @, @, @ y @ Por ejemplo, si deseamos
obtener el germen de 22 es posible generarlo con 1/3(322% + at?) — 1/3at? donde 1/3(3z% + at?) € @
y 1/3at? € m(t)2E(t,z) = @ Por tltimo sélo nos faltan los polinomios con ambas variables, es decir,
xt, zt2, 22t. El primero lo encontramos en @ y el segundo en @ Mientras que 2t lo recuperamos de
una combinacién de gérmenes en @ y @ Por lo tanto hemos demostrado que si b = 0 se cumple la

condicion de estabilidad para Ha(p).

» a—0. Ahora el lado derecho de la condicion es

(32 + btYe(r,0) + (xb)e(r) + (T)r +
(1, 3+ btx)e sy + m(t)25(t, x) +m(t, )%

Y denotamos a los sumando de esta manera:

= <31‘2 + bt>g(t7$) = <1, x3 + btfﬂ>g(t)

= (zb)e) = m(t)*E(t, )
= (7)r

Una vez mas tenemos que ver si podemos generar a cualquier polinomio de grado igual o menor que
tres en x y t. Otra vez contamos con el término £(t) que genera todos los polinomios en t. Para los

polinomios en x bastan simples combinaciones de gérmenes en , y @ El germen del polinomio
xt estd en @ y xt? en @ Finalmente es facil darse cuenta de que el término t22 lo obtenemos con
@ y £(t). Por lo tanto en este caso, Ha(p) también es (1, 1)-estable.



Concluyendo, tenemos que Ha(p) es (1,1)-estable si y solo si a o b son distintos de 0. Si b # 0 entonces
tenemos que el germen es 23 + (s + at? + bt)x. Podemos hacer el cambio de variable s’ = s y t/ = s+ at® + bt
y entonces tenemos que el germen hy = 2% + tz es (1,1) equivalente a Ho(p) y obtenemos que hg es (1,1)-
estable. Por el otro lado si b = 0 tenemos que Hz(p) = x° + (s + at?)z tomando ¢ = /|alt tenemos que
H,(p) es (1,1)-equivalente a hq si a es positivo o a hy si es negativo.

Por ultimo notamos que ninguno hi,he o hg son (1,1)-equivalentes. En efecto, hy y ha no son (1,1)-
equivalentes ya que ningin cambio de coordenadas puede cambiar el signo de el término cuadratico en
t, precisamente por que el cuadrado lo cancela. Ahora, si quisiéramos pasar de h; o0 hy a hg encontramos que
no existe ningtn difeomorfismo local que cambie la coordenada ¢ como deseamos ya que necesitariamos un
cambio de coordenadas del tipo t’ = £t? + s pero esto tiene 8,5‘(0,0) =0.

Con esto hemos encontrado una lista con todos los 2-desdoblamientos (1, 1)-estables del germen 2 que tiene
un tnico representante de cada clase de (1, 1)-equivalencia. Para finalizar nos resta hacer lo mismo con el
germen s = x*. En este caso el procedimiento es exactamente el mismo. Su desdoblamiento 2-estable es
go(s,t,z) = 2* + tz? + sz y con el generamos a:

Hy(p)(s,t,x) = a*+ta? + (s +at® +bt)x (1.9)
Hy(p)(s,t,x) = a4 (s +at? +bt)a® +ta (1.10)
e Para (1.9) tenemos que:
Hi(p)o =a*+tx? + (at® + bt)z
OGPl — 453 4 24z + at? + bt
LH}J,EP)O = 2% + 2atz + bx
B%S(P)SZO —

Por lo tanto para que el germen sea (1, 1)-estable tenemos que corroborar que:

E(t,x) = (4a® + 2tx + at® + bt)e(t,e) + (x? + 2atz + bx)e(r) + (T)r +
(1z* + ta® + (at® + bt)x)g(p) + m(t)*E(t, ) + m(t, 2)°.

Lo que es necesario es encontrar para que a,b € R podemos generar, con el lado derecho de la igualdad
menos el término m(n)®, cualquier polinomio en z y ¢ de grado menor o igual que 5. Trabajando de la misma
manera que en el caso pasado, es facil ver que esto pasa siempre y cuando b # 0. Ahora bien, por esto
sabemos que el mapeo

F:10,1] — m(2+n)
T = F(r) =2+t + (s + Tat® + bt)z

es una homotopia estable 4 con F(0) = 2% + tz? + (s + bt)z y F(1) = 2* + ta? + (s + at® + bt)x. Y mas aiin
como F(1)—F(0) = axt? € m(n)2E(s, t, z) entonces podemos usar el lema 4.9 de [15] para ver que si H(p) es
(1,1)-estable entonces es (1, 1)-equivalente a f(s,t,2) = x* +t2% + (s + bt)z. Finalmente tomamos el cambio
de variables t' = s + bt y s’ = —s/by vemos que f es (1,1)-equivalente a g(s',t',x) = x*(s' + t'/b)z? + t'z.
A su vez veremos més adelante que este desdoblamiento es (1, 1)-equivalente a hg.

e Finalmente nos queda calcular cudndo Hs(p) es estable. Para este germen tenemos que,

Hy(p)o =a*+ (at? + bt)2® + ta
Oz — 443 4 2(at® + bt)x + t
aHgiip)o = (2at +b)2® + =

4Revisar las defunciones 4.3 y 4.4 de [15]



Y por lo tanto para que el germen sea (1, 1)-estable tenemos que corroborar que:

E(t,x) = (42® + 2(at® + bt)z + t)e (o) + ((2at + b)2® + )e(p) + (2)r +
(1,2* + (at® + bt)z? + ta)ew) +m(t)E(t, x) + m(t, z)°.

Trabajando de la misma manera que en el estudio del primer caso encontramos que el desdoblamiento es
(1, 1)-estable para todos los valores de a y b. Ahora, notamos entonces que

F:[0,1] — m(2+mn)
T = F(r) =24 (s + Tat® + 7bt)2® + tx
Es una homotopia estable que va de F(0) = 2* 4+ s2? +tz a F(1) = 2* 4 (s + at®> + bt)2? + tx y como
F(1) — F(0) = (at? + bt)z? € m(n)?&(s,t,z) una vez mas podemos aplicar el lema 4.9 de [15] y concluir que
Hoy(p) es (1,1)-equivalente a f(s,t,x) = 2*+sx?+tx = hs(s,t,x). Notese que g(s', ', x) = x*(s'+t'/b)x® +t'x
es este mismo caso y por lo tanto también es (1, 1)-equivalente a hs y con esto concluimos. O

Por ultimo damos la siguiente forma particular del Teorema 13.

Teorema 14 (Deformaciones genéricas). Sea f € m(5) un gérmen (1,1)-estable. Entonces f es (1,1)-
equivalente a solo uno de los siguientes gérmenes.

h; Nombre
go(s,t,x,y, 2) = +a? £ 9% £ 22 Singularidad de Morse
gi(s,t,w,y,2) = 2% +to £ y% £ 22 Clspide
g2(s,t,w,y,2) = 2% + t2x + sz £ y? £ 22 Deformacion de creacion
g3(s,t,w,y,2) = 2% — t2x + sz £ y? + 22 Deformacion de unién
ga(s,t,x,y, 2) = ot + sx? + to £ y? £ 22 Deformacion de giro

Demostracion. Es directa ya que el Teorema 13 nos dice que f tiene una singularidad de Morse que es gy 0
f se (1,1)-reduce a solo uno de los h; para i = 0,1,2, 3. Esto quiere decir que existe una forma cuadratica no
degenerada, Q' € R?, tal que f es (1, 1)-equivalente a ¢.(s,t,z,y, 2z) = hi(s,t,x) + Q'(y, 2) para i =0,1,2,3
. Pero entonces existe un cambio de coordenadas que s6lo depende de y, z en el que @’ se ve como la forma
diagonal Q(z,y) = 3> + 22. O

Con estos resultados ahora tenemos las herramientas que necesitaremos para poder demostrar el Teorema
principal 18. En la siguiente seccion se definen las singularidades y las fibraciones con las que trabajaremos.



Capitulo 2

Fibraciones Singulares

En este capitulo trabajaremos con ciertos tipos de puntos criticos y de fibraciones singulares. La primera
seccion se enfoca en definir y explicar estos conceptos. En la segunda parte damos una lista de deformaciones
de un tipo de estas fibraciones, las fibraciones corrugadas. El objetivo final del capitulo serd demostrar que
estas deformaciones son completas en cierto sentido.

2.1. Singularidades y fibraciones

Definicion 15 (Tipos de singularidades). Sea X una 4 variedad diferenciable y ¥ una superficie, ambas
cerradas y orientadas. Sea f: X — 3 una submersion para casi todo ¢ € X y p € X un punto singular de f,
es decir rk(D, f) < 2. Se dice que f tiene una:

» singularidad de Lefschetz en p si existen vecindades de p y f(p) (U y V respectivamente) y cartas
coordenadas centradas en p y f(p), (X D)U — C? y (¥ D)V — C, que preservan la orientacion tales
que la representacion local del mapeo f: C% — C es (z,w) — zw.

» singularidad de doblez en p si existen vecindades de p y f(p) (U y V respectivamente) y cartas
coordenadas centradas en py f(p), (X D)U — R* y (£ D)V — R? que preservan la orientacion tales
que la representacion local del mapeo f: R* — R? es (t,z,y, 2) = (t, 22 + 3% — 2?).

» singularidad de cuspide o cuspide en p si existen vecindades de py f(p) (U y V respectivamente) y
cartas coordenadas centradas en p y f(p), (X D)U — R* y (X D)V — R? que preservan la orientaciéon
tales que la representacion local del mapeo f: R* — R? es
(t,z,y,2) — (t, 23 = 3at + 3> — 22).

Observacion.

1) Las singularidades de Lefschetz estan aisladas en X y las singularidades de doblez aparecen en familias
unidimensionales; esto es facil de ver revisando directamente los puntos singulares en los modelos locales.
Como veremos adelante, las caspides siempre estan rodeadas por dos arcos de singularidades de doblez.

11) Podemos ver que los modelos locales de las singularidades de doblez y ctispides son familias de funciones
Morse parametrizadas por t. Esto nos indicara que cada vez que crucemos uno de estos arcos singulares
la topologia de las fibras va a cambiar.

Definicién 16 (Fibraciones de Lefschetz, quebradas y corrugadas). Sea X y ¥ como en la definicion anterior.
Sea f: X — X una submersion en el complemento un conjunto C' = Q U L, el conjunto de singularidades. Si
L es una unién finita de puntos aislados con singularidades de Lefschetz y @ es una subvariedad de dimension

! Denotamos al rango de la aplicacién lineal Dp(f): TpX — Ty (p)2 por Tk(Dp).
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Imagen de
singularidades

de doblez Imagen de un punto con
una singularidad de Lefschetz.

Figura 2.1: Fibracion quebrada. Las singularidades de doblez dividen a la base en conjuntos disjuntos y sobre cada punto de
singularidades hay fibras con autointersecciones. Imagen de Saeki.

1 en la que cada punto es una singularidad de doblez o una cuspide, entonces a f se le llama una fibracion
corrugada. Si no existen ctispides entonces f es una fibracién quebrada y més atin si QQ = () entonces a
f se le conoce como una fibraciéon de Lefschetz.

Nota. Si f es una fibracion corrugada en la que L = (), es decir, donde no existen singularidades de Lefschetz
entonces llamamos a f una fibracién corrugada pura.

Observacion. Intuitivamente lo que estamos haciendo es parametrizar a la 4 variedad con una superficie. Las
fibraciones de Lefschetz son estructuras parecidas a haces fibrados con fibras genéricas 34, una superficie de
genero g, para casi todo punto en la base y con un ntmero finito de fibras singulares. Las fibras singulares
son fibras con autointersecciones que se obtienen al colapsar algin circulo encajado, el ciclo evanescente, en
una fibra regular. Es un hecho ya conocido que la monodromia de la fibra alrededor de una singularidad
de Lefschetz es un giro de Dehn a la derecha a lo largo del ciclo evanescente, una demostracion de esto se
encuentra, por ejemplo, en Auroux y Smith [2]. De la misma manera, informalmente podemos decir que las
singularidades dobladas dividen en conjuntos disjuntos a la base sobre los cuales hay fibras genéricas 4. El
género de la fibra cambia en +1 cada vez que se cruza un arco de singularidades para pasar de un conjunto al
otro y también existen fibras con autointersecciones sobre las imagenes de los puntos criticos. Ver la Figura
2.1.

Ahora revisemos un poco méas a fondo el modelo local de una cuspide. Sea p € X una cuspide en una 4
variedad, entonces localmente la fibracion corrugada se ve asi:

f:R* - R2?
(t,x,y,2) +— (t,2> —3at +y* — 2?) (2.1)

en estas coordenadas la matriz de la diferencial es:

1 0 0 O
qu_<—33: 3x2 -3t 2y 2z>

Podemos ver que es singular (esto es rk(D,f) < 2) siysolosiy = z =0y t = 2. Es decir, los puntos criticos
son de la forma C' = (t,++/,0,0) € R* lo cual es una parébola en el plano y = z = 0. El conjunto de valores
criticos, la imagen de los puntos critcos bajo f, es VC = {(r,0) € R? ‘ (1,0) = (t,£2t3/%)t € R}. Este con-
Jjunto, es una curva cuya imagen podemos ver en la Figura 2.2.

11



Si restringimos f: D* — D2, notamos que los valores criticos di-
viden a D? en dos partes y buscamos cémo son las fibras en es-
tos subconjuntos. Para esto podemos proceder de dos maneras, la
primera que revisamos es la analitica. Para obtener la fibra sobre
un punto (7,5) € D? notamos que la preimagen de los puntos con
T = 79 constante estd contenida en el plano ¢t = 719 N D*. Por

lo tanto si nos fijamos en los mapeos f;,: R®> — R definidos por
fro(2,y,2) = s = 23 — 3atg +y* — 22 podemos graficar las superficies
de nivel para s constante. La segunda manera de visualizar las fibras
es con teoria de funciones Morse. Notemos que por la forma en que
acabamos de definir a f;, esta es una familia de funciones Morse para-
metrizadas por t, excepto cuando ¢ = 0. Para convencerse de esta ase-
veracion solo hay que notar que D f = (322 — 3t, 2y, —2z) con puntos
criticos y = z = 0 y = £t'/2. El determinante del Hessiano en estos

6z 0 O )
puntoses |D?|,_ 2= 0 2 0 |=-242= —24t1/2_ Por lo tan- Figura ,2'2: En verde la curva de Ya_
0 0 -2 lores critcos del modelo local de cts-

pide. Se muestran las fibras sobre las

to, si t es distinto de cero, existen dos puntos criticos no degenerados - ;
distintas regiones.

y ft es una funcion Morse. Por definicion, viendo el Hessiano, tenemos
que r = t'/2 es un punto critico con indice 1 y x = —t1/2 es un punto
critico con indice 2. Por la teoria de funciones de Morse, sabemos que
M, = f~'((—o0,5)) € R® es homotopico para todo s’ < —2t%/2 ya
que no se cruza ningtn valor critico. Al cruzar el primer valor critico tenemos que si sy < —2t%/2 < s
entonces M, es homotoépica a M, U 2-asa, esto nos da el toro cortado de un extremo. Finalmente al pasar
por el otro valor critico s = 2t3/2que tiene indice 1, se pega una l-asa de tal manera que esta se cancela con
la 2-asa que habiamos pegado y volvemos al tipo de homotopia que se tenia al empezar (Ver Figura 2.2).
Continuamos con la definicién de las deformaciones de fibraciones corrugadas. Estas deformaciones serén el
ingrediente principal de estudio de la siguiente seccion.

Definicién 17 (Deformacion de fibraciones corrugadas). Una deformacion fibraciones corrugadas es una
familia uniparamétrica de mapeos, F,(z), donde F, es una fibracion corrugada excepto para un nimero
finito de valores del parametro. Es decir, una deformacién de fibraciones corrugadas es un mapeo

F:ROIxX — X
(aa') = Fa::F(av')

tal que F,, es una fibracion corrugada para a € I\ {a1, a2, -, a,}.

Por varias razones es interesante e importante el clasificar las fibraciones quebradas que existen sobre una
4 variedad. Con este fin, Lekili en [6] propone un método trabajando con fibraciones corrugadas (FC). El
motivo para trabajar con ese tipo de fibraciones y no con fibraciones quebradas (FQ) es que, como veremos
luego, las FQ no son mapeos estables, en cambio las FC puras si lo son (en el sentido de que perturbaciones
pequenas de FC puras son FC puras). En el mismo articulo el autor muestra también como pasar y regresar
entre una FQ y una FC pura. El método para pasar de una FQ a una FC pura es usando el movimiento
de corrugacion que mostraremos adelante y para el inverso Lekili muestra una deformacion conocida como
hundimiento?, estas deformaciones fueron muy novedosas en el tema. Con esto en mente, el método propuesto
para verificar si dos FQ, f y g, son equivalentes es perturbar estas fibraciones a dos FC, f. y g., y verificar
si estas dos FC son equivalentes. Por esto nos gustaria encontrar un conjunto finito de deformaciones de
fibraciones corrugadas que nos permitiera “movernos”’ dentro de clases de equivalencia de FC y asi poder
decir, en cierto sentido, qué fibraciones son equivalentes con una secuencia de estas deformaciones.

2Por razones espacio no podremos describir esta deformacion, que es de hecho una sequencia de las que definiremos en la
siguiente seccién. Se recomienda leer [6] o [16] para detalles.
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Figura 2.3: Deformacién de creacién para varios valores de a. En verde los valores singulares.

2.2. Deformaciones de fibraciones corrugadas

Describimos ahora cuatro deformaciones de fibraciones corrugadas que nos permitiran manipular de manera
diferente a los modelos locales de fibraciones quebradas y corrugadas y asi obtener una infinidad de fibraciones
a partir de una inicial.

2.2.1. Deformacién de creacidén

Como el nombre lo indica esta deformacion crea dos singularidades de cuspide en una vecindad que era
al empezar regular. Consideremos el mapeo

F:RxR* — R?
(aatax)yvz) = Fa(t7x,yaz) = (taxg - 3$(—t2 + Oé) + y2 - 22) (22)

luego se tiene que

1 0 0 0
DoFo = ( 6tr 322 +3(t2—a) 2y —2z )

El conjunto de puntos criticos es
C={(tmryz2) eR | t?+22=ayy=2z=0} Veamos que en efecto F' es una deformacion de fibraciones
corrugadas, esto lo corroboramos asi. Para:

= «a < 0. No existen puntos criticos y F,, es un haz fibrado regular, por lo tanto una fibraciéon corrugada.

= o = 0. El tnico punto critico es 0 € R* y es degenerado, este no es un tipo de singularidad aceptable
para las fibraciones corrugadas.

= o > 0. El conjunto de puntos criticos es un circulo en el hiperplano y = z = 0 C R*. En este caso el
conjunto de valores singulares es la curva cerrada VC = {(t,s) € R? | (t,s) = (t, £2(a — t?)3/2)} (Ver
Figura 2.3).

En la parte derecha del diagrama la curva verde es el conjunto VC'. Es posible apreciar que en la curva
existen dos ctspides unidas por arcos de singularidades de doblez. En efecto, se puede ver (de la misma
manera que en el caso del andlisis de la singularidad de caspide) que F,(to, -, -, ) son funciones Morse
parametrizadas por t, para todo t # ++/a y por lo tanto existe un cambio de coordenadas que permite
ver localmente a estos puntos singulares como singularidades de doblez. Por esto, F,,~¢ es un fibracion
corrugada.
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Figura 2.4: Configuracién de los ciclos evanescentes de la deformaciéon de creacion.

Esto demuestra que en efecto F' es una deformaciéon de fibraciones corrugadas.

Al analizar la configuracion de las fibras de la misma manera que se hizo para el caso de la singularidad de
cuspide, ya sea de manera analitica o usando funciones Morse, vemos que las fibras son de la forma descrita
en la Figura 2.3. En la Figura 2.4 podemos ver la configuracion de los ciclos evanescentes a y b. El ciclo
a desaparece cuando nos acercamos por debajo a VC y el ciclo b desaparece cuando nos acercamos por
arriba a la curva singular (s — (2(a —t?)3/2)~, s — (2(a — t2)3/2)* respectivamente). Notese que los ciclos
se intersectan transversalmente en un punto. (Esto también puede ser verificado tomando en cuenta que
para o = 1/2,t = 0, F,(0,2,y,2) = (0,23 — 3/2x + y? — 2?) y esta es una funciéon Morse que ya habiamos
estudiado). Ver Figura 2.4.

2.2.2. Deformacién de union

La siguiente deformacion permite unir dos circulos singulares y obtener como resultado un soélo circulo
unido por dos cuspides, como se muestra en la Figura 2.5.
Para describir este movimiento comenzamos con el siguiente modelo local de una fibraciéon quebrada

f:R* —» R?
(t,z,y,2) — (t,2°=3z+y* —2°)

El conjunto de valores criticos del modelo es la unién de dos lineas horizontales de singularidades de doblez.
En cuanto a las fibras, en las zonas superior e inferior estas son homeomorfas a discos y sobre la parte
central se tienen superficies homeomorfas a un toro al que se les removié un disco, toro rebanado de ahora
en adelante. Los ciclos evanescentes en la fibra de genero 1 que se obtienen al acercarse a las lines singulares
son tales que se intersectan transversalmente en un sélo punto. Todo esto puede comprobarse haciendo el
analisis sobre la fibracion analogamente a como fue tratado en la seccion pasada. El modelo se muestra en
el lado izquierdo de la Figura 2.5.

Definimos ahora la deformacién de uniéon F,

F:RxR* - R?
(a,t,2,y,2) = Fot,z,y,2) = (t,2° = 3z(t* —a) +y* — 2°) (2.3)

Estudiando su comportamiento de la misma manera que para la deformaciéon de creaciéon obtenemos que el
conjunto de valores criticos de F|, es
VO = {(t,s) € R? | (t,s) = (t,+2(t* — @)?/?)} y concluimos que para:

s« < 0, el conjunto de valores singulares son dos arcos de dobleces y F,, es isotopico a f, por lo tanto
es una fibracion quebrada. Ver la Figura 2.6.

s o =0, existe un punto critico degenerado en 0 € R* el cual no es un modelo de singularidad permitido
para una fibracion corrugada. En este valor del parametro o hay un cambio en el tipo de fibraciones.
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Figura 2.5: Modelo local de la deformaciéon de uniéon. En la izquierda, valores de a negativos y en la derecha
« positivo. (La parte inferior de la imagen pertence a Saeki.)

= a > 0, se obtiene la fibracién corrugada con dos cuspides mostrada en la Figura 2.6. Se nota que los
ciclos evanescentes en cada fibra de genero 1 se intersectan transversalmente en un sélo punto. Esta
fibracion es isotopica al modelo que también se ve en la parte derecha de la Figura 2.5.

Por lo tanto F, si es una deformaciéon de fibraciones corrugadas. Y su proposito es unir las dos lineas
horizontales creando dos singularidades de cuspides.

Figura 2.6: Deformaciéon de union para varios valores de a.. En verde los valores singulares.

Por ultimo, en la Figura 2.5 podemos ver la configuracion de los ciclos evanescentes sobre las fibras. La
configuracion es tal que sobre cada fibra los ciclos se intersectan transverslamente en un so6lo punto.
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2.2.3. Deformacién de giro

La tercera deformacion que presentamos es la deformacion de giro. El nombre del movimiento surge por
que pareciera que la deformacion hace que se voltee un arco de singularidades dobladas creando dos cuspides
y una interseccion de la curva de valores criticos. El mapeo que define a la deformacion es,

F:RxR* — R?
(a,t,x,y,2) = Folt,x,y,2) = (t,2* — 2+t +y* — 2%) (2.4)
Como antes, primero revisamos que F es una deformaciéon. El conjunto de puntos criticos en R* es
C={(tz,y 2 €R| (t,2,y,2) = (—42® + 2za,2,0,0)}.
Notese que es un encaje para todo « y el conjunto de valores criticos es
VC = {(r,5) € R? | (—4a® + 2za, =3z + 2%0)}.
Entonces se puede ver que si:

= a < 0, el conjunto de valores criticos, VC, es una curva regular de singularidades de doblez y la
fibracion es isotopica al modelo local de la fibracién quebrada. Ver Figuras 2.7 y 2.8.

= o = 0 una vez més aqui existe un punto critico degenerado. Es aqui donde se da el cambio en la
estructura de las fibraciones.

= a> 0 VC es una curva de dobleces que contiene dos singularidades de ctspide y més atn, obtenemos
una interseccion. Por lo tanto para « positivo tenemos una fibracion corrugada, que mostramos en la
parte derecha de la Figura 2.7. Esta fibracion es isotépica al modelo que se muestra en la parte diestra
de la Figura 2.8.

Esto demuestra la aseveracion.

\\\\\ . \” \\\ ) ) ,,//
0

a< a=0

Figura 2.7: Deformacion de giro para varios valores de «.

En el diagrama 2.8 se muestra la configuracion de los ciclos evanescentes. La fibra sobre la region de género
més alto, el interior del tridngulo singular, es homeomorfa a un toro al que le hemos removido dos discos.
Nos refereiremos a esta superficie como el toro doblemente rebanado. Los ciclos a y ¢ son los ciclos que
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Figura 2.8: La deformacion es isotépica a estos modelos. Imagen de Saeki.

desaparecen cuando vamos al arco singular de la izquierda y derecha respectivamente, el ciclo b es el que
colapsa cuando nos acercamos a la parte superior de VC. La configuracién es tal que las intersecciones
de a con b y de b con ¢ son transversales y en un soélo punto. Asimismo los ciclos a y ¢ son disjuntos
y no homotépicos. Una manera de corroborar eso puede ser de manera analitica. Fijamos « positivo y
una fibra de referencia en la zona de genero méas alto, dentro del tridngulo. Es posible ver que las fibras
para T = 7o constante estd contenidas en R® = R* N {t = 7} (las fibras estan dadas por la grafica de
{z = j:\/x4 — 22+ a2t + y? — s} = F}) y proyectamos en el plano y = 0. Posteriormente podemos variar los
parametros t y s para asi corroborar que los ciclos son como se muestra. Ain otro método es el siguiente. Al
tomar la misma fibra de referencia, observamos que el ciclo b, (el que se vuelve un punto cuando vamos para
arriba) intersecta a a y c¢ transversalmente en un punto, esto es por que localmente el modelo de cispide
nos lo garantiza. Ahora bien, podemos darnos cuenta de que los ciclos a y ¢ son disjuntos con el siguiente
razonamiento. Cuando nos acercamos al punto de autointerseccion de VC, g, tanto a como ¢ desaparecen.
Como ya se habia remarcado, los puntos criticos son un encaje en el espacio total. Es por esto que los puntos
a los que convergen los ciclos evanescentes estan separados en R*. Al movernos al interior de VC' los ciclos
a y b se ensanchan y siguen siendo disjuntos siempre y cuando nos quedemos lo suficientemente cerca de
g. Pero esto muestra que para cualquier fibra de referencia los ciclos en efecto son disjuntos. Para concluir,
observamos que dado que las fibras sobre la zona inferior son dos discos se tiene que a y ¢ no pueden ser
homotopicos, ya que si lo fueran al pasar por la singularidad doble las fibras sobre la zona inferior serian un
cilindro y una esfera. Dado que los ciclos tienen las propiedades anteriores se puede dar un difeomorfismo
del toro doblemente rebanado que manda esos ciclos a su posicion “estdndar” como en la Figura 2.8. Esta es
la descripcion de la deformacion de giro.

2.2.4. Deformacion de corrugacion

Consideremos la siguiente deformacion en coordenadas complejas

F:RxC* — C
(,w,2) = Fulw,2) =w?+ 2% + aRe(w) (2.5)

Con Re(w) la parte real del namero complejo w. Esta altima deformacion sirve para transformar una sin-
gularidad de Lefschetz en tres cuspides unidas por arcos de dobleces, veamos como es que sucede. Bajo
la identificacion canénica de R* con C? donde a (t,z,y,2) — (t + iz, y + iz) podemos expresar el ma-
peo de esta manera F,(t,z,y,2) = (t> — 2% + y? — 22 + at,2(tz + yz)). Los resultados de [9] muestran
que el mapeo es en efecto una deformacion de FC. Notamos que Fy es el modelo estandar de una sin-
gularidad de Lefschetz. Al estudiar la diferencial del mapeo encontramos que para a > 0 el conjunto de
puntos criticos es C = {(t,z,y,2) € R* | 2* + (t+ §)* = ($)? , y = z = 0}. Es decir, un circulo en el
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a<0 a>0

Figura 2.9: Deformacion de corrugacion para varios valores de «. Imagen de Saeki.

o

plano t — z de radio § con vértice (—a/4,0). Parametrizando el circulo por %( — 1 — cos(6),sin(d)) con
6 € [0,27) y sustituyendo en F, vemos que el conjunto de valores criticos es la curva cerrada dada por
VC = {(—%2(1 + cos(0))(2 — cos(0)), —%2(1 + cos()) sin 0) ‘ 6 € ]0,2m)}. Esta curva, con tres cuspides, se
muestra en la Figura 2.9.

En la misma imagen también mostramos la estructura de las fibras y la configuracion de los ciclos evanes-
centes. En el exterior de la curva VC' tenemos como fibra un disco y sobre la region interior tenemos otra
vez fibras homeomorfas al toro doblemente rebanado. Si recordamos como definimos a a, b y ¢ en la Figura
2.8, entonces d es una curva homologa a [c+b] que pasa por la interseccion de a y b transversalmente, donde
hemos orientado a by ¢ de tal manera que ¢-b = —1. Es facil ver que si a, b y d son tres curvas regulares en
el toro doblemente rebanado que se intersectan transversalmente en un punto y tales que si v es una curva
que une las dos componentes de la frontera de la superficie entonces =y intersecta a a,b o d, entonces existe
un difeomorfismo del toro doblemente rebanado en si mismo que manda a estas curvas a la posicion estandar
como en el modelo del lado derecho de la Figura 2.9. Para ver que los ciclos evanescentes en realidad si
cumplen con estas propiedades desarrollamos el ingenioso argumento de Lekili.

La primera aseveracion es que podemos pensar a la fibra sobre un punto v € C como un doble cubriente
ramificado sobre C que se ramifica en 2 puntos si u esta fuera de VC' o a lo largo de 4 punto si es que u esta
dentro de la curva V C. El cubriente al que nos referimos es el siguiente. La fibra sobre u € C esta determinada
por 22 = —(w? + aRe(w)) + u y utilizamos la proyeccién sobre la primera coordenada (w) para obtener el
doble cubriente ramificado de C que esta ramificado a lo largo de {u € C | 0 = —(w? + aRe(w)) +u} (Figura
2.11). Es decir, para un punto en la fibra de u, (w, 2) € (Fy), C C? definimos el mapeo

7w (Fa)y — C

(w,2) = w
Es facil ver que en efecto el mapeo es un doble cubriente ya que para v € C se tiene que 7~ (v) = (v,2) €
(Fa)u con z = y/—(v2 + aRe(v)) + u lo cual tiene dos soluciones excepto cuando —(v? + aRe(v)) +u = 0

que son los puntos donde el cubriente se ramifica. Es util expresar © = u; + ius y entonces en coordenadas
reales tenemos que los puntos de ramificacién son

t? -2+ at = uq
2rt = us
Tomemos « = 2 y un punto de referencia dentro de VC, u = (uy,uz) = (—1/2,0). Ahora tomamos tres

segmentos de linea en tres direcciones tales que cada una cruce un lado diferente del “tridngulo singular”.
Ver Figura 2.10. Los segmentos que utilizamos son

sa = {(—k/2,0) € R*|k € [1,3]}
s, = {(—1/2,2k) € R*|k € [0,1]}
sa = {(~1/2,2k) e R* |k € [-1,0]}
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Figura 2.10: Triangulo de singularidades e hipérbolas.

Ahora, para puntos sobre s, tenemos que los puntos de ramificacion estan dados por {x = 0At = —1 &+

1-E}ypor {t=0A2= i\/g} La recta cruza la curva singular en (—1,0) y podemos ver que dentro de
VC existen 4 puntos de ramificacion, sin embrago conforme k empieza a crecer observamos que los puntos
ramificantes correspondientes a t = 0 se separan mientras que los que corresponden a x = 0 se empiezan a
juntar hasta que se vuelven uno solo y luego desaparece cuando hemos salimos de VC. Y por lo tanto fuera
de VC solo tenemos 2 puntos de ramificacion (los correspondientes a ¢ = 0).

Algo similar pasa cuando volteamos a ver los segmentos s, y 4. Los puntos de ramificacion se encuentran
en la interseccion de las hipérbolas W =1y at = k. La primera hipérbola no varia y la segunda es
una hipérbola rotada 7/4 que conforme k crece se separa. Tomando esto en cuenta notamos que una vez
més cuando u estd dentro de los valores singulares existen cuatro ramificaciones, sobre la singularidad son
tres y mientras el punto esta fuera de V'C' son dos los puntos de ramificacion. Notese que las curvas s, y $q

cruzan los puntos criticos en (—1/2, %4/ 5\/5771” Ver Figura 2.10. Podemos decir mas acerca de los puntos

de ramificacion; haciendo referencia a la Figura 2.10, cuando u = (—1/2,0) (nuestro punto de referencia)
podemos denotar a los cuatro puntos de ramificaciéon por a, b, d y g. Lo que acabamos de mostrar es que
siempre que nos movamos hacia un lado del “tridAngulo singular” un par de puntos de ramificacion, diferentes
para cada direccion, se juntan y desaparecen al cruzar la singularidad, mientras que los otros permanecen
separados. Especificamente, cuando nos movemos sobre s, los puntos a y g se acercan, sobre s; los puntos
by g se juntan y en sq d y g convergen.

Por ultimo definimos las siguientes rectas,

* = {linea que une el punto de ramificacién g con * } para x = a, b, c.

Notamos que la imagen inversa de cada segmento en doble cubriente es cada ciclo evanescente. Por lo tanto,
hemos mostrado que los ciclos evanescentes se intersectan transversalmente en un punto que es exactamente
lo que buscabamos. Ver la Figura 2.11.

Observacion.

= Podemos observar que de las cuatro deformaciones que hemos definido, las primeras tres cumplen que
sobre los valores criticos rk(D,f) = 1. En cuanto a la deformacién de corrugacion, esta es tal que su
diferencial para o = 0 se anula en el punto critico. Este comportamiento hace que la naturaleza de
estas deformaciones sea distinta. Trabajando con deformaciones de FC los puntos donde la diferencial
del mapeo se desaparece corresponden a deformaciones alrededor de singularidades de Lefschetz.

= A pesar de que veremos que la deformaciéon de corrugacion no es estable, esta deformacion es bas-
tante importante. La deformaciéon es el método comun para deformar a una FQ en una FC pura. En
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Figura 2.11: La fibra sobre un punto vista como un doble cubriente ramificado. Imagen de Lekili.

efecto, podemos deshacernos de todas las singularidades de Lefschetz usandola. Para realizar la accion
contraria, esto es, para deformar una FC en una FQ tenemos que eliminar todas las cispides de la
fibracién corrugada. Esto se logra usando una deformaciéon llamada hundimiento que Lekili encontré.
En este trabajo por razones de extenciéon no la describiremos pero este es uno de los resultados mas
interesantes y tracendentes de [6]. La deformacion est4 descrita en la seccion 2 de [6] como una cirugia
a la fibracion y también al final de la seccién 3 descrita ya como una deformacion. Para consultar mas
referencias se puede ver [16].

En lo que resta del trabajo enfocaremos nuestros esfuerzos en probar que las primeras 3 deformaciones que
presentamos son genéricas en algtn sentido.

2.2.5. Deformaciones genéricas de fibraciones corrugadas

En esta seccion probamos que cualquier deformacion de fibraciones corrugadas puede ser realizada con
una sucesion finita de las deformaciones que acabamos de presentar. Especificamente estamos interesados en
probar el siguiente teorema.

Teorema 18 (Deformaciones elementales). Sean X una 4 variedad diferenciable, orientada y compacta y
Fs:[0,1] x X — X una deformacion de fibraciones corrugadas. Entonces es posible deformar a Fy hasta Fy
aplicando a Fy una sucesion de las cuatro deformaciones descritas antes e isotopias dentro de la clase de
fibraciones corrugadas.

Demostracion. Observe que solo estamos interesados en las vecindades de puntos criticos en X, ya que si
no existen puntos criticos en una vecindad podemos tomar ahi la isotopia Fs restringida a esa vecindad.
Por esto, prestamos atenciéon a las vecindades alrededor de los puntos criticos de Fy. Para empezar notamos
que nos podemos deshacer de todas las singularidades de Lefschetz que estén en la deformaciéon. En efecto,
sin perdida de generalidad suponemos que Fy y Fj no contienen singularidades de Lefschetz. Ya que si los
tuvieran entonces utilizamos el movimiento de corrugacion para eliminarlas y nos fijamos en la deformacion
resultante. Ahora bien, las singularidades de Lefschetz y en general los puntos donde la diferencial de Fj, se
anula no son estables, entonces para perturbaciones tan pequenas como queramos los mapeos perturbados
ya no tendréan singularidades de Lefschetz o puntos con diferencial nula. Especificamente, el Teorema 14
nos dice que cualquier perturbacion local genérica de una funcion serd (1,1)-equivalente a alguno de los
representantes de gérmenes en la lista, y ningin miembro de la lista es (1, 1)-equivalente al modelo de una
singularidad de Lefschetz. Asf nos hemos deshecho de las singularidades de Lefschetz para todo s € [0,1] y
para todo p € X. Esto es, hemos reducido el caso a cuando F; es una deformacion de fibraciones corrugadas
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puras, es decir, F; es una fibracion corrugada para todos menos un nimero finito de los valores de s y ademaés
F no tiene puntos singulares de Lefschetz o puntos con diferencial nula para ningtn s.

Por lo anterior y el teorema de la funcién inversa podemos asumir que alrededor de un punto critico p € F,
con sp € [0, 1] existen cartas coordenadas tales que el mapeo esta localmente dado para, s € [sg — €, so + €],
por:

F,:R> — R2
(s;tyz,y,2) = (L fs(t,2,y,2))

con f(0) =dofs, = 0.

Hemos reducido el problema al de encontrar que formas puede tomar el mapeo fs, esto significa que debemos
clasificar tales mapeos fs. Aqui tenemos que detenernos para apreciar un punto importante. Tenemos que
observar lo especial de la forma que tienen la funcién F,. Esta es una familia uniparamétrica de mapeos
que van de R* — R? que esta parametrizada por s. Y a su vez cada uno de estos mapeos es otra familia
uniparamétrica de funciones, parametrizada en este caso por t, que van de R? — R dadas por: fs, 4, (7, v, 2) =
fso(to, 2, y, 2). Por esto es necesario que al clasificar las funciones fs utilicemos una nocién de equivalencia
de funciones que tome esto en cuenta. Esto se logra usando a las coordenadas s y ¢t de una manera especial.
Lo que necesitaremos es una nocién de equivalencia que sb6lo permita realizar cambios de coordenadas tales
que la nueva coordenada s no dependa de ninguna coordenada antigua t,x,y,z y que la nueva coordenada
t no dependa de las antiguas z,y, z. Pero esto es exactamente la nociéon de la (1, 1)-equivalencia. Y usando
esta definicién de equivalencia hemos calculado todos los desdoblamientos (1, 1)-estables de gérmenes a los
que el germen de fs se puede reducir y de hecho las formas que fs; puede tomar con los Teoremas 13 y 14.
Por lo tanto, el Teorema 14 indica que fs es (1,1)-equivalente a solo un h; con i = 0,1,2,3,4. Mas aun,
ya que Fy es una fibracion corrugada para casi todo valor de s entonces fs es (1,1)-equivalente a solo un
h; con ¢ = 0,1,2,3,4 tomando los signos positivos. Estas en efecto son simplemente las deformaciones que
definimos y las singularidades de doblez y cuspide. O
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