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Introduccion

Las copulas fueron introducidas por Abe Sklar en 1959 en el contexto de espacios de
probabilidad. Desde entonces se han convertido en una herramienta poderosa para la
construcciéon de funciones de distribucién multivariadas, asi como en el estudio de depen-
dencia no lineal entre variables aleatorias. Ademas, en los ultimos anos sus aplicaciones en
disciplinas como: Estadistica, Ciencias Actuariales y Finanzas han cobrado importancia,

ya que mejoran de manera notable algunos de los modelos matematicos que se utilizan.

En Finanzas, como lo mencionan Cherubini, et al. [1], las copulas representan una meto-
dologia que se ha convertido en una herramienta importante para estudiar la correlacion
entre los mercados, factores de riesgo y otras variables en finanzas. Mucho de esto se
debe a la evidencia de que los rendimientos de activos financieros no tienen funcién de
distribucion normal. Ademés, Embrechts [3] menciona el hecho de que en las décadas de
los ochentas y noventas hubo un desarrollo teérico importante en la gestion de riesgo
cuantitativo en finanzas (también en seguros). Esto provoco la creacion de nuevos pro-
ductos, donde las copulas han sido importantes. Para ver algunas aplicaciones en Seguros

ver Frees, et al. [5].

Una clase importante de copulas son las arquimedianas. Reciben este nombre por Ling
[12], debido a una de sus propiedades. Las copulas arquimedianas son muy importantes,
ya que permiten reducir el estudio de copulas n-dimensionales (o n-cépulas como veremos

més adelante) a una funcion univariada, el generador de la copula.

En la actualidad (debido a la reduccion de dimensionalidad en el estudio de las copulas
arquimedianas) muchas de las aplicaciones a Finanzas y Seguros suponen la arquimedia-
nidad de la copula. A pesar de que la clase de las copulas arquimedianas es muy amplia,

hacer este supuesto puede provocar errores importantes. Lo ideal es que exista una prueba
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para saber, dada una muestra aleatoria, si la copula que supuestamente pertenece a la

muestra aleatoria es arquimediana o no.

El objetivo de esta tesis es estudiar la arquimedianidad de una muestra aleatoria. Este
es un problema abierto. Dada una muestra aleatoria, no existe una prueba estadistica
que permita hacer inferencia para saber si proviene o no de una copula arquimediana.
Utilizando la caracterizacion dada por Ling [12]|, sabemos que estas copulas deben ser
asociativas y no deben tocar a la diagonal. En Gonzélez-Barrios 6], se propone una prueba
estadistica para la asociatividad. Sin embargo, no existe ninguna prueba estadistica para
saber si la copula que generd a la muestra aleatoria tiene o no idempotentes no triviales;

el objetivo de esta tesis es proponer una estadistica que resuelva este problema.

Utilizando la pruebas estadisticas para la asociatividad, de Gonzéalez-Barrios, y la diago-
nal, que se propone en esta tesis, buscamos construir una que permitiera hacer inferencia
sobre la arquimedianidad de la muestra aleatoria, pero esto no fue posible. Como vere-
mos mas adelante, la prueba que se propone resuelve el problema parcialmente; ya que si
la prueba acepta que la copula que generd a la muestra tiene idempotentes no triviales,

podemos inferir que la cépula no es arquimediana.

El primer capitulo incluye el material béasico. En la primer secciéon veremos las definiciones
de subcopula y copula; ademéas, demostramos propiedades importantes como las cotas de
Fréchet-Hoeffding para subcopulas. En la segunda seccién demostramos el Teorema de
Sklar, resultado central en la teoria de copulas. En la siguiente seccion estudiaremos a
detalle la relacion entre la copulas y las variables aleatorias. En la cuarta seccion definimos
las copulas de supervivencia y algunos tipos de simetria. En la siguiente secciéon definimos
un orden parcial en el espacio de las copulas. Finalmente, en la tltima seccion se extienden

los resultados de copulas para dimensiones mayores a dos.

En el segundo capitulo presentamos algunos de los métodos mas importantes para la

construcciéon de copulas.

En el tercer capitulo definimos un clase de copulas muy importante para esta tesis, las
copulas arquimedianas. En la primera secciéon definimos las copulas arquimedianas, mo-
tivando su importancia y definiendo algunas familias de cépulas que son importantes;

ademas, se menciona el Teorema de Ling, un resultado importante que caracteriza a las



INDICE GENERAL 3

copulas arquimedianas. En la siguiente secciéon demostramos propiedades importantes de
esta clase copulas; que aclaran el hecho de que trabajar con esta clase coépulas es mucho
mas sencillo ya que en muchos casos se trabaja con el generador, que es una funciéon

univariada.

En cuarto capitulo es una breve introducciéon a dos medidas de concordancia: la Tau de

Kendall y la Rho de Spearman.

Los cuatro primeros capitulos forman el marco tedérico de esta tesis y estan basados en el
libro de Nelsen [17].

El quinto capitulo incluye un estudio sobre la asociatividad de una copula basdndose en
una muestra aleatoria. Ademas, se define una prueba estadistica para hacer inferencia

sobre esta propiedad.

En el sexto capitulo (donde se encuentra la parte original de la tesis) proponemos una
prueba estadistica para detectar si la copula de la cuél se tomd a una muestra aleatoria

tiene o no idempotentes no triviales.

Finalmente, en el Apéndice A se encuentran los programas realizados en R para las simu-

laciones.
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Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo se definen los conceptos bésicos de la Teoria de Coépulas, asi como sus
propiedades basicas. Ademas, se demuestran resultados importantes como el Teorema de
Sklar y las cotas de Fréchet-Hoeffding. El material de este capitulo estéa basado en Nelsen
[17].

1.1. Copulas

A lo largo de esta tesis denotamos por R al conjunto de los nimeros reales (—oo, 00),
mientras que R es el conjunto de los reales extendidos [—o0, oc] y al plano real extendido

lo denotamos por R’. El cuadrado unitario I2 es el producto I x I, donde I = [0, 1].

Definicién 1.1.1. Sean S; y S, dos subconjuntos no vacios de R y H una funcién de
S1 % Sy en R. Sea B = [x1, T9] X [y1, Y] un rectangulo cuyos vértices pertenecen a Sy X Sy
con r1 < x5 v y1 < yo. Entonces, el H-volumen de B o la H-medida de B se define

Ccomo

Vi(B) = H(xa,y2) — H(xa,y1) — H(x1,y2) + H(21, 1) (1.1)

Definicién 1.1.2. Sean S; y S, dos subconjuntos no vacios de R y H una funcién de
S1 x Sy en R. Entonces, H es una funcion 2-creciente si y solo si Vy(B) > 0 para todo

rectangulo B cuyos vértices estan contenidos en S7 x Ss.

5
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Notemos que el concepto de funciéon 2-creciente no es equivalente a que la funcién sea

creciente en cada coordenada, como veremos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.1.3. Sea H la funcién definida en I* mediante H(x,y) = (2v — 1)(2y — 1).
Entonces, H es 2-creciente ya que si tomamos a 0 < 21 < 2o < 1,0<y; <y <1y
definimos a B = [x1, x3] X [y1, y2] se puede demostrar que Vi (B) = 2(y2—y1)(zo—21) > 0.
Sin embargo, esta funcion es decreciente para x cuando 0 < y < 1/2, ya que si se cumple

que 0 < x; < x9 <1, entonces H(xs,y) — H(x1,y) = 2(2y — 1) (22 — 1) < 0.

Lema 1.1.4. Sean S; y S, dos subconjuntos no vacios de R y H una funciéon 2-creciente
de S7 x Sy en R. Consideremos a x1,2x2 en S; con 1 < x5 v a Y1,y en Sy con y; < yo.
Entonces, la funcion ¢t — H(t,ys) — H(t,y1) es creciente, y lo mismo para la funcion
t — H(xg,t) — H(xq,t).

Demostraciéon: Sean y;,ys en Sy tales que y; < yo. Sean t1,t5 en S tales que t; <ty

y definamos a B = [t1,ts] X [y1,y2]. Como H es una funciéon 2-creciente, sabemos que

0<Vu(B) = Hl(ts,y2) — H(ta,y1) — H(t1,y2) + H(t1,y1)
= (H(toy) = H(ta90)) = (H(ts,2) = H(t1,m)),

por lo tanto, la funcion ¢ — H(t,ys) — H(t,y1) es creciente. Andlogamente, se demuestra

que la funcion t — H(xq,t) — H(x,t) es creciente. [

Definicién 1.1.5. Sean S; y S, dos subconjuntos no vacios de R y H una funcién de
S1 x Sy en R. Supongamos que aq, el infimo de S, pertenece a Sy y as, el infimo de Sy,
pertenece a S,. Entonces, H esté fija si y solo si para todo (z,y) en S; x Sy se cumple
que H(z,a3) = 0= H(ay,y).

Lema 1.1.6. Sean S; y S, dos subconjuntos no vacios de R y H una funciéon 2-creciente

que esta fija de S; x S5 en R. Entonces, H es creciente en cada coordenada.

Demostraciéon: Sean a; y ay los infimos de S; y S, respectivamente. Sabemos por el
Lema 1.1.4 que t — H(xo,t) — H(x1,t) y s — H(s,y2) — H(s,y1) son funciones crecientes

para r1 < T9 v y; < yo. Si tomamos a r; = a; y y; = ag, como H esta fija entonces,
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H(ay,t) = 0= H(t,as), por lo tanto t — H(xs,t) y t — H(t,y2) son funciones crecientes
para T, en Sy ys en So. [

Definicién 1.1.7. Sean S; y S, dos subconjuntos no vacios de R y H una funcién de
S1 x Sy en R. Supongamos que by, el supremo de S;, pertenece a Sy y bs, el supremo de
Ss, pertenece a S5. Entonces, decimos que H tiene marginales, y las marginales de H

son las funciones I’y G que se definen de la siguiente forma:
dom FF'=S5, y F(x)=H(z,by) para toda x en S;

dom G=S5, y G(y)=H(b,y) para toda y en Ss.

Ejemplo 1.1.8. Sea H una funciéon de [—1, 1] x [0, 00] en R dada por

(x+1)(e? = 1)
xr+2e¥ -1

H(x,y) =

Entonces, H esté fija, porque H(z,0) =0 = H(—1,y) y tiene marginales

=

S
||
=

(x,00) = (x+1)/2 paratoda xen [—1,1],

1.2
Gly)=H(l,y) =1—e" para toda y en [0, o0]. (12

Lema 1.1.9. Sean S; y S, dos subconjuntos no vacios de R y H una funcién 2-creciente
de S; x Sy en R, que esté fija y con marginales. Sean (z1,y1) y (22, y2) puntos en S; X Ss.

Entonces,
|H (22,12) — H(z1,1)] < [F(22) = F(21)] 4+ [G(y2) — G(y),
donde F'y G son las marginales de H como en la Definicion 1.1.7.
Demostracion: Sabemos por la desigualdad del tridngulo que
| H (22, y2) — H(z1,91)| < [H(22,y2) — H(21, y2)| + [H (21, 92) — H(z1,51)].

Supongamos que x; < Iy, por hipotesis H es una funciéon 2-creciente, esté fija y tiene

marginales por lo que podemos aplicar el Lema 1.1.4 y el Lema 1.1.6, que implican que

0 < H(xg,y02) — H(x1,12) < F(22) — F(a1).



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES
Para el caso en el que x5 < ;1 se llega a que
0 < H(x1,y2) — H(w2,92) < F(21) — F(22).

Por lo tanto, |H (z2,y2) — H(z1,y2)| < |F(z2) — F(z1)]. Andlogamente se demuestra que
[H (21, 42) — H (21, 91)| < |G(2) — G(1)]. u

Definicion 1.1.10. Una subcoépula es una funcion C” que cumple las siguientes propie-
dades:

1. dom C’ = S x Ss, donde Sy, Ss son subconjuntos de I y ambos contienen al 0 y al
L
2. (" estéa fija y es 2-creciente,

3. para toda u en S; y v en Sy,

C'(u,1) =uy C'(1,v) = v. (1.3)

Con esta definicion tenemos que si C’ es una subcopula, por hipotesis esté fija, es 2-
creciente y por (1.3) tiene marginales. Entonces, por el Lema 1.1.6, en particular se cumple
que

0=0C"u,0) <C'(u,v) <C'(u,1)=u<1,

para todo (u,v) en S; x Sy. Por lo tanto, ran C’ esta contenido en I.

Definicion 1.1.11. Una cépula es una subcopula C' cuyo dominio es I2.
Equivalentemente, una coépula es una funcién de I? en I con las siguientes propiedades:

1. Para toda u,v en I,

C(u,0) =0=C(0,v) (1.4)

Clu,1)=u vy C(1,v) = (1.5)
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2. Para toda uy, ug, vy, v en I tales que uy < us y v1 < 0o,

O(UQ,’UQ) — C(Ug,’l]l) — C’(ul,vg) + C’(ul,vl) Z 0. (16)

Como C(u,v) = Vo([0,u] x [0,v]), se puede ver a C'(u,v) como el volumen que la copula
C' le asigna al rectangulo [0, u] x [0,v], por lo que (1.6) es una féormula para calcular el
volumen que C' le asigna al rectangulo [ui,us] X [v1,v5] en I?, que ademés resulta ser

positivo.

Ejemplo 1.1.12. Sea IT una funcién de I? en I tal que para todo (u,v) en I?, TI(u, v) = uv,
entonces II es una copula. Para demostrarlo basta ver que cumple (1.6) ya que (1.4) y
(1.5) son triviales por la definicion de II. Sean 0 < u; < up < 1y 0 < vy < vy < 1,

entonces
M (ug, vo) — M(ug,v1) — M(uq, ve) + M(ug,v1) = (ug — uy)(ve — vy) > 0.
A TII se le conoce como la copula producto y su grafica la podemos ver en la Figura 1.1.

Ejemplo 1.1.13. Sean C4,...,C),, n copulas y a,...,q, nimeros positivos tales que
>r , a; = 1. Definamos a C(u,v) = Y @;C;(u,v) para toda u,v en I, entonces C es

copula. Primero veamos que C' cumple las condiciones de frontera,

Zal 0,v) =0 y C(1,v) Zaz ):iawzv,
i=1

para toda v en I. Anadlogamente se demuestra que para cualquier v en I, se cumple que

C(u,0) =0y C(u, 1) = u. Sean uy, us, vy, vy en I tales que u; < ug y v < vy, entonces
VC([Ul,Ug] vla’UQ Z&zVC ul,UQ ['Ul,’UQ]) 2 0’

por lo tanto C' es copula.

Teorema 1.1.14. Sea C’ una subcopula. Entonces, para toda (u,v) en dom C’,

max (u+v —1,0) < C'(u,v) < min (u,v). (1.7)



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

gr

Figura 1.1: Cépula Producto.

Demostracién: Sea (u,v) un punto arbitrario en dom C’. Sabemos por el Lema 1.1.6
y (1.3) que C'(u,v) < C'(u,1) = uy C'(u,v) < C'(1,v) = v, por lo tanto C'(u,v) <
min (u,v). Ademaés, por definicion de subcopula 0 < C'(u,v) <1y
0<Ve(lu,1] x[v,1]) = C'(1,1) = C'(1,v) — C'(u,1) + C"(u,v)
= 1—v—u+C"(u,v),

por lo tanto C’(u,v) > max (u+ v — 1,0). |

Notemos que, como toda copula es subcopula, entonces la desigualdad (1.7) también se

cumple para toda copula. Mas aiin, a continuacion se demuestra que las cotas son copulas.

Proposiciéon 1.1.15. Sean W (u,v) = max (u +v — 1,0) y M(u,v) = min (u,v) para

toda (u,v) en I?. Entonces, W y M son cépulas.

Demostracién:  Sea W (u,v) = max (u+v—1,0) para toda (u, v) en I?. Primero veamos
lo siguiente, como 0 < u <1y 0 < v <1,entonces -1 <u—1<0,-1<v—-1<0,
por lo tanto W(u,0) = 0 = W(0,v). Ademés, W(u,1) = max (u +1—1,0) = u y
W(1l,v) =max (14 v —1,0) = v. Hasta ahora tenemos que W cumple con (1.4) y (1.5),

por lo tanto basta ver que (1.6) también se cumple.

Sean uq,us, v,V en I con u; < us y v1 < 0o, para demostrarlo lo haremos por casos.

Primero supongamos que us + vo < 1, entonces

W(UQ,UQ) — W(UQ,’UI) — W(Ul, Ug) + W(ul,vl) = 0.
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En el segundo caso supongamos que us + vy > 1, us + v < 1y u; + vy < 1, entonces

W (ug, v9) — Wug,v1) — Wiug,ve) + Wiuy,v1) = ug +ve — 1 > 0.
Para el tercer caso supongamos que us +v; > 1y uy +ve < 1, esto implica que

W (ug, vg) — Wiug,v1) — Wug,ve) + Wi(ug,v1) = ug+vy—1—uy—v;+1
= U2—U

> 0.
Anélogamente, para el cuarto caso supongamos que u; +vs > 1y us + v1 < 1, entonces

W(UQ,UQ) — W<UQ,’U1> — W(Ul,?]g) + W(ul,vl) = U9+ Uy — 1— U, — Vg + 1
= U — U

> 0.

Para el quinto caso supongamos que u; + vy > 1, us + vy > 1y u; + vy < 1, esto implica

que

W(ug,ve) — Wiug,v1) — Wiug,ve) + W(up,v1) = ug+vg—1—uy— vy
+1 — Uy — Vg + 1
1 — Uy — U

0.

v

Finalmente, supongamos que u; + v; > 1, entonces

W(UQ,UQ) — W(UQ, Ul) — W(ul, 112) + W(Ul,?]l) = U9y + Vo — 1-— U2
—’U1+1+U1+U1—1
= 0.

Por lo tanto, W es copula.

Para demostrar que M es copula seguimos el mismo procedimiento; ver que M cumple con
(1.4) y (1.5) es sencillo ya que si 0 <u <1y 0 <w <1, entonces M(u,0) =0 = M(0,v),

M(u,1) = wy M(1,v) = v. Para demostrar que cumple (1.6) nuevamente se hace por
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T
e,

RS e
RRERTELT |
O e e

casos. No lo haremos ya que el procedimiento no es complicado y es parecido al de W.

Por lo mencionado antes de la Proposicion 1.1.15, para toda copula C' y para todo (u,v)
en I? tenemos que

W(u,v) < C(u,v) < M(u,v), (1.8)

W'y M son las cotas inferior y superior de Fréchet-Hoeffding respectivamente. En

la Figura 1.2 podemos ver las graficas de las cotas.

Teorema 1.1.16. Sea C’ una subcopula. Entonces, para todo (uy, us), (vy,vs) en dom C’
se cumple que
|C/(U27 UQ) - C/(ul,U1)| S |U2 - U1| + |U2 - U1|. (19)

Por lo tanto, C’ es uniformemente continua en su dominio.

Demostracion: Como C est4 fija y es 2-creciente sabemos que tiene marginales F'y G
dadas por F(u,1) = uy G(1,v) = v para todo (u,v) en dom C’. Por lo tanto la desigual-
dad es una aplicacion directa del Lema 1.1.9. La afirmacion de que C” es uniformemente
continua se sigue ya que (1.9) implica que C” es Lipschitz y por lo tanto uniformemente

continua en dom C". [ |

Definicion 1.1.17. Sean C' una céopula y a un ntimero en I. La seccién horizontal de

C en aeslafuncion b, deIenIdada por hi(t) = C(t,a); laseccion vertical de C en a
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es la funcion v¢ de I en I dada por v&(t) = C(a,t) y la seccion diagonal de C es la
funcion 6¢ de I en I dada por 6¢(t) = C(t,1).

Corolario 1.1.18. Sean C' una cépula y a un numero en I. Entonces, las secciones horizon-
tal y vertical de C en a y la seccion diagonal de C' son funciones crecientes y uniformemente

continuas en I.

Demostracion:  Sean h{ la seccién horizontal de C' en a, € > 0 y t;,%2 nameros en I

tales que |to —t1| < €. Entonces, por el Teorema 1.1.16 y la definicion de secciéon horizontal
|he(t2) — he ()] < [t2 — ta] <€
Por lo tanto, h¢, es uniformemente continua. El caso para v, la seccion vertical de C' en

a es analogo.

Sean d¢ la seccion diagonal de C, € > 0 y t,t; nameros en I tal que [ty — 1| < €/2.

Entonces, por el Teorema 1.1.16 y la definicién de seccion diagonal
‘50<t2) - 6c(t1)’ S Q‘tg - t1’ < €.

Por lo tanto, d¢ es uniformemente continua. |

Teorema 1.1.19. Sea C una copula. Para toda v en I, la derivada parcial 9C(u,v)/0u
existe para casi toda u (respecto a la medida de Lebesgue) y ademas cuando existe
oC
0< — < 1. 1.10
< S < (1.10)

Del mismo modo, para toda u en I, la derivada parcial 0C(u,v)/0v existe para casi toda

v (respecto a la medida de Lebesgue) y ademés cuando existe

< — < .
0< S-(uv) < 1 (1.11)

Ademas, las funciones u — 9C(u,v)/0v y v — OC(u,v)/0u estan definidas y son crecien-

tes casi seguramente respecto a la medida de Lebesgue!.

IE] término "casi seguramente respecto a la medida de Lebesgue" significa que las funciones u +—
0C (u,v)/0v y v — IC(u,v)/Ou estan definidas y son crecientes en todo I excepto en un conjunto con

medida de Lebesgue igual a cero
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Demostraciéon: La existencia de las parciales 0C(u,v)/0u 'y 0C(u,v)/0v se sigue del
Corolario 1.1.18, ya que vg y h¢: son funciones de I en I crecientes y uniformemente

continuas. Para ver que se cumple (1.10) veamos que

0C (u,v)

. C d,v) —C
0 < (u lim;_ (u+ ,v()S (u,v)
g B 0) o)
) _
<4 = 1

El caso para (1.11) es analogo. Sean vy, vo en I tal que v; < vy entonces, por el Lema 1.1.4

la funcion u +— C(u,ve) — C'(u,v1) es creciente, es decir,
%(C(U,Ug) — C(u,v1)) > 0,

para toda u en I. Por lo tanto, u — 9C(u,v)/0v es creciente. Siendo analogo el procedi-

miento para demostrar que v — 9C(u,v)/Ou es creciente. |

1.2. Teorema de Sklar

No se puede hablar de co?pulas sin mencionar el Terema de Sklar, en 1959 Abe Sklar
demostré la existencia de una funcién que relaciona la funciéon de distribuciéon conjunta
de probabilidad con sus marginales. Este teorema da la relacion que existe entre las copulas
y las medidas de probabilidad. También es importante mencionar que una consecuencia
de este resultado, es que una coépula puede construir muchas funciones de distribucion
simplemente cambiando las funciones de distribuciéon marginales. Como lo mencionamos
en la Introduccion, una aplicacién importante de las copulas es la construcciéon de funciones
de distribucion conjunta. Esta aplicacion se sigue de este teorema, ya que si tenemos una
copula podemos construir funciones de distribucién conjunta simplemente cambiando las

marginales.

Definicion 1.2.1. Sea F una funcién de R en R, decimos que F es una funcién de

distribucion si y solo si cumple que
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1. F' es creciente,
2. F(—o00) =0y F(o0) = 1.

Ejemplo 1.2.2. Sean a un ntmero en R y ¢, la funcién de R en el conjunto {0,1} dada
por
0 sixzé€|[—o00,a),
Ea(T) =
1 siz € [a,o0].

Entonces, €, es una funciéon de distribucion.

Definicién 1.2.3. Sea H una funcion de R~ en R, decimos que H es una funcién de

distribucién conjunta si y solo si cumple que

1. H es 2-creciente,

2. Para toda x,y en R, H(z,—00) = H(—o0,y) =0y H(co,00) = 1.

Notemos que —o00, 0o estan en R, por lo tanto H esté fija y tiene marginales F y G dadas
por F(z) = H(x,00) y G(y) = H(oco,y) para toda x,5 en R. Ademés, por el Corolario

1.1.18 F' y GG son funciones de distribucion.

Ejemplo 1.2.4. Sea H una funcién de R’ en I dada por

(x4 1)(e¥ =1 .
(x+%(€y_1) six e [—1,1] x [0, 00],
H(z,y)=41—¢7Y six € (1,00] x [0, 00],
0 en cualquier otro lado.

\
Se puede demostrar facilmente que H es una funcién de distribuciéon conjunta.

Lema 1.2.5. Sea H una funcién de distribuciéon conjunta con marginales 'y G. Entonces,

existe una tnica subcopula C’ tal que

1. dom ¢’ =ran F X ran G,

2. Para toda x,y en R, H(z,y) = C'(F(x),G(y)).
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Demostraciéon: Por la definiciéon de funcién de distribucion conjunta, sabemos que H
esté fija y es 2-creciente con S; = Sy = R. Por lo tanto, el Lema 1.1.9 nos dice que para

cualesquiera (z1,y1) v (x2,y2) en E2,
[H (22, y2) = H(z1,91)| < [F(22) = F(21)| + [G(y2) — Gy (1.12)

Entonces, si F(z3) = F(r1) y G(y2) = G(y1) tenemos que H(xs,y2) = H(x1,y1). Por lo

tanto, el conjunto de parejas

{((F(ﬂf), G(y)), H(z,y))|z,y € R}

efine una funcién a la que llamaremos C” cuyo dominio es ran ran GG. Sabemos por
defi f 1 11 C’ d F x G. Sab

(1.12) que C" esta bien definida, ahora veamos que C” es una subcopula.

Primero veamos que, por la definicién de C’, su dominio es ran F' x ran G; como F y G
son funciones de distribucion, entonces {0, 1} esta contenido en ran F'y ran G, ya que
por definicién F(oco) = G(00) = 1, F(—o00) = G(—o00) = 0; como F'y G son crecientes,
esto implica que ran F' y ran G estan contenidos en I . Segundo, para demostrar que C’
estd fija veamos que si u pertenece a ran F', entonces existe una x en R tal que F(z) = u,
por lo tanto
C'(u,0) = C'(F(z),G(—o0)) = H(z,—00) =0
por la definicién de funcién de distribucion conjunta. Ademés,

C'(u,1) = C'(F(z),G(0)) = H(xz,00) = F(x) = u.

Analogamente se puede demostrar que C'(0,v) = 0 y C’(1,v) = v para cualquier v en
ran GG. Finalmente veamos que C’ es 2 creciente. Sean w1, us en ran F'y vy, vy en ran G
tales que 0 < u; < up <1y 0 < v <wy <1, esto implica que existen x1, xs, Y1, Y2 €n
R tales que F(z;) = u; y G(y;) = v; para i = 1,2. Pero F'y G son crecientes, por lo que
—00 <2 <2< o0y —00 <y < yo < o00. Teniendo todas estas observaciones y por la

definicion de funcion de distribuciéon conjunta tenemos que
Vor([ur, ua] X [v1,v2]) = H(x2,y2) — H(z2,41) — H(21,92) + H(z1,91) = 0.

Por lo tanto, C’ es subcopula. [ |

Ahora veamos que una subcopula siempre se puede extender a una copula.
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Lema 1.2.6. Sea (' una subcopula. Entonces, existe una copula C' tal que C'(u,v) =

C(u,v) para toda (u,v) en dom C".

Demostraciéon: Sean Si, Sy dos subconjuntos de I tales que contienen a {0, 1} y S; x.Ss
es el dominio de C’. Sean S}, S5 las respectivas cerraduras de S; v Sa, como C” es Lipschitz
y creciente en cada coordenada, entonces C’ se puede extender de forma tnica a S; x S,
(ver Klenke [?]), denotemos a C” como la extension de C” a S; x Sy. Por la definicién de

C", se puede ver que es subcopula.

Lo que sigue es extender a C” de S; x Sy a todo I?. Sea (a,b) un punto arbitrario en I?.
Definamos a; y ay en S; tales que a; = sup {c € Si|c < a} y ay = inf {d € Si|a < d},
entonces a; < a < ag; andlogamente definamos a by y by en S, tales que by = sup {c e
Sale < b} y by = inf {d € Sa|b < d}, entonces by < b < by. Notemos que si a pertenece a

S esto implica que a; = a = as, mientras que si b pertenece a S, entonces by = b = bs.

Sean
a — ay :
)\1 _ s —ay Sl ay < Go,
1 sia; = ag;
bb_ bbl si b1 < bQ,
1 si bl = bg,

y definamos ahora a

C(CL, b) == (1 — >\1)<]. — ,ul)C”<CL1, bl) + (1 — Al)ulC”(al, bg)
+)\1(1 - Ml)cﬁ(am bl) + )\Mlc//(%, bz) (1-13)

La C es una interpolacion bilineal, ya que es lineal en cada coordenada.

Ahora veamos que C' es una copula que extiende a C” en todo I?. Primero veamos que C
extiende a C” en todo I?, sea (a,b) en S; x Sy, entonces a; = a = ay, by = b= by, \; = 1
y p1 = 1, por lo tanto C'(a,b) = C"(ag, bs) = C"(a,b).

Para que C' sea copula tiene que cumplir las condiciones de frontera y ser 2-creciente. Si
a es un namero en I y b = 0; esto implica, dado que 0 pertenece a Sy que by = 0 = by y

(1 = 1. Supongamos que a no pertenece a Sy, entonces

C’(a, 0) = (1 — /\1>C/I(CL1, 0) + )\16//(&2, 0) = 0,
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por la definicién de subcopula. El caso en el que a esta en S5 es trivial por que C' es una
extension de C”. Supongamos ahora que a no pertenece a S; y b = 1, nuevamente como

1 pertenece a S, implica que by = 1 = by v y; = 1 entonces,

Cla,1) = (1—M\)C"(a1,1) + \C"(as, 1)

o — a a — aq

= ai a2
a2 — aq a2 —

= Q.

De la misma forma, el caso en el que a estd en S; es trivial porque C' es una extension
de C”. Analogamente se demuestra que si b es un nimero en I, entonces C'(0,0) = 0y

C(1,b) = b,

Por tltimo, tenemos que demostrar que C' es 2-creciente. Sea (¢,d) un punto en I? tal
que ¢ > ay d > by definamos a cy,cy,dy,ds, fio, Ao los nimeros correspondientes a
(¢,d). Para demostrar la propiedad 2-creciente de C' tenemos que calcular Vi (B), donde
B = [a,c] x [b,d], pero esto se debe hacer por casos, dependiendo de si existe o no algin
punto de Sh que esté estrictamente entre a y ¢ y si existe o no algin punto de S que esté

estrictamente entre b y d.

Analizaremos el caso cuando a < as < ¢y < cy b < by < dy < d; como A1, Ag, fi1, ft2 SON

numeros en I y C” es 2-creciente, esto implica que

0 < (1—=A)peVer(lar, az] X [di, do]) + p2Ven([az, a1] X [di, da])
FAap2Ver([er, ea] X [dy, do]) + (1 — A)Ver([ar, as] X [ba, di])
+Ven([ag, c1] X [ba, di]) + Ao Vier ([e1, €] X [b, d1])
+(1 = A)(1 = pa)Ver([ar, az] x [br, ba])
+(1 = p)Ver(lag, e1] x [br, bo]) + A2(1 — 1) Ver([e1, e2] X [ba, bo])

= C(¢,d) — C(a,d) — C(e,b) + C(a,b)
= Vo(B).

Este es el caso mas complicado, mientras que el mas sencillo es cuando ¢ = a; < a < ¢ <

as =coyy diy =by <b<d<by=dy. Todos se demuestran de forma similar. Por lo tanto,
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C es 2-creciente, lo que completa la demostracion. [ |

Notemos que la extension que se da en el Lema 1.2.6 no es tnica, ya que se puede hacer
otro tipo de interpolaciéon. El siguiente es un ejemplo muy claro de que la extensiéon no

siempre es Unica.

Ejemplo 1.2.7. Sean (a,b) un punto en R’ y H una funcién de distribucion definida

CcOo1mo

0 sizx<aoy<b,
H(z,y) =

1 siz>ayy>0.

Las marginales de H son g, y &, (ver Elemplo 1.2.2) y como el ran ¢, = ran g, = {0, 1},
entonces aplicando el Lema 1.2.5 tenemos que la subcopula C” tiene dominio {0, 1} x {0, 1},
tal que C"(0,0) = C’(1,0) = C’(0,1) = 0 y C'(1,1). Si ahora aplicamos el Lema 1.2.6
para extender la subcopula C” a una copula C', entonces por (1.13), tenemos que para

todo (u,v) en I?
Clu,v) = (1=A)(1 = p)C(0,0) + (1 = A ) C'(0,1)
+)\1(1 — ,ul)C”(l, O) + )\1,&10/(1, 1)
= uv.

Por lo tanto C' = II. Sin embargo, toda copula, por las condiciones de frontera, coincide

con C" en {0,1} x {0,1}. Por lo tanto, cualquier copula es extension de C”.

Teniendo estos resultados es posible demostrar el Teorema de Sklar, que es central en la

teoria de copulas.

Teorema 1.2.8 (Sklar). Sea H una funciéon de distribucion conjunta con marginales F

y G. Entonces, existe una copula C' tal que para toda z,y en R,
H(z,y) = C(F(x), G(y). (1.14)

Si F'y G son continuas, entonces C' es tinica, y en otro caso C' esta inicamente determinada
en ran F' x ran GG. Reciprocamente, si C' es una copula, y F'y G son funciones de distri-
bucion, entonces la funcién H definida en (1.14) resulta ser una funcion de distribucion

conjunta con marginales F'y G.
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Demostraciéon: Sea H una funciéon de distribucién conjunta con marginales F'y GG. Por
el Lema 1.2.5 existe una tnica subcopula C’ tal que dom C’ =ran F x ran G y para toda
r,yen R, H(x,y) = C'(F(z),G(y)). Si F'y G son continuas, entonces ran F =ran G = I,
por lo que C” es de hecho una copula. Para el caso en el que F' 'y G no son continuas

tenemos que aplicar el Lema 1.2.6; entonces C’ se extiende a una copula C, por lo que
para toda z,y en R, H(x,y) = C(F(z),G(y)).

Supongamos ahora que C' es una copula, F' y G son funciones de distribucion y definamos
a H(z,y) = C(F(z),G(y)) para toda z,y en R. Sabemos por la definicion de copula y la

de funcién de distribuciéon que para toda z,y en R,

=
|
3
=
I
Q
=
|
8
Q
S
Il
Q
=
)
S
Il
vO

H(oco,0) = C(F(00),G(00)) =C(1,1) = 1.

Para demostrar que H es 2-creciente tomemos a 1, T, Y1, y» en R tales que —oo < z7 <
Ty < —o0y —00 < y; <1y < —o00. Como F'y GG son crecientes, entonces 0 < F(xl) <
F(z2) <1y 0<G(y) < G(y2) <1, por lo tanto la propiedad se sigue por el hecho de
que C es 2-creciente. Por tltimo veamos que F' y G son marginales de H. Sea z en R,

entonces

H(z,00) = C(F(x), G(o0)) = C(F(x),1) = F(x),

por la definiciéon de copula y la de funcion de distribucion; anédlogamente si y es un nimero
en R, entonces

H(o0,y) = C(F(00),G(y)) = C(1,G(y)) = G(y).

La ecuacion (1.14) nos da una expresion que relaciona funciones de distribucion conjunta
con sus marginales mediante copulas. Esto significa que las copulas se pueden ver como
funciones de distribucién conjunta, por lo que tiene sentido la definicién de la C-medida

de un rectangulo B C I? de la Definicion 1.1.1, para alguna copula C. También es posible
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invertir (1.14) para expresar copulas en funciéon de una distribucion conjunta y las "inver-
sas" de las marginales. Sin embargo, no es posible hablar de la inversa de las marginales,
en el sentido usual, ya que si una marginal no es estrictamente creciente no tiene inversa.

Por eso tenemos que definir la "cuasi-inversa" de una funcion de distribucion.

Definicién 1.2.9. Sea F' una funcion de distribucién. Una cuasi-inversa de F' denotada

por F(=Y es una funcién con dominio I tal que

1. si t pertenece a ran F entonces, F(71)(t) es cualquier  en R tal que F(z) = t,

2. si t no pertenece a ran F' entonces,
FEV(t) = inf {z € R|F(z) >t} = sup {z € R|F(z) < t}.

Primero veamos que la Definicion 1.2.9 tiene sentido. Como {0,1} es subconjunto de
ran F', ya que F(—o00) =0y F(co) = 1, entonces si ¢ no esté en el rango de F' se cumple
que 0 < t < 1, por lo tanto {z € R|F(z) > t} y {z € R|F(z) < t} son diferentes del
vacio. Para ver que la igualdad en el punto 2 realmente se cumple notemos que si ¢t no

pertenece al rango de F', entonces

{x € R|F(z) >t} = {z € R|F(z) >t}

{z e R|F(x) <t} = {z € R|F(z) < t}.

Ademas, como F es creciente existen a,b en R tales que {x € R|F(z) > t} es igual a
[b,00] 0 (b, 0] ya que si para z en R se tiene que F(x) > t, esto implica que para toda y
en R con y > x F(y) > F(z) >t y de la misma forma tenemos que {z € R|F(x) < t} es
igual a [—o0, a] 0 [—00,a); si suponemos que a < b, entonces (a, b) es distinto del vacio y
para toda a < x < b tenemos que ni F(z) <t ni F(z) > t, por lo tanto F'(x) = t, que es
una contradiccion ya que ¢t no pertenece al rango de F', por lo tanto a = b y la igualdad en
el punto 2 se cumple. Observemos que si F' es estrictamente creciente, entonces F(=1) es
tinica, pero si F' es constante en algiin intervalo I,,, es decir, para alguna a en R, F(z) = a
para toda x en I,, entonces, F’ (_1)(a) = x donde z es cualquier nimero en I, por lo tanto

F&Y no es tnica.
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Ejemplo 1.2.10. Sean a un nimero en R y ¢, la funcién definida en el ejemplo 1.2.2.

Una cuasi-inversa de ¢, esta dada por

ag sit =0,
el =qa site(0,1),

a; sit=1,

donde —o0 < ap < a < a; < o0.
Ejemplo 1.2.11. Sea F' una funcion de distribucion definida por

0 siz<O,
Flz) =Sz si0o<a<i

. 1
I stz >3,

para toda x en R. Una cuasi-inversa de F esta dada por

.
ag sit =0,

F(_l)(t): it si0<t<g,

1
st <t<l,

N[ =

a1 sit=1,
donde—oo§a0§0y5<a1§oo.

Corolario 1.2.12. Sean H,F,G y C’ como en el Lema 1.2.5, y F), GEY las cuasi-

inversas de F'y G respectivamente. Entonces, para toda (u,v) en dom C,

C'(u,v) = HF"Y(u), GV (@)). (1.15)

Demostracién:  Sean (u,v) en dom C’, entonces existen x,y en R tales que F(z) = u
y G(y) = v. Sean F"Y G cuasi-inversas tales que F"(u) = z y GEY(v) = y,

entonces por el Lema 1.2.5

H(F™D (), GV(v) = H(z,y) = C'(u,0) = C'(F(x), G(y)).
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Si F'y G son continuas, entonces C’ es copula y (1.15) nos da un método de construccion

de copulas.

Ejemplo 1.2.13. Sea H la funcién de distribuciéon conjunta del ejemplo 1.2.4 dada por

((x+1)(e =1 .
(x+%£y_1> six e [—1,1] x [0, 00,
H(z,y)=q1—eY six € (1,00] x [0, 00],
0 en cualquier otro lado.

\

Entonces, H tiene marginales F' y G dadas por

0 siz < —1,

0 siy <0,
Flz)=q(z+1)/2 size[-1,1], v Gy =

1—e¥ siy>0.
1 six>1,

Tomemos a las cuasi-inversas de F'y G como F (_1)(u) = 2u — 1 ya que si u pertenece a
I, entonces u = (x + 1)/2, por lo tanto x = 2u — 1; mientras que GV (v) = —In(1 — v)
ya que para toda v en I se tiene que v = 1 — e ¥, por lo tanto y = —In(1 — v). Como
ran ' =ran G = I, entonces por (1.15), H nos da una copula C' tal que para toda (u,v)

en I?
Clu,v) = H(FY(u), GV (v))

Qu(e—ln(l—v) . 1)
20 — 2 + 2~ n(1-)

uv
U+v—uv

Notemos que si C' es una copula con rango en I, entonces define una funciéon de distribucion
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: =2 . . . .
conjunta en R™ si la extendemos apropiadamente. Si H la definimos como

0 siz<0oy<0,
C(z,y) siz,yel

He(z,y) =<z sixelyy>1,
Y six>1yyel,

siz>1lyy>1,

\
entonces, He es una funcion de distribucion conjunta con marginales uniformes en el

0,1).

1.3. Copulas y variables aleatorias

Sea € = {(a,b)|—c0 < a < b < oo}, recordemos que el o-dlgebra de Borel en R, denotada
por B(R) es el o-algebra mas pequefio que contiene a ¢, es decir, B(R) = o(%). Si X
es una funcion definida en un espacio de probabilidad (2,.%#,P), que toma valores en R,
y es una funciéon medible, decimos que X es una variable aleatoria. Sea F la funcién
de distribucién de probabilidad de X, es decir, para toda = en R, F(z) = P[X €

(—o0, z]] = P[X < z], esto implica que F es una funcion creciente, continua por la derecha

y

F(oo) =lim, oo F(z) =1, F(—00) =lim,, F(x) =0,
por lo tanto cumple con la Definicién 1.2.1. A partir de ahora nos referimos a las funcio-
nes de distribucion de probabilidad como funcién de distribucion. Si Y es otra variable
aleatoria definida en (£2,.#,P), con funcion de distribucion G, entonces podemos defi-
nir a H, la funcién de distribucién conjunta del vector aleatorio (X,Y’), como
H(z,y) = P[X < xz,Y <y, y esta funcion cumple con la Definicion 1.2.3. Por lo tanto,

podemos reescribir el Teorema de Sklar en términos de variables aleatorias.

Teorema 1.3.1. Sean X, Y variables aleatorias con funciéon de distribuciéon conjunta H,
y marginales F' y GG, respectivamente. Entonces, existe una copula C' tal que para toda
z,y en R

H(z,y) = C(F(x), G(y)).
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Si F'y G son continuas C' es tnica, y en otro caso C' estd Gnicamente determinada en

ran F' X ran G.

A la copula C del Teorema 1.3.1 la llamaremos coépula de X y Y, denotada por Cxy .

Ahora veamos que la copula producto II(u,v) = wv para u,v en I, caracteriza a las

variables aleatorias independientes cuando éstas son continuas.

Teorema 1.3.2. Sean X, Y variables aleatorias continuas. Entonces, X y Y son indepen-

dientes si y s6lo si C'xy = II.

Demostracion: Sean X, Y variables aleatorias continuas e independientes con margi-
nales F' y G, entonces por la independencia se cumple que para toda z,y en R se cumple
que H(z,y) = F(x)G(y). Ademaés, por el Teorema de Sklar existe una copula Cxy tal que
para toda z,y en R, H(x,7) = Cxy(F(z),G(y)). Si F(x) = u'y G(y) = v por continuidad
sabemos que para toda (u,v) en I? existe (z,y) en R tal que (u,v) = (F(z),G(y)); lo

que implica, por el Teorema de Sklar, que Cxy es tnica. Por lo tanto C'xy = II.

Supongamos ahora que X y Y son variables aleatorias continuas, con funciones de dis-
tribucion F' y G respectivamente, tales que Cxy = II. Entonces, para toda (u,v) en
I?, Cxy(u,v) = wv. Si u = F(z) y v = G(y), entonces por el Teorema de Sklar
Cxy(F(z),G(y)) = F(x)G(y) = H(z,y), por lo tanto X y Y son independientes. |

El siguiente teorema nos dice que bajo transformaciones estrictamente monoétonas, las

cOpulas son invariantes, o bien, cambian en forma predecible.

Teorema 1.3.3. Sean X y Y variables aleatorias continuas con copula C'xy. Si ay (3 son
funciones estrictamente crecientes de ran X en Ry ran Y en R, respectivamente, entonces

Cax)py) = Cxy. Asi Cxy es invariante bajo transformaciones estrictamente crecientes.

Demostracion: Sean X y Y variables aleatorias continuas con copula Cxy, y Fi, Fo, Gy
y Gy las funciones de distribucion de X, a(X),Y y G(Y) respectivamente. Como « y 3

son estrictamente crecientes tenemos que para toda x en R,

Fy(z) = Pla(X) < 2] = P[X < a”'(2)] = Fi(a'(2))
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y analogamente se demuestra que para toda y en R se cumple que Gy (y) = G1(57(y)).

Entonces, por el Teorema de Sklar se cumple que para toda z,y en R,

»

Cax)py)(Fa(z),Ga(y)) = Pla(X) <z,8(Y) <y

Como X y Y son continuas, ran I, = ran G = I, por lo tanto Cy(x)sv) = Cxy en ’nm
Si v 0 3 son estrictamente decrecientes, entonces la copula de a(X) y S(Y) es una simple
transformacion de la copula de X y Y.

Teorema 1.3.4. Sean X y Y variables aleatorias continuas con copula Cxy. Sean a 'y (3

funciones estrictamente monotonas que van de ran X a R y ran Y a R, respectivamente.

1. Si « es estrictamente creciente y 3 estrictamente decreciente, entonces para toda

u,v en I

Cax)py)(u,v) = u — Cxy(u,1 —v).

2. Si « es estrictamente decreciente y 3 estrictamente creciente, entonces para toda

u,v en I

Cax)py)(u,v) =v — Cxy (1 —u,v).
3. Si a y (3 son estrictamente decrecientes, entonces para toda u,v en I

Cox)pvy(u,v) =u+v—14+Cxy(l —u,1 —wv).

Demostracion: Sean X y Y variables aleatorias continuas con copula Cxy, v Fi, Fy, Gy

y G las funciones de distribucion de X, a(X),Y y G(Y) respectivamente.

1. Supongamos que « es estrictamente creciente y [ estrictamente decreciente. Sabe-

mos por la demostracion del Teorema 1.3.3 que Fy(x) = Fi(a~!(x)), mientras que
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por la continuidad de Y tenemos que

Ga(y) =PIB(Y) <yl = P[Y >3 (y)]
= 1-P[Y <57(y)]
= 1-PY <g7'(y)]
= 1-Gi(67'(y)).

Teniendo esto y por el Teorema de Sklar podemos ver que para toda x,y en R

Cox)pry(F(2),G(y) = Pla(X) <z, B(Y) <yl

Como X y Y son continuas, ran F, = ran GG, = I, por lo tanto para toda u,v en I

Cax)pr)(u,v) =u — Cxy(u, 1 —v) en 1%

2. El caso cuando « es estrictamente decreciente y 3 estrictamente creciente, es analo-

go.

3. Supongamos ahora que o y 3 son estrictamente decrecientes. En este caso tenemos
que Fy(z) =1 — Fi(a () y Ga(y) =1 — G1(37(y)). Por esto y por el Teorema
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de Sklar podemos ver que para toda z,y en R

Caxysm) (F(2),Gly)) = Pla(X) <z, 5(Y) <y
= PX>a7'(2),Y > 57 (y)]
= P[X >a '(2)] - P[X > a-1(2),Y < 57 (y)]

= (1-PX <a™'(2)])
—(PlY <87 (y)] —P[X <a™'(z),Y <571 (y)])
= 1-PX <a'(z)] = P[Y <57 '(y)]
+PX <a™(2),Y <57(y)]
= 1-F(a ' (z) - Gi(67(v)
+ Cxy(Fi(a™!(2)),Gi(B7(y)))
= Fy(r)+Goy) — 1+ Cxy(1 — Fa(x),1 — Ga(y)).

Por lo tanto, para toda u, v en I, se cumple que Cy(x)g(v)(u,v) = u+v—14+Cxy(1—

u,1 —v) en I”.

Observemos que los resultados de los Teoremas 1.3.3 y 1.3.4 son independientes de la
eleccion de o y . Ademas, es posible debilitar las hipotesis de los teoremas mencionados
si pedimos que « y 3 sean estrictamente crecientes o decrecientes casi en todos lados

respecto a la medida de Lebesgue.

Antes de seguir, es necesario recordar algunos resultados y terminologia de teoria de
la medida. Toda funcién de distribuciéon conjunta H induce una medida de probabili-
dad en R” mediante Vi ([—o00, 2] x [—00,y]) = H(z,y), pues el conjunto {[—o0,z] x
[—00, 1] | (x,y) € EQ} es clase determinante en R-. Como toda copula induce una funcién
de distribucién conjunta, con marginales que se distribuyen uniformes en (0, 1), esto im-
plica que si C' es una copula, también induce una medida de probabilidad en I? mediante
Ve([0,u] x [0,v]) = C(u,v). Por el Teorema de Descomposicion de Lebesgue, toda copula

C' se puede escribir como

C(u,v) = Ac(u,v) + Sc(u,v),
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donde

Ac(u,v) = /Ou /Ov %C(s,t) dtds y  Se(u,v) =C(u,v) — Ac(u,v), (1.16)

Ac es la parte absolutamente continua de C'y S¢ es la parte singular de C' respecto

a la medida de Lebesgue en I%.

Definiciéon 1.3.5. Sea C una copula. Definamos al soporte de C' como el complemento
de la unién de todos los conjuntos abiertos de I? con C-volumen cero. Decimos que C

tiene soporte completo si y solo si su soporte es igual a I?

Notemos que si C' es singular, entonces el soporte de C' tiene medida de Lebesgue igual a

cero.

Ejemplo 1.3.6. Sea M la cota de Fréchet-Hoeffding definida como M (u,v) = min (u,v)
para toda (u,v) en I?. El soporte de M es D = {(u,v) € I*lv = u}, la diagonal del
cuadrado unitario I?, por lo tanto M es singular. Esto se sigue del hecho de que si 0 <
a<b<1y0<c<d<1son tales que {(a,b) x (¢c,d)} D = 0, entonces (a,b) x (c,d)
tiene M-volumen igual a cero. También notemos que 9*M (u,v)/Oudv = 0 fuera de la

diagonal, por lo tanto Ay (u,v) = 0.

Anélogamente se puede demostrar que W, la otra cota de Fréchet-Hoeffding, tiene soporte

en la diagonal secundaria S = {(u,v) € I*ju +v = 1} y es singular.

Ejemplo 1.3.7. La copula producto II es absolutamente continua, ya que para toda u, v

en I se tiene que

u v a u v
An(u,v :/ / —1II(s,t dtdSZ/ / 1dtds = uw.
(v, v) o Jo Osot (s,2) o Jo

Ejemplo 1.3.8. Sean II la copula producto y M la cota de Fréchet-Hoeffding. Definamos
a C(u,v) = (1/2)1(u,v) + (1/2)M (u,v), entonces C' es una copula con soporte completo
y parte singular. Primero veamos que, como II y M son copulas, por el Ejemplo 1.1.13, C'
es copula; ademas 0°C(u, v)/Oudv = 1/2 para toda (u,v) en I?, por lo tanto tiene soporte

completo, pero C' también tiene parte singular.
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1.4. Las cotas de Fréchet-Hoeffding

En la ecuacion (1.8) vimos que para toda copula C'y para toda w,v en I, existen dos

funciones W y M que resultan ser copulas, las cotas de Fréchet-Hoeftfding, tales que

W(u,v) < C(u,v) < M(u,v).

Por el Teorema de Sklar, tenemos que si X y Y son variables aleatorias con funciéon de

distribucion conjunta H, marginales F' y G, respectivamente, entonces para toda x,y en

R,
W(F(z),G(y)) < H(z,y) < M(F(z),G(y)). (1.17)

Como W y M son copulas, entonces por el teorema de Sklar las funciones W (F,G) y

M (F,G) son funciones de distribucion conjunta.

Definicion 1.4.1. Sea S un subconjunto de R”. Decimos que S es creciente si para
todo (x,y) v (u,v) en S, z < u implica que y < v. De la misma forma se dice que S es

decreciente si para todo (x,y) y (u,v) en S, x < u implica que y > v.

Ahora demostraremos que si X y Y son variables aleatorias con funcion de distribucion
conjunta H, ésta coincide con M, la cota superior de Fréchet-Hoeffding, si y sélo si
el soporte de H es un conjunto creciente, pero antes debemos demostrar los siguientes

resultados.

Lema 1.4.2. Sea S un subconjunto de R’ Entonces, S es creciente si y sélo si para toda

(x,y) en R’ se cumple alguno de los siguientes puntos,

1. para todo (u,v) en S, u < x implica v < y; o

2. para todo (u,v) en S, v <y implica u < z.

Demostraciéon: Primero supongamos que S es creciente y que no cumple los puntos 1 y
2; entonces existen los puntos (z,y) en R’ y (a,b), (¢,d) en S tales que a < z,b > y,d <y

y ¢ > x,dedonde a < cy b > d, que es una contradiccion. Por lo tanto, si S es creciente se
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cumplen 1 6 2. Ahora supongamos que S no es creciente, lo que implica que existen puntos
(a,b) y (c,d) en S tales que a < ¢ y b > d. Si tomamos a (z,y) = ((a + ¢)/2, (b+ d)/2),

entonces a < x,b > y,c > x y d < y. Por lo tanto, no se cumple ninguno de los incisos. B

Lema 1.4.3. Sean X y Y variables aleatorias con funcién de distribucién conjunta H.
Entonces, H es igual a M, la cota superior de Fréchet-Hoeffding, si y sélo si para toda
z,y en R, se cumple que P[X > 7,Y <y =00 P[X <2,V > y] = 0.

Demostraciéon: Supongamos que X y Y son variables aleatorias con funciéon de dis-

tribucion conjunta H, con marginales F' y G respectivamente. Entonces,

F(zx) = PX<z]|=P[X <2,V <y|+PX <Y >y
= H(z,y) +P[X <z, > 1]

Gly) = PIY <y|=PX <2,V <y[+P[X >2,Y <y
= H(z,y) +P[X >z,Y <y]

De donde, H(z,y) = M(F(z),G(y)) si y solo si min (P[X < 2,V > y|,P[X > 2,V <
y)) =0 n

Teorema 1.4.4. Sean X y Y variables aleatorias con funcién de distribucién conjunta
H. Entonces, H es igual a M, la cota superior de Fréchet-Hoeffding si y s6lo si el soporte

de H es un subconjunto creciente de R’

Demostraciéon: Sean S el soporte de H y (z,y) un punto en R’ Entonces, el inciso
1 del Lema 1.4.2 se cumple si y sélo si {(u,v)‘u <zyv>y}NS =0,y esto ocurre si
y solo si P[X < z,Y > y|] = 0. De la misma forma se puede demostrar que el inciso 2
del Lema 1.4.2 se cumple si y solo si P[X > z,Y < y] = 0. Por el Lema 1.4.3 sabemos
que P[X > 2,V <y] =00 P[X <z,Y > y| = 0. Entonces, por lo visto anteriormente,

se cumple alguno de los dos incisos del Lema 1.4.2, por lo tanto H = M si y soélo si el
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soporte de H es creciente. [

Observemos que si X,Y son variables aleatorias continuas con funciéon de distribuciéon
conjunta H, entonces el soporte de H no tiene segmentos de linea horizontales ni verticales.
En este caso, decimos que Y es una funcién estrictamente creciente de X casi siempre, es
decir, Y = f(X) con f una funcion estrictamente creciente si y solo si la copula de X y
Y es M.

Por un procedimiento anélogo se puede demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.4.5. Sean X y Y variables aleatorias con funcién de distribuciéon conjunta
H. Entonces, H es igual a W, la cota inferior de Fréchet-Hoeffding, si y s6lo si el soporte

de H es un subconjunto decreciente de R’

Si X, Y son variables aleatorias continuas con funciéon de distribucion conjunta H, entonces
el soporte de H no tiene segmentos de linea horizontales ni verticales. En este caso decimos
que Y es una funciéon estrictamente decreciente de X casi siempre, es decir, Y = g(X)

con g una funcién estrictamente decreciente si y s6lo si la copula de X y Y es W.

1.5. Copulas de supervivencia y simetria

En las aplicaciones de la teoria de probabilidad, es comtun que las variables aleatorias
representen tiempos de vida de personas u objetos. La probabilidad de que un individuo
u objeto sobreviva méas alla de z estd dado por la funcién de superviviencia F(r) =
P[X > 2| =1— F(z), donde F es la funcién de distribucion de X.

De la misma forma, si tenemos a (X,Y’) un vector aleatorio con funcién de distribucion
conjunta H, la funcién de supervivencia conjunta esta dada por H(z,y) = P[X >
z,Y > y]. Las marginales de H son las funciones H(z,—oc0) y H(—0o0,y), que son las
funciones de supervivencia F'y G, respectivamente. Para poder dar una relaciéon funcional
entre las funciones de supervivencia conjunta y sus marginales, como se hizo en el Teorema

de Sklar, supongamos que C' es la copula asociada a (X,Y’) y veamos que para toda z,y
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H(z,y) = P[X >ua,Y >y

= 1= F(x) = G(y) + H(z,y)
F(z) +G(y) — 1+ C(F(2),G(y))
Fx)+Gy) —1+C(1 - F(x),1 - G(y)).
Por lo tanto, si definimos a C' una funcién que va de I a I? como

~

Clu,v) =u+v—-—14+C(1 —u,1—0), (1.18)
para toda u, v en I, tenemos que
H(z.y) = C(F(x),G(y)), (1.19)
para toda z,y en R.

Notemos que, por el inciso 3 del Teorema 1.3.4, C es copula. Ademas a C' se le conoce
como la copula de supervivencia de X y Y. Es importante no confundir a la copula
de supervivencia C con C la funcién de supervivencia conjunta de dos variables aleatorias
uniformes (0, 1) cuya funcion de distribucion conjunta es la copula C'. Notemos que para
toda u,v en R, C(u,v) =P[U >u,V >v]=1—u—v+C(u,v) = C(1 —u, 1 —v).

Ejemplo 1.5.1. Sean X y Y variables aleatorias con la funciéon de superviviencia dada
por

l+z+y) % siz>0 y>0,

1+z)7? siz>0,y<0,

(
. (
He(xay) -

(1+y)~° siz <0, y>0,

1

stz <0, y<0,

con f > 0. Entonces, las funciones marginales de supervivencia estan dadas por

_ _ 14+2)7% siz>0,
Hy(z,—00) = F(x) = o)
1 six <0,

(1+y)? siy>0,

1 siy < 0.
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~1/0

Si u = (1 + x)~? entonces despejando obtenemos r = u — 1; de la misma forma si

~1/0

v = (14 y)~% entonces y = v — 1. Con todo esto y por la versiéon en términos de

copulas de supervivencia del Corolario 1.2.12 tenemos que para toda u, v en I, C (u,v) =
(/0 4 p1/0 1),

Dos funciones relacionadas con copulas y copulas de supervivencia son: la copula dual
definida como C(u,v) = u + v — C(u,v) para toda u,v en I, donde C' es la copula y la
co-copula definida como C*(u,v) = 1 — C(1 —u, 1 — v). Primero veamos que C'y C* no
son copulas, ya que C/(u, )=u+1-C(u,1) =1y C*(u,0) =1—-C(1l —u,1) = u, para

toda v en I.

Sean X y Y variables aleatorias con H la funcién de distribucién conjunta y marginales

F'y G, respectivamente. Entonces, para toda z,y en R,

H(z,y) =PX <z,Y <y| = C(F(z),G(y))

P[X > z,Y >y = C(F(z),G(y)).

Aunque la coépula dual y la co-copula no son copulas, expresan la probabilidad de un

evento de las variables aleatorias X y Y, de la siguiente forma:

P{X <az}u{Y <y}] = PX<a]+PlY <y]-P[X <z,V <y
= F()+Gly) - C(F(z),G(y))

y

P{X >z} U{Y >y}|] = PX>a]+P[Y >y -PX>uzY >y

Ademés, se puede demostrar que bajo composiciéon o, el conjunto de operaciones formadas

por la copula de supervivencia, la copula dual y co-copula de una cierta copula C, junto
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con la identidad (es decir, "A", "~" "x" e "i" ) esta4 dado por la Tabla 1.1. Por ejemplo,

veamos que x o x = 1 y A o*x =~. En efecto, sean u,v en I y C' una copula, entonces
(C’*(u,v))* =(1-C(1—wu,1- v))* =1-C"(1—u,1—v)=C(u,v);
mientras que

(C’*(u,v))A = (1—0(1—u,1—v))A —1-C(l—u1—v)=u+v—C(u,v) = Clu,v).

Tabla 1.1: Operaciones bajo composicion

Si X es una variable aleatoria y a es un nimero real, decimos que X es simétrica
respecto a a si la distribucion de las variables aleatorias X —a y a — X es la misma,
es decir, para toda x en R, P[X —a < z] = Pla — X < z]. Cuando X es continua con

funciéon de distribucion F', esto es ocurre si y solo si

Fla+z)=F(a—x), (1.20)

y si I es discontinua entonces (1.20) se cumple sélo en los puntos de continuidad de F.

En el caso univariado, definir la simetria respecto a un ntmero real a es natural; sin
embargo, en el caso bivariado ya no lo es. Como veremos a continuacién, se pueden definir

varios tipos de simetria.

Definiciéon 1.5.2. Sean X y Y variables aleatorias y sea (a,b) un punto en R’

1. (X, Y) es marginalmente simétrico respecto a (a,b) si X y Y son simétricos

respecto a a y b respectivamente.
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2. (X,Y) es radialmente simétrico respecto a (a,b) si la distribuciéon conjunta de

X —ayY —bes la misma distribuciéon conjunta dea — X y b—Y

3. (X, Y) es conjuntamente simétrico respecto a (a,b) si los siguientes vectores
aleatorios tienen la misma distribucion conjunta: (X —a,Y —b), (X —a,b—Y), (a —
X, b—-Y)y(a—X,Y —0).

Teorema 1.5.3. Sean X y Y variables aleatorias continuas con funcién de distribuciéon
conjunta H y marginales F' y G, respectivamente. Sea (a,b) un punto en R% Entonces,

(X,Y) es radialmente simétrico sobre (a,b) si y solo si

H(a+z,b+vy) = H(a—z,b—y) para todo (x,y) en R?. (1.21)

Demostracion:  Sean (x,y) en R?. Sabemos que (X,Y) es radialmente simétrico res-
pecto a (a,b) siy solo si (X —a,Y —b) 2 (a — X,b—Y), pero esto ocurre si y solo si
PIX—a<z,Y—-b<y =Pla—X <zb-Y <y Para concluir la demostracion

solamente debemos notar que

Ha+zxz,b+y) = P
= PX—-a<2,Y-0<Zy

X <z+a,Y<y+b
[
= Pla—-X<z,b-Y <y
[

]

]

]
= PX>a—-2,Y>b—y|=H(a—z,b—1y).
Esto se debe a que por la continuidad de las variables aleatorias X y Y se cumple que
PX>a—2z,Y>b—y|=PX>a—2z,Y >b—yl|. |
El término "radial" viene del hecho de que los puntos (a + x,b+ y) y (a —x,b — y) que

aparecen en (1.21) se encuentran en los rayos con direcciéon opuesta que salen de (a, b).

Por la definicion de simetria conjunta, es claro que ésta implica simetria radial, mientras

que la simetria radial implica simetria marginal, ya que si y = co en (1.21) tenemos que

Fla+z)=H(a+x,00)=H(a—x,—00) = F(a — x).

De la misma forma, si x = oo, entonces G(b+ y) = G(b — y). Como la simetria conjunta
es una condiciéon muy fuerte, nos enfocaremos en la simetria radial para distribuciones

bivariadas.
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Ejemplo 1.5.4. Sea X y Y variables aleatorias tales que (X, Y') tiene distribucién normal

2 02 y p. Entonces, (X, Y) es radialmente simétrico

bivariada con parametros fi., p,, oy, 0,

respecto a (fiy, fby)

En (1.21) se ve que la simetria radial involucra a la funciones de distribucion y supervi-
vencia conjuntas. El siguiente teorema nos dice cual es el papel que juegan las copulas y

las copulas de supervivencia en la simetria radial.

Teorema 1.5.5. Sean X y Y variables aleatorias continuas con funciéon de distribucion
conjunta H, marginales F' y G, respectivamente, y copula C'. Més ain, supongamos que
X es radialmente simétrica respecto a a 'y Y respecto a b. Entonces, (X,Y") es radialmente

simétrico respecto a (a,b) siy solo si C' = C’, es decir, si se cumple que
Clu,v) =u+v—1+C(1 —u,1—0). (1.22)
para toda u,v en I.

Demostracién:  Sean (a,b) en R”. Sabemos por la Definicion 1.5.2 que el vector alea-

torio (X,Y’) es radialmente simétrico respecto a (a,b) si y solo si, para toda (z,y) en Ez,

se cumple que H(a+z,b+y) = H(a — x,b—y). Por el Teorema de Sklar, esto se cumple

si y sblo si para toda (x,y) en R’

C(F(a+z),G(b+y)) =C(F(a—x),G0b—1y)). (1.23)

Como X es simétrica respecto a a y Y es simétrica respecto a b, sabemos que
Flat+z)=Fla—z) vy Gb+y)=Gb—y).

Si Fla+z)=uy G(b+y) =wvy por la continuidad de las variables aleatorias, podemos
concluir que (1.23) se cumple. Por lo tanto, el vector aleatorio (X,Y’) es radialmente si-

meétrico respecto a (a, b) siy solo si (1.23) se cumple. [

Lo que (1.23) nos dice es que para toda u,v en I, los rectangulos

0,u] x [0,0] v [1—wu,1]x[1l—uv,1]
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tienen igual C-volumen.

Otra forma de simetria es la intercambiabilidad. Decimos que X y Y variables aleatorias
son intercambiables si los vectores aleatorios (X,Y) y (Y, X), se distribuyen idéntica-
mente, es decir, si H es la funciéon de distribuciéon conjunta de X y Y con marginales F'
y G, respectivamente, se cumple que para toda x,y en R, H(x,y) = H(y,z). Claramente
las variables aleatorias intercambiables se distribuyen idénticamente, ya que para toda x
en R

F(z) = H(z,00) = H(co,z) = G(x). (1.24)
En general, si Xq,..., X, son variables aleatorias, decimos que son intercambiables si y
solosi (X1,...,X,) 2z (Xs01), - -, Xo(n)) Para toda o permutacion del conjunto {1,...,n}.

Teorema 1.5.6. Sean X,Y variables aleatorias continuas con distribuciéon conjunta H,
marginales F' v GG, respectivamente, y copula C. Entonces, X y Y son intercambiables si

ysolosi F'= Gy C(u,v) = C(v,u) para toda u,v en L

Demostraciéon: Supongamos que X, Y son variables aleatorias continuas intercambia-
bles con distribuciéon conjunta H, marginales F' y (G, respectivamente, y copula C. Por la
definicion de intercambiabilidad, sabemos que esto ocurre si y solo si (X,Y) < (Y, X), es
decir, para toda z,y en R, H(x,y) = H(y,z). Por el Teorema de Sklar esto ocurre si y sélo
si C(F(z),G(y)) = C(F(y),G(z)), pero (1.24) nos dice que F(z) = G(z) y F(y) = G(y),
por lo tanto C'(F(x), F(y)) = C(F(y), F(z)) para toda z,y en R. Si u = F(z) y v = G(y)
para toda z,y en R, por la continuidad de X y Y, concluimos que X,Y son intercambia-

bles si y solo si C'(u,v) = C(v,u) para toda u,v en I. |

Cuando C(u,v) = C(v,u) para toda u,v en I, diremos que C' es simétrica.

Ejemplo 1.5.7. Sean X, Y variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das. Entonces, X y Y son intercambiales. Esto es facil de ver ya que si F' es la distribucion

de X y Y, entonces
H(z,y) = F(z)F(y) = F(y)F(x) = H(y,z)

para toda z,y en R; por lo tanto X y Y son intercambiables y su copula es II; ademaés,

notemos que II es simétrica.
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Sin embargo, no todas las variables aleatorias idénticamente distribuidas intercambiables

son independientes. Sea
uv

C(u,v) =

U+ v—uv
para toda u, v en I, claramente C' es simétrica, por lo tanto si X,Y se distribuyen idén-
ticamente, por el Teorema 1.5.6 son intercambiables, pero C' # II. Por lo tanto, X,Y no

son independientes.

1.6. Orden

Definiciéon 1.6.1. Sean C; y C5 copulas. Decimos que C; es menor a (5, denotado por
Cy < Oy, siy solo si Cp(u,v) < Coy(u,v) para toda u, v en I. De igual forma, decimos que
C; es mayor a Cy, denotado por C; = Cs, siy solo si Cy(u,v) > Cy(u,v) para toda u, v

en I.

Ahora mostraremos que < es un orden parcial. Claramente < es reflexiva, ya que para
toda copula C' se cumple que C(u,v) < C(u,v) para toda u,v en I. Para ver que es

transitiva, sean C7,Cy v C5 copulas tales que C < Cy y Cy < (3, entonces
Cl<u7 ’U) < CQ('LL,U) < Cg(U,U)

para toda u, v en I, por lo tanto C'; < Cj5. Por tdltimo supongamos que C y Cy son copulas

tales que C < Cy y Cy < C4; lo que implica que
Cl(“’? ’U) S CQ(U,U) S Cl<u7v>

para toda u,v en I, por lo tanto C = C5; es decir, < es antisimétrico, y < es un orden

parcial.

Si W y M son las cotas de Fréchet-Hoeffding y C' es cualquier copula, entonces
W(u,v) < Clu,v) < M(u,v)

para toda u,v en I, por lo que W es menor a cualquier copula y M es mayor a cualquier
coOpula. Es importante notar que < no induce un orden total, como el siguiente ejemplo

lo demuestra.
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Ejemplo 1.6.2. Sean II la copula producto y C(u,v) = [W(u,v)+ M(u,v)]/2 para toda
u,v en I. Demostraremos que II y C' no son comparables. Por el Ejemplo 1.1.13 sabemos
que C, una suma convexa de Wy M, es copula. Para demostrar que no son comparables

basta ver que
C(1/4,1/4) = [max (1/4+1/4—1,0) 4+ min (1/4,1/4)]/2
= 1/8
> 1/16 = II(1/4,1/4)

C(3/4,1/4) = 1/8 < 3/16 = 11(3/4,1/4).

Por lo tanto, IT y C' no son comparables y < no induce un orden total.

Sin embargo, existen familias de copulas totalmente ordenadas por <. Sea {Cy} una
familia de copulas. Decimos que la familia estd positivamente ordenada si para toda
01 < 05 se cumple que Cy, < Cpy,, y la familia estd negativamente ordenada si para

toda 0 < 6, se cumple que Cy, < Cp,.

Ejemplo 1.6.3. Sea 6 en I y definamos a C' una funcién de I? en I tal que para todo u, v

en I

Cy(u,v) = [min (u,v)] uv] 0.

Entonces, {Cp} es una familia de copulas positivamente ordenadas. De la misma forma

que en el ejemplo anterior, veamos que Cy cumple las condiciones de frontera,

Cy(0,v) = [min (0,v)]”-0=0

Cy(1,v) = [min (1,v)]°[w]" ™ = %' = v,
para toda v en I. Anédlogamente se demuestra que para toda u en I, se cumple que

Co(u,0) =0y Cy(u, 1) = u. Para demostrar que Cy es 2-creciente lo haremos por casos:

1. Si0<u <uy <wv; <wvy <1, entonces

Ve, (Jur, ug] X [vr,v9]) = ug[uQvg]l_e — ug [uzvl]1_9 — uf [ulvg]l_e + uf [ulvl]1_9
= (uz—ur)(vy’ —v;7?)
> 0.
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2. Si0<u; <v; <wuy <wy <1, entonces

Ve, ([ur, ug) X [v1,19]) = ug [Ug’Ug]l_o — vf[ugvl]l_e — uf [ulvg]l_o + uf [ulvl]l_e
= vy (ug —wr) — vy O (v]uy " — uy)
> 0.

Esto se debe a que vfud™ > uy y ug > vfud ™.
3. 510 < v <u; <uy <wy <1, entonces

Ve, ([ug, u] X [or,va]) = udfugwa] ™" — o] [ugvn]' ™ — uf [ugvo] =7 + o [ugvy] ™
= ) el - )
> 0.

Esto se debe a que vfvl=% > vy v wlovl=0 > wfvl=f.
1V2 2V 1V2

Loscasos 0 < vy < vy <up <up <1y0<v <u <vy <uy <1, son andlogos al
1 y 2 respectivamente. Por lo tanto, Cy es copula para 0 < 6 < 1. Para ver que {Cy} es

positivamente ordenada veamos que si 0 < 0; < 6y <1y u,v en (0,1), entonces

0301
Co, (u,v) _ _uv <1,
Co, (u,v) min (u,v) -
por lo tanto Cy, < Cy,. A {Cy} se le conoce como la familia de copulas Cuadras-Augé.

Notemos que Cyp =11y C} = M.

1.7. Copulas multivariadas

En esta seccion extenderemos los resultados vistos hasta ahora, para los casos cuando
la dimensiéon es mayor o igual a 3. Aunque muchos de los resultados y definiciones se

extienden de forma natural, no sucede con todos.
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Antes de comenzar vamos a dar la notacion a utilizar en esta seccion. Denotemos por R"
al conjunto n—dimensional de los niimeros reales extendidos, es decir, R'=Rx---xR=
I, R; para los puntos de R" utilizaremos la notacion vectorial, es decir, si a estd en R,
entonces a = (ay,--- ,a,), donde a; estd en R para i en {1,---,n}; también denotamos
por I" al cubo unitario n-dimensional I x --- x I. Sia y b estan en R", entonces a < b
si y solo si a; < b; para toda i en {1,---,n}; de la misma forma a < b si y solo si
a; < b; para toda ¢ en {1,--- ,n}; también denotamos por [a,b] al paralelepipedo o

caja n-dimensional o simplemente n-caja [ai, by] X - -+ X [ay, b,].

Definiciéon 1.7.1. Sean a, b puntos en R" y B = [a, b]. Entonces, los vértices de B son
los puntos de la forma ¢ = (¢, -, ¢,), donde cada ¢; es igual a a; o b;. Notemos que B

tiene 2™ vértices.

Definicién 1.7.2. Sean S, --- , S, subconjuntos no vacios de R. Sea H una funcién tal
que el dom H = S; x --- x S, y ran H es subconjunto de R. Sean a,benR" y B = [a, b]

tal que sus vértices estan en dom H. Entonces, el H-volumen de B esta dado por

Vi(B) = sgu(c)H(c), (1.25)
donde la suma varia sobre los 2" vértices de B y sgn(c) esta dado por

(© 1 si ¢ = a; para un numero par de k’s
sgn(c) =
—1  si ¢, = ag para un ntmero impar de k’s

Ejemplo 1.7.3. Veamos que la Definiciéon 1.7.2 es congruente con la definiciéon dada para
n = 2. Sean H una funcién de R” en R. Sean a = (a1,a2) y b = (b1, be) puntos en R’
tales que a < b. Si B = [a1, b1] X [az, by, entonces €' = {(a1, az), (a1,b2), (b1, a2), (b1, b2)},

el conjunto de los vértices de B y por (1.25) tenemos que
VH<B> = H(bl, bQ) — H(bl, CLQ) — H(al, b2) + H(al, CLQ),
por lo tanto (1.25) es congruente con la definicion dada para dimension 2.
Ejemplo 1.7.4. Sea H una funcién de R’ en R, y sea B = [a1,b1] X [ag, bs] X [asg, bs].
Entonces, el H-volumen de B esta dado por
Vu(B) = H(by,ba,b3) — H(by,ba,a3) — H(by,az,b3) — H(ay, by, b3)
+H(b17 as, a3) + H(ah b27 a3) + H(ah as, b3) - H(ah ag, a3)
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Definicién 1.7.5. Sean S, --- , S, subconjuntos no vacios de R. Sea H una funcién tal

que el dom H =57 x --- x .S, y ran H es subconjunto de R.

i. Decimos que H es n-creciente si y solo si para toda caja n-dimensional B tal que

sus vértices pertenecen a dom H, se cumple que Vy(B) > 0.

ii. Si ag es el infimo de Sy para toda k en {1,---,n}, decimos que H esta n-fija si
H(t) = 0 para toda t en dom H, donde al menos un ¢ = ay, con k en {1,--- ,n}.
iii. Si by es el supremo de Sy para toda k en {1,--- ,n}, entonces H tiene marginales

unidimensionales H; donde dom H; = Sy y para toda x en S; se cumple que
Hy(v) = H(b1, -+ ,bp—1, 2, bpgr, -+, bn),

para toda k en {1,--- n}.

Notemos que se pueden definir marginales conjuntas de dos o mas variables; por ejemplo,
si H esta definida como en la Definicion 1.7.5, entonces His(z,y) = H(x,y,ba, -+ ,by,),
para toda (x,y) en Sy x Ss.

El siguiente lema es analogo al Lema 1.1.6, pero para dimensién mayor o igual a 2. La

demostracion es anédloga.

Lema 1.7.6. Sean S, --- , S, subconjuntos no vacios de R y H una funcion de S7 x - - - X
S, en R n-fija y n-creciente. Entonces, H es creciente en cada coordenada; es decir, si
(t1, - S te1, Ty thrt, o 5 tn) Y (t1, - s th—1, Y, the1, -+ ,tn) estan en el dom H y x < v,
entonces H (ty, -+ ,tp_1, @, tpy1, - b)) < H (b, s te1, Yy brgt, 0 5 tn).

El siguiente lema es analogo al Lema 1.1.9, pero para dimensiéon mayor o igual a 2.

Lema 1.7.7. Sean S, - - - , S, subconjuntos no vacios de R y H una funcion de S; x- - -x S,
en R n-fija y n-creciente con marginales unidimensionales Hy, - - - , H,,. Entonces, para todo

x vy en dom H se cumple que

n

|H(x) — H(y)|< Z|Hk($k) — Hy.(yx)|
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Definicion 1.7.8. Una subcopula n-dimensional o n-subcopula es una funcion C’

que satisface:

1. dom C" = S; x -+ x S, donde S, - S, son subconjuntos de I que contienen al 0

yal 1.
2. (' esta n-fija y es n-creciente.

3. (' tiene marginales unidimensionales C}, para toda k en {1,--- ,n} tales que para
toda u en S
Ch.(u) = u, (1.26)

De la misma forma en que demostramos para las 2-subcopulas tales que su rango esta
contenido en I, se demuestra que para toda u en dom C’; 0 < C’(u) < 1, por lo que

ran C’ esti contenido en I.

Definicion 1.7.9. Una cépula n-dimensional o n-cépula es una subcopula C' cuyo

dominio es I".
Equivalentemente, una n-cépula es una funcion de I" en I con las siguientes propiedades:

1. Para toda u en I",

C(u) = 0 si al menos uy = 0 para alguna k en {1,--- ,n} (1.27)

0(17 717uk717"' 71> = Uk, (128)
2. Para toda a, b en I tales que a < b,

Ve(la,b]) > 0. (1.29)

Por la definicién anterior se puede demostrar que si n > 2, entonces toda k-marginal de

C es k-copula para 2 < k < n.

Ejemplo 1.7.10. Sea C(u,v,w) = w - min (u,v) para toda u,v,w en I. Entonces, C' es

una 3-copula. Las condiciones de frontera (1.27) y (1.28) son faciles de ver ya que
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C(0,v,w) = C(u,0,w) = C(u,v,0) =0,

C(u,1,1) = min (u,1) = u
C(1,v,1) =min (1,v) =v
y
C(1,1,w) =w-min (1,1) =w
para toda u,v,w en I. Sea B = [ay,b1] X [ag,bs] X [as, bs] una 3-caja, para ver que el

C-volumen de B es positivo veamos que

Ve(B) = C(bi, by, b3) — Cla, b, b3) — C(by, az, bz) — C(by, by, a3)
+C(ay, az,b3) + C(ay, by, az) + C (b1, az, a3) — C(ay, az, as)
= b3 (min (b1,b2) —min (by,as) —min (a1, by) + min (ay, &2))

—ag(min (b1, by) — min (by, as) — min (ay,by) + min (a1, az)) > 0,

ya que
min (b1, by) —min (b1, az) — min (ay, be) + min (ay, as) = Va([ar, b1] X [ag, bs]) > 0,

donde M es la cota superior de Fréchet-Hoeffding. Por lo tanto, C' es una 3-copula. Ademés

las 2-copulas generadas por las 2-marginales de C' son M y II, ya que

C(u,v,1) = min (u,v) = M(u,v),
C(u,1,w) = w-min (u, 1) = II(u, w)

C(l,v,w) =w-min (1,v) = [I(v, w)
para toda u,v,w en I.

Teorema 1.7.11. Sea C' una n-subcopula. Entonces, para toda u, v en dom C’, se tiene

que
C'(v) = C'(0)] < Jvr — . (1.30)

Por lo tanto, C’ es uniformemente continua en su dominio.
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Definicién 1.7.12. Sea H una funciéon de R" en R. Decimos que H es funcién de

distribucion n-dimensional si y s6lo si cumple que

1. H es n-creciente.

2. H(t) =0 si al menos ty = —oo para alguna k en {1,--- ,n}y
H(oo,-+,00) = 1.

Notemos que —oo, oo estan en R, por lo tanto H esta n-fija. Ademas, si —oo < z, < 00
las marginales unidimensionales Fj(xy) = (00, - , 00, Ty, 00, -+ ,00) son crecientes por

el Lema 1.7.6. Por la definicion anterior Fy(—o0) = 1 y Fi(oco) = 1 para toda k en
1, - ,n}

Teniendo todo esto podemos enunciar la version n-dimensional del Teorema de Sklar.

Teorema 1.7.13 (Sklar). Sea H una funcion de distribucion n-dimensional con margi-
nales unidimensionales Fi,--- , F,,. Entonces, existe C' una n-cépula tal que para toda x
en R",

H(zy, - x,) = C(Fy(21),- -, Fo(xy)). (1.31)
Si Fy,---, F, son continuas, entonces C' es inica; en otro caso C' esta tnicamente deter-
minada en ran F; X --- X ran F,. Reciprocamente, si C' es una n-copula y Fy,--- , F, son
funciones de distribuciéon univariada, entonces H definida por (1.31) es una funcion de

distribucién n-dimensional.

La demostracién de la version n-dimensional del Teorema de Sklar procede como en el
caso para dimension n = 2; primero se demuestran las version n-dimensionales de los
Lemas 1.2.5 y 1.2.6. La demostraciéon del primero es directa; sin embargo, la extension del
segundo, en el que se demuestra que toda n-subcopula se puede extender a una n-copula
se hace via interpolacion multilineal de la n-subcépula, como en el caso visto en el Lema

1.2.6. Para la demostracion ver [16].

Corolario 1.7.14. Sean H,C, Fy,- - - , I}, como en el Teorema 1.7.13 y sean Fl(_l), cee £y

cuasi-inversas de F1,--- , F,,, respectivamente. Entonces, para toda u en I",

Clug, - un) = H(FT Y (uy), -+, FS D (uy)) (1.32)
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También podemos escribir la version n-dimensional del Teorema de Sklar para variables

aleatorias.

Teorema 1.7.15. Sean Xi,---,X, variables aleatorias con funciones de distribucion
Fi,--- | F,, respectivamente, y funcion de distribucién conjunta H. Entonces, existe una
n-copula tal que (1.31) se cumple. Si Fy,--- , F,, son continuas entonces, C' es tnica. En

otro caso, C' esta tnicamente determinada en ran F; X --- X ran F,.

Las extensiones de las copulas M, W y Il a dimensiéon n, las denotamos por M", W" y

I1"; es decir, para toda u en I"

M"(u) = min (uy,---,up);
W"u) = max (v + - +u, — (n—1),0); (1.33)
M) = wuy---up,.

Teorema 1.7.16. Si C’ es n-subcopula y W™, M™ definidas como en (1.33) entonces,

para toda u en dom C’,

W) < C'(u) < M"(u). (1.34)

Demostracion: Sea u en dom C’. Entonces, por el Lema 1.7.6, sabemos que C’ es
creciente en cada coordenada, ya que toda n-subcopula esté fija y es n-creciente, por lo

que se cumple que

Cl(u17u2au37u47"' )un) S C”(ul,l,u3,u4,~-- 7“77,)
< C/(U1,1,17U4,"' Jun>
S C/(Ul,l,"' 71):U1.
En general se tiene que C’(uy, -+ ,u,) < uy para toda k en {1,---  n}, por lo tanto
Cl(“la e 7un) S min (uh e 7un) = Mn(ula e 7un)-

Para ver la otra desigualdad, veamos que por el Lema 1.7.7 se cumple que para toda u
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en I"
IC(L, 1) = C(ug, - un)] = 1= C'(ug, - uy)
< D h-w
k=1
= Z(l—uk):n—Zuk.
k=1 k=1
Entonces, C'(uy, -+ ,u,) > Y p_; ux — n+ 1. Por lo tanto,

C'(u, -+ ,up,) > max (Zuk —n+1,0) = W"(uy, -, uy).
k=1

En el teorema anterior demostramos que W™y M™, las extensiones de las cotas de Fréchet-
Hoeffding, siguen siendo cotas para las n—copulas. Sin embargo, veremos en el siguiente

ejemplo que W™ no es copula, mientras que M" y I1" si lo son.
Ejemplo 1.7.17. Sean W" M"™ y II" definidas como en (1.33). Entonces, M™ y II" son
n-copulas pero W™ no.

Primero veamos que M™ es copula. Las condiciones de frontera son triviales ya que si u en
I", M"(u) = 0siy solo si existe k en {1,--- ,n} tal que ux, = 0. Sea u en I" y definamos
u; como el vector que tiene 1 en todas las entradas excepto en la k-ésima que es igual a
uy para toda k en {1,---  n}; entonces M™(u;) = uy, para toda k en {1,--- ,n}. Para ver

que es n-creciente se puede demostrar que si a y b en I" tales que a < b; esto implica que
Vi ([a,b]) = max (min (by,- -+ ,b,) — max (a1, ,a,),0) >0,

y por lo tanto M™ es n-copula.

Para ver que II" es n-cépula solamente necesitamos verificar que es n-creciente, ya que las
condiciones de frontera las cumple y su demostracion es trivial. Para ver que es n-creciente

se puede demostrar que si a'y b en I" tales que a < b; de donde

Vir([a, b]) = (b1 = ar) - - (bp — an) 2 0,
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y por lo tanto II" es n-copula.

La funcion W™ no es n-copula ya que se puede demostrar que Viy»([1/2,1]) =1 — (n/2),
donde 1/2 =(1/2,---,1/2) y 1 =(1,---,1), por lo tanto W™ no es n-copula para n > 2.

Aunque W™, la extension de la cota inferior de Fréchet-Hoeffding, no es copula paran > 3;
en el siguiente teorema veremos que si n > 3, se cumple que para toda u en I", existe
una n-copula C' tal que C'(u) = W"(u). Por lo tanto, la cota inferior para las copulas de

la ecuacion (1.34), sigue siendo la mejor posible.

Teorema 1.7.18. Para toda n > 3 y u en I", existe una n-copula C' tal que

C(u) = W"(u).
Demostraciéon: Fijemos au = (uy, - ,u,) en I" tal que es diferente de 0 = (0, --- ,0)
61=(1,---,1). Entonces, tenemos dos casos:

LO0<up+--+u, <n-—1.

nhn—1<u+---+u, <n.

Supongamos primero que 0 < u; + - - -+ u, < n — 1 y consideremos al conjunto
P={vel"|v,es0,10t,=min {(n— Dup/(us + -+ u,),1} parak =1,...,n},

entonces la cardinalidad de Z es a lo mas 3"™. Observemos que si u; + -+ 4+ u, =n — 1,
entonces t;, = uy para toda k en {1,--- ,n}. Definamos una funcion C’ tal que C'(v) =
Wm(v), para toda v en 2. Ahora veamos que C’ es una n-subcopula. Sabemos que satisface
las condiciones de frontera, veamos que es n-creciente. Sea a; = (0,...,0,t;,0,...,0) y
by = (t1,...,tk—1,1,tgs1,...,ts), para toda k en {1,...,n}, por lo tanto se cumple que

a, < by para toda k en {1,...,n}. Si By = [a, by], entonces

Vor(Be) = C'(tyy. o sth1, Litkat, ooy tn) — C'(t1, .., 1)
= W™ty teen, Litgga, oo tn) = Wt - ),
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para toda k en {1,...,n}. Como Y ,_, t;, =n — 1, entonces W"(ty,...,t,) = 0; con todo

esto tenemos que para toda k en {1,...,n},

Vor(By) = W™ty .. teet, Litrgt, - o tn)
= max (1 +...+tp 1+ 1+t +...+t, — (n—1),0)
= max (n—t; — (n—1),0)
= 1—1.

Si sumamos las C'-medidas de By para toda k en {1,...,n} nos da igual a 1, por lo
que si tomamos cualquier otra n-caja con vértices en &, la C’-medida es igual a cero.
Notemos que si u; = 1, entonces t;, = 1 para toda k en {1,...,n}. Entonces, ocurre que
tr > ug para toda k en {1,...,n}. Por lo que u < t, es decir, u esté en [0,t] y C” al ser
n-subcopula se puede extender a una n-copula C'y como C(u) = C’'(u) = W"(u) = 0, se

demuestra el primer caso.

Ahora supongamos que n — 1 < uy + -+ + u, < ny sea

g:{veI"\vkesO,losk:1—(1—uk)/2(1—uj)parakzl,...,n},

j=1
entonces la cardinalidad de ¢ es a lo mas 3". Observemos que la definiciéon de ¥ tiene
sentido ya que para toda ken {1,...,n}, s < 0siysolosil < (1—ug)/> 7 (1—u;) pero
esto ocurre siy s6losi 0 > (n—1)+(uy+...4+ug, +Ugs1+...+uy,) y esto no puede ocurrir;
por otro lado, para toda k en {1,...,n}, s > 1siy solosi (1 —ug)/> 0 (1 —u;) <0y

como esto tampoco puede pasar, la definicion de ¥ tiene sentido. Ademas, es importante

ver que
Sse = n- S (1w S (- w)
k=1 j=1 i=1
= n—1
y

n

1—(1—uk)/2(1—uj):sk§uk

si y s6lo si

1 zi(l—uj) :n—iuj
j=1 j=1
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y como esto siempre ocurre, entonces para toda k en {1, ..., n} se cumple que s < uy. Con
un procedimiento anélogo al del caso anterior, cambiando las ¢; con las s; se puede exten-
der a C'(v) = W"(v) a una copula C'y tomando a la n-caja B = [s, 1], dado que u esta en
esa n-caja, C'(s) = W"(s) = 0y Vo (B) = 0 entonces, C'(u) = W"(u) = >, _, upy—(n—1).

Por lo que se demuestra el segundo caso. [ |

A partir de lo que hemos visto en esta seccion, podemos empezar a construir funciones
de distribucién conjunta de probabilidad de una forma muy sencilla. Teniendo a C' una
n-copula, lo Gnico que tenemos que hacer es escoger las marginales; ya que por el Teorema
de Sklar, con esto obtenemos la funcién de distribucién conjunta de un vector aleatorio.

En el siguiente capitulo veremos otros métodos para construir copulas en dimension igual
a 2.
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Capitulo 2

Método geométrico para la

construccion de copulas

Las copulas pueden ser ttiles para modelar y simular ya que si tenemos una coleccion de
n-copulas, por el Teorema de Sklar, tenemos una coleccién de funciones de distribucion
multivariadas. Es por esto que tener muchas familias de copulas nos puede ser util. En
este capitulo presentamos algunos de los métodos més comunes para la construccion de

copulas. El material de este capitulo estda basado en Nelsen [17].

2.1. Coépulas singulares con soporte prescrito

En esta secciéon veremos mediante ejemplos como la definicion de cépula puede ser tutil

para construir copulas singulares cuyo soporte esta en un conjunto dado.

Ejemplo 2.1.1. Sea # en I y supongamos que la masa de probabilidad 0 esta distribuida
uniformemente en el segmento de recta que une al (0,0) con (6, 1), mientras que la masa
de probabilidad 1 — @ esta distribuida uniformemente en el segmento de recta que une al
(0,1) con (1,0), ver Figura 2.1 para # = 0.4. Notemos que si # = 1 nos da la copula M,

por otro lado, si # = 0 nos da la copula W.

Como el soporte de Cy se encuentra en dos segmentos de recta, podemos encontrar una

expresion para Cy calculando el Cyg-volumen de los rectdngulos apropiados en I".

93
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Figura 2.1: Soporte de Cp 4.

Supongamos que u < fv. Entonces, el Cy-volumen del rectangulo [0, u] x [0, v] es igual al
del rectangulo [0,u] x [0,1], de donde
U= VCG([Oa u] X [Oa 1]) = VCQ([Oa U’] X [Oa UD
= C(u,v) — C(u,0) — C(0,v) + C(0,0)
= C(u,v).

Por otro lado, si u > vy u <1 — (1 —6)v. Como V¢, ([0v,u] x [0,v]) = 0, entonces
Co(u,v) = Cy(bv,v)
= Vi, ([0, 6] x [0, v])
= 6v.
Finalmente, veamos que si u > 1 — (1 — #)v, en este caso tenemos que
0= Ve, ([u,1] x [v,1]) = Cy(1,1) — Cp(1,v) — Cy(u, 1) + Cy(u, v),

ya que el rectangulo [u, 1] X [v, 1] no intersecta a los segmentos de recta donde se encuentra
el soporte de Cy. Por lo tanto, C'(u,v) = u+ v — 1. Por todo lo mencionado tenemos que,
para toda u, v, 6 en I,
u si0<u<bv<6,
Co(u,v) = v si0<bv<u<l1l—(1-0)u, (2.1)
ut+v—1 sif<1—-(1-0v<u<l.
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Figura 2.2: Copula del Ejemplo 2.1.1.

En la Figura 2.2 podemos ver la gréafica de Cj 4

Ejemplo 2.1.2. Sea 6 en I y supongamos que la masa de probabilidad esta distribuida
uniformemente en dos segmentos de recta, uno de ellos une al (0,60) con (6,0) (con masa
0) y el otro une a (6,1) con (1,6) (con masa 1 —#). Como en el ejemplo anterior, debemos

encontrar una expresion para Cy(u,v) para (u,v) en I?.

Primero veamos que si (u,v) esta en [0,0] x [, 1], entonces Cy(u,v) = u ya que
Ve, ([0, u] x [0,v]) = Ve, ([0, u] x [0,1]) = .

De la misma forma, si (u,v) esta en [0, 1] x [0, 6], entonces Cy(u,v) = v ya que
Ve, ([0, u] x [0,v]) = Vu([0, 1] x [0,v]) = v.

Si (u,v) esta en [0, 6]* con u + v > 0, esto implica que Cy(u,v) = u +v — 6 ya que

1-0 = VCO([“? 1] X [17 1])
= 09(17 1) - C@(LU) - C@(U, 1) + C@(uvv)‘
Por ultimo veamos que si (u,v) esta en [0, 1]> tenemos dos casos: si u +v < 1 — 0,
claramente Cy(u,v) = 0; si u +v > 1 — 6, entonces Cyp(u,v) =u+v — 1 ya que
0 = Ve (lu, 1] x [v,1])
= Cp(1,1) — Cyp(1,v) — Cy(u, 1) + Cy(u,v).
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Por lo tanto, para toda (u,v) en I?

max (u+v —0,0) si(u,v) € 0,6]
Co(u,v) = ¢ max (f,u+v—1) si(u,0) € [6,1)? (2.2)

M (u,v) en otro lado.

Notemos que de la ecuacion (2.2) es facil ver que Cyp = C; = W.

Ejemplo 2.1.3. Supongamos ahora que la masa de probabilidad esta distribuida unifor-
memente en dos arcos dados por u?+v? = 2u y u? +v? = 2v. Como en el ejemplo anterior,
se puede ver que si (u,v) esta en la region que esta arriba del arco superior (u? +v? = 2u)
entonces C(u,v) = u. De la misma forma, si (u,v) estd en la region que esta abajo del
arco inferior (u® + v* = 2v) entonces C(u,v) = v. Por lo tanto, si v? + v* > 2min (u,v)
entonces C'(u,v) = M(u,v). Ademas, como el soporte de la copula es simétrico respecto

a la diagonal tenemos que C' es simétrica.
Ahora supongamos que (u,v) estd por encima de la diagonal pero por debajo del arco
superior, es decir, u < v y u? + v? < 2u. Esto implica que

Ve([u,v]?) = C(v,v) — C(v,u) — C(u,v) + C(u,u) =0

y por la simetria de C' tenemos que C(u,v) = (1/2)(6(u) 4+ d(v)), donde § es la seccion
diagonal de C. Si (u,v) es tal que u? + v? = 2u, es decir, que el punto esta en el arco

superior y por la continuidad de la copula u = C(u,v) = (1/2)(d(u) + 6(v)), entonces

§(u) + 0(v) = 2u = u* + v?

2

y 6(u) = u? es solucién de esta ecuacion. Por lo tanto, C'(u,v) = min (u, v, (u? 4+ v?)/2).

Se puede demostrar que C' es 2-creciente, con lo que concluimos que C' es una copula.

2.2. Sumas ordinales

Sea W la cota inferior de Fréchet-Hoeffding. Sabemos que es una coépula singular y su

soporte es la diagonal secundaria de I?, que es el segmento de recta con pendiente —1
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que une al punto (0, 1) con (1,0). Recordemos la copula del Ejemplo 2.1.2, cuyo soporte
consiste de dos segmentos de recta con pendiente —1. Este soporte se puede ver como dos
copias del soporte de W, pero en lugar de estar en el [0, 1] estan en [0,6]% y [0, 1]%. Esta

es la idea detréas de las sumas ordinales.

Definicion 2.2.1. Sea {J; = [a;, b;]} una particion de I, es decir, una coleccion de inter-
valos cerrados que solamente se intersectan en los puntos extremos, cuya union es I. Sea
{C;} una coleccion de copulas, indexadas de la misma forma que {.J;}. Entonces, la suma

ordinal de {C;} respecto a {J;} es la copula C' dada por

, _a)O (=4 v —a : 2
C(u,v) = ai+ (b al)c@(bi —a;’ b — CLz‘) si (u,v) € J7, (2.3)
M (u,v) en otro lado.

Ejemplo 2.2.2. Veamos que la suma ordinal de {W, W} respecto a {[0,0],[0, 1]} es la
copula Cy del Ejemplo 2.1.2. Si (u,v) esta en [0, 6]?,

u v

9W(9’5

):max 0,u+v—140),

mientras que si (u,v) pertenece a [6,1]?,

u—0 v—20
1—-60'1—-46

9+(1—0)W( ):max(ﬁ,u—i-v—l).

Por lo tanto, la suma ordinal coincide con Cy.

El siguiente teorema caracteriza a las copulas que se pueden representar como suma

ordinal.

Teorema 2.2.3. Sea ' una coépula. Entonces, C' es una suma ordinal si y sélo si existe
una t en (0, 1) tal que C(t,t) = t.

Demostracién: Supongamos que existe una ¢ en (0,1) tal que C(¢,t) = t. Sean C} y
Cy dos funciones definidas como C(u,v) = C(tu,tv)/t y

Ct+ (1 —thut+(1—tw)—t

(1—1)

para toda u,v en I. Veamos que C; y Cs son copulas.

Co(u,v) =
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Primero lo haremos para C: para toda u,v en I, Ci(u,0) = 0 = C(0,v); para toda u, v
en I, Cy(u,1) = C(ut,t)/t = u ya que V([0,¢] x [t,1]) = 0; de la misma forma
C(t,vt

ya que Vo([t, 1] x [0,%]) = 0. La propiedad 2-creciente es trivial ya que si 0 < uy < wuy <1
y 0 < v <wvy <1 entonces,

Vc([tul,tUQ] X [tUl,tvg]) >0
; > U.

Ve, ([ur, ug] X [v1,v9]) =

Ahora veamos que Cs es copula. Observemos que para toda u,v en I,

C(t,t+ (1 —t)yv) —t
1—t¢

va que Vi ([0,t] x [t,1]) = 0 y como Vg ([t,1] x [0,¢]) = 0 se cumple que Co(u,0) = 0.

Ademas, para toda u,v en I,

CQ(O,U) = =0

02(1’1)) _ C(l,t +1(1——t t)’l)) —t —

Catu) = S (11__?% Dt _

Solamente falta ver que Cs es 2-creciente. Sean 0 < u; < uy <1y 0 < v < vy < 1;

entonces,

VC([t+ (1= tyus, b+ (1 — thus] x [t+ (1= oy, i+ (1 —t)UQ})
11

= Vi ([u, ug) X [v1, v]).

Por lo tanto, C; y Cs son cépulas.

Observemos que si u, v pertenecen al [0, t], entonces

C(u,v) = t01<% %)

y si u, v pertenecen al [t, 1]

C(u, v)—t+(1—t)01<u_t “_t)

1—t'1—t
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Ademas si (u,v) esta en [0,t] x [t,1], por lo visto antes, C'(u,v) = u y si (u,v) esta en
[t,1] x [0,t] entonces, C'(u,v) = v. Por lo tanto, C' es suma ordinal de {C}, Cy} respecto
a {[0,t], [t,1]}.

El reciproco es trivial, ya que si C' es suma ordinal, entonces existe un ntimero finito de
copulas C1, . .., C, tales que C se puede expresar como en (2.3); por lo tanto tenemos que

para toda i en {1,---n}

C(bi, bi) =a; + (bl. — ai)ci <b’4 —a; bi— ai)

bi—ai’bi—ai

Si U,V son variables aleatorias uniformes (0,1) con céopula C, entonces las siguientes

condiciones son equivalentes a la condicién C(t,t) = t para alguna ¢ en (0,1):
1. P[max (U,V) < t] =t para alguna t en (0, 1);
2. Plmin (U, V) < t] =t para alguna t en (0, 1);
3. Plmax (U,V) < t] = Plmin (U, V) < t| para alguna ¢ en (0, 1);

4. P[(U —t)(V —t) > 0] =1 para alguna ¢ en (0, 1).

2.3. Shuffies de M

En esta seccion definiremos los shuffles de M y veremos algunas propiedades que tienen

las copulas que se construyen mediante este método.

Definicion 2.3.1. Sean n un namero natural y {.J; = [a;, b;] }/; una particion finita de I,
donde J; es un intervalo cerrado para toda i en {1,2,--- n}. Sean 7 una permutacioén en
Sn=A{1,2,--- ,n} y wuna funcion de S,, en {—1, 1}. Entonces el shuffle de M respecto
a {J;}I-,, denotado por M(n,{J;}, 7, w), es una copula que en el rectangulo J; X Jo(;

tiene masa que se distribuye uniformemente en la diagonal para toda i en {1,2,--- ,n}.

Notemos que en un shuffle de M, n el nimero natural nos indica el nimero de componentes

conectados en el soporte del shuffle.
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Por ejemplo, si 0 <wuy <ups <1—-60,0 <vy <up+60yu+60 <wvy <1, entonces

Ve, ([ur, ug] X [v1,v3]) = PlU <up,U B0 <wvy] —PlU < up, U B <y
—P[USul,U@e§U2]+P[USU1,U@0§U1]
= uz—(vl—ﬁ)—u1+v1—0

= u2—u120

con probabilidad 1. Siguiendo un procedimiento anélogo, se demuestra que si 1 — 0 <
u <uy <1y0<w <wy <0, entonces el rectangulo [ug, us] X [v1, o] tiene Cy-volumen
positivo si y solo si el rectangulo intersecta en mas de un punto al segmento de recta que
une a los puntos (1 — #,0) con (1,60). Ahora veamos el caso cuando 1 — 0 < u; < wuy <1

y 0 <wv; <wy <1, esto implica que

Ve, ([ur, ug] X [v1,v9]) = PlU < ug, U@ 0 <vy] —PlU < up, U0 < vy
—PlU <u, UB O < vy +PlU <y, UG < vy
= u—(1—-0)+ve+60—(ug—(1—0)+v,+0) —
(up —(1=0)+va+0)+u — (1 —6)+v, +6
= 0

con probabilidad 1. Por lo tanto, el soporte de Cjy se distribuye de manera uniforme en los
segmentos de recta con pendiente 1 que unen a los puntos (0,6) con (1—6,1) y al (1—6,0)
con (1,0). Ahora daremos la formula para calcular Cy. Sean (u,v) en [0,1 — 6] x [0, 1],
entonces por el Teorema de Sklar Cy(u,v) = P[U < u,U & 0 < v] = min (u,v — 0); si

(u,v) esta en [1 —6,1] x [0,0] y por el Teorema de Sklar, nuevamente,
Cop(u,v) =P[U <u, U0 <v]=min (u+60 — 1,v);

si (u,v) estd en [0,1 — 0] x [0,0] vimos que C(u,v) = 0. Notemos que en estos casos
0 <u+wv <1, por lo tanto C(u,v) = W(u,v) = 0; por tltimo veamos que si (u,v) esta

en [1 — 6, 1] x [0, 1] entonces, por lo visto anteriormente,
Clu,v) =u—(1—0)+ve+0 =us+ vy — 1.

Ademas, en este caso tenemos que 0 < uy + vy — 1 < 1, por lo tanto C'(u,v) = W(u,v).
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En resumen, tenemos que para toda (u,v) en I

min (u,v — 0) si (u,v) € [0,1—6] x[0,1],
C(u,v) = ¢ min (u+60 —1,v) si (u,v) €[1—0,1] x [0,6],

W (u,v) de otra forma.

Por lo tanto, Cy es el shuffle M (2,{]0,6],[0,1]},(2,1), —1).

Aunque los shuffles son objetos simples, pueden ser muy ttiles. Recordemos que si X y Y
son variables aleatorias decimos que son mutuamente completamente dependientes

si existe f una funcion inyectiva tal que P[Y = f(X)] = 1.

Supongamos ahora que X y Y son variables aleatorias tales que su copula es un shuffle de
M. Entonces, como el soporte de cualquier shuffle es la grafica de una funciéon inyectiva,
entonces X y Y son mutuamente completamente dependientes (el reciproco no siempre se
cumple). En el siguiente teorema probaremos, por medio de shuffles de M, que existen va-
riables aleatorias mutuamente completamente dependientes, cuya funciéon de distribucion
conjunta se acerca tanto como queramos a la funcién de distribucién conjunta de varia-
bles aleatorias independientes con las mismas marginales. Esto, en términos de copulas,

significa que II, la copula producto, se aproxima por shuffles de M.

Teorema 2.3.3. Para toda € > 0 existe C, un shuffles de M tal que

supu7U€I|C'€(u,U) —I(u,v)| <e. (2.4)

Demostracién: Sean ¢ > 0 y m > 4/e un entero. Entonces, por el Teorema 1.1.16,
sabemos que para toda copula C' y puntos w,v,s,t en I, tales que |[u —s| < 1/m y

|lv —t| < 1/m, se cumple

1
|IC(u,v) = C(s,t)| < Jlu—s|+|v—t| < - +—<-. (2.5)

DN ™

1
m
Sea n = m? y sea {J;} la particiéon de I en n subintervalos del mismo tamaro, es decir,
Jy=10,1/n},---,J, = (1 —1/n,1]. Sea 7 la permutacion de S,, dada por

am(—-1)+k)=mk—-1)+j
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Ejemplo 2.3.2. Sean u,v en (0,1). Definamos la operacion u & v como

u—+v siutv<l1
uPv=
u+v—1 stiu+v>1.

Sean U,V variables aleatorias uniformes (0, 1) tales que V' = U @ 6 con probabilidad 1,
donde 6 es una constante en (0,1). Demostraremos que si Cy es la copula de U y V,
entonces es el shuffle M(2,{[0,6],[0,1]},(2,1),—1).

Observemos que, por el Teorema de Sklar, para toda u,v en I, Cy(u,v) = P[U < u,V <
v] = P[U < u,U & 60 < v]. Primero veamos que el soporte de Cy se distribuye de manera
uniforme en los segmentos de recta con pendiente 1 que unen a los puntos (0,6) con (1 —
0,1)yal (1—0,0) con (1, 0). Para esto notemos que si (u,v) es un punto en [0, 1—6] x [0, 6],

entonces por el Teorema de Sklar,
Co(u,v) =P[U <u, U0 <] =PH{U <u}( {U DO <0} =0
con probabilidad 1. Sean 0 < wuy <us <1 =0y us +60 <wv; <wvy, <1, entonces

Ve, ([ur, ug] X [v1,v9]) = Cy(ug, va) — Cy(ug, v1) — Cy(uy, va) + Co(uy, vy)
= P[USUQ,UEBQSUQ]—P[USU,Q,U@GSUﬂ
—PlU <u;, U@ 0 <) +PlU <uy,U DO <y

= ug—uy—uy+u =0
con probabilidad 1. Si 0 <wu; <uy <1 -0y 0 <v; <wy < uy + 6 se tiene que

VC’G([Ul,UQ} X [’Ul,UQ]) = P[USUQ,U@QSUQ] —P[USUz,U@QSUﬂ
—P[Ugul,U@HSUQ]—l—P[USul,U@ngl]
= Ug—e—(U1—0>—(U2—9)+’U1—6:O

con probabilidad 1. Para los casos en los que 0 < u; <up, <1—-0y 0 < v <wvy <1 tales
que el rectangulo [uy, us| X [vq, vo] intersecta en mas de un punto al segmento de recta que

une a los puntos (0,0) con (1 — 0, 1), el Cyp-volumen del rectangulo es mayor o igual a 0.
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para k = 1,--- . my j = 1,--- ,m. Finalmente, sea w arbitrario y definamos a C, =
M(n,{J;},m, w); el efecto que esta permutacion tiene es el de distribuir la masa de pro-

babilidad de M para que en cada uno de los n cuadrados de I? se tenga masa 1 /n.

Como V¢, ([0,p/m] x [0,q/m]) = Ce(p/m,q/m) = pg/n y Vu([0,p/m] x [0,q/m]) =
II(p/m,q/m) = (p/m)(q/m) = pg/n parap=0,1,--- ,my q=0,1,--- ,m, entonces

Ce(p/m,q/m) = Il(p/m,q/m), (2.6)

pa’ra‘p:0717"' 7myq:0717"' , M.
Sean u, v en I, entonces existen enteros py g en {0,1--- ,m} tales que |u —p/m| < 1/m
y |v —gq/m| < 1/m. Por lo tanto,
|Ce(u,v) = M(u,0)] = [Cc(u,v) — (u,v) + Cc(p/m, q/m)
+ Il(p/m, q/m) — Cc(p/m, q/m) — Il(p/m, q/m)]

< |Ce(u,v) = Ce(p/m, q/m)|
+ |Ce(p/m, q/m) — U (p/m, q/m)|
+ [II(p/m, ¢/m) — I1(u, v)]

< g + % =€,

donde la primera desigualdad sale aplicando la desigualdad del tridngulo dos veces y la
segunda desigualdad es por (2.5) y (2.6). |

El teorema anterior se puede generalizar de la siguiente manera. Sea C' una cépula cual-
quiera, entonces existen shuffles de M que aproximan de manera uniforme a C'. Por lo
tanto, si tomamos a % como el conjunto de todas las copulas con la norma del supremo,
definida en (2.4), el subconjunto de los shuffles de M es denso en %'

A continuaciéon veremos que, en algunos casos, cuando tenemos informacién sobre los
valores que toma la copula en ciertos puntos en el interior de I, las cotas de Fréchet-
Hoeffding se pueden mejorar. Para la demostracion de este teorema denotamos a la parte

positiva de & por ™, es decir, T = max (z,0).
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Teorema 2.3.4. Sea C una copula y supongamos que C(a,b) = 0 para (a,b) en (0,1)% y
0 que satisface max (a +b—1,0) < 6 < min (a,b). Entonces,

Cr(u,v) < C(u,v) < Cy(u,v), (2.7)
donde C}, y Cy son las copulas dadas por

Cy = M(4,4[0,6], 6, a], [a,a +b— 0], [a+b—0,1]},(1,3,2,4), 1)

CrL=M(4,{[0,a—¥6],[a—0,a],[a,1 —b+06],[1 —b+0,1]},(4,2,3,1),—1).

Como Cp(a,b) = 0 = Cy(a,b), las cotas no se pueden mejorar mas.

Demostraciéon: Para esta demostracion utilizaremos el hecho de que, para toda wu, v
en I,

Cy(u,v) = min (u,v,0 + (u —a)™ + (v —a)")

Cr(u,v) =max (0,u+v—1,0 — (u—a)t — (v—2a)").
Notemos que si u > a y 0 < v <1, entonces por el Teorema 1.1.16 y el Corolario 1.1.18,
0< |C(u,v) - C(CL,U)| = C(U,U) - C(CL,’U) < ’u - CL| =u—a

y si u < a entonces, por los resultados mencionados, 0 < C(a,v) — C(u,v) < a — u. Por
lo tanto,
—(CL - u)+ < C(u7 U) - C(aa U) < (U - CL)+.

Analogamente se puede demostrar que, para toda 0 < u <1,
—(b—u)" < Clu,v) = Clu,b) < (v =0)7;
en particular, para v = a —(b — u)* < C(a,v) — C(a,b) < (v —"0)". Por lo tanto
—(a—u)t = (b—v)" <Cu,v) —Cla,b) < (u—a)" + (v—-0)". (2.8)
Como C(a,b) = 0 y despejando € en (2.8), obtenemos que para toda u,v en I

—(a—uw)" = 0Ob-v)t+0<Cu,v) <0+ (u—a)" + (v—"0)".
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Ademas, por las cotas de Fréchet-Hoeffding sabemos que
CL(“’) U) < C(U,’U) < CU(U, U)v

para toda u, v en I. Como Cy(a,b) = min (a,b,0) =0y Cr(a,b) = max (0,a+b—1,0) =0,

es claro que las cotas no se pueden mejorar. [ |
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Capitulo 3
Copulas arquimedianas

En este capitulo estudiaremos una clase de copulas importantes, las copulas arquimedia-
nas. La importancia de estas clase radica en lo sencillo que es la construccién de estas
copulas y en la reduccion de dimensionalidad. Ademaés, es una clase de copulas muy gran-
de, ya que abarca una infinidad de copulas desde W hasta M, aunque M no pertenece a

esta clase. El material de este capitulo estd basado en Nelsen [17].

3.1. Definiciones

Si X y Y son variables aleatorias independientes con funcién de distribuciéon conjunta H y
marginales ' y G, respectivamente. Entonces, para toda x,y en R, H(z,y) = F(x)G(y).
Este es el tinico caso en el que la funcién de distribuciéon conjunta es el producto de
las marginales. Sin embargo, existen copulas con propiedades parecidas; por ejemplo, la

familia Ali-Mikhail satisface que para toda z,y en R

1-H(z,y) 1-F(r) 1-G(y)

Aoy  Fl@) | G (1-9) Fo) G (3.1)
Entonces,
L+ (1~ 9)%52’)” ~ [+ a-gi 2 ;(ng)} -t ;(Gygy) .

67
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Si A es una funcion tal que A(t) = 1+ (1 —6)(1 —1t)/t, para t en (0, 1], se puede demostrar
que M(H(z,y)) = MF(2))MG(y)) para x,y en (—oo,00]. Si ¢(t) = —InA(t) para t en

(0, 1], entonces para toda z,y en (—oo, o00],

o(H(z,y)) = —In (A(H(z,y)) = —In(AF(z)MG(y)))
= —InA(F(r)) —InA(G(y))

= o(F(z)) +¢(G(y)).

Finalmente, si C' es la copula que el Teorema de Sklar le asigna a H, entonces

p(C(u,v)) = p(u) +¢(v). (3.2)

Ejemplo 3.1.1. Sea Cy(u,v) = (v~ /40~ —1)~% para todo u, v en L Si p(t) = ¢t/ —1,
entonces Cy cumple (3.2) con ¢ ya que

A

o(Cy(u,v)) = ((u*1/9 4+l 1)70)—1/0 1

= ¢(u) +¢(v).

Como estamos interesados en expresiones que podamos utilizar para la construcciéon de
copulas, nos gustaria que de la expresion o(C(u,v)) = ¢(u) + ¢(v), pudiéramos despejar

a C'y tener C(u,v) = o™ (p(u) + ¢(v)), donde ¢l~1 debe ser una "inversa" apropiada.

Definicién 3.1.2. Sea ¢ una funcion de I en [0, oo], continua y estrictamente decreciente
tal que ¢(1) = 0. La pseudo inversa de ¢, denotada por =1 se define como una

funcion de [0, 00] en I tal que

A1) = () st 0 <t < p(0), (33)
0 si p(0) <t < oo

Notemos que ¢(0) puede ser finito o infinito. Por ejemplo, si ¢(x) = 1/x — 1 para toda
x en I, entonces ¢ es una funcion de I en [0, o], estrictamente decreciente, ¢(1) = 0y
©(0) = oo. Por el contrario, si p(xz) = 1 — x para toda = en I, entonces ¢ es una funcion

de I en [0, 00|, estrictamente decreciente, p(1) = 0 pero ¢(0) = 1.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.5 1.0 15 20

Figura 3.1: La grafica de p(z) = 1 — = para z en I y su pseudo inversa.

Ejemplo 3.1.3. Sea ¢(x) = 1/x — 1 para toda z en I. Por lo mencionado arriba, ¢ tiene

pseudo inversa que esté dada por

1
FUH) = o () = ——
A0 = o) = o
para toda t en [0, oo.

Ejemplo 3.1.4. Sea ¢(z) = 1 — x para toda x en I. Por lo mencionado arriba, ¢ tiene

pseudo inversa que esté dada por

- 1—t si 0<t<I1,
() =
0 si 1<t< oo

En la Figura 3.1 podemos ver las gréficas de ¢ (a la izquierda) y ¢!~! (a la derecha).
Observemos las siguientes propiedades de ¢!,

i. Si (0) = oo, entonces por (3.3) =1(t) = ¢~1(t) para toda ¢ en [0, oc], donde o~

es la inversa usual.

ii. Por la forma en que definimos a ¢[=1 es continua.
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iii. go[*l] es decreciente; para ver esto lo haremos por casos. Primero supongamos que
0 < ¢(0) <t <ty < oo, de manera que ol U(t)) = plTU(ty) = 0,51 0 < ¢, <
©(0) <ty < 00, entonces existe s; en I, tal que p(s1) = t1, por lo tanto

() = 7 (t) = 51 > 0=l 1(ty);

por ultimo, veamos que si 0 < t; <ty < (0) < 0o, entonces existen sy, $o en I tales

que p(s1) =t1 y p(s2) = ta. Como ¢ es estrictamente decreciente se cumple que

P () = 51> 82 = I (ty),

por lo tanto ¢ es decreciente, de hecho es estrictamente decreciente en [0, ¢(0)].

iv. Para toda u en I, o[™"(p(u)) = u. Si 0 < u < 1, entonces 0 < p(u) < oo; cuando

u = 0 tenemos que

P p(u)) = oTHp(0) = 97! (9(0) = 0;
si estamos en el caso 0 < u < 1, entonces ¢(0) > p(u) > ¢(1) = 0, por lo tanto
(o) = ™ (e(u) = u.

v. Para toda t en [0, o0],

oy = 0 2 0sr=R0
0(0) si p(0) <t < oo,

= min (¢, ¢(0)).

Primero supongamos que 0 < t < ¢(0), entonces p(ol"1(t)) = p(p~(t)) = t; si
©(0) <t < oo, entonces pl=1(¢) = 0, por lo tanto (=1 (t)) = ©(0).

Lema 3.1.5. Sea ¢ una funcion de I en [0, 0o], continua y estrictamente decreciente tal
que ¢(1) = 0 y sea ¢~ la pseudo inversa de ¢ definida en (3.3). Sea C una funcién de

I? en I, definida mediante

Cu,v) = ol (p(u) + ¢(v)), (3.4)

para toda u,v en I. Entonces, C satisface las condiciones de frontera de una copula.
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Demostracién:  Sean u,v en I; entonces C(u,0) = ¢4 (p(u) + ¢(0)) = 0, ya que
p(u) +¢(0) = (0) y

Cu,1) = () + (1)) = N p(w) = u

por el inciso iv de la observacion anterior. Analogamente, se demuestra que C'(0,v) =0y
C(1,v) = . |

Lema 3.1.6. Sean ¢, ™!l y C' como en el Lema 3.1.5. Entonces, C' es 2-creciente si y

sOlo si para toda v en I y para toda 0 < uy <wugp <1,

C(ug,v) — C(u,v) < ug — uy. (3.5)

Demostracion: Como

0 < Ve([ur,ug] x [v,1]) = C(ug,1) — C(ug,v) — C(ug, 1) + C(uq,v)
= uy —u; — (Clug,v) — C(ug,v)),

entonces Ve ([ug, ug] X [v,1]) > 0 es equivalente a (3.5), por lo tanto si C' es 2-creciente

(3.5) se cumple.

Ahora supongamos que (3.5) se cumple. Sean 0 < v; < vy < 1y B = [ug, us] X [v1, v3];
notemos que C(0,v2) = 0 < v; < vy = C(1,v9). Por el Teorema del Valor Intermedio,

dado que C es continua, existe t en I, tal que C(t,v5) = v;. Como
0 < C(t,v2) = o7 (o(t) + () = v <1
y ¢ es decreciente, entonces
0= (1) < (P (@(t) + ¢(v2))) = @(v1) < (0)
y por el inciso v de la observacion anterior ¢(t) + ¢(v2) = ¢(v1). También veamos que
plus) + () = (e (p(uz) + p(v2)));
sabemos por el inciso v de la observacion anterior que

(N (p(u2) + @(v2))) = min (p(uz) + ¢ (v2),(0)).
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Si p(uz) + ¢(ve) < (0), entonces se cumple lo que queremos; si @(ug) + ©(v2) > ¢(0),

como =1 es decreciente esto implica que

0 < el (p(uz) + p(v2)) < 7 ((0)) = 0,

por lo tanto =1 (p(uy) +¢(vs)) = 0y en este caso también se cumple lo que queremos. De

manera similar se puede demostrar que ¢ (u;)+p(v2) = ©((@(u1)+p(v2))). Entonces,
Clug, 1) = Clur,v1) = 97 (p(us) + @(01) = ¢ (ur) + p(v1))
= ¢ (p(ua) + 9(t) + p(v2)) — @I ((u2) + () + p(v2))
P (p(Cluz, v2)) + (1) — @7 ((0(Clun, v2)) + (1))
= C(Clug,v2),t) — C(Clur, v2),)
< Clug,vg) — C(ug,ve). (3.6)

La ultima desigualdad se debe a (3.5). De (3.6) se sigue que Vo (B) > 0, por lo tanto C'

es 2-creciente. [ |

Antes de seguir, vamos a definir lo que es una funcién convexa y a demostrar algunas

propiedades.

Definicién 3.1.7. Sea f una funcién de R en R, decimos que f es convexa si para toda

t en Iy para toda z,y en R, se cumple que

fltz+ 1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y) (3.7)
y f es medio convexa si (3.7) se cumple para t = 1/2.
Proposicion 3.1.8. Sean a,b en R y f una funcion de [a,b] en R, continua. Entonces, f

es convexa si y solo si f es medio convexa.

Demostracion: Si f es convexa entonces f es medio convexa, esta implicacion es

trivial.

Supongamos que f es medio convexa. Sean a < x <y < by 0 <t < 1. Por demostrar

que

fltz+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —t)f(y).
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Sit=006t=1, es trivial, por lo que podemos suponer que 0 < ¢t < 1. Definamos a

g(t) = f(te + (1 =t)y) = tf(z) — (1 =) f(y);

como f es continua, es claro que g también lo es. La demostracion la haremos por contra-
diccion. Supongamos que existe una 0 < t < 1 tal que g(¢) > 0, sean My = maxo<t<19(t) >
0yty=inf {0 <t <1|g(t) = My}; entonces existe § > 0 tal que [to—0d, tp+d] C [0, 1]. Sean
2= (to—0)z+(1—to+d)yy y = (to+d)x+(1—te—0)y, por lo que (2+7)/2 = tox+(1—to)y.

Como f es medio convexa se cumple que

o+ =l = £(737)
1., 1. .
< Sf@)+5f) (3.8)

- %f((to—é):c—l-(l—to*‘@y) +%f<<t0+5>x+(1_t0_5)y>'

Sea € > 0. Como ¢ es continua existe una d, > 0 suficientemente pequena tal que si d < d,,

entonces

g(to) — g(to — 9) = |g(to) — g(to —9)| < e

g(to) — g(to +6) = [g(to) — g(to +90)| < e

Entonces, por la eleccion de ty y (3.8) tenemos que

My = g(to) = f(tor+ (1 —1to)y) —tof(z) — (1 —t0)f(y)

< {1t o) - 0= 0@ - 1 -+ 0)f
+f((to+6>x+(1—to—6)y)—(to+5)f(:v)—(1—to—6)f(y>}+e

= %(g(t0—5)+g(to+5))—l—e

< M0+ €. (39)

Como (3.9) se cumple para toda € > 0, entonces si € tiende a 0 llegamos a una contradic-

cion. Por lo tanto, g(t) < 0 para toda 0 < t < 1y esto implica que f es convexa. |
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Proposicion 3.1.9. Sean a,ben Ry f una funcion de [a, b] en R, continua y estrictamente

decreciente. Entonces, f es convexa si y solo si f~! es convexa.

Demostraciéon: Sean ¢ = f(a) y d = f(b). Como f es estrictamente decreciente,
entonces f~! es estrictamente decreciente ya que si existen z < y tales que f~!(z) <
f~Yy), entonces z = f(f~(z)) > f(f'(y)) = y, que es una contradiccion. Si f es

convexa entonces, para toda z,y en [a,b] y para toda t en I, se cumple que

flz+ 1 =t)y) <tf(x)+ (1 —-1)f(y),

pero esto ocurre si y solo si

FH e+ (A =t)y) > fH(tf () + (1= 1) f(y)).

Entonces
fHte+ (1 =t)g) <tf~H2) + 1 -8 f(9),

donde # = f(x) y § = f(y), por lo tanto f~! es convexa. [ |

Proposiciéon 3.1.10. Sea f una funcion de J en R, convexa, con J un intervalo de la
forma [a, b], donde a, b estan en R. Si ¢t < u < v, donde ¢, u,v estan en J, entonces
<

flw) = f(t) 1) = f) _ flv) = f(w),

u—t - v—1 v —U

(3.10)

Ademas, las derivadas por la derecha y por la izquierda de f siempre existen en (a,b), al
igual que f'(a®) y f'(b7).

Demostracion: Sea A = (v —u)/(v —t), entonces 0 < A< 1, 1 = A= (u—1t)/(v—t)
y At + (1 = Nv = (vt —ut +uwv —tv) /(v —t) = u. Como f es convexa, entonces

flu) = fOt+ (1= XNo) < Af(t) + (1= A)f(v)
- u)I) (=)

v—t v—t

Y

pero esto ocurre si y sélo si

(0 =1)f(w) < (v—u)f(t) + (u—1)f(v). (3.11)
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Si en la desigualdad (3.11) restamos (v — t) f(¢) obtenemos

fw) = () _ f0) =10

u—t v—t

La otra desigualdad de (3.10) ocurre si y solo si (v—u)(f(v)—f(t)) < (v—t)(f(v)—f(w));
cancelando términos nos queda que (v —t)f(u) < (v —w)f(t) + (u —t) f(v), pero esto es
(3.11), por lo tanto (3.10) se cumple. Sea u un nimero en el interior de J y h > 0 tal que

u—h, u+ h estan en J; utilizando (3.10) con t = u — h < u < u + h = v entonces,

flu) = flu=h) _ fluth) = flu=h) _ fluth) - f)
h - 2h - h '

(3.12)

Ahora tomemos a 0 < hy < hy tales que u + hy,u + hy estan en J; aplicando nuevamente

(3.10) para u < u + hy < u+ hy sabemos que

flu+hy) = fu) < fu+hg) — f(u)
hl - hg ’

(3.13)

Sea g(h) = (f(u+h) — f(u))/h tal que h > 0 y u+ h estd en J. Por (3.13) sabemos que
si 0 < hy < hg se cumple que g(hy) < g(hy) y esta acotada por abajo, entonces

limy,jog(h) = f'(u™)

existe en [a, b).

Siguiendo el mismo procedimiento con u — hy < u — hy; < u, se demuestra que el limite
por la izquierda existe. Por lo tanto, para toda u en el interior de J, tenemos que f'(u™)

y f'(u™) existen, son crecientes en [a, b) y (a, b], respectivamente, y ademas, f'(a™) existe
o f'(a™)=—o0y f(b7) existe o f'(b7) = oc. |

Utilizando las Proposiciones 3.1.8 y 3.1.9, podemos demostrar el siguiente resultado. La
Proposicion 3.1.10 se necesita mas adelante.

Teorema 3.1.11. Sean ¢, p!"Y y C' como en el Lema 3.1.5. Entonces, C' es una copula

si y s6lo si ¢ es convexa.
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Demostracién: Sabemos por el Lema 3.1.5, que sin importar si ¢ es convexa o no,
C siempre cumple las condiciones de frontera. Por lo tanto, basta demostrar que C' es 2-
creciente si y solo si ¢ es convexa, pero por el Lema 3.1.6 esto es equivalente a demostrar

que C' cumple (3.5) siy sblo si ¢ es convexa.

Primero supongamos que C' cumple (3.5), es decir, para toda 0 < u; <wuy < 1ywvenl

C(ug,v) — C(ug,v) < ug — uy; pero esto ocurre si y solo si

wr + o (o (uz) + 9(0) < up + @ () + o (v)).

Sean a = ¢(u1), b = p(uz) y ¢ = p(v). Como ¢ es estrictamente decreciente, entonces

a=(u) > p(uz) =by c=(v) > 0. Por lo tanto,
e (@) + U0+ ¢) < U B) + (0 + ). (3.14)

Sean 0 < s <t < oo talesque a = (s+1t)/2>s=byc=(t—s)/2 >0, entonces por

(3.14)
s+t s+t ) )
@ ”( 5 )+90[ ”( 5 )Sso[ U(s) + 1),

(1] [—1]

por lo tanto

Como ¢[~Y cumple (3.15), entonces es medio convexa y como es continua, por la Pro-
posicion 3.1.8 =1 es convexa. Aun mas, dado que ™! es estrictamente decreciente,

entonces por la Proposicion 3.1.9, ¢ es convexa.

Reciprocamente, si ¢ es convexa entonces, por la Proposicion 3.1.9, ¢~! es convexa. Sean
a,b,cenTItalesquea > by~ = (a—b)/(a—b+c). Entonces, 0 <y < 1y 1—vy = ¢/(a—b+c).

Ademas, se tiene que
(I=yb+vatc)=a y yw+(1—-7)(atc)=b+c
Por la convexidad de ¢l[~!, entonces tenemos que

Pa) = TN =) +7e N (a+0))
(1 =) (0) + v (a +¢) (3.16)

IN
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e +c0) = oAb+ (1 =) (a+ )
< (1= (a+c) + v (). (3.17)

Sumando (3.16) y (3.17) llegamos a
PN+ pa) = o a+ o)+ (),

que es (3.14), por lo tanto C' es copula. |

Si C es una copula tal que, para toda u,v en I, C(u,v) = " (p(u) + ¢(v)), donde
¢ es una funcion de I en [0, 00|, continua, convexa y estrictamente decreciente tal que
(1) = 0, entonces decimos que C' es una cépula arquimediana y ¢ es su generador.
Si ¢(0) = oo decimos que el generador es estricto y a C' la copula que genera se le llama

copula arquimediana estricta.

Ejemplo 3.1.12. Sea ¢(t) = —In(t) para t en I. Como ¢(0) = —In(0) = oo, entonces ¢

es un generador estricto. Atn més, =1 (t) = ¢7!(t) = e~ y por (3.4) genera a

Clu,v) = o () + ¢(v))

— (= (=In(u)=In(v)))
_ e(ln(u)—i—ln(v))
= w = Il(u,v).

Por lo tanto, II es una copula arquimediana estricta.

Ejemplo 3.1.13. Sea o(t) = 1 —t para t en I. Entonces, o[1(#) =1 —t para 0 <t < 1
y 0 para t > 1, es decir, ¢[(t) = max (1 —¢,0). Nuevamente, por (3.4) ¢ genera a

Clu,v) = o p(u) +p(v))
= max (1 - (1 —u+1—v),0)
= max (u+v—10) = W(u,v).

Teorema 3.1.14. Sea C' una copula arquimediana con generador ¢. Entonces,
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i. C es simétrica, es decir, C'(u,v) = C(v,u) para toda u,v en 1.

ii. C es asociativa, es decir C(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)) para toda u,v,w en I.

iii. Si ¢ > 0 entonces, cp también es un generador de C.
Demostracion:
i. Claramente C' es simétrica ya que para toda u,v en I,
Clu,v) = " (p(u) + ¢(v) = ¢ p(v) + p(u) = C(v,u).
ii. Sabemos que, para toda z,y en I,

o(x) +o(y) si plz)+ey) < p(0)
©(0) sio(x) +@(y) > ¢(0).

por lo que demostraremos la asociatividad de C' por casos. Sean u, v, w en I; primero

ol (e(x) + oy))) = {

supongamos que ¢(u) + ¢(v) < p(0) y ¢(v) + p(w) < p(0), entonces
C(Cu,v)w) = ¢ (o(e (o) + 0(0))) + plw))
= () + o(v) + p(w))

= (oW + ¢ (P 0) + o)) )
= C(u,C(v,w));

ahora supongamos que p(u) + ¢(v) > ©(0) y p(v) + p(w) < ¢(0), entonces
C(Cuv),w) = (o () + o(0)) + p(w))

= @ 7(p(0) + p(w)) = 0,

ya que 4(0) + p(w) > p(0) y también
Clu,C(o,w)) = ¢ (plu) + (¢ (0(0)) + p(w)))

= (o) + p(0) + p(w)) =0,
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1il.

ya que
p(u) + ¢(v) + p(w) = p(u) + ¢(v) > ¢(0);

el caso p(u) + p(v) < (0) v p(v) + @(w) > ¢(0) es analogo al anterior; por tltimo
supongamos que ¢(u) + ¢(v) > p(0) v p(v) + ¢(w) > ¢(0), entonces

C(Cu,v),w) = (o (o) + o(0)) + plw))
= o 7(p(0) + p(w)) = 0,

ya que ¢(0) + p(w) > ¢(0) y también

Clu,Co,w) = ¢ (p(u) + o (¢ (p(0)) + 9 (w)))
= o Hp(u) +¢(0)) =0,

ya que p(u) + ¢(0) > ¢(0). Por lo tanto, C'(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)) para toda

u,v,w en I

Sea ¢ el generador de C, una copula; entonces ¢ es una funcion de [0, 1] en [0, o],
continua, convexa, estrictamente creciente y tal que ¢(1) = 0. Sea ¢ > 0 y definamos
a (t) = cp(t) para toda t en I; entonces 1 es una funcion continua, estrictamente
decreciente, (1) = cp(1) =0y 1(0) = cp(0). Ahora veamos que 1 es convexa. Sea
0< A<1yu,venl, entonces

Y(tu+ (1 —t)v) = cp(tu+ (1 —t)v) < cftp(u) + (1 —t)p(v))
= t(u) + (1= 1)(v),
por lo tanto 9 es generador de una cépula arquimediana Cy. Por altimo veamos

que v también genera a C, es decir que Cy, = C'. Para esto notemos que, para toda
0<t< o0,

P = (o))
pl(t/e) si 0t < (0) = cp(0)
0 s 0(0) = ep(0) < £ < oo
)
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Entonces, para toda u,v en I, C(u,v) = o7 (o(u) + o(v)) = (@ (u) + ¥ (v)).
Por lo tanto, 1 genera a C, es decir, el generador de C' es tnico salvo constantes

positivas.

Ling [12], demuestra que el inverso del Teorema 3.1.14 también se vale. El dual del resul-

tado principal de su articulo se enuncia de la siguiente manera.

Teorema de Ling 3.1.15. Sean J = [a,b] para —o0 < a < b < oo y S una funcion de
J x J en J, asociativa, continua, creciente tal que S(b,x) = z para toda x en J y para
toda x en (a,b) se cumple que S(z,z) < x. Entonces, existe f una funcion estrictamente

decreciente y continua de J en [0, 0o] tal que
S(a,y) = FEU(f(2) + fy))-

Si tenemos C' una copula asociativa tal que dc(u) < u, para toda u en (0, 1), entonces
cumple las hipoétesis del resultado anterior con a = 0 y b = 1. Por el Teorema de Ling, C'

es arquimediana.

Proposicion 3.1.16. Sea C' una copula arquimediana y dc la seccion diagonal de C.

Entonces, para toda 0 < u < 1, d¢(u) < u.

Demostracion: Sean ¢ el generador de C'y 0 < u < 1. Como ¢ es estrictamente
creciente en (0, 1), sabemos que 0 = ¢(1) < ¢(u) < ¢(0), entonces p(u) < 2¢(u). Para
demostrar el resultado lo haremos por casos. Primero supongamos que ¢(0) < 2¢(u);

entonces ¢l (2p(u)) = 0, por lo tanto
oc(u) = o1 (20(u)) =0 < u.

Si p(0) > 2¢(u), entonces como @l~! es estrictamente decreciente en [0,¢(0)], por el

inciso iii de la observacién anterior se tiene que

eI (20(w) = ¢ (20(u) < ¢ (p(u) = u;
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por lo tanto

do(u) = (20 (u) < 9™ (p(u) = u.

Con este resultado es trivial demostrar que M no es una cépula arquimediana como lo

veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.17. Sea M la cota superior de Fréchet-Hoeffding. Por demostrar que M es
una copula asociativa pero no arquimediana. Primero veamos que M es asociativa. Sean

u,v,w en I; entonces

M (u, M (v,w)) = min (u, M (v,w)) = min (u, min (v,w))

por lo tanto M es asociativa.

Ahora veamos que por la Proposicion 3.1.16, como dy(u) = M (u,u) = u para toda u en

I, entonces M no es arquimediana.

3.2. Propiedades fundamentales

Si C es una copula y u esta en I, las C-potencias de u, denotadas por ug, se definen
. N .0 n+l __ 1
recursivamente de la siguiente forma: ul = 1y up™ = C(u,ug). Notemos que uj =

C(u,ud) = C(u,1) = uy por lo tanto uZ = C(u,us) = C(u,u) = do(u).

Recordemos que el axioma arquimediano de los ntimeros reales positivos nos dice que si
a,b son nimeros reales positivos, entonces existe n un nimero entero tal que na > b. El
siguiente teorema nos demuestra una propiedad de las copulas arquimedianas. La razon

de que se llamen arquimedianas es precisamente esta propiedad.

Teorema 3.2.1. Sea C una cépula arquimediana con generador ¢. Entonces, para toda

u,v en el intervalo (0,1), existe n > 1 tal que ug < v.
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Demostracién:  Sean u,v en (0, 1); primero veremos que u?, = ¢l (np(u)) y lo hare-

mos por induccién. El caso base, n = 2, se cumple ya que

ug = Clu,u) = o () + p(u) = o (20 (u)).

Ahora supongamos que se vale para n — 1, con n > 3, es decir, uly " = @71 ((n — 1)p(u)).

Por demostrar que u? = ¢ (np(u)). Por la definicion de C-potencia de u y por la

hipotesis de induccién tenemos que
n o __ n—1
Uc = O(U, U )

= o)+ (¢ (- Det) ) (3.18)

Si (0) = oo, entonces ¢!~! es igual a la inversa usual. Asf, por (3.18),
no_ [—1] -1
R ORI O )
S CORYCERE )

= o (nso(U))-

Sin embargo, si ¢(0) < oo tenemos dos casos mas. Cuando

(n—1Dp(u) <p0) vy (n—1)p(u) > p(0).

En el primero de los casos, como

(¢ ((n = Do) ) = (0= 1p(u),

sustituyendo esto en (3.18) concluimos que u? = =1 (ny(u)). En el segundo caso, como
=@

e (e ((n = 1)e(u))
que

(0), sustituyendo en (3.18) y por la Definicion 3.1.2 tenemos

ugs = o (p(u) + ¢(0)) = 0. (3.19)

Ademas tenemos que ng(u) > (n — 1)¢(u) > ¢(0); entonces por la Definicion 3.1.2 se

cumple que
P (ng(u)) = 0. (3.20)
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Por (3.19) y (3.20) se concluye la induccién.

Como ¢ es decreciente, sabemos que

0=¢p(1) <pu) <p0) v 0=9p(1)<p) <p().

Si ¢(0) < oo, existe N en N tal que para toda n < N se tiene que np(u) > ¢(0),
y entonces 0 = ug < v. Cuando ¢(0) = oo, la pseudo inversa coincide con la inversa
usual y, aplicando la propiedad arquimediana de los niimeros reales, existe n en N tal que

ne(u) > ¢(v). Como ¢! es decreciente, entonces

ugy = o~ (np(u) < ¢ ' (p(v) = v.

Recordemos que si C' es una copula, los conjuntos de nivel se definen como
{(u,v) € | Clu,v) =t}

para toda t en I. Cuando C' es una copula arquimediana con generador ¢ y t > 0, entonces
el conjunto de nivel son los puntos tales que t = =1 (p(u) + ¢ (v)), pero esto es lo mismo
que las curvas de nivel p(t) = p(u)+¢(v). En general, las curvas de nivel las escribiremos

como v = L;(u), donde

Li(u) = o (p(t) — o(u) = ¢~ (o(t) — o(u)).

La ultima igualdad se vale porque 0 < v < 1 y como ¢ es decreciente entonces,

Para t = 0, {(u,v) € I? | C(u,v) = 0} es el conjunto cero de C, denotado por Zc.
En muchos casos Z¢ = ({0} x I) U (I x {0}). Para otros casos Z¢ tiene area positiva.
Para estos conjuntos cero, a la curva limite, p(u) + ¢(v) = ¢(0), es decir, v = Lo(u), se

le conoce como curva cero de C.

Ejemplo 3.2.2. Sea (' una copula arquimediana tal que para toda u,v en I,

C(u,v) =max (1 —{(1 —u)’+ (1 —v)*}0).
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Si0 <t < 1, en este caso las curvas de nivel son circunferencias (1—¢)? = (1—u)*+(1—v)?%.
Cuando t = 0, la curva limite est4 dada por 1 —{(1—u)*+ (1 —v)?} = 0, pero esto ocurre
siysolosil=(1-u)?+(1—v)? que es laecuacién de un circulo con centro en (1,1) y

radio igual a 1.

Teorema 3.2.3. Sea C' una céopula arquimediana. Entonces, las curvas de nivel de C' son

convexas.

Demostracion: Sea ¢ el generador de C'. Sabemos que para toda 0 <t < 1 las curvas
de nivel estdn dadas por v = Li(u) = ¢ 1 (o(t) — p(u)). Veamos que L; es medio convexa.

Como ¢ es una funcion convexa entonces,
Uy + U P(u1) + (u2)
o0 - o( 13" 2 ey - H

= . (3.21)

Swlﬁwo—wmn;ww—wwm]
< 5|0 - plw) + e 00 - ()]
_ Li(u1) + Lyi(us)

L)

Por lo tanto, L;(u) es medio convexa. Como L;(u) es continua y medio convexa, entonces

por la Proposicion 3.1.8 L;(u) es convexa. |

El siguiente resultado nos da la C-medida de las curvas de nivel de una céopula arquime-

diana.

Teorema 3.2.4. Sea C' una copula arquimediana con generador ¢.
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i) Si0<t<1,laC-medida de p(u) + ¢(v) = ¢(t) esta dada por

1 1
(75~ 7) 52

donde ¢'(t7) v ¢/(t7) son las derivadas por la izquierda y por la derecha de ¢(t),

respectivamente. En particular, si ¢/(t) existe, entonces la C-medida es 0.

ii) Si C no es estrictamente decreciente, entonces la C-medida de p(u) + p(v) = ¢(0)

es

(3.23)

por lo tanto es 0 cuando ¢'(07) = —oc.

Demostracién: Como ¢ es convexa, entonces por la Proposicion 3.1.10 ¢/(¢7) existe
en (0,1] y ¢/(t7) existe en [0,1). Sean 0 <t < 1y 0 < w = ¢(t) < »(0). Sea n un niamero
natural fijo, y consideremos la siguiente particion del intervalo [t, 1]. Primero tomemos la

particion regular de [0,w], {0,w/n, ... kw/n,...,nw/n} y definamos a
t=ty<t,<..<t,=1,
donde t,,_j, = =Y (kw/n), paratoda ken {0,1,...,n}. Ademas, para toda j en {0,1,...,n},
(1)) = ptn—n-s) = p(¢7 (0 = fw/n)) = (n = jlw/n.

Entonces, para toda j, k en {0,1,...,n} se cumple que

Cltj,tr) = 90[_1]<90(tj)_90(tk)>

[_1]<n—j n—k )

© w — w

n n

gp[_l] <w+—n_j_kw).
n

En particular C(t;,t,—;) = ol (w) = t. Sean Ry = [tr_1,tk] X [tn_t,tn_r+1) para toda k

en {1,...,n} y S, = U,_, Rr. Ademaés, si k estd en {0,1,...,n}, como ¢ es convexa y
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por (3.10) con (n — k — 1)w/n < (n — k)w/n < (n — k + 1)w/n, entonces

n n n n

por lo tanto

0<ti—tg<trb—t, < - <t —th1=1—1,1.

Ademas, por la continuidad de ¢ sabemos que

limy—oo(1 = tp1) = 1 —lim,_op™(w/n)
= 1 — o (lim,_sw/n)
= 1-¢0)
= 1-1 = 0

Por lo tanto, la C-medida de la curva ¢(u) + ¢(v) = ¢(t) esta dada por lim, .. Ve(S,).

Si k esta en {1,...,n} entonces,

Vo(Re) = Cltestn——1)) — Otk taei) — Ctp—1, tn—(o—1)) + C(tr—1,tn—r)
= Cltr, th—-1)) =t =t + C(tp-1,tn_k)

_ [gp[u (w 4 n—(k—1)—(n— k>w> . ga[*l](w)

n

—[so[”(w) — ™ <w+ n-k-(n-k+ 1)w>_

n

= <w + %) — ! (w)] - [so[” (w) — o (w - %)] ,

lo que nos dice que Ve(Ry) no depende de k. Entonces,

Vo(Sa) = > Ve(Ry) = nVe(Ry)
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y por lo tanto

P w+w/n) — (W)

lim, ., Ve(S,) = w[limnqoo

w/n
Lo ) e — /)
noee w/n
1 |
- L/@—) - w’(ﬁ} | (324)

Finalmente, como w = ¢(t), entonces de (3.24) se sigue (3.22).

Si C no es estricta y t = 0, entonces 0 < ¢(0) < oo y C(u,v) = 0 sobre Z¢ el conjunto

cero. Entonces, para toda k en {1,...,n},
Ve(Ri) = Clte taorsr) = ¢ Nw —w/n).

Ademaés, en este caso w = ¢(0) por lo que p~(w) = ©[~U(x(0)) = 0. Con todo esto,

como
Vo(Sn) =Y Ve(Ri) = nel™(w — w/n),
k=1

entonces

P w—w/n) — (W)
—w/n

lim, . Ve(S,) = lim, o —w

= —wpl (W)
_ p(0)
¢'(07)

Ejemplo 3.2.5. Sean 6 en (0, 1] y ¢y la funcion lineal por pedazos en que une a (0,2 —60)
con (0/2,1—6/2)ya(0/2,1—0/2) con (1,0), es decir,

2-0)—t(2-0)/0 si 0<t<0/2
1—t si 0/2<t<1.

wo(t) =
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Sea Cjy la copula arquimediana generada por . Como ¢j(t) = (0 —2)/0si 0 <t <6/2
y op(t) = —1si 0/2 <t <1, la Cp-medida de la curva de nivel py(u) + pp(v) = g(0/2),
esta dada por (3.22) ya que 0 < 6/2 < 1; entonces la Cy-medida es

1 1 1 1
WO\ o - so'e(e/zﬂ] R [W ) —_1]
= 1-0.

Por otro lado, que la Cyp-medida de la curva cero esta dada por (3.23) y es

po(0) _(0-2)0 _,

(0 (0-2)

Observemos que, como ambas medidas suman 1, las copulas arquimedianas de esta familia

son singulares y el soporte de Cjy es

{(u,v) € Plo(u) + ¢(v) = ©(0/2) 0 p(u) + p(v) = ¢(0)}.

Ademas, si 0 = 1, entonces Cy = W, ya que p1(t) =1 -ty Cop+ = limyg_oCy = W.

De hecho, si ¢ es generador de una copula arquimediana C' y es lineal por pedazos,

entonces C' debe ser singular.

Teorema 3.2.6. Sea C' una copula arquimediana generada por ¢. Sea K¢ (t) la C-medida

de {(u,v) € I*|C(u,v) < t}, o equivalentemente, del conjunto

{(u,v) € Plp(u) + (v) > o(t)}.

Entonces, para toda t en I,

(3.25)

Demostraciéon: Sea () <t < 1yw = ¢(t). Sea n un nimero natural fijo y consideremos
las particiones de [t, 1] y [0,w] como en el Teorema 3.2.4. Sean R; el rectangulo [tx_1, tg] ¥
0,tn—k11] v S;, = Uj_; Rj- Con un procedimiento analogo al del Teorema 3.2.4, K (t)
esta dado por la suma de la C-medida de [0, ¢] x Iy lim,, .o,V (S},), pero Ve ([0, xI) = ¢,
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por lo tanto K¢ (t) =t + lim, oo Ve (S)). Si k estda en {1,...,n},

Vo(R,) = Cltktn—g—1)) — C(tr,0) — Ctp—1, tn—x—1y) + C(tx-1,0)
_ gp[_”<w+n_k_<n_k+1)w> Ly

n

y entonces,

Vo(S,) = > Ve(Ry)

Por lo tanto,

Ko(t) = t+lim,_.oVe(S))
[w () = ¢ w/n)]

= t—wlim,_

= t— ()W)

e(t)

G

Sit = 0 esto también es valido y sit = 1 entonces K¢ (1) = 1, por la definiciéon de K¢ (t). B

Corolario 3.2.7. Sea C una copula arquimediana generada por ¢. Sea K((s,t) la C-

medida del conjunto {(u,v) € I*|u < s, C(u,v) < t}. Entonces, para toda s, en I,

s si s<t

K (s, t) = o) = p(s) P (3.26)

Demostracion: Si s < ¢, entonces

{(u,v) € Plu < s, Clu,v) <t} ={(u,v) € I*|lu < s};
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por lo tanto K. (s,t) = Vo({(u,v) € I*|u < s}) = 5. Cuando s > t,si 2 = ¢(s) y w = p(t),
como ¢ es decreciente entonces z < w. Si particionamos [¢, s] en lugar de [¢,1] v [2,w]
en lugar de [0,w|, como en los Teoremas 3.2.4 y 3.2.6, entonces para k en {0,1,...,n},
tnk = U (z 4+ k(w—2)/n),donde t =ty < t; <...<t, =s. Lo demas es andlogo al
Teorema 3.2.6. |

Un caso especial de las copulas arquimedianas es cuando ¢, el generador, es dos veces

diferenciable, es decir, para 0 < t < 1 se tiene que ¢'(t) < 0y ¢"(t) > 0. Si C es una

copula arquimediana absolutamente continua y ¢, el generador, es dos veces diferenciable.

Entonces, por el Teorema de Sklar, existe H una funciéon de distribucién conjunta cuya
funcion de densidad esta dada por la funcién

_P(C(u, )¢ (W) (v)

¢'(Clu,v)®

Ejemplo 3.2.8. Sea § en [—1,0) y sea wp(t) = (¢ —1)/6. A {Cp}oe[-1,0), donde Cy esté

generada por ¢y, se le conoce como la familia Clayton de cépulas arquimedianas.

(3.27)

Notemos que si # = —1 entonces ¢_1(t) = 1 — ¢, por lo que C_; = W. Ademas, si
—1 < 6 < 0, entonces ¢p(t) = —t=971. Si ¢ tiende a 0, entonces la derivada de ¢ se va a

—00, es decir, ¢}(0") = —o0, y py(t) = (0 +1)t7972 >0, yaque 0 <  + 1 < 1. Como
0 < 09(0) = —1/6 < o0,

para —1 < 6 < 0, entonces g N0 es un generador estricto para toda 6 en [—1,0). Por
lo tanto, {Cg}ge[,l,o) son absolutamente continuas aunque ¢y no es estricto para toda 6
en [—1,0). En la Figura 3.2 podemos ver la grafica de ¢_; (linea continua) y ¢_g5 (linea

discontinua).

Ejemplo 3.2.9. Sean 6 en [1,00) y y(t) = (1—1)?. Sea {Cy}oe(1,00) una familia de copulas
arquimedianas, donde Cy esta generada por y. Primero notemos que W pertenece a esta
familia de copulas ya que ¢;(t) = (1 —t), es el generador de W. Ademaés, como ¢y(0) =1
para toda 6 en [1,00), entonces ¢y no es un generador estricto. Como o} (t) = —0(1—1)%~1
para toda € en [1,00), entonces por el Teorema 3.2.4 la Cy-medida de la curva cero esta

dada por
—9(0) _ —1
©p(07)  limyo(—0)(1 — )"

L
-
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Figura 3.2: Generadores de la familia Clayton.

Si 0 esta en (1,00), entonces la Cy-medida de la curva cero es menor a uno, y por lo tanto

Cy tiene parte absolutamente continua y parte singular.

Ejemplo 3.2.10. Sea

1-0
1+6

Co(u,v) = M(u,v) + (uv)/=9 (1 — [max (u, v)]*(”@)/(l*e))’

donde 0 <6 <1. A {09}96[071] se le conoce como la familia Raftery de coépulas. Esta
no es una familia de copulas arquimedianas. Esto se puede ver, ya que para C; = M y en

el Ejemplo 3.1.17 vimos que M no es arquimediana.

Teorema 3.2.11. Sean U,V variables aleatorias que se distribuyen uniformemente en el
intervalo (0, 1), con distribucién conjunta C, que es una copula arquimediana generada

por . Sea H la funcion de distribucion conjunta de
S=eU)/(pU)+¢(V)) y T=CUV).

Entonces H esta dada por H(s,t) = sKc(t) para toda s,t en I. En otras palabras, Sy T

son independientes y S se distribuye uniformemente en el intervalo (0, 1).

Demostraciéon: La demostracion la haremos solamente para el caso cuando C' es ab-

solutamente continua. Sea h(s,t) la funcion de densidad conjunta de S y T, dada por

h(s,t) =

0°Cu,v) ‘a(u,v) (3.28)

Oudv J(s,t)
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donde 9*C'(u,v)/Oudv esta dada por (3.27) y d(u,v)/d(s,t) es el jacobiano de la trans-
formacion ¢(u) = sp(t), p(v) = (1 — s)p(t). Dado que

o(T) = (N p(U) + (V) = o(U) + o(V),

entonces S = p(U)/p(T) vy esto despejando nos queda que ¢(U) = Se(T); por lo tanto
U = o7U(Sp(T)). Ademas, como ¢(V) = o(T) — ¢(U), sustituyendo nos da (V) =
(1 — S)(T); por lo tanto V = @l=1((1 — S)p(T)). Para calcular el jacobiano primero

calculemos las derivadas parciales de las transformaciones, que son :

ou (1)
ds ¢ (e (s(1)))
ou s¢'(t)
ot o (o (sp(t)))
o —o(t)
Js ¢ (1 = s)p(t)))
o _ (1 —s)¢(t)
ot @ (1 = s)p(t)))
de donde
Ouv) _ (1=s)p)e'(t) | se(t)e'(t
d(s,1) @' (u)¢'(v) @' (u)¢'(v)
p(t)¢'(t)
S =" (8.29)

Por lo tanto,

Crrewew ., [oew]l [ e
H@“‘AA‘?@T@“‘4ywaM”P MJ'

La ultima igualdad se debe a que ¢(0)/¢'(0) es la C-medida de la curva cero y como C'

es absolutamente continua vale cero. [ |
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Teorema 3.2.12. Sea C' una coépula arquimediana con generador . Entonces, para casi

toda u,v en I, se cumple que
0C (u,v) 0C (u,v)
"(u)—"1—% = ¢ (v)——"+=. 3.30
O CL L (3.30)
Demostracién: Como ¢ es convexa, entonces ¢’ existe para casi toda u en (0,1).
También sabemos por el Teorema 1.1.19 que 9C(u,v)/0u y OC(u,v)/0v existen casi en
todos lados para u,v en I. Ademas, ¢(C'(u,v)) = ¢(u) + ¢(v) y, por la regla de la cadena,

02D — gy y g0 2 - i)
Entonces,
H(Clu, U))anZ, v) 80((97;@], v) ) GCSZU)
y
H(Clu, U»@C’gjj, v) aC(((;;, v) _ SO,(U>8C§;, v)
Por lo tanto,
0C (u,v) 0C (u,v)

w/(U)T = SOl(U)T

Si C' es una copula asociativa tal que dc(u) < u para toda u en I, entonces (por el Teorema
de Ling) C' es una copula arquimediana. En el siguiente ejemplo veremos una aplicacion

de este teorema, para encontrar al generador de dicha copula.

Ejemplo 3.2.13. Sea f en [—1,1] y Cy(u,v) = uv/(1 —0(1 —u)(1—v)). A {Cy}oci-11] se
le conoce como la familia de cépulas Ali-Mikhail-Haq. Se puede demostrar que son
asociativas y que, para toda u en I, dc(u) < u, es decir, son copulas arquimedianas. Para
encontrar el generador utilizaremos el Teorema 3.2.12. Por (3.30) sabemos que

Po(u) _ 9Cy(u,v)/0u
wy(v)  0Cy(u,v)/0v’

pero

0Cp(u,v) _ v(1—60(1—v)) v 0Cp(u,v) _ u(l —6(1 —u))
ou (1—0(1 —u)(1—v))? o (1—0(1 —u)(1—v))*
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Entonces,

para 6 en [—1,1)

donde ky es una constante. Entonces,

oo®) = 1/?0111(1—9(751—75))'

Si 6 = 1, entonces ¢ (u) = ki /u?; por lo tanto ¢;(t) = k;1(1/t—1). Con todo esto podemos

k 1—6(1—1 .
- 1n< (t )> sifel-1,1),

concluir que

po(t) = 1
k(f — ) si6 =1,
donde k y ky son constantes. Si k =1y ky =1 — 6, entonces
In (W) sifel-1,1),
po(t) = 1
+—1 sif=1.

t

3.3. Orden y casos limite

Recordemos que si C y Cy son copulas, entonces C; < Cy siy s6lo si Cp(u,v) < Coy(u,v)
para toda u,v en I. Sea © un subconjunto de R; entonces {Cy}oco esté positivamente
ordenado si y so6lo si C, < Cp para toda o, 3 en O tales que a < 3; y negativamente

ordenado si y solo si Cg < C, para toda «, 3 en © tales que o < f3.

Ejemplo 3.3.1. Sea 6 en (0,1] y Cp = uv e7? v A {Cplyeo,) se le conoce como
la familia de céopulas Gumbel-Barnett. Si tomamos Cy, v Cp,, dos copulas de esta

familia tales que 0 < #; < 05, < 1, como
—6; Inu Inv > —05 Inu Inwv,

para toda u,v en (0, 1), entonces Cy, (u,v) > Cy,(u,v). Por lo tanto la familia Gumbel-

Barnett esta negativamente ordenada.
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En este caso, ver si la familia de copulas esta ordenada fue muy sencillo, pero en muchos
casos, como en el caso de la familia en la que

0
In(ef/v + ef/v — ef)

Co(u,v) =

para 6 en (0, 00), es bastante complicado. Siempre que tengamos copulas arquimedianas,

esto se nos va a facilitar debido a las propiedades de sus generadores.

Definiciéon 3.3.2. Sea f una funcion de [0, 00) en R. Decimos que f es subaditiva si y

so6lo si
flx+y) < flz) + f(y), (3.31)

para toda x,y en [0, c0).

Teorema 3.3.3. Sean C y C5 copulas arquimedianas con generadores 1 y s, respec-

(1]

tivamente. Entonces, C; < C5 si y s6lo si 1 0 w5 - es subaditiva.

.. -1 . .
Demostracion: Sea f = ¢ ogo[2 ]; entonces f es una funcion de [0, o] en R, continua,

creciente y

£(0) = 1005 0) = @1(5(0)) = @1 (1) = 0.

Ademas, C7 < Cs si y solo si

P (1 () + 1(v)) < o5 Y (alu) + pa(0), (3.32)

para toda u,v en I.
Siz = a(u) y y = pa(v), entonces

p1(1) = (p1 0 9b o o) (u) = 1 0 05 N (pa(w)) = f().

De la misma forma ¢;(v) = f(y). Sustituyendo esto en (3.32) nos queda que
o1 (f(@) + f(y) < o5 (a +y) (3.33)

para toda x,y en [0, ¢2(0)]. Atn més, si z > ¢2(0) 0 y > ¢2(0), entonces los dos lados de

(3.33) son iguales a cero.
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Supongamos que C; < Cy; por lo anterior, esto ocurre si y solo si (3.33) se cumple.
Aplicando ¢; en ambos lados de (3.33), por el hecho de que ¢; o gp[fl] (w) <w paraw >0

y como ¢ es decreciente llegamos a que

F@)+ fly) > ool N(f(@) + f(y) = 1 09h Va+y) = fla+y);

por lo tanto f es subaditiva. Reciprocamente, supongamos ahora que f es subaditiva. Por

(3.31) f es subaditiva si y solo si

o100 @ +y) < o1oeh (@) + @1 00 (y). (3.34)

-1 1

Como ¢ I'es decreciente y aplicando cp[l_ en ambos lados de (3.34) nos queda que

sty = P opiops @ +y)

> o ((sol ows (@) + (prowy ) (y)>- (3.35)
Siz = @a(u), y = po(v) y sustituyendo en (3.35) llegamos a que

Colu,v) = 05 Nz +y) = o5 (o) + @2(v))

P ((sol ooy N(@) + (props ™) (y)>

P (1 () + @1 (v)) = Ci(u, );

Vv

v

por lo tanto C < Cs. [ |

Con este teorema, caracterizamos el orden parcial que define < en el espacio de las copulas

arquimedianas en términos de la subaditividad de composiciones de generadores y sus

- puede ser dificil. Los

siguientes resultados nos dan condiciones suficientes para la subaditividad de ¢; o go[;l].

inversas. Sin embargo, demostrar la subaditividad de ¢ o ¢

Lema 3.3.4. Sea f una funcion de [0,00) en R. Si f es concava y f(0) = 0, entonces f

es subaditiva.

Demostracién: Sean z,y en [0,00). Si x +y = 0, entonces x = y = 0 y por hipotesis

flx+y)=f(0)=0= f(z)+ f(y),
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por lo que se cumple (3.31). Supongamos ahora que z+y > 0, sea « = x/(x+7y), entonces

l—a=y/(x+y). Como f es concava,
r=az+y)+(1-a)) vy y=a-0+1-a)(z+y),

entonces se cumple que

T Y B
f@) 2 )+ f0) = o faty (3.30
' ) )
1) 2 g+ ety = —faty), (3.37)
pero sumando (3.36) y (3.37) nos da (3.31). Por lo tanto, f es subaditiva. |

Corolario 3.3.5. Sean (] y C5 copulas arquimedianas con generadores 1 y @9, respec-

(1]

tivamente. Si 1 0 5 * es concava, entonces C7 < Cs.

Demostracion:  Como ¢ o g0[2_1](0) = 0, entonces por el Lema 3.3.4 sabemos que

Y10 4,0[_1] es subaditiva y por el Teorema 3.3.3 concluimos que C; < Cj. [ |

Ejemplo 3.3.6. Sea 6 en [1,00) y Cp = e~ [(Cw)’+ (o) 100 A o1, ) se le conoce
como la familia de cépulas Gumbel-Hougaard. Sabemos que el generador de Cy es
wo(t) = (—1nt)?. Sean Cp, y Cy, dos miembros de esta familia de copulas arquimedianas.

Entonces,
- —¢1/6 _41/6
g, © <Pé2ﬂ = 8091(6( t 2)) — [—ln(e( t 2))]91 — 401/02

Si 0, < 6y, entonces t%1/%2 es concava y por el Corolario 3.3.5, Cy, < Cj,. Por lo tanto, la

familia Gumbel-Hougaard esta positivamente ordenada.

Corolario 3.3.7. Sean () y (5 copulas arquimedianas con generadores ¢ y @9, respec-

tivamente. Si /s es creciente en (0, 1), entonces C; < Cs.

Demostraciéon: Sean ¢; y @9 los generadores de C) y Cy copulas arquimedianas y

supongamos que ¢/ es creciente en (0,1). Definamos a g una funcion de (0,00) en
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(0,00) tal que g(t) = (41 © gp[z_l])(t)/t. Como ¢y es decreciente y

1)
gowa(t) = ¥1° (902 ° 302)(15) o1(t)

©a(t) palt)’

entonces g es decreciente en (0,p9(0)) y por lo tanto en (0,00). Entonces, para toda

x > 0,y > 0 tenemos que

zlg(z +y) — g(@)] +ylg(z +y) —g(y)] <0
y esto ocurre, si y solo si
(z +y)g(z +y) < zg(z) + yg(y);
sustituyendo a la g nos queda que

w1095 Nz +y)
r+y

(z+y) +y

—1
Sx[w0¢£W@
i

%owgww]

pero esto ocurre si y sélo si

progh @ +y) < proeh (@) + 1o ph N +y);

(1]

por lo tanto 1 o 5 ' es subaditiva y, por el Teorema 3.3.3, C; < Cs. [ |

Ejemplo 3.3.8. Sea 6 en [1,00) vy @y = (1 —)?. Si tomamos a 1 < 6; < 65, entonces
©01(t)/p2(t) = (1 — t)"17%2. Entonces, ¢/, es creciente en (0,1) y por el Corolario 3.3.7
se sigue que {Cy}ocp o), la familia de copulas tal que Cy esta generada por ¢y para toda

0 en [1,00), esta positivamente ordenada.

Corolario 3.3.9. Sean (] y () copulas arquimedianas con generadores ¢, y @9, respec-
tivamente. Si 1 y 2 son diferenciables continuas en (0,1) y ¢! /5 es creciente en (0, 1),

entonces C7 < (5.

Demostraciéon: Primero notemos que ¢} y ¢4 son negativas en (0,1) ya que p1 y @9
son decrecientes (por ser generadores de copulas). Definamos a f = ¢ /¢y v g = v1/¢2 ¥

supongamos que f es creciente. Como f es continua, entonces lim; ;- f(t) existe, aunque
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puede ser infinito. Ademaés, se cumple que lim; ;-1 () = 0 = lim; ;- p2(t), y aplicando
la regla de L’Hopital se cumple que lim; ;- f(t) = lim, ,;-g(¢). También tenemos que
9 = (f = 9)¢2/ 2, ya que
P21 — o P11 ¢ %
g="rEm = (- 2= (f o) (3.38)
Y2 Yo P2 ] P2 P2

Supongamos que existe ¢y en (0, 1) tal que f(ty) — g(to) > 0. Entonces, utilizando el hecho

de que f, g son crecientes

glto) < f(to) < limy i f(t) = limy - g(2),

pero por (3.38)

g (to) = (f(to) — g(to))@h(to)/wa(to) <O

ya que @h(ty) < 0. Por lo tanto, existe t; en (o, 1) tal que g(t1) < g(to) y ¢'(t1) = 0. Asi,

g(t1) < g(to) < f(to) < f(t1)

y por (3.38), ¢'(ty) < 0, que es una contradiccion. Por lo tanto, f(t) — g(t) < 0 para toda
t en (0,1), pero esto implica, por (3.38), que ¢’ es no negativa. Sin embargo, esto ocurre si

y s6lo si g = 1 /g9 es creciente en (0, 1) y por el Corolario 3.3.7 se cumple que C; < Cy. B

Ejemplo 3.3.10. Sea  en [~1,0)U(0,00) y Cy = [max (u=? +v~=?—1,0)]7"/%. Entonces,
{Co}oci-1,00u(0,00) €5 la familia de copulas Clayton. Sabemos, por el Ejemplo 3.2.8, que
el generador de Cy es pg(t) = (t7% — 1)/0; entonces ,(t) = —t71. Si Cy, v Cp, son
dos copulas de esta familia y esto implica que ¢, (t)/¢p, (t) = t27%. Si 6; < 65, entonces
©p, /vy, es creciente en (0, 1) y por el Corolario 3.3.9 sabemos que Cp, < Cy,. Por lo tanto,

la familia Clayton esté positivamente ordenada.

Una copula arquimediana relevante en esta tesis es la que se define como

11 ( )= uY
E_Hu,v =

para toda u,v en I. La importancia de esta copula radica en el hecho de que aparece

_— 3.39
u+v—uv’ ( )

en muchas familias de copulas arquimedianas. Por ejemplo, para la familia Clayton se

obtiene cuando 6 = 1.



100 CAPITULO 3. COPULAS ARQUIMEDIANAS

3.4. Coébpulas arquimedianas multivariadas

Ahora queremos saber si esta forma de construir copulas se puede generalizar para cons-
truir n-copulas, para n > 3. En el caso de la copula producto II, vimos que ¢(t) = —Int

es su generador, donde ¢ es una funcién continua, estrictamente decreciente, convexa, con

©(0) =00y (1) =0, por lo que
I(u,v) = uv = ¢~ (p(u) + (v)),

para toda u,v en I. Si ahora tenemos a u = (uy,--- ,u,) en I", notamos que la n-copula

producto II", se puede escribir como

I"u) =ur--u, = exp(—[(—Inu)+---+ (—Inu,)])
= ¢ (p(ur) + -+ p(un)).

Esto nos lleva a que una generalizacién natural de la definicion de copula arquimediana

para dimensiones mayores a dos, deberia ser

C™(u) = e (p(w) + -+ + plun)), (3.40)

para todo u en I", donde ¢ es el generador de una copula arquimediana. Sin embargo,
esto no siempre es n-copula. Si p(t) = 1 — ¢, sabemos por el Ejemplo 3.1.13 que es el

generador de W pero

W (a) = o (p(ur) + -+ + @(un))

no es n-copula por el Ejemplo 1.7.17; por lo tanto vamos a tener que pedirle mas restric-

ciones al generador.

Definiciéon 3.4.1. Sea g una funcién de J en R, donde J es un intervalo. Entonces, g es

completamente mondtona si y solo si se cumple que para toda k en {0,1,2,---}

(1) —5" =0, (3.41)

para toda t en el interior de J.
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Notemos que si ¢ es una funcién completamente monotona en [0, 00), entonces g(t) > 0,
g'(t) < 0y ¢"(t) > 0 para toda t en el interior de J. Por lo tanto, g es decreciente y
convexa. Como ¢ es creciente y no negativa, si existe 0 < ¢ < oo tal que g(c¢) = 0 entonces
g(t) = 0 para toda ¢ < t < oco. Si la pseudo inversa ¢! de un generador arquimediano

es completamente mono6tona, entonces debe ser positiva en (0, 00), es decir, ¢ es estricta
1] _ -1

y =t

El siguiente resultado nos da condiciones necesarias y suficientes para que ¢ un generador

estricto genere n-copulas arquimedianas; para la demostracion ver Kimberling [§].

Teorema 3.4.2. Sea ¢ una funciéon continua, estrictamente decreciente de I en [0, oo] tal
que ©(0) = ooy p(1) = 0, y sea ¢! su inversa. Si C™ es una funcién de I" en I dada

1

por (3.40), entonces C™ es n-copula para toda n > 2 si y solo si ¢~ es completamente

mondtona en [0, 00).

Ejemplo 3.4.3. Sea 6 en (0,00). La funcion pg(t) = t~% — 1 genera una subfamilia de la
familia de copulas arquimedianas Clayton. Esta subfamilia tiene generadores estrictos ya
que @y(0) = oo. Ademas, @, '(t) = (1 +1)"Yy

dbor(t 1+i0 _
(_1)k dik( ) — Hlel ek (1 4 t) (1+k9)/9 2 O7

para toda t en [0, 00). Entonces, por (3.40)
0 0 0 —1/6
C(w) = (= 1)+ (" = 1) 4ot (= 1) + 1)
~1/0
= (ul’9+u2’9--~+u;9—n+1) ,
y por el Teorema 3.4.2 C™ es una n-cépula.

Corolario 3.4.4. Sea ¢! la inversa de ¢, un generador de n-copulas arquimedianas.

Entonces II" < C™ para n > 3, donde C" es la n-copula generada por ¢.

Demostracién: Como ¢;(t) = —In(t) es el generador de I1", entonces por el Corolario

3.3.5 basta ver que

ht) = @10 ' (t) = —In (¢ (y))
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es una funcion céoncava en (0,00). Si g = ¢!, entonces

—g"(t)g(t) + ¢'(t)*
g(t)?

para toda ¢ en (0,00). Como ¢ es completamente monétona, entonces h”(t) < 0, por lo

W(t)=—g(t)/g'(t) vy h"(t) =

que —h es una funciéon convexa y por lo tanto h es concava. [ |



Capitulo 4
Concordancia

Como lo explica Nelsen [17], dos variables aleatorias son concordantes si y solo si a los
valores grandes de una de ellas se asocian valores grandes de la otra y valores pequenos de
una de ellas se asocian a valores pequenos de la otra. Es decir, si tenemos (z;,y;) v (x5, ;)
dos observaciones del vector aleatorio (X,Y) de variables aleatorias continuas, entonces
(i, ;) ¥ (x;,y;) son concordantes si y solo si ocurre z; < x; y y; < y;, 0 ; > ;¥
y; > y;. Por otro lado, si ocurre que x; < x; y ¥ > y;, 0 ¥; > x; ¥ y; < y;, entonces
decimos que (z;,v;) v (x;,y;) son discordantes. Otra forma de ver esto es la siguiente:
(x; — ;) (yi —y;) > 0siy solosi (z;,v;) y (x,y;) son concordantes; de manera similar

(i —z;)(yi — ;) < 0siysolosi(x;,y;) y (z;,y;) son discordantes.

4.1. Tau de Kendall

Definiciéon 4.1.1. Sea {(z1,v1), - , (s, yn)} una muestra aleatoria del vector aleatorio
(X,Y) de variables aleatorias continuas. Entonces, hay (g) parejas diferentes (z;,v;) vy
(x;,y;) de observaciones de la muestra. Como las variables aleatorias son continuas, esto
implica que para toda i,j en {1,2,--- ,n} con i # j, (x;,v;) es diferente de (x;,y;)
con probabilidad 1, por lo que cada una de las parejas son concordantes o discordantes
con probabilidad 1. Sea ¢ el nimero de parejas concordantes y d el nimero de parejas

discordantes; entonces ¢+ d = (72‘) con probabilidad 1. La tau de Kendall de la muestra

103
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se define como

c—d c—d

c+d (7))

por lo tanto t es la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de discordancia,

t =

al escoger al azar dos parejas (z;,y;) y (x;,y;) de la muestra.

La version poblacional de la tau de Kendall se define de la siguiente forma: sean (X;,Y7)
y (X, Ys) dos vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos con funcion
de distribucién conjunta H. Entonces, la tau de Kendall se define como la probabilidad

de que sean concordantes menos la probabilidad de que sean discordantes, es decir,

T=1xy = P[(X1 — Xo)(Y1 — Y2) > 0] = P[(X; — X5) (V) — Y3) < 0] (4.1)

Sean (X1,Y]) v (Xa,Ys) vectores aleatorios de variables aleatorias continuas con Hy y Ho
sus funciones de distribuciéon conjunta, respectivamente, no necesariamente iguales pero
con las mismas marginales F' y GG. Definamos a () una funcién de concordancia entre dos
vectores aleatorios, que es la probabilidad de que sean concordantes menos la probabilidad
de que sean discordantes. En el siguiente resultado demostramos que () solamente depende

de sus copulas.

Teorema 4.1.2. Sean (X;,Y)) y (X, Y2) vectores aleatorios de variables aleatorias con-
tinuas con Hy y Hj sus funciones de distribucion conjunta, respectivamente, no necesaria-
mente iguales pero con las mismas marginales F'y G, donde F' es la funciéon de distribucion
de X7 y X5, mientras que G es la funcién de distribucion de Y; y Y. Sean C7 y C5 las

copulas respectivas; es decir, para toda x,y en R

Hi(z,y) = Ci(F(x),G(y))

Sea () la probabilidad de que (X1,Y]) vy (X2, Y5) sean concordantes menos la probabilidad

de que sean discordantes, es decir,
Q = P[(X, - X2)(Yi — Y3) > 0] — P(X; — Xo) (Vi — Vi) < 0]

Entonces,

Q=Q(C,Cy) = 4/ Csy(u,v)dCy (u,v) — 1. (4.2)

12
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Demostracion: Como las variables aleatorias son continuas, entonces
(X1 — X5)(¥i — Ya) 0

con probabilidad 1, por lo tanto se tiene que

P[(X; = Xo)(V1 = 3) < 0] = 1 = P[(X; — X3) (V1 — ¥3) > 0].
Sustituyendo esto en la definiciéon de () obtentemos que

Q =2P[(X; - X5)(Y1 —Y3) > 0] - 1. (4.3)
Ademés, como
P[(X: — X5)(Y1 — Y3) > 0] =P[X; > X5, Y] > Yo + P[X; < X, Y7 < Y5

y por la continuidad de las variables aleatorias y por el Teorema de Sklar, se tiene que

P[X1>X2,Y1>Y2] = P[XQ<X1,Y§<Y1]
— PIX, < X, Y3 < Vi)

= /R2 Hy(x,y)dH(x,y)

- |[ cF @6 aci(F@). 6w
Siu= F(z)yv=_G(y), entonces
P[Xl > XQ,Yl > )/2] = // CQ(U,’U) dC’l(u,v).

De la misma forma, por la continuidad de las variables aleatorias y por el Teorema de

Sklar, se tiene que

P[Xl <X2,Yi < }/2] = P[Xg > Xl,}/2 > Yi]
= X2>X1,Y2>Y1]

- //Wl— Gly) + Ha(w,y)| dHy (2, y)
_ //Wl— G(y) + Co(F(x), G(y))] dCL(F(z), G(y)).
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Siu=F(z)yv=G(y), entonces
PX) < X0, Y1 <Yy = // 1 —u—v+ Cy(u,v)]dC:(u,v).
12

Como (] es la funciéon de distribucion conjunta del vector aleatorio (U, V'), donde U y V

son variables aleatorias que se distribuyen uniformemente en el (0,1), y como se cumple
que E[U] = E[V] = 1/2, entonces

P[X; < X5, Y1 <Y3] = //12 dcl(u’v)_//IQUdcl(u’v)

—//pdel(u,v)—l-//I2 Co(u, v) dCi(u, v)
1 1

= 1———§+/ Cg(u,v)dCl(u,v)
12

2
_ //I Co(u, v) dCh (u, v).

P[(X, — X5)(Yi — Vi) > 0] = 2/ Co(u, v) dCy (u, 0)

12

Por lo tanto,

y sustituyendo esto en (4.3) obtenemos que

Q= 4//I o, v) dC (u, v) — 1.

Observemos que, si en la demostracion del Teorema 4.1.2 intercambiamos a (X7, Y;) por
(X,,Y3) y viceversa, llegamos a que @ =4 [ [ C1(u,v) dCs(u,v) — 1.

Corolario 4.1.3. Sean C',Cy y @ como en el Teorema 4.1.2. Entonces,

i. @ es simétrica, es decir, Q(C4,Cy) = Q(Cy, C1).

ii. @ es creciente en cada argumento, es decir, si C; < C] y Cy < O}, entonces

Q(C1,C2) < Q(CY, Cy).
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iii. Las copulas se pueden sustituir por copulas de supervivencia, es decir,

Q(Cy,Cy) = Q(C’l,ég).

Ejemplo 4.1.4. Sean W, M la cotas de Fréchet-Hoeffding y II la copula producto. Primero

notemos que si ¢ es una funcién integrable con dominio igual a I?, entonces

//I g(u,v)dM (u,v) = /01 o(u,u) du,
//I2g(uav)dw(u,v) _ /Olg(u’l_u)du

ya que el soporte de M esta en la diagonal u = v y el soporte de W esta en la diagonal

secundaria v = 1 — u. Por lo tanto,
1
QM,M) = / Muv)dM(uv)—1—4/ udu —1=1,
12

Q(M,II) = // (w,v)dM(u,v) —1=4 udu—l——1/3
12

0

/ (2u—1)du—1=0,
1/2
1

QUMW) — /QWuv)dM(uv) =4
QW W) = /2W(u,v)dW(u,v)—1—4/ Odu—1=0,

1
// M(u,v) dW(u,v) — 1 = 4/ u(l —u)du—1=-1/3.
I’ 0
Por ultimo, como dIl(u,v) = dudv, entonces

Q(I1,11) // (u,v) dII(u, v) 1—4//uvdudv—1—0
12

Sea C' una copula arbitraria. Como W (u,v) < C(u,v) < M(u,v) para toda u,v en I, es
decir, W < C' < M, entonces —1 < Q(C,C) < 1, ya que por el inciso ii del Corolario
4.1.3 y por el Ejemplo 4.1.4, sabemos que

1 =Q(W,W) < Q(C,C) < Q(M, M) = 1.
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También se cumple por los incisos i y ii del Corolario 4.1.3 y por el Ejemplo 4.1.4, lo

siguiente:
0 = Q(W7M) < Q(07M> < Q(M>M) = 1
-1 QW W) < QC,W) < QW M) 0,
~l = QW) < QEI) < QMI) = }

Corolario 4.1.5. Sean X y Y variables aleatorias continuas con copula C'. Entonces,

Txy, la version poblacional de la tau de Kendall para X y Y, esta dada por
Xy = Tc = Q<C7 C) =4 E[O(Uv V)] - 17 (44)

donde U y V son variables aleatorias que se distribuyen uniformemente en el (0, 1), cuya

funcién de distribuciéon conjunta es C.

Ahora veamos como se simplifica la tau de Kendall cuando la copula es arquimediana.

Corolario 4.1.6. Sean X y Y variables aleatorias tales que su copula C' es arquimediana

con generador . Entonces,

Txy =70 =1+ 4/01 :j,i?) dt. (4.5)

Demostracion: Sean U y V variables aleatorias que se distribuyen uniformemente en
el intervalo (0,1) y cuya funciéon de distribuciéon conjunta es C. Sea Ko la funcion de

distribucion de C(U, V'); entonces por (4.4) llegamos a que
1
e — AB[CU V)] — 1= 4/ AR G(t) — 1. (4.6)
0

Sea w =ty dv = dK¢(t); entonces du = dt y v = Kq(t), e integrando por partes

obtenemos que

/1tdKC(t) —Ko(t) ; - /1 Ko(t)dt = 1 — /1 Kolt) dt. (47)

Sustituyendo (4.7) en (4.6) obtenemos que

TC = 3— 4/1 Kc(t) dt, (48)
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pero por la ecuacion (3.25), sabemos que K¢ (t) =t — p(t)/¢'(tT) para toda t en 1. Por
lo tanto, sustituyendo a K¢ (t) en (4.8)

TC = 3_4/01 (t_ gogf)((g)) = 3_2—1_4/01 @c'p((ttl) «

Yoot
_ 1+4/0 W(ﬁ)dt,

Ejemplo 4.1.7. Sean Cy una copula de la familia Clayton, definida en el Ejemplo 3.2.8.

Entonces, para 6 en [—1,00) \ {0}, tenemos que para toda ¢ en I,

tf—1
) _ 9
(1) —t=0!
1—¢
0 t@ t9+1 —t
=1 9
t9+1
Como Cy = II, entonces py(t) = — In(t) para toda ¢ en I, y en consecuencia

wo(t)/¢(t) = tIn(t)
para toda t en I.

Con todo esto, para 6 en [—1,00) \ {0} y por el Corolario 4.1.6 podemos calcular la tau
de Kendall de la siguiente forma:

1 1 4641

E0 [

T =1+ 4/ dt = 1+4 dt
’ 0 80'(75) 0 0

1 t9+2 1 t21
4\0+2lo 2lo
2

= 1 - —
0+ 2

B 0

0+ 2

mientras que, para # = 0, integrando por partes obtenemos que

1 1
o(t) / —1

’7':1—|—4/ dt=14+4 | tln(¢t)dt=14+4 — =0,
" o ¢'(t) 0 ) 4

que coincide con lo que hicimos en el Ejemplo 4.1.4.
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4.2. Rho de Spearman

La rho de Spearman es otra medida de asociaciéon basada en concordancia y discor-
dancia. La version poblacional se obtiene de la siguiente forma: sean (X1,Y)), (X5, Ys) v
(X3, Y5) vectores aleatorios independientes de variables aleatorias continuas con funcion
de distribucién conjunta H, con marginales 'y GG, y copula C. Entonces, la version po-
blacional de la rho de Spearman se define como algo proporcional a la probabilidad de
concordancia menos la probabilidad de discordancia de los dos vectores (X1, Y1) v (Xa, Y3).
Sabemos que (Xi,Y)) tiene funcion de distribucion conjunta H con marginales F' y G,
mientras que (X», Y3) tiene funcion de distribucion igual a F'(z)G(y) para toda z,y en R,

ya que son independientes, es decir,
p = pxy = 3(P[(Xy = Xp)(Y1 = ¥5) > 0] = P[(X; — Xp)(¥1 — ¥5) < 0]).

De hecho, obtenemos el mismo resultado si tomamos al vector (X3, Y2), ya que tienen la
misma funcion de distribucion. Notemos que, por la independencia, la copula de (X5, Y3)
es II.

Teorema 4.2.1. Sean X y Y variables aleatorias continuas con copula C'. Entonces,

PXy = pPc = 3Q(C,H)

= 12// wodC(u,v) — 3
12

= 12// C(u,v)dudv — 3
12

Demostraciéon: Por el Teorema 4.1.2, sabemos que

pxy = 3(P[(Xi - Xp)(Y1 = ¥3) > 0] - P[(X1 — Xu)(Y1 — Y3) < 0])
= 3Q(C,1)

= 12// v)dC(u,v) — 3
I2

= 12// wv dC(u,v) — 3.
12

Ademas, sabemos, por el inciso i del Corolario 4.1.3, que Q(C,IT) = Q(II, C), por lo tanto

se cumple
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Pxy = 12/ C(u,v) dudv — 3.
12

Como —1/3 < Q(C,II) < 1/3, para cualquier copula C, entonces el coeficiente que
normaliza a Q(C,II) es 3, por lo que

Ejemplo 4.2.2. Sean a > 0, § > 0 tales que a + (8 > 1. Entonces,
Cap(u,v) = aM(u,v) + (1 — a — B)II(u,v) + W (u,v)

es miembro de la familia de cépulas de Fréchet.

Primero notemos que, por el Ejemplo 1.1.13, como «, f y 1 —a — (3 son niimeros positivos,
a+pB+1—-—a—-pF =1y M,W ylIlson copulas, entonces Cy,3, la suma convexa de M, W

y II, es una copula.

Por el Teorema 4.2.1 y el Ejemplo 4.1.4 podemos calcular p,g, la rtho de Spearman de la

copula C,p, de la siguiente forma:
Pap =3 Q(Cap,1I) = 12 //12 Cop(u,v)dudv — 3
= 12 //12 (M (u,v) + (1 — a — B)IL(u,v) + W (u,v)) dudv — 3
= 12//1204M(u,v)dudv+12//12(1—04—6)H(u,v)dudv

+12/ BW (u,v)dudv — 3
12
— 30 Q(M,TI) +3(1 — a — AQ(ILTI) + 35 Q(W,TI)
= a-—p.
Definicion 4.2.3. Una medida numérica s de asociaciéon entre X y Y, dos variables

aleatorias continuas con copula C, es medida de concordancia si satisface las siguientes

propiedades:
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1. kxy estd definida para toda pareja X,Y de variables aleatorias continuas.

2. Debe cumplir que —1 < rkyy <1, kxx =1y kx_x = —1.

3. Rxy = Ry, x.

4. Si X y Y son independientes, entonces kxy = ki = 0.

9. K_Xxy = Ky,_x = —KX-

6. Si (7 y Cy son dos copulas tales que C7 < Uy, entonces ke, < Ke,.

7. Sea {(X,, Y,)}>, una sucesion de variables aleatorias tal que para toda n en los
naturales C), es la copula del vector (X,,Y,,). Si C,, — C cuando n — oo puntual-

mente, entonces lim,, ko, = Kc.
Teorema 4.2.4. Si X y Y son variables aleatorias continuas, con coépula C', entonces 7xy
vy pxy son medidas de concordancia.
La demostracion del teorema anterior se encuentra en Nelsen [17].

Recordemos que si tenemos X, Y variables aleatorias continuas, entonces la covarianza
de (X,Y), denotada por Cov(X,Y), y el coeficiente de correlaciéon, denotado por
Cor(X,Y), son

Cov(X,Y) = E[XY]-E[X]E[Y]

Cov(X,Y)

CorlX,¥) = (Var[X]Var[Y])

1/2

Notemos que si C' es una copula, entonces existen U,V variables aleatorias que se distri-

buyen uniformemente en el (0,1), de manera que

EU] =1/2=E[V] y Var[U]=1/12 = Var[V].
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Entonces,
pc=3Q(C/II) = 12// wv dC(u,v) — 3
12

— 12E[UV] -3

_ EUV]-E[UEV] _
= T = Cor(U, V).

Por lo tanto, para X y Y variables aleatorias continuas, la rho de Spearman coincide con

el coeficiente de correlacion de las variables aleatorias U = FI(X) y V = G(Y).

También se puede demostrar (ver Nelsen [17]) que si X y Y son variables aleatorias
continuas y p y 7 son la rho de Spearman y la tau de Kendall de (X,Y"), respectivamente,

entonces se cumple que
—1<3r—2p <1,

1+p> 1+7)\°
2 - 2

1—p< 1—7 2'
2 = 2
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Capitulo 5
Asociatividad de copulas discretas

Este capitulo est4 basado en Gonzélez-Barrios [6] y en él estudiaremos la asociatividad
en copulas discretas. También analizaremos la prueba estadistica sobre la asociatividad

de la copula empirica de una muestra aleatoria, que se define en el articulo mencionado.

5.1. Definiciones basicas.

El concepto de copula discreta es un concepto que en los tltimos anos ha sido de gran
importancia ya que su estudio nos permite hacer inferencia estadistica sobre la copula
a la que en teoria pertenece una muestra aleatoria, como lo veremos méas adelante. Sea

L=1{0,1,2,--- ,n}, para n un nimero en los naturales.

Definicién 5.1.1. Sea C' una funciéon de L x L en L. Decimos que C' es una cépula

discreta en L si y solo si cumple las siguientes condiciones:

1. C(i,0) = C(0,7) = 0 para toda i en L.
2. C(i,n) = C(n,i) =i para toda i en L.
3. C(i,j) = C(i,j") = C(¥",j) + C(i', j') = 0 siempre que i’ < iy j' < j, cond,i’,jy j'

en L.

115
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Esta definicion la dan Mayor, et al. [14] y ademéas hacen las siguientes observaciones.

i. Si C' es una copula discreta en L y definimos a
C'(a,b) = 1/n - C(na,nb)

para toda a,b en {0,1/n,2/n,--- ;n/n = 1}, entonces C’ es una subcopula (ver
Definicién 1.1.10) de {0,1/n,2/n, -+ ;n/n=1}*en {0,1/n,2/n,--- ;n/n = 1}.

ii. De igual forma, si tenemos a C’ una subcoépula de {0,1/n,2/n, -+ ,n/n = 1}? en
{0,1/n, 2/n,--- ,n/n = 1}, entonces

C(a,b) =nC'(a/n,b/n)
para toda a,b en L, es una copula discreta en L.

Definicion 5.1.2. Sea A = (a;);;=; una matriz. Decimos que A es una matriz de
permutacion de n x n siy solo si a;; = 1(;(7(j)), donde 7 es una permutacion de L.
Para el caso en el que A es la matriz de permutacion de n x n tal que a;; = 1 cuando
i+7=n+1,y a; = 0 en otro lugar, entonces A es la matriz de permutacion de

Lukasiewicz de n x n.

Veamos un ejemplo de matriz de Lukasiewicz. Si n = 3, entonces la matriz de Lukasiewicz

es:
1 00
A=101 0
0 01

Definicion 5.1.3. Sean Ay, ---, Aj, para alguna k > 1, donde A; es una matriz de

permutacion de Lukasiewicz de tamano n;. Sea

0 --- A

A, o 0

una matriz de n X n, donde n = ny + - -- 4+ ng. A la matriz A se le conoce como la suma

ordinal de Ay, ---, A, y lo denotamos por A; @ Ay @ - B Ay.
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En el articulo de Mayor, et al. [14] demuestran el siguiente resultado, la biyeccion entre
el conjunto de las matrices de permutacion de n x n y el conjunto de las copulas discretas
en L

Proposicién 5.1.4. Sea C' una funciéon de L? en L; entonces los siguientes incisos son

equivalentes:
i. Existe A = (a;;);;—; una matriz de permutacion tal que

sir=0 o0 s=0

Z Z ;5 €N otro lugar (51)

i<r j<s

ii. C' es una copula discreta en L.

Demostracion:  Sea A = (a;);;—; es una matriz de permutacion y C' la funcién de
L? en L dada por (5.1). Veamos ahora que C es una copula discreta; para esto basta
demostrar los incisos 2 y 3 de la Definicién 5.1.1, ya que el inciso 1 es directo por la
definicion de C' en (5.1). Para toda r en {1,--- ,n}

C(r,n) = ZZ@U

i<r j<n
= (au + + am) + -+ (arl + + arn)
= 1+---+1=m;
de forma analoga se demuestra que, para toda s en {1,--- ,n}, C(n,s) = s. Por altimo

veamos que C' cumple la propiedad 2-creciente. Sean 1’ <ry s <s,conr, 7, sy s en L,

y sean k,q tales que r — k =1'y s — ¢ = s'; entonces

(C(r,s) = C(r,s") — (C(',s)+C(r',s))
= (C(r;s) = C(r;s —q) = (Clr = k,s) + C(r — k,s — q))

=D YD SRS S

i<r s—q<j<s i<r—k s—q<j<s

= Z Z 271 > 07

r—k<i<r s—q<j<s
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por lo tanto C' es copula discreta.
Reciprocamente, sea C' una copula discreta en L y definamos a la matriz A = (&ij)ijlv
donde
a; =C(i,5) —C(i,j—1)—=C(i—1,j)+C(i—1,j — 1) (5.2)
para toda i,7 en {1,2,--- ,n}. Sear en {1,2,--- ,n} fijo; entonces
a, = C(r,1)=C(r,0) —C(r—1,1)+C(r—1,0)=C(r,1) —C(r —1,1)
ap = C(r,2)—C(r,1)=C(r—1,2)+C(r —1,1)

as = C(r,s)—=C(r,s—1)—=C(r—1,8)+C(r—1,s —1),

para s en {1,2,--- ,n}. Entonces,
arl_|_..._|_ars:C(T’S)—C(T—Ls), (53)
para s en {1,2,--- ,n}. En particular, si s = n tenemos que

app+ -+ aym =C(r,n)—C(r—1,n)=r—(r—-1) =1

Por lo tanto, las entradas de cada fila de la matriz A son iguales a cero, excepto una de
ellas que es igual a uno. De forma analoga se demuestra que las entradas de cada columna

de la matriz A son iguales a cero, excepto una de ellas que es igual a uno. |

Corolario 5.1.5. La correspondencia A — C4 definida por (5.1) es una biyeccion entre
el conjunto de las matrices de permutacion de n X n y el conjunto de copulas discretas en

L. Por lo tanto, existen n! copulas discretas en L.

Demostracion:  Sea C una copula discreta en L, sea Ac = (ai;);—; su matriz asociada
y Ca. la correspondiente copula discreta en L asociada a la matriz Ac. Entonces, para
toda r,s en L, por (5.1) y (5.3),

Ca,(r,s) = Z Zaij

i<r j<s

= (an+-Faw)+oo (g o+ agy)
= C(1,s)+ (C(2,5) = C(1,8)) +---+ (C(r,s) = C(r —1,s))
= C(r,s).
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Ahora supongamos que tenemos A = (a;;)7,—; una matriz de permutacion, Ca la copula
discreta asociada a la matriz A y Ac, = (by)7;=, la matriz de permutacion asociada a
copula discreta Cy. Entonces, por (5.2) y (5.1), para toda r,s en {1,2,--- ,n} tenemos

que

bys = Ca(r,s) —Ca(r,s —1) = Ca(r—1,8) +Ca(r—1,s — 1)

= 2w D wmm L )t )y, ) ay
i<r j<s i<r j<s—1 i<r—1 j<s i<r—1 j<s—1

= Qps-

Kolesarova, et al. [11| también demuestran un resultado anélogo.

Definicién 5.1.6. Sea C' una copula discreta en L. Si C(i,j) = C(j,i) para toda i,
en L, decimos que C' es simétrica o conmutativa. Si C(C(i,j),k) = C(i,C(j,k)) para

toda 4, 5, k en L, decimos que C' es asociativa.

Definicion 5.1.7. Sea C' una copula discreta en L. Decimos que i es un idempotente
de Csi C(i,i) =i paraien {1,2,--- ,n}.

Notemos que, si C' es una copula discreta, entonces n siempre es idempotente de C.
Como consecuencia de la Proposicion 5.1.4 y el Corolario 5.1.5, Mayor, et al. [14] mencio-

nan el siguiente resultado.

Corolario 5.1.8. Sea C' una copula discreta en L. Entonces, C' es simétrica si y solo si

A, su matriz de permutaciéon asociada, es simétrica.

Demostraciéon: Sea C' una copula discreta en L, simétrica. Por la Proposiciéon 5.1.4 y
el Corolario 5.1.5 sabemos que existe A = (a;;);;_; una matriz de permutacién asociada

a C'y por la simetria de C' tenemos que

as = C(r,s)—C(r,s—1)—C(r—1,8)+C(r—1,s—1)
(s—=1,r)—C(s,r—1)+C(s—1,r—1)

I
Q
w
2
|
Q
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para toda 7, s en {1,2,--- ,n}. Por lo tanto, A es una matriz simétrica.

Ahora supongamos que A = (a;;)7;—; es una matriz de permutacion simétrica. Por la
Proposicion 5.1.4 y el Corolario 5.1.5 sabemos que existe C' una copula discreta en L

asociada a A. Por (5.1) y la simetria de A tenemos que
Olrs) =3 > ay =3 D au=Clsn)
i<r j<s 71<s i<r

para toda r,s en L. [ |

Por lo que respecta a las copulas discretas asociativas, Mayor, et al. [14] las caracterizan

a través de la matriz asociada como lo vemos en el siguiente resultado.

Proposicion 5.1.9. Si C' es una copula discreta en L, con n su tnico idempotente.

Entonces, C' es asociativa si y solo si la matriz asociada a C' es de Lukasiewicz

Demostraciéon: La copula discreta asociada a la matriz de n x n de Lukasiewicz es la

restriccion de W en L, por lo tanto es asociativa.

Supongamos que C' es una copula discreta asociativa en L con n su tnico idempotente
y veamos que su matriz asociada es la de Lukasiewicz. Sea A la matriz asociada a C'. Si

n =1 la demostracion se sigue ya que A = [1]. Analicemos el caso n > 1.

Primero supongamos que a;; = 1 para alguna j en {1,--- ,n —1}. Por (5.1) sabemos que
Cl,j)=an+an+ - +a;=1,

y como C(1,n) =1 por la definiciéon de copula discreta, entonces aq; es la tinica entrada

de A que es diferente de 0. Ademas, por la asociatividad de la copula,
C(1,C(5,4)) = C(C(1,4),4) = C(1,4) =1,
pero esto es una contradiccion, ya que por hipoétesis, n es el tnico idempotente de C'y
esto implica que C(j, j) < j; or lo tanto
C(35.5)

C(L,CU) = D au<an+ant - +ay=1
=1
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Entonces, a;; = 0 para toda j en {1,--- ,n — 1}, de donde a;,, = 1.

Ahora supongamos que a;; = 1 para alguna i en {1,--- ,n — 1}. Por (5.1) sabemos que
C(Z,].) :a11+a21+---—|—ai1 = 1.

Como C(n,1) = 1 por la definiciéon de copula discreta, entonces a;; es la tnica entrada de

A que es diferente de 0; ademas, por la asociatividad de la copula
c(C(i,i),1) =C(i,C(3,1)) = C(i, 1) =1,

pero esto es una contradiccion, ya que por hipdtesis, n es el tnico idempotente de C.
Entonces C(i,4) < i, y por lo tanto
C(i,0)
C(C(i,1),1) = Z ap <apt+ag+--+ag =1,
1=1

de donde a;; = 0 para toda i en {1,--- ,n — 1}, y por lo tanto a,; = 1.

Seaien{l,2,--- ,n—1} fijay seal=mn-+1—1i. Supongamos que a; =1y a;; =0 para
todajen{1,2,--- ,n}\{n+1—i},yquea; =1y a; =0paratodajen{l,2,--- ,n}\{i}.
Debemos demostrar que para i + 1 se cumple que @;41,—; = 1, a;41,; = 0 para toda j en
{1,2,--- ., n}\{n—i}, an_i;41 =1y an—;; = 0 para toda j en {1,2,--- ,n}\ {i + 1}.

Por la Definicion 5.1.1, sabemos que C'(m,n) = m para toda m en {0,1,--- ,n}; entonces

por (5.1) y la hipotesis de induccion

i+1 n—1

Clitln—1)=Y "> a,=i. (5.4)

r=1 s=1

Notemos que por la hipétesis de induccién se cumple que a;4+1,, = 0, para toda m en
{n—i+1,n—i+2,--- ,n}. Supongamos que a1 ; = 1 paraalguna jen {1,2,--- , n—i—1};
entonces por la hipétesis de induccién a;y1,, = 0, para toda m en {1,2,---,5 — 1}.

Ademas, por (5.1) tenemos que

i+l g

O(Z + 17]) = Zzars = Qjt+1,5 = 17

r=1 s=1
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pero esto es una contradiccion, ya que, por (5.4) y la asociatividad de C' tendriamos que

1=C(l+1,j) = ClE+1,C0(H+1,n-1))
= CCl+1,j+1),n—1)

= C(l,n—1)

= 0.
Por lo tanto, a;41; = 0 para toda j en {1,2,--- ,n—¢—1} y por la hipotesis de induccion
sabemos que ;41 ; = 0 paratoda jen {n—i+1,n—i+2,--- ,n}, de donde a;11,_; = 1.
Anélogamente se demuestra que a,_;;+1 = 1y a,—;; = 0 para toda j en {1,2,--- ,n}\
{i+1}.
Por lo tanto, A es una matriz de Lukasiewicz. [ |

Proposiciéon 5.1.10. Sea C' una coépula discreta en L y A la matriz de permutacion
asociada a C. Entonces, C' es asociativa si y solo si A es suma ordinal de matrices de

Lukasiewicz.

Demostraciéon:  Supongamos que A = (a;;) la matriz asociada a C, una coépula

n

1,7=17
discreta, es una suma ordinal de matrices de Lukasiewicz; entonces A = A1 ®--- P A;. La
demostracion la haremos por induccion. El caso base es la Proposicion 5.1.9. Supongamos
que la copula discreta asociada a la matriz A; @ - - - A,_1 es asociativa y denotemos por
C] a esta copula. Para demostrar que C' es asociativa lo haremos por casos; sean n; y ns
numeros enteros tales que A; & --- @ Ap_; es una matriz de ny X n; y Ay es una matriz

de ny X ny. Primer supongamos que r, s,t < ny, entonces
C(r,C(s,t)) = Ci(r,Cy(s,1))
y como (' es asociativa por la hipotesis de induccion, se tiene que C' es asociativa en este

caso.

Ahora veamos el caso cuando 7, s < nj y t > ng, en el cual C(r,s) = Cy(r,s) <nyy

s  ni

C(s,t) = ZZ@H = ZZ@H = Ci(s,n1) = s.

i=1 j=1 i=1 j=1
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Esto implica que

C(rys) t Ci(r,s) my
C(Cr,s),t) = D> > ay = Qi
i=1 j=1 =1 j=1
= 01(01(7"75)anl)
= Ci(r,s)
= C(rs),

mientras que C(r,C(s,t)) = C(r,s). Sir,t <nyy s> ny, entonces
C(r,s)=r y C(s,t)=t,
por lo que
C(C(rys),t) =C(r,t) y C(r,C(s,t)) = C(r,t).
De manera similar se demuestra para el caso r > ny y s,t < n;. Por lo que, en este caso,
C también es asociativa.

Sir <mnyys,t>ny, entonces C(r,s) =ry C(s,t) < ny; utilizando esto llegamos a que

C(r,s) t

C(C( ZZ@W ZZaij:r.

=1 j=1 i=1 j=1

Ademés tenemos que

r

C(r,C(s,t)) ZZaU—r

i=1 j=1

Sir,s >mnyyt<ng, loqueimplica que C(r,s) < n;y C(s,t) =t, por lo que

C(r,s) t ny t
=D D w=) ) ay=t
i=1 j=1 i=1 j=1

Por otro lado,

r t

C(r,C(s,t)) Zaw
1 j=1

1=



124 CAPITULO 5. ASOCIATIVIDAD DE COPULAS DISCRETAS

Asi, en este caso C' también es asociativa.

Finalmente, veamos el caso cuando r,s,t > ny. Sea (5 la copula discreta asociada a Ayg;

entonces
I8 S ' S
C(r,s) = E E a; =ng + E E a;; =ny + Co(r —ny, s —ng) < ny.
i—1 j—1 i=n1+1 j=ny+1

Analogamente tenemos que C(s,t) = ny + Ca(s — ny,t —ny) < ny y de manera similar

llegamos a que

C(C(T,S),t) = nl+02(CQ<T_H1,S—n1),t—7’L1)
= ny+ Co(r —ny,Co(s —ny, t —nq))
= C(r,C(s,1)).

Por lo tanto, C' es asociativa.

Ahora supongamos que C' es una copula asociativa, sea Z el conjunto de idempotentes

n

no triviales de C'y A = (a;;) Si Z = (), entonces por la Proposicion 5.1.9, se sigue el

ij=1-
resultado. Ahora veamos el caso cuando Z # {); supongamos que Z = {iy,--- i}, para
alguna k en {1,2,--- ,n — 1}, en cuyo caso C(iy, i) = i, para toda m en {1,---  k}.

Sea A; la matriz de i; X i1 que tiene como entradas las primeras i; filas e i; columnas de
Ay sea C la restriccion de C' en {1,--- i }; entonces C; tiene como tnico idempotente

a i1, y por la Proposicion 5.1.9 esto significa que A; es una matriz de Lukasiewicz.

De la misma forma, si tomamos A,,, para m que pertenece a {1,---,k} fija, como la
matriz de (i, — im-1) X (im — im_1) cuyas entradas son las filas y columnas de A que van

de i,,_1 + 1 hasta i,,, y definimos
Cin(r,8) = Clig—1 + 7y lm—1+8) — im—1, (5.5)
para toda r,s en {1, -+ i, — in_1}, que es la restriccion de C en {i,,—1 + 1, - iy},

entonces (), es asociativa y su matriz asociada es A,,. Para ver que ), es asociativa

tomamos a r,s y t en {1,--- i, — i,_1}; entonces por la asociatividad de C'y (5.5) se
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cumple que

Con(C(r,5),t) = Clime1 + Cn(r,8),0m—1 + 1) — i1
= C(Clima1+ 7 lmo1+5),0m-1 +1) — lm_1
= Clim—1+7,Clim1 + 8, im-1 +1)) — lm_1
= Clipe1 47, Crn(8,1) + 1) — b1
= Cn(s,Cn(s,t)).

Para ver que la matriz asociada es A,,, lo tnico que debemos notar es que para todo r, s

en {1, -+ ,im — im_1}, tenemos por la ecuacion (5.5) que

Cn(r,8) = Clim—1 +7yim-1+S) — lm_1

Im—1+T Tm—1+S

= § E Z.lj —lm-1
=1 j=1

im—1 %m—1 Im—1+T Im—1+8
= 2 Dt XL D i ine
=1 =1 l=im—1 J=%m—1

ti—1+T tm—1+8

= D, D i

l:imfl j:imfl
por lo tanto A,, es la matriz asociada a C,,.

Finalmente, veamos que 4,, — i,,_1 es el tnico idempotente de C,,. Por (5.5) y del hecho

de que i,, es idempotente de C' se sigue que
Con(tm — tm—1y0m — tm—1) = Cllm, im) — -1 = bm — Im_1;
ahora supongamos que existe r en {1,2, -+ i, —i,,—1 — 1} tal que Cy,(r,7) = r, entonces
por (5.5),
T+ i1 = Cp(1,7) + i1 = C(r + i1, 7 + 1),

por lo que r + i,,_1 es idempotente de C', lo que nos lleva a una contradicciéon. Por lo
tanto, (), es una matriz asociativa, con matriz asociada A,, y con i,, — i,,_1 como su
tnico idempotente. Entonces por la Proposicion 5.1.9, A,, es una matriz de Lukasiewicz.
Con todo esto podemos concluir que A es una suma ordinal de matrices de Lukasiewicz,
es decir, A=A, ®--- D Ay. [ |
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5.2. Coébpulas empiricas, copulas discretas y permuta-
ciones
En esta seccion veremos la relaciéon que hay entre la copula empirica de una muestra

aleatoria, ver Nelsen [17], y la definicion de copula discreta.

Definicion 5.2.1. Denotemos por Xp; y Y|; los estadisticos de orden de la muestra
aleatoria (X1,Y7),---,(X,,Y,) que proviene de una distribuciéon bivariada continua. La

copula empirica es la funcion C' dada por

C(i j) namero de pares (X,Y) de la muestra tales que X < X vy Y <Y},

n

En lo que resta del capitulo siempre supondremos que la muestra aleatoria (Xi,Y;),- -,
(X,,Y,) proviene de una distribuciéon bivariada continua, por lo que siempre podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que X; < X, < --- < X,,. Entonces X};; = X; para
todaien{1,2,--- n}. También notemos que para todai,jen {1,2,--- n}, C(i/n,j/n) =
k/n para alguna k en {1,2,--- ,n}.

Como la copula empirica es invariante bajo transformaciones estrictamente crecientes,
ya que los estadisticos de orden no se afectan, podemos suponer que X; = 1, X, =
2,---, X, =nyparatodaken {1,2,--- ,n} existe una j en {1,2,--- ,n} tal que Y = j.
Sea o(i) = Y;; entonces ¢ es una permutacion de {1,2,--- n}. Por lo tanto, la muestra
aleatoria la podemos ver como (1,0(1) = Y1),(2,0(2) =Y3),--- ,(n,0(n) =Y,), a la que

llamaremos muestra modificada.

A partir de ahora estudiaremos una forma de copula empirica totalmente equivalente a
la de la Definicién 5.2.1 dada por

C'(i,7) = namero de pares (X,Y’) de la muestra tales que X <iy Y <Yy, (5.6)

donde la muestra es de la forma (1,0(1)), (2,0(2)),- -+, (n,0(n)), para o una permutacion
de {1,2,--- ,n}. Si ademas definimos C"(i,0) = 0 = C’(0, j) para toda i, j en L, entonces
por la Definicién 5.1.1, C” es una copula discreta en L y por la Proposicion 5.1.4 existe

A, una matriz de permutacion de n x n, que esta asociada a C".
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Sea (X1,Y1),- -+, (X,,Y,) una muestra aleatoria que proviene de una distribuciéon bivaria-
da continua. Decimos que es simétrica si y solo si, para todaien {1,2,--- n},si (X;,Y;)
estd en la muestra, entonces (Y;, X;) también estd en la muestra. Sin embargo, a partir
de ahora vamos a estar trabajando con la muestra modificada (1,0(1)),---,(n,o(n)),
por lo tanto decimos que la muestra modificada es simétrica si y solo si, para toda ¢ en
{1,2,--- ,n}, si (4,0(i)) esta en la muestra, esto implica que (o (i),4) también estd en la
muestra, por lo que, 0%(i) = i para toda i en {1,2,--- ,n}. Por lo tanto, una muestra es
simétrica si y solo si o, la permutacion, es de orden 2. La demostracion de esto también

viene en Mayor, et al. [14].

Ejemplo 5.2.2. Sea (X1,Y7), -, (X,,Y,) una muestra aleatoria que proviene de una
distribucion bivariada continua, tal que (1,n),(2,2),--- ,(n—1,n—1), (n, 1) es su muestra
aleatoria modificada. Primero notemos que o, la permutaciéon de la muestra, es de orden
2, ya que si i esta en {2,3,--- ;n— 1}, 6%(i) = o(i) = 7, mientras que o*(1) = o(n) = 1
y 0%(n) = o(1) = n. Por lo mencionado anteriormente, ésta es una muestra aleatoria

simétrica y su copula empirica esta dada por

O'i ) = min {7,5} -1 sil<iy 1<j

min {4, j} sit=n o j=n.

5.3. Estadistica para la asociatividad de una cépula.

Sea (1,0(1)), - ,(n,0(n)) una muestra aleatoria modificada y C’ su copula empirica.
Decimos que i en {1,2,--- ,n} es un idempotente de la muestra si ¢ es idempotente
de C'.

Supongamos que 1 < 47 < 45 < -+ < 4, = n son los idempotentes de la muestra

(1,0(1)),---,(n,0(n)), entonces C'(i;,4;) = i; para toda j en {1,2,---  k}.

Proposiciéon 5.3.1. Sea (1,0(1)),---,(n,0(n)) una muestra modificada. Entonces, los
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idempotentes de la muestra son 1 <17 <1y < -+ <1 =n siy solo si

{1,2,--- 0} = {o(1),0(2),---,0(in)}

{iv+ 1,01+ 2,--- ,is} = {o(i1+1),0(i1 +2),---,0(i2)}

{ik_1+1,ik_1+2,"' ,zk:n} = {U(ik_1+1),0(ik_1+2),"' ,O’(’Lk:n)}

Ademas, para toda 1 < j <y, {1,2,---,j} # {o(1),0(2),--- ,0(j)}, y paratoda 1l <[ <
k y para CualQUier i+1 S] < il+17 {il+17il+27 T 7]} % {O(il+1)7a(il+2)7 T 7U(j)}

Demostracion:  Sea (1,0(1)),---,(n,0(n)) una muestra modificada y C”" su copula
empirica. Primero veamos que, por (5.6), C’(i,i) = i si y s6lo si hay i puntos de la
muestra en {1,2,--- i} x {1,2,--- i}, ya que para toda ¢ en {1,2,--- ,n} se cumple que
o(i) estaen {1,2,--- n}. Como i es un idempotente de la muestra si y solo si C'(i,i) = i
y por lo mencionado antes, esto ocurre siy sélosi {1,2,--- ,n} = {o(1),0(2),---,0(n)}.

Por todo esto, n siempre es idempotente de la muestra.

Por lo tanto, si 1 < iy < iy < --- < i = n son idempotentes de la muestra, entonces se

cumple que

{1727"' 7i1} = {0(1)70(2)7”' 7U(i1)}
{12, 2} = {o(1),0(2), -+, 0(i2)}

{1,2,-- Jig=n} = {o(1),0(2), - ,0(ix =n)}.

Como {1,2,--- i1} = {o(1),0(2), - ,0(i1)} y {1,2,--- ,ia} = {0(1),0(2),--- ,0(i2)},
entonces {i; + 1,41 +2,-+- ,is} = {o(i1+1),0(i1 +2), -+ ,0(iz) }. Esto lo podemos hacer

con cada uno de los conjuntos, por lo tanto se cumple que

{12, iy = {o(1),0(2),---,0(i)}
{i1+1,i1+2,"',i2} = {U(il+1),0(i1+2),"',U(ig)}

{’ik,1+1,ik,1+2,"' ,zk:n} = {U(ik,1+1>,0(ik,1+2),"' ,a(zk:n)}
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Supongamos que existe j en {1,--- ,n}\ {i1, - ,ix = n} tal que

{1’27 T v]} = {U(1>70(2)7 T ,U(j)},

por lo mencionado al principio de la demostracion, esto ocurre si y solo si C'(j,7) = 7,

por lo tanto j es un idempotente, que es una contradiccién. Por lo tanto, para toda j

en {]-7 7n} \ {ilu"' g = n}7 se tiene que {1’27 aj} 7é {0(1)70(2>7 70-(3)} Si
u+1<j<i4, paral <[ <k—1, entonces

{il + 17il + 27 T 7il+l} = {O—(il + 1)70<il + 2)7 o 70<il+1)}

y

{1,2,--- 5y #{o(1),0(2),--- ,0(j)},
por lo tanto {i; + 1,4, +2,--- , 5} #{o(iy+ 1),0(i +2),--- ,0(j)} [ |
Sea (1,0(1)), -+ ,(n,o(n)) una muestra modificada y denotemos por K al numero de
idempotentes de la muestra de tamano n. Notemos que K esta en {1,2,--- ,n}, y puede
cualquiera de los valores. Si o(1) =2,0(2) =3,--- ,0(n—1) =n,o(n) = 1, entonces por

la Proposicion 5.3.1 como

{1,2,--- i} #{2,3,--- ,i+ 1} ={0o(1),0(2),--- ,0(i) },

por lo tanto K = 1. Para cualquier k en {2,3,--- ,n — 1} fijo, si tomamos a ¢ de forma

que
o(l)=1,---,0k=1)=k—1,0(k)=k+1,--- ,0(n—1) =n,0(n) =k,

como {i} = {o(i)} paraien {1,2,---  k— 1}, y para toda j en {k,k+1,--- n— 1} se

cumple que

Entonces, por la Proposicion 5.3.1, K = k. Por altimo, si
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entonces {i} = {o(i)} paraien {1,2,--- ,n} y por la Proposicién 5.3.1, K = n.

Ahora definamos la estadistica de asociatividad que propone Gonzalez-Barrios [6], para
medir la asociatividad de la muestra modificada (1,0(1)),---, (n,0(n)), la cual esta ba-
sada en que la muestra modificada es asociativa si y s6lo si su copula empirica, dada por
(5.6), es suma ordinal de matrices de permutacion de Lukasiewicz, donde el nimero de

términos de la suma estd determinado por el niimero de idempotentes de la muestra.

Definicion 5.3.2. Sea (1,0(1)),- -+, (n,0(n)) una muestra modificada con idempotentes
1 <iy <19 <--- < i =n. Definamos una estadistica de asociatividad de la muestra
mediante i ,
i
Ar=3" N (i — g+ 1) (5.7)
=1 1_1+1

donde i7g = 0. El simbolo 7 denota que la estadistica depende de la permutacion.

Notemos que A? mide el cuadrado de la distancia entre la muestra modificada y la suma
ordinal de matrices de permutacion de Lukasiewicz con idempotentes {iy, g, -+ ,ix}, por

lo que A? estd midiendo la asociatividad de la muestra modificada.

Ejemplo 5.3.3. Sea (1,0(1)),---,(n,0(n)) una muestra modificada tal que o(j) = j
para toda j en {1,2,--- ,n}. En este caso, por la Proposicion 5.3.1, K = n; es decir,
i; = j para j en {1,2,--- ,n} son idempotentes y
koo
A = 3TN (i —j+1—0())?
l:1 'il,1+1
= Y (i+i—1+1—0o(l)
=1
= 0.
Por lo tanto, la muestra modificada (1,1),--- ,(n,n) es asociativa.

Notemos que K el ntiimero de idempotentes de la muestra modificada es una variable
aleatoria que depende de la distribucion conjunta de (X,Y). En el caso particular cuando

K =1, entonces iy = n es el tnico idempotente de la muestra y en ese caso
n
Ap =3 (n—j+1-0(j) = Ay

Jj=1
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Este caso particular lo analizaremos mas adelante. En el siguiente resultado daremos el

ntimero de permutaciones tales que K =1y K = n.

Proposicion 5.3.4. Sea (1,0(1)),---,(n,0(n)) la muestra modificada, de tamafio n,
donde o es una permutacion de I,,, donde I,, = {1,2,--- ,n}. Sea K;(j) el ntimero de per-

mutaciones de una muestra modificada de tamano j, con un solo idempotente. Entonces,
n—1

Ky(n) =nl =Y Ki(j)(n—j)\, (5.8)
j=1

donde K7i(1) = 1. Ademas, solamente existe una permutacion o de I, tal que K = n.

Demostraciéon: La demostracion la haremos por induccién. Primero supongamos que
n = 1; en este caso, la tnica permutacion de I; es o(1) = 1, con idempotente i; = 1y
Ki(1) = 1. Si n = 2 tenemos dos permutaciones de I5. Cuando o es tal que (1) =1y
0(2) = 2, entonces los idempotentes son i; = 1 ¢ iy = 2 y el namero de idempotentes es
K = 2. Por otro lado, si ¢ es tal que o(1) =2 y 0(2) = 1, entonces el tnico idempotente

es1; =2y K = 1. Notemos que en el caso n = 2
Ki(2)=2— K;()(2-1)! =1,

por lo tanto (5.8) se cumple para n = 2. Supongamos que (5.8) también se cumple para

n— 1.

Ahora debemos demostrar que también se cumple para n. Primero veamos el ntmero
de permutaciones ¢ de I, tales que el nimero de idempotentes es mayor a 1. Para esto

debemos ver la posicién de i1, el primer idempotente.

Notemos que, por la Proposicion 5.3.1,4; = 1siy solosio(1) = 1. Entonces o(2), -+ ,0(n)
no tienen restricciones, por lo tanto existen (n — 1)! permutaciones o de I,, que cumplen
esto. Ademas, como K;(1) = 1, existen K;(1)(n — 1)! permutaciones o de I,, tales que

iy = 1, es decir, si i1 = 1 hay K;(1)(n — 1)! tales que K > 1.

Ahora supongamos que i, = k para 2 < k < n — 1; entonces, por la Proposiciéon 5.3.1, la

permutaciéon o de I,, debe cumplir que

{1727"' 7k} = {0(1)70(2)7 T 7U(k)}
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y para toda 1 < j < k, {1,2,--- 5} # {o(1),0(2),--- ,0(j)}. Pero K;(k) es el namero
de permutaciones de [} que cumplen esta condiciéon, mientras que o(k +1),--- ,0(n) no
tienen restricciones. Por lo tanto, si i; = k existen K;(k)(n — k)! permutaciones o de I,

tales que K > 1.

Sumando todos los casos cuando K > 1, dependiendo del valor de ¢; tal que i; < n,
obtenemos que el nimero de permutaciones o de I, que tienen mas de un idempotente

esta dado por
n—1
S K (G)n - )L
j=1

y como existen n! permutaciones o de I,,, entonces
n—1
Ki(n) =n!l =Y K(j)(n—j.
j=1

Finalmente, K = n si y s6lo si toda ¢ en I, es idempotente de la muestra modificada,
pero por la Proposicion 5.3.1 esto ocurre si y solo si {i} = {o(i)}; es decir, si o(i) = i

para toda i en I,,. Por lo tanto, solamente existe una permutacion o de I,, tal que K =n. B

Si(X1,Y1),--+,(X,,Y,) es una muestra aleatoria que proviene de una distribucion bi-
variada continua, con copula II, el siguiente resultado se sigue inmediatamente por la

Proposicion 5.3.4.

Corolario 5.3.5. Sea (X1,Y7), -+, (X,,Y,) una muestra aleatoria continua de tamano n,
donde X y Y son variables aleatorias continuas e independientes, es decir, (X,Y") tiene co-
pula II. Sea (1,0(1)),- -+, (n,0(n)) la muestra modificada y K el nimero de idempotentes

de C' la copula discreta inducida por la muestra modificada. Entonces,
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Demostraciéon: Como X y Y son independientes, esto implica que todas las permuta-
ciones ¢ de I, tienen la misma probabilidad. Entonces, por la Proposicion 5.3.4 sabemos

que so6lo existe una permutacion o de I, tal que K = n; por lo tanto

En la Proposicion 5.3.4 también vimos que existen n! — 27;11 K1(j)(n—7)! permutaciones
o de I, tal que K =1, por lo tanto

n—1 . . n—1 . .
ol =3 K () (=) - > i1 K@) (n —j)!

n! n!

P(K = 1)

Ademas, Gonzalez-Barrios [6] hace la observacion de que P(K = 1) = 1 — 2/n, como se

puede ver en la siguiente tabla:

Valoresden | P(K =1) | 1 —-2/n
1 1 -
2 0.5 0
3 0.5 0.333
4 0.5416 0.5
) 0.5916 0.6
10 0.7796 0.8
100 0.9798 0.98
200 0.989974 | 0.99
500 0.995956 | 0.996
1000 0.997999 | 0.998

Ahora estudiaremos algunas propiedades de la estadistica de asociatividad A”. La primera
propiedad que vamos a ver demuestra que, en el caso de que existan més de un idempo-
tente, A? es suma de variables del mismo tipo pero de dimensiones menores o iguales a

n.
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Lema 5.3.6. Sea (1,0(1)),---,(n,0(n)) la muestra modificada de tamafnio n y suponga-
mos que 1 < 47 < iy < -+ < 7 = n son idempotentes. Entonces, para [ = 1,2,--- |k
existe una tnica permutacion o; de {1,2,--- 4, — 4,1}, donde iq = 0, tal que

i i —i—1

Yo liti—j+1=0()’= > (i—i1—k+1—o(k)’

J=t—1+1 k=1
Demostracion: Para el caso [ = 1, el resultado es trivial, ya que, si tomamos a
o1(k) = o(k) para toda k en {1,2,--- 41}, y como i;_; = iy = 0 entonces,

i1 11 —10

Y (intio—j+1—0(j)’ =) (h—io—k+1-01(k))>

j=1 k=1
Veamos ahora lo que ocurre cuando 1 < [ < k. Como 7;_; e 4; son idempotentes consecu-

tivos y por la Proposicion 5.3.1 sabemos que
{uci+La+ 2, iy = {o(iim1 + 1), 0001 +2),--- ,0(ir) }

Entonces, si definimos a oy(k) = o(i;_1+k) —i;_1, para k en {1,2,--- 4, —4,_1} y hacemos
el cambio de variable j = k + 4;_;, obtenemos que

i —i—1 i —i—1

Y (i—ii—k+1—o(k)? = Y (i—i—k+1— (ol + k) — i)

k=1 k=1
i —i—1
= Z(ll—k—i—l—U(Zl,l—Fk))Z
k=1
U
= > (itia—j+1-0())>
J=t—1+1
|
Sea (X1,Y71), (X2,Y3), -+, (X,,Y,) una muestra aleatoria bivariada de tamafio n, donde
X y Y son variables aleatorias continuas y sea (1,0(1)), (2,0(2)), -, (n,0(n)) su muestra
modificada. Definamos el siguiente evento:
Jiyiyi, = {Los idempotentes asociados a o son 1 <i; < iy < --+ < i = n}, (5.9)
para alguna k en {1,2,--- ,n}. En el siguiente resultado demostramos que, condicionando

en estos eventos, podemos encontrar la densidad de la variable aleatoria AZ.
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Teorema 5.3.7. Sea (X1,Y1), (X2, Y2), -+, (X, Y,) una muestra aleatoria bivariada de

tamanio n, donde X y Y son variables aleatorias continuas e independientes y sea (1,0(1)),

(2,0(2)), -+ ,(n,o(n)) su muestra modificada. Sean 1 < iy < iy < -+ < i, = n los

idempotentes asociados a o e ig = 0. Entonces,

Kl(il)K1<’i2 — Zl) s Kl(n — Z-kfl)
n!

P(Jiyipiy) = , (5.10)

donde K;(l) es el numero de permutaciones 7 de {1,2,--- 1}, con un solo idempotente,

que necesariamente es [. Ademaés, para cualquier ntimero no negativo a

P(A7 = a) Z Yo D AW P = byl e ) YP (i), (5.11)

k=1 i€Ry bEB,

donde
Ry = {1 = (i1,i9, -+ ,ip)|1 < iy <iy <--- <ip=nson k enteros },
Yy
k
B, = {l_) = (by,ba, -+ ,b)|b1,ba, -+, b > 0 son enteros y ij = a}. (5.12)
j=1
Demostraciéon:  Si (1,0(1)),(2,0(2)),---,(n,0(n)) es la muestra modificada y el con-
junto {iy, i, - i} son los idempotentes asociados a o e ig = 0. Sea [ en {1,2,---  k}

fija; entonces por la Proposiciéon 5.3.1 sabemos que
{ior+ L4 +2,- iy ={oli—1 + 1),0(i-1 + 2),--- ,0(i;) }
y para toda j en {1,2,--+ iy — i1}
{ia+Laga+2,- i+t ={olu—1+1),0(-1+2), - ,o(ii_1+ 7))}

Si consideramos la funcién que mapea a ;1 + s en s y definimos a 0; como en el Lema

5.3.6, entonces

{1,2, s ,il — il—l} == {01(1),0'1(2), s ,Ol(il — il—l)}' (513)

Ademas, para toda j en {1,2,--+ ,i; — 4,1}

{1,2,--- .5} #{o(1),0(2),--- ,0(4)}- (5.14)
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Por la Proposicion 5.3.4 existen K(i; — ;1) permutaciones o; de {1,2,--- ,i; —i;_1} que
satisfacen las ecuaciones (5.13) y (5.14). Como esto se vale para toda [ en {1,2,---  k},
utilizando el hecho de que existen n! permutaciones de {1,2,--- ,n} y que al ser X y Y

independientes las permutaciones son equiprobables, obtenemos que

K (i1) K1 (ip — iq) -+ K (g — Z'kfl).

Y

por lo tanto demostramos la ecuacion (5.10).

Si a es un entero no negativo, entonces por la probabilidad condicional se cumple que

P(An = a, Juzzzk) = P(An a|Jl112’tk)P(‘]lll2lk)

T T

Marginalizando, obtenemos que

P —a) = 3 3" P(AT = a, Sy

k=1 i€Ry

=S SR = ali )P ) (5.15)

k=1 i€Ry
pero por el Lema 5.3.6 podemos reescribir a A” de tal forma que

k —t-1

AL = Z Z (=i —J+1—a(h) (5.16)

Si definimos a
At = Ziz — (i =i =+ 1= a()))?
j=1
para toda l en {1,2,--- ,k}, entonces A" = Zle A7 Sustituyendo esto en (5.15) nos

queda que
P(AZ = a) = Z Z P(A:Fl + A?_il Tt Az_ik_l - a|‘]l1121k)P(‘]11121k)
k=1 i€Ry

- Z Z P<A3r1 = bl? A?_il = b27 e 7A2_ik_l = bk"]nulk)P(Jhmlk)

k=1 i€R}; bEBq
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. . i P04 n—1ig_ ..
Como o; solamente depende de i; — 4,1, entonces A2 A2~ ... 'Ar"*' son condicio-

nalmente independientes dado J; Por lo tanto,

19270 *

PAr=a) =Y 3 ST P(AY 5 = by iy ) P (T,

k=1 i1€R, bEB,

que es la ecuacion (5.11). [

Por el Teorema 5.3.7, si ¢ es una permutaciéon en I, con dos idempotentes o mas y
conocemos la distribucién de A? para cualquier j en {1,2,--- ,n — 1}, entonces podemos
encontrar P(AZ = a), para cualquier i en Ry y a un entero no negativo. Los tnicos
casos en los que podemos calcular P(A? = a) explicitamente es cuando o tiene asociado
solamente un idempotente, es decir, iy, = n y K = 1. En estos casos, debemos evaluar
todas las probabilidades condicionales de la forma P(A? = a|J,) y por la Proposicion

5.3.4 sabemos que son K;(n) evaluaciones.

Lema 5.3.8. Sea (X1,Y1), (X2, Y2), -+, (X,,Y,) una muestra aleatoria bivariada de ta-
mano n, donde X y Y son variables aleatorias continuas e independientes y sea (1,0(1)),
(2,0(2)), -+, (n,o(n)) su muestra modificada. Sean 1 < iy < iy < -+ < iy = n los idem-
potentes asociados a o e igp = 0. Entonces, el rango de A”, denotado por ran (A”), esta

dado por

513 18
ran (A;L) = {0’2’4’... 7%}

3
Ademas, P(A? = 0) = 2""!/nl, P(AL =0) = P(A2 =0) = 1 y paran > 3 se cumple que

3 _
plan ™ 13n + 18 :3'
T 3 n!

Demostracién: Sean 77 y 7o dos permutaciones de {1,2,--- j} para alguna j en N;

entonces

D (nik) = (k) = Y k) =D mlk)nk) + > (k)

J
k=1

_ z(j(j el ;ﬁ(/@)@(k)), (5.17)
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2

ya que 7, y 7, son biyecciones de I; en I;. Por lo tanto, 37 _, (11 (k) — 75(k))? es un ntmero

no negativo par.
En la demostracion del Teorema 5.3.7, en la ecuacion (5.16) vimos que

k
Ar=>"
=1

d—i_

2

J=1

1 k

(=i — j+1—0y(f))? =Y A,
=1

Si

n)=u—u1—j+1 y m(j)=0c()

para toda j en {0,1,2,--- 4 —i;_,}, entonces A" = 37 (1 (k) — 7a(k))? y por (5.17)

AT es un entero no negativo par.

Ahora veamos que

Z(n—i—l—l—i)2 = Z(n+1—2i)2
= i((n + 1) — 4i(n + 1) + 4i%)

dn(n+1)(2n+1)
6

= nn+1)—2n(n+1)>*+

_ n(n—|—1)<n;1>

n>—n
_ ‘ 5.18
. .15

En este caso, estamos comparando las permutaciones 71(j) = n — j 4+ 1 para toda j en
{1,2,--- ,n}, es decir

{7_1(1>77_1(2)7 U 77—1(”)} = {n,n - 17 ) 1}’
y 72(j) = j para toda j en {1,2,---  n}, o equivalentemente
{TZ(1>7T2(2)7 T 772(n)} = {17 27 e 777/}'

Notemos que (5.18) es el valor maximo para > . (n —i+ 1 — o(i)) cuando variamos o

sobre todas las permutaciones de I,,. De hecho, los términos (n—1)*y (1—n)? = (n—1)?
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aparecen en la suma. Sea |z] el mayor entero que es menor o igual a = para cualquier x

en R entonces

n [n/2] n
dln—itl—i) = > (n+1-2i)+ Y (n+1-2i)
i=1 i=1 i=|n/2)+1
[n/2)-1 n—|n/2]-1
= > (+1-20+1))P+ D (n+1-20+[n/2] + 1))
=0 =0
[n/2)-1 n—|n/2]-1
= Z (n—2i—1)*+ Z (n—2(i+[n/2]) — 12  (5.19)
=0

Ahora veamos lo que ocurre con (5.19) cuando n es par y cuando n es impar. Si n es un

namero par, entonces |n/2| = n/2. Ademés,
n—2k—1=2>i+n/2)+1—n

siysolosii=n/2—1—k; juntando esto con (5.19) llegamos a que

n—n/2-1

n/2-1

Z(n—Zi—l)z—i— Z (n—2(i +n/2) — 1)
n;;—1 n/2—1
2

n

dln—i+1-i) =

=1

(n—2i—1)%+ Z (n—2(i +n/2) — 1)
n/2—1

=2 (n—-2i-1) (5.20)

1=0

Por otro lado, cuando n es impar |[n/2| = (n—1)/2yn—2k—1=2(i+(n—1)/2)+1—n
siy solosii = (n—2k—1)/2. Entonces, por (5.19) tenemos que

n (n—1)/2—1 n—(n-1)/2-1
dtn—it1-i = D (n-2i-1)"+ (n—2(i+ (n—1)/2) — 1)
=1 =0 =0
(n—1)/2-1 (n—1)/2
= Y =217+ > (n—23+[n/2]) 1)
=0 =1
(n—1)/2-1
= 2 (n—2i— 1) (5.21)
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Por lo tanto, de (5.20) y (5.21) obtenemos que

n [n/2]—1

dln—it1-i=2 > (n—2i—1)> (5.22)

i=1 i=0
En la demostracion del Teorema 5.3.7, en la ecuacion (5.16) vimos que
k i—i—1
Al = Z Z (i — i1 =+ 1= 0u(5))?
=1 j=1

k

_ i —i—1
= S an

I=1
Por lo tanto, (n® — n)/3 no es un valor posible para A", ya que si o(i) = i, entonces i
es idempotente para toda i en {1,2,--- ,n}, por lo tanto A? = 0. Ahora veamos cual es
el valor maximo que puede tomar A?; lo primero que tenemos que observar es que este
mAaximo se alcanza cuando o solamente tiene un idempotente. Si K = 1, entonces (n — 1)?
no es un término en y ;- (n—i+1—0(i))? ya que esto sélo ocurre si o(1) = 1 0 o(n) = n;
si 0(1) = 1, entonces 1 y n son idempotentes y en el caso de o(n) = n tenemos que n — 1
y n son idempotentes, por lo que en los dos casos K > 1.

2 cuando iy = n es el

El término (n — 2)? siempre es posible en Y "' [ (n —i + 1 — o(7))
tnico idempotente de 0. Veamos como debe de ser o, una permutacion de I,, con un tinico

idempotente y que cumpla lo siguiente:

n [n/2]-1
Z(n—i+1 —o(i))?=2(n—2)*+ Z (n—1—2i) (5.23)

Primero supongamos que n es un ntimero impar, es decir, n = 2/ + 1 para alguna [ en N.

Para esto, o debe satisfacer la siguiente condiciéon
Si o(i) = s entonces o(n — o (i) + 1) =n — i+ 1 para toda ¢ en I,,. (5.24)
Primero definamos a o(1) = 2, entonces por (5.24),
cn—2+1)=0n—-1)=n.
Entonces,

(n=14+1-0(1))’=mn-2?% y (n—(-1)+1—-0n-1)"=2-n)
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Ahora, para ¢ = 2j, donde 1 < j < [n/2] =, definamos a 0(2j) = 2j+2. Asi, por (5.24),
on—o0(2j)+1)=0cn—2j—1)=n—-25+1.

Entonces,

(n—2j+1-0(2)? = (n—4j—1)
= (21— 4j)’

n—m—-2j—D+1—0n—-2j-1)° = (2j+2—(n—2j+1))>?
= 4j+1-10)>%=(4—2)>

Sii=2j+1paral<j<|n/2|] =1, definamos a 0(2j + 1) = 25 — 1; asi, por (5.24),
on—oc2j+1)+1)=0(n—2j+2)=n—2j.
Entonces,

(n=(2j+1)+1-0(2j+1)" = (n=2j—(2/-1))°
= (n—4j+1)

nm—m—-2j+2)+1—0(n—2j+2))° = (2j—1—(n—2j))?
= (45 —1—n)?
= (45 —2 202

Ahora supongamos que o tiene mas de un idempotente, es decir i1 = j < n; entonces
por la Proposicion 5.3.1 se cumple que {1,2,--- i1} = {o(1),0(2), -+ ,0(i1)} pero esto
es una contradiccion y veremos la razon por casos. Si i; = 1, esto implica que (i) =2y
{1} # {2}; cuando i; > 1 y es un numero par, entonces i; < o(i;) = 4; + 2; finalmente, si
iy > 1y es un namero impar, entonces, i1 < o(i; — 1) = i; + 1. Por lo tanto, o satisface

(5.23) y su unico idempotente es i; = n.
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Veamos como debe ser o para que cumpla (5.23) cuando n es un nimero par, es decir,

n = 2l para alguna [ en N. En este caso definimos a ¢ de tal forma que
o(l)=2,0(n)=n—-1y o(2j)=25+2

para 1 < j < |n/2| =1,yo(2j+1) =2j—1paral < j < |[n/2] = (. Por lo tanto,
o satisface (5.23) y su unico idempotente es i; = n. Para ver que o solamente tiene un
idempotente, se demuestra de forma anéloga al caso anterior. Por lo tanto, o satisface
(5.23) y su unico idempotente es i; = n.

Por las ecuaciones (5.18), (5.22) y (5.23) podemos obtener el valor méximo que puede
tomar A”. En (5.18) vimos cual es el valor méximo de > ;' (n —i + 1 — o(i))?, para
o una permutacion de I,,. Luego, en (5.22) vimos que se podia expresar de otra forma.
Después hicimos la observacion de que los términos (n — 1)* y (1 — n)? no aparecen en
St (n—i+1—0(i)* cuando o tiene un tnico idempotente. Por otro lado, en (5.23)
definimos a o de tal forma que tiene un unico idempotente que coincide con (5.18) pero
en lugar de que aparezcan los términos (n — 1)* y (1 — n)?, aparecen (n —2)? y (2 —n)%
Sea M, el valor maximo que toma A”, entonces

n

M, = Y (n+1-2i)>=2(n—1)"+2(n—2)
_ "3;”—2(n—1)2+2(n—2)2

n3 — 13n + 18
2 .

Atn mas, se puede demostrar que A? puede tomar cualquier valor par entre 0 y M, por
lo tanto ran A” ={0,2,---, M,}.

Para cualquier n > 1, si ¢ es la permutacion definida antes, donde su estadistica asociada
alcanza el maximo y definimos a ¢’ otra permutacion de I,, tal que o(o’(i)) = i para toda

ien{1,2/--- n}, entonces

{1,2,--- .4} ={o(d’(1)),0("(2)), -+, o (')}, (5.25)

para toda j en {1,2,--- n}. Por la definicién, ¢’ tiene un tnico idempotente, ya que si

tuviera méas de un idempotente, es decir 7; < n, sabemos por la Proposiciéon 5.3.1 que
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{1,2,--- i1} ={0'(1),0'(2),--- ,0'(i1)} y por (5.25) sabemos que

{1’ 2,-- 7i1} = {0(0/(1))7 O-<OJ(2))’ T 70(0/(i1))};

entonces {{1,2,--- i1} = {o(1),0(2), -+ ,0(i1)}} pero esto es una contradiccion ya que
i1 no puede ser idempotente de o. Por la definicién de ¢’ y la conmutatividad de la suma

llegamos a que

Se puede demostrar que, para cualquier otra permutacion de I, la estadistica asociada
a esa permutacion, es estrictamente menor a M,. Por todo lo anterior y como todas
las permutaciones son equiprobables, ya que X y Y son variables aleatorias continuas e
independientes, tenemos que P(A” = M, ) = 2/n!. Finalmente, si o es una permutacion
de I,, con k idempotentes, para alguna k en {1,2,--- ,n}, como iy = n, entonces los

restantes £ — 1 idempotentes se pueden seleccionar en

n—1
kE—1
formas diferentes, y para cada seleccion de idempotentes 1 < i1 < 19 < --- < i = n

solamente existe una permutacion o tal que A? = 0. Entonces, por el Teorema del binomio

£ () e

k=1 m=0

existen

casos tales que A? = 0; lo implica que
P(A =0) =2"""/nl.

™

Por lo tanto, P(AL =0) =1y P(A2=0)=2/2=1. |
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Observemos que, por el Lema 5.3.8, la ecuacion (5.12) del Teorema 5.3.7 se puede reescribir
como

k
B, = {Q = (b1,bg, -+ ,bx)|b1, ba, -+ , b > 0 son enteros pares y ij = a},

Jj=1
donde a es un ntimero entero par no negativo.

Ahora estudiaremos una estadistica que esté relacionado con A” y que definimos como

AT =) "(n—j+1-0())) (5.26)

J=1

Notemos que si (1,0(1)),(2,0(2)),--+ , (n,0(n)) es una muestra modificada que s6lo tiene
un idempotente asociado a la permutacion o de I, es decir, K = 1, entonces A? = /Alﬁ

Veamos algunas propiedades de AZ, bajo independencia.

Proposicion 5.3.9. Sea (X1,Y)), (X3, Y2), -+, (X,,Y,) una muestra aleatoria bivariada

de tamano n, donde X y Y son variables aleatorias continuas e independientes, y sea

(1,0(1)),(2,0(2)), -+, (n,0(n)) su muestra modificada. Entonces,
Vhy 2
E(c(j)) = = para toda k>1, (5.27)
1 2
B(o(j)o(k) = )1(23” 2 Laatoda  1<j£k<n. (5.28)
Ademés,
B(Ar) — n(n — 1é(n +1) (5.20)
' 2 1) 1
v(An = it D=1 (5.30)
36
Demostracion: Sea (1,0(1)),(2,0(2)), -, (n,0(n)) la muestra modificada de dos va-

riables aleatorias continuas e independientes; entonces toda permutacion o de I, tiene
probabilidad 1/n!. Esto implica que para toda j en I,,,
=1 1<i<n,

Plo(j)=i)=q " "
0 en otro lugar .
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Ademés, si 1 < j,k < n con j # k, entonces

{(nnf)! =oby s 1<i#l<n,

0 en otro lugar .

Por lo tanto, para toda k£ > 1
B(o()) = 3 #P(o) = 1) = 30 .
i=1 i=1
En particular,
E(o(j)=m+1)/2 v  E(0()?)=(n+1)/2 (5.31)
Por otro lado, si j, k pertenecen a I,, con j # k, entonces

E((io(k) = > Y, n(nz—l—l)

=1 1=1,i#i

=1

= n(nl— ) (n(n; l)gi—ii2>

i=1

1 (nz(n +1)?2 (n+1)2n+ 1)>

n(n—1) 4 6
 (n+1)(3n+2)
B 12 '
Como 7(j) =n—j+1 paratoda jen {1,2,--- ;n} y o son permutaciones de I,,, entonces

podemos reescribir a A? de la siguiente forma:
n

Ar = > (n—j+1-0(j)

_ 22},0(],) _nn+1)(n+ 2). (5.32)
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Por las ecuaciones (5.31) y (5.32) tenemos que

B(AY) = 2 Bl - MU

nn+1)* n(n+1)(n+2)

2 3
- n(n+1)<n_2'_1 _n;)i—Z)
_ n(n+1)(n—1)
G )

Si definimos a C,, = n(n + 1)(n + 2), entonces por (5.32)

E((47)%) = 4ZZJ/<¢E(U(j)0(k))—4CanE(0(j))+Cﬁ

=1 k=1

::4§:wa@f)+4§: > GkE(e(f)o(k))

J=1 k=1k#j

—4C,, ZjE(a(j)) +C2 (5.33)

Analicemos por separado cada uno de los sumandos de (5.33). Primero veamos que, por
(5.31),

4;j2E(U(j)2) _ 4(n + 1)éQn +1)n(n+ 1)6(2n +1)

_ n(n+ 1)29(271 + 1)2, (5.34)

mientras que, por (5.28),

noo | S & (n+D)(Bn+2)
430 30 GkBOeGek) = 430 DS ks

J=1 k=1k#j j=1 k=1k#j
M+1D)BR+2) & . ((n+1)
= ; ;J ( TR J)
(n+1D)GBn+2) (M2n+1)? &,
N 3 ( 1 _;] )

_ n(n+t 1);(3n +2) (n(n4+ ) (Qn(?— 1)) (5.35)
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y también llegamos a que

4G, Y ROG) = —ACun(n+ 1) = _pnt )+ 2) (5.36)

3

Por la definicion de C,, y sustituyendo (5.34), (5.35) y (5.36) en la ecuacion (5.33) llegamos

a que
B((A"?) — n(n + 1)9(2n +1) N n(n + 1)3(3n +2) (n(n4—|— 1) (anL 1))
n*(n+13(n+2) n*(n+1)>3(n+2)?

3
_ (”“ [4(2n + 1)2 + 3n(n + 1)(3n + 2)
)
(n—

—2(3n +2)(2n+1) — 12n(n + 1)(n + 2) + 4n(n + 2)*]

_ nP(n+1)? 1)
_ - . (5.37)

Finalmente, por (5.29) y (5.37)

V(AL = E((47)) — (B(4D))?
n’(n+1)*(n—1) n*(n+1)*(n—1)°

36 36
2 1 2 -1
- DD )
 n*(n+1)2(n—1)
- 36 ‘
|
Sea 7 una permutacion de I,, y (1,0(1)),(2,0(2)),- -, (n,0(n)) una muestra modificada,

y definamos a A" = > i-1(1(j) — o(j))?. Notemos que para el caso particular cuando
7(j) = n — j + 1, se cumple que /Nl;‘ = flﬁ. Ahora veamos algunas propiedades sobre la
distribucion de A”.

Proposicion 5.3.10. Sea (X1,Y7), (X2, Y3), -, (X,, Y,) una muestra aleatoria bivarida
de tamano n, donde X y Y son variables aleatorias continuas e independientes y sea

(1,0(1)),(2,0(2)),- -, (n,o(n)) su muestra modificada. Sea 7 una permutacion de I,

fija. Entonces,
Ar L jn, (5.38)
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donde < significa que son iguales en distribucién. Sea Y; = 2(R,, — io(i)) para i en
{1,2,--- ,n}, donde R, = (n + 1)(2n + 1)/6. Entonces, las covarianzas Cov(Y;,Y;) y las

correlaciones p(Y;,Y;) estan dadas por

iy Ly
Cov(v;, v;) = —H D, (YY) = (5.39)
ov{ry, e e— Iz ) .
7 3 Y S P
para toda i,j en {1,2,--- 'n} con i # j. Ain mas, flﬁ es una variable aleatoria simétrica

respecto a n(n +1)(n —1)/6.

Demostracién: Primero notemos que podemos reescribir a A de la siguiente forma:

A= > 0 - o)’

_ 2n(n+ 12(27@ +1) S ko' (k), (5.40)

donde la ultima ecuacion se sigue de reindexar los términos 7(j)o(j) para toda j en
{1,2,--- ,n}, en orden creciente respecto a los valores de 7(j). Ademaés, o’ sigue siendo
una permutacion de I,,. De (5.40) se sigue que la distribucion de AQ no depende de T,

entonces
n n

AP EN (i o (i) =Y 2R, — io( ZY (5.41)

i=1 =1

Por la ecuacion (5.27) de la Proposicion 5.3.9 llegamos a que

E(Y;) = 2R, —2iE(c(i))
_ (h+1)@2n+1) (n + 1)i

3
- (n+1)[2”3+1 —z}

(5.42)
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y

E(Y?) = E(4R? —8R,io(i) + 4i*0(i)?)
B m+122n+1)? in+12Cn+1) #n+1)2n+1)
B 4{ 36 a 6 * 6 }
20+ 1)2n+ 1) [(n+1)(2n+1)
B 3 { 6

—i(n+1)+ zﬂ, (5.43)

para toda i en I,,.

Por las ecuaciones (5.42) y (5.43) se cumple que, para toda i en I,,,

V(i) = E(Y?) — (E(Y;)?

(2

2(n+1)(2n+1) [(n +1)(2n+1)

3 : —i(n—i—l)—i—iﬂ

—(n+1)2 {2”; L z]

= #(n+1) {% —(n+ 1)}
_ (n+ 1)(3n — 1)@'2‘ (5.44)

Ademas, por (5.28), para cualquier 4,j en {1,2,--- n} con i # j tenemos que

(YY) = E(4(R, — io()(Ra — jo())))
= 4E (R,% — jo(j) Ry — io(i) Ry + z’ja(i)a(j))
= 4R~ jRE(0())) — iRaE((i)) + ijE(0(0)o()))

1 1 1)(3 2
iR n+ —iRnn; +ij(n+ )1(2n+ )>

= 4( R2

I ) —jn+1)(2n+1)

4n+1) [ (n+1)(2n+ 1)
-
—i(n+1)2n+1) +4ij(3n + 2)>

_ n+1/(n+1)(2n+1)?
B 3( 3

—(n+1)(2n+1)(i+j)+z'j(3n+2)>. (5.45)
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Para calcular la covarianza utilizamos las ecuaciones (5.42) y (5.45), ya que

Cov(Y;,Y;) = EYY;) — E(Y)E(Y))
- ”;1 ((” i 1)(32” U (n+1)(2n 4 1)(i + j) +ij(3n + 2))
_(n+1>(2n;—1 _i>(n+1)(2n;—1 _j,)
_ (n+1)ij<3n+2 B (n+1)>
- —(n_gl)ij (5.46)
y esto se cumple para toda i,j en {1,2,--- n} con i # j.

Por su parte, para calcular la correlacion utilizamos (5.44) y (5.46). Para toda ¢,j en
{1a27"' ,TL} Coni#j

V(Y)V(Y;)
(n+1)ij
(n+1)(n —1)ij
1
n—1

oY) = X))

Por tltimo, veamos la simetria de A”. Sea A = Y27 (i — ¢(i)); entonces por la ecuacion
(5.38) sabemos que AQ 4 A, pero por (5.40) se cumple que, para toda o permutacion de
I,

n(n+1)(2n+1) =
A= 3 -2 ; io(i).
Fijemos a ¢ una permutacion de [, y definamos a 7, otra permutacion de I,,, tal que

7(i) =n — o(i) + 1 para toda i en [,,. Sea B =Y (i — 7(i))?; entonces

B n(n+1)(2n+ 1) _22”(2,)




5.3. ESTADISTICA PARA LA ASOCIATIVIDAD DE UNA COPULA. 151

Asi,

n(n—l—lg(n—l)_B _ n(n+13)(n—1)_n(n—l—l)?)(2n—i—1)+n(n+1>2_22ia(i)

n

_ n(n+1)<n;1—2n;—1+(n+1)> —2Y (i)

i=1

n(n + 1)3(2n +1) 5 Zia(i)

=1

= A

Por lo tanto, A” es simétrico respecto a n(n + 1)(n —1)/6. |

Definamos a

A, =r ) (5.47)

entonces, por la Proposicion 5.3.10, sabemos que A, es una variable aleatoria tal que
E(A,) =0y V(A,) = 1.

Ahora veamos como es la distribucion asintotica de A,. Sea (X1, Y1), (X2, Ya), -+, (Xn, Yn)
una muestra aleatoria bivariada de tamano n, donde X y Y son variables aleatorias

continuas y tienen distribucion F. Atn mas, supongamos que X; < Xp < --- < X,,, y sea

12 = ; ~n(n+1)?
p_—n(n2_1)(z R — ———— ) (5.48)

=1

donde Ry, Ry, -+, R, son los rangos de Y}, Y5 - - - | Y, respectivamente, es decir, R; = o (i)
para toda ¢ en {1,2,--- ,n}. Entonces, por las ecuaciones (5.47), (5.32), (5.29) y (5.30)
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tenemos que
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_ AT —E(47)
V(Ay)
9 Z?:l ZO'(Z) . n(n+1§(n+2) . n(n—lg(n—i-l)

n2(n+1)2(n—1)
36

25 io(i) — M (2n 4 4 4 — 1)

n(n+1)
ntl) 1

- (e - )

(5.49)

Como v/n — 1 p tiene distribucion asintotica N(0,1), bajo el supuesto de independencia

(ver Lehman [13]) entonces A” tiene distribucion asintética normal.



Capitulo 6

Estadistica para la deteccion de

idempotentes no triviales de una copula

Sea (X1,Y7),---,(X,,Y,) una muestra aleatoria de una distribucion bivariada continua
tal que su muestra modificada es (1,0(1)),- - , (n,o(n)); ver Definicion 5.2.1. En el capitu-
lo anterior analizamos la estadistica propuesta por Gonzélez-Barrios [6], que nos permite
hacer inferencia sobre la muestra modificada, para saber si proviene o no de una copula
asociativa. Sin embargo, esta prueba no es suficiente para saber si proviene o no de una
copula arquimediana, ya que, por el Teorema 3.1.14 y el Teorema de Ling sabemos que
una copula es arquimediana si y solo si es asociativa y su diagonal estd por debajo de
la identidad en (0, 1). El ejemplo mas claro de que esta estadistica falla es la copula M,
que es una copula asociativa con soporte en la diagonal, por lo tanto no es arquimediana,

aunque la estadistica de asociatividad A7 = 0.

En este capitulo proponemos una prueba estadistica que nos permite hacer inferencia

sobre una copula para saber si tiene o no idempotentes no triviales.

6.1. Motivacion

Sea (X1,Y7), -+, (X,,Y,) una muestra aleatoria de una distribucion bivariada continua,

con copula C| tal que su muestra modificada es (1,0(1)), -, (n,o(n)). Al igual que en

153
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la estadistica de asociatividad, vamos a utilizar la muestra modificada para definir la
estadistica diagonal; en otras palabras, para saber si C' es una cépula que tiene o no

idempotentes no triviales, trabajaremos con (1,0(1)),--- , (n,o(n)).

Lo que buscamos, es definir una estadistica que penalice la existencia de idempotentes
no triviales. Ademés, la penalizacién que se le da a los idempotentes tiene que cumplir
dos propiedades: la primera es que la penalizacion de dos idempotentes no triviales y
diferentes entre si, que tienen como punto medio a n/2, debe ser igual; y la segunda es
que el castigo debe ser mayor mientras mas cerca esté el idempotente de n/2, ya que si la
muestra tiene un idempotente cercano a n/2 es muy posible que la muestra provenga de

una suma ordinal.

En la Figura 6.1 podemos ver los diagramas de dispersion de dos muestras aleatorias de
de tamano veinte; la muestra modificada del diagrama de la izquierda tiene idempotentes
i1 = 10 e 75 = 20; mientras el diagrama del lado derecho tiene una muestra modificada con
idempotentes iy = 1 e i, = 20. De la grafica se puede ver que, la copula C; que en teoria
pertenece a la muestra modificada con idempotentes i; = 10 e 75 = 20, probablemente
cumple que C(u,u) = u para u cercano a 1/2. Sin embargo, no podemos decir mucho
sobre la copula que gener6 a la muestra modificada con idempotentes i1 = 1 e i = 20.
Es por esto que para definir a la estadistica diagonal, pedimos que se penalice mas a los

idempotentes cercanos a n/2.

Figura 6.1: Diagramas de dispersion de muestras aleatorias.
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Antes de definir la estadistica analicemos la siguiente funciéon. Sea n un entero positivo

fijo y definamos a f,, una funcion de [0, 00] en [0, oo, tal que

1
(n/2 —xz)?4+1’

falz) = (6.1)

para toda x en [0, oo]. Entonces, f, (ver Figura 6.2) es una funcion positiva, estrictamente
creciente en [0,n/2), estrictamente decreciente en (n/2,n| y alcanza su maximo n/2. Esto

es facil de ver, ya que

2(n/2 —x)
((n/2 — 2)2 +1)°

") — 23(”/2_x)2 _ 2
y fn () <(n/2_$)2+1)3 (nj2—z)2+1

folz) =

Ademas, f, es simétrica respecto a n/2 en el intervalo [0, n], ya que para toda z en [0,n/2)

se cumple que

falnj2 4 ) = —

o = fu(n/2 —x).

Figura 6.2: Grafica de fs (linea continua) y f5 (linea discontinua).

Ahora definamos una estadistica para saber si la copula tiene idempotentes no triviales.

Definicion 6.1.1. Sea (X1,Y1),- -+, (X,,Y,) una muestra aleatoria de una distribucion
bivariada continua tal que su muestra modificada es (1,0(1)), -+, (n,o(n)) con idempo-
tentes 1 <1y < iy < --- < i =n, para alguna k en {1,--- ,n}. Definamos una estadistica

para la deteccion de idempotentes no triviales, a la que llamaremos estadistica diagonal,



156 CAPITULO 6. ESTADISTICA DE IDEMPOTENTES NO TRIVIALES

mediante

o= =y

S fall)

k—1 1
L =P

= = 1 . (6.2)
Z (n/2—j)2+1

—_

1=

Notemos que en (6.2) el numerador de I castiga a cada idempotente no trivial de la
muestra modificada, evaluando f,, y sumando el valor correspondiente de todos los idem-
potentes no triviales, mientras que el denominador tiene como objetivo dividir entre el
méximo valor posible del numerador, que se alcanza cuando o(i) es idempotente para
toda i en {1,2,--- n}; es decir, o(i) =i para toda i en {1,2,--- ,n}. De esta forma, I"
es un nimero entre cero y uno. Ademas, I es una variable aleatoria discreta que depende

de la permutacién de la muestra modificada.

Por las propiedades de la funcién f, mencionadas antes, la estadistica cumple las dos
propiedades que queremos. Si n es par, es decir, n = 2m para alguna m en N, como f,
alcanza su maximo en n/2, entonces I7 al idempotente que mas peso le da es a n/2 y
conforme los idempotentes se van alejando de n/2, f,, decrece, por lo tanto la estadistica
penaliza menos conforme los idempotentes se alejan de n/2. Ademés, f, es simétrica
respecto a n/2, por lo que I castiga de igual forma a los idempotentes simétricos respecto
a n/2. Por otro lado, si n es impar, es decir, n = 2m + 1 para alguna m en N, entonces
n/2 no puede ser idempotente y por la simetria de f,, a los idempotentes que més peso
reciben son m y m + 1, y por lo mismo que se mencioné en el caso anterior, I castiga

igual a los idempotentes simétricos respecto a n/2.

Sea (X1,Y7), -+, (X,,Y,) una muestra aleatoria de una distribucion bivariada continua,
con copula C, tal que su muestra modificada es (1,0(1)),- -, (n,0(n)) con idempotentes
1 <iy <ig<---<ip=n,paraalguna k en {1,--- ,n}. Entonces, la estadistica diagonal

cumple las siguientes propiedades:

i. Si C' =W, entonces la muestra modificada es de la forma (1,n), (2,n—1),--- ,(n,1)

con probabilidad 1 pues el soporte de W es {(¢t,1 —t)|t € [0, 1]} (la diagonal secun-
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daria), lo que implica que el tnico idempotentes es n con probabilidad 1. En este

caso, I = 0 con probabilidad 1.

ii. Si C = M, entonces la muestra modificada es de la forma (1,1),(2,2),---,(n,n)
con probabilidad 1 pues el soporte de M es la diagonal principal {(¢,t)|t € [0,1]}.
En este caso los idempotentes son iy =1 <19 =2 < --- < i = n, es decir k = n.

Entonces, I =1 con probabilidad 1.

iii. Si C' = 1I, utilizando el Corolario 5.3.5, sabemos que si K es el numero de idempo-
tentes de una muestra modificada de IT de tamano n; entonces P(K = 1) = 1 —2/n.

Como n siempre es idempotente de una muestra modificada entonces
PIK>1)=1-P(K=1)=2/n—0 cuando n — 00.

Ademas, P(I? > 0) =P(K > 1) = 2/n.

6.2. Definiciones y simulaciones

En el caso que vamos a ver a continuacion, una hipétesis estadistica es una afirmacion
sobre la copula de una muestra aleatoria; a la hipotesis Hy se le conoce como hipétesis
nula y a H; como hipétesis alternativa. La prueba de una hipotesis estadistica es
una regla de decision para aceptar o rechazar la hipotesis. La funcién potencia de la
prueba H, contra Hi, es la funcién que calcula la probabilidad de que, dada una muestra
aleatoria, la hipotesis nula sea rechazada; y la potencia de la prueba es la probabilidad de
rechazar Hy dado que Hj es cierta. La regioén critica de una prueba estadistica, denotada
por A, es un subconjunto del espacio muestral, de tal forma que si una muestra aleatoria

pertenece a la regiéon critica, entonces rechazamos Hy.

En este caso tenemos que las hipotesis a probar son:
Hy: C(u,u) < uparatodawen (0,1) vs. Hj:C(ug,up) = ug para alguna ug en (0, 1).

De esta prueba podemos hacer las siguientes observaciones:
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1. Esta prueba es claramente no paramétrica.

2. Si la muestra aleatoria proviene de una copula arquimediana C', entonces Hj es

cierta, por el Teorema de Ling.

3. Sea € el espacio de todas las copulas. La funcién potencia de la prueba se define

como
f(C) =P(rech Hy |C)

para toda C' en % . Es decir, la funcién potencia es la probabilidad de rechazar H
dado que la muestra aleatoria se genero de una coéopula C' fija. Notemos que de la
propiedad i (mencionada al final de la seccion anterior) f(W) = 0; de la propiedad
ii se sigue que f(M) = 1. Para encontrar la region critica de la prueba queremos
que f(%) = « para « en {0.10,0.05,0.01}, donde % es la copula definida en
(3.39).

Sean « en {0.10,0.05,0.01} y n en N fijos, entonces la region critica de esta prueba es
A={(X1,Y7), -, (X, Y )|I* > & __} donde £, es un valor critico de la prueba. Por
la observaciéon 3, para encontrar la region critica de la prueba se procedera haciendo un
gran numero de simulaciones para valores de n. Con este procedimiento aproximamos la
distribucion de I7|C' = .

Para encontrar los valores criticos de la prueba simulamos 100,000 observaciones de
e = % Para los tamanos de muestra 10,20,50 y 100, calculamos su funcién de
distribucion empirica y tomamos &', para a en {0.1,0.05,0.01} y n en {10, 20, 50, 100},
donde

&, =min {y>0:P(I7 <y|C = 1) > 1-af.

Los valores de &7, estan en la Tabla 6.1.

También es importante notar que, en base a simulaciones, existe una relacién entre el

orden parcial <, ver Definiciéon 1.6.1, y la funcién potencia de la prueba. Si C; y C5 son
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l-a«
Tamano de la muestra
0.90 0.95 0.99
10 0.2056277 0.3679654 0.6471861
20 0.01202011 0.01616278 0.04241643
50 0.001178439 | 0.001350763 | 0.002112563
100 0.0002731040 | 0.0002847228 | 0.000431662

Tabla 6.1: Valores criticos de la prueba.

dos copulas tales que W < C; < Cy < M, entonces

0=f(W) < f(Ch) < f(Co) < f(M) = L.

Sabemos por el Ejemplo 3.3.10 que la familia Clayton esta positivamente ordenada, lo
que implica que W < 1I < % < M, esta es una de las razones por las que tomamos a la
1

copula 5 como pivote y no a la copula producto II. De hecho, en la Tabla 6.1 podemos
I

s 17> €8 probable que

ver que incluso para muestras aleatorias de tamano 100 de la copula
I sea mayor que cero; ya que las muestras modificadas suelen acumularse cerca de 1y n,
por lo que probabilidades de tener idempotentes no triviales alejados de n/2 son mayores

que con la copula producto.

Notemos que si rechazamos la hipotesis nula Hj, entonces rechazamos que C' sea una
copula arquimediana. Sin embargo, si no rechazamos Hy no podemos garantizar que C'

sea una copula arquimediana.

Para saber qué tan bien funcionan los valores criticos de la prueba, hicimos simulaciones

de algunas de las familias de copulas més importantes.

Primero hicimos 1, 000 simulaciones de algunas copulas de la familia Raftery, ver Ejemplo
3.2.10, sabemos que Cy = Il y C; = M. Para tamanos de muestra 10,20,50 y 100,
calculamos su estadistica I” y el nimero de rechazos de Hy. Los resultados se pueden
ver en la Tabla 6.2. Aunque la familia Raftery no es familia de copulas arquimedianas,
se puede demostrar que Cy(u,u) < u para toda u en (0,1) y para toda 0 < 6 < 1, pero
si 6 = 1 entonces C; = M. En la Tabla 6.2 podemos ver que para valores de # > 0.5 la

potencia de la prueba es muy alta; es decir, la probabilidad de rechazar Hj es alta. En la
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Figura 6.3 vemos que para # = 0.5 los puntos de la muestra se acumulan en la esquina
superior izquierda, lo que provoca que la muestra modificada tenga idempotentes cercanos
a n. Mientras que para # = 0.9 la muestra es muy parecida a la de la copula M. Cuando

0 = 0.1, la copula se parece mucho a II.

Notemos que la potencia de la prueba crece conforma 6 se acerca a 1y decrece conforme

6 se acerca a 0. Es decir, f(Cy) — 1 cuando § — 1y f(Cy) — 0 cuando § — 0.

Figura 6.3: Diagramas de dispersion de la familia Raftery para § = 0.1 (izquierda), § = 0.5
(centro) y # = 0.9 (derecha).

Lo mismo hicimos con la familia Clayton, ver Ejemplo 3.3.10, cuyos resultados estan
en la Tabla 6.3. Consideramos a 6 en [—1,0) U (0,00) y a Cy una copula de la familia
Clayton. Sabemos que C_; = W, Cy =11, C} = % y para el caso limite C,, = M.
Ademas, por el Ejemplo 3.3.10, la familia Clayton es positivamente ordenada; entonces, si

—1 <6 <1 tenemos que W < Cy < %, y los rechazos tienen que ser pocos, ya que para

. L , 1 P
cualquier copula que esté entre la Wy la =5 es muy dificil encontrar muestras que den
evidencia de idempotentes no triviales. En la Tabla 6.3 se verifica este comportamiento.
Si # > 1y hacemos que 6 crezca, entonces la copula Cy se va ir acercando a M, por lo que
esperamos que cada vez existan més rechazos de Hy; esto también se verifica en la tabla

antes mencionada.

Aunque la familia Clayton es arquimediana, este comportamiento es lo que esperamos ya
que la prueba va a rechazar a copulas que se parezcan a M. Como esta familia es de copulas
arquimedianas, sabemos que no tocan la diagonal. Sin embargo, por las simulaciones vemos

que la funcion potencia de la prueba es cercana a cero cuando 8 < 1y f(Cy) — 1 cuando
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@ — o0. En la Figura 6.4 podemos ver los diagramas de dispersion de I, % y C5. En

el diagrama de dispersion se ve como Cy se parece a M, sobre todo en la cola inferior.

Figura 6.4: Diagramas de dispersion de la familia Clayton para 8 = 0 (izquierda), § = 1
(centro) y # = 5 (derecha).

Con la familia Ali-Mikhail-Haq, ver Ejemplo 3.2.13, hicimos lo mismo, sus resultados estan
en la Tabla 6.4. Si 0 esta en [—1,1) y Cy es una copula que pertenece a la familia Ali-
Mikhail-Haq, sabemos que Cy =1y C} = EEIH. Ademas, esta familia es arquimediana y
esté positivamente ordenada, ver Nelsen [17]. Por lo tanto, esperamos ver pocos rechazos;
en la Tabla 6.4 se comprueba esto. Con esta familia, se cumple que f(Cp) < « para 6 en
[—1,1). En la Figura 6.5 podemos ver los diagramas de dispersion de algunas copulas que

pertenecen a la familia Ali-Mikhail-Haq.

Figura 6.5: Diagramas de dispersion de la familia Ali-Mikhail-Haq para § = —1 (izquier-
da), # = —0.5 (centro) y 6 = 0.5 (derecha).

Finalmente, veamos el caso de la suma ordinal de {II, IT} respecto a {[0, 6], [¢, 1]}. Notemos
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Figura 6.6: Diagramas de dispersion de la suma ordinal para § = 0.2 (izquierda), 6 = 0.3
(centro) y € = 0.6 (derecha).

que, en las Tablas 6.5y 6.6 para § en {0.1,0.9} y tamano de muestra igual a 10, los rechazos
son pocos. Esto se debe a que la estadistica castiga poco a los idempotentes no triviales
que estan en los extremos, y en estos casos esto es lo que ocurre con los idempotentes
no triviales que aparecen. Si el valor de 6 se acerca a 0.5, los idempotentes no triviales
que aparecen se acercan mas a n/2, donde n es el tamano de la muestra, por lo que
aumentan los rechazos. De los resultados podemos ver, incluso para 6 en {0.1,0.9} con
tamano de muestra mayor a 10, que la probabilidad de rechazar H, es bastante alta. En
otras palabras, la prueba detecta de manera muy eficiente cuando la muestra aleatoria
proviene de una suma ordinal. En la Figura 6.6 podemos ver diagramas de dispersion de

sumas ordinales para diferentes valores de 6.



6.2. DEFINICIONES Y SIMULACIONES 163

Par&metro Tamano de la Rechazo al nivel
muestra a=0.10 ]| a=0.05 | « =0.01
10 14 3 1
01 20 6 2 0
50 1 0
100 0 0 0
10 47 17 3
0.3 20 49 29 2
50 51 28 3
100 52 28 8
10 147 86 19
20 236 193 39
05 50 237 174 72
100 216 196 74
10 475 302 122
20 685 622 315
07 50 679 625 436
100 676 651 426
10 936 837 582
20 999 996 976
09 50 1000 1000 999
100 999 999 998

Tabla 6.2: Resultados para la familia Raftery.
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Parametro

Tamano de la

Rechazo al nivel

muestra a=0.10 | a=0.05 | «a=0.01
10 3 2 0
0 20 0 0 0
20 0 0 0
100 0 0 0
10 17 12 0
0.3 20 ) 0
50 0
100 0
10 49 27 4
0.6 20 37 21 1
50 27 11 0
100 15 12 1
10 91 35 8
0.9 20 82 45 8
50 65 22 6
100 o1 33 13
10 256 144 29
5 20 371 303 78
50 335 267 103
100 341 270 98
10 723 487 250
20 907 883 626
° 20 917 873 736
100 901 861 711
10 918 808 485
20 998 998 951
10 50 1000 996 993
100 1000 999 996

Tabla 6.3: Resultados para la familia Clayton.
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Tamano de la

Rechazo al nivel

Parametro
muestra a=010]| a=0.05 | a=0.01

10 2 2 0
. 20 0 0 0
50 0 0 0
100 0 0 0
10 3 3 0
20 0 0 0

-0.5
50 0 0 0
100 0 0 0
10 8 6 1
20 0 0 0

0.1
50 0 0 0
100 0 0 0
10 13 6 0
20 0 0 0

0.3
50 0 0
100 0 0 0
10 23 7 0
20 3 1 0

0.5
50 1 0 0
100 1 0 0
10 37 22 4
20 10 5 1

0.7
50 0
100 0 0 0
10 63 30 9
20 36 21 6

0.9
50 5) 4 0
100 2 1

Tabla 6.4: Resultados para la familia Ali-Mikhail-Haq.
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Parimetro Tamano de la Rechazo al nivel
muestra a=0.10 ]| a=0.05 | a=0.01

10 44 16

0.1 20 174 100
50 399 290 59
100 291 277 72
10 148 47 12

0.2 20 589 381 65
50 806 714 333
100 896 840 320
10 332 115 31
20 877 721 292

0 50 985 971 801
100 999 999 966
10 488 221 43

0.4 20 978 929 640
50 1000 999 987
100 1000 1000 1000
10 575 274 57
20 994 980 795

05 50 1000 1000 999
100 1000 1000 1000

Tabla 6.5: Resultados para la suma ordinal (parte 1).
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Par&metro Tamano de la Rechazo al nivel
muestra a=0.10 | a=0.05| a=0.01
10 514 242 64
20 972 919 664
06 50 1000 1000 989
100 1000 1000 999
10 330 143 31
20 874 737 291
07 50 986 962 809
100 999 999 962
10 159 53 13
20 620 420 62
08 50 805 695 318
100 900 840 343
10 40 18 8
0 20 163 83 1
50 405 302 72
100 256 245 73

Tabla 6.6: Resultados para la suma ordinal (parte 2).
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6.3. Conclusiones

Como lo mencionamos antes, no existe una prueba estadistica que permita hacer inferencia
sobre la muestra aleatoria para saber si proviene o no de una copula arquimediana; y
tampoco existe una prueba para saber si proviene o no de una copula cuya diagonal esta
por debajo de la identidad en (0, 1). Por lo visto en la seccién anterior, podemos observar
que la prueba que proponemos en este capitulo detecta la existencia de idempotentes no
triviales para aquellas copulas que no sean muy cercanas a la M; esto se debe a que el
numero de idempotentes de la muestra modificada, de una copula arquimediana que se
acerca mucho a M, crece. También vimos que para sumas ordinales, la prueba funciona
bastante bien. Con esta prueba podemos hacer inferencia sobre la muestra aleatoria, para

saber si proviene o no de una cépula que no tiene idempotentes no triviales.

Recordemos que, por el Teorema de Ling, una copula C' es arquimediana si y sélo si C'
es asociativa y no tiene idempotentes no triviales. Entonces, la prueba que proponemos
no detecta la arquimedianidad de la copula que gener6 a la muestra aleatoria; ya que
esta prueba estadistica no detecta la asociatividad de la muestra aleatoria. Sin embargo,
podemos inferir que si la prueba rechaza la hipotesis nula Hy, entonces la copula que generd
la muestra aleatoria no deberia ser arquimediana. Por lo tanto, esta prueba resuelve el

problema parcialmente.

En aplicaciones a Seguros y Finanzas es comun suponer que las muestras aleatorias pro-
vienen de copulas arquimedianas; ya que trabajar con esta clase de copulas es mucho
mas sencillo. Cuando la muestra aleatoria proviene de una suma ordinal, aproximarla con
una copula arquimediana puede ser un error costoso. En este caso, la estadistica diagonal

puede ser de mucha utilidad.



Apéndice A
Simuladores

En este apéndice estan los programas en lenguaje R que se necesitaron para esta tesis.

La funcién mat.perm da la muestra modificada de una muestra aleatoria.

mat.perm<-function(mat){

nf <- nrow(mat) # Numero de filas de la matriz.

perml <- order(mat][,1]) # Permutacion para ordenar la primer columna.
1<-1

matl <- matrix(0, nf, 2) # Vector de nf filas y entradas igual a cero.

for(i in 1:nf){ # Ciclo para ordenar la primer columna.

matl[i,] <- mat|perml|i],]

1<-1+1

}

mat2 <- cbind(matl, 1:nf) # Matriz con la primer columna ordenada (matriz exten-
dida con la permutacion).

perm2 <- order(mat2|,2]) # Permutacion para ordenar la segunda columna.
1<-1

mat3 <- matrix(0, nf, 3) # Matriz de nf x 3 filas y entradas igual a cero.
for(i in 1:nf){ # Ciclo para ordenar la segunda columna.

mat3[i,] <- mat2[perm2l[i],]
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1<-1+1

}

mat4d <- cbind(mat3, 1:nf) # Matriz con la segunda columna ordenada (matriz ex-
tendida).

perm3 <- order(mat4[,3]) # Permutacion para ordenar la tercer columna i <- 1 matb
<- matrix(0, nf, 4) # Matriz de nf x 4 filas y entradas igual a cero.

for(i in 1mf){ # Ciclo para ordenar la tercer columna.

matb|i,| <- mat4|perm3]i|,]

1<-1+1

}

1<-1

x = matrix(0, nf, 2) # Vector de nf filas y entradas igual a cero.
for(i in L:nf){ # Ciclo para obtener la muestra modificada
j<-1

for (j in 1:2){

x[1,j] <- matbl[i, 2+j]

j<-jt+l

}

1<-1+1

}

return(x)

}

Dada una muestra modificada, la funcién idempotentes regresa un vector con los idem-

potentes de dic a muestra.

idempotentes <- function(mumod){

nf <- nrow(mumod) # Numero de filas de la matriz.

1<-1

k<-0

for (i in 1:(nf-1)){ # Ciclo para crear un vector con la primer entrada igual a 0 y las

demés entradas con los idempotentes no triviales de la muestra modificada.

j<-1
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while (mumod|j,2] <= 1) {
j<-j+1

if (j > 1) k <- cbind(k, i)
if (j> 1) break

}

1<- 1+1

}

k[1]<-nf # Agrega el idempotente trivial en la primer entrada del vector.
idem<-sort(k) # Ordena de menor a mayor las entradas del vector.
return(idem)

}

La funcién est.diag calcula el numerador de la estadistica diagonal de un vector de

idempotentes.

est.diag<- function(vec.idem){

n <- length(vec.idem) # Calcula el tamano del vector.

tam.muestra <- vec.idem|n]

vec.est1<-rep(0,n-1)

1<-1

for(i in I:n-1){ # El ciclo va de 1 a n-1 porque la dltima entrada de vec.idem tiene
el idempotente trivial.

vec.estl[i] <- (tam.muestra/2 - vec.ideml[i])2 + 1 # Calcula el peso que le da la es-
tadistica diagonal a cada idempotente no trivial.

1<-1+1

}

vec.est <- 1/vec.estl

total<- sum(vec.est) # Suma las penalizaciones de los idempotentes no triviales.

return(total)

}

La funcion max.est.diag calcula la constante de normalizacion de la estadistica diagonal.
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max.est.diag <- function(tam.vector){
idem<-1:tam.vector
vec<-rep(0,tam.vector - 1)

vecl<- rep(0, tam.vector -1)

1<-1

for(i in 1:tam.vector-1){

vec[i] <- (tam.vector/2 - ideml[i])2 + 1
vecl|i] <- 1/vecli]

1<-1+1

}

total <- sum(vecl)

return(total)

}

La funcién sim.est.diag simula una coépula y calcula su estadistica diagonal. Los para-
metros son: el tamano de muestra de cada simulaciéon, el ntiimero de simulaciones y el

parametro de la familia que se va a simular.

sim.est.diag <-function(tam.mue, num.sim, param){

vec.diag <- rep(0,num.sim) # Vector de tamano num.sim y entradas iguales a 0.
i<-1
for (i in 1:num.sim){ # Ciclo que hace las simulaciones para que cada entrada del

vector vec.diag tenga el calculo de una estadistica diagonal.

X <- simula.muestra(tam.mue, param) # Funcion que simula la copula.

x.mumod <- mat.perm(x) # Calcula la muestra modificada.
x.idem<-idempotentes(x.mumod) # Calcula los idempotentes.

vec.diag|i] <- est.diag(x.idem)/max.est.diag(tam.mue) # Calcula la estadistica dia-
gonal

Calcula la estadistica diagonal de la muestra simulada.

1<-1+1

}

return(vec.diag)

}
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La funcién val.crit calcula el vector de valores criticos de la prueba. Las entradas son el
tamano de muestra de cada simulacion, el nimero de simulaciones y el parametro de la

copula pivote.

val.crit<-function(tam.mue, num.sim, param){

mat<-sim.est.diag(tam.mue, num.sim, param) # Vector de tamano num.sim y cada
entrada es el estadistico diagonal de una muesta aleatoria de la copula pivote.

mat1<- sort(mat) # Ordena de mayor a menor las entradas del vector.

alpha.01<- ceiling(num.sim*.99)

alpha.05<-ceiling(num.sim*.95)

alpha.10<-ceiling(num.sim*.90)

vec<-c(matl|alpha.10], matl[alpha.05|, mat1|alpha.01]) #Vector con los valores cri-
ticos..

return(vec)

}

La funcién rech.famcop simula una cépula y regresa un vector de tamano 3, en cada
entrada tiene el niimero de veces que se rechaza la prueba de la copula para alpha= .1,

.05, .01 respectivamente.

rech.famcop <- function(tam.mue, num.sim, param, val.crit){
mat<-sim.est.diag(tam.mue, num.sim, param) # Vector de tamano num.sim y cada
entrada es el estadistico diagonal de una muesta aleatoria de la copula simulada.
mat1<-sort(mat) # Ordena de mayor a menor las entradas del vector.

cont<-rep(0,3)

j<-1

for (j in 1:3){ # Ciclo para movernos en los valores del vector val,crit.

1<-1

for(i in 1:num.sim){ # Ciclo para contar el nimero de rechazos respecto a la entrada

del vector val.crit.
if (matl[i] > val.crit[j])(cont[j]<-cont[j]+1)
i<-1+1
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}
j<-jl
}

return(cont)

}

La funcion suma.ord.pi simula la suma ordinal {Pi,Pi} respecto a {|0,theta|,[theta,1]|}.

suma.ord.pi<-function(tam.mue, theta){

u<-runif(tam.mue) # Calcula un vector de tamano tam.mue cuyas entradas son na-
meros aleatorios en el intervalo unitario.

v<-rep(0,tam.mue)

1<-1

for(i in 1:tam.mue){ #Ciclo para calcular las entradas del vector v, respecto a las del
vector u para tener la suma ordinal.

if(ufi] <=theta)(v[i]<-runif(1)*theta) else (v|i]<- theta + runif(1)*(1-theta))

1<-i+1

}

vec<-cbind(u,v)

return(vec)

}

La funcion sim.est.sumord simula una suma ordinal {Pi,Pi} respecto a {|0,theta|,[theta,1]}
y calcula su estadistica diagonal. Los parametros son: el tamano de muestra de cada si-

mulacién, el namero de simulaciones y el parametro de la suma ordinal.

sim.est.sumord <-function(tam.mue, num.sim, theta){

vec.diag <- rep(0,num.sim)

1<-1

for (i in 1:num.sim){

x <- suma.ord.pi(tam.mue,theta) # Funcién que simula la suma ordinal.
x.mumod <- mat.perm(x) # Calcula la muestra modificada.

x.idem<-idempotentes(x.mumod) # Calcula los idempotentes.
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vec.diag|i] <- est.diag(x.idem)/max.est.diag(tam.mue) Calcula la estadistica diago-
nal

Calcula la estadistica diagonal de la muestra simulada.

1<-1+1

}

return(vec.diag)

}

La funciéon rech.sumord simula una suma ordinal {Pi,Pi} respecto a {|0,thetal,|theta,1]|}
y regresa un vector de tamano 3, en cada entrada tiene el nimero de veces que se rechaza

la prueba de la copula para alpha= .1, .05, .01 respectivamente.

rech.sumord <- function(tam.mue, num.sim, theta, val.crit){
mat<-sim.est.sumord(tam.mue, num.sim, theta) # Vector de tamano num.sim y ca-

da entrada es el estadistico diagonal de una muesta aleatoria de la suma ordinal simulada.

mat1<-sort(mat) # Ordena de mayor a menor las entradas del vector.
cont<-rep(0,3)

j<-1

for (j in 1:3){ # Ciclo para movernos en los valores del vector val,crit.

1<-1

for(i in 1:num.sim){ # Ciclo para contar el nimero de rechazos respecto a la entrada

del vector val.crit.

if (matl[i] > val.crit[j])(cont|j|<-cont[j]+1)
1<-i+1

}

j<-j+1

}

return(cont)

}
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