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Introduccion

Desde los inicios de la geometria hasta el descubrimiento de la teoria de grupos, los
matematicos concebian la geometria en funcién de los objetos geométricos tales como
puntos, rectas, circulos, triangulos, etcétera. Sin embargo, la introduccién del concepto
de grupo fue tan abrumador, que sobrepasé los limites del algebra para enriquecer otras
areas de las matemdticas. Asi, en su programa Erlangen, Klein sugirié que la propia ge-
ometria se caracteriza y se define no por los objetos geométricos sino por el grupo de
transformaciones que los deja inalterados. En este sentido, un sistema geométrico con-
siste en un espacio geométrico o dominio de accién X, y un grupo G de transformaciones
de X que preservan ciertas propiedades que nos interesan de las figuras en X. En este
contexto nace el concepto de grupo topoldgico de transformaciones y con él la Topologia
Geométrica.

El objetivo principal de este trabajo consiste en estudiar la estructura topolédgica de ciertos
hiperespacios de conjuntos compactos convexos de R™. El método principal de este estudio
estd basado en la teoria de acciones de grupos topoldgicos.

Antecedentes

Dado K C R", denotaremos por cc(K) al hiperespacio de todos los subconjuntos com-
pactos convexos y no vacios de K, y lo equiparemos con la métrica de Hausdorff:

dg(A,B) = méx{supd(b,A), sup d(a,B)} ,
beB a€A
dénde d es la métrica Euclidiana en R™.

Por ¢b(R™) denotaremos el subespacio de cc(R™) que consiste de todos los cuerpos com-
pactos de R", i.e.,

cb(R™) = {A € cc(R") | Int A # 0}.
Es facil ver que cc(R') es homeomorfo al semiplano cerrado {(z,y) € R? | x < y}, mientras
que cb(R') es homeomorfo a R?. En los afios 70, Nadler, Quinn y Stavrakas demostraron

que sin > 2, entonces cc(B™) es homeomorfo al cubo de Hilbert (donde B™ denota la bola

A%



VI INTRODUCCION

euclidiana cerrada de dimensién n), y cc(R™) es homeomorfo al cubo de Hilbert perforado,
es decir, al cubo de Hilbert con un punto removido (véase [30]).

A principios de la década pasada, S. Antonyan, calculd la estructura topolégica del hiperes-
pacio B(n) (n > 2) que consiste de todos los cuerpos compactos convexos y centralmente
simétricos (respecto al origen) A € ¢b(R™). En los articulos [8] y [9], Antonyan utiliza la ac-
cién del grupo general lineal GL(n) en B(n) para demostrar que este tltimo es homeomorfo
al producto R? x @, donde @ denota al cubo de Hilbert y p = n(n+1)/2.

En el caso de dimensién infinita, recientemente Sakai estudio la topologia de ciertos hiperes-
pacios de conjuntos convexos en espacios de Banach de dimensién infinita. En [30], Sakai
demuestra que el hiperespacio de conjuntos compactos y convexos de un espacio de Banach
de dimensién infinita X es un espacio de Hilbert de la misma densidad que X.

Sin embargo, la estructura topolégica de ¢b(R™) no habia sido calculada.

A principio de los afios 50, Macbeath estudié la topologia del espacio cociente cb(R™)/ ~;,
en donde ~ es la relaciéon de equivalencia dada por la siguiente regla: A ~ B si y sélo si
existe una transformacion afin o, tal que 0(A) = B. Macbeath prob6 que cb(R™)/ ~ es
un espacio métrico compacto (véase [29]).

Hablando en el lenguaje de la teoria de grupos de transformaciones, el espacio cociente
cb(R™)/ ~ es el espacio orbital cb(R™)/ Aff(n), donde Aff(n) es el grupo de todas las
transformaciones afines de R™ (véase ejemplo , el cual actia en cb(R™) por medio de
la correspondencia:

(g,A) > gA={g(a) |a € A}, g€ Aff(n), A€ cb(R").

Entender la geometria de esta accién, nos permitié calcular la estructura topolégica de
cb(R™) asi como otras propiedades geométricas y topolégicas de este hiperespacio y algunos
otros hiperespacios asociados.

Resultados Principales y Estructura de la Tesis

En este trabajo estudiaremos la estructura topolégica de ¢b(R™), demostrando que cb(R™)
es homeomorfo al producto @ x R™"+3)/2_ El argumento principal se basa en algunas
propiedades fundamentales de la accién natural del grupo Aff(n) en cb(R™). Para ello,
haremos uso de un resultado muy conocido en geometria convexa que establece lo siguiente:
para cualquier cuerpo compacto y convexo A € c¢b(R™) existe un dnico elipsoide de volumen
minimo [(A) que contiene a A. Este resultado fue demostrado inicialmente por John en [25]
y posteriormente surgieron varias pruebas distintas y generalizaciones de este resultado
(véase, e.g. [20] y [44]).

La funcién ! que asigna a cada A € cb(R") el elipsoide de volumen minimo que lo contiene,
resulta ser una retraccién Aff(n)-equivariante de cb(R™) en el espacio E(n) de todos los
elipsoides n-dimensionales de R™ (teorema . Por otro lado, la fibra L(n) = [~*(B")
de la bola euclidiana

B" = {z e R" | [lz| <1},
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resulta ser una O(n)-rebanada global para cb(R™) (véase definicién|1.6.1)). Estos dos hechos
nos permitirdn demostrar que cb(R™) es homeomorfo al producto L(n) x E(n).

Posteriormente se demuestra que L(n) es homeomorfo al cubo de Hilbert (corolario [4.2.9)
y E(n) es homeomorfo al espacio euclidiano de dimensién n(n + 3)/2 (corolario
De estos dos resultados concluimos que cb(R™) es homeomorfo al producto @ x R™n+3 /2
(corolario , uno de los resultados principales de este trabajo.

Por otro lado, usaremos la compacidad de L(n) (proposicién [3.3.2(d)) para demostrar que
los espacios orbitales cb(R™)/ Aff(n) y L(n)/ O(n) son homeomorfos (corolario [3.3.4)2)).
Esto nos permite dar una nueva demostracién del resultado de Macbeath, al concluir que
cb(R™)/ Aff(n) es compacto. Sin embargo, nosotros probaremos més: en el corolario [3.3.5]
demostraremos que el espacio orbital cb(R™)/ Aff(n) es homeomorfo al compacto de Ba-
nach Mazur BM(n).

Sin entrar en detalles, BM(n) es el conjunto de clases de isometrias de espacios de Banach
de dimensién n topologizado por la siguiente métrica, mejor conocida en Anélisis Funcional
como la distancia de Banach-Mazur:

d(E,F) = Infnf {|T| - |77 | T:E — F es un homeomorfismo lineal}.

Estos espacios fueron introducidos en 1932 por S. Banach [I3] y en la actualidad contindan
siendo de gran interés. La representacién geométrica original de BM(n) estd basada en la
correspondencia uno a uno entre normas y cuerpos compactos centralmente simétricos
(véase [42] p.644] y [28, p.1191)).

En la primera seccién del capitulo estudiaremos el hiperespacio M (n) que consiste de to-
dos los subconjuntos compactos y convexos de B” que intersecan la esfera fronteriza S™~!.
Demostraremos que para cualquier subgrupo cerrado K C O(n) que actie no transitiva-
mente en la esfera unitaria S"~!, el K-espacio orbital M (n)/K es homeomorfo al cubo
de Hilbert @ = [0, 1]> (corolario [4.1.10). En particular, M (n) es homeomorfo al cubo de
Hilbert. Por otro lado, demostraremos que para cada subgrupo cerrado K C O(n), el espa-
cio orbital My(n)/K es una Q-variedad, donde My(n) = M(n)\ {B"} (corolario[4.1.9). En
el teorema [4.1.13| demostraremos que M (n)/ O(n) es homeomorfo al compacto de Banach-
Mazur BM(n).

Las técnicas utilizadas para estudiar el hiperespacio M (n) seran utilizadas en la siguiente
seccién para demostrar propiedades andlogas del hiperespacio L(n) (véase proposicién[4.2.7]

corolarios y y teorema [4.2.11)).

En el capitulo [5 estudiaremos algunos espacios orbitales de cc(R™) y ¢b(R™). Si K es
un subgrupo cerrado que actia no transitivamente en la esfera S”~!, demostraremos
que el espacio orbital ¢b(R™)/K es una @Q-variedad contraible homeomorfa al producto
(E(n)/K) x Q (teorema [5.1.1)). Respectivamente, demostraremos que el espacio orbital
cc(R™)/K es homeomorfo al cubo de Hilbert con un punto removido.

Por otro lado, demostraremos que el espacio orbital cc(R™)/ O(n) es homeomorfo al cono
abierto sobre el compacto de Banach Mazur BM(n) (corolario [5.3.5). Terminaremos el
trabajo estudiando la estructura topoldgica de algunos espacios orbitales del hiperespacio
cc(B™).
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El trabajo se divide en tres partes. La primera parte corresponde a los preliminares. En
estos capitulos se establecerdn todas las definiciones, simbologia y resultados basicos que
se estaran usando a lo largo del texto.

La segunda parte corresponde al trabajo central de esta investigacién y ahi se demostraran
todos los resultados previamente anunciados.

La ultima parte consiste de tres apéndices. Se trata de tres resultados que se utilizan una
sola vez a lo largo del texto. El primero es el teorema de descomposicion polar, el cual
se utiliza en la demostracion del corolario [3.3.6] El segundo anexo habla del teorema de
descomposicién RQ usado en la demostracion de [3.3.7] El dltimo apéndice trata sobre el
nervio de una cubierta, construccion basica para la demostracién de los teoremas y
Aunque se trata de resultados conocidos, éstos seran utilizados en puntos cruciales de
este trabajo, y por lo tanto, para conveniencia del lector, se incluye una breve descripcion
de cada uno de ellos.



Parte 1

Preliminares






Nota Preliminar

Antes de comenzar, dedicaremos estas lineas para dar algunas aclaraciones sobre la sim-
bologia y definiciones bésicas con las cuales estaremos trabajando a lo largo del tex-
to.

Por un espacio topoldgico, entenderemos un espacio topolégico de Tychonoff. Esto incluye
también a los grupos topolédgicos.

Por un espacio topoldgico lineal (o simplemente, un espacio lineal) entenderemos un es-
pacio vectorial real provisto de una topologia que hace continua la suma de vectores y la
multiplicacidon por escalares.

Cuando hablemos de algtin espacio lineal (en particular, cuando hablemos de R™), daremos
por entendido que los signos + y . denotan la suma de vectores en dicho espacio. El origen
o vector nulo lo denotaremos por 0, sin riesgo de confundirnos con el escalar 0 € R que
serd denotado de la misma manera.

Por otro lado, si X es un espacio topolégico y A un subconjunto no vacio de X, usaremos
los simbolos A, JA e Int A para denotar, respectivamente, la cerradura, la frontera y el
interior de A en X. La funcién identidad en X serd denotada por 1x.

Si (X, d) es un espacio métrico y A un subconjunto de X, definimos para cada z € X, la
distancia de x al conjunto A de la siguiente manera:

d(z,A) = allelg d(z,a).

En este caso, para cada escalar positivo € > 0 usaremos la expresiéon N (A, ) para denotar
al siguiente conjunto:

N(Aje) ={z € X | d(z,A) < e}.

Si el conjunto A consiste de un sélo punto z € X, el simbolo N(z,¢) denotard simplemente
la bola abierta alrededor de z y de radio . Cuando X represente un hiperespacio de
conjuntos, las bolas abiertas serdn denotadas de otra manera (véase capitulo .

En R", usaremos los simbolos Ny, B y S*~! para denotar los siguientes conjuntos:



Ny = {z € R" | ||z|| < t}, la bola cerrada de radio ¢ centrada en el origen,
B"™ = Ny, la bola unitaria,

sl = {z € R1 | [|z]] = 1}, la esfera unitaria,

donde || - || denota la norma estdndar euclidiana en R™.

Definiciones bésicas como paracompacidad, particion de unidad, redes seran obviadas. Sin
embargo, éstas pueden ser consultadas en [21]. El resto de la notacién serd introducida a
lo largo del texto.



Capitulo 1

Acciones de Grupos
Topolodgicos

En este capitulo introduciremos los conceptos y resultados béasicos sobre la teoria de ac-
ciones de grupos topoldgicos que usaremos a lo largo de este texto.

Si (G, ) es un grupo, para facilitar la notacién, eliminaremos el signo * que denota la
operacién, sustituyéndolo por la yuxtaposicién de los elementos del grupo. Asi, si a y b
son elementos de G, el producto a * b lo denotaremos simplemente por ab.

1.1. Aciones de Grupos Topolégicos

Un grupo topolégico G es un grupo provisto de una topologia que hace continua la
funcién producto:

GxG—G
(9,h) = gh
y la funcién de inversién:
G—G

g—g "

Como ejemplos tenemos los siguientes grupos topoldgicos:

(1) El grupo general lineal GL(n) que consiste de todas los operadores lineales e invertibles
de R™ en R™. Cada elemento de GL(n) se representa como una matriz cuadrada

invertible de n x n. Esto permite identificar a GL(n) como un subespacio de R". La
topologia de GL(n) es precisamente la topologfa heredada de R,

5



6 CAPITULO 1. ACCIONES DE GRUPOS TOPOLOGICOS

(2) El grupo ortogonal O(n) que consiste de todos los operadores lineales de GL(n) que
preservan el producto interior. En lenguaje de matrices, O(n) representa todas las
matrices cuadradas de nxn cuyas columnas forman una base ortonormal. La topologia
de O(n) es la heredada de R™ .

Los dos ejemplos anteriores son ejemplos de grupos de Lie. Para ser més especificos, un
grupo de Lie es un grupo provisto de una estructura de n-variedad diferenciable donde
el producto y la inversién son funciones suaves.

Otro ejemplo de grupo topoldgico que sera de gran importancia en este trabajo, es el grupo
de todas las transformaciones afines de R".

Ejemplo 1.1.1. Para cada vector v € R" sea T;,, : R" — R" la traslacién por v; es de-
cir, T,(x) = v+ x para todo € R™. El conjunto de todas las traslaciones es un grupo
isomorfo al grupo aditivo de R™. Para cada transformacién o € GL(n) y cada v € R™ es
fécil ver que 0T,0~" = T,(,). Esto induce un homomorfismo de GL(n) al grupo de todos
los automormismos del grupo aditivo R™, y por lo tanto tenemos un producto semidirecto
(interno):
R™ »x GL(n)

llamado el grupo afin de R” (see e.g. [2] or [31]). Este grupo serd denotado por Aff(n).

Cada elemento g € Aff(n) se suele representar como una transformacién lineal seguida de
una traslacién. Es decir, si g € Aff(n), entonces existe v € R™ y o € GL(n) tal que

g(z) =v+o(z), paratodo z€R".
Como cualquier producto semidirecto, Aff(n) se topologiza con la topologia producto de

R™ x GL(n). Esta topologia convierte a Aff(n) en un grupo de Lie con tnicamente dos
componentes conexas.

Definicién 1.1.1. Sean G un grupo topolégico y X es un espacio topolégico. Una accion
continua de G en X es una funcion continua 6 : G x X — X que satisface las siguientes
condiciones:

(1) 6(e,z) = x, para todo x € X;
(2) 0(h,0(gx)) = 6(hg,x), para todo g,h € G, y r € X.

En la préctica a las acciones continuas les llamaremos simplemente acciones. Ademas, si
0:Gx X — X es una accién de G en X, es comin escribir (g, z) simplemente como gx.
Con esta notacién, las propiedades (1) y (2) de la definicién anterior, se reescriben de la
siguiente manera:

er =x, y h(gx) = (hg)z,

para cada x € X y cada g, h € G.
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Un G-espacio es un par (X, 0) formado por un espacio topolégico X y una accién continua
0 : G x X — X. En dicha situacién, para cada x € X, el conjunto

G(r) ={gz | g € G}

recibird el nombre de érbita de x.
Definicién 1.1.2. Diremos que la accion de un grupo G en un G-espacio X es transitiva
(o que G actia transitivamente en X ) si para cualquier punto x € X, G(z) = X.

Ejemplo 1.1.2. La accién del grupo ortogonal O(n) en la esfera S"~! C R™ es transitiva
ya que para cualesquiera dos puntos  y y de S~ ! existe una transformacién ortogonal
g € O(n) tal que g(z) = y.

Si X es un G-espacio, entonces cada elemento g € G induce una funcién 0, : X — X, de
la siguiente manera:

O4() = ga.

La funcién 6, recibird el nombre de transicién. La continuidad de la accién, nos garantiza
que 04 es continua. Ademas, para cualesquiera g € G, z € X, se cumple que:

by 0 09*1(55) = 99(97155) = (9971)$ =,
y también

Oy-100,(x) =0, (92) = (97 g)a = z.
De esta manera, para cada g € G, la funcién 6, es en realidad un homeomorfismo de X
sobre X. Asi, la accién 6 define un homomorfismo de G en H(X), el grupo de todos los

homeomorfismos de X. Por esta razén, afirmaciones como gA = gA, g(AN B) = gANgB
o0 gU es abierto (cerrado) si y sélo si U es abierto (cerrado) serdn obviadas.

Si AC X y H C G, denotaremos por H(A) a la H-saturacién de A, es decir:
H(A)={ha | h€ H,a € A}.

Diremos que un subconjunto A de un G-espacio X es G-invariante (o simplemente in-
variante, cuando se sobreentienda quién es el grupo en cuestién), si G(A) = A.

Supongamos que X y Y son G-espacios, y que f: X — Y es una funcién. Diremos que f
es (G-equivariante si

flgx) = gf(x), para cualesquiera x € X, g€ G.

Ademsds, si la accién en Y es trivial (gy = y para todo g € G, y € Y) diremos que [ es
G-invariante. En otras palabras, f : X — Y es G-invariante, si

f(gz) = f(x), para cualesquieraz € X, ge€@G.
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Si se sobreentiende quién es el grupo G, las funciones G-equivariantes (G-invariantes) serdn
llamadas simplemente equivariantes (invariantes).

Si X es un G-espacio, para cada z € X, se define el grupo de isotropia de x o estabi-
lizador de z como el subconjunto G, C G determinado por todos los elementos de g que
fijan z. Es decir,

Gy ={9€ G| gr ==z}

Claramente G, es un subgrupo cerrado de G.
Proposicién 1.1.3. Si X es un G-espacio y (g,x) € G X X, entonces:

gGm971 = Gga:~

Demostracion. Si h € G, entonces

ghg™(gz) = gh(g~ " gx) = (gh)x = ga,
por lo que ghg™' € G4z Esto prueba que 9G.g7' C Gy

Por otro lado, si h € Gy, entonces h(gx) = (hg)x = gz, y por lo tanto

= (g 'hg)z.
Esto garantiza que (g~ 'hg) € G, y en consecuencia,

h=yg(g'hg)g~" € gG.g™".

Asi, Gy, C gG,g7 1, lo cual implica que Gy, = gG,g~ ', como se querfa demostrar. O

La familia de todos los subgrupos de un grupo G que son conjugados a un subgrupo dado
H sera denotada por [H]. Esto es,

[H] ={gHg™" | g€ G}.

La familia [H]| se llama G-tipo orbital (o simplemente, tipo orbital). Si [Hy] y [Ha2]
son dos tipos orbitales, diremos que [H;] < [Hs] si H; C gH2g~ ! para algin g € G. La
relacién =< define un orden parcial en el conjunto de todos los tipos orbitales. Ademads, como
Gy = gG,g~ " para cualquier z € X y g € G, tenemos que [G,] = {Gy. | g € G}.

Si X es un G-espacio y H un subconjunto de G, denotaremos por X al conjunto de todos
los puntos H-fijos de X, es decir:

X7 ={re X |HCG,}.

Proposicion 1.1.4. Sean X un G-espacio y H C G un subgrupo. Entonces el conjunto
XH es cerrado en X.
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Demostracion. Sea v € X*. Entonces existe una red (z;);ez C X que converge a x.
Como z; € XH para todo i € Z, se cumple que

hr; =x;, paratodohe H, i€l
Luego, si aplicamos la continuidad de la accién obtenemos que
hzr =limhx; =limz; = x.

De este modo podemos concluir que h € G, para todo h € H, y por lo tanto z € XH. [

1.2. Espacio de Orbitas

A continuacién veremos que las érbitas de un G-espacio inducen una particién en clases
de equivalencia en dicho espacio.

Proposicion 1.2.1. Si X es un G-espacio, entonces cualesquiera dos orbitas de X son
iguales o son ajenas.

Demostracion. Supongamos que x1,z2 € X son puntos tales que
G(x1) N G(z2) # 0.
Entonces existen g1, g2 € G tales que g1x1 = gox2, y por lo tanto
r1 = gy ' gawa € G(x2), y To = g5 171 € G(m1).
Este hecho nos permite concluir que
G(z1) CG(z2) v G(z2) C G(xq),
lo cual implica que G(z1) = G(z2). O

Denotaremos por X/G al conjunto de érbitas de un G-espacio X. Este conjunto es a su
vez un espacio topoldgico si le damos la topologia cociente inducida por X. Al espacio
topoldgico X/G lo llamaremos espacio orbital, y a la funcién cociente 7 : X — X/G que
asigna a cada x € X su érbita w(z) = G(z) le llamaremos proyeccién orbital.

Notemos que si X es un G-espacio, y C' C X es un subconjunto arbitrario, entonces
-1
7 (7(C)) = G(C).
Esta igualdad serd usada frecuentemente.

Proposicién 1.2.2. La proyeccion orbital 7 : X — X/G es una funcion abierta.

Demostracion. Sea U abierto en X. Entonces
N x(U) = GU) = ] gU.
geG

lo cual es una unién de abiertos (ya que cada gU es abierto) y, por lo tanto w(U) es
abierto. ]
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1.3. Meétricas Invariantes

Sea (X, d) un G-espacio. Diremos que la métrica d es G-invariante, si

d(gz, gy) = d(=,y),

para todo g € G y para todo par x,y € X.

Ejemplo 1.3.1. La métrica euclidiana d en R™ es O(n)-invariante.

La existencia de una métrica invariante en un G-espacio garantiza la metrizabilidad del
espacio orbital, como veremos a continuacién.

Teorema 1.3.1. Sean G un grupo topoldgico y (X,d) un G-espacio metrizable cuyas
orbitas son conjuntos cerrados. Si la métrica d es G-invariante, entonces la funcion dada
por:

d*(G(z),G(y)) = mf{d(2",y') | 2 € G(x), ¥y €G(y)}, GC(a),Gly) € X/G  (L1)

define una métrica en X/G compatible con la topologia cociente. Ademds, tiene lugar la
siguiente desigualdad:

d*(G(z),G(y)) < d(z,y), z,y € X. (1.2)

Demostracion. La desigualdad (|1.2)) es consecuencia directa de la definicién de d*. Evi-
dentemente la funcién d* satisface las siguientes dos propiedades:

(1) d*(G(z),G(y)) = 0siy sdlosi G(z) = G(y).
(2) d*(G(2),G(y)) = d*(G(y),G(x))

Observemos que para cualesquiera dos érbitas G(x) y G(y) en X/G y para cualquier par
de puntos 2’ € G(x) y y' € G(y), existen elementos del grupo g1 € G y g2 € G tales que
' = gixy vy = goy. Como la métrica d es G-invariante, tenemos que

d(z',y') = d(grz, goy) = d(z, gy ' goy) = d(95 "1, y)-
Estas igualdades implican que
d*(G(x),G(y)) = inf{d(z, gy) | g € G} = inf{d(g,y) | g € G}.

Es decir, d*(G(z),G(y)) = d(z,G(y)) = d(y, G(z)).

Para demostrar la desigualdad del tridngulo, consideremos G(x), G(y) y G(z) tres érbitas
en X/G. Dado € > 0, podemos encontrar elementos g, h € G tales que

d(z, gy) < d*(G(x),G(y)) +¢/2,

d(y, hz) < d*(G(y),G(z)) +¢/2.
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Como d es G-invariante, tenemos que:

d*(G(x),G(2)) < d(, ghz) < d(z, gy) + d(gy, ghz) = d(z, gy) + d(y, hz)
<d*(G(z),G(y)) +5/2+d*(G( ),G(2)) +¢/2
= 4" (G), G) + & (O), G) =

Esto prueba que d*(G(z), G(z)) < d*(G(x),G(y)) + d*(G(y),G(z)) + € para todo e > 0
y por lo tanto se cumple la desigualdad del tridngulo:

d*(G(z),G(2)) < d*(G(z),G(y)) + d*(G(y), G(z)).

Para completar la prueba necesitamos demostrar que d* metriza la topologia cociente en
X/G. Sea 7 : X — X /G la proyeccién orbital. Demostraremos que para cualquier € > 0,

m(Na(z,€)) = Ng- (G(z), ).

Obsérvese que la igualdad anterior implica que 7 : (X,d) — (X/G,d*) es una funcién
continua, suprayectiva y abierta y por lo tanto d* seria compatible con la topologia cociente
de X/G.

Sea y € Ny(z,e). Entonces d*(G(z),G(y)) < d(z,y) y por lo tanto 7(y) = G(y) €
Ng(G(z),¢€). Esto implica que m(Ny(z,¢)) C Ng- (G(z),¢).

Por otro lado, si G(z) € Ng (G(z),¢) entonces
d(z,G(z)) = d*(G(z),G(z)) <e.

De esta manera podemos encontrar z’ € G(z) tal que d(x, 2’) < e. Luego G(z) = n(2’) €
7(Na(z,e)) demostrando asi que Ng-(G(z),e) C w(Ng(z,e)). Esta tltima contencién
completa la demostracion. O

1.4. Acciones de Grupos Compactos

Sea X un G-espacioy 6 : G x X — X la acciéon de G en X. Definamos para cada punto
z € X, una funcién 6, : G — X dada por

02(9) = gz. (1.3)

Como 0 es una funcién continua, @, también lo es. Notemos que 6, (G) = G(x) es la drbita
de z. Si G es un grupo compacto, la imagen 6,,(G) también es compacta, y por lo tanto
todas las érbitas de X son conjuntos compactos. También observemos,

0, ({z}) ={g € G| gz =a} = G,

De este modo, la continuidad de la funcién 6, garantiza que para cada x € X, el estabi-
lizador G, es un subgrupo cerrado de G. Si ademdas G es compacto, entonces G, también
es compacto.

Todo lo anterior lo podemos resumir en la siguiente observacion.
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Observaciéon 1.4.1. Si G es un grupo compacto y X es un G-espacio, entonces:
(1) las drbitas son subconjuntos compactos de X,

(2) los grupos de isotropia son subgrupos compactos de G.

Supongamos que X es un G-espacio y que G es compacto. Para cualquier punto z € X,
el subgrupo G, actia en G de la siguiente manera:

G, xG—>G
(h,g) — gh™"

Por la continuidad de la funcién producto en el grupo, dicha accién es continua. Entonces
el grupo G dotado con la accién anterior se convierte en un Gy -espacio. Sean G/G,, el
espacio orbital bajo dicha accién y 7 : G — G/G, la proyeccién orbital. Notemos que
G /G, lo podemos ver como el conjunto de clases laterales:

G/Gy ={9G. | g € G}.
Ahora podemos pensar que G actia en G/G, por traslaciones izquierdas, es decir

G x (G/G,) = G/G,
(g,hGy) — ghG,

Esta accién es continua y, por tanto, G/G, es a su vez un G-espacio.

Consideremos la funcién 6, : G — G(x) definida anteriormente. Notemos que para cua-
lesquiera g € G, y h € G, se cumple que

0-(gh) = (gh)z = g(hx) = gx = 0,(g).

Luego, por la propiedad universal del cociente, existe una funcién continua 8, : G/G, —
G(x), que hace conmutar el siguiente diagrama:

G—" o G)
/1
s ) P /gm
G/G,

Notemos que 0,(9G,) = 0, (W(g)) =0,(g) =gz, paracada g € G, x € X.
Proposicién 1.4.2. Si X es un G-espacio y G es un grupo compacto, entonces 0, :
G/Gy — G(x) es un homeomorfismo equivariante.

Demostracion. La propiedad universal del cociente nos garantiza que 6, es continua. Como
G es compacto y 7 es continua, el espacio G/G, es compacto. En vista de que G(z) es
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de Hausdorff, podemos concluir que 8, es una funcién cerrada. Por otro lado, para cada
g,heGycadazxe X,

0.(hgG.) = (hg)x = h(gx) = hb.(9G=),

lo cual demuestra que 0, es G-equivariante. Para completar la prueba necesitamos de-
mostrar que 6, es una biyeccién. En efecto, si y € G(z), existe g € G tal que gz = y.
Entonces

g:r(gG:r) = gm(ﬂ(g)) =0.(9) = gz =y,

y por lo tanto §, es una funcién suprayectiva. Ahora supongamos que ¢1G, y g2G, son
dos clases laterales en G/G,, tales que

Como 0,(9;Gz) = 0.(g;) = gix, para i = 1,2, concluimos que g1z = gox y por lo tanto
gflggx = z. Esto demuestra que gflgg € G, de donde

glG.’r = g2G:c-

De esta manera hemos demostrado que @, es inyectiva y, por lo tanto, 8, es un homeo-
morfismo. O

Proposicion 1.4.3. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio arbitrario. Entonces
la accion 6 : G x X — X es una funcion cerrada.

Demostracion. Sea F C Gx X cerrado. Consideremos una red (g;, x;);cr en F que converja
a un punto z € X. Necesitamos probar que z € §(F). Como G es compacto, la red (g;)icr
tiene una subred (g;,) que converge a un elemento g € G. Como G es un grupo topoldgico,
la red (gi:l) converge a g~ !. Pero T, = 9;1 (9i, i), por lo que lared (x;,) converge a g 'z

y, por lo tanto, la red (g;_,x; ) converge a (9,9~ ). Como F es cerrado, (9,9 'x) € F, y

x=g(g 'x) =0(g,9"'z) € O(F),

como se queria probar. O

El siguiente resultado es el responsable de muchas de las propiedades que preserva el
espacio orbital de un G-espacio cuando el grupo G es compacto.

Proposicion 1.4.4. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio. Entonces la proyeccion
orbital m: X — X/G es perfecta.

Recordemos que una funcién es perfecta, si es cerrada y con fibras compactas.

Demostracién. Dado un conjunto cerrado C' C X, tenemos que 7~ 1(7(C)) = G(C) es
cerrado por la proposicién y por lo tanto w(C) es cerrado en X/G. Lo anterior
demuestra que la proyeccién orbital es una funcién cerrada. Para ver que las fibras son
compactas, simplemente notemos que cada fibra es, de hecho, una érbita en X y por lo
tanto es compacta. O]
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Como la paracompacidad se preserva bajo funciones cerradas, (véase [21] teorema 5.1.33]),
tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.4.5. Si G es compacto y X es un G-espacio paracompacto, entonces X/G
es paracompacto.

1.5. Acciones Propias

Cuando el grupo G no es compacto, la proyeccion orbital no es perfecta, lo cual puede dar
origen a un gran numero de patologias. Por ejemplo, existen G-espacios metrizables cuyo
espacio orbital no satisface ni siquiera el axioma de separabilidad Tj.

Ejemplo 1.5.1. Sea X = R? y G el grupo multiplicativo (0, cc). Consideremos la accién
de G en X dada por
(t,z) > te, teG, zelX.

Observemos que bajo esta accién, el origen 0 es un punto fijo y por lo tanto G(0) = {0}.
Ademas, cualquier vecindad de 0 intersecta a todas las otras 6rbitas. Asi, la tnica vecindad
en X/G que contiene a la érbita G(0) es el espacio total X/G y por lo tanto este dltimo
no puede ser Tj.

Para evitar este tipo de situaciones, surgen las acciones propias, las cuales generalizan
ciertas propiedades de las acciones de grupos compactos.

Sea X un G-espacio. Para cualesquiera dos subconjuntos S C X y T C X, llamare-
mos transportador de S a T (y lo denotaremos por (S,T')) al siguiente subconjunto de
G:

(,T) ={g€G|gSNT #0}.

Diremos que un subconjunto S C X de un G-espacio X es pequeno, si cualquier punto
y € X posee una vecindad V}, con la propiedad de que el transportador

(5, V)

tiene cerradura compacta en G.

Definicién 1.5.1 ([33]). Sea G un grupo localmente compacto y X un G-espacio de Ty-
chonoff. Diremos que la accion de G en X es propia (en el sentido de Palais) si cualquier
punto x € X tiene una vecindad pequena.

Evidentemente, si G es compacto cualquier G-espacio es un G-espacio propio.

En la siguiente proposicién enunciamos algunas de las propiedades més importantes de un
G-espacio propio. La demostracién puede ser consultada en [33].

Proposicion 1.5.2. Sea G un grupo localmente compacto que actia propiamente en un
espacio de Tychonoff X. Entonces las siguientes propiedades se cumplen:
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(1) El espacio orbital X/G es de Tychonoff.

(2) Para cualquier punto x € X la drbita G(z) es un subconjunto cerrado de X. Ademds,
la funcion 6, : G — G(x) es abierta.

(3) Para cualquier punto x € X, el grupo de isotropia G, es un subgrupo compacto de G
y la funcién gG, — gx es un homeomorfismo G-equivariante de G/G,, sobre la érbita

G(x).

1.6. Rebanadas

En esta seccién recordaremos el concepto de H-rebanada, el cual es una herramienta béasica
en el estudio de los grupos topolégicos de transformaciones.

Definicién 1.6.1. Sea X un G-espacio y H un subgrupo cerrado de G. Diremos que un
subcongunto H-invariante S C X es una H-rebanada en X, si G(S) es abierto en X y
existe una funcion continua y G-equivariante f : G(S) — G/H tal que S=f"1(eH). En
estas condiciones, el conjunto G(S) recibe el nombre de H-tubo y la funcién f : G(S) —
G/H el nombre de funcién rebanadora. Adicionalmente, si G(S) = X, entonces se dice
que S es una H-rebanada global.

Sea S C X una H-rebanada en un G-espacio topolégico X. Consideremos f : G(S) — G/H
la funcién rebanadora. Se sigue de la continuidad de f que S = f~!(eH) es cerrado en
G(S5). Por otro lado, como f es G-equivariante, para cada gs € G(S) se tiene que

flgs) = gf(s) = g(eH) = gH.
De aqui concluimos que si gs € S, entonces gH = eH y por lo tanto g € H. En resumen,
una H-rebanada S satisface las siguientes cuatro propiedades
(1) S es H-invariante,
(2) G(S) es abierto en X,
(3) S es cerrado en G(S),
(4) si gSNS # 0, entonces g € H.

Cuando la accién de G en X es propia y el conjunto S es pequetio (en particular, si G es
compacto), las cuatro condiciones anteriores son suficientes para que S sea una H-rebanda
(véase [14l, Capitulo. II, §4 y §5] para grupos compactos y [33] teorema 2.14]) para acciones
propias.

El siguiente teorema es uno de los resultados fundamentales en la teoria de grupos de
transformaciones (vease e.g., [14], pag. 86]):

Teorema 1.6.2 (Teorema de la rebanada). Sea G un grupo compacto de Lie, X un G-
espacio de Tychonoff y x € X cualquier punto. Entonces:

(1) existe una Gz-rebanada S C X tal que x € S,
(2) [Gy] = [G,] para todo y € G(S).
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Si X es un G-espacio propio, para cada punto x € X, la G-érbita G(z) es homeomorfa
al cociente G/G, (proposicién . De esta manera, si S es una G, -rebanada para
algin punto = € S, la funcién rebanadora f : G(S) — G/G,, induce una retraccién
r : G(S) —» G(z) dada por r(gs) = gz. Evidentemente r es la composicién de f y el
homeomorfismo G/G, — G(x) y por lo tanto r es continua y equivariante. Este hecho se
resume en el siguiente teorema:

Teorema 1.6.3. Sean X un G-espacio propio, y S C G una G -rebanada, para algin
x € S. Entonces existe una retraccion equivariante v : G(S) — G(x) tal que r~'(z) = S.

1.7. Extensores y Retractos Equivariantes

En esta seccién introduciremos las nociones de G-extensor absoluto, G-extensor abso-
luto de vecindad, G-retracto absoluto y G-retracto absoluto de vecindad. Todas estas

definiciones son el andlogo en la categoria de G-espacios topolégicos, de las nociones (no
equivariantes) de AE, ANE, AR y ANR.

Sea G un grupo topolégico. Diremos que un G-espacio Y es un G-extensor absoluto de
vecindad para un G-espacio X (y lo denotaremos por Y € G-ANE(X)), si para todo
subconjunto cerrado e invariante A C X, y para cualquier funcién continua y equivariante
f A=Y, existe una vecindad invariante U C X de A y una funcién F : U — Y continua
y equivariante que hace conmutar el siguiente diagrama

f

— Y

A
4
7/
7 F
7/
U

Si ademds siempre es posible tomar U = X, entonces diremos que Y es un G-extensor
absoluto para X (y lo denotaremos por Y € G-AE(X)).

Denotemos por G-M la clase de todos los G-espacios que admiten una métrica G-invariante.
SiY € G-ANE(X) para todo X € G-M, entonces diremos que Y es un G-extensor abso-
luto de vecindad (para la clase G-M) y lo denotaremos por Y € G-ANE. Andlogamente,
diremos que Y es un G-extensor absoluto (para la clase G-M) y lo denotaremos por
Y € G-AE, si Y € G-AE(X), para todo X € G-M.

Un subconjunto invariante Y de un G-espacio Z es llamado un retracto equivariante
de vecindad (respectivamente, retracto equivariante) si existe una retraccién equi-
variante 7 : U — Y, donde U es una vecindad invariante de Y en Z (U = Z, respectiva-
mente).

En este contexto diremos que un G-espacio Y es un G-retracto absoluto de vecindad
(para la clase G-M) y lo denotaremos por Y € G-ANR (respectivamente, G-retracto
absoluto o en simbolos Y € G-AR) si Y pertenece a la clase G-M y siempre que Y sea
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un subconjunto cerrado e invariante de un G-espacio Z € G-M, entonces Y es un retracto
equivariante de vecindad (respectivamente, retracto equivariante) de Z.

Las nociones de G-ANE, G-AE, G-ANR, y G-AR se extienden a otras clases de G-espacios
(diferentes de G- M). Sin embargo, para los fines de este trabajo, las definiciones anteriores
son suficientes.

Ademas, bajo ciertas circunstancias la clase de los G-ANE’s coincide con la clase de los
G-ANR’s. De la misma manera, la clase de los G-AE’s coincide con la clase de los G-
AR’s.

Teorema 1.7.1. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio metrizable. Entonces X € G-
AR (X € G-ANR, respectivamente) si y sélo si X € G-AE (X € G-ANE, respectiva-
mente).

Para la demostracién del teorema anterior se puede consultar [5, teorema 14].

Diremos que un G-espacio X es G-contractil si existe un punto G-fijo zg € X y una
homotopia F' : X x [0,1] — X tal que para todo z € X, y t € [0,1] los siguientes
enunciados se cumplan:

(1) F(z,0) =,
(2) F(z,1) = o,
(3) F(gz,t) = gF(z,1).

Si ademds F(x,t) = xg si y s6lo si = 29 o t = 1, entonces diremos que X es estricta-
mente G-contractil a xg.

En la siguiente proposicién enlistaremos brevemente algunas propiedades bésicas y bien
conocidas sobre los G-ANR’s y los G-AR’s. Las demostraciones se pueden consultar en [3]
y [39].

Proposicion 1.7.2. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio. Entonces las siguientes
propiedades se cumplen.

(1) X € G-AR si y solo si X € G-ANR y X es G-contrdctil.
(2) Si X € G-AR y A es un retracto equivariante de X entonces A € G-AR.

(3) Si X € G-ANR y A es un retracto equivariante de vecindad de X (en particular si A
es un retracto equivariante de X ) entonces A € G-ANR.

(4) Si ademds G es de Lie, entonces para todo X € G-AR (X € G-ANR) y para todo sub-
congunto cerrado K C G, el espacio X también es un K-AR (K-ANR). En particular
X € AR (X € ANR).

El siguiente teorema es un caso particular de [6l corolario 1].

Teorema 1.7.3. Sea G un grupo compacto de Lie y X un G-espacio metrizable. Si X es
un G-ANR (G-AR, respectivamente) entonces el G-espacio orbital X/G es un ANR (AR,
respectivamente).

Sean G un grupo compacto de Lie y K C G un subgrupo cerrado. Supongamos que X € G-
AR (X € G-ANR). Entonces, por la proposicién se tiene que X tambien es un K-AR
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(K-ANR). Luego, por el teorema el K-espacio orbital X/K es un AR (ANR). Este
hecho queda resumido en la siguiente proposicion:

Proposicion 1.7.4. Para cada subgrupo cerrado K de un grupo compacto de Lie G, el
K -espacio orbital de un G-AR (G-ANR) es un AR (ANR).

Para terminar con esta seccidn, enunciaremos un ultimo teorema que sera utilizado mas
adelante.

Teorema 1.7.5. Sea G un grupo compacto de Lie. Un G-espacio metrizable es un G-ANE
(G-AE, respectivamente) si y sélo si X es un ANE (AE) y para cada subgrupo cerrado
K C G, el conjunto de K-puntos fijos XX es un K-retracto por deformacion fuerte de
vecindad (K-retracto por deformacidon fuerte) de X .

La demostracién del resultado anterior puede ser consultada en [I1] teorema 3.7].

1.8. Cubiertas Invariantes

Si X es un G-espacio, diremos que una cubierta {U, }oeca de X es invariante si cada U,
es un conjunto G-invariante bajo la accién de G.

Proposicion 1.8.1. Sea X un G-espacio paracompacto. Si G es compacto, entonces toda
cubierta abierta invariante {Us}aca de X, tiene un refinamiento abierto, invariante y
localmente finito.

Demostracion. Consideremos {U, }aec4 una cubierta abierta e invariante de X. Sea 7 :
X — X/G la proyeccién orbital. Por el corolario X/G es paracompacto. Como
7 es abierta, la familia {m(U,)}aca constituye una cubierta abierta de X/G vy, por la
paracompacidad de este espacio, existe un refinamiento abierto y localmente finito {V) }xea
de {7(Va)}aca. Por la continuidad de m, la familia {7=1(Vy)}rea es un refinamiento
abierto y localmente finito de {U, }aea. Ademds, cada conjunto 7—1(V)) es G-invariante,
lo cual prueba que {m~1(Vy)}rea es el refinamiento buscado. O

Proposicién 1.8.2. Sea {U,}aca una cubierta abierta e invariante de un G-espacio X.
Si G es compacto y X paracompacto, entonces existe {pa}aca una particion de unidad
invariante subordinada a {Us}aca. Es decir, cada po : X — [0,1] es una funcidn G-

invariante, continua y satisface pa ' ((O, 1}) C Uy,. Ademds la familia {ps " ((O, 1]) | € A}
es localmente finita.

Demostracion. Consideremos la proyeccién orbital 7 : X — X/G. Como X/G es para-
compacto, existe una particiéon de unidad {gs }aca subordinada a la cubierta {7(Us) }aca

de X/G. Entonces, para cada o € A, la cerradura ¢ ' ((0, 1]) estd contenida en 7(Uy).
Para cada indice a € A, definamos p,, : X — [0, 1] por
Poa =qaOT.

Claramente {p,}aca €s una particién de unidad subordinada a la cubierta {Us}aca-
Ademsés, como cada U, es un conjunto invariante, la preimagen 7! (W(Ua)) coincide con
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el conjunto U,. De esta manera, tenemos que

pa ((0.1]) = 7 ez " ((0.1)) € 7 (42 ((0,1])) € 77 (7(Ua)) = Ve

Para completar la prueba, s6lo necesitamos demostrar que cada p,, es invariante. En efecto,
sig € Gyax e X, entonces 7(x) = w(gz), por lo que

Pa(97) = qa(m(97)) = qa(m(2)) = pa(2),

lo cual prueba que p, es invariante, para cada « € A. Por lo tanto {pas }ac.4 es la particién
de unidad buscada. O

Diremos que una cubierta {U, }oca de un G-espacio X es una cubierta tubular si cada
conjunto U, es un H,-tubo, para algiun subgrupo cerrado H, C G.

Hemos visto que si G es compacto, entonces toda cubierta invariante de un G-espacio
paracompacto admite un refinamiento invariante y localmente finito. Ahora probaremos
un resultado andlogo en el caso de cubiertas tubulares. Para ello es necesario el siguiente
lema.

Lema 1.8.3. Sea G un grupo topoldgico que actua continuamente en un espacio X.
Supongamos que H C G es un subgrupo cerrado y que S C X es una H-rebanada. Conside-
remos U C X un abierto G-invariante. Si U NS # 0, entonces UN S es una H-rebanada.

Demostracion. Primero observemos que U N S es H-invariante. Para ello consideremos
reUNSyhe H. Como S es H-invariante, hs € S para cada s € S. Ademés, como U es
G-invariante, también se cumple que hs € U para cada s € U. Por lo tanto, si s € UN S
entonces hs € U N S. Esto muestra que U N S es H-invariante.

Ahora demostremos que G(U N S) es abierto en X. Para ello, es suficiente demostrar que
G(UNS) =UNG(S). En efecto, si x € UNG(S), entonces x = gs paraalging € Gy s € S
tal que gs € U. Como U es invariante, s = g~ 'z € U y por lo tanto x = gs € G(U N 9),
de donde concluimos que

UNG(S) CcGUNS).
Ademds, como U es invariante, la contenciéon G(U N.S) C U NG(S) es obvia. Esto prueba
que UNG(S) = GUNS) y por lo tanto G(U N S) es abierto, como se queria demostrar.

Para finalizar la prueba, consideremos la funcién rebanadora f : G(S) — G/H. Evidente-
mente, la restriccion F' = f|g(sny) es una funcién equivariante que satisface F “Y(eH) =
U NS. De aqui concluimos que U NS es una H-rebanada. O

Proposicion 1.8.4. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio paracompacto. Sea
{G(Sa) }aca una cubierta tubular, donde cada S, es una H,-rebanada. Entonces la familia
{G(Su)}aca admite un refinamiento tubular localmente finito.

Demostracion. Para cada a € A, sea U, = G(S,). Supongamos que {7~ 1(V})}rea es un
refinamiento de {Uy }ac.a como en la demostracién de la proposicién [L.8.1} Entonces, para
cada A € A, existe a € A, tal que

71 (V)) C Usy = G(Sq, ).
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Llamemos Q) = S,, N7 *(Vy). Entonces, por el lema Q) es una H,,-rebanada, y

7 (Va) = G(Qx),

por lo lo que {G(Qx)}ren es el refinamiento localmente finito que buscdbamos. O

Sea GG un grupo compacto de Lie y X un G-espacio. Una cubierta G-normal de X, es
una familia

U= {(gS,UaHH) | g € G7 H € M}
que satisface las siguientes propiedades:
(1) H, es un subgrupo cerrado de G, para cada u € M.
(2) S, es una H,-rebanada, para cada p € M.
(3) La familia de tubos abiertos {G(S,)}ucnm es una cubierta abierta de X.
(4)

4) Existe una particién de unidad invariante {p, : X — [0,1]},ecn, subordinada a la
cubierta {G(S,,)}uem-

Recordemos que una cubierta U de un espacio X es un refinamiento estrella de otra
cubierta V de X si para cada U € U, existe V € V tal que

SUUU) ={W eU |WNU £0} C V.

El conjunto St(U,U) recibe el nombre de estrella de U respecto a U.
Teorema 1.8.5. Sea G un grupo compacto de Lie y sea X un G-espacio paracompacto.
Para cada cubierta abierta V de X existe una G-cubierta normal U = {(9S,,H,) | g €
G, p€ M} de X tal que U es un refinamiento estrella de V. Ademds, para cada p € M,
eviste v, € S, tal que el G-estabilizador de x, G, coincide con H,.

Demostracion. Como X es paracompacto, se pueden escoger cubiertas Uy y Us de X tales
que U, es un refinamiento estrella de Us y Us es un refinamiento estrella de V.

Sea U el subconjunto de X x X que consiste de todos los puntos (z,y) tales que existe
un elemento O € U; que contiene simultdneamente a x y a y. Evidentemente, U es una
vecindad abierta de la diagonal A C X x X.

La accién de G en X define una accién continua de G en X x X de la siguiente manera:

(9, (x,9)) = (9, gy)-

Por la compacidad de G, existe una vecindad invariante V de A en X x X tal que V C U.
Para cada z € X, sea V[z] = {z € X | (z,2) € V}. Como V es abierto en X x X, el
conjunto Vx| es una vecindad de x para cada x € X. Afirmamos que para cualesquiera
g € Gy z € X, se cumple la igualdad gV[z] = V[gz]. En efecto, si z € V[gz], entonces
(g, 2) € V. Como V es G-invariante, la contencién anterior sucede si y sélo si (x, g7 1z) €
V. Es decir, si y s6lo si g1z € V[z]. Pero esta contencién es equivalente a z € gV[z], lo
cual demuestra lo que se queria.
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Sea W la cubierta abierta de X definida por:
W={Viz] |z € X}.

Observemos que para cada x € X, el conjunto V[xz] estd contenido en St(x,U;). Ademds,
como cada estrella St(x,U;) estd contenida en un elemento de Us, podemos concluir que
W es un refinamiento de Uy y por lo tanto un refinamiento estrella de V.

Escojamos en cada érbita un representante, digamos = € G(z) y llamemos P al conjunto
de todos los representantes. Por la continuidad de la accién de G en X, existe una vecindad
O, de la identidad de G, y una vecindad G-invariante M, de x en X tal que

O M, CViz] € W.

Por el teorema de la rebanada[I.6.2} existe una G -rebanada @, tal que z € Q,. Entonces
Sy = M, N Q, también es una G,-rebanada y

rz e S, CM,.
Ademas O,S,, C O,M, C V[z]. En particular S, C V[z] y
9Sz C gV[z] = V]gz] € W, para cada g € G.

Sea entonces U = {(9S.,G:) | g € G, = € P}. Evidentemente U es un refinamiento de W
y por lo tanto es un refinamiento estrella de V.

Finalmente, por el teorema podemos garantizar la existencia de una particion de
unidad invariante y localmente finita subordinada a la cubierta abierta {G(S;)}. O
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Capitulo 2

Q-variedades e Hiperespacios

2.1. Q-variedades

o0
El cubo de Hilbert es el producto topoldgico [] [0,1]. Dicho espacio serd denotado
n=1
siempre por la letra Q. Como [0, 1] es un espacio métrico y compacto, la topologia pro-
ducto hace a Q un espacio metrizable y compacto. Ademads, a diferencia de los cubos
finito-dimensionales, el cubo de Hilbert es un espacio homogéneo (véase [40, teorema

6.1.6]).

Un espacio topoldgico Y es una Q-variedad, si es localmente homeomorfo a @. Es decir,
si cada punto y € Y tiene una vecindad abierta U C Y tal que U es homeomorfo a un
abierto del cubo Q.

Las @ variedades han sido estudiadas por diferentes autores en la segunda mitad del siglo
pasado. El texto cldsico de Chapman [I5] compila la mayoria de los resultados bésicos sobre
Q-variedades, mientras que en el articulo de H. Toruniczyk [38] se encuentra el teorema
mds importante de caracterizacién de Q-variedades. Otro texto un poco mas reciente que
resume los resultados més conocidos sobre ()-variedades compactas es el libro de Van Mill
[40). En esta seccién haremos un pequeno resumen de los teoremas sobre ) variedades
que se utilizaran en este trabajo. Escribir la demostracién de dichos teoremas excede el
propdsito de este trabajo y por esta razén, omitiremos las pruebas dejando la referencia
para una futura consulta del lector. Las tnicas excepciones seran el corolario la
proposicién y el teorema de Edwards para los cuales no encontramos una
referencia previamente escrita.

Diremos que un subconjunto cerrado A de un espacio métrico (X,d) es un Z-conjunto,
si la familia {¢ € C(Q,X) | #(Q) N A = (0} es densa en C(Q,X), donde C(Q, X) es el
espacio de todas las funciones continuas de @ a X equipado con la topologia compacto-
abierta.

23
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Observacién 2.1.1. Si (X,d) es un espacio métrico y A C X es un subconjunto cerrado
tal que para cada & > 0 existe una funcion f: X — X \ A con d(z, f(x)) < &, entonces A
es un Z-conjunto.

Demostracion. Sea ¢ € C(Q, X) una funcién arbitraria. Observemos que al ser ) com-
pacto, la topologia compacto abierta en C(Q, X) coincide con la topologia de la conver-
gencia uniforme. Asi, dado € > 0, es suficiente encontrar una funcién ¢ € C(Q, X) tal que

dQ)NA=0y d(ap(q), (b(q)) < € para cualquier punto ¢ € Q.
Definamos ¢ = f o ¢. Entonces ¢(Q) = f(¢(Q)) C X\ Ay

d(¢(q), ¢(q)) = d(e(q), f(¢(q))) <e,

lo cual demuestra que A es Z-conjunto. O

Una funcién continua f : M — X entre dos espacios métricos es una Z-funcién si f(M)
es un Z-conjunto en X.

En [38] teorema 1], Toruriczyk utilizé las Z-funciones para caracterizar las Q-variedades.
Teorema 2.1.2. Sean X un ANR localmente compacto, k € N un numero natural e
Ik = [0,1]% el cubo de dimension k. Supongamos que C(Ik,X), el espacio de todas las
funciones continuas de ¥ en X, estd equipado con la topologia compacto abierta. Si el
conjunto de todas las Z-funciones de C(Ik,X) es denso en C’(Ik,X), entonces X es una
Q-variedad.

En particular, tenemos el siguiente corolario:
Corolario 2.1.3. (X,d) es un espacio métrico, ANR y localmente compacto tal que para
cada € > 0 existen dos funciones f: X - X yg: X — X tales que

(1) fX)Ng(X) =0,y
(2) para cada x € X, d(z, f(z)) <e y d(z,g(x)) <e,

entonces X es una ) variedad.

Demostracion. Sea ¢ € C(Ik, X) una funcién arbitraria. Dado € > 0, sean f y g como en
el enunciado del teorema. Entonces la funcién g o ¢ es e-cercana a ¢. Ademsds, g(d)(Ik))
es un Z-conjunto ya que f: X — X \ g(X) C X \ g(¢(1*)) satisface que d(z, f(z)) < €
para todo x € X. Asi, en virtud de la observacién g(¢(1%)) es un Z-conjunto y por
el teorema concluimos que X es una )-variedad. O

Teorema 2.1.4 ([38, §3]). Sea X un espacio métrico localmente compacto y sea M C X
una Q-variedad. Si el complemento de M en X es un Z-conjunto, entonces X también es
una Q-variedad.

Diremos que una funcién entre espacios topolégicos f : X — Y es propia, si para cualquier
subconjunto compacto C' C Y la preimagen f~1(C) es un subconjunto compacto.

Es un hecho conocido que cualquier funcién perfecta es propia (véase [2I, 3.7.2]). En
particular la proyeccién orbital de un G-espacio en donde G es un grupo compacto es



2.1. Q-VARIEDADES 25

perfecta (Proposicion [1.4.4) y por lo tanto es propia, como indicamos en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.1.1. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio. Entonces la proyeccién
orbital p : X — X/G es una funcién propia.

El ejemplo anterior sera utilizado mas adelante.
Definicién 2.1.5. Diremos que una funcion f : X — Y entre ANR’s es tipo celda
(abreviado CE) si satisface las siguientes condiciones:

(1) f es suprayectiva.

(2) f es propia.

(3) Para caday €Y la fibra f~1(y) tiene la propiedad UV> en X. Esto quiere decir que
si U es una vecindad de f~1(y), entonces existe una vecindad V.C U de f~1(y) tal
que la inclusion V. — U es homotopica a una funcion constante.

Supongamos que X y Y son ANR’sy f : X — Y es una funcién cuyas fibras f~1(y),y € Y,
son contréctiles. Entonces, para cada y € Y, existe una homotopia H : f~!(y) x [0,1] —
f~Yy) € X tal que H(x,0) = x y H(x,1) = ¢ para algin punto fijo ¢ € f~1(y). Sea
U C X una vecindad abierta de f~1(y). Consideremos el conjunto A C X x [0, 1] dado
por

A= (") x [0,1]) U (X x {0}) U (X x {1}).

Definamos F': A — U de la siguiente manera:

Hix,1), size (), te0.1],
F(z,t) =1 z, sit=0, (2.1)

c, sit=1.

Evidentemente F' es continua. Ademads, como U es abierto en X € ANR, entonces U
también es un ANR. De esta manera, existe una vecindad O C X x [0,1] de A y una
extension continua ® : O — U de F. Por otro lado, como [0, 1] es compacto, existe una
vecindad V' C X de f~!(y) tal que V x [0,1] € O y V C U. En estas condiciones, es
claro que la restriccion ®|y ,[9,1] es una homotopia entre la inclusién V' < U y la funcién
constante V. — ¢ € U y por lo tanto la funciéon f tiene la propiedad UV >°. Todo el
razonamiento anterior se resume en la siguiente proposicion:

Proposicién 2.1.6. Sea f : X — Y wuna funcion entre ANR’s cuyas fibras son con-
tractiles. Entonces la funcion f tiene la propiedad UV >°.

Una funcién entre dos espacios topoldgicos f : X — Y es un homeomorfismo cercano
si para cada cubierta abierta U de Y existe un homeomorfismo h : X — Y, U-cercano a f.
Esto ultimo significa que para cada = € X existe un abierto U € U tal que {f(x),h(z)} C
U. En particular, si existe un homeomorfismo cercano entre dos espacios topoldgicos,
entonces dichos espacios son homeomorfos.
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El siguiente teorema es basico en la teoria de @-variedades. La demostracién de R. D.
Edwards puede ser consultada en [I5 teorema 43.1].
Teorema 2.1.7. Si M es una Q-variedad, X es un ANR y f : M — X es una CE-funcidn,
entonces la funcion:

fxlgeMxQ—=XxQ
es un homeomorfismo cercano.

La demostracién del siguiente resultado, mejor conocido como el teorema de estabilidad
de Q-variedades, puede ser consultada en [I5] teorema 15.1].
Teorema 2.1.8. Si M es una Q-variedad, entonces M es homeomorfo a M x Q.

De los dos teoremas anteriores, inferimos el siguiente resultado.
Teorema 2.1.9 (R.D. Edwards). Sea M una Q-variedad y Y un ANR localmente com-
pacto. Si f : M — 'Y es una CE-funcion, entonces M es homeomorfo a Y X Q.

Demostracion. Como f es CE, el teorema implica que
[xlg:MxQ—=Y xQ

es un homeomorfismo cercano. Por el teorema de estabilidad M es homeomorfo a
M x Q. Asi, tenemos los siguientes homeomorfismos:

MaMxQ=Y xQ.

En particular M es homeomorfo a Y x @) y por lo tanto la prueba esta completa. O

Para terminar esta seccién, enunciaremos algunos resultados muy conocidos que nos seran
de utilidad mas adelante.

El primer resultado caracteriza al cubo de Hilbert como el tinico AR compacto homeomorfo
a su propio cono. Recordemos que el cono sobre un espacio X (denotado por con(X)) se
define como el espacio cociente:

con(X) =X x[0,1]/X x {0}.
Teorema 2.1.10. Para un espacio metrizable X, los siguientes enunciados son equiva-
lentes:
(1) X es homeomorfo al cubo de Hilbert.
(2) X es un AR compacto homeomorfo a su propio cono.
Para una demostracién del teorema anterior se puede consultar [40, teorema 8.3.2].

Es fécil ver que el cubo de Hilbert es una Q-variedad compacta y contractil. Resulta ser,
que estas propiedades también caracterizan al cubo de Hilbert.

Teorema 2.1.11. Sea M una Q-variedad compacta. Si M es contrdctil, entonces M es
homeomorfa al cubo de Hilbert.
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La demostracién del teorema anterior se encuentra en [40] teorema 7.5.8]

Como @ es un espacio homogéneo, dados dos puntos z,y € @, existe un homeomorfismo
h:Q — Q tal que h(x) = y. Este homeomorfismo induce a su vez un homeomorfismo
entre Q \ {z} vy @\ {y}. En lo sucesivo denotaremos por Qg al cubo de Hilbert con un
punto removido. Notemos que por el argumento anterior, Qg no depende de qué punto sea
el que removamos.

Teorema 2.1.12. El espacio Qo es homeomorfo al producto @ x [0,1).

La demostracién del teorema anterior se puede consultar en [I5], teorema 12.2].

2.2. Conjuntos Convexos

Los conjuntos convexos constituyen el eje central de este trabajo. Por ello, es conveniente
repasar algunas nociones bésicas referentes a este tipo de conjuntos.

Definicién 2.2.1. Sea L un espacio vectorial. Diremos que un conjunto A C L es con-
vexo, si para cualesquiera dos puntos a y b de A, el segmento ab

ab={yeL|ly=ta+ (1-1t)b, t€0,1]}

estd contenido en A.

Figura 2.1: Conjunto convexo
De la definicién anterior se sigue que la intersecciéon no vacia de cualquier familia de
conjuntos convexos es, a Su vez, un conjunto convexo.

Si A es un subconjunto arbitrario de un espacio lineal L, llamaremos casco convexo de
A (y lo denotaremos por conv(A)) al conjunto convexo més pequenio que contiene a A. Es
decir,

conv(A4) = ﬂ{K | Kes convexoy A C K}.

Observemos que el casco convexo de un conjunto siempre es un conjunto convexo.

Diremos que un vector v € Y es una combinacién convexa de elementos de A, si

n
v = E Aiaia
=1
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Figura 2.2: Casco convexo

n
donde a; € A, la suma Y, \; =1y cada escalar \; pertenece a intervalo [0, 1].
i=1

Para cada n € N, definimos conv,,(A) como el conjunto de todas las combinaciones con-
vexas de n elementos de A. Es decir:

convy, (A) = {Z&ai | aie A Ne01], > A= 1}.
1=1 i=1

Proposiciéon 2.2.2. Sean L un espacio topoldgico lineal y A un subconjunto de L. En-
tonces se cumplen los siguientes enunciados:

(1) conv(4) = [J convn(A),

n=1

(2) si A es finito, entonces conv(A) es compacto.

oo
Demostracion. (1) Primero demostremos que |J conv,(A) es un conjunto convexo. En
n=1

o0
efecto, si a,b € |J conv,(A), entonces podemos suponer que a € conv,,(4) y b €

n=1
convy(A), para ciertos m,k € N. De esta manera, existen puntos aq,...,am, v b1,...,bx
en A,y escalares A\1,..., Ay ¥ t1,...,t; en [0, 1], tales que

m k
a=> X\ y b= tib;,
i=1 j=1
y ademads,

m k
di=1=> "t
i=1 j=1

Sea s € [0, 1] arbitrario. Entonces

m k

m k
(1—-s)a+sb=(1-25s) Z Aia; + sthbj = Z(l — s)\a; + Zstjbj.
i=1 j=1

i=1 j=1
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Notemos que en este caso, (1 — s)\; € [0,1] para todo i = 1,...,m. De igual manera
observemos que st; € [0,1] para todo j = 1,...,k. Por otro lado,

m k m k
Z(l—s))\i—i—Zstj:(1—5)2)\1-—1—3215]- =(1-s)+s=1.
i=1 j=1 i=1 j=1

Esto quiere decir que (1 — s)a + sb es una combinacién convexa de m + k puntos de Ay

o0

por lo tanto (1 — s)a + sb € convy,4+x(A). Luego, (1 — s)a+ sb € |J conv,(A), lo cual
n=1

prueba que este 1iltimo conjunto es convexo, como se queria demostrar.

oo
Ahora observemos que A C |J conv,(A), y por lo tanto
n=1

conv(A) C U convy, (4).
n=1

Para demostrar la otra contencién, usaremos induccién sobre n para probar que conv,,(A) C
conv(A). Si n =1, entonces

convy (A) = A C conv(A).

Supongamos que para toda k < n, convi(A) C conv(A). Sea y € conv,41(A), entonces
existen puntos ay,...,an4+1 en A, y escalares A, ..., A\,11 € [0, 1], tales que

n+1 n+1

i i=1

Podemos suponer sin perder la generalidad que y ¢ A. Entonces
>0
i=1

lo cual nos permite definir A = 1/>° A;. Notemos que pu; = A - \; € [0,1], para cada
i=1
i€{l,...,n}. Ademis

por lo que
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Aplicando la hipétesis de induccién, podemos afirmar que v € conv(A). Como conv(A) es
un conjunto convexo, el punto

(Z >\z> v+ )\n+1an+1 = <Z )\1) v+ <1 - Z )\z) An41
i=1 i=1 i=1
pertenece a conv(A). Ahora bien,

n+1 n
y= Z Aia; = (Z )\iaz‘) + At 1Gn41
i=1

i=1

= (Z )\i) ()\ Z )\iai> + Ang10n41
i=1

i=1

= (Z )‘7,>’U + )‘n+1an+1a

i=1

lo cual prueba que y € conv(A), y por lo tanto

conv(A) = U conv,, (A).

(2) Ahora supongamos que A es finito y demostremos que conv(A) es compacto. Sea n el
ntmero de elementos que contiene A. Por la parte (1) de esta proposicién, sabemos que
conv(A) = conv, (A). Consideremos el simplejo estdndar

An,1 = {()‘177)‘71) ERn | )‘i € [0a1]7 ZAzzl}a
i=1

el cual es un subconjunto compacto de R™.

Como A es finito, A es compacto y el producto A™ también es compacto. Luego, el producto
X = A,—1 X A™ es un espacio compacto. Definamos la funcién g : X — conv(A) de la
siguiente manera:

g1, M) (an, - an)) = Y Nas.
i=1

Es claro que g estd bien definida y es continua. Ademds, se sigue de la definicién de
conv, (A), que g es una funcién suprayectiva. Entonces la imagen

g(X) = conv, (A) = conv(A4)

es un espacio compacto, como se queria demostrar.
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Supongamos que A y B son dos subconjuntos convexos de un espacio lineal L. La suma
de Minkowski se define como el siguiente subconjunto de L:

A+B={a+beL|acA, beB}

A
I
|

- S + <%\\<>:< \ -

v

Figura 2.3: Suma de Minkowski

La suma de Minkowski de dos subconjuntos convexos A y B siempre es un subconjunto
convexo. En efecto, si a; + b1 € A+ By as + by € A+ B son dos puntos arbitrarios en
A+ Bytel0,1], entonces

t(a1 + bl) + (1 — t)(GQ + bg) = (ta1 + (1 — t)az) + (tbl + (1 — t)bQ) =a+ b

donde a = (ta; + (1 —t)az) € Ay b= (tby + (1 —t)by) € B. Esto prueba que t(aj +b1) +
(I =t)(az +b2) € A+ By por lo tanto A 4+ B es convexo.

2.2.1. Conjuntos Convexos en R"

Este trabajo estd centrado en el estudio de ciertos espacios de conjuntos convexos del
espacio euclidiano R™. En esta seccidn repasaremos algunas propiedades de este tipo de
conjuntos convexos.

Diremos que un conjunto H C R™ es un hiperplano, si para cualesquiera dos puntos
distintos a,b € H, la recta determinada por a y b queda completamente contenida en
H.

Si A C R™ es un conjunto, un hiperplano soporte H C R™ es un hiperplano de di-
mensién n — 1 que intersecta a A y A C H 6 A estd contenido en uno y sélo uno de los
semiespacios determinados por H. El semiespacio cerrado en el cual queda contenido A se
llama semiespacio soporte de A.

Si el conjunto A es convexo, entonces para cada punto a € A existe al menos un hiperplano
soporte que pasa por a.

Proposiciéon 2.2.3. Sea A C R™ un subconjunto compacto y convezo. Entonces para todo
x € R™\ A existe un dnico punto a, € A tal que

o= .| = d(z, 4) = fnf |z — ]
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Figura 2.4: Hiperplano Soporte

Demostracion. La funcién f : A — R dada por f(a) = ||z — al| es continua y por lo tanto
existe a, € A tal que f(a;) < f(a) para todo a € A. Afirmamos que dicho punto es tinico.
En efecto, si existiera otro punto b € A tal que f(a,) = f(b), entonces el segmento a,b =

{ta, + (1 —t)b | ¢ € [0,1]} quedarfa completamente contenido en AN N (z, f(as)) (por la

convexidad de N (z, f(a;)) y de A). Ademds, como la bola cerrada euclidiana N (z, f(ag))
no tiene segmentos rectos en su frontera, para cada ¢t € (0,1) el punto ta, + (1 —t)b estaria
en la bola abierta N(x, f(ax)) y por lo tanto:

ftaz + (1 = 1)) = [lz — (taz + (1 = )D)[| < f(az) = f(b),

lo cual es una contradiccién ya que f(b) = f(a,) < f(a) para todo a € A. De esta manera
podemos concluir que a, es tnico. [l

Por la proposicién anterior podemos observar lo siguiente: si A es un conjunto compacto
y convexo, * € R"\ Ay a, € A es tal que p = || — a,|| = d(x, A), entonces N(z, p), la
bola cerrada de centro x y radio p, intersecta a A en un tinico punto, a,. Afirmamos que el
hiperplano de dimensién n — 1 tangente a N(z, p) en a, (el cuél es ortogonal al segmento
Ta,) es un hiperplano soporte de A por el punto a,. En efecto, si no lo fuera, existiria un

punto a € A en el semiespacio que contiene al punto x y por lo tanto el segmento aa,
estarfa completamente contenido en A. Ademds, el segmento a@a, no estd contenido en el
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hiperplano tangente y por lo tanto debe cortar a la bola N(z,p). Sea y € aa, N N(z, p)
un punto cualquiera. Entonces y € A y

[z =yl <p=llz —a.]

lo cual es una contradiccién porque a,, es el punto de A més cercano a x. Este razonamiento
se resume en la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2.4. Sea A C R™ un subconjunto compacto y convexo. Si x € R™\ A y
a; € A es tal que ||z — a,|| = d(x, A), entonces el hiperplano ortogonal al segmento Tay
que pasa por a, es un hiperplano soporte de A.

Si A C R™ es compacto, es evidente que el casco convexo conv(A) es un conjunto acotado,
ya que A, al ser compacto, estd contenido en una bola (convexa) de radio finito. A con-
tinuacién demostraremos que en esta situacién conv(A) también es compacto. Para ello,
es necesario recordar el siguiente teorema cuya demostracién puede ser consultada en [41],
teorema 2.2.4]

Teorema 2.2.5 (Teorema de Caratheodory). Sea a € conv(A), donde A es un subcon-
junto de dimension afin r en R™. Entonces a se puede representar como una combinacion
conveza de r + 1 o menos puntos de A.

La dimensién afin de un conjunto A C R™ se define como la dimensién del hiperplano
m&s pequenio que contiene a A.
Proposicién 2.2.6. Si A C R™ es compacto, entonces conv(A) también lo es.

Demostracion. Supongamos que (zj)ren €s una sucesion en conv(A). Por el teorema de
Caratheodory, cada xj se puede representar como una combinacién convexa de n + 1
puntos (ya que A a lo més tiene dimensién afin n). Supongamos entonces que para cada
k € N, el punto x;, se representa de la forma:

Tk = Ak0ako + -+ + AknGkn,

n

donde agg, ..., 0k, son puntos de A y Apo, ..., Ak son nimeros > 0 tales que Y Ap; =
i=0

1. Observemos que para cada i € {0,...,n} la sucesién (ay;)ren estd contenida en el

compacto A. De la misma manera, la sucesion (\;x)ren estd contenida completamente en
el intervalo compacto [0, 1].

En total tenemos 2n + 2 sucesiones contenidas en conjuntos compactos y por lo tanto
podemos encontrar una subsucesién de numeros naturales (ji)ren tales que para cada
it =0,...,n, la sucesién (a;,;)ren converja a un punto a; € A y la sucesion (\j,i)ken

n
converja a cierto escalar \; € [0, 1]. Evidentemente, > \; = 1 ya que para cada k € N,
i=0

n
> Aji=1.
=0

Asi, la subsucesién (z;, )ken de (zx) converge al punto & = Agag + ... A\pa, € conv(A) y
por lo tanto podemos concluir que conv(A) es compacto. O
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Por 1ltimo, recordemos una definiciéon que serd utilizada fuertemente a lo largo del traba-
jo:

Definicién 2.2.7. Diremos que un subconjunto A C R™ es un cuerpo convexo si A es
compacto, convero y su interior es no vacio.

2.3. Hiperespacios

Sea (X, d) un espacio métrico. Denotaremos por 2% el hiperespacio de todos los subcon-
juntos compactos no vacios de X. Esto es

2% = {A C X | A es compacto y A # }.

La métrica d induce una métrica dg en 2% conocida como la métrica de HausdorfF:

dy(A, B) = inf {5 | AC N(B,e), BC N(A,e)}.
La féormula anterior es equivalente a la siguiente igualdad:

dp (A, B) = max {sup d(b,A), supd(a, B)} .
beB a€A

Proposicién 2.3.1. La funcion dg : 2% x 2% — [0,00) es una métrica.
Demostracion. Evidentemente dgy (A, B) = 0 si y s6lo si A = B. También es claro que

dr (A, B) = dy (B, A) > 0 para cualesquiera A, B € 2. Demostraremos tinicamente la
desigualdad del tridngulo.

Sean A, B,C € 2% y e > 0. Si § = £/2, entonces tenemos que

ACN(B,dH(A,B)—i—(S) y BCN(C,dH(B,C’)—|—6) (2.2)
Sea z € A un punto arbitrario. Por (2.2, existen y € B y z € C tales que d(z,y) <
dy(A,B)+ 9y d(y,z) <dg(B,C)+ 4. De aqui concluimos que

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) <dpg(A,B)+du(B,C) +e.
Como z fue un punto arbitrario, podemos concluir que
ACN(C,dy(A,B)+du(B,C) +e). (2.3)

Andlogamente se demuestra que

C C N(A,du(A, B) + du(B,C) +¢). (2.4)

Como las contenciones (2.3]) y (2.4]) son ciertas para cualquier € > 0, concluimos que
dp(A,C) <dg(A,B)+dy(B,C),

como se queria demostrar.
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En lo sucesivo, a menos que se especifique lo contrario, todos los hiperespacios que se
mencionen en este trabajo estaran equipados con la métrica de Hausdorff.

Si (X,d) es un espacio métrico y H C 2% es un hiperespacio de conjuntos compactos de
X, para cada A € H y cada € > 0 denotaremos por O(A,¢) a la bola abierta en H de
centro A y radio e. Es decir,

O(A,e) = {B € H | dy(A,B) < &}.

Este conjunto no se debe confundir con N(A4,¢), la e-vecindad de A en X. Ademds, es
facil ver que un compacto B € H pertenece a la bola O(A4,¢), si y s6lo si A C N(B,¢) y
B C N(A,e).

Veamos algunos ejemplos clasicos de hiperespacios de conjuntos compactos.

Ejemplo 2.3.1. Sea X un espacio métrico separable y topolégicamente completo. En-
tonces:

(1) 2% es homeomorfo al cubo de Hilbert si y sélo si X es un continuo de Peano (véase
18] y [19)).

(2) 2% es homeomorfo Qg (el cubo de Hilbert sin un punto) si y sélo si X es no compacto,
conexo, localmente conexo y localmente compacto (véase [16]).

(3) 2% es homeomorfo al espacio separable de Hilbert /5 siy s6lo si X es conexo, localmente
conexo y no localmente compacto en ninguna parte (véase [I7]).

Si X es un espacio métrico compacto, entonces el hiperespacio 2¥ también lo es. Este
hecho conocido puede consultarse, por ejemplo, en [40, proposicién 4.7.2]

2.3.1. Hiperespacios de Conjuntos Convexos

Sea (L,| - ||) un espacio lineal normado y supongamos que d denota la métrica inducida
por la norma. Si X C L es un subconjunto convexo, denotaremos por cc(X) y ¢b(X) los
siguientes hiperespacios:

ce(X) = {A € 2% | A es compacto y convexo},

cb(X) ={A € ce(X) | A tiene interior no vacio en L}.

En espacios de dimensién infinita, no existen conjuntos compactos con interior no vacio.
Por esto, ¢b(X) sélo tiene sentido cuando L es de dimensién finita.
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Ejemplo 2.3.2. Si X = R, entonces la funcién f : cc(R) = {(z,y) € R? | z < y} dada
por

f([avbb = (CL,b)

es un homeomorfismo. Esto implica que cc(R) es homeomorfo a un semiplano cerrado en
R2.

Por otro lado, la restriccién f|r) define un homeomorfismo entre cb(R) y el semiplano
abierto {(z,y) € R? | # < y}. Esto implica que cb(R) es homeomorfo a R2.

Para espacios X de dimension mayor o igual que 2, se han calculado los siguientes hiperes-
pacios de conjuntos convexos.

Teorema 2.3.2 ([30]). Si K C R™ es un subconjunto compacto y convezro de dimension
mayor o igual que 2, entonces cc(K) es homeomorfo al cubo de Hilbert Q. Por otro lado,
cc(R™) es homeomorfo a Qo para todo n > 2.

Teorema 2.3.3 ([30]). Si X es un espacio de Banach de dimension infinita y densidad
T, entonces cc(X) es homeomorfo al espacio de Hilbert {5(7) de densidad T.

El hiperespacio de todos los cuerpos convexos de R™, ¢b(R™) (del cual hablaremos més
adelante), no habfa sido calculado. Sin embargo, en 1951 Macbeath estudié la topologia del
espacio cociente cb(R™)/ ~ obtenido por la siguiente relacién de equivalencia: dos cuerpos
compactos A y B son equivalentes si y sélo si existe una transformacién afin g : R™ — R”
tal que g(A) = B. Al respecto Macbeath probé el siguiente resultado:

Teorema 2.3.4 ([29]). El espacio cociente cb(R™)/ ~ es un espacio compacto y metrizable.

En la segunda parte de este texto, probaremos que para cada n > 2, el espacio cociente
cb(R™)/ ~ es homeomorfo a un espacio compacto conocido como el compacto de Banach-
Mazur BM(n).

2.4. Lemario de Hiperespacios

Esta seccion la dedicaremos a demostrar algunas propiedades referentes a la topologia
de algunos hiperespacios de subconjuntos compactos. Dichas propiedades seran utilizadas
mas adelante.

Lema 2.4.1. Sea (X,d) un espacio métrico y supongamos que la sucesion (Ap)neny C 2%
converge a un elemento A € 2%. Entonces A es el conjunto de todos los puntos x € X,

para los cuales existe una sucesion (Tp)neny C X con x, € A, y tal que v = lim x,.
n—o0

Demostracion. Sea x € A un punto arbitrario. Para cada n € N, podemos encontrar un
punto z, € A, tal que
d(z,z,) < 2d(z, A,).

Afirmamos que la sucesioén (z,,)neny converge a z. En efecto, como (A, )nen converge a A,
dado € > 0, existe N € N tal que para todo m > N, diy (A, A,,) < e. En particular, A C
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N (A, €). Esto implica que d(z, A,,) < € y por lo tanto d(z, z,,) < 2¢. De aqui concluimos
que (Zp)nen converge a x y por lo tanto la primera contencién estd demostrada.

Para verificar la segunda contencién supongamos que x € X es un punto tal que existe
una sucesién (Z,)nen con x, € A, y nl;ngo T, = x. Debemos probar que z € A. Sea
e > 0. Como (A, )nen converge a A, podemos encontrar N € N tal que para todo m > N,
dy(A, A,) < e. Como (x,)nen converge a z y cada x, € A,, podemos concluir que
d(xz, A) < e para todo € > 0. Esto implica que x pertenece a la cerradura de A, pero como
A es cerrado, inferimos que x € A. Ahora la prueba esta completa. O

Lema 2.4.2. Sean X yY espacios métricos compactos y f : X — Y una funcion continua.
Entonces la funcion 27 : 2% — 2Y dada por

es continua.

Demostracion. Como X es compacto, la funcién f es en realidad uniformemente continua y
por lo tanto, dado & > 0, podemos encontrar § > 0 tal que d(f(z), f(y)) < € si d(z,y) < 0.
Asi, si dy (A, B) < 4, entonces di(f(A), f(B)) < ¢, lo cual demuestra que f es continua.

O

Consideremos un espacio métrico X. Denotaremos por 22" al hiperespacio de todos los
subconjuntos compactos de 2X. Si A es un elemento de 22X, entonces | J.A denotard el
siguiente subconjunto de X:

Ua=1 4

AcA

Lema 2.4.3. Sea X un espacio métrico y A un elemento de 92% | Entonces U A es cerrado
en X.

Demostracion. Sea (Z,)nen una sucesién en |J.A que converja a un punto x € X. Para
cada n € N, existe A, € A tal que x,, € A,. Como A es un subconjunto compacto de
2% podemos suponer sin perder la generalidad que la sucesiéon (A,),en converge a un
elemento A € A. Luego, por el lemma [2.4.1] podemos concluir que z € A C [JA y por lo
tanto (J A es cerrado en X. O

Si X es un espacio métrico compacto, concluimos del lema anterior que | JA € 2% para
cada A € 22" . En este caso, podemos definir un operador J : 22° 52X de la siguiente

Uw =UA

Teorema 2.4.4. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces el operador unidn | :
X .
22" — 2% es continuo.
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.z (e X X
Demostracion. Sea (A,)nen una sucesiéon en 22 convergente a un elemento A € 227 .
Necesitamos demostrar que la sucesién (UAn) converge a |JA en 2%. Para ello
consideremos £ > 0.

neN

Primero demostraremos que el conjunto
E={neN| U'A" no estd contenido en N(U Ae)}
es finito. Para ello supongamos lo contrario y escojamos para cada n € E, un punto

T, € A, € A, tal que
Ty & N(UA,E).

Como 2% es compacto, podemos suponer sin perder la generalidad que la sucesion (A, )nep
converge a un punto A € 2%. Por el lema A pertence a A. Como X es compacto,
también podemos suponer sin perder la generalidad, que la sucesién (x,),cp converge a
un punto = ¢ N(|JA,¢). Sin embargo, esto es una contradiccién ya que

r € AC UAC N(UA,E).
Asi, podemos concluir que el conjunto E es finito. Ahora demostraremos que el conjunto
F={neN| UA no estd contenido en N(U A, e)}

es finito. Para ello supongamos lo contrario. Entonces, para cada n € F', podriamos escoger
un punto z,, € |JA tal que z,, ¢ N({J Ay, ¢). Por el lema[2.4.3sabemos que [ J A es cerrado
en X, y por lo tanto es compacto. Asi, sin perder la generalidad, podemos suponer que
(Zn)ner converge a un punto z € | JA. Escojamos A € A tal que z € A. Como (A, )nen
converge a A, el lemma implica que para cada n € F podemos encontrar A, € A,
tal que (A, )ner coverge a A. Usando nuevamente el lomma podemos encontrar para
cada n € F, un punto y, € A, tal que (y,)ner converge a x. Luego, si n € F, entonces
A, € A, y por lo tanto y,, € |JA,. Esto a su vez implica que d(z,,y,) > € > 0, lo cual
es una contradiccién ya que las sucesiones (x,) y (yn) convergen ambas a .

La contradiccién anterior demuestra que F', al igual que E, es finito y por lo tanto podemos
encontrar Ny € N tal que para todo natural m > N; se cumplan las siguientes dos

contenciones:
UAcN(JAme) v UAncN((JAe).

Esto demuestra que dH(U.A, U.Am) < ¢ para todo m > Ny y por lo tanto la sucesion
(U 'A")n oy converge a J A, como se queria demostrar. O

Corolario 2.4.5. Sean X y Y espacios métricos compactos y g : X — 2¥ una funcion
continua. Entonces g : 2% — 2¥ dada por

g4) = | ()

r€EA

es continua.
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Demostracion. Por el lema la funcién 29 : 2X — 22" es continua. Ademis, por el
teorema el operador unién J : 22" 5 2Y también es continuo. Para completar la
prueba simplemente observemos que g = | 029. O

Lema 2.4.6. Sean A, B € 28" . Entonces

dp(conv(A), conv(B)) < dy(A, B).

Demostracion. Sea a € conv(A) un punto arbitrario. Entonces existen ay,...,a; € Ay
ty,...,t €[0,1] tales que a = Zle tia; y Zle t; = 1. Para cada ¢ > 0, podemos escoger
un punto b; € B tal que ||a; — ;|| < dg(A, B) + e. Llamemos b = Zle t;b; € conv(B).
Asi,

k
la = bll <> tilla; — bl < du(A,B) +e¢,
i=1
y por lo tanto conv(A) C N (conv(B),dg(A, B)+¢). Un razonamiento analogo nos permite
demostrar que conv(B) C N(conv(A),dg(A,B) +¢€) y por lo tanto

dp (conv(A),conv(B)) < dp (A, B) +¢. (2.5)
Como la desigualdad (2.5)) es cierta para todo € > 0, deducimos que
dp (conv(A), conv(B)) < dy (A, B),

lo cual completa la prueba. O

Por la proposicién el casco convexo de un conjunto compacto es compacto y por lo
tanto la funcién conv : 28" — cc(R™) la cual asigna a cada elemento A € 2% su casco
convexo conv(A) estd bien definida. Asi, el lema implica que:

. 1 n . .
Corolario 2.4.7. La funcion conv : 28" — cc(R™) es uniformemente continua.

La suma de Minkowski define una funcién + : cc(R™) x cc(R™) — cc(R™) de la siguiente
manera:

+(A,B) = A+ B.
Proposicién 2.4.8. La funcion + : cc(R™) x cc(R™) — cc(R™) es continua.
Demostracion. Sean (A, B) € cc(R™) x cc(R™) y € > 0. Consideremos § = €/2 y supon-

gamos que el punto (A’, B’) € cc(R™)xcc(R™) satisface que dy (A, A’) < §ydgy (B, B’) < 6.
Necesitamos demostrar que dg (A + B, A’ + B') < e.

Sea a +b € A+ B un punto arbitrario con a € Ay b € B. Como dg(A, A") <  podemos
encontrar un punto a’ € A’ tal que |la — a’|] < J. Anédlogamente, existe b’ € B’ tal que
|b—b'|| < 4. De esta manera, tenemos que

l(a+b) = (a' + V)| < [la—a + bV <6+ =e.

Esto prueba que A+ B € N(A’ + B’,¢). De la misma manera se demuestra que A’ + B’ €
N(A+ B,e) y por lo tanto diy (A + B, A’ + B’) < g, como se querfa demostrar. O
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Aplicando induccion, la proposicién anterior se generaliza en el siguiente corolario.
Corolario 2.4.9. La funcion Y. : cc(R™)* — cc(R™) dada por

k k
Z(Ala--~7Ak) :ZAZ‘ = {Zaz ‘ a; € Az}a
i=1 i=1

es continua.

Lema 2.4.10. Sea X € cc(R™) un conjunto convezo. Para cada € > 0, la bola abierta
O(X,e) C cc(R™) de radio € y centro X es conveza en el siguiente sentido: si {A;}k_| C
O(X,¢) es una familia finita, entonces el conjunto

k k
ZtiAi:{Ztiai|a¢€Ai7 izl,...,k}GO(X7E)
=1 =1

para cualesquiera nimeros t1,ta, ..., t; € [0,1] tales que Zle t; = 1.

Demostracion. Sea x € X. Por las hipétesis del lema, podemos encontrar puntos a; € A;,
coni=1,2,...,k tales que ||z — a;]| < €. Esto implica que

k k k
o= 3t = [ 3 4o a0 € X e — )
i=1 i=1 i=1
k k
= Ztle — ] < Ztia =ec.
=1 i=1
Adems4s, el punto Zle t;a; pertenece a Zle t;A; y por lo tanto X C N( Zle t; Ay, 5).
Ahora supongamos que E?Zl tia; € Zle t;A; es un punto arbitrario donde cada a; €

A;. Por las hipétesis del lema, para cada i = 1,...,k, existe un punto z; € X tal que
lz; — ai]| < e. Como X es convexo, el punto z = Zle t;x; es un punto de X. Ademsds,

k k k k
o> il = 3 - St = 3 o — )
=1 =1 =1 =1
k k
<D e —a)| =D talles — ai
=1 =1
k
< Ztié =e€.
=1

Esto implica que Zle t;A; € N(X,e) y por lo tanto dH(Zf:1 t;Ai, X) < €, como se
queria demostrar. O
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Para cada subconjunto cerrado A de R™ y para cada r > 0, definimos el conjunto A,. como
la r-vecindad cerrada de A. Esto es:

A, ={aeR"|d(a,A) <7}

Lema 2.4.11. Sean p,q > 0. Para cualesquiera dos subconjuntos compactos A, B C R"
los siguientes enunciados son ciertos:

(1) du(Ap, By) < du(A,B).

(2) du(A,Ap) <p.

() Agip = (Ap)g-

(4) du(Ap, Ag) < |p—ql.

Demostracion. (1) Sea ¢ > 0. Para todo a € A, existe ' € A tal que |ja — d|| < p.

Escojamos b € B tal que ||a’ — V|| < dg(A, B) + e. Llamemos b al punto b’ + (a —a’) y
demostremos que b estd en B,,. En efecto,

b=l =1+ (a—a) =¥V =lla=d] <p
y como b’ € B, podemos concluir que b € B,,. Ademas,
la = bl = lla = (0" + (a —a))|| = [la’ = V|| < du (A, B) +e.

Esto prueba que A, C N(B,,du(A, B) + ¢). De manera andloga se demuestra que B, C
N(A,,du(A,B) +¢) y por lo tanto dg(Ay, Bp) < du(A, B) + ¢ para todo ¢ > 0. Esto
implica que dy (A, Bp) < du (A, B) y por lo tanto el inciso (1) estd demostrado.

(2) Dado € > 0, es evidente que A, C N(A,p+ ¢). Ademds, siempre sucede que A C A,.
De aqui concluimos que dg (A, Ap) < p+ ¢ para todo € > 0 y por lo tanto di (A, A4,) < p,
como se queria demostrar.

(3) Si a € (A,), entonces podemos encontrar = € A, tal que ||a — z|| < ¢. De la misma
manera, podemos encontrar y € A tal que ||z — y|| < p. Ast:

la =yl =lla—z+z -yl <lla—z]+z-yl <qg+p,

y por lo tanto a € Ay4,. Esto demuestra que (A,), C Agtp.

Por otro lado, si a € A4, entonces existe z € A tal que |la —z|| < ¢+ p. Si|la —z|| <g,
entonces a € (A,), ya que x € A C A,. Por otro lado, si ¢ < |la—z|| < g+ p consideremos

z=tx+ (1 —t)a donde t = ﬁ < 1. De esta manera

Iz —al = [ltz + (1 = t)a — a|| = [[t(z — a)|| = t[|lz — all

q
= m\lx—all =4q.

Ademaés:
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Iz =zl = Itz + (1 = t)a —zf| = [[(1 = t)(a = 2)|| = (1 = t)[|a — ]|

q
=(1- Ma—z|=lla—z|-g<qg+p—q=p.
|a — ||

Asf concluimos que a € (A,)4 lo cual demuestra que Ay, C (Ap)q ¥ por lo tanto Agyp =

(Ap)g-

(4) Supongamos sin perder la generalidad que p > ¢. Entonces es suficiente demostrar que
du(Ap, Ag) < p—q. Sear =p—q. Por el inciso anterior A, = As4» = (4,),. Luego, por
el inciso (2) se tiene que

du(Ap, Ag) = dH((Aq)rqu) <r=p-—gq
Esta ultima desigualad completa la prueba. O

Lema 2.4.12. Sean A,B C R"™ dos subconjuntos converos y € > 0. Si dg(A,B) < ¢,
entonces dp(0A,0B) < e.

Demostracion. Sea x € A y H un hiperplano soporte por . Como dgy (A4, B) < ¢, la
interseccién N(x,e) N B es no vacia. Si N(z,e) N 9B = (), entonces N(z,¢) estd comple-
tamente contenido en el interior de B y por lo tanto podemos encontrar un punto z en
el semiespacio determinado por H que no contiene a A tal que z € B, el rayo T2 sea
perpendicular a H y ||z — z|| > e. Evidentemente para todo a € A,

Iz —all = ]z —z|| > ¢

y por lo tanto B no estd contenido en N (A4, ¢). Esto contradice que dy (A, B) < € y por lo
tanto podemos concluir que N(x,¢) N OB # (). Asi, podemos encontrar un punto b € 9B
tal que || — b|]| < € y consecuentemente A C N(9B,e). De manera andloga se prueba
que dB C N(9A,¢e) y por lo tanto di(0A,0B) < e. O

Como consecuencia del lema anterior, tenemos el siguiente teorema.
Proposicién 2.4.13. Si (Ag)ken C cb(R™) es una sucesion de cuerpos compactos que
converge a A € cb(R™), entonces la sucesion de las fronteras (0Ax)ken converge a OA.

Demostracion. Dado € > 0, existe N € N tal que para todo k > N, dg (A, A) < e. Por el
lema 2412
dH(aA,aAk) <eg,

para todo k > N. Asi, la sucesién (0Ag)ken converge a 0A, como se queria demostrar. [

Lema 2.4.14. Sea A € ¢b(R™) y xg € A tal que N(xg,2¢) C A para algin € > 0. Si
C € O(4,¢), entonces N(xg,e) C C.
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Demostracion. Por contradiccién. Supongamos que existe C' € O(A4, ¢) tal que N(zo,e) ¢
C. Sea x € N(zg,e)\ C. Como C es compacto, existe z € C tal que d(z, z) = d(z,C). Sea
H el hiperplano de R™ que pasa por z y que es ortogonal al rayo z%. Como C es convexo,
C estd completamente contenido en el hemiespacio determinado por H que no contiene
el punto z. Sea a el punto en el rayo 2z tal que a € ON(xg,2¢) C A. Evidentemente
d(a,zg) =2¢y

d(a,z) =d(a,H) < d(a,C) < dy(A,C) <e.

Sin embargo, como d(zg,x) < &, podemos usar la desigualdad del tridngulo para concluir
que
e >d(a,z) > d(a,z) > d(a,z9) — d(zg,z) > 2 —ec =¢.

Esta contradiccion demuestra el lema. O

Lema 2.4.15. Sea A € c¢b(R™) y 29 € A tal que N(xo,2¢) C A para algin € > 0.
Denotemos por O(A, €) la cerradura de O(A, €) en cb(R™). Entonces O(A, €) es un conjunto
compacto.

Demostracion. Primero observemos que O(A,¢) estd contenido en cc(K) para algin sub-
conjunto compacto K C R™. Por el teorema cc(K) es compacto. Asi, la cerradura
de O(A,¢) en cc(K), denotada por [O(A,¢)], también es compacta. Para completar la
demostracién es suficiente demostrar que [O(A, ¢)] esta contenida en cb(R™).

Sea (D )men C O(A, €) una sucesién de cuerpos compactos la cual converge a un elemento
D € ce(K). Por el lema(2.4.14] N(zg,¢) C D,, paratodam € N. Si N(xg,e) ¢ D, entonces
podriamos escoger un punto x € N(zg,¢) \ D tal que n = d(x, D) > 0. Como z € D,,, para
cada m € N, es evidente que dg(D,,, D) > 7. Esto significa que la sucesién (D, )men 10
puede converger al punto D. De esta contradiccién concluimos que N (zg, €) estd contenido
en D, y por lo tanto D tiene interior no vacio. Es decir, D € ¢b(R™) y por lo tanto [O(A, ¢)]
es un subconjunto compacto contenido en ¢b(R™) lo cual implica que O(A,e) = [O(4,¢)]
y por lo tanto O(A,¢) es compacto. O

La topologia de Fell en cc(R™) es la topologia generada por los subconjuntos de la for-
ma:
U - ={Aecc(R") | ANU # 0} y
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(R"\ K)" ={A€cc(R")| ACR"\ K},
siendo U C R" abierto y K C R™ compacto.

Es un hecho conocido que la topologia de Fell y la topologia generada por la métrica de
Hausdorff coinciden en cc(R™) (véase, por ejemplo, [35] Remark 2]). En particular, ambas
topologias coinciden en ¢b(R™). Este hecho serd usado en la demostracién del siguiente
lemma.

Lema 2.4.16. Sea T € c¢b(R™) un cuerpo compacto. Supongamos que H C cb(R™) es una
familia de subconjuntos convezos tales que, para cada A € H, la interseccion ANT tiene
interior no vacto. Definamos v : H — cb(R™) como sigue:

v(4)=ANT.

Entonces, v es una funcion continua.

Demostracion. Para demostrar el lema es suficiente demostrar que v~ (U~) y v=((R™ \
K )+) son abiertos en H, para cada conjunto abierto U C R™ y cada compacto K C R™.

Primero consideremos un conjunto abierto U C R™ y supongamos que el conjunto A € H
pertenece a v~ 1 (U ™). Entonces la interseccién U N (ANT) es no vacfa. Como U es abierto
vy ANT es un cuerpo convexo podemos encontrar un punto xg en el interior de ANT, tal
que zg € U. Sea § un nimero positivo que satisfaga la siguiente condicion.

N(z0,20) C UN(ANT).

Por el lema [2.4.14] sabemos que si C € O(A,d) N H, entonces N(zo,d) C C. Como
xzo € UNT, podemos concluir que U Nv(C) = UN(CNT) # (. Esto demuestra que
O(A,8)NH C v~ (U7) y por lo tanto v=1(U~) es abierto en H.

Ahora consideremos un conjunto compacto K C R™ y supongamos que A € H es tal que
v(A)NK =0.Si KNT = 0, entonces H = v~ ((R" \ K)) y no habria nada més que
probar. Por otro lado, si K NT # () llamemos 7 al nimero:

n=inf{d(a,z) |a€ A, xe€ KNT}.
Como (ANT)NK =0, es claro que n > 0. Sea C € O(A,n) NH y supongamos que v(C)
intersecta a K. Entonces existe un punto xg € CNTNK. En particular, o € TN K. Como
C pertenece a la n-vecindad de A, podemos encontrar un punto a € A tal que d(a, xg) < 1,
lo cual contradice la definicién de 7. Esto nos permite concluir que

OA,nNHCuv ' (R*\ K)T)

y por lo tanto v! ((R” \ K)*) es abierto en H, lo cual completa la demostracién. O



2.5. COMPACTOS DE BANACH-MAZUR 45
2.5. Compactos de Banach-Mazur

Para cada n € N, consideremos la familia de todos los espacios de Banach de dimension
n. En dicha familia definamos la siguiente relaciéon de equivalencia: dos espacios F y F
estan relacionados si y sélo si existe una isometria lineal T : E — F. Para cada espacio
E, denotemos por [E] su clase de equivalencia y llamemos BM(n) al conjunto de clases de
equivalencia [E]. En BM(n) se define la métrica de Banach-Mazur:

p([E), [F]) = Ininf {||T|| - [T~"|| | T : E — F es un isomorfosmo lineal }

(véase [28]). Recordemos que si T : E — F es un isomorfismo lineal, la norma de T, ||T||
se define como sigue:

[T|
IT]| = sup
zeE\{0} [l
donde el simbolo || - || denota simultdneamente la norma en E y en F sin riesgo de con-

fusioén.

Para cada n > 2, el espacio (BM(n), p) resulta ser un espacio métrico compacto llamado
Compacto de Banach-Mazur.

En [42] Capitulo 30, Problema 899, ANR 11], estd formulado el siguiente problema pro-
puesto por Pelczyriski:

Problema ;Los compactos de Banach Mazur BM(n) son AR? Y si lo son jserdn cubos
de Hilbert?

La respuesta a la primera pregunta es afirmativa y se encuentra en [7]. La segunda pregunta
s6lo se ha respondido (negativamente) en el caso n = 2 (véase []). Para n > 3 el problema
continua abierto. Sin embargo, en los dltimos afios, S. Antonyan encontré diversos modelos
que permiten entender mejor la estructura geométrica y topolégica de BM(n) ([8], [9] y

[12]).

Un primer modelo se consigue al considerar el espacio A/ (n) de todas las posibles normas
¢ : R" — R equipado con la topologia compacto abierta. En N'(n) se define una accién
del grupo general lineal GL(n) de la siguiente manera:

(90)(x) = ¢(g ).

Esta accién resulta ser continua y se puede probar que el espacio orbital N'(n)/ GL(n) es
homeomorfo al compacto de Banach-Mazur BM(n) (el homeomorfismo surge de observar
que un espacio de Banach de dimensién n no es otra cosa mas que R” equipado con alguna

norma ¢ € N (n)).

Otro representacién geométrica de BM(n) surge de la correspondencia entre A/ (n) y el
conjunto de todos los cuerpos compactos convexos y simétricos respecto al origen de R".
Msés precisamente, llamemos B(n) al siguiente subespacio de cb(R™):

B(n)={A € ch(R") | A=—-A}.
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El hiperespacio B(n) es homeomorfo al producto topolégico R*™T1/2 x @ ([§] y [9]). La
restriccién de la accién natural de GL(n) en 28" a B(n) convierte a este tltimo en un
GL(n)-espacio propio.

La funcién f : N(n) — B(n) dada por

f(@) ={z e R" | ¢(x) <1}

es un homeomorfismo GL(n)-invariante que hace a los espacios orbitales A'(n)/ GL(n) y
B(n)/ GL(n) homeomorfos y por lo tanto B(n)/ GL(n) también es homeomorfo al com-
pacto de Banach-Mazur BM(n).

El siguiente teorema (demostrado en [I2] teorema 3.3]) da condiciones suficientes para que
el O(n)-espacio orbital de un O(n)-cubo de Hilbert sea homeomorfo a BM(n).

Teorema 2.5.1. Supongamos que el grupo ortogonal O(n) actia continuamente en un
cubo de Hilbert X de tal manera que se cumplen las siguientes condiciones:

(1) X es un O(n)-AR con un dnico punto O(n)-fijo xo.

(2) X es estricamente O(n)-contrdctil a xg.

(3) Para cada subgrupo cerrado H C O(n), XH = {x¢} si y sdlo si H actia transitiva-

mente en la esfera unitaria S*~'. En caso contrario X es homeomorfo al cubo de
Hilbert.

(4) Para todo subgrupo cerrado H C O(n), el H-espacio orbital Xo/H es una Q-variedad,
donde Xo = X \ {zo}.

Entonces el espacio orbital X/ O(n) es homeomorfo al compacto de Banach-Mazur BM(n).
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Capitulo 3

La Accion del Grupo Aff(n) en
cb(R™)

3.1. Acciones de Grupos en Hiperespacios

Sea G un grupo topoldgico y supongamos que G actia continuamente en el espacio métrico
(X,d). La accién de G en X induce una accién en 2% de la siguiente manera:

(9,4) — gA
gA={ga|ac A}. (3.1)
Proposicién 3.1.1. La accidn definida en es continua.

Demostracion. Sean A € 2%, g € G y € > 0. Como G acttia continuamente en X, para
cada a € A existen una vecindad U, C G de g y un nuimero §, > 0 tales que

U, - N(a,d,) C N(ga,e/2). (3.2)

La familia {N(a, d4/2)}aca es una cubierta abierta del subconjunto compacto A, y por lo
tanto, existen puntos ai,as,...,ar € A, tales que

k
Ac | N(ai,00,/2).

=1

k k n
Denotemos por N = |J N(ai,04,/2), U= (| Uq,;, ysea 0 <d < mi{l% tal que
= L i=

1= 1=

N(A,é) C N.

49
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Siy e N(A,§) y h € U, entonces y € N(a;,8,,) y h € Ug,, para algtin i € {1,...,n}. La
contencién (3.2) implica que

hy € N(ga;,e/2) C N(gA,e/2). (3.3)

Sea O(A,8) = {B € 2% | dg(A, B) < ¢}. Afirmamos que para cada h € U y para cada
B € O(4,96), el conjunto hB pertenece a O(gA,¢).

En efecto, si B € O(A4, ), entonces B C N(A,J), y por la contencién (3.3) concluimos que
hB C N(gA,e/2).

Por otro lado, si a € A, entonces existe b € B con d(b,a) < 6. Ademds, existe ¢ € {1,...,k}
tal que d(a, a;) < dq,/2. Asi,
da;  0a;  Oq

2<2+2

lo cual implica que d(hb,ga;) < ¢/2. Como d(ga,ga;) < &/2 podemos concluir que
d(hb,ga) < e, y por lo tanto gA C N(hB,¢). De esta manera hemos demostrado que
dpg(hB,gA) < e, lo cual completa la prueba. O

d(b,a;) <+ L = 0a,,

La accién natural del grupo ortogonal O(n) en R™ induce una accién continua de O(n) en
el hiperespacio 2®" (proposicién [3.1.1)). Esta accién asigna a cada par (g, A) € O(n) x 28"
el conjunto gA = {ga | a € A} € 2%".

Bajo esta accién, los hiperespacios cc(R™) y ¢b(R™) son subconjuntos O(n)-invariantes de
2R" v por lo tanto, la restriccién de la accién en cada uno convierte a c¢(R™) y ¢b(R™) en
O(n)-espacios.

Observemos que bajo esta accién, funciones como el operador conv : 28" — cc(R"), el
. R" n . "o . .
operador unién U : 22 — 28" (Ia accién de O(n) en 2®" induce una accién continua en

92" tal como se probd en la proposicién ) y la suma de Minkoswi + : cc(R")* —
cc(R™) son O(n)-equivariantes.

Bajo esta accién de O(n), en [10, corolario 4.8] se demostré el siguiente teorema:
Teorema 3.1.2. Los hiperespacios cc(R™) y c¢b(R™) son O(n)-AE.

En particular, por teorema los hiperespacios cc(R™) y ¢b(R™) son O(n)-AR. Este
hecho en combinacién con el teorema nos demuestra el siguiente corolario:
Corolario 3.1.3. Sea K C O(n) un subgrupo cerrado. Entonces los K-espacios orbitales
cc(R")/K y cb(R™)/K son espacios AR.

Como ||gz|| = ||z|| para cada =z € R" y g € O(n), podemos concluir que el grupo O(n)
actia isométricamente en R™. Asi, la accién inducida en cc(R™) también es isométrica
respecto a la métrica de Hausdorff. En particular, para cada subgrupo cerrado K C O(n),
la métrica de Hausdorff en cc(R™) es K-invariante.

El siguiente lema serd utilizado en varias ocasiones a lo largo de este trabajo.
Lema 3.1.4. Sean p1,...,pr € R™ una cantidad finita de puntos. Sea K C O(n) un
subgrupo cerrado que actie no transitivamente en SP~1. Sea D el conjunto definido por

D = conv (K(pl), .. .,K(pk)).
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Entonces la frontera 0D mo contiene ningin dominio eliptico de dimension n — 1; es
decir, 0D no contiene ningun subconjunto abierto V. C 0D que sea al mismo tiempo un
subconjunto abierto en la superficie de un elipsoide n-dimensional contenido en R™.

Para demostrar el lemma necesitamos recordar el teorema de la invarianza del Do-
minio de Brouwer:

Teorema de la Invarianza del Dominio. Si U y V' son subconjuntos homeomorfos de
S™ y U es abierto en S™, entonces V' también es abierto en S™.

La demostracién del teorema anterior se puede consultar en [37, Ch. 4, Seccién 7, teore-
ma 16].

Demostracion del lema (3.1.4. Es suficiente demostrar que ninguna de las érbitas K(p;)
contiene un dominio eliptico de dimensién n — 1.

Supongamos lo contrario. Entonces existe un subconjunto abierto V' de K(p;) tal que V
es un dominio eliptico de dimensién n — 1. Observemos que la dérbita K (p;) estd contenida
en la esfera ON(0, ||p;||) de dimensién n — 1 centrada en el origen y de radio ||p;||. Por
esta razén, V debe ser un dominio de esta esfera. Como la 6rbita K(p;) es un espacio
homogéneo y compacto, K(p;) admite una cubierta finita y abierta {V1,...,V;,} en donde
cada V; es homeomorfo al abierto V. Por el Teorema de la Invarianza del Dominio cada
V; es un conjunto abierto en la esfera N (0, ||p;||). Asi la unién V3 U--- UV, = K(p;) es
un subconjunto abierto de la esfera N (0, ||p;||). Pero K (p;) es compacto y por lo tanto es
cerrado en N (0, ||p;||). Esto implica que K (p;) es un subconjunto abierto y cerrado del
espacio conexo IN (0, ||p;||) ¥ consecuentemente K (p;) = ON (0, ||p;||). Asi, concluimos que
K acttia transitivamente en la esfera S*~ 1, lo cual es una contradiccién. O

3.2. La Accién del Grupo Aff(n) en cb(R")

Desde este momento, la letra n sera usada exclusivamente para denotar un ntimero natural
mayor o igual que 2.

Por la proposicién la accién natural del grupo Aff(n) en R™ induce una accién
continua en 28" tal y como se describe en . Observemos que para cada g € Aff(n)
y para cada conjunto convexo A C R”, la imagen g(A) es un conjunto convexo. Ademas,
si el interior de A es no vacfo, entonces el interior de la imagen g(A) también serd no
vacio. Estos dos hechos indican que los hiperespacios cc(R™) y ¢b(R™) son subconjuntos
Aff(n)-invariantes de 28" y por lo tanto la restriccién de la accién los convierte en Aff(n)-
espacios.

La accién de Aff(n) en cc(R™) no es propia. Esto se puede ver ficilmente de la siguiente
manera: si la accién del grupo Aff(n) en cc(R™) fuera propia, entonces el estabilizador de
cualquier punto serfa un subgrupo compacto de Aff(n) (proposicién . Pero esto no
sucede, ya que el estabilizador del singulete {0} € cc(R™) es el grupo GL(n), el cual no es
compacto.
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Sin embargo, la accién de Aff(n) en c¢b(R™) si es propia.
Teorema 3.2.1. El grupo Aff(n) actia propiamente en cb(R™).

Demostracion. Sea A € ¢b(R™). Escojamos un punto g € Ay ¢ > 0 tales que N(xg,2¢) C
A. Demostraremos que O(A,¢) es una vecindad pequena de A.

Sea B € ¢b(R™). Como B tiene interior no vacio, existe zg € By § > 0 tales que N(zg,20) C
B. Demostraremos que el transportador

I = (O(A,¢),0(B,5)) = {g € G | gO(A,£) N O(B, ) # 0}

tiene cerradura compacta en Aff(n).

Para ello recordemos que, como espacio topolégico, el grupo afin es homeomorfo al pro-
ducto R™ x GL(n). Ademads, la topologia de GL(n) es la topologia heredada del encaje
natural de GL(n) en R™*. De esta manera podemos dar un encaje topolégico de Aff(n) en
R™ x R"*. Por esta razén es suficiente demostrar que I' es un conjunto acotado de Aff(n)
vy que su cerradura en Aff(n) coincide con su cerradura en R x R™".

n

Para cada x = (z1,...,2,) € R", sea ||z]|c = mélx |;|. Escojamos M > 0 con la siguiente
1=

propiedad: si C € O(A,e) UO(B,J), entonces

llclloo < M para todo ¢ € C. (3.4)

En particular,

diamC = sup |jc — /|| < 2M.
c,c’'eC

Consideremos un elemento arbitrario u € I". Entonces existe A’ € O(A,e) y B’ € O(B, V)
tales que pA’ = B’. Como i es una transformacion afin, existen v € R y o € GL(n) tales
que p(z) = u+ o(x) para todo € R". Sea (0;;) la matriz correspondiente a o respecto

s . 2
a la base canénica de R", y consideremos (0;;) como un punto en R™".

Como pA' = B’ € O(B, ), la desigualdad (3.4) implica que diam(pA") < 2M. Observemos
que pA’ = oA’ + u, y por lo tanto diam oA’ = diam uA’ < 2M. Sea

& =1(0,...,0,£/2,0,...,0) € R",

dénde el valor /2 corresponde a la i-ésima coordenada. Entonces, por el lema [2.4.14}
& +xo € N(zg,e) C Ay =& + 29 € N(xg,e) C A’. Como diamo A’ < 2M, podemos
concluir que:
120 (€)oo = lo(26) o0 = o (& + 2o — (=& + 20)) o
= [lo(& + 20) — o (=& + @0)|lc < 2M,

y por lo tanto ||o(&;)]|eo < M.

Sin embargo, o(&) = (01:€/2,...,0n:€/2). Asi, |0j,e/2] < M para todo i =1,...,n,y
j=1,...,n,locual implica que |0j;| < 2M/e. Por otro lado, la desigualdad (3.4)) garantiza
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que para cada a = (a,...,a,) € 4’ ||a]lcc < M. De esta manera obtenemos que:

" "\ 2M 2nM?
lo(@)lloe = méx| D" oya;] < Y- " lafloo < =
j=1 i=1

Ademsds, p(a) € B', y por lo tanto

2nM?
M 2 [ln(a)llso = llu+o(a)llo 2 [[ullo = llo(a)lloo 2 f[telloc = ———-

Esto implica que [|(u)|lcc < M + Q"yz, y entonces el transportador T', visto como sub-

conjunto de R™ x R”Z, es acotado. Para completar la demostracién, sélo falta demostrar
que la cerradura de I en Aff(n) coincide con su cerradura en R™ X R"*. Observemos que
en este caso R™ representa el espacio de todas las matrices reales de n x n, es decir,
R" representa el espacio de todas las transformaciones lineales de R"™ en sf mismo. Asi,
cada A € R x R™’ representa la composicién de una transformacién lineal seguida de una
traslacién. En este caso, A es una transformacion afin si y sélo si es suprayectiva.

Sea (Am)men C T una sucesién de transformaciones afines la cual converge a cierto A €
R™ x R™. Necesitamos demostrar que A € Aff(n). Como A, € I, existen A, € O(A,e) y
By, € O(B, ) tales que A\, Ay, = By, Por el lema las cerraduras O(A4,¢) y O(B, )
son conjuntos compactos. De esta manera, podemos asumir sin perder la generalidad que
A, converge a Ay € O(A,e) v By, converge a By € O(B,§). Asi, A, Ay, = By, implica
que AAy = By. Como By tiene interior no vacio, inferimos que By tiene dimensién n y por
lo tanto la dimensién de la imagen de A\ también es n. Observemos que A es una funciéon
lineal seguida de una traslaciéon por un vector fijo. Asi, la imagen de A es un hiperplano
de dimensiéon n contenido en R™ el cual debe coincidir con R”. Esto demuestra que A es

suprayectiva, y por lo tanto la prueba estd completa.

O

3.3. Una Rebanada Global en cb(R")

Un resultado de F. John muy conocido en geometria convexa [25] (véase también [20])
dice que para cada subconjunto A € ¢b(R™) existe un tnico elipsoide de volumen minimo
I(A) que contiene a A (respectivamente, un elipsoide de volumen méximo j(A) contenido
en A). Actualmente, [(A) es llamado el elipsodie de Léwner de A, mientras que j(A) es
llamado el elipsoide de John de A.

Denotaremos por L(n) (respectivamente, por J(n)) el subespacio de c¢b(R™) que consiste
de todos los cuerpos A € ¢b(R™) para los cuales la bola unitaria B™ es el elipsoide de
Lowner (respectivamente, el elipsoide de John).

Por otro lado, denotaremos por E(n) al subespacio de ¢b(R™) formado por todos los
elipsoides de dimensién n. La funcién [ : ¢b(R™) — E(n) que asigna a cada cuerpo convexo
A € ¢b(R™) su elipsoide de volumen minimo [(A) serd llamada la funcién de Lowner.
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Figura 3.1: Elipsoide de John y de Léwner

Lema 3.3.1. La funcion 1 : cb(R™) — E(n) es Aff(n)-equivariante.

Demostracion. Por contradiccién. Supongamos que [ no es Aff(n)-equivariante y consi-
deremos A € ¢b(R™) y g € Aff(n) tales que I(gA) # gl(A). Claramente gl(A) es un
elipsoide que contiene a gA. Como el elipsoide de Lowner de g(A) es dnico, podemos
concluir que vol(gl(A)) > vol(l(gA)). Por el mismo argumento, vol(g~'l(gA)) > vol(I(A)).
Si aplicamos el hecho de que toda transformacién afin preserva la razén de voliimenes de
cualesquiera dos cuerpos compactos de un espacio Eulidiano, obtenemos lo siguiente:

vol(I(A)) _ vol(gl(A)) - vol(I(gA))  vol(g—tl(gA)) _ vol(I(A))

Wl(A) ~ vol(gd) ~ vol(gA)  vol(A)  ~ vol(4)

Esta contradiccién demuestra el lema. [l
Proposicién 3.3.2. L(n) satisface las siguientes condiciones

(a) L(n) es O(n)-invariante.

(b) La saturacién Aff(n)(L(n)) coincide con cb(R™).

(c) SigL(n)NL(n)# 0 para algin g € Aff(n), entonces g € O(n).

(d) L(n) es compacto.

Demostracion. (a) Sea g € O(n) y A € L(n). El lema implica que I(gA) = gl(A) =
gB™ = B". Es decir, gA € L(n), y por lo tanto L(n) es O(n)-invariante.

(b) Sea A € cb(R™). Entonces existe g € Aff(n), tal que [(4) = gB". Por el lema [3.3.]]
sabemos que
B" =g~ 'U(A) = U(g~ ' A).

Entonces, g~'A € L(n) y A= g(g~'A) lo cual implica que Aff(n)(L(n)) = cb(R™)
(c) Sige Aff(n) y A € L(n) son tales que gA € L(n) entonces
B" = 1(gA) = gl(A) = gB",

y por lo tanto g € O(n).
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(d) Claramente, L(n) C cc(B™). Como cc(B™) es homeomorfo al cubo de Hilbert (teore-
ma [2.3.2)), cc(B™) es compacto y por lo tanto es suficiente demostrar que L(n) es cerrado
en cc(B").

Sea (Ak)ken C L(n) una sucesién que converge a A € cc(B™). Demostraremos que A €
L(n). Para ello, primero demostraremos que A tiene interior no vacfo. En efecto, si no
fuera asi, existirfa un hiperplano (n — 1)-dimensional H C R™ tal que A C H. Sea E' C H
un elipsoide de dimensién n — 1 que contiene a A en su interior respecto a H. Para cada
r > 0, consideremos el segmento de recta 7., de longitud r, ortogonal a H y que pasa por
el centro de E’. Sea r > 0 lo suficientemente pequetio para que el elipsoide n-dimensional
E, generado por E’ y T, tenga volumen menor que vol(B™). Como A estd contenido en el
interior de F, existe ¢ > 0 tal que N (A4, ) C E. De esta manera, como la sucesién (Ag)ren
converge a A, podemos encontrar un nimero natural mg € N tal que A,,, C N(A,d) C E.
En esta situacién tendriamos que E es un elipsoide que contiene a A,,, y por lo tanto

vol(B™) = vol (I(Ap,)) < vol(E) < vol(B").

Esta contradiccién demuestra que A tiene interior no vacio.

Consecuentemente, el elipsoide I(A) estd definido y sélo faltaria demostrar que [(A) = B™.
Supongamos lo contrario, es decir: {(A4) # B™. Como Ay C B" para todo k € N, podemos
concluir que A C B™. Asi, la unicidad del elipsoide de voliimen minimo nos garantiza
que vol(I(A)) < vol(B™). Sea L un elipsoide concéntrico y homotético a I[(A) con radio
de homotecia > 1 y vol(L) < vol(B™). Como [(A) estd contenido en el interior de L, la
distancia dg (0L, 0l(A)) = ¢ es positiva. Sea U = N(9I(A),¢), la e-vecindad de 0l(A)
en R™. Como (Ag)ren converge a A y todos los conjuntos Ay son convexos, la sucesién
(0Ag)ken converge a A (proposicién . Asi, podemos encontrar kg > 1 tal que
0Ay, C U. La convexidad de Ay, implica que Ay, C L y por lo tanto

vol(I(Ak,)) < vol(L) < vol(B™) = vol(I(Ay,)).
Esta contradiccién demuestra que A € L(n), y por lo tanto L(n) es cerrado en cc(B™). O

La funcién de Lowner es una retraccién Aff(n)-equivariante. La continuidad de ! es una
consecuencia estdndar de las cuatro propiedades anteriores y [33 teorema 2.1.4]. Sin em-
bargo, en el siguiente teorema daremos una demostracién directa de este hecho utilizando
la compacidad de L(n).

Teorema 3.3.3. (1) La funcidn de Lowner | : cb(R™) — E(n) es una retraccion Aff(n)-
equivariante con L(n) = [~1(B").

(2) L(n) es una O(n)-rebanada global para el Aff(n)-espacio propio cb(R™).

Demostracion. (1) En el lema demostramos que ! : ¢b(R™) — E(n) es Aff(n)-
equivariante. Ademads, es claro que [ es una retraccion. sélo falta demostrar la continuidad
de [. Para ello, consideremos una sucesion (X,,)men en ¢b(R™) que converja a un punto
X € cb(R™). Debemos probar que la sucesién (I(X,,)) converge a I(X). Supongamos lo
contrario. Entonces debe existir un ntimero £ > 0 y una subsucesién (Ag) de (X,,) tal que
di (I(Ag),1(A)) > € para todo k =1,2,....
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Por la propiedad (b) del teorema anterior, existen g, gx € Aff(n), k = 1,2,..., tales que
A = gSk vy A = ¢gP para ciertos P, S, € L(n). Como L(n) es compacto, podemos
suponer sin perder la generalidad que (Sg) converge a S para algin S € L(n). Como
Aff(n) acttia propiamente en cb(R™) (teorema [3.2.1]), los puntos S y P tienen vecindades
Us y Up, respectivamente, tales que el transportador (Ug, Up) tiene cerradura compacta.
Como (Sy) converge a S’y g~ 1gx Sy, converge a P, podemos asegurar que existe un niimero
natural ko tal que g~ 'gi € (Us, Up) para todo k > ko. De esta manera, la sucesion (g~ 1gy)
tiene una subsucesién convergente. Nuevamente, podemos asumir sin perder la generalidad
que (g~ tgy) converge a h para cierto h € Aff(n). Esto implica que (g7 1gxSy) converge a
hS, y como (g 1giSk) converge a P inferimos que hS = P. Como S y P pertenecen a
L(n), la propiedad (c) garantiza que h € O(n). Ademds, como (g ) converge a gh, podemos
concluir que

U(Ag) = U(grSk) = grl(Sk) = gxB"™ converge a ghB" = gB" = gl(S) = I(gS) = I(A),

lo cual contradice la desigualdad dy (I(Ay),l(A)) > e, k=1,2,.... Por lo tanto, (I(X,,))
converge a [(X), como se querfa probar.

(2) Observemos que E(n) es la Aff(n)-6rbita del punto B™ € ¢b(R™) y que O(n) es el
estabilizador de B™. Como Aff(n) actia propiamente en c¢b(R™), existe un homeomorfis-
mo Aff(n)-equivariante E(n) = Aff(n)/O(n) dado por gB" — gO(n) (véase proposi-
cién [1.5.2/(3)). Por (1), surge una funcién Aff(n)-equivariante f: cb(R™) — Aff(n)/ O(n)
tal que L(n) = f~'(e O(n)). Ademés, por la proposicién la saturacién Aff(n)(L(n))
coincide con ¢b(R™) y por lo tanto podemos concluir que L(n) es una O(n)-rebanada
global.

O

De los resultados anteriores, podemos dar una nueva demostracién del teorema de Macbeath
(teoremal2.3.4)), agregando nueva informacién sobre el espacio orbital cb(R™)/ Aff(n).
Corolario 3.3.4. (1) (Macbeath [29]) El Aff(n)-espacio orbital cb(R™)/ Aff(n) es com-
pacto.

(2) Los dos espacios orbitales L(n)/ O(n) y cb(R™)/ Aff(n) son homeomorfos.

Demostracion. Sea mw: L(n) — ¢b(R™)/ Aff(n) la restriccién de la funcién orbital cb(R™) —
cb(R™)/ Aff(n). Por la proposicién [3.3.2b) la funcién  es suprayectiva. Ademéds, como
es continua y L(n) es compacto, concluimos que la imagen m(L(n)) = cb(R™)/ Aff(n) es
un espacio compacto. Esto prueba el primer enunciado.

Ademds, si A,B € L(n), la proposicién [3.3.2c) implica que m(A4) = m(B) si y sélo si
A y B tienen la misma O(n)-orbita. De aqui concluimos que 7 induce una biyeccién
continua p: L(n)/ O(n) — ¢b(R™)/ Aff(n). Como L(n)/ O(n) es compacto y cb(R™)/ Aff(n)
es Hausdorff, la funcién p es en realidad un homeomorfismo. O

En el teorema [4.2.11| probaremos que el espacio orbital L(n)/ O(n) es homeomorfo al
compacto de Banach-Mazur BM(n). Esto, en combinacién con el corolario implica el
siguiente resultado:
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Corolario 3.3.5. El Aff(n)-espacio orbital cb(R™)/ Aff(n) es homeomorfo al compacto de
Banach-Mazur BM(n).

Corolario 3.3.6. (1) Existe una retraccion O(n)-equivariante r: cb(R™) — L(n) tal que
r(A) pertenece a la Aff(n)-drbita de A.

(2) El producto diagonal de las dos retracciones r: cb(R™) — L(n) y l: ¢cb(R™) — E(n) es
un homeomorfismo O(n)-equivariante cb(R™) = L(n) x E(n).

Demostracion. (1) Recordemos que O(n) es un subgrupo maximal compacto de Aff(n).
De acuerdo a un teorema de estructura (véase [22, Capitulo XV, teorema 3.1]), existe un
subconjunto T' C Aff(n) tal que gTg~! = T para todo g € O(n) y la funcién multiplicacién

(t,g) = tg: T x O(n) = Aff(n) (3.5)

es un homeomorfismo. En nuestro caso, es facil ver que el conjunto 7" se puede tomar como
el conjunto de todos los productos AS, donde A es una traslaciéon y S es un operador
positivo definido y simétrico (o auto adjunto). Este hecho es consecuencia directa de los
siguientes dos resultados bien conocidos del algebra lineal:

(a) Cada elemento a € Aff(n) se representa de manera tnica como la composicién de una
traslacién por un vector ¢ € R” y un operador invertible g € GL(n),

(b) Por el teorema de Descomposicién Polar, cada operador invertible g € GL(n) se re-
presenta de manera tinica como la composicién de un operador positivo no degenerado
y simétrico y un operador ortogonal (véase Apéndice .

Sea f: Aff(n) — E(n) la funcién definida por f(g) = gB™. Entonces f induce un homeo-
morfismo Aff(n)-equivariante f: Aff(n)/ O(n) — E(n) (proposicién [1.5.2) tal que f es la
composicion de las funciones

Aff(n) 5 Aff(n)/ O(n) L E(n)

en donde 7 es la funcién cociente. Como O(n) es compacto, la funcién 7 es cerrada y por
lo tanto f al ser composicién de dos funciones cerradas, también es cerrada.

Observemos que la restriccién f|r : T — E(n) es una biyeccién. En efecto, si f(t1) =
f(t2) = gB™, entonces las dos clases laterales t; O(n) y t2 O(n) coinciden. Esto quiere
decir que existen transformaciones ortogonales 01,09 € O(n) tales que

tio1 = ta09,

Luego, por el teorema de descomposicién polar, concluimos que t; = to. Por otro lado,
para cada F' € E(n), existe una transformacién afin g € Aff(n) tal que F = gB". Entonces
existe un vector u € R™ y una transformacién lineal h € GL(n) tal que

g(z) =u+ h(x), paratodox € R".

Por el teorema de descomposicién polar, h se representa como la composicién de un ope-
rador positivo no degenerado y simétrico s y un operador ortogonal w. Esto quiere decir
que

g(x) =u+ s(w(z)), paratodo xz € R™.
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Llamemos ¢ a la funcién dada por t(z) = u + s(z), = € R™. Entonces t € T' y
f(t) =tB" =u+ s(B") =u+ s(wB") = gB" = F,

por lo que f|r es suprayectiva.

Lo anterior implica que la restriccién f|r: T — E(n) es un homeomorfismo. Adem4s, este
homeomorfismo es O(n)-equivariante si dejamos actuar a O(n) en T por automorfismos
internos y en E(n) por la accién inducida de cb(R™).

Denotemos por £: E(n) — T la funcién inversa f~!. Entonces ¢ satisface la siguiente
condicién:
[€(C))'C =B" paratodo C € E(n). (3.6)

Ahora definimos la retraccién r de la siguiente manera
r(A) = [£(I(A))] ‘A para todo A € cb(R™).

Claramente, r depende continuamente de A € cb(R™).

Como 1(r(4)) = 1WA A) = [6(U(A))]71(A) y por @B.6), [£(1(A))]~'1(A) = B",

podemos concluir que 7(A4) € L(n). Ademés, si A € L(n), entonces [(A) =B" y
r(A) = [E(1(A)]TA=[EB")]TA=1-A= A

Esto demuestra que r es una retraccién bien definida sobre L(n).

Verifiquemos que r es O(n)-equivariante. Para ello, sean g € O(n) y A € ¢b(R™). En-
tonces r(gA) = [£(I(gA))]tgA = [£(gl(A))]"tgA. Como £ es equivariante, tenemos que
E(gl(4)) = g€(I(A))g ",y por lo tanto [€(gl(4))] " = gl€(I(4))] g~ Consecucntemente,

r(gA) = (gl6(AN] g™ )gA = g ([6(A)] T A) = gr(4),
como se querfa. De esta manera tenemos que 7: c¢h(R™) — L(n) es una retraccién O(n)-
equivariante y claramente r(A) pertenece a la Aff(n)-6rbita de A.

(2) Definamos
©(A) = (r(A), I(A)), paracada A € cb(R").

Entonces ¢ : ¢b(R™) — L(n) x E(n) es un homeomorfismo O(n)-equivariante cuya funcién
inversa es la funcién dada por ¢! ((C, E)) = £(E)C para cada par (C, E) € L(n) x E(n).

O
Corolario 3.3.7. (1) Los hiperespacios L(n) y E(n) son O(n)-AR.
(2) E(n) es homeomorfo al espacio euclidiano R™"+3)/2,
Demostracion. (1) Por el teorema(3.1.2] ¢b(R™) es un O(n)-AR. Esto implica que cualquier

retracto O(n)-equivariante de ¢b(R™) serd también un O(n)-AR. En particular, los O(n)-
retractos F(n) (teorema [3.3.3) y L(n) (corolario[3.3.6) son O(n)-AR.
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(2) Anteriormente hemos observado que E(n) es homeomorfo al espacio cociente Aff(n)/ O(n).
Por esta razén, es suficiente demostrar que Aff(n)/O(n) es homeomorfo a R™"+3)/2,

Por ser Aff(n) un producto semidirecto de R™ y GL(n), como espacio topolégico Aff(n)/ O(n)
es homeomorfo a R™ x GL(n)/ O(n). El teorema de descomposicién-R@) nos dice que toda
matriz invertible se representa de manera inica como el producto de una matriz ortogonal
y una matriz triangular superior en la que todos los elementos de la diagonal son positivos
(véase Apéndice [B). De esta manera, GL(n)/O(n) es homeomorfo a R("+1)"/2 y por 1o
tanto Aff(n)/ O(n) es homeomorfo a RP, parap=n+ (n+ 1)n/2 =n(n+ 3)/2.

O

En el capitulodemostraremos que L(n) es homeomorfo al cubo de Hilbert (corolario.
Si se combina este hecho con el corolario obtenemos el siguiente resultado, el cual
es uno de los resultados principales de este trabajo:

Corolario 3.3.8. cb(R™) es homeomorfo a Q x R*("+3)/2,

Observacién 3.3.9. Si usamos elipsoides de volumen mdzimo (elipsoides de John) en
vez de elipsoides de volumen minimo (elipsoides de Lowner), se puede demostrar que
J(n), también es una O(n)-rebanada global para cb(R™). Sin embargo, por un resultado de
Abels [1, lema 2.3] las dos O(n)-rebanadas J(n) y L(n) son equivalentes en el sentido de
que existe un homeomorfismo Aff(n)-equivariante f: cb(R™) — cb(R") tal que f(L(n)) =
J(n). De esta manera, todos los resultados previos y posteriores sobre L(n) tienen su
andlogo en términos de J(n).
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Capitulo 4
Los hiperespacios M(n) y L(n)

En este capitulo estudiaremos propiedades geométricas y topoldgicas de dos hiperespacios
de conjuntos convexos: M(n) y L(n). El hiperesapcio M(n), que serd definido a con-
tinuacién, presenta caracteristicas similares al ya defindido L(n). Las técnicas utilizadas

para demostrar las propiedades de M (n), serdn utilizadas después para demostrar las
propiedades andlogas de L(n).

4.1. El Hiperespacio M(n)

Denotemos por M (n) el subconjunto O(n)-invariante de cc(R™) que consiste de todos los
compactos convexos A € cc(R™) tales que méﬁ( llall = 1. Es decir, M(n) es el hiperespacio
a€

de todos los subconjuntos compactos y convexos de B" que intersecan la esfera S™~!.

[

\

\

1 \ ]
\ ]
\ ]
\

\

\

\!

v

Figura 4.1: M(n)

Es evidente que M(n) es cerrado en cc(B™), el cual es homeomorfo al cubo de Hilbert
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(véase teorema [2.3.2]) y por lo tanto M (n) es compacto. La importancia de M (n) radica
en la propiedad de que cc(R™) es el cono abierto sobre M (n) (véase Capitulo [f)).

En esta seccién demostraremos que M(n) también es homeomorfo al cubo de Hilbert

(corolario [4.1.10)).

Consideremos la funcién v : cc(R™) — [0, 00) definida por la férmula:

v(4) = méx [al] (4.1)

Lema 4.1.1. La funcion v es una funcion O(n)-invariante, uniformemente continua,
propia y las fibras v=1(t) son O(n)-contrdctiles.

Demostracion. Sea € > 0y supongamos que dy (A, B) < e. Como A es compacto, existe
a € A tal que v(A) = ||la]|. Escojamos b € B con |la — b|| < €. Evidentemente ||b]| < v(B)
y por lo tanto

&> [la =0l = [lall = [[ol = v(A) = v(B).

De manera analoga se prueba que v(B) —v(A4) < ¢, lo cual implica que [v(A) —v(B)| < ¢
y por lo tanto v es una funcién uniformemente continua.

Para demostrar que v es O(n)-invariante, consideremos o € O(n). Como o es una isometria
de R™, se tiene que ||oz|| = ||z|| para todo x € R™. Asi

_ ’ ! _ ’ _ ’ _
v(0A) = mix ||a'|| = mix||oal| = méxla]| = v(4),

y por lo tanto v es O(n)-invariante.

Para demostrar que es v es propia, consideremos un subconjunto compacto C' C [0, 00).
Sea a el supremo de C. Denotemos por N, la bola cerrada de radio a centrada en el
origen. Como v es continua, la preimagen v~1(C) es un subconjunto cerrado de cc(R™) y
por lo tanto también es cerrado en cc(N,). Por el teorema [2.3.2] el hiperespacio cc(N,) es
compacto, y por lo tanto V_l(C) también es compacto.

Para completar la prueba, demostremos que las fibras de v son contractiles. Sea t € [0, 00).
Sit =0, lafibra v71(¢) es el singulete conformado por el origen de R™ el cudl es contréctil.
Por otro lado, si t > 0, consideremos la bola cerrada Ny, de radio ¢ y centrada en el origen.
Definamos H : v=1(t) x [0,1] — v~ 1(t) de la siguiente manera:

H(A,s) =sN;+ (1 —s)A, paratodose|0,1]. (4.2)

Evidentemente H define una homotopia estricta de v~1(t) en N;. Ademds, H es O(n)-
equivariante ya que

H(gA,s) = sNt+ (1—s)gA=sgNt+ (1 —s)gA = g(sNt + (1 — s)A) = gH(A, s),

para todo g € O(n), A € v=1(t) y s € [0, 1]. Esto demuestra que v~1(t) es estrictamente
O(n)-contractil, como se querfa demostrar. O
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Para cada t € [0, 00), el hiperespacio »~1(¢) tiene un tinico O(n)-punto fijo: N;.
Ademés, observemos que para cada t > 0, la funcién h : v=1(1) — v~1(t) dada por
h(A) =tA

define un O(n)-homeomorfismo.
Teorema 4.1.2. M(n) es un O(n)-AR con un dnico O(n)-punto fijo, B". Ademds, M (n)
es estrictamente O(n)-contrdctil a B™.

Demostracion. Por el teorema cc(R™) es un O(n)-AR y por lo tanto cc(R™) \ {0} es
un O(n)-ANR. La fucién 7 : c¢(R™) \ {0} — M (n) definida por la regla:

(4.3)

es una O(n)-retraccién, lo cual demuestra que M (n) también es un O(n)-ANR (proposi-
cién . Por otro lado, por el lema cada v~1(t) es estrictamente O(n)-contractil
a N;. En particular M (n) es O(n)-contractil a Ny = B”. Esto hecho implica que M (n) es
un O(n)-AR (proposicié y por lo tanto la prueba estd completa. O

Denotemos por My(n) el complemento M (n) \ {B"}.
Proposicién 4.1.3. Para cada subgrupo cerrado K C O(n) que actie no transitivamente
en la esfera S"~' y para cada € > 0, ewiste una funcién continua K -equivariante x. :

M(n) — My(n), la cual es e-cercana a la funcidn identidad de M(n). En particular,
Xe (M(n)¥) € Mo(n)".

Demostracion. Sea r : cc(R™) \ {0} — M(n) la retraccién O(n)-equivariante defineda
en (4.3)). Como M (n) es compacto, podemos encontrar 0 < § < £/2 tal que dy(r(A), A) <
€/2 para todo A que pertenezca a la d-vecindad de M(n) en cc(R™).

Sea P C B"™ un poliedro convexo que contenga el origen en su interior. Podemos escoger
P de manera que sea 6/4-cercano a B™ y tal que todos los vértices py,...,pr de P estén
en la esfera unitaria S”~! = OB". Entonces el casco convexo:

T = conv(K(m), cevy K(pk))

es un conjunto compacto, convexo y K-invariante. Por el lema la frontera T no
tiene ningin dominio eliptico de dimensién (n — 1). Ademds,

dy(B",T) < d (B", P) < 6/4 (4.4)

Sea h : M(n) — M(n) la funcién definida en cada A € M (n) por la siguiente férmula:
h(A) = {z € B" | d(z, A) < §/2} = A5/ NB".
Claramente, h(A) NT es un conjunto no vacio con interior no vacio.

Si definimos
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obtenemos una funcién x’ : M(n) — c¢b(R™). Como T es un K-punto fijo de cc(R™),
podemos concluir que X’ es K-equivariante.

La continuidad de X’ es consecuencia inmediata del lema [2.4.16] y del hecho que h es una
funcién continua.

Afirmamos que X'(A) no es una bola Euclidiana centrada en el origen para ningin A €
M (n). En efecto, si h(A) C T entonces h(A) # B™ ya que T estd estrictamente contenido
en B". En este caso x'(A) = h(A)NT = h(A) y h(A) pertence a M(n). Sin embargo, la
unica bola Euclidiana centrada en el origen contenida en M (n) es B™. Consecuentemente,
X'(A) no puede ser ninguna bola Euclidiana centrada en el origen.

Por otro lado, si h(A) no estd contenido en T', entonces la frontera de x'(A) contiene un
dominio de la frontera de T. Pero la frontera de T no contiene ningtin dominio eliptico
(n — 1)-dimensional (lema , y por lo tanto podemos concluir que x’(A) no es un
elipsoide. En particular, x'(A) no es una bola Euclidiana centrada en el origen, y por lo
tanto la afirmacion estd probada.

La funcién buscada es la composicién x = rox’. Observemos que r(A) = B™ si y sélo si A
es una bola Euclidiana centrada en el origen. Entonces x(A) = r(x'(A)) # B" para todo
A€ M(n).

Claramente x es continua y K-equivariante.

Ahora, si © € x'(A) entones x € h(A). Asi, d(z,A) < /2 < Jy x'(A) C N(4,J). Por
otro lado, si a € A C B”, podemos usar la desigualdad (4.4)) para encontrar un punto

x € T tal que d(z,a) < §/4 < /2. De esta manera, x € h(A)NT = x'(A4) y por lo tanto
A C N(X'(A),5/2). Esto demuestra que dg (A4, x'(A)) < 4.

Por la eleccién de 4, tenemos que dg (r(x'(A4)), x'(4)) < /2. Ahora, si A € M(n), entonces

di (x(A), A) < dr (x(4),X'(4)) +dr (X' (4), A)
= dy (r(xX'(4)), X' (4)) + du (x'(A), A)
<eg/24+0<e/24+¢e/2=¢.

Esto prueba que x es e-cercana a la funcién identidad de M(n), lo cual completa la
demostracion.

O

Como consecuencia de la proposicién tenemos el siguiente corolario:
Corolario 4.1.4. El conjunto {B"} es un Z-conjunto en M(n)¥.

Ahora daremos una serie de lemas y proposiciones que se resumiran en el corolario
Lema 4.1.5. Sea A € M(n). El O(n)-estabilizador de A actia no transitivamente en
S"=1 si y solo si A € My(n).

Demostracion. Sea A € M(n) y O(n)a el O(n)-estabilizador de A. Observemos que la
intersecciéon ANS™~! es no vacia, y por lo tanto, existe un punto a € ANS™~!. Esto quiere
decir que O(n)a(a) C ANS"*~1.
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Si A =B", entonces O(n)4 = O(n) el cual acttia transitivamente en S"~1. Por otro lado,
si A € My(n) entonces A # B" y por lo tanto la érbita O(n)4(a) no puede ser S"~1. Esto
demuestra que O(n) 4 no actia transitivamente en la esfera . O

Denotemos por R(n), al conjunto de todos los A € M(n) tales que ANS"~! tiene interior
vacio en S"1.

Lema 4.1.6. Sea € > 0. Para cada D € My(n) ezxiste un conjunto compacto y convero
A € R(n), con dy(D,A) < e y tal que el O(n)-estabilizador O(n)a de A coincide con el
O(n)-estabilizador O(n)p de D.

Demostracion. Por el teorema [1.6.2] podemos encontrar un nimero 0 < n < € tal que si
dp(C, D) < n entonces O(n)¢ es conjugado a un subgrupo de O(n)p. Sean py,...,pk, € D
puntos tales que P = conv(ps,...,pr) pertenece M(n) (para ello es suficiente tomar uno
de los p;’s en DN'S™™ 1) y a tal que dy (D, P) < . Ahora consideremos

A =conv(O(n)p(p1),...,0(n)p(pk)).

Claramente A € M(n) y
d (D, A) < dg(D,P) <7 < e.

Como D € My(n), inferimos del lema que O(n)p actiia no transitivamente en S*~1.
Luego, por el lema O0A no contiene ningun dominio eliptico de dimensién (n — 1).
En particular, el conjunto de contacto A N S™~! tiene interior vacio en S?~1.

Por la eleccién de n podemos inferir que O(n)4 es conjugado a un subgrupo de O(n)p.
Sélo falta demostrar que O(n)p = O(n)a. Para ello, observemos que A es un conjunto
O(n)p-invariante. Entonces O(n)p C O(n)a y como O(n)4 es conjugado a un subgrupo
de O(n)p, podemos concluir que O(n)4 = O(n)p, lo cual completa la prueba. O

Proposicién 4.1.7. Para cada € > 0, existe una funcion O(n)-equivariante f. : My(n) —
R(n), e-cercana a la funcién identidad de Mo(n).

Demostracion. Sea V = {O(X,e/4)} xem,(n) la cubierta abierta de My(n) formada por
todas las bolas abiertas de radio €/4. Por el teorema existe una cubierta O(n)-normal
de My(n),

W ={(95u, Hy) | g € O(n), pe M}
la cual es un refinamiento estrella de V. Ademds, por el mismo lema, para cada u € M
existe X, € S, tal que H, coincide con el estabilizador O(n)x,. Como X, € My(n),
podemos afirmar que H,, actia no transitivamente en la esfera S"~1. Asf, por el lema

podemos encontrar A, € R(n), ¢/4-cercano a X, y tal que O(n)a, = H,. Sea F, :
O(n)(Su) = O(n)(A,) la funcién definida por

F.(gX)=gA,, X€S, ge€O(n).

Claramente F), es una funcién bien definida, continua y O(n)-equivariante.



66 CAPITULO 4. LOS HIPERESPACIOS M(N) Y L(N)

Para cada 1t € M, denotemos el conjunto O(n)(S,,) por O,. Como W es una cubierta O(n)-
normal, existe {p, } e una particién de unidad invariante localmente finita subordinada
a la cubierta abierta U = {O,} cm. Asi, para cada p € M,

pzjl((ov lD - OH'

Sea N (U) el nervio de la cubierta U (véase Apéndice [C]) y, por simplicidad, supongamos
que M es el conjunto de vértices de N'(U). Denotemos por |N (U)| la realizacién geométrica
de N'(U). Recordemos que cada punto o € [N'(U)| lo podemos expresar como una suma

a= ) auv,, en donde v, es el vértice geométrico correspondiente al vértice abstracto
peEM
py {au}uem son las coordenadas baricéntricas de a.

Para cada simplejo o del nervio N (U) con vértices u1, ..., i usaremos la notacién o =
b )

(o - - - pi). Por |o| = [{po, - .. px)| denotaremos el correspondiente simplejo geométrico

cuyos vértices son vy, ..., vy, -

Para cada simplejo geométrico |o| = (1, .., uk)| € |N(U)| denotemos por (o) € N (U)]|
su baricentro geométrico, es decir, f(c) = . B(0),v, donde
neEM

B(J) _ 1/k’ SiME{M17~-~>Mk}7
! 0, sip @ {p1, .ok}

Consideremos la funcién ¥ : [N (U)| — [N (U)| definida en cada o = > v, € (N (U)]
pneM
como sigue: si [{uo, ... pk)| es el portador de v y ¢y > @y > -+ > ¢y, > 0, entonces

ceN(U)
donde
(Z'Jr]‘)(a#iiaﬂi-f—l)? Sig:<ﬂ07"'7ﬂi>a
\I/(O[)a. = (k+ 1)ap.k7 sio = <M07"°7/J'k>7 (45)

0, si o # (o, .-y i), 1=0,...,k.

La funcién ¥ es en realidad la funcién identidad de |[N(U)|. Simplemente observemos
que ¥(a) estd utilizando las coordenadas baricéntricas respecto a la primera subdivisién
baricéntrica de [N'(U)| (ver Apéndice [C).

Sea p : My(n) — [N (U)| la funcién candnica definida por

p(X) =Y pu(X)vy, X € My(n).
neM

Como cada p,, es O(n)-invariante, la funcién p también es O(n)-invariante.



4.1. EL HIPERESPACIO M(N) 67

Ademsds, si 0 = (o, ..., k) € N(U) entonces el conjunto V, = Oy N--- N Oy, €s un
conjunto abierto y no vacio de My(n). La continuidad del Operador Unién (lema [2.4.4)
y del Operador Casco Convexo (lema [2.4.7) garantizan que la funcion Q : V,, — My(n)

dada por
Q! (X) = conv <U F,L(X)>

pneo
es una funcién continua y O(n)-equivariante.

Observemos que 2/, (X) pertenece a My(n) y por lo tanto el conjunto de contacto (£, (X))N

S™~! estd contenido en ( |J F,,(X)) NS™! y por ende tiene interior vacio en S™~1.
peo

Fijemos un conjunto By € My(n). Para cada o € N'(U), extendamos la funcién 2 a una
funcién Q, : My(n) — My(n) definida en todo My(n) como sigue:

Q0 (X) = Q(X) siXeV,,
7Y B, siX ¢V,

Definamos la funcién f’ : My(n) — cc(R™) por la férmula:

FX) = > ¥(p(X))eQ(X).

ceN(U)

Para cada X € My(n), sea Q(X) el subconjunto de M formado por todos aquellos indices
€ M tales que X € p;l ((0, 1}) Similarmente, definamos Q’(X) como el subconjunto de

M formado por todos los indices p € M tales que X € p;,* ((0,1]).

Si X € My(n), es evidente que Q(X) C Q'(X) y ambos conjuntos son finitos. De esta
manera, para cada X € My(n) podemos reescribir la imagen f’(z) como sigue:

FX)= 3 I0X)%X)= Y U(p(X))eQ%(X). (4.6)
ceN(U) oN(U)
oCQ(X) ocCQ'(X)

Para demostrar que f’ es continua, escojamos un punto arbitrario C' € My(n). Sea

v=[1 o.\ U pu"((01]).

HEQ'(C) nEQ’(C)

Como la familia {p, ' ((0, 1]) }.e 1 es localmente finita, launién | p ' ((0,1]) es cerra-
ng¢Q’ (C)

da, y por lo tanto, V' es vecindad de C. Es evidente que para cada X € V, el conjunto

Q(X) estd completamente contenido en Q’(C). Si usamos la igualdad (4.6) podemos inferir

que

oceN(U)
oCQ'(C)
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Observemos que para cada o € N'(U) con o C Q'(C), la vecindad V estd contenida en V,,
y por lo tanto Q,|y = Q. |y es continua.

Por otro lado, ¥ (p(X)), es la proyecciéon de ¥(p(X)) en la B(o)-coordenada. De esta
manera, para cada o € N (U), la funcién X — ¥(p(X)), depende continumente de X.
Asi, f'|y es una suma finita de funciones continuas y por lo tanto ella misma es continua.

Sige O(n) y X € My(n), entonces

FlaX)= Y ¥(pgX)) QWgX)= D ¥(p(X)) 2 9X)

oceNU) cENU)
oCQ(X) cCQ(X)
= > we(xX),e%X) =g( > (X)), 2%((X))
cCQ(X)
—o( Y (), 2(0) = os'(X),
ceN(U)
oCQ(X)

lo cual implica que f’ es O(n)-equivariante.

La funcién buscada f. : My(n) — My(n) se define como:
f-(X) =conv (f(X)), X € My(n).

Es evidente que f. es una funcién continua y O(n)-equivariante.

Para cada X € My(n), la imagen f.(X) es el casco convexo de una suma de Minkowski de
elementos de My(n) y por lo tanto estd contenida en B™. Para ver que pertenece a My(n),

supongamos que Q(X) = {po, .-, ik} ¥ Puo(X) > pp, (X) > - > pp, (X).

Por la ecuacién (4.5)), el conjunto f'(X) se escribe como la suma de Minkowski:

k-1
f/(X) = (k + 1)puk (X)Q(uo,...,uk)(x) + (Z + 1) (pm (X) - pm+1(X))QWO,.‘-,MI-)(X)
i=0
k-1
= (k+ Dy () (X) + D0+ D) (00 (X) = P (X)) gy (X)-
i=0
Observemos que Fj,,(X) C Q/(uo,A..m)(X) para cada ¢ =0, ..., k. Esto implica que
k—1
F#O(X) = (k =+ 1)p#k(X)F,uo(X) + (1 =+ 1)(]7# (X) _p#i+l(X))Fll«0(X)
i=0
k—1
C (k4 D (X)X + D0+ 1) (00 (X) = Py (X)) Qg ry (X)
i=0

= f(X) C f(X)
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y por lo tanto f-(X) € My(n). Por otro lado, el conjunto de contacto f-(X) NS~ ! es el
conjunto de contacto f/(X) N S"~! el cual estd contenido en

k
a( U Q/(MO,M,M)(X)) n Sn71
1=0

y por lo tanto tiene interior vacio en S*~1.

Sélo falta demostrar que dgy (X, fe(X)) < e, para cada X € My(n). Como el operador
casco convexo es no expansivo (lema[2.4.6)), es suficiente demostrar que dg (f/(X), X) < e.
Pero f’(X) es una suma convexa de los elementos € )(X) para i = 0,...,k. Asi,
por el lema es suficiente demostrar que €, . ,.,)(X) es e-cercano a X para cada
i=0,...,k.

i
Recordemos que €, . ..\ (X) = conv [ |J F,,(X) ], y por lo tanto sélo es necesario
=0

demostrar que cada F), (X) satisface dy (X, F, (X )) < &. Para ello, supongamos que
g5 € O(n) es tal que F,,(X) = g;A,,. Entonces X € g;S,,, vy 9; X, € 955y,

Como W es un refinamiento estrella de V, existe un punto Z € My(n) tal que St(X, W) C
O(Z,e/4). En particular,

du(X,Z) <e/d y du(g;X,,,7) < ¢/4. (4.7)

Esto implica que dg(g; X,,;, X) < &/2. Por la eleccién de A#j , tenemos que dir (4,,;, X,,,) <
/4. Como la métrica de Hausdorff es O(n)-invariante, dy(g;A,,;,9;X,;) < /4, y por lo
tanto

dH(Xa F,uj (X)) = dH(Xa ngle) S dH(Xv ng/—Lj) + dH(ng,ujangﬂj) < 6/2 + 6/4 <g,

como queriamos demostrar. O

Proposicién 4.1.8. Para cada e > 0 existe una funcion O(n)-equivariante, he : My(n) —
Mo(n) \ R(n), la cudl es e-cercana a la funcion identidad de Mgy(n).

Demostracion. Definamos una funcién continua v : My(n) — R por la regla

v(A) = %ml’n{a, dg(B",A)} para todo A € My(n).

Sea h.(A) la y(A)-vecindad cerrada de A en B", es decir,
he(A) = Ayay NB" = {z € B" | d(z, A) < ~(A)}.

Por la eleccién de y(A), el conjunto h.(A) es diferente de B™, y como A C h.(A), podemos
ver que h.(A) € My(n). Més atin, h.(A) N IB" tiene interior no vacio en S*~1.

Por el lema[2.4.11} dy (A, Aya)) < 74 < € lo cual implica que h. es e-cercana a la identidad
de M(n).



70 CAPITULO 4. LOS HIPERESPACIOS M(N) Y L(N)

Verifiquemos la continuidad de h.. Por el lema[2.4.16] es suficiente verificar que la funcién
A= Ay
es continua. Para cada par A,C € My(N) tenemos la siguiente desigualdad:
dir(Ay(a); Oy(0) < dr(As(a), Ay(o)) + dr(Ay (), Cr))-
Usando el lema tenemos que

di ((A)y(a), Cye)) < du(Aya), Ayc)) + du(Ayc): Cye))
= |[7(A) —v(C)| + du(A,C).

Finalmente la continuidad de v implica la continuidad de la funcion A — A, 4y y por lo
tanto h. es continua.

O

Como consecuencia de las proposiciones [1.1.7 y f.I.§ tenemos los siguientes corolar-
ios:

Corolario 4.1.9. Para cada subgrupo cerrado K C O(n), el K-espacio orbital Mo(n)/K
es una Q-variedad.

Demostracion. Supongamos que My(n)/K estd metrizado por la métrica inducida por dgy
como se vio en la ecuacién (|1.1)).

Claramente Mjy(n) es un espacio localmente compacto y por lo tanto el espacio orbital
My(n)/K también es localmente compacto. Como M (n) es un O(n)-AR, y My(n) es un
abierto O(n)-invariante en M (n), tenemos que My(n) es un O(n)-ANR (proposicién[L.7.2)).
Luego, por la proposicién podemos concluir que My(n)/K es un ANR.

Por el teorema de caracterizacién de Toruniczyk (teorema [2.1.3)), es suficiente demostrar

que para cada € > 0 existen funciones continuas f, he : My(n)/K — My(n)/K, e-cercanas
a la identidad de My(n)/K y tales que

Imf; ﬂlmﬁe = (.

Sean f. y h. las funciones construidas en las proposiciones y respectivamente.
Como ambas funciones son O(n)-equivariantes, cada una induce una funcién continua

fo i Mo(n)/K — Mo(n)/K y he: My(n)/K — Mo(n)/K
de la siguiente manera

F(K(A) =K(f-(A) v he(K(A)=K(ho(4), K(A) e My(n)/K.

Como f. y h. son e-cercanas a la identidad de Mj(n), si usamos la desigualdad (1.2])
obtenemos que f. y h. también son e-cercanas a la identidad de My(n)/K.
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Finalmente observemos que las imagenes f. (MO (n)) v he (Mo (n)) son conjuntos disjun-

tos y O(n)-invariantes. Asi, los conjuntos Im f. = Im f./K y Imh, = Imh./K tienen
interseccién vacia, lo cual demuestra el corolario.

O

Corolario 4.1.10. Para cualquier subgrupo cerrado K C O(n) que actie no transitiva-
mente en la esfera unitaria S*~1, el K-espacio orbital M(n)/K es un cubo de Hilbert. En
particular M (n) es un cubo de Hilbert.

Demostracion. En el corolario se vio que el singulete {B"} es un Z-conjunto en
M(n)/K. Observemos que la Q-variedad My(n)/K se puede ver como el complemento
M(n)/K \ {B"}. En estas condiciones podemos aplicar el teorema y concluir que
M(n)/K también es una @Q-variedad. Ademds, M (n)/K es un espacio compacto y con-
tractil y la unica Q-variedad con esas caracteristicas es precisamente el cubo de Hilbert
(teorema[2.1.11)). De aqui concluimos que M (n)/K es homeomorfo al cubo de Hilbert. [

Corolario 4.1.11. Para cada subgrupo cerrado K C O(n) que actia no transitivamente
en la esfera S"™1, el conjunto M (n)% es homeomorfo al cubo de Hilbert.

Demostracion. Como M (n) es compacto y M (n)¥ es cerrado en M (n), podemos concluir
que M (n)X también es compacto. Por el teorema M(n) es un O(n)-AR. Si combi-
namos este resultado con el teorema obtenemos que M (n)X es un AR. En particular,
M (n)X es contréctil.

Sean f. y h. las funciones de las proposiciones y [4.1.8] respectivamene. Como ambas
son funciones O(n)-equivariantes, tenemos que

f(Mo(n)®) € Mo(n)® vy he(Mo(n)™) € Mo(n)¥.

Por el teorema de caracterizacién de Torurnczyk (teorema , podemos concluir que
My(n)E es una Q-variedad. Pero My(n)X es igual a M(n)" \ {B"}. Luego, por el coro-
lariom tenemos que B" es un Z-conjunto en M (n)X. Asi, por el teorema [2.1.4] M (n)X
tambien es una Q-variedad. En particular, M (n)X es una Q-variedad compacta y con-
tractil, y por el teorema M (n)% es homeomofo al cubo de Hilbert. O

Todos los resultados que obtuvimos acerca del hiperespacio M (n) los podemos resumir en
el siguiente corolario:
Corolario 4.1.12. M (n) es un O(n)-espacio compacto que satisface las siguientes propiedades:

(1) M(n) es un O(n)-AR con un dnico punto O(n)-fijo: B™.
(2) M(n) es estrictamente O(n)-contrdctil a su punto fijo B™.

(3) Para cada subgrupo cerrado K C O(n), el conjunto de K-puntos fijos M (n)X es igual

al singulete {B"™} si y sélo si K actia transitivamente en la esfera S*~, y, M(n)¥ es

homeomorfo al cubo de Hilbert siempre que M(n)% # {B"}.
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(4) Para cada subgrupo cerrado K C O(n), el K-espacio orbital Mo(n)/K es una Q-
variedad. Si ademds Q actiia no transitivamente en S*~1, entonces M (n)/K es home-
omorfo al cubo de Hilbert.

Este resultado, en combinacién con el teorema [2.5.1] nos da el siguiente teorema:
Teorema 4.1.13. El espacio orbital M (n)/ O(n) es homeomorfo al compacto de Banach-
Mazur BM(n).

4.2. Propiedades de L(n)

En esta seccién demostraremos, entre otros resultados, las propiedades del espacio L(n)
que se anunciaron en el capitulo 4. Las demostraciones serdn simples modificaciones de las
propiedades andlogas del espacio M (n), demostradas en la seccién anterior.

Antes que nada, observemos que L(n) es estrictamente O(n)-contrictil a B”™.
Proposicién 4.2.1. La funcion F : L(n) x [0,1] definida por

F(At) = (1 - t)A + tB"

es una contraccion estricta, O(n)-equivariante y tal que F(A,1) = B™. En particular,
L(n)/K es estrictamente contrdctil a K(B™), para cada subgrupo cerrado K C O(n).

Denotaremos por P(n) el subconjunto de L(n) formado por todos los cuerpos compactos
A € L(n) tales que el conjunto de contacto A N S"~! tiene interior vacio en la esfera
sn—1,

Por otro lado, sea Ly(n) el complemento L(n) \ {B"}.

Lema 4.2.2. Sea ¢ > 0. Para cada cuerpo compacto X € Lo(n) existe otro cuerpo com-

pacto A € P(n) tal que dg(X,A) < e y el O(n)-estabilizador O(n)a de A coincide con
O(n)x, el O(n)-estabilizador de X.

La demostracién del lema}4.2.2|es muy similar a la demostracion del lema Sin embar-
go, hay una diferencia importante y por esta razén, daremos la prueba completa:

Demostracion. Sea r : cb(R™) — L(n) la retraccién O(n)-equivariante del corolario [3.3.6]
Por el teorema|l.6.2] existe 0 < n < e tal que si C' € O(X,n) entonces [O(n)c] <X [0O(n)x];
es decir, O(n)¢c es conjugado a un subgrupo de O(n)x.

Como L(n) es compacto, existe 0 < § < n/2 tal que dy (r(C),C) < n/2 para todo C' que
pertenezca a la d-vecindad de L(n).

Sean pi,...,pr € 0X puntos tales que P = conv(py,...,pr) tiene interior no vacio y
dp(P,X) < 4. Consideremos el conjunto

D = conv(O(n)x(p1),...,0(n)x (pr))-

Como P C D, podemos asegurar que D tiene interior no vacio lo cual demuestra que
D € ¢b(R™). Ademds, como X € Lo(n) C My(n), el estabilizador O(n)x actia no transiti-
vamente en S" ! (lema[4.1.5)). Luego, por el lema[3.1.4] la frontera D no contiene ningtin
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dominio eliptico de dimensién (n — 1). En particular, el conjunto de contacto D N dl(D)
no contiene ningin dominio eliptico.

Sea A =r(D). Como A € L(n) y A pertenece a la Aff(n)-orbita de D, podemos encontrar
una transformacién afin ¢ tal que A = ¢gD. El conjunto de contacto ANS™ ! es la imagen
bajo g de DNAI(D) y por lo tanto tiene interior vacio en la esfera S"~!. En otras palabras,
A pertenece a P(n). La construccién de P garantiza que P C D C X, y por lo tanto

di(D,X) < du(P,X) < § < /2.
Ahora, la elecién de ¢ implica que dg(r(D), D) < /2 y consecuentemente

De aqui podemos concluir dos cosas: primero dg (A, X) < n < & como se queria; segundo,
por la eleccién de 1 podemos inferir que O(n) 4 es un subgrupo conjugado de O(n)x. Sélo
nos faltarfa demostrar que O(n)x = O(n)4. Para ello observemos que D es un conjunto
O(n)x-invariante y por lo tanto O(n)x C O(n)p. Ademds, como r es O(n)-equivariante,
tenemos que

O(n)p C O(n)r(p) = O(n)a.

Asi, O(n)x € O(n)a y como [O(n)4] < [O(n)x], podemos concluir que O(n)4 = O(n)x,
como queriamos demostrar. O

Proposicién 4.2.3. Sea K C O(n) un subgrupo cerrado que actie no transitivamente en
S"=1. Para cada ¢ > 0, existe una funcion K -equivariante x. : L(n) — Lo(n), e-cercana
a la identidad de L(n).

La demostracién es copia de la demostracién de la proposicién remplazando M (n)
por L(n), My(n) por Lo(n), cc(R™) por ¢b(R™) y la retraccién r de (4.3]), por la retraccién
r: ¢b(R™) — L(n) definida en el corolario

Sea d}; la métrica en L(n)/K inducida por la métrica de Hausdorff en L(n) como se vio
en la ecuacion (L.1):

dr(K(4),K(B)) = inf du(A.kB),  A.B€ L(n).

Corolario 4.2.4. Si K C O(n) es un subgrupo cerrado que actia no transitivamente en
Sn1, entonces la clase de B™ en L(n)/K es un Z-conjunto en L(n)/K.

Demostracion. Sea € > 0. Por la proposicion existe una funcién K-equivariante
Xe @ L(n) = Lo(n) tal que dy (A, x-(A4)) < € para todo A € L(n). Esta funcién induce
otra funcién continua X, : L(n)/K — Lo/K de la siguiente manera:

X (K(A)) =m(x=(4)) = K(x-(4)), A e L(n),
donde 7 : L(n) — L(n)/K es la proyeccién orbital. Por la desigualdad (1.2]) tenemos que:

di (K(x=(4)), K(A4)) < du(xe(A4),4) <e
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y por lo tanto X. es e-cercana a la identidad de L(n)/K.
Por otro lado, como {x.(A4)} # {B"} = K(B™) para cada A € L(n), podemos concluir que

X-(L(n)/K)NK(B") =0
lo cual demuesta que K (B™) es un Z-conjunto en L(n)/K. O

Teorema 4.2.5. Para todo € > 0 eziste una funcion O(n)-equivariante, fe : Lo(n) —
P(n), la cual es e-cercana a la identidad de Lo(n).

Demostracion. Repitamos la demostracion de la proposicién remplazando My(n) por
Lo(n), hasta la construccién de la familia { X, }. Ahora usemos el lemay encontremos,
para cada fndice p, un subconjunto compacto A, €/4-cercano a X, y tal que O(n)a, =
H,.
La demostracién continua repitiendo la demostracion de la proposicion[4.1.7} reemplazando
My(n) por Lo(n), y R(n) por P(n). O

Teorema 4.2.6. Para cada ¢ > 0 existe una funcién O(n)-equivariante, he : Lo(n) —
Lo(n) \ P(n), e-cercana a la funcion identidad de L(n).

Demostracion. La prueba consiste en copiar la demostracion de la proposicién [£.1.8] rem-
plazando My(n) por Lo(n), y Mo(n) \ R(n) por Lo(n) \ P(n). O

Proposicién 4.2.7. Ly(n)/K es una Q-variedad.

Demostracion. Supongamos que Lo(n)/K estd equipado con la métrica dj;. Por el coro-

lario L(n) es un O(n)-AR. Luego, la proposicién implica que L(n)/K es un
AR. Como Ly(n)/K es abierto en L(n)/K podemos concluir que Lg(n)/K es un ANR
localmente compacto.

Por el teorema de caracterizacién de Torunczyk’s es suficiente demostrar que para
cualquier € > 0 existen funciones continuas f., he : Lo(n)/K — Lo(n)/K e-cercanas a la
identidad de Lo(n)/K tales que

fo(Lo(n)/K) Nhe(Lo(n)/K) = 0.

Sean f. y h las funciones construidas en los teoremas y respectivamente. Como
ambas funciones son O(n)-equivariantes, inducen funciones f. : Lo(n)/K — P(n)/K y

he : Lo(n) /K — (Lo(n) \ P(n))/K de la siguiente manera:
LK) = K(f-(4), v he(K(A) = K(h(4)),  K(A) € Lo(n)/K.

Ademds, como f. y he son e-cercanas a la identidad de Lg(n) podemos usar la desigual-
dad |D para garantizar que fe y h. are también son e-cercanas a la identidad de Lo (n) /K.

Finalmente, observemos que Imfe = Im f. /K, Imh. = Im he/K y Im f. y Imh, son
conjuntos disjuntos y K-invariantes. Esto implica que Im f. NImh. = () y por lo tanto la
prueba esta completa. O
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Hemos demostrado que {K(B™)} es un Z-conjunto en L(n)/K. Ademds, la Q-variedad
Lo(n)/K es el complemento de (L(n)/K)\{K (B")}. Por el teorema L(n)/K también
es una Q-variedad. Entonces, L(n)/K es una @Q-variedad compacta y contréctil, y por el
teorema [2.1.11] concluimos que L(n)/K es un espacio homeomorfo al cubo de Hilbert. Este
resultado se resume en el siguiente corolario.

Corolario 4.2.8. L(n)/K es homeomorfo al cubo de Hilbert.

En particular, si K es el grupo trivial, obtenemos el siguiente corolario:
Corolario 4.2.9. L(n) es un cubo de Hilbert.

Repitiendo la misma técnica usada en la demostracién del corolario[£.1.11] podemos inferir
del corolario y los teoremas y el siguiente resultado:

Corolario 4.2.10. Para cualquier subgrupo cerrado K C O(n) que actie no transitiva-
mente en la esfera unitaria S*~1, el conjunto de K-puntos fijos L(n)X es homeomorfo al
cubo de Hilbert.

Finalmente, de manera andloga a como se hizo con el hiperespacio M (n), podemos deducir
de todos los teoremas y corolarios de esta seccién que L(n) es un cubo de Hilbert equipado
con una accién del grupo ortogonal O(n) la cual satisface las siguientes condiciones:

(1) L(n) es un O(n)-AR con un tnico punto O(n)-fijo B",
(2) L(n) es estrictamente O(n)-contractil a B™,

(3) Para cada subgrupo cerrado K C O(n), el conjunto de K-puntos fijos L(n)® coincide
con el singulete {B"} si y sélo si K actia transitivamente en la esfera S*~1, y L(n)X
es homeomorfo al cubo de Hilbert siempre que L(n)%X # {B"},

(4) Para cualquier subgrupo cerrado K C O(n), el K-espacio orbital Lo(n)/K es una
Q-variedad. Ademds, si K actia no transitivamente en S"~!, entonces L(n)/K es
homeomorfo al cubo de Hilbert.

Todas estas condiciones en combinacion con el teorema [2.5.1] implican el siguiente resul-
tado:

Teorema 4.2.11. El espacio orbital L(n)/ O(n) es homeomorfo al compacto de Banach-
Mazur BM(n).
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Capitulo 5

Espacios Orbitales de ¢b(R") y
cc(R™)

En los dos capitulos anteriores se demostré que el hiperespacio ¢b(R™) es homeomorfo al
producto del cubo de Hilbert @ por R™"*3)/2_ Por otro lado, Nadler demostré que el
hiperespacio cc(R™) es homeomorfo al cubo de Hilbert con un punto removido. En este
capitulo generalizaremos ambos resultados al calcular algunos espacios orbitales de cb(R™)
y cc(R™).

5.1. Algunos Espacios Orbitales de cb(R")

Por el corolario 2) tenemos un homeomorfismo O(n)-equivariante
ch(R™) Zo () L(n) x E(n). (5.1)

En lo sucesivo, consideraremos la métrica O(n)-invariante en el producto E(n) x L(n)
dada por:
D((A1, Ev), (A2, E2)) = du (A1, A2) + dg (Er, Es).

Denotemos por cbg(R™) al complemento:
cbo(R™) = cb(R™) \ E(n).

Bajo el homeomorfismo (5.1)) (c.f. corolario[3.3.6)), cby(R™) se corresponde con el producto
E(n) x Lo(n).

En esta seccién probaremos el siguiente resultado principal:
Teorema 5.1.1. Sea K C O(n) un subgrupo cerrado. Entonces:

(1) El espacio orbital cbo(R™)/K es una Q-variedad.

7
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(2) Si ademds K actia no transitivamente en S"~1, entonces el espacio orbital cb(R™)/K
es una Q-variedad homeomorfa a (E(n)/K) x Q.

Para ello, necesitamos demostrar algunos resultados previos.

Proposicién 5.1.2. Para cada € > 0 y cada subgrupo cerrado K C O(n) que actie no
transitivamente en S" 1, existe una funcion K-equivariante 1 : cb(R™) — cbo(R™) la cual
es e-cercana a la funcion identidad de cb(R™).

Demostracion. Sea € > 0. Por la proposicion existe una funciéon K-equivariante,
X : L(n) = Lo(n), tal que d (A, x-(A)) < € para todo A € L(n). Entonces la funcién

n=Xe X 1) : L(n) x E(n) = Lo(n) x E(n)
es K-equivariante, y ademas
D(U(A7E)a (Aa E)) = dH(XE(A)a A) <e.
O

Por ser K-equivariante, la funcién n de la proposicién induce una funcién entre los
espacios orbitales () ) ) )

_ L(n)x En Lo(n) x E(n

UK T K
la cual, en virtud de la desigualdad , es e-cercana a la funcién identidad de w
Esto quiere decir que para todo subgrupo cerrado K C O(n) que actie no transitivamente
en S"71, ({B"} x E(n))/K es un Z-conjunto en (L(n) x E(n))/K. Como cb(R")/K es
homeomorfo a (L(n) x E(n))/K y bajo este homeomorfismo E(n)/K se corresponde con
({B"} x E(n))/K, concluimos el siguiente corolario:
Corolario 5.1.3. Para cada subgrupo cerrado K C O(n) que actua no transitivamente en
S"t E(n)/K es un Z-conjunto en cb(R™)/K. En particular, E(n) es un Z-conjunto en
cb(R™).
Proposicién 5.1.4. Sea K C O(n) un subgrupo cerrado que actua no transitivamente en
S"=t y sea w: L(n) x E(n) — E(n) la sequnda proyeccion. Entonces la funcion inducida
7: (L(n) x E(n))/K — E(n)/K es propia y tiene fibras contrdctiles.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

L(n) x E(n) =— E(n)

i

L(n)xE(n) E(n)
K

7 K

en donde p; y p2 son las respectivas proyecciones orbitales.

Para cada subconjunto compacto C' C E(n), la preimagen 7~ 1(C) = L(n) x C es compacta
y por lo tanto 7 es una funcién propia. Ademds, como K es un subgrupo compacto, las
proyecciones orbitales p; y ps también son propias (ejemplo [2.1.1]).
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De esta manera, si C C E(n)/K es un subconjunto compacto, entonces p, '(C) es com-
pacto (por ser py propia) y por lo tanto 71 (pgl(C)) es compacto también (porque 7 es
propia). Luego, como p; es continua concluimos que

7 HO) =pi(r (02 (0)))
es compacto y por lo tanto 7 es propia.

Para demostrar que las fibras de 7 son contréctiles, consideremos la funcién F' : L(n) x
[0,1] — L(n) de la proposicién Sea ¢ : (L(n) x E(n)) x [0,1] — L(n) x E(n) la
funcién definida por la formula

¢((A7an)’t) = (F(A7t)=an)-

Como F' es O(n)-equivariante, la funcién ¢ también lo es y por lo tanto induce una funcién
continua:

~ L(n) x E(n) E(n)

1 7
X[Oa]—> Ka

dada por
(K(A, gIBS"),t) — K(QS((A,gIB"),t)).

E(

Sea K(¢gB"™) € Tn) un punto arbitrario. La restriccién 5\%71( define una con-

K(gBm))
traccién de 77 !(K(gB™)) a su punto K (B™,gB"), lo cual demuestra que 7 !(gB") es
contraible, como se queria probar. O

Ahora ya estamos en condiciones de demostrar el teorema principal de esta seccién.

Demostracion del teorema [5.1.1]. (1) Por (5.1), cbo(R™) es O(n)-homeomorfo al producto

Lo(n)x E(n)
K

Lo(n) x E(n). Esto implica que los espacios orbitales ¢by(R"™)/K y son home-

Lo(n)x E(n)
K

omorfos. Por esta razon, es suficiente demostrar que es una ()-variedad.

Lo(n)x E(n)

Supongamos que estd dotado de la métrica D* inducida por D como se defi-

nié en la igualdad (L.1J).

Por el corolario [3.3.7(1), los espacios L(n) y E(n) son O(n)-AR’s. Consecuentemente, el
producto Lg(n) x E(n) es un O(n)-ANR localmente compacto. Por el teorema el

1 Lo(n)xE(n)
K

K-espacio orbita es un ANR localmente compacto.

Sean f. y h. las funciones de las proposiciones[.2.5]y [£.2.6] respectivamente. Consideremos
las siguientes funciones:

[ = fe x1gw) : Lo(n) x E(n) — Lo(n) x E(n),

h = he X 1gy) : Lo(n) x E(n) = Lo(n) x E(n),
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En donde 1p(,) denota la identidad de E(n). Como f. y h. son O(n)-equivariantes y
sus imdagenes son disjuntas, las funciones f y h también lo son y por lo tanto inducen
funciones
~ ~ Lo(n)x E(n)  Lo(n) x E(n)
h:
I % — %

que hacen conmutar los siguientes diagramas:

Lo(n) x E(n) — > Lo(n) x E(n) Lo(n) x E(n) —"~ Lo(n) x E(n).
Lo(n)xE(Mm) > Lo(n)x E(n) Lo(n)xE(Mm) . Lo(n)x E(n)

Como, dy (fE(A), A) < g, inferimos que

D(f(AvE)7 (AaE)) = D((fe(A)7E)’ (AvE))
= dH(fs(A),A) < €.

Andlogamente se demuestra que D(h(A, E), (4, E)) < €. De esta manera, concluimos que

f v h son e-cercanas a la funcién identidad de Lo(n) x E(n). Luego, la desigualdad ([1.2))

implica que fy h son e-cercanas a la funcién identidad de W

Finalmente, como Imf: (Im f)/K, Imh = (Imh)/K e Im f NIm h = @, concluimos que

Lo(n) X FE
K

Im fﬂlm h = 0. Luego, del corolario inferimos que es una @-variedad.

(2) Por el corolario 2), los espacios cb(R™) y L(n) x E(n) son O(n)-homeomorfos,
y por lo tanto los K-espacios orbitales ch(R™)/K y w son homeomorfos. Por otro
lado, cb(R™) es un O(n)-AR (corolario [3.1.3). Entonces, por el teorema concluimos
que cb(R™)/K = W es un AR. Por la parte (1) de esta demostracién sabemos
que cby(R™)/K es una Q-variedad, mientras que su complemento en ¢b(R"™)/K es un Z-
conjunto (corolario [5.1.3). Luego, por el teorema concluimos que ¢b(R™)/K es una

Q-variedad también.

Miés atin, como E(n) es un O(n)-AR (teorema|3.3.7)), por el teorema concluimos que
el K-espacio orbital E(n)/K es un AR. Adem4s, la funcién,

~ L(n) x E(n)
e E(n)/K

es propia y tiene fibras contréctiles (proposicién [5.1.4)). Por la proposicién la fun-
cién 7 es una CE-funcién entre AR’s. Como D) o LOIXEM) oy ypy Q-variedad, el
teorema implica que cb(R™)/K es homeomorfo a (E(n)/K) x @, como se querfa

probar. O
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5.2. Algunos Espacios Orbitales de cc(R")

Consideremos la funcién v definida en (4.1). Al ser O(n)-invariante, v induce para cada
subgrupo cerrado K C O(n), una funcién continua v : cc(R™)/K — [0,00) de la siguiente
manera:

v(K(A)) =v(4), K(A) € ce(R")/K. (5.2)
Proposicién 5.2.1. v es una CE-funcion.
Demostracion. Evidentemente ¥ es una funcién suprayectiva. Denotemos por p : cc(R™) —
cc(R™)/K la funcién orbital y consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

ce(R™) —2—= [0, 00)

| A7

cc(R™)
K

Sea C' C [0,00) un subconjunto compacto. Entonces

vH(C) = {K(A) | v(A) € C} = p(r™1(0))
es compacto porque v es propia (lemad.1.1)) y p es contina. Esto demuestra que 7 es una
funcién propia.

De acuerdo a la propisicién [2.1.6] para completar la prueba es suficiente demostrar que
v~ 1(t) es contrictil para cada t € [0,00). En efecto, si t = 0, entonces v~1(¢t) = {K(0)}
el cual es contréctil. Si ¢ > 0, consideremos la homotopia H definida en la igualdad (4.2)).
Como N; es O(n)-invariante, observemos que para cada elemento g € O(n) se cumple que:

H(gA,s) =sN;+ (1 —s)gA = sgN; + (1 —s)gA =gH(A, s). (5.3)

Esto implica que g es O(n)-equivariante y por lo tanto induce una homotopia continua
H:v71(t) x [0,1] — 771(t) de la siguiente manera:

H(K(A),s) = K(H(A,s)).

Evidentemente H es una contraccién al punto K(N;) € cc(R™)/K, lo cual demuestra que

v71(t) es contréctil, como se queria. O

Para cada € > 0, la funcién ¢ : cc(R™) — ¢b(R™) definida por
((A) =A. ={z e R" | d(z,A) < ¢}

es una funcién continua, O(n)-equivariante y e-cercana a la identidad de cc(R™). Entonces,
para cada subgrupo cerrado K C O(n), la funcién ¢, induce una funcién continua

Gt ce(R™)/K — cb(R™)/K
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de la siguiente manera:

C(K(A)) = K(A.).

Por ser O(n)-invariante, la métrica de Hausdorff dy induce una métrica en cc(R")/K, a
través de la igualdad |i Luego, la desigualdad 1| nos garantiza que la funcién (.
es e-cercana a la funcién identidad de cc(R™)/K. Esto demuestra que el conjunto

cc(R™) \ cb(R™) _ cc(R™) \ cb(R™)
K K K

es un Z-conjunto en cc(R™)/K. Si K acttia no transitivamente en S"~!, entonces cb(R") /K
es una @-variedad, (teorema[5.1.1)), y por el teorema obtenemos el siguiente resulta-
do:

Teorema 5.2.2. Para cada subgrupo cerrado K C O(n) que actie no transitivamente en
la esfera S"~1, el espacio orbital cc(R™)/K es una Q-variedad.

De hecho, en este caso podemos ser més precisos y decir de qué Q-variedad se trata:
Corolario 5.2.3. Para cada subgrupo cerrado K C O(n) que actue no transitivamente en
S"=1 el espacio orbital cc(R™)/K es homeomorfo a Qq, el cubo de Hilbert con un punto
removido.

Demostracion. Por el teorema el espacio orbital cc(R™)/K es una Q-variedad. Con-
sideremos la funcién v definida en (5.2)). Como la funcién v es CE (proposicién |5.2.1)),

podemos usar el teorema de Edwards y concluir que cc(R™)/K es homeomorfo a
[0,00) x Q. Sin embargo, el producto [0, 00) X Q es homeomorfo a Qg (teorema|2.1.12)), lo
cual completa la prueba. O

5.3. La Estructura Cénica de cc(R") y cc(B")

El cono abierto sobre un espacio topolégico X se define como el espacio cociente:
OC(X) =X x [0,00)/X x {0}.

Denotaremos por [A4,t] la clase de equivalencia del par (A,t) € X x [0,00) en este espacio
cociente. Es evidente que [A,¢] = [A,t'] siysélosit =0=t0A=A"yt=1¢. Por
conveniencia, la clase [A, 0] serd denotada por 6.

Es f4cil ver que R™ es O(n)-homeomorfo cono abierto sobre S*~1. En esta seccién veremos
que la estructura cénica de R™ induce una estructura cénica en cc(R™).

Denotemos el cono abierto sobre M (n) por M (n). El grupo ortogonal O(n) actia contin-
uamente en M (n) por la siguiente regla:

g*[At] =[gA4,1].

Teorema 5.3.1. FEl hiperespacio cc(R™) es O(n)-homeomorfo a M(n)
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Demostracion. Definamos @ : cc(R™) — M(n) por la férmula:

), si A ={0},
o= {[r(A» WA, s A £ {0},

donde v y r son las funciones definidas en (4.1) y (4.3)), respectivamente.

Como r es O(n)-equivariante y v es O(n)-invariante, para cada g € O(n), tenemos la
siguiente igualdad:

D(g4) = [r(9A),v(gA)] = [gr(A),v(A)] = g * [r(A), v(A)] = g+ D(A).
Esto demuestra que ® es O(n)-equivariante.
Claramente ® es una biyeccién cuya inversa es la funcién ®=1 : M (n) = cc(R™) definida

por
O 1([A,t]) = tA.

La continuidad de las restricciones ®|..rny\ o3 ¥ ©~ \{0} evidente. Para completar

gps
la prueba, probaremos la continuidad de ® en {0} y la continuidad de ®~* en 6, de manera
simultanea.

Dado € > 0, sea O, la e-bola abierta en cc(R™) centrada en {0}. Definamos U, = {[A,{] €

M(n) | t < e}. Como U, es una vecindad abierta de 6 en M(n)7 es suficiente demostrar
que ®(O;) = Ue. En efecto, si B € O, entonces B C N({0},¢) y por lo tanto v(B) < ¢.
Esto demuestra que ®(B) = [r(B),v(B)] € U, y por lo tanto

®(0.) C U.. (5.4)

Por otro lado, si [A,t] € U, entonces t < £ y tA C N({0},¢). Asi, para cada a € A,
d(ta,0) < e. En particular, 0 € N(tA,¢), y por lo tanto di({0},tA) < . De esta manera,
inferimos que ®~1(U.) C O. y por lo tanto

U.=®(@ '(U.)) C (0.). (5.5)
Si combinamos las contenciones (5.4) y (5.5) obtenemos la igualdad buscada:
®(0({0},¢)) = U..
Ahora la prueba estd completa. O
Como ® es un O(n)-homeomorfismo, para todo subgrupo cerrado K C O(n), la funcién

® induce un homeomorfismo entre los K-espacios orbitales, tal como se muestra en el
siguiente diagrama conmutativo:

ce(R™) —2 = M(n)

|

ce(R")/ K —— M(n)/K.

Como consecuencia, tenemos el siguiente corolario:
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Corolario 5.3.2. Para todo subgrupo cerrado K C O(n), los espacios orbitales cc(R™)/ K
y M(n)/K son homeomorfos. En particular, los O(n)-espacios orbitales cc(R™)/ O(n) y
M(n)/ O(n) son homeomorfos.

Lema 5.3.3. Para cada subgrupo cerrado K C O(n), el espacio orbital M(n)/K es home-
omorfo al cono abierto sobre M (n)/K.

Demostracion. La funcién ¥ : M(n)/K — OC(M(n)/K) definida por la regla:
w(K[A, 1) = [K(4),1],
es un homeomorfismo. O

Ademas, el O(n)-homeomorfismo entre cc(R™) y M (n), en combinacién con el lema
nos da el siguiente resultado:

Teorema 5.3.4. Para cada subgrupo cerrado K C O(n), el K-espacio orbital cc(R™)/K
es homeomorfo a OC(M(n)/K)

Finalmente, estamos en condiciones de calcular el espacio orbital cc(R™)/ O(n).
Corolario 5.3.5. FEl espacio orbital cc(R™)/ O(n) es homeomorfo al cono abierto sobre el
compacto de Banach-Mazur BM(n).

Demostracion. Por el teorema el espacio orbital cc(R™)/ O(n) es homeomorfo al
cono abierto OC(M(n)/ O(n)). Ademés, M(n)/ O(n) es homeomorfo al compacto de
Banach-Mazur BM(n) (corolario [4.1.13)), y por lo tanto cc(R™)/ O(n) es homeomorfo a
OC(BM(n))7 como se queria demostrar. O

Por otro lado, si restringimos el O(n)-homeomorfismo del teorema a cc(B™), obten-
emos un O(n)-homeomorfismo entre el hiperespacio cc(B™) y el cono sobre M (n).

Siguiendo la demostracién del lema se demuestra que el K-espacio orbital del cono
sobre M (n) es homeomorfo al cono sobre M(n)/K, para cada subgrupo cerrado K de
O(n). Es decir:

con (M(n)/K) = con (M(n))/K.

Este hecho implica el siguiente resultado:
Proposicién 5.3.6. Para cada subgrupo cerrado K C O(n), el K -espacio orbital cc(B™) /K
es homeomorfo al cono sobre M(n)/K.

En particular, si K acttia no transitivamente en la esfera S*~! el espacio orbital M (n)/K
es homeomorfo al cubo de Hilbert (corolario . En este caso, por la proposicion
anterior concluimos que el espacio orbital ce(B™)/K es homeomorfo al cono sobre el cubo
de Hilbert. Pero por el teorema dicho cono es homeomorfo al cubo de Hilbert
mismo. Este hecho se resume en el siguiente corolario:

Corolario 5.3.7. Para cada subgrupo cerrado K C O(n) que actie no transitivamente en
la esfera unitaria S"~, el K-espacio orbital cc(B™)/K es homeomorfo al cubo de Hilbert.

Por otro lado, el teorema en combinacion con la proposicién [5.3.6limplican el iltimo
resultado de este trabajo:
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Corolario 5.3.8. El espacio orbital cc(B™)/ O(n) es homeomorfo al cono sobre el com-
pacto de Banach-Mazur BM(n).

5.3.1. Observacion Final

Para concluir este trabajo, haremos una tltima observacion. Existe una relacién entre el
corolario [5.3.8]y el problema de A. Pelczyniski:

Problema Si n > 3 ;los compactos de Banach-Mazur BM(n) son homeomorfos al cubo
de Hilbert?

Por el teorema sabemos que el tnico retracto absoluto homeomorfo a su propio
cono es el cubo de Hilbert.

De acuerdo al corolario[5.3.8], el espacio orbital cc(B™)/ O(n) es homeomorfo al cono sobre
el compacto de Banach Mazur BM(n) = M(n)/ O(n). Si BM(n) fuera cubo de Hilbert,
entonces éste tltimo serfa homeomorfo a su cono, el cual es homeomorfo a cc(B™)/ O(n).
De esta manera, el problema de A. Pelczyriski es equivalente a la siguiente pregunta
Pregunta 1. Sin >3 slos espacios cc(B™)/ O(n) y M(n)/ O(n) son homeomorfos?
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Apéndice A

Teorema de Descomposicion
Polar

Sea L un espacio lineal real con producto interior (,-). Diremos que un operador O en L
es ortogonal si (Oz,Oy) = (x,y) para cualquier par de puntos x,y € L. Por otro lado,
diremos que un operador T en L es auto-adjunto (o simétrico) si para cualesquiera
z,y € L se tiene que

(Ta,y) = (x,Ty).

Si L es un espacio euclidiano, los operadores auto-adjuntos tienen la siguiente caracteri-
zacién:

Teorema A.0.9. Sea T una transformacion lineal en un espacio Fuclidiano L, y sea B
una base ortonormal de L. Entonces T es auto-adjunto si y solo si la matriz relativa a B
es simétrica.

La demostracién del teorema anterior se puede consultar en [26] teorema 45].

Diremos que un operador simétrico 7" en un espacio lineal con producto interior L es
positivo ¢ positivo semidefinido si (x,Tz) > 0 para todo z € L. Si ademés (x,Tx) > 0
para todos los « # 0, entonces diremos que T' es estrictamente positivo o positivo
definido. Evidentemente un operador positivo es estrictamente positivo si y sélo si es
invertible.

Si L es un espacio euclidiano, todo operador simétrico positivo definido T', se puede rep-
resentar como una matriz simétrica con entradas positivas en la diagonal.

El teorema de Descomposicion Polar establece lo siguiente:

Teorema A.0.10 (Teorema de Descomposicién Polar). Sea T' un operador invertible en
un espacio lineal con producto interior. Entonces existe un operador positivo definido H y
un operador ortogonal O tales que T' = HO. La eleccion de H y O es unica.

Para una demostracién del teorema anterior se puede consultar [26, Terema 60].
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Apéndice B

Teoremas de descomposicion

QR y RQ

Los Teoremas de Descomposicién QR y R(Q) aparecen en Algebra lineal como consecuencia
inmediata del proceso Gram-Schmidt para ortonormalizar la base de un subespacio de
R"™. En nuestro caso, el Teorema de descomposiciéon R(Q fue utilizado en la demostraciéon
del corolario y por esta razén incluimos aqui una breve explicacién de estos dos
teoremas.

Sea W un subespacio vectorial de R™ y supongamos que los vectores {wq,wa, ... Wy}
constituyen una base ortonormal para W. Sea = € R™ un vector arbitrario. La proyeccién
de z en W se define como el siguiente vector:

m

Proyy, (z) = Z(w“ T)w;,

i=1

donde (w, x) denota el producto escalar de los vectores w y .

Supongamos que {v1,...,v,} es una base para un subespacio vectorial V' C R™. Para
cada i = 1,...,m, sea V; el espacio generado por los vectores {vy,...v;}. El proceso de
Gram-Schmidt para ortonormalizar la base {v1, ..., v} dice que {wy, ..., w;} es una base

ortonormal para V;, donde

=W = mvl7

nwW; = m(vl — Proyw_l(vi)), sit € {2, N m}
Observemos que v; — Proyy,  (v;) = v; — (w1 - v5)wy — -+ — (wi—1 - v;)w;—1. Denotemos
por r11 = |lv1|| y para cada i = 2,...m, sea r;; = |lv; — Proyy,_ (v;)||. Por otro lado, si
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i > j sea rj; = w; - v;. Entonces, del proceso de Gram-Schmidt concluimos que
U1 = T11w1

Vg = T'12W1 + T22W2

Um = T1mW1 + T2mW2 + - -+ + T Wi

Todas las ecuaciones anteriores se pueden escribir en forma matricial como sigue:

i1 Ti2 ... Tim

‘ | | | | | 0 T22 e Tom
V1 Vg Um = wp w2 Wm .
| | | | :

0 0 mm

De aqui se concluye que cualquier matriz cuadrada con columnas linealmente indepen-
dients, se puede expresar como el producto de una matriz ortonormal por una matriz
triangular superior con entradas positivas en su diagonal (observemos que cada uno de los
T4 €s un numero positivo).

Ademis, esta expresién es unica. Para ver esto recordemos los siguientes tres hechos sobre
matrices triangulares superiores:

1. El producto de dos matrices triangulares superiores (a;;) y (b;;) es otra matriz tri-
angular superior (pj;;). En este caso, la entrada p;; de la diagonal del producto de las
matrices es igual al producto a;;b;;

2. Una matriz triangular superior (aj;) es invertible si y sélo si todas sus columnas son
no nulas. En este caso la matriz inversa es triangular superior (b;;) donde b;; = 1/a;.

3. Una matriz triangular superior es ortonormal si y solo si es diagonal y todas las
entradas de la diagonal son 1 6 —1.

Ahora supongamos que una matriz M satisface M = QR = @Q1R; donde @ y Q7 son
matrices ortonormales y R y R; son matrices triangulares superiores con entradas positivas
en la diagonal. Entonces RRl_1 = Q7'Q; y por lo tanto RR;1 es una matriz triangular
superior, ortonormal (y por lo tanto diagonal) y todas las entradas de su diagonal son
positivas. De aqui se deduce que RRfl es la matriz identidad y por lo tanto @ = Q1 y
R=R;.

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente teorema:

Teorema B.0.11 (Teorema de Descomposicion QR). Sea M una matriz invertible. En-
tonces existe una matriz ortonormal QQ y una matriz triangular superior R tales que
M = QR. Ademds, esta representacion es unica.

Del teorema anterior se sigue inmediatamente el Teorema de descomposicion RQ):
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Teorema B.0.12 (Teorema de Descomposicion RQ). Sea M una matriz invertible. En-
tonces existe una matriz ortonormal Q y una matriz triangular superior R tales que
M = RQ. Ademds, esta representacion es unica.

Demostracion. Sea M ! la inversa de la matriz M. Entonces existe una matriz triangular
superior R; y una matriz ortonormal Q; tales que M ! = @ R;. Luego,

M=M""=(@QR) " =R 'Q;" =RQ

donde R = Ry ! es una matriz triangular superior con entradas positivas en la diagonal y
Q= Ql_l es una matriz ortonormal. La unicidad de R y @ se sigue de la unicidad de las
matrices Q1 v Rj. O
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Apéndice C

Nervio de una Cubierta

C.1. Complejos simpliciales

Definicién C.1.1. Sea V un conjunto. Un complejo simplicial (abstracto) K es una
familia de subconjuntos finitos no vacios de V', que satisface las siguientes condiciones:

(1) Para cada elemento v € V, el singulete {v} pertenece a K.
(2) Sice Kyt Co, entonces T € K.

En este caso los elementos o € K reciben el nombre de simplejos abstractos de K. Por
otro lado, V se llama conjunto de vértices y cada uno de sus elementos v € V es un
vértice del complejo simplicial.

Miés aun, si o € K es de la forma o = {vg, ..., v, }, entonces diremos que o es un simplejo
de dimensién n cuyos vértices son vy, ..., v,. Las caras de o seran todos los subconjuntos
n C o y el simplejo o serd denotado por:

0= (Vg, V1, -,Upn).
Sea un complejo simplicial abstracto I cuyo conjunto de vértices es V. Consideremos el
espacio lineal RY. Recordemos que cada elemento a € RY se puede representar como una

funcién a : V. — R. Por cada vértice v € V, consideremos la funcién o, € RY dada
por

1, siu=w

au(v) = {0, siu# v. (C.1)

Es facil ver que la familia {a, | v € V'} es un conjunto linealmente independiente. Para
cada simplejo o € K, sea |o| el siguiente subconjunto de RY:

lo| = conv{au,,...,ay, }
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El conjunto |o| recibe el nombre de simplejo geométrico. En |o| se puede definir la métrica
p de la siguiente manera:

pla,B) = | > (a(v) = B(v))2.

veV

Para cada n-simplejo o, la métrica p hace al simplejo geométrico |o| isométrico el n-
simplejo estandar

N, = {((E(),LUQ, . ,ZL’n) S R"H

=1

Finalmente consideremos el conjunto

Kl = lo| cRY.

ocek

Equipemos a |K| con la topologia débil respecto a la cubierta {|o| | ¢ € K}. Es decir, un
conjunto U C |K| es abierto en K si y s6lo si U N |o| es abierto en |o| para todo o € K.
El espacio topoldgico |K| asi obtenido se llama realizacién geométrica de |K|. En este caso
diremos que el conjunto {a, }yey es el conjunto de vértices de |K]|.

Observemos que si a € |[K| C RY, entonces a € |o| para algin o = (vg,...,v,) € K.
n

n

Ademds, podemos elegir o de manera que @ = Y A\ja,, donde cada \; >0y > A = 1.
i=0 i=0

El simplejo geométrico |o| asi elegido recibe el nombre de portador de . Ademds, si

v ¢ o, entonces a(v) = 0. De esta manera, podemos denotar cada « € K de la siguiente

manera:
a= Z Ao (@),
veV

donde Ay(a) =0siv ¢ oy A () = A; si v =v;. El conjunto {\,(a)},ev recibe el nombre
de coordenadas baricéntricas de «. Ademds, para cada v € V, la funcién A, : |[K| — [0, 1]
es continua.

C.2. Nervio de una Cubierta

Definicion C.2.1. Sea X un espacio topologico yU una cubierta abierta de X. El nervio
de U es el complejo simplicial N(U) definido de la siguiente manera: los vértices de N'(U)
son los elementos de U, y (Uy,...,Uy,) es un simplejo de N(U) si y sdlo si

ﬂUi?’é(b.

i=1

Evidentemente, si 0 C 7 € N (U), entonces o € N'(U).
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Teorema C.2.2. Sean X un espacio topoldgico, U = {Uy }aca una cubierta abierta de X
¥y {va : X = [0,1]}aca una particion de unidad localmente finita subordinada a U. Para
cada Uy € U, sea u, € |N(U)| el vértice correspondiente. Entonces existe una funcidn
continua f : X — [N (U)| tal que

FH(St(ua)) CUs, a€A
donde St(uq) = {|o| € INU)| | us € |o|}.

Demostracion. Definamos, para cada x € X, la funcién f: X — |N(U)| como sigue:

f@) =Y eale)ua.

acA

Como la familia {p3*((0,1])} es localmente finita, la funcién f es continua.

acA

Veamos que f~! ( St(ua)) C U, para todo a € A. Para ello simplemente observemos que
f(2) € St(uq) siy sélo si p;1(2) > 0. De esta manera concluimos que

FH(St(ua)) = 931 ((0,1]) C Ua,

lo cual completa la demostracién.

C.3. Triangulaciones y subdivisiones

Definicién C.3.1. Un espacio topoldgico es triangulable si existe un complejo simplicial
K cuya realizacion geométrica |K| es homeomorfa a X. En este caso diremos que K es
una triangulacion de X.

Definicién C.3.2. Sea KC un complejo simplicial. Una subdivision de IC, es otro complejo
simplicial S el cual cumple las siguientes propiedaes:

(1) Los vértices de S son elementos de |K]|.
(2) Dado T € S, existe 0 € K tal que T C |o|.

(3) La funcion inducida de |S| — |K| por la funcidn que asocia a cada vértice de S el
punto correspondiente de |K| es un homeomorfismo.

En otras palabras, una subdivisién de K es una triangulacién S de |K| tal que para cada
simplejo o € K, la familia
S ={reS||r[ Clal}

es una triangulacién finita del simplejo |o].

Sea K un complejo simplicial abstracto. Denotemos por B(K) al siguiente complejo sim-
plicial: el conjunto de vértices de B(K) es K. Los simplejos de B(K) son los conjuntos de



98 APENDICE C. NERVIO DE UNA CUBIERTA

la forma {09 C o1, - C 04 | 0; € K}. El complejo simplicial B(K) se llama subdivisién
baricentrica de K.

Ademds, para cualquier complejos simplicial K, la realizacién geométrica |K| es homeo-
morfa a la realizacién gemétrica de su subdivisién baricéntrica. |B(K)|. Sea K un complejo

a,

(ag- 2+ 2)13

(- 2)/2 (@ a)f2

CH (- a)/2 a

Figura C.1: Subdivisién Baricéntrica de A,

simplicial cuyo conjunto de vértices es V. Para cada simplejo 0 € K, 0 = (vy,...,vg),
denotemos por 8, € |K| el baricentro del simplejo geométrico |o|, es decir:

1k, sive{vr,.. k)
Bo(v) = {0, sivé {v,..., v}

La funcién @ : |[B(K)| — |K| definida por

o)) = 3 a@)fv), acBK), veV,

ceB(K)

es un homeomorfismo cuya funcién inversa es el homeomorpismo ¥ : |V ()| — | B| definido
en cada « € |K| como sigue:

(i + 1) (a(vi) — a(vig1)), sio=(vo,...,v;),
U(a)(o) =< (k+ 1Da(vg), si o = (vg,..., VL),
0, si o # (voy...,0), 1=0,...,k

donde el portador de « es |{vg, ... vk, )| ¥ @(vg) > a(vy) > -+ > a(vg).
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