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Prefacio

El presente trabajo se enmarca en un área de la Topoloǵıa llamada la
Teoŕıa de los Hiperespacios y, a su vez, tiene conexiones con la Teoŕıa de los
Sistemas Dinámicos Discretos. La Teoŕıa de Hiperespacios es muy amigable,
pues no requiere de un manejo muy sofisticado de topoloǵıa, basta con tener
claro los conocimientos generales de este tema para entender la Teoŕıa de
los Hiperespacios.

Una de las caracteŕısticas principales que permea a lo largo de esta tesis
es la idea de demostrar resultados con la menor cantidad de hipótesis po-
sible, es decir, sin depender de la métrica, o de la compacidad del espacio,
la conexidad, etc. De alĺı que algunos resultados que ya se han probado an-
teriormente se presentan y demuestran ahora en una nueva versión, incluso
se llegaron a obtener resultados nuevos. Como ejemplo de esto tenemos el
Teorema 2.54, el cual afirma que si X es T1, f : X → X es continua y cerrada
y n ∈ N, entonces f es exacta si y solo si Fn(f) es exacta. Pero, sin más
preámbulos veamos los temas que se abarcan en cada uno de los caṕıtulos.

En el primer caṕıtulo veremos las definiciones importantes y los resul-
tados que son esenciales para el resto del trabajo. Se presentan en esta
primera parte los conceptos básicos de los cuales debemos iniciar. Veremos
algunas propiedades importantes junto con sus respectivas referencias. To-
do esto dará pie a construir los diferentes hiperespacios que se estudiarán
en adelante, aśı como las funciones inducidas y sus propiedades básicas.
Es importante mencionar en este momento que existen diferentes tipos de
topoloǵıas que se le pueden asignar a los hiperespacios. Para esta tesis se eli-
gió trabajar con la Topoloǵıa de Vietoris por ser la topoloǵıa con la que más
fuentes de información se contaba al momento, quizá por ser la topoloǵıa
más importante que se estudia en los hiperespacios y que, cabe mencionar,
es equivalente a la topoloǵıa generada por la métrica de Hausdorff, cuando
el espacio X es métrico.
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vi PREFACIO

El Caṕıtulo 2 se centra en estudiar el concepto de transitividad. La tran-
sitividad se puede definir en dos formas diferentes; una desde la perspectiva
topológica y la otra desde un punto de vista más apegado a los sistemas
dinámicos, las orbitas densas. Veremos cómo demostrando una serie de re-
sultados podremos concluir que en el caso de los espacios métricos, compac-
tos y sin puntos aislados, tener puntos con órbitas densas y ser transitivo,
desde el punto de vista topológico, son equivalentes. Además de las órbitas
también se definirán los ω-conjuntos. Para estos conjuntos se demostrará que
cuando X es métrico y compacto y f : X → X continua, entonces la tran-
sitividad de f equivale a pedir que ω(x, f) = X, para algún x ∈ X. Otros
conceptos derivados del análisis de la transitividad de funciones aparecen
estudiados aqúı, tal es el caso de la transitividad total, la mezclación débil y
la exactitud de funciones. Estas dos últimas logrando ser equivalentes entre
espacios e hiperespacios bajos ciertas condiciones.

En la última parte del Caṕıtulo 2 se presentarán una serie de espacios
que, entre otras cosas, nos mostrarán cómo la transitividad de las funciones
inducidas implica la transitividad de las funciones originales, pero no al
revés.

En el Caṕıtulo 3 se estudiará la transitividad de las funciones continuas
en los continuos (espacios métricos, compactos y conexos). El resultado más
importante de este caṕıtulo aparece enunciado en el Teorema 3.12 y nos
dice que, cuando X es un continuo con un arco libre y f : X → X es una
función continua, la función inducida C(f) : C(X) → C(X) no puede ser
transitiva. Este resultado nos ofrece entonces un buen criterio para descar-
tar la posibilidad de que las funciones continuas, en determinados espacios
continuos, tengan funciones inducidas transitivas en el hiperespacio de los
subcontinuos.

En la última parte de este caṕıtulo se exhibe un ejemplo de un continuo
Q y un homeomorfismo transitivo σ : Q → Q tal que tanto C(σ) como
2σ resultan ser transitivos. Dicho ejemplo nos mostrará que existe por lo
menos un continuo X con una función continua f : X → X transitiva cuya
inducida C(f) : C(X) → C(X) también es transitiva, dándole sentido al
Teorema 3.12.

Dentro del cuarto y último caṕıtulo de la tesis se trabajó con el concepto
de densidad de puntos periódicos, que junto con la transitividad definen caos
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desde el puntos de vista de Devaney. El resultado inmediato que se obtiene
aparece en el Teorema 4.6, enunciando que para los espacios métricos X
y las funciones continuas f : X → X, la densidad de puntos periódicos en
X implica la densidad de puntos periódicos en CL(X). El regreso de este
resultado resulta cierto cuando X es un árbol y este hecho hace suponer que
si X es un continuo lo mismo podŕıa ocurrir, sin embargo, veremos que en
el continuo K{M}, con el que se trabaja gran parte del caṕıtulo, existe una
función continua G que no genera densidad de puntos periódicos en K{M}
pero que en 2K{M} se tiene densidad de puntos periódicos bajo 2G.
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Caṕıtulo 1

Resultados Iniciales

1.1. Introducción

Comenzamos el presente caṕıtulo con una serie de definiciones y resul-
tados, propios de la Topoloǵıa General, que usaremos a lo largo del trabajo.

Si X es un espacio topológico y A ⊂ X, utilizaremos los śımbolos
IntX(A), ClX(A) y BdX(A), para denotar el interior, la cerradura y la fron-
tera de A en X, respectivamente. Si el contexto es lo suficientemente claro,
también usaremos el śımbolo A para denotar a la cerradura de A en X. La
cardinalidad de un conjunto A la denotaremos por |A|, y el diámetro de A,
por diám(A), en el caso en que X sea un espacio métrico.

En más de una ocasión, para probar que dos conjuntos A y B son iguales,
hacemos ver que se cumplen las siguientes condiciones:

1) de A 6= ∅, probamos que B 6= ∅ y que A ⊂ B;

2) de B 6= ∅, probamos que A 6= ∅ y que B ⊂ A.

En efecto, de 1) se tiene que A 6= ∅ implica B 6= ∅. Entonces, por contra-
positivo, B = ∅ implica A = ∅. De manera similar, de 2), A = ∅, implica
B = ∅. Entonces los conjuntos A y B son ambos vaćıos o ambos no vaćıos.
Más aún, si A y B son no vaćıos, por 1) y 2), son iguales.

A menos que digamos expĺıcitamente lo contrario, durante todo este
trabajo, la palabra espacio significa espacio topológico. Un resultado que
será muy usado es el siguiente.
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2 CAPÍTULO 1. RESULTADOS INICIALES

Teorema 1.1. Sean X un espacio compacto y Y un espacio Hausdorff. Si
f : X → Y es una función continua y biyectiva, entonces f es un homeo-
morfismo.

La demostración de este teorema puede verse en [17, Proposición 2.6, p.
63].

1.2. Continuos y Puntos Fijos

En la presente sección veremos la noción de continuo, aśı como la de
arco. Estudiaremos además un caso especial de arco en un continuo y, por
último, presentaremos una serie de resultados que garantizan la existencia
de un punto fijo para una función definida entre arcos.

Definición 1.2. Sea X un espacio topológico. Decimos que A ⊂ X es un ar-
co en X si existe un homeomorfismo φ : [0, 1]→ A. Si φ(0) = r y φ(1) = s,
entonces decimos que A es un arco en X con extremos r y s y escribimos
A = [r, s].

Si A es un arco en X con extremos r y s, también solemos decir que A es
un arco en X de r a s. Recordemos que un espacio X es degenerado si posee
solamente un elemento. En caso contrario, decimos que X es no degenerado.
Por definición, un arco en X es un subconjunto no degenerado de X que,
además, es compacto y conexo (pues dichas propiedades son preservadas
bajo funciones continuas).

Supongamos que A es un arco en X, con extremos r y s. Entonces A =
[r, s] y existe un homeomorfismo f : [0, 1]→ A tal que f(0) = r y f(1) = s.
Dados a1, a2 ∈ A existen t1, t2 ∈ [0, 1] tales que f(t1) = a1 y f(t2) = a2.
Como f es inyectiva, t1 y t2 se determinan de manera única. Decimos que

a1 � a2 si y sólo si t1 ≤ t2.

Entonces r � s y, como es fácil mostrar, � es un orden parcial en A (es decir,
reflexiva, antisimétrica y transitiva). Definimos ahora a1 ≺ a2 si a1 � a2 y
a1 6= a2. Nos referiremos a � como el orden natural en A de r a s.

En un espacio topológico algunos arcos son especiales, como se indica en
la siguiente definición.

Definición 1.3. Sean X un espacio topológico y A un arco en X con extre-
mos p y q. Diremos que A es un arco libre en X si el conjunto A− {p, q}
es abierto en X.
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A lo largo de este trabajo, utilizaremos espacios que satisfacen las con-
diciones indicadas en la siguiente definición.

Definición 1.4. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y
no degenerado.

Notemos que los arcos son ejemplos de continuos.

Figura 1.1: Un Continuo con un Arco Libre.

El espacio presentado en la Figura 1.1, es un ejemplo de un continuo con
un arco libre, a saber el arco con extremos p y q. Por otra parte, el cuadrado
[0, 1]× [0, 1] es un continuo que contiene arcos pero no arcos libres.

Si X es un espacio topológico y f : X → X es una función continua,
entonces p ∈ X es un punto fijo de f si f(p) = p. Terminamos la presente
sección con una serie de resultados, que involucran la existencia de un punto
fijo de una función continua, definida entre intervalos cerrados de la recta
real.

Teorema 1.5. Sea [r, s] ⊂ [0, 1] y f : [r, s] → [0, 1] una función continua
con f(r) = 0 y f(s) = 1. Entonces existe t ∈ [r, s] tal que f(t) = t.

Demostración. Podemos suponer que r 6= 0 y s 6= 1 pues, si no, tendŕıamos
demostrado el resultado. Definimos la función continua h : [r, s] → R como
h(x) = f(x)− x, para cada x ∈ [r, s]. Observemos que

h(r) = f(r)− r = 0− r = −r < 0 y h(s) = f(s)− s = 1− s > 0.

Por el Teorema del Valor Intermedio, existe t ∈ (r, s) tal que h(t) = 0. Luego
f(t)− t = h(t) = 0, aśı que f(t) = t.
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Corolario 1.6. Sean [c, d] y [a, b] dos arcos tales que [c, d] ⊂ [a, b] y sea
f : [c, d] → [a, b] una función continua con f(c) = a y f(d) = b. Entonces
existe e ∈ [c, d] tal que f(e) = e.

Demostración. Por definición de arco, existe un homeomorfismo φ : [0, 1]→
[a, b] tal que φ(0) = a y φ(1) = b. Como [c, d] ⊂ [a, b] podemos suponer, sin
perder generalidad, que en el orden natural � en [a, b] de a a b, sucede que
a � c ≺ d � b. Tomemos r, s ∈ [0, 1] tales que r < s, φ(r) = c y φ(s) = d.
Luego

φ|[r,s] : [r, s]→ [c, d]

es un homeomorfismo. Definimos f : [r, s]→ [0, 1] como f = φ−1 ◦ f ◦ φ|[r,s] .
El siguiente diagrama conmutativo ilustra de manera clara la situación que
tenemos.

[c, d]
f // [a, b]

[r, s]

φ|[r,s]

OO

f

// [0, 1]

φ

OO

Notemos que [r, s] ⊂ [0, 1]. Además f es una función continua con

f(r) =
(
φ−1 ◦ f ◦ φ|[r,s]

)
(r) = φ−1(f(φ(r))) = φ−1(f(c)) = φ−1(a) = 0

y

f(s) =
(
φ−1 ◦ f ◦ φ|[r,s]

)
(s) = φ−1(f(φ(s))) = φ−1(f(d)) = φ−1(b) = 1.

Por el Teorema 1.5, existe t ∈ [r, s] tal que f(t) = t. Entonces, si e = φ(t)
tenemos que e es un elemento de [c, d] tal que

f(e) = (f ◦ φ)(t) = (φ ◦ f)(t) = φ
(
f(t)

)
= φ(t) = e.

Esto termina la demostración.

Teorema 1.7. Si [r, s] ⊂ [0, 1] y f : [r, s] → [0, 1] es una función continua
tal que f(r) = 1 y f(s) = 0. Entonces existe z ∈ [r, s] tal que f(z) = z.

Demostración. Es claro de nuestra hipótesis que r 6= 1 y s 6= 0. Conside-
remos la función continua h : [r, s]→ R definida como h(x) = x−f(x), para
cada x ∈ [r, s]. Como

h(r) = r − f(r) = r − 1 < 0 y h(s) = s− f(s) = s > 0,
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por el teorema del valor intermedio existe z ∈ (r, s) tal que h(z) = 0. Luego
z − f(z) = 0, con lo que z = f(z).

Con un argumento análogo a la demostración del Corolario 1.6, se obtiene
un nuevo corolario a partir del Teorema 1.7.

Corolario 1.8. Sean [c, d] y [a, b] dos arcos tales que [c, d] ⊂ [a, b] y sea
f : [c, d] → [a, b] una función continua con f(c) = b y f(d) = a. Entonces
existe c ∈ [c, d] tal que f(c) = c.

Estos resultados son versiones distintas del teorema del valor intermedio.
Una versión que en algún momento nos será útil y cuya demostración es
técnicamente la misma que hemos visto, es el siguiente teorema.

Teorema 1.9. Sean [a, b] ⊂ [0, 1] y f : [a, b] → [0, 1] una función continua
tal que f(a) ≥ a y f(b) ≤ b. Entonces existe c ∈ [a, b] tal que f(c) = c.

1.3. Ĺımites inversos

Esta sección es pequeña porque, en esencia, podŕıamos decir que reque-
rimos saber solamente lo que es un ĺımite inverso y qué propiedades tienen,
que nos permiten construir continuos, a partir de una sucesión dada de
continuos. Las definiciones y los resultados que a continuación aparecen,
se encuentran detallados en [21, Caṕıtulo 2]. Primero, debemos recordar el
siguiente resultado, cuya demostración se puede ver en [21, Teorema 2.1].

Teorema 1.10. Sea {Xn}n∈N una familia numerable de continuos. Enton-
ces, el producto

X =
∏
n∈N

Xn,

con la topoloǵıa producto, es un continuo.

Lo segundo que necesitamos es definir un tipo de sucesión especial.

Definición 1.11. Una sucesión inversa es una sucesión de la forma
{Xi, fi}∞i=1, donde Xi es un espacio y fi : Xi+1 → Xi es una función conti-
nua, para cada i ≥ 1.

En ocasiones, las sucesiones inversas suelen representarse mediante el
siguiente diagrama.

X1
f1←− X2

f2←− X3
f3←− · · · fi−1←− Xi

fi←− Xi+1
fi+1←− · · · .
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Definición 1.12. Dada una sucesión inversa {Xi, fi}∞i=1, definimos el ĺımi-
te inverso de la sucesión, como el subespacio del producto

∏∞
i=1Xi dado

por:

lim
<−−−−
{Xi, fi}∞i=1 =

{
(xi)

∞
i=1 ∈

∞∏
i=1

Xi : fi(xi+1) = xi para toda i ≥ 1

}
.

Se puede hablar sobre varias caracteŕısticas de los ĺımites inversos, sin
embargo, el resultado importante que requerimos conocer sobre ellos dice lo
siguiente (ver [21, Teorema 2.4]).

Teorema 1.13. El ĺımite inverso de una sucesión inversa de continuos es
un continuo.

1.4. Hiperespacios

En esta sección veremos algunas definiciones y resultados conocidos de la
Teoŕıa de Hiperespacios de un espacio topológico. Entre otras cosas, veremos
que toda función continua y cerrada, definida entre los espacios topológicos
X y Y induce, de manera natural, funciones continuas entre los hiperespacios
de X y Y. Esto será vital en el siguiente caṕıtulo.

Empezaremos por definir los hiperespacios que estudiaremos y la nota-
ción que usaremos.

Definición 1.14. Sea X un espacio topológico. Definimos los siguientes
subconjuntos del conjunto potencia de X:

1) CL(X) = {A ⊆ X : A 6= ∅ y A es cerrado en X} ;

2) 2X = {A ∈ CL(X) : A es compacto};

3) CLC(X) = {A ∈ CL(X) : A es conexo};

4) C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo};

5) Fn(X) = {A ⊂ X : 1 ≤ |A| ≤ n}, para cada n ∈ N.

Notemos que 2X , CLC(X) y C(X) son subconjuntos de CL(X). Por
tanto si a CL(X) le damos una topoloǵıa, podemos considerar que la to-
poloǵıa en los respectivos conjuntos 2X , CLC(X) y C(X) es la de subes-
pacio. Notemos que cuando X es compacto, se tiene que 2X = CL(X) y
C(X) = CLC(X). Además, si X es T1, Fn(X) ⊂ CL(X), para cada n ∈ N.
Aśı pues, cuando X es T1 y CL(X) tiene una topoloǵıa, podemos pensar
que cada conjunto Fn(X) posee la topoloǵıa de subespacio.
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1.4.1. La topoloǵıa de Vietoris

Para darle una topoloǵıa a CL(X), consideramos primero los conjuntos
que aparecen en la siguiente definición.

Definición 1.15. Dada U ⊆ X, definimos:

1) Γ(U) = {A ∈ CL(X) : A ⊆ U};

2) Ω(U) = {A ∈ CL(X) : A ∩ U 6= ∅};

3) Si U1, U2, . . . , Un ⊆ X, definimos el conjunto 〈U1, U2, . . . , Un〉, como{
A ∈ CL(X) : A ∈ Γ

( n⋃
i=1

Ui

)
y A ∈ Ω(Ui),

para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}
}
.

A los conjuntos del punto 3) se les conoce como vietóricos de X. En [22,
Definición 3.2, p. 101] el conjunto Γ(U) se denota por e(U) y se llama la
extensión de A en CL(X). El siguiente resultado es fácil de probar, tomando
en cuenta que nuestro espacio es T1.

Teorema 1.16. Sean X un espacio T1, U ⊂ X y U1, U2, . . . , Un ⊂ X.
Entonces:

1) Γ(U) = ∅ si y sólo si U = ∅;

2) Ω(U) = ∅ si y sólo si U = ∅;

3) 〈U1, U2, . . . , Un〉 = ∅ si y sólo si Ui = ∅, para alguna i ∈ {1, 2, . . . , n}.

El objetivo de la presente sección es construir, mediante los conjuntos
de la definición anterior, una topoloǵıa para las familias dadas en la Defi-
nición 1.14. A continuación veremos unas propiedades de los vietóricos, que
nos servirán para construir dicha topoloǵıa.

Lema 1.17. Sea X un espacio topológico. Tomemos W ⊂ X y dos familias
{Ui}ni=1 y {Vj}mj=1 de subconjuntos de X. Entonces se tiene lo siguiente:

1) Γ(W ) = 〈W 〉;

2) Ω(W ) = 〈X,W 〉;
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3) si U =
⋃n
i=1 Ui y V =

⋃m
j=1 Vi, entonces:

〈U1, . . . , Un〉∩ 〈V1, . . . , Vm〉 = 〈V ∩U1, . . . , V ∩Un, V1∩U, . . . , Vm∩U〉;

4) si U, V ⊂ X, entonces Γ(U ∩ V ) = Γ(U) ∩ Γ(V ).

Demostración. Para ver 1), tomemos A ∈ Γ(W ). Entonces A ∈ CL(X)
y A ⊂ W. Luego A ⊂ W y A ∩ W 6= ∅, aśı que A ∈ 〈W 〉. Esto prueba
que Γ(W ) ⊂ 〈W 〉. Para ver la otra contención, tomemos ahora A ∈ 〈W 〉.
Entonces A ∈ CL(X) y A ⊂ W, por lo que A ∈ Γ(W ). Aśı 〈W 〉 ⊂ Γ(W ) y
1) se cumple.

Para ver 2) tomemos primero A ∈ Ω(W ). Entonces A ∈ CL(X) y A ∩
W 6= ∅. Luego A ⊂ X = X ∪ W, A ∩ X 6= ∅ y A ∩ W 6= ∅, de donde
A ∈ 〈X,W 〉. Esto prueba que Ω(W ) ⊂ 〈X,W 〉. Para ver la otra contención,
tomemos A ∈ 〈X,W 〉 Entonces A ∈ CL(X) y A ∩ W 6= ∅, por lo que
A ∈ Ω(W ). Aśı 〈X,W 〉 ⊂ Ω(W ) y 2) se cumple.

Para probar 3) notemos primero que

n⋃
i=1

(Ui ∩ V ) =

(
n⋃
i=1

Ui

)
∩ V = U ∩ V

y
m⋃
j=1

(Vj ∩ U) =

 m⋃
j=1

Vj

 ∩ U = V ∩ U.

Por tanto (
n⋃
i=1

(Ui ∩ V )

)
∪

 m⋃
j=1

(Vj ∩ U)

 = U ∩ V.

Supongamos ahora que 〈U1, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, . . . , Vm〉 6= ∅, y tomemos un ele-
mento

K ∈ 〈U1, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, . . . , Vm〉.

Entonces K ∈ CL(X), K ⊂ U , K ⊂ V , K ∩ Ui 6= ∅ y K ∩ Vj 6= ∅ para toda
i ∈ {1, . . . , n} y cada j ∈ {1, . . . ,m}. Aśı

K ⊂ U ∩ V =

(
n⋃
i=1

(Ui ∩ V )

)
∪

 m⋃
j=1

(Vj ∩ U)

 .
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Además, como K ⊂ V y K ∩ Ui 6= ∅, entonces ∅ 6= K ∩ Ui ⊂ K ∩ (V ∩ Ui),
para toda i ∈ {1, . . . , n}. De forma similar se tiene que ∅ 6= K ∩ (Vj ∩ U),
para toda j ∈ {1, . . . ,m}. Por lo tanto

K ∈ 〈V ∩ U1, . . . , V ∩ Un, V1 ∩ U, . . . , Vm ∩ U〉.

Esto prueba que 〈V ∩ U1, . . . , V ∩ Un, V1 ∩ U, . . . , Vm ∩ U〉 6= ∅ y, además,
que

〈U1, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, . . . , Vm〉 ⊂ 〈V ∩ U1, . . . , V ∩ Un, V1 ∩ U, . . . , Vm ∩ U〉.

Supongamos ahora que 〈V ∩ U1, . . . , V ∩ Un, V1 ∩ U, . . . , Vm ∩ U〉 6= ∅, y
tomemos un elemento

K ∈ 〈V ∩ U1, . . . , V ∩ Un, V1 ∩ U, . . . , Vm ∩ U〉.

Entonces K ∈ CL(X) y ∅ 6= K∩(V ∩Ui) ⊂ K∩Ui, para toda i ∈ {1, . . . , n}.
También tenemos que ∅ 6= K ∩Vj , para toda j ∈ {1, . . . ,m}. Por otra parte,
sabemos que

K ⊂

(
n⋃
i=1

(Ui ∩ V )

)
∪

 m⋃
j=1

(Vj ∩ U)

 = U ∩ V.

Por tanto K ⊂ U y K ⊂ V. Esto muestra que

K ∈ 〈U1, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, . . . , Vm〉.

Con esto probamos que 〈U1, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, . . . , Vm〉 6= ∅ y, además, que

〈V ∩ U1, . . . , V ∩ Un, V1 ∩ U, . . . , Vm ∩ U〉 ⊂ 〈U1, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, . . . , Vm〉.

Esto prueba 3). La prueba de 4) es una consecuencia inmediata de 3). Tam-
bién se deduce de las siguientes equivalencias.

K ∈ Γ(U ∩ V )⇔ K ⊂ U ∩ V ⇔ K ⊂ U y K ⊂ V
⇔ K ∈ Γ(U) y K ∈ Γ(V )⇔ K ∈ Γ(U) ∩ Γ(V ).

Los puntos 1) y 2) del lema anterior, nos dicen que para cada W ⊂ X,
los conjuntos Γ(W ) y Ω(W ) son vietóricos de X.
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Ahora, por la parte 1) del lema anterior, 〈X〉 = Γ(X) = CL(X) y, por
la parte 3), la intersección de dos vietóricos de X es, de nuevo, un vietórico
de X. Por tanto la familia

B = {〈U1, U2, . . . , Un〉 : n ∈ N y U1, U2 . . . , Un abiertos en X} (1.4.1)

es una base para una topoloǵıa τV en CL(X). Si U es un abierto en X
entonces, por las partes 1) y 2) del lema anterior, Γ(U) y Ω(U) son elementos
de B. Además si n ∈ N y U1, U2, . . . , Un son abiertos en X, entonces

〈U1, U2, . . . , Un〉 = Γ

(
n⋃
i=1

Ui

)
∩

(
n⋂
i=1

Ω(Ui)

)
es una intersección finita de elementos de la subfamilia

S = {Γ(U) : U es abierto en X} ∪ {Ω(U) : U es abierto en X} (1.4.2)

de B. Por tanto S es una subbase para la topoloǵıa τV . Aśı pues, cada
elemento de τV se puede escribir como una unión de intersecciones finitas
de elementos de S.

Definición 1.18. Si X es un espacio topológico, entonces la topoloǵıa
de Vietoris en CL(X) es la topoloǵıa τV que tiene por base a la familia
(1.4.1). Con dicha topoloǵıa decimos que CL(X) es un hiperespacio de
X. También son hiperespacios de X los conjuntos 2X , CLC(X) y C(X),
como subespacios de CL(X). Si X es T1 y n ∈ N, entonces Fn(X), como
subespacio de CL(X), es también un hiperespacio de X.

Sea X un espacio T1. Si U es un abierto no vaćıo en X entonces, por
el Teorema 1.16, Γ(U) y Ω(U) son subconjuntos abiertos y no vaćıos de
CL(X). Más aún, si n ∈ N y U1, U2, . . . , Un son subconjuntos abiertos y no
vaćıos de X, entonces

〈U1, U2, . . . , Un〉

es un subconjunto abierto y no vaćıo de CL(X).

Notemos que si 〈U1, U2, . . . , Um〉 es un elemento básico de la topoloǵıa
de CL(X), es decir un elemento de la familia (1.4.1), entonces

〈U1, U2, . . . , Um〉 ∩ 2X , 〈U1, U2, . . . , Um〉 ∩ CLC(X)

y 〈U1, U2, . . . , Um〉 ∩ C(X) son elementos básicos de la topoloǵıa de 2X ,
CLC(X) y C(X), respectivamente. Para Fn(X), tenemos el siguiente resul-
tado, que será de utilidad más adelante.
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Teorema 1.19. Sean X un espacio T1 y n ∈ N. Entonces la familia

Bn = {〈U1, U2, . . . , Un〉 ∩ Fn(X) : 〈U1, U2, . . . , Un〉 ∈ B}

es una base para la topoloǵıa de Fn(X).

Demostración. Como Fn(X) es un subespacio de CL(X), la familia

Cn = {〈U1, U2, . . . , Um〉 ∩ Fn(X) : m ∈ N y 〈U1, U2, . . . , Um〉 ∈ B}

es una base para la topoloǵıa de Fn(X). Basta entonces con demostrar que,
para cada 〈U1, U2, . . . , Um〉 ∩ Fn(X) ∈ Cn y cada

A ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉 ∩ Fn(X)

existen n abiertos V1, V2, . . . , Vn en X tales que

A ∈ 〈V1, V2, . . . , Vn〉 ∩ Fn(X) ⊂ 〈U1, U2, . . . , Um〉 ∩ Fn(X). (1.4.3)

Tomemos, por tanto,

〈U1, U2, . . . , Um〉 ∩ Fn(X) ∈ Cn y A ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉 ∩ Fn(X).

Supongamos primero que m ≤ n. Hagamos

Vi =

{
Ui, si i ∈ {1, 2, . . . ,m};
Um, si i ∈ {m+ 1,m+ 2, . . . , n}.

Entonces 〈V1, V2, . . . , Vn〉 = 〈U1, U2, . . . , Um〉 y (1.4.3) se cumple.

Supongamos ahora que m > n. Como A ∈ Fn(X), existen 1 ≤ k ≤ n
y x1, x2, . . . , xk ∈ X de modo que A = {x1, x2, . . . , xk}. Para cada i ∈
{1, 2, . . . , k}, sea

Wi =
⋂
{Uj : xi ∈ Uj}.

Es claro que Wi es un abierto en X tal que xi ∈ Wi, para toda i ∈
{1, 2, . . . , k}, aśı que

A ∈ 〈W1,W2, . . . ,Wk〉.

Tomemos un elemento B = {y1, y2, . . . , yl} ∈ 〈W1,W2, . . . ,Wk〉 ∩ Fn(X).
Entonces 1 ≤ l ≤ n. Como B ⊂ W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Wk, dada r ∈ {1, 2, . . . , l},
existe i ∈ {1, 2, . . . , k} tal que yr ∈ Wi. Por la definición de Wi, existe
j ∈ {1, 2, . . . ,m} tal que xi ∈ Uj y yr ∈ Uj . Hemos probado, con esto, que
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para cada r ∈ {1, 2, . . . , l}, existe j ∈ {1, 2, . . . ,m} tal que yr ∈ Uj . Por
tanto B ⊂ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Um.

Sea j ∈ {1, 2, . . . ,m}. Como A ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉, sucede que A∩Uj 6= ∅.
Entonces existe i ∈ {1, 2, . . . , k} tal que xi ∈ Uj . Por la definición de Wi,
tenemos que Wi ⊂ Uj . Ahora bien, como B ∈ 〈W1,W2, . . . ,Wk〉, resulta
que B ∩Wi 6= ∅. Entonces existe r ∈ {1, 2, . . . , l} tal que yr ∈ Wi. Luego
yr ∈ B ∩ Uj . Hemos probado, con esto, que B ∩ Uj 6= ∅, para cada j ∈
{1, 2, . . . ,m}. Por tanto B ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉.

De los tres párrafos anteriores, deducimos que 〈W1,W2, . . . ,Wk〉∩Fn(X)
es un elemento de Cn tal que

A ∈ 〈W1,W2, . . . ,Wk〉 ∩ Fn(X) ⊂ 〈U1, U2, . . . , Um〉 ∩ Fn(X).

Como k ≤ n, siguiendo la demostración que hicimos para el caso en que
m ≤ n, existen n abiertos V1, V2, . . . , Vn en X tales que

A ∈ 〈V1, V2, . . . , Vn〉 ∩ Fn(X) ⊂ 〈W1,W2, . . . ,Wk〉 ∩ Fn(X).

De las contenciones anteriores se sigue (1.4.3).

Si U = 〈U1, U2, . . . , Un〉 es un abierto básico de CL(X), entonces a los
conjuntos U1, U2, . . . , Un se llamarán las entradas de U . Dicha notación es
conveniente para enunciar el siguiente resultado.

Teorema 1.20. Sea X un espacio topológico. Si U = 〈U1, U2, . . . , Un〉 y
V = 〈V1, V2, . . . , Vm〉 son dos abiertos básicos de CL(X), entonces podemos
reescribir a U y a V de modo que tengan el mismo número de entradas.

Demostración. Sin perder generalidad, podemos suponer que n < m. Sea
k ∈ N tal que m = n+ k. Hagamos Un+i = Un, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}.
Es fácil ver que

U = 〈U1, U2, . . . , Un〉 = 〈U1, U2, . . . , Un, Un+1, Un+2, . . . , Un+k〉.

De esta manera U y V son escritos utilizando el mismo número de entradas,
a saber m.

Otro resultado que más adelante usaremos es el siguiente.
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Teorema 1.21. Si X es un espacio topológico y K ⊂ X es cerrado en X,
entonces los conjuntos Γ(K) y Ω(K) son cerrados en CL(X). Además, si X
es T1, entonces el conjunto {A ∈ CL(X) : K ⊂ A} es cerrado en CL(X).

Demostración. Sea K un subconjunto cerrado de X. Entonces X −K es
abierto en X. Además

CL(X)− Γ(K) = {A ∈ CL(X) : A * K} =

= {A ∈ CL(X) : A ∩ (X −K) 6= ∅} = Ω(X −K)

y

CL(X)− Ω(K) = {A ∈ CL(X) : A ∩K = ∅} =

= {A ∈ CL(X) : A ⊂ X −K} = Γ(X −K).

Entonces CL(X) − Γ(K) y CL(X) − Ω(K) son abiertos en CL(X). Luego
Γ(K) y Ω(K) son cerrados en CL(X).

Ahora supongamos que X es T1. Sea

B ∈ CL(X)− {A ∈ CL(X) : K ⊂ A}.

Entonces existe k ∈ K tal que k /∈ B. Como X es T1, el conjunto {k}
es cerrado en X, aśı que Γ(X − {k}) es abierto en CL(X). Es claro que
B ∈ Γ(X − {k}). Si B′ ∈ Γ(X − {k}), entonces k /∈ B′ y, por lo tanto,
B′ /∈ {A ∈ CL(X) : K ⊂ A}. De esta manera {A ∈ CL(X) : K ⊂ A} es
cerrado en CL(X).

Como una aplicación del teorema anterior, tenemos el siguiente resulta-
do.

Teorema 1.22. Sean X un espacio infinito y T1, k ∈ N y A1, A2, . . . , Ak ∈
CL(X). Para cada j ∈ {1, 2, . . . , k}, sea Λj = {A ∈ CL(X) : Aj ⊂ A}.
Hagamos

Λ =

k⋃
j=1

Λj .

Entonces Λ no es denso en CL(X).

Demostración. Como X es T1, por el Teorema 1.21, Λj es cerrado en
CL(X), para cada j ∈ {1, 2, . . . , k}. Luego Λ es cerrado en CL(X). Defini-
mos ahora

M = {j ∈ {1, 2, . . . , k} : Aj ∈ F1(X)}.
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Por ser X infinito, existe x ∈ X −
⋃
j∈M Aj . Entonces {x} ∈ CL(X)− Λ =

CL(X)− ClCL(X)(Λ). Por lo tanto, Λ no es denso en CL(X).

Supongamos ahora que X es un continuo. Entonces X un espacio conexo,
T3 1

2
y no degenerado. Se afirma que X es no numerable por la siguiente

razón. Consideremos x, y ∈ X con x 6= y. Entonces existe ϕ : X → [0, 1]
continua, de manera que ϕ(x) = 0 y ϕ(y) = 1. Como ϕ es continua y X es
conexo, ϕ(X) es un subconjunto conexo de [0, 1] tal que 0, 1 ∈ ϕ(X). Luego
ϕ(X) = [0, 1]. Aśı, la cardinalidad de X es mayor o igual que la cardinalidad
de [0, 1], la cual es no numerable.

En particularX es infinito y T1. Tomemos ahora k ∈ N yA1, A2, . . . , Ak ∈
2X . Con la misma demostración que la dada en el teorema anterior, obtene-
mos el siguiente resultado, que será utilizado más adelante.

Teorema 1.23. Sean X un continuo, k ∈ N y A1, A2, . . . , Ak ∈ 2X . Para
cada j ∈ {1, 2, . . . , k}, sea Λj = {A ∈ 2X : Aj ⊂ A}. Hagamos

Λ =
k⋃
j=1

Λj .

Entonces Λ no es denso en 2X .

Si en su lugar A1, A2, . . . , Ak ∈ C(X), también la misma prueba dada
en el Teorema 1.22, puede utilizarse para probar el siguiente resultado.

Teorema 1.24. Sea X un continuo, k ∈ N y A1, A2, . . . , Ak ∈ C(X). Para
cada j ∈ {1, 2, . . . , k}, sea Λj = {A ∈ C(X) : Aj ⊂ A}. Hagamos

Λ =

k⋃
j=1

Λj ,

Entonces Λ no es denso en C(X).

Aunque no lo utilizaremos en el presente trabajo, el teorema anterior
tiene también su versión en los hiperespacios Fn(X), para cada n ∈ N.
Incluso se puede presentar en los hiperespacios 2X , CLC(X), C(X) y Fn(X),
suponiendo que X es infinito y T1.

Teorema 1.25. Sea X un espacio T1. Definimos el siguiente conjunto

F (X) = {A ⊂ X : A 6= ∅ y A es infinito}.

Entonces F (X) es denso en CL(X).
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Demostración. Sea U un abierto no vaćıo en CL(X). Existen abiertos no
vaćıos en X, U1, U2, . . . , Un con n ∈ N, tales que 〈U1, U2, . . . , Un〉 ⊂ U . Para
cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, elegimos ui ∈ Ui y definimos C = {u1, u2, . . . , un}.
Este conjunto C es finito y en consecuencia pertenece al conjunto F (X). Por
la forma en que lo construimos, tenemos que C ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉 ⊂ U . En
otras palabras, tenemos que U ∩ F (X) 6= ∅. Por lo tanto, F (X) es denso en
CL(X).

1.4.2. Convergencia en CL(X)

Si {pn}n∈N es una sucesión en un espacio topológico X y p ∈ X, entonces
p es un punto ĺımite de la sucesión {pn}n∈N si para cada abierto U en X
tal que p ∈ U, existe N ∈ N tal que pn ∈ U, para cada n ≥ N. Recordemos
que si un espacio topológico X es T2, entonces toda sucesión en X posee
a lo más un punto ĺımite ([9, Proposición 1.6.7, p. 51]). Cuando X sea un
espacio y {pn}n∈N sea una sucesión en X, si p ∈ X es un punto ĺımite de la
sucesión {pn}n∈N, escribiremos pn  p y diremos que {pn}n∈N converge a p.
Si X es T2, entonces p es el único punto ĺımite de dicha sucesión.

De lo anterior si {An}n∈N es una sucesión en CL(X) y A ∈ CL(X),
entonces An  A si para cada abierto U en CL(X), existe N ∈ N tal que
An ∈ U , para cada n ≥ N. En [9, Corolario 3.1.5, p. 124] se prueba el
siguiente resultado.

Teorema 1.26. Sean X un espacio topológico y U un abierto en X. Sea
F = {Fs}s∈S una familia de subconjuntos cerrados de X, en donde al menos
algún elemento de F es compacto. Si

⋂
s∈S Fs ⊂ U, entonces existen k ∈ N

y s1, s2, . . . , sk ∈ S tales que Fs1 ∩ Fs2 ∩ · · · ∩ Fsk ⊂ U.

Una sucesión {An}n∈N en CL(X) es decreciente si An+1 ⊂ An, para cada
n ∈ N.

Teorema 1.27. Sean X un espacio topológico y {An}n∈N una sucesión de-
creciente en CL(X), en la que al menos uno de sus elementos es compacto.
Hagamos A =

⋂
n∈NAn. Entonces A ∈ CL(X) y An  A.

Demostración. Por hipótesis, existe k ∈ N tal que Ak es compacto. Para
cada n ∈ N, sea Bn = An ∩ Ak. Entonces {Bn}n∈N es una sucesión de ce-
rrados no vaćıos en el espacio compacto Ak. Como la sucesión {An}n∈N es
decreciente, la sucesión {Bn}n∈N también es decreciente y, por tanto, posee
la propiedad de la intersección finita. Entonces, por [9, Teorema 3.1.1, p.
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123],
⋂
n∈NBn 6= ∅. Como A =

⋂
n∈NBn, tenemos que A 6= ∅. Notemos

ahora que A es cerrado en X, por ser una intersección de cerrados en X.
Esto prueba que A ∈ CL(X).

Para ver que An  A, sea U un abierto en CL(X) tal que A ∈ U .
Tomemos m ∈ N y abiertos U1, U2, . . . , Um en X tales que

A ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉 ⊂ U .

Hagamos U = U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Um. Entonces U es un abierto en X tal que
A ⊂ U. Como la sucesión {An}n∈N es decreciente, por el Teorema 1.26,
existe N ∈ N tal que An ⊂ U, para cada n ≥ N. Tomemos n ≥ N y,
además, i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Entonces ∅ 6= A ∩ Ui ⊂ An ∩ Ui, por lo que
An ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉. Esto muestra que An ∈ U , para cada n ≥ N. Luego
An  A.

Si en el teorema anterior, suponemos que X es compacto y que {An}n∈N
es una sucesión decreciente en 2X , entonces resulta que A =

⋂
n∈NAn ∈ 2X

y An  A.

1.4.3. La métrica de Hausdorff

Si nos olvidamos por un momento de la topoloǵıa de Vietoris τV en
CL(X), podemos pensar en construir una métrica para CL(X), a partir de
una métrica d en X. Para realizar esto, consideremos primero la siguiente
definición.

Definición 1.28. Sean (X, d) un espacio métrico, ε > 0 y A ∈ CL(X).
Definimos la nube con centro en A y radio ε como el conjunto

NX(A, ε) = {x ∈ X : d(x,A) < ε}.

Si a ∈ X y ε > 0, definimos la bola con centro en a y radio ε como el
conjunto

BX(a, ε) = {x ∈ X : d(x, a) < ε}.

En [22] al conjunto NX(A, ε) se le conoce como la ε-dilatación de A.
Notemos que

NX(A, ε) = {x ∈ X : existe a ∈ A tal que d(a, x) < ε}.

Por tanto
NX(A, ε) =

⋃
a∈A

BX(a, ε).
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Esto implica que cada conjunto de la forma NX(A, ε) es abierto en X. Es
fácil probar que

diám (NX(A, ε)) ≤ diám(A) + 2ε.

Consideremos ahora la siguiente definición.

Definición 1.29. Si (X, d) es un espacio métrico y A,B ∈ CL(X), defini-
mos una función Hd : CL(X)× CL(X)→ [0,∞) como sigue:

Hd(A,B) = ı́nf {ε > 0: A ⊂ NX(B, ε) y B ⊂ NX(A, ε)} .

Si en un contexto utilizamos o entendemos que la métrica en X es d,
entonces denotamos Hd simplemente por H.

Una prueba del siguiente resultado puede verse en [18, Teorema 2.2, p.
11].

Teorema 1.30. Supongamos que (X, d) es un espacio métrico y acotado.
Entonces H está bien definida y es una métrica en CL(X). Si X es un espa-
cio métrico, cuya métrica no está necesariamente acotada, entonces H|2X×2X

está bien definida y es una métrica en 2X .

A Hd se le conoce como la métrica de Hausdorff en CL(X) inducida por
d. Por supuesto, la métrica Hd genera una topoloǵıa τHd en CL(X). Para
simplificar, la restricción de dicha topoloǵıa a 2X la seguiremos denotando
por τHd . Entonces CL(X) posee, en principio, dos topoloǵıas, a saber la
topoloǵıa de Vietoris τV y la topoloǵıa τHd . Nos gustaŕıa que, por ejemplo,
dichas topoloǵıas fueran iguales. Antes de verificar esto, conviene indicar el
siguiente resultado, probado en [18, Teorema 2.4, p. 13].

Teorema 1.31. Si X es un espacio T1 y (CL(X), τV ) es metrizable, enton-
ces X es metrizable y compacto.

Aśı pues, si (CL(X), τV ) es metrizable entonces, como X es compacto,
CL(X) = 2X . Luego

(
2X , τV

)
es metrizable. Esto significa que si quere-

mos darle a CL(X) una métrica cuya topoloǵıa inducida sea la topoloǵıa de
Vietoris en CL(X), entonces en realidad a quien le estamos dando tal métri-
ca, es a 2X . Ahora bien, en [18, Teorema 3.1, p. 16] se prueba el siguiente
resultado.

Teorema 1.32. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces
(
2X , τV

)
es me-

trizable y, además, τV = τHd .
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Del teorema anterior se deduce que si X es un espacio metrizable, enton-
ces

(
2X , τV

)
es metrizable y, además, si d es una métrica en X que induce

la topoloǵıa τ de X, entonces τV = τHd . Por tanto, si d y e son métricas en
X que inducen la topoloǵıa τ de X, entonces τHd = τHe . Esto implica que
la topoloǵıa en 2X inducida por la métrica de Hausdorff, solamente depende
de la topoloǵıa de X.

En [18, Teorema 3.4, p. 18] se prueba que si X es un espacio T1, entonces
(CL(X), τV ) es metrizable si y sólo si X es compacto y metrizable. En [18,
Teorema 3.5, p. 18] se prueba que si X es compacto y metrizable, entonces
(CL(X), τV ) es compacto. De todo esto tenemos que, cuando (X, d) es com-
pacto y metrizable, (CL(X), τV ) (o lo que es lo mismo (2X , τV )) es compacto
y metrizable. Además, cuando X es compacto y metrizable, si {An}n∈N es
una sucesión en CL(X) y A ∈ CL(X) es tal que An  A, entonces la
convergencia de la sucesión en términos de la métrica de Hausdorff, es equi-
valente a la convergencia de la misma sucesión, en términos de la topoloǵıa
de Vietoris.

Ahora mostraremos el siguiente resultado, que es bastante socorrido y
en este trabajo no será la excepción.

Teorema 1.33. Sea X un espacio métrico. Si A,B ∈ 2X y ε > 0, entonces

H(A,B) < ε si y sólo si A ⊂ NX(B, ε) y B ⊂ NX(A, ε).

Demostración. Tomemos A,B ∈ 2X y ε > 0. Definamos

E(A,B) = {δ > 0: A ⊂ NX(B, δ) y B ⊂ NX(A, δ)}.

Entonces H(A,B) = ı́nf{δ > 0: δ ∈ E(A,B)}. Supongamos que H(A,B) <
ε. Entonces existe δ ∈ E(A,B) tal que δ < ε. Luego A ⊂ NX(B, δ) ⊂
NX(B, ε) y, análogamente, B ⊂ NX(A, ε).

Supongamos ahora que A ⊂ NX(B, ε) y B ⊂ NX(A, ε). Vamos a encon-
trar ε′ ∈ E(A,B) con ε′ < ε. Para esto sea U = {NX(A, δ) : 0 < δ < ε}.
Notemos que U es una familia de abiertos en X. Además

B ⊂
⋃

0<δ<ε

NX(A, δ).

Para ver esto, sea b ∈ B. Como B ⊂ NX(A, ε), existe a ∈ A tal que d(a, b) <
ε. Tomando δ tal que d(a, b) < δ < ε, tenemos que b ∈ NX(A, δ) y 0 <
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δ < ε. Esto prueba que B ⊂
⋃

0<δ<εNX(A, δ). Entonces U es una familia de
abiertos en X cuya unión contiene al subconjunto compacto B de X. Esto
implica que existen n ∈ N y δ1, δ2, . . . , δn tales que

B ⊂
n⋃
i=1

NX(A, δi)

y 0 < δi < ε, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Sin perder generalidad, podemos
suponer que δi 6= δj para cada i, j ∈ {1, 2 . . . , n} con i 6= j y, más aún, que
0 < δ1 < δ2 < · · · < δn < ε. Entonces

⋃n
i=1NX(A, δi) = NX(A, δn) y, por

tanto, B ⊂ NX(A, δn). Hemos aśı encontrado, utilizando la compacidad de
B y el hecho de que B ⊂ NX(A, ε), un número real η tal que B ⊂ NX(A, η)
y 0 < η < ε (a saber η es δn).

Como A es compacto y A ⊂ NX(B, ε), procediendo de manera similar,
se obtiene un número real η′ tal que A ⊂ NX(B, η′) y 0 < η′ < ε. Sea
ε′ = máx{η, η′}. Entonces A ⊂ NX(B, ε′), B ⊂ NX(A, ε′) y 0 < ε′ < ε.
Luego H(A,B) ≤ ε′ < ε.

Ahora presentamos el siguiente resultado.

Teorema 1.34. Sean X un espacio métrico, A un abierto no vaćıo de X,
y K ∈ 2X tales que K ⊂ A. Entonces existe ε > 0 tal que NX(K, ε) ⊂ A.

Demostración. Como A es un abierto en X tal que K ⊂ A, para cada
k ∈ K, existe εk > 0 de tal suerte que BX(k, εk) ⊂ A. Tenemos entonces que

K ⊂
⋃
k∈K

BX

(
k,
εk
2

)
⊂ A.

Por la compacidad de K, existe {k1, k2, . . . , kn} ⊂ K tal que

K ⊂
n⋃
i=1

BX

(
ki,

εki
2

)
. (1.4.4)

Sea
ε = mı́n

{εki
2

: i ∈ {1, 2, . . . , n}
}
.

Es claro que K ⊂ NX(K, ε). Falta ver que NX(K, ε) ⊂ A. Para esto sea
x ∈ NX(K, ε). Entonces existe k ∈ K tal que d(x, k) < ε y, por (1.4.4),

existe j ∈ {1, . . . , n} tal que k ∈ BX
(
kj ,

εkj
2

)
. Tenemos aśı que

d(x, kj) ≤ d(x, k) + d(k, kj) < ε+
εkj
2
≤
εkj
2

+
εkj
2

= εkj
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es decir, x ∈ BX(kj , εkj ) ⊂ A. Esto prueba que NX(K, ε) ⊂ A.

Si en el teorema anterior suponemos que X es un espacio métrico com-
pacto y que K ∈ CL(X), entonces K ∈ 2X y, por tanto, existe ε > 0 tal
que NX(K, ε) ⊂ A. En adelante, cuando el contexto sea lo suficientemente
claro, si K ∈ CL(X), escribiremos NX(K, ε) simplemente como N(K, ε).

Teorema 1.35. Sea X un espacio métrico y compacto. Entonces, para cada
K ∈ 2X y toda ε > 0, existe A ∈ F (X) tal que H(K,A) < ε.

Desmotración. Sea K ∈ 2X y ε > 0. Consideremos la cubierta abierta,

K ⊂
⋃
k∈K

BX(k, ε).

Como K es compacto entonces existe {k1, k2, . . . , kn} ⊂ K, con n ∈ N,
tal que

K ⊂
n⋃
i=1

BX(ki, ε).

Pero esta unión coincide con NX({k1, k2, . . . , kn}, ε). De esta manera,
tenemos que

K ⊂ NX({k1, k2, . . . kn}, ε).

Como {k1, k2, . . . , kn} ⊂ NX(K, ε), entonces H({k1, k2, . . . kn},K) < ε.

Teorema 1.36. Sea X un espacio métrico, compacto y sin puntos aislados.
Si K ∈ F (X), ε > 0 y q ∈ N es tal que q ≥ |K|, entonces existe L ∈ F (X)
con |L| = q y H(K,L) < ε.

Demostración. Si q = |K| entonces L = K, y este caso se vuelve trivial.
Supongamos entonces que q > |K|, tomamos L = K ∪ {x1, . . . , xq−|K|}
donde, para cada i ∈ {1, . . . , q − |K|}, d(xi, k) < ε para algún k ∈ K,
esto lo podemos hacer porque X no tiene puntos aislados. Es claro que
K ⊂ NX(L, ε), pero también tenemos que L ⊂ NX(K, ε), pues si x ∈ K
la contención es clara y si x ∈ {x1, . . . , xq−|K|}, entonces d(x, k) < ε, para
algún k ∈ K y por lo tanto d(x,K) < ε, es decir, x ∈ NX(K, ε).

Los espacios que nos interesará analizar serán compactos aśı que, cuando
sea éste el caso, definiremos conceptos en 2X en vez de CL(X).
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1.4.4. Funciones inducidas

Como mostraremos en la presente sección, toda función continua definida
entre espacios topológicos, induce de manera natural funciones continuas
entre sus respectivos hiperespacios.

Supongamos que X y Y son espacios topológicos y que f : X → Y es
una función cerrada. Si K ∈ CL(X), entonces K 6= ∅ y K es cerrado en X.
Luego

f(K) = {f(k) : k ∈ K}
es no vaćıo y cerrado. Por lo tanto, f(K) ∈ CL(Y ). Esto nos permite definir
una función CL(f) : CL(X)→ CL(Y ) como

CL(f)(K) = f(K).

Si K ∈ 2X y f es continua, entonces f(K) ∈ 2Y , pues la imagen continua
de un subconjunto compacto de X, es un subconjunto compacto de Y. Esto
nos permite definir una función 2f : 2X → 2Y como

2f (K) = f(K).

Si K ∈ CLC(X) o bien K ∈ C(X), entonces f(K) ∈ CLC(Y ) o bien K ∈
C(Y ), según corresponda, pues la imagen continua de un subconjunto conexo
de X, es un subconjunto conexo de Y. Podemos entonces considerar las
funciones CLC(f) : CLC(X)→ CLC(Y ) y C(f) : C(X)→ C(Y ) definidas,
para K ∈ CLC(X), como

CLC(f) = f(K)

y, para K ∈ C(X), como

C(f)(K) = f(K).

Si n ∈ N y K ∈ Fn(X), entonces f(K) es un subconjunto no vaćıo de Y
con, a lo más, n elementos. Luego f(K) ∈ Fn(Y ) y podemos considerar la
función Fn(f) : Fn(X)→ Fn(Y ) definida como

Fn(f)(K) = f(K).

Definición 1.37. Si f : X → Y es una función cerrada entre los espa-
cios topológicos X y Y, entonces la función CL(f) : CL(X) → CL(Y )
es una función inducida de f. Si f es una función continua y cerra-
da, entonces las funciones 2f : 2X → 2Y , CLC(f) : CLC(X) → CLC(Y ),
C(f) : C(X) → C(Y ) y Fn(f) : Fn(X) → Fn(Y ) para cada n ∈ N también
se llaman funciones inducidas de f.
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Es natural preguntarse si la continuidad de f implica la de CL(f), aśı co-
mo la del resto de las funciones inducidas. Para estudiar la continuidad de
las funciones inducidas del tipo Fn(f), debemos suponer que X y Y son
espacios T1. Ahora bien, para estudiar la continuidad de CL(f), el siguiente
resultado es importante.

Teorema 1.38. Sea f : X → Y una función cerrada entre los espacios to-
pológicos X y Y. Si n ∈ N y W1,W2, . . . ,Wn son subconjuntos de Y, entonces

CL(f)−1 (〈W1,W2, . . . ,Wn〉) = 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉.

Demostración. Como se puede ver por la demostración, la hipótesis de
que f es cerrada, se utiliza solamente para que CL(f) esté bien definida.

Supongamos que CL(f)−1 (〈W1,W2, . . . ,Wn〉) 6= ∅. Sea

K ∈ CL(f)−1 (〈W1,W2, . . . ,Wn〉) .

Entonces K ∈ CL(X) y

CL(f)(K) = f(K) ∈ 〈W1,W2, . . . ,Wn〉.

Luego f(K) ∈ CL(Y ) y f(K) ⊂W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Wn, por lo que

K ⊂ f−1(f(K)) ⊂ f−1(W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Wn)

= f−1(W1) ∪ f−1(W2) ∪ · · · ∪ f−1(Wn).

Tomemos ahora i ∈ {1, 2, . . . , n}. Como f(K) ∈ 〈W1,W2, . . . ,Wn〉, tenemos
que f(K) ∩Wi 6= ∅. Luego K ∩ f−1(Wi) 6= ∅. Por tanto

K ∈ 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉.

Esto prueba que 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉 6= ∅ y, además, que

CL(f)−1 (〈W1,W2, . . . ,Wn〉) ⊂ 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉.

Ahora supongamos que 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉 6= ∅. Sea

K ∈ 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉.

Entonces K ∈ CL(X) y K ⊂ f−1(W1) ∪ f−1(W2) ∪ · · · ∪ f−1(Wn). Luego

f(K) ⊂ f
(
f−1(W1) ∪ f−1(W2) ∪ · · · ∪ f−1(Wn)

)
= f

(
f−1(W1)

)
∪

∪ f
(
f−1(W2)

)
∪ · · · ∪ f

(
f−1(Wn)

)
⊂W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Wn.
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Por tanto f(K) ⊂W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Wn. Tomemos i ∈ {1, 2, . . . , n}. Como

K ∈ 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉

sucede que K ∩ f−1(Wi) 6= ∅. Luego f(K) ∩Wi 6= ∅. Como f es cerrada
y K ∈ CL(X), tenemos que f(K) ∈ CL(Y ). Luego CL(f)(K) = f(K) ∈
〈W1,W2, . . . ,Wn〉, de donde

K ∈ CL(f)−1 (〈W1,W2, . . . ,Wn〉) .

Esto prueba que CL(f)−1 (〈W1,W2, . . . ,Wn〉) 6= ∅ y, además, que

〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉 ⊂ CL(f)−1 (〈W1,W2, . . . ,Wn〉) .

Por tanto

CL(f)−1 (〈W1,W2, . . . ,Wn〉) = 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉.

Corolario 1.39. Sea f : X → Y una función continua y cerrada entre los
espacios topológicos X y Y. Entonces las funciones

CL(f) : CL(X)→ CL(Y ), 2f : 2X → 2Y , CLC(f) : CLC(X)→ CLC(Y )

y C(f) : C(X) → C(Y ) son continuas. Más aún, si X y Y son espacios T1

y n ∈ N, entonces la función Fn(f) : Fn(X)→ Fn(Y ) es continua.

Demostración. Para probar que CL(f) es continua, basta ver que la ima-
gen inversa, bajo CL(f), de cada abierto básico de CL(Y ), es un abierto
en CL(X). Tomemos, por tanto, m ∈ N y W1,W2, . . . ,Wm subconjuntos
abiertos de Y. Como f es continua, f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wm) son
subconjuntos abiertos de X. Luego

〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wm)〉

es un abierto en CL(X). Además, por el Teorema 1.38,

CL(f)−1 (〈W1,W2, . . . ,Wm〉) = 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wm)〉.

Luego CL(f)−1 (〈W1,W2, . . . ,Wm〉) es un abierto en CL(X) (incluso un
abierto básico de CL(X)). Esto prueba que CL(f) es continua.

Notemos ahora que 2f = CL(f)|2X , CLC(f) = CL(f)|CLC(X) y C(f) =

CL(f)|C(X) =
(
2f
)
|C(X)

. Entonces 2f , CLC(f) y C(f) son restricciones de
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funciones continuas y, por tanto, funciones continuas. Supongamos ahora
que X y Y son espacios T1. Si n ∈ N, entonces Fn(f) = CL(f)|Fn(X), por lo
que Fn(f) es también la restricción de una función continua. Luego Fn(f)
es continua.

Bajo las hipótesis del corolario anterior, si W ⊂ Y entonces, por el Lema
1.17 y el Teorema 1.38

CL(f)−1(Γ(W )) = CL(f)−1(〈W 〉) =
〈
f−1(W )

〉
= Γ

(
f−1(W )

)
y

CL(f)−1(Ω(W )) = CL(f)−1(〈Y,W 〉) =
〈
f−1(Y ), f−1(W )

〉
=

=
〈
X, f−1(W )

〉
= Ω

(
f−1(W )

)
.

Luego

CL(f)−1(Γ(W )) = Γ
(
f−1(W )

)
y CL(f)−1(Ω(W )) = Ω

(
f−1(W )

)
.

Notemos ahora que si X es compacto, Y es de Hausdorff y f : X → Y es una
función continua, entonces f es cerrada y Y también es compacto. Luego
CL(X) = 2X , CL(Y ) = 2Y CLC(X) = C(X), CLC(Y ) = C(Y ), CL(f) =
2f , CLC(f) = C(f) y, por el Corolario 1.39, las funciones 2f : 2X → 2Y y
C(f) : C(X)→ C(Y ) son continuas.

Vamos a probar ahora que, entre espacios T1, la continuidad de CL(f)
implica la continuidad de f. Para esto será importante el siguiente resultado.

Teorema 1.40. Sea X un espacio topológico T1. Consideremos la función
eX : X → F1(X) definida, para x ∈ X, como eX(x) = {x}. Entonces eX es
un homeomorfismo. Por tanto X es homeomorfo a F1(X).

Demostración. Notemos que F1(X) = {{x} : x ∈ X}. Como X es T1,
tenemos que F1(X) es un subespacio de CL(X). Tomemos ahora x, y ∈ X
tales que eX(x) = eX(y). Entonces {x} = {y}, por lo que x = y. Esto prueba
que eX es inyectiva. Si {x} ∈ F1(X), entonces x es un elemento de X tal
que eX(x) = {x}, por lo que eX es suprayectiva.

Para ver que eX es continua, sea U un subconjunto de X. Entonces

Γ(U) ∩ F1(X) = {A ∈ F1(X) : A ⊂ U} = {A ∈ F1(X) : A ∩ U 6= ∅} =

= Ω(U) ∩ F1(X).
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Además

e−1
X (Γ(U) ∩ F1(X)) = {x ∈ X : eX(x) ∈ Γ(U) ∩ F1(X)} =

= {x ∈ X : {x} ⊂ U} = {x ∈ X : x ∈ U} = U.

Si U es abierto en X, es claro entonces que e−1
X (Γ(U)∩F1(X)) es abierto en

X. Esto prueba que eX es continua.

Consideremos ahora la función g : F1(X) → X definida para {x} ∈
F1(X), como g({x}) = x. Entonces g es la función inversa de eX y, si U
es un subconjunto de X, entonces:

g−1(U) = {{x} ∈ F1(X) : g({x}) ∈ U} = {{x} ∈ F1(X) : x ∈ U}
= {{x} ∈ F1(X) : {x} ⊂ U} = Γ(U) ∩ F1(X).

Si U es abierto en X, entonces g−1(U) es abierto en F1(X). Luego g es
continua. Esto prueba que eX es un homeomorfismo.

Corolario 1.41. Sean X y Y espacios topológicos T1 y f : X → Y una fun-
ción cerrada. Si la función inducida CL(f) : CL(X)→ CL(Y ) es continua,
entonces f es continua.

Demostración. Sea g = e−1
Y ◦ CL(f) ◦ eX , donde eX : X → F1(X) y

eY : Y → F1(Y ) se definen como en el Teorema 1.40. Notemos que la función
g : X → Y está bien definida pues, si x ∈ X, entonces eX(x) = {x} ∈ CL(X)
y CL(f)({x}) = f({x}) = {f(x)} ∈ F1(Y ). Por tanto

g(x) = e−1
Y (CL(f)({x})) = e−1

Y ({f(x)}) = f(x) ∈ Y.

Esto prueba que g está bien definida y, además, que g = f. Como eX y eY
son homeomorfismos y CL(f) es una función continua, g es una composición
de funciones continuas. Entonces g es continua y, como g = f, también f es
continua.

Si X y Y son espacios T1, n ∈ N y alguna de las funciones inducidas

2f : 2X → 2Y , CLC(f) : CLC(X)→ CLC(Y ),

C(f) : C(X)→ C(Y ) y Fn(f) : Fn(X)→ Fn(Y ),

son continuas, entonces siguiendo las ideas dadas en la demostración del
Corolario 1.41, se deduce que f es continua. Por consiguiente tenemos el
siguiente resultado.
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Teorema 1.42. Sean X y Y espacios topológicos T1, n ∈ N y f : X → Y
una función cerrada. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f es continua;

2) cada una de las funciones inducidas CL(f), 2f , CLC(f), C(f) y Fn(f)
es continua;

3) alguna de las funciones inducidas CL(f), 2f , CLC(f), C(f) y Fn(f)
es continua.

Si f : X → Y es un homeomorfismo, es natural preguntarse ahora si las
funciones inducidas de f también son homeomorfismos. Para esto utilizare-
mos el siguiente resultado.

Teorema 1.43. Sea f : X → Y un homeomorfismo entre los espacios topo-
lógicos X y Y. Si m ∈ N y U1, U2, . . . , Um son subconjuntos de X, entonces:

CL(f) (〈U1, U2, . . . , Um〉) = 〈f(U1), f(U2), . . . , f(Um)〉.

Demostración. Supongamos primero que CL(f) (〈U1, U2, . . . , Um〉) 6= ∅.
Sea B ∈ CL(f) (〈U1, U2, . . . , Um〉) . Entonces existe K ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉
tal que CL(f)(K) = f(K) = B. Como K ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉, tenemos que
K ⊂ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Um. Luego

B = f(K) ⊂ f(U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Um) = f(U1) ∪ f(U2) ∪ · · · ∪ f(Um).

Tomemos ahora i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Como K ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉, sucede que
K ∩Ui 6= ∅. Luego f(K)∩f(Ui) 6= ∅, de donde B∩f(Ui) 6= ∅. Entonces B ∈
〈f(U1), f(U2), . . . , f(Um)〉. Esto prueba que 〈f(U1), f(U2), . . . , f(Um)〉 6= ∅
y, además, que

CL(f) (〈U1, U2, . . . , Um〉) ⊂ 〈f(U1), f(U2), . . . , f(Um)〉.

Para probar la contención anterior, utilizamos que

CL(f) (〈U1, U2, . . . , Um〉)

es no vaćıo y que f es cerrada, para que aśı la función CL(f) esté bien
definida.

Ahora supongamos que 〈f(U1), f(U2), . . . , f(Um)〉 6= ∅. Tomemos un e-
lemento B ∈ 〈f(U1), f(U2), . . . , f(Um)〉. Entonces B ∈ CL(Y ). Hagamos
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K = f−1(B). Como f es continua y suprayectiva, K ∈ CL(X) y, como
además f es suprayectiva, tenemos que

CL(f)(K) = f(K) = f
(
f−1(B)

)
= B.

Vamos a probar ahora que K ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉. Como

B ∈ 〈f(U1), f(U2), . . . , f(Um)〉,

tenemos que B ⊂ f(U1) ∪ f(U2) ∪ · · · ∪ f(Um). Puesto que f es inyectiva,
f−1(f(Ui)) = Ui, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Luego

K = f−1(B) ⊂ f−1(f(U1) ∪ f(U2) ∪ · · · ∪ f(Um)) =

= f−1(f(U1)) ∪ f−1(f(U2)) ∪ · · · ∪ f−1(f(Um)) = U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Um.

Por tanto K ⊂ U1 ∪U2 ∪ · · · ∪Um. Tomemos ahora i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Como

B ∈ 〈f(U1), f(U2), . . . , f(Um)〉,

tenemos que B ∩ f(Ui) 6= ∅. Luego f−1(B) ∩ Ui 6= ∅, aśı que K ∩ Ui 6= ∅.
Esto muestra que K ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉. Por tanto,

B = CL(f)(K) ∈ CL(f) (〈U1, U2, . . . , Um〉) .

Esto prueba que CL(f) (〈U1, U2, . . . , Um〉) 6= ∅ y, además, que

〈f(U1), f(U2), . . . , f(Um)〉 ⊂ CL(f) (〈U1, U2, . . . , Um〉) .

De lo anterior se tiene que

CL(f) (〈U1, U2, . . . , Um〉) = 〈f(U1), f(U2), . . . , f(Um)〉.

Corolario 1.44. Si f : X → Y es un homeomorfismo entre los espacios
topológicos X y Y, entonces la función inducida CL(f) : CL(X) → CL(Y )
es un homeomorfismo.

Demostración. TomemosA,B ∈ CL(X) tales que CL(f)(A) = CL(f)(B).
Entonces f(A) = f(B) y, como f es inyectiva,

A = f−1(f(A)) = f−1(f(B)) = B.
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Esto prueba que CL(f) es inyectiva. Para ver que CL(f) es suprayectiva,
sea D ∈ CL(Y ). Como f es continua y suprayectiva, f−1(D) ∈ CL(X).
Además, puesto que f es suprayectiva

CL(f)
(
f−1(D)

)
= f

(
f−1(D)

)
= D.

Esto prueba que CL(f) es suprayectiva. Como f es continua y cerrada, por
el Corolario 1.39, CL(f) es continua. Para ver que CL(f) es un homeomor-
fismo, basta probar que CL(f) es abierta. Esto se consigue si hacemos ver
que la imagen, bajo CL(f), de cada abierto básico en CL(X), es un abierto
en CL(Y ). Tomemos entonces m ∈ N aśı como m subconjuntos abiertos
U1, U2, . . . , Um de X. Por el Teorema 1.43

CL(f) (〈U1, U2, . . . , Um〉) = 〈f(U1), f(U2), . . . , f(Um)〉.

Como f es abierta, los conjuntos f(U1), f(U2), . . . , f(Um) son abiertos en
Y. Luego 〈f(U1), f(U2), . . . , f(Um)〉 es abierto en CL(Y ) (de hecho es un
abierto básico). Por tanto

CL(f) (〈U1, U2, . . . , Um〉)

es abierto en CL(Y ). Esto prueba que CL(f) es abierta.

En [9, Proposición 2.1.4, p. 67], se prueba que si f : X → Y es una función
cerrada (respectivamente, abierta) entre los espacios topológicos X y Y,
entonces para cualquier subconjunto L de Y, la restricción fL : f−1(L)→ L
es cerrada (respectivamente, abierta). Esto nos permite probar, utilizando
el corolario anterior, que si f : X → Y es un homeomorfismo, entonces el
resto de las funciones inducidas de f, también resultan ser homeomorfismos.

Teorema 1.45. Si f : X → Y es un homeomorfismo entre los espacios
topológicos X y Y, entonces las funciones inducidas

2f : 2X → 2Y , CLC(f) : CLC(X)→ CLC(Y ), C(f) : C(X)→ C(Y )

son homeomorfismos. Más aún, si X y Y son T1 y n ∈ N, entonces la
función inducida Fn(f) : Fn(X)→ Fn(Y ) es un homeomorfismo.

Demostración. Como f : X → Y es un homeomorfismo, existe g : Y → X
continua tal que f ◦ g = IdY y g ◦ f = IdX . Entonces, CL(f) : CL(X) →
CL(Y ) y CL(g) : CL(Y ) → CL(X) son dos funciones continuas, por el
Corolario 1.39. Además,
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CL(f) ◦ CL(g) = CL(IdY ) = IdCL(Y )

y
CL(g) ◦ CL(f) = CL(IdX) = IdCL(X).

Por lo tanto, CL(f) : CL(X) → CL(Y ) es un homeomorfismo. Para los
demás hiperespacios aplicamos el mismo argumento.

Tenemos aśı que si X y Y son espacios T1, n ∈ N y f : X → Y es un
homeomorfismo, entonces las funciones inducidas CL(f), 2f , CLC(f), C(f)
y Fn(f) son homeomorfismos.

Ahora probaremos que si la función inducida CL(f) es un homeomorfis-
mo, entonces f es un homeomorfismo.

Teorema 1.46. Sean X y Y espacios topológicos T1 y f : X → Y una
función. Si CL(f) : CL(X)→ CL(Y ) es un homeomorfismo, entonces f es
un homeomorfismo.

Demostración. Sea g = e−1
Y ◦ CL(f) ◦ eX , donde eX : X → F1(X) y

eY : Y → F1(Y ) se definen como en el Teorema 1.40. Como se prueba en
el Corolario 1.41, la función g está bien definida y g = f. Además, por el
Teorema 1.40, g es una composición de homeomorfismos y, por tanto, un
homeomorfismo.

Si X y Y son espacios T1, n ∈ N y alguna de las funciones inducidas

2f : 2X → 2Y , CLC(f) : CLC(X)→ CLC(Y ), C(f) : C(X)→ C(Y )

y Fn(f) : Fn(X) → Fn(Y ) es un homeomorfismo, entonces siguiendo las
ideas dadas en la demostración del Teorema 1.46, se deduce que f es un
homeomorfismo.

Combinando los resultados anteriores, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.47. Sean X y Y espacios topológicos T1, n ∈ N y f : X → Y
una función. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f es un homeomorfismo;

2) cada una de las funciones inducidas CL(f), 2f , CLC(f), C(f) y Fn(f)
es un homeomorfismo;

3) alguna de las funciones inducidas CL(f), 2f , CLC(f), C(f) y Fn(f)
es un homeomorfismo.
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1.4.5. Otras propiedades de los hiperespacios

En la presente sección vamos a probar otras propiedades de los hiperes-
pacios que serán utilizadas a lo largo de este trabajo.

Teorema 1.48. Si X es un espacio T1, entonces CL(X) es T1.

Demostración. Sean A,B ∈ CL(X) tales que A 6= B. Entonces A−B 6= ∅
o bien B−A 6= ∅. Supongamos que A−B 6= ∅. Sea a ∈ A−B, como {a} es
cerrado, los conjuntos Γ(X − {a}) y Ω(X −B) son abiertos en CL(X), con
A ∈ Ω(X−B) y B ∈ Γ(X−{a}). Además, A /∈ Γ(X−{a}) y B /∈ Ω(X−B),
pues a ∈ A y B ∩ (X − B) = ∅. Aśı, CL(X) es T1. De manera análoga se
demuestra que CL(X) es T1 si B −A 6= ∅.

Si X es un espacio T1 y n ∈ N, entonces los hiperespacios 2X , CLC(X),
C(X) y Fn(X) también son T1, pues son subespacios de CL(X), que es T1.

En la prueba del siguiente resultado, utilizaremos el siguiente Lema.

Lema 1.49. Sea X un espacio T1 y sin puntos aislados. Si U es un abierto
no vaćıo, entonces U es infinito.

Demostración. Sea X un espacio T1 sin puntos aislados. Tomemos U ⊂ X
tal que U es abierto y no vaćıo. Si U es finito y x ∈ U, entonces U − {x} es
cerrado y, además, {x} = U ∩ (X − (U − {x})) es un abierto en X y, por
tanto, un punto aislado. Como esto es una contradicción, U es infinito.

Teorema 1.50. Supongamos que X es un espacio T1. Entonces X no tiene
puntos aislados si y sólo si CL(X) no tiene puntos aislados.

Demostración. Si CL(X) no tiene puntos aislados entonces, en particular,
F1(X) no tiene puntos aislados. Como X es homeomorfo a F1(X) (Teorema
1.40), deducimos que X no tiene puntos aislados.

Supongamos ahora que X no tiene puntos aislados. Si CL(X) posee un
punto aislado A, entonces {A} es abierto en CL(X). Sean U1, U2, . . . , Um
abiertos en X tales que A ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉 ⊂ {A}. Entonces

〈U1, U2, . . . , Um〉 = {A}.

Por el Teorema 1.16, Ui 6= ∅ para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m} y, como X no tiene
puntos aislados, cada Ui es infinito, por el Lema 1.49. Fijemos, para cada i ∈
{1, 2, . . . ,m}, ai ∈ Ui. Como U1 es infinito, existe a′1 ∈ U1−{a1, a2, . . . , am}.
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Entonces {a1, a2, . . . , am} y {a′1, a2, . . . , am} son dos elementos distintos de
CL(X) que se encuentran en 〈U1, U2, . . . , Um〉. Esto contradice el hecho de
que 〈U1, U2, . . . , Um〉 posee solamente al elemento A de CL(X). Por tanto
CL(X) no posee puntos aislados.

La misma demostración dada en el teorema anterior, puede emplearse
para obtener el siguiente resultado.

Teorema 1.51. Si X es un espacio T1 y n ∈ N, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) X no tiene puntos aislados;

2) CL(X) no tiene puntos aislados;

3) 2X no tiene puntos aislados;

4) Fn(X) no tiene puntos aislados.

En el caso de Fn(X), los puntos ai ∈ Ui, para i ∈ {1, 2, . . . ,m} se
escogen de modo que a′1 ∈ U1 − {a1, a2, . . . , am} y, además, {a1, a2, . . . , am}
y {a′1, a2, . . . , am} son elementos de Fn(X). Siguiendo la prueba dada en
el Teorema 1.50 también podemos probar que si X es T1 y alguno de los
hiperespacios CLC(X) y C(X) no tiene puntos aislados, entonces X no tiene
puntos aislados.

En [25, p. 326], R. E. Smithson construye un espacio primero numerable,
T2 y compacto X, tal que CL(X) = 2X no es primero numerable. Tenemos,
por otro lado, el siguiente resultado.

Teorema 1.52. Si X es un espacio T1 y CL(X) es primero numerable,
entonces X es primero numerable.

Demostración. Si CL(X) es primero numerable, entonces F1(X) es pri-
mero numerable. Como F1(X) es homeomorfo a X (Teorema 1.40), resulta
que X es primero numerable.

La misma demostración dada en el teorema anterior, puede utilizarse
para probar que si X es un espacio T1, n ∈ N y alguno de los hiperespacios
2X , CLC(X), C(X) y Fn(X) es primero numerable, entonces X es primero
numerable.
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1.5. Órbitas y ω-ĺımites

En esta sección vamos a presentar los resultados más básicos, propios
de los Sistemas Dinámicos Discretos, que utilizaremos en este trabajo. Por
un sistema dinámico entendemos una pareja (X, f) donde X es un espacio
topológico y f : X → X es una función continua.

Definición 1.53. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Si x ∈ X, entonces la órbita de x bajo f se define como el
conjunto

orb(x, f) =
{
fk(x) : k ∈ N ∪ {0}

}
.

En la definición anterior, dada f : X → X, entendemos que f0 es la
función identidad de X en X, f1 = f y, para cada k ∈ N− {1},

fk = f ◦ fk−1.

Entonces fk es el resultado de componer k veces f consigo misma. Es in-
teresante el caso en que el conjunto orb(x, f) es finito.

Definición 1.54. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función
continua y x ∈ X. Entonces x es un punto periódico de f si existe n ∈ N
tal que fn(x) = x. Al menor número natural n tal que fn(x) = x se le llama
el periodo de x bajo f . Si existe k ∈ N ∪ {0} tal que fk(x) es un punto
periódico de f, decimos que x es un punto preperiódico de f.

Sean X un espacio topológico, f : X → X una función continua y x ∈ X.
Es fácil probar que orb(x, f) es finito si y sólo si x es un punto preperiódico
de f.

Supongamos ahora que X es un espacio topológico y que f : X → X
es una función continua. Si x ∈ X y, para cada k ∈ N ∪ {0}, hacemos
xk = fk(x), entonces el conjunto orb(x, f) puede ser pensado como una
sucesión en X, a saber {xk}k∈N∪{0}. Esto nos permite considerar las nociones
de punto ĺımite y de punto de acumulación de {xk}k∈N∪{0}.

Recordemos que si {yk}k∈N es una sucesión en un espacio topológico Y
y y ∈ Y, entonces

1) y es un punto ĺımite de la sucesión {yk}k∈N si para cada abierto U en
Y tal que y ∈ U, existe K ∈ N tal que yk ∈ U, para cada k ≥ K;
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2) y es un punto de acumulación de la sucesión {yk}k∈N si para cada
abierto U en Y tal que y ∈ U y para todo K ∈ N, existe k ≥ K tal
que yk ∈ U.

Es importante señalar que, por la manera en que se definió arriba, el
concepto de punto de acumulación de una sucesión difiere totalmente del
concepto conocido de punto de acumulación de un conjunto. Por ejemplo,
en el caso de las sucesiones constantes {x, x, x, . . .}, si las pensamos como
conjuntos, es claro que x no puede ser punto de acumulación del conjunto
{x}, sin embargo, x si es punto de acumulación de la sucesión, según nuestra
definición.

Veamos ahora el siguiente resultado.

Teorema 1.55. Si Y es primero numerable y y ∈ Y es un punto de acumu-
lación de la sucesión {yk}k∈N en Y, entonces existe una sucesión {kn}n∈N
en N tal que

k1 < k2 < · · · < kn < · · ·

de modo que y es un punto ĺımite de la subsucesión {ykn}n∈N de {yk}k∈N.

Demostración. Supongamos que y ∈ Y es un punto de acumulación de la
sucesión {yk}k∈N en Y. Como Y es primero numerable, existe una base local
numerable By = {Un : n ∈ N} en y. Como U1 es un abierto en Y que tiene
al punto de acumulación y de {yk}k∈N, existe k1 ∈ N tal que yk1 ∈ U1. De
manera similar, existe k2 ≥ k1 + 1 tal que yk2 ∈ U1 ∩ U2,. Lo siguiente es
tomar k3 ≥ k2 + 1 tal que yk3 ∈ U1 ∩ U2 ∩ U3. En general, supongamos que
los números naturales k1, k2, . . . , ki y los puntos yk1 , yk2 , . . . , yki ya han sido
seleccionados, de modo que k1 < k2 < · · · < ki y ykj ∈ U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Uj ,
para cada j ∈ {1, 2, . . . , i}. Como y es un punto de acumulación de {yk}k∈N,
existe ki+1 ≥ ki + 1 de modo que yki+1

∈ U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Ui+1. De esta
manera construimos una sucesión estrictamente creciente {kn}n∈N en N de
modo que yki ∈ U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Ui, para cada i ∈ N. Notemos que, si i ∈ N,
entonces ykj ∈ Ui, para cada j ≥ i.

Para ver que y es un punto ĺımite de la sucesión {ykn}n∈N, sea U un
abierto en Y tal que y ∈ U. Como By es una base local en y, existe K ∈ N
tal que UK ⊂ U. Luego ykn ∈ UK ⊂ U, para cada n ≥ K. Esto termina la
demostración.

A la inversa, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 1.56. Si {yk}k∈N es una sucesión en el espacio topológico Y y
existen una sucesión {kn}n∈N en N tal que

k1 < k2 < · · · < kn < · · ·

y un punto y ∈ Y, de modo que y es un punto ĺımite de la subsucesión
{ykn}n∈N de {yk}k∈N, entonces y es un punto de acumulación de la sucesión
{yk}k∈N.

Demostración. Para ver que y es un punto de acumulación de la sucesión
{yk}k∈N, sean U un abierto en Y tal que y ∈ U y K ∈ N. Como y es un
punto ĺımite de {ykn}n∈N, existe M ∈ N tal que ykn ∈ U, para cada n ≥M.
Como {kn}n∈N es una sucesión estrictamente creciente en N, existe n ≥ M
tal que kn ≥ K. Luego ykn ∈ U. Esto termina la demostración.

La siguiente definición será importante en este trabajo.

Definición 1.57. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Si x ∈ X entonces, pensando a orb(x, f) como una sucesión en X
(y no como cojunto), al conjunto de puntos de acumulación de orb(x, f), se
le llama el conjunto ω-ĺımite de x bajo f y se denota por ω(x, f).

En ocasiones a ω(x, f) le llamaremos también el ω-conjunto ĺımite de x
bajo f.

Vamos ahora a presentar las propiedades más importantes de los con-
juntos ω-ĺımites.

Teorema 1.58. Sean X un espacio topológico, A un subconjunto cerrado
de X y f : X → X una función continua. Supongamos que existe y ∈ X tal
que orb(y, f) ⊂ A. Entonces ω(y, f) ⊂ A.

Demostración. Tomemos p ∈ ω(y, f). Si p /∈ A, entoncesX−A es un abier-
to enX que tiene a p. Como p es un punto de acumulación de orb(y, f), existe
n ∈ N tal que fn(y) ∈ X − A. Entonces fn(y) es un elemento de orb(y, f)
que no está en A. En vista de que esto es una contradicción, tenemos que
p ∈ A. Esto prueba que ω(y, f) ⊂ A.

Para mostrar otros resultados, requerimos de la siguiente definición.

Definición 1.59. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Diremos que S ⊂ X es invariante bajo f si f(S) ⊂ S. En el
caso en que f(S) = S, se dice que S es fuertemente invariante bajo f .
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Recordemos que un espacio topológico X es metrizable si existe una
métrica en X, cuya topoloǵıa inducida es la del espacio X. Es claro que
los espacios métricos son metrizables. Recordemos ahora que un espacio to-
pológico X es secuencialmente compacto si toda sucesión en X posee una
subsucesión convergente, es decir, una subsucesión que admite un punto
ĺımite. En los espacios metrizables ser compacto y ser secuencialmente com-
pacto es lo mismo ([9, Teorema 4.1.17, p. 256]). Otro resultado que usaremos
inmediatamente dice lo siguiente.

Teorema 1.60. Sea X un espacio topológico y A = {xi}i∈N una sucesión
en X. Si ω(A) = {x ∈ X : x es punto de acumulación de la sucesión A} en-
tonces ω(A) es cerrado.

Demostración. Sea x ∈ X − ω(A), entonces existe un abierto U en X,
con x ∈ U y existe N ∈ N tales que, para toda n ≥ N , xn /∈ U . Si y ∈ U ,
entonces y /∈ ω(A). De no ser aśı, tendriamos que para alguna m ≥ N ,
xm ∈ U , lo cual es una contradicción. Por lo tanto, X − ω(A) es abierto , o
bien, ω(A) es cerrado.

Teorema 1.61. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Entonces

1) si X es compacto o bien secuencialmente compacto, entonces ω(x, f) 6=
∅, para cada x ∈ X;

2) ω(x, f) es cerrado en X, para cada x ∈ X;

3) f(ω(x, f)) ⊂ ω(x, f), para cada x ∈ X;

4) si X es T2, primero numerable y secuencialmente compacto, entonces
ω(x, f) ⊂ f(ω(x, f)), para cada x ∈ X.

Demostración. Tomemos x ∈ X. Recordemos que si X es compacto, en-
tonces toda sucesión en X posee un punto de acumulación ([9, Teorema
3.1.23, p. 128]). Luego, si X es compacto, la sucesión orb(x, f) posee un
punto de acumulación. Aśı ω(x, f) 6= ∅. Si X es secuencialmente compac-
to, entonces la sucesión orb(x, f) posee una subsucesión convergente y, por
tanto, la sucesión orb(x, f) tiene un punto de acumulación (Teorema 1.56).
Luego ω(x, f) 6= ∅. Esto prueba 1).

Para ver que ω(x, f) es cerrado en X, aplicamos el Teorema 1.60.
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Para probar 3) sea y ∈ f(ω(x, f)). Entonces y = f(p) para alguna p ∈
ω(x, f). Para ver que y es un punto de acumulación de orb(x, f), sean V un
abierto en X tal que y ∈ V y K ∈ N ∪ {0}. Como f es continua, existe un
abierto U en X tal que p ∈ U y f(U) ⊂ V. En vista de que p es un punto
de acumulación de orb(x, f), existe k ≥ K tal que fk(x) ∈ U. Notemos
que k + 1 ≥ K y que fk+1(x) = f

(
fk(x)

)
∈ f(U) ⊂ V. Esto prueba que

y es un punto de acumulación de orb(x, f), aśı que y ∈ ω(x, f). Luego
f(ω(x, f)) ⊂ ω(x, f).

Para probar 4) sea z ∈ ω(x, f). Entonces z es un punto de acumu-
lación de orb(x, f) y, como X es primero numerable, existe una sucesión
estrictamente creciente {ni}i∈N en N tal que z es un punto ĺımite de la
sucesión {fni(x)}i∈N (Teorema 1.55). Por ser {ni}i∈N una sucesión estricta-
mente creciente podemos suponer, sin perder generalidad, que ni > 1, para
cada i ∈ N. Notemos que

{
fni−1(x)

}
i∈N es una sucesión en el espacio X,

que es secuencialmente compacto. Por tanto existen z′ ∈ X y una subsu-
cesión

{
fnim−1(x)

}
m∈N de

{
fni−1(x)

}
i∈N tal que z′ es un punto ĺımite de{

fnim−1(x)
}
m∈N . Como la sucesión {nim − 1}m∈N es estrictamente crecien-

te, tenemos que z′ ∈ ω(x, f). Además, por la continuidad de f, f(z′) es un
punto ĺımite de la sucesión

{
f
(
fnim−1(x)

)}
m∈N . Ahora bien, dada m ∈ N,

tenemos que f
(
fnim−1(x)

)
= fnim (x). Entonces f(z′) es un punto ĺımite de

la subsucesión {fnim (x)}m∈N de {fni(x)}i∈N . En vista de que z es un punto
ĺımite de la sucesión {fni(x)}i∈N , tenemos que z es también un punto ĺımite
de la subsucesión {fnim (x)}m∈N de {fni(x)}i∈N . Como X es T2, los ĺımites
de las sucesiones en X son únicos, aśı que f(z′) = z. Luego z ∈ f(ω(x, f)).
Esto prueba que ω(x, f) ⊂ f(ω(x, f)).

Corolario 1.62. Sean X un espacio métrico y compacto y f : X → X
una función continua. Entonces, para toda x ∈ X, el conjunto ω(x, f) es no
vaćıo, cerrado en X y fuertemente invariante bajo f .

Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. En [6] se indica que, para
cada m ∈ N, sucede que:

ω(x, f) =
m−1⋃
j=0

ω
(
f j(x), fm

)
y f (ω(x, fm)) = ω (f(x), fm) .

Otra propiedad importante que se usará más adelante se muestra en el
siguiente teorema.

Teorema 1.63. Sean X un espacio primero numerable y f : X → X una
función continua. Si x, y ∈ X y y ∈ orb(x, f), entonces ω(x, f) = ω(y, f).
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Demostración. Como y ∈ orb(x, f), entonces y = fn(x), para algún n ∈
N∪{0}. Si z ∈ ω(y, f), entonces existe una sucesión estrictamente creciente
{ni}i∈N en N∪{0} tal que fni(y) z (Teorema 1.55). Tenemos entonces que
fni(fn(x)) z, es decir, fn+ni(x) z. Por lo tanto, z ∈ ω(x, f) (Teorema
1.56). Aśı ω(y, f) ⊂ ω(x, f).

Tomemos ahora z ∈ ω(x, f). Entonces existe una sucesión estrictamen-
te creciente {mi}i∈N en N ∪ {0} tal que fmi(x)  z (Teorema 1.55). Sea
k ∈ N tal que n < mk. Entonces la sucesión {fmj (x)}j≥k converge a z
y puede escribirse como {fn+(mj−n)(x)}j≥k. De esta manera, tenemos que
fn+(mj−n)(x)  z, o bien, fmj−n(fn(x)) = fmj−n(y)  z. Por lo tanto
z ∈ ω(y, f) (Teorema 1.56). Esto prueba que ω(x, f) ⊂ ω(y, f).

Combinando los teoremas 1.58 y 1.63, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.64. Sean X un espacio primero numerable, A un subconjunto
cerrado de X y f : X → X una función continua. Supongamos que existen
x, y ∈ X tales que y ∈ orb(x, f) y orb(y, f) ⊂ A. Entonces ω(x, f) ⊂ A.

Demostración. Por el Teorema 1.58, ω(y, f) ⊂ A y, por el Teorema 1.63,
ω(x, f) = ω(y, f). Luego ω(x, f) ⊂ A.

Vamos a probar ahora el siguiente resultado. En su demostración, utili-
zamos que en un espacio T1 sin puntos aislados, los abiertos no vaćıos son
infinitos.

Teorema 1.65. Sea X un espacio T1 sin puntos aislados. Sean f : X → X
una función continua y x ∈ X tal que orb(x, f) es denso en X. Entonces,
para cada y ∈ orb(x, f), el conjunto orb(y, f) es denso en X.

Demostración. Tomemos y ∈ orb(x, f). Entonces y = fk(x), para alguna
k ∈ N ∪ {0}. Sea U un abierto no vaćıo en X. Como X es T1 y no tiene
puntos aislados, U es infinito. Consideremos el conjunto:

A = {n ∈ N ∪ {0} : n < k y fn(x) ∈ U}.

Entonces A es finito y, como U es infinito, U ∩ (X − {fn(x) : n ∈ A}) es un
abierto no vaćıo en X. Como orb(x, f) es denso en X, existe j ∈ N ∪ {0}
tal que f j(x) ∈ U ∩ (X − {fn(x) : n ∈ A}). Entonces j ≥ k, por lo que
f j(x) ∈ U ∩ orb(y, f). Hemos demostrado, con esto, que U ∩ orb(y, f) 6= ∅.
Por tanto orb(y, f) es denso en X.

Trabajaremos en el siguiente caṕıtulo con una de las definiciones que
determinan el concepto de caos, según R. L. Devaney.
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Caṕıtulo 2

Transitividad

2.1. Introducción

Si (X, f) es un sistema dinámico y x ∈ X, entonces la órbita de x bajo
f la definimos como el conjunto

{x, f(x), f2(x), f3(x), . . .}.

Si A ⊂ X, la órbita de A bajo f, es el conjunto

{A, f(A), f2(A), f3(A), . . .}

donde fk(A) se define de igual forma que fk(x), a saber f0(A) = A, f1(A) =
f(A) y, para k ≥ 2, fk(A) = f

(
fk−1(A)

)
.

Informalmente, decimos que una propiedad dinámica en (X, f), es una
propiedad que involucra la órbita bajo f, de uno o varios puntos de X, o
bien de uno o varios subconjuntos de X. Por ejemplo “tener un punto con
órbita finita” es una propiedad dinámica, lo mismo que “tener un punto con
órbita densa”. Otras propiedades dinámicas serán descritas en el presente
caṕıtulo.

Si (X, f) es un sistema dinámico donde f : X → X es una función cerrada
(y, por supuesto continua) entonces, por el Corolario 1.39, las funciones
inducidas

CL(f) : CL(X)→ CL(X), 2f : 2X → 2X , CLC(f) : CLC(X)→ CLC(X)

y C(f) : C(X) → C(X) son continuas. Más aún, si X es T1 y n ∈ N,
entonces la función inducida Fn(f) : Fn(X)→ Fn(X) es continua. En dichas

39
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situaciones

(CL(X), CL(f)), (2X , 2f ), (CLC(X), CLC(f)), (C(X), C(f))

y (Fn(X), Fn(f)) son sistemas dinámicos. Diremos que (X, f) es el sistema
dinámico base de los sistemas dinámicos

(CL(X), CL(f)), (2X , 2f ), (CLC(X), CLC(f)), (C(X), C(f))

y (Fn(X), Fn(f)). Diremos también que f es la función base de las funciones
inducidas CL(f), 2f , CLC(f), C(f) y Fn(f).

Es natural preguntarse si una propiedad dinámica definida en algunos
de estos sistemas dinámicos (incluyendo a (X, f)), produce la misma o bien
otra propiedad dinámica en el resto de los sistemas dinámicos. Por ejemplo si
(X, f) tiene un punto con órbita finita, ¿necesariamente el sistema dinámico
(2X , 2f ) tiene un punto con órbita finita? A lo largo del presente caṕıtulo res-
ponderemos preguntas de este estilo. Notemos que si A ∈ CL(X), entonces
el conjunto

{A, f(A), f2(A)), f3(A), . . .}

es la órbita de A bajo CL(f). Si en su lugar A ∈ 2X , entonces el conjunto
anterior es la órbita de A bajo 2f . Las mismas conclusiones se obtienen si
suponemos que A ∈ CLC(X), si A ∈ C(X), o bien si A ∈ Fn(X).

2.2. Funciones transitivas

En buena medida, esta sección y las siguientes dos, presentan resultados
del art́ıculo [22]. En tal se trata la siguiente propiedad dinámica.

Definición 2.1. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Diremos que f es topológicamente transitiva si para cada par
U y V de subconjuntos abiertos y no vaćıos de X, existe k ∈ N tal que
fk(U) ∩ V 6= ∅.

En adelante, a las funciones topológicamente transitivas, las llamaremos
simplemente funciones transitivas. En la Sección 2.8 veremos ejemplos de
funciones transitivas. Notemos que si f : X → X es transitiva, entonces
para cada par de abiertos y no vaćıos U y V de X, es posible encontrar un
punto en U cuya órbita bajo f intersecta a V, y también es posible encontrar
un punto en V cuya órbita bajo f intersecta a U.
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En [14, p. 80] se dice que la noción de transitividad se debe a G. D.
Birkhoff, quien la utilizó en 1920. Informalmente, una función continua es
transitiva si posee puntos que eventualmente se mueven, bajo iteración, de
una vecindad “arbitrariamente pequeña” a cualquier otra. Por tanto, el sis-
tema dinámico no se puede ver como la unión de dos abiertos, ajenos e
invariantes bajo la función.

En algunos textos, a las funciones transitivas se les llama regionalmen-
te transitivas, topológicamente ergódicas, topológicamente indescomponibles,
topológicamente irreducibles o bien nomádicas.

En esta sección vamos a mostrar varias propiedades de las funciones
transitivas. En algunas ocasiones utilizaremos el siguiente resultado.

Lema 2.2. Sean X un conjunto y f : X → X una función. Si A y B son
dos subconjuntos no vaćıos de X, tenemos que

f(A) ∩B 6= ∅ si y sólo si A ∩ f−1(B) 6= ∅.

Demostración. Supongamos primero que f(A) ∩ B 6= ∅ y tomemos un
punto b ∈ f(A) ∩ B. Como b ∈ f(A), existe a ∈ A tal que f(a) = b. Luego
a ∈ A ∩ f−1(B) y, por tanto, A ∩ f−1(B) 6= ∅.

Supongamos ahora que A ∩ f−1(B) 6= ∅ y tomemos un punto a ∈ A ∩
f−1(B). Como a ∈ f−1(B), tenemos que f(a) es un elemento de B y también
de f(A), pues a ∈ A. Luego f(A) ∩B 6= ∅.

Vamos a probar ahora que, bajo una función transitiva, las preimágenes
de abiertos no vaćıos son no vaćıas.

Teorema 2.3. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
transitiva. Si U es un abierto no vaćıo en X, entonces f−1(U) es no vaćıo.
Además f−k(U) = (fk)−1(U) 6= ∅, para cada abierto no vaćıo U en X y
cada k ∈ N ∪ {0}.

Demostración. Como X y U son abiertos no vaćıos en X y f es transi-
tiva, existe n ∈ N tal que fn(X) ∩ U 6= ∅. Notemos que fn(X) ⊂ f(X),
aśı que f(X) ∩ U 6= ∅. Luego f−1(U) 6= ∅. Notemos que f−0(U) = U 6= ∅.
Supongamos que para alguna n ∈ N ∪ {0}, tenemos que f−n(U) 6= ∅. En-
tonces f−n(U) es un abierto no vaćıo en X y, por lo probado al principio,
f−(n+1)(U) = f−1 (f−n(U)) 6= ∅. Esto prueba la segunda parte del teore-
ma.



42 CAPÍTULO 2. TRANSITIVIDAD

Corolario 2.4. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
transitiva. Si U es un abierto no vaćıo en X, entonces los conjuntos

A =
∞⋃
k=0

f−k(U) y B =
∞⋃
k=1

f−k(U)

son abiertos, no vaćıos y densos en X.

Demostración. Como U es un abierto no vaćıo en X, por el Teorema 2.3,
f−k(U) 6= ∅, para cada k ∈ N∪{0}. Luego A y B son no vaćıos. Como cada
iteración de f es una función continua, f−k(U) es un abierto en X, para cada
k ∈ N ∪ {0}. Entonces A y B son abiertos en X. Para ver que también son
densos, sea V un abierto no vaćıo en X. Como f es transitiva, existe k ∈ N
tal que fk(V ) ∩ U 6= ∅. Por el Lema 2.2, esto implica que V ∩ f−k(U) 6= ∅
y, como f−k(U) ⊂ A ∩B, sucede que V ∩A 6= ∅ y V ∩B 6= ∅. Luego A y B
son densos en X.

Teorema 2.5. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Si para cada abierto no vaćıo U en X, el conjunto

B =

∞⋃
k=1

f−k(U)

es denso en X, entonces f es transitiva.

Demostración. Tomemos dos abiertos no vaćıos U y V en X. Por hipótesis,
el conjunto

B =

∞⋃
k=1

f−k(V )

es denso en X. Luego U ∩ B 6= ∅. Entonces existe k ∈ N tal que U ∩
f−k(V ) 6= ∅. Esto implica, por el Lema 2.2, fk(U) ∩ V 6= ∅ y, por tanto, f
es transitiva.

Un espacio topológico X es de Fréchet si para cada A ⊂ X y cada x ∈
ClX(A), existe una sucesión {xn}n∈N en A tal que xn  x. Es conocido que
los espacios primero numerables y, por tanto también los espacios métricos,
son de Fréchet ([9, Teorema 1.6.14, p. 53]). Tenemos también el siguiente
resultado.

Teorema 2.6. Sea f : X → Y una función continua de un espacio X que es
secuencialmente compacto, a un espacio Y que es de Fréchet y T2. Entonces
f es cerrada.



2.2. FUNCIONES TRANSITIVAS 43

Demostración. Supongamos que A ⊂ X es cerrado en X. Para ver que
f(A) es cerrado en Y, tomemos un punto y ∈ ClY (f(A)). Como Y es de
Fréchet existe una sucesión {yi}i∈N en f(A) tal que yi  y. Para cada i ∈ N,
sea xi ∈ Ai tal que yi = f(xi). Como X es secuencialmente compacto y A
es cerrado en X, resulta que A es secuencialmente compacto ([9, Teorema
3.10.33]). Entonces la sucesión {xi}i∈N en A tiene una subsucesión {xij}j∈N,
que converge a un elemento x ∈ A. Por la continuidad de f se tiene que
yij = f

(
xij
)
 f(x). Como también yij  y y los ĺımites de sucesiones

en Y son únicos (pues Y es T2), resulta que y = f(x). Esto implica que
y ∈ f(A). Por tanto ClY (f(A)) ⊂ f(A) y entonces f(A) es cerrado en X.
Esto prueba que f es cerrada.

Como consecuencia del resultado anterior, obtenemos el siguiente teore-
ma.

Teorema 2.7. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
transitiva. Si alguna de las siguientes condiciones se cumple:

1) f es cerrada;

2) X es de Fréchet, secuencialmente compacto y T2;

3) X es métrico y compacto;

entonces f es suprayectiva.

Demostración. Notemos primero que si se cumple 3), entonces se cumple
1), pues toda función continua de un espacio compacto a un espacio T2 es
cerrada. También, por el Teorema 2.6, si se cumple 2) entonces se cumple
1). Esto muestra que siempre se cumple 1).

Supongamos ahora que f no es suprayectiva. Puesto que f es cerrada,
X y X − f(X) son abiertos no vaćıos en X. Como f es transitiva, existe
n ∈ N tal que fn(X) ∩ (X − f(X)) 6= ∅. Puesto que fn(X) ⊂ f(X), resulta
que fn(X) ∩ (X − f(X)) = ∅. Esto es una contradicción, aśı que f es
suprayectiva.

2.2.1. Funciones exactas

Un concepto relacionado con la transitividad es el siguiente.

Definición 2.8. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Diremos que f es exacta si para todo abierto y no vaćıo U en X,
existe k ∈ N tal que fk(U) = X.
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Teorema 2.9. Toda función exacta es transitiva y suprayectiva.

Demostración. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
exacta. Para ver que f es suprayectiva, tomemos b ∈ X. Como X es un
abierto no vaćıo en X y f es exacta, existe k ∈ N tal que fk(X) = X.
Tomemos x ∈ X tal que fk(x) = b. Entonces k− 1 ∈ N∪ {0} y a = fk−1(x)
es un elemento de X tal que f(a) = f

(
fk−1(x)

)
= fk(x) = b. Esto prueba

que f es suprayectiva.

Para ver que f es transitiva, sean U y V dos abiertos no vaćıos en X.
Como f es exacta, existe n ∈ N tal que fn(U) = X. Entonces fn(U) ∩ V =
X ∩ V = V 6= ∅. Esto muestra que f es transitiva.

2.2.2. Transitividad y órbitas densas

Como haremos ver en la presente subsección, bajo ciertas condiciones,
la transitividad de una función f, está ligada con la existencia de un punto
cuya órbita bajo f es densa y, también, con la existencia de un punto cuyo
ω-conjunto ĺımite es el total.

Teorema 2.10. Sean X un espacio T1 sin puntos aislados y f : X → X
una función continua. Si existe un punto en X cuya órbita bajo f es densa
en X, entonces f es transitiva.

Demostración. Sea x ∈ X tal que el conjunto

orb(x, f) =
{
fk(x) : k ∈ N ∪ {0}

}
es denso en X. Sean U y V dos subconjuntos abiertos y no vaćıos de X.
Como X no tiene puntos aislados, U y V son infinitos, por el Lema 1.49. En
particular U ∩ (X − {x}) es un abierto no vaćıo en X y, como orb(x, f) es
denso en X, existe k ∈ N ∪ {0} tal que fk(x) ∈ U ∩ (X − {x}). Puesto que
f0(x) = x y fk(x) ∈ X − {x}, necesariamente k ∈ N. Hagamos

W = V −
{
x, f(x), f2(x), . . . , fk(x)

}
.

Como V es infinito y X es T1, sucede que W es un abierto y no vaćıo en X.
Por la densidad de orb(x, f), existe m ∈ N ∪ {0} tal que fm(x) ∈ W. De la
definición de W se sigue que m > k, por lo que m−k ∈ N. Como fk(x) ∈ U
y fm−k

(
fk(x)

)
= fm(x) ∈ V, tenemos que fm−k(U)∩ V 6= ∅. Esto muestra

que f es transitiva.
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Corolario 2.11. Sean X un espacio métrico y compacto sin puntos aislados
y f : X → X una función continua. Si existe un punto en X cuya órbita
bajo f es densa en X, entonces f es transitiva.

Demostración. Basta observar que los espacios métricos son T1 y aplicar
el Teorema 2.10.

Consideremos X = {0}∪
{

1
n : n ∈ N

}
, con la topoloǵıa usual que hereda

de R. Notemos que X es un espacio T1 con puntos aislados. Sea f : X → X
la función definida como sigue: f(0) = 0 y f

(
1
n

)
= 1

n+1 . Entonces f es

continua. Además orb(1, f) =
{

1
n : n ∈ N

}
es denso en X. Tomemos ahora

U =
{

1
2

}
y V = {1}. Notemos que U y V son abiertos no vaćıos en X y que,

de la definición de f, no existe n ∈ N tal que fn(U)∩ V 6= ∅. Entonces f no
es transitiva. Por consiguiente, en general, de la existencia de un punto en
X cuya órbita bajo f sea densa en X, no se deduce que f es transitiva.

Definición 2.12. Sean X un espacio topológico y M ⊂ X. Decimos que M
es denso en ninguna parte de X si IntX(M) = ∅.

En la Sección 2.8, veremos que de la transitividad no se sigue, en general,
que existe un punto cuya órbita es densa. Sin embargo, como probaremos a
continuación, en los espacios segundo numerables y de la segunda categoŕıa,
lo anterior śı se cumple. Recordemos que un espacio topológico X es de
la segunda categoŕıa si X no se puede escribir como una unión numerable⋃∞
i=1Ai de subconjuntos Ai de X que son densos en ninguna parte de X.

Teorema 2.13. Sean X un espacio segundo numerable y de la segunda
categoŕıa y f : X → X una función continua. Si f es transitiva, entonces
existe un punto en X cuya órbita bajo f es densa en X.

Demostración. Vamos a demostrar que si X es segundo numerable, f es
transitiva y la órbita de ningún punto de X es densa en X, entonces X no
es de la segunda categoŕıa.

Supongamos, por tanto, que bajo f la órbita de ningún punto de X es
densa en X. Como X es segundo numerable, X posee una base numerable
B = {Un : n ∈ N}. Podemos suponer que cada elemento de B es no vaćıo.
Ahora bien, para cada x ∈ X, como orb(x, f) no es denso en X, existe un
abierto no vaćıo Vx en X tal que Vx ∩ orb(x, f) = ∅. Como B es una base de
X, existe Un(x) ∈ B tal que Un(x) ⊂ Vx. Luego

Un(x) ∩ orb(x, f) = ∅
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y, por tanto, fk(x) /∈ Un(x), para toda k ∈ N ∪ {0}. Hagamos

Wn(x) =
∞⋃
k=0

f−k
(
Un(x)

)
.

Por el Corolario 2.4, cada Wn(x) es un subconjunto abierto, no vaćıo y denso
de X. Luego cada Wn(x) intersecta a cualquier abierto no vaćıo de X. Para
cada x ∈ X, definamos ahora

An(x) = X −Wn(x).

Como cada conjunto Wn(x) es abierto en X, todo conjunto An(x) es cerrado
en X. Además, como cada conjunto Wn(x) intersecta a cualquier abierto y no
vaćıo de X, el conjunto An(x) no contiene un abierto y no vaćıo de X. Vamos
a probar ahora que x ∈ An(x). Para ver esto supongamos, por el contrario,

que x ∈Wn(x). Entonces existe k ∈ N ∪ {0} tal que x ∈ f−k
(
Un(x)

)
. Luego

fk(x) ∈ Un(x). Como esto es una contradicción tenemos que x /∈ Wn(x),
por lo que cada conjunto An(x) contiene a x. Esto muestra que todos los
conjuntos An(x) son cerrados y no vaćıos en X y, además, que

X =
⋃
x∈X

An(x).

Notemos ahora que la unión anterior es numerable. Para ver esto recordemos
que cada x ∈ X produjo un elemento Un(x) en la familia numerable B. Luego
Un(x) produjo el conjunto Wn(x) y éste, a su vez, produjo el conjunto An(x).
Por tanto la familia

{
An(x) : x ∈ X

}
es numerable.

De todo lo anterior deducimos que X se puede escribir como una unión
numerable de subconjuntos de X, cuya cerradura tiene interior vaćıo. En-
tonces X no es de la segunda categoŕıa. En vista de que esto es una contra-
dicción, deducimos que existe un punto en X cuya órbita bajo f es densa
en X.

Para el siguiente resultado, recordaremos brevemente un resultado sobre
las categoŕıas de Baire.

Teorema 2.14. Si X es un espacio métrico completo y no vaćıo, entonces
X no puede escribirse como la unión numerable de conjuntos densos en
ninguna parte de X. En particular, si

X =
∞⋃
k=1

Ak,
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con Ak cerrado en X, para toda k ∈ N, entonces para algún k ∈ N, el
conjunto Ak contiene un abierto no vaćıo de X.

Una demostración del teorema anterior puede verse en [19, Teorema 4.7-
2, p. 247].

Corolario 2.15. Sean X un espacio métrico y compacto y f : X → X una
función continua. Si f es transitiva, entonces existe un punto en X cuya
órbita bajo f es densa en X.

Demostración. Como X es métrico y compacto, X es completo (ver [8,
Caṕıtulo XI, Teorema 4.1, p. 233]) y segundo numerable (ver [8, Caṕıtulo
XIV, Corolario 2.4, p. 294]). Supongamos que, bajo f, la órbita de ningún
punto de X es densa en X. Entonces, como indicamos en el primer párrafo
de la prueba del Teorema 2.13, obtenemos que X =

⋃
x∈X An(x) es una

unión numerable de subconjuntos cerrados de X con interior vaćıo. Como
esto contradice el Teorema 2.14, deducimos que existe un punto en X cuya
órbita bajo f es densa en X.

Combinando los teoremas 2.10 y 2.13, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.16. Sea X un espacio segundo numerable, de la segunda cate-
goŕıa, T1 y sin puntos aislados. Supongamos que f : X → X es una función
continua. Entonces f es transitiva si y sólo si existe un punto en X cuya
órbita bajo f es densa en X.

Combinando los corolarios 2.11 y 2.15, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.17. Sean X un espacio métrico y compacto sin puntos aislados
y f : X → X una función continua. Entonces f es transitiva si y sólo si
existe un punto en X cuya órbita bajo f es densa en X.

En el siguiente teorema, mostramos condiciones bajo las cuales el ω-
conjunto ĺımite, de un punto con órbita densa, es el total. Recordemos que
el conjunto ω(x, f) fue definido en la Sección 1.5

Teorema 2.18. Sea X un espacio T1 y primero numerable. Supongamos
que f : X → X es una función continua y suprayectiva. Si existe x ∈ X tal
que orb(x, f) es denso en X, entonces ω(x, f) = X.

Demostración. Como f es suprayectiva, existe y ∈ X tal que f(y) = x.
Supongamos primero que y ∈ orb(x, f). Entonces existe m ∈ N∪{0} tal que
y = fm(x). Luego x = f(y) = fm+1(x). Esto implica que orb(x, f) ⊂ ω(x, f)
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y, como orb(x, f) es denso en X y ω(x, f) es cerrado en X (parte 2) del
Teorema 1.61), resulta que ω(x, f) = X.

Supongamos ahora que y /∈ orb(x, f). Como X es primero numerable,
existe una base local numerableWy = {Um : m ∈ N} en y. Hagamos B1 = U1

y Bm+1 = Bm ∩ Um+1. Entonces By = {Bm : m ∈ N} es una base local
numerable en y tal que Bm+1 ⊂ Bm, para cada m ∈ N. Hagamos s1 = 1.
Como orb(x, f) es denso en X, existe r1 ∈ N ∪ {0} tal que f r1(x) ∈ Bs1 .
Por hipótesis y /∈ orb(x, f), aśı que f r1(x) 6= y. Como X es T1, Bs1 ∩
(X − {f r1(x)}) es un abierto en X que tiene a y. Entonces existe s2 ∈ N tal
que

Bs2 ⊂ Bs1 ∩ (X − {f r1(x)}) .

Notemos que s2 > s1. Puesto que orb(x, f) es denso en X, existe r2 ∈ N∪{0}
tal que f r2(x) ∈ Bs2 . Notemos que r2 6= r1 y f r1(x) 6= f r2(x). Además
y 6= f r2(x), pues y /∈ orb(x, f). Como X es T1, Bs2 ∩ (X − {f r2(x)}) es un
abierto en X que tiene a y. Entonces existe s3 ∈ N tal que

Bs3 ⊂ Bs2 ∩ (X − {f r2(x)}) .

Por la construcción de Bs3 y de By, tenemos que s3 > s2. Puesto que
orb(x, f) es denso en X, existe r3 ∈ N ∪ {0} tal que f r3(x) ∈ Bs3 . No-
temos que r3 6= r2, r3 6= r1, f

r3(x) 6= f r1(x) y f r3(x) 6= f r2(x). Además
y 6= f r3(x), pues y /∈ orb(x, f). Continuando este proceso, es posible cons-
truir una sucesión {si}i∈N en N y una sucesión {ri}i∈N en N ∪ {0} con las
siguientes propiedades:

a) {si}i∈N es estrictamente creciente;

b) f ri(x) ∈ Bsi , para cada i ∈ N;

c) ri 6= rj y f ri(x) 6= f rj (x), para cada i, j ∈ N con i 6= j.

Entonces y es un punto de acumulación de orb(x, f). Para ver esto sean V un
abierto en X tal que y ∈ V y K ∈ N. Como By es una base local en y, existe
m ∈ N tal que Bm ⊂ V. Por a), existe i ∈ N tal que si > m. Luego Bsi ⊂ Bm.
Por construcción, Bsi contiene una infinidad de elementos de la forma f ri(x).
Entonces existe i ∈ N tal que ri ≥ K. Luego f ri(x) ∈ Bsi ⊂ V. Esto muestra
que y es un punto de acumulación de orb(x, f). Luego y ∈ ω(x, f).

Como y ∈ ω(x, f), por la parte 3) del Teorema 1.61, x = f(y) ∈
f(ω(x, f)) ⊂ ω(x, f). Entonces x ∈ ω(x, f). Aplicando de nueva cuenta f y
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la parte 3) del Teorema 1.61, tenemos que f(x) ∈ f(ω(x, f)) ⊂ ω(x, f). En-
tonces f(x) ∈ ω(x, f). Continuando este proceso deducimos que orb(x, f) ⊂
ω(x, f). Como orb(x, f) es denso en X y ω(x, f) es cerrado en X (por 2) del
Teorema 1.61), resulta que ω(x, f) = X.

Tenemos también el siguiente resultado.

Teorema 2.19. Sea X un espacio T1, segundo numerable y de la segunda
categoŕıa. Supongamos que f : X → X es una función continua y cerrada.
Si f es transitiva, entonces existe x ∈ X tal que orb(x, f) es denso en X y
ω(x, f) = X.

Demostración. Por el teorema 2.13, existe x ∈ X tal que orb(x, f) = X.
Luego, por el Teorema 2.18, ω(x, f) = X.

Corolario 2.20. Sean X un espacio métrico y compacto y f : X → X una
función continua. Si f es transitiva, entonces existe x ∈ X, tal que orb(x, f)
es denso en X y ω(x, f) = X.

Demostración. Como X es métrico y compacto, X es completo, segundo
numerable y T1. Al ser X métrico y completo, por el Teorema 2.14, X es de
la segunda categoŕıa. Además f es cerrada. Entonces el resultado se sigue
del Teorema 2.19.

Ahora mostraremos que, de la existencia de un punto cuyo ω-conjunto
ĺımite es el total, se sigue que f es transitiva.

Teorema 2.21. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Si existe x ∈ X tal que ω(x, f) = X, entonces f es transitiva.

Demostración. Sean U y V dos subconjuntos abiertos y no vaćıos de X.
Tomemos y ∈ U y z ∈ V. De ω(x, f) = X, se infiere que y ∈ ω(x, f).
Entonces y es un punto de acumulación de orb(x, f) y, por tanto, existe
m ∈ N tal que fm(x) ∈ U. Como z ∈ ω(x, f), tenemos que z es un punto
de acumulación de orb(x, f). Luego existe n ≥ m + 1 tal que fn(x) ∈ V.
Notemos que n−m ∈ N. Además, fm(x) ∈ U y fn−m(fm(x)) = fn(x) ∈ V.
Luego fn−m(U) ∩ V 6= ∅. Esto muestra que f es transitiva.

Combinando el Teorema 2.19 y el Teorema 2.21, tenemos el siguiente
resultado.
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Teorema 2.22. Sea X un espacio T1, segundo numerable y de la segunda
categoŕıa. Supongamos que f : X → X es una función continua y cerrada.
Entonces f es transitiva si y sólo si existe x ∈ X tal que ω(x, f) = X.

Si combinamos el Corolario 2.20 y el Teorema 2.21, obtenemos el siguien-
te resultado.

Teorema 2.23. Sean X un espacio métrico y compacto y f : X → X una
función continua. Entonces f es transitiva si y sólo si existe x ∈ X tal que
ω(x, f) = X.

De todo lo anterior, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.24. Sea X un espacio segundo numerable, de la segunda cate-
goŕıa, T1 y sin puntos aislados. Supongamos que f : X → X es una función
continua y cerrada. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f es transitiva;

2) existe x ∈ X tal que orb(x, f) es denso en X;

3) existe x ∈ X tal que ω(x, f) = X.

Demostración. Por el Teorema 2.16, 1) y 2) son equivalentes. Por el Teo-
rema 2.22, 1) y 3) son equivalentes.

Combinando el Teorema 2.17 y el Teorema 2.23, tenemos el siguiente
resultado, válido en espacios métricos y compactos sin puntos aislados.

Teorema 2.25. Sean X un espacio métrico, compacto y sin puntos aislados
y f : X → X una función continua. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) f es transitiva;

2) existe x ∈ X tal que orb(x, f) es denso en X;

3) existe x ∈ X tal que ω(x, f) = X.

Si X es un continuo, entonces X es un espacio métrico, compacto y
sin puntos aislados. Entonces del Teorema 2.25, para una función continua
f : X → X definida en un continuo X, la transitividad de f equivale a la
existencia de un punto en X cuya órbita bajo f es densa en X y, también,
equivale a la existencia de un punto en X cuyo ω-conjunto ĺımite bajo f es
X. En el Caṕıtulo 3 utilizaremos con frecuencia este hecho.
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Algunos de los teoremas anteriores fueron inspirados de [24, Proposición
1.1, p. 354], en el que se prueba que si X es un espacio métrico y f : X → X
una función continua, entonces:

1) cuando X no posee puntos aislados, de la existencia de un punto en
X cuya órbita bajo f es densa en X, se sigue que f es transitiva;

2) cuando X es separable y de la segunda categoŕıa, entonces de la tran-
sitividad de f, se sigue que existe un punto en X cuya órbita bajo f
es densa en X.

La parte 1) se sigue ahora del Teorema 2.10 y del hecho de que los
espacios métricos son T1. La parte 2) se sigue del Teorema 2.13 y del hecho
de que, en los espacios métricos, ser separable es equivalente a ser segundo
numerable (ver [8, Caṕıtulo IX, Teorema 5.6, p. 187]).

2.3. Transitividad en las funciones inducidas

En la presente sección, vamos a probar ahora que del hecho de que una
función inducida sea transitiva, se sigue que la función base también es tran-
sitiva. También mostraremos condiciones, bajo las cuales, de la existencia de
un punto con órbita densa en una función inducida, se deduce la existencia
de un punto con órbita densa en la función base. Lo mismo haremos con el
ω-conjunto ĺımite. Recordemos que si X es un espacio topológico y A ⊂ X,
entonces

Γ(A) = {K ∈ CL(X) : K ⊂ A}.

Como vimos en el caṕıtulo anterior, si A es un abierto en X, entonces Γ(A)
es un abierto en CL(X). Más aún, por el Teorema 1.16, si X es T1 y A es
un abierto no vaćıo en X, entonces Γ(A) es un abierto no vaćıo de CL(X).
Por el mismo teorema si B ⊂ X es tal que Γ(B) 6= ∅, entonces B 6= ∅.

El siguiente resultado aparece probado en [22, Lema 3.5, p. 101], para
espacios métricos y funciones continuas.

Lema 2.26. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función cerra-
da. Entonces

1) Γ(A ∩B) = Γ(A) ∩ Γ(B);

2) CL(f)(Γ(A)) ⊂ Γ(f(A)), para cada A ⊂ X;

3) (CL(f))n = CL (fn) , para toda n ∈ N.
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Demostración. La prueba de 1) es la parte 4) del Lema 1.17. Aunque la
prueba de 2), en un contexto más general, está incluida en la demostración
del Teorema 1.43, podemos dar aqúı otra prueba. Sea K ∈ CL(f)(Γ(A)).
Entonces K ∈ CL(X) y existe L ∈ Γ(A) tal que CL(f)(L) = f(L) = K.
Como L ∈ CL(X) y L ⊂ A, sucede que f(L) ⊂ f(A). Luego K ⊂ f(A) y,
aśı, K ∈ Γ(f(A)). Esto prueba 2).

Vamos a probar 3) por inducción. El caso n = 1 es obvio. Supongamos
entonces que (CL(f))k = CL

(
fk
)
, para un número natural k. Entonces,

para cada A ∈ CL(X),

(CL(f))k+1(A) =
(

(CL(f))k ◦ CL(f)
)

(A) =
(

(CL(f))k(CL(f)(A))
)

=

= (CL(f))k(f(A)) = CL(fk)(f(A)) = fk(f(A)) = fk+1(A) = CL(fk+1)(A).

Luego (CL(f))k+1 = CL
(
fk+1

)
y, por inducción, 3) es cierto.

El siguiente resultado aparece probado en [22, Teorema 3.6, p. 101], para
espacios métricos y funciones continuas.

Teorema 2.27. Sean X un espacio T1 y f : X → X una función continua y
cerrada. Si CL(f) : CL(X)→ CL(X) es transitiva, entonces f es transitiva.

Demostración. Sean A y B dos abiertos no vaćıos de X. Como X es T1,
Γ(A) y Γ(B) son subconjuntos abiertos y no vaćıos de CL(X). Por la tran-
sitividad de CL(f) existe k ∈ N tal que

(CL(f))k(Γ(A)) ∩ Γ(B) 6= ∅.

Por la parte 3) del Lema 2.26 tenemos

(CL(f))k(Γ(A)) ∩ Γ(B) = CL(fk)(Γ(A)) ∩ Γ(B).

Usando ahora las partes 1) y 2) del mismo lema, sucede que

∅ 6= CL(fk)(Γ(A)) ∩ Γ(B) ⊂ Γ(fk(A)) ∩ Γ(B) = Γ(fk(A) ∩B).

De esta manera Γ(fk(A) ∩B) 6= ∅, aśı que fk(A) ∩B 6= ∅. Esto prueba que
f es transitiva.

Utilizando la misma demostración que dimos en el teorema anterior, se
puede probar el siguiente resultado.
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Teorema 2.28. Sean X un espacio T1, f : X → X una función continua y
cerrada y n ∈ N. Si alguna de las funciones inducidas

2f : 2X → 2X , CLC(f) : CLC(X)→ CLC(X), C(f) : C(X)→ C(X)

o bien Fn(f) : Fn(X)→ Fn(X) es transitiva, entonces f es transitiva.

Más adelante, en este caṕıtulo, veremos que el respectivo rećıproco de
los teoremas 2.27 y 2.28 no es cierto.

2.3.1. ω-conjunto ĺımite en las funciones inducidas

Como ya indicamos, la transitividad se suele relacionar con la existencia
de puntos con órbita periódica y con la existencia de puntos cuyo ω-conjunto
ĺımite es el total. En este sentido tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.29. Supongamos que X es un espacio T1 y primero nume-
rable. Sea f : X → X una función continua, cerrada y suprayectiva. Si
existe B ∈ CL(X) tal que ω(B,CL(f)) = CL(X), entonces para cada
A ∈ orb(B,CL(f)) y cada x ∈ A, tenemos que orb(x, f) es denso en X
y ω(x, f) = X.

Demostración. Como A ∈ orb(B,CL(f)), existe k ∈ N ∪ {0} tal que
A = (CL(f))k(B) = fk(B). Tomemos x ∈ A. Vamos a probar primero
que orb(x, f) es denso en X. Sea U un abierto no vaćıo en X. Es claro
que Γ(U) es abierto no vaćıo en CL(X). Como ω(B,CL(f)) = CL(X),
existe D ∈ ω(B,CL(f)) tal que D ∈ Γ(U). Además, D es un punto de
acumulación de orb(B,CL(f)), entonces podemos encontrar n > k tal que
CL(f)n(B) = fn(B) ∈ Γ(U). Aśı,

CL(f)n−k(A) = CL(f)n−k(CL(f)k(B)) = CL(f)n(B) = fn(B) ∈ Γ(U).

Es decir, CL(f)n−k(A) ⊂ U . Pero x ∈ A, entonces fn−k(x) ∈ U . Hemos
probado entonces que orb(x, f) ∩ U 6= ∅, aśı que, el conjunto orb(x, f) es
denso en X.

Usando el Teorema 2.18, como X es primero numerable, tenemos que
ω(x, f) = X para cada x ∈ A.

El teorema anterior sigue siendo válido, con la misma demostración, si
cambiamos CL(X) por otro hiperespacio y CL(f) por su correspondiente



54 CAPÍTULO 2. TRANSITIVIDAD

función inducida. Tenemos aśı el siguiente resultado y, para enunciar éste y
otros resultados de la presente sección, supondremos que si f : X → X es
una función continua, n ∈ N y

Λ(X) ∈ {CL(X), 2X , CLC(X), C(X), Fn(X)},

entonces Λ(f) : Λ(X) → Λ(X) es la función inducida al hiperespacio selec-
cionado.

Teorema 2.30. Supongamos que X es un espacio T1 y primero numerable
y que f : X → X es una función continua, cerrada y suprayectiva. Supon-
gamos, además, que existe B ∈ Λ(X) tal que ω(B,Λ(f)) = Λ(X). Entonces
para cada A ∈ orb(B,Λ(f)) y cada x ∈ A, tenemos que orb(x, f) es denso
en X y ω(x, f) = X.

En el siguiente teorema mantendremos la notación Λ(X) y Λ(f), como
indicamos. También utilizaremos la noción de punto preperiódico, que dimos
en la Definición 1.54.

Teorema 2.31. Supongamos que X es un espacio infinito, T1 y primero
numerable y que f : X → X es una función continua, cerrada y suprayectiva.
Supongamos, además, que existe B ∈ Λ(X) tal que ω(B,Λ(f)) = Λ(X).
Entonces para cada A ∈ orb(B,Λ(f)) y cada x ∈ A, tenemos que x no es
un punto preperiódico de f.

Demostración. Si x es preperiódico, entonces orb(x, f) es finito y, por
tanto, cerrado en X. Además, por el Teorema 2.30, orb(x, f) es denso en X.
Luego X = orb(x, f). Esto implica que X es finito. Como esto contradice el
hecho de que X es infinito, deducimos que x no es un punto preperiódico de
f.

Si X es un continuo, entonces X es infinito, T1 y primero numerable. Si
f : X → X es una función continua, entonces f es cerrada. Si suponemos
además que Λ(f) es transitiva, entonces f es transitiva (teoremas 2.27 y
2.28). Por el Teorema 2.7, f es suprayectiva. Además, como Λ(f) es tran-
sitiva, por el Teorema 2.20, existe B ∈ Λ(X) tal que ω(B,Λ(f)) = Λ(X).
Entonces, aplicando los teoremas 2.30 y 2.31, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.32. Sean X un continuo y f : X → X una función continua.
Supongamos que Λ(f) es transitiva y que B ∈ Λ(X) es tal que ω(B,Λ(f)) =
Λ(X). Entonces para cada A ∈ orb(B,Λ(f)) y cada x ∈ A, se cumplen las
siguientes propiedades:
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1) orb(x, f) es denso en X;

2) ω(x, f) = X;

3) x no es un punto preperiódico de f.

El Teorema 2.32, cuando Λ(X) es 2X o bien C(X), corresponde a los
teoremas 4.7, 4.8, 4.9 y 4.10 de [1].

2.3.2. Órbita densa en las funciones inducidas

Vamos ahora a presentar un resultado similar al Teorema 2.29, pero
suponiendo ahora que, para la función inducida, hay un elemento con órbita
densa.

Teorema 2.33. Supongamos que X es un espacio T1 y que f : X → X es
una función continua y cerrada. Si existe B ∈ CL(X) tal que orb(B,CL(f))
es denso en CL(X), entonces para cada x ∈ B, el conjunto orb(x, f) es
denso en X. Más aún, si X no tiene puntos aislados, entonces para cada
A ∈ orb(B,CL(f)) y cada a ∈ A, el conjunto orb(a, f) es denso en X.

Demostración. Supongamos que B ∈ CL(X) es tal que orb(B,CL(f)) es
denso en CL(X). Supongamos también que X es T1 y que x ∈ B. Tomemos
un abierto no vaćıo U en X. Como orb(B,CL(f)) es denso en CL(X), existe
k ∈ N ∪ {0} tal que fk(B) = (CL(f))k(B) ∈ Γ(U). Luego fk(B) ⊂ U y,
como x ∈ B, sucede que fk(x) ∈ U. Esto muestra que U ∩ orb(x, f) 6= ∅.
Luego orb(x, f) es denso en X.

Supongamos ahora que X es un espacio T1 sin puntos aislados. Entonces
CL(X) es T1 y no tiene puntos aislados (Teoremas 1.48 y 1.50). Sean A ∈
orb(B,CL(f)) y a ∈ A. Por el Teorema 1.65, aplicado a CL(X) con la
función CL(f), deducimos que orb(A,CL(f)) es denso en CL(X). Luego,
por la primera parte del teorema, orb(a, f) es denso en X.

Por el Teorema 1.51, la prueba del teorema anterior puede ser adaptada
para obtener los siguientes resultados. Utilizaremos la notación Λ(f) y Λ(X)
como ya indicamos.

Teorema 2.34. Supongamos que X es un espacio T1 y que f : X → X es
una función continua y cerrada. Si existe B ∈ Λ(X) tal que orb(B,Λ(f)) es
denso en Λ(X), entonces para cada x ∈ B, el conjunto orb(x, f) es denso
en X.
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Teorema 2.35. Supongamos que X es un espacio T1 sin puntos aislados.
Si f : X → X es una función continua y cerrada, entonces:

1) si existe B ∈ 2X tal que orb(B, 2f ) es denso en 2X , entonces para cada
A ∈ orb(B, 2f ) y cada a ∈ A, el conjunto orb(a, f) es denso en X;

2) si existen n ∈ N y B ∈ Fn(X) tales que orb(B,Fn(f)) es denso en
2X , entonces para cada A ∈ orb(B,Fn(f)) y cada a ∈ A, el conjunto
orb(a, f) es denso en X.

Teorema 2.36. Supongamos que X es un espacio T1 y que f : X → X es
una función continua y cerrada. Entonces:

1) si CLC(X) no tiene puntos aislados y existe B ∈ CLC(X) tal que
orb(B,CLC(f)) es denso en CLC(X), entonces para cada A ∈
orb(B,CLC(f)) y cada a ∈ A, el conjunto orb(a, f) es denso en X;

2) si C(X) no tiene puntos aislados y existe B ∈ C(X) tal que orb(B,C(f))
es denso en C(X), entonces para cada A ∈ orb(B,C(f)) y cada a ∈ A,
el conjunto orb(a, f) es denso en X.

2.3.3. Transitividad en las funciones inducidas

El siguiente resultado, que generaliza los teoremas 2.27 y 2.28, aparece
en [10, Teorema 3.1(1), p. 1382], para espacios métricos y la función inducida
2f de la función continua f.

Teorema 2.37. Sean X un espacio T1 y f : X → X una función continua y
cerrada. Sea L ⊂ CL(X) tal que F1(X) ⊂ L y CL(f)(L) ⊂ L. Si CL(f)|L :
L → L es transitiva, entonces f es transitiva.

Demostración. Sean U y V dos abiertos y no vaćıos de X. Queremos
encontrar n ∈ N tal que fn(U) ∩ V 6= ∅. Sabemos que Γ(U) y Γ(V ) son
abiertos en CL(X), aśı que U = Γ(U) ∩ L y V = Γ(V ) ∩ L son abiertos en
L. Como

∅ 6= F1(U) ⊂ Γ(U) ∩ L y ∅ 6= F1(V ) ⊂ Γ(V ) ∩ L,

tenemos que U 6= ∅ y V 6= ∅. Por ser CL(f)|L transitiva, existe n ∈ N tal
que (CL(f)|L)n(U) ∩ V 6= ∅. Esto quiere decir que existe W ∈ U tal que
fn(W ) ∈ V. Luego W ∈ Γ(U) ∩ L y fn(W ) ∈ Γ(V ) ∩ L. Con esto último se
tiene que

W ⊂ U y fn(W ) ⊂ V.
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Como W ∈ Γ(U) ⊂ CL(X), resulta que W es un subconjunto cerrado y no
vaćıo de X. Entonces si x ∈ W , tenemos que x ∈ U y fn(x) ∈ fn(W ) ⊂ V .
Por lo tanto, fn(x) ∈ fn(U) ∩ V. Esto prueba que fn(U) ∩ V 6= ∅ y, aśı, f
es transitiva.

Notemos que si X es un espacio topológico y f : X → X es una función
continua y cerrada, entonces

CL(f)|2X = 2f , CL(f)|CLC(X) = CLC(f) y CL(f)|C(X) = C(f).

Supongamos ahora que X es T1 y que n ∈ N. Entonces CL(f)|Fn(X) = Fn(f).

Además los hiperespacios CL(X), 2X , CLC(X), C(X) y Fn(X) contienen a
F1(X). Entonces, por el teorema anterior, si alguna de las funciones induci-
das CL(f), 2f , CLC(f), C(f) o Fn(f) es transitiva, entonces f es transitiva.
Por esta razón, el Teorema 2.37 generaliza los teoremas 2.27 y 2.28.

2.4. Funciones débilmente mezcladoras y totalmen-
te transitivas

En la presente sección vamos a mencionar dos propiedades dinámicas
relacionadas con la transitividad y, además, otros resultados que involucran
la transitividad para las funciones inducidas.

2.4.1. Funciones débilmente mezcladoras

Supongamos que X es un espacio topológico y que f : X → X es una
función continua. Consideremos en X ×X la topoloǵıa producto, aśı como
la función producto f × f : X ×X → X ×X definida, para (a, b) ∈ X ×X,
como

(f × f)(a, b) = (f(a), f(b)).

Por [9, Proposición 2.3.6, p. 78], f × f es continua. Cuando dicha función es
transitiva, f recibe un nombre especial, como indica la siguiente definición.

Definición 2.38. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Diremos que f es débilmente mezcladora si f × f : X ×X →
X ×X es transitiva.

La noción de función débilmente mezcladora, fue introducida por H.
Furstenberg en 1967 en el art́ıculo [11].
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Si X es un espacio topológico y f : X → X es una función continua,
entonces para cada (a, b) ∈ X ×X y cada n ∈ N ∪ {0}, se tiene que

(f × f)n(a, b) = (fn(a), fn(b)) . (2.4.1)

Utilizando esta propiedad, podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 2.39. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Entonces f es débilmente mezcladora si y sólo si, para cada dos
parejas (U1, U2) y (V1, V2) de subconjuntos abiertos y no vaćıos de X, existe
n ∈ N tal que fn(U1) ∩ V1 6= ∅ y fn(U2) ∩ V2 6= ∅.

Demostración. Supongamos primero que f es débilmente mezcladora. To-
memos dos parejas (U1, U2) y (V1, V2) de subconjuntos abiertos y no vaćıos
de X. Como f×f es transitiva y los conjuntos U1×U2 y V1×V2 son abiertos
en X, existe n ∈ N tal que (f × f)n(U1 × U2) ∩ (V1 × V2) 6= ∅. Tomemos
(a1, a2) ∈ U1×U2 tal que (f×f)n(a1, a2) ∈ V1×V2. Esto implica, por (2.4.1),
que fn(a1) ∈ V1 y fn(a2) ∈ V2. Luego fn(U1) ∩ V1 6= ∅ y fn(U2) ∩ V2 6= ∅.

Para probar la segunda parte, supongamos que A y B son dos abiertos
no vaćıos de X × X. Entonces existen dos parejas (U1, U2) y (V1, V2) de
subconjuntos abiertos y no vaćıos de X, tales que U1×U2 ⊂ A y V1×V2 ⊂ B.
Por hipótesis existe también n ∈ N tal que fn(U1)∩V1 6= ∅ y fn(U2)∩V2 6= ∅.
Tomemos (a1, a2) ∈ U1 × U2 tal que fn(a1) ∈ V1 y fn(a2) ∈ V2. Entonces
(a1, a2) ∈ U1 × U2 ⊂ A y, por (2.4.1),

(f × f)n(a1, a2) = (fn(a1), fn(a2)) ∈ V1 × V2 ⊂ B.

Luego (f × f)n(A) ∩B 6= ∅ y, por tanto, f es débilmente mezcladora.

De manera más general, tenemos el siguiente resultado, el cual se prueba
de la misma forma que el Teorema 2.39.

Teorema 2.40. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función
continua y m ∈ N. Entonces la función producto

f × f × · · · × f︸ ︷︷ ︸
m−veces

: X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
m−veces

−→ X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
m−veces

es transitiva si y sólo si, para cada par de familias

{U1, U2, . . . , Um} y {V1, V2, . . . , Vm}

de subconjuntos abiertos y no vaćıos de X, existe n ∈ N tal que fn(Ui)∩Vi 6=
∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
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Vamos a probar ahora el siguiente teorema, en el que utilizamos la De-
finición 2.8.

Teorema 2.41. Las funciones exactas son débilmente mezcladoras y, a su
vez, las funciones débilmente mezcladoras son transitivas.

Demostración. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
exacta. Tomemos dos parejas (U1, U2) y (V1, V2) de subconjuntos abiertos y
no vaćıos de X. Como f es exacta existen n,m ∈ N tales que fn(U1) = X y
fm(U2) = X. Sea k = máx{n,m}. Como f es suprayectiva (Teorema 2.9),
fk(U1) = X = fk(U2). Luego fk(U1)∩V1 = X∩V1 = V1 6= ∅ y fk(U2)∩V2 =
X ∩ V2 = V2 6= ∅. Por el Teorema 2.39, esto implica que f es débilmente
mezcladora.

Supongamos ahora que f es débilmente mezcladora. Tomemos dos abier-
tos no vaćıos de U y V en X. Como f×f es transitiva y los conjuntos U×U
y V × V son abiertos y no vaćıos en X ×X, existe n ∈ N tal que

(f × f)n(U × U) ∩ (V × V ) 6= ∅.

Esto implica, por (2.4.1), que fn(U)∩ V 6= ∅. Por tanto f es transitiva.

En [23, Ejemplo 2.1.25, p. 18] se da un ejemplo de una función continua
f : [0, 1] → [0, 1] que es débilmente mezcladora y no exacta. En la sección
2.8 de este mismo caṕıtulo, veremos una función transitiva (Corolario 2.57)
que no es débilmente mezcladora (Teorema 2.58, inciso 2).

2.4.2. Funciones totalmente transitivas

Como sabemos, si f : X → X es continua y n ∈ N, entonces la n-ésima
función composición de f, es decir la función fn : X → X, es continua.
Cuando cada una de estas funciones resulta ser transitiva, f también recibe
un nombre especial.

Definición 2.42. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Diremos que f es totalmente transitiva si fn : X → X es
transitiva, para toda n ∈ N.

Observemos que, debido a que f1 = f, si f es totalmente transitiva,
entonces f es transitiva.

Más adelante, en el Teorema 2.44, veremos que las funciones débilmente
mezcladoras son totalmente transitivas. Notemos primero que, en lugar de la
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Definición 2.38, pudimos decir que una función f : X → X es 2-transitiva si
la función producto f ×f : X×X → X×X es transitiva. Luego, a modo de
generalización, decir que si m ∈ N, entonces f es m-transitiva si la función
producto

f × f × · · · × f︸ ︷︷ ︸
m−veces

: X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
m−veces

−→ X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
m−veces

es transitiva. En estos términos el siguiente resultado, llamado el Teorema
de Furstenberg, dice que si f es 2-transitiva, entonces f es m-transitiva, para
toda m ∈ N.

Teorema 2.43. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Si f es débilmente mezcladora, entonces

f × f × · · · × f︸ ︷︷ ︸
m−veces

: X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
m−veces

−→ X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
m−veces

es transitiva, para toda m ∈ N.

Demostración. Para cada pareja (A,B) de subconjuntos abiertos y no
vaćıos de X, definimos

T (A,B) = {n ∈ N : fn(A) ∩B 6= ∅} .

Vamos a mostrar dos propiedades de dichos conjuntos, a saber:

1) T (A,B) 6= ∅, para cada pareja (A,B) de abiertos no vaćıos en X;

2) si (A,B) y (C,D) son dos parejas de abiertos no vaćıos en X, entonces
existe una pareja (E,F ) de abiertos no vaćıos en X tal que

T (E,F ) ⊂ T (A,B) ∩ T (C,D).

Para probar 1), sea (A,B) una pareja de abiertos no vaćıos en X. Como
f es débilmente mezcladora, por el Teorema 2.41, f es transitiva. Entonces
existe n ∈ N tal que fn(A) ∩B 6= ∅. Luego n ∈ T (A,B). Esto prueba 1).

Para probar 2), sean (A,B) y (C,D) dos parejas de abiertos no vaćıos
en X. Como f es débilmente mezcladora, por el Teorema 2.39, existe k ∈ N
tal que fk(A)∩C 6= ∅ y fk(B)∩D 6= ∅. Por el Lema 2.2, aplicado a fk, esto
implica que A ∩ f−k(C) 6= ∅ y B ∩ f−k(D) 6= ∅. Definimos entonces

E = A ∩ f−k(C) y F = B ∩ f−k(D).
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Entonces (E,F ) es una pareja de abiertos no vaćıos enX y, por 1), T (E,F ) 6=
∅. Más aún, si n ∈ T (E,F ), entonces

∅ 6= fn
(
A ∩ f−k(C)

)
∩
(
B ∩ f−k(D)

)
⊂ fn(A) ∩B

y

∅ 6= fn
(
A ∩ f−k(C)

)
∩
(
B ∩ f−k(D)

)
⊂ fn

(
f−k(C)

)
∩ f−k(D).

Luego fn(A) ∩ B 6= ∅, por lo que n ∈ T (A,B). También fn
(
f−k(C)

)
∩

f−k(D) 6= ∅. Haciendo C ′ = fn
(
f−k(C)

)
y g = fk, tenemos que C ′ ∩

g−1(D) 6= ∅. Entonces, por el Lema 2.2, g(C ′) ∩D 6= ∅, es decir

fk
(
fn
(
f−k(C)

))
∩D 6= ∅.

Si x ∈ fk
(
fn
(
f−k(C)

))
∩ D, entonces existe x1 ∈ fn

(
f−k(C)

)
tal que

fk(x1) = x. Pero que x1 ∈ fn
(
f−k(C)

)
quiere decir que existe x2 ∈ f−k(C)

tal que fn(x2) = x1. Como x2 ∈ f−k(C), resulta que fk(x2) ∈ C. Luego

x = fk(x1) = fk (fn(x2)) = fn
(
fk(x2)

)
∈ fn(C).

Por lo tanto x ∈ fn(C) ∩ D. Esto prueba que fn(C) ∩ D 6= ∅, aśı que
n ∈ T (C,D). Luego n ∈ T (A,B) ∩ T (C,D) y, aśı, 2) se cumple.

Tomemosm ∈ N. Sean {A1, A2, . . . , Am} y {B1, B2, . . . , Bm} dos familias
de abiertos no vaćıos en X. Aplicando 1) y 2) se deduce que

m⋂
i=1

T (Ai, Bi) 6= ∅.

Por lo tanto, existe n ∈ N tal que fn(Ai)∩Bi 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Esto implica, por el Teorema 2.40, que la función producto

f × f × · · · × f︸ ︷︷ ︸
m−veces

: X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
m−veces

−→ X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
m−veces

es transitiva.

Veamos ahora la relación que existe entre las funciones débilmente mez-
cladoras y las totalmente transitivas.
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Teorema 2.44. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Si f es débilmente mezcladora entonces, para cada n ∈ N, la
n-ésima función composición fn : X → X es débilmente mezcladora. En
particular f es totalmente transitiva.

Demostración. Como f es débilmente mezcladora, por el Teorema 2.41,
f es transitiva. Luego, por el Teorema 2.3, para cada abierto no vaćıo A de
X, sucede que f−i(A) 6= ∅, para toda i ∈ N. Tomemos ahora n ∈ N. Para
probar que la función fn es débilmente mezcladora, vamos a mostrar que la
función producto fn×fn : X×X → X×X es transitiva. Tomemos entonces
dos parejas (U, V ) y (U ′, V ′) de abiertos no vaćıos en X. De (2.4.1) se sigue
que fn × fn = (f × f)n. Vamos a encontrar p ∈ N tal que

(f × f)np(U × V ) ∩ (U ′ × V ′) 6= ∅.

Para esto, consideremos los conjuntos

W = U × U × · · · × U︸ ︷︷ ︸
n−veces

×V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n−veces

y

W ′ = U ′ × f−1(U ′)× · · · × f−(n−1)(U ′)× V ′ × f−1(V ′)× · · · × f−(n−1)(V ′).

Por la observación que hicimos en el primer párrafo de la demostración, W
y W ′ son subconjuntos abiertos y no vaćıos de

X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
2n−veces

.

Además, como f es débilmente mezcladora, por el Teorema 2.43, la función
producto

f × f × · · · × f︸ ︷︷ ︸
2n−veces

: X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
2n−veces

−→ X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
2n−veces

,

es transitiva. Entonces existe k ∈ N tal que

(f × f × · · · × f︸ ︷︷ ︸
2n−veces

)k(W ) ∩W ′ 6= ∅.

Por el Lema 2.2, esto implica que

W ∩ (f × f × · · · × f︸ ︷︷ ︸
2n−veces

)−k(W ′) 6= ∅.
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Por tanto para cada 0 ≤ i ≤ n− 1, tenemos que

f−(k+i)(U ′) ∩ U 6= ∅ y f−(k+i)(V ′) ∩ V 6= ∅. (2.4.2)

Como módulo n todo entero es congruente con un único número entre 0 y
n − 1, existe 0 ≤ i ≤ n − 1, tal que k + i es un múltiplo de n. Tomemos
p ∈ N tal que k + i = np. De (2.4.2), se sigue que

f−(np)(U ′) ∩ U 6= ∅ y f−(np)(V ′) ∩ V 6= ∅.

Aplicando el Lema 2.2 sucede que

fnp(U) ∩ U ′ 6= ∅ y fnp(V ) ∩ V ′ 6= ∅.

Luego (f×f)np(U×V )∩(U ′×V ′) 6= ∅. Esto prueba que la función producto
fn × fn es transitiva. Por tanto fn es débilmente mezcladora. Aplicando el
Teorema 2.41, deducimos que fn es transitiva. Por lo tanto, f es totalmente
transitiva.

Es natural preguntarse si las funciones totalmente transitivas son débil-
mente mezcladoras. Más adelante, en la Sección 2.8, mostraremos una fun-
ción totalmente transitiva que no es débilmente mezcladora.

El siguiente resultado aparece probado en [4, Lema 5, p. 86].

Teorema 2.45. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Supongamos que se cumple

1) para cada tres abiertos no vaćıos U , V1 y V2 en X, existe n ∈ N tal
que fn(U) ∩ V1 6= ∅ y fn(U) ∩ V2 6= ∅,

entonces se cumple

2) para cada dos parejas (U1, U2) y (V1, V2) de abiertos no vaćıos en X,
existe n ∈ N tal que fn(U1) ∩ V1 6= ∅ y fn(U2) ∩ V2 6= ∅.

Demostración. Sean (U1, U2) y (V1, V2) dos parejas de abiertos no vaćıos
en X. Aplicando 1) a los abiertos U1, U2 y V2, deducimos que existe m ∈ N
tal que

fm(U1) ∩ U2 6= ∅ y fm(U1) ∩ V2 6= ∅.

Por el Lema 2.2

S = U1 ∩ f−m(U2) y T = U1 ∩ f−m(V2)
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son dos abiertos no vaćıos de X. Aplicando ahora 1) a los abiertos S, T y
V1, deducimos que existe k ∈ N tal que

fk(S) ∩ T 6= ∅ y fk(S) ∩ V1 6= ∅.

Como S ⊂ U1, se tiene que fk(U1)∩V1 6= ∅. Sea W = S ∩ f−k(T ). De nueva
cuenta, W es un abierto no vaćıo de X. Si x ∈W ⊂ S ⊂ f−m(U2), entonces
fm(x) ∈ U2. También x ∈ W ⊂ f−k(T ), aśı que fk(x) ∈ T ⊂ f−m(V2).
Luego

fk (fm(x)) = fk+m(x) = fm+k(x) = fm
(
fk(x)

)
∈ V2.

Por tanto fk(U2) ∩ V2 6= ∅.

Corolario 2.46. Sean X un espacio topológico y f : X → X una fun-
ción continua. Entonces f es débilmente mezcladora si sólo si f satisface la
propiedad 1) del Teorema 2.45.

Demostración. Si f es débilmente mezcladora entonces, por el Teorema
2.39, f satisface la propiedad 2) del Teorema 2.45. Tomemos tres abiertos no
vaćıos U , V1 y V2 en X. Como (U,U) y (V1, V2) son dos parejas de abiertos
no vaćıos en X, por 2), existe n ∈ N tal que fn(U)∩V1 6= ∅ y fn(U)∩V2 6= ∅.
Entonces f satisface la propiedad 1) del Teorema 2.45.

Ahora bien, si f satisface la propiedad 1) del Teorema 2.45 entonces, por
el mismo teorema, f satisface la propiedad 2) y, por el Teorema 2.39, f es
débilmente mezcladora.

2.5. Mezclación débil en las funciones inducidas

Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua. Como
veremos en la Subsección 2.8.1, del hecho de que f sea transitiva no se
garantiza que la función inducida CL(f) : CL(X)→ CL(X) sea transitiva.
Por tanto la transitividad de f no es equivalente a la transitividad de CL(f).
Como probaremos a continuación, la transitividad de CL(f) es equivalente
al hecho de que f sea débilmente mezcladora.

Teorema 2.47. Sean X un espacio topológico T1 y f : X → X una función
continua y cerrada. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1) f es débilmente mezcladora;
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2) CL(f) es débilmente mezcladora;

3) CL(f) es transitiva.

Demostración. Por el Teorema 2.41, 2) implica 3). Supongamos ahora que
CL(f) es transitiva. Por el Corolario 2.46, para probar que f es débilmente
mezcladora, basta verificar que f satisface la propiedad 1) del Teorema 2.45.
Tomemos entonces tres conjuntos U , V1 y V2 abiertos y no vaćıos en X. Como
CL(f) es transitiva y los conjuntos 〈U〉 y 〈V1, V2〉 son abiertos no vaćıos en
CL(X), existen K ∈ 〈U〉 y n ∈ N de modo que que

fn(K) = (CL(f))n(K) ∈ 〈V1, V2〉.

En particular fn(K) ∩ V1 6= ∅ y fn(K) ∩ V2 6= ∅. Entonces podemos tomar
x, y ∈ K ⊂ U tales que fn(x) ∈ V1 y fn(y) ∈ V2. Luego fn(U) ∩ V1 6= ∅ y
fn(U) ∩ V2 6= ∅. Esto muestra que f satisface la propiedad 1) del Teorema
2.45. De esta manera, 3) implica 1).

Supongamos ahora que f es débilmente mezcladora. Para ver que la
función CL(f) : CL(X) → CL(X) es débilmente mezcladora, debemos ve-
rificar que la función producto

CL(f)× CL(f) : CL(X)× CL(X)→ CL(X)× CL(X)

es transitiva. Para esto tomemos dos parejas (U1,U2) y (V1,V2) de abiertos
no vaćıos en CL(X). Entonces existen cuatro abiertos básicos y no vaćıos
B1,B2, C1 y C2 en CL(X) tales que B1 ⊂ U1, B2 ⊂ U2, C1 ⊂ V1 y C2 ⊂ V2.
Además, por el Teorema 1.20, podemos escoger dichos abiertos básicos con
el mismo número de entradas. Escribamos entonces, para i ∈ {1, 2},

Bi = 〈Ui,1, . . . , Ui,k〉 y Ci = 〈Vi,1, . . . , Vi,k〉. (2.5.1)

Notemos que, para i ∈ {1, 2}, Ui,j 6= ∅ y Vi,j 6= ∅ para toda j ∈ {1, 2, . . . , k}.
Vamos a probar que existe n ∈ N tal que

(CL(f))n(Ui) ∩ Vi 6= ∅ para i ∈ {1, 2}.

Hagamos m = 2k, aśı como

U = U1,1 × · · · × U1,k × U2,1 × · · · × U2,k (2.5.2)

y
V = V1,1 × · · · × V1,k × V2,1 × · · · × V2,k, (2.5.3)
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entonces U y V son abiertos no vaćıos de

X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
m−veces

.

Como f es débilmente mezcladora, por el Teorema 2.43, la función producto

f × f × · · · × f︸ ︷︷ ︸
m−veces

: X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
m−veces

−→ X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
m−veces

es transitiva. Entonces existe n ∈ N tal que

(f × · · · × f︸ ︷︷ ︸
m−veces

)n(U) ∩ (V ) 6= ∅. (2.5.4)

Luego fn(Ui,j)∩Vi,j 6= ∅ para toda i ∈ {1, 2} y cada j ∈ {1, 2, . . . , k}. Ahora
bien, para cada (i, j) ∈ {1, 2}×{1, 2, . . . , k}, tomemos xi,j ∈ Ui,j y yi,j ∈ Vi,j
tales que yi,j = fn(xi,j). Definamos ahora, para i ∈ {1, 2},

Ki = {xi,1, . . . , xi,k} y Li = {yi,1, . . . , yi,k}. (2.5.5)

Como X es T1, tenemos que Ki, Li ∈ CL(X), para i ∈ {1, 2}. Además

Ki ∈ 〈Ui,1, . . . , Ui,k〉 y Li ∈ 〈Vi,1, . . . , Vi,k〉, para cada i ∈ {1, 2}.

Luego, para i ∈ {1, 2},

(CL(f))n(Ki) = CL(fn)(Ki) = fn(Ki) = {fn(xi,1), . . . , fn(xi,k)} =

= {yi,1, . . . , yi,k} = Li ∈ 〈Vi,1, . . . , Vi,k〉.

Como, para i ∈ {1, 2}, tenemos que Ki ∈ 〈Ui,1, . . . , Ui,k〉 = Bi ⊂ Ui y
Li ∈ 〈Vi,1, . . . , Vi,k〉 = Ci ⊂ Vi, deducimos que (CL(f))n(Ui) ∩ Vi 6= ∅. Esto
prueba que la función producto CL(f)×CL(f) es transitiva. Luego CL(f)
es débilmente mezcladora. Por tanto 1) implica 2).

La demostración empleada en el teorema anterior, puede utilizarse para
obtener el siguiente resultado.

Teorema 2.48. Sean X un espacio topológico y T1 y f : X → X una
función continua y cerrada. Entonces los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

1) f es débilmente mezcladora;
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2) 2f es débilmente mezcladora;

3) 2f es transitiva.

El teorema que enunciamos a continuación, aparece probado en [16, Teo-
rema 3.16, p. 82].

Teorema 2.49. Sean X un espacio topológico y T1 y f : X → X una
función continua y cerrada. Entonces los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

1) f es débilmente mezcladora;

2) Fk(f) es débilmente mezcladora, para cada k ∈ N;

3) Fk(f) es transitiva, para cada k ∈ N;

4) Fk(f) es débilmente mezcladora, para alguna k ∈ N− {1};

5) Fk(f) es transitiva, para alguna k ∈ N− {1}.

Demostración. La prueba de que 1) implica 2), es similar a la que dimos
en el Teorema 2.47. En efecto, tomemos k ∈ N y dos parejas (U1,U2) y
(V1,V2) de abiertos no vaćıos en Fk(X). Entonces existen cuatro abiertos
básicos y no vaćıos B1,B2, C1 y C2 en Fk(X) tales que B1 ⊂ U1, B2 ⊂ U2,
C1 ⊂ V1 y C2 ⊂ V2. Por el Teorema 1.19, para i ∈ {1, 2}, podemos escribir

Bi = 〈Ui,1, . . . , Ui,k〉 ∩ Fk(X) y Ci = 〈Vi,1, . . . , Vi,k〉 ∩ Fk(X). (2.5.6)

Notemos que los conjuntos Bi y Ci definidos en (2.5.6), son como los que
definimos en (2.5.1). Hagamos m = 2k y consideremos los subconjuntos U
y V de Xm como se definen en (2.5.2) y (2.5.3). Como indicamos en la
prueba del Teorema 2.47, existe n ∈ N tal que (2.5.4) se cumple. Siguiendo
la demostración, formamos los conjuntos Ki y Li como en (2.5.5). Entonces
Ki, Li ∈ Fk(X), para cada i ∈ {1, 2}. Más aún

Ki ∈ Bi ⊂ Ui, Li ∈ Ci ⊂ Vi y (Fk(f))n(Ki) = Li.

Por tanto ((Fk(f))n(Ui) ∩ Vi 6= ∅. Esto prueba que Fk(f) es débilmente
mezcladora. De esta manera 1) implica 2).

Como las funciones débilmente mezcladoras son transitivas, se tiene que
2) implica 3) y 4) implica 5). La prueba de que 5) implica 1), es idéntica a
la prueba de que 3) implica 1) en el Teorema 2.47 (cambiando 〈U〉 y 〈V1, V2〉
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por 〈U〉 ∩ Fk(X) y 〈V1, V2〉 ∩ Fk(X), respectivamente). Falta probar que 3)
implica 4). Para ver esto notemos que 3) evidentemente implica 5). Además
5) implica 1), 1) implica 2) y 2) evidentemente implica 4). Por tanto 3)
implica 4).

Como consecuencia del Corolario 3.13, existen continuos X y funciones
continuas f : X → X de modo que f es débilmente mezcladora, mientras que
la función inducida C(f) no es débilmente mezcladora. Por el Teorema 2.48,
para dichos continuos X y tales funciones f, se sigue que 2f es débilmente
mezcladora, mientras que C(f) no es débilmente mezcladora.

2.6. Transitividad total en las funciones inducidas

El siguiente teorema aparece probado en [13, Teorema 4.3, p. 753], para
espacios métricos y compactos.

Teorema 2.50. Sean X un espacio T1 y f : X → X una función conti-
nua y cerrada. Si CL(f) es totalmente transitiva, entonces f es totalmente
transitiva.

Demostración. Tomemos m ∈ N. Como CL(f) : CL(X) → CL(X) es
totalmente transitiva, la función composición (CL(f))m : CL(X)→ CL(X)
es transitiva. Por la parte 3) del Lema 2.26, (CL(f))m = CL (fm) . Entonces
CL (fm) es transitiva y, por el Teorema 2.27, lam-ésima función composición
fm : X → X es transitiva. Luego f es totalmente transitiva.

En la Sección 2.8, veremos una función totalmente transitiva f, cuya
función inducida CL(f) no es totalmente transitiva. Por el Teorema 2.28,
en el Teorema 2.50, podemos reemplazar CL(X) por cualquiera de los hi-
perespacios 2X , CLC(X), C(X) y Fn(X), para n ∈ N.

Como consecuencia del Corolario 2.57 y del Teorema 2.58, inciso 1),
existen continuos X y funciones continuas f : X → X de modo que f es to-
talmente transitiva, mientras que la función inducida C(f) no es totalmente
transitiva.

2.7. Exactitud en las funciones inducidas

Con respecto a las funciones exactas, tenemos el siguiente resultado,
originalmente probado en [12, Lema 5, p. 5], para espacios métricos y com-
pactos. Posteriormente aparece probado en [15, Teorema 3.1.2, p. 35], para
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un continuo X y la función inducida 2f : 2X → 2X de una función continua
f : X → X. En su demostración, utilizamos el hecho de que si g : Y → Z es
una función, C ⊂ Y y D ⊂ Z son tales que D ⊂ g(C), entonces

g−1(D) ∩ C 6= ∅ y g
(
g−1(D) ∩ C

)
= D. (2.7.1)

Teorema 2.51. Sean X un espacio T3 y f : X → X una función continua
y cerrada. Entonces f es exacta si y sólo si CL(f) es exacta.

Demostración. Supongamos que f es exacta. Para ver que CL(f) también
es exacta, sea U un abierto no vaćıo en CL(X). Tomemos n ∈ N y abiertos
no vaćıos U1, U2, . . . , Un en X tales que 〈U1, U2, . . . , Un〉 ⊂ U . Como X es
regular, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, existe un abierto no vaćıo Vi en X tal
que ClX(Vi) ⊂ Ui. Además, como f es exacta, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n},
existe mi ∈ N tal que fmi(Vi) = X. Sea m = máx{m1,m2, . . . ,mn}. Como
f es suprayectiva (Teorema 2.9), se tiene que fm(Vi) = X, para cada i ∈
{1, 2, . . . , n}. Vamos a probar que

CL(X) ⊂ (CL(f))m(〈U1, U2, . . . , Un〉). (2.7.2)

Tomemos, por tanto, A ∈ CL(X). Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, sea

Bi = f−m(A) ∩ ClX(Vi).

Sea i ∈ {1, 2, . . . , n}. Como fm es continua, Bi es una intersección de subcon-
juntos cerrados de X. Luego Bi es cerrado en X. Además A ⊂ X = fm(Vi).
Por tanto A ⊂ fm (ClX(Vi)) . Utilizando (2.7.1) (con Y = Z = X, g = fm,
C = ClX(Vi) y D = A), tenemos que

Bi = f−m(A) ∩ ClX(Vi) 6= ∅ y fm(Bi) = A.

Entonces Bi ∈ CL(X) y, como ClX(Vi) ⊂ Ui, tenemos que Bi ⊂ Ui. En
particular, Bi ∩ Ui 6= ∅. Definamos ahora

B = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bn.

Notemos que B ∈ CL(X). Más aún B ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉 y

(CL(f))m(B) = fm(B) = fm(B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bn) =

= fm(B1) ∪ fm(B)2 ∪ · · · ∪ fm(Bn) = A.

Esto prueba (2.7.2) y, como consecuencia de esto,

CL(X) ⊂ (CL(f))m(〈U1, U2, . . . , Un〉) ⊂ (CL(f))m(U).
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Por tanto (CL(f))m(U) = CL(X) y, de esta manera, CL(f) es exacta.

Ahora supongamos que CL(f) es exacta. Para probar que f es exacta,
utilizaremos solamente que X es T1. Sea U un abierto no vaćıo en X. Como
X es T1, 〈U〉 es un abierto no vaćıo en CL(X). Esto implica, pues CL(f)
es exacta, que existe m ∈ N tal que (CL(f))m(〈U〉) = CL(X). Por la parte
3) del Lema 2.26, (CL(f))m = CL (fm) . Tomemos ahora x ∈ X. Entonces
{x} ∈ CL(X) = (CL(f))m(〈U〉) = CL(fm)(〈U〉), por lo que existe A ∈
〈U〉 tal que CL(fm)(A) = {x}. Por tanto A ⊂ U y fm(A) = {x}. Luego
x ∈ fm(A) ⊂ fm(U). Esto implica que fm(U) = X, probando aśı que f es
exacta.

Recordemos que un espacio X es localmente compacto si cada x ∈ X
tiene una vecindad compacta Nx. Como los espacios localmente compactos
y T2 son T3 ([8, Teorema 6.2, Caṕıtulo XI]) tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.52. Sean X un espacio localmente compacto y T2 y f : X → X
una función continua y cerrada. Entonces f es exacta si y sólo si CL(f) es
exacta.

Para la función inducida 2f , tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.53. Sean X un espacio localmente compacto y T2 y f : X → X
una función continua y cerrada. Entonces f es exacta si y sólo si 2f es
exacta.

Demostración. Supongamos f exacta. Sea 〈U1, U2, . . . , Un〉∩2X un abier-
to básico no vaćıo en 2X . Como X es localmente compacto y T2 enton-
ces cada punto de X tiene una base local de vecindades compactas ([27,
Teorema 18.2]). Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, sean Ni ⊂ Ui tal que Ni es
compacto y Wi ⊂ Ni abierto no vaćıo. De la misma manera que en el Teo-
rema 2.51, existe m ∈ N tal que fm(Wi) = Xi, para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Sea A ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉 ∩ 2X , definimos los conjuntos Ai = f−m(A) ∩ Ni,
para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}. Como A es compacto y X es T2, entonces A
es cerrado. Luego, f−m(A) es cerrado y Ni es compacto, entonces Ai es
compacto, para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}. Además, fm(Ai) = A, para toda
i ∈ {1, 2, . . . , n} y si A′ =

⋃n
i=1Ai, entonces A′ ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉 ∩ 2X . Por

lo tanto, (2f )m(〈U1, U2, . . . , Un〉 ∩ 2X) = 2X , es decir, 2f es exacta. Para el
regreso solo es necesario que X sea T1 (ver Teorema 2.51).

Para las funciones inducidas Fn(f), tenemos el siguiente resultado, en
donde el axioma de separación T1 es necesario y suficiente.
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Teorema 2.54. Sean X un espacio T1, n ∈ N y f : X → X una función
continua y cerrada. Entonces f es exacta si y sólo si Fn(f) es exacta.

Demostración. Supongamos que f es exacta. Sea U abierto no vaćıo en
Fn(X). Por el Teorema 1.19, podemos elegir un abierto básico no vaćıo
〈U1, U2, ..., Un〉 tal que 〈U1, U2, . . . , Un〉∩Fn(X) ⊂ U . Siguiendo la prueba pa-
ra CL(f), obtenemos m ∈ N tal que fm(Ui) = X, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Tomemos ahora A ∈ Fn(X). Sean k ∈ {1, 2, . . . , n} y a1, a2, . . . , ak ∈
X tales que A = {a1, a2, . . . , ak}. Como fm(Ui) = X, para cada i ∈
{1, 2, . . . , k}, existe ui ∈ Ui tal que fm(ui) = ai, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}.
Si k + 1 ≤ j ≤ n, tomamos uj ∈ Uj de tal manera que fm(uj) = ak. Sea
A′ = {u1, u2, . . . , un} ∈ 〈U1, U2 . . . , Un〉 ∩ Fn(X), entonces Fn(f)m(A′) =
{fm(u1), fm(u2), . . . , fm(un)} = {a1, a2, . . . , ak} = A. Por lo tanto,

Fn(X) ⊂ Fn(f)m(〈U1, U2, ..., Un〉 ∩ Fn(X)) ⊂ Fn(f)(U).

Es decir, Fn(f)m(U) = Fn(X) y aśı, Fn(f) es exacta.

La demostración del regreso es similar a la que se hizo cuando CL(f) es
exacta.

Para CLC(f) y C(f), siguiendo la prueba de CL(f) exacta implica f
exacta, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.55. Sean X un espacio T1 y f : X → X una función continua
y cerrada. Si alguna de las funciones inducidas CLC(f) y C(f) es exacta,
entonces f es exacta.

Como consecuencia del Corolario 3.13, existen continuos X y funciones
continuas f : X → X de modo que f es exacta, mientras que la función
inducida C(f) no es exacta. Por el Teorema 2.53, para dichos continuos X y
tales funciones f se sigue que 2f es exacta, mientras que C(f) no es exacta.

2.8. Ejemplos de funciones transitivas

En la presente sección veremos ejemplos de funciones transitivas que
no son exactas, aśı como de funciones transitivas cuyas funciones inducidas
no son transitivas. También daremos un ejemplo de una función transitiva
f cuya función inducida CL(f) no es transitiva y una función totalmen-
te transitiva g, cuya función inducida CL(g) no es totalmente transitiva.
Utilizaremos la Definición 1.54, de punto periódico de una función continua.
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2.8.1. Rotaciones sobre la circunferencia

Consideremos, en el plano complejo C, la circunferencia unitaria

S1 =
{
eiθ : θ ∈ R

}
.

Para cada λ ∈ R sea Tλ : S1 → S1 la función definida, para eiθ ∈ S1, como

Tλ

(
eiθ
)

= ei(θ+2πλ).

A la función Tλ se le llama la rotación de S1 con ángulo λ. Cuando λ es un
número irracional, diremos que Tλ es una rotación irracional de S1.

Para cada n ∈ N ∪ {0}, denotamos la n-ésima iteración de Tλ, por Tnλ .
Tomemos eiθ ∈ S1. Afirmamos que

Tnλ

(
eiθ
)

= ei(θ+2nπλ), para cada n ∈ N ∪ {0}. (2.8.1)

Para n ∈ {0, 1} el resultado es claro. Supongamos que (2.8.1) se cumple para
n = k. Entonces

T k+1
λ

(
eiθ
)

= Tλ

(
T kλ

(
eiθ
))

= Tλ

(
ei(θ+2kπλ)

)
=

= ei(θ+2kπλ+2πλ) = ei(θ+2(k+1)πλ).

Esto prueba (2.8.1). Supongamos que λ es racional. Entonces λ = p
q , donde

p, q ∈ Z y q 6= 0. Luego, por (2.8.1),

T qλ

(
eiθ
)

= ei(θ+2qπλ) = e
i
(
θ+2qπ p

q

)
= ei(θ+2pπ) = eiθ.

Como eiθ es un punto arbitrario de S1, hemos probado que la órbita, bajo
Tλ, de cada punto de S1 es finita y de la misma cardinalidad (de hecho es
de cardinalidad q si suponemos que la fracción p

q es irreducible). En otras

palabras, cuando λ es racional, todos los puntos de S1 son periódicos de Tλ
y del mismo periodo.

Supongamos ahora que λ es irracional. Vamos a probar que la órbita de
cada punto de S1, se comporta de un modo bastante diferente. El siguiente
resultado se conoce como el Teorema de Jacobi.

Teorema 2.56. Si λ es irracional, entonces la órbita bajo Tλ de cada punto
de S1, es densa en S1.
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Demostración. Tomemos eiθ ∈ S1 y ε > 0. Para ver que orb
(
eiθ, Tλ

)
, la

órbita de eiθ bajo Tλ es denso en S1, mostraremos que

BS1

(
eiθ, ε

)
∩ orb

(
eiθ, Tλ

)
6= ∅. (2.8.2)

Si se muestra lo de arriba, tendriamos que para cada ε > 0, existiŕıa n ∈ N
talque |(Tλ)n(eiθ)− eiθ| < ε. En general, se tendŕıa que

|(Tλ)(k+1)n(eiθ)− (Tλ)kn(eiθ)| < ε,

para toda k ∈ N. Asi, los puntos

eiθ, (Tλ)n(eiθ), (Tλ)2n(eiθ), . . .

estaŕıan a distancia menor a ε uno del anterior. En otras palabras, par-
tiŕıan a S1 en segmentos de longitud menor a ε, y estos puntos pertenecen
a orb

(
eiθ, Tλ

)
.

Entonces, para mostrar (2.8.2), supongamos primero que existen n,m ∈
N ∪ {0} tales que Tnλ (eiθ) = Tmλ (eiθ). Entonces, por (2.8.1), ei(θ+2nπλ) =
ei(θ+2mπλ). Esto implica que ei(2(n−m)πλ) = 1. Por tanto (n − m)λ es un
entero y, como λ es irracional, n = m. Con esto hemos probado, que si
n,m ∈ N ∪ {0} son tales que n 6= m, entonces Tnλ (eiθ) 6= Tmλ (eiθ). Por tanto
el conjunto

orb
(
eiθ, Tλ

)
=
{
Tnλ

(
eiθ
)

: n ∈ N ∪ {0}
}

es infinito. Como S1 es métrico y compacto, S1 es secuencialmente com-
pacto. Entonces la sucesión {Tnλ (eiθ) : n ∈ N ∪ {0}} tiene una subsucesión
convergente. Utilizando dicha subsucesión y su punto ĺımite, se tiene que
existen n,m ∈ N tales que n > m y∣∣∣Tnλ (eiθ)− Tmλ (eiθ)∣∣∣ < ε.

Como |eiω| = 1 para toda ω en R, se tiene que∣∣Tnλ (eiθ)− Tmλ (eiθ)∣∣∣∣ei(mλ2π)
∣∣ < ε.

Desarrollando la parte superior de la desigualdad tenemos, por (2.8.1), que∣∣ei(θ+nλ2π) − ei(θ+mλ2π)
∣∣∣∣ei(mλ2π)

∣∣ < ε,
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entonces ∣∣∣∣ei(θ+nλ2π)

ei(mλ2π)
− eiθ

∣∣∣∣< ε,

o bien
∣∣Tn−mλ (eiθ)− eiθ

∣∣ < ε. Esto implica que

Tn−mλ

(
eiθ
)
∈ BS1

(
eiθ, ε

)
∩ orb

(
eiθ, Tλ

)
.

Corolario 2.57. Si λ es irracional, entonces Tλ es transitiva. Más aún, Tλ
es totalmente transitiva.

Demostración. Notemos que S1 es un espacio T1 sin puntos aislados y
que, por el Teorema 2.56, todos los puntos en S1 tienen órbita densa, bajo
Tλ. Entonces, por el Teorema 2.10, Tλ es transitiva.

Para ver que Tλ es, de hecho, totalmente transitiva, tomemos n ∈ N.
Sea η = nλ. Como λ es irracional y n es un número natural, η es irracional.
Ahora bien, por (2.8.1), si eiθ ∈ S1, entonces

Tnλ

(
eiθ
)

= ei(θ+2nπλ) = ei(θ+2π(nλ)) = Tnλ

(
eiθ
)

= Tη

(
eiθ
)
.

Esto prueba que Tnλ = Tη y, como η es irracional, por lo que ya probamos, Tη
es transitiva. Luego la función Tnλ es transitiva. Por tanto Tλ es totalmente
transitiva.

Del Teorema 2.56 se sigue que la función Tλ no tiene puntos periódicos,
cuando λ es irracional. Notemos ahora que, como S1 es compacto y T2,
CL(S1) = 2S

1
y CLC(S1) = C(S1). Por tanto CL(Tλ) = 2Tλ y CLC(Tλ) =

C(Tλ).

En el siguiente teorema, supondremos que n ∈ N− {1}, que

Λ(S1) ∈
{
CL(S1), 2S

1
, CLC(S1), C(S1), Fn(S1)

}
y que Λ(Tλ) es la correspondiente función inducida de Tλ al hiperespacio
Λ(S1) elegido.

Teorema 2.58. Si λ es irracional, entonces se cumplen las siguientes pro-
piedades:
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1) la función inducida Λ(Tλ) : Λ(S1) → Λ(S1) no es transitiva ni total-
mente transitiva;

2) la función Tλ : S1 → S1 no es débilmente mezcladora ni exacta.

Demostración. La prueba de 1), que presentamos aqúı, aparece en [22,
Ejemplo 4.1, p. 101], para la función inducida 2Tλ . Como Tλ es una rotación,
tenemos que

diám(K) = diám (Tλ(K)) = diám (Λ(Tλ)(K)) , para cada K ∈ Λ(S1).

Por tanto diám(K) = diám
(
T kλ (K)

)
, para cada K ∈ Λ(S1) y toda k ∈

N ∪ {0}. Tomemos K ∈ Λ(S1) tal que diám(K) = 1 y 0 < ε < 1
2 . Entonces

1− ε > ε. Definimos

U = BΛ(S1)

(
K,

ε

2

)
y V = BΛ(S1)

(
{1}, ε

2

)
.

Entonces F ∈ U si y sólo si H(K,F ) < ε
2 . Esto implica que K ⊂ NS1

(
F, ε2

)
y aśı,

1 = diám(K) ≤ diám

(
NS1

(
F,
ε

2

))
≤ diám(F ) + ε.

Por lo tanto,

1− ε ≤ diám(F ), para cada F ∈ U .

Por otra parte, G ∈ V si y sólo si H(G, {1}) < ε
2 . Esto último implica

que G ⊂ NS1

(
{1}, ε2

)
, entonces diám(G) ≤ diám(NS1({1}, ε2)), es decir,

diám(G) ≤ diám({1}) + ε = ε. Luego

diám(G) ≤ ε, para cada G ∈ V.

Dados k ∈ N, F ∈ U y G ∈ V, por lo que hemos comentado, tenemos que

diám
(
T kλ (F )

)
= diám(F ) ≥ 1− ε > ε ≥ diám(G).

Es decir diám
(
T kλ (F )

)
> diám(G). Esto prueba que

Λ
(
T kλ

)
(U) ∩ V = ∅, para toda k ∈ N.

Por tanto Λ(Tλ) no es transitiva. Si Λ(Tλ) es totalmente transitiva, entonces
Λ(Tλ) es transitiva. Como esto es una contradicción, Λ(Tλ) no es totalmente
transitiva. Esto prueba 1).
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Si Tλ es débilmente mezcladora entonces, por el Teorema 2.48, CL(Tλ) es
transitiva. Como esto contradice 1), Tλ no es débilmente mezcladora. Como
las funciones exactas son débilmente mezcladoras, tenemos que Tλ no es
exacta. Esto prueba 2).

De los teoremas anteriores tenemos que Tλ es una función transitiva
cuyas funciones inducidas no son transitivas. También Tλ es una función to-
talmente transitiva, cuyas funciones inducidas no son totalmente transitivas.
Además Tλ es una función transitiva que no es exacta, y Tλ es una función
transitiva que no es débilmente mezcladora. Notemos que Tλ es además una
función totalmente transitiva que no es débilmente mezcladora. También se
tiene que F1(Tλ) es transitiva, pues F1(Tλ) = Tλ.

2.8.2. Función tienda de campaña

Sea X = [0, 1] con su métrica usual. Consideremos la siguiente función
continua

f(x) =

{
2x, si 0 ≤ x ≤ 1

2 ;
2(1− x), si 1

2 ≤ x ≤ 1.

Diremos que f es la función tienda de campaña. Una observación inme-
diata que podemos hacer sobre esta función es, que f(x) = f(1 − x), para
toda x ∈ X. La gráfica se ve como en la Figura 2.1.

Vamos a probar una serie de propiedades de f . Primero veremos que
la gráfica de fn, está determinada por 2n segmentos de recta de la forma
[ p2n ,

p+1
2n ], donde p ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n − 1}. Dichos segmentos, como podemos

observar, son de longitud 1
2n , y los puntos extremos forman un subconjunto

denso de X, si n ∞.

Teorema 2.59. Si f : X → X es la función tienda de campaña y n ∈ N,
entonces

fn
([

p

2n
,
p+ 1

2n

])
= [0, 1], para cada p ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n − 1}.

Demostración. Sabemos que la gráfica de f1 = f está compuesta por
dos segmentos de recta. El primero se encuentra definido en el intervalo
[0, 1

2 ] = [0
2 ,

1
2 ] y el segundo en el intervalo [1

2 ,
2
2 ] = [1

2 , 1], como se puede ver
en la Figura 2.1. Además, f([0, 1

2 ]) = [0, 1] = f([1
2 , 1]).
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Figura 2.1: Función tienda de campaña.

Para f2 = f ◦ f , los segmentos de recta están determinados de la si-
guiente forma. La gráfica de f está dividida en dos segmentos de recta cuyas
proyecciones sobre el eje x son los segmentos [0, 1

2 ] y [1
2 , 1]. Por otra parte,

tenemos las siguientes igualdades,

f

([
0,

1

4

])
=

[
0,

1

2

]
,

f

([
1

4
,
2

4

])
=

[
1

2
, 1

]
,

f

([
2

4
,
3

4

])
=

[
1

2
, 1

]
,

f

([
3

4
,
4

4

])
=

[
0,

1

2

]
.

Por lo tanto, la gráfica de f2 se divide en cuatro segmentos de recta, como
se muestran en la Figura 2.2.

Para el paso inductivo, supongamos que fn está dividida en 2n segmentos
de longitud 1

2n , y que

fn
([

p

2n
,
p+ 1

2n

])
= [0, 1].

Para analizar fn+1 consideremos los intervalos [ p
2n+1 ,

p+1
2n+1 ], donde

p ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n+1}.
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Figura 2.2: Gráfica de f2.

Tenemos dos casos.

Caso 1. p+1
2n+1 ≤ 1

2 . Para este caso, las igualdades se desarrollan de la
siguiente manera.

fn+1

([
p

2n+1 ,
p+1
2n+1

])
= fn

(
f

[
p

2n+1 ,
p+1
2n+1

])
=

fn
([
f

(
p

2n+1

)
, f

(
p+ 1

2n+1

)])
= fn

([
2p

2n+1
,
2(p+ 1)

2n+1

])
=

fn
([

p

2n
,
p+ 1

2n

])
= [0, 1].

Caso 2. p+1
2n+1 >

1
2 . Bajo esta hipótesis, se tiene de manera adicional que

p
2n+1 ≥ 1

2 . Por lo tanto,
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fn+1

([
p

2n+1 ,
p+1
2n+1

])
= fn

(
f

[
p

2n+1 ,
p+1
2n+1

])
=

fn
([
f

(
p+ 1

2n+1

)
, f

(
p

2n+1

)])
= fn

([
2

(
1− p+ 1

2n+1

)
, 2

(
1− p

2n+1

)])
=

fn
([

2

(
2n+1 − (p+ 1)

2n+1

)
, 2

(
2n+1 − p

2n+1

)])
=

fn
([

2n+1 − (p+ 1)

2n
,
2n+1 − p

2n

])
.

Como p ≥ 2n, entonces 2n+1 − p ∈ {1, 2, 3, . . . , 2n}. Por lo tanto, el
resultado final es nuevamente [0, 1].

Ahora mostraremos, usando el Teorema 2.59, el siguiente resultado.

Teorema 2.60. La función tienda de campaña es exacta.

Demostración. Sea U abierto no vaćıo en [0, 1]. Tomemos n ∈ N y p ∈
{0, 1, . . . , 2n − 1} tales que [ p2n ,

p+1
2n ] ⊂ U . De esta manera, tenemos que

[0, 1] = fn
([

p

2n
,
p+ 1

2n

])
⊂ fn(U) ⊂ [0, 1].

Por lo tanto fn(U) = [0, 1] y f es exacta.

Combinando el Teorema 2.9 y el Teorema 2.60 se tiene que la función
tienda de campaña f es transitiva. En el siguiente resultado analizamos la
transitividad de 2f .

Teorema 2.61. Si f : X → X es la función tienda de campaña, entonces
2f : 2X → 2X es transitiva.

Demostración. Sean U , V abiertos no vaćıos en 2X , K ∈ U , F ∈ V y ε > 0
tales que B2X (K, ε) ⊂ U y B2X (F, ε) ⊂ V. Por el Teorema 1.25, sabemos
que existen K ′ y F ′ subconjuntos finitos de [0, 1] tales que H(K,K ′) < ε

3 y
H(F, F ′) < ε

3 . Por el Teorema 1.36, tenemos que existen K ′1 y F ′1 subcon-
juntos de [0, 1] tales que

q = |K ′1| = |F ′1| ≥ máx{|K ′|, |F ′|},



80 CAPÍTULO 2. TRANSITIVIDAD

H(K ′,K ′1) < ε
3 y H(F ′, F ′1) < ε

3 . Entonces

H(K,K ′1) ≤ H(K,K ′) +H(K ′,K ′1) <
ε

3
+
ε

3
=

2ε

3
,

es decir, K ′1 ∈ B2X (K, ε) ⊂ U . Análogamente se ve que F ′1 ∈ B2X (F, ε) ⊂ V.

Consideremos que K ′1 = {x1, x2, . . . , xq} y F ′1 = {y1, y2, . . . , yq}. Elegi-
mos n ∈ N, suficientemente grande, tal que 2n > q y

1

2n
< mı́n

{
ε

3
,mı́ni 6=j

{
|xi − xj |

}}
. (2.8.3)

Sabemos que

[0, 1] =

2n−1⋃
p=0

[
p

2n
,
p+ 1

2n

]
,

por la forma en que se tomó n, tenemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . , q} xi ∈
[ p2n ,

p+1
2n ], para algún único p ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}. Tomamos zi ∈ [ p2n ,

p+1
2n ]

de manera que fn(zi) = yi. Si G = {z1, z2, . . . , zq} entonces, por (2.8.3),
tenemos

H(K ′1, G) <
ε

3
,

además, 2f
n
(G) = F ′1. Por último,

H(K,G) ≤ H(K,K ′1) +H(K ′1, G) <
2ε

3
+
ε

3
= ε.

Aśı que

G ∈ B2X (K, ε) ⊂ U y 2f
n
(G) ∈ B2X (F, ε) ⊂ V.

Con lo cual, 2f es transitiva.

Teorema 2.62. Si f : X → X es la función tienda de campaña, entonces
C(f) : C(X)→ C(X) no es transitiva.

Demostración. Notemos que

f

(
2

3

)
= 2

(
1− 2

3

)
= 2

(
1

3

)
=

2

3
.

Aśı que 2
3 es un punto fijo de f . Afirmamos que
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Si K ∈ BC(X)

(
X,

1

10

)
y n ∈ N∪{0}, entonces

2

3
∈ C(fn)(K). (2.8.4)

Para probar (2.8.4) sea K ∈ BC(X)(X,
1
10). Entonces H(K,X) < 1

10 ,

por lo que X ⊂ NX(K, 1
10). En particular, 0, 1 ∈ NX(K, 1

10). Luego existen
a, b ∈ K tales que |a− 0| < 1

10 y |b− 1| < 1
10 . En vista de que a < 1

10 <
2
3 <

9
10 < b, K es un subconjuto conexo de [0, 1] que intersecta a los intervalos
[0, 2

3) y (2
3 , 1]. Luego 2

3 ∈ K. Como 2
3 es un punto fijo de f , esto implica que

2
3 ∈ C(fn)(K), para cada n ∈ N ∪ {0} y, aśı, (2.8.4) se cumple.

Supongamos ahora que existen n ∈ N y K ∈ BC(X)(X,
1
10), de modo

que F = C(fn)(K) ∈ BC(X)({0}, 1
10). Entonces H(F, {0}) < 1

10 , por lo que

F ⊂ NX({0}, 1
10) ⊂ [0, 1

10 ]. Además, por (2.8.4), 2
3 ∈ F , aśı que 2

3 ∈ [0, 1
10 ].

Como esto es una contradicción, para cada n ∈ N tenemos que

C(fn)

(
BC(X)

(
X,

1

10

))
∩BC(X)

(
{0}, 1

10

)
= ∅.

Esto prueba que C(f) no es transitiva.

2.8.3. Una función ϕ transitiva tal que 2ϕ no es transitiva.

Consideremos la función continua ϕ : [0, 1]→ [0, 1], que aparece en [2, p.
841] y se define como

ϕ(x) =


2x+ 1

2 , si 0 ≤ x ≤ 1
4 ;

3
2 − 2x, si 1

4 ≤ x ≤
1
2 ;

1− x, si 1
2 ≤ x ≤ 1.

En [15, Ejemplo 2.2.1, p. 27] se muestran las gráficas de ϕ y ϕ2, las cuales
se ven como en la Figura 2.3.

Veremos primero que la función ϕ es transitiva. Para esto demostraremos
antes el siguiente resultado.

Teorema 2.63. Dado un conjunto U abierto y no vaćıo en [0, 1], si U ⊂
[1
2 , 1] entonces, para algún N ∈ N, ϕ2N (U) = [1

2 , 1].
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Figura 2.3: Gráficas de ϕ y ϕ2.

Demostración. Primero veamos que ϕ2n se puede reescribir de la siguiente
manera.

ϕ2n(x) =

{
1−fn(2x)

2 , si 0 ≤ x ≤ 1
2 ;

fn(2x−1)+1
2 , si 1

2 ≤ x ≤ 1.

donde n ∈ N y f es la función tienda de campaña. Podemos argumentar
este hecho de manera inductiva. Se puede comprobar, mediante una serie de
cuentas, que

ϕ2(x) =

{
1−f(2x)

2 , si 0 ≤ x ≤ 1
2 ;

f(2x−1)+1
2 , si 1

2 ≤ x ≤ 1.

Visto este paso, suponiendo el resultado cierto en el caso n, procedemos al
paso inductivo mediante los siguientes casos.

Caso 1. Si x ∈ [0, 1
2 ] entonces ϕ2(n+1)(x) = ϕ2n+2(x) = ϕ2 ◦ ϕ2n(x) =

ϕ2

(
1−fn(2x)

2

)
=

1−f(2(
1−fn(2x)

2
))

2 = 1−f(1−fn(2x))
2 = 1−f(fn(2x))

2 = 1−fn+1(2x)
2 .

Caso 2. Si x ∈ [1
2 , 1] entonces ϕ2(n+1)(x) = ϕ2n+2(x) = ϕ2 ◦ ϕ2n(x) =
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ϕ2

(
fn(2x−1)+1

2

)
=

f(2(
fn(2x−1)+1

2
)−1)+1

2 = f(fn(2x−1)+1−1)+1
2 = f(fn(2x−1))+1

2

= fn+1(2x−1)+1
2 .

Por otra parte, también es cierto que para toda n ∈ N, ϕ2n([0, 1
2 ]) = [0, 1

2 ]
y ϕ2n([1

2 , 1]) = [1
2 , 1] por la siguiente razón. Sean h1(x) = 2x, h2(x) =

2x− 1, g1(x) = 1−x
2 y g2(x) = x+1

2 (notemos que estas cuatro funciones son
abiertas). Las siguientes composiciones son suprayectivas, pues cada una de
ellas lo es. [

0,
1

2

]
h1−→
[
0, 1

]
fn−→
[
0, 1

]
g1−→
[
0,

1

2

]
y [

1

2
, 1

]
h2−→
[
0, 1

]
fn−→
[
0, 1

]
g2−→
[

1

2
, 1

]
.

Además,

ϕ2n(x) =

{
g1 ◦ fn ◦ h1, si 0 ≤ x ≤ 1

2 ;
g2 ◦ fn ◦ h2, si 1

2 ≤ x ≤ 1.

Ahora, tomemos U abierto no vaćıo en [0, 1] tal que U ⊂ [1
2 , 1]. En el

Teorema 2.60 se demostró que la función tienda de campaña f es exacta.
Entonces existe N ∈ N tal que fN (h2(U)) = [0, 1]. Por lo tanto, ϕ2N (U) =
g2 ◦ fN ◦ h2(U) = g2(fN (h2(U))) = g2([0, 1]) = [1

2 , 1].

Como se puede observar, el resultado también es valido si cambiamos
[1
2 , 1] por [0, 1

2 ].

Con este resultado demostraremos la transitividad de ϕ.

Teorema 2.64. La función ϕ es transitiva.

Demostración. Tomemos entonces U y V dos abiertos no vaćıos en [0, 1].
Si U ∩ [1

2 , 1] 6= ∅ existe entonces un abierto (a, b) ⊂ U ∩ [1
2 , 1] y, por el

Teorema 2.63, para algún N ∈ N tenemos que [1
2 , 1] = ϕ2N ((a, b)) ⊂ ϕ2N (U),

pero [0, 1
2 ] = ϕ([1

2 , 1]) = ϕ(ϕ2N ((a, b))) = ϕ2N+1((a, b)) ⊂ ϕ2N+1(U). Aśı,
tenemos entonces que ϕ2N (U) ∩ V 6= ∅ o ϕ2N+1(U) ∩ V 6= ∅. Si por el
contrario, U ∩ [1

2 , 1] = ∅ entonces U ⊂ [0, 1
2 ] y repetimos el argumento,

usando el Teorema 2.63 con la versión para el conjunto [0, 1
2 ].
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Veamos a continuación qué ocurre con la transitividad de 2ϕ. Para ello,
consideremos los conjuntos abiertos en [0, 1], U = [0, 1

2) y V = (1
2 , 1]. Como

ya sabemos, los vietóricos 〈U〉 y 〈U, V 〉 resultan ser abiertos básicos para la
topoloǵıa de 2X .

Por otra parte, por la manera en que se definió la función ϕ(x), tenemos
que ϕ([0, 1

2 ]) = [1
2 , 1] y ϕ([1

2 , 1]) = [0, 1
2 ]. De aqúı, se decuce lo siguiente. Si

A ∈ 〈U〉 (y por lo tanto A ⊂ U), para toda n ∈ N, 2ϕn(A) = ϕn(A) ⊂ [0, 1
2 ]

cuando n es par, mientras que 2ϕn(A) = ϕn(A) ⊂ [1
2 , 1] cuando n es impar.

Es decir, 2ϕn(A)∩ V = ∅ si n es par y 2ϕn(A)∩U = ∅ si n es impar. Por lo
tanto, 2ϕn(A) /∈ 〈U, V 〉.

Este hecho nos muestra entonces que 2ϕ no es transitiva y aśı, ϕ resulta
ser una función transitiva cuya función inducida 2ϕ no es transitiva. Por lo
tanto, de la transitividad de una función, no se sigue la transitividad de sus
funciones inducidas.



Caṕıtulo 3

Transitividad en continuos

3.1. Introducción

En el presente caṕıtulo veremos una serie de resultados que involucran
la transitividad de la función inducida C(f) de una función continua f.
Mostraremos que, cuando X es un continuo que contiene un arco libre (De-
finición 1.3) y f : X → X es una función continua, entonces la función
inducida C(f) : C(X)→ C(X) no es transitiva. Como las funciones exactas
son transitivas, bajo las circunstancias anteriores, la función C(f) tampoco
es exacta.

También, en el presente caṕıtulo, daremos un ejemplo de un continuo
Y, de dimensión infinita, y de una función continua g : Y → Y tal que la
función inducida C(g) es transitiva. Terminaremos el caṕıtulo con una serie
de preguntas abiertas.

3.2. Transitividad en C(f)

Comenzaremos la sección con el siguiente resultado que aparece en [3,
Teorema 4, p. 683], para continuos.

Teorema 3.1. Sean X un espacio conexo y T1 y f : X → X una función
continua y cerrada. Si CLC(f) es transitiva, entonces f es débilmente mez-
cladora.

Demostración. Sean U , V y W tres abiertos no vaćıos de X. Como X
es T1, para cada u ∈ U, resulta que {u} ∈ 〈U〉 ∩ CLC(X). Luego 〈U〉 ∩
CLC(X) 6= ∅. También 〈V,W,X〉 ∩ CLC(X) es no vaćıo, pues tiene a X.

85
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Usando la transitividad de CLC(f), para algún K ∈ 〈U〉∩CLC(X) y n ∈ N,
fn(K) ∈ 〈V,W,X〉 ∩CLC(X). Entonces fn(K) ∩ V 6= ∅ y fn(K) ∩W 6= ∅.
Como K ⊂ U , entonces fn(K) ⊂ fn(U), aśı que

fn(U) ∩ V 6= ∅ y fn(U) ∩W 6= ∅.

Por el Corolario 2.46, f es débilmente mezcladora.

Corolario 3.2. Sean X un espacio compacto, conexo y T1 y f : X → X una
función continua y cerrada. Si C(f) es transitiva, entonces f es débilmente
mezcladora.

Combinando los teoremas 3.1 y 2.47, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3. Sea X un espacio conexo y T1 y f : X → X una función
continua y cerrada. Si CLC(f) es transitiva, entonces CL(f) es transitiva.

Combinando el Corolario 3.2 y el Teorema 2.48, tenemos el siguiente re-
sultado, probado originalmente en [1, Teorema 3.4, p. 1016], para continuos.

Teorema 3.4. Sean X un espacio compacto, conexo y T1 y f : X → X una
función continua y cerrada. Si C(f) es transitiva, entonces 2f es transitiva.

De los teoremas 3.1 y 2.49, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Sea X un espacio conexo y T1 y f : X → X una función
continua y cerrada. Si CLC(f) es transitiva, entonces Fn(f) es transitiva,
para cada n ∈ N.

Finalmente, del Corolario 3.2 y el Teorema 2.49, tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.6. Sean X un espacio compacto, conexo y T1 y f : X → X
una función continua y cerrada. Si C(f) es transitiva, entonces Fn(f) es
transitiva, para cada n ∈ N.

En los teoremas anteriores, la hipótesis de que X es conexo es muy
importante. Si quitamos dicha condición, obtenemos el siguiente resultado,
tomado de [1, Teorema 3.5, p. 1016]). Recordemos que un espacio topológico
X es totalmente disconexo si sus únicos subconjuntos conexos son degene-
rados.

Teorema 3.7. Existen un espacio métrico, compacto y no conexo X y una
función continua f : X → X, de modo que C(f) es transitiva, mientras que
2f y Fn(f) no son transitivas, para cada n ∈ N− {1}.
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Demostración. Consideremos el espacio discreto {0, 1}. Para cada k ∈ N,
sea Ik = {0, 1}. Consideramos ahora el producto cartesiano

X =
∏
k∈N

Ik,

con la topoloǵıa producto. No es dif́ıcil probar que X es un espacio métrico,
compacto, totalmente disconexo y sin puntos aislados (ver [27, Teorema 17.8,
p.120] y [27, Teorema 20.3, p.161]). Entonces, por [21, Teorema 7.14, p. 109],
X es homeomorfo al conjunto de Cantor. Ahora bien, dados (x1, x2, x3, . . .)
y (y1, y2, y3, . . .) en X, definimos

(x1, x2, x3, . . .) + (y1, y2, y3, . . .) = (z1, z2, z3, . . .)

donde z1 = x1 + y1(mód 2) y z2 = x2 + y2 + t1(mód 2). Aqúı t1 = 0 si
x1 +y1 < 2, y t1 = 1 si x1 +y1 = 2. Por tanto sumamos y “llevamos uno” en
el segundo caso. Continuamos sumando y “llevando uno”, de esta manera,
para obtener z3, z4, etc. Ahora consideramos la función f : X → X, definida
en (x1, x2, x3, . . .) ∈ X como

f(x1, x2, x3, . . .) = (x1, x2, x3, . . .) + (1, 0, 0, . . .).

A la función f se le conoce como la máquina de sumar binaria. No es dif́ıcil
probar que f es un homeomorfismo, solamente debemos mostrar que f es
biyectiva y continua [17, Proposición 2.6]. Haciendo cálculos se puede ver
que esta suma es asociativa. Aśı, si denotamos

11 = (1, 0, 0, 0, . . .) y 1̂ = (1, 1, 1, 1, . . .),

tenemos que, dados x̂, ŷ ∈ X, si x̂ + 11 = ŷ + 11, entonces x̂ + (11 + 1̂) =
ŷ + (11 + 1̂) y como 11 + 1̂ = (0, 0, 0, . . .), entonces x̂ = ŷ. Por lo tanto, f es
inyectiva. Para ver que f es suprayectiva notemos que

(x̂+ 1̂) + 11 = x̂.

Para la continuidad de f , diremos que x̂i = pi(x̂), donde pi es la proyección
sobre la i-ésima coodenada. Observemos que, si x̂, ŷ ∈ X son tales que
d(x̂, ŷ) < 1

2n (ver [7, p. 276]), entonces x̂i = ŷi, para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Tomemos x̂ ∈ X y ε > 0. Sea n ∈ N tal que 1

2n < ε. Si d(ŷ, x̂) < 1
2n , entonces

x̂i = ŷi, para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}. Por lo tanto, f(ŷ)i = f(x̂)i, para toda
i ∈ {1, 2, . . . , n}. Aśı, tenemos que d(f(ŷ), f(x̂)) ≤ 1

2n < ε. Entonces, f es
continua.
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En [7, p. 277] se muestra que, para cada x = (x1, x2, x3, . . .) ∈ X, el
conjunto orb(x, f) es denso en X. Entonces, por el Teorema 2.10, f es tran-
sitiva. Como X es totalmente disconexo, C(X) = F1(X). Además F1(X) es
homeomorfo a X. Por tanto C(f) = F1(f) es transitiva.

Si 2f es transitiva o bien existe n ∈ N − {1} tal que Fn(f) es transi-
tiva entonces, por los teoremas 2.48 y 2.49, f es débilmente mezcladora.
Luego, por el Teorema 2.44, f es totalmente transitiva. Sin embargo, como
se muestra en [3, p. 684], para cada m ∈ N, la 2m-ésima composición f2m no
es transitiva. Por tanto f no es totalmente transitiva. De esto se deduce que
2f no es transitiva y que Fn(f) no es transitiva, para cada n ∈ N−{1}.

La función f : X → X dada en la prueba del teorema anterior, no tiene
puntos periódicos. Por tanto, el conjunto de puntos periódicos de f no es
denso en X. En [3, p. 684], se prueba que el conjunto de puntos periódicos
de la función inducida 2f es denso en 2X . En el siguiente caṕıtulo veremos
otros resultados que involucran la densidad de los puntos periódicos entre
una función y sus funciones inducidas.

3.3. Continuos con arcos libres

En la presente sección veremos una serie de resultados que se utilizarán,
posteriormente, para probar que si X es un continuo con arcos libres y
f : X → X es una función continua, entonces la función C(f) : C(X) →
C(X) no es transitiva. Todos estos resultados están comprendidos en la
Sección 4 de [1].

El siguiente resultado, lo probaremos suponiendo que X es un continuo
y que f : X → X es una función continua. Sin embargo, permanece válido
si suponemos, en su lugar, que X es un espacio infinito, compacto y T2, que
2X es primero numerable y que f es una función continua.

Teorema 3.8. Sean X un continuo y f : X → X una función continua.
Supongamos que existen A,B ∈ 2X y m ∈ N tales que ω(B, 2f ) = 2X y
A ⊂ fm(B). Entonces

1) existe n ∈ N tal que A * fm+n(B);

2) A * f(A) y f(A) * A.
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Demostración. Para probar 1) supongamos, por el contrario, que A ⊂
fm+n(B), para cada n ∈ N. Sea Λ = {D ∈ 2X : A ⊂ D}. Como X es
compacto, infinito y T1, por los teoremas 1.21 y 1.22, Λ es cerrado en 2X y
no es denso en 2X . Vamos a probar ahora que ω(B, 2f ) ⊂ Λ. Para ver esto,
notemos primero que

orb(fm(B), 2f ) = {fm+n(B) : n ∈ N ∪ {0}}.

Utilizando esto y el hecho de que A ⊂ fm+n(B), para cada n ∈ N ∪ {0},
resulta que orb(fm(B), 2f ) ⊂ Λ. Luego, como Λ es cerrado en 2X y 2X es
primero numerable, por el Teorema 1.64, ω(B, 2f ) ⊂ Λ. Ahora bien, por
hipótesis ω(B, 2f ) = 2X . Entonces 2X = Λ y, con esto, Λ es denso en 2X .
Como esto es una contradicción, 1) es cierto.

Para probar 2), supongamos primero que f(A) ⊂ A. Entonces fn+1(A) ⊂
fn(A), para toda n ∈ N. Por tanto {fn(A)}n∈N es una sucesión decreciente
en 2X . Luego, por el Teorema 1.27, dicha sucesión converge a

C =
⋂
n∈N

fn(A)

y, además, C ∈ 2X y C ⊂ A. Notemos que C es un elemento de 2X , que
m ∈ N y que C ⊂ fm(B). Entonces, por 1) tenemos que para algún n′ ∈ N,
C * fm+n′(B). Pero, por otro lado, A ⊂ fm(B), aśı que

C ⊂ fn′(A) ⊂ fm+n′(B).

Tenemos entonces una contradicción, que proviene de haber supuesto que
f(A) ⊂ A. Por lo tanto, f(A) * A.

Supongamos ahora que A ⊂ f(A). Entonces fn(A) ⊂ fn+1(A), para toda
n ∈ N∪{0}. En particular, A ⊂ fn(A), para cada n ∈ N. Como A ⊂ fm(B),
entonces fn(A) ⊂ fm+n(B), para toda n ∈ N, aśı que A ⊂ fm+n(B), para
cada n ∈ N. Como esto contradice 1), se concluye entonces que A * f(A).
Esto prueba 2).

Utilizando la misma demostración que la dada en el Teorema 3.8, tene-
mos el siguiente resultado.

Teorema 3.9. Sea X un continuo y f : X → X una función continua.
Supongamos que existen A,B ∈ C(X) y m ∈ N tales que ω(B,C(f)) =
C(X) y A ⊂ fm(B). Entonces
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1) existe n ∈ N tal que A * fm+n(B);

2) A * f(A) y f(A) * A.

Supongamos ahora que X es un continuo y que f : X → X es una función
continua tal que la función inducida 2f : 2X → 2X es transitiva. Como 2X es
un espacio métrico y compacto, por el Corolario 2.20, existe B ∈ 2X tal que
orb(B, 2f ) es denso en 2X y ω(B, 2f ) = 2X . Entonces la órbita de B, bajo
2f , pasa arbitrariamente cerca de cualquier subconjunto cerrado y no vaćıo
de X. En el siguiente resultado, veremos que el interior de cada elemento en
la órbita de B bajo 2f es vaćıo. Por tanto, por subconjuntos cerrados y no
vaćıos de X con interior vaćıo (los de la órbita de B bajo 2f ), nos podemos
aproximar tanto como queramos a cualquier subconjunto cerrado y no vaćıo
de X, incluso a aquellos con interior no vaćıo.

En la demostración del siguiente resultado utilizaremos los teoremas 1.23,
1.27 y 1.33. También utilizaremos el hecho de que, si f : X → X es una
función continua de un continuo X en śı mismo, entonces la imagen de los
elementos de una sucesión decreciente de subconjuntos cerrados y no vaćıos
de X, es también una sucesión decreciente de subconjuntos cerrados y no
vaćıos de X.

Teorema 3.10. Sean X un continuo y f : X → X una función continua.
Supongamos que 2f : 2X → 2X es transitiva y que B ∈ 2X es tal que
ω(B, 2f ) = 2X . Entonces IntX(fn(B)) = ∅, para toda n ∈ N ∪ {0}.

Demostración. Supongamos que, por el contrario, existe n0 ∈ N ∪ {0} tal
que

IntX(fn0(B)) 6= ∅.

Sea D = fn0(B). Como D ∈ orb(B, 2f ), por el Teorema 1.63, ω(D, 2f ) =
ω(B, 2f ) = 2X . Tomemos x ∈ IntX(D) y ε > 0 tales que BX(x, ε) ⊂ D.
Como {x} ∈ ω(D, 2f ), existe k ∈ N tal que H(fk(D), {x}) < ε y aśı, por el
Teorema 1.33,

fk(D) ⊂ NX({x}, ε) = BX(x, ε) ⊂ D.

Por lo tanto, fk(D) ⊂ D. Aplicando fkn en ambos miembros de la conten-
ción anterior, sucede que fk(n+1)(D) ⊂ fkn(D), para toda n ∈ N. Luego
{fkn(D)}n∈N es una sucesión decreciente en 2X . Por el Teorema 1.27, esta
sucesión converge en 2X al elemento

C =
⋂
n∈N

fkn(D). (3.3.1)
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Como fkn(D)  C, de (3.3.1) se tiene que ω(D, 2f
k
) = {C}. También,

debido a que fkn(D) C, para cada s ∈ N∪{0} tenemos, por la continuidad
de la función (2f )s, que

fkn+s(D) fs(C). (3.3.2)

Como ω(D, 2f
k
) es fuertemente invariante bajo 2f

k
y ω(D, 2f

k
) = {C},

tenemos que{
fk(C)

}
= 2f

k
({C}) = 2f

k
(
ω
(
D, 2f

k
))

= ω
(
D, 2f

k
)

= {C}.

Aśı, fk(C) = C. Probaremos ahora lo siguiente.

a) si m es un número natural tal que m ≥ k y m ≡ i(mod k), para alguna
i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, entonces f i(C) ⊂ fm(D).

Supongamos que m = tk + i. Entonces C ⊂ f tk(D) y, aplicando f i de
ambos lados

f i(C) ⊂ f i(f tk(D)) = f i+tk(D) = fm(D).

Ahora bien, para cada i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, sea

Λi = {A ∈ 2X : f i(C) ⊂ A}.

Por el Teorema 1.21, Λi es cerrado en 2X . Entonces

Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ · · · ∪ Λk−1

es cerrado en 2X . Además, por el Teorema 1.23, Λ no es denso en 2X .

b) ω(D, 2f ) ⊂ Λ.

Para ver esto, sea A ∈ ω(D, 2f ). Entonces A ∈ 2X y, además, existe una
sucesión estrictamente creciente {ms}s∈N en N ∪ {0} tal que fms(D)  A.
Como la sucesión {ms}s∈N es estrictamente creciente podemos suponer, sin
perder generalidad, que ms ≥ k, para cada s ∈ N. Ahora bien, como todo
número natural es congruente, módulo k, con algún elemento del conjunto
finito {0, 1, . . . , k − 1}, existen una subsucesión {msl}l∈N de {ms}s∈N y un
número i ∈ {0, 1, . . . , k−1}, de forma que msl ≡ i(mod k), para toda l ∈ N.
Luego {fmsl (D)}l∈N es una sucesión en 2X que converge a A y, por a),
f i(C) ⊂ fmsl (D), para cada l ∈ N. Como Λi es cerrado en 2X y, por lo
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que hemos probado, {fmsl (D)}l∈N es una sucesión en Λi que converge a A,
tenemos que A ∈ Λi ⊂ Λ. Esto prueba b).

Como ω(D, 2f ) = 2X , de b) resulta que Λ = 2X . Entonces Λ es denso en
2X . Esto contradice el hecho de que Λ no es denso en 2X . Dicha contradicción
provino de haber supuesto que existe n0 ∈ N∪{0} tal que IntX(fn0(B)) 6= ∅.
Luego IntX(fn(B)) = ∅, para toda n ∈ N ∪ {0}.

Teorema 3.11. Sean X un continuo y f : X → X una función continua.
Supongamos que C(f) : C(X)→ C(X) es transitiva y que B ∈ C(X) es tal
que ω(B,C(f)) = C(X). Entonces IntX(fn(B)) = ∅, para toda n ∈ N∪{0}.

Demostración. La demostración de este teorema es similar a la del Teo-
rema 3.10, usando esta vez el Teorema 1.24.

El Teorema 3.10 es una parte importante de la Tesis de Maestŕıa [15].
En dicho trabajo se prueban los siguientes resultados:

1) existen un espacio X, homeomorfo al conjunto de Cantor, una fun-
ción continua f : X → X y un elemento A ∈ 2X , de modo que
A = {an}n∈N ∪ {a0}, an  a0 y orb(A, 2f ) es denso en 2X ([15, Teo-
rema 4.1.2, p. 48]);

2) supongamos que X es un espacio métrico y compacto sin puntos aisla-
dos y que f : X → X es una función continua tal que 2f es transitiva.
Entonces existe A ∈ 2X de modo que A = {an}n∈N ∪ {a0}, an  a0 y
orb(A, 2f ) es denso en 2X ([15, Teorema 4.1.4, p. 53]).

Aśı pues, bajo las hipótesis indicadas en 2), se muestra que siempre es
posible encontrar un elemento A ∈ 2X , con órbita densa bajo 2f y de la
forma más simple (pues A no puede ser finito): una sucesión convergente
junto con su punto ĺımite.

Estamos listos para probar el resultado principal de esta sección. En
realidad dicho resultado es más un corolario del Teorema 3.11. Pero, por su
importancia, lo enunciamos como teorema y como el principal. En esencia,
el resultado nos ayuda a descartar la posibilidad de que la función inducida
C(f) de una función continua f : X → X, definida en un continuo X, sea
transitiva.

Teorema 3.12. Sean X un continuo que contiene un arco libre y f : X → X
una función continua. Entonces la función inducida C(f) : C(X) → C(X)
no es transitiva.
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Demostración. Supongamos, por el contrario, que C(f) : C(X) → C(X)
es transitiva. Sean B ∈ C(X) tal que ω(B,C(f)) = C(X) y A un arco libre
en X, con extremos p y q. Sean x y y en A − {p, q} tales que x 6= y y
C el subarco de A con extremos x y y. Como A − {p, q} es abierto en X y
contiene a C, por el Teorema 1.34, existe ε > 0 tal que NX(C, ε) ⊂ A−{p, q}.
Como X es T2 y x 6= y, podemos pedir además que dicha ε sea tal que
BX(x, ε) ∩BX(y, ε) = ∅.

Notemos que C ∈ C(X) = ω(B,C(f)), por lo que existe k ∈ N tal que
H(fk(B), C) < ε. Entonces fk(B) ⊂ NX(C, ε) ⊂ A − {p, q}. Esto implica
que fk(B) es un subcontinuo de X, contenido en el arco A. Luego fk(B) es
un subarco de A. Además, como x, y ∈ C ⊂ NX(fk(B), ε), resulta que

fk(B) ∩BX(x, ε) 6= ∅ y fk(B) ∩BX(y, ε) 6= ∅.

Tenemos entonces que fk(B) es un subarco de A que intersecta a los con-
juntos ajenos BX(x, ε) y BX(y, ε). Entonces fk(B) es no degenerado. Aśı,
IntX(fk(B)) 6= ∅. Como esto último contradice el Teorema 3.11, deducimos
que C(f) no es transitiva.

Corolario 3.13. Sean X un continuo que contiene un arco libre y f : X →
X una función continua. Entonces la función inducida C(f) : C(X) →
C(X) no es exacta ni débilmente mezcladora ni totalmente transitiva.

Demostración. El resultado es consecuencia del teorema anterior y del he-
cho de que las funciones exactas, las débilmente mezcladoras y las totalmente
transitivas, son transitivas.

Existen varias familias importantes de continuos que contienen arcos
libres. Entre ellas se encuentran las gráficas finitas. Recordemos que un
continuo X es una gráfica finita si X se puede escribir como una unión
finita de arcos tales que cada dos de ellos, si se intersectan lo hacen en
uno o en sus dos puntos extremos. Toda gráfica finita contiene arcos libres.
Entonces si X es una gráfica finita y f : X → X es una función continua,
por el Teorema 3.12, la función inducida C(f) no es transitiva, sin importar
si f es transitiva o no (y, por el Corolario 3.13, C(f) tampoco es exacta, ni
débilmente mezcladora ni totalmente transitiva). Aplicando este resultado,
es fácil ver que para las funciones Tλ y f mostradas en las secciones 2.8.1 y
2.8.2, las funciones inducidas C(Tλ) y C(f) no son transitivas. Recordemos
que la función 2f es transitiva. Esto implica que el Teorema 3.12 no es válido
si cambiamos C(f) por 2f .
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En la Sección 5 de [1] se muestra otra clase de continuos, llamados tipo λ.
Algunos continuos tipo λ contienen arcos libres, y otros no. En [1, Teorema
5.3, p. 1018], se muestra que si X es un continuo tipo λ y f : X → X es una
función continua, entonces la función inducida C(f) no es transitiva.

En la Sección 6 de [1], se muestra otra clase más de continuos, llamados
dendritas. Un dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene
copias topológicas de la circunferencia unitaria. Es conocido que algunas
dendritas poseen arcos libres, mientras que otras no. En [1, Teorema 6.2,
p. 1019] se muestra que si X es una dendrita y f : X → X es una función
continua, entonces la función inducida C(f) no es transitiva.

En vista de los ejemplos anteriores, uno podŕıa conjeturar que si X es un
continuo y f : X → X es una función continua, entonces la función inducida
C(f) no es transitiva. Como veremos en la siguiente sección, esto no es aśı.

3.4. Una dendrita especial

En esta sección, vamos a construir una dendrita y un homeomorfismo
f : X → X. Posteriormente, con la ayuda de X y de f, construiremos un
continuo Q y una función continua σ : Q → Q de modo que la función
inducida C(σ) es transitiva.

Figura 3.1: Dendrita X.

Definimos la dendrita X de la siguiente manera: primero ubicamos en el
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plano cartesiano los puntos (−1, 0), (1, 0) y la sucesión {an}n∈Z, con

an =

{
1− 1

n+1 , si n ≥ 0;

−
(

1− 1
|n−1|

)
, si n < 0.

Notemos que la sucesión {an}n∈Z es creciente, a−n = −an, para cada n ∈ N
y, además,

ĺım
n→∞

an = 1 y ĺım
n→−∞

an = −1.

Dada n ∈ Z, definimos el segmento de recta

Ln = {an} ×
[
0,

1

|n|+ 1

]
.

Si denotamos

L = {(r, 0) : − 1 ≤ r ≤ 1},

podemos definir la dendrita X, como el subespacio de R2 dado por

X = L ∪
( ⋃
n∈Z

Ln

)
.

Una manera de representar a esta dendrita se puede ver en la Figura 3.1

Notemos que X tiene arcos libres aśı que, por el Teorema 3.12, para
cualquier función continua f : X → X, C(f) no es transitiva. No obstante,
estudiaremos la función f : X → X definida de la siguiente manera. Primero,
si n ∈ Z y x = (a, 0) ∈ [an, an+1)× {0}, definimos

xa =

(
an+1 − an+2

an − an+1

)
(a− an) + an+1.

Si x = (an, a) ∈ Ln, definimos

ya =

(
|n|+ 1

|n+ 1|+ 1

)
a.

Hacemos ahora

f(x) =


(−1, 0), si x = (−1, 0);
(1, 0), si x = (1, 0);
(xa, 0), si x = (a, 0) ∈ [an, an+1)× {0}, con n ∈ Z;
(an+1, ya), si x = (an, a) ∈ Ln con n ∈ Z.
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Podemos observar, aunque f no se define de forma sencilla, se entiende lo
que hace. Primero que nada, f|L : L → L es un homeomorfismo lineal tal
que f((−1, 0)) = (−1, 0) y f((1, 0)) = (1, 0). Además, para cada n ∈ Z,
f((an, 0)) = (an+1, 0) y, la imagen bajo f del intervalo [(an, 0), (an+1, 0)] es
el intervalo [(an+1, 0), (an+2, 0)]. Como an  1 cuando n  ∞, se deduce
que

ω([(an, 0), (an+1, 0)], C(f)) = {(1, 0)}, para toda n ∈ Z. (3.4.1)

Por otro lado, para cada n ∈ Z, f|Ln : Ln → Ln+1 es un homeomorfismo
lineal tal que f(an, 0) = (an+1, 0) y

f

((
an,

1

|n|+ 1

))
=

(
an+1,

1

|n+ 1|+ 1

)
.

Notemos que

ω(Ln, C(f)) = {(1, 0)}, para toda n ∈ Z (3.4.2)

y

ω(A,C(f)) = {(1, 0)}, para toda A ∈ C(X) con (−1, 0) /∈ A. (3.4.3)

Probaremos solamente (3.4.2). Dada ε > 0 (podemos pedir ε < 1), elegi-
mos n ∈ N tal que

d

((
an,

1

|n|+ 1

)
, (1, 0)

)
< ε.

Con esto se asegura que Ln ⊂ BX((1, 0), ε). Es claro también que, si m > n,
entonces Lm ⊂ BX((1, 0), ε). También es cierto que (1, 0) ∈ NX(Ln, ε) y
(1, 0) ∈ NX(Lm, ε), pues

d

(
(1, 0),

(
am,

1

|m|+ 1

))
< d

(
(1, 0),

(
an,

1

|n|+ 1

))
< ε.

Notemos ahora que, por la manera en la cual fue definida f , el conjunto
de puntos fijos de f es {(−1, 0), (1, 0)}. Luego

ω((−1, 0), f) = {(−1, 0)} y ω((1, 0), f) = {(1, 0)}. (3.4.4)

Además,
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ω(x, f) = {(1, 0)} para toda x ∈ X − {(−1, 0)}. (3.4.5)

Por tanto, no existe x ∈ X tal que ω(x, f) = X. Esto implica, por el
Teorema 2.23, que f no es transitiva. Además, por el Teorema 2.28, la función
inducida C(f) : C(X) → C(X) tampoco es transitiva. También podemos
usar el Teorema 3.12 para probar que C(f) no es transitiva, pues X es un
continuo que contiene arcos libres.

Recordemos que f : X → X es un homeomorfismo. Entonces, por el
Teorema 1.45, la función inducida C(f) : C(X) → C(X) también es un
homeomorfismo. Como hemos visto, la dinámica de f no es interesante pues,
por (3.4.4) y (3.4.5), el ω-conjunto ĺımite de cada elemento de X es un
conjunto degenerado. Además, por (3.4.1), (3.4.2) y (3.4.3), la dinámica
de C(f) tampoco es interesante en los subcontinuos indicados en (3.4.1),
(3.4.2) y (3.4.3). Vamos a encontrar sin embargo, un subespacio Λ de C(X),
fuertemente invariante bajo C(f), de modo que la dinámica de la función,
restringida C(f)|Λ : Λ→ Λ es muy interesante.

La prueba de lo que se indicó al final del párrafo anterior, la realizaremos
por partes, dividiendo la presente sección en varias subsecciones, en donde
se destaque algún aspecto importante.

3.4.1. Los subconjuntos Λ y Q.

Definimos el conjunto

Λ = {A ∈ C(X) : (−1, 0) y (1, 0) están en A}.

Observemos que, si A ∈ Λ, entonces L ⊂ A. Además, Λ es cerrado en
C(X), pues podemos escribirlo como Λ = {A ∈ C(X) : L ⊂ A} que, por el
Teorema 1.21, es cerrado en C(X). También se tiene que Λ es fuertemente
invariante bajo C(f) por la siguiente razón. Si A ∈ Λ, entonces L ⊂ A. Como
f(L) = L, entonces L ⊂ f(A), por lo tanto, C(f)(A) ∈ Λ. Por otra parte,
f−1 también es continua, aśı que f−1(L) = L y, por el mismo razonamiento,
f−1(A) ∈ Λ. Es decir, C(f)(Λ) = Λ. Notemos que cada A ∈ Λ se puede
escribir como

A = L ∪
( ⋃
n∈Z

JA,n

)
, (3.4.6)

donde, para n ∈ Z, JA,n = {an} × [0, bn] y 0 ≤ bn ≤ 1
|n|+1 .
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Trabajaremos entonces con C(f)|Λ : Λ → Λ. Para ello nos fijaremos
primero en el siguiente conjunto. Definimos

Q =
∏
n∈Z

In,

con In = [0, 1], para toda n ∈ Z. Notemos que

Q = {t = (tn)n∈Z : tn ∈ [0, 1] para toda n ∈ Z}.

Definimos la métrica D para el espacio Q de la siguiente manera.

D(t, t′) =
∑
n∈Z

|tn − t′n|
2|n|

.

Haremos dos observaciones al respecto.

Observación 1. Sean t y t′ ∈ Q y M > 0 tales que, si n ∈ [−M,M ],
entonces tn = t′n. Aśı, se tiene que

D(t, t′) =
∑

n∈Z
|tn−t′n|

2|n|
=
∑

n∈[−M,M ]
|tn−t′n|

2|n|
+
∑
|n|>M

|tn−t′n|
2|n|

=∑
n∈[−M,M ]

0

2|n|
+
∑
|n|>M

|tn − t′n|
2|n|

≤
∑
|n|>M

1

2|n|
= 2

∑
n≥M+1

1

2n
=

2

(
1

2M+1

) ∞∑
n=0

1

2n
= 2

(
1

2M+1

)
2 =

1

2M−1
.

Observación 2. Sean ε > 0 y t y t′ ∈ Q tales que, |tn − t′n| < ε, para
toda n ∈ N, entonces

D(t, t′) =
∑
n∈Z

|tn − t′n|
2|n|

< ε

(∑
n∈Z

1

2|n|

)
= ε

(
2

∞∑
n=1

1

2n
+ 1

)
= ε(2 + 1) = 3ε.

3.4.2. La identificación entre Λ y Q.

En esta parte, definiremos un homeomorfismo φ : Λ → Q. Primero que
nada, denotaremos por π1 y π2 a la primera y la segunda proyección de R2

a R, respectivamente. Las proyecciones de Q a cada uno de los factores In =
[0, 1], se denotaran por Pn : Q → In, para toda n ∈ Z. Por la observación
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que hicimos en (3.4.6), la manera en la cual debemos definir φ es la siguiente.
Si A ∈ Λ, entonces A se puede escribir de la forma

A = L ∪
⋃
n∈Z

JA,n

y aśı,

φ(A) = (tn)n∈Z,

donde tn = (|n| + 1) máx{π2(JA,n)}, para toda n ∈ Z. De esta manera,
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.14. La función φ : Λ→ Q es un homeomorfismo.

Demostración. Nuevamente, por el Teorema 1.1, solo debemos mostrar
que φ es continua y biyectiva. Empecemos por la biyectividad.

1. φ es inyectiva. Si A1 y A2 ∈ Λ, son tales que A1 6= A2 y además,

A1 = L ∪
⋃
n∈Z

JA1,n y A2 = L ∪
⋃
n∈Z

JA2,n,

como ambos conjuntos contienen a L, entonces JA1,n 6= JA2,n, para algún n ∈
Z. Tanto JA1,n como JA2,n son subcontinuos que contienen a (an, 0). Sin per-
dida de generalidad, tomamos x ∈ JA1,n−JA2,n, entonces máx(π2(JA1,n)) ≥
x > máx(π2(JA2,n)). Esto último nos dice que φ(A1) 6= φ(A2).

2. φ es suprayectiva. Sea t = (tn)n∈Z ∈ Q, definimos A ∈ Λ como

A = L ∪
⋃
n∈Z

JA,n,

donde JA,n = {an} × [0, tn
|n|+1 ], para toda n ∈ Z. Denotemos bn = tn

|n|+1 . Es

claro que φ(A) = t.

Probemos la continuidad. Sea ε > 0, queremos ver que existe δ > 0 tal
que

f(BΛ(A, δ)) ⊂ BQ(t, ε),

donde t = φ(A).

Tomemos M ∈ N tal que



100 CAPÍTULO 3. TRANSITIVIDAD EN CONTINUOS

2

( ∑
n≥M+1

1

2n

)
<
ε

2

y

δ = mı́n

{{
ε

6(M + 1)

}
∪
{
|an − an+1| : n ∈ {0, 1, . . . , 2M − 1}

}}
.

Sea A′ ∈ Λ tal que A′ ∈ BΛ(A, δ) y digamos que

A′ = L ∪
⋃
n∈Z

JA′,n,

donde JA′,n = {an}× [0, b′n] y 0 ≤ b′n ≤ 1
|n|+1 , para toda n ∈ Z. En este caso,

φ(A′) = t′ = (t′n)n∈Z, con t′n = (|n|+ 1)b′n, para toda n ∈ Z.

Si H(A,A′) < δ, entonces A ⊂ NX(A′, δ) y A′ ⊂ NX(A, δ). Aqúı, tene-
mos dos opciones para cada n ∈ [−M,M ].

Caso 1. Supongamos bn ≤ b′n, como A′ ⊂ NX(A, δ), existe (a′, a′′) ∈ A
tal que d((an, b

′
n), (a′, a′′)) < δ. Debido a que δ < |an − an+1| y δ < |an−1 −

an|, (a′, a′′) /∈ Jm para toda m 6= n, es decir, (a′, a′′) ∈ ((an−1, 0), (an+1, 0))∪
Jn, luego

|b′n − bn| ≤ d((an, b
′
n), (a′, a′′)) < δ.

Caso 2. Suponemos que b′n < bn. En este caso, usamos la contención
A ⊂ NX(A′, δ) y, procediendo de manera análoga al caso 1, obtenemos que
|b′n − bn| < δ.

En cualquiera de los dos casos, se tiene que

|b′n − bn| < δ ≤ ε

6(M + 1)
.

Aśı, tenemos los siguientes desarrollos.∑
n∈[−M,M ]

|tn − t′n|
2|n|

=
∑

n∈[−M,M ]

|(|n|+ 1)bn − (|n|+ 1)b′n|
2|n|

=
∑

n∈[−M,M ]

(|n|+ 1)|bn − b′n|
2|n|

≤
∑

n∈[−M,M ]

(M + 1)|bn − b′n|
2|n|
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= (M + 1)
∑

n∈[−M,M ]

|bn − b′n|
2|n|

< (M + 1)(3δ),

pues esto último es análogo a la Observación 2. Pero,

(M + 1)(3δ) ≤ (M + 1)3

(
ε

6(M + 1)

)
=
ε

2
.

Entonces, tenemos∑
n∈Z

|tn − t′n|
2|n|

=
∑

n∈[−M,M ]

|tn − t′n|
2|n|

+
∑

|n|≥M+1

|tn − t′n|
2|n|

<
ε

2
+

∑
|n|≥M+1

|tn − t′n|
2|n|

=
ε

2
+ 2

( ∑
n≥M+1

|tn − t′n|
2n

)

≤ ε

2
+ 2

( ∑
n≥M+1

1

2n

)
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Podemos entonces pensar a Λ como el cuboQ. Definimos ahora la función
σ : Q→ Q de la siguiente forma. Si t = (tn)n∈Z, entonces

σ(t) = s = (sn)n∈Z, (3.4.7)

donde sn = tn−1. Dicha función, pensada en Λ, resulta ser una especie de
((corrimiento)). Sin embargo, definida en Q es más fácil de comprender.

Teorema 3.15. La función σ : Q→ Q es un homeomorfismo.

Demostración. La función σ es continua, pues sabemos que Pn−1(t) =
tn−1 = (σ(t))n = Pn(σ(t)), para toda n ∈ Z, es decir,

Pn ◦ σ = Pn−1,

para toda n ∈ Z. Todas las proyecciones son continuas, por lo tanto, σ es
continua. También es fácil ver que σ es biyectiva.

1) Si σ((tn)n∈Z) = σ((t′n)n∈Z), entonces

tn−1 = Pn(σ((tn)n∈Z)) = Pn(σ((t′n)n∈Z)) = t′n−1,

para toda n ∈ Z. Por lo tanto, (tn)n∈Z = (t′n)n∈Z.



102 CAPÍTULO 3. TRANSITIVIDAD EN CONTINUOS

2) Si (tn)n∈Z ∈ Q, definimos t+1 ∈ Q como Pn(t+1) = tn+1. Aśı,

Pn(σ(t+1)) = Pn−1(t+1) = t(n−1)+1 = tn,

para toda n ∈ Z. En otras palabras, σ(t+1) = t. Por el Teorema 1.1, σ es un
homeomorfismo.

Una de las propiedades dinámicas que tiene σ es la transitividad.

Teorema 3.16. La función σ : Q→ Q es transitiva.

Demostración. Sean t = (tn)n∈Z y s = (sn)n∈Z en Q, ε > 0 y M ∈ N tales
que

1

2M
=
∑
n>M

1

2n
<
ε

2
.

Definimos c = (cn)n∈Z = σ−3M (s). Entonces, para cada n ∈ Z, tene-
mos que cn = (σ−3M (s))n = sn+3M , esta última igualdad se debe a que
σ3M (sn+3M ) = s(n+3M)−3M = sn.

Por cada n ∈ Z, definimos

un =


tn, si n ∈ [−M,M ];
cn, si n ∈ [−4M,−2M ];
0, en otro caso.

Sea u = (un)n∈Z. Como un = tn, para toda n ∈ [−M,M ], entonces

D(t, u) =
∑
n∈Z

|tn − un|
2|n|

=
∑

n∈[−M,M ]

|tn − un|
2|n|

+
∑

n/∈[−M,M ]

|tn − un|
2|n|

=
∑

n/∈[−M,M ]

|tn − un|
2|n|

≤ 2

( ∑
n>M

1

2n

)
< 2

(
ε

2

)
= ε.

Fijemonos ahora en v = (vn)n∈Z = σ3M (u). Notemos que, si n ∈ [−M,M ],
entonces n−3M ∈ [−4M,−2M ] y aśı, vn = (σ3M (u))n = un−3M = cn−3M =
sn.

Entonces, vn = (σ3M (u))n, para toda n ∈ [−M,M ]. Por la Observa-
ción 1,

D(s, v) ≤ 1

2M−1
=

2

2M
< 2

(
ε

2

)
= ε.
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En conclusión, u ∈ Q es tal que para N = 3M ∈ N, se tiene que D(t, u) <
ε y D(s, σN (u)) < ε. Por lo tanto, σ es transitiva.

Para ver que C(σ) es transitiva veremos primero una definición y un
resultado que nos facilitará el trabajo en la demostración del último teorema
de este caṕıtulo.

Definición 3.17. Sea s = (sn)n∈Z en Q y N0 ∈ N. Definimos la función
g[s,N0] : Q → Q de la siguiente manera. Si t = (tn)n∈Z ∈ Q, entonces
g[s,N0](t) = u = (un)n∈Z, donde

un =

{
tn, si n ∈ [−N0, N0];
sn, si n /∈ [−N0, N0].

Para simplificar la notación, escribiremos g en vez de g[s,N0], salvo que
sea necesario especificar.

Teorema 3.18. La función que acabamos de definir, g : Q → Q, es conti-
nua.

Demostración. Basta con demostrar que si t y r ∈ Q, entonces

D(g(t), g(r)) ≤ D(t, r).

Pero esto se deduce en el siguiente desarrollo.

D(g(t), g(r)) =
∑
n∈Z

|tn − rn|
2|n|

=
∑

n∈[−N0,N0]

|tn − rn|
2|n|

+
∑

n/∈[−N0,N0]

|tn − rn|
2|n|

=
∑

n∈[−N0,N0]

|sn − sn|
2|n|

+
∑

n/∈[−N0,N0]

|tn − rn|
2|n|

=
∑

n/∈[−N0,N0]

|tn − rn|
2|n|

≤
∑
n∈Z

|tn − rn|
2|n|

= d(t, r).
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Notemos también que, si t = (tn)n∈Z ∈ Q, entonces

D(t, g(t)) =
∑
n∈Z

|tn − (g(t))n|
2|n|

=

∑
n∈[−N0,N0]

|tn − (g(t))n|
2|n|

+
∑

n/∈[−N0,N0]

|tn − (g(t))n|
2|n|

=
∑

n∈[−N0,N0]

|sn − sn|
2|n|

+
∑

n/∈[−N0−N0]

|tn − (g(t))n|
2|n|

=

∑
n/∈[−N0−N0]

|tn − (g(t))n|
2|n|

≤
∑

|n|≥N0+1

1

2|n|
= 2

( ∑
n≥N0+1

1

2n

)
= 2

(
1

2N0

)
=

1

2N0−1
.

Por tal motivo, si A ∈ Q, tanto A ⊂ NQ(g(A), 1
2N0−1 + ε) como g(A) ⊂

NQ(A, 1
2N0−1 + ε), para toda ε > 0. Aśı,

H(A, g(A)) ≤ 1

2N0−1
.

Ahora si, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.19. Las funciones inducidas C(σ) : C(Q)→ C(Q) y 2σ : 2Q →
2Q son transitivas.

Demostración. Por el Teorema 3.4, es suficiente con demostrar que C(Q)
es transitiva. Sean A y B ∈ Q y ε > 0. Queremos ver que existe K ∈
BC(Q)(B, ε) y M ∈ N tales que σM (K) ∈ BC(Q)(A, ε).

Sean a = (an)n∈Z y b = (bn)n∈Z, con a ∈ A y b ∈ B. Sea N0 ∈ N tal que
1

2N0
< ε

4 . Definimos c = (cn)n∈Z = σ−3N0(a), entonces tenemos que

cn = (σ−3N0(a))n = an+3N0 .

Consideremos s = (sn)n∈Z ∈ Q, donde

sn =


0, si n ≥ N0 + 1;
bn, si n ∈ [−N0, N0];
0, si n ∈ [−2N0 + 1,−N0 − 1];
cn, si n ∈ [−4N0,−2N0];
0, si n ≤ −4N0 − 1.
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Definimos r = (rn)n∈Z = σ3N0(s), entonces tenemos que

rn = (σ3N0(s))n = sn−3N0 .

Sean g1 = g[s,N0] y g2 = g[r,N0]. Sabemos que estas funciones son
continuas, aśı que g1(B), g2(A) y σ−3N0(g2(A)) ∈ C(Q). Sabemos además
que

H(B, g1(B)) ≤ 1

2N0−1
<
ε

2
y

H(A, g2(A)) ≤ 1

2N0−1
<
ε

2
.

Dada n ∈ [−N0, N0], tenemos que −4N0 ≤ n − 3N0 ≤ −2N0. Luego
(g1(b))n = sn y rn = sn−3N0 = cn−3N0 = an−3N0+3N0 = an = (g2(a))n.

Si |n| > N0, entonces (g1(b))n = sn y (g2(a))n = rn. Por tanto, g1(b) =
s y g2(a) = r. Como σ3N0(s) = r = g2(a), se tiene que s ∈ g1(B) ∩
σ−3N0(g2(A)), de donde

K = g1(B) ∪ σ−3N0(g2(A)) ∈ C(Q).

Haremos las siguientes afirmaciones.

Afirmación 1. σ−3N0(g2(A)) ⊂ BQ(s, ε2)

Razón. Sean u = (un)n∈Z ∈ A y n ∈ [−N0, N0]. Entonces n + 3N0 ∈
[2N0, 4N0]. Aśı, n+ 3N0 ≥ N0 + 1, por lo que

(σ−3N0(g2(u)))n = (g2(u))n+3N0 = rn+3N0 = sn+3N0−3N0 = sn.

Tenemos que s y σ−3N0(g2(u)) son tales que sn = (σ−3N0(g2(u)))n, para
toda n ∈ [−N0, N0]. Por lo tanto, por la Observación 1,

D(σ−3N0(g2)(u), s) ≤ 1

2N0−1
<
ε

2
.

Afirmación 2. H(g1(B),K) < ε
2 y H(B,K) < ε.

Razón. Sabemos que g1(B) ⊂ K ⊂ NQ(K, ε2). Además, s ∈ g1(B) y por
la Afirmación 1, tenemos que
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σ−3N0(g2(A)) ⊂ BQ
(
s,
ε

2

)
⊂ NQ

(
g1(B),

ε

2

)
.

Entonces,

K = g1(B) ∪ σ−3N0(g2(A)) ⊂ NQ

(
g1(B),

ε

2

)
.

Como g1(B) ⊂ K ⊂ NQ(K, ε2), sucede que H(g1(B),K) < ε
2 . También

se tiene que H(B, g1(B)) < ε
2 , pues bn = g1(b)n, para toda n ∈ [−N0, N0] y

b ∈ B y, por la Observación 1, la desigualdad es cierta. Por lo tanto,

H(B,K) ≤ H(B, g1(B)) +H(g1(B),K) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Notemos en este momento que σ3N0(K) = σ3N0(g1(B)) ∪ g2(A) es un
subcontinuo de Q. Tenemos aśı, la última afirmación.

Afirmación 3. σ3N0(g1(B)) ⊂ BQ(r, ε2).

Razón. Sea v = (vn)n∈Z ∈ B. Si n ∈ [−N0, N0], entonces n − 3N0 ≤
−2N0. Aśı,

(σ3N0(g1(v)))n = (g1(v))n−3N0 = sn−3N0 = rn.

Por lo tanto, para toda n ∈ [−N0, N0], D(σ3N0(g1(v)), r) < ε
2 , nueva-

mente por la Observación 1. Con lo cual, tenemos la Afirmación 3.

Ahora bien, si usamos la Afirmación 3 y seguimos los pasos de la demos-
tración de la Afirmación 2, se tiene que

H(g2(A), σ3N0(K)) <
ε

2
y H(σ3N0(K), A) < ε,

pues K = g1(B) ∪ σ−3N0(g2(A)). Entonces,

σ3N0(K) = σ3N0(g1(B) ∪ σ−3N0(g2(A))) = σ3N0(g1(B)) ∪ g2(A).

Por otro lado, g2(A) ⊂ σ3N0(K) ⊂ NQ(σ3N0(K), ε2) y como r = σ3N0(s) ∈
g2(A), entonces σ3N0(g1(B)) ⊂ BQ(σ3N0(s), ε2) ⊂ NQ(g2(A), ε2), es decir
σ3N0(K) ⊂ NQ(g2(A), ε2). Por tanto,

H(g2(A), σ3N0(K)) <
ε

2
.
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Como H(g2(A), A) < ε
2 , entonces

H(σ3N0(K), A) ≤ H(σ3N0(K), g2(A)) +H(g2(A), A) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Por lo tanto, C(σ) es transitiva.

Otra propiedad que tiene σ : Q→ Q, la cual se estudiará más en general
en el próximo caṕıtulo, dice los siguiente.

Teorema 3.20. El conjunto de puntos periódicos, bajo la función

σ : Q→ Q,

es denso en Q.

Demostración. Sea ε > 0 y t = (tn)n∈N ∈ Q. Sea M ∈ N tal que

1

2M
=
∑
j>M

1

2j
<
ε

2
.

Sea n ∈ Z tal que |n| > M . Como [−M − 1
2 ,M + 1

2 ] es un segmento de
tamaño 2M + 1, existe m ∈ Z tal que

n−m(2M + 1) ∈
[
−M − 1

2
,M +

1

2

]
.

Pero n−m(2M+1) es un número entero, entonces n−m(2M+1) ∈ [−M,M ].

Notemos que SM = {−M, . . . ,M} es un sistema completo de residuos
módulo 2M + 1. Aśı, en el caso en que |n| > M , definimos

j(n) = n−m(2M + 1) ∈ [−M,M ]

y, si |n| ≤M , entonces j(n) = n. Entonces, para toda n ∈ Z, sea sn = tj(n)

y s ∈ Q definida como s = (sn)n∈Z.

Como sn = tn para toda n ∈ [−M,M ] entonces, por la Observación 1,
se tiene que

D(t, s) ≤ 2

2M
< ε.

Por otra parte,
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f2M+1(s)n = tj(n)−(2M+1)(mód(SM )),

pero j(n)− (2M + 1) ≡ j(n)(mód(2M + 1)), por lo tanto,

tj(n)−(2M+1)(mód(SM )) = tj(n) = sn.

Es decir, s ∈ Q es de periodo un divisor de 2M + 1.

Dos preguntas que en [1] aparecen al final del árticulo y que siguen
estando abiertas son las siguientes:

1. ¿Existe f : [0, 1]2 → [0, 1]2 continua tal que C(f) : C([0, 1])→ C([0, 1])
es transitiva?

2. ¿Existen continuosX de dimensión finita y funciones continuas f : X →
X tales que C(f) : C(X)→ C(X) es transitiva?



Caṕıtulo 4

Densidad de puntos
periódicos.

4.1. Resultados generales

Este caṕıtulo tiene como propósito analizar el concepto de punto periódi-
co y la densidad de estos en sus respectivos espacios. Al conjunto de puntos
periódicos de f : X → X lo denotaremos como Per(f). Un primer resultado
muy inmediato que se demostrará en el Teorema 4.4 de este caṕıtulo dice
que, dado X un espacio métrico y f : X → X continua, si Per(f) = X,

entonces Per(2f ) = 2X . Aunque el regreso de este resultado es válido para
ciertos continuos, se exhibirá un continuo al final del caṕıtulo en donde se
demostrará que el regreso no es cierto. Dicho ejemplo aparece en [20].

Recordemos que en la Definición 1.54 se dice que, si X es un espacio
topológico, f : X → X una función continua y x ∈ X, entonces decimos que
x es un punto periódico de f , si para algún n ∈ N, se tiene que fn(x) = x.

Definición 4.1. Sea X un espacio métrico y f : X → X una función con-
tinua. Diremos que X tiene densidad de puntos periódicos bajo f , si
Per(f) = X.

Un ejemplo de densidad de puntos periódicos lo tenemos en el Teorema
3.20. Otros conceptos relacionados con la densidad de puntos periódicos son
los siguientes.

Definición 4.2. Sea X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Un punto x ∈ X se dice que es recurrente si para cualquier

109
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abierto U en X que contiene a x, existe n ∈ N tal que fn(x) ∈ U . Si además,
fkn(x) ∈ U para toda k ∈ N, entonces diremos que x es regularmente
recurrente.

Notamos claramente que si un punto x es regularmente recurrente, en-
tonces es recurrente.

Al conjunto de puntos recurrentes de X bajo f lo denotaremos por
R(f), mientras que al de puntos regularmente recurrentes, se le denotará por
RR(f). Aśı, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.3. Sean X un espacio T2 y f : X → X continua. Entonces

x ∈ ω(x, f) si y sólo si x ∈ R(f).

Demostración. Supongamos primero que x ∈ ω(x, f). Sea U abierto en X
tal que x ∈ U . Como x es un punto a acumulación de orb(x, f), existe n ∈ N
tal que fn(x) ∈ U. Por lo tanto, x ∈ R(f)

Supongamos ahora que x ∈ R(f). Sean U un abierto en X tal que x ∈ U
y k ∈ N. Sea

J = {i ∈ {1, 2, . . . , k − 1} : f i(x) 6= x}.

Si existe i ∈ {1, 2, . . . , k − 1} − J , entonces f i(x) = x y, por tanto, existe
m ∈ N tal que im ≥ k. Luego f im(x) = x ∈ U. Podemos suponer entonces
que J = {1, 2, . . . , k − 1}. Como X es T2, para cada i ∈ J existen abiertos
Vi y Wi en X tales que x ∈ Vi, f

i(x) ∈ Wi y Vi ∩ Wi 6= ∅. Sea V =
V1 ∩ V2 ∩ . . . ∩ Vk−1. Entonces V es un abierto en X tal que x ∈ V y, como
x ∈ R(f), existe n ∈ N tal que fn(x) ∈ V . Por construcción, n ≥ k, aśı que
x es un punto de acumulación de orb(x, f). Luego x ∈ ω(x, f).

Otro aspecto que se puede notar es que

Per(f) ⊂ RR(f) ⊂ R(f),

pues si fn(x) = x, también fkn(x) = x, para toda k ∈ N.

Puesto que nos interesa analizar la relación de estos conceptos entre
espacios y sus hiperspacios, el primer cuestionamiento que inmediatamente
nos hacemos es, ¿la densidad de Per(f) o la de Per(2f ) implica la del otro?
Una implicación es casi trivial.
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Teorema 4.4. Sean X un espacio T1 y f : X → X una función continua y
cerrada. Si Per(f) = X, entonces Per(2f ) = 2X .

Demostración. Sean A ∈ 2X y U abierto en 2X tal que A ∈ U . Podemos
tomar un básico de tal manera que A ∈ 〈U1, U2, . . . Un〉 ⊂ U , donde n ∈ N.
Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos que Ui∩Per(f) 6= ∅. Tomemos entonces
xi ∈ Ui ∩ Per(f) por cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Hagamos F = {x1, x2, . . . , xn}.
Digamos que el periodo de cada xi es pi. Si hacemos p = p1×p2× . . .×pn, o
bien p igual al mı́nimo común múltiplo de {p1, p2, . . . , pn}, entonces fp(xi) =
xi, para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}. Aśı, tenemos que fp(F ) = F y además,
F ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉. Por lo tanto, F ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉 ∩ Per(2f ) 6= ∅.

Como podemos notar, la demostración tendŕıa que ser diferente para el
caso C(f), pues el conjunto {p1, p2, . . . , pn} /∈ C(X).

En la siguiente sección, veremos el ejemplo de un continuo K{M} y una
función continua G : K{M} → K{M}, tal que K{M} no tiene densidad de

puntos periódicos bajo G, pero 2K{M} śı tiene densidad de puntos periódicos
bajo 2G. Dicho ejemplo nos mostrará que el rećıproco del Teorema 4.4 no
es cierto en general. Antes de ver este resultado, mostraremos unos casos
particulares en los cuales, la implicación es verdadera. Recordemos que si
X es compacto, Y es T2 y f : X → Y es continua, entonces f es cerrada.
Aśı, en los siguientes teoremas de esta sección no requerimos pedir que la
función sea cerrada.

Teorema 4.5. Sea f : [0, 1]→ [0, 1] una función continua. Si Per(CL(f)) =
CL([0, 1]), entonces Per(f) = [0, 1].

Demostración. Un abierto básico en [0, 1] es un intervalo (a, b), con 0 ≤
a < b ≤ 1. Consideramos un abierto de este tipo. Definimos x0 = a+b

2 y

ε = b−a
2 . Como Per(CL(f)) es denso en CL([0, 1]), existe A ∈ CL([0, 1]) y

N ∈ N tales que H({x0}, A) < ε y fN (A) = (CL(f))N (A) = A.

De H({x0}, A) < ε se implica que, si x ∈ A, entonces∣∣∣∣x− a+ b

2

∣∣∣∣ < b− a
2

.

Pero esta desigualdad nos dice que x − a+b
2 < b−a

2 , que es lo mismo a

decir que x < b−a
2 + a+b

2 = b o bien, a+b
2 −x <

b−a
2 , que a su vez implica que

a = a+b
2 −

b−a
2 < x. Aśı, x ∈ (a, b) y, por lo tanto, A ⊂ (a, b).
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Si α = mı́nA y β = máxA, entonces fN (α) ≥ α y fN (β) ≤ β. Por ser fN

una función continua en [0, 1] y por el Teorema 1.9, existe x ∈ [α, β] ⊂ (a, b)
tal que fN (x) = x.

Se puede demostrar algo más general a este resultado. Para ello veamos
primero la siguiente definición.

Definición 4.6. Sea X un continuo. Diremos que X es una gráfica si X
puede expresarse como la unión finita de arcos, donde cada par de ellos se
intersecta, a lo más, en un punto extremo de los arcos. En el caso en que X
sea una gráfica conexa y sin ciclos, es decir, sin subcontinuos homeomorfos
a S1, diremos que X es un árbol.

Teorema 4.7. Sean X un árbol y f : X → X una función continua. Si 2X

tiene densidad de puntos periódicos bajo 2f , entonces X tiene densidad de
puntos periódicos bajo f .

Demostración. Sea U un abierto de X. Podemos elegir V ⊂ U abierto que
sea arcoconexo y homeomorfo al interior de un arco. Esto se puede hacer en
cualquier gráfica, no necesariamente en un árbol.

Figura 4.1: Abierto V .

Como Γ(V ) (ver Definición 1.15) es abierto en 2X , existe A ∈ Γ(V ) tal
que (2f )n(A) = A, para algún n ∈ N. Sea B el conjunto conexo más pequeño
que contiene a A. Digamos que a y b son los extremos de B. Es claro que a
y b pertenecen a A, pues A es un conjunto cerrado. Además, fn(a) y fn(b)
pertenecen a B. Como B es un arco, lo denotaremos como B = [a, b].

Sea h = fn|[a,b]
. Entonces h : [a, b] → X es una función continua. Sean

a′ ∈ [a, b] tal que si x ∈ [a′, b] y h(x) = a, entonces x = a′ y b′ ∈ [a, b] tal
que si x ∈ [a, x] y h(x) = b, entonces x = b′. Tenemos dos casos.

Caso 1. Si a′ < b′. Como X es un árbol, no hay manera de recorrer,
mediante la imagen de h, un camino de a a b sin recorrer B. Es decir,
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h([a′, b′]) = [a, b]. Por lo tanto, por el Corolario 1.6, tenemos que existe
p ∈ [a, b] tal que fn(p) = h(p) = p.

Figura 4.2: Caso 1.

Caso 2. Si a′ > b′. En este caso elegimos b′′ ∈ [a, b] tal que h(b′′) = b
y h(x) 6= b, para toda x ∈ (b′′, a′). Después, tomamos a′′ ∈ [b′′, a] tal que
h(a′′) = a y h(x) 6= a, para toda x ∈ (b′′, a′′). Al igual que en el caso 1,
tenemos que h([b′′, a′′]) = [a, b], con h(b′′) = b y h(a′′) = a y, por el Corola-
rio 1.8, tenemos que existe p ∈ (b′′, a′′) ⊂ [a, b] tal que fn(p) = h(p) = p.

Figura 4.3: Caso 2

De cualquier manera, p ∈ V ∩ Per(f) ⊂ U ∩ Per(f).

Uno podŕıa pensar entonces que quizá, si pedimos que X sea un conti-
nuo, la densidad de Per(2f ) en 2X implica la densidad de Per(f) en X. Sin
embargo, el ejemplo que veremos en la siguiente sección nos mostrará que
esto no es cierto.

4.2. El continuo K{M}.

Denotaremos por I al intervalo [0, 1] ⊂ R. Si n ∈ N, definimos gn : I → I
de la siguiente manera.
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gn(x) =

{
nx− r si r es par y x ∈ [ rn ,

r+1
n ] ⊂ [0, 1]

−nx+ r + 1 si r es impar y x ∈ [ rn ,
r+1
n ] ⊂ [0, 1],

donde r ∈ {0, . . . , n− 1}.

Observemos que g1 es la función identidad, mientras que g2 es la función
del ejemplo de la Sección 2.8.2. Esta familia de funciones es más grande
que la de dicho ejemplo. Veamos una caracteŕıstica importante de estas
funciones.

Teorema 4.8. Si gn y gm son dos funciones como las definidas arriba,
entonces gn ◦ gm = gm ◦ gn = gnm.

Demostración. La demostración de este resultado consiste en verificar la
igualdad de las composiciones por pedazos. Estos pedazos son de tamaño

1
nm . Lo que haremos será partir al intervalo I en m pedazos de tamaño 1

m y,
posteriormente, partiremos cada uno de estos segmentos en otros de tamaño

1
mn (dividiendo en n secciones iguales).

La igualdad que nos interesa demostrar entonces es

gn ◦ gm
[
r

m
+

r′

nm
,
r

m
+
r′ + 1

nm

]
= gnm

[
r

m
+

r′

nm
,
r

m
+
r′ + 1

nm

]
,

donde 0 ≤ r ≤ m− 1 y 0 ≤ r′ ≤ n− 1.

Esta igualdad nos diŕıa que no importa el orden de la composición, ambas
son equivalentes a gnm. Dividiremos en cuatro casos la demostración. En ca-
da caso, seguiremos los desarrollos mediante la forma en que se definieron es-
tas funciones. Observemos también que [ rm+ r′

nm ,
r
m+ r′+1

nm ] = [nr+r
′

nm , nr+r
′+1

nm ].

En adelante, si a < b, escribiremos [b, a] para denotar al intervalo [a, b] en
sentido contrario.

Caso 1. Tanto r como r′ son pares. Tenemos entonces que

gn ◦ gm
[
nr + r′

nm
,
nr + r′ + 1

nm

]
= gn

[
m

(
nr + r′

nm

)
− r,m

(
nr + r′ + 1

nm

)
− r
]

= gn

[
nr + r′

n
− r, nr + r′ + 1

n
− r
]

= gn

[
r′

n
,
r′ + 1

n

]
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=

[
n

(
r′

n

)
− r′, n

(
r′ + 1

n

)
− r′

]
= [0, 1]

Aśı, en este tipo de pedazos la gráfica de la función es un segmento de
recta que va del punto (nr+r

′

nm , 0) al punto (nr+r
′+1

nm , 1). Por otra parte,

gnm

[
nr + r′

nm
,
nr + r′ + 1

nm

]
=

[
nm

(
nr + r′

nm

)
− (nr + r′), nm

(
nr + r′ + 1

nm

)
− (nr + r′)

]
= [0, 1].

Ambas funciones coinciden en la gráfica correspondiente a estos segmen-
tos de rectas. Veamos qué ocurre en los otros casos.

Caso 2. r par y r′ impar.

gn ◦ gm
[
nr + r′

nm
,
nr + r′ + 1

nm

]
= gn

[
m

(
nr + r′

nm

)
− r,m

(
nr + r′ + 1

nm

)
− r
]

= gn

[
nr + r′

n
− r, nr + r′ + 1

n
− r
]

= gn

[
r′

n
,
r′ + 1

n

]

=

[
− n

(
r′

n

)
+ r′ + 1,−n

(
r′ + 1

n

)
+ r′ + 1

]

=

[
− r′ + r′ + 1,−r′ − 1 + r′ + 1

]
= [1, 0].

Aqúı, el intervalo que obtuvimos al final fue el [1, 0], esto nos dice en-
tonces que la gráfica correspondiente ahora es un segmento de recta cuyos
extremos son los puntos (nr+r

′

nm , 1) y (nr+r
′+1

nm , 0). Por otra parte, nr + r′ es
impar, entonces

gnm

[
nr + r′

nm
,
nr + r′ + 1

nm

]
=

[
− nm

(
nr + r′

nm

)
+ nr + r′ + 1,−nm

(
nr + r′ + 1

nm

)
+ nr + r′ + 1

]
= [−nr − r′ + nr + r′ + 1,−nr − r′ − 1 + nr + r′ + 1] = [1, 0].
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Caso 3.a. r impar, r′ par y n par. En este caso tenemos que nr + r′ es
par. Aśı,

gn ◦ gm
[
nr + r′

nm
,
nr + r′ + 1

nm

]
= gn

[
−m

(
nr + r′

nm

)
+ r + 1,−m

(
nr + r′ + 1

nm

)
+ r + 1

]
= gn

[
−
(
nr + r′

n

)
+ r + 1,−

(
nr + r′ + 1

n

)
+ r + 1

]
= gn

[
n− r′
n

,
n− (r′ + 1)

n

]
=

[
− n

(
n− r′ − 1 + 1

n

)
+ n− r′ − 1 + 1,

− n
(
n− r′ − 1

n

)
+ n− r′ − 1 + 1

]
= [0, 1].

Por otra parte, tenemos que

gnm

[
nr + r′

nm
,
nr + r′ + 1

nm

]
=

[
nm

(
nr + r′

nm

)
− (nr + r′), nm

(
nr + r′ + 1

nm

)
− (nr + r′)

]
= [0, 1].

Caso 3.b r impar, r′ par y n impar. Aqúı, nr + r′ es impar. Entonces,

gn ◦ gm
[
nr + r′

nm
,
nr + r′ + 1

nm

]
= gn

[
−m

(
nr + r′

nm

)
+ r + 1,−m

(
nr + r′ + 1

nm

)
+ r + 1

]
= gn

[
n− r′
n

,
n− (r′ + 1)

n

]
=

[
n

(
n− r′ − 1 + 1

n

)
− (n− r′ − 1), n

(
n− r′ − 1

n

)
− (n− r′ − 1)

]
= [1, 0].
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Además,

gnm

[
nr + r′

nm
,
nr + r′ + 1

nm

]
=

=

[
− nm

(
nr + r′

nm

)
+ (nr + r′) + 1,

−nm
(
nr + r′ + 1

nm

)
+ (nr + r′) + 1

]
= [1, 0].

Caso 4.a r impar, r′ impar y n par. Entonces, nr + r′ es impar

gn ◦ gm
[
nr + r′

nm
,
nr + r′ + 1

nm

]
= gn

[
−m

(
nr + r′

nm

)
+ r + 1,−m

(
nr + r′ + 1

nm

)
+ r + 1

]
= gn

[
n− r′
n

,
n− r′ − 1

n

]
=

[
n

(
n− r′ − 1 + 1

n

)
− (n− r′ − 1), n

(
n− r′ − 1

n

)
− (n− r′ − 1)

]
= [1, 0].

También,

gnm

[
nr + r′

nm
,
nr + r′ + 1

nm

]
=

[
− nm

(
nr + r′

nm

)
+ nr + r′ + 1,−nm

(
nr + r′ + 1

nm

)
+ nr + r′ + 1

]
= [1, 0].

Caso 4.b r impar, r′ impar y n impar. Entonces nr + r′ es par.
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gn ◦ gm
[
nr + r′

nm
,
nr + r′ + 1

nm

]
= gn

[
−m

(
nr + r′

nm

)
+ r + 1,−m

(
nr + r′ + 1

nm

)
+ r + 1

]
= gn

[
n− r′
n

,
n− r′ − 1

n

]
=

[
− n

(
n− r′ − 1 + 1

n

)
+ n− r′ − 1 + 1,

− n
(
n− r′ − 1

n

)
+ n− r′ − 1 + 1

]
= [0, 1].

Para terminar,

gnm

[
nr + r′

nm
,
nr + r′ + 1

nm

]
=

[
nm

(
nr + r′

nm

)
− (nr + r′), nm

(
nr + r′ + 1

nm

)
− (nr + r′)

]
= [0, 1].

En cualquier caso, tenemos la igualdad.

Otros resultados importantes que debemos conocer sobre estas funciones
son los siguientes.

Teorema 4.9. Las funciones gn son funciones abiertas.

Demostración. Sea (a, b) un abierto en I. Tenemos los siguientes casos.

Caso 1. Si existe r ∈ {0, 1, . . . , n − 1} tal que [ rn ,
r+1
n ] ⊂ (a, b), entonces

gn(a, b) = [0, 1]. La imagen es por supuesto abierta.

Caso 2. Si existe r ∈ {0, 1, . . . , n − 1} tal que (a, b) ⊂ [ rn ,
r+1
n ], entonces

gn(a, b) = (gn(a), gn(b)), o bien, gn(a, b) = (gn(b), gn(a)). Cualquiera que sea
el caso la imagen es abierta.

Caso 3. Si existe r ∈ {0, 1, . . . , n − 1} tal que r−1
n < a < r

n < b < r+1
n

entonces tenemos dos opciones. La primera es que r sea par. Si este es el
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caso, entonces gn( rn) = 0 y aśı, gn(a, b) = [0,máx{gn(a), gn(b)}), que es
abierto en I. Si r es impar, entonces gn( rn) = 1 y por lo tanto, gn(a, b) =
(mı́n{gn(a), gn(b)}, 1], que también es abierto.

Teorema 4.10. Para toda n ≥ 2 y todo intervalo (a, b) ⊂ [0, 1] (con a < b),
existe m ∈ N tal que gmn ((a, b)) = [0, 1]. Es decir, gn es una función exacta.

Demostración. Sean n ≥ 2 y (a, b) ⊂ [0, 1]. Existe k ∈ Z tal que, para
algún r ∈ [1, nk − 1], se tiene que[

r

nk
,
r + 1

nk

]
⊂ (a, b).

Tenemos además que,

[0, 1] = gnk

([
r

nk
,
r + 1

nk

])
⊂ gnk((a, b)),

y aśı, gnk((a, b)) = [0, 1]. Si m = nk, entonces

gmn ((a, b)) = gnm((a, b)) = g
nnk

((a, b)) = g
nnk−k

◦ gnk((a, b))

= g
nnk−k

[0, 1] = [0, 1].

Algo que podemos notar en la prueba es que, como gnk([ r
nk
, r+1
nk

]) =

[0, 1], existe xr ∈ [ r
nk
, r+1
nk

] tal que (gn)k(xr) = gnk(xr) = xr, para cada

r ∈ {1, . . . , nk − 1}. Aśı, tenemos que Per(gn) es denso en [0, 1].

Construiremos poco a poco el ejemplo. Primero consideremos el conjunto
M formado por números enteros mayores a 1,

M = {n1, n2, n3, . . .}.

Consideremos el ĺımite inverso de la sucesión de funciones gn1 , gn2 , gn3 , . . ..
Recordando la definición de ĺımite inverso lo denotaremos como

K{M} = {x = (x1, x2, . . .) : xi = gni+1(xi+1) para toda i ∈ N}.

Recordemos también que, si x = (x1, x2, . . .) y y = (y1, y2, . . .), entonces
la métrica en K{M} está definida como
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d(x, y) =
∞∑
n=1

xn − yn
2n

.

Por otra parte, sabemos que para toda i ∈ N,

gi(g2(xi+1)) = g2(gi(xi+1)) = g2(xi).

Podemos definir entonces G : K{M} → K{M} como,

G(x1, x2, . . .) = (g2(x1), g2(x2), . . .).

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo.

K{M}

πn
��

G // K{M}

πn
��

I g2

// I

Tenemos la siguiente afirmación.

Teorema 4.11. Las proyecciones πn son abiertas.

Demostración. Veamos primero que los conjuntos de la forma

πm

( m∏
i=1

Ui ∩K{M}
)
,

son abiertos. Para ello fijémonos en las siguientes equivalencias, no sin antes
mencionar que denotaremos por gnsnr la composición gns◦· · ·◦gnr , donde s < r.
En el caso de que r = s estaremos refiriéndonos a la función gns = gnr . Se
tiene que:

v ∈ πm
( m∏
i=1

Ui ∩K{M}
)

⇔ v ∈ {u ∈ Um : gninm−1
(u) ∈ Ui, para toda i ∈ {1, . . . ,m− 1}}

⇔ v ∈
m−1⋂
i=1

{u ∈ Um : gninm−1
(u) ∈ Ui} ⇔ v ∈

m−1⋂
i=1

(gninm−1
)−1(Ui) ∩ Um.

Este último conjunto es abierto, por lo tanto, el primer conjunto también
lo es. Ahora bien, sea
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U∗ =
m∏
i=1

Ui ∩K{M},

un básico en K{M} y πk una proyección sobre K{M}. Si k = m ya lo tenemos.
Supongamos k < m, consideramos el siguiente diagrama conmutativo.

U∗

πk

~~

πm

  
I I

g
nk
nm−1

oo

Observemos que πk(U∗) = gnknm−1
◦ πm(U∗), pero las funciones gn son

abiertas, aśı que πk(U
∗) es un abierto.

Si por el contrario m < k, entonces notamos que

U∗ =
m∏
i=1

(Ui) ∩KM =
m∏
i=1

(Ui)×
k∏

j>m

Ij ∩K{M},

donde Ij = I para toda j ∈ {m+ 1, . . . , k}, que es el caso k = m.

La sucesión que nos servirá para construir el ejemplo es la sucesión cre-
ciente de números pares, M = {2, 4, 6, 8, . . .}. En lo que resta de la sección
trabajaremos entonces con esta sucesión. El siguiente resultado nos deja ver
la primera de las caracteŕısticas que buscamos en este ejemplo.

Teorema 4.12. Si x ∈ K{M} es un punto periódico bajo G : K{M} → K{M},
entonces x = (0, 0, 0, . . .).

Demostración. Sea x ∈ K{M} un punto periódico. Digamos que p es el
periodo de x bajo G. Entonces

(x1, x2, x3, . . .) = x =

Gp(x) = Gp(x1, x2, x3, . . .) =

(gp2(x1), gp2(x2), gp2(x3), . . .).

Es decir, gp2(xi) = xi para toda i ∈ N. Aśı, para cada i ∈ N, el periodo pi de
xi es un divisor de p y además, la cantidad de puntos en I cuyo periodo es
pi, es un número finito. Como el número de divisores de p es finito, existe
q > 0 tal que, para toda i ∈ N,
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xi ∈
{

0

q
,
1

q
,
2

q
, . . . ,

q

q

}
= B.

El conjunto B es invariante bajo g2, es decir, g2(B) ⊂ B. Ahora, si
πq(x) = xq, como xq+1 = r

q para algún r ∈ {0, . . . , q}, entonces

xq = g2q(xq+1) = g2q

(
r

q

)
= g2q

(
2r

2q

)
= 0.

Si t ∈ N y s ∈ {0, 1, . . . , q}, tenemos que

xtq = g2tq(xtq+1) = g2tq

(
s

q

)
= 0.

Lo que hemos probado es que para una infinidad de i′s, xi = 0 y en estas
funciones, gn(0) = 0, para toda n ∈ N. Por lo tanto, πi(x) = xi = 0, para
toda i ∈ N. O bien, x = (0, 0, 0, . . .).

Veremos a continuación algunas caracteŕısticas importantes que debemos
conocer sobre esta función G.

Teorema 4.13. La función G : K{M} → K{M} es débilmente mezcladora.

Demostración. Sean A, B, C y E abiertos no vaćıos de K{M}. Sean a ∈ A,
b ∈ B, c ∈ C y e ∈ E. Sea ε > 0 tal que BK{M}(a, ε) ⊂ A, BK{M}(b, ε) ⊂ B,
BK{M}(c, ε) ⊂ C y BK{M}(e, ε) ⊂ E. Sea k ∈ N tal que

∞∑
n>k

1

2n
< ε,

entonces diám(π−1
k (t)) < ε, para toda t ∈ [0, 1]. Ahora, πk(BK{M}(a, ε)) y

BK{M}(b, ε) son abiertos de I. Existe l ∈ N suficientemente grande tal que

gl2(πk(BK{M}(a, ε))) = I y gl2(πk(BK{M}(b, ε))) = I.

Aśı, para alguna t ∈ BK{M}(a, ε) y s ∈ BK{M}(b, ε), se tiene que

gl2(πk(t)) = ck = πk(c) y gl2(πk(s)) = ek = πk(e).

Entonces, πk ◦Gl(t) = πk(c) y πk ◦Gl(s) = πk(e). Por lo tanto,

d(Gl(t), c) < ε y d(Gl(s), e) < ε.

Es decir, Gl(A) ∩ C 6= ∅ y Gl(B) ∩ E 6= ∅.
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Usando el Teorema 2.48 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.14. La función inducida 2G : 2K{M} → 2K{M} es débilmente
mezcladora.

Otro corolario que se obtiene fácilmente de las definiciones es el siguiente.

Corolario 4.15. La función G : K{M} → K{M} es transitiva.

Cabe mencionar que algunos de estos resultados aparecen en forma más
general en [20]. Sin embargo, nos interesa analizar el caso espećıfico de este
ejemplo.

Podemos observar que πn ◦G = g2, para toda n ∈ N. Es decir, todas las
proyecciones son funciones continuas, por lo cual, la función G también lo
es. Pero se puede decir más al respecto de esta función.

Teorema 4.16. La función G : K{M} → K{M} es un homeomorfismo.

Demostración. Por el Corolario 4.15, sabemos que G es transitiva. El Teo-
rema 2.7 nos dice que G es suprayectiva. Por el Teorema 1.1, sólo es necesario
probar que G es inyectiva. Sean x = (x1, x2, . . .) y y = (y1, y2, . . .) dos ele-
mentos en K{M} tales que G(x) = G(y), entonces

g2(xi) = g2(yi),

para toda i ∈ N. Pero esta igualdad se da, para cada i ∈ N, si sucede alguno
de los dos siguientes casos. Tenemos que xi = yi, o bien, xi + yi = 1. Como
este fenómeno ocurre con todas las i ∈ N, en particular se tiene que xi+1 =
yi+1 o xi+1 + yi+1 = 1. Pero en ambos casos xi = g2i(xi+1) = g2i(yi+1) = yi.
Es decir, xi = yi, para toda i ∈ N.

El objetivo ahora es demostrar que 2G : 2K{M} → 2K{M} tiene densidad
de puntos periódicos. Para ello se introducirán unas cuantas definiciones que
nos recordaran conceptos definidos al principio del caṕıtulo.

Definición 4.17. Sea X un espacio métrico y f : X → X continua. Dada
ε > 0, definimos el conjunto RR(f)ε como el conjunto

{x ∈ X : para algún N ∈ N, d(x, fNk(x)) < ε, para toda k ∈ N}.

Un hecho general, que no sólo aplica a este ejemplo en espećıfico, es el
siguiente resultado.
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Teorema 4.18. Sea X un espacio métrico y compacto y f : X → X con-
tinua. Entonces, para toda ε > 0, el conjunto RRε(f) es denso en X ⇔
Per(2f ) es denso en 2X .

Demostración. Empecemos por la ida. Sea x0 ∈ X y δ > 0. Veremos
que existe A ∈ 2X y n ∈ N tal que A ⊂ BX(x0, δ) y fN (A) = A. Por
hipótesis, existe y ∈ RR δ

2
(f) ∩ BX(x0,

δ
2). Entonces existe N ∈ N tal que

d(y, fNk(y)) < δ
2 para toda k ∈ N. Aśı,

ω(y, fN ) ⊂ BX
(
y,
δ

2

)
⊂ BX(x0, δ),

pues si d(z, y) ≤ δ
2 , entonces d(z, x0) ≤ d(z, y) + d(y, x0) ≤ δ

2 + d(y, x0) <
δ
2 + δ

2 = δ. Sea A = ω(y, fN ), tenemos que A ⊂ BX(x0, δ) y fN (A) = A.

Sean B ∈ 2X y δ > 0. Como B es compacto, existe {b1, b2, . . . , bm} ⊂ B,
con m ∈ N, tal que

B =

m⋃
i=1

BX

(
bi,
δ

2

)
.

Por cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}, tomamos Ai ∈ 2X y Ni ∈ N tal que

H({bi}, Ai) < δ
2 y fNi(Ai) = Ai.

Tomemos N = m.c.m.{N1, . . . , Nm} y

A =
m⋃
i=1

Ai.

Primero que nada, notemos que

fN (A) = fN
( m⋃
i=1

Ai

)
=

m⋃
i=1

fN (Ai) =

m⋃
i=1

Ai = A.

Segundo, H(A,B) < δ por la siguiente razón. Como H({bi}, Ai) < δ
2 ,

entonces Ai ⊂ NX({bi}, δ2) = BX(bi,
δ
2) y bi ∈ NX(Ai,

δ
2), para toda i ∈

{1, . . . ,m}. Aśı, se tiene que

A =
m⋃
i=1

Ai ⊂
m⋃
i=1

BX

(
bi,
δ

2

)
⊂ NX(B, δ).
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Por otra parte, si x ∈ BX(bi,
δ
2), entonces d(bi, x) < δ

2 . Como bi ∈
NX(Ai,

δ
2), existe ai ∈ Ai tal que d(bi, ai) <

δ
2 y, por la desigualdad del

triángulo, d(ai, x) < δ, es decir, x ∈ NX(Ai, δ). Por lo tanto,

B ⊂
m⋃
i=1

BX

(
bi,
δ

2

)
⊂

m⋃
i=1

NX(Ai, δ) = NX(A, δ).

Tenemos entonces las dos contenciones que nos garantizan queH(A,B) <
δ.

Para el regreso, supongamos Per(2f ) denso en 2X y tomemos ε > 0. Sean
δ > 0 y x0 ∈ X. Existe A ∈ 2X y N ∈ N tales que (2f )N (A) = A y además,
H({x0}, A) < mı́n{δ, ε2}. Tomemos cualquier a ∈ A, resulta que

fNk(a) ∈ (CL(f))Nk(A) = A ⊂ BX
(
x0,

ε

2

)
,

para toda k ∈ N. Por lo tanto,

d(a, fNk(a)) < d(a, x0) + d(x0, f
Nk(a)) <

ε

2
+
ε

2
= ε.

Es decir, a ∈ RRε(f). Como d(x0, a) < δ, entonces RRε(f) es denso en
X.

Podŕıa decirse que este resultado es el motor para llegar al resultado final
del ejemplo. El siguiente teorema es el que pondrá en función este último
resultado.

Teorema 4.19. Para cada ε > 0, el conjunto RRε(G) es denso en K{M}.

Demostración. Sea ε > 0. Tomemos t = (t1, t2, . . .) ∈ K{M} y δ > 0.
Existe N ∈ N tal que

∞∑
n>N

1

2n
< mı́n

{
δ

2
, ε

}
.

Las funciones g2, g4, g6, . . . , g2(N−1) son continuas, entonces existe como

punto de partida 0 < γ1 <
δ
2 tal que si |s− tN | < γ1, entonces

|g2(N−1)(s)− g2(N−1)(tN )| = |g2(N−1)(s)− tN−1| <
δ

2
.

Tomamos después 0 < γ2 <
δ
2 tal que si |s− tN | < γ2, entonces∣∣∣∣g2(N−2)

2(N−1)(s)− g
2(N−2)
2(N−1)(tN )

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣g2(N−2)
2(N−1)(s)− tN−2

∣∣∣∣ < δ

2
.
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Siguiendo este proceso, finalizamos con la elección de 0 < γN−1 <
δ
2 tal

que si |s− tN | < γN−1, entonces∣∣∣∣g2
2(N−1)(s)− g

2
2(N−1)(tN )

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣g2
2(N−1)(s)− t1

∣∣∣∣ < δ

2
.

Aśı, al tomar γ = mı́n{γi}N−1
i=1 , garantizamos que∣∣∣∣g2k

2(N−1)(s)− g
2k
2(N−1)(tN )

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣g2k
2(N−1)(s)− tk

∣∣∣∣ < δ

2
,

para toda k ∈ {1, . . . , N − 1}.

Por otra parte, sabemos que Per(g2) es denso en [0, 1] aśı que existe
sN ∈ Per(g2) tal que |sN − tN | < γ. Como las funciones gn son suprayectivas
podemos elegir s ∈ K{M} de manera que πN (s) = sN . De esta manera,
tenemos que

d(s, t) =
∞∑
i=1

|si − ti|
2i

=
N∑
i=1

|si − ti|
2i

+
∞∑

i=N+1

|si − ti|
2i

<
N∑
i=1

|si − ti|
2i

+
δ

2
<

N∑
i=1

δ
2

2i
+
δ

2
=

N∑
i=1

δ

2i+1
+
δ

2
=
δ

2

(
2N − 1

2N

)
+
δ

2

<
δ

2
+
δ

2
= δ.

Sea n0 ∈ N el periodo de sN bajo g2. Para cada 1 ≤ i ≤ N1, tenemos
que

(g2)n0(πi(s)) = (g2)n0(g2i
2(N−1)(sN )) = g2i

2(N−1) ◦ g2(sN )

= g2i
2(N−1)(sN ) = πi(s).

Es decir, para cada i ∈ {1, . . . , N}, πi(s) es un punto periódico de g2 con
periodo un divisor de n0. Además

πi(G
kn0(s)) = (g2)kn0πi(s) = πi(s),

para toda k ∈ N e i ∈ {1, . . . , N}. Por lo tanto,

d(Gkn0(s), s) ≤
∑
n>N

1

2n
< ε.

En otras palabras, s ∈ RRε(G).
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Tenemos de esta manera, usando los teoremas 4.18 y 4.19, el resultado
con el cual, el ejemplo queda terminado.

Corolario 4.20. La función 2G : 2K{M} → 2K{M} tiene densidad de puntos
periódicos.

4.3. Otras topoloǵıas y conceptos de caos.

Este trabajo se centró en estudiar los conceptos que definen el caos des-
de el punto de vista de Devaney, los cuales son: transitividad, densidad de
puntos periódicos y sensibilidad de condición inicial. Posteriormente se de-
mostró que bastaba con pedir transitividad y densidad de puntos periódicos
[5]. No obstante, existen otras formas de definir el caos y se pueden encon-
trar diversos trabajos al respecto. Algunas de estas definiciones de caos se
pueden ver en [12].

Si bien es cierto que a lo largo de esta tesis se trabajó solamente con la
topoloǵıa de Vietoris, también se estudian a los hiperespacios dotados con
otros tipos de topoloǵıas. Tal es el caso de la topoloǵıa ((hit-or-miss)), la cual
es estudiada en diferentes art́ıculos, como por ejemplo en [26].

En fin, quedaron fuera de este trabajo varios conceptos relacionados con
la teoŕıa de hiperespacios de continuos que son muy estudiados y que en
futuros trabajos espero encontrarme.



128 CAPÍTULO 4. DENSIDAD DE PUNTOS PERIÓDICOS.
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