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Prefacio

El presente trabajo se enmarca en un area de la Topologia llamada la
Teoria de los Hiperespacios y, a su vez, tiene conexiones con la Teoria de los
Sistemas Dindmicos Discretos. La Teoria de Hiperespacios es muy amigable,
pues no requiere de un manejo muy sofisticado de topologia, basta con tener
claro los conocimientos generales de este tema para entender la Teoria de
los Hiperespacios.

Una de las caracteristicas principales que permea a lo largo de esta tesis
es la idea de demostrar resultados con la menor cantidad de hipdtesis po-
sible, es decir, sin depender de la métrica, o de la compacidad del espacio,
la conexidad, etc. De alli que algunos resultados que ya se han probado an-
teriormente se presentan y demuestran ahora en una nueva version, incluso
se llegaron a obtener resultados nuevos. Como ejemplo de esto tenemos el
Teorema 2.54, el cual afirma que si X es 11, f: X — X es continua y cerrada
y n € N, entonces f es exacta si y solo si Fj,(f) es exacta. Pero, sin més
preambulos veamos los temas que se abarcan en cada uno de los capitulos.

En el primer capitulo veremos las definiciones importantes y los resul-
tados que son esenciales para el resto del trabajo. Se presentan en esta
primera parte los conceptos bésicos de los cuales debemos iniciar. Veremos
algunas propiedades importantes junto con sus respectivas referencias. To-
do esto dard pie a construir los diferentes hiperespacios que se estudiaran
en adelante, asi como las funciones inducidas y sus propiedades bésicas.
Es importante mencionar en este momento que existen diferentes tipos de
topologias que se le pueden asignar a los hiperespacios. Para esta tesis se eli-
gié trabajar con la Topologia de Vietoris por ser la topologia con la que maés
fuentes de informacién se contaba al momento, quizd por ser la topologia
mas importante que se estudia en los hiperespacios y que, cabe mencionar,
es equivalente a la topologia generada por la métrica de Hausdorff, cuando
el espacio X es métrico.
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El Capitulo 2 se centra en estudiar el concepto de transitividad. La tran-
sitividad se puede definir en dos formas diferentes; una desde la perspectiva
topoldgica y la otra desde un punto de vista més apegado a los sistemas
dindmicos, las orbitas densas. Veremos cémo demostrando una serie de re-
sultados podremos concluir que en el caso de los espacios métricos, compac-
tos y sin puntos aislados, tener puntos con orbitas densas y ser transitivo,
desde el punto de vista topoldgico, son equivalentes. Ademds de las érbitas
también se definiran los w-conjuntos. Para estos conjuntos se demostrara que
cuando X es métrico y compacto y f: X — X continua, entonces la tran-
sitividad de f equivale a pedir que w(z, f) = X, para algin x € X. Otros
conceptos derivados del andlisis de la transitividad de funciones aparecen
estudiados aqui, tal es el caso de la transitividad total, la mezclacién débil y
la exactitud de funciones. Estas dos tltimas logrando ser equivalentes entre
espacios e hiperespacios bajos ciertas condiciones.

En la dltima parte del Capitulo 2 se presentaran una serie de espacios
que, entre otras cosas, nos mostraran como la transitividad de las funciones
inducidas implica la transitividad de las funciones originales, pero no al
revés.

En el Capitulo 3 se estudiard la transitividad de las funciones continuas
en los continuos (espacios métricos, compactos y conexos). El resultado més
importante de este capitulo aparece enunciado en el Teorema 3.12 y nos
dice que, cuando X es un continuo con un arco libre y f: X — X es una
funcién continua, la funcién inducida C(f) : C(X) — C(X) no puede ser
transitiva. Este resultado nos ofrece entonces un buen criterio para descar-
tar la posibilidad de que las funciones continuas, en determinados espacios
continuos, tengan funciones inducidas transitivas en el hiperespacio de los
subcontinuos.

En la dltima parte de este capitulo se exhibe un ejemplo de un continuo
@ y un homeomorfismo transitivo o: @ — @ tal que tanto C(o) como
29 resultan ser transitivos. Dicho ejemplo nos mostrard que existe por lo
menos un continuo X con una funcién continua f: X — X transitiva cuya
inducida C(f): C(X) — C(X) también es transitiva, ddndole sentido al
Teorema 3.12.

Dentro del cuarto y dltimo capitulo de la tesis se trabajé con el concepto
de densidad de puntos periddicos, que junto con la transitividad definen caos
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desde el puntos de vista de Devaney. El resultado inmediato que se obtiene
aparece en el Teorema 4.6, enunciando que para los espacios métricos X
y las funciones continuas f: X — X, la densidad de puntos periédicos en
X implica la densidad de puntos periédicos en C'L(X). El regreso de este
resultado resulta cierto cuando X es un arbol y este hecho hace suponer que
si X es un continuo lo mismo podria ocurrir, sin embargo, veremos que en
el continuo Ky, con el que se trabaja gran parte del capitulo, existe una
funcién continua G que no genera densidad de puntos peritdicos en Ky

pero que en 251} se tiene densidad de puntos periédicos bajo 2¢.
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Capitulo 1

Resultados Iniciales

1.1. Introduccion

Comenzamos el presente capitulo con una serie de definiciones y resul-
tados, propios de la Topologia General, que usaremos a lo largo del trabajo.

Si X es un espacio topoldgico y A C X, utilizaremos los simbolos
Intx(A), Clx(A) y Bdx(A), para denotar el interior, la cerradura y la fron-
tera de A en X, respectivamente. Si el contexto es lo suficientemente claro,
también usaremos el simbolo A para denotar a la cerradura de A en X. La
cardinalidad de un conjunto A la denotaremos por |A|, y el didmetro de A,
por didm(A), en el caso en que X sea un espacio métrico.

En maés de una ocasidén, para probar que dos conjuntos A y B son iguales,
hacemos ver que se cumplen las siguientes condiciones:

1) de A # (), probamos que B # () y que A C B;
2) de B # (), probamos que A # () y que B C A.

En efecto, de 1) se tiene que A # () implica B # (). Entonces, por contra-
positivo, B = () implica A = (). De manera similar, de 2), A = (), implica
B = (. Entonces los conjuntos A y B son ambos vacios o ambos no vacios.
M4s ain, si A y B son no vacios, por 1) y 2), son iguales.

A menos que digamos explicitamente lo contrario, durante todo este
trabajo, la palabra espacio significa espacio topolégico. Un resultado que
serd muy usado es el siguiente.
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Teorema 1.1. Sean X un espacio compacto y Y un espacio Hausdorff. Si
f: X — Y es una funcion continua y biyectiva, entonces f es un homeo-
morfismo.

La demostracién de este teorema puede verse en [17, Proposicién 2.6, p.
63].

1.2. Continuos y Puntos Fijos

En la presente seccién veremos la nocién de continuo, asi como la de
arco. Estudiaremos ademas un caso especial de arco en un continuo y, por
dltimo, presentaremos una serie de resultados que garantizan la existencia
de un punto fijo para una funcién definida entre arcos.

Definicién 1.2. Sea X un espacio topolégico. Decimos que A C X es un ar-
co en X si existe un homeomorfismo ¢: [0,1] — A. Si ¢(0) =1 y (1) = s,
entonces decimos que A es un arco en X con extremos r y s y escribimos

A=1rs].

Si A es un arco en X con extremos r y s, también solemos decir que A es
un arco en X de r a s. Recordemos que un espacio X es degenerado si posee
solamente un elemento. En caso contrario, decimos que X es no degenerado.
Por definicién, un arco en X es un subconjunto no degenerado de X que,
ademds, es compacto y conexo (pues dichas propiedades son preservadas
bajo funciones continuas).

Supongamos que A es un arco en X, con extremos r y s. Entonces A =
[r, s] y existe un homeomorfismo f: [0,1] — A tal que f(0) =7y f(1) =s.
Dados aj,as € A existen t1,t2 € [0,1] tales que f(t1) = a1y f(t2) = as.
Como f es inyectiva, t1 y to se determinan de manera tinica. Decimos que

a; Sas siysoélosi t; <.

Entonces r < sy, como es facil mostrar, < es un orden parcial en A (es decir,
reflexiva, antisimétrica y transitiva). Definimos ahora a1 < ag si a1 < as y
a1 # as. Nos referiremos a = como el orden natural en A de r a s.

En un espacio topolédgico algunos arcos son especiales, como se indica en
la siguiente definicion.

Definicion 1.3. Sean X un espacio topoldgico y A un arco en X con extre-
mos p y q. Diremos que A es un arco libre en X si el conjunto A — {p,q}
es abierto en X.
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A lo largo de este trabajo, utilizaremos espacios que satisfacen las con-
diciones indicadas en la siguiente definicion.

Definicion 1.4. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y
no degenerado.

Notemos que los arcos son ejemplos de continuos.

Figura 1.1: Un Continuo con un Arco Libre.

El espacio presentado en la Figura 1.1, es un ejemplo de un continuo con
un arco libre, a saber el arco con extremos p y q. Por otra parte, el cuadrado
[0,1] x [0,1] es un continuo que contiene arcos pero no arcos libres.

Si X es un espacio topoldgico y f: X — X es una funcién continua,
entonces p € X es un punto fijo de f si f(p) = p. Terminamos la presente
seccién con una serie de resultados, que involucran la existencia de un punto
fijo de una funcién continua, definida entre intervalos cerrados de la recta
real.

Teorema 1.5. Sea [r,s] C [0,1] y f: [r,s] — [0,1] una funcidn continua
con f(r) =0y f(s) = 1. Entonces existe t € [r,s] tal que f(t) =1t.

Demostracién. Podemos suponer que r # 0y s # 1 pues, si no, tendriamos
demostrado el resultado. Definimos la funcién continua h: [r,s] — R como
h(z) = f(z) — =, para cada x € [r, s]. Observemos que

h(r)y=f(r)—r=0—r=—-r<0 y h(s)=f(s)—s=1—5>0.

Por el Teorema del Valor Intermedio, existe t € (r, s) tal que h(t) = 0. Luego
f(t) —t=h(t) =0, asi que f(t) =t. O
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Corolario 1.6. Sean [c,d] y [a,b] dos arcos tales que [c,d] C [a,b] y sea
f:le,d] — [a,b] una funcién continua con f(c) = a y f(d) =
existe e € [c,d] tal que f(e) = e.

b. Entonces

Demostracién. Por definicién de arco, existe un homeomorfismo ¢: [0,1] —
[a,b] tal que ¢(0) = a y ¢(1) = b. Como ¢, d] C [a,b] podemos suponer, sin
perder generalidad, que en el orden natural < en [a,b] de a a b, sucede que
a = c¢<d=b Tomemos r,s € [0,1] tales que r < s, ¢(r) = cy ¢(s) = d.
Luego

Pl : [r,s] = [c,d]

es un homeomorfismo. Definimos f: [r,s] — [0,1] como f=¢ Lo fo Pl
El siguiente diagrama conmutativo ilustra de manera clara la situacién que
tenemos.

e, d] —> [a, ]

d)l[r,s]T qu

[’I”, 8] *?) [07 1]

Notemos que [r,s] C [0,1]. Ademéds f es una funcién continua con

Foy= (67 0 f 00y, ) () =67 (F(6()) = 67 (f(0)) = 67 (a) = 0

T(s)= (07 e foay, ) () = 67 (F(9(s))) = 67 (F(d) = 671 (6) = 1.

Por el Teorema 1.5, existe t € [r,s] tal que f(t) = t. Entonces, si e = ¢(t)
tenemos que e es un elemento de [c,d] tal que

fle) = (fod)(t)=(po f)(t) =0 (f(t) = o(t) =e.
Esto termina la demostracion. O

Teorema 1.7. Si [r,s] C [0,1] y f: [r,s] — [0,1] es una funcion continua
tal que f(r) =1y f(s) = 0. Entonces eziste z € [r,s] tal que f(z) = z.

Demostracién. Es claro de nuestra hipétesis que r # 1 y s # 0. Conside-
remos la funcién continua h: [r, s] — R definida como h(x) = = — f(x), para
cada x € [r, s]. Como

hiry=r—f(r)=r—1<0 y h(s)=s—f(s)=s>0,
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por el teorema del valor intermedio existe z € (r, s) tal que h(z) = 0. Luego
z— f(2) =0, con lo que z = f(z2). O

Con un argumento anélogo a la demostracién del Corolario 1.6, se obtiene
un nuevo corolario a partir del Teorema 1.7.

Corolario 1.8. Sean [c,d] y [a,b] dos arcos tales que [c,d] C [a,b] y sea
f:le,d] = [a,b] una funcion continua con f(c) = by f(d) = a. Entonces
eziste ¢ € [c,d] tal que f(c) = c.

Estos resultados son versiones distintas del teorema del valor intermedio.

Una versién que en algin momento nos sera util y cuya demostracién es
técnicamente la misma que hemos visto, es el siguiente teorema.

Teorema 1.9. Sean [a,b] C [0,1] y f: [a,b] — [0,1] una funcién continua
tal que f(a) > a y f(b) < b. Entonces existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = c.

1.3. Limites inversos

Esta seccion es pequena porque, en esencia, podriamos decir que reque-
rimos saber solamente lo que es un limite inverso y qué propiedades tienen,
que nos permiten construir continuos, a partir de una sucesién dada de
continuos. Las definiciones y los resultados que a continuaciéon aparecen,
se encuentran detallados en [21, Capitulo 2]. Primero, debemos recordar el
siguiente resultado, cuya demostracién se puede ver en [21, Teorema 2.1].

Teorema 1.10. Sea { X, }nen una familia numerable de continuos. Enton-

ces, el producto
X =[] X,
neN

con la topologia producto, es un continuo.
Lo segundo que necesitamos es definir un tipo de sucesién especial.

Definiciéon 1.11. Una sucesidn inversa es una sucesion de la forma
{Xi, fi}$2,, donde X; es un espacio y fi: Xiv1 — X; es una funcion conti-
nua, para cada 1 > 1.

En ocasiones, las sucesiones inversas suelen representarse mediante el
siguiente diagrama.

X1£X2<f—2X3<f—3<—XZ<—X1+1<—
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Definicién 1.12. Dada una sucesion inversa {X;, f;}5°,, definimos el limi-
te inverso de la sucesion, como el subespacio del producto []72, X; dado
por:

o
@{Xi,fi}fil = {(mz);’il € HXZ-: fi(ziz1) = x; para toda i > 1}.
i=1
Se puede hablar sobre varias caracteristicas de los limites inversos, sin
embargo, el resultado importante que requerimos conocer sobre ellos dice lo
siguiente (ver [21, Teorema 2.4]).

Teorema 1.13. El limite inverso de una sucesion inversa de continuos es
un continuo.

1.4. Hiperespacios

En esta seccion veremos algunas definiciones y resultados conocidos de la
Teoria de Hiperespacios de un espacio topoldgico. Entre otras cosas, veremos
que toda funcién continua y cerrada, definida entre los espacios topolégicos
X y Y induce, de manera natural, funciones continuas entre los hiperespacios
de X y Y. Esto serd vital en el siguiente capitulo.

Empezaremos por definir los hiperespacios que estudiaremos y la nota-
cién que usaremos.

Definicion 1.14. Sea X wun espacio topoldgico. Definimos los siguientes
subconjuntos del conjunto potencia de X :

1) CL(X)={ACX: A#0 y A es cerrado en X};
2) 2X ={A € CL(X): A es compacto};

3) CLC(X)={A e CL(X): A es conexo};

4) O(X) ={A€2¥: A es conero};

5) Fo(X)={AC X:1<|A| <n}, para cada n € N.

Notemos que 2%, CLC(X) y C(X) son subconjuntos de CL(X). Por
tanto si a C'L(X) le damos una topologia, podemos considerar que la to-
pologia en los respectivos conjuntos 2%, CLC(X) y C(X) es la de subes-
pacio. Notemos que cuando X es compacto, se tiene que 2% = CL(X) y
C(X)=CLC(X). Ademés, si X es T1, F,,(X) C CL(X), para cada n € N.

Asi pues, cuando X es 77 y CL(X) tiene una topologia, podemos pensar
que cada conjunto F,,(X) posee la topologia de subespacio.
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1.4.1. La topologia de Vietoris

Para darle una topologia a C'L(X), consideramos primero los conjuntos
que aparecen en la siguiente definicién.

Definicion 1.15. Dada U C X, definimos:
1) TU)={AeCL(X): ACU};
2) QU)={AeCL(X): AnU # 0};
3) SiUy,Us,...,U, C X, definimos el conjunto (Uy,Us,...,Uy,), como

{A € CL(X): Ae F(QU) y AeQ),

para toda 1 € {1,2,...,n}}.

A los conjuntos del punto 3) se les conoce como vietdricos de X. En [22,
Definicién 3.2, p. 101] el conjunto I'(U) se denota por e(U) y se llama la
extension de A en CL(X). El siguiente resultado es facil de probar, tomando
en cuenta que nuestro espacio es Tj.

Teorema 1.16. Sean X wun espacio Ty, U C X y Uy,Us,..., U, C X.
FEntonces:

1) T(U) =0 siy sdlo si U = 0;
2) QU) =0 siysclosiU=0;
3) (Uy,Us,...,Uy) =0 siy sdlo si Uy =0, para alguna i € {1,2,...,n}.

El objetivo de la presente seccién es construir, mediante los conjuntos
de la definicién anterior, una topologia para las familias dadas en la Defi-
nicién 1.14. A continuacién veremos unas propiedades de los vietéricos, que
nos serviran para construir dicha topologia.

Lema 1.17. Sea X un espacio topoldgico. Tomemos W C X y dos familias
{Uitiey y {Vj}jL, de subconjuntos de X. Entonces se tiene lo siguiente:

1) T(W) = (W);
2) Q(W) = <X7 W>;
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3) siU=UL, Ui yV=UjL, Vi, entonces:

({U1,...,UIN(Vi,... Vi) = (VATL,...,VAU, Vi, ..., ViU

4) si U,V C X, entonces '(UNV)=T{U)NT(V).

Demostracién. Para ver 1), tomemos A € I'(W). Entonces A € CL(X)
yAC W. Luego AC Wy ANW # 0, asi que A € (W). Esto prueba
que T'(W) C (W). Para ver la otra contencién, tomemos ahora A € (W).
Entonces A € CL(X)y AC W, por loque A e I'(W). Asi (W) CcT'(W) y
1) se cumple.

Para ver 2) tomemos primero A € Q(W). Entonces A € CL(X) y AN
W # (. Luego A C X = XUW, ANX # 0y ANW # (), de donde
A € (X, W). Esto prueba que Q(W) C (X, W). Para ver la otra contencion,
tomemos A € (X, W) Entonces A € CL(X)y ANW # (), por lo que
Ae Q). Asi (X, W) C Q(W) y 2) se cumple.

Para probar 3) notemos primero que

LnJ Uunv) (
=1

—

Ui>ﬁV:UﬂV

=1

=

1

—_

J Jj=

(Qw) , (

Supongamos ahora que (Uy,...,U,) N (V1,..., V) # 0, y tomemos un ele-
mento

(V;NU) = (Gm) NU=VnU.

Por tanto

(s

v mU)) ~UNV.
1

Ke(Ul,...,Un>ﬂ(V1,...,Vm>.

Entonces K € CL(X), K CU, K CV,KNU; # 0y KNV, # () para toda
ie{l,...,n}ycadaje{l,...,m}. Asi

KcUnv = (O(Uirﬂ/> (QVOU)

=1
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Ademés, como K C V 'y KNU; # (), entonces ) # K NU; € KN (VNU;),
para toda i € {1,...,n}. De forma similar se tiene que () # K N (V; NU),
para toda j € {1,...,m}. Por lo tanto

Ke(VAU,...,.VAU,VinU,..., VN U).

Esto prueba que (V NUy,...,VNU,ViNU,....V,, NU) # 0 y, ademss,
que

U, ..., UV, V) C(VAUL,...,.VAU,V,OU,..., VN U).

Supongamos ahora que (V NUy,....VNU,,ViNU,....V,, NU) # 0, y
tomemos un elemento

Ke(VAUy,...,.VAU,VinU,..., VN U).

Entonces K € CL(X)y 0 # KN(VNU;) C KNU;, paratodai € {1,...,n}.
También tenemos que () # K NV, para toda j € {1,...,m}. Por otra parte,
sabemos que

K C (CJ(UmV)>u G(ijU) =UNnvV.

i—1 j=1

Por tanto K C U y K C V. Esto muestra que
K e (U,...,U) N {Vi,..., V).
Con esto probamos que (Uy,...,U,) N (V4,..., V) # 0y, ademds, que
VAUL... VAU VIOU, ...,V O U) C {Un, ..., U O (Vi,..., Vin).

Esto prueba 3). La prueba de 4) es una consecuencia inmediata de 3). Tam-
bién se deduce de las siguientes equivalencias.

KelTUnV)eKcUnNnVeKcU y KCcV
SKelTlU)yKel' (V) KeT'(U)nI(V).

O]

Los puntos 1) y 2) del lema anterior, nos dicen que para cada W C X,
los conjuntos T'(W) y (W) son vietéricos de X.
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Ahora, por la parte 1) del lema anterior, (X) = I'(X) = CL(X) y, por
la parte 3), la interseccién de dos vietéricos de X es, de nuevo, un vietérico
de X. Por tanto la familia

B={(U1,Us,...,Up):n€NyU;,Us...,U, abiertos en X} (1.4.1)

es una base para una topologia 7y en CL(X). Si U es un abierto en X
entonces, por las partes 1) y 2) del lema anterior, I'(U) y Q(U) son elementos
de B. Ademas sin € Ny Uy, Us,...,U, son abiertos en X, entonces

(U1,Us,...,Uy) =T (Lnj Ui> N ((n] Q(Ui)>
=1 =1

es una interseccion finita de elementos de la subfamilia
S ={T'(U): U es abierto en X} U{Q(U): U es abierto en X}  (1.4.2)

de B. Por tanto S es una subbase para la topologia 7y. Asi pues, cada
elemento de 7 se puede escribir como una unién de intersecciones finitas
de elementos de S.

Definicion 1.18. Si X es un espacio topoldgico, entonces la topologia
de Vietoris en CL(X) es la topologia Ty que tiene por base a la familia
(1.4.1). Con dicha topologia decimos que CL(X) es un hiperespacio de
X. También son hiperespacios de X los conjuntos 2%, CLC(X) y C(X),
como subespacios de CL(X). Si X es Ty yn € N, entonces F,(X), como
subespacio de CL(X), es también un hiperespacio de X.

Sea X un espacio T1. Si U es un abierto no vacio en X entonces, por
el Teorema 1.16, T'(U) y Q(U) son subconjuntos abiertos y no vacios de
CL(X). Més atn, sin € Ny Uy, Us,...,U, son subconjuntos abiertos y no
vacios de X, entonces

(Uy,Us,...,Up)

es un subconjunto abierto y no vacio de CL(X).

Notemos que si (U1, Us,...,Uy) es un elemento bésico de la topologia
de CL(X), es decir un elemento de la familia (1.4.1), entonces

(U, Uy ..., UpyN 2%, (U, Us, ..., Up)NCLC(X)

y (U1,Us,...,Upy) N C(X) son elementos basicos de la topologia de 2%,
CLC(X) y C(X), respectivamente. Para F,(X), tenemos el siguiente resul-
tado, que serd de utilidad mas adelante.
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Teorema 1.19. Sean X un espacio T1 y n € N. Entonces la familia
B, ={(U1,Us,...,U,) N Ey(X): (Uy,Us,...,Up,) € B}
es una base para la topologia de F,(X).

Demostracién. Como F,(X) es un subespacio de CL(X), la familia
Cnh = {<U1,U2,...,Um>ﬂFn(X): meNy <U1,U2,...,Um> S B}

es una base para la topologia de F,(X). Basta entonces con demostrar que,
para cada (Uy,Us,...,Uy,) N F,(X) € C, y cada

A€ (Uy,Us,...,Upyn) N FL(X)
existen n abiertos Vi, Va,...,V, en X tales que
Ae (Vi,Vo,...,Vp) N Fu(X) C (U, Us, ..., Up) N Fu(X). (1.4.3)
Tomemos, por tanto,
(Uy,Ugy ..., Un)NF(X)€eC, v Ae(U,Us,...,Up)N Fy(X).
Supongamos primero que m < n. Hagamos

Uy, siie{l,2,...,m};
Vi= .
Un, stie{m+1,m+2,...,n}

Entonces (Vi,Va, ..., V,,) = (U1,Us,...,Uy) vy (1.4.3) se cumple.

Supongamos ahora que m > n. Como A € F,(X), existen 1 < k < n
y T1,T2,...,xr € X de modo que A = {x1,x9,...,2}. Para cada i €
{1,2,...,k}, sea

W; = ﬂ{Uj: x; € Uj}.

Es claro que W; es un abierto en X tal que xz; € W;, para toda 7 €
{1,2,...,k}, asi que
Ae <W1,W2,...,Wk>.

Tomemos un elemento B = {y1,y2,...,y1} € (Wi,Wa,...,Wi) N F(X).
Entonces 1 <1 <n. Como BC Wiy UWU---UWy, dada r € {1,2,...,1},
existe i € {1,2,...,k} tal que y, € W;. Por la definicién de W;, existe
j€{1,2,...,m} tal que z; € U; y y» € U;. Hemos probado, con esto, que
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para cada r € {1,2,...,1}, existe j € {1,2,...,m} tal que y, € U;. Por
tanto BC Uy UUs U ---UU,,.

Seaj € {1,2,...,m}. Como A € (Uy,Us,...,Up),sucede que ANU; # 0.
Entonces existe i € {1,2,...,k} tal que z; € U;. Por la definicién de W,
tenemos que W; C U;. Ahora bien, como B € (Wi, Wy, ..., W), resulta
que BN W; # (. Entonces existe r € {1,2,...,1} tal que y, € W;. Luego
yr € BN U;. Hemos probado, con esto, que BN U; # 0, para cada j €
{1,2,...,m}. Por tanto B € (Uy,Us,...,Up).

De los tres parrafos anteriores, deducimos que (Wi, Wa, ..., W) NF,(X)
es un elemento de C, tal que

Ae (Wi, Wy, ..., Wi) NFr(X) C (U, Uz, ..., Up) N Fy(X).

Como k < n, siguiendo la demostracién que hicimos para el caso en que
m < n, existen n abiertos V1, Vs, ..., V, en X tales que

Ae (Vi,Vo,..., V) NFu(X) C (Wi, Wa,...,Wi) N F(X).

De las contenciones anteriores se sigue (1.4.3). O

Si = (U,Us,...,U,) es un abierto béasico de C'L(X), entonces a los
conjuntos Uy, Us, ..., U, se llamaran las entradas de U. Dicha notacién es
conveniente para enunciar el siguiente resultado.

Teorema 1.20. Sea X un espacio topoldgico. Si U = (Uy,Us,...,Uy) y
V= (V1,Va,..., Vi) son dos abiertos basicos de CL(X), entonces podemos
reescribir ad y a V de modo que tengan el mismo nimero de entradas.

Demostracién. Sin perder generalidad, podemos suponer que n < m. Sea
k € N tal que m = n + k. Hagamos U, 4; = Uy, para cada i € {1,2,...,k}.
Es fécil ver que

U == <U1,U2,. . .,Un> == <U17U27. ..,Un,Un+1,Un+27...,Un+k>.

De esta manera U y V son escritos utilizando el mismo nimero de entradas,
a saber m. O

Otro resultado que mas adelante usaremos es el siguiente.
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Teorema 1.21. Si X es un espacio topoldogico y K C X es cerrado en X,
entonces los conjuntos T'(K) y Q(K) son cerrados en CL(X). Ademas, si X
es Ty, entonces el conjunto {A € CL(X): K C A} es cerrado en CL(X).

Demostracién. Sea K un subconjunto cerrado de X. Entonces X — K es
abierto en X. Ademas

CL(X)-T(K)={A€CL(X): A¢ K} =
={AeCL(X): AN (X — K) £ 0} = Q(X — K)

CL(X) - Q(K)={A€ CL(X): ANK =0} =
={AecCLX):ACX-K}=I'(X - K).

Entonces CL(X) —T'(K) y CL(X) — Q(K) son abiertos en CL(X). Luego
I'(K) y Q(K) son cerrados en CL(X).

Ahora supongamos que X es T7. Sea
BeCL(X)-{Ae(CL(X): K C A}

Entonces existe £k € K tal que & ¢ B. Como X es Ti, el conjunto {k}
es cerrado en X, asi que I'(X — {k}) es abierto en CL(X). Es claro que
B e T'(X — {k}). Si B" € T'(X — {k}), entonces k ¢ B’ y, por lo tanto,
B ¢ {A € CL(X): K C A}. De esta manera {A € CL(X): K C A} es
cerrado en CL(X). O

Como una aplicacién del teorema anterior, tenemos el siguiente resulta-

do.

Teorema 1.22. Sean X un espacio infinito y Ty, k € N y A1, Ao, ... A €
CL(X). Para cada j € {1,2,...,k}, sea Aj = {A € CL(X): A; C A}

Hagamos
k
A=A,
j=1

Entonces A no es denso en CL(X).

Demostracién. Como X es Ti, por el Teorema 1.21, A; es cerrado en
CL(X), para cada j € {1,2,...,k}. Luego A es cerrado en C'L(X). Defini-
mos ahora

M={je{1,2,...,k}: A € Fi(X)}.
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Por ser X infinito, existe z € X — (J;c), A;. Entonces {2} € CL(X) — A
CL(X) — Clgrx)(A). Por lo tanto, A no es denso en C'L(X).

ol

Supongamos ahora que X es un continuo. Entonces X un espacio conexo,
Ty 1y no degenerado. Se afirma que X es no numerable por la siguiente
razén. Consideremos x,y € X con = # y. Entonces existe ¢ : X — [0,1]
continua, de manera que ¢(x) =0y ¢(y) = 1. Como ¢ es continua y X es
conexo, ¢(X) es un subconjunto conexo de [0,1] tal que 0,1 € ¢(X). Luego
©(X) = [0,1]. Asi, la cardinalidad de X es mayor o igual que la cardinalidad
de [0, 1], la cual es no numerable.

En particular X esinfinito y 77. Tomemos ahora k € Ny Ay, As,..., Ay €
2% Con la misma demostracién que la dada en el teorema anterior, obtene-
mos el siguiente resultado, que serad utilizado maés adelante.

Teorema 1.23. Sean X un continuo, k € N y Ay, As, ..., A, € 2X. Para
cada j € {1,2,...,k}, sea Aj = {A € 2%X: A; C A}. Hagamos

k
A:UAj.

Jj=1
Entonces A no es denso en 2.

Si en su lugar Ay, Ag,..., A € C(X), también la misma prueba dada
en el Teorema 1.22, puede utilizarse para probar el siguiente resultado.

Teorema 1.24. Sea X un continuo, k € N y Ay, Ag, ..., A € C(X). Para
cada j € {1,2,...,k}, sea Aj = {A e C(X): A; C A}. Hagamos

k
A:UAj,

7=1
Entonces A no es denso en C(X).

Aunque no lo utilizaremos en el presente trabajo, el teorema anterior
tiene también su versién en los hiperespacios F,(X), para cada n € N.
Incluso se puede presentar en los hiperespacios 2%, CLC(X), C(X) y Fn(X),
suponiendo que X es infinito y T7.

Teorema 1.25. Sea X un espacio T1. Definimos el siguiente conjunto

F(X)={ACX:A# 0y A es infinito}.
Entonces F(X) es denso en CL(X).
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Demostracién. Sea U/ un abierto no vacio en CL(X). Existen abiertos no
vacios en X, Uy,Us,...,U, con n € N, tales que (Uy,Us,...,U,) CU. Para
cada i € {1,2,...,n}, elegimos u; € U; y definimos C' = {uy,ua,...,u,}.
Este conjunto C es finito y en consecuencia pertenece al conjunto F'(X). Por
la forma en que lo construimos, tenemos que C' € (Uy,Us,...,U,) CU. En
otras palabras, tenemos que U N F(X) # (). Por lo tanto, F/(X) es denso en
CL(X).

O

1.4.2. Convergencia en CL(X)

Si {pn }nen €s una sucesién en un espacio topolégico X y p € X, entonces
p es un punto limite de la sucesién {py}nen si para cada abierto U en X
tal que p € U, existe N € N tal que p,, € U, para cada n > N. Recordemos
que si un espacio topologico X es 75, entonces toda sucesién en X posee
a lo mas un punto limite ([9, Proposicién 1.6.7, p. 51]). Cuando X sea un
espacio v {pn }nen sea una sucesiéon en X, si p € X es un punto limite de la
sucesion {py }nen, escribiremos p,, ~» p y diremos que {p, }nen converge a p.
Si X es T5, entonces p es el inico punto limite de dicha sucesién.

De lo anterior si {A4,}nen es una sucesién en CL(X) y A € CL(X),
entonces A, ~» A si para cada abierto Y en CL(X), existe N € N tal que
A, € U, para cada n > N. En [9, Corolario 3.1.5, p. 124] se prueba el
siguiente resultado.

Teorema 1.26. Sean X un espacio topoldgico y U un abierto en X. Sea
F = {Fs}ses una familia de subconjuntos cerrados de X, en donde al menos
algiin elemento de F es compacto. Si (\,cq Fs C U, entonces existen k € N
Y $1,582,...,5; €5 tales que Fs, N Fs, N---NF,, CU.

Una sucesion {4, }neny en CL(X) es decreciente si A,+1 C Ay, para cada
n € N.

Teorema 1.27. Sean X un espacio topolégico y { An}nen una sucesion de-
creciente en CL(X), en la que al menos uno de sus elementos es compacto.

Hagamos A =, ey An. Entonces A € CL(X) y A, ~ A.

Demostracién. Por hipdtesis, existe k € N tal que A es compacto. Para
cada n € N, sea B,, = A, N Ai. Entonces {B), },en es una sucesién de ce-
rrados no vacios en el espacio compacto Ai. Como la sucesion {A,}nen es
decreciente, la sucesién {B), },en también es decreciente y, por tanto, posee
la propiedad de la interseccién finita. Entonces, por [9, Teorema 3.1.1, p.
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123], Npen Bn # 0. Como A = (),cn Bn, tenemos que A # (). Notemos
ahora que A es cerrado en X, por ser una interseccién de cerrados en X.
Esto prueba que A € CL(X).

Para ver que A, ~~ A, sea U un abierto en CL(X) tal que A € U.
Tomemos m € N y abiertos Uy, Us,...,U,, en X tales que

Ae(h,Us,...,Up) CU.

Hagamos U = Uy UUs U --- U U,,. Entonces U es un abierto en X tal que
A C U. Como la sucesiéon {Ap}nen es decreciente, por el Teorema 1.26,
existe N € N tal que A, C U, para cada n > N. Tomemos n > N y,
ademds, i € {1,2,...,m}. Entonces ) # ANU; C A, NU;, por lo que
Ay, € (Uy,Uy,...,Up). Esto muestra que A, € U, para cada n > N. Luego
A, ~ A. O

Si en el teorema anterior, suponemos que X es compacto y que { Ay, }nen
es una sucesién decreciente en 2%, entonces resulta que A = (), oy An € 2%
y A, ~ A.

1.4.3. La métrica de Hausdorff

Si nos olvidamos por un momento de la topologia de Vietoris 7, en
CL(X), podemos pensar en construir una métrica para CL(X), a partir de
una métrica d en X. Para realizar esto, consideremos primero la siguiente
definicién.

Definicién 1.28. Sean (X,d) un espacio métrico, ¢ > 0 y A € CL(X).
Definimos la nube con centro en A y radio ¢ como el conjunto

Nx(Aje) ={x € X:d(z,A) < €}.

Sia € X ye>0, definimos la bola con centro en a y radio € como el

conjunto
Bx(a,e) = {x € X:d(x,a) < €}.

En [22] al conjunto Nx(A,¢€) se le conoce como la e-dilatacion de A.
Notemos que

Nx(A,e) ={z € X: existe a € A tal que d(a,z) < €}.

Por tanto

Nx(A, 6) = U Bx(a, 6).

acA
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Esto implica que cada conjunto de la forma Nx(A,¢) es abierto en X. Es
facil probar que
didam (Nx (A, ¢)) < didm(A) + 2e.

Consideremos ahora la siguiente definicién.

Definicién 1.29. Si (X, d) es un espacio métrico y A, B € CL(X), defini-
mos una funcion Hy: CL(X) x CL(X) — [0,00) como sigue:

Hi(A,B) =inf{e >0: AC Nx(B,e) y BC Nx(A,¢)}.

Si en un contexto utilizamos o entendemos que la métrica en X es d,
entonces denotamos H; simplemente por H.

Una prueba del siguiente resultado puede verse en [18, Teorema 2.2, p.
11].

Teorema 1.30. Supongamos que (X, d) es un espacio métrico y acotado.
Entonces H estd bien definida y es una métrica en CL(X). Si X es un espa-
cio métrico, cuya métrica no estd necesariamente acotada, entonces Hpx ,ox
estd bien definida y es una métrica en 2.

A Hy se le conoce como la métrica de Hausdorff en CL(X) inducida por
d. Por supuesto, la métrica Hy genera una topologia 7, en CL(X). Para
simplificar, la restriccién de dicha topologfa a 2% la seguiremos denotando
por 7g,. Entonces C'L(X) posee, en principio, dos topologias, a saber la
topologia de Vietoris 7 y la topologia 7p,. Nos gustaria que, por ejemplo,
dichas topologias fueran iguales. Antes de verificar esto, conviene indicar el
siguiente resultado, probado en [18, Teorema 2.4, p. 13].

Teorema 1.31. Si X es un espacio Th y (CL(X), y) es metrizable, enton-
ces X es metrizable y compacto.

Asi pues, si (CL(X),Ty) es metrizable entonces, como X es compacto,
CL(X) = 2X. Luego (2X ,TV) es metrizable. Esto significa que si quere-
mos darle a CL(X) una métrica cuya topologia inducida sea la topologia de
Vietoris en CL(X), entonces en realidad a quien le estamos dando tal métri-
ca, es a 2%. Ahora bien, en [18, Teorema 3.1, p. 16] se prueba el siguiente
resultado.

Teorema 1.32. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces (2X,7'V) es me-
trizable y, ademds, v = Tp,.
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Del teorema anterior se deduce que si X es un espacio metrizable, enton-
ces (2X , Tv) es metrizable y, ademas, si d es una métrica en X que induce
la topologia 7 de X, entonces 1 = 7p,. Por tanto, si d y e son métricas en
X que inducen la topologia 7 de X, entonces 7, = 7p,. Esto implica que
la topologfa en 2% inducida por la métrica de Hausdorff, solamente depende
de la topologia de X.

En [18, Teorema 3.4, p. 18] se prueba que si X es un espacio T}, entonces
(CL(X), 7y) es metrizable si y s6lo si X es compacto y metrizable. En [18,
Teorema 3.5, p. 18] se prueba que si X es compacto y metrizable, entonces
(CL(X), 7y) es compacto. De todo esto tenemos que, cuando (X, d) es com-
pacto y metrizable, (CL(X), 7y) (o lo que es lo mismo (2%, 7y/)) es compacto
y metrizable. Ademds, cuando X es compacto y metrizable, si { Ay, }nen €s
una sucesiéon en CL(X) y A € CL(X) es tal que A, ~ A, entonces la
convergencia de la sucesion en términos de la métrica de Hausdorff, es equi-
valente a la convergencia de la misma sucesion, en términos de la topologia
de Vietoris.

Ahora mostraremos el siguiente resultado, que es bastante socorrido y
en este trabajo no sera la excepcién.

Teorema 1.33. Sea X un espacio métrico. Si A, B € 2% y € > 0, entonces
H(A,B)<e siysolosi ACNx(B,e) y BC Nx(Ae).
Demostracién. Tomemos A, B € 2X y € > 0. Definamos
E(A,B)={6>0: AC Nx(B,d) y BC Nx(A4,9)}.

Entonces H(A, B) = inf{d > 0: 6 € E(A, B)}. Supongamos que H(A, B) <
e. Entonces existe 6 € E(A, B) tal que § < e. Luego A C Nx(B,0) C
Nx(B,€) y, andlogamente, B C Nx(A,¢).

Supongamos ahora que A C Nx(B,¢) y B C Nx(A,¢€). Vamos a encon-
trar € € E(A, B) con € < e. Para esto sea U = {Nx(A,§): 0 < § < €}.
Notemos que U es una familia de abiertos en X. Ademés

Bc |J Nx(4,9).
0<d<e

Para ver esto, sea b € B. Como B C Nx(A,¢), existe a € A tal que d(a,b) <
e. Tomando § tal que d(a,b) < § < €, tenemos que b € Nx(4,d) y 0 <
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d < e. Esto prueba que B C | Jj 5. Nx (A, ). Entonces U es una familia de
abiertos en X cuya unién contiene al subconjunto compacto B de X. Esto
implica que existen n € Ny 1,09, ...,d, tales que

n
Bc|JNx(4,6)

i=1
y 0 < 0; < ¢, para cada i € {1,2,...,n}. Sin perder generalidad, podemos
suponer que 0; # 6; para cada ¢,j € {1,2...,n} con i # j y, més atn, que
0 <01 <9y <--- <y <e Entonces |J;; Nx(A,8;) = Nx(A4,0,) vy, por
tanto, B C Nx(A,d,). Hemos asi encontrado, utilizando la compacidad de
B y el hecho de que B C Nx(A,€), un nimero real n tal que B C Nx (A, n)
y 0 < n < e (asabernesdy,).

Como A es compacto y A C Nx(B,¢€), procediendo de manera similar,
se obtiene un ntimero real ' tal que A C Nx(B,n) y 0 < 1 < e. Sea
¢ = méax{n,n’'}. Entonces A C Nx(B,€'), B C Nx(4,¢) y 0 < ¢ < e
Luego H(A,B) <€ <e. O

Ahora presentamos el siguiente resultado.

Teorema 1.34. Sean X un espacio métrico, A un abierto no vacio de X,
y K € 2% tales que K C A. Entonces existe € > 0 tal que Nx (K, ¢€) C A.

Demostracion. Como A es un abierto en X tal que K C A, para cada
k € K, existe €, > 0 de tal suerte que Bx(k,€x) C A. Tenemos entonces que

Kc | Bx<k,€2’“> c A.

keK

Por la compacidad de K, existe {ki, ko, ..., k,} C K tal que

K c | JBx <l<:€;> (1.4.4)

=1

Sea

ezml’n{%:ie{lﬂ,...,n}}.

Es claro que K C Nx (K, ¢€). Falta ver que Nx(K,e) C A. Para esto sea
x € Nx (K, e). Entonces existe k € K tal que d(z,k) < ey, por (1.4.4),

existe j € {1,...,n} tal que k € Bx <kj, %) Tenemos asi que

€L . €k.
d(z,kj) < d(z, k) +d(k, kj) < e+ =L <

ki ki,
2 2 g
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es decir, x € Bx(kj, ex;) C A. Esto prueba que Nx (K, ¢) C A. O

Si en el teorema anterior suponemos que X es un espacio métrico com-
pacto y que K € CL(X), entonces K € 2% y, por tanto, existe e > 0 tal
que Nx(K,e) C A. En adelante, cuando el contexto sea lo suficientemente
claro, si K € CL(X), escribiremos Nx (K, €) simplemente como N (K ¢).

Teorema 1.35. Sea X un espacio métrico y compacto. Entonces, para cada
K € 2% y toda e > 0, existe A € F(X) tal que H(K,A) < e.

Desmotracién. Sea K € 2% y ¢ > 0. Consideremos la cubierta abierta,

K c | Bx(k.e).

keK
Como K es compacto entonces existe {ki,ko,...,k,} C K, con n € N,
tal que
n
K C U B)((k?i,é).
i=1
Pero esta unién coincide con Nx({ki,ko,...,kn},€). De esta manera,

tenemos que

K C NX({kl,kQ, .. .kn},E).

Como {k1,ko,...,k,} C Nx(K,¢), entonces H({k1,ka,...kn}, K) <e.
O

Teorema 1.36. Sea X un espacio métrico, compacto y sin puntos aislados.
Si K € F(X),e>0vyqeN es tal que ¢ > | K|, entonces existe L € F(X)
con|Ll=qy H(K,L) <e.

Demostracién. Si ¢ = |K| entonces L = K, y este caso se vuelve trivial.
Supongamos entonces que ¢ > |K|, tomamos L = K U {:Ul,...,:cq_|K|}
donde, para cada i € {1,...,q — |K|}, d(x;,k) < € para algin k € K,
esto lo podemos hacer porque X no tiene puntos aislados. Es claro que
K C Nx(L,e¢), pero también tenemos que L C Nx(K,e€), pues si x € K
la contencién es clara y si z € {z1,...,7,_ x|}, entonces d(z, k) < €, para
algin k € K y por lo tanto d(x, K) < €, es decir, z € Nx (K, ¢€).

O]

Los espacios que nos interesard analizar seran compactos asi que, cuando
sea éste el caso, definiremos conceptos en 2% en vez de CL(X ).
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1.4.4. Funciones inducidas

Como mostraremos en la presente seccion, toda funcién continua definida
entre espacios topoldgicos, induce de manera natural funciones continuas
entre sus respectivos hiperespacios.

Supongamos que X y Y son espacios topoldgicos y que f: X — Y es
una funcién cerrada. Si K € CL(X), entonces K # ) y K es cerrado en X.
Luego

fK)={f(k): ke K}
es no vacio y cerrado. Por lo tanto, f(K) € CL(Y). Esto nos permite definir
una funcién CL(f): CL(X) — CL(Y') como

CL(f)(K) = f(K).

Si K € 2% y f es continua, entonces f(K) € 2¥, pues la imagen continua
de un subconjunto compacto de X, es un subconjunto compacto de Y. Esto
nos permite definir una funcién 27: 2% — 2¥ como

2/(K) = f(K).

Si K € CLC(X) o bien K € C(X), entonces f(K) € CLC(Y) o bien K €
C(Y), segun corresponda, pues la imagen continua de un subconjunto conexo
de X, es un subconjunto conexo de Y. Podemos entonces considerar las
funciones CLC(f): CLC(X) — CLC(Y) y C(f): C(X) — C(Y) definidas,
para K € CLC(X), como

CLC(f) = f(K)
y, para K € C(X), como
C(N)(K) = f(K).

Sine Ny K € F,(X), entonces f(K) es un subconjunto no vacio de Y
con, a lo més, n elementos. Luego f(K) € F,(Y) y podemos considerar la
funcién F,(f): F,,(X) — F,(Y) definida como

Fo(F)(K) = f(K).

Definicion 1.37. Si f: X — Y es una funcion cerrada entre los espa-
cios topologicos X y Y, entonces la funcion CL(f): CL(X) — CL(Y)
es una funcion inducida de f. Si f es una funcion continua y cerra-
da, entonces las funciones 2/: 2% — 2¥ CLO(f): CLC(X) — CLC(Y),
C(f): C(X) = CY) y Fr(f): Fr(X) — Fo(Y) para cada n € N también
se llaman funciones inducidas de f.
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Es natural preguntarse si la continuidad de f implica la de C'L(f), asi co-
mo la del resto de las funciones inducidas. Para estudiar la continuidad de
las funciones inducidas del tipo F),(f), debemos suponer que X y Y son
espacios T7. Ahora bien, para estudiar la continuidad de C'L(f), el siguiente
resultado es importante.

Teorema 1.38. Sea f: X — Y wuna funcién cerrada entre los espacios to-
poldgicos X yY. Sin € Ny Wy, Ws, ..., W, son subconjuntos de Y, entonces

CL(f)_l (<Wla Wa, ..., Wﬂ>) = <f_1(W1)7 f_l(W2)v e >f_1(Wn)>'

Demostracién. Como se puede ver por la demostraciéon, la hipdtesis de
que f es cerrada, se utiliza solamente para que C'L(f) esté bien definida.

Supongamos que CL(f)~' (W1, Wa, ..., W,)) # 0. Sea
K e CL(f) ™Y (W, Wa,...,W,)).
Entonces K € CL(X) y
CL(f)(K) = f(K) € (Wi, Wa,...,W,).
Luego f(K) € CL(Y) y f(K) C Wi UWaU---UW,, por lo que
Kcf Y fK)cCfiWuwyu---uw,)

= WD) U W) U U fE ).

Tomemos ahora i € {1,2,...,n}. Como f(K) € (Wy,Wy,...,W,), tenemos
que f(K)NW; # 0. Luego K N f~1(W;) # (). Por tanto

K e (f W), f7H(Wa), o, 71 (W),
Esto prueba que (f~1(W1), f~1(Wa),..., f~L(W,)) # 0 y, adem4s, que
CL(f)™ (W1, Wa, .., Wa)) C (fTH W), fH(Wa), ., fH (W)
Ahora supongamos que {f~1(W1), f1(Wa),..., f~1(W,)) # 0. Sea
K e (fHW), fH(Wa), oo, (W)
Entonces K € CL(X) y K C f1(Wy) U f~Y(Wa) U---U f~Y(W,). Luego

FIR) C () U fH W) U U fH(W)) = £ (F7H (W) U
UF(fF W)U Uf(f (W) CWiUWaU - U W,
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Por tanto f(K) C Wy UWy U ---UW,. Tomemos i € {1,2,...,n}. Como

K e (f71 W), 7 (Wa), . fTH (W)

sucede que K N f~1(W;) # 0. Luego f(K)NW; # (. Como f es cerrada
y K € CL(X), tenemos que f(K) € CL(Y). Luego CL(f)(K) = f(K) €
(W1, Wa, ..., W,), de donde

K € CL(f) "L (W, Wa, ..., W,)).
Esto prueba que CL(f)~* ((Wy, Wa, ..., W,)) # 0 y, adems, que
(), fH W), fH (W) € CL() ™ (W, Wa,y e, Waa)).
Por tanto
CL(f)~ (W1, Wa, ..., W) = (f 71 (W), £ (W), £ (W)
O

Corolario 1.39. Sea f: X — Y wuna funcion continua y cerrada entre los
espacios topologicos X y Y. Entonces las funciones

CL(f): CL(X) = CL(Y), 2/:2%X =2Y CLO(f): CLC(X) = CLC(Y)

y C(f): C(X) = C(Y) son continuas. Mds ain, si X yY son espacios Ty
yn €N, entonces la funcion F,(f): F,(X) = Fn(Y) es continua.

Demostracién. Para probar que C'L(f) es continua, basta ver que la ima-
gen inversa, bajo CL(f), de cada abierto bédsico de CL(Y'), es un abierto
en CL(X). Tomemos, por tanto, m € Ny Wy, Ws, ..., W, subconjuntos
abiertos de Y. Como f es continua, f=1(Wy), f~1(Wa),..., f~1(W,,) son
subconjuntos abiertos de X. Luego

(FH), FH (W), 71 (W)
es un abierto en CL(X). Ademads, por el Teorema 1.38,
CL(f)_l (<W17 W2> SRRE) Wm)) = <f_1(W1)7 f_l(WZ)a R f_l(Wm)>

Luego CL(f)~' ((W1,Wa,...,W,,)) es un abierto en CL(X) (incluso un
abierto basico de C'L(X)). Esto prueba que CL(f) es continua.

Notemos ahora que 2 = CL(f)j2x, CLC(f) = CL(f)jcLex) vy C(f) =
CL(f)icx) = (2f)|C(X) . Entonces 2/, CLC(f) y C(f) son restricciones de
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funciones continuas y, por tanto, funciones continuas. Supongamos ahora
que X y Y son espacios T1. Si n € N, entonces Fy,(f) = CL(f)|F,(x), por lo
que F,(f) es también la restriccién de una funcién continua. Luego F,(f)
es continua. ]

Bajo las hipdtesis del corolario anterior, si W C Y entonces, por el Lema
1.17 y el Teorema 1.38

CL(f)~ (D(W)) = CL(HTI (W) = (S~ (W) =T (f7' (W)

CL(f)"H QW) = CLH) (Y W)) = (fHY), [ (W) =
(X w) = ().

Luego

CL()HTW)) =T (f71(W)) vy CL(H QW) =Q(f7(W)).

Notemos ahora que si X es compacto, Y es de Hausdorffy f: X — Y es una
funcién continua, entonces f es cerrada y Y también es compacto. Luego
CL(X)=2%, CL(Y)=2Y CLO(X) = O(X), CLC(Y) = C(Y), CL(f) =
2/ CLC(f) = C(f) y, por el Corolario 1.39, las funciones 2f: 2% — 2V y
C(f): C(X) — C(Y) son continuas.

Vamos a probar ahora que, entre espacios 77, la continuidad de CL(f)
implica la continuidad de f. Para esto sera importante el siguiente resultado.

Teorema 1.40. Sea X un espacio topologico T1. Consideremos la funcion
ex: X — Fi(X) definida, para x € X, como ex(x) = {x}. Entonces ex es
un homeomorfismo. Por tanto X es homeomorfo a Fy(X).

Demostracién. Notemos que Fi(X) = {{z}: z € X}. Como X es T7,
tenemos que Fj(X) es un subespacio de CL(X). Tomemos ahora =,y € X
tales que ex(x) = ex(y). Entonces {z} = {y}, por lo que x = y. Esto prueba
que ey es inyectiva. Si {z} € Fi(X), entonces = es un elemento de X tal
que ex(z) = {x}, por lo que ex es suprayectiva.

Para ver que ex es continua, sea U un subconjunto de X. Entonces

rONkKX)={AeF(X):ACU}={Ae (X): ANU # 0} =
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Adems3s

ex'TU)NF(X)) ={r€X:ex(z) eTU)NF(X)} =
={zeX: {a}cU}t={reX:zecU}=U.

Si U es abierto en X, es claro entonces que ey (I'(U) N Fy (X)) es abierto en
X. Esto prueba que ex es continua.

Consideremos ahora la funcién g: Fi(X) — X definida para {z} €
F1(X), como g({z}) = . Entonces g es la funcién inversa de ex vy, si U
es un subconjunto de X, entonces:

g (U) = {{z} € Fi(X): g({a}) € U} = {{a} € Fi(X): 2 € U}
= {{z} € Fi(X): {2} CU} =T(U) N Fi(X).

Si U es abierto en X, entonces g~ (U) es abierto en Fy(X). Luego g es
continua. Esto prueba que ex es un homeomorfismo. O

Corolario 1.41. Sean X yY espacios topologicos T1 y f: X — Y una fun-
cion cerrada. Si la funcion inducida CL(f): CL(X) — CL(Y) es continua,
entonces f es continua.

Demostracién. Sea g = ey' o CL(f) o ey, donde ex: X — Fi(X) y
ey:Y — Fi(Y) se definen como en el Teorema 1.40. Notemos que la funcién
g: X — Y estd bien definida pues, si x € X, entonces ex (x) = {z} € CL(X)
y CL(f)({z}) = f({z}) = {f(2)} € F1(Y). Por tanto

9(z) = ey (CL(H{x}) = ey {f(2)}) = f(x) € Y.

Esto prueba que g estd bien definida y, ademéds, que g = f. Como ex y ey
son homeomorfismos y C'L(f) es una funcién continua, g es una composicién
de funciones continuas. Entonces g es continua y, como g = f, también f es
continua. 0

Si X y Y son espacios 17, n € N y alguna de las funciones inducidas
2l 9% 5 9Y CLC(f): CLO(X) — CLC(Y),

C(f): C(X) = CY) y Fu(f): Fa(X) = Fo(Y),

son continuas, entonces siguiendo las ideas dadas en la demostracién del
Corolario 1.41, se deduce que f es continua. Por consiguiente tenemos el
siguiente resultado.
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Teorema 1.42. Sean X y Y espacios topologicos Ty, n e Ny f: X =Y
una funcion cerrada. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f es continua;

2) cada una de las funciones inducidas CL(f), 2/, CLC(f), C(f) y Fn(f)

es continua,

3) alguna de las funciones inducidas CL(f), 2/, CLO(f), C(f) y Fu(f)

es continua.

Si f: X — Y es un homeomorfismo, es natural preguntarse ahora si las
funciones inducidas de f también son homeomorfismos. Para esto utilizare-
mos el siguiente resultado.

Teorema 1.43. Sea f: X — Y un homeomorfismo entre los espacios topo-
logicos X yY. Sim e N y Uy, Us, ..., U, son subconjuntos de X, entonces:

CL(f) (<U17U27- . ;Um>) = <f(U1)7f(U2)7 st 7f(Um)>

Demostracién. Supongamos primero que CL(f) ((U1,Us,...,Up)) # 0.
Sea B € CL(f)((U1,Us,...,Uy)). Entonces existe K € (U1, Us,...,Up)
tal que CL(f)(K) = f(K) = B. Como K € (Uy,Us,...,Up,), tenemos que
KcU uUyU---UU,y. Luego

B=f(K)C f(ULUUU---UUy,) = f(U)U f(U)U---U f(Upn).

Tomemos ahora i € {1,2,...,m}. Como K € (U, Us,...,Upy), sucede que
KNU; # 0. Luego f(K)N f(U;) # 0, de donde BN f(U;) # 0. Entonces B €

(f(Uh), f(U2),..., f(Un)). Esto prueba que (f(Uy), f(U2),..., f(Un)) # 0

y, ademads, que
CL(f) ((U1,Uz,...,Un)) C (f(Ur), f(U2),...., f(Un)).
Para probar la contencién anterior, utilizamos que

CL(f) (U1, Uz, ..., Un))

es no vacio y que f es cerrada, para que asi la funciéon C'L(f) esté bien
definida.

Ahora supongamos que (f(U1), f(Us), ..., f(Un)) # 0. Tomemos un e-
lemento B € (f(U1), f(Ua),..., f(Un)). Entonces B € CL(Y). Hagamos
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K = f~4(B). Como f es continua y suprayectiva, K € CL(X) y, como
ademds f es suprayectiva, tenemos que

Vamos a probar ahora que K € (Uy,Us,...,Uy,). Como

B e <f(U1)7f(U2)7 s 7f(Um)>7

tenemos que B C f(Ur) U f(U2) U---U f(Up,). Puesto que f es inyectiva,
f~Yf(U;)) = U;, para cada i € {1,2,...,m}. Luego

K =f"Y(B)c fHf(U)UfU2)U--Uf(Un)) =
= AU UFTHFU) U U (f(Un)) = U1 U U2 U - U Unp.
Por tanto K C U1 UUy U - - - U U,,. Tomemos ahora i € {1,2,...,m}. Como
B e (f(Ul))f(UZ)v s 7f(Um)>’

tenemos que B N f(U;) # 0. Luego f~Y(B)NU; # 0, asi que K NU; # 0.
Esto muestra que K € (U1, Us,...,Upy,). Por tanto,

B =CL(f)(K) € CL(f) (Uy,Us, ..., Up)).
Esto prueba que CL(f) ((Uy,Us,...,Up)) # 0 y, ademds, que

(fU), f(U2), ..., f(Un)) € CL(f) ((Ur, Uz, .., Unm)) -

De lo anterior se tiene que

CL(f) (U1, U, ..., Unm)) = (f(U1), f(U2), ..., f(Unm))-
O

Corolario 1.44. Si f: X — Y es un homeomorfismo entre los espacios
topoldgicos X y'Y, entonces la funcion inducida CL(f): CL(X) — CL(Y)

es un homeomorfismo.

Demostracién. Tomemos A, B € CL(X) tales que CL(f)(A) = CL(f)(B).
Entonces f(A) = f(B) y, como f es inyectiva,

A= fNF(A) = FUF(B)) = B.



28 CAPITULO 1. RESULTADOS INICIALES

Esto prueba que C'L(f) es inyectiva. Para ver que C'L(f) es suprayectiva,
sea D € CL(Y). Como f es continua y suprayectiva, f~1(D) € CL(X).
Ademsds, puesto que f es suprayectiva

CL(f) (f~1(D)) = f (f (D)) = D.

Esto prueba que CL(f) es suprayectiva. Como f es continua y cerrada, por
el Corolario 1.39, CL(f) es continua. Para ver que CL(f) es un homeomor-
fismo, basta probar que C'L(f) es abierta. Esto se consigue si hacemos ver
que la imagen, bajo CL(f), de cada abierto basico en CL(X), es un abierto
en CL(Y). Tomemos entonces m € N asi como m subconjuntos abiertos
Ui,Us, ..., U, de X. Por el Teorema 1.43

CL(f) (U1, Uz, ..., Unm)) = (f(U1), f(U2), - .., f(Un))-

Como f es abierta, los conjuntos f(U1), f(Us),..., f(Uy) son abiertos en

Y. Luego (f(U1), f(U2),..., f(Un)) es abierto en CL(Y) (de hecho es un
abierto bésico). Por tanto

CL(f) (<Ula U27 sy Um>)
es abierto en CL(Y"). Esto prueba que C'L(f) es abierta. O

En [9, Proposicién 2.1.4, p. 67], se prueba que si f: X — Y es una funcién
cerrada (respectivamente, abierta) entre los espacios topolégicos X y Y,
entonces para cualquier subconjunto L de Y, la restriccién fr: f~1(L) — L
es cerrada (respectivamente, abierta). Esto nos permite probar, utilizando
el corolario anterior, que si f: X — Y es un homeomorfismo, entonces el
resto de las funciones inducidas de f, también resultan ser homeomorfismos.

Teorema 1.45. Si f: X — Y es un homeomorfismo entre los espacios
topoldgicos X y 'Y, entonces las funciones inducidas

2/ 2% 5 9Y CLC(f): CLO(X) = CLC(Y), C(f): C(X)— C(Y)

son homeomorfismos. Mds ain, si X yY son 11 y n € N, entonces la
funcion inducida F,,(f): Fp(X) = Fo(Y) es un homeomorfismo.

Demostracién. Como f: X — Y es un homeomorfismo, existe g: ¥ — X
continua tal que fog = Idy y go f = Idx. Entonces, CL(f): CL(X) —
CL(Y) y CL(g): CL(Y) — CL(X) son dos funciones continuas, por el
Corolario 1.39. Ademas,
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CL(f) o CL(g) = CL(Idy) = Idcry)
y
CL(g) o CL(f) = CL(Idx) = Idcx)-
Por lo tanto, CL(f): CL(X) — CL(Y) es un homeomorfismo. Para los

demas hiperespacios aplicamos el mismo argumento.

O]

Tenemos asi que si X y Y son espacios T3, n € Ny f: X — Y es un
homeomorfismo, entonces las funciones inducidas CL(f), 2/, CLC(f), C(f)
y F,(f) son homeomorfismos.

Ahora probaremos que si la funcién inducida C'L(f) es un homeomorfis-
mo, entonces f es un homeomorfismo.

Teorema 1.46. Sean X y Y espacios topologicos T1 y f: X — Y wuna
funcién. St CL(f): CL(X) — CL(Y) es un homeomorfismo, entonces f es
un homeomorfismo.

Demostracién. Sea g = ey' o CL(f) o ey, donde ex: X — Fi(X) y
ey: Y — Fi(Y) se definen como en el Teorema 1.40. Como se prueba en
el Corolario 1.41, la funcién g esta bien definida y g = f. Ademds, por el
Teorema 1.40, g es una composicion de homeomorfismos y, por tanto, un
homeomorfismo. O

Si X y Y son espacios 17, n € N y alguna de las funciones inducidas
2/ 2% 59V CLO(f): CLO(X) = CLC(Y), C(f): C(X) = C(Y)
y Fo(f): Fo(X) — Fo(Y) es un homeomorfismo, entonces siguiendo las

ideas dadas en la demostraciéon del Teorema 1.46, se deduce que f es un
homeomorfismo.

Combinando los resultados anteriores, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.47. Sean X y Y espacios topologicos Ty, n e Ny f: X — Y
una funcion. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f es un homeomorfismo;

2) cada una de las funciones inducidas CL(f), 25, CLC(f), C(f) y Fn(f)
es un homeomorfismo;

3) alguna de las funciones inducidas CL(f), 2/, CLC(f), C(f) y Fn(f)
es un homeomorfismo.
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1.4.5. Otras propiedades de los hiperespacios

En la presente seccién vamos a probar otras propiedades de los hiperes-
pacios que seran utilizadas a lo largo de este trabajo.

Teorema 1.48. Si X es un espacio T1, entonces CL(X) es T7.

Demostracién. Sean A, B € CL(X) tales que A # B. Entonces A— B # ()
o bien B — A # (). Supongamos que A — B # (). Sea a € A— B, como {a} es
cerrado, los conjuntos I'(X — {a}) y Q(X — B) son abiertos en CL(X), con
AecQUX—-B)yBeIl'(X—{a}). Ademas, A¢ I'(X—{a})y B ¢ QX —B),
puesa € Ay BN (X — B) = 0. Asi, CL(X) es T;. De manera andloga se
demuestra que CL(X) es Ty si B— A # (). O

Si X es un espacio 71 y n € N, entonces los hiperespacios 2%, CLC(X),
C(X) y Fo(X) también son T}, pues son subespacios de CL(X), que es Tj.

En la prueba del siguiente resultado, utilizaremos el siguiente Lema.

Lema 1.49. Sea X un espacio T y sin puntos aislados. Si U es un abierto
no vacio, entonces U es infinito.

Demostracién. Sea X un espacio T3 sin puntos aislados. Tomemos U C X
tal que U es abierto y no vacio. Si U es finito y = € U, entonces U — {z} es
cerrado y, ademds, {z} = U N (X — (U — {z})) es un abierto en X y, por
tanto, un punto aislado. Como esto es una contradiccion, U es infinito. [

Teorema 1.50. Supongamos que X es un espacio T1. Entonces X no tiene
puntos aislados si y solo si CL(X) no tiene puntos aislados.

Demostracién. Si CL(X) no tiene puntos aislados entonces, en particular,
F1(X) no tiene puntos aislados. Como X es homeomorfo a F3(X) (Teorema
1.40), deducimos que X no tiene puntos aislados.

Supongamos ahora que X no tiene puntos aislados. Si CL(X) posee un
punto aislado A, entonces {A} es abierto en CL(X). Sean Uy, Us, ..., Uy,
abiertos en X tales que A € (Uy,Us,...,U,) C {A}. Entonces

(U1, Us, ..., Up) = {A}.

Por el Teorema 1.16, U; # () para cada i € {1,2,...,m} y, como X no tiene
puntos aislados, cada Uj; es infinito, por el Lema 1.49. Fijemos, para cada ¢ €
{1,2,...,m}, a; € U;. Como Uj es infinito, existe a| € Uy —{ay,az,...,amn}.



1.4. HIPERESPACIOS 31

Entonces {a1,ag,...,an} y {a},az2,...,an} son dos elementos distintos de
CL(X) que se encuentran en (U, Us,...,Upy,). Esto contradice el hecho de
que (Uy,Us,...,Uy) posee solamente al elemento A de CL(X). Por tanto
C'L(X) no posee puntos aislados. O

La misma demostracién dada en el teorema anterior, puede emplearse
para obtener el siguiente resultado.

Teorema 1.51. Si X es un espacio 11 y n € N, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) X no tiene puntos aislados;
2) CL(X) no tiene puntos aislados;
3) 2X no tiene puntos aislados;
4) F,(X) no tiene puntos aislados.

En el caso de F,(X), los puntos a; € U;, para i € {1,2,...,m} se
escogen de modo que a} € Uy —{a1,as,...,an}y, ademds, {a1,as,...,amn}
y {d,az2,...,an} son elementos de F,(X). Siguiendo la prueba dada en
el Teorema 1.50 también podemos probar que si X es 17 y alguno de los
hiperespacios CLC(X) y C(X) no tiene puntos aislados, entonces X no tiene
puntos aislados.

En [25, p. 326], R. E. Smithson construye un espacio primero numerable,
T, y compacto X, tal que CL(X) = 2% no es primero numerable. Tenemos,
por otro lado, el siguiente resultado.

Teorema 1.52. Si X es un espacio T7 y CL(X) es primero numerable,
entonces X es primero numerable.

Demostracién. Si CL(X) es primero numerable, entonces F;(X) es pri-
mero numerable. Como F}(X) es homeomorfo a X (Teorema 1.40), resulta
que X es primero numerable. ]

La misma demostraciéon dada en el teorema anterior, puede utilizarse
para probar que si X es un espacio 11, n € N y alguno de los hiperespacios
2% OLC(X),C(X) y F,(X) es primero numerable, entonces X es primero
numerable.
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1.5. Orbitas y w-limites

En esta seccién vamos a presentar los resultados maés bésicos, propios
de los Sistemas Dindmicos Discretos, que utilizaremos en este trabajo. Por
un sistema dindmico entendemos una pareja (X, f) donde X es un espacio
topoldgicoy f: X — X es una funcién continua.

Definicion 1.53. Sean X un espacio topolégico y f : X — X una funcion
continua. Si x € X, entonces la orbita de x bajo f se define como el
conjunto

orb(z, f) = {f’“(:p) keNU {0}}.

En la definicién anterior, dada f: X — X, entendemos que f¥ es la
funcién identidad de X en X, f! = f y, para cada k € N — {1},

fr=fo it

Entonces f* es el resultado de componer k veces f consigo misma. Es in-
teresante el caso en que el conjunto orb(z, f) es finito.

Definicion 1.54. Sean X un espacio topoldgico, f: X — X una funcion
continua y x € X. Entonces x es un punto periodico de f si existe n € N
tal que f™(x) = x. Al menor nimero natural n tal que f™(x) = x se le llama
el periodo de x bajo f. Si existe k € NU {0} tal que f¥(x) es un punto
periodico de f, decimos que x es un punto preperiddico de f.

Sean X un espacio topolégico, f: X — X una funcién continua y x € X.
Es fécil probar que orb(z, f) es finito si y sélo si x es un punto preperiédico
de f.

Supongamos ahora que X es un espacio topolégico y que f: X — X
es una funcién continua. Si x € X y, para cada k € N U {0}, hacemos
z, = f¥(x), entonces el conjunto orb(z, f) puede ser pensado como una
sucesién en X, a saber {zy } renu{oy- Esto nos permite considerar las nociones
de punto limite y de punto de acumulacién de {zy }renugo}-

Recordemos que si {yj tren €s una sucesién en un espacio topoldgico YV
y y € Y, entonces

1) y es un punto limite de la sucesién {y}ren si para cada abierto U en
Y tal que y € U, existe K € N tal que y; € U, para cada k > K;
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2) y es un punto de acumulacion de la sucesién {yx}ren si para cada
abierto U en Y tal que y € U y para todo K € N, existe £k > K tal
que yi € U.

Es importante senalar que, por la manera en que se definié arriba, el
concepto de punto de acumulacion de una sucesién difiere totalmente del
concepto conocido de punto de acumulacién de un conjunto. Por ejemplo,
en el caso de las sucesiones constantes {z,z,z,...}, si las pensamos como
conjuntos, es claro que z no puede ser punto de acumulacién del conjunto
{z}, sin embargo, x si es punto de acumulacién de la sucesién, segin nuestra
definicién.

Veamos ahora el siguiente resultado.

Teorema 1.55. S Y es primero numerable yy € Y es un punto de acumu-
lacion de la sucesion {yx}ren en 'Y, entonces existe una sucesion {kn}nen
en N tal que

ki <kg < oo <kp<---

de modo que y es un punto limite de la subsucesion {yg, }nen de {yk }ren-

Demostracién. Supongamos que y € Y es un punto de acumulacién de la
sucesién {yx tren en Y. Como Y es primero numerable, existe una base local
numerable By = {U,: n € N} en y. Como U; es un abierto en Y que tiene
al punto de acumulacién y de {yx }ren, existe k1 € N tal que yi, € U;. De
manera similar, existe ko > k1 + 1 tal que yi, € U; N Usa,. Lo siguiente es
tomar k3 > ko + 1 tal que y, € Uy N Uz NUs. En general, supongamos que
los nimeros naturales k1, ko, ..., k; y los puntos yi, , Yk, - - - Yk; ya han sido
seleccionados, de modo que k1 < ko < -+ < k; y Yk, € UrnUsn---NUj,
para cada j € {1,2,...,7}. Como y es un punto de acumulacién de {y }ren,
existe kiy1 > k; + 1 de modo que yx,,, € U NUzs N ---NUiy1. De esta
manera construimos una sucesion estrictamente creciente {ky},cny en N de
modo que y,, € Uy NUa N ---NU;, para cada ¢ € N. Notemos que, si i € N,
entonces yi, € U;, para cada j > 1.

Para ver que y es un punto limite de la sucesion {y, }nen, sea U un
abierto en Y tal que y € U. Como B, es una base local en y, existe K € N
tal que Ux C U. Luego yi, € Ux C U, para cada n > K. Esto termina la
demostracién. O

A la inversa, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 1.56. Si {yx}ren es una sucesion en el espacio topoldgico Y y
existen una sucesion {kptnen en N tal que

ki <ko<- - <kp<---

y un punto y € Y, de modo que y es un punto limite de la subsucesion
{Yk,, tnen de {yr tren, entonces y es un punto de acumulacion de la sucesion

{Yk } ken-

Demostraciéon. Para ver que y es un punto de acumulacion de la sucesion
{Yk }ken, sean U un abierto en Y tal que y € U y K € N. Como y es un
punto limite de {yx, }nen, existe M € N tal que yi, € U, para cada n > M.
Como {kp}nen es una sucesion estrictamente creciente en N, existe n > M
tal que k, > K. Luego yi, € U. Esto termina la demostracién. O

La siguiente definicién serd importante en este trabajo.

Definicion 1.57. Sean X un espacio topologico y f : X — X wuna funcion
continua. Si x € X entonces, pensando a orb(x, f) como una sucesion en X
(y no como cojunto), al conjunto de puntos de acumulacion de orb(z, f), se
le llama el conjunto w-limite de = bajo f y se denota por w(x, f).

En ocasiones a w(z, f) le llamaremos también el w-conjunto limite de z

bajo f.

Vamos ahora a presentar las propiedades mas importantes de los con-
juntos w-limites.

Teorema 1.58. Sean X un espacio topoldgico, A un subconjunto cerrado
de X y f: X — X una funcion continua. Supongamos que existe y € X tal
que orb(y, f) C A. Entonces w(y, f) C A.

Demostracién. Tomemos p € w(y, f). Sip ¢ A, entonces X —A es un abier-
to en X que tiene a p. Como p es un punto de acumulacién de orb(y, f), existe
n € N tal que f"(y) € X — A. Entonces f"(y) es un elemento de orb(y, f)
que no estd en A. En vista de que esto es una contradiccion, tenemos que
p € A. Esto prueba que w(y, f) C A. O

Para mostrar otros resultados, requerimos de la siguiente definicion.

Definicion 1.59. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion
continua. Diremos que S C X es invariante bajo f si f(S) C S. En el
caso en que f(S) =S, se dice que S es fuertemente invariante bajo f.
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Recordemos que un espacio topoldogico X es metrizable si existe una
métrica en X, cuya topologia inducida es la del espacio X. Es claro que
los espacios métricos son metrizables. Recordemos ahora que un espacio to-
pologico X es secuencialmente compacto si toda sucesion en X posee una
subsucesién convergente, es decir, una subsucesiéon que admite un punto
limite. En los espacios metrizables ser compacto y ser secuencialmente com-
pacto es lo mismo ([9, Teorema 4.1.17, p. 256]). Otro resultado que usaremos
inmediatamente dice lo siguiente.

Teorema 1.60. Sea X un espacio topoldgico y A = {z;}ien una sucesion
en X. Siw(A) = {z € X: z es punto de acumulacién de la sucesién A} en-
tonces w(A) es cerrado.

Demostracién. Sea z € X — w(A), entonces existe un abierto U en X,
con x € U y existe N € N tales que, para todan > N, x, ¢ U. Siy € U,
entonces y ¢ w(A). De no ser asi, tendriamos que para alguna m > N,
ZTm € U, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, X —w(A) es abierto , o
bien, w(A) es cerrado. O

Teorema 1.61. Sean X un espacio topoldgico y f: X — X una funcion
continua. Entonces

1) si X es compacto o bien secuencialmente compacto, entonces w(x, f) #
0, para cada x € X;

2) w(x, f) es cerrado en X, para cada x € X;
3) flw(z, f)) Cwl(x, f), para cada x € X

4) si X es Ty, primero numerable y secuencialmente compacto, entonces
w(z, f) C flw(x, f)), para cada x© € X.

Demostraciéon. Tomemos = € X. Recordemos que si X es compacto, en-
tonces toda sucesién en X posee un punto de acumulacién ([9, Teorema
3.1.23, p. 128]). Luego, si X es compacto, la sucesién orb(z, f) posee un
punto de acumulacién. Asi w(z, f) # 0. Si X es secuencialmente compac-
to, entonces la sucesién orb(z, f) posee una subsucesién convergente y, por
tanto, la sucesién orb(z, f) tiene un punto de acumulacién (Teorema 1.56).
Luego w(z, f) # (. Esto prueba 1).

Para ver que w(z, f) es cerrado en X, aplicamos el Teorema 1.60.
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Para probar 3) sea y € f(w(x, f)). Entonces y = f(p) para alguna p €
w(x, f). Para ver que y es un punto de acumulacién de orb(z, f), sean V un
abierto en X tal que y € V. y K € NU{0}. Como f es continua, existe un
abierto U en X tal que p € U y f(U) C V. En vista de que p es un punto
de acumulacién de orb(z, f), existe & > K tal que f*(z) € U. Notemos
que k+1 > K y que f**(z) = f(f*(z)) € f(U) C V. Esto prueba que
y es un punto de acumulacién de orb(z, f), asi que y € w(zx, f). Luego

flw(z, f)) Cwl, f).

Para probar 4) sea z € w(z, f). Entonces z es un punto de acumu-
lacién de orb(z, f) y, como X es primero numerable, existe una sucesion
estrictamente creciente {n;};cny en N tal que z es un punto limite de la
sucesion { f™(x)},cy (Teorema 1.55). Por ser {n;};en una sucesién estricta-
mente creciente podemos suponer, sin perder generalidad, que n; > 1, para
cada ¢ € N. Notemos que { f”i_l(m)}i cry €8 una sucesién en el espacio X,
que es secuencialmente compacto. Por tanto existen 2’ € X y una subsu-
cesién {f”im_l(m)}meN de {f"i_l(x)}ieN tal que 2’ es un punto limite de
{frm=1(x)}, cn - Como la sucesion {n;,, — 1}men es estrictamente crecien-
te, tenemos que 2’ € w(x, f). Ademds, por la continuidad de f, f(2’) es un
punto limite de la sucesién {f (f"imfl(x)) }mEN . Ahora bien, dada m € N,
tenemos que f (f"m~!(z)) = f™m (z). Entonces f(z) es un punto limite de
la subsucesion { f™m (z)},, o de {f™(2)};cn - En vista de que z es un punto
limite de la sucesion { f™(z)};cy , tenemos que z es también un punto limite
de la subsucesion {f"m (x)},, oy de {f™(2)};cn - Como X es Ty, los limites
de las sucesiones en X son unicos, asi que f(z') = z. Luego z € f(w(x, f)).
Esto prueba que w(z, f) C f(w(z, f)).

Corolario 1.62. Sean X un espacio métrico y compacto y f : X — X
una funcion continua. Entonces, para toda x € X, el conjunto w(x, f) es no
vacio, cerrado en X y fuertemente invariante bajo f.

Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. En [6] se indica que, para
cada m € N, sucede que:

m—1

wa, f)=Jw(f@), ") v flfm)=wlf),fm).

J=0
Otra propiedad importante que se usard mas adelante se muestra en el
siguiente teorema.

Teorema 1.63. Sean X un espacio primero numerable y f : X — X una
funcién continua. Si z,y € X yy € orb(zx, f), entonces w(z, ) = w(y, f).
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Demostracién. Como y € orb(z, f), entonces y = f"(x), para algin n €
NU{0}. Si z € w(y, f), entonces existe una sucesién estrictamente creciente
{ni}ieny en NU{0} tal que f™(y) ~» z (Teorema 1.55). Tenemos entonces que
fri(f™(x)) ~ 2, es decir, f*T"(x) ~ z. Por lo tanto, z € w(x, f) (Teorema
1.56). Asi w(y, f) C w(z, f).

Tomemos ahora z € w(x, f). Entonces existe una sucesién estrictamen-
te creciente {m;}iey en N U {0} tal que f™i(z) ~» z (Teorema 1.55). Sea
k € N tal que n < my. Entonces la sucesion {f"(z)};>, converge a z
y puede escribirse como {fm+(mi—n) ()} >k De esta manera, tenemos que
frHmi=n) () s 2, 0 bien, f™"(f™(x)) = f™"(y) ~» z. Por lo tanto
z € w(y, f) (Teorema 1.56). Esto prueba que w(z, f) C w(y, f). O

Combinando los teoremas 1.58 y 1.63, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.64. Sean X un espacio primero numerable, A un subconjunto
cerrado de X y f: X — X una funcion continua. Supongamos que existen
z,y € X tales que y € orb(z, f) y orb(y, f) C A. Entonces w(z, f) C A.

Demostracién. Por el Teorema 1.58, w(y, f) C Ay, por el Teorema 1.63,
w(z, f) = w(y, f). Luego w(z, f) C A. O

Vamos a probar ahora el siguiente resultado. En su demostracién, utili-
zamos que en un espacio 17 sin puntos aislados, los abiertos no vacios son
infinitos.

Teorema 1.65. Sea X un espacio 11 sin puntos aislados. Sean f: X — X
una funcion continua y x € X tal que orb(zx, f) es denso en X. Entonces,
para cada y € orb(z, f), el conjunto orb(y, f) es denso en X.

Demostracién. Tomemos y € orb(z, f). Entonces y = f*(z), para alguna
k € NU{0}. Sea U un abierto no vacio en X. Como X es 77 y no tiene
puntos aislados, U es infinito. Consideremos el conjunto:

A={neNu{0}:n<ky f"(x) e U}.

Entonces A es finito y, como U es infinito, U N (X — {f™(z): n € A}) es un
abierto no vacio en X. Como orb(z, f) es denso en X, existe j € NU {0}
tal que fi(z) € UN (X — {f*"(x): n € A}). Entonces j > k, por lo que
f7(x) € UnNorb(y, f). Hemos demostrado, con esto, que U N orb(y, f) # 0.
Por tanto orb(y, f) es denso en X. O

Trabajaremos en el siguiente capitulo con una de las definiciones que
determinan el concepto de caos, segiin R. L. Devaney.
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Capitulo 2

Transitividad

2.1. Introduccion

Si (X, f) es un sistema dindmico y x € X, entonces la érbita de x bajo
f la definimos como el conjunto

{z, f(x), *(2), P (2),...}.
Si A C X, la 6rbita de A bajo f, es el conjunto

{A, £(A), F2(A), f7(A),..}

donde f*(A) se define de igual forma que f*(x), a saber fO(A) = A, f1(A) =
f(A) y, para k > 2, f*(4) = f (f*1(4)).

Informalmente, decimos que una propiedad dindmica en (X, f), es una
propiedad que involucra la érbita bajo f, de uno o varios puntos de X, o
bien de uno o varios subconjuntos de X. Por ejemplo “tener un punto con
orbita finita” es una propiedad dindmica, lo mismo que “tener un punto con
orbita densa”. Otras propiedades dindmicas seran descritas en el presente
capitulo.

Si (X, f) es un sistema dindmico donde f: X — X es una funcién cerrada
(y, por supuesto continua) entonces, por el Corolario 1.39, las funciones
inducidas

CL(f): CL(X) = CL(X), 2/:2% = 2% CLC(f): CLC(X) — CLC(X)

y C(f): C(X) — C(X) son continuas. Mas aun, si X es 71 y n € N,
entonces la funcién inducida F,(f): F,(X) — F,(X) es continua. En dichas

39
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situaciones
(CL(X),CL(f)), (2%,2), (CLC(X),CLC(f)), (C(X),C(f))

y (Fo(X), F,(f)) son sistemas dindmicos. Diremos que (X, f) es el sistema
dindmico base de los sistemas dindmicos

(CL(X),CL(f)), (2¥,2f), (CLOX),CLC(f), (C(X),C(f))

y (Fr(X), F,(f)). Diremos también que f es la funcion base de las funciones
inducidas CL(f), 2/, CLC(f), C(f) y F.(f).

Es natural preguntarse si una propiedad dindmica definida en algunos
de estos sistemas dindmicos (incluyendo a (X, f)), produce la misma o bien
otra propiedad dindmica en el resto de los sistemas dinamicos. Por ejemplo si
(X, f) tiene un punto con érbita finita, jnecesariamente el sistema dindmico
(2%, 2/) tiene un punto con érbita finita? A lo largo del presente capitulo res-
ponderemos preguntas de este estilo. Notemos que si A € CL(X), entonces
el conjunto

{A, £(A), f2(A), £2(A),...}

es la orbita de A bajo CL(f). Si en su lugar A € 2%, entonces el conjunto
anterior es la érbita de A bajo 27. Las mismas conclusiones se obtienen si
suponemos que A € CLC(X), si A € C(X), o bien si A € F,,(X).

2.2. Funciones transitivas

En buena medida, esta seccién y las siguientes dos, presentan resultados
del articulo [22]. En tal se trata la siguiente propiedad dindmica.

Definicion 2.1. Sean X un espacio topologico y f : X — X una funcion
continua. Diremos que f es topologicamente transitiva si para cada par
U y V de subconjuntos abiertos y no vacios de X, existe k € N tal que

U NV £0.

En adelante, a las funciones topolégicamente transitivas, las llamaremos
simplemente funciones transitivas. En la Seccién 2.8 veremos ejemplos de
funciones transitivas. Notemos que si f: X — X es transitiva, entonces
para cada par de abiertos y no vacios U y V de X, es posible encontrar un
punto en U cuya érbita bajo f intersecta a V, y también es posible encontrar
un punto en V cuya érbita bajo f intersecta a U.
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En [14, p. 80] se dice que la nocién de transitividad se debe a G. D.
Birkhoff, quien la utiliz6 en 1920. Informalmente, una funcién continua es
transitiva si posee puntos que eventualmente se mueven, bajo iteracion, de
una vecindad “arbitrariamente pequena” a cualquier otra. Por tanto, el sis-
tema dindmico no se puede ver como la unién de dos abiertos, ajenos e
invariantes bajo la funcion.

En algunos textos, a las funciones transitivas se les llama regionalmen-
te transitivas, topoldgicamente ergddicas, topolégicamente indescomponibles,
topologicamente irreducibles o bien nomddicas.

En esta seccion vamos a mostrar varias propiedades de las funciones
transitivas. En algunas ocasiones utilizaremos el siguiente resultado.

Lema 2.2. Sean X un conjunto y f : X — X una funcion. St A y B son
dos subconjuntos no vacios de X, tenemos que

f(AYNB#0 siysdlosi Anf1(B)#0.

Demostracién. Supongamos primero que f(A) N B # () y tomemos un
punto b € f(A) N B. Como b € f(A), existe a € A tal que f(a) = b. Luego
a€ AN f~1(B) y, por tanto, AN f~Y(B) # 0.

Supongamos ahora que AN f~1(B) # () y tomemos un punto a € AN
f~YB). Como a € f~1(B), tenemos que f(a) es un elemento de B y también
de f(A), pues a € A. Luego f(A) N B # 0. O

Vamos a probar ahora que, bajo una funcién transitiva, las preimagenes
de abiertos no vacios son no vacias.

Teorema 2.3. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion
transitiva. Si U es un abierto no vacio en X, entonces f~1(U) es no vacio.
Ademds f~F(U) = (f*)~"Y(U) # 0, para cada abierto no vacio U en X y
cada k € NU{0}.

Demostracién. Como X y U son abiertos no vacios en X y f es transi-
tiva, existe n € N tal que f(X)NU # (. Notemos que f*(X) C f(X),
asi que f(X)NU # . Luego f~1(U) # 0. Notemos que f~%(U) = U # .
Supongamos que para alguna n € N U {0}, tenemos que f~"(U) # (. En-
tonces f~"(U) es un abierto no vacio en X y, por lo probado al principio,
f-t)(U) = f71(f~(U)) # 0. Esto prueba la segunda parte del teore-
ma. O
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Corolario 2.4. Sean X un espacio topologico y f : X — X una funcion
transitiva. Si U es un abierto mo vacio en X, entonces los conjuntos

A=Jr*w) v B= 0
k=0 k=1

son abiertos, no vacios y densos en X.

Demostraciéon. Como U es un abierto no vacio en X, por el Teorema 2.3,
f7*(U) # 0, para cada k € NU{0}. Luego A y B son no vacios. Como cada
iteracion de f es una funcién continua, f _k(U) es un abierto en X, para cada
k € NU{0}. Entonces A y B son abiertos en X. Para ver que también son
densos, sea V un abierto no vacio en X. Como f es transitiva, existe k € N
tal que fE(V)NU # (). Por el Lema 2.2, esto implica que V N f~%(U) #
y, como f~*(U) C AN B, sucede que VNA#Py VNB#(. Luego Ay B
son densos en X. O

Teorema 2.5. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion
continua. St para cada abierto no vacio U en X, el conjunto

B=Jr*w
k=1

es denso en X, entonces f es transitiva.

Demostracién. Tomemos dos abiertos no vacios U y V en X. Por hipétesis,
el conjunto

B=Jr*w
k=1

es denso en X. Luego U N B # (). Entonces existe £k € N tal que U N
f7*(V) # 0. Esto implica, por el Lema 2.2, f*(U) NV # 0 y, por tanto, f
es transitiva. [

Un espacio topolégico X es de Fréchet si para cada A C X y cada x €
Clx (A), existe una sucesion {z, }nen en A tal que x,, ~» x. Es conocido que
los espacios primero numerables y, por tanto también los espacios métricos,
son de Fréchet (]9, Teorema 1.6.14, p. 53]). Tenemos también el siguiente
resultado.

Teorema 2.6. Sea f: X — Y una funcion continua de un espacio X que es
secuencialmente compacto, a un espacio Y que es de Fréchet y Ts. Entonces
f es cerrada.
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Demostracién. Supongamos que A C X es cerrado en X. Para ver que
f(A) es cerrado en Y, tomemos un punto y € Cly(f(A4)). Como Y es de
Fréchet existe una sucesion {y; };eny en f(A) tal que y; ~ y. Para cada i € N,
sea z; € A; tal que y; = f(x;). Como X es secuencialmente compacto y A
es cerrado en X, resulta que A es secuencialmente compacto ([9, Teorema
3.10.33]). Entonces la sucesién {z; };cny en A tiene una subsucesion {z;, }jen,
que converge a un elemento x € A. Por la continuidad de f se tiene que
yi; = f (mzj) ~ f(x). Como también y;; ~ y y los limites de sucesiones
en Y son unicos (pues Y es T3), resulta que y = f(x). Esto implica que
y € f(A). Por tanto Cly(f(A)) C f(A) y entonces f(A) es cerrado en X.
Esto prueba que f es cerrada. ]

Como consecuencia del resultado anterior, obtenemos el siguiente teore-
ma.

Teorema 2.7. Sean X wun espacio topolégico y f: X — X wuna funcién
transitiva. Si alguna de las siguientes condiciones se cumple:

1) f es cerrada;
2) X es de Fréchet, secuencialmente compacto y To;
3) X es métrico y compacto;

entonces f es suprayectiva.

Demostraciéon. Notemos primero que si se cumple 3), entonces se cumple
1), pues toda funcién continua de un espacio compacto a un espacio Ty es
cerrada. También, por el Teorema 2.6, si se cumple 2) entonces se cumple
1). Esto muestra que siempre se cumple 1).

Supongamos ahora que f no es suprayectiva. Puesto que f es cerrada,
X y X — f(X) son abiertos no vacios en X. Como f es transitiva, existe
n € N tal que f™(X)N (X — f(X)) # 0. Puesto que f(X) C f(X), resulta
que f"(X) N (X — f(X)) = 0. Esto es una contradiccién, asi que f es
suprayectiva. ]

2.2.1. Funciones exactas

Un concepto relacionado con la transitividad es el siguiente.

Definicion 2.8. Sean X un espacio topolégico y f : X — X una funcion
continua. Diremos que f es exacta si para todo abierto y no vacio U en X,
existe k € N tal que f*(U) = X.
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Teorema 2.9. Toda funcion exacta es transitiva y suprayectiva.

Demostracién. Sean X un espacio topolégico y f : X — X una funcién
exacta. Para ver que f es suprayectiva, tomemos b € X. Como X es un
abierto no vacio en X y f es exacta, existe £ € N tal que f*(X) = X.
Tomemos x € X tal que f¥(x) = b. Entonces k—1 € NU{0} y a = fF1(x)
es un elemento de X tal que f(a) = f (f*~*(z)) = f¥(z) = b. Esto prueba
que f es suprayectiva.

Para ver que f es transitiva, sean U y V dos abiertos no vacios en X.
Como f es exacta, existe n € N tal que f*(U) = X. Entonces f"(U)NV =
X NV =V #(. Esto muestra que f es transitiva. O

2.2.2. Transitividad y orbitas densas

Como haremos ver en la presente subseccién, bajo ciertas condiciones,
la transitividad de una funcién f, estd ligada con la existencia de un punto
cuya Orbita bajo f es densa y, también, con la existencia de un punto cuyo
w-conjunto limite es el total.

Teorema 2.10. Sean X un espacio 11 sin puntos aislados y f: X — X
una funcion continua. Si existe un punto en X cuya orbita bajo f es densa
en X, entonces f es transitiva.

Demostracion. Sea z € X tal que el conjunto

oﬂxm,f)::{fk@g:k:efﬂu{O}}

es denso en X. Sean U y V dos subconjuntos abiertos y no vacios de X.
Como X no tiene puntos aislados, U y V son infinitos, por el Lema 1.49. En
particular U N (X — {z}) es un abierto no vacio en X y, como orb(z, f) es
denso en X, existe k € NU {0} tal que f*(z) € UnN (X — {z}). Puesto que
fox) =2y f¥(x) € X — {2}, necesariamente k € N. Hagamos

W=V —{a f(@), f2@),.... @)}

Como V es infinito y X es 71, sucede que W es un abierto y no vacio en X.
Por la densidad de orb(z, f), existe m € NU {0} tal que f"(x) € W. De la
definicién de W se sigue que m > k, por lo que m — k € N. Como fk(z) eU
y [k (fF(z)) = f™(x) € V, tenemos que f™*(U)NV # (. Esto muestra
que f es transitiva. O
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Corolario 2.11. Sean X un espacio métrico y compacto sin puntos aislados
y f: X = X una funcion continua. Si existe un punto en X cuya orbita
bajo f es densa en X, entonces f es transitiva.

Demostracion. Basta observar que los espacios métricos son 17 y aplicar
el Teorema 2.10. ]

Consideremos X = {0} U {% n €N } , con la topologia usual que hereda
de R. Notemos que X es un espacio T} con puntos aislados. Sea f: X — X
la funcién definida como sigue: f(0) = 0y f (%) = n%q Entonces f es
continua. Ademads orb(1, f) = {% n e N} es denso en X. Tomemos ahora
U= {%} y V = {1}. Notemos que U y V son abiertos no vacios en X y que,
de la definicién de f, no existe n € N tal que f(U) NV # (). Entonces f no
es transitiva. Por consiguiente, en general, de la existencia de un punto en

X cuya drbita bajo f sea densa en X, no se deduce que f es transitiva.

Definicion 2.12. Sean X un espacio topolégico y M C X. Decimos que M
es denso en ninguna parte de X si Intx (M) = 0.

En la Seccién 2.8, veremos que de la transitividad no se sigue, en general,
que existe un punto cuya érbita es densa. Sin embargo, como probaremos a
continuacién, en los espacios segundo numerables y de la segunda categoria,
lo anterior si se cumple. Recordemos que un espacio topologico X es de
la sequnda categoria si X no se puede escribir como una unién numerable
U2, A; de subconjuntos A; de X que son densos en ninguna parte de X.

Teorema 2.13. Sean X un espacio sequndo numerable y de la sequnda
categoria y f: X — X wuna funcion continua. Si f es transitiva, entonces
existe un punto en X cuya orbita bajo f es densa en X.

Demostracion. Vamos a demostrar que si X es segundo numerable, f es
transitiva y la érbita de ningin punto de X es densa en X, entonces X no
es de la segunda categoria.

Supongamos, por tanto, que bajo f la érbita de ningiin punto de X es
densa en X. Como X es segundo numerable, X posee una base numerable
B = {Uy: n € N}. Podemos suponer que cada elemento de B es no vacio.
Ahora bien, para cada € X, como orb(z, f) no es denso en X, existe un
abierto no vacio V, en X tal que V; Norb(z, f) = (). Como B es una base de
X, existe Uy ;) € B tal que Uy, ) C Vy. Luego

Un(a:) N Orb(x7 f) =0
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y, por tanto, f*(z) ¢ Uy, para toda k € NU {0}. Hagamos

Wow) = U F7* (Un) -
k=0

Por el Corolario 2.4, cada W, es un subconjunto abierto, no vacio y denso
de X. Luego cada W, intersecta a cualquier abierto no vacio de X. Para
cada z € X, definamos ahora

An(a:) =X - Wn(m)'

Como cada conjunto W, (,) es abierto en X, todo conjunto A, es cerrado
en X. Ademads, como cada conjunto W, ,) intersecta a cualquier abierto y no
vacio de X, el conjunto A,,;) no contiene un abierto y no vacio de X. Vamos
a probar ahora que = € A,,(,). Para ver esto supongamos, por el contrario,
que z € W,(,). Entonces existe k € NU {0} tal que = € " (Un(m)) . Luego
fk(x) € Un(z)- Como esto es una contradiccién tenemos que x ¢ Wiy,
por lo que cada conjunto A, contiene a x. Esto muestra que todos los
conjuntos A, ;) son cerrados y no vacios en X y, ademds, que

X = U Ap (-

zeX

Notemos ahora que la unién anterior es numerable. Para ver esto recordemos
que cada x € X produjo un elemento U,,(,) en la familia numerable B. Luego
Uy () produjo el conjunto Wy, v éste, a su vez, produjo el conjunto A,,,).
Por tanto la familia {An(x): reX } es numerable.

De todo lo anterior deducimos que X se puede escribir como una unién
numerable de subconjuntos de X, cuya cerradura tiene interior vacio. En-
tonces X no es de la segunda categoria. En vista de que esto es una contra-
diccion, deducimos que existe un punto en X cuya Orbita bajo f es densa
en X. O

Para el siguiente resultado, recordaremos brevemente un resultado sobre
las categorias de Baire.

Teorema 2.14. Si X es un espacio métrico completo y no vacio, entonces
X no puede escribirse como la unién numerable de conjuntos demsos en
ninguna parte de X. En particular, si

o
X =] A,
k=1
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con Ay cerrado en X, para toda k € N, entonces para algin k € N, el
conjunto Ay contiene un abierto no vacio de X.

Una demostracién del teorema anterior puede verse en [19, Teorema 4.7-
2, p. 247].

Corolario 2.15. Sean X un espacio métrico y compacto y f: X — X una
funcion continua. Si f es transitiva, entonces existe un punto en X cuya
orbita bajo f es densa en X.

Demostracién. Como X es métrico y compacto, X es completo (ver [8,
Capitulo XI, Teorema 4.1, p. 233]) y segundo numerable (ver [8, Capitulo
X1V, Corolario 2.4, p. 294]). Supongamos que, bajo f, la érbita de ningin
punto de X es densa en X. Entonces, como indicamos en el primer parrafo
de la prueba del Teorema 2.13, obtenemos que X = [J, . Ap(z) €8 una
unién numerable de subconjuntos cerrados de X con interior vacio. Como
esto contradice el Teorema 2.14, deducimos que existe un punto en X cuya
orbita bajo f es densa en X. O

Combinando los teoremas 2.10 y 2.13, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.16. Sea X un espacio sequndo numerable, de la sequnda cate-
goria, T1 y sin puntos aislados. Supongamos que f: X — X es una funcion
continua. Entonces f es transitiva si y sélo si existe un punto en X cuya
orbita bajo f es densa en X.

Combinando los corolarios 2.11 y 2.15, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.17. Sean X un espacio métrico y compacto sin puntos aislados
y f: X — X una funcion continua. Entonces f es transitiva si y sélo si
existe un punto en X cuya orbita bajo [ es densa en X.

En el siguiente teorema, mostramos condiciones bajo las cuales el w-
conjunto limite, de un punto con érbita densa, es el total. Recordemos que
el conjunto w(x, f) fue definido en la Seccién 1.5

Teorema 2.18. Sea X un espacio 11 y primero numerable. Supongamos
que f: X = X es una funcion continua y suprayectiva. Si existe x € X tal
que orb(z, f) es denso en X, entonces w(z, f) = X.

Demostracién. Como f es suprayectiva, existe y € X tal que f(y) = =.
Supongamos primero que y € orb(z, f). Entonces existe m € NU{0} tal que
y = f™(z). Luego z = f(y) = f™!(x). Esto implica que orb(x, f) C w(z, f)
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y, como orb(z, f) es denso en X y w(z, f) es cerrado en X (parte 2) del
Teorema 1.61), resulta que w(z, f) = X.

Supongamos ahora que y ¢ orb(z, f). Como X es primero numerable,
existe una base local numerable W, = {Uy,: m € N} en y. Hagamos By = U;
Y Bm+1 = By N Up41. Entonces By, = {B,,: m € N} es una base local
numerable en y tal que B,,11 C B,,, para cada m € N. Hagamos s; = 1.
Como orb(z, f) es denso en X, existe m € N U {0} tal que f"(z) € Bs,.
Por hipétesis y ¢ orb(z, f), asi que f(x) # y. Como X es T, Bs, N
(X —{f™(2z)}) es un abierto en X que tiene a y. Entonces existe sy € N tal
que

BS2 - BS1 N <X - {frl(x)}) :

Notemos que s2 > s1. Puesto que orb(z, f) es denso en X, existe ro € NU{0}
tal que f™2(x) € Bs,. Notemos que ro # r1 y f™(z) # f"(x). Ademds
y # f"2(x), pues y ¢ orb(z, f). Como X es T1, Bs, N (X — {f"(z)}) es un
abierto en X que tiene a y. Entonces existe s3 € N tal que

B83 C BS2 n (X - {fm(x)}) :

Por la construccién de By, y de By, tenemos que s3 > s3. Puesto que
orb(z, f) es denso en X, existe 73 € N U {0} tal que f"(z) € Bs,. No-
temos que 13 # ro, r3 # 1, f3(x) # [ (x) y [ (x) # f2(x). Ademds
y # f"3(x), pues y ¢ orb(z, f). Continuando este proceso, es posible cons-
truir una sucesién {s;};en en N y una sucesion {r;}ien en NU {0} con las
siguientes propiedades:

a) {s;}ien es estrictamente creciente;
b) f"(z) € Bs,, para cada i € N;

c) ri#r;y fri(z) # f(z), para cada i,j € N con ¢ # j.

Entonces y es un punto de acumulacién de orb(z, f). Para ver esto sean V' un
abierto en X tal que y € V y K € N. Como By es una base local en y, existe
m € N tal que By, C V. Por a), existe i € N tal que s; > m. Luego Bs, C By,.
Por construccién, B, contiene una infinidad de elementos de la forma f"i(z).
Entonces existe i € N tal que r; > K. Luego f"(z) € B, C V. Esto muestra
que y es un punto de acumulacién de orb(z, f). Luego y € w(x, f).

Como y € w(x, f), por la parte 3) del Teorema 1.61, x = f(y) €
f(w(z, f)) C w(x, f). Entonces z € w(z, f). Aplicando de nueva cuenta f y



2.2. FUNCIONES TRANSITIVAS 49

la parte 3) del Teorema 1.61, tenemos que f(x) € f(w(z, f)) C w(x, f). En-
tonces f(z) € w(z, f). Continuando este proceso deducimos que orb(z, f) C
w(z, f). Como orb(z, f) es denso en X y w(z, f) es cerrado en X (por 2) del
Teorema 1.61), resulta que w(z, f) = X. O

Tenemos también el siguiente resultado.

Teorema 2.19. Sea X un espacio 11, seqgundo numerable y de la seqgunda
categoria. Supongamos que f: X — X es una funcion continua y cerrada.
Si f es transitiva, entonces existe x € X tal que orb(z, f) es denso en X y

w(x, f) =X.

Demostracién. Por el teorema 2.13, existe x € X tal que orb(z, f) = X.
Luego, por el Teorema 2.18, w(zx, f) = X.
L]

Corolario 2.20. Sean X un espacio métrico y compacto y f: X — X una
funcidn continua. Si f es transitiva, entonces existe x € X, tal que orb(z, f)
es denso en X y w(zx, f) = X.

Demostracién. Como X es métrico y compacto, X es completo, segundo
numerable y T7. Al ser X métrico y completo, por el Teorema 2.14, X es de
la segunda categoria. Ademds f es cerrada. Entonces el resultado se sigue
del Teorema 2.19. 0

Ahora mostraremos que, de la existencia de un punto cuyo w-conjunto
limite es el total, se sigue que f es transitiva.

Teorema 2.21. Sean X un espacio topologico y f: X — X una funcion
continua. Si existe x € X tal que w(z, f) = X, entonces f es transitiva.

Demostracién. Sean U y V dos subconjuntos abiertos y no vacios de X.
Tomemos y € U 'y z € V. De w(z, f) = X, se infiere que y € w(x, f).
Entonces y es un punto de acumulacién de orb(z, f) y, por tanto, existe
m € N tal que f™(z) € U. Como z € w(z, f), tenemos que z es un punto
de acumulacién de orb(z, f). Luego existe n > m + 1 tal que f™(z) € V.
Notemos que n —m € N. Ademas, f"(x) € Uy f""(f™(z)) = f*(z) € V.
Luego f"~™(U) NV # (). Esto muestra que f es transitiva. O

Combinando el Teorema 2.19 y el Teorema 2.21, tenemos el siguiente
resultado.
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Teorema 2.22. Sea X un espacio 11, segundo numerable y de la seqgunda
categoria. Supongamos que f: X — X es una funcion continua y cerrada.
Entonces f es transitiva si y solo si existe x € X tal que w(z, f) = X.

Si combinamos el Corolario 2.20 y el Teorema 2.21, obtenemos el siguien-
te resultado.

Teorema 2.23. Sean X un espacio métrico y compacto y f: X — X una
funcion continua. Entonces f es transitiva si y sélo si exviste x € X tal que
w(z, f) =X.

De todo lo anterior, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.24. Sea X un espacio sequndo numerable, de la sequnda cate-
goria, T1 y sin puntos aislados. Supongamos que f: X — X es una funcion
continua y cerrada. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f es transitiva;
2) eziste x € X tal que orb(z, f) es denso en X;
3) existe z € X tal que w(z, f) = X.

Demostracién. Por el Teorema 2.16, 1) y 2) son equivalentes. Por el Teo-
rema 2.22, 1) y 3) son equivalentes. O

Combinando el Teorema 2.17 y el Teorema 2.23, tenemos el siguiente
resultado, valido en espacios métricos y compactos sin puntos aislados.

Teorema 2.25. Sean X un espacio métrico, compacto y sin puntos aislados
y f: X — X una funcion continua. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) f es transitiva;
2) eziste x € X tal que orb(z, f) es denso en X;
3) existe x € X tal que w(z, f) = X.

Si X es un continuo, entonces X es un espacio métrico, compacto y
sin puntos aislados. Entonces del Teorema 2.25, para una funcién continua
f: X — X definida en un continuo X, la transitividad de f equivale a la
existencia de un punto en X cuya érbita bajo f es densa en X y, también,
equivale a la existencia de un punto en X cuyo w-conjunto limite bajo f es
X. En el Capitulo 3 utilizaremos con frecuencia este hecho.



2.3. TRANSITIVIDAD EN LAS FUNCIONES INDUCIDAS 51

Algunos de los teoremas anteriores fueron inspirados de [24, Proposicién
1.1, p. 354], en el que se prueba que si X es un espacio métricoy f: X — X
una funcién continua, entonces:

1) cuando X no posee puntos aislados, de la existencia de un punto en
X cuya orbita bajo f es densa en X, se sigue que f es transitiva;

2) cuando X es separable y de la segunda categoria, entonces de la tran-
sitividad de f, se sigue que existe un punto en X cuya o6rbita bajo f
es densa en X.

La parte 1) se sigue ahora del Teorema 2.10 y del hecho de que los
espacios métricos son 77. La parte 2) se sigue del Teorema 2.13 y del hecho
de que, en los espacios métricos, ser separable es equivalente a ser segundo
numerable (ver [8, Capitulo IX, Teorema 5.6, p. 187]).

2.3. Transitividad en las funciones inducidas

En la presente seccién, vamos a probar ahora que del hecho de que una
funcién inducida sea transitiva, se sigue que la funcién base también es tran-
sitiva. También mostraremos condiciones, bajo las cuales, de la existencia de
un punto con 6rbita densa en una funcién inducida, se deduce la existencia
de un punto con 6rbita densa en la funcién base. Lo mismo haremos con el
w-conjunto limite. Recordemos que si X es un espacio topolégicoy A C X,
entonces

I'A) ={K e CL(X): K C A}.

Como vimos en el capitulo anterior, si A es un abierto en X, entonces I'(A)
es un abierto en CL(X). Mas atn, por el Teorema 1.16, si X es T1 y A es
un abierto no vacio en X, entonces I'(A) es un abierto no vacio de CL(X).
Por el mismo teorema si B C X es tal que I'(B) # (), entonces B # ().

El siguiente resultado aparece probado en [22, Lema 3.5, p. 101}, para
espacios métricos y funciones continuas.

Lema 2.26. Sean X un espacio topologico y f: X — X una funcion cerra-
da. Entonces

1) T(ANnB) =T(A)NI(B);
2) CL(f)(T'(A)) CcT(f(A)), para cada A C X;
3) (CL(f))"=CL(f™), para toda n € N.
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Demostracién. La prueba de 1) es la parte 4) del Lema 1.17. Aunque la
prueba de 2), en un contexto mas general, estd incluida en la demostracién
del Teorema 1.43, podemos dar aqui otra prueba. Sea K € CL(f)(I'(4)).
Entonces K € CL(X) y existe L € I'(A) tal que CL(f)(L) = f(L) = K.
Como L € CL(X) y L C A, sucede que f(L) C f(A). Luego K C f(A) v,
asi, K € I'(f(A)). Esto prueba 2).

Vamos a probar 3) por induccién. El caso n = 1 es obvio. Supongamos
entonces que (CL(f))* = CL (f*), para un nimero natural k. Entonces,
para cada A € CL(X),

(CLUNH(A) = ((CLUNF 0 CL(N ) (4) = ((CLUNHCL(A)) =
= (CL))(f(A)) = CLUF)(F(A) = FE(F(A) = F11(4) = CL(f*)(4).
Luego (CL(f))*™! = CL (f*) y, por induccién, 3) es cierto. O

El siguiente resultado aparece probado en [22, Teorema 3.6, p. 101], para
espacios métricos y funciones continuas.

Teorema 2.27. Sean X un espacio Ty y f : X — X una funcidn continua y
cerrada. Si CL(f): CL(X) — CL(X) es transitiva, entonces f es transitiva.

Demostracion. Sean A y B dos abiertos no vacios de X. Como X es T,
I'(A) y T'(B) son subconjuntos abiertos y no vacios de CL(X). Por la tran-
sitividad de CL(f) existe k € N tal que

(CL())MT(A) NT(B) # 0.
Por la parte 3) del Lema 2.26 tenemos

(CL(f))*(T(A) NT(B) = CL(f*)(T(4)) NT(B).

Usando ahora las partes 1) y 2) del mismo lema, sucede que
0 # CL(f*)(T(A) NT(B) C T(f*(4)) NT(B) =T (f*(4) N B).

De esta manera I'(f*(A) N B) # 0, asi que f¥(A)N B # . Esto prueba que
f es transitiva. O

Utilizando la misma demostraciéon que dimos en el teorema anterior, se
puede probar el siguiente resultado.
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Teorema 2.28. Sean X un espacio 11, f: X — X wuna funcion continua y
cerrada y n € N. Si alguna de las funciones inducidas

2/ 29X 59X CLC(f): CLC(X) = CLC(X), C(f): C(X)— C(X)
o bien F,,(f): F(X) — F,(X) es transitiva, entonces f es transitiva.

Maés adelante, en este capitulo, veremos que el respectivo reciproco de
los teoremas 2.27 y 2.28 no es cierto.

2.3.1. w-conjunto limite en las funciones inducidas

Como ya indicamos, la transitividad se suele relacionar con la existencia
de puntos con Orbita periédica y con la existencia de puntos cuyo w-conjunto
limite es el total. En este sentido tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.29. Supongamos que X es un espacio 11 y primero nume-
rable. Sea f: X — X wuna funcion continua, cerrada y suprayectiva. Si
eriste B € CL(X) tal que w(B,CL(f)) = CL(X), entonces para cada
A € orb(B,CL(f)) y cada © € A, tenemos que orb(z, f) es denso en X

yw(z,f)=X.

Demostracién. Como A € orb(B,CL(f)), existe k € N U {0} tal que
A = (CL(f))*(B) = f¥(B). Tomemos z € A. Vamos a probar primero
que orb(z, f) es denso en X. Sea U un abierto no vacio en X. Es claro
que I'(U) es abierto no vacio en CL(X). Como w(B,CL(f)) = CL(X),
existe D € w(B,CL(f)) tal que D € I'(U). Ademas, D es un punto de
acumulacién de orb(B,CL(f)), entonces podemos encontrar n > k tal que
CL(f)"(B) = f"(B) € T(U). As,

CL(f)""(A) = CL(f)" *(CL(f)*(B)) = CL(f)"(B) = f"(B) € T(V).

Es decir, CL(f)"*(A) C U. Pero x € A, entonces f"*(z) € U. Hemos
probado entonces que orb(z, f) NU # 0, asi que, el conjunto orb(zx, f) es
denso en X.

Usando el Teorema 2.18, como X es primero numerable, tenemos que
w(zx, f) = X para cada = € A. O

El teorema anterior sigue siendo valido, con la misma demostracion, si
cambiamos C'L(X) por otro hiperespacio y C'L(f) por su correspondiente
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funcién inducida. Tenemos asi el siguiente resultado y, para enunciar éste y
otros resultados de la presente seccién, supondremos que si f: X — X es
una funcién continua, n € Ny

A(X) € {CL(X),2%,CLC(X),C(X), Fu(X)},

entonces A(f): A(X) — A(X) es la funcién inducida al hiperespacio selec-
cionado.

Teorema 2.30. Supongamos que X es un espacio T1 y primero numerable
y que f: X = X es una funcion continua, cerrada y suprayectiva. Supon-
gamos, ademds, que existe B € A(X) tal que w(B,A(f)) = A(X). Entonces
para cada A € orb(B,A(f)) y cada x € A, tenemos que orb(z, f) es denso
en X yw(z, f) = X.

En el siguiente teorema mantendremos la notacién A(X) y A(f), como
indicamos. También utilizaremos la nocién de punto preperiddico, que dimos
en la Definicion 1.54.

Teorema 2.31. Supongamos que X es un espacio infinito, 11 y primero
numerable y que f: X — X es una funcion continua, cerrada y suprayectiva.
Supongamos, ademds, que existe B € A(X) tal que w(B,A(f)) = A(X).
Entonces para cada A € orb(B,A(f)) y cada © € A, tenemos que x no es
un punto preperiddico de f.

Demostracién. Si x es preperiddico, entonces orb(z, f) es finito y, por
tanto, cerrado en X. Ademads, por el Teorema 2.30, orb(z, f) es denso en X.
Luego X = orb(z, f). Esto implica que X es finito. Como esto contradice el
hecho de que X es infinito, deducimos que = no es un punto preperiédico de
f. O

Si X es un continuo, entonces X es infinito, 77 y primero numerable. Si
f: X — X es una funcién continua, entonces f es cerrada. Si suponemos
ademds que A(f) es transitiva, entonces f es transitiva (teoremas 2.27 y
2.28). Por el Teorema 2.7, f es suprayectiva. Ademds, como A(f) es tran-
sitiva, por el Teorema 2.20, existe B € A(X) tal que w(B,A(f)) = A(X).
Entonces, aplicando los teoremas 2.30 y 2.31, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.32. Sean X un continuo y f: X — X una funcion continua.
Supongamos que A(f) es transitiva y que B € A(X) es tal que w(B,A(f)) =
A(X). Entonces para cada A € orb(B,A(f)) y cada x € A, se cumplen las
siguientes propiedades:
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1) orb(z, f) es denso en X;;
2) w(z, f) = X;
3) x no es un punto preperiédico de f.

El Teorema 2.32, cuando A(X) es 2% o bien C(X), corresponde a los
teoremas 4.7, 4.8, 4.9 y 4.10 de [1].

2.3.2. Orbita densa en las funciones inducidas

Vamos ahora a presentar un resultado similar al Teorema 2.29, pero
suponiendo ahora que, para la funcion inducida, hay un elemento con 6rbita
densa.

Teorema 2.33. Supongamos que X es un espacio 11 y que f: X — X es
una funcidn continua y cerrada. Si existe B € CL(X) tal que orb(B, CL(f))
es denso en CL(X), entonces para cada x € B, el conjunto orb(z, f) es
denso en X. Mds aun, st X no tiene puntos aislados, entonces para cada
A € orb(B,CL(f)) y cada a € A, el conjunto orb(a, f) es denso en X.

Demostracién. Supongamos que B € CL(X) es tal que orb(B,CL(f)) es
denso en C'L(X). Supongamos también que X es 17 y que = € B. Tomemos
un abierto no vacio U en X. Como orb(B, C'L(f)) es denso en C'L(X), existe
k € NU {0} tal que f*(B) = (CL(f))*(B) € T'(U). Luego f*(B) c Uy,
como z € B, sucede que f¥(x) € U. Esto muestra que U N orb(z, f) # 0.
Luego orb(z, f) es denso en X.

Supongamos ahora que X es un espacio 7} sin puntos aislados. Entonces
CL(X) es T y no tiene puntos aislados (Teoremas 1.48 y 1.50). Sean A €
orb(B,CL(f)) vy a € A. Por el Teorema 1.65, aplicado a CL(X) con la
funcién CL(f), deducimos que orb(A, CL(f)) es denso en C'L(X). Luego,
por la primera parte del teorema, orb(a, f) es denso en X. O

Por el Teorema 1.51, la prueba del teorema anterior puede ser adaptada
para obtener los siguientes resultados. Utilizaremos la notacién A(f) y A(X)
como ya indicamos.

Teorema 2.34. Supongamos que X es un espacio 11 y que f: X — X es
una funcion continua y cerrada. Si existe B € A(X) tal que orb(B, A(f)) es
denso en A(X), entonces para cada x € B, el conjunto orb(z, f) es denso
en X.
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Teorema 2.35. Supongamos que X es un espacio 11 sin puntos aislados.
Si f: X = X es una funcion continua y cerrada, entonces:

1) siexiste B € 2X tal que orb(B, 2f) es denso en 2%, entonces para cada
A € orb(B,2/) y cada a € A, el conjunto orb(a, f) es denso en X;

2) si existen n € Ny B € F,(X) tales que orb(B, F,,(f)) es denso en
2% entonces para cada A € orb(B, F,(f)) y cada a € A, el conjunto
orb(a, f) es denso en X.

Teorema 2.36. Supongamos que X es un espacio 11 y que f: X — X es
una funcion continua y cerrada. Entonces:

1) si CLC(X) no tiene puntos aislados y existe B € CLC(X) tal que
orb(B,CLC(f)) es denso en CLC(X), entonces para cada A €
orb(B,CLC(f)) y cada a € A, el conjunto orb(a, f) es denso en X;

2) 51 C(X) no tiene puntos aislados y existe B € C(X) tal que orb(B, C(f))
es denso en C(X), entonces para cada A € orb(B,C(f)) y cada a € A,
el conjunto orb(a, f) es denso en X.

2.3.3. Transitividad en las funciones inducidas

El siguiente resultado, que generaliza los teoremas 2.27 y 2.28, aparece
en [10, Teorema 3.1(1), p. 1382], para espacios métricos y la funcién inducida
27 de la funcién continua f.

Teorema 2.37. Sean X un espacio T1 y f : X — X una funcion continua y
cerrada. Sea £ C CL(X) tal que F1(X) C L y CL(f)(L) C L. Si CL(f)z :

L — L es transitiva, entonces f es transitiva.

Demostraciéon. Sean U y V dos abiertos y no vacios de X. Queremos
encontrar n € N tal que f"(U) NV # . Sabemos que I'(U) y I'(V) son
abiertos en CL(X), asi que Y = T(U)N Ly V =T(V)N L son abiertos en
L. Como

0 £FRU)CTU)NL y 0#F(V)CTO(V)NL,

tenemos que U # 0 y V # 0. Por ser CL(f), transitiva, existe n € N tal
que (CL(f);z)"(U) NV # . Esto quiere decir que existe W € U tal que
" (W) e V. Luego W eT(U)NLy fM(W) eI'(V)n L. Con esto dltimo se
tiene que

wWcU y [ff(W)cV.
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Como W € I'(U) € CL(X), resulta que W es un subconjunto cerrado y no
vacfo de X. Entonces si € W, tenemos que z € U y f"(z) € f*(W) C V.
Por lo tanto, f™(z) € f™(U) N V. Esto prueba que f*(U)NV # 0y, asi, f
es transitiva. O

Notemos que si X es un espacio topoldgico y f: X — X es una funcién
continua y cerrada, entonces

CL(f)px =27, CL(f)crex) = CLC(f) v CL(f)jcx) = C(f).

Supongamos ahora que X es T1 y que n € N. Entonces CL(f) |, (x) = Fn(f)-
Ademss los hiperespacios CL(X), 2%, CLC(X), C(X) y F,(X) contienen a
F1(X). Entonces, por el teorema anterior, si alguna de las funciones induci-
das CL(f), 2/, CLC(f), C(f) o Fu(f) es transitiva, entonces f es transitiva.

Por esta razén, el Teorema 2.37 generaliza los teoremas 2.27 y 2.28.

2.4. Funciones débilmente mezcladoras y totalmen-
te transitivas

En la presente seccién vamos a mencionar dos propiedades dindmicas
relacionadas con la transitividad y, ademas, otros resultados que involucran
la transitividad para las funciones inducidas.

2.4.1. Funciones débilmente mezcladoras

Supongamos que X es un espacio topolégico y que f: X — X es una
funcién continua. Consideremos en X x X la topologia producto, asi como
la funcién producto f x f: X x X — X x X definida, para (a,b) € X x X,

(f x f)la,b) = (f(a), f(b))-

Por [9, Proposicién 2.3.6, p. 78], f x f es continua. Cuando dicha funcién es
transitiva, f recibe un nombre especial, como indica la siguiente definicién.

Definicion 2.38. Sean X un espacio topologico y f : X — X una funcion
continua. Diremos que f es débilmente mezcladora si f X f: X x X —
X x X es transitiva.

La nociéon de funcién débilmente mezcladora, fue introducida por H.
Furstenberg en 1967 en el articulo [11].
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Si X es un espacio topoldgico y f : X — X es una funcién continua,
entonces para cada (a,b) € X x X y cada n € NU {0}, se tiene que

(f x f)"(a,b) = (f"(a), f*(b)) - (2.4.1)
Utilizando esta propiedad, podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 2.39. Sean X un espacio topolégico y f : X — X wuna funcion
continua. Entonces f es débilmente mezcladora si y solo si, para cada dos
parejas (U1, Us) y (V1,Va) de subconjuntos abiertos y no vacios de X, existe
n €N tal que f"(U) NVi £ 0 y f*(Usz) N Vo # (.

Demostracién. Supongamos primero que f es débilmente mezcladora. To-
memos dos parejas (U, Usz) y (Vi, Va) de subconjuntos abiertos y no vacios
de X. Como f x f es transitiva y los conjuntos Uy x Uy y V7 X V5 son abiertos
en X, existe n € N tal que (f x f)"(Uy x U2) N (V1 x Vo) # 0. Tomemos
(a1,a2) € Uy xUs tal que (f x f)"(a1,a2) € Vi x Va. Esto implica, por (2.4.1),
que f"(a1) € Vi'y f"(az) € Va. Luego f*(U1) Vi # Dy f*(Us2) N Vo # 0.

Para probar la segunda parte, supongamos que A y B son dos abiertos
no vacios de X x X. Entonces existen dos parejas (Ui,Us) vy (V1,Va) de
subconjuntos abiertos y no vacios de X, tales que U1 xUs C Ay Vi x V5 C B.
Por hip6tesis existe también n € N tal que f™(U1)NVy # Oy f*(Uz)NVa # 0.
Tomemos (ai,az) € Uy x Uy tal que f*(a1) € Vi y f"(a2) € Va. Entonces
(al,ag) cUxUyCA y, por (2.4.1),

(f x f)"(a1,a2) = (f"(a1), ["(az)) € Vi x V2 C B.
Luego (f x f)"(A) N B # 0 y, por tanto, f es débilmente mezcladora. ]

De manera mas general, tenemos el siguiente resultado, el cual se prueba
de la misma forma que el Teorema 2.39.

Teorema 2.40. Sean X un espacio topolégico, f : X — X una funcion
continua y m € N. Entonces la funcién producto

fxfxoooxf: XxXxooxX —XxXx--xX

m—uveces m—uveces m—uveces

es transitiva si y solo si, para cada par de familias
{U1,Ug,....,Up} v {Vi,Vo,...,Vp,}

de subconjuntos abiertos y no vacios de X, existen € N tal que f™(U;)NV; #
0, para cada i € {1,2,...,m}.
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Vamos a probar ahora el siguiente teorema, en el que utilizamos la De-
finicién 2.8.

Teorema 2.41. Las funciones exactas son débilmente mezcladoras y, a su
vez, las funciones débilmente mezcladoras son transitivas.

Demostraciéon. Sean X un espacio topolégico y f : X — X una funcién
exacta. Tomemos dos parejas (Uy,Us) y (V1, V2) de subconjuntos abiertos y
no vacios de X. Como f es exacta existen n, m € N tales que f"(U;) = X y
f™(Usz) = X. Sea k = max{n,m}. Como f es suprayectiva (Teorema 2.9),
fF(U) = X = f5(Us). Luego f*(U)NVi = XNVi =V # 0y f*(U)NV; =
X NVy = Vo # (. Por el Teorema 2.39, esto implica que f es débilmente
mezcladora.

Supongamos ahora que f es débilmente mezcladora. Tomemos dos abier-
tos no vacios de U y V en X. Como f X f es transitiva y los conjuntos U x U
y V' x V son abiertos y no vacios en X x X, existe n € N tal que

(fx MU xU)N(V x V) #£0D.
Esto implica, por (2.4.1), que f™(U) NV # (). Por tanto f es transitiva. []

En [23, Ejemplo 2.1.25, p. 18] se da un ejemplo de una funcién continua
f:[0,1] — [0,1] que es débilmente mezcladora y no exacta. En la seccién
2.8 de este mismo capitulo, veremos una funcién transitiva (Corolario 2.57)
que no es débilmente mezcladora (Teorema 2.58, inciso 2).

2.4.2. Funciones totalmente transitivas

Como sabemos, si f: X — X es continua y n € N, entonces la n-ésima
funcién composicién de f, es decir la funcién f*: X — X, es continua.
Cuando cada una de estas funciones resulta ser transitiva, f también recibe
un nombre especial.

Definicion 2.42. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X una funcidn
continua. Diremos que f es totalmente transitiva si f* : X — X es
transitiva, para toda n € N.

Observemos que, debido a que f' = f, si f es totalmente transitiva,

entonces f es transitiva.

Mais adelante, en el Teorema 2.44, veremos que las funciones débilmente
mezcladoras son totalmente transitivas. Notemos primero que, en lugar de la
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Definicién 2.38, pudimos decir que una funcién f: X — X es 2-transitiva si
la funcién producto f x f : X x X — X x X es transitiva. Luego, a modo de
generalizacién, decir que si m € N, entonces f es m-transitiva si la funcién
producto

fxfxooxf: XxXx o xX—XxXx--xX

m—uveces m—uveces m—uveces

es transitiva. En estos términos el siguiente resultado, llamado el Teorema
de Furstenberg, dice que si f es 2-transitiva, entonces f es m-transitiva, para
toda m € N.

Teorema 2.43. Sean X un espacio topolégico y f : X — X wuna funcidn
continua. Si f es débilmente mezcladora, entonces

fxfxoooxf: XxXx o xX—XxXx--xX

m—uveces m—uveces m—uveces

es transitiva, para toda m € N.

Demostracién. Para cada pareja (A, B) de subconjuntos abiertos y no
vacios de X, definimos

T(A,B)={neN: f"(A)NB #0}.
Vamos a mostrar dos propiedades de dichos conjuntos, a saber:
1) T(A, B) # 0, para cada pareja (A, B) de abiertos no vacios en X;

2) si (A, B)y (C, D) son dos parejas de abiertos no vacios en X, entonces
existe una pareja (E, F') de abiertos no vacios en X tal que

T(E,F) C T(A, B)nT(C, D).

Para probar 1), sea (A, B) una pareja de abiertos no vacios en X. Como
f es débilmente mezcladora, por el Teorema 2.41, f es transitiva. Entonces
existe n € N tal que f"(A) N B # (). Luego n € T(A, B). Esto prueba 1).

Para probar 2), sean (A, B) y (C, D) dos parejas de abiertos no vacios
en X. Como f es débilmente mezcladora, por el Teorema 2.39, existe k € N
tal que f¥(A)NC # 0y f*(B)ND # (. Por el Lema 2.2, aplicado a f*, esto
implica que AN f~%(C) # 0 y BN f~%(D) # (). Definimos entonces

E=Anf*c) y F=Bnf*D).
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Entonces (E, F') es una pareja de abiertos no vacios en X y, por 1), T'(E, F') #
(). M&s atin, si n € T(E, F), entonces

0% fm (A N f—k(0)> N (B N f—k(D)) c fMA)NB

01 (AnFHO) 0 (B D) < (F750) n D).
Luego f™"(A) N B # (), por lo que n E T(A, B). También " (f~*(C)) N

f7*(D) # 0. Haciendo C" = f"(f~*(C)) y g = f*, tenemos que C’' N
—1(D) # (). Entonces, por el Lema 2.2, g(C”) N D # (), es decir

(o (r7He)) np £
Siz e f*(f"(f7%(C))) N D, entonces existe z1 € [ (f7*(C)) tal que

f¥(x1) = x. Pero que z; € f" (f*k(C)) quiere decir que existe 3 € f~*(0)
tal que f"(x2) = x1. Como x5 € f*(C), resulta que f*(xq) € C. Luego

2= fHa1) = fF (£ (@2) = 1" (FHa2)) € £7(C).

Por lo tanto x € f"(C) N D. Esto prueba que f*(C) N D # 0, asi que
neT(C,D). Luegon € T(A,B)NT(C, D)y, asi, 2) se cumple.

Tomemos m € N. Sean {A1, As, ..., Ap} vy {B1, Ba,. .., Bn} dos familias
de abiertos no vacios en X. Aplicando 1) y 2) se deduce que

(T(Ai, B;) # 0.
=1

Por lo tanto, existe n € N tal que f™(A;)NB; # (), paracadai € {1,2,...,m}.
Esto implica, por el Teorema 2.40, que la funcién producto

Xfxooo X frXxXx oo x X —XxXx---xX

m—uveces m—uveces m—uveces

es transitiva. O

Veamos ahora la relacién que existe entre las funciones débilmente mez-
cladoras y las totalmente transitivas.
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Teorema 2.44. Sean X un espacio topolégico y f: X — X una funcion
continua. Si f es débilmente mezcladora entonces, para cada n € N, la
n-ésima funcion composicion f: X — X es débilmente mezcladora. En
particular f es totalmente transitiva.

Demostracién. Como f es débilmente mezcladora, por el Teorema 2.41,
f es transitiva. Luego, por el Teorema 2.3, para cada abierto no vacio A de
X, sucede que f~%(A) # (), para toda i € N. Tomemos ahora n € N. Para
probar que la funciéon f™ es débilmente mezcladora, vamos a mostrar que la
funcion producto f x f*: X x X — X x X es transitiva. Tomemos entonces
dos parejas (U, V) y (U, V') de abiertos no vacios en X. De (2.4.1) se sigue
que f™ x f" = (f x f)™. Vamos a encontrar p € N tal que

(f % F)™(U x V)N (U x V') £ 0.
Para esto, consideremos los conjuntos

W=UxUX---xUxVxVx-.-..xV

n—uveces n—uveces

y
W =U x fFLU) x - x f7O W) x V! x f7HV!) x - x 0017,

Por la observacién que hicimos en el primer parrafo de la demostracién, W
y W’ son subconjuntos abiertos y no vacios de

X xXx---xX.

2n—veces

Ademads, como f es débilmente mezcladora, por el Teorema 2.43, la funcién
producto

fxfxooxf: XxXx- - xX—XxXx--xX,

2n—veces 2n—uveces 2n—uveces
es transitiva. Entonces existe k € N tal que
(fx fx-x HEW)NW' #£0.
Por el Lema 2.2, esto implica que

W (f x fx-x [)THW) #0.

2n—veces
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Por tanto para cada 0 <7 <n — 1, tenemos que
fFEOYNU#0 y  fTEDW) NV #£0. (2.4.2)

Como médulo n todo entero es congruente con un unico ntimero entre 0 y
n — 1, existe 0 < ¢ < n —1, tal que k 4+ ¢ es un multiplo de n. Tomemos
p € N tal que k + i = np. De (2.4.2), se sigue que

FFeWNNU#£0 y W) NV £,
Aplicando el Lema 2.2 sucede que
fPO)nNU #0 y V)NV £0.

Luego (f x )™ (U x V)N (U’ x V') # (. Esto prueba que la funcién producto
f™ x f™ es transitiva. Por tanto f™ es débilmente mezcladora. Aplicando el
Teorema 2.41, deducimos que f" es transitiva. Por lo tanto, f es totalmente
transitiva. O

Es natural preguntarse si las funciones totalmente transitivas son débil-
mente mezcladoras. Mds adelante, en la Seccién 2.8, mostraremos una fun-
cién totalmente transitiva que no es débilmente mezcladora.

El siguiente resultado aparece probado en [4, Lema 5, p. 86].

Teorema 2.45. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion
continua. Supongamos que se cumple

1) para cada tres abiertos no vacios U, Vi y Vo en X, existe n € N tal

que frU)NVL#D y fP(U)N V2 # 0,
entonces se cumple

2) para cada dos parejas (Uy,Usz) y (Vi,Va) de abiertos no vacios en X,
existe n € N tal que f"(Uy) NVi # 0 y f™(Usz) N Va # 0.

Demostracién. Sean (U;,Usz) y (Vi, Va) dos parejas de abiertos no vacios
en X. Aplicando 1) a los abiertos Uy, Us y Vo, deducimos que existe m € N
tal que

frU)NU#0 y  fmU) NV #0.

Por el Lema 2.2

S=Uinf™U) y T=Unf"Vo)
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son dos abiertos no vacios de X. Aplicando ahora 1) a los abiertos S,T" y
V1, deducimos que existe k € N tal que

FONT#0 v AN #0.

Como S C Uy, se tiene que f¥(U1)NV;y # 0. Sea W = SN f~#(T). De nueva
cuenta, W es un abierto no vacio de X. Sixz € W C S C f~"(Us), entonces
f™(x) € Uy. También x € W C f~*(T), asi que f¥(z) € T c f~(Va).
Luego

FE @) = @) = @) = () € Ve

Por tanto f*(Uy) N V4, # 0. O

Corolario 2.46. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X wuna fun-
cion continua. Entonces f es débilmente mezcladora si solo si f satisface la
propiedad 1) del Teorema 2.45.

Demostracién. Si f es débilmente mezcladora entonces, por el Teorema
2.39, f satisface la propiedad 2) del Teorema 2.45. Tomemos tres abiertos no
vacios U, V1 y Va en X. Como (U,U) y (V1,V2) son dos parejas de abiertos
no vacios en X, por 2), existe n € N tal que f*(U)NV; # 0y f"(U)NVa # (.
Entonces f satisface la propiedad 1) del Teorema 2.45.

Ahora bien, si f satisface la propiedad 1) del Teorema 2.45 entonces, por
el mismo teorema, f satisface la propiedad 2) y, por el Teorema 2.39, f es
débilmente mezcladora. O

2.5. Mezclacion débil en las funciones inducidas

Sean X un espacio topologico y f: X — X una funcién continua. Como
veremos en la Subseccién 2.8.1, del hecho de que f sea transitiva no se
garantiza que la funcién inducida CL(f): CL(X) — CL(X) sea transitiva.
Por tanto la transitividad de f no es equivalente a la transitividad de CL(f).
Como probaremos a continuacién, la transitividad de CL(f) es equivalente
al hecho de que f sea débilmente mezcladora.

Teorema 2.47. Sean X un espacio topoldgico Ty y f : X — X una funcion
continua y cerrada. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1) f es débilmente mezcladora;
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2) CL(f) es débilmente mezcladora;
3) CL(f) es transitiva.

Demostracién. Por el Teorema 2.41, 2) implica 3). Supongamos ahora que
CL(f) es transitiva. Por el Corolario 2.46, para probar que f es débilmente
mezcladora, basta verificar que f satisface la propiedad 1) del Teorema 2.45.
Tomemos entonces tres conjuntos U, V1 y Vs abiertos y no vacios en X. Como
CL(f) es transitiva y los conjuntos (U) y (V1, Va) son abiertos no vacios en
CL(X), existen K € (U) y n € N de modo que que

JHEK) = (CL(f)"(K) € (V1, Va).

En particular f*(K)NV; #0y f*(K)N Vs # (). Entonces podemos tomar
xz,y € K C U tales que f"(x) € Vi y f*(y) € Va. Luego f"(U)NV1 # 0y
f™(U) N'Va # ). Esto muestra que f satisface la propiedad 1) del Teorema
2.45. De esta manera, 3) implica 1).

Supongamos ahora que f es débilmente mezcladora. Para ver que la
funciéon CL(f): CL(X) — CL(X) es débilmente mezcladora, debemos ve-
rificar que la funcién producto

CL(f) x CL(f): CL(X) x CL(X) — CL(X) x CL(X)

es transitiva. Para esto tomemos dos parejas (U;,Us) y (V1,V2) de abiertos
no vacios en C'L(X). Entonces existen cuatro abiertos basicos y no vacios
B1,B2,C1 y Ca en CL(X) tales que By C Uy, Bo C Uz, C1 C V1 y Co C Vs
Ademis, por el Teorema 1.20, podemos escoger dichos abiertos bésicos con
el mismo nimero de entradas. Escribamos entonces, para i € {1,2},

Bi = <Ui,17-~-7Ui,k> y Cz = <‘/;'71,...,V%’k>. (251)

Notemos que, parai € {1,2}, U; j # 0y Vi ; # 0 para toda j € {1,2,...,k}.
Vamos a probar que existe n € N tal que

(CL(f)™U)NV; £ para i€ {1,2}.
Hagamos m = 2k, asi como

U= U1,1 X oo X U17k X U2’1 X oo X UQJc (2.5.2)

V=Vigx-xVipxVorx- X Vo, (2.5.3)
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entonces U y V son abiertos no vacios de

X xXx---xX.

m—uveces

Como f es débilmente mezcladora, por el Teorema 2.43, la funciéon producto

fXfxo o Xxf: XXxXx - xX—XxXx---xX

m—uveces m—uveces m—uveces

es transitiva. Entonces existe n € N tal que

(fx-—-x H™MU)N (V) #0. (2.5.4)
—

m—Uveces

Luego f"(U;;)NV;; # 0 paratodai € {1,2} y cada j € {1,2,...,k}. Ahora
bien, para cada (i, j) € {1,2} x{1,2,...,k}, tomemos z; ; € U; ; y yi; € Vi;
tales que y; ; = f"(x; ;). Definamos ahora, para i € {1, 2},

Ki={zix,...;ziet v Li={¥i1, - Yk} (2.5.5)
Como X es T1, tenemos que K;, L; € CL(X), para i € {1,2}. Ademads
Kie (U,....Ux) 'y Lie€(Vix,...,Vixr), paracadaie {1,2}.
Luego, para i € {1, 2},
(CL(f)"(K;) = CL(f")(K3) = f"(Ki) = {f"(@ip), -, ["(win)} =
={vi1,. Ykt =Li€ Vi1,...,Vig).

Como, para ¢ € {1,2}, tenemos que K; € (U;1,...,Uix) = B; CU; y
Lie (Via,...,Vig) = Ci CV;, deducimos que (CL(f))"(U;) N'V; # (. Esto
prueba que la funcién producto CL(f) x CL(f) es transitiva. Luego CL(f)
es débilmente mezcladora. Por tanto 1) implica 2). O

La demostraciéon empleada en el teorema anterior, puede utilizarse para
obtener el siguiente resultado.

Teorema 2.48. Sean X wun espacio topologico y 11 y f : X — X una
funcion continua y cerrada. Entonces los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

1) f es débilmente mezcladora;
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2) 2/ es débilmente mezcladora;
3) 2f es transitiva.

El teorema que enunciamos a continuacién, aparece probado en [16, Teo-
rema 3.16, p. 82].

Teorema 2.49. Sean X un espacio topoldgico y T1 y f : X — X wuna
funcion continua y cerrada. Entonces los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

1) f es débilmente mezcladora;

\V)

Fr.(f) es débilmente mezcladora, para cada k € N;

R

)

)

) Fx(f) es transitiva, para cada k € N;

) Fi(f) es débilmente mezcladora, para alguna k € N — {1};
)

(f)
(f)
(f)
(f)

5) Fy(f) es transitiva, para alguna k € N — {1}.

Demostracién. La prueba de que 1) implica 2), es similar a la que dimos
en el Teorema 2.47. En efecto, tomemos k € N y dos parejas (U1,Us) y
(V1,V2) de abiertos no vacios en Fj(X). Entonces existen cuatro abiertos
bésicos y no vacios Bi,B2,C1 y Co en Fi(X) tales que By C Uy, By C Us,
C1 C V1 y Cy C Vs Por el Teorema 1.19, para i € {1,2}, podemos escribir

B, = <Ui’1,...,Ui7k>ﬁFk(X) y Ci= <V;"1,...,‘/i’k>ﬂFk<X). (256)

Notemos que los conjuntos B; y C; definidos en (2.5.6), son como los que
definimos en (2.5.1). Hagamos m = 2k y consideremos los subconjuntos U
y V de X como se definen en (2.5.2) y (2.5.3). Como indicamos en la
prueba del Teorema 2.47, existe n € N tal que (2.5.4) se cumple. Siguiendo
la demostracién, formamos los conjuntos K; y L; como en (2.5.5). Entonces
K;,L; € F(X), para cada i € {1,2}. Mds atin

KieB Ccly, LieCCV;, vy (Fu(f)"(K;)=L.

Por tanto ((Ex(f))"(U;) N'V; # 0. Esto prueba que Fj(f) es débilmente

mezcladora. De esta manera 1) implica 2).

Como las funciones débilmente mezcladoras son transitivas, se tiene que
2) implica 3) y 4) implica 5). La prueba de que 5) implica 1), es idéntica a
la prueba de que 3) implica 1) en el Teorema 2.47 (cambiando (U) y (Vi, Va)
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por (U) N Fi(X) v (V1, V) N Fi(X), respectivamente). Falta probar que 3)
implica 4). Para ver esto notemos que 3) evidentemente implica 5). Ademaés
5) implica 1), 1) implica 2) y 2) evidentemente implica 4). Por tanto 3)
implica 4). O

Como consecuencia del Corolario 3.13, existen continuos X y funciones
continuas f: X — X de modo que f es débilmente mezcladora, mientras que
la funcién inducida C(f) no es débilmente mezcladora. Por el Teorema 2.48,
para dichos continuos X y tales funciones f, se sigue que 2/ es débilmente
mezcladora, mientras que C'(f) no es débilmente mezcladora.

2.6. Transitividad total en las funciones inducidas

El siguiente teorema aparece probado en [13, Teorema 4.3, p. 753], para
espacios métricos y compactos.

Teorema 2.50. Sean X wun espacio T1 y f: X — X una funcion conti-
nua y cerrada. Si CL(f) es totalmente transitiva, entonces f es totalmente
transitiva.

Demostracién. Tomemos m € N. Como CL(f): CL(X) — CL(X) es
totalmente transitiva, la funcién composicién (CL(f))™: CL(X) — CL(X)
es transitiva. Por la parte 3) del Lema 2.26, (CL(f))™ = CL (f™) . Entonces
CL (f™) es transitiva y, por el Teorema 2.27, la m-ésima funcién composicién
f™: X — X es transitiva. Luego f es totalmente transitiva. O

En la Seccién 2.8, veremos una funciéon totalmente transitiva f, cuya
funcién inducida C'L(f) no es totalmente transitiva. Por el Teorema 2.28,
en el Teorema 2.50, podemos reemplazar C'L(X) por cualquiera de los hi-
perespacios 2%, CLO(X), C(X) y F,(X), paran € N.

Como consecuencia del Corolario 2.57 y del Teorema 2.58, inciso 1),
existen continuos X y funciones continuas f: X — X de modo que f es to-
talmente transitiva, mientras que la funcién inducida C'(f) no es totalmente
transitiva.

2.7. Exactitud en las funciones inducidas

Con respecto a las funciones exactas, tenemos el siguiente resultado,
originalmente probado en [12, Lema 5, p. 5], para espacios métricos y com-
pactos. Posteriormente aparece probado en [15, Teorema 3.1.2, p. 35], para
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un continuo X y la funcién inducida 27/ : 2X — 2% de una funcién continua
f: X — X. En su demostracién, utilizamos el hecho de que si g: Y — Z es
una funcién, C C Y y D C Z son tales que D C ¢g(C'), entonces

g D)NC#0 vy g(g(D)nC)=D. (2.7.1)

Teorema 2.51. Sean X un espacio T3 y f: X — X una funcion continua
y cerrada. Entonces f es exacta si y sélo si CL(f) es exacta.

Demostracién. Supongamos que f es exacta. Para ver que CL(f) también
es exacta, sea U un abierto no vacio en C'L(X). Tomemos n € N y abiertos
no vacios Uy, Us, ..., U, en X tales que (Uy,Us,...,U,) C U. Como X es

regular, para cada i € {1,2,...,n}, existe un abierto no vacio V; en X tal
que Clx(V;) C U;. Ademds, como f es exacta, para cada i € {1,2,...,n},
existe m; € N tal que f™(V;) = X. Sea m = max{my, ma,...,m,}. Como

f es suprayectiva (Teorema 2.9), se tiene que f™(V;) = X, para cada i €
{1,2,...,n}. Vamos a probar que

CL(X) C (CL(f))" (U1, Uz, ..., Un)). (2.7.2)
Tomemos, por tanto, A € CL(X). Para cada i € {1,2,...,n}, sea
B; = f7™(A) N Clx (V).

Seai € {1,2,...,n}. Como f™ es continua, B; es una interseccién de subcon-
juntos cerrados de X. Luego B; es cerrado en X. Ademas A C X = f™(V}).
Por tanto A C f™ (Clx(V;)). Utilizando (2.7.1) (con Y = Z = X, g = f™,
C =Clx (Vi) y D = A), tenemos que

Bi=f""(A)NClx(Vi)) #0 y  f"(Bi) = A.

Entonces B; € CL(X) y, como Clx(V;) C U, tenemos que B; C U;. En
particular, B; N U; # (). Definamos ahora

B=BiUByU---UB,.
Notemos que B € CL(X). Més atun B € (U1, Us,...,Uy) v
(CL(f)™B) = f"(B) = f"(B1UByU---UBy) =
= "B UM (B)2U--- U f(By) = A.
Esto prueba (2.7.2) y, como consecuencia de esto,

CL(X) C (CL(f)" (U1, Uz, .., Un)) € (CL(f))™(U).
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Por tanto (CL(f))™(U) = CL(X) y, de esta manera, CL(f) es exacta.

Ahora supongamos que C'L(f) es exacta. Para probar que f es exacta,
utilizaremos solamente que X es T7. Sea U un abierto no vacio en X. Como
X es Ty, (U) es un abierto no vacio en CL(X). Esto implica, pues CL(f)
es exacta, que existe m € N tal que (CL(f))™((U)) = CL(X). Por la parte
3) del Lema 2.26, (CL(f))™ = CL (f™). Tomemos ahora z € X. Entonces
{z} € CL(X) = (CL(f))™((U)) = CL(f™)({U)), por lo que existe A €
(U) tal que CL(f™)(A) = {x}. Por tanto A C U y f™(A) = {x}. Luego
x € f™(A) C f™(U). Esto implica que f™(U) = X, probando asi que f es
exacta. [

Recordemos que un espacio X es localmente compacto si cada x € X
tiene una vecindad compacta IN;. Como los espacios localmente compactos
y T son T3 ([8, Teorema 6.2, Capitulo XI]) tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.52. Sean X un espacio localmente compacto yTo y f: X - X
una funcion continua y cerrada. Entonces f es exacta si y sélo si CL(f) es
exacta.

Para la funcién inducida 27, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.53. Sean X un espacio localmente compacto yTo y f: X — X
una funcion continua y cerrada. Entonces f es exacta si y solo si 27 es
exacta.

Demostracién. Supongamos f exacta. Sea (U1, Us, ..., U,)N2% un abier-
to bdsico no vacio en 2%. Como X es localmente compacto y T enton-
ces cada punto de X tiene una base local de vecindades compactas ([27,
Teorema 18.2]). Para cada ¢ € {1,2,...,n}, sean N; C U; tal que N; es
compacto y W; C N, abierto no vacio. De la misma manera que en el Teo-
rema 2.51, existe m € N tal que f™(W;) = X;, para toda i € {1,2,...,n}.
Sea A € (Uy,Us,...,Uy,) N 2%, definimos los conjuntos A; = f~™(A) N N;,
para toda i € {1,2,...,n}. Como A es compacto y X es T», entonces A
es cerrado. Luego, f~™(A) es cerrado y N; es compacto, entonces A; es
compacto, para toda i € {1,2,...,n}. Ademads, f™(4;) = A, para toda
i€{1,2,...,n} ysi A=, A, entonces A’ € (Uy,Us,...,U,) N2%. Por
lo tanto, (29)™((Uy,Us, ..., Uy) N2%) = 2% es decir, 2/ es exacta. Para el
regreso solo es necesario que X sea T (ver Teorema 2.51).

O

Para las funciones inducidas F,(f), tenemos el siguiente resultado, en
donde el axioma de separacién 17 es necesario y suficiente.
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Teorema 2.54. Sean X un espacio T, n € Ny f: X — X una funcion
continua y cerrada. Entonces f es exacta si y solo si F,(f) es exacta.

Demostracién. Supongamos que f es exacta. Sea U abierto no vacio en
F,(X). Por el Teorema 1.19, podemos elegir un abierto bdsico no vacio
(Uy,Us, ..., Uy) tal que (U, Us, ..., Up,)NF,(X) C U. Siguiendo la prueba pa-
ra CL(f), obtenemos m € N tal que f"(U;) = X, paracadai € {1,2,...,n}.

Tomemos ahora A € F,(X). Sean k € {1,2,...,n} y ai,as,...,a €
X tales que A = {aj,az2,...,ax}. Como f™(U;) = X, para cada i €
{1,2,...,k}, existe u; € U; tal que f™(u;) = a;, para cada i € {1,2,...,k}.
Sik+1<j <n,tomamos uj € U; de tal manera que f™(u;) = aj. Sea
A" = {ur,ug,...,un} € (U1,Us...,Uy) N F,(X), entonces F,(f)™(A") =
{f™(u1), f™(ug),. (up)} ={a1,as,...,a;} = A. Por lo tanto,
)

Y
F.(X) C Eo(f)™ (U1, Uy, ..., Uy) N Fo(X)) C Ep(f)(U).
Es decir, F,,(f)™(U) = F,(X) y asi, F,(f) es exacta.

La demostracién del regreso es similar a la que se hizo cuando CL(f) es
exacta.

O]

Para CLC(f) y C(f), siguiendo la prueba de CL(f) exacta implica f
exacta, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.55. Sean X un espacio 11 y f: X — X una funcion continua
y cerrada. Si alguna de las funciones inducidas CLC(f) y C(f) es exacta,
entonces f es exacta.

Como consecuencia del Corolario 3.13, existen continuos X y funciones
continuas f: X — X de modo que f es exacta, mientras que la funcion
inducida C(f) no es exacta. Por el Teorema 2.53, para dichos continuos X y
tales funciones f se sigue que 2/ es exacta, mientras que C(f) no es exacta.

2.8. Ejemplos de funciones transitivas

En la presente seccién veremos ejemplos de funciones transitivas que
no son exactas, asi como de funciones transitivas cuyas funciones inducidas
no son transitivas. También daremos un ejemplo de una funcién transitiva
f cuya funcién inducida C'L(f) no es transitiva y una funcién totalmen-
te transitiva g, cuya funcién inducida C'L(g) no es totalmente transitiva.
Utilizaremos la Definicién 1.54, de punto periédico de una funcién continua.
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2.8.1. Rotaciones sobre la circunferencia

Consideremos, en el plano complejo C, la circunferencia unitaria
St = {ew: HER}.
Para cada A € R sea T) : S* — S! la funcién definida, para ¢ € S', como
T, <€i9) — (i0+2mA)

A la funcién T} se le llama la rotacién de S' con dngulo A. Cuando \ es un
ntmero irracional, diremos que Ty es una rotacion irracional de S*.

Para cada n € NU {0}, denotamos la n-ésima iteracién de T, por TY.
Tomemos € € S*. Afirmamos que

Ty (ei(’) = /04207 para cada n € NU {0}. (2.8.1)

Paran € {0,1} el resultado es claro. Supongamos que (2.8.1) se cumple para
n = k. Entonces

Th+1 (ei0> T (Tf (ew)) — T, (ei(9+2k7r)\)) _

_ i(0+2kmA+2mN) _ Li(0+2(k+1)TA)
Esto prueba (2.8.1). Supongamos que A es racional. Entonces A = g, donde
p,q € Zy q# 0. Luego, por (2.8.1),

74 ( ew) — i(0+2qm) _ ei(9+2qw§) — i0+2pm) _ 6

Iy = = = =e%.
Como €% es un punto arbitrario de S', hemos probado que la érbita, bajo
Ty, de cada punto de S' es finita y de la misma cardinalidad (de hecho es

de cardinalidad ¢ si suponemos que la fraccién g es irreducible). En otras

palabras, cuando X es racional, todos los puntos de S! son periédicos de T
y del mismo periodo.

Supongamos ahora que A es irracional. Vamos a probar que la érbita de
cada punto de S, se comporta de un modo bastante diferente. El siguiente
resultado se conoce como el Teorema de Jacobi.

Teorema 2.56. Si A es irracional, entonces la orbita bajo Ty de cada punto
de S', es densa en S*.
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Demostracién. Tomemos e € S y € > 0. Para ver que orb (ew,TA) , la
6rbita de e bajo Ty es denso en S', mostraremos que

Bg: (ew, e) Norb (ew,TA) # 0. (2.8.2)

Si se muestra lo de arriba, tendriamos que para cada € > 0, existiria n € N
talque |(T))"(e?) — €| < e. En general, se tendria que

|(T5)FHD" () — (Th)F" ()] < e,
para toda k € N. Asi, los puntos
e (T2)" (), (Tn)*"(e"), ...

estarfan a distancia menor a ¢ uno del anterior. En otras palabras, par-

tirfan a S en segmentos de longitud menor a €, y estos puntos pertenecen
17

a orb (eZ ,TA).

Entonces, para mostrar (2.8.2), supongamos primero que existen n, m €
N U {0} tales que T{(e?) = T{"(e'). Entonces, por (2.8.1), ¢(@+2nmA) =
¢! 0+2mTA) Fsto implica que e2(=™)™) — 1. Por tanto (n — m)\ es un
entero y, como A es irracional, n = m. Con esto hemos probado, que si
n,m € NU {0} son tales que n # m, entonces T3 (e?) # T{*(e). Por tanto
el conjunto

orb (ew,TA> = {T)’f <ei9) :neNU {0}}

es infinito. Como S! es métrico y compacto, S es secuencialmente com-
pacto. Entonces la sucesién {T(e?): n € NU {0}} tiene una subsucesién
convergente. Utilizando dicha subsucesion y su punto limite, se tiene que
existen n,m € N tales que n > my

‘Tf (e7) - 13 (e”)‘ <e

Como |e™| = 1 para toda w en R, se tiene que

|73 () = T3 ()]
‘ei(m)\%r) ‘

< €.

Desarrollando la parte superior de la desigualdad tenemos, por (2.8.1), que

’ei(9+n)\27r) _ ei(€+m)\27r)|

[eitmazm)| <6
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entonces
1(04+nA 27

—e"|<e¢€,

el(mA2m)

o bien ‘T/{“m(ew) - ei9| < €. Esto implica que
" <ei9) € Bg1 (ew, 6) Norb (ew,TA> .
[

Corolario 2.57. Si A es irracional, entonces Ty es transitiva. Mds aiun, T
es totalmente transitiva.

Demostracién. Notemos que S! es un espacio 7} sin puntos aislados y
que, por el Teorema 2.56, todos los puntos en S' tienen érbita densa, bajo
T). Entonces, por el Teorema 2.10, T es transitiva.

Para ver que T) es, de hecho, totalmente transitiva, tomemos n € N.
Sea n = nA. Como A es irracional y n es un ntimero natural, 7 es irracional.
Ahora bien, por (2.8.1), si e’ € S', entonces

e (ei9> _ (i0+2nmN) _ Gi(0+27(nN) — (eie) =T, (ew) .

Esto prueba que T}' = T, y, como 7 es irracional, por lo que ya probamos, T,
es transitiva. Luego la funcién T} es transitiva. Por tanto T es totalmente
transitiva. 0

Del Teorema 2.56 se sigue que la funciéon T\ no tiene puntos periédicos,
cuando A es irracional. Notemos ahora que, como S' es compacto y Tb,
CL(SY) =25 y CLC(S') = C(SY). Por tanto CL(Ty) = 27 y CLC(Ty) =
C(T)).

En el siguiente teorema, supondremos que n € N — {1}, que
A(SY) e {CL(Sl),251,CLC(51),C(51),Fn(Sl)}

y que A(T)) es la correspondiente funcién inducida de T al hiperespacio
A(SY) elegido.

Teorema 2.58. Si A\ es irracional, entonces se cumplen las siguientes pro-
piedades:
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1) la funcion inducida A(Ty): A(S') — A(S') no es transitiva ni total-
mente transitiva;

2) la funcion Ty: St — S no es débilmente mezcladora ni exacta.

Demostracién. La prueba de 1), que presentamos aqui, aparece en [22,
Ejemplo 4.1, p. 101], para la funcién inducida 27>, Como T} es una rotacién,
tenemos que

didm(K) = didm (T)(K)) = didm (A(T))(K)), para cada K € A(S).

Por tanto didm(K) = didm (T¥(K)), para cada K € A(S!) y toda k €
N U {0}. Tomemos K € A(S?) tal que didm(K) =1y 0 < e < 4. Entonces
1 — € > €. Definimos

U= By (Kv %) y V=DBjsy ({1}, %) :

Entonces F' € U si y sélo si H(K, F') < 5. Esto implica que K C Ng1 (F, %)
y asi,

1 = didgm(K) < didm (NSI (F ;)) < didgm(F) + e.

Por lo tanto,
1—e<didm(F), paracada F elU.

Por otra parte, G € V si y sélo si H(G,{1}) <
que G C Ngi ({1}, %), entonces didm(G) < didm
didm(G) < didm({1}) + € = €. Luego

5. Esto dltimo implica
(Ngi ({1}, 5)), es decr,

didm(G) <e, para cada G € V.
Dados ke N, F eld y G €V, por lo que hemos comentado, tenemos que
didm (Tf(F)) = didm(F) > 1 — ¢ > € > didm(G).
Es decir diém (T{(F)) > didm(G). Esto prueba que
A (Tf) U)NV =0, paratodak € N.
Por tanto A(T)) no es transitiva. Si A(T)) es totalmente transitiva, entonces

A(T)) es transitiva. Como esto es una contradiccién, A(T)) no es totalmente
transitiva. Esto prueba 1).
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Si T es débilmente mezcladora entonces, por el Teorema 2.48, CL(T)) es
transitiva. Como esto contradice 1), T no es débilmente mezcladora. Como
las funciones exactas son débilmente mezcladoras, tenemos que T no es
exacta. Esto prueba 2). O

De los teoremas anteriores tenemos que 7 es una funcién transitiva
cuyas funciones inducidas no son transitivas. También T’ es una funcién to-
talmente transitiva, cuyas funciones inducidas no son totalmente transitivas.
Ademas T es una funcion transitiva que no es exacta, y T) es una funcién
transitiva que no es débilmente mezcladora. Notemos que T es ademéds una
funcién totalmente transitiva que no es débilmente mezcladora. También se
tiene que F(T)) es transitiva, pues Fi(T)) = Tj.

2.8.2. Funcién tienda de campana

Sea X = [0,1] con su métrica usual. Consideremos la siguiente funcién
continua

A IA
i

) = 2x, si0<x

Tl 21-m), sij<uz

Diremos que f es la funcidn tienda de campana. Una observacién inme-
diata que podemos hacer sobre esta funcién es, que f(x) = f(1 — ), para

toda x € X. La gréfica se ve como en la Figura 2.1.

Vamos a probar una serie de propiedades de f. Primero veremos que
la grafica de f", estd determinada por 2" segmentos de recta de la forma
(47, p?inl], donde p € {0,1,2,...,2" — 1}. Dichos segmentos, como podemos
observar, son de longitud %, y los puntos extremos forman un subconjunto

denso de X, si n ~ oo.

Teorema 2.59. Si f: X — X es la funcion tienda de camparna y n € N,
entonces

1
f"([p Pt D:[o,l], para cada p € {0,1,2,...,2" —1}.

on’ on
Demostracién. Sabemos que la grafica de f! = f estd compuesta por
dos segmentos de recta. El primero se encuentra definido en el intervalo
[0,4] = [3,3] v el segundo en el intervalo [3, 3] = [3,1], como se puede ver

en la Figura 2.1. Ademas, f([0, %]) =[0,1] = f([%, 1]).
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1/2
Figura 2.1: Funcién tienda de campana.

Para f2 = f o f, los segmentos de recta estan determinados de la si-
guiente forma. La grafica de f esta dividida en dos segmentos de recta cuyas
proyecciones sobre el eje x son los segmentos [0, %] y [%, 1]. Por otra parte,

tenemos las siguientes igualdades,

([oi]) =l

[1 2] 1]
i =121
f<_474—> _27 _7
2 3] (1]
i =121
f<_474—> _27 _’
3 4] [ 1]
f<_4’4)—_0’2_-

Por lo tanto, la gréafica de f? se divide en cuatro segmentos de recta, como
se muestran en la Figura 2.2.
Para el paso inductivo, supongamos que f" esta dividida en 2" segmentos

de longitud —2171, y que
Wl D pt+1
— = [0,1].
r([35]) o

. . . 1
Para analizar f"*! consideremos los intervalos (5T 2pn++1]’ donde

pe{0,1,2,...,2""1},
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1/2

Figura 2.2: Grafica de f2.

Tenemos dos casos.

Caso 1. 27’,311 < % Para este caso, las igualdades se desarrollan de la
siguiente manera.

fn+1<[2np+1’ ;:;11 ) = f" (f[znpﬂ,%]) =
. +1 20 2041
(o) 1 () ) = (o ") -

(=

Caso 2. % > % Bajo esta hipotesis, se tiene de manera adicional que
ST > % Por lo tanto,
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o) = ]

() - (-5 - 2]

()
<[2”Jr 2£p+1)72"+2n—p]>.

Como p > 27, entonces 2"T! —p € {1,2,3,...,2"}. Por lo tanto, el
resultado final es nuevamente [0, 1].

O
Ahora mostraremos, usando el Teorema 2.59, el siguiente resultado.
Teorema 2.60. La funcion tienda de campana es exacta.

Demostracién. Sea U abierto no vacio en [0,1]. Tomemos n € Ny p €

{0,1,...,2™" — 1} tales que [47, 132%1] C U. De esta manera, tenemos que
p p+1
0,1 = fnqzn . D c f1(U) < [0,1).

Por lo tanto f"(U) = [0,1] y f es exacta.
O

Combinando el Teorema 2.9 y el Teorema 2.60 se tiene que la funcion
tienda de campana f es transitiva. En el siguiente resultado analizamos la
transitividad de 2/,

Teorema 2.61. Si f: X — X es la funcion tienda de campana, entonces
27 2% 5 2X es transitiva.

Demostracién. Sean U, V abiertos no vaciosen 2X, K e Y, FeVye >0
tales que Box (K,€) C U y Byx(F,e) C V. Por el Teorema 1.25, sabemos
que existen K’ y F’ subconjuntos finitos de [0,1] tales que H(K,K') < £y
H(F,F') < §. Por el Teorema 1.36, tenemos que existen K| y F| subcon-
juntos de [0, 1] tales que

g =|K1| = [F{| = max{| K", [F"]},
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H(K',K}) < §y H(F',F]) < 5. Entonces

2
H(K,K{) < H(K.K') + H(K',K{) < £+ 5 = =,
es decir, K] € Byx (K, €) C U. Anédlogamente se ve que F| € Byx (F,€e) C V.
Consideremos que K{ = {x1,22,..., 24} ¥ F| = {y1,y2,...,yq}. Elegi-
mos n € N, suficientemente grande, tal que 2" > q y

1 e
on < min 3o miniz; |zi — ;5] ¢ o (2.8.3)

2n—1
p p+1
0.1=U |55 )

Sabemos que

p=0
por la forma en que se tomé n, tenemos que para cada i € {1,2,...,q} x; €
(97 pzinl], para algin tnico p € {0,1,...,2" — 1}. Tomamos z; € [Z, Bl
de manera que f"(z;) = y;. Si G = {21,22,..., 2} entonces, por (2.8.3),
tenemos
H(K}.G) < 3.
ademss, 2/" (G) = F/. Por tltimo,
, , 2¢ €
Asi que
G € Byx(K,e) CU y 2/"(G) € Byx(F,e) C V.
Con lo cual, 2/ es transitiva.
]

Teorema 2.62. Si f: X — X es la funcion tienda de campatia, entonces
C(f): C(X) = C(X) no es transitiva.

Demostraciéon. Notemos que

- -)

Asi que % es un punto fijo de f. Afirmamos que
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1 2
Si K € Bex) (X, ) y n € NU{0}, entonces 3 e C(f")(K). (2.84)

10

Para probar (2.8.4) sea K € Bg(x)(X, ). Entonces H(K,X) < &,
por lo que X C Nx(K, ). En particular, 0 1€ Nx(K,&). Luego ex1sten
a b€ K tales que [a— 0] < &5 y [b— 1| < 7. En vista de que a < 75 < 2 <

2 <b, K es un subconJuto conexo de [0,1] que intersecta a los 1ntervalos

0,2 Luego € K. Como 2 es un punto fijo de f, esto implica que
’3 3
% € C(f”)( ), para cada n € NU{0} y, asi, (2.8.4) se cumple

Supongamos ahora que existen n € Ny K € Bgx)(X, 10) de modo
que F'= C(f")(K) € Bgx)({0}, ). Entonces H(F {o}) < &, por lo que
F C Nx({0}, 55) C [0, 15]. Ademds, por (2.8.4), 3 € F, asi que 3 € [0, 15).

» 10
Como esto es una contradiccién, para cada n € N tenemos que
n 1
C(f") Bexy| X, — o))" Beox {0}
Esto prueba que C(f) no es transitiva.
O

2.8.3. Una funcién ¢ transitiva tal que 2¥ no es transitiva.

Consideremos la funcién continua ¢: [0, 1] — [0, 1], que aparece en [2, p.
841] y se define como

2043, si0<z<kh
p(r)=1{ § -2z, sig<a<y;
11—, si%ﬁxﬁl.

En [15, Ejemplo 2.2.1, p. 27] se muestran las graficas de ¢ y ¢?, las cuales
se ven como en la Figura 2.3.

Veremos primero que la funcién ¢ es transitiva. Para esto demostraremos
antes el siguiente resultado.

Teorema 2.63. Dado un conjunto U abierto y no vacio en [0,1], si U C

5, 1] entonces, para algin N € N, ¢*N(U) = [3,1].
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v @’

Figura 2.3: Graficas de ¢ y ¢?.

Demostracién. Primero veamos que p?" se puede reescribir de la siguiente
manera.

IAIA
— uj\»—‘

T
T

IAIA

, si

) 1= f"(2x) si
o™ (x) = f"(22mfl)+1 .
2

o[ O

donde n € Ny f es la funcién tienda de campana. Podemos argumentar
este hecho de manera inductiva. Se puede comprobar, mediante una serie de
cuentas, que

IAIA
= l\j\:—‘

T
€T

IAIA

) 1—f(290)7 si
¢ (x) = f(Z:% D+

= O

Visto este paso, suponiendo el resultado cierto en el caso n, procedemos al
paso inductivo mediante los siguientes casos.

Caso 1. Si z € [0, 3] entonces 2D (z) = P H2(z) = % 0 P (z) =
2(1—f"(2fc)> _1-FeCEEEE)  1opa-ree) | 1) _ 1 (20)
¥ 2 = = 2 = 2 2 :

5 =

Caso 2. Si z € [1,1] entonces 2"+ (2) = p?"*2(2) = 2 0 p?(z) =
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2<f"(2x—1)+1> _FUEEEDEL 141 (- 1)41-D+1 _ f(f(2e—1))+1
¥ p) = p) = 2 = 2

i 2e—1)+1
e e

]

N[ =

Por otra parte, también es cierto que para toda n € N, ©?"([0, %]) = [0,
y ¢*([3,1]) = [3,1] por la siguiente razén. Sean hi(z) = 2z, ha(x)
20— 1, g1(z) = 155 y go(2) = EH (notemos que estas cuatro funciones son
abiertas). Las siguientes composiciones son suprayectivas, pues cada una de
ellas lo es.

o] ] =

2 2
y
1 n 1
{2,1] N [0,1] AN [0,1] 2, [2,1]
Ademas,
on gioftohy, si0<z<3;
¥ (x)_{QQOanhQ, 51%§m§1.

Ahora, tomemos U abierto no vacfo en [0,1] tal que U C [3,1]. En el
Teorema 2.60 se demostré que la funcion tienda de campana f es exacta.
Entonces existe N € N tal que fV(he(U)) = [0, 1]. Por lo tanto, ©?N (U) =
g20 N 0 ha(U) = go(FN (ha(U)) = 92([0, 1]) = [5,1].

O

Como se puede observar, el resultado también es valido si cambiamos
[L.1] por [0, 3]
29 p » 9]

Con este resultado demostraremos la transitividad de .
Teorema 2.64. La funcion ¢ es transitiva.

Demostracién. Tomemos entonces U y V' dos abiertos no vacios en [0, 1].
Si UnN[4,1] # 0 existe entonces un abierto (a,b) C U N [3,1] y, por el
Teorema 2.63, para algtin N € N tenemos que [3, 1] = ¢*¥((a,b)) C ¢*M(U),
pero [0, 3] = ¢([3,1]) = 9(¥*V((a,b))) = ¥*"*1((a,b)) € P*VH(U). Asf,
tenemos entonces que N (U) NV # 0 o @*NTL(U) NV # (. Si por el

contrario, U N [%,1] = () entonces U C |0, %] y repetimos el argumento,
usando el Teorema 2.63 con la versién para el conjunto [0, %] O
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Veamos a continuaciéon qué ocurre con la transitividad de 2¥. Para ello,
consideremos los conjuntos abiertos en [0,1], U = [0,3) y V = (3,1]. Como
ya sabemos, los vietéricos (U) y (U, V) resultan ser abiertos basicos para la
topologfa de 2X.

Por otra parte, por la manera en que se definié la funcién ¢(x), tenemos
que ¢([0, 3]) = [5,1] ¥ ¢([3,1]) = [0, 1]. De aqui, se decuce lo siguiente. Si
A € (U) (y por lo tanto A C U), para toda n € N, 2¢™(A) = ¢"(A) C [0, 3]
cuando n es par, mientras que 2°"(A) = ¢"(A) C [3,1] cuando n es impar.
Es decir, 29" (A) NV = () si n es par y 29" (A) NU = ) si n es impar. Por lo
tanto, 29" (A) ¢ (U, V).

Este hecho nos muestra entonces que 2¥ no es transitiva y asi, ¢ resulta
ser una funcién transitiva cuya funcion inducida 2¥ no es transitiva. Por lo
tanto, de la transitividad de una funcién, no se sigue la transitividad de sus
funciones inducidas.



Capitulo 3

Transitividad en continuos

3.1. Introduccion

En el presente capitulo veremos una serie de resultados que involucran
la transitividad de la funcién inducida C(f) de una funcién continua f.
Mostraremos que, cuando X es un continuo que contiene un arco libre (De-
finicién 1.3) y f: X — X es una funcién continua, entonces la funcién
inducida C(f): C(X) — C(X) no es transitiva. Como las funciones exactas
son transitivas, bajo las circunstancias anteriores, la funcién C'(f) tampoco
es exacta.

También, en el presente capitulo, daremos un ejemplo de un continuo
Y, de dimensién infinita, y de una funcién continua g: ¥ — Y tal que la
funcién inducida C(g) es transitiva. Terminaremos el capitulo con una serie
de preguntas abiertas.

3.2. Transitividad en C(f)

Comenzaremos la seccién con el siguiente resultado que aparece en [3,
Teorema 4, p. 683], para continuos.

Teorema 3.1. Sean X un espacio conexo y 11 y f: X — X una funcion
continua y cerrada. Si CLC(f) es transitiva, entonces f es débilmente mez-
cladora.

Demostracién. Sean U, V y W tres abiertos no vacios de X. Como X
es 11, para cada u € U, resulta que {u} € (U) N CLC(X). Luego (U) N
CLC(X) # (). También (V,W, X) N CLC(X) es no vacio, pues tiene a X.

85
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Usando la transitividad de CLC(f), para algin K € (U)NCLC(X)yn € N,
fM(K) € (V,IWV,X)NCLC(X). Entonces f"(K)NV £ 0y f"(K)NW # 0.
Como K C U, entonces f"(K) C f™(U), asi que

frao)nv#ED y  frU)NwW#£0.
Por el Corolario 2.46, f es débilmente mezcladora. O

Corolario 3.2. Sean X un espacio compacto, conexo y'I1 y f: X — X una
funcion continua y cerrada. Si C(f) es transitiva, entonces f es débilmente
mezcladora.

Combinando los teoremas 3.1 y 2.47, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3. Sea X un espacio conexo y 11 y f: X — X una funcion
continua y cerrada. St CLC(f) es transitiva, entonces CL(f) es transitiva.

Combinando el Corolario 3.2 y el Teorema 2.48, tenemos el siguiente re-
sultado, probado originalmente en [1, Teorema 3.4, p. 1016], para continuos.

Teorema 3.4. Sean X un espacio compacto, conexo yTh y f: X = X una
funcion continua y cerrada. Si C(f) es transitiva, entonces 27 es transitiva.

De los teoremas 3.1 y 2.49, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Sea X un espacio conexo y 11 y f: X — X wuna funcion
continua y cerrada. Si CLC(f) es transitiva, entonces F,(f) es transitiva,
para cada n € N.

Finalmente, del Corolario 3.2 y el Teorema 2.49, tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.6. Sean X wun espacio compacto, conexo y 11 y f: X — X
una funcion continua y cerrada. Si C(f) es transitiva, entonces F,(f) es
transitiva, para cada n € N.

En los teoremas anteriores, la hipdtesis de que X es conexo es muy
importante. Si quitamos dicha condicién, obtenemos el siguiente resultado,
tomado de [1, Teorema 3.5, p. 1016]). Recordemos que un espacio topoldgico
X es totalmente disconexo si sus tnicos subconjuntos conexos son degene-
rados.

Teorema 3.7. Existen un espacio métrico, compacto y no conexo X y una
funcion continua f: X — X, de modo que C(f) es transitiva, mientras que
21y F.(f) no son transitivas, para cadan € N — {1}.
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Demostracién. Consideremos el espacio discreto {0,1}. Para cada k € N,
sea I = {0,1}. Consideramos ahora el producto cartesiano

X:HIk,

keN

con la topologia producto. No es dificil probar que X es un espacio métrico,
compacto, totalmente disconexo y sin puntos aislados (ver [27, Teorema 17.8,
p.120] y [27, Teorema 20.3, p.161]). Entonces, por [21, Teorema 7.14, p. 109],
X es homeomorfo al conjunto de Cantor. Ahora bien, dados (z1,z2,z3,. . .)
y (y1,Y2,¥3,-..) en X, definimos

(1,22, 23,...) + (Y1, 92,93, - . .) = (21, 22, 23, .. .)

donde z1 = 1 + y1(méd 2) y 29 = w9 + y2 + t1(mdd 2). Aqui t; = 0 si
14y <2,y t; =1six;+y1 = 2. Por tanto sumamos y “llevamos uno” en
el segundo caso. Continuamos sumando y “llevando uno”, de esta manera,
para obtener z3, z4, etc. Ahora consideramos la funcién f: X — X, definida
en (r1,2,23,...) € X como

flxy, 29,23, ...) = (21,22, 23,...) + (1,0,0,...).

A la funcién f se le conoce como la mdquina de sumar binaria. No es dificil
probar que f es un homeomorfismo, solamente debemos mostrar que f es
biyectiva y continua [17, Proposicién 2.6]. Haciendo calculos se puede ver
que esta suma es asociativa. Asi, si denotamos

1, =(1,0,0,0,...) y 1=(1,1,1,1,...),

tenemos que, dados Z,y € X, si ¥ + 11 = y + 11, entonces = + (1; +T) =
y+ (13 +1) y como 1; +1=(0,0,0,...), entonces = . Por lo tanto, f es
inyectiva. Para ver que f es suprayectiva notemos que

@F+1)+1, =7

Para la continuidad de f, diremos que T; = p;(¥), donde p; es la proyeccién
sobre la i-ésima coodenada. Observemos que, si 7,7 € X son tales que
d(z,y) < 2% (ver [7, p. 276]), entonces Z; = ¥;, para toda i € {1,2,...,n}.
Tomemos T € X y € > 0. Sean € N tal que 2% <e Sid(y,x) < 2%, entonces
Z; = i, para toda ¢ € {1,2,...,n}. Por lo tanto, f(y); = f(Z);, para toda
i € {1,2,...,n}. Asi, tenemos que d(f(7), f(Z)) < 5= < c. Entonces, f es
continua.
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En [7, p. 277] se muestra que, para cada x = (z1,22,23,...) € X, el
conjunto orb(z, f) es denso en X. Entonces, por el Teorema 2.10, f es tran-
sitiva. Como X es totalmente disconexo, C(X) = F1(X). Ademas F;(X) es
homeomorfo a X. Por tanto C(f) = Fi(f) es transitiva.

Si 2/ es transitiva o bien existe n € N — {1} tal que F,(f) es transi-
tiva entonces, por los teoremas 2.48 y 2.49, f es débilmente mezcladora.
Luego, por el Teorema 2.44, f es totalmente transitiva. Sin embargo, como
se muestra en [3, p. 684], para cada m € N, la 2"-ésima composicién f2" no
es transitiva. Por tanto f no es totalmente transitiva. De esto se deduce que
2/ no es transitiva y que F,(f) no es transitiva, para cadan € N— {1}. O

La funcién f: X — X dada en la prueba del teorema anterior, no tiene
puntos periddicos. Por tanto, el conjunto de puntos periédicos de f no es
denso en X. En [3, p. 684], se prueba que el conjunto de puntos periédicos
de la funcién inducida 27/ es denso en 2X. En el siguiente capitulo veremos
otros resultados que involucran la densidad de los puntos periédicos entre
una funcién y sus funciones inducidas.

3.3. Continuos con arcos libres

En la presente secciéon veremos una serie de resultados que se utilizaran,
posteriormente, para probar que si X es un continuo con arcos libres y
f: X — X es una funcién continua, entonces la funcién C(f): C(X) —
C(X) no es transitiva. Todos estos resultados estdn comprendidos en la
Seccién 4 de [1].

El siguiente resultado, lo probaremos suponiendo que X es un continuo
y que f: X — X es una funcién continua. Sin embargo, permanece valido
si suponemos, en su lugar, que X es un espacio infinito, compacto y 75, que
2X es primero numerable y que f es una funcién continua.

Teorema 3.8. Sean X un continuo y f: X — X wuna funcion continua.
Supongamos que existen A,B € 2% ym € N tales que w(B,2/) = 2X y
A C f™(B). Entonces

1) eziste n € N tal que A ¢ f™™(B);

2) AL f(A)y f(A) LA
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Demostracién. Para probar 1) supongamos, por el contrario, que A C
fmt(B), para cada n € N. Sea A = {D € 2¥: A ¢ D}. Como X es
compacto, infinito y 77, por los teoremas 1.21 y 1.22, A es cerrado en 2X y
no es denso en 2%. Vamos a probar ahora que w(B,2f) C A. Para ver esto,
notemos primero que

orb(f™(B),27) = {f™(B): n e NU{0}}.

Utilizando esto y el hecho de que A C f™"(B), para cada n € N U {0},
resulta que orb(f™(B),2f) C A. Luego, como A es cerrado en 2% y 2% es
primero numerable, por el Teorema 1.64, w(B,Zf ) C A. Ahora bien, por
hipétesis w(B,2/) = 2X. Entonces 2X = A y, con esto, A es denso en 2%.
Como esto es una contradiccién, 1) es cierto.

Para probar 2), supongamos primero que f(A) C A. Entonces f"*1(A)
f™(A), para toda n € N. Por tanto {f™(A)},en es una sucesién decreciente
en 2X. Luego, por el Teorema 1.27, dicha sucesién converge a

C= (A

neN

y, ademds, C € 2X y C C A. Notemos que C es un elemento de 2%, que
m € Ny que C C f™(B). Entonces, por 1) tenemos que para algin n’ € N,
C¢ M7 (B). Pero, por otro lado, A C f™(B), asi que

C c fY(A) c fm(B).

Tenemos entonces una contradiccion, que proviene de haber supuesto que
f(A) C A. Por lo tanto, f(A4) € A.

Supongamos ahora que A C f(A). Entonces f*(A) C f**1(A), para toda
n € NU{0}. En particular, A C f"(A), para cadan € N. Como A C f™(B),
entonces f"(A) C f™*"(B), para toda n € N, asi que A C f™*"(B), para
cada n € N. Como esto contradice 1), se concluye entonces que A ¢ f(A).
Esto prueba 2). O

Utilizando la misma demostraciéon que la dada en el Teorema 3.8, tene-
mos el siguiente resultado.

Teorema 3.9. Sea X un continuo y f: X — X wuna funcidon continua.
Supongamos que existen A,B € C(X) ym € N tales que w(B,C(f)) =
C(X) yAcC f™(B). Entonces
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1) existe n € N tal que A ¢ f™"(B);
2) AL f(A)y f(A) €A

Supongamos ahora que X es un continuo y que f: X — X es una funcion
continua tal que la funcién inducida 2f: 2% — 2% es transitiva. Como 2%X es
un espacio métrico y compacto, por el Corolario 2.20, existe B € 2X tal que
orb(B,2/) es denso en 2% y w(B,2/) = 2X. Entonces la 6rbita de B, bajo
27, pasa arbitrariamente cerca de cualquier subconjunto cerrado y no vacio
de X. En el siguiente resultado, veremos que el interior de cada elemento en
la 6rbita de B bajo 27 es vacio. Por tanto, por subconjuntos cerrados y no
vacios de X con interior vacio (los de la 6rbita de B bajo 2f ), nos podemos
aproximar tanto como queramos a cualquier subconjunto cerrado y no vacio
de X, incluso a aquellos con interior no vacio.

En la demostracién del siguiente resultado utilizaremos los teoremas 1.23,
1.27 y 1.33. También utilizaremos el hecho de que, si f: X — X es una
funcién continua de un continuo X en si mismo, entonces la imagen de los
elementos de una sucesion decreciente de subconjuntos cerrados y no vacios
de X, es también una sucesién decreciente de subconjuntos cerrados y no
vacios de X.

Teorema 3.10. Sean X un continuo y f: X — X una funcidn continua.
Supongamos que 2f . 2% 5 2X ¢s transitiva y que B € 2% es tal que
w(B,27) = 2%, Entonces Intx (f*(B)) = 0, para toda n € NU {0}.

Demostracién. Supongamos que, por el contrario, existe ng € NU {0} tal
que

Intx (f"(B)) # 0.

Sea D = fm(B). Como D € orb(B,2/), por el Teorema 1.63, w(D,2/) =
w(B,2/) = 2X. Tomemos = € Intx (D) y ¢ > 0 tales que Bx(x,¢) C D.
Como {z} € w(D,27), existe k € N tal que H(f*(D),{z}) < e y asi, por el
Teorema 1.33,

f¥(D) € Nx({z},e) = Bx(z,€) C D.

Por lo tanto, f*(D) C D. Aplicando f** en ambos miembros de la conten-
cién anterior, sucede que f*"*(D) c f*(D), para toda n € N. Luego
{f*(D)}nen es una sucesion decreciente en 2X. Por el Teorema 1.27, esta
sucesién converge en 2¥ al elemento

c =) D). (3.3.1)

neN
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Como f*(D) ~ C, de (3.3.1) se tiene que w(D,2/") = {C}. También,
debido a que f*"(D) ~ C, para cada s € NU{0} tenemos, por la continuidad
de la funcién (2/)*, que

FFHe(D) ~ f2(0). (3.32)

Como w(D,2/") es fuertemente invariante bajo 2/ y w(D,2/") = {C},
tenemos que

{f’“(C)} = o (1)) = of* (w (D, 2f’“)) —w (D, 2f’“) — {C).
Asi, f¥(C) = C. Probaremos ahora lo siguiente.

a) sim es un numero natural tal que m > k y m = i(mod k), para alguna
i€{0,1,...,k— 1}, entonces f{(C) C f™(D).

Supongamos que m = tk 4 i. Entonces C' C f**(D) y, aplicando f* de
ambos lados

F(C) C FI(f™(D)) = fH™(D) = f™(D).
Ahora bien, para cada i € {0,1,...,k — 1}, sea
A; = {A e 2X: fi(C) C A}.
Por el Teorema 1.21, A; es cerrado en 2X. Entonces
A=AgUA U ---UAL_4
es cerrado en 2¥X. Ademds, por el Teorema 1.23, A no es denso en 2¥.
b) w(D,2f) C A.

Para ver esto, sea A € w(D,2/). Entonces A € 2% y, ademds, existe una
sucesion estrictamente creciente {ms}seny en N U {0} tal que f™s(D) ~» A.
Como la sucesion {ms}scn es estrictamente creciente podemos suponer, sin
perder generalidad, que ms > k, para cada s € N. Ahora bien, como todo
namero natural es congruente, médulo k, con algin elemento del conjunto
finito {0,1,...,k — 1}, existen una subsucesién {mg, };eny de {ms}sen y un
nimero ¢ € {0,1,...,k—1}, de forma que ms, = i(mod k), para toda [ € N.
Luego {f™(D)}en es una sucesiéon en 2% que converge a A y, por a),
fi(C) c f™(D), para cada I € N. Como A; es cerrado en 2% y, por lo
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que hemos probado, {f™(D)};en es una sucesién en A; que converge a A,
tenemos que A € A; C A. Esto prueba b).

Como w(D,2/) = 2% de b) resulta que A = 2X. Entonces A es denso en
2% Esto contradice el hecho de que A no es denso en 2% . Dicha contradiccién
provino de haber supuesto que existe ng € NU{0} tal que Intx (f™(B)) # 0.
Luego Intx (f"(B)) = 0, para toda n € NU {0}. O

Teorema 3.11. Sean X un continuo y f: X — X una funcion continua.
Supongamos que C(f) : C(X) — C(X) es transitiva y que B € C(X) es tal
que w(B,C(f)) = C(X). Entonces Intx (f™(B)) = 0, para toda n € NU{0}.

Demostracién. La demostraciéon de este teorema es similar a la del Teo-
rema 3.10, usando esta vez el Teorema 1.24. ]

El Teorema 3.10 es una parte importante de la Tesis de Maestria [15].
En dicho trabajo se prueban los siguientes resultados:

1) existen un espacio X, homeomorfo al conjunto de Cantor, una fun-
cién continua f: X — X y un elemento A € 2%, de modo que
A = {an}tnen U{ao}, an ~ ag y orb(4,2/) es denso en 2% ([15, Teo-
rema 4.1.2, p. 48]);

2) supongamos que X es un espacio métrico y compacto sin puntos aisla-
dos y que f: X — X es una funcién continua tal que 2/ es transitiva.
Entonces existe A € 2% de modo que A = {a,}nen U {ao}, an ~ ag y
orb(A4,2f) es denso en 2% ([15, Teorema 4.1.4, p. 53]).

Asi pues, bajo las hipétesis indicadas en 2), se muestra que siempre es
posible encontrar un elemento A € 2%, con érbita densa bajo 2f y de la
forma mds simple (pues A no puede ser finito): una sucesién convergente
junto con su punto limite.

Estamos listos para probar el resultado principal de esta secciéon. En
realidad dicho resultado es més un corolario del Teorema 3.11. Pero, por su
importancia, lo enunciamos como teorema y como el principal. En esencia,
el resultado nos ayuda a descartar la posibilidad de que la funcién inducida
C(f) de una funcién continua f: X — X, definida en un continuo X, sea
transitiva.

Teorema 3.12. Sean X un continuo que contiene un arco librey f : X — X
una funcion continua. Entonces la funcion inducida C(f) : C(X) — C(X)
no es transitiva.
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Demostracién. Supongamos, por el contrario, que C(f) : C(X) — C(X)
es transitiva. Sean B € C(X) tal que w(B,C(f)) = C(X) y A un arco libre
en X, con extremos p y ¢. Sean x y y en A — {p,q} tales que x # y y
C' el subarco de A con extremos x y y. Como A — {p, ¢} es abierto en X y
contiene a C, por el Teorema 1.34, existe € > 0 tal que Nx(C,e) C A—{p, ¢}
Como X es Ty y = # y, podemos pedir ademds que dicha € sea tal que
Bx(z,e) N B)((y, 6) = 0.

Notemos que C € C(X) = w(B,C(f)), por lo que existe k € N tal que
H(f*(B),C) < e. Entonces f¥(B) € Nx(C,e) C A — {p,q}. Esto implica
que f¥(B) es un subcontinuo de X, contenido en el arco A. Luego f*(B) es
un subarco de A. Ademds, como x,y € C C Nx(f*(B),€), resulta que

FY(B)N Bx(z,0) £0 vy  f*(B)N Bx(y,e) # 0.

Tenemos entonces que f¥(B) es un subarco de A que intersecta a los con-
juntos ajenos Bx(z,€) y Bx(y,€). Entonces f¥(B) es no degenerado. Asf,
Intyx (f*(B)) # 0. Como esto tltimo contradice el Teorema 3.11, deducimos
que C(f) no es transitiva. O

Corolario 3.13. Sean X un continuo que contiene un arco libre y f : X —
X wuna funcién continua. Entonces la funcion inducida C(f) : C(X) —
C(X) no es exacta ni débilmente mezcladora ni totalmente transitiva.

Demostracién. El resultado es consecuencia del teorema anterior y del he-
cho de que las funciones exactas, las débilmente mezcladoras y las totalmente
transitivas, son transitivas. ]

Existen varias familias importantes de continuos que contienen arcos
libres. Entre ellas se encuentran las graficas finitas. Recordemos que un
continuo X es una grdfica finita si X se puede escribir como una unién
finita de arcos tales que cada dos de ellos, si se intersectan lo hacen en
uno o en sus dos puntos extremos. Toda grafica finita contiene arcos libres.
Entonces si X es una grafica finita y f: X — X es una funcién continua,
por el Teorema 3.12, la funcién inducida C(f) no es transitiva, sin importar
si f es transitiva o no (y, por el Corolario 3.13, C(f) tampoco es exacta, ni
débilmente mezcladora ni totalmente transitiva). Aplicando este resultado,
es facil ver que para las funciones T y f mostradas en las secciones 2.8.1 y
2.8.2, las funciones inducidas C'(Ty) y C(f) no son transitivas. Recordemos
que la funcién 27 es transitiva. Esto implica que el Teorema 3.12 no es valido
si cambiamos C(f) por 27.
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En la Seccién 5 de [1] se muestra otra clase de continuos, llamados tipo A.
Algunos continuos tipo A contienen arcos libres, y otros no. En [1, Teorema
5.3, p. 1018], se muestra que si X es un continuo tipo Ay f: X — X es una
funcién continua, entonces la funcién inducida C'(f) no es transitiva.

En la Seccién 6 de [1], se muestra otra clase mas de continuos, llamados
dendritas. Un dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene
copias topoldgicas de la circunferencia unitaria. Es conocido que algunas
dendritas poseen arcos libres, mientras que otras no. En [1, Teorema 6.2,
p. 1019] se muestra que si X es una dendrita y f: X — X es una funcién
continua, entonces la funcién inducida C(f) no es transitiva.

En vista de los ejemplos anteriores, uno podria conjeturar que si X es un
continuo y f: X — X es una funcién continua, entonces la funcién inducida
C(f) no es transitiva. Como veremos en la siguiente seccién, esto no es asi.

3.4. Una dendrita especial

En esta seccién, vamos a construir una dendrita y un homeomorfismo
f: X — X. Posteriormente, con la ayuda de X y de f, construiremos un
continuo ) y una funcién continua o:  — ¢ de modo que la funcién
inducida C(0) es transitiva.

Figura 3.1: Dendrita X.

Definimos la dendrita X de la siguiente manera: primero ubicamos en el
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plano cartesiano los puntos (—1,0), (1,0) y la sucesién {ay }nez, con

1— 4, sin>0;
a”_{—(y—;ﬂ% sin < 0.
Notemos que la sucesion {a, }nez es creciente, a_, = —ay,, para cadan € N
y, ademads,
lma,=1 vy lim a, = —1.
n—oo n——oo

Dada n € Z, definimos el segmento de recta

Ln = {an} x [0, Wl‘i'l].

Si denotamos
L={(r0): —1<r<1},

podemos definir la dendrita X, como el subespacio de R? dado por

X:Lu(ULO.

nel

Una manera de representar a esta dendrita se puede ver en la Figura 3.1

Notemos que X tiene arcos libres asi que, por el Teorema 3.12, para
cualquier funcién continua f : X — X, C(f) no es transitiva. No obstante,
estudiaremos la funcién f : X — X definida de la siguiente manera. Primero,
sin€Zyx=/(a,0) € [an, ant1) x {0}, definimos

£, = <an+1 — Un+2

) (a —ap) + any1.
Gp — An41

Si z = (an,a) € Ly, definimos

Hacemos ahora

—1,0), six = (—1,0);

(
_ ) (1L0)
f(x) - El‘a’o)7

Un+1,Ya), Stz = (an,a) € L, con n € Z.
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Podemos observar, aunque f no se define de forma sencilla, se entiende lo
que hace. Primero que nada, f|, : L — L es un homeomorfismo lineal tal
que f((—1,0)) = (—1,0) y f((1,0)) = (1,0). Ademas, para cada n € Z,
f((an,0)) = (an+1,0) y, la imagen bajo f del intervalo [(an,0), (ant1,0)] es
el intervalo [(an+1,0), (an+2,0)]. Como a, ~» 1 cuando n ~» oo, se deduce
que

w([(an,0), (an+1,0)],C(f)) = {(1,0)}, para toda n € Z. (3.4.1)

Por otro lado, para cada n € Z, f|, : Ly — Lpy1 es un homeomorfismo
lineal tal que f(ap,0) = (ap4+1,0)y

f 1 1

Qn, —— =\lapt1,——— |-
" n|+ 1 T 1+ 1

Notemos que

w(Ly,C(f)) ={(1,0)}, para toda n€Z (3.4.2)

w(A,C(f)) ={(1,0)}, paratoda A€ C(X)con (—1,0)¢ A. (3.4.3)

Probaremos solamente (3.4.2). Dada € > 0 (podemos pedir € < 1), elegi-

mos n € N tal que
d((a ! )(10))<
my | |, 4 | ’ €.
|n|+1

Con esto se asegura que L, C Bx((1,0),¢€). Es claro también que, si m > n,
entonces L,, C Bx((1,0),¢). También es cierto que (1,0) € Nx(Ly,¢€) y
(1,0) € Nx(Lm,€), pues

d <(1,0), (am, |m|1+1>> <d <(1,0), (an, |n|1+1)> <e

Notemos ahora que, por la manera en la cual fue definida f, el conjunto
de puntos fijos de f es {(—1,0),(1,0)}. Luego

w((=1,0), /) ={(=1,0)} v w((1,0),f) = {(1,0)}. (3.4.4)

Ademas,
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w(x, f) ={(1,0)} paratoda x€ X —{(-1,0)}. (3.4.5)

Por tanto, no existe x € X tal que w(z, f) = X. Esto implica, por el
Teorema 2.23, que f no es transitiva. Ademads, por el Teorema 2.28, la funcién
inducida C(f): C(X) — C(X) tampoco es transitiva. También podemos
usar el Teorema 3.12 para probar que C(f) no es transitiva, pues X es un
continuo que contiene arcos libres.

Recordemos que f: X — X es un homeomorfismo. Entonces, por el
Teorema 1.45, la funcién inducida C(f): C(X) — C(X) también es un
homeomorfismo. Como hemos visto, la dindmica de f no es interesante pues,
por (3.4.4) y (3.4.5), el w-conjunto limite de cada elemento de X es un
conjunto degenerado. Ademds, por (3.4.1), (3.4.2) y (3.4.3), la dindmica
de C(f) tampoco es interesante en los subcontinuos indicados en (3.4.1),
(3.4.2) y (3.4.3). Vamos a encontrar sin embargo, un subespacio A de C(X),
fuertemente invariante bajo C'(f), de modo que la dindmica de la funcién,
restringida C(f)|, : A — A es muy interesante.

La prueba de lo que se indicé al final del parrafo anterior, la realizaremos
por partes, dividiendo la presente seccion en varias subsecciones, en donde
se destaque algtin aspecto importante.

3.4.1. Los subconjuntos A y Q.

Definimos el conjunto
A={AeC(X): (-1,0) y (1,0) estan en A}.

Observemos que, si A € A, entonces L C A. Ademads, A es cerrado en
C(X), pues podemos escribirlo como A = {A € C(X): L C A} que, por el
Teorema 1.21, es cerrado en C'(X). También se tiene que A es fuertemente
invariante bajo C'(f) por la siguiente razén. Si A € A, entonces L C A. Como
f(L) = L, entonces L C f(A), por lo tanto, C(f)(A) € A. Por otra parte,
f~! también es continua, asi que f~!(L) = L y, por el mismo razonamiento,
f7YA) € A. Es decir, C(f)(A) = A. Notemos que cada A € A se puede

escribir como

A=LU ( U JA,n>, (3.4.6)

neL

donde, paran € Z, Ja, = {an} x [0,b,] y 0 < b, < |n|1+1'
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Trabajaremos entonces con C(f), : A — A. Para ello nos fijaremos
primero en el siguiente conjunto. Definimos

Q:HIm

nel

con I, = [0, 1], para toda n € Z. Notemos que
Q = {t = (tn)nez: tn € [0,1] para toda n € Z}.
Definimos la métrica D para el espacio () de la siguiente manera.

|tn — 1]
Z olnl

neEL

Haremos dos observaciones al respecto.

Observacién 1. Sean t y t' € Q y M > 0 tales que, si n € [-M, M],
entonces t, =t . Asi, se tiene que

bt | ¢ t—t),
D(t,t") = Znez% = Zne[ MM] L o ol D inf>M | o =

2 '"‘+Z 2\n\ —Zﬁ=2z2in:

ne[—M,M] In|>M |n|>M n>M+1
1 =1 1 1
2<2M+1> Z o~ 2<2M+1>2 ~ oM-1
n=0

Observacién 2. Sean e > 0y ¢ty t' € @ tales que, |t, — t}| < €, para
toda n € N, entonces

D(t,t’):ZW<e<é |n|) < z:: >:6(2+1):36.

nez

3.4.2. La identificacién entre A y Q.

En esta parte, definiremos un homeomorfismo ¢ : A — . Primero que
nada, denotaremos por 7 y 72 a la primera y la segunda proyeccién de R?
a R, respectivamente. Las proyecciones de () a cada uno de los factores I,, =
[0, 1], se denotaran por P, : Q — I, para toda n € Z. Por la observacién
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que hicimos en (3.4.6), la manera en la cual debemos definir ¢ es la siguiente.
Si A € A, entonces A se puede escribir de la forma

A=LU ] Jan
neL

y asi,

¢(A) = (tn>n627

donde t, = (|n| + 1) max{m(Ja,)}, para toda n € Z. De esta manera,
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.14. La funcion ¢ : A — Q es un homeomorfismo.

Demostracion. Nuevamente, por el Teorema 1.1, solo debemos mostrar
que ¢ es continua y biyectiva. Empecemos por la biyectividad.

1. ¢ es inyectiva. Si A1 y Az € A, son tales que A; # As y ademis,

A1 =LU U JAl,n Y A2 =LU U JAg,na
ne’l nez

como ambos conjuntos contienen a L, entonces J4, n # Ja, n, para alginn €
Z. Tanto J 4, ,, como J 4, 5, son subcontinuos que contienen a (ay,0). Sin per-
dida de generalidad, tomamos = € J4, n — JAa, n, entonces max(ma(Ja, n)) >
x > méax(m2(Ja,.n)). Esto dltimo nos dice que ¢(A1) # ¢(A2).

2. ¢ es suprayectiva. Sea t = (t,)nez € @, definimos A € A como

A=LU U Jan,
nez

donde J4, = {an} x [0, Mtlﬁ]’ para toda n € Z. Denotemos b,, = |nt‘fjrl. Es
claro que ¢(A) = t.

Probemos la continuidad. Sea € > 0, queremos ver que existe § > 0 tal
que

f(Ba(4,9)) € Bo(t,e),
donde t = ¢(A).

Tomemos M € N tal que
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n>M+1
y
, €
1) :mln{{w_l_l)} @] {|an —an+1|: n e {071,,2M— 1}}}
Sea A’ € A tal que A’ € Bp(A,d) y digamos que
A =LuU U Jar i,
nez

donde Jyr, = {an} x[0,0],] y 0 < b, < ﬁ, para toda n € Z. En este caso,

d(A") =t = (t)))nez, con t, = (|n| + 1)b),, para toda n € Z.

Si H(A,A") < 4, entonces A C Nx(A',d) y A’ C Nx(4,0). Aqui, tene-
mos dos opciones para cada n € [—M, M].

Caso 1. Supongamos b, < b/, como A’ C Nx(A,0), existe (a/,a") € A
tal que d((an, b)), (a’,a")) < §. Debido a que 6 < |ap, — ant1| y 0 < |an—1 —
anl, (a’,ad") ¢ J,, para toda m # n, es decir, (a’,d”) € ((ap—1,0), (an+1,0))U
Jn, luego

b, — bn| < d((an,b,),(a',a")) < 6.

Caso 2. Suponemos que b, < b,. En este caso, usamos la contencién
A C Nx(A',§) y, procediendo de manera ansloga al caso 1, obtenemos que
|bl, — by| < 4.

En cualquiera de los dos casos, se tiene que

Wo—by| <6< —
1B = bl = 6(M +1)

Asi, tenemos los siguientes desarrollos.

3 [tn — th| _ 3 |(In] + 1D)bn — (In| + 1)8},|
2lnl 2lnl
ne[—M,M] n€[—M,M]

_/ —/
5 Dbt 5~ (M Dl

2In| - 2ln|
n€[—M,M] ne[—M,M]
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_ |bn - b;z|
=(M+1) > = < (M +1)(39),
n€[—M,M]

pues esto ultimo es andlogo a la Observacién 2. Pero,

(M +1)(38) < (M + 1)3<6(M€+1)) =

Entonces, tenemos

|tn_t;z| _ |tn_t%| |tn_t/n|

nez ne[—M,M] [n|>M+1
€ |tn, — tL,] G |tn, — L]
<zt > Tmrme=ptr X T
n|>M-+1 n>M+1
€ 1 € €
) —)<i4i=ec
<Cy ( 3 2n)<2+2 ’
n>M+1

O]

Podemos entonces pensar a A como el cubo Q. Definimos ahora la funcién
o :Q — Q de la siguiente forma. Si t = (,,)nez, entonces

U(t) =8§= (Sn)n627 (3.4.7)

donde s,, = t,_1. Dicha funcién, pensada en A, resulta ser una especie de
«corrimiento». Sin embargo, definida en ) es mas facil de comprender.

Teorema 3.15. La funcion o : Q@ — @Q es un homeomorfismo.

Demostracién. La funcién o es continua, pues sabemos que P,_1(t) =
tn—1 = (0(t))n = Py(co(t)), para toda n € Z, es decir,

Ppoo =Py 1,

para toda n € Z. Todas las proyecciones son continuas, por lo tanto, o es
continua. También es facil ver que o es biyectiva.

1) Si o((tn)nez) = o((t))nez), entonces

th—1 = Pn(a((tn)nez)) = Pn(a((t;z)nEZ)) = t;’b—l)

para toda n € Z. Por lo tanto, (tn)nez = (t))nez-
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2) Si (tn)nez € Q, definimos ¢! € Q como P,(t™!) = t,.1. Asi,

Pn(g(t+1)) = Pn—l(t+1) = tn-1)+1 = tn,
para toda n € Z. En otras palabras, o(tT!) = t. Por el Teorema 1.1, o es un
homeomorfismo. ]
Una de las propiedades dinamicas que tiene o es la transitividad.

Teorema 3.16. La funcion o : Q — @ es transitiva.

Demostracién. Sean t = (t,)nez y S = (Sn)nez en Q, € > 0y M € N tales
que

1 1 €
= <y
n>M

Definimos ¢ = (cy)nez = 0 3M(s). Entonces, para cada n € Z, tene-
mos que ¢, = (673 (s)), = spi3m, esta tltima igualdad se debe a que

3M _ _
oM (Sntsm) = S(n+3M)—3M = Sn-

Por cada n € Z, definimos

tn, sine€|[—M,M];
Up = Cp, sin € [—4M,—2M];
0, en otro caso.

Sea u = (up)nez. Como u,, = t,, para toda n € [—M, M], entonces

_ ltn —un| _ |t — ug |t — ug
Dlt) =D “gpr = D Tt D T

nez ne[—M,M]| n¢[—M,M)|

[t — Un| 1 €
Z 9|n| =2 Z omn <2 2 €
ne¢[—M,M)] n>M

Fijemonos ahora en v = (v )nez = 0™ (u). Notemos que, sin € [-M, M],
entonces n—3M € [—4M, —2M]y ast, v, = (*M (u))p = Un_30 = C3p =
Sn.-

Entonces, v, = (0™ (u)),, para toda n € [—~M, M]. Por la Observa-
cioén 1,
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En conclusién, u € @ es tal que para N = 3M € N se tiene que D(t,u) <
ey D(s,0™(u)) < e. Por lo tanto, o es transitiva. O

Para ver que C(o) es transitiva veremos primero una definicién y un
resultado que nos facilitard el trabajo en la demostracién del ultimo teorema
de este capitulo.

Definicién 3.17. Sea s = (sp)nez en Q y No € N. Definimos la funcion

gls,No] : Q@ — Q de la siguiente manera. Si t = (tn)nez € Q, entonces
gls, No](t) = u = (up)nez, donde

w — tn, sin e [—N(),N()};
" sn, sin ¢ [—No, No.

Para simplificar la notacién, escribiremos g en vez de g[s, Ny, salvo que
sea necesario especificar.

Teorema 3.18. La funcion que acabamos de definir, g : Q@ — @, es conti-
nua.

Demostracion. Basta con demostrar que si ¢t y r € (), entonces

D(g(t), g(r)) < D(t, 7).

Pero esto se deduce en el siguiente desarrollo.

D<g<t>,g<r>>:2“"2;”= > “2_'+ > 't{|'

nez n€[—No,No] ng[—No,No]

_ |$n — Sn th —Tn| _ |tn — Tnl

’VLE[—N(),N()] ngé[—N(LNO] n%[—Ng,No]
|tn — 70 B
neZ
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Notemos también que, si t = (t,)nez € @, entonces

D(t,g(t)) — Z ‘tn - (g(t))n‘ —

= 2ln|
|tn - (g(t))n| |tn - (g(t))n|
2. w2 T
TLG[—N(),N()] n¢[—N0,N0]
) 50 — 5 tw = (g(t)nl _
= 2 Tt X T =
’ne[fNQ,NQ] TL%[*NofNO}
3 [tn = (g(#)nl
In|
ng[—No—No] 2
1 1 1 1
|n|>No+1 n>No+1

Por tal motivo, si A € @, tanto A C NQ(Q(A%QNO% + €) como g(A4) C
No(A, 2%% + ¢€), para toda € > 0. Asi,

H(A,g(A)) < No—1°

Ahora si, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.19. Las funciones inducidas C(c) : C(Q) — C(Q) y 27 : 29 —
29 son transitivas.

Demostracién. Por el Teorema 3.4, es suficiente con demostrar que C'(Q)
es transitiva. Sean A y B € @ y € > 0. Queremos ver que existe K €
Beg)(B,€) y M € N tales que o™ (K) € Beg)(4, ).

Sean a = (an)nez ¥ b = (bn)nez, cona € Ay b e B. Sea Ny € N tal que
2%0 < §. Definimos ¢ = (cp)nez = 0 *"°(a), entonces tenemos que

cn = (07(a))n = antsny-

Consideremos s = (Sp)nez € @, donde

0, sin>Ng+1;
bn, sin € [*No,NQ];
Sp = 0, sine€ [—QNO +1,—Ny — 1];
Cn, sin € [—4Ngy, —2Ny];
0, sin<—4Ny—1.
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Definimos r = (rp)nez = 03V0(s), entonces tenemos que

Ty = (U3NO (8))n = Sn—3N,-

Sean g1 = g[s, No] v g2 = g[r, No|. Sabemos que estas funciones son
continuas, asi que g1(B), g2(A) y 073N (go(A)) € C(Q). Sabemos ademés
que

1
H(B,g1(B)) < No—1 <

N ™

M

1
H(A, g2(A)) < INo—T < 3

Dada n € [—Ny, Ny, tenemos que —4Ny < n — 3Ny < —2Nj. Luego
(91(0))n = 5n ¥ Tn = Sp—3Ny = Cn—3Ny = Un—3No+3Ny = 0n = (92(@))n.

Si |n| > Ny, entonces (g1(b))n = sn ¥ (92(a))n = . Por tanto, g1(b) =
sy ga(a) = r. Como o3™No(s) = r = gy(a), se tiene que s € g1(B) N
o073No(gy(A)), de donde

K =g1(B)Uo"(gy(4)) € C(Q).

Haremos las siguientes afirmaciones.
Afirmacién 1. 073N (gy(A)) C Bg(s, §)

Razén. Sean v = (up)nez € Ay n € [—Ny, No|. Entonces n + 3Ny €
[2Np, 4Ny]. Asi, n+ 3Ny > Ny + 1, por lo que

(072N (ga(w))n = (92(w))nt3Ny = Tnt3Ny = Snt38No—3Ny = Sn-

Tenemos que s y 0 >N0(go(u)) son tales que s, = (673N (go(u)))n, para
toda n € [—Ny, Ny]. Por lo tanto, por la Observacién 1,

1

D(o™*(g2) (), 5) < 5oy < 5-

Afirmacién 2. H(g1(B),K) < §y H(B,K) <e.

™M

Razén. Sabemos que g1(B) C K C No(K, 5). Ademés, s € g1(B) y por
la Afirmacioén 1, tenemos que
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7)) < Bo 5.5 ) € No(a().5 ).

Entonces,

'2
Como g1(B) C K C Ng(K,5), sucede que H(g1(B), K) < 5. También
se tiene que H(B, g1(B)) < §, pues b, = g1(b)n, para toda n € [-No, No] y
b € By, por la Observacion 1, la desigualdad es cierta. Por lo tanto,

K = i(B)Us™¥ () € No((1(8). 5 ).

H(B,K) < H(B,g(B)) + H(g1(B), K) < % + % =

Notemos en este momento que o3V0(K) = ¢3No(g;(B)) U g2(A) es un
subcontinuo de Q). Tenemos asi, la Ultima afirmacion.

Afirmacién 3. o3V (g;(B)) C Bq(r, §).

Razén. Sea v = (vy)nez € B. Si n € [—Ny, No|, entonces n — 3Ny <
—2N0. ASI’7

(™ (g1(v)))n = (91(V))n—3Ny = Sn—3No = Tn-

Por lo tanto, para toda n € [—Ng, No], D(63"°(g1(v)),r) < §, nueva-
mente por la Observacién 1. Con lo cual, tenemos la Afirmacién 3.

Ahora bien, si usamos la Afirmacién 3 y seguimos los pasos de la demos-
tracion de la Afirmacién 2, se tiene que

H(gy(4), 0™ (K)) < 5y H(0*N(K), A) <«
pues K = g1(B) Uo~3No(go(A)). Entonces,

Por otro lado, g2(A4) C 03 (K) C Ng(o3™(K), §) y comor = o3No(s) €
92(4), entonces o3V (g1(B)) C Bg(c®V0(s),5) C Ng(g2(A), 5), es decir
o3No(K) € Ng(g2(A), §). Por tanto,

H(ga(4), 0*N(K)) < .
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Como H(g2(A), A) < 5, entonces

H(o*N0(K), A) < H(o™(K), g2(A)) + H(ga(4), A) < 5+ 5 = €.

Por lo tanto, C(o) es transitiva. O

Otra propiedad que tiene o: ) — @, la cual se estudiara mas en general
en el préximo capitulo, dice los siguiente.

Teorema 3.20. El conjunto de puntos periddicos, bajo la funcion

0:Q—=Q,
es denso en Q.

Demostracién. Sea ¢ >0y t = (ty)neny € Q. Sea M € N tal que
1 1 €
=2 5 <7g
i>M
Sea n € Z tal que |n| > M. Como [-M — 1, M + 1] es un segmento de
tamaiio 2M + 1, existe m € Z tal que

1 1
- M+ —|.
2’ +2

Pero n—m(2M +1) es un nimero entero, entonces n—m(2M+1) € [-M, M].

n—m@M+ne[—M—

Notemos que Syy = {—M, ..., M} es un sistema completo de residuos
moédulo 2M + 1. Asi, en el caso en que |n| > M, definimos

jn)=n—-m2M +1) € [-M, M]

y, si [n| < M, entonces j(n) = n. Entonces, para toda n € Z, sea s, = t;y)
y s € @ definida como s = (s, )nez.

Como s, = t, para toda n € [—M, M] entonces, por la Observacién 1,
se tiene que

D(t,s) < <e.

2
oM

Por otra parte,
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f2M+1(5)n = tj(n)—(2M+1)(méd(Sxr)) >

pero j(n) — (2M + 1) = j(n)(méd(2M + 1)), por lo tanto,

tj(m)—(@2M41)(méd(Sar)) = Lin) = Sn-
Es decir, s € Q es de periodo un divisor de 2M + 1. O

Dos preguntas que en [1] aparecen al final del articulo y que siguen
estando abiertas son las siguientes:

1. (Existe f: [0,1]?> — [0, 1]? continua tal que C(f): C([0,1]) — C([0,1])
es transitiva?

2. ;Existen continuos X de dimensién finita y funciones continuas f: X —
X tales que C(f): C(X) — C(X) es transitiva?



Capitulo 4

Densidad de puntos
periodicos.

4.1. Resultados generales

Este capitulo tiene como propoésito analizar el concepto de punto periédi-
co y la densidad de estos en sus respectivos espacios. Al conjunto de puntos
periddicos de f: X — X lo denotaremos como Per(f). Un primer resultado
muy inmediato que se demostrard en el Teorema 4.4 de este capitulo dice
que, dado X un espacio métrico y f: X — X continua, si Per(f) = X,

entonces Per(2/) = 2X. Aunque el regreso de este resultado es vélido para
ciertos continuos, se exhibird un continuo al final del capitulo en donde se
demostraré que el regreso no es cierto. Dicho ejemplo aparece en [20].

Recordemos que en la Definicién 1.54 se dice que, si X es un espacio
topoldgico, f: X — X una funcion continua y = € X, entonces decimos que
x es un punto periédico de f, si para algin n € N, se tiene que f"(z) = .

Definicion 4.1. Sea X un espacio métrico y f: X — X una funcion con-
tinua. Diremos que X tiene densidad de puntos periddicos bajo f, si
Per(f) = X.

Un ejemplo de densidad de puntos periddicos lo tenemos en el Teorema
3.20. Otros conceptos relacionados con la densidad de puntos periédicos son
los siguientes.

Definicion 4.2. Sea X wun espacio topolégico y f: X — X una funcion
continua. Un punto x € X se dice que es recurrente si para cualquier

109
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abierto U en X que contiene a x, existen € N tal que f™(x) € U. Si ademds,
fF(x) € U para toda k € N, entonces diremos que x es regularmente
recurrente.

Notamos claramente que si un punto x es regularmente recurrente, en-
tonces es recurrente.

Al conjunto de puntos recurrentes de X bajo f lo denotaremos por
R(f), mientras que al de puntos regularmente recurrentes, se le denotard por
RR(f). Asi, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.3. Sean X un espacio Iy y f: X — X continua. Entonces
x € w(x, f)siysdlosize R(f).

Demostracién. Supongamos primero que x € w(x, f). Sea U abierto en X
tal que x € U. Como z es un punto a acumulacién de orb(z, f), existe n € N
tal que f"(x) € U. Por lo tanto, x € R(f)

Supongamos ahora que x € R(f). Sean U un abierto en X tal que z € U
y k € N. Sea

J={ic{1,2,....k—1}: fi(z) # x}.

Si existe i € {1,2,...,k — 1} — J, entonces f'(z) = x y, por tanto, existe
m € N tal que im > k. Luego f™(z) = 2 € U. Podemos suponer entonces
que J ={1,2,...,k — 1}. Como X es T, para cada i € J existen abiertos
Vi y Wien X tales que # € V;, fi(x) € W, y VinW; # 0. Sea V =
VinVen...NVy_1. Entonces V' es un abierto en X tal que x € V' y, como
x € R(f), existe n € N tal que f"(x) € V. Por construccién, n > k, asi que
x es un punto de acumulacién de orb(z, f). Luego = € w(zx, f). O

Otro aspecto que se puede notar es que

Per(f) C RR(f) € R(f),

pues si f*(z) = z, también f*7(x) = x, para toda k € N.

Puesto que nos interesa analizar la relaciéon de estos conceptos entre
espacios y sus hiperspacios, el primer cuestionamiento que inmediatamente
nos hacemos es, ;la densidad de Per(f) o la de Per(2/) implica la del otro?
Una implicacién es casi trivial.
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Teorema 4.4. Sean X un espacio T1 y f: X — X una funcion continua y
cerrada. Si Per(f) = X, entonces Per(2/) = 2X.

Demostracién. Sean A € 2X y Uf abierto en 2¥X tal que A € U. Podemos
tomar un bésico de tal manera que A € (Uy,Us,...U,) C U, donde n € N.
Para cada i € {1,2,...,n}, tenemos que U; NPer(f) # (. Tomemos entonces
x; € U;NPer(f) por cada i € {1,2,...,n}. Hagamos F = {x1,22,...,2,}.
Digamos que el periodo de cada x; es p;. Si hacemos p = p; X pa X ... X Py, O
bien p igual al minimo comun multiplo de {pi, p2, ..., pn}, entonces fP(z;) =
x;, para toda i € {1,2,...,n}. Asi, tenemos que fP(F) = F y ademads,
F € (Uy,Us,...,Uy,). Por lo tanto, F € (Uy,Us,...,U,) NPer(2) £0. O

Como podemos notar, la demostracion tendria que ser diferente para el
caso C(f), pues el conjunto {p1,p2,...,pn} ¢ C(X).

En la siguiente seccion, veremos el ejemplo de un continuo Ky y una
funcién continua G : Ky — Kyppy, tal que Kypy) no tiene densidad de
puntos periédicos bajo G, pero 2K} f tiene densidad de puntos periédicos
bajo 2¢. Dicho ejemplo nos mostrard que el reciproco del Teorema 4.4 no
es cierto en general. Antes de ver este resultado, mostraremos unos casos
particulares en los cuales, la implicacién es verdadera. Recordemos que si
X es compacto, Y es Tob y f: X — Y es continua, entonces f es cerrada.
Asi, en los siguientes teoremas de esta seccién no requerimos pedir que la
funcién sea cerrada.

Teorema 4.5. Sea f: [0,1] — [0,1] una funcion continua. Si Per(CL(f)) =
CL(]0,1]), entonces Per(f) = [0,1].

Demostracién. Un abierto bésico en [0, 1] es un intervalo (a,b), con 0 <
a < b < 1. Consideramos un abierto de este tipo. Definimos zy = %"b y
€= b_?a. Como Per(CL(f)) es denso en CL([0,1]), existe A € CL(]0,1]) y
N € N tales que H({zo},A) < ey fN(A) = (CL(f))N(A) = A.

De H({zo}, A) < € se implica que, si x € A, entonces

x_a—f—b <b—a
2 2

Pero esta desigualdad nos dice que = — “TH’ < b*Ta, que es lo mismo a

decir que = < I’*Ta + aTH’ = b o bien, ‘ITH’ —x < b*T“, que a su vez implica que

a= “T‘"b — b_T“ < x. Asi, z € (a,b) y, por lo tanto, A C (a,b).
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Sia =min Ay =méix A, entonces fV(a) > ay f¥(B) < B. Porser fV
una funcién continua en [0, 1] y por el Teorema 1.9, existe = € [, 8] C (a, b)
tal que fV(z) = x. O

Se puede demostrar algo més general a este resultado. Para ello veamos
primero la siguiente definicion.

Definicion 4.6. Sea X un continuo. Diremos que X es una grdfica si X
puede expresarse como la union finita de arcos, donde cada par de ellos se
intersecta, a lo mds, en un punto extremo de los arcos. En el caso en que X
sea una grdfica conexa y sin ciclos, es decir, sin subcontinuos homeomorfos
a 81, diremos que X es un drbol.

Teorema 4.7. Sean X un drbol y f: X — X wuna funcidn continua. Si 2%
tiene densidad de puntos periddicos bajo 27, entonces X tiene densidad de
puntos periodicos bajo f.

Demostracién. Sea U un abierto de X. Podemos elegir V' C U abierto que
sea arcoconexo y homeomorfo al interior de un arco. Esto se puede hacer en
cualquier grafica, no necesariamente en un arbol.

V

Figura 4.1: Abierto V.

Como I'(V) (ver Definicién 1.15) es abierto en 2%, existe A € T'(V) tal
que (27)"(A) = A, para algiin n € N. Sea B el conjunto conexo més pequeiio
que contiene a A. Digamos que a y b son los extremos de B. Es claro que a
y b pertenecen a A, pues A es un conjunto cerrado. Ademas, f™(a) y f"(b)
pertenecen a B. Como B es un arco, lo denotaremos como B = [a, b].

Sea h = f|7[’“ o Entonces h: [a,b] — X es una funcién continua. Sean
a' € [a,b] tal que si x € [@/,b] y h(z) = a, entonces z = a' y V' € [a,b] tal
que si x € [a,z] y h(z) = b, entonces z = /. Tenemos dos casos.

Caso 1. Si @’ < V. Como X es un drbol, no hay manera de recorrer,
mediante la imagen de h, un camino de a a b sin recorrer B. Es decir,
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h([a',V']) = la,b]. Por lo tanto, por el Corolario 1.6, tenemos que existe
p € [a,b] tal que f"(p) = h(p) = p.

Figura 4.2: Caso 1.

Caso 2. Si d/ > /. En este caso elegimos b’ € [a,b] tal que h(b") = b
y h(x) # b, para toda x € (b”,a’). Después, tomamos a” € [b”,a] tal que
h(a") = a y h(z) # a, para toda z € (b",a"”). Al igual que en el caso 1,
tenemos que h([b",a"]) = [a,b], con h(b) = by h(a”) = ay, por el Corola-
rio 1.8, tenemos que existe p € (b”,a”) C [a,b] tal que f™(p) = h(p) = p.

a b b a d b

Figura 4.3: Caso 2

De cualquier manera, p € V N Per(f) C U N Per(f). O

Uno podria pensar entonces que quizd, si pedimos que X sea un conti-
nuo, la densidad de Per(2/) en 2% implica la densidad de Per(f) en X. Sin
embargo, el ejemplo que veremos en la siguiente seccién nos mostrard que
esto no es cierto.

4.2. El continuo Ky,).

Denotaremos por I al intervalo [0,1] C R. Sin € N, definimos g,,: I — I
de la siguiente manera.
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()= { M siresparyazel[Z,ZH]c0,1]
In\T) = —pz+r+1 sires impar y z € [Z, ZH] C [0, 1],

donde r € {0,...,n —1}.

Observemos que ¢ es la funcién identidad, mientras que g es la funcion
del ejemplo de la Seccion 2.8.2. Esta familia de funciones es mas grande
que la de dicho ejemplo. Veamos una caracteristica importante de estas
funciones.

Teorema 4.8. Si g, y gm Son dos funciones como las definidas arriba,
entonces gn © gm = Gm © gn = Gnm-

Demostraciéon. La demostracion de este resultado consiste en verificar la
igualdad de las composiciones por pedazos. Estos pedazos son de tamaiio
—L Lo que haremos sers partir al intervalo I en m pedazos de tamafio + vy,
nm m

posteriormente, partiremos cada uno de estos segmentos en otros de tamaiio

—L_(dividiendo en n secciones iguales).
mn

La igualdad que nos interesa demostrar entonces es

)

r roor 41 r roor 41
InOGm|— + —, — + =Ggnm|— + ——,— +
m nm’ m nm m  nm’ m nm

donde 0 <r<m-1y0<r <n-1.

Esta igualdad nos diria que no importa el orden de la composicién, ambas
son equivalentes a gy,,. Dividiremos en cuatro casos la demostracién. En ca-
da caso, seguiremos los desarrollos mediante la forma en que se definieron es-
tas funciones. Observemos también que [%%—%, %—F%] = [%, %;;H]
En adelante, si a < b, escribiremos [b, a] para denotar al intervalo [a,b] en
sentido contrario.

Caso 1. Tanto r como r’ son pares. Tenemos entonces que

[nr—i—r’ nr—i—r’—i—l] [ (nr—l—r’) (m‘—i—r’—i—l) }
9n © Gm 5 =gn|Mm -rm\—— | —T
nm nm nm nm

[m"—l-r’ nr+r +1 } [r' r’—l—l}
= 0n —T| =43gn

- )
n n

n n
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_ |:n<::> T,’n(r’:1> r’} = [0,1]

Asi, en este tipo de pedazos la grafica de la funcién es un segmento de

recta que va del punto (%, 0) al punto (%, 1). Por otra parte,

{nr—i—r/ m’—l—r’—i—l}
9nm ,
nm nm

= [ (D) — 4 (L) )]
—[0,1].

Ambas funciones coinciden en la grafica correspondiente a estos segmen-
tos de rectas. Veamos qué ocurre en los otros casos.

Caso 2. r par y 7’ impar.

nr+r nr4+r+1 nr -+ 1’ nr+1r +1
9n © dm ) =gn|Mm -rm\— | — T
nm nm nm nm

{m“Jrr’ nr+r' +1 ] |:T r+1]
n T?

_ [—n(Z)—l—r +1, —n( +1>+r +1]

= [—r’—l—r’—l—l,—r’—l—f—r’—}—l] = [1,0].

Aqui, el intervalo que obtuvimos al final fue el [1,0], esto nos dice en-
tonces que la gréfica correspondiente ahora es un segmento de recta cuyos
extremos son los puntos (%, 1)y (%, 0). Por otra parte, nr 4+ ' es
impar, entonces

nm nm

nr+1' nr+r' +1
=|—nm +nr+r'+1,—nom( ——— | +nr+1r' +1
nm nm

{nr—kr’ nr—}—r’%—l}
9nm

=[-nr—r'+nr+r'+1,—nr—r'—1+nr+r" +1] =[1,0].
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Caso 3.a. r impar, 7’ par y n par. En este caso tenemos que nr + ' es

par. Asi,

[nr+r’ nr—H”—i—l]
gn © dm y
nm nm

nr +1’ nr+1 +1
gn| —m +r+1,-m({——— | +r+1
nm nm
nr 4+ r/ nr+1r' +1
Zgn[—< n >+T+1,—<n >+T+1]

[nr’ n(r’+1)]
= dn )
n n

—r' =141
:[_n<n ! + )—l—n—r'—l—i—l,
n

1
—n(w)+n—r’—1+1}
n

Por otra parte, tenemos que

nr+r' m“—i-r/—i-l]

9nm [ )
nm nm
"+1
m“+7“+) ~ (mr M/)]

/
= [nm<nr—|—7“ > - (nr+r'),nm<
nm nm

~[0,1].

Caso 3.b r impar, r’ par y n impar. Aqui, nr + r’ es impar. Entonces,

[nr—i—r’ m’—l—r'—i—l]
9n © gm ,
nm nm

/ / 1
:gn[m<nr+r>+r+1’m<nr+r+ >+r+1]
nm nm
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Ademaés,
[nr—l—r’ nr—}—r’—f—l}
9nm ’ =
nm nm

/
= [—nm(nr—i_r)—i—(nr—kr’)—&-l,

nm

nr+r +1
—nm| —— | +(nr+70') +1
nm
:[170]
Caso 4.a r impar, ' impar y n par. Entonces, nr + r’ es impar
[nr+r’ m“+r’+1]
gnogm 9
nm nm
nr+r’ nr+1r 41
=gn| —m +r+l,-m{—— | +r+1
nm nm
[n—r’ n—r’—l]
= 9gn )
n n
—r'—1+1 —r' =1
= [n<w> —(n—r’—l),n(nr) —(n—r’—l)]
n n
= [1,0].
También,
{m"—i—r’ m’—i—?“’—i—l}
Inm )
nm nm
/ / 1
= [_nm<nr+r>+nr+r’+l,—nm<nr+r+>—|—nr—|—r’—|—1}
nm nm
= [1,0].

Caso 4.b r impar, r’ impar y n impar. Entonces nr + 1’ es par.
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[nr+r’ nr+7"+1]
9n © gm )
nm nm
nr 41’ nr+r'+1
=Ygn| —m +r+l,-m(—— | +r+1
nm nm
[n—r’ n—r’—l}
= 4n )
n n
—r'—1+1
()
n

—r -1
—n<nr>+n—r'—1—|—1} = [0,1].
n

Para terminar,

[nr+r’ m‘+r’+1]
gnm Y
nm nm
nr+ 1’ , nr+1r +1 ,
= |nm — (nr+71"),nm| —— | — (nr + 1)
nm nm
=[0,1].
En cualquier caso, tenemos la igualdad. ]

Otros resultados importantes que debemos conocer sobre estas funciones
son los siguientes.

Teorema 4.9. Las funciones g, son funciones abiertas.

Demostracién. Sea (a,b) un abierto en I. Tenemos los siguientes casos.

Caso 1. Si existe 7 € {0,1,...,n — 1} tal que [Z, L] C (a,b), entonces

n’ n
gn(a,b) = [0,1]. La imagen es por supuesto abierta.

Caso 2. Si existe 7 € {0,1,...,n — 1} tal que (a,b) C [Z, “t1], entonces

gn(a,b) = (gn(a),gn(b)), o bien, g, (a,b) = (gn(b), gn(a)). Cualquiera que sea
el caso la imagen es abierta.

—— -1 +1
Caso 3. Si existe r € {0,1,...,n — 1} tal que == < a < . <b < "=

n
entonces tenemos dos opciones. La primera es que r sea par. Si este es el
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caso, entonces g,(7) = 0y asi, gy(a,b) = [0,méx{gn(a),gn(b)}), que es
abierto en I. Si r es impar, entonces g,(7-) = 1y por lo tanto, g,(a,b) =
(min{gn(a), gn(b)}, 1], que también es abierto. O

Teorema 4.10. Para toda n > 2 y todo intervalo (a,b) C [0,1] (con a < b),
existe m € N tal que ¢, ((a,b)) = [0,1]. Es decir, g, es una funcion exacta.

Demostracién. Sean n > 2y (a,b) C [0,1]. Existe k € Z tal que, para
algtin r € [1,n* — 1], se tiene que

r r+1
nk’ pk

} C (a,b).

Tenemos ademas que,

0,1 = g (| 5 8] ) € gttt

k

y asi, g,x((a,b)) = [0,1]. Si m = n", entonces

9n ((a,0)) = gnm((a,b)) = g,k ((a,0)) = g,ux 1 © gpr((a, b))
= gnnk,k[o, 1] =10, 1].
]

Lka %]) =
n n
[0,1], existe z, € [, ”7;21] tal que (gn)*(z,) = g,x(x,) = x,, para cada

r € {1,...,n* —1}. Asi, tenemos que Per(g,) es denso en [0, 1].

Algo que podemos notar en la prueba es que, como g,k (|

Construiremos poco a poco el ejemplo. Primero consideremos el conjunto
M formado por numeros enteros mayores a 1,

M = {nl,ng,n3, .. }

Consideremos el limite inverso de la sucesién de funciones gy, , gn,, gns, - - --
Recordando la definicién de limite inverso lo denotaremos como

Koy = {r = (v1,72,...): & = gn,,, (Ti+1) para toda i € N}.

Recordemos también que, si x = (x1,x2,...) y ¥y = (y1,¥2,-..), entonces
la métrica en Ky estd definida como
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dla,y) = Y

n=1

Por otra parte, sabemos que para toda ¢ € N,

9i(92(xit1)) = 92(gi(wiy1)) = g2(wi).

Podemos definir entonces G': Kypry — Ky como,

G(z1,72,...) = (92(1), g2(22), - . ).

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo.

Ky —= K

ﬂni iwn

[ ——1
92

Tenemos la siguiente afirmacién.
Teorema 4.11. Las proyecciones m, son abiertas.

Demostracién. Veamos primero que los conjuntos de la forma

m
Wm(HUi N K{M}>,

i=1
son abiertos. Para ello fijémonos en las siguientes equivalencias, no sin antes
mencionar que denotaremos por g, la composicion g, o - -ogy, , donde s < 7.
En el caso de que r = s estaremos refiriéndonos a la funcién g,, = gn,.. Se
tiene que:

v Eﬂ'm(HUiﬁK{M})

i=1
sSve{ucUy: g, (u)€U;, paratodaie {1,...,m—1}}
m—1 m—1
sve (JH{ueUnigry (weUlsve () (g ) (U)NUn.
i=1

i=1

Este ultimo conjunto es abierto, por lo tanto, el primer conjunto también
lo es. Ahora bien, sea
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U= ﬁUi N K,
i=1

un bdsico en Ky y 7 una proyeccion sobre Kypry. Si k = m ya lo tenemos.
Supongamos k < m, consideramos el siguiente diagrama conmutativo.

U*
Tk W
1
"

Inm—_1

1

Observemos que 7 (Ux) = gp* o my(U*), pero las funciones g, son
abiertas, asi que 7, (U™) es un abierto.

Si por el contrario m < k, entonces notamos que

m m k
U* = H(UZ) NKy = H(UZ) X H Ij ﬂK{M},
i=1 i=1 j>m
donde I; = I para toda j € {m+1,...,k}, que es el caso k = m. ]

La sucesién que nos servira para construir el ejemplo es la sucesién cre-
ciente de nimeros pares, M = {2,4,6,8,...}. En lo que resta de la seccién
trabajaremos entonces con esta sucesién. El siguiente resultado nos deja ver
la primera de las caracteristicas que buscamos en este ejemplo.

Teorema 4.12. Six € Ky es un punto periddico bajo G: Ky — Ko,
entonces x = (0,0,0,...).

Demostracion. Sea xz € Ky un punto periédico. Digamos que p es el
periodo de x bajo GG. Entonces

(l’l,l‘Q,l‘g, ‘e ) =T =
GP(z) = GP(x1, 29, 23,...) =

(gg(xl)a 9120@2)»95(953)7 e )

Es decir, ¢g5(z;) = z; para toda i € N. As{, para cada i € N, el periodo p; de
x; es un divisor de p y ademas, la cantidad de puntos en I cuyo periodo es
Pi, es un numero finito. Como el nimero de divisores de p es finito, existe
q > 0 tal que, para toda ¢ € N,
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012
l’iE{,,,...,q}ZB.
qa q9 g q

El conjunto B es invariante bajo gs, es decir, go(B) C B. Ahora, si
mg(T) = g, cOMO Ty11 = - para algin r € {0,...,q}, entonces

( ) r 2r 0
T, = xT = — = — =
q 92¢\Lg+1 92q q 92q 2

Site Nyse{0,1,...,q}, tenemos que

S
Ttq = g2tq($tq+1) = J2tq (q) = 0.

Lo que hemos probado es que para una infinidad de #'s, z; = 0 y en estas
funciones, g,(0) = 0, para toda n € N. Por lo tanto, m;(z) = z; = 0, para
toda i € N. O bien, z = (0,0,0,...). O

Veremos a continuacién algunas caracteristicas importantes que debemos
conocer sobre esta funcién G.

Teorema 4.13. La funcién G: Ky — Ky es débilmente mezcladora.

Demostracion. Sean A, B, C'y E abiertos no vacios de K{,s). Sean a € A,
beB,ce(CyecE. Seace >0 tal que BK{M}(a, €) C A, BK{M}(b, €) C B,
Bk, (c,€) C Cy Biy,,,(e,€) C E. Sea k € N tal que

— 1
Z 27 <€,
n>k
entonces didm(7; '(t)) < €, para toda t € [0,1]. Ahora, Ti(Br (@, €)) ¥
Br, M}(b, €) son abiertos de I. Existe [ € N suficientemente grande tal que

gé(ﬁk(BK{M} (a,€))) =1y gé(ﬂ—k(BK{M} (b€)) =1.

Asf, para alguna t € Bg,,,,(a,€) y s € Bk, (b, €), se tiene que

go(mi(t) = cr = mi(c) vy gh(mi(s)) = ex = mi(e).
Entonces, 7, 0 GL(t) = m(c) v 7 0 G4(s) = mx(e). Por lo tanto,
d(G'(t),c) <€ y d(Gl(s),e) <e.
Es decir, GH(A)NC # Dy GYB)NE # 0. O
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Usando el Teorema 2.48 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.14. La funcidn inducida 26 : 2501 — 2801y es débilmente
mezcladora.

Otro corolario que se obtiene facilmente de las definiciones es el siguiente.
Corolario 4.15. La funcion G: Ky — Ky es transitiva.

Cabe mencionar que algunos de estos resultados aparecen en forma mas
general en [20]. Sin embargo, nos interesa analizar el caso especifico de este
ejemplo.

Podemos observar que m, o G = g2, para toda n € N. Es decir, todas las
proyecciones son funciones continuas, por lo cual, la funcién G también lo
es. Pero se puede decir més al respecto de esta funcion.

Teorema 4.16. La funcion G: Ky, — Ky es un homeomorfismo.

Demostracion. Por el Corolario 4.15, sabemos que G es transitiva. El Teo-
rema 2.7 nos dice que G es suprayectiva. Por el Teorema 1.1, s6lo es necesario
probar que G es inyectiva. Sean = (x1,22,...) Yy ¥y = (y1,¥2,...) dos ele-
mentos en Ky, tales que G(z) = G(y), entonces

92(x:) = g2(vi),

para toda ¢ € N. Pero esta igualdad se da, para cada i € N, si sucede alguno
de los dos siguientes casos. Tenemos que x; = y;, o bien, z; +y; = 1. Como
este fendmeno ocurre con todas las ¢ € N, en particular se tiene que x;+1 =
Yi+1 O Tj+1 + Yi+1 = 1. Pero en ambos casos xTr; = ggi(fEiJrl) = g?i(yiJrl) = Y;.
Es decir, x; = y;, para toda i € N. ]

El objetivo ahora es demostrar que 2¢: 25y — 2K} tiene densidad
de puntos periédicos. Para ello se introduciran unas cuantas definiciones que
nos recordaran conceptos definidos al principio del capitulo.

Definicion 4.17. Sea X un espacio métrico y f: X — X continua. Dada
€ > 0, definimos el conjunto RR(f)e como el conjunto

{x € X: para algin N € N,d(z, fN*(z)) < ¢, para toda k € N}.

Un hecho general, que no sélo aplica a este ejemplo en especifico, es el
siguiente resultado.
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Teorema 4.18. Sea X un espacio métrico y compacto y f: X — X con-
tinua. Entonces, para toda € > 0, el conjunto RR.(f) es denso en X <
Per(2/) es denso en 2X.

Demostracién. Empecemos por la ida. Sea g € X y 6 > 0. Veremos

que existe A € 2¥ y n € N tal que A C Bx(z0,6) y f¥(A) = A. Por

hipétesis, existe y € RRs (f) N Bx(xo, g) Entonces existe N € N tal que
2

d(y, fN*(y)) < § para toda k € N. Asi,

w(y, fV) C Bx <y, g) C Bx(zo,9),

pues si d(Z,y) < %7 entonces d(Z,l‘o) < d(Zay) + d(yva) < % + d(y7x0) <
% + % = 4. Sea A =w(y, fV), tenemos que A C Bx(xg,6) y

Sean B € 2¥ y § > 0. Como B es compacto, existe {by,bs, ..., by} C B,
con m € N, tal que

" )
B = UBX<bi,2>.
=1
Por cada i € {1,2,...,m}, tomamos 4; € 2X y N; € N tal que
H({b:}, Ai) < § y fN(4) = Ai.

Tomemos N = m.cm.{Ny,..., Ny} y

Primero que nada, notemos que

m

= (Ja) = Ui - Ja-a
=1 =1

i=1

Segundo, H(A, B) < ¢ por la siguiente razén. Como H({b;}, A;) < %,
entonces A; C NX({bi},%) = BX(bi,g) y bi € NX(AZ»,%), para toda i €
{1,...,m}. Asi, se tiene que

A= GAl C OBX<6“2> C Nx(B,5).
=1 =1
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Por otra parte, si z € Bx(bi,g), entonces d(b;, ) < g. Como b; €
Nx (A, g), existe a; € A; tal que d(b;,a;) < g y, por la desigualdad del
tridngulo, d(a;,z) < ¢, es decir, x € Nx(4;,4). Por lo tanto,

m (5 m
Bc|JBx (b 2) C | Nx(4:,6) = Nx(4,6).
1=1 =1

Tenemos entonces las dos contenciones que nos garantizan que H(A, B) <

0.

Para el regreso, supongamos Per(27) denso en 2% y tomemos ¢ > 0. Sean
§>0yxo€ X. Existe A € 2X y N € N tales que (2/)V(A4) = A y ademas,
H({zo}, A) < min{d, §}. Tomemos cualquier a € A, resulta que

P¥4a) € DY) = A € By (0.5,

para toda k € N. Por lo tanto,

d(a, fN*(a)) < d(a,zo) + d(zo, V*(a)) < ; + % -

Es decir, a € RR¢(f). Como d(zg,a) < 0, entonces RR¢(f) es denso en
X. O

Podria decirse que este resultado es el motor para llegar al resultado final
del ejemplo. El siguiente teorema es el que pondréa en funcién este tltimo
resultado.

Teorema 4.19. Para cada € > 0, el conjunto RR(G) es denso en Kyy.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Tomemos t = (t1,t2,...) € Kppy v 6 > 0.
Existe N € N tal que

Las funciones ga, g4, g6, - - -, g2(N—1) son continuas, entonces existe como
punto de partida 0 < v < g tal que si |s — tn| < 71, entonces

1)
|92(N=1)(8) = Gov—1) (V)| = [go(v—1)(8) — tn—1] < 5

Tomamos después 0 < vo < % tal que si |s — ty| < 72, entonces

N_ )
gsgN_fg(s) —tn_o| < 7

2(N—-2) 2(N—-2) B
92(N—1)(5) - 92(N—1)(tN)' =
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Siguiendo este proceso, finalizamos con la eleccién de 0 < yy_1 < g tal
que si |s — tny| < yn-—1, entonces

)
gg(N71)<3> - gg(Nl)(tN)‘ = gg(N,l)(s) —t| < 3

Asi, al tomar v = min{y;} 7!, garantizamos que
2% 2% | 2k g
Ga(n-1)(8) = Ga(n—1)(IN)| = |a(n—1)(8) = th| < 5,

para toda k € {1,..., N — 1}.

Por otra parte, sabemos que Per(gs) es denso en [0,1] asi que existe
sy € Per(go) tal que |sy —tn| < . Como las funciones g, son suprayectivas
podemos elegir s € Kyy) de manera que mn(s) = sn. De esta manera,
tenemos que

ulsi—ti] = lsi—til | = |si —til
K 1 3 1 1 (3
o= 3 it St 5 b
=1 =1 i=N-+1
N § N N
lsi—ti| & s 5 5 & d(2N-1 5
Z 21 +§<Z§+§_Zzz+l+§ 2 9N +§
=1 =1 =1
5,0 _
2 2

Sea ng € N el periodo de sy bajo go. Para cada 1 < i < Nj, tenemos
que ' '
(92)™ (mi(5)) = (92)™ (95(n—1)(53)) = (1) © g2(sN)
= gyin_1)(sn) = Ti(s).

Es decir, para cada i € {1,..., N}, m;(s) es un punto periédico de g2 con
periodo un divisor de ng. Ademas

mi(GF(s)) = (g2)"0mi(s) = mi(s),
para toda k € Nei e {1,...,N}. Por lo tanto,

1
d(G*™(s),5) < Y o <€
n>N

En otras palabras, s € RR¢(G). O
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Tenemos de esta manera, usando los teoremas 4.18 y 4.19, el resultado
con el cual, el ejemplo queda terminado.

Corolario 4.20. La funcidn 26 : 25y — 2501y tiene densidad de puntos
periodicos.

4.3. Otras topologias y conceptos de caos.

Este trabajo se centré en estudiar los conceptos que definen el caos des-
de el punto de vista de Devaney, los cuales son: transitividad, densidad de
puntos periodicos y sensibilidad de condicion inicial. Posteriormente se de-
mostré que bastaba con pedir transitividad y densidad de puntos periddicos
[5]. No obstante, existen otras formas de definir el caos y se pueden encon-
trar diversos trabajos al respecto. Algunas de estas definiciones de caos se
pueden ver en [12].

Si bien es cierto que a lo largo de esta tesis se trabajo solamente con la
topologia de Vietoris, también se estudian a los hiperespacios dotados con
otros tipos de topologias. Tal es el caso de la topologia «hit-or-miss», la cual
es estudiada en diferentes articulos, como por ejemplo en [26].

En fin, quedaron fuera de este trabajo varios conceptos relacionados con
la teoria de hiperespacios de continuos que son muy estudiados y que en
futuros trabajos espero encontrarme.
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