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Introduccion

Centraremos la atencién en ecuaciones diferenciales binarias cuadrdticas de la forma
a(z,y)dy? + 2b(z,y) dydz + ¢ (z,y)dz® = 0, (1)

en las que a,b y ¢ son funciones con valores reales diferenciables en una vecindad del origen, que se
anulan en (0,0) y tienen parte lineal distinta de cero. Supondremos también que la funcién A = b? —ac
es no negativa en una vecindad V C R? de (0,0) y que el origen es un punto aislado de la curva
discriminante (b* — ac) (z,y) = 0.

El estudio de las ecuaciones diferenciales binarias ha sido motivado por la geometria diferencial de
superficies. En el siglo XIX, dentro del contexto de lineas de curvatura sobre superficies, G. Darboux
y A. Cayley sugieren un método para integrar este tipo de ecuaciones diferenciales. Tiempo después,
P. Hartman y A. Wintner obtienen un teorema sobre la existencia de una curva que tiende al origen
y que es solucién de la ecuacion diferencial (para las dos familias de soluciones existe tal curva [23]).
Mas adelante, en 1982 A. G. Kuzmin describe una clasificacién geométrica de los puntos singulares de
la ecuacién diferencial [20]. En los trabajos de J. Sotomayor y C. Gutierrez [25], J. W. Bruce y D. L.
Fidal [7], se dan modelos locales del comportamiento de las lineas de curvatura en una vecindad de un
punto umbilico. La clasificacién es atribuida a Darboux [11] y los nombres a J. H. Hannay [5].

En los trabajos de Hartman y Wintner [16],[17],[18] y en los de Kuzmin [20],[21] se estudian estas
ecuaciones bajo la hipdtesis de que los coeficientes de la ecuacién diferencial estan en posicién general.
Una condicién de genericidad que aqui supondremos sobre la ecuacion diferencial (1) es que la funcién
b? — ac tenga una singularidad de Morse en el origen.

En cada uno de los puntos (x,y) € V donde la funcién b? — ac es positiva la ecuacién (1) define dos
direcciones distintas. Asi, se tiene en V' dos campos de direcciones los cuales tienen un punto singular en
el origen. Considerando estos dos campos de direcciones se construye una superficie M C R2 x RP! de
la siguiente manera. Para cada punto (x,y) € V distinto del origen, se tienen dos direcciones [a;, ;] €
RP! i = 1, 2. Formemos entonces las ternas (z,y, [y, 3i]) ,i = 1,2. Los puntos de M son aquellos puntos
de R? x RP! que satisfacen a (z,y) o + 2b (x,y) af + ¢ (z,y) % = 0. Intuitivamente, M se obtiene de
asignarle a cada punto (z,y) € V\ {(0,0)} dos puntos en {(z,y)} x RP! que respectivamente estdn
situados a la “altura” determinada por la pendiente de cada una de las dos rectas definidas en (z,y).
Ciertamente, {(0,0)} x RP! est4 contenida en M.

Una manera de estudiar ecuaciones diferenciales binarias es levantar los dos campos de direcciones
a un tnico campo vectorial £ tangente a la superficie M C R? x RP!'. Tomando una carta afin de
RP! la superficie M es, en general, una superficie diferenciable M en R3 y la proyeccién vertical
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v INTRODUCCION

m: M C R — R? es localmente un difeomorfismo fuera de {(0,0)} x RP!. El campo ¢ tiene en
771(0,0) uno o tres puntos singulares de ¢ los cuales son del tipo silla o nodo.

En el capitulo uno se da la definicién del indice de Poincaré-Hopf para campos vectoriales, ésta
definicién tiene la ventaja de generalizarse a campos de direcciones no necesariamente orientables [22].
Ademas, se prueba, para campos vectoriales diferenciables, la férmula del indice de Poincaré-Hopf para
el disco, la cual da una manera geométrica de calcular el indice de un punto singular aislado.

Veremos que el indice de Poincaré-Hopf es igual para los dos campos de direcciones que define (1),
definiendo asi el indice de Poincaré-Hopf de la ecuacion diferencial (1). El principal interés de este trabajo
es relacionar el indice de una ecuacién diferencial binaria (con las condiciones antes mencionadas) con
la suma de los indices de los puntos singulares del campo vectorial &.

En [7] y [9], J. W. Bruce y F. Tari muestran que genéricamente las curvas integrales de ecuaciones
diferenciales binarias con parte lineal distinta de cero son topoldgicamente equivalentes a una ecuacién
diferencial binaria lineal y que la parte lineal de las funciones a, b y ¢ determina el tipo al que pertenecen.
Hay tres tipos topoldgicos lineales, a saber, Lemon, Monstar y Star.

El indice de Poincare-Hopf de una ecuacién diferencial binaria con las hipotesis del teorema 9, basta
ser calculado para la parte lineal de la ecuacion. Es conocido que los indices para los casos Lemon y
Monstar es %, mientras que para el caso Star es _71, en el capitulo dos veremos una prueba de ésto.

La ultima seccién de este trabajo se enfoca en probar la existencia de campos de direcciones con
indice J = §,n € Z. Veremos que la segunda forma fundamental que define las lineas asintéticas de
superficies dadas como la grafica de una funcién polinomial son ejemplos que realizan los indices j < 0.
Los polinomios que realizan estos indices son homogéneos de grado n y se factorizan como produc-
to de n distintos polinomios lineales homogéneos. Los indices positivos son realizados por ecuaciones
diferenciales binarias tales que las funciones a, b y ¢ satisfacen que Re (") = —a =cy —Im (Z") = b.



Capitulo 1

Teorema del indice de Poincaré-Hopf
para el disco.

1.1. Indice de Poincaré-Hopf en un punto singular aislado de un cam-
po vectorial.

Sea £ un campo vectorial diferenciable en el plano y p un punto singular aislado de £. Sea I' una
circunferencia con centro en p, orientada positivamente, tal que en el interior de I' y sobre I' misma el

tnico punto singular del campo vectorial es p.

El indice de Poncaré-Hopf del campo vectorial £ en el punto p, denotado por Ind (£, p) es el nimero
de vueltas que da el vector £ (¢) al variar positivamente el punto ¢ a lo largo de T

De manera equivalente tenemos lo siguiente. Sobre el plano definamos el campo vectorial constante
¢ tal que todos los puntos del plano tienen asociado el vector & (pg). Sea 6 (¢) el dngulo entre el vector
¢ (q) y el vector ¢ (q) = & (po). Denotemos por dor<t (£, () el cambio total del dngulo  después de haber
variado el punto ¢ a lo largo de T', en la direccién positiva. Entonces Ind (£, p) es el ntimero entero

. 1
]:%(51—‘4(574.)

A continuacién veremos una descripcion de Ind (€, p) en términos del nimero de vectores tangentes
del campo vectorial £ sobre una circunferencia I', suponiendo que este niimero de vectores es finito. Sim-
ilar a ésta, Bendixon dié una descripcién del indice en el contexto de los sectores elipticos, hiperbdlicos
y parabdlicos determinados por sistemas dindmicos analiticos (Ver [15] y pag. 511 de [1]).

Definicién. Sea « el dngulo entre el vector £ (¢) y la recta tangente a I' en ¢. Si £ (qp) es tangente a T’
decimos que & (qo) es tangente interior a T' si el dngulo « incrementa al variar positivamente el punto
g € T' en una vecindad de g y decimos que £ (qo) es tangente exterior a T si el dngulo o disminuye al
variar (positivamente) el punto ¢ € I' en una vecindad de qp.

Observacién. Entre dos tangentes interiores el angulo a incrementa en 7. Entre dos tangentes exte-
riores el dngulo «a disminuye en 7. Entre una tangente exterior y una tangente interior la variacién del

angulo es nula.



2 CAPITULO 1. TEOREMA DEL INDICE DE POINCARE-HOPF.

Teorema 1 Sea & un campo vectorial diferenciable en el plano y p el inico punto singular de £ en un
disco cerrado D del cual su frontera es la circunferencia orientada I' con centro en p. Supongase que &
tiene un niumero finito de vectores tangentes a I'. Sea i el niumero de tangentes interiores y e el nimero
de tangentes exteriores a I'. Entonces

i —e

Ind(&,p)=1+ 5

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que p es el origen (0,0). Sea n = _y{% +x8%7
el campo de vectores tangentes a cada circunferencia centrada en p.

Consideremos primero el caso en el que el nimero de tangentes interiores, i de £ y el nimero de
tangentes exteriores, e de £, son ambos iguales a cero. En un disco cerrado D, lo sufiecientemente
pequeno, se tiene que el angulo entre £ y 1 no es un miltiplo de 7 para todo punto ¢ € D. Definamos
H (s,q) =(1—=15)&(q)+sn(q) con s € [0,1],q € D. Asi, para cada s € [0, 1] se tiene un campo vectorial
diferenciable H (s,-) en D. Para todo s € [0, 1], el tnico punto singular de H (s,-) es p. Ademds,
H(0,q9) =¢(q),H(1,9) = n(q). Se sigue que el campo & es deformado a 7 de manera continua y no
se anula fuera del origen a lo largo de la deformacién. Por lo tanto, se tiene que Ind (&, p) = Ind (n,p).
Como Ind (n,p) =1, entonces Ind ({,p) =1 =1+ i_Te, lo cual muestra la formula en el caso considerado.

Ahora supongamos que ¢ y e no son ambos iguales a cero. Sea J = AB un arco de T tal que & (A)
y &€ (B) son tangentes interiores o tangentes exteriores pero en ningin otro punto de J el campo & es
tangente a I'. Si £ (A) y £ (B) son ambos tangentes interiores, entonces el dngulo entre los campos 7y &
aumenta 7 unidades. Si £ (A) y £ (B) son tangentes exteriores, entonces el dngulo entre los campos 7 y
¢ disminuye 7 unidades. Si £ (A) es tangente interior (exterior) y & (B) es tangente exterior (interior),
entonces el angulo entre los campos 77 y € tiene variacién nula. Cualquiera de los casos queda expresado
en la siguiente igualdad:

659 (6:€) = s (1, Q) + 5 (i =€)

donde iy, e; € {0,1,2}. Estos denotan el nimero de tangencias interiores o exteriores en J, ( es el
campo vectorial constante con valor £ (A) y d;< (&, () es la variacién del angulo entre los campos £ y ¢
a lo largo de J.

Asi, al considerar todos los arcos J de I', cuyos puntos inicial y final son los puntos en los que £ es
tangente a I' (y en ningtn otro punto de J el campo & es tangente a I'), se tiene que

2mInd (&, p) = 2mInd (n,p) + 7 (i —e),

pues nétese que 27 = Y ;6;<1(n,¢) = dr<t(n, () = 2nInd (n,p) y que %EJZ'J =1, %ZJ@J =e. En
consecuencia, se obtiene la conclusién del teorema. m



INDICE DE UN CAMPO DE DIRECCIONES EN EL DISCO. 3

1.2. Indice de un campo de direcciones definido en el disco.

Sea F' un campo de direcciones continuo, definido en un subconjunto abierto U de R?. Sea p una
singularidad aislada del campo de direcciones F' y sea I' una circunferencia con centro en p, orientada,
tal que en el interior de I' y sobre I' misma, la tnica singularidad del campo de direcciones sea p. Sea
F (qo) la recta definida por F en el punto ¢y € I', y dotemos de un sentido a F'(qy). Esto determina,
por continuidad del campo de direcciones, un sentido en todas las rectas F' (q), para cada g € T.

Notemos que al dar un sentido a cada recta del campo de direcciones en los puntos de I', estamos
definiendo un campo vectorial sobre I', que por supuesto, en general no serd continuo. En consecuencia,
las definiciones de tangente interior y tangente exterior de un campo de direcciones son las mismas
definiciones que para campos vectoriales.

Consideremos el campo vectorial constante F () tal que a todo punto del plano le asocia el vector
F (qo) (con el sentido dado anteriormente ) y sea <t (F (qq) , F'(q)) el dngulo entre los vectores F (qg) y
F(q), con g € I'. Evaluemos or<t (F (qo), F (q)), el cambio total de este dngulo al haber reccorrido I'
en sentido positivo.

Definicion. El indice de Poncaré-Hopf del campo de direcciones F en el punto p, denotado por
Ind (F,p) se define como el nimero

1
Ind (F,p) = 5,00 (F'(q0), F(q))-
Andlogo al teorema 1 tenemos el siguiente para campos de direcciones.

Teorema 2 Sean F un campo de direcciones en el plano, p un punto singular aislado de £ en una
vecindad V C R? yT' C V wna circunferencia con centro en p orientada positivamente. Supdngase que
F tiene un mumero finito de vectores tangentes a I'. Sea i el niumero de tangencias interiores y e el
numero de tangencias exteriores del campo de direcciones F' en I'. Entonces

Ind(F,p):l—i—Z;e.

Orientaciéon: —— Orientacién: ———»
Yo f\ A
=7 <V
Tangencia interior Tangencia exterior

Figura 1.1: Comportamiento de los campos de direcciones o vectoriales alrededor en una tangencia
interior o exterior.



CAPITULO 1. TEOREMA DEL INDICE DE POINCARE-HOPF

Ind(Fp)=0

Tripod Dipole
//& Thorn Sun-Set

N7

i =3 IndFEp)=5/2
e=10

’ %% % fi 2m/n
0 Ind(F,py=2-n)2
n

Ind(Fp)=3/2

~.

I =1 Ind(Fp)-n+2)2
e=10

Figura 1.2: Para cada J = § existe un campo de direcciones con una singularidad con indice j.



Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales binarias.

2.1. Indice de Poncaré-Hopf de una ecuacion diferencial binaria.

Vamos a considerar ecuaciones diferenciales binarias de la forma
a(z,y)dy® + 2b (x,y) dydz + ¢ (z,y) dz? = 0, (2.1)

con a, by ¢ funciones real valuadas diferenciables que se anulan en el origen, tienen parte lineal distinta
de cero y que ademés satisfacen la desigualdad b?> — ac > 0 en una vecindad V' C R? del origen y tal
que (0,0) es el tinico punto en V en el que la funcién b? — ac se anula.

Lema 1 La ecuacion diferencial binaria (2.1) define dos campos direcciones continuos en el conjunto
U= {(3:, y) € V|0 (z,y) —a(z,y)c(z,y) > 0} . Las dos direcciones son distintas para todos los puntos
de U.

Definicién. Decimos que un punto (z,y) € V es un punto singular de la ecuacion diferencial binaria
(2.1)sia(z,y)=b(z,y)=c(z,y)=0.

Obsérvese que el origen es el inico punto singular en V' de la ecuacién diferencial binaria (2.1).

Proposicién 3 Consideremos una ecuacion diferencial binaria de la forma (2.1), entonces el indice de
Poincaré-Hopf en el origen es igual para los dos campos de direcciones que define.

Demostracién. Sean I, F5 los campos de direcciones que define una ecuacion diferencial binaria
y mj = Ind (F};,0) — 1. Supongamos que Ind (F1,0) # Ind (F5,0). Por el teorema 2, m; = i; — e #
ip—eg = My, donde i; y e; denotan el niimero de tangentes interiores y exteriores de F}, respectivamente.

Si mj; > 0 entonces F; tiene mds tangentes interiores que exteriores. Si m; < 0 entonces F} tiene
mds tangentes exteriores que interiores. Y m; = 0 si F} tiene igual nimero de tangentes exteriores que
interiores. Como my # mo el nimero de tangentes interiores que tiene Fj es distinto al nimero de
tangentes interiores que tiene F5 o bien, el nimero de tangentes exteriores que tiene F es distinto al
nimero de tangentes exteriores que tiene Fb. En cualquiera de estos casos se sigue que los campos de
direcciones coinciden en algin punto. Para hacer visible ésto, consideremos I' C V' una circunferencia
con centro en el origen y para cada j € {1,2} la funcién a; : I' — RP! tal que a cada punto p € T' le

5



6 CAPITULO 2. ECUACIONES DIFERENCIALES BINARIAS.

(b)

Figura 2.1: (a) Curva b?> — ac = 0 con un punto aislado en el origen. (b) La ecuacién (2.1) define dos
campos de direcciones distintos en U, para ambos el origen es un punto singular aislado.

asocia la direcciéon determinada por el dngulo entre el vector Fj (p) (habiendo elegido un sentido en el
campo de direcciones) y el vector tangente a I" en p que apunta en direccién positiva. Es decir, a; le
asocia a cada punto en I' un punto en RP?!.

La gréfica de a; es una curva en I' x RP!, homotépica a una curva en I' x RP!, la cual da una
vuelta con respecto de los paralelos, es decir, recorre una vez a I' y da m; vueltas con respecto de
los meridianos, esto es, recorre m; veces a RP'. Los recorridos con respecto de los meridianos, son en
sentido positivo si el signo de m; es positivo (las pendientes van de positivas a negativas pero pasando
por la pendiente infinita) o en sentido negativo si el signo de m; es negativo (las pendientes van de
negativas a positivas pero pasando por la pendiente infinita) (ver figura 2.2).

Como m1 # mo entonces las graficas de a; y a9 se intersecan, lo cual implica que los campos
de direcciones coinciden en un punto de I', una contradiccién al lema 1. Por lo tanto Ind (Fy,0) =
Ind (FQ, 0) .

Figura 2.2: (a) Gréfica de la funcién o si el campo de direcciones F; tiene un punto con una tangencia
interior en p. (b) Gréfica de «; si el campo de direcciones F}; tiene un punto con una tangencia exterior
en p. (c) Gréfica de a; si el campo de direcciones Fj tiene una tangencia exterior en p; y una tangencia
interior en py. (d) Gréfica de «; si en p1,p2 y p3 el campo de direcciones Fj tiene tres tangencias
interiores. Note que los signos + y — denotan respectivamente a los puntos de RP! que corresponden
a rectas en R? con pendiente positiva y pendiente negativa.

RP rxrp! -
lolsrnelona
/ MNN . s\ /7T
(a) (b)

X Qo
O O
0 0
mwy‘%z“%’ Pi p, Ps  P1
(© (d)
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Definicién. Sea w = 0 una ecuacién diferencial binaria de la forma (2.1). Definimos el indice de
Poincaré-Hopf de w = 0 en el origen como el indice de Poincaré-Hopf de cualquiera de los campos de
direcciones que define y lo denotamos por ind (w, 0).

2.2. Doble cubierta asociada a una ecuacion diferencial binaria

Consideremos una ecuacién diferencial binaria de la forma (2.1) y un sistema de coordenadas en
RP!. Sea M el subconjunto de R? x RP! definido de la siguiente manera:

M = {((x,y),[a :0]) € R? x RP! :a(;r,y)a2 —|—2b(x,y)aﬁ—|—c(x,y)62 = 0}.
Como (0,0) € V es un punto singular de la ecuacién diferencial, entonces M contiene a {(0,0)}xRPL.

Por el lema 1, para cada pareja (z,y) € U, hay dos direcciones [y : £1], [ : B2] € RP?! tales
que ((z,y),[a1:51]) y ((x,y), [z : P2]) pertenecen a M. Asi, M constituye una doble cubierta de U.
Llamamos a M la doble cubierta de la ecuacion diferencial binaria (2.1).

Tomando p = g—z, dx # 0 se elige una carta afin de la recta proyectiva RP!. Entonces, en R? definimos
la funcién diferenciable

F(z,y,p) = a(z,y)p* +2b(z,y)p+c(2,y).
La ecuacién implicita F' (x,y, p) = 0 define el conjunto

M = {((z,y),p) ER* x R:a(z,y)p* +2b(z,y)p+c(z,y) =0} .

Si un punto (z,y) € U y es distinto del origen, entonces existen p; # ps € R tales que (z,y,p;) €
M,i=1,2.5i (x,y) = (0,0) se tiene que {(0,0)} x R C M.

Figura 2.3: Localmente, M es una superficie en R3
Iy
‘ P

Consideremos una ecuacion (2.1) y supongamos que las funciones a, by ¢ estdn dadas de la siguiente
forma: a (z,y) = a1x + asy + O (2),b(z,y) =biz+ by + O (2) y c(x,y) = c1z + coy + O (2).



8 CAPITULO 2. ECUACIONES DIFERENCIALES BINARIAS

Proposicién 4 La superficie M es diferenciable en una vecindad de {(0,0)} xR si y sdlo si la funcion
A(x,y) = b (z,y) —a(z,y)c(x,y) tiene una singularidad de tipo Morse en (0,0), es decir, si y sélo si
(0,0) es un punto critico no degenerado de A.

Demostracién. Notemos que los puntos (z,y,p) en los cuales M no es una superficie diferenciable
son aquéllos puntos de M que satisfacen que Fy (z,y,p) = Fy (x,y,p) = F, (z,y,p) = 0.

Como a (0,0) = b(0,0) = 0, entonces todo punto en {(0,0)} x R anula a F, (z,y,p) = 2pa (z,y) +
2b (z,y). Se sigue que M no es una superficie diferenciable en algiin punto de {(0,0)} x R si y sélo si

F.(0,0,p) = ap®+2b1p + ey,
F,(0,0,p) = asp® + 2bap + c2,

se anulan simultdneamente para algin p. Si consideramos las expresiones F; (0,0,p) y F, (0,0, p) como
polinomios en p, entonces estos polinomios tienen una raiz comun si y sélo si el resultante R se anula,

C1 2()1 al 0
0 C1 2()1 al

= (a162 - a201)2 —4 (a162 — agbl) (b162 — bgcl) . (2.2)
C2 2()2 a9 0

R =

0 C2 2()2 a9

Por otro lado, la expansién en serie de Taylor de orden 2 de la funcién A (x,y) es

b2 —ac= (b% — alcl) 2%+ (2b1by — coay — cra2) xy + (b% — a262) v?+0 (2). (2.3)

La parte cuadratica de b?>—ac es degenerada si y sélo si la matriz A de derivadas parciales de segundo
orden de la funcién b — ac es singular.

Mediante un calculo directo podemos ver que el determinante de A es

— (a162 — a202)2 +4 (a162 — agbl) (b162 — bgcl) . (2.4)

De (2.2) y (2.4) tenemos que R = 0 si y sélo si det A = 0. En consecuencia la funcién A tiene una
singularidad de Morse en el origen si y s6lo si M es diferenciable en una vecindad de {(0,0)} x R. m

En el espacio real de seis dimensiones cuyas coordenadas son los pardmetros a;, b;, ¢;, i € {1,2}, el
conjunto de puntos que satisface R = 0 es un conjunto de medida cero. Asi, genéricamente, dada una
ecuacién diferencial binaria, ésta define una superficie diferenciable M y en tal caso la funcién A tiene
una singularidad de Morse en el origen.

Observacién. Consideremos una ecuacién diferencial binaria tal que la funcién A = b? — ac tiene una
singularidad de tipo Morse. El pedir que en alguna vecindad V' de (0,0) el tinico punto que anula a la
funcién A = b% — ac es el (0,0) es equivalente a pedir que los coeficientes a;, b; y ¢;,i € {1,2} cumplan
la desigualdad:

(a162 — a201)2 —4 (a162 — agbl) (b162 — bgcl) < 0, (2.5)

en una vecindad agujereada del origen.
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Proposicién 5 La proyeccion m : M — R? definida por 7 (z,y,p) = (x,y), es localmente un difeo-
morfismo en puntos (x,y,p) € M tales que (x,y) # (0,0).

Observacién. Si tomamos la carta afin ¢ = ’éll—;, con dy # 0, de la recta proyectiva RP!, entonces

se obtienen la funcién G (z,y,q) = c(x,y)q¢* + 2b(z,y) ¢ + a(x,y), la superficie N = G~1(0) y la
proyeccién @ : N — R? definida como 7 (x,y,q) = (x,y), y se cumplen resultados semejantes a los
dados en las proposiciones 4 y 5.

2.2.1. El campo vectorial tangente a la superficie M.

Definicion. Supdngase que la superficie M es diferenciable. A un campo vectorial ¢ tangente a M le
llamamos levantamiento de la ecuacion (2.1), o levantamiento de los campos de direcciones determinados
por la ecuacidn diferencial binaria si d7T|(I7y7p) (v) es una recta de pendiente p en el punto (z,y), para
todo punto (z,y,p) € M y para todo vector v € &.

Proposicién 6 El campo vectorial

0 0 0
f—Fp%+pr8_y_(Fr+pr)a_p

es un levantamiento de la ecuacion (2.1) en una vecindad del origen.

Demostracién. El vector (Fj, pF,, — (F, + pF))) es claramente tangente a M en (x,y,p) pues

(Fp, pEy, —Fy — pFy) - (Fy, Fy, F,) = 0.

La diferencial de m en (z,y,p) transforma al vector (Fy,pFy,, — (Fy + pF,)) en el vector (Fy,,pF,)
anclado en (z,y) y este ultimo genera una recta de pendiente p en el punto (z,y). =

Proposicion 7 El campo vectorial & definido en M tiene genéricamente uno o tres puntos singulares
en {(0,0)} x R, los cuales son del tipo nodo o silla.

Demostracién. Los puntos singulares de £ en M son aquellos puntos (z, y, p) que satisfacen cada una
de las igualdades siguientes: F' (z,y,p) = 0, F}, (z,y,p) = 0, (Fy + pFy) (x,y,p) = 0.

El sistema F' (z,y,p) = F, (z,y,p) = 0, se satisface si la pareja (z,y) satisface (b2 — ac) (z,y) = 0.
Por lo tanto, los puntos singulares del campo & en M se proyectan bajo m en puntos del conjunto
A (z,y) = 0. Consideraremos unicamente los puntos singulares { que estédn en {(0,0)} x R.

Como F'(0,0,p) = 0= F, (0,0, p), los puntos singulares de £ en {(0,0)} x R estan dados por:

0 = FI(Ovovp)—l_pr(Ovap)
agp’ + (2by + a1) p* + (2by + o) p+ 1
= o(p).

El conjunto discriminante de los polinomios ctibicos ¢ (p) , formado por los polinomios con una raiz
real repetida, es un conjunto de medida cero en el espacio real de seis dimensiones cuyas coordenadas
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son los pardmetros a;, b;, ¢;, i € {1,2}. Genéricamente, un polinomio ¢ (p) tiene una raiz real o bien tres
raices reales distintas.

Analizando la parte lineal del campo vectorial £ en cada punto singular en {(0,0)} x R se obtiene el
resultado. Notemos que el tipo de punto singular (0,0, p1) queda determinado por los valores

a1 (p1) = 2(agp?+ (ba+a1)p1+b1),
fr = —¢' (p1).

Observemos que aq (p1) y (2 son los valores propios correspondientes a la parte lineal de un campo
vactorial & equivalente al campo vectorial &.

Como pp no es raiz repetida de ¢ entonces ¢’ (p1) # 0. Vamos a suponer que a1 (p1) # 0y que o y
¢ no tienen raices comunes. Por lo tanto, topologicamente los ceros de £ son nodos o sillas dependiendo
del signo de a1 y B2. W

2.3. Formas normales de ecuaciones diferenciales binarias lineales.

Con el propésito de conocer el indice de Poincaré-Hopf de una ecuacion diferencial binaria dada,
vamos a calcular primero el indice para ecuaciones lineales. Como el indice es invariante bajo cambio
de coordenadas, en esta seccidén, veremos que existe un cambio de coordenadas lineal con el cual una
ecuacion diferencial binaria lineal puede ser transformada a una en la que las funciones lineales a y ¢
s6lo dependen de la variable y. Después tendremos el andlisis cualitativo de los puntos singulares del
campo £ para la forma normal lineal.

Proposicién 8 Sea a (z,y) dy? +2b (x,y) dydz +c (x,y) dz? = 0 una ecuacion diferencial binaria lineal
tal que la funcion A = b? — ac es positiva en una vecindad agujereada del origen, se anula en (0,0) y
tiene una singularidad de Morse en (0,0). Supongamos que el polinomio ¢ (p) no tiene raices repetidas,
y que los polinomios a1 (p) y ¢ (p) no tienen raices comunes, entonces existe un cambio de coordenadas
del plano que transforma una ecuacion diferencial binaria lineal que satisface (2.5) en la forma normal

ydy? + 2 (b1 + bay) dydx — ydz? = 0.

Consideremos la identificacién entre el conjunto de ecuaciones diferenciales binarias de la forma
ydy? + 2 (b + bay) dydx — ydaz® = 0 y R?, la cual asigna a cada ecuacién diferencial el punto (by, bs).
A continuacién, veremos que con tal identificacién hay una particién del plano con coordenadas (b, bs)
determinada por el tipo de puntos singulares del campo vectorial £ definido en la superficie M.

Las siguientes curvas dividen al plano de acuerdo al tipo y ntmero de los puntos singulares del
campo vectorial ¢ determinado por la forma normal ydy? + 2 (byz + boy) dydr — yda? = 0.

4

1. En la curva “ no Morse ” by = 0, se tiene que la parte cuadrética de la funciéon A es degenerada.

Esto implica que A no tiene una singularidad de Morse en el origen.

La curva b; = 0 es también la curva con raices comunes de a1 (p) y ¢ (p). Pues el eigenvalor o
para este tipo de ecuacién diferencial binaria es:

a1 (p) =2 (p* + bap + b1) .
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%

b

3 puntos silla

1 punto silla
| | | |

T T 0 / T T b )

Figura 2.4: Particién del plano {(b1, b2)} determinado por ydy? + 2 (b1x + boy) dydx — ydx? = 0.

Si by = 0 entonces oy tiene a cero como raiz, asi a1 y ¢ (p) tienen una raiz comin, en consecuencia
se tiene una situaciéon no genérica.

2. Enlascurvas 2b1 —1 =0y b = % (b% + 1) el polinomio ¢ (p) tiene la siguiente forma
¢ (p) = p° + 2bap® + (201 — 1) p.

Las rafces de ¢ (p) son 0, —by + /b3 — (2by — 1) — by y —by — /b3 — (2by — 1). Por lo tanto, si
201 —1=06b1 = % (b% + 1) el polinomio ¢ (p) tiene una raiz doble, una situacién no genérica.

Ahora analizaremos los subconjuntos del plano que estédn limitados por dichas curvas (figura 2.4).

En el conjunto {(bl, bo) : % <by,b3—2b+1< 0} , el polinomio ¢ (p) = p> + 2bop? + (201 — 1) p,
tiene una tinica raiz real, p = 0. Las otras dos rafces son complejas conjugadas, pues b3 — (2b; — 1) < 0.
Como los valores propios correspondientes a la parte lineal del campo vectorial £ en el punto (0,0) son

a1 (0) = 2b1 > 0,

—¢(0) = —(2b—1)<0,
entonces el punto singular del campo vectorial € es un punto silla. Como & es la proyeccién en el plano
{(z,p)} del campo &, entonces (0,0, 0) es topolégicamente un punto silla.

En el conjunto {(bl, bo) 10 < by, b3 —2b; +1> 0} , el polinomio ¢ (p) tiene tres raices reales distin-
tas, que corresponden a tres puntos singulares del campo £. Topolégicamente, dos de ellos son silla y
uno es un nodo. El analisis de tal afirmacién es similar al anterior.

En el conjunto {(bl, bo) :by < 0,03 —2by + 1 > 0} , el polinomio ¢ (p) tiene tres raices reales distintas
que corresponden a tres puntos singulares del campo &. Topolégicamente, cada uno de ellos es un punto
singular de tipo silla.

Observacién. Si el campo vectorial £ tiene s6lo un punto singular el cual es un punto silla, entonces
el origen es de tipo lemon. Si £ tiene tres puntos singulares los cuales son tres puntos sillas, entonces
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se tiene el caso star. El caso monstar se consigue si el campo £ tiene dos puntos silla y un nodo (Ver
figura 2.5).

Ahora enunciamos el siguiente teorema con el que se obtiene una clasificacién topolégica local de
las curvas solucién de la ecuacién (1) la cual, tiene un punto singular que es aislado de la curva A = 0.

Teorema 9 Sea una ecuacion diferencial binaria (1) tal que la funcion A : V. C R?2 — R es no
negativa, se anula soélo en el origen y tiene una singularidad de Morse en (0,0). Supongamos que el
polinomio ¢ (p) no tiene raices repetidas, y que los polinomios a1 (p) y ¢ (p) no tienen raices comunes.
Entonces existe un germen de homeomorfismo h : (R2, 0) — (R2, 0) que lleva las curvas integrales de
una ecuacion diferencial (1) a las curvas integrales de alguna de las formas normales

i) Lemon ydy? + 2zdydr — ydz? = 0,
ii) Monstar — ydy? + %xdydx —ydz? =0,
ii1) Star ydy? — 2zdydzr — ydz? = 0.

El tipo estd determinado por la parte lineal de las funciones a,b y c. Ademds, el homeomorfismo es un
difeomorfismo en el complemento de ciertas direcciones que pasan por el origen.

MONSTAR

Figura 2.5: Modelos locales de la forma normal lineal ydy? + 2 (b1x + boy) dydx — ydx? = 0.

2.4. Teorema del indice de Poincaré-Hopf para una ecuacion diferen-
cial binaria.

En la seccién 2.1, se defini6 el indice de Poincaré-Hopf para una ecuacién diferencial binaria (2.1)
como el indice de Poincaré-Hopf de cualquiera de los campos de direcciones que determina en el plano.
En este apartado vamos a usar la particién del plano {(b1, b2)} considerada en la seccién precedente,
para calcular el indice de Poincaré-Hopf de la forma normal lineal ydy? +2 (b + boy) dydx — ydz? = 0.
Primero veremos que el indice es constante en cada uno de los abiertos determinados por la identificacion
de la forma normal lineal con el punto (b1, b2) del plano.

Lema 2 Sean wy = (b1, ba,), w1 = (b1,,b2,) dos puntos en alguno de los subconjuntos abiertos deter-
minados por la particion en el plano {(b1,b2)} y tales que el segmento de recta que une a wy con wy per-
manece contenido en dicho subconjunto, entonces existe una isotopia que lleva los campos de direcciones
que define wy en los campos de direcciones que define wi. En consecuencia, ind (wg,0) = ind (w1, 0).
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Demostracién. Paracadat € [0, 1] tenemos wy = ((1 —t) by, + tb1,, (1 —t) bo, + tbe,) = (Bo (1), B1 (1)),
es decir, la famila de ecuaciones diferenciales siguiente

ydy? 4+ 2 (By (t) x + By (t) y) dydx — yda? = 0.

Por continuidad, el indice de Poincaré-Hopf de los campos de direcciones que define w; = 0 es constante
para toda ¢t € [0, 1] y en consecuencia ind (w, 0) es constante para toda ¢ € [0,1]. ®

Proposicién 10 Sea w = (by,b2) una ecuacion diferencial binaria. Si el campo vectorial £ tiene 3
puntos silla entonces ind (w,0) = —%. Si el campo vectorial & tiene 2 puntos silla y un nodo entonces

ind (w,0) = % Si el campo vectorial € tiene 1 punto silla entonces ind (w,0) = %

Demostracion. Por el lema 2, es suficiente considerar las componentes conexas determinadas por la
particién del plano {(b1,b2)} y un punto (b1, b2) en cada una de ellas para calcular el indice de Poincaré-
Hopf de la ecuacién w = (by, by) . De manera conveniente tomaremos los puntos (—1,0), (1,0), (i, 0) y
(1,2).

Sea I' = (rcos(¢),rsen(p)) un circulo de radio los suficientemente pequenio y A arg (z) (<p)|(2)7r la
variacién del argumento del nimero complejo z a lo largo de I', cuando ¢ va de 0 a 2.

Sean z = x+iy, dz = (dz + idy) y consideremos la forma cuadratica z (dz)2 . La forma normal lineal

ydy? — 2xdydr —ydx? = 0 es igual a Im (z (dz)2> =0, con Im (z (dz)2> la parte imaginaria de z (dz)?.

Asi, el indice de esta forma normal es el nimero (ver [19] pag 138) J = —5-1 (A arg (2) (p) 3”) =

11 _ 1
—%527{'— R

La forma normal ydy? 4 2xdydx — ydx? = 0 es igual a I'm ((E) (dz)2> = 0. Por lo tanto el indice de
1
2w

! L(-2m) = L.

esta forma normal es el nimero J = —5=1 (A arg (Z) (p) 3”) =—

De forma similar la forma normal ydy?+ %;1?(13/(133—3/(1332 = 0esigual a Im ((ix — zy) (dz)2> = 0. Asi,

el indice de esta forma normal es el nimero J = —51 (A arg (z — iy) (<p)|(2)7r> = -1 (-2m) = 1.
Por tltimo, la forma ydy? + 2 (z + 2y) dydx — ydxz? = 0 es igual a I'm (x + 2y — iy) (dz)2 = 0. Asi, su
indice es el nimero J = —5-1 (A arg (r + 2y — 1y) (¢) 3”) =—3p1(-2m) =1 m

Para ecuaciones diferenciales binarias lineales génericas el siguiente teorema es consecuencia de la
proposicion 8, el lema 2 y la proposiciéon 10. Para una ecuaciéon genérica, no necesariamente lineal, por
el teorema 9 es suficiente considerar inicamente la parte lineal, asi:

Teorema 11 Sea w una ecuacion diferencial binaria de la forma (2.1) tal que en una vecindad V del
origen la funcion A : V C R? — R satisface la desigualdad A = b> —ac > 0, se anula sélo en el origen
y tiene una singularidad de Morse en (0,0). Supongamos que los coeficientes lineales de las funciones
a, b, c no son todos nulos y que el polinomio ¢ (p) no tiene raices repetidas ni raices en comin con o (p) .

FEntonces
n—s

2 9

donde s es el numero de puntos silla que tiene el campo vectorial & en el eje p y n es el numero de

ind (w,0) =1+

puntos singulares del campo vectorial & en el eje p del tipo nodo.
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2.5. Ecuaciones de las lineas asintéticas de superficies determinadas
por funciones polinomiales homogéneas.

n
2
diferenciales binarias con indice de Poincaré-Hopf igual a j. En particular, esto mostrara que para todo

En esta seccién veremos que para cada nimero de la forma j = con n € 7, existen ecuaciones
nimero de la forma j = 5, con n € Z existen campos de direcciones con indice j. Comenzaremos con lo
siguiente.

En general, los puntos de una superficie diferenciable en R? pueden ser clasificados como elipticos,
parabodlicos o hiperbélicos, de acuerdo a que la curvatura Gaussiana de la superficie sea positiva, cero
0 negativa, respectivamente. Las definiciones siguientes estan dadas en téminos de la multiplicidad de
interseccion de las rectas tangentes a la superficie en un punto con la superficie.

Definicién. Sea S una superficie diferenciable en R? y p € S. Un punto p € S es eliptico si toda recta
tangente en 7,5 tiene multiplicidad de interseccién con la superficie igual a dos.

Definicién. Sea S una superficie diferenciable en R3 y p € S. Una recta tangente a S en p es una recta
asintotica si su multiplicidad de interseccion con la superficie es mayor que dos.

Definicién. Un punto p en una superficie diferenciable S en R? es parabélico si existe inicamente una
recta tangente asintética a la superficie en p. Un punto p € S es hiperbdlico si existen exactamente dos
rectas tangente asintoticas a la superficie en p.

Si es S una superficie diferenciable en R3, para cada punto p € S existe una vecindad U C S con
p € U y una funcién diferenciable f : V C R? — R tal que U es la grafica de f. Asi, a un punto
p=(z,y, f(z,y)) de la gréifica de f|, le asociamos la forma cuadratica

fzz (.Z‘, y) d.’E2 + 2fry (.Z‘, y) d.’l?dy + fyy (.Z‘, y) dy27 (26)

llamada la sequnda forma fundamental de S.

En consecuencia, los puntos hiperbélicos de S son aquéllos en los que la forma cuadratica (2.6) se
anula en dos rectas asintéticas distintas. Equivalentemente, en donde fy, (z,y) foa (z,y) — fﬁy (z,y) < 0.
Mientras que los puntos parabdlicos son aquéllos donde fyy (2, y) frz (2, y) — fﬁy (z,y) = 0. Los puntos
elipticos son aquéllos donde fyy (z,y) fox (z,y) — fﬁy (z,y) > 0.

En particular, nos enfocaremos en superficies que son la grafica de f : R> — R f (z,y) = p(z,y),
una funcién polinomial, donde p (z,y) es un polinomio homogéneo factorizable de grado k, es decir, es
un polinomio homogéneo de grado k con coeficientes reales que es el producto p (z,y) = Iy -l de k
distintos polinomios reales homogéneos de grado 1 tales que las rectas [; = 0,7 =1,..., k, son conjuntos
distintos.

Lema 3 Sea f una funcion polinomial determinada por un polinomio homogéneo factorizable p (x,y) =
ly---lg. Entonces la grdfica de f consta de puntos hiperbdlicos para todo (x,y, f (z,y)) # (0,0, £(0,0)) .

Demostracién. Si ¢ = (x,y) # (0,0), entonces g estd en un sector 0 determinado por dos rectas,
digamos l; = 0 y [; = 0, o bien, ¢ estd en una de las rectas [; = 0.

En el primer caso, sean Z; =0y ZA; = 0, dos rectas que pasan por ¢, paralelas a l; = 0y [; = 0,
respectivamente. El complemento en el plano de las rectas [; = 0 y [; = 0 consiste de cuatro sectores,
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uno de ellos, que llamaremos A, estd contenido en €. Sea m C R? una recta que pasa por ¢ y que corta
al sector A, pero que no pasa por el origen y no es paralela a ninguna de las rectas [; = 0,7 € {1,...k}.
Asi, las intersecciones de m con las rectas [; = 0,7 € {1,...k} estdn de un solo lado con respecto a q.
Para continuar con la demostracion haremos uso del siguiente lema.

Lema 4 Sean Iy, ..., polinomios homogéneos de grado 1. La restriccion f|,, de f =1;---l; a una
recta m C R? que no pasa por el origen y no es paralela al; = 0,i=1,....k, es un polinomio de una
variable que tiene k raices distintas, k — 1 extremos locales y k — 2 puntos de inflexion los cuales son
del tipo mds simple. Ademds, entre dos puntos extremos de f|,, existe sélo un punto de inflexion. Si m
es una recta paralela pero no igual a alguna de las rectas l; = 0, entonces f|,, es un polinomio de grado
k—1, con k — 1 raices distintas, k — 2 puntos extremos y k — 3 puntos de inflexion.

Continuemos con la prueba del lema 3. Sin perder generalidad supongamos que f(q) > 0. Por el
lema 4 los puntos extremos y los puntos de inflexién estdn de un solo lado con respecto a ¢ y como
f(q) > 0, el punto critico de f|, mds cercano a ¢ es un minimo. Se sigue que la derivada de f|, es
positiva en g. Asi f| es creciente en ¢ y no hay cambio de convexidad en ¢. Se tiene asi que f]  es
convexa en q.

Ahora, consideremos la recta tangente s a la curva de nivel f (x,y) = f (¢) en el punto ¢. La derivada
de f en direccién de la recta s en el punto ¢ se anula, por lo que la derivada de f|_ en ¢ es igual a
cero, asi, la recta s no intersecta al sector A y ademads no pasa por el origen. El punto ¢ es un maximo
de f|, ya que f(g) > 0y porque todos los puntos criticos de f| _ son genéricos. Se sigue que f|, es
concava en ¢. Concluimos que el punto (g, f (¢)) es un punto hiperbdlico de la grafica de f.

Ahora supongamos que ¢ estd en una de la rectas [; = 0, para alguna i € {1,...k}. Cadarectal; =0
es una recta tangente en cada uno de sus puntos a la superficie, es decir, [; = 0 es una recta tangente
contenida en la superficie, asi la multiplicidad de interseccién de [; = 0 con la superficie es infinita, en
consecuencia [; = 0 es una recta asintotica en cada uno de sus puntos. Asi, cada punto en la recta [; = 0
no puede ser eliptico y en consecuencia el hessiano de f, hess(f) = fyy (2,Y) fou (€, y) — ﬁy (z,y) es
menor o igual a cero para todos los puntos en una vecindad de la recta [; = 0.

Ahora veremos que el hessiano de f se anula solo en el origen. Mediante un cambio de coordenadas
podemos llevar a la recta l; = 0, por ejemplo, en la recta y = 0. Asi, en las nuevas coordenadas el
polinomio f es igual a f (z,y) = yg (z,y), donde g = ly---Ij es el producto de los k — 1 polinomios

restantes lo, . .., [k, (en las nuevas coordenadas), es decir, es un polinomio factorizable de grado k — 1.
. 2

El hessiano de f es hess (f) = Y9z (Ygyy + 20y) — (Ygay + g2)” - Por lo tanto, hess (f)|y:0 = —g?2 =0

donde g%’ es un polinomio real en x de grado 2 (k — 2) de la forma Az2(*%=2) con A una constante.

y=0
Se sigue que la restriccion del hessiano de f a la recta y = 0 es igual cero sélo en el origen y es negativo

en el resto de la recta y = 0.

En consecuencia, si ¢ # 0 estd en alguna de las rectas [; = 0 entonces hess (f) < 0 en ¢, por lo que
(¢, f (q)) es un punto hiperbdlico de la grafica de f. m

Asi, en una superficie dada como la grafica de una funcién f (x,y) = p(z,y), donde p (z,y) es un

polinomio homogéneo factorizable tenemos la ecuacion diferencial binaria asociada

fzz (.Z‘, y) d.’E2 + 2fry (.Z‘, y) d.’l?dy + fyy (.Z‘, y) dy2 = 07 (27)
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la cual satisface que el origen es un punto singular aislado. Por lo que para todo punto (x,y) # (0,0)
se tiene que fﬁy (x,y) = fyy (€, Y) fea (x,y) > 0. Las curvas integrales de (2.7) son las curvas asintéticas
de la gréafica de f. Lo siguiente es calcular el indice de (2.7).

El espacio de las formas cuadriticas con coeficientes reales definidas en R? es isomorfo a R3, de la
siguiente forma: a una forma cuadrética au? + 2buv + cv? se le asigna el punto (a,b,c) € R3 en forma
biunivoca. Una forma cuadratica es llamada eliptica, parabdlica o hiperbdlica si el determinante ac — b?
de la matriz simétrica asociada es positivo, nulo o negativo, respectivamente.

En R3 las formas cuadraticas parabdlicas determinan el cono C:{ (a,b,c)lac —b* = 0} de formas
degeneradas. El complemento en R? del cono C consiste de tres componentes conexas. El exterior del
cono, es decir, el conjunto { (a,b,c)|ac — b < 0} corresponde a la formas cuadraticas hiperbélicas, mien-
tras que las dos componentes conexas restantes, es decir, el conjunto { (a,b,c) ac — b > 0} corresponde
a las formas cuadraticas elipticas.

Definicién. Una funcién continua v : S — R3 del circulo en el espacio de formas cuadraticas es
llamada curva hiperbdlica si para cada ¢ € S' la forma cuadrética v (¢) es hiperbdlica.

Definicién. Sea v :S' — R? una curva hiperbélica. Al niimero de vueltas que da la curva v alrededor
del cono de formas degeneradas C le llamamos el indice de la curva hiperbdlica v y es denotado por
Ind (7).

Notemos que si 7 : S — R? una curva hiperbélica entonces
1
Ind(y) = D Aarg(a — c+ 2bi) (p) 3”,
™

donde 3 (a — ¢+ 2bi) () es el punto que se obtiene al proyectar ortogonalmente () al plano a+c = 0
y Aarg(a— c+ 2bi) (g0)|(2)7r denota la variacién del argumento del ntmero complejo (a — ¢+ 2bi) (@)
cuando ¢ va de 0 a 27. Notemos que se ha hecho un abuso de notaciéon al identificar el punto
(rcosp,rseng) del circulo de radio r con el dngulo ¢ € [0,27], lo cual hace corta la expresién

A arg (a — ¢+ 2bi) ((rcos p, rseng)) 3” .

Sea 7 : ST — R3 una curva hiperbélica. Si a cada ¢ € S! le asignamos las dos rectas en las que
la forma cuadrética 7 (¢) se anula, entonces v define sobre S! dos campos continuos de direcciones los
cuales no coinciden en ningun punto ¢ € S'. En consecuencia, el indice de cada campo de direcciones
determinado por v sobre S es el mismo.

En [2] V. I. Arnol’d prueba los siguientes teoremas. Aqui, haremos uso de ellos para calcular el indice
de la ecuacion diferencial (2.7).

Teorema 12 El indice de una curva hiperbdlica v es dos wveces el indice de uno de los campos de
direcciones determinados por .

Si f:U CR? — R es una funcién polinomial homogénea de grado D en coordenadas polares
(x =7 cosp,y = sen ) tiene la expresion f (z,y) = rPF (p).

Sea f (z,y) = 7P F (¢) una funcién polinomial homogénea de grado D > 1. Si para cada r > 0, f de-
fine una curva hiperbélica v (¢) = (fox (¢) , fay (¢), fyy (¢)), decimos que la funcién F' es D—hiperbdlica.

Fl siguiente teorema indica una forma de calcular el indice de curvas hiperbdlicas correspondientes
a funciones D-hiperbdlicas.
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Teorema 13 FEl indice de una curva hiperbdlica v correspondiente a una funcion D—hiperbdlica F es
iqual a

ind(y)=2-— %#{<PO|F(<P0) =0}.

Una ecuacién diferencial binaria w = a (z, y) dz? + 2b (x,y) dedy + c (x,y) dy? = 0 tal que para todo
punto (z,%) # (0,0) en una vecindad V del origen la funcién b? — ac es positiva y (b2 — ac) (0,0) =0,
determina una curva hiperbdlica v para cada circulo C contenido en V. Asi, fijando un circulo C C V
con centro en (0,0) por el teorema 12 se tiene que Ind () = 2Ind (w,0), es decir, el indice de la curva
hiperbdlica v : C' — R3 es el doble del indice de Poincaré-Hopf de la ecuacién diferencial binaria w = 0.

Si f (z,y) = p(x,y) es una funcién polinomial con p un polinomio homogéneo factorizable de grado
D, el lema 3 afirma que la grafica de f es hiperbodlica fuera del origen, esto implica en particular que la
ecuacién diferencial (2.7), satisface fﬁy (x,y) = fyy (2,9) foe (x,y) > 0, para todo punto (z,y) # (0,0).
Asi, por el teorema 12, el indice de Poincaré-Hopf de la ecuacién diferencial binaria queda determinado
por el indice de la curva hiperbélica v : St — R3, v (¢) = (faz (¢) s fay (0), fuu (©)) -

Corolario. Sea f(z,y) = p(z,y) una funcion polinomial con p un polinomio homogéneo factorizable
de grado D > 3. Entonces el indice de Poincaré-Hopf de la ecuacion diferencial de las lineas asintdticas
(2.7) de la grafica de f es negativo e igual a

1
Ind(w,0)=1-— §D.

Demostracién. Para f(x,y) = p(z,y) una funcién polinomial con p un polinomio homogéneo fac-
torizable de grado D > 3, la funcién D—hiperbdlica F' estd determinada por la restriccién de p al
circulo unitario del plano {(z,y)}. Asi, F'(¢) = 0 si y sélo si p(p) = 0. El nimero de elemen-
tos que tiene el conjunto {po|p(¢o) =0} es 2D, que es exactamente el nimero de veces en que el
polinomio p cambia de signo al recorrer S una vez. Por lo tanto, el indice de la curva hiperbélica
v St — R39(0) = (fuw (©) s fuy (9) s fyy () es ind (y) = 2 — D. En consecuencia, el indice de
Poincaré-Hopf de (2.7), es Ind (w,0) = Yind (y) =1—4D. =

Para encontrar ecuaciones diferenciales binarias con indice j = § > 0, consideremos la forma

cuadratica z" (dz)2 , donde Z = x — iy, dz = dx + idy. La parte real Re (E” (dz)2> y la parte imaginaria

Im (2” (dz)2> de 7" (dz)? son formas cuadréticas con coeficientes reales.

Afirmacién 1 FEl indice de Poincaré-Hopf de la ecuacion diferencial binaria Re (E” (dz)2> =0 es
positivo e igual a 5.

Demostracion. Efectivamente,

7" (d2)* = (Re(z") +ilm (z") (dz® — dy® + 2idzdy)
= Re(z") (d2® — dy®) — 2Im (2") (dzdy) + i (2Re (2") (dzdy) + Im (2") (dz* — dy?)) .

Asi, tomando una curva hiperbélica v : S — R? determinada por la ecuacién diferencial

Re (Z") (d332 - dy2) —2Im (Z") (dzdy) = 0,
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se tiene que

Ind(y) = 5-Aarg(2Re(z") — 20m () ()" = 5= axg (227) ()27

1
2—A arg (22") (cos ¢, sen )27 = n
T

Por lo tanto, Ind (w,0) = 5. =
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