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2.4. Teorema del ı́ndice de Poincaré-Hopf para una ecuación diferencial binaria. . . . . . . . 12

2.5. Ecuaciones de las ĺıneas asintóticas de superficies determinadas por funciones polinomiales
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Introducción

Centraremos la atención en ecuaciones diferenciales binarias cuadráticas de la forma

a (x, y)dy2 + 2b (x, y)dydx + c (x, y)dx2 = 0, (1)

en las que a, b y c son funciones con valores reales diferenciables en una vecindad del origen, que se
anulan en (0, 0) y tienen parte lineal distinta de cero. Supondremos también que la función Δ = b2−ac

es no negativa en una vecindad V ⊆ R
2 de (0, 0) y que el origen es un punto aislado de la curva

discriminante
(
b2 − ac

)
(x, y) = 0.

El estudio de las ecuaciones diferenciales binarias ha sido motivado por la geometŕıa diferencial de
superficies. En el siglo XIX, dentro del contexto de ĺıneas de curvatura sobre superficies, G. Darboux
y A. Cayley sugieren un método para integrar este tipo de ecuaciones diferenciales. Tiempo después,
P. Hartman y A. Wintner obtienen un teorema sobre la existencia de una curva que tiende al origen
y que es solución de la ecuacion diferencial (para las dos familias de soluciones existe tal curva [23]).
Más adelante, en 1982 A. G. Kuzmin describe una clasificación geométrica de los puntos singulares de
la ecuación diferencial [20]. En los trabajos de J. Sotomayor y C. Gutierrez [25], J. W. Bruce y D. L.
Fidal [7], se dan modelos locales del comportamiento de las ĺıneas de curvatura en una vecindad de un
punto umb́ılico. La clasificación es atribuida a Darboux [11] y los nombres a J. H. Hannay [5].

En los trabajos de Hartman y Wintner [16],[17],[18] y en los de Kuzmin [20],[21] se estudian estas
ecuaciones bajo la hipótesis de que los coeficientes de la ecuación diferencial están en posición general.
Una condición de genericidad que aqúı supondremos sobre la ecuación diferencial (1) es que la función
b2 − ac tenga una singularidad de Morse en el origen.

En cada uno de los puntos (x, y) ∈ V donde la función b2 − ac es positiva la ecuación (1) define dos
direcciones distintas. Aśı, se tiene en V dos campos de direcciones los cuales tienen un punto singular en
el origen. Considerando estos dos campos de direcciones se construye una superficie M̂ ⊂ R

2 × RP 1 de
la siguiente manera. Para cada punto (x, y) ∈ V distinto del origen, se tienen dos direcciones [αi, βi] ∈
RP 1, i = 1, 2. Formemos entonces las ternas (x, y, [αi, βi]) , i = 1, 2. Los puntos de M̂ son aquellos puntos
de R

2 × RP 1 que satisfacen a (x, y)α2 + 2b (x, y)αβ + c (x, y)β2 = 0. Intuitivamente, M̂ se obtiene de
asignarle a cada punto (x, y) ∈ V \ {(0, 0)} dos puntos en {(x, y)} × RP 1 que respectivamente están
situados a la “altura” determinada por la pendiente de cada una de las dos rectas definidas en (x, y) .

Ciertamente, {(0, 0)} × RP 1 está contenida en M̂.

Una manera de estudiar ecuaciones diferenciales binarias es levantar los dos campos de direcciones
a un único campo vectorial ξ tangente a la superficie M̂ ⊂ R

2 × RP 1. Tomando una carta af́ın de
RP 1 la superficie M̂ es, en general, una superficie diferenciable M en R

3 y la proyección vertical

iii



iv Introducción

π : M ⊆ R
3 −→ R

2 es localmente un difeomorfismo fuera de {(0, 0)} × RP 1. El campo ξ tiene en
π−1 (0, 0) uno o tres puntos singulares de ξ los cuales son del tipo silla o nodo.

En el caṕıtulo uno se da la definición del ı́ndice de Poincaré-Hopf para campos vectoriales, ésta
definición tiene la ventaja de generalizarse a campos de direcciones no necesariamente orientables [22].
Además, se prueba, para campos vectoriales diferenciables, la fórmula del ı́ndice de Poincaré-Hopf para
el disco, la cual da una manera geométrica de calcular el ı́ndice de un punto singular aislado.

Veremos que el ı́ndice de Poincaré-Hopf es igual para los dos campos de direcciones que define (1),
definiendo aśı el ı́ndice de Poincaré-Hopf de la ecuación diferencial (1). El principal interés de este trabajo
es relacionar el ı́ndice de una ecuación diferencial binaria (con las condiciones antes mencionadas) con
la suma de los ı́ndices de los puntos singulares del campo vectorial ξ.

En [7] y [9], J. W. Bruce y F. Tari muestran que genéricamente las curvas integrales de ecuaciones
diferenciales binarias con parte lineal distinta de cero son topológicamente equivalentes a una ecuación
diferencial binaria lineal y que la parte lineal de las funciones a, b y c determina el tipo al que pertenecen.
Hay tres tipos topológicos lineales, a saber, Lemon, Monstar y Star.

El ı́ndice de Poincare-Hopf de una ecuación diferencial binaria con las hipotesis del teorema 9, basta
ser calculado para la parte lineal de la ecuación. Es conocido que los ı́ndices para los casos Lemon y
Monstar es 1

2 , mientras que para el caso Star es −1
2 , en el caṕıtulo dos veremos una prueba de ésto.

La última sección de este trabajo se enfoca en probar la existencia de campos de direcciones con
ı́ndice J = n

2 , n ∈ Z. Veremos que la segunda forma fundamental que define las ĺıneas asintóticas de
superficies dadas como la gráfica de una función polinomial son ejemplos que realizan los ı́ndices j < 0.

Los polinomios que realizan estos ı́ndices son homogéneos de grado n y se factorizan como produc-
to de n distintos polinomios lineales homogéneos. Los ı́ndices positivos son realizados por ecuaciones
diferenciales binarias tales que las funciones a, b y c satisfacen que Re (zn) = −a = c y −Im (zn) = b.



Caṕıtulo 1

Teorema del ı́ndice de Poincaré-Hopf

para el disco.

1.1. Índice de Poincaré-Hopf en un punto singular aislado de un cam-

po vectorial.

Sea ξ un campo vectorial diferenciable en el plano y p un punto singular aislado de ξ. Sea Γ una
circunferencia con centro en p, orientada positivamente, tal que en el interior de Γ y sobre Γ misma el
único punto singular del campo vectorial es p.

El ı́ndice de Poncaré-Hopf del campo vectorial ξ en el punto p, denotado por Ind (ξ, p) es el número
de vueltas que da el vector ξ (q) al variar positivamente el punto q a lo largo de Γ.

De manera equivalente tenemos lo siguiente. Sobre el plano definamos el campo vectorial constante
ζ tal que todos los puntos del plano tienen asociado el vector ξ (p0). Sea θ (q) el ángulo entre el vector
ξ (q) y el vector ζ (q) = ξ (p0). Denotemos por δΓ� (ξ, ζ) el cambio total del ángulo θ después de haber
variado el punto q a lo largo de Γ, en la dirección positiva. Entonces Ind (ξ, p) es el número entero

j =
1
2π

δΓ� (ξ, ζ) .

A continuación veremos una descripción de Ind (ξ, p) en términos del número de vectores tangentes
del campo vectorial ξ sobre una circunferencia Γ, suponiendo que este número de vectores es finito. Sim-
ilar a ésta, Bendixon dió una descripción del ı́ndice en el contexto de los sectores eĺıpticos, hiperbólicos
y parabólicos determinados por sistemas dinámicos anaĺıticos (Ver [15] y pág. 511 de [1]).

Definición. Sea α el ángulo entre el vector ξ (q) y la recta tangente a Γ en q. Si ξ (q0) es tangente a Γ
decimos que ξ (q0) es tangente interior a Γ si el ángulo α incrementa al variar positivamente el punto
q ∈ Γ en una vecindad de q0 y decimos que ξ (q0) es tangente exterior a Γ si el ángulo α disminuye al
variar (positivamente) el punto q ∈ Γ en una vecindad de q0.

Observación. Entre dos tangentes interiores el ángulo α incrementa en π. Entre dos tangentes exte-
riores el ángulo α disminuye en π. Entre una tangente exterior y una tangente interior la variación del
ángulo es nula.

1



2 Caṕıtulo 1. Teorema del ı́ndice de Poincaré-Hopf.

Teorema 1 Sea ξ un campo vectorial diferenciable en el plano y p el único punto singular de ξ en un
disco cerrado D del cual su frontera es la circunferencia orientada Γ con centro en p. Supóngase que ξ

tiene un número finito de vectores tangentes a Γ. Sea i el número de tangentes interiores y e el número
de tangentes exteriores a Γ. Entonces

Ind (ξ, p) = 1 +
i − e

2
.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que p es el origen (0, 0) . Sea η = −y ∂
∂x +x ∂

∂y ,

el campo de vectores tangentes a cada circunferencia centrada en p.

Consideremos primero el caso en el que el número de tangentes interiores, i de ξ y el número de
tangentes exteriores, e de ξ, son ambos iguales a cero. En un disco cerrado D, lo sufiecientemente
pequeño, se tiene que el ángulo entre ξ y η no es un múltiplo de π para todo punto q ∈ D. Definamos
H (s, q) = (1 − s) ξ (q)+sη (q) con s ∈ [0, 1] , q ∈ D. Aśı, para cada s ∈ [0, 1] se tiene un campo vectorial
diferenciable H (s, ·) en D. Para todo s ∈ [0, 1] , el único punto singular de H (s, ·) es p. Además,
H (0, q) = ξ (q) , H (1, q) = η (q) . Se sigue que el campo ξ es deformado a η de manera continua y no
se anula fuera del origen a lo largo de la deformación. Por lo tanto, se tiene que Ind (ξ, p) = Ind (η, p) .

Como Ind (η, p) = 1, entonces Ind (ξ, p) = 1 = 1+ i−e
2 , lo cual muestra la fórmula en el caso considerado.

Ahora supongamos que i y e no son ambos iguales a cero. Sea J = ÂB un arco de Γ tal que ξ (A)
y ξ (B) son tangentes interiores o tangentes exteriores pero en ningún otro punto de J el campo ξ es
tangente a Γ. Si ξ (A) y ξ (B) son ambos tangentes interiores, entonces el ángulo entre los campos η y ξ

aumenta π unidades. Si ξ (A) y ξ (B) son tangentes exteriores, entonces el ángulo entre los campos η y
ξ disminuye π unidades. Si ξ (A) es tangente interior (exterior) y ξ (B) es tangente exterior (interior),
entonces el ángulo entre los campos η y ξ tiene variación nula. Cualquiera de los casos queda expresado
en la siguiente igualdad:

δJ� (ξ, ζ) = δJ� (η, ζ) +
π

2
(iJ − eJ ) ,

donde iJ , eJ ∈ {0, 1, 2} . Estos denotan el número de tangencias interiores o exteriores en J, ζ es el
campo vectorial constante con valor ξ (A) y δJ� (ξ, ζ) es la variación del ángulo entre los campos ξ y ζ

a lo largo de J.

Aśı, al considerar todos los arcos J de Γ, cuyos puntos inicial y final son los puntos en los que ξ es
tangente a Γ (y en ningún otro punto de J el campo ξ es tangente a Γ), se tiene que

2πInd (ξ, p) = 2πInd (η, p) + π (i − e) ,

pues nótese que 2π =
∑

J δJ� (η, ζ) = δΓ� (η, ζ) = 2πInd (η, p) y que 1
2

∑
J iJ = i, 1

2

∑
J eJ = e. En

consecuencia, se obtiene la conclusión del teorema.
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Indice de un campo de direcciones en el disco. 3

1.2. Índice de un campo de direcciones definido en el disco.

Sea F un campo de direcciones continuo, definido en un subconjunto abierto U de R
2. Sea p una

singularidad aislada del campo de direcciones F y sea Γ una circunferencia con centro en p, orientada,
tal que en el interior de Γ y sobre Γ misma, la única singularidad del campo de direcciones sea p. Sea
F (q0) la recta definida por F en el punto q0 ∈ Γ, y dotemos de un sentido a F (q0) . Esto determina,
por continuidad del campo de direcciones, un sentido en todas las rectas F (q) , para cada q ∈ Γ.

Notemos que al dar un sentido a cada recta del campo de direcciones en los puntos de Γ, estamos
definiendo un campo vectorial sobre Γ, que por supuesto, en general no será continuo. En consecuencia,
las definiciones de tangente interior y tangente exterior de un campo de direcciones son las mismas
definiciones que para campos vectoriales.

Consideremos el campo vectorial constante F (q0) tal que a todo punto del plano le asocia el vector
F (q0) (con el sentido dado anteriormente ) y sea � (F (q0) , F (q)) el ángulo entre los vectores F (q0) y
F (q) , con q ∈ Γ. Evaluemos δΓ� (F (q0) , F (q)) , el cambio total de este ángulo al haber reccorrido Γ
en sentido positivo.

Definición. El ı́ndice de Poncaré-Hopf del campo de direcciones F en el punto p, denotado por
Ind (F, p) se define como el número

Ind (F, p) =
1
2π

δΓ� (F (q0) , F (q)) .

Análogo al teorema 1 tenemos el siguiente para campos de direcciones.

Teorema 2 Sean F un campo de direcciones en el plano, p un punto singular aislado de ξ en una
vecindad V ⊆ R

2 y Γ ⊂ V una circunferencia con centro en p orientada positivamente. Supóngase que
F tiene un número finito de vectores tangentes a Γ. Sea i el número de tangencias interiores y e el
número de tangencias exteriores del campo de direcciones F en Γ. Entonces

Ind (F, p) = 1 +
i − e

2
.

���������	��
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Figura 1.1: Comportamiento de los campos de direcciones o vectoriales alrededor en una tangencia
interior o exterior.



4 Caṕıtulo 1. Teorema del ı́ndice de Poincaré-Hopf.
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Figura 1.2: Para cada J = n
2 existe un campo de direcciones con una singularidad con ı́ndice j.



Caṕıtulo 2

Ecuaciones diferenciales binarias.

2.1. Índice de Poncaré-Hopf de una ecuación diferencial binaria.

Vamos a considerar ecuaciones diferenciales binarias de la forma

a (x, y)dy2 + 2b (x, y)dydx + c (x, y)dx2 = 0, (2.1)

con a, b y c funciones real valuadas diferenciables que se anulan en el origen, tienen parte lineal distinta
de cero y que además satisfacen la desigualdad b2 − ac ≥ 0 en una vecindad V ⊆ R

2 del origen y tal
que (0, 0) es el único punto en V en el que la función b2 − ac se anula.

Lema 1 La ecuación diferencial binaria (2.1) define dos campos direcciones continuos en el conjunto
U =

{
(x, y) ∈ V | b2 (x, y)− a (x, y) c (x, y) > 0

}
. Las dos direcciones son distintas para todos los puntos

de U.

Definición. Decimos que un punto (x, y) ∈ V es un punto singular de la ecuación diferencial binaria
(2.1) si a (x, y) = b (x, y) = c (x, y) = 0.

Obsérvese que el origen es el único punto singular en V de la ecuación diferencial binaria (2.1).

Proposición 3 Consideremos una ecuación diferencial binaria de la forma (2.1), entonces el ı́ndice de
Poincaré-Hopf en el origen es igual para los dos campos de direcciones que define.

Demostración. Sean F1, F2 los campos de direcciones que define una ecuación diferencial binaria
y mj = Ind (Fj , 0) − 1. Supongamos que Ind (F1, 0) �= Ind (F2, 0) . Por el teorema 2, m1 = i1 − e1 �=
i2−e2 = m2, donde ij y ej denotan el número de tangentes interiores y exteriores de Fj, respectivamente.

Si mj > 0 entonces Fj tiene más tangentes interiores que exteriores. Si mj < 0 entonces Fj tiene
más tangentes exteriores que interiores. Y mj = 0 si Fj tiene igual número de tangentes exteriores que
interiores. Como m1 �= m2 el número de tangentes interiores que tiene F1 es distinto al número de
tangentes interiores que tiene F2 o bien, el número de tangentes exteriores que tiene F1 es distinto al
número de tangentes exteriores que tiene F2. En cualquiera de estos casos se sigue que los campos de
direcciones coinciden en algún punto. Para hacer visible ésto, consideremos Γ ⊂ V una circunferencia
con centro en el origen y para cada j ∈ {1, 2} la función αj : Γ −→ RP 1 tal que a cada punto p ∈ Γ le

5



6 Caṕıtulo 2. Ecuaciones diferenciales binarias.
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Figura 2.1: (a) Curva b2 − ac = 0 con un punto aislado en el origen. (b) La ecuación (2.1) define dos
campos de direcciones distintos en U , para ambos el origen es un punto singular aislado.

asocia la dirección determinada por el ángulo entre el vector Fj (p) (habiendo elegido un sentido en el
campo de direcciones) y el vector tangente a Γ en p que apunta en dirección positiva. Es decir, αj le
asocia a cada punto en Γ un punto en RP 1.

La gráfica de αj es una curva en Γ × RP 1, homotópica a una curva en Γ × RP 1, la cual da una
vuelta con respecto de los paralelos, es decir, recorre una vez a Γ y da mj vueltas con respecto de
los meridianos, esto es, recorre mj veces a RP 1. Los recorridos con respecto de los meridianos, son en
sentido positivo si el signo de mj es positivo (las pendientes van de positivas a negativas pero pasando
por la pendiente infinita) o en sentido negativo si el signo de mj es negativo (las pendientes van de
negativas a positivas pero pasando por la pendiente infinita) (ver figura 2.2).

Como m1 �= m2 entonces las gráficas de α1 y α2 se intersecan, lo cual implica que los campos
de direcciones coinciden en un punto de Γ, una contradicción al lema 1. Por lo tanto Ind (F1, 0) =
Ind (F2, 0) .

Figura 2.2: (a) Gráfica de la función αj si el campo de direcciones Fj tiene un punto con una tangencia
interior en p. (b) Gráfica de αj si el campo de direcciones Fj tiene un punto con una tangencia exterior
en p. (c) Gráfica de αj si el campo de direcciones Fj tiene una tangencia exterior en p1 y una tangencia
interior en p2. (d) Gráfica de αj si en p1, p2 y p3 el campo de direcciones Fj tiene tres tangencias
interiores. Note que los signos + y − denotan respectivamente a los puntos de RP 1 que corresponden
a rectas en R

2 con pendiente positiva y pendiente negativa.
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La doble cubierta de una ecuación diferencial binaria 7

Definición. Sea ω = 0 una ecuación diferencial binaria de la forma (2.1). Definimos el ı́ndice de
Poincaré-Hopf de ω = 0 en el origen como el ı́ndice de Poincaré-Hopf de cualquiera de los campos de
direcciones que define y lo denotamos por ind (ω, 0) .

2.2. Doble cubierta asociada a una ecuación diferencial binaria

Consideremos una ecuación diferencial binaria de la forma (2.1) y un sistema de coordenadas en
RP 1. Sea M̂ el subconjunto de R

2 × RP 1 definido de la siguiente manera:

M̂ =
{
((x, y) , [α : β]) ∈ R

2 × RP 1 : a (x, y)α2 + 2b (x, y)αβ + c (x, y)β2 = 0
}

.

Como (0, 0) ∈ V es un punto singular de la ecuación diferencial, entonces M̂ contiene a {(0, 0)}×RP 1.

Por el lema 1, para cada pareja (x, y) ∈ U, hay dos direcciones [α1 : β1] , [α2 : β2] ∈ RP 1 tales
que ((x, y) , [α1 : β1]) y ((x, y) , [α2 : β2]) pertenecen a M̂ . Aśı, M̂ constituye una doble cubierta de U .
Llamamos a M̂ la doble cubierta de la ecuación diferencial binaria (2.1).

Tomando p = dy
dx , dx �= 0 se elige una carta af́ın de la recta proyectiva RP 1. Entonces, en R

3 definimos
la función diferenciable

F (x, y, p) = a (x, y)p2 + 2b (x, y)p + c (x, y) .

La ecuación impĺıcita F (x, y, p) = 0 define el conjunto

M =
{
((x, y) , p) ∈ R

2 × R : a (x, y)p2 + 2b (x, y)p + c (x, y) = 0
}

.

Si un punto (x, y) ∈ U y es distinto del origen, entonces existen p1 �= p2 ∈ R tales que (x, y, pi) ∈
M, i = 1, 2. Si (x, y) = (0, 0) se tiene que {(0, 0)} × R ⊂ M.

Figura 2.3: Localmente, M̂ es una superficie en R
3

�

�

���
����

�

�

Consideremos una ecuación (2.1) y supongamos que las funciones a, b y c están dadas de la siguiente
forma: a (x, y) = a1x + a2y + O (2) , b (x, y) = b1x + b2y + O (2) y c (x, y) = c1x + c2y + O (2).
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Proposición 4 La superficie M es diferenciable en una vecindad de {(0, 0)}×R si y sólo si la función
Δ (x, y) = b2 (x, y)− a (x, y) c (x, y) tiene una singularidad de tipo Morse en (0, 0) , es decir, si y sólo si
(0, 0) es un punto cŕıtico no degenerado de Δ.

Demostración. Notemos que los puntos (x, y, p) en los cuales M no es una superficie diferenciable
son aquéllos puntos de M que satisfacen que Fx (x, y, p) = Fy (x, y, p) = Fp (x, y, p) = 0.

Como a (0, 0) = b (0, 0) = 0, entonces todo punto en {(0, 0)} × R anula a Fp (x, y, p) = 2pa (x, y) +
2b (x, y) . Se sigue que M no es una superficie diferenciable en algún punto de {(0, 0)} × R si y sólo si

Fx (0, 0, p) = a1p
2 + 2b1p + c1,

Fy (0, 0, p) = a2p
2 + 2b2p + c2,

se anulan simultáneamente para algún p. Si consideramos las expresiones Fx (0, 0, p) y Fy (0, 0, p) como
polinomios en p, entonces estos polinomios tienen una ráız común si y sólo si el resultante R se anula,

R =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1 2b1 a1 0
0 c1 2b1 a1

c2 2b2 a2 0
0 c2 2b2 a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a1c2 − a2c1)

2 − 4 (a1b2 − a2b1) (b1c2 − b2c1) . (2.2)

Por otro lado, la expansión en serie de Taylor de orden 2 de la función Δ (x, y) es

b2 − ac =
(
b2
1 − a1c1

)
x2 + (2b1b2 − c2a1 − c1a2) xy +

(
b2
2 − a2c2

)
y2 + O (2) . (2.3)

La parte cuadrática de b2−ac es degenerada si y sólo si la matŕız A de derivadas parciales de segundo
orden de la función b2 − ac es singular.

Mediante un cálculo directo podemos ver que el determinante de A es

− (a1c2 − a2c2)
2 + 4 (a1b2 − a2b1) (b1c2 − b2c1) . (2.4)

De (2.2) y (2.4) tenemos que R = 0 si y sólo si det A = 0. En consecuencia la función Δ tiene una
singularidad de Morse en el origen si y sólo si M es diferenciable en una vecindad de {(0, 0)} × R.

En el espacio real de seis dimensiones cuyas coordenadas son los parámetros ai, bi, ci, i ∈ {1, 2} , el
conjunto de puntos que satisface R = 0 es un conjunto de medida cero. Aśı, genéricamente, dada una
ecuación diferencial binaria, ésta define una superficie diferenciable M y en tal caso la función Δ tiene
una singularidad de Morse en el origen.

Observación. Consideremos una ecuación diferencial binaria tal que la función Δ = b2−ac tiene una
singularidad de tipo Morse. El pedir que en alguna vecindad V de (0, 0) el único punto que anula a la
función Δ = b2 − ac es el (0, 0) es equivalente a pedir que los coeficientes ai, bi y ci, i ∈ {1, 2} cumplan
la desigualdad:

(a1c2 − a2c1)2 − 4 (a1b2 − a2b1) (b1c2 − b2c1) < 0, (2.5)

en una vecindad agujereada del origen.
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Proposición 5 La proyección π : M −→ R
2 definida por π (x, y, p) = (x, y) , es localmente un difeo-

morfismo en puntos (x, y, p) ∈ M tales que (x, y) �= (0, 0) .

Observación. Si tomamos la carta af́ın q = dx
dy , con dy �= 0, de la recta proyectiva RP 1, entonces

se obtienen la función G (x, y, q) = c (x, y) q2 + 2b (x, y) q + a (x, y) , la superficie N = G−1 (0) y la
proyección π : N −→ R

2 definida como π (x, y, q) = (x, y) , y se cumplen resultados semejantes a los
dados en las proposiciones 4 y 5.

2.2.1. El campo vectorial tangente a la superficie M.

Definición. Supóngase que la superficie M es diferenciable. A un campo vectorial ξ tangente a M le
llamamos levantamiento de la ecuación (2.1), o levantamiento de los campos de direcciones determinados
por la ecuación diferencial binaria si dπ|(x,y,p) (ν) es una recta de pendiente p en el punto (x, y), para
todo punto (x, y, p) ∈ M y para todo vector ν ∈ ξ.

Proposición 6 El campo vectorial

ξ = Fp
∂

∂x
+ pFp

∂

∂y
− (Fx + pFy)

∂

∂p

es un levantamiento de la ecuación (2.1) en una vecindad del origen.

Demostración. El vector (Fp, pFp,− (Fx + pFy)) es claramente tangente a M en (x, y, p) pues

(Fp, pFp,−Fx − pFy) · (Fx, Fy, Fp) = 0.

La diferencial de π en (x, y, p) transforma al vector (Fp, pFp,− (Fx + pFy)) en el vector (Fp, pFp)
anclado en (x, y) y este último genera una recta de pendiente p en el punto (x, y).

Proposición 7 El campo vectorial ξ definido en M tiene genéricamente uno o tres puntos singulares
en {(0, 0)} × R, los cuales son del tipo nodo o silla.

Demostración. Los puntos singulares de ξ en M son aquellos puntos (x, y, p) que satisfacen cada una
de las igualdades siguientes: F (x, y, p) = 0, Fp (x, y, p) = 0, (Fx + pFy) (x, y, p) = 0.

El sistema F (x, y, p) = Fp (x, y, p) = 0, se satisface si la pareja (x, y) satisface
(
b2 − ac

)
(x, y) = 0.

Por lo tanto, los puntos singulares del campo ξ en M se proyectan bajo π en puntos del conjunto
Δ (x, y) = 0. Consideraremos únicamente los puntos singulares ξ que están en {(0, 0)} × R.

Como F (0, 0, p) = 0 = Fp (0, 0, p) , los puntos singulares de ξ en {(0, 0)} × R están dados por:

0 = Fx (0, 0, p) + pFy (0, 0, p)

= a2p
3 + (2b2 + a1) p2 + (2b1 + c2) p + c1

= φ (p) .

El conjunto discriminante de los polinomios cúbicos φ (p) , formado por los polinomios con una ráız
real repetida, es un conjunto de medida cero en el espacio real de seis dimensiones cuyas coordenadas
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son los parámetros ai, bi, ci, i ∈ {1, 2} . Genéricamente, un polinomio φ (p) tiene una ráız real o bien tres
ráıces reales distintas.

Analizando la parte lineal del campo vectorial ξ en cada punto singular en {(0, 0)}×R se obtiene el
resultado. Notemos que el tipo de punto singular (0, 0, p1) queda determinado por los valores

a1 (p1) = 2
(
a2p

2
1 + (b2 + a1) p1 + b1

)
,

β2 = −φ′ (p1) .

Observemos que a1 (p1) y β2 son los valores propios correspondientes a la parte lineal de un campo
vactorial ξ equivalente al campo vectorial ξ.

Como p1 no es ráız repetida de φ entonces φ′ (p1) �= 0. Vamos a suponer que α1 (p1) �= 0 y que α1 y
φ no tienen ráıces comunes. Por lo tanto, topológicamente los ceros de ξ̃ son nodos o sillas dependiendo
del signo de α1 y β2.

2.3. Formas normales de ecuaciones diferenciales binarias lineales.

Con el propósito de conocer el ı́ndice de Poincaré-Hopf de una ecuación diferencial binaria dada,
vamos a calcular primero el ı́ndice para ecuaciones lineales. Como el ı́ndice es invariante bajo cambio
de coordenadas, en esta sección, veremos que existe un cambio de coordenadas lineal con el cual una
ecuación diferencial binaria lineal puede ser transformada a una en la que las funciones lineales a y c

sólo dependen de la variable y. Después tendremos el análisis cualitativo de los puntos singulares del
campo ξ para la forma normal lineal.

Proposición 8 Sea a (x, y) dy2 +2b (x, y) dydx+c (x, y)dx2 = 0 una ecuación diferencial binaria lineal
tal que la función Δ = b2 − ac es positiva en una vecindad agujereada del origen, se anula en (0, 0) y
tiene una singularidad de Morse en (0, 0) . Supongamos que el polinomio φ (p) no tiene ráıces repetidas,
y que los polinomios α1 (p) y φ (p) no tienen ráıces comunes, entonces existe un cambio de coordenadas
del plano que transforma una ecuación diferencial binaria lineal que satisface (2.5) en la forma normal

ydy2 + 2 (b1x + b2y) dydx− ydx2 = 0.

Consideremos la identificación entre el conjunto de ecuaciones diferenciales binarias de la forma
ydy2 + 2 (b1x + b2y) dydx − ydx2 = 0 y R

2, la cual asigna a cada ecuación diferencial el punto (b1, b2) .

A continuación, veremos que con tal identificación hay una partición del plano con coordenadas (b1, b2)
determinada por el tipo de puntos singulares del campo vectorial ξ definido en la superficie M.

Las siguientes curvas dividen al plano de acuerdo al tipo y número de los puntos singulares del
campo vectorial ξ determinado por la forma normal ydy2 + 2 (b1x + b2y) dydx − ydx2 = 0.

1. En la curva “ no Morse ” b1 = 0, se tiene que la parte cuadrática de la función Δ es degenerada.
Esto implica que Δ no tiene una singularidad de Morse en el origen.

La curva b1 = 0 es también la curva con ráıces comunes de α1 (p) y φ (p) . Pues el eigenvalor α1

para este tipo de ecuación diferencial binaria es:

α1 (p) = 2
(
p2 + b2p + b1

)
.
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Figura 2.4: Partición del plano {(b1, b2)} determinado por ydy2 + 2 (b1x + b2y) dydx − ydx2 = 0.

Si b1 = 0 entonces α1 tiene a cero como ráız, aśı α1 y φ (p) tienen una ráız común, en consecuencia
se tiene una situación no genérica.

2. En las curvas 2b1 − 1 = 0 y b1 = 1
2

(
b2
2 + 1

)
el polinomio φ (p) tiene la siguiente forma

φ (p) = p3 + 2b2p
2 + (2b1 − 1) p.

Las ráıces de φ (p) son 0,−b2 +
√

b2
2 − (2b1 − 1) − b2 y −b2 −

√
b2
2 − (2b1 − 1). Por lo tanto, si

2b1 − 1 = 0 ó b1 = 1
2

(
b2
2 + 1

)
el polinomio φ (p) tiene una ráız doble, una situación no genérica.

Ahora analizaremos los subconjuntos del plano que están limitados por dichas curvas (figura 2.4).

En el conjunto
{
(b1, b2) : 1

2 < b1, b
2
2 − 2b1 + 1 < 0

}
, el polinomio φ (p) = p3 + 2b2p

2 + (2b1 − 1) p,

tiene una única ráız real, p = 0. Las otras dos ráıces son complejas conjugadas, pues b2
2 − (2b1 − 1) < 0.

Como los valores propios correspondientes a la parte lineal del campo vectorial ξ en el punto (0, 0) son

α1 (0) = 2b1 > 0,

−φ (0) = − (2b1 − 1) < 0,

entonces el punto singular del campo vectorial ξ es un punto silla. Como ξ es la proyección en el plano
{(x, p)} del campo ξ, entonces (0, 0, 0) es topológicamente un punto silla.

En el conjunto
{
(b1, b2) : 0 < b1, b

2
2 − 2b1 + 1 > 0

}
, el polinomio φ (p) tiene tres ráıces reales distin-

tas, que corresponden a tres puntos singulares del campo ξ. Topológicamente, dos de ellos son silla y
uno es un nodo. El análisis de tal afirmación es similar al anterior.

En el conjunto
{
(b1, b2) : b1 < 0, b2

2 − 2b1 + 1 > 0
}

, el polinomio φ (p) tiene tres ráıces reales distintas
que corresponden a tres puntos singulares del campo ξ. Topológicamente, cada uno de ellos es un punto
singular de tipo silla.

Observación. Si el campo vectorial ξ tiene sólo un punto singular el cual es un punto silla, entonces
el origen es de tipo lemon. Si ξ tiene tres puntos singulares los cuales son tres puntos sillas, entonces
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se tiene el caso star. El caso monstar se consigue si el campo ξ tiene dos puntos silla y un nodo (Ver
figura 2.5).

Ahora enunciamos el siguiente teorema con el que se obtiene una clasificación topológica local de
las curvas solución de la ecuación (1) la cual, tiene un punto singular que es aislado de la curva Δ = 0.

Teorema 9 Sea una ecuación diferencial binaria (1) tal que la función Δ : V ⊂ R
2 −→ R es no

negativa, se anula sólo en el origen y tiene una singularidad de Morse en (0, 0) . Supongamos que el
polinomio φ (p) no tiene ráıces repetidas, y que los polinomios α1 (p) y φ (p) no tienen ráıces comunes.
Entonces existe un germen de homeomorfismo h :

(
R

2, 0
) −→ (

R
2, 0

)
que lleva las curvas integrales de

una ecuación diferencial (1) a las curvas integrales de alguna de las formas normales

i)Lemon ydy2 + 2xdydx− ydx2 = 0,

ii)Monstar ydy2 + 1
2xdydx− ydx2 = 0,

iii)Star ydy2 − 2xdydx− ydx2 = 0.

El tipo está determinado por la parte lineal de las funciones a, b y c. Además, el homeomorfismo es un
difeomorfismo en el complemento de ciertas direcciones que pasan por el origen.

����� ��	
�����	


Figura 2.5: Modelos locales de la forma normal lineal ydy2 + 2 (b1x + b2y) dydx− ydx2 = 0.

2.4. Teorema del ı́ndice de Poincaré-Hopf para una ecuación diferen-

cial binaria.

En la sección 2.1, se definió el ı́ndice de Poincaré-Hopf para una ecuación diferencial binaria (2.1)
como el ı́ndice de Poincaré-Hopf de cualquiera de los campos de direcciones que determina en el plano.
En este apartado vamos a usar la partición del plano {(b1, b2)} considerada en la sección precedente,
para calcular el ı́ndice de Poincaré-Hopf de la forma normal lineal ydy2 +2 (b1x + b2y) dydx−ydx2 = 0.
Primero veremos que el ı́ndice es constante en cada uno de los abiertos determinados por la identificación
de la forma normal lineal con el punto (b1, b2) del plano.

Lema 2 Sean ω0 = (b10, b20) , ω1 = (b11, b21) dos puntos en alguno de los subconjuntos abiertos deter-
minados por la partición en el plano {(b1, b2)} y tales que el segmento de recta que une a ω0 con ω1 per-
manece contenido en dicho subconjunto, entonces existe una isotoṕıa que lleva los campos de direcciones
que define ω0 en los campos de direcciones que define ω1. En consecuencia, ind (ω0, 0) = ind (ω1, 0) .
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Demostración. Para cada t ∈ [0, 1] tenemos ωt = ((1 − t) b10 + tb11, (1 − t) b20 + tb21) = (B0 (t) , B1 (t)) ,

es decir, la famila de ecuaciones diferenciales siguiente

ydy2 + 2 (B0 (t) x + B1 (t) y) dydx− ydx2 = 0.

Por continuidad, el indice de Poincaré-Hopf de los campos de direcciones que define ωt = 0 es constante
para toda t ∈ [0, 1] y en consecuencia ind (ωt, 0) es constante para toda t ∈ [0, 1] .

Proposición 10 Sea ω = (b1, b2) una ecuación diferencial binaria. Si el campo vectorial ξ tiene 3
puntos silla entonces ind (ω, 0) = −1

2 . Si el campo vectorial ξ tiene 2 puntos silla y un nodo entonces
ind (ω, 0) = 1

2 . Si el campo vectorial ξ tiene 1 punto silla entonces ind (ω, 0) = 1
2 .

Demostración. Por el lema 2, es suficiente considerar las componentes conexas determinadas por la
partición del plano {(b1, b2)} y un punto (b1, b2) en cada una de ellas para calcular el ı́ndice de Poincaré-
Hopf de la ecuación ω = (b1, b2) . De manera conveniente tomaremos los puntos (−1, 0) , (1, 0) ,

(
1
4 , 0

)
y

(1, 2) .

Sea Γ = (r cos (ϕ) , r sen (ϕ)) un ćırculo de radio los suficientemente pequeño y Δ arg (z) (ϕ)|2π
0 la

variación del argumento del número complejo z a lo largo de Γ, cuando ϕ va de 0 a 2π.

Sean z = x+iy, dz = (dx + idy) y consideremos la forma cuadrática z (dz)2 . La forma normal lineal
ydy2−2xdydx−ydx2 = 0 es igual a Im

(
z (dz)2

)
= 0, con Im

(
z (dz)2

)
la parte imaginaria de z (dz)2 .

Aśı, el ı́ndice de esta forma normal es el número (ver [19] pág 138) J = − 1
2π

1
2

(
Δ arg (z) (ϕ)|2π

0

)
=

− 1
2π

1
22π = −1

2 .

La forma normal ydy2 + 2xdydx− ydx2 = 0 es igual a Im
(
(z) (dz)2

)
= 0. Por lo tanto el ı́ndice de

esta forma normal es el número J = − 1
2π

1
2

(
Δ arg (z) (ϕ)|2π

0

)
= − 1

2π
1
2 (−2π) = 1

2 .

De forma similar la forma normal ydy2+ 1
2xdydx−ydx2 = 0 es igual a Im

((
1
4x − iy

)
(dz)2

)
= 0. Aśı,

el ı́ndice de esta forma normal es el número J = − 1
2π

1
2

(
Δ arg

(
1
4x − iy

)
(ϕ)

∣∣2π

0

)
= − 1

2π
1
2 (−2π) = 1

2 .

Por último, la forma ydy2 + 2 (x + 2y) dydx − ydx2 = 0 es igual a Im (x + 2y − iy) (dz)2 = 0. Aśı, su
ı́ndice es el número J = − 1

2π
1
2

(
Δ arg (x + 2y − iy) (ϕ)|2π

0

)
= − 1

2π
1
2 (−2π) = 1

2 .

Para ecuaciones diferenciales binarias lineales génericas el siguiente teorema es consecuencia de la
proposición 8, el lema 2 y la proposición 10. Para una ecuación genérica, no necesariamente lineal, por
el teorema 9 es suficiente considerar únicamente la parte lineal, aśı:

Teorema 11 Sea ω una ecuación diferencial binaria de la forma (2.1) tal que en una vecindad V del
origen la función Δ : V ⊂ R

2 −→ R satisface la desigualdad Δ = b2 −ac ≥ 0, se anula sólo en el origen
y tiene una singularidad de Morse en (0, 0) . Supongamos que los coeficientes lineales de las funciones
a, b, c no son todos nulos y que el polinomio φ (p) no tiene ráıces repetidas ni ráıces en común con α1 (p) .

Entonces
ind (ω, 0) = 1 +

n − s

2
,

donde s es el número de puntos silla que tiene el campo vectorial ξ en el eje p y n es el número de
puntos singulares del campo vectorial ξ en el eje p del tipo nodo.
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2.5. Ecuaciones de las ĺıneas asintóticas de superficies determinadas

por funciones polinomiales homogéneas.

En esta sección veremos que para cada número de la forma j = n
2 , con n ∈ Z, existen ecuaciones

diferenciales binarias con ı́ndice de Poincaré-Hopf igual a j. En particular, esto mostrará que para todo
número de la forma j = n

2 , con n ∈ Z existen campos de direcciones con ı́ndice j. Comenzaremos con lo
siguiente.

En general, los puntos de una superficie diferenciable en R
3 pueden ser clasificados como eĺıpticos,

parabólicos o hiperbólicos, de acuerdo a que la curvatura Gaussiana de la superficie sea positiva, cero
o negativa, respectivamente. Las definiciones siguientes están dadas en téminos de la multiplicidad de
intersección de las rectas tangentes a la superficie en un punto con la superficie.

Definición. Sea S una superficie diferenciable en R
3 y p ∈ S. Un punto p ∈ S es eĺıptico si toda recta

tangente en TpS tiene multiplicidad de intersección con la superficie igual a dos.

Definición. Sea S una superficie diferenciable en R
3 y p ∈ S. Una recta tangente a S en p es una recta

asintótica si su multiplicidad de intersección con la superficie es mayor que dos.

Definición. Un punto p en una superficie diferenciable S en R
3 es parabólico si existe únicamente una

recta tangente asintótica a la superficie en p. Un punto p ∈ S es hiperbólico si existen exactamente dos
rectas tangente asintóticas a la superficie en p.

Si es S una superficie diferenciable en R
3, para cada punto p ∈ S existe una vecindad U ⊂ S con

p ∈ U y una función diferenciable f : V ⊂ R
2 −→ R tal que U es la gráfica de f. Aśı, a un punto

p = (x, y, f (x, y)) de la gráfica de f |v le asociamos la forma cuadrática

fxx (x, y)dx2 + 2fxy (x, y)dxdy + fyy (x, y)dy2, (2.6)

llamada la segunda forma fundamental de S.

En consecuencia, los puntos hiperbólicos de S son aquéllos en los que la forma cuadratica (2.6) se
anula en dos rectas asintóticas distintas. Equivalentemente, en donde fyy (x, y) fxx (x, y)−f2

xy (x, y) < 0.

Mientras que los puntos parabólicos son aquéllos donde fyy (x, y)fxx (x, y)− f2
xy (x, y) = 0. Los puntos

eĺıpticos son aquéllos donde fyy (x, y)fxx (x, y)− f2
xy (x, y) > 0.

En particular, nos enfocaremos en superficies que son la gráfica de f : R
2 −→ R f (x, y) = p (x, y) ,

una función polinomial, donde p (x, y) es un polinomio homogéneo factorizable de grado k, es decir, es
un polinomio homogéneo de grado k con coeficientes reales que es el producto p (x, y) = l1 · · · lk de k

distintos polinomios reales homogéneos de grado 1 tales que las rectas li = 0, i = 1, . . . , k, son conjuntos
distintos.

Lema 3 Sea f una función polinomial determinada por un polinomio homogéneo factorizable p (x, y) =
l1 · · · lk. Entonces la gráfica de f consta de puntos hiperbólicos para todo (x, y, f (x, y)) �= (0, 0, f (0, 0)) .

Demostración. Si q = (x, y) �= (0, 0) , entonces q está en un sector Ω determinado por dos rectas,
digamos li = 0 y lj = 0, o bien, q está en una de las rectas li = 0.

En el primer caso, sean l̃i = 0 y l̃j = 0, dos rectas que pasan por q, paralelas a li = 0 y lj = 0,

respectivamente. El complemento en el plano de las rectas li = 0 y lj = 0 consiste de cuatro sectores,
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uno de ellos, que llamaremos Λ, está contenido en Ω. Sea m ⊂ R
2 una recta que pasa por q y que corta

al sector Λ, pero que no pasa por el origen y no es paralela a ńınguna de las rectas li = 0, i ∈ {1, . . .k} .

Aśı, las intersecciones de m con las rectas li = 0, i ∈ {1, . . .k} están de un solo lado con respecto a q.

Para continuar con la demostración haremos uso del siguiente lema.

Lema 4 Sean l1, . . . , lk polinomios homogéneos de grado 1. La restricción f |m de f = l1 · · · lk a una
recta m ⊂ R

2 que no pasa por el origen y no es paralela a li = 0, i = 1, . . . , k, es un polinomio de una
variable que tiene k raices distintas, k − 1 extremos locales y k − 2 puntos de inflexión los cuales son
del tipo más simple. Además, entre dos puntos extremos de f |m existe sólo un punto de inflexión. Si m

es una recta paralela pero no igual a alguna de las rectas li = 0, entonces f |m es un polinomio de grado
k − 1, con k − 1 raices distintas, k − 2 puntos extremos y k − 3 puntos de inflexión.

Continuemos con la prueba del lema 3. Sin perder generalidad supongamos que f (q) > 0. Por el
lema 4 los puntos extremos y los puntos de inflexión están de un solo lado con respecto a q y como
f (q) > 0, el punto cŕıtico de f |m más cercano a q es un mı́nimo. Se sigue que la derivada de f |m es
positiva en q. Aśı f |m es creciente en q y no hay cambio de convexidad en q. Se tiene aśı que f |m es
convexa en q.

Ahora, consideremos la recta tangente κ a la curva de nivel f (x, y) = f (q) en el punto q. La derivada
de f en dirección de la recta κ en el punto q se anula, por lo que la derivada de f |

κ
en q es igual a

cero, aśı, la recta κ no intersecta al sector Λ y además no pasa por el origen. El punto q es un máximo
de f |

κ
ya que f (q) > 0 y porque todos los puntos cŕıticos de f |

κ
son genéricos. Se sigue que f |

κ
es

cóncava en q. Concluimos que el punto (q, f (q)) es un punto hiperbólico de la gráfica de f.

Ahora supongamos que q está en una de la rectas li = 0, para alguna i ∈ {1, . . .k} . Cada recta li = 0
es una recta tangente en cada uno de sus puntos a la superficie, es decir, li = 0 es una recta tangente
contenida en la superficie, aśı la multiplicidad de intersección de li = 0 con la superficie es infinita, en
consecuencia li = 0 es una recta asintótica en cada uno de sus puntos. Aśı, cada punto en la recta li = 0
no puede ser eĺıptico y en consecuencia el hessiano de f, hess (f) = fyy (x, y)fxx (x, y) − f2

xy (x, y) es
menor o igual a cero para todos los puntos en una vecindad de la recta li = 0.

Ahora veremos que el hessiano de f se anula solo en el origen. Mediante un cambio de coordenadas
podemos llevar a la recta l1 = 0, por ejemplo, en la recta y = 0. Aśı, en las nuevas coordenadas el
polinomio f es igual a f (x, y) = yg (x, y) , donde g = l2 · · · lk es el producto de los k − 1 polinomios
restantes l2, . . . , lk, (en las nuevas coordenadas), es decir, es un polinomio factorizable de grado k − 1.

El hessiano de f es hess (f) = ygxx (ygyy + 2gy)− (ygxy + gx)2 . Por lo tanto, hess (f)|y=0 = −g2
x

∣∣
y=0

,

donde g2
x

∣∣
y=0

es un polinomio real en x de grado 2 (k − 2) de la forma Ax2(k−2), con A una constante.
Se sigue que la restricción del hessiano de f a la recta y = 0 es igual cero sólo en el origen y es negativo
en el resto de la recta y = 0.

En consecuencia, si q �= 0 está en alguna de las rectas li = 0 entonces hess (f) < 0 en q, por lo que
(q, f (q)) es un punto hiperbólico de la gráfica de f.

Aśı, en una superficie dada como la gráfica de una función f (x, y) = p (x, y) , donde p (x, y) es un
polinomio homogéneo factorizable tenemos la ecuación diferencial binaria asociada

fxx (x, y) dx2 + 2fxy (x, y) dxdy + fyy (x, y) dy2 = 0, (2.7)
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la cual satisface que el origen es un punto singular aislado. Por lo que para todo punto (x, y) �= (0, 0)
se tiene que f2

xy (x, y)− fyy (x, y)fxx (x, y) > 0. Las curvas integrales de (2.7) son las curvas asintóticas
de la gráfica de f . Lo siguiente es calcular el ı́ndice de (2.7).

El espacio de las formas cuadráticas con coeficientes reales definidas en R
2 es isomorfo a R

3, de la
siguiente forma: a una forma cuadrática au2 + 2buv + cv2 se le asigna el punto (a, b, c) ∈ R

3 en forma
biuńıvoca. Una forma cuadrática es llamada eĺıptica, parabólica o hiperbólica si el determinante ac− b2

de la matriz simétrica asociada es positivo, nulo o negativo, respectivamente.

En R
3 las formas cuadráticas parabólicas determinan el cono C=

{
(a, b, c)| ac − b2 = 0

}
de formas

degeneradas. El complemento en R
3 del cono C consiste de tres componentes conexas. El exterior del

cono, es decir, el conjunto
{

(a, b, c)| ac − b2 < 0
}

corresponde a la formas cuadráticas hiperbólicas, mien-
tras que las dos componentes conexas restantes, es decir, el conjunto

{
(a, b, c)| ac − b2 > 0

}
corresponde

a las formas cuadráticas eĺıpticas.

Definición. Una función continua γ : S1 −→ R
3 del ćırculo en el espacio de formas cuadráticas es

llamada curva hiperbólica si para cada ϕ ∈ S1 la forma cuadrática γ (ϕ) es hiperbólica.

Definición. Sea γ : S1 −→ R
3 una curva hiperbólica. Al número de vueltas que da la curva γ alrededor

del cono de formas degeneradas C le llamamos el ı́ndice de la curva hiperbólica γ y es denotado por
Ind (γ).

Notemos que si γ : S1 −→ R
3 una curva hiperbólica entonces

Ind (γ) =
1
2π

Δ arg (a − c + 2bi) (ϕ)|2π
0 ,

donde 1
2 (a − c + 2bi) (ϕ) es el punto que se obtiene al proyectar ortogonalmente γ (ϕ) al plano a+c = 0

y Δ arg (a − c + 2bi) (ϕ)|2π
0 denota la variación del argumento del número complejo (a − c + 2bi) (ϕ)

cuando ϕ va de 0 a 2π. Notemos que se ha hecho un abuso de notación al identificar el punto
(r cosϕ, r sen ϕ) del ćırculo de radio r con el ángulo ϕ ∈ [0, 2π] , lo cual hace corta la expresión
Δ arg (a − c + 2bi) ((r cos ϕ, r sen ϕ))|2π

0 .

Sea γ : S1 −→ R
3 una curva hiperbólica. Si a cada ϕ ∈ S1 le asignamos las dos rectas en las que

la forma cuadrática γ (ϕ) se anula, entonces γ define sobre S1 dos campos continuos de direcciones los
cuales no coinciden en ningun punto ϕ ∈ S1. En consecuencia, el ı́ndice de cada campo de direcciones
determinado por γ sobre S1 es el mismo.

En [2] V. I. Arnol’d prueba los siguientes teoremas. Aqúı, haremos uso de ellos para calcular el ı́ndice
de la ecuación diferencial (2.7).

Teorema 12 El ı́ndice de una curva hiperbólica γ es dos veces el ı́ndice de uno de los campos de
direcciones determinados por γ.

Si f : U ⊆ R
2 −→ R es una función polinomial homogénea de grado D en coordenadas polares

(x = r cosϕ, y = sen ϕ) tiene la expresión f (x, y) = rDF (ϕ) .

Sea f (x, y) = rDF (ϕ) una función polinomial homogénea de grado D > 1. Si para cada r > 0, f de-
fine una curva hiperbólica γ (ϕ) = (fxx (ϕ) , fxy (ϕ) , fyy (ϕ)), decimos que la función F es D−hiperbólica.

El siguiente teorema indica una forma de calcular el ı́ndice de curvas hiperbólicas correspondientes
a funciones D-hiperbólicas.
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Teorema 13 El ı́ndice de una curva hiperbólica γ correspondiente a una función D−hiperbólica F es
igual a

ind (γ) = 2 − 1
2
# {ϕ0|F (ϕ0) = 0} .

Una ecuación diferencial binaria ω = a (x, y)dx2 + 2b (x, y)dxdy + c (x, y)dy2 = 0 tal que para todo
punto (x, y) �= (0, 0) en una vecindad V del origen la función b2 − ac es positiva y

(
b2 − ac

)
(0, 0) = 0,

determina una curva hiperbólica γ para cada ćırculo C contenido en V. Aśı, fijando un ćırculo C ⊂ V

con centro en (0, 0) por el teorema 12 se tiene que Ind (γ) = 2Ind (ω, 0) , es decir, el ı́ndice de la curva
hiperbólica γ : C −→ R

3 es el doble del ı́ndice de Poincaré-Hopf de la ecuación diferencial binaria ω = 0.

Si f (x, y) = p (x, y) es una función polinomial con p un polinomio homogéneo factorizable de grado
D, el lema 3 afirma que la gráfica de f es hiperbólica fuera del origen, esto implica en particular que la
ecuación diferencial (2.7), satisface f2

xy (x, y)− fyy (x, y)fxx (x, y) > 0, para todo punto (x, y) �= (0, 0) .

Aśı, por el teorema 12, el ı́ndice de Poincaré-Hopf de la ecuación diferencial binaria queda determinado
por el ı́ndice de la curva hiperbólica γ : S1 −→ R

3, γ (ϕ) = (fxx (ϕ) , fxy (ϕ) , fyy (ϕ)) .

Corolario. Sea f (x, y) = p (x, y) una función polinomial con p un polinomio homogéneo factorizable
de grado D ≥ 3. Entonces el ı́ndice de Poincaré-Hopf de la ecuación diferencial de las ĺıneas asintóticas
(2.7) de la gráfica de f es negativo e igual a

Ind (ω, 0) = 1 − 1
2
D.

Demostración. Para f (x, y) = p (x, y) una función polinomial con p un polinomio homogéneo fac-
torizable de grado D ≥ 3, la función D−hiperbólica F está determinada por la restricción de p al
ćırculo unitario del plano {(x, y)} . Aśı, F (ϕ) = 0 si y sólo si p (ϕ) = 0. El número de elemen-
tos que tiene el conjunto {ϕ0| p (ϕ0) = 0} es 2D, que es exactamente el número de veces en que el
polinomio p cambia de signo al recorrer S1 una vez. Por lo tanto, el ı́ndice de la curva hiperbólica
γ : S1 −→ R

3, γ (ϕ) = (fxx (ϕ) , fxy (ϕ) , fyy (ϕ)) es ind (γ) = 2 − D. En consecuencia, el ı́ndice de
Poincaré-Hopf de (2.7), es Ind (ω, 0) = 1

2 ind (γ) = 1 − 1
2D.

Para encontrar ecuaciones diferenciales binarias con ı́ndice j = n
2 > 0, consideremos la forma

cuadrática zn (dz)2 , donde z = x− iy, dz = dx+ idy. La parte real Re
(
zn (dz)2

)
y la parte imaginaria

Im
(
zn (dz)2

)
de zn (dz)2 son formas cuadráticas con coeficientes reales.

Afirmación 1 El ı́ndice de Poincaré-Hopf de la ecuación diferencial binaria Re
(
zn (dz)2

)
= 0 es

positivo e igual a n
2 .

Demostración. Efectivamente,

zn (dz)2 = (Re (zn) + iIm (zn))
(
dx2 − dy2 + 2idxdy

)
= Re (zn)

(
dx2 − dy2

) − 2Im (zn) (dxdy) + i
(
2Re (zn) (dxdy) + Im (zn)

(
dx2 − dy2

))
.

Aśı, tomando una curva hiperbólica γ : S1 −→ R
3 determinada por la ecuación diferencial

Re (zn)
(
dx2 − dy2

) − 2Im (zn) (dxdy) = 0,
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se tiene que

Ind (γ) =
1
2π

Δ arg (2Re (zn) − 2Im (zn)) (ϕ)|2π
0 =

1
2π

Δ arg (2zn) (ϕ)|2π
0

=
1
2π

Δ arg (2zn) (cos ϕ, senϕ)|2π
0 = n

Por lo tanto, Ind (ω, 0) = n
2 .
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