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Introduccion

La Geometria Computacional es una rama de las Ciencias de la Computaciéon con
un gran crecimiento en los ultimos afios. Su objetivo principal es el disefio y anélisis de
algoritmos para resolver, de manera éptima, problemas que pueden ser expresados en
términos geométricos. La interaccién que ha tenido con muchos campos de las ciencias e
ingenierias, la hacen cada vez maés atractiva para muchos investigadores, esto tiene como
consecuencia que el computo geométrico esté presente en una gran variedad de investi-
gaciones cientificas que tienen relacién directa con: Sistemas de Informacion Geografica,
Graficacién por Computadora, Ubicacién de Servicios, Analisis de Datos Médicos, Diseno
de Circuitos Digitales ( Very-Large-Scale Integration VLSI), Clasificacién y Optimizacién
de Meta Informacion, por mencionar algunas.

La Geometria Combinatoria es un rama de las Matemadticas Discretas que estudia
propiedades combinatorias de objetos geométricos discretos. Su objetivo principal es contar
el nimero de objetos geométricos que cumplen con ciertas caracteristicas geométricas.
Actualmente, esta rama se ha convertido en una disciplina de investigacién muy exitosa
fuertemente relacionada con la Geometria Computacional ya que con frecuencia problemas
de investigacién de Geometria Combinatoria conllevan al disefio de algoritmos éptimos
en Geometria Computacional. Uno de los teoremas de mas tradicién en la Geometria
Combinatoria es el Teorema de Erdos-Szekeres:

Teorema 1.0.1 (Erdos-Szekeres). Para todo entero positivo n, existe un entero positivo
N(n), tal que todo conjunto de N(n) puntos en el plano en posicion general contiene un
subconjunto de n puntos en posicion convexa.

En este trabajo de tesis presentamos algunos resultados dentro de estas dos areas
de investigacién, donde los objetos geométricos principales son los poligonos de m lados,
comunmente llamados m-dgonos, concretamente vamos a estudiar m-agonos vacios y/o
convexos sobre conjuntos de puntos coloreados.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1. Estructura del trabajo

El presente trabajo esta enfocado a la solucién de problemas relacionados con gréficas
geométricas y m-agonos sobre conjuntos de puntos coloreados, desde el punto de vista
combinatorio y algoritmico. A continuacién damos un breve resumen sobre los resultados
obtenidos y la forma en que se organizan en este trabajo.

El Capitulo 2 esta conformado por un problema estrechamente relacionado con el
Teorema de Turdn de Teoria de Gréficas, desde el punto de vista geométrico. Dicho
teorema afirma lo siguiente: el mdximo numero de aristas que puede tener una grdfica
de n vértices sin subgrdficas isomorfas a K,y1, es a lo mds (1 — %)%2 Los resultados
obtenidos son una cota inferior y una cota superior sobre el nimero de aristas que una
grafica geométrica puede tener, tal que no contenga m-agonos vacios, con m = 3.

En el Capitulo 3 continuamos con el estudio de m-agonos vacios, consideramos una
variante al problema clasico de Erdos-Szekeres sobre la existencia y el nimero m-agonos
vacios convexos en un conjunto de puntos en el plano. Dicha variante consiste en conside-
rar que m = 4, contemplar o no la convexidad de los m-agonos, colorear el conjunto de
puntos con dos colores y restringir que los m-agonos tengan el mismo ndmero de puntos
de cada clase cromética (balanceados). Los resultados obtenidos fueron la caracterizacién
del conjunto de puntos que no contiene 4-idgonos vacios convexos balanceados y que
todo conjunto de puntos bi-coloreado, contiene un ntmero cuadratico de 4-adgonos vacios
balanceados.

Cambiando de m-agonos vacios a m-agonos que contengan al menos k& puntos dentro
de k distintas clases. Nos interesamos en problemas bajo el paradigma de separacion
cromatica, encontrando regiones de drea minima que separan a un subconjunto de puntos
que cumplen una restriccion.

En el Capitulo 4, disenamos algoritmos para resolver problemas en el contexto de
planeacién de la ubicacion. El objetivo mas simple de la planeacién de la ubicacién, es elegir
un lugar de residencia que tiene al menos un representante de cada tipo de comodidad.
Este tipo de problemas son cominmente modelados, en el plano de la siguiente manera:
las comodidades pueden ser representadas por puntos coloreados en el plano y el lugar de
residencia que contiene al menos una comodidad puede ser mapeado a una regién en el
plano conocida como color-spanning. Los problemas tratados en este capitulo son:

= Dado un conjunto S de puntos k-coloreado. Encontrar el circulo k-cromético de area
minima con radio fijo y centro en un punto de S.

= Dado un conjunto S de puntos k-coloreado. Encontrar el 3-dgono k-cromatico de
area minima con vértices determinados por los puntos de S.

= Dado un conjunto S de puntos k-coloreado y en posicién convexa. Encontrar el
k-hoyo k-cromético ordenado de drea minima.
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En el Capitulo 5 continuamos con problemas de separabilidad geométrica, estudiamos
la separabilidad entre cierres convexos rectilineos sobre conjuntos de puntos bi-coloreados.
El primer resultado es de tipo combinatorio y muestra el nimero de escaleras que son
necesarias para separar los cierres convexos rectilineos de cada clase cromatica. El segundo
resultado es de tipo algoritmico y encuentra el camino ortogonal mondétono Coppr que
maximiza la suma del nimero de puntos de cada clase cromatica que son separados por
Conm-

1.2. Contribucién del trabajo de doctorado

A continuacién cito los trabajos de investigacién que realicié durante mi doctorado.
Los trabajos marcados con * son los tratados a detalle en este trabajo de tesis.

Trabajos en revista internacional.

= J.M. Diaz-Banez, G. Herndndez, D. Oliveros, A. Ramirez-Vigueras, J. A. Sellares,
J. Urrutia, and 1. Ventura. Computing Shortest Heterochromatic Monotone Routes.
Operations Research Letters Volume 36, Issue 6, November 2008, Pages 684-687.

* C. Bautista-Santiago, M. A. Heredia, C. Huemer, A. Ramirez-Vigueras, C. Seara,
J. Urrutia. On the number of edges in geometric graphs without empty triangles.
Aceptado en Graphs and Combinatorics.

Trabajos en congresos arbitrados.

* S. Bereg, J. M. Diaz-Béfniez, R. Fabila-Monroy, P. Pérez-Lantero, A. Ramirez-
Vigueras, T. Sakai, J. Urrutia, . Ventura On balanced 4-holes in bichromatic point

sets. 28th FEuropean Workshop on Computational Geometry Assisi, Perugia, Italia,
2012.

s C. Peldez, A. Ramirez-Vigueras, C. Seara, J. Urrutia On the Rectilinear Convex
Layers of a Planar Set. 28th FEuropean Workshop on Computational Geometry
Assisi, Perugia, Italia, 2012.

C. Pelaez, A. Ramirez-Vigueras, C. Seara, J. Urrutia. Weak separators, vector
dominance, and the dual space. XIV Spanish Meeting on Computational Geometry.
Alcalad de Henares, Espana, 2011.

s C. Peldez, A. Ramirez-Vigueras, J.Urrutia. Triangulations with many points of even
degree. Canadian Conference on Computational Geometry. Monitoba, Canad4, 2010.
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Trabajos en seminarios.

* C. Bautista-Santiago, J. M. Diaz-Banez, A. Ramirez-Vigueras, C. Seara, J. Urrutia,
I. Ventura. Objetos k-cromdticos. Seminario de Computacién de la Universidad de
Sevilla. Sevilla, Espana 2008.

Trabajos enviados a revista intervacional.

*S. Bereg, J. M. Diaz-Banez, R. Fabila-Monroy, P. Pérez-Lantero, A. Ramirez-
Vigueras, T. Sakai, J. Urrutia, I. Ventura On balanced 4-holes in bichromatic point
sets.

Trabajos en proceso para enviar a revista intervacional.

s C. Peldez, A. Ramirez-Vigueras, C. Seara, J. Urrutia On the Rectilinear Convex
Layers of a Planar Set.

1.3. Definiciones fundamentales

Las definiciones que a continuacién se describen son fundamentales para delimitar los
temas principales que se estudian en este trabajo. Cabe aclarar que algunos conceptos
relacionados con cada problema presentado en este trabajo, estardn en la introduccién de
cada capitulo con la finalidad de hacer méas autocontenidos a los mismos. Algunas de las
definiciones siguen las definiciones dadas en [47].

1.3.1. Conjuntos de puntos, m-agonos y k-hoyos
Sea S un conjunto de puntos en el plano en posicién general.

Definicién 1.3.1. Un poligono en S es la region del plano cerrada y conexa, cuyo con-

torno consiste de segmentos de recta consecutivos, formando una curva cerrada. A los
extremos de estos segmentos se les conoce como vértices del poligono y a los segmentos
como aristas; Figura 1.1.

Un poligono es simple si no existen dos aristas no consecutivas que compartan un
punto, es decir, que no existen aristas que se intersecten salvo en el vértice que comparten;
Figura 1.2. El contorno de un poligono simple divide al plano en dos regiones: interior
(regién finita) y exterior (regién infinita).

A un poligono simple con m vértices se le conoce como m-agono. Por ejemplo, un
tridngulo es un 3-agono y un cuadrilatero es un 4-agono.

Definicién 1.3.2. Un m-dgono P es convexo si para cualesquiera dos puntos qi,q2 € P
el segmento de recta que une a q1 y q2, denotado por qiqz, esta completamente contenido
en P; Figura 1.5.

!Conjunto que no contiene 3 colineales.
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»

(b)

Figura 1.1: (a) Poligono. (b) No es poligono.

~0 £

Figura 1.2: (a) Poligono simple. (b) Poligono no simple.

o

(a) (b)

Figura 1.3: (a) 5-dgono convexo. (b) 4-4gono no convexo.

Definicién 1.3.3. Un m-hoyo es un m-dgono cuyos vértices son puntos de S y no
contiene en su region interior puntos de S.

Decimos que S estd k-coloreado si S estd particionado en k > 1 subconjuntos no vacios
y ajenos; S1, 59,53, ..., llamados las clases cromaticas de S. A los puntos de la clase .S;
les llamaremos puntos de color ¢. Definimos a un subconjunto ) C S como monocromaético
si ) contiene puntos de una sola clase cromatica y como k-cromatico si () contiene puntos
de k clases cromaticas distintas, con k > 2.
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Definicién 1.3.4. Sea S = S;US; un conjunto de puntos en el plano 2-coloreado * y m
un valor miltiplo de 2. Un m-hoyo es balanceado si %5 de sus puntos son de color i y %5
son de color j; Figura 1.4.

[ [ ] .

Figura 1.4: Conjunto de puntos bi-coloreado con 4-hoyos balanceados.

Definicién 1.3.5. Sea S = S1USU---USy, un conjunto de puntos k-coloreado. Diremos
que un m-dgono es k-cromdtico, si la union de sus vértices con los puntos en su interior
contienen al menos un punto de cada clase cromdtica; Figura 1.5.

Figura 1.5: Conjuntos de puntos 6-coloreados. En (a) se muestra un 3-4gono 6-cromético.
En (b) se muestra un 6-a4gono 6-cromético.

Definicién 1.3.6. Un m-dgono k-cromdtico, se dice que estd ordenado, si al recorrer
sus aristas, los vértices siguen un orden de visita dado por sus distintas clases cromdticas;
Figura 1.6.

1.3.2. Graficas geométricas

Las graficas geométricas proveen un modelo esencial para muchas aplicaciones en el
area de las Ciencias de la Computacion, y al mismo tiempo, son el corazén de la mayoria
de los algoritmos geométricos. Su definicién es la siguiente:

2A lo largo del trabajo llamaremos al conjunto 2-coloreado también como conjunto bi-coloreado.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 7

1 2 3 4 5 6
e o o o

Figura 1.6: 6-4gono 6-cromético ordenado.

Definicién 1.3.7. Dado el conjunto S, una grdfica geométrica G(S) = (V, E), es una
grafica no dirigida cuyo conjunto de vértices V es igual a S y su conjunto de aristas E
son segmentos de recta que unen los puntos de S.

Muchos de los conceptos de Teoria de Gréficas se mapean directamente a graficas
geométricas. A continuacién mencionaremos algunos conceptos. Si todos los vértices de
G(S) son adyacentes, entonces G(5) es una grafica completa, es decir G(S) es una grdfica
geométrica completa; Figura 1.7.

Figura 1.7: Ejemplos de las graficas geométricas completas.

Sea r > 2 un entero. Una grafica G(S) es r-partita si S admite una particién en r clases
ajenas y sus aristas estdn determinadas por dos vértices en distintas clases; Figura 1.8(a).
Una gréfica r-partita es completa si para cualesquiera dos vértices de distintas clases son
adyacentes; Figura 1.8(b).

En [45] se presenta un compendio de articulos sobre gréficas geométricas.

Usualmente se dice que un m-agono estd contenido en G(S) si sus vértices y aristas
son un subconjunto de los vértices y aristas de G(S); Figura 1.9.
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(a) (b)

Figura 1.8: Ejemplos de gréficas 3-partitas.

Figura 1.9: Poligono contenido en G(S).

Definicién 1.3.8. Un camino simple en una grdfica geométrica G(S) es una secuencia
de vértices distintos vi,va,...,v tal que G(S) contiene a todas las aristas vivi11, para
1<1¢<k; Figura 1.10.

Figura 1.10: La lineas sdlidas determinan un camino simple mientras que las punteadas
son parte de G(S) pero no del camino.

Al ntmero de aristas en el camino se le conoce como longitud del camino. Si G(S)
contiene un camino entre cualesquiera dos vértices v;,v; € S, con i # j, entonces la
grafica geométrica G(.5) es conexa.

Definicién 1.3.9. Un ciclo en una grdfica geométrica G(S) es una secuencia de parejas
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de vértices distintos vy, va, ..., v tal que G(S) contiene a todas las aristas v;vi+1, para
1 <i <k, ast como también la arista vpvy; Figura 1.11.

Figura 1.11: Las lineas s6lidas determinan un ciclo en G(5).

Definicién 1.3.10. Un drbol en una grdfica geométrica G(S) es una grdfica conexa T(S)
tal que no contiene ciclos.

Diremos que G(S) contiene un bosque si es exactamente la unién ajena de drboles;

Figura 1.12.

Figura 1.12: Unién ajena de arboles (Bosque).

Definicién 1.3.11. Sea Cy; un camino simple y 6 un dngulo tal que 6 € [0, 7). Decimos
que Cpy es mondtono con respecto a 6 si toda recta con direccion 0+ 7 intersecta a Cyy en
un conjunto conexo, donde un conjunto conexo es aquel que consiste de un punto o para
cualesquiera dos puntos del conjunto existe un camino simple dentro del conjunto que los
une; Figura 1.185.

Definiciéon 1.3.12. Un camino ortogonal mondtono, es un camino mondtono con aristas
horizontales y verticales; Figura 1.14.
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Figura 1.13: Camino monétono con respecto a 6.

Figura 1.14: Camino monétono ortogonal.



Graficas geométricas maximales sin 3-hoyos

El trabajo descrito en este capitulo, trata sobre un problema estrechamente relaciona-
do con la Teoria Extremal de Graficas. El problema mas simple en dicha area, consiste en
encontrar el maximo nimero de aristas que una grafica G con N (m) vértices puede tener,
de tal forma que G no contenga una subgrafica completa de orden m. Este problema
representado en el plano, pueden ser planteado de la siguiente manera:

¢Cual es el mdzrimo nidmero de aristas que una grdfica geométrica G(S) sobre un
conjunto S de N(m) puntos en el plano puede tener, tal que G(S) no contiene un m-dgono
converxo?

En este capitulo damos una cota inferior y una superior sobre el maximo nimero de
aristas cuando m = 3 y el 3-d4gono es vacio®, el enunciado del problema es el siguiente:

Problema 2.0.1. ;Cual es el mdximo niumero de aristas que una grdafica geométrica
G(S) sobre un conjunto S de n puntos en el plano puede tener, tal que G(S) no contiene
3-hoyos?

Sea ET(S) el numero entero mas grande tal que, existe un gréafica geométrica G(5)
con ET(S) aristas que no contiene 3-hoyos y sea ET'(n) el valor més grande que alcanza
ET(S) entre todos los conjuntos S de n puntos. Observemos que si |S| = 3 el mdximo
ntumero de aristas que tiene G(S) sin contener 3-hoyos es 2. También es ficil de ver que
todo conjunto S de 4 puntos, contiene una gréafica geométrica G(S) con exactamente 4
aristas y no contiene 3-hoyos. Es mas, cualquier grafica geométrica determinada por un
conjunto S de cuatro puntos con mas de 4 aristas siempre contiene un 3-hoyo. Por lo
tanto ET(4) = 4 (Figura 2.1).

LA lo largo del trabajo diremos 3-hoyo o tridngulo vacio.
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Figura 2.1: Gréficas geométricas sin 3-hoyos con 4 puntos.

El resultado principal de este capitulo es el siguiente:

<Z> — O(nlogn) < ET(n) < (Z) - (” -2+ L%J)

Los resultados mostrados en este capitulo fueron obtenidos trabajando en conjunto
con los siguientes coautores: Crevel Bautista, Marco A. Heredia, Clemens Huemer, Carlos
Seara y Jorge Urrutia, y fueron aceptados en la revista Graphs and Combinatorics, bajo
el titulo On the Number of Edges in Geometric Graphs Without Empty Triangles.

2.1. Introduccion

La Teorfa Extremal de Gréficas es una rama de la Teoria de Gréficas que inicia con
la siguiente pregunta:

s Cudl es el mdzimo nimero de aristas que puede tener una grdfica G(V,E) con n
vértices, tal que no contenga un tridngulo como subgrdfica?

Esta pregunta fue resuelta en 1907 por W. Mantel,

Teorema 2.1.1 (Teorema de Mantel [37]). El nimero mdzimo de aristas que puede
tener una grifica G de n vértices sin tridngulos es %2 aristas.

Demostracion. Mostraremos este teorema por induccién sobre n. Paran =1y n = 2 el
resultado se cumple. Supongamos que el resultado es verdadero para n — 1 vértices y sea
G = (V, E) una grafica con n vértices tridngulos. Sean x y y dos vértices adyacentes en G.
Observemos que d(z) + §(y) < n, porque todo vértice de G es adyacente a = 6 a y, pero
no a ambos, ya que G no contiene tridngulos como subgréficas. Sea G' = {V(G) \ {z,y}},
dado que G tiene n — 2 vértices se cumple la hipdtesis de induccién, entonces el ntimero
de aristas de G’, denotado por E(G’) es @. Por lo tanto el nimero de aristas de G es
a lo maés:

(n —2)? n?

B(G) +6() +o(y) — 1<~ +n-1=—



CAPITULO 2. GRAFICAS GEOMETRICAS MAXIMALES SIN 3-HOYOS 13

Aunque Mantel fue el primero en obtener una cota sobre el mdximo ntimero de aristas
que una grafica puede tener sin contener un triangulo como subgrafica, no se le considera
fundador de la Teoria Extremal de Graficas, ya que en 1941 un matematico hingaro
llamado Paul Turan generalizé el Teorema de Mantel y definié la Teoria Extremal de
Gréficas. La generalizacién de Turan consiste no sélo en evitar los tridngulos, sino cualquier
subgrafica completa K, con r > 1. Observé que todas las graficas completas (r—1)-partitas
son las mejores candidatas para maximizar su nimero de aristas sin que contengan a una
grafica K. Pero, ;Cudles de todas estas tienen el maximo nimero de aristas?. Claramente,
las particiones deben estar lo mas balanceadas posible, es decir deben diferir a lo més en
un elemento: Si V; y Vs son dos particiones de V' con |V;| — [Va| > 2, entonces podemos
incrementar el nimero de aristas en nuestra grafica completa (r — 1)-partita moviendo un
vértice de V7 a Va. Las unicas graficas completas (r — 1)-partitas con n > r — 1 vértices,
cuya particién difieren a lo mas en un elemento son las graficas de Turan.

Definicién 2.1.1. La grdfica de Turdn denotada por T,(n), es una grdfica formada a
partir de una subdivision del conjunto de n vértices en r subconjuntos lo mas balancea-
dos posible y sus aristas son determinadas por cualesquiera dos vértices que pertenecen a
subconjuntos distintos; Figura 2.2.

WY
28 2
\ VI VIRV

Figura 2.2: Gréfica de Turdn T5(8).

El Teorema de Turan es el siguiente:

Teorema 2.1.2 (Teorema de Turan [53]). El mdzimo nimero de aristas que puede tener

n2

una grdfica de n vértices sin subgrdficas isomorfas a K,y1, es a lo mds (1 — %)7
Demostracion. Por induccién sobre n, el Teorema es verdadero paran = 1,2,...,r. Su-
pongamos que el Teorema es verdadero para un valor menor que n y probemos para n. Sea
G(V, E) una grafica con n vértices que no contiene la subgrafica K,;1 y tiene el maximo
ntimero de aristas posible, es decir G es la grafica de Turdan 7 (n). Entonces G contiene
graficas K, ya que si no fuera asi, podriamos agregar aristas a GG, contradiciendo que tiene
el maximo numero de aristas. Sea A un clan de r vértices y sea B su complemento. Dado
que B tiene n — r elementos y no contiene a K,,1, por hipétesis de induccién B tiene
L) (n—r)®
2

alo mas (1 — =

- aristas. Sin embargo, dado que cada vértice de B tiene a lo mas
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r — 1 vecinos en A, el nimero de aristas entre A y B es a lo més (r — 1)(n — r). Entonces
tenemos lo siguiente:

E(G) = E(A)+E(A,B)+E(B) < <g)+(r_1)(n_r)+(1 _ i) (n—;)2 _ (1 B :«) 7;2

donde E(A), E(A, B), E(B) es el nimero de aristas en A, entre Ay By B respectivamente;
Figura 2.3. O

Figura 2.3: Aristas parar =5y n = 13.

Fue entonces el Teorema de Turan el que marco el origen del problema de subgréficas
prohibidas (Forbidden subgraph problem) dentro de la Teoria Extremal de Graficas. La
definicién del problema de subgraficas prohibidas es la siguiente:

¢ Cudl es el maximo nimero de aristas que una grafica G = (V, E) de n vértices puede
tener tal que, G no contenga una subgrdfica G'?.

En Teoria Extremal de Gréficas se estudia la constante buisqueda de gréficas con alguna
propiedad, tratando de maximizar o minimizar algiin parametro establecido.

Por ejemplo, sea G el conjunto de todas las graficas de orden n y tamano al menos
n, observemos que toda grafica en G tiene la propiedad grafica “contener un ciclo”
y su nimero de aristas denotado por u(G) es mayor que n — 1, entonces las grafi-
cas extremales de G son las graficas sin la propiedad contener un ciclo y su nimero de
aristas es igual a n— 1, por lo tanto los arboles de orden n son las graficas extremales de G.

La fuerte correspondencia que tienen las graficas abstractas con la graficas geométricas,
ha dado como consecuencia que una gran variedad de problemas de Teoria de Gréficas
sean estudiados en el plano usando graficas geométricas. Hacemos notar que a partir
del Teorema de Mantel y del Teorema de Turdn, podemos obtener de manera directa el
siguiente resultado en gréficas geométricas:

Teorema 2.1.3. Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posicion conveza. El
mdzximo numero de aristas que una grdfica geométrica sobre S sin subgrdficas isomorfas a
e 1\n? :
K11 es alomds (1 — )% . La cota es justa.
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Por lo tanto, para el problema planteado en este capitulo si S esta en posiciéon convexa,
2
el nimero méximo de aristas que G(S) puede tener sin contener 3-hoyos es “-; Figura 2.4.

Figura 2.4: Si los puntos de S estan en posicion convexa, el maximo nimero de aristas en
. 2
G sin 3-hoyos es 7.

Sin embargo, no podemos concluir a partir del Teorema de Turan, ninguna cota si los
puntos estan en posicién general.

En [41] Nara, Sakai y Urrutia estudiaron el Teorema de Turén para graficas geométri-
cas. Ellos mostraron que el nimero maximo de aristas que puede tener una grafica
geométrica de n vértices, tal que no contenga un m-agono convexo es: L(";—;Ll) n2J.

Observemos que esta cota considera m-agonos vacios y no vacios, por tal motivo no puede
ser aplicado de manera directa para solucionar el problema planteado en este capitulo.

Recordemos que un m-agono en un conjunto de puntos S es un poligono simple en 5,
y que un m-hoyo es un m-agono vacio.

J. D. Horton mostré que existe un conjunto de puntos arbitrariamente grande tal que
no contiene 7-hoyos convexos [27]. De esto se deduce que (g‘) es el maximo nimero de
aristas que una grafica geométrica G puede tener, tal que no contenga m-hoyos convexos
con m > 7. Pero, qué podemos decir sobre m-agonos, con m < 7.

Para m = 6 Carlos M. Nicolds [42] y de manera independiente Tobias Gerken [22]
probaron que para un conjunto de puntos suficientemente grande siempre existe un 6-hoyo
convexo.

Para el caso m = 5, Heiko Harborth [25] mostré que cualquier conjunto de 10 puntos
siempre contiene un 5-hoyo convexo.

Cuando m = 4, Esther Klein demostré que cualquier conjunto de 5 puntos determinan
un 4-hoyo convexo; Figura 2.5.

Dado lo anterior en este trabajo mostramos cotas sobre el nimero de aristas que una
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Figura 2.5: En conjuntos de 5 puntos siempre existen 4-hoyos.

grafica geométrica puede tener sin que contenga 3-dgonos vacios o 3-hoyos.

2.1.1. El conjunto de Horton

El conjunto de Horton es un componente principal para la obtencién de nuestras cotas,
por lo tanto presentaremos su definicién y construccién recursiva mostradas en [27, 39].

Definicién 2.1.2. Sean X y Y dos conjuntos finitos de puntos en el plano, decimos que
X esta muy arriba de' Y y'Y estd muy abajo de X, si se cumplen las siguientes propiedades:

= Ninguna linea determinada por dos puntos de X UY es vertical.

» Todos los elementos de Y se encuentran debajo de toda linea determinada por dos
elementos de X.

= Todos los elementos de X se encuentran por arriba de toda linea determinada por
dos elementos de Y .

Dado un conjunto X de n puntos en el plano, ordenamos a los elementos de X de
acuerdo a su coordenada z, de manera que X = {x1,x9,23,...,2,} con z; < x;+1. Defi-
nimos a los conjuntos X~ = {z9,74,76,...} y XT = {x1,23,25,...} a los subconjuntos
de X con indice par e impar respectivamente.

Definicién 2.1.3. Sea H un conjunto finito de puntos en el plano. H es un conjunto de
Horton si |[H| <1 o si se cumple lo siguiente:

» H= y H' son ambos conjuntos de Horton
» HT estd muy arriba de H= o H™ estd muy abajo de H™

Para mostrar que el conjunto de Horton existe, vamos a mostrar la construccién recur-
siva mostrada en [27]. Dicha construccién es la siguiente: Sea k un valor entero positivo,
el conjunto de Horton Hj, de tamaifio 2 es:

1. H; ={(0,0),(1,0)}

2. Hj, consiste de dos subconjuntos de puntos H,_, y H, ,:Ll, los cuales son obtenidos a
partir de Hy_1 y a su vez este es obtenido de la siguiente manera: Sip = (i,j) € Hi_1,
entonces p' = (2i,5) € H, ; yp" = (2i+1,j +dx) € H;" ,. El valor dj, es suficien-
temente grande ya que H,_, y H,j_l deben cumplir la definicién 2.1.2; Figura 2.6.
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Figura 2.6: Conjunto de Horton Hy.

2.2. Construccion de la cota inferior

En esta seccién mostramos que (5) — O(nlogn) < ET(n). Para obtener dicha cota,
hicimos uso de los conjuntos de Horton, Hj, de tamafio 2, y los siguientes resultados a
partir de su definicién.

Observacién 2.2.1. Los puntos p = (i,7) de Hy con i par, pertenecen a H, | y con i

impar pertenecen a H,j_l.

Sean p y q dos puntos en el plano y ¢, y ¢, dos lineas verticales que pasan por p y ¢
respectivamente. Observemos que el segmento pg divide a la banda vertical inducida por
¢, y £y en una parte superior Upg y otra inferior Lpgz. Diremos que no hay puntos abajo
(arriba) del segmento pg si Lpg (Upg) es vacia (Figura 2.7).

Figura 2.7: Divisién de la banda inducida por el segmento pq.

Sea B(Hy), el conjunto de segmentos que unen dos puntos p y ¢ de Hy, tal que no hay
puntos de Hy abajo de ellos (Figura 2.8).

Observacion 2.2.2. Sip,q € H,j_l entonces hay al menos un punto de H,_, abajo del
segmento pq. Si p,q € H,_ | entonces existe un punto de H,j_l arriba del segmento Dq.

La prueba del siguiente lema también fue dada por Barary y Valtr en [10].
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# 4

Figura 2.8: Segmentos del conjunto B(Hy).

Lema 2.2.1. |B(Hy)| = 28! — (k +2)

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre k. Es claro que para k = 1,
nuestro resultado es verdadero. Sea Hy, = H, ;U H ,:r_l un conjunto de Horton construido
como en la seccién anterior, y sea p,q € Hj tal que no existe ningiin punto de Hy abajo
del segmento pg, es decir, p y ¢ forman un segmento en B(Hy). Analicemos los posibles
casos para cualesquiera p,q € Hy:

= Supongamos que p y ¢ pertenecen al conjunto H,_,. Por hipétesis de induccién
deducimos que existen 2¥ — (k 4 1) pares de puntos p q.

= Claramente usando la observacién 2.2.2, podemos deducir que p y ¢ no pueden estar
en H;' ..
k—1

» El otro caso es cuando un punto esta en H,_, y el otro en H 1211' Por la observaciéon
2.2.1, podemos concluir directamente que si p = (,7), entonces el punto ¢ puede
tener dos valores distintos ¢ = (i = 1,r) para alguna r, excepto cuando el punto
p es el punto de coordenada x menor o el punto de coordenada x mayor. Dado lo
anterior podemos concluir que hay exactamente 2F — 1 parejas de puntos tal que uno
pertenece a H,_, y el otro a H]j'_l.

Usando el andlisis anterior obtenemos lo siguiente:
IB(H)| =2 —(k+1)+2F —1=2F" — (k +2)
O

Observemos que los segmentos del conjunto {B(H}) \ B(H,_,)} son formados por
parejas de puntos, tal que uno pertenece al conjunto Hl;tl y el otro a H,_,. Por lo tanto
tenemos la siguiente observacién:



CAPITULO 2. GRAFICAS GEOMETRICAS MAXIMALES SIN 3-HOYOS 19

Observacién 2.2.3. |B(Hy)| — |B(H, ;)| =2F-1

Es facil de ver que el niimero de segmentos que unen parejas de puntos en Hy que no
tiene elementos de Hy, arriba de estos es también 2¥+1 — (k +2). Por lo tanto el lema 2.2.1
afirma que el nimero de segmentos que unen parejas de elementos de Hy, tal que no hay
elementos de Hy, abajo de estos, (a saber 2 x 2¥ — (k4 2)), es lineal con respecto a 2%, que
es la cardinalidad de Hj.

Usaremos el lema 2.2.1 para probar el siguiente teorema:

Teorema 2.2.1. Para toda n = 2% k > 1, existe un conjunto de puntos (Hy) tal
que contiene una grdfica geométrica en Hy con (g) — O(nlogn) aristas, y no contiene
tridngulos vacios.

Demostracion. Sea Gy una gréafica geométrica de Hy, obtenida de la siguiente manera:

GG1 contiene la arista que une a los puntos (0,0) y (1,0). Ahora supongamos que
tenemos construida la grafica Gi_1 en Hy_1. G es obtenida a partir de los siguientes
pasos:

1. Sila arista pq esta en G,_1, entonces las aristas p'q’ y p”q” estdn en G}, y los puntos

', q,p" v ¢" son puntos obtenidos a partir de la definicién recursiva de Hy.

2. Agrega a G}, todas las aristas que unen parejas de puntos tales que uno esta en H,j_l
y el otro en H,_ .

3. Finalmente, borra de G, a todas las aristas pq, tal que p,q € H,j_l y abajo de pg no

existen puntos de H,: mas todas las aristas rm tal que r,m € H,_, y arriba de

1
rm no existen puntos de H, ;. (Figura 2.9).

Figura 2.9: Construccién de G. Las lineas sélidas son las aristas de Gy, y las aristas pun-
teadas son las aristas eliminadas.
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Mostraremos por induccién sobre k, que G no contiene tridangulos vacios. Para el
caso base cuando k = 1, el resultado es cierto. Supongamos que Gj_1 no contie-
ne tridangulos vacios. Por construccién, si G contiene un tridangulo vacio T, dicho
triangulo debe tener dos vértices en H ,j_l y uno en H,_,, o viceversa.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que 7" tiene dos vértices p,q € H :—1' Enton-
ces por el paso 3 de la construccién de G, garantizamos que existen puntos de H. 1311
abajo del segmento pq, por lo tanto, cualquier tridngulo que contiene la arista pg
contiene un punto en su interior. De manera similar, podemos garantizar lo mismo
para el tridngulo 7' con dos vértices en H, ;. Por lo tanto G no contiene tridngulos
vacios.

Ahora solo falta mostrar que Gy contiene (g) — O(nlogn) aristas, observemos que
por el lema 2.2.1 en el tercer paso de la construccion de Gy, borramos a lo més
2(2F — (k+1)) aristas de la grafica completa en Hj. Dado que el niimero de vértices
en Hy es n = 2%, el nimero de aristas eliminadas de la gréafica completa de Hj, es
acotada por la recursion

g(n) <29 (%) +2n.

lo cual implica que g(n) es acotada por arriba por O(nlogn).

O]

Como resultado de la Observacion 2.2.3 y por eliminar las aristas de GG de manera
recursiva basandose en Gj_; (Figura 2.10) el nimero exacto de aristas eliminadas en la
grafica completa Hj, es:

nloggmn —2n+2 =28k —2) +2.

Por otra parte, sabemos que para todo n debe existir un entero positivo f(n) tal que
ET(n) = () — f(n). Entonces, cuando n = 2 con k > 1, f(n) < nlogyn — 2n+2. Por lo
tanto, ya que f(n) es monétona creciente, para todo n tenemos que

F(n) < (2n)logy(2n) — 2(2n) + 2
lo cual implica el siguiente resultado:
Teorema 2.2.2. (3) — O(nlogn) < ET(n).

Observemos que el Teorema 2.2.1 puede ser generalizado a cuadrilateros, pentagonos y
hexagonos vacios de Hy. Es decir G, no contiene cuadrilateros, pentagonos y hexigonos
vacios. Esto se deduce a partir de que cualquier poligono vacio con vértices en Hj debe
tener vértices en H ,j_l y en H__,, porque no hay dos vértices adyacentes p y ¢ ambos en
H,;tl o H,_,, tal que pq no tenga elementos de H,;tl abajo de este o que pg no tenga
elementos de H;_, arriba de este. Por lo tanto para poligonos con no mds de 7 vértices,
no es necesario eliminar mas aristas de la grafica completa en Hj, por lo tanto Hi no
contiene tales poligonos convexos.
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Figura 2.10: Aristas que son eliminadas para construir G4. Las aristas punteadas son
aristas eliminadas en la construccion de G3.

2.3. Construccion de la cota superior

En esta seccién mostraremos una cota superior para ET'(n). Observemos que para
n>3, ET(n) < (g), porque la grafica completa K, sobre cualquier conjunto S de n
puntos en posicién general, siempre contiene al menos un tridngulo vacio, dicho tridngulo
puede ser encontrado de la siguiente manera: Sean p,q € S y pq la arista en K, que
une a p y ¢, sea r el punto més cercano a pq, entonces p, ¢, r forman un tridngulo vacio;
Figura 2.11.

° D L4

Figura 2.11: Siempre existe al menos un triangulo vacio.
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La cota superior mostrada en este trabajo esta dada por el siguiente teorema:
Teorema 2.3.1. ET(n) < (g) — (n — 24 L%J)

Demostracion. Sean S cualquier conjunto de n puntos en posicién general, y K,, la gréfica
geométrica completa sobre S. Sean F' un subconjunto de f aristas de K, tal que, la grafica
G = K, \ F no contiene tridngulos vacios, y F’ cualquier subconjunto de aristas de K™
con |F'| < f tal que, la grafica G’ = K, \ F’ contiene tridngulos vacios. Llamaremos a las
aristas del conjunto F' como aristas prohibidas. Claramente, ET(S) = (g) — f. Hacemos
notar la siguiente observacién:

Observacion 2.3.1. Existe al menos un punto q € S que pertenece a la envolvente
convezxa de S, tal que q es incidente a una arista prohibida e € F'.

Esta observacién es verdadera, ya que si no fuera asi, implicaria que para cualesquiera
3 puntos p,q y r de la envolvente convexa, el tridngulo T'(p,q,r) contiene al menos un
punto dentro y esto implicaria que siempre existe un tridngulo vacio. Una vez hecha esta
observacién, aplicamos lo siguiente: asignamos a la arista prohibida e al punto ¢q. Entonces
eliminamos a e y ¢ de G y aplicamos este paso recursivamente a la grafica G\ {¢} hasta que
tengamos solo 2 puntos. Con este proceso asociamos n— 2 aristas prohibidas a n—2 puntos
diferentes de S, con este proceso obtenemos el primer término de nuestra cota. Ademéds
las aristas asignadas forman un bosque de aristas prohibidas, denotado por B; Figura 2.12.

Ahora para obtener el término L%J de aristas prohibidas, consideramos lo siguiente:
sean p € S el punto con coordenada y menor, y pi,...,p,—1 los puntos de S\ {p}
ordenados radialmente con respecto al punto p en favor de las manecillas del reloj
(Figura 2.13). Vamos a dividir al conjunto S en subconjuntos de cardinalidad 10 sobre el
orden radial, de manera que las cunas S; y S;4+1 formadas por esta particién compartan
un punto ademas de p; Figura 2.13.

Por [26] se sabe que para cualquier conjunto de puntos en el plano de cardinalidad
10 siempre contiene un pentagono vacio. Sea FP; C S; el subconjunto de vértices del
pentagono vacio que esta en la cuna S;.

Sean Qp cualquier subconjunto de 5 puntos en posicién convexa, y K5 la gréfica
geométrica completa sobre OQs. Observemos que si eliminamos al menos 4 aristas de
K5 obtenemos una grafica geométrica sin triangulos vacios. De hecho existen sélo dos
subconjuntos de aristas combinatoriamente diferentes que cumplen con esto y las aristas
que fueron eliminadas contienen un ciclo de aristas prohibidas, donde dicho ciclo es un
tridngulo; Figura 2.14.

Ademsds de esto, cualquier grafica geométrica sobre Qs con 5 0 mas aristas contiene un
ciclo. Por lo tanto cada pentdgono P; debe tener al menos un ciclo C? de aristas prohibidas
y una de estas aristas no forma parte de I3, porque B es un bosque. Observemos que nuestro
resultado serfa cierto si todos los ciclos C son ajenos por aristas; Figura 2.15.
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Figura 2.12: Proceso para eliminar n — 2 aristas prohibidas. Las aristas punteadas son las
prohibidas y al final del proceso forman un bosque.
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Figura 2.13: Partiendo el conjunto S en subconjuntos de 10 puntos.

Sean ¢ y j dos valores enteros tal que 1 < i < j < L%J y para cualquier valor 7,

i<r<j,C"y C™! comparten una arista. Como comparten una arista, entonces com-
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Figura 2.14: K5 sin las aristas punteadas no contiene tridangulos vacios y las aristas pun-
teadas contienen un ciclo de aristas prohibidas.
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Figura 2.15: Cada ciclo de aristas prohibidas contiene al menos una arista que no ha sido
contada antes.

parten dos vértices donde uno de ellos es p. En consecuencia, la grafica C* U --- U CY
contiene (|C?| —2) + -+ (|C7| —2) + 2 vértices, y (|C| — 1)+ -+ (|C7| — 1) + 1 aristas.
Observemos que para eliminar a todos los ciclos en C* U --- U (7, necesitamos quitar al
menos una arista por ciclo, es decir j — i+ 1 aristas, y considerando el valor maximo de j

y el minimo de ¢, nuestro segundo término L%J de aristas prohibidas se cumple. Dado lo
anterior obtenemos:

pan-a

Por lo tanto
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Resumiendo lo mostrado hasta este momento, obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.3.2.

(Z) — O(nlogn) < ET(n) < (Z) - (n— 24 [gJ) .

2.4. Conclusiones y problemas abiertos

Se obtuvo una cota inferior y superior del méximo ntimero de aristas denotado por
ET(n), que una grafica geométrica sobre un conjunto de n puntos en posicién general
puede tener, tal que no contenga tridngulos vacios. Ademds conjeturamos que la cota
inferior

<Z> — O(nlogn) < ET(n)

es justa. Una buena e interesante pregunta abierta es: ;Se puede mejorar la cota su-
perior? El problema de determinar ET(n) puede ser visto como la versién geométrica del
Teorema de Turan, excepto que nosotros nos centramos en encontrar triangulos vacios en
lugar de las graficas geométricas completas de orden r. Una linea de investigacion sustan-
ciosa es considerar el problema pero para r-dgonos vacios, con 3 < r < 6, ya que para
r > 7 la respuesta directa es: (g) usando el conjunto de Horton.






4-hoyos balanceados en conjuntos de puntos
bi-coloreados

En este capitulo estudiaremos un problema relacionado con el Teorema de Erdos-
Szekeres, el enunciado de dicho teorema es el siguiente:

Teorema 3.0.1 (Teorema de Erdds-Szekeres). Para todo entero positivo m, existe un
entero positivo N(m), tal que todo conjunto de N(m) puntos en el plano en posicion
general contiene un m-dgono convexo.

Existen diversas variantes sobre este teorema, por ejemplo: los m-dgonos no son nece-
sariamente convexos, vacios o no vacios, que los puntos sean de distintas clases cromaticas
y buscar m-igonos monocromaticos, en fin, el interés de este tipo de problemas es muy
grande. Sin embargo, una variante de este teorema que ain no ha sido estudiada es con-
templar m-agonos con el mismo niimero de puntos de cada clase cromética, por lo tanto el
trabajo mostrado en este capitulo se refiere al estudio de 4-4gonos vacios formados por 2
puntos de color S7 y dos puntos de color Sz, donde S; y S5 son clases cromaticas distintas,
es decir estudiaremos 4-hoyos balanceados.

Los resultados de este capitulo fueron publicados en actas del 28th. European Workshop
on Computational Geometry y el articulo ya fue enviado a una revista internacional para
buscar su publicacién. Ademaés fueron obtenidos trabajando en conjunto con los siguientes
coautores: Sergey Bereg, José Miguel Diaz, Ruy Fabila, Pablo Pérez, Toshinori Sakai, Jorge
Urrutia e Inmaculada Ventura.

3.1. Introduccién

El problema de encontrar conjuntos de n puntos que garanticen que al menos contiene
un m-agono convexo, ha sido ampliamente estudiado, dentro del area de la geometria com-
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binatoria. En 1933 Esther Klein planted la siguiente pregunta, misma que fue parcialmente
resuelta por Erdds y Szekeres en 1935 [19]:

sPodemos demostrar que para cualquier nimero m, existe un nimero g(m) tal que,
cualquier conjunto de g(m) puntos contiene al menos un m-dgono convero?

Paul Erdos llamo a este problema como ”Happy End Problem”, dado que el inicio de
la colaboracién para la soluciéon de este problema, marco el inicio de una relacién entre
Klein y Szekeres que terminé en matrimonio en 1937. Tiempo después, Erdos planted una
variante del problema anterior, pero relacionado con el estudio de m-agonos vacios o
m-hoyos [18], dicho problema es el siguiente:

¢ Cudl es el minimo niumero h(m), tal que cualquier conjunto con g(m) puntos en el
plano contiene al menos un m-hoyo convexo?.

La solucién trivial para el caso m = 3 es (g) Esther Klein demostré que cualquier
conjunto de 5 puntos determinan un 4-hoyo convexo y Harborth mostré que 10 puntos
siempre contienen un 5-hoyo convexo, para mas detalles [25]. Sin embargo, en 1983 Hor-
ton mostré que existe un conjunto de puntos arbitrariamente grande tal que no contiene
7-hoyos convexos [27]. En 2007-2008 Nicolds y de manera independiente Gerken probaron
que para un conjunto de puntos suficientemente grande siempre existe un 6-hoyo convexo
[42, 22]. Ambas aproximaciones, fueron obtenidas a partir de observar la relacién entre
los 6-hoyos convexos en conjuntos de puntos suficientemente grandes y las capas convexas
dentro de los m-dgonos convexos. Nicolas probé h(6) < g(25), mientras que Genken me-
joré esta cota haciendo un largo anélisis de casos (57 casos) para mostrar h(6) < g(9). De
hecho, haciendo la demostracién mostré que cualquier conjunto que contiene un 9-agono
también contiene un 6-hoyo convexo.

El estudio de los m-hoyos hoy en dia es un tema muy estudiado dentro de la comunidad
cientifica, ya que se han planteado muchas variantes sobre el problema planteado por Erdos,
por ejemplo: la generalizaciéon a dimensiones superiores o que los puntos del conjunto
pertenezcan a distintas clases cromaticas. En cuanto a la generalizacién a dimensiones
superiores las unicas cotas que existen hasta ahora son mostradas en [34, 36].

3.1.1. Variantes cromaticas del problema de Erdos-Szekeres

En cuanto a variantes sobre conjuntos de puntos de distintas clases cromaticas, apa-
recieron por primera vez en el 2003 en [13]. En este trabajo, definieron que un m-hoyo
es monocromatico si todos sus vértices tienen el mismo color y mostraron que cualquier
conjunto bi-coloreado de n puntos contiene al menos [ ] — 2 3-hoyos monocromaéticos con
interiores ajenos. Ademds mostraron que la cota es justa y que todos los 3-hoyos encon-
trados coinciden ser del mismo color. Otro resultado mostrado en [13] es que para k > 5
y cualquier n, existen conjuntos de n puntos que no contienen k-hoyos monocromaticos
convexos. Dado lo anterior, los casos que faltan por explorar sobre el problema de Erdos
en conjuntos de puntos bi-coloreados son los 3 y 4 hoyos monocromaticos. La primer cota
sobre el nimero de 3-hoyos monocrométicos fue mostrada en [1], en dicho trabajo mostra-
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ron que existen Q(ng) 3-hoyos monocromaticos, y la mejor mostrada hasta el momento
fue dada en el 2011 por J. Pach y P. Valtr en [46] mostrando que existen Q(n%) 3-hoyos
monocrométicos. Sobre el nimero de 4-hoyos monocromadticos en [13] obtuvieron un con-
junto bi-coloreado de 18 puntos tal que no contienen 4-hoyos monocromaticos convexos,
ejemplos con conjuntos de puntos mas grandes estdn dados en [9] con 20 puntos, en [21]
con 30 puntos, en [23] con 32, en [30] con 36 y el més reciente es dado por Koshelev en
[35] con conjuntos bi-coloreados de 46 puntos.

Lo anterior motivo para que en este trabajo nos preguntarnos sobre el niimero de
4-hoyos en conjuntos de puntos bi-coloreados, pero permitiendo que tengan el mismo
nimero de puntos de las dos clases cromaéticas, llamandolos 4-hoyos balanceados. Mos-
traremos que dado un conjunto de puntos bi-coloreado existen un nimero cuadratico de
4-hoyos balanceados no necesariamente convexos y dado que cualquier conjunto contiene
un niimero cuadratico de 4-hoyos nos preguntamos sobre la caracterizacién de los conjuntos
de puntos bi-coloreados que no contengan 4-hoyos convexos balanceados.

3.2. Numero de 4-hoyos balanceados

Sean R y B dos conjuntos de n puntos en el plano en posicién general y de distintas
clases cromaticas, a los elementos de R y B les llamaremos puntos rojos y puntos azules
respectivamente. Aseguramos que si |R|, |B| > 2 entonces S siempre contiene un 4-hoyo
balanceado. Para probar esto, observemos que para todo conjunto H de cuatro puntos,
siempre existe un poligono simple cuyos vértices son elementos de H. Sea S’ un subconjunto
de S que contiene exactamente dos puntos rojos y dos puntos azules, tal que el area del
cierre convexo de S” es minimo. Claramente, cualquier poligono cuyo conjunto de vértices
es S’ no contiene puntos en su interior, por lo tanto es un 4-hoyo balanceado de S.

Por otra parte, si S tiene exactamente dos puntos de la misma clase cromética y muchos
de la otra, entonces S podria contener s6lo un ntimero constante de 4-hoyos balanceados.
Por ejemplo la Figura 3.1 se observa un conjunto con sdélo cinco 4-hoyos balanceados.

Figura 3.1: Conjunto de puntos con exactamente cinco 4-hoyos balanceados.
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Para el caso cuando |R| = |B| = n, S tiene al menos un nimero lineal de 4-hoyos
balanceados. De hecho podemos aplicar Ham-sandwich recursivamente, podemos dividir a
S en un nuimero lineal de subconjuntos ajenos de tamano constante, cuyos cierres convexos
son ajenos, y cada uno de estos contienen al menos dos puntos rojos y dos puntos azules
y esto es justo un 4-hoyo balanceado.

En esta seccién probaremos el siguiente problema:

Problema 3.2.1. Sea S = RU B, S siempre contiene un numero cuadrdtico de 4-hoyos
balanceados, no necesariamente convezxos.

Supongamos que los elementos de S tienen coordenadas distintas. Denotaremos con
]ﬁ al rayo que sale del punto p y pasa por un punto q.

Coloracién de aristas en la grafica geométrica G(S).

La coloracién de las aristas en G(S) que unen a puntos rojos y azules es la siguiente:

» Aristas de color verde. A la arista rb que une a un punto rojo r y un punto azul b
la coloreamos de werde, si dicha arista, es una arista o una diagonal de un 4-hoyo
balanceado de S.

= Aristas de color negro. Si 7b no es coloreada de color verde y forma parte del cierre
convexo de S, la coloreamos de negro; Figura 3.2.

bito @

® bit1

Figura 3.2: Aristas de color verde y negro.

= Aristas de color rojo. Si b no es coloreada de verde ni negro, entonces la coloreamos
de rojo si al rotar el rayo rb, sobre r a favor de las manecillas del reloj, el rayo r
encuentra a un punto rojo r’, antes de encontrar un punto azul; Figura 3.3(a).

= Aristas de color azul. Si b no es coloreada de verde ni negro, entonces la coloreamos

%
de azul si al rotar el rayo br, sobre b a favor de las manecillas del reloj, el rayo br
encuentra a un punto azul b, antes de encontrar un punto rojo.
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Haremos algunas observaciones sobre las aristas de color rojo. Observamos que si ro-
tamos al rayo rb sobre r en contra de las manecillas del reloj, dicho rayo debe encontrar
primero a un punto rojo r’ antes de encontrar a un punto azul ¥, ya que si no fuera asf,
los puntos r,7’,b y b’ formarfan un 4-hoyo balanceado y por lo tanto, la arista rb tendria
que ser de color verde; Figura 3.3(b). De hecho ocurre lo mismo si rotamos al rayo rb sobre
b . Con lo anterior podemos concluir la siguiente observacién:

Observacién 3.2.1. Si la arista vb es de color rojo, entonces al rotar el rayo % sobre
r y sobre b en contra y a favor de la manecillas del reloj, siempre encuentra primero a un
punto de color rojo antes de un punto azul; Figura 3.3(a).

Figura 3.3: Coloracion de aristas.

De manera similar, ocurre con las aristas br de color azul, es decir, si rotamos a Ez,
sobre b y sobre r, siempre encontramos a un punto azul antes que a un punto rojo. Dado
lo anterior concluimos que la coloracién de aristas esta bien definida. A continuacién
mostraremos que existen un niimero cuadratico de aristas de color verde y con esto obtener
la cota principal de esta seccion.

Sea r un punto rojo. Ordenamos y etiquetamos a los puntos azules de izquierda a
derecha, de acuerdo al orden marcado en contra de las manecillas del reloj sobre r como
{b1,...,b,}; Figura 3.4.

A continuacién mostraremos los siguientes lemas con respecto a la etiquetacién de los
puntos azules y a la coloracién de aristas:

Lema 3.2.1. No ezisten dos aristas consecutivas rb; y rbi+1, tal que una arista es de
color rojo y la otra es de color azul.
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Figura 3.4: Orden de los puntos azules con respecto al punto 7.

Demostracién. Supongamos que si existen dos aristas consecutivas 7b; y 7b; 11, tal que una
es de color rojo y la otra de color azul. Sin pérdida de generalidad supongamos que rb; es
de color rojo y que rb; 41 es de color azul. Como la arista rb; es de color rojo, entonces por
la Observacién 3.2.1 debe de existir a su derecha un punto rojo r’ antes que un punto azul,
por lo tanto 7’ esta dentro del tridngulo determinado por los puntos b;,r, b;11. Por otra
parte, como la arista 7b; 1| es de color azul, por la Observacién 3.2.1, debe existir un punto

azul antes que un punto rojo al rotar el rayo r—b;—l) sobre r a favor de las manecillas del
reloj, sin embargo esto no es posible porque entre b; y b;41 no existen puntos azules, por lo
tanto al girar el rayo rb; 1, este encontrard primero a un punto de color rojo, entonces la
arista rb;+1 no puede ser de color azul. Dado lo anterior, no existen dos aristas consecutivas
tal que una es de color rojo y otra es de color azul. O

Con el Lema 3.2.1, podemos concluir que entre una arista de color rojo y una arista
de color azul, existe una arista de color verde.

Lema 3.2.2. Sea i tal que rb; y rbiy1 son dos aristas de color rojo. El tridngulo A
acotado por rb;, bibiy1 y rbiy1 contiene al menos tres puntos rojos de S; Figura 3.5.

Demostracion. Supongamos que el lema no es cierto, entonces el tridngulo A contiene
0, 1 o 2 puntos de color rojo. El tridngulo A no puede estar vacio porque si fuera asi,
las aristas rb; y 7b;;1 no serian de color rojo, ya que por la Observacién 3.2.1 existe al
menos un punto de color rojo 7’ a la derecha de la arista rb; y un punto de color rojo "
a la izquierda de la arista rb; 1. Ahora, si el tridngulo A contiene un punto rojo entonces
r’ = 1", pero esto no es posible porque si fuera asi, se formarian tres tinicos 4-hoyos, y
esto implicarfa que al menos una de las dos aristas rb; y 7b;; deben ser de color verde;
Figura 3.6. Finalmente, el tridngulo A no puede contener sélo dos puntos rojos, porque
para eliminar a los tres 4-hoyos, formados con un punto rojo se necesitan al menos dos
puntos rojos més, uno arriba y otro abajo de la arista b;r’.
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b;

Figura 3.5: El tridngulo A acotado por 7b;, b;b;11 y rb;iy1 contiene al menos tres puntos
dentro.

\ \

\ \

\ \

or o ./
\

\

\ \

\ \

\ \

\ \
\ \
\ \
\ \
\ \

bit1 bi bit1

Figura 3.6: 4-hoyos formados con los puntos r,7/,b y b”.

O

Observacién 3.2.2. El Lema 3.2.2 implica que el conjunto {rb;;i = 1,...n} contiene a
lo mds | %] aristas rojas consecutivas.

Lema 3.2.3. Sean rb; y rbi11 dos aristas consecutivas tal que una es de color verde vy la
otra es de color rojo. El tridngulo A1 determinado por las aristas rb;, bibiy1 y m debe
de contener al menos tres puntos rojos de S.

Demostracion. Supongamos que el lema no es cierto entonces el tridngulo Ay contiene 0,
1 o 2 puntos de color rojo. Sin pérdida de generalidad supongamos que rb; es de color
verde y rb;;1 es de color rojo. El tridngulo A no puede estar vacio ya que si fuera asi la
arista rb;11 no seria de color rojo porque su primer punto al rotarla en contra de las
manecillas del reloj seria de color azul, contradiciendo la Observaciéon 3.2.1. El triangulo
A1 no puede tener un solo punto rojo r’ porque si fuera asf la arista 7b;;1 y los puntos r’
y b; formarfan a lo més dos 4-hoyos a y 3, entonces la arista rb; tendria que ser de color
verde (Figura 3.7).
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Figura 3.7: 4-hoyos posibles que contienen a la arista rb;41

Si tuviéramos sélo otro punto rojo r”, este punto tendria que estar dentro de a y f3,
para no contradecir la coloracién de la arista rb; 11, entonces el punto rojo r”’ debe estar
dentro del tridngulo determinado por los puntos {r,r’,b;11}. Observemos que si r’ esta
arriba de la linea £(b;,r') determinada por los puntos b; y 7’ entonces podemos formar
el 4-hoyo balanceado con los puntos {r,b;,r” b1} y si estd abajo de la linea £(b;, "),
los puntos {r,r”,b;,b;+1} forman un 4-hoyo balanceado, y en ambos casos la arista rb;41
es parte de los 4-hoyos balanceados, entonces no puede ser de color rojo. por lo tanto
es necesario tener al menos otros dos puntos rojos méas dentro de Aj. Lo anterior hace
verdadero nuestro lema. O

Supongamos que tenemos un bloque B de k aristas rojas consecutivas rb;, ..., Tbj 1 x_1
incidentes en 7, como no existen dos aristas consecutivas tal que una sea roja y otra azul
entonces, las aristas que delimitan el bloque B de aristas rojas deben ser de color verde,
es decir 7b;_1 y rb;+1, son de color verde. Observemos que usando el Lema 3.2.2 podemos
asociar a B al menos 3(k — 1) puntos rojos que pertenecen al poligono delimitado por
las aristas rb;_1, bjbjy1 con j =i—1,4,i+1,...;i+k—-1y birxr y por el Lema 3.2.3
asociamos al menos 6 puntos rojos mas de los tridngulos determinados por los puntos
{r,bi—1,bi} y {r, bixr—1,bi+r}. Por lo tanto, podemos asociar a B al menos 3(k+ 1) puntos
rojos; Figura 3.8.

Si construimos los posibles s bloques de aristas rojas de S incidentes en r, observamos
que por la construccién de cada bloque, los puntos rojos asociados a cada bloque son
conjuntos ajenos. Supongamos que las aristas rojas incidentes a un punto r son agrupadas
en s bloques de aristas rojas consecutivas. Como tenemos s bloques necesitamos s aristas
verdes para delimitar cada bloque. Observemos que por el Lema 3.2.3, cada bloque necesita
al menos 6 puntos rojos, ya que un bloque tiene al menos una arista roja. Entonces tenemos
a lo més n — 6s — 1 puntos rojos para separar aristas rojas. Observemos que si tenemos
pocos bloques el ntimero de aristas rojas en el mejor de los casos se maximiza, porque para
agregar una arista roja a un bloque que ya existe se requieren al menos tres puntos rojos,
dado lo anterior podemos concluir la siguiente observacion.

Observacion 3.2.3. Cuando el nimero de bloques en S se minimiza el nimero de aristas
rojas incidentes en r se maximiza.
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it

b; o bitr—1

Figura 3.8: Bloque B.

Para contar el maximo ntimero de aristas, incidentes en un punto r, dada la observacién
anterior es cuando s = 1. De esto obtenemos lo siguiente:

Lema 3.2.4. El numero de aristas rojas incidentes a r, es a lo mds ”7_4

Demostracion. Dada la Observacién 3.2.3 concluimos que 7 alcanza el maximo ntmero
de aristas incidentes cuando el nimero de bloques es uno, entonces tenemos n — 7 puntos
rojos para separar a las aristas rojas.

Por el Lema 3.2.2, por cada arista roja en el bloque, necesitamos al menos 3 puntos
rojos, entonces el maximo nimero de arista incidentes a r es %47 ademads el bloque en el
peor de los casos tiene una sola arista roja. Dado lo anterior obtenemos que el maximo
numero de aristas rojas es:

n—"17 +1<n—7+1_n—4
3 - 3 N

Dado lo anterior, nuestro lema queda demostrado. O

Usando el lema anterior obtenemos de manera directa el siguiente resultado:

. . n2 . .
Teorema 3.2.1. Erxisten a lo mds 5 — 4?" aristas de color rojo.

Demostracion. Usando el Lema 3.2.4, sabemos que el mdximo nimero de aristas rojas
incidentes en un punto cualquiera r es a lo mas ”7_4, por lo tanto para el conjunto de

puntos rojos a lo mas tenemos tenemos

n—4 _n2 4n
"\T3 ) T3 3

aristas de color rojo. d
T . . (o n? an
Un argumento simétrico muestra que el nimero de aristas azules es a lo mas 5 — 3¢.

Dado que hay exactamente n? aristas que unen a los puntos rojos con los puntos azules,

podemos concluir que aproximadamente al menos se tiene una tercera parte de aristas son

. 2 .
de color verde, de hecho se tienen al menos n? — 2 (% - %”) aristas de color verde.
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También observemos que un 4-hoyo balanceado es determinado por 4 aristas verdes,
con esto obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.2.2. El numero de 4-hoyos balanceados de S es al menos L@J

., . , 2 .
Demostracién. Como en total se tienen a lo mas n? —2 (% — %”) de aristas de color verde

v 4 aristas de color verde son necesarias para formar un 4-hoyo balanceado, entonces el
numero total de 4-hoyos balanceados es:

2 2 _ 4
wo2(F-f) womiw fim s

O]

Notemos que si Ry B son conjuntos linealmente separables la cota puede ser mejorada,
de la siguiente manera: Sin pérdida de generalidad supongamos que los puntos estan
divididos por una linea horizontal ¢ tal que los puntos rojos y azules estan sobre y abajo
de / respectivamente. Etiqueta a los puntos rojos con r1,79,...7, de abajo hacia arriba
con respecto a su coordenada y. Recordemos que las condiciones minimas para que exista
un bloque B, es necesario tener al menos una arista roja Tbj, y dos aristas r;bj_1 y 7ibj41
de color verde que delimitan a B, entonces usando el Lema 3.2.3 concluimos que en el
mejor de los casos hasta el punto r; con ¢ > 7, se formara un bloque B.

Lo anterior, nos lleva al siguiente resultado:

Lema 3.2.5. El nimero de aristas rojas incidentes a r;, es a lo mds L%J —1.
Dado el lema anterior podemos concluir el siguiente resultado

Teorema 3.2.3. Si R y B son dos conjuntos separables entonces existen a lo mds

2 . .
T %” aristas de color rojo.

Demostracion. Como cada punto r; contiene a lo mas L%J — 1 aristas rojas incidentes,
entonces el niimero de aristas rojas en S es a lo mas:

“li—1 1 — 1
ZL - J—1<<3;2—1>—n:3(1+2+3—|—---+n—1)—n

i=1
1 /(n=1)n n? n? n
= - —_— —_-_ N = — — _ N = — — —
3 2 6 6

o
o3

O]

De manera analoga podemos concluir que el nimero de aristas azules es a lo mas
2 / . . .
- %”. Dado que el niimero de aristas con un punto rojo y un punto azul es n?, concluimos
P ’ . 2
que el méximo niimero de aristas de color verde es n? — 2 (% — %" .

Dado lo anterior y sabiendo que son necesarias 4 aristas verdes para formar un 4-hoyo
balanceado, concluimos el siguiente resultado:



CAPITULO 3. 4-HOYOS BALANCEADOS EN CONJUNTOS DE PUNTOS
BI-COLOREADOS 37

Teorema 3.2.4. El numero de 4-hoyos balanceados de S = RU B, cuando R y B son

. 2
linealmente separables es al menos L% =+ %J

Demostracion.

Observamos que nuestra cota es asintéticamente justa, en la Figura 3.9 mostramos un
ejemplo con solo un nimero cuadratico de 4-hoyos balanceados.

Figura 3.9: Cualquier 4-hoyo balanceado usa dos puntos consecutivos rojos y dos conse-
cutivos azules.

Usando todos los resultados anteriores concluimos de manera directa el siguiente re-
sultado:

Teorema 3.2.5. Sea S = RU B un conjunto de 2n puntos, n puntos de color rojo y
n puntos de color azul. El conjunto S siempre tiene al menos un numero cuadrdtico de
4-hoyos balanceados.

3.3. 4-hoyos convexos balanceados

Para cualesquiera dos puntos p y ¢ en el plano, pg y ¢(p, q) denotan, respectivamente,
el segmento que une a los puntos p y ¢, y la linea que es determinada por estos. Si p y g son
puntos rojos, pq y ¢(p, q) los llamaremos arista roja y linea roja respectivamente. Sipy ¢
son puntos azules, los llamaremos arista azul y linea azul respectivamente. Denotaremos
con CH(X) el cierre convexo del conjunto X.

Claramente no todos los conjuntos de puntos bi-coloreados contienen 4-hoyos convexos
balanceados; Figura 3.10. El nimero de puntos azules dentro del tridngulo y el hexdgono en
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(a) (b) (c)

Figura 3.10: Conjuntos de puntos sin 4-hoyos convexos balanceados.

la Figura 3.10(b) y (c) pueden ser arbitrariamente grandes. A continuacién comenzaremos
con la caracterizacién de conjuntos de puntos que contienen 4-hoyos convexos balanceados.
Asumiremos que |R|,|B| > 2.

3.4. Caracterizacion de conjuntos de puntos sin 4-hoyos con-
vexos balanceados

Lema 3.4.1. Si S contiene una arista roja y una arista azul que se intersectan, entonces
S contiene un 4-hoyo convezxo balanceado.

Demostracion. Suponemos que S contiene una arista roja y una arista azul que se enter-
sectan. Elegimos a la arista roja ab y a la arista azul cd tal que el cuadrildtero convexo
Q con vértices {a,b, c,d} es de drea minima. Si Q no es un 4-hoyo convexo balanceado,
entonces Q contiene un punto en su interior, supongamos sin pérdida de generalidad que
existe un punto rojo 7 € S en el interior de Q. Entonces ar o br intersectan a dc, y {a, r,
¢, d} es el conjunto de vértices de un cuadrildtero convexo balanceado de menor area que
Q, lo cual es una contradiccién; Figura 3.11. O

C

Figura 3.11: Segmentos que se intersectan. El segmento ab puede ser reemplazado por el
segmento ar.
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Para hacer el andlisis de la caracterizacién de conjuntos de puntos que contienen 4-
hoyos convexos balanceados, presentaremos dicho andlisis en dos casos, cuando R y B
son separables y cuando no lo son. Analizaremos primero el caso cuando R y B no son
linealmente separables.

3.4.1. Ry B no son linealmente separables
Ahora nuestro objetivo es probar el siguiente resultado:

Teorema 3.4.1. Sea S = RUB, tal que R y B son dos conjuntos de puntos no lineal-
mente separables. Entonces S tiene un 4-hoyo convexo balanceado si y solo si cualquiera
de las tres condiciones se cumple:

1. CH(B) C CH(R),|R| > 4,|B| > 2,
2. CH(R) C CH(B),|B| > 4,|R| > 2,
3. CH(B) y CH(R) se traslapan.

Demostracion. Supongamos primero que CH(B) C CH(R), y R y B tienen al menos 4 y
2 elementos respectivamente. Consideramos una triangulacién 7' de R. Por el Lema 3.4.1,
concluimos que todos los puntos azules estan dentro de un tridangulo ¢t de T', ya que si no
fuera asi existirfa una arista roja y una arista azul en S que se intersectan. Si B tiene
exactamente dos elementos, entonces es facil ver que dos vértices de t, junto con los dos
elementos de B, forman un 4-hoyo convexo balanceado. Por lo tanto B tiene al menos tres
elementos.

Ya que R tiene al menos cuatro elementos, 7' tiene al menos dos triangulos, dichos
tridngulos los llamaremos ¢ y ¢ y denotamos como ab a la arista que comparten ¢ y . Sea
Q = tUt, y supongamos primero que Q es convexo; Figura 3.12(a). Si la linea determinada
por dos elementos consecutivos u y v del CH(B) intersectan a la arista ab, entonces dos
de los vértices de t' con u y v forman un 4-hoyo convexo balanceado; Figura 3.12(a).

Ahora supongamos que Q no es un cuadrildtero convexo, y sea c el tercer vértice de
t'; Figura 3.12(b). Dado que B tiene al menos tres vértices, hay al menos dos vértices
azules en uno de los semiplanos determinados por la linea £(b, ¢). Observemos que siempre
podemos elegir a dos de estos vértices, denotados por u y v, tal que el cuadrildtero Q'
con conjunto de vértices {u,v,b, c} es convexo y no contiene puntos azules en su interior;
Figura 3.12(b). Sin embargo Q' podria contener puntos rojos en su interior. En tal caso,
elegimos al punto ¢’ dentro de Q' més cercano a la arista bd, donde d es el tercer punto del
tridngulo ¢, entonces con los vértices u,v,b y ¢’ formamos un 4-hoyo convexo balanceado;
Figura 3.12(c). Dado lo anterior el caso 1 queda probado. Vale la pena mencionar que si
CH(B) C CH(R), pero R tiene solo tres elementos, nuestro resultado no es verdadero. Los
contraejemplos de esto, son los conjuntos de la Figura 3.10(b) y (c¢). El caso 2 es similar
al 1.

Finalmente para el caso 3, observamos que el cierre convexo de B y R se traslapan
entonces existe una arista azul que se intersecta con una arista azul. Por el Lema 3.4.1,
concluimos que S contiene un 4-hoyo conexo balanceado, Figura 3.13. O
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a a
C
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b ¢ ¢

(a) (b) ()

Figura 3.12: Dos cuadrilateros posibles que contienen los puntos azules: convexo y no

(a)

(b)

Figura 3.13: Los cierres convexos se traslapan o se contienen.

3.4.2. Ry B son linealmente separables

Sean Ry B dos conjuntos bicromaticos linealmente separables. Supongamos que RU B
no contienen 4-hoyos convexos balanceados. A continuacién daremos la caracterizacién de
RUB.

Dados tres puntos no colineales a, b, c € R U B. Denotaremos por w(a, b, ¢) a la regién
convexa abierta acotada por los rayos ba y b_c> Tales regiones w(a, b, ¢) son llamadas cunas
y el punto b es llamado dpice de w(a, b, ¢); Figura 3.14.

Lema 3.4.2 (Lema 2-1). Sean a,b,c € RU B, tal que forman un tridngulo vacio. Si
solo a,b pertenecen a un mismo conjunto R ¢ B, entonces la region determinada por
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C

Figura 3.14: Cuna w(a, b, ¢) con apice en el punto b.

w(b, a,c) Uw(a,b,c) no contienen puntos del mismo conjunto que c.

Demostracidn. Supongamos que si existe un punto ¢’ en w(b, a,c¢) Uw(a, b, c), tomemos el

rayo bc y lo giramos hasta el punto ¢/, con esto formariamos un 4-hoyo convexo balanceado;
Figura 3.15. O

Figura 3.15: La regién w(b, a, c) Uw(a, b, ¢) no contiene puntos del mismo conjunto que c.

Lema 3.4.3. RU B no contiene un punto r € R y un punto b € B tal que, el segmento
que une a r y b denotado por rb, intersecta dos aristas riri11 y bjbj1 que pertenecen al
CH(R) y al CH(B) respectivamente; Figura 3.16.

Demostracion. Observemos primero que el cierre convexo formado por los puntos r;, 741,
bj ¥ bj41 es un tridngulo, porque de no ser asi formarian un 4-hoyo convexo balanceado.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que el cierre convexo de los puntos r;, riy1, bj y
bj+1 es el tridngulo formado por los puntos r;11, b; y bj11; Figura 3.16. Dado que r;r; 41 y
bjbj+1 son aristas del CH(R) y CH(B) respectivamente, los tridngulos formados por los
puntos (rj4+1,7,bj41) ¥ (ri,bj, bjy1) son vacios. Si rotamos al rayo que sale del punto r; y
pasa por bj;;1 a favor de la manecillas del reloj, hasta que le pegue a un punto b’ dentro
de la cuna determinada por los puntos bj1, r; y b con dpice en 7, o al punto b mismo, si
es que el punto b’ no existe, formamos un 4-hoyo convexo balanceado con los puntos 7;,
Tit1, bjy1 y U'; Figura 3.17. O
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Figura 3.16: R U B no tiene segmentos bi-coloreados que intersectan aristas del CH(R) y
del CH(B) a la vez.

Tit1 bjt1

r e < o)
&

bj

Figura 3.17: Siempre existe un 4-hoyo convexo balanceado.

Lema 3.4.4. El interior del CH(R) o el CH(B) es vacio, esto es al menos R o B estdn
en posicion convera.

Demostracion. Supongamos que no es cierto, esto implica que existen dos puntos r y b,
conr € Int(CH(R)) y b € Int(CH(B)). Observamos que el segmento que une a r y b
intersecta una arista del C H(R) y una arista del CH(B), usando el lema 3.4.3 concluimos
que R U B contiene 4-hoyos convexos balanceados. Por lo tanto, el lema es cierto. ]

Lema 3.4.5. Sean r;ri11 y bjbj11 una arista roja y una arista azul del CH(R) y CH(B)
respectivamente. Si existe un punto r € r;rip1 y un punto b € bjbjiq tal que, el interior
relativo del segmento rb no intersecte una arista del CH(R) U CH(B), entonces el cierre
convexo de r;,7i41,b; y bjy1 es un tridngulo.

Demostracion. Si no fuera asi R U B tendria un 4-hoyo convexo balanceado formado por
los puntos 7;,7;41,b; ¥y bji1. ]

Lema 3.4.6. Un fuelle no tiene 4-hoyos convexos balanceados.
Demostracion. La prueba se sigue usando los lemas 3.4.4 y 3.4.5. O

No s6lo los fuelles no contienen 4-hoyos convexos balanceados.
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Demostracion. Como R y B son conjuntos linealmente separables, el cierre convexo de
R U B contiene dos aristas bi-coloreadas. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
una de estas aristas, denotada por e; y formada por los puntos r; y b es horizontal, y
todos los puntos de R U B estan arriba de e;. Etiquetamos a los elementos de R como
T1,72,73y ..y "m—1,Tm, €n contra de las manecillas del reloj, sobre el CH(R), empezan-
do por ri y etiquetamos a los elementos de B por by, bo,bs,...,b,_1,b, a favor de las
manecillas del reloj y empezando por by; Figura 3.18.

ba

b1

€1

Figura 3.18: Etiquetado de los puntos con respecto a su cierre convexo.

Tomemos los primeros dos puntos del CH(R) y del CH(B), usando el lema 3.4.5,
concluimos que el cierre convexo de 71,79,b1 y bo forman un tridngulo, entonces tenemos
que £(r1, r2) intersecta al segmento b1by o £(by, by) intersecta al segmento 7173. Supongamos
que £(r1,72) intersecta al segmento biby. Sea r; el tltimo punto en el CH(R) tal que, la
linea ¢(r1, ;) intersecta al segmento b1by, cabe aclarar que se puede dar el caso que r; = 79;
Figura 3.19(a).

Figura 3.19: El segmento b1by puede ser intersectado por varias lineas rojas. El punto
ri =ryy el puntor; =rgen (b) y rj =13 en (c).

Dado que la linea ¢(ry, o) intersecta a la arista by be, el tridngulo formado por los puntos
r1,72 ¥ b1 es vacio, usando el lema 3.4.2, concluimos que no es posible tener puntos azules
abajo de la linea £(r1,r2). Observamos que no es posible que existan puntos azules dentro
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de las cunas w(rg,r1,7k+1) con 2 < k < i y w(r;,r1,b2) porque de ser asi se cumpliria
el lema 3.4.3 con los puntos r; y cualquier punto b dentro de las cunas. Por lo tanto, no
puede existir un punto azul b, abajo de la linea ¢(r1,b2) y a la derecha de la arista bjbe
del CH(B). En general, dado que cualquier rayo que sale del punto r; hacia un punto
azul siempre intersecta el CH(R), concluimos que no existen puntos azules a la izquierda
de una arista del CH(B), porque de ser asi se cumpliria el lema 3.4.3. Por lo tanto, el
conjunto B es una cadena convexa visible desde r1;! Figura 3.20.

Figura 3.20: Todos los puntos de B son visibles desde 7.

Sea r; el punto rojo mds cercado a la arista biba que se encuentra abajo de la linea
l(r1,b2). Como r; es el punto més cercano a la arista bibg, el tridngulo formado por
estos puntos es vacio, usando el lema 3.4.2, podemos concluir que las cufias w(bi, b2, ;) y
w(ba, b1, rj), con apice en by y by respectivamente, no contienen puntos rojos; Figura 3.19.

Sea ;41 el siguiente punto en el CH(R), si la arista r;r;+1 no intersecta la linea ¢(by, b2),
entonces la linea £(by, by) es la linea que separa a los conjuntos R y B, porque el tridngulo
formado por los puntos 7;,7;+1 y bz, es vacio por ser puntos del CH(R) y del CH(B)
respectivamente y usando el lema 3.4.2 concluimos que la cuna w(r;4+1,7;,b2) con dpice en
r; no contiene puntos azules; Figura 3.21.

Tomemos al rayo determinado por los puntos r;4+1 vy 7; ¥ lo rotamos a favor de las
manecillas del reloj, hasta encontrar el primer punto rojo r, observemos que la cuna
w(ri, riy1,T) CON apice en ;41 no contiene puntos rojos en su interior. Con esto, podemos
concluir que ya no es posible tener mas puntos azules, porque los tridngulos (741, 7, b2),
(ri,7,02) y (r4,7,b1) son vacios, si r; = rj; Figura 3.22 (a) y (b) y si el punto r; # r;, el
tridngulo (r;, r, be) es vacio; Figura 3.22(c).

Ahora si la arista 77,11 intersecta la linea (b1, by), entonces los puntos r; = ;. Ob-
servemos que no puede existir un punto azul b, abajo de la recta £(ri,7;+1), porque se
cumpliria el lema 3.4.3 con los puntos r1 y b, con esto podemos concluir que el triangulo
formado por los puntos r;, ;41 v b es un triangulo vacio, por lo tanto no pueden existir
puntos azules dentro de la cuna w(r;4+1, 74, ba) con apice en r;, ni en la cuna w(r;y1, b, ;)
con apice en be. Observemos que si la linea £(r;, by) intersecta a la linea £(r1, r;41), entonces
es posible tener puntos azules en dos regiones distintas; Figura 3.23.

!Diremos que es visible desde ri, si cualquier segmento formado por 71 y cualquier punto p € B no
intersectan ninguna arista azul del CH (B).
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(a) (b) ()

Figura 3.22: No es posible agregar mas puntos azules. En (a) el punto r = ry, en (b) y (¢)
el punto r = r3.

T

€1
(a)

Figura 3.23: Siempre existen regiones que pueden contener sélo puntos azules.
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Si b3 existe en la regién Bj, entonces el conjunto de puntos es un fuelle y usando el
lema 3.4.6, concluimos que no contiene 4-hoyos convexos balanceados.

Si bs existe en la regién By, observamos que el tridngulo formado por r;41, b y b3 es
vacio, entonces por el lema 3.4.2 la cuna w(r;41, b3, b2), con apice en bz, no debe contener
puntos rojos. Tambien observemos que ya no es posible agregar mas puntos azules, porque
si existieran dichos puntos, tendrian que estar a la derecha de la arista b2b3, y esto no
es posible porque B es una cadena convexa visible desde r;. Finalmente, observemos que
los triangulos (bg, b1, 7;), (b2, b1,7:41) v (b2, b3, 7i+1), son vacios, por lo tanto, no es posible
tener puntos rojos arriba de la linea ¢(by,r;); Figura 3.24.

1

Figura 3.24: Configuracién de puntos que no contiene 4-hoyos convexos balanceados.

3.5. Conclusiones y problemas abiertos

Se obtuvo que dados dos conjuntos R y B de distintas clases cromaéticas siempre contie-
nen un namero cuadratico de 4-hoyos balanceados. Ademas se puede obtener un resultado
tipo Teoria de Ramsey que es el siguiente: Si n > 4, siempre existe un 4-hoyo convexo
balanceado o un 4-hoyo monocromatico. Ademés muchas veces la geometria combinatoria
y la geometria computacional hacen una simbiosis perfecta ya que obtener el resultado
de una te puede llevar a obtener el resultado de la otra. Entonces con la caracterizacion
del conjunto de puntos que contiene no contiene 4-hoyos convexos balanceados nos lleva
a disefiar un algoritmo de tiempo O(nlogn) para decidir si un conjunto S bicromético
contiene un 4-hoyo convexo balanceado.

Finalmente, una buena, interesante y dificil pregunta abierta es: ;Cudl es el ntimero
de 2k-hoyos balanceados que puede contener un conjunto de 2n puntos bicromaticos, con
k > 37 Sin duda obtener la respuesta de la pregunta anterior darad una linea de investigacién
sustanciosa.



Circulo y m-agonos convexos sobre puntos
coloreados

En este capitulo estudiaremos tres problemas con respecto al area de facility location
planning. La pregunta méas importante en la cual se desarrolla cualquier trabajo de esta
area es: jDonde colocar una residencia de manera que tenga todos los servicios disponi-
bles?. El problema de la ubicacion de servicios esta estrechamente ligado a lo siguiente:

= La necesidad de producir cerca de los clientes los servicios debido a la competencia
basada en el tiempo, los acuerdos comerciales y los costos de envio.

s La necesidad de ubicar los servicios a la mano para aprovechar de la mejor manera
el bajo salario con respecto al alto precio de los productos.

Hoy en dia, el problema de la ubicacién de una residencia la enfrentan grandes empresas
dedicadas a la construccién de residencias y y la solucién es fundamental para el éxito final
de la empresa misma. Decidir déonde ubicar una residencia que tenga todos los servicios
a la mano, depende de una variedad de criterios como son: el precio del terreno donde se
construira, los costos de energia, etc. Sin embargo, lo mas importante es reducir el costo
total. En este capitulo se estudian aspectos de localizacién de residencias que tengan a la
mano todos los servicios y se reduzca el costo del area del terreno, teniendo en cuenta la
forma del terreno en el que queremos construir, dicha forma son el circulo, el tridngulo y
el poligono convexo

Los resultados de este capitulo fueron presentados en el Seminario de Computacién en
la Escuela de Ingenieros de la Universidad de Sevilla, Espana durante el 2008. Ademas
fueron obtenidos trabajando en conjunto con los siguientes coautores: Crevel Bautista,
José Miguel Diaz, Carlos Seara, Jorge Urrutia e Inmaculada Ventura.
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4.1. Introduccion

Durante los iltimos anos, uno de los temas més estudiados en el area de geometria
computacional, ha sido la bisqueda de objetos k-crométicos de area y/o perimetro mini-
mo, comunmente llamados objetos color-spanning. Por ejemplo, supongamos que, somos
asesores de casas GEO y nuestro deber es buscar vecindarios para la construccién de uni-
dades habitacionales, que cumplan con las restricciones de que tengan cerca al menos uno
de los siguientes servicios: escuelas, supermercados, bancos, cines, etc. y que sean de area
minima, con el fin de que las casas se vendan rdapidamente.

En general este tipo de preguntas se originan en el area de facility location planning.
Ademds hacemos notar que este tipo de problemas pueden ser planteados y resueltos
haciendo uso de la geometria computacional. Por ejemplo, supongamos que tenemos k
comodidades, las cuales pueden ser modeladas en el plano como puntos de colores, es
decir las escuelas pueden ser puntos rojos, los supermercados puntos azules, los bancos
puntos verdes, etcétera. Entonces buscar una area vecinal minima que contenga al menos
una comodidad, no es mas que buscar un objeto geométrico de drea minima que contenga
al menos un punto de cada color. Un problema bien conocido dentro de la literatura es el
hallar el circulo k-cromético de drea minima, cuyo enunciado es:

Dado un conjunto S de n puntos en el plano en posicion general k-coloreado, encontrar
el circulo de drea minima tal que contenga al menos un punto de cada color; Figura 4.1.

Figura 4.1: Circulo k-cromético de drea minima.

Este problema puede ser resuelto usando la envolvente superior del Diagrama de Vo-
ronoi de superficies, presentado en [33] en tiempo O(knlogkn).

Otro problema muy conocido dentro de la literatura es:
Dado un conjunto de n puntos en el plano k-coloreado. Encontrar el rectangulo isotético
k-cromdtico de drea minima; Figura 4.2.

Este problema es estudiado en [38] y lo obtienen en tiempo O(n?log?® n). Una generali-
zacién de este problema es estudiada en [11], ya que consideran el rectdngulo k-cromético
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B R

Figura 4.2: Rectangulos k-cromaticos de area minima.

en una orientacién arbitraria.

Por otra parte, una regién estrechamente relacionada con el reconocimiento de patro-
nes (pattern recognition) y sumamente utilizada, es el poligono convexo [17]. Al ver la
utilidad de este tipo de regiones, decidimos hacerlas parte de mi trabajo de tesis sobre
conjuntos de puntos coloreados. En particular las regiones con las que he trabajado son: el
circulo, el tridngulo y el poligono convexo, considerando algunas restricciones extras para
complementar lo ya mostrado dentro del area.

4.2. Definicion de problemas

Sean S un conjunto de n puntos en el plano en posicién general y K un conjunto de k
colores con 1 < k < n. Decimos que S es un conjunto k-coloreado, si S esta particionado
en k subconjuntos no vacios y ajenos: si, So, ..., Sk, llamados clases cromaticas de S. Si
Q C S, se dice que @ es k-cromatico si cada color de K aparece a lo més una vez en
Q. Ademas si Q es k-cromatico y respeta un orden de aparicion de colores dado, se le
considera un conjunto k-cromaético ordenado.

Las definiciones formales de los problemas que son parte de este capitulo son:

Problema 4.2.1 (Circulo k-cromaético con radio fijo.). Dados un conjunto S de n puntos
en el plano k-coloreado y un valor r € R. Encontrar el circulo de radio r tal que contenga
exactamente un punto de cada color.

Problema 4.2.2 (Tridngulo k-cromético con vértices fijos.). Dado un conjunto S de n
puntos en el plano k-coloreado. Encontrar el tridngulo de drea minima tal que contenga
un punto de cada color y sus vértices sean puntos de S.

Problema 4.2.3 (Poligono k-cromatico ordenado.). Dado un conjunto S de n puntos
en el plano k-coloreado y en posicion convexra. Encontrar el poligono de drea minima que
contenga un punto de cada color en un orden de visita prefijado.
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4.3. Definiciones y trabajo previo relacionado

Los resultados que obtuvimos hacen uso de diferentes conceptos y técnicas del area de
la Geometria Computacional como son: barrido de linea en el plano y dualidad. Ademés
hacer uso de una estructura de datos geométrica para manipular de manera 6ptima la
informacién sobre el conjunto de puntos. A continuacién, se daré una breve introduccién
de cada concepto.

4.3.1. Algoritmo de barrido de linea

El algoritmo de barrido de linea, es una técnica fundamental en Geometria Compu-
tacional, las aplicaciones geométricas en donde casi siempre aparece, tienen que ver con la
interseccién de objetos. Por ejemplo, localizar las intersecciones de n segmentos de recta,
imprimir circuitos integrados con cientos de componentes o desplegar una escena grafica
que involucren cientos de miles de vectores con los cuales representan un diseno arqui-
tecténico. La idea principal de este algoritmo es imaginar que tenemos una linea vertical u
horizontal (con frecuencia se usa la linea vertical) que se mueve de manera continua sobre
el plano, deteniendose en un conjunto discreto de puntos en los que ocurre un cambio.
Ademas en todo momento del barrido se debe de mantener lo siguiente:

1. La solucién parcial. La solucién construida que se tiene a la izquierda o arriba de la
linea de barrido, dependiendo si se barre con una linea vertical u horizontal respec-
tivamente.

2. Estado actual. El estado actual de los objetos sobre la linea de barrido, es decir,
saber que objetos estan siendo intersectados por la linea de barrido y que orden
tienen.

Por ejemplo, para obtener el niimero de intersecciones de un conjunto de n segmentos,
es comun aplicar la técnica de barrido para resolverlo. Suponiendo que usaremos una
linea vertical para barrer el plano, el algoritmo de barrido para contar el nimero de
intersecciones de un conjunto de n segmentos se aplica de la siguiente manera:

El barrido del plano se hara de izquierda a derecha de manera continua deteniendose en
un conjunto discreto de puntos en los que ocurre un cambio, dicho cambio ocurre cuando
comienzas a barrer un segmento, cuando terminas de barrer un segmento o cuando dos
segmentos intercambian el orden sobre la linea de barrido; Figura 4.3. Una vez discretizado
los puntos de cambio, la eficiencia del algoritmo dependera de la manera en que se alma-
cenen y actualicen los cambios, ya que cada punto de cambio genera un nuevo proceso,
por lo tanto para almacenar y actualizar los cambios, se usa una estructura comtinmente
llamada linea de barrido, que no es mas que una lista ordenada de los segmentos que estan
siendo intersectados por la linea de barrido. Para tener una visién completa de la solucién
de este problema ver [12].

4.3.2. Dualidad

Un punto en el plano tiene dos pardmetros: su coordenada = y su coordenada y. Una
recta no vertical en el plano tiene dos parametros: su pendiente y su intersecciéon con el
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Figura 4.3: Algoritmo de barrido de linea.

eje de las y’s. Dado lo anterior, podemos mapear un conjunto de puntos a un conjunto
de rectas y viceversa, a este tipo de mapeo se le conoce como transformacion dual de
un conjunto de puntos. La transformaciéon dual entre puntos y rectas es la siguiente: sea
P = (Pz, py) un punto en el plano, la transformacién dual de p, denotado por p*, es la recta
definida como p* = (pyx — py = y). El dual de una recta £ = maz + b es un punto p tal que
p* = £, es decir £* = (m, —b); Figura 4.4.

Y / i Y D3

p ; Z
‘o D3 p 4\

P2

b1

(a) (b)

Figura 4.4: Espacio primal y dual.

Llamaremos al conjunto de puntos original como espacio primal y al conjunto de rectas
obtenidas a partir de la transformacién dual le llamaremos espacio dual. Al aplicar una
transformacion dual al espacio primal, algunas propiedades de los puntos se transforman
en propiedades sobre las rectas, por ejemplo si en el espacio primal una recta pasa por tres
puntos, en el espacio dual habra tres rectas en que intersecten en un mismo punto. Otras
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propiedades entre los puntos y las rectas son las siguientes:

Observacion 4.3.1. Sea p un punto en el plano y sea £ una linea no vertical en el plano.
La transformacion de dualidad tiene las siguientes propiedades:

= Preservacion de incidencia: p € £ si y solo si £* € p*
» Preservacion de orden: p esta abajo de ¢ si y solo si £* estd abajo de p*

En términos generales, la dualidad transforma un conjunto en otro, de manera que a
cada elemento en el espacio primal le corresponda un elemento en el dual, por lo tanto
al hablar de una transformacién dual, dicha transformaciéon puede ser aplicada a otros
objetos no sélo a puntos y rectas, por ejemplo obtener la grafica dual de una subdivisién
plana en el plano. Dicha transformacion es la siguiente: la grafica dual de una subdivisién
del plano P, es una gréfica cuyos vértices corresponden a cada regién plana de P, y una
arista une a dos regiones adyacentes por cada arista en P; Figura 4.5.

Figura 4.5: Las lineas sélidas forman una subdivisién del plano y las lineas punteadas
determinan su grafica dual.

Dado lo anterior, transformar un problema al espacio dual podria tener una ventaja
muy importante, ya que esta transformacién nos proporciona otra perspectiva del proble-
ma. Por lo tanto la utilidad de la transformacién dual es muy bonita, ya que si resolvemos
un problema en el espacio dual, también podriamos resolver el problema en el espacio pri-
mal, a fin de cuentas, el problema en el espacio primal y en el espacio dual es esencialmente
el mismo.

4.3.3. Arreglos de subdivisiones planas

Las siguientes definiciones son dadas como en [51].
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Definicién 4.3.1. Una curva de Jordan es una curva simple y cerrada; Figura 4.6.

530 §§

(a)

Figura 4.6: En (a) se muestran ejemplos de curvas de Jordan y en (b) las curvas no son de
Jordan.

Sea I' = {v1,72,...,7} un conjunto de n curvas de Jordan en el plano, con la propie-
dad que cada pareja se intersectan a lo mas en s puntos, con s constante.

Definicién 4.3.2. El arreglo A(T') de T’ es una subdivision plana inducida por los arcos
de T'; es decir, A(T") es un mapeo plano cuyos vértices son los extremos de los arcos de T’
y sus puntos de interseccion, cuyas aristas son porciones conexas mazimales abiertas de
los ;s que no contienen un vértice y cuyas caras son componentes conezas de R? — | JT';
Figura 4.7.

Figura 4.7: Subdivisién del plano determinada por un conjunto de circulos unitarios.

La complejidad combinatoria total de una subdivisién del plano es la suma del nimero
de vértices, de aristas y de caras. Es facil mostrar que la complejidad combinatoria de
A(T), es a lo méas O(n?). La estructura geométrica que usamos para almacenar A(I') es la
lista de aristas doblemente conexa, comtinmente denotada por DCEL.

Lista de aristas doblemente conexa (DCEL).

La lista de aristas doblemente conexa es la mas adecuada para representar una sub-
division plana, que consiste en tres colecciones de arreglos que almacenan la siguiente
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informacién geométrica:

» Un arreglo de vértices. Almacena de cada vértice v sus coordenadas (Vepor) y un
apuntador a una arista incidente a v (e;,.); Figura 4.8.

= Un arreglo de caras. Almacena de cada cara f una arista que pertenece a su limite
exterior (ee;) y otra que pertenece a su limite interior (e;,). Para las caras que no

son acotadas se les asigna el valor nulo; Figura 4.8.

= Un arreglo de aristas. Es el arreglo principal de la DCEL, en dicho arreglo se almacena
la siguiente informacién geométrica: vértice origen (v,) y vértice destino (vg) y de esta
manera se fija una orientacién, las caras izquierda (f;) y derecha (fy) con respecto
a la orientacién de la arista y las primeras aristas encontradas al girar en contra de
las manecillas del reloj a la arista con respecto al vértice origen y el vértice destino,
denotadas por (en,) v (en,) respectivamente; Figura 4.8.

Vértices Aristas
V3 Ucoor Einc Yo Ud fz jd €no Cna
° )
U1 (1, y1)|%
a; a;la
ay V2|(z2, y2)|ak il 1]2]1]2]9% |%
V3 (51337343) :
Vg |(za, ya)|@; @14 |1]1]2|%]a
Caras ap |2 |3 [ 1[2|% |
eem eln
J1 Q;
f2 ag

Figura 4.8: Ejemplo de una DCEL.

Finalmente, hay que remarcar que la construccion de una DCEL requiere O(n?), sin
embargo obtener informacién sobre cada vértice, cara o arista requiere O(1).

4.4. Circulo k-cromatico de radio fijo

En esta seccién mostraremos el algoritmo que resuelve el problema 4.2.1:

Dados un conjunto S de n puntos en el plano k-coloreado y un valor r € R. Encontrar
el circulo de radio r tal que contenga exactamente un punto de cada color.
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4.4.1. Preprocesamiento y algoritmo

Sin pérdida de generalidad supongamos que el valor de r es % Como primer paso del
prepocesamiento de nuestro algoritmo, centramos un circulo unitario en cada punto de S
y dado que todos los circulos tienen el mismo radio, usando el resultado mostrado en [51]
podemos construir un arreglo de circulos A(S) en tiempo O(n?) y garantizamos que la
complejidad combinatoria de esta subdivisiéon es O(n?). Por lo tanto A(S) induce a una
subdivisién con a lo mas O(n?) caras.

El siguiente paso, consiste en asociar una tupla de longitud k (aj,as,...,ax) a cada
cara f € A(S), de manera que cada valor a; indique el nimero de circulos de color i que
cubre f. En la Figura 4.9 la cara f cubre un punto azul y dos puntos rojos.

Figura 4.9: Cara de A(S) y su tupla.

A partir de la construccién anterior obtenemos los siguientes resultados, los cuales nos
ayudaran a demostrar la correctez del algoritmo

Propiedad 4.4.1. Todo circulo centrado en cualquier punto p dentro de alguna cara f
cubre exactamente los mismos colores; Figura 4.10.

Esta propiedad resulta verdadera porque si dos puntos p y p’ en f no cubren los mismos
colores, entonces f estaria determinada por dos conjuntos de circulos distintos y esto no
es posible. Una propiedad que cumplen dos caras adyacentes fi, fo € A(S) es la siguiente:

Propiedad 4.4.2. Si el arco que separa a f1 y fo es de color i, entonces sus respectivos
arreglos difieren por un solo valor, en la i-ésima posicion; Figura 4.11.

Dada la construccién anterior, la informacion sobre nuestro conjunto de puntos con
respecto a nuestro circulo buscado, puede ser ficilmente obtenida a partir de la grafica
dual de A(S).
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Figura 4.10: El circulo centrado en cualquier punto de la cara genera la misma tupla.

Figura 4.11: Dos caras adyacentes sélo difieren en una posicién en la tupla asociada a cada
cara.

Una vez construida nuestra grafica dual, haremos un recorrido sobre ella, visitando
todas las aristas de la gréafica y haciendo uso de la estructura que construimos y de la
Propiedad 4.4.2 la actualizacién de cada cada paso se hace en O(1) Por lo tanto, calcular
los arreglos de todas las caras nos toma O(n?) tiempo.
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4.4.2. Analisis de complejidad

El anélisis de la complejidad de este algoritmo es el siguiente:

s Calcular y almacenar el arreglo de circulos en una lista doblemente ligada por aristas
requiere O(n?).

s Calcular la tupla para una cara es un proceso lineal. Sin embargo dada la Propie-
dad 4.4.2, una vez calculada la tupla de una cara, calcular el resto de las tuplas es
O(1), pero se tiene un numero cuadritico de caras, por lo tanto calcular las tuplas
de todas las caras del arreglo requiere O(n?) tiempo.

Dado el proceso anterior podemos concluir el siguiente teorema:

Teorema 4.4.1. Dados un conjunto S de n puntos en el plano k-coloreado y un valor
r € R. Encontrar el circulo de radio r tal que contenga exactamente un punto de cada
color, toma O(n?).

4.5. Triangulo k-cromatico con vértices fijos

Antes de mostrar el algoritmo que obtiene el tridngulo k-cromético con vértices fi-
jos. Observaremos las siguientes propiedades con respecto a los puntos interiores de un
tridngulo.

Propiedad 4.5.1. Sean S un conjunto de n puntos en el plano, T = {p;, pj,pr} un
tridngulo formado por los vértices p;,p; y pr. Yy un punto ¢ € S, con q # pi,p; Y pr- Fl
punto q esta en el interior de T si q esta abajo del segmento p;p; y arriba de los segmentos
DiDk Y PkDj o viceversa; Figura 4.12 (a).

Al aplicar la transformaciéon dual punto-recta al conjunto de puntos S, es decir cada
punto p; := (aj, b;) serd mapeado a la recta l,,, := a;x—b;, obtenemos la siguiente propiedad
en el espacio dual:

Propiedad 4.5.2. Si el punto q esta en el interior del tridngulo T = {p;,pj,pr} en el
espacio primal, entonces en el espacio dual la recta l; esta arriba del punto de interseccion
rij formado por las rectas Iy, y Iy, y abajo de las intersecciones vy y ;. generadas por las
rectas ly,, lp, y lp;, lp, respectivamente; Figura 4.12 (b).

4.5.1. Algoritmo y andlisis de complejidad
Haciendo uso de la propiedad 4.5.2, los pasos de nuestro algoritmo son los siguientes:
1. Aplicar la transformacion dual del conjunto S y ordenar a los puntos de interseccion

de todas las rectas, por coordenada x y por coordena y. Hacer este proceso requiere
O(n?logn) tiempo.
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Figura 4.12: Representacion del triangulo 7' = {p;, pj, pr} en el espacios primal y dual.

2. Aplicar un barrido de linea de izquierda a derecha en el espacio dual y nos detenemos

en cada punto de interseccién r;; inducido por las rectas £,, y £,.. En cada punto de
1) Di Pj
intersecciéon hacemos lo siguiente:

2.1 Tomar k rectas hacia abajo y k rectas hacia arriba de 7;;.

2.2 Con las k rectas hacia abajo (simétricamente con las k rectas de arriba) tomar
la k-ésima recta /; y considerar el tridngulo formado con los puntos r;;, rj; y
Tik-

2.3 Almacenar en un arreglo de longitud k, los colores de las rectas, de tal manera

que el color i se almacene en la posicién i-ésima del arreglo.

2.4 Verificar que las rectas esten dentro del tridngulo y el arreglo tenga el valor
mayor o igual que uno en todas sus posiciones.

El paso anterior del algoritmo, requiere O(kn?) porque en el peor de los casos se
tienen un ntimero cuadrético de intersecciones.

Por el algoritmo anterior podemos concluir el siguiente teorema:
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Teorema 4.5.1. Dado un conjunto S de n puntos en el plano k-coloreado. Podemos
encontrar el tridngulo de drea minima tal que contenga un punto de cada color y sus
vértices sean puntos de S, en tiempo O(kn? 4+ n?logn).

4.6. Poligono k-cromatico ordenado

En esta seccién mostraremos un algoritmo para obtener el poligono k-cromaético orde-
nado de un conjunto de puntos en posicién convexa. La definicién del poligono k-cromético
ordenado es la siguiente:

Definicién 4.6.1. Un poligono k-cromdtico, se dice que es ordenado, si sus vértices
son recorridos de acuerdo a un orden de visita dado por sus distintas clases cromdticas;
Figura 4.13.

Figura 4.13: Poligono k-cromético ordenado.

Dado que nuestro conjunto de puntos esta en posicién convexa, decimos que un punto
p esta a la derecha de un punto g si al ordenar los puntos de manera radial ¢ esta mas a la
derecha que p. Denotaremos a un poligono P con la secuencia de sus vértices p;, pl2, Pk
ordenados segun el orden de visita dado. Antes de describir el algoritmo que proponemos,
haremos un paréntesis para explicar la siguiente propiedad que serd usada por nuestro
algoritmo:

Propiedad 4.6.1. Si (pz-l,p?, ... ,p’ﬁ[l,pf) es el poligono k-cromdtico ordenado de drea
minima, con orden de visita 1,2,... k—1,k entonces el drea del poligono (p},plQ, Pl
mds el drea del poligono (p},pﬁ;l,p’;) es minima; Figura 4.14.

La propiedad anterior sugiere hacer el uso de programacién dindmica para encontrar
el poligono k-cromatico ordenado. La idea principal es la siguiente:

Dividir el proceso en k etapas, de manera que, en la j-ésima etapa, se considere cada
punto p; de color j, denotado por p! y calcular el poligono ordenado de drea minima que
contenga los primeros j colores y termine en el punto pz . En cada etapa de aproximacion
puede ser aplicada la Propiedad 4.6.1, de manera que el poligono j + l-cromatico esta
definido como:
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(a) Poligonos k — l-cromaticos ordena- (b) Poligonos k-crométicos ordenados.
dos.

Figura 4.14: Poligonos k — 1 y k-crométicos ordenados.

min{ Area(p},p?,...,p0 1) + Area(pl, pi L pl)}

Como para cada punto pg hay que verificar a lo mas O(n) poligonos (j — 1)-crométicos
ordenados, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.6.1. Dado un conjunto S de n puntos en el plano k-coloreado y en posicion
convexa. En tiempo O(n?) podemos encontrar el poligono de drea minima que contenga un
punto de cada color en un orden de colores de visita prefijado.

4.7. Conclusiones y problemas abiertos

Los resultados mostrados en este capitulo son puramente algoritmicos y hacen uso
de técnicas casi omnipresentes dentro del drea de la geometria computacional. Asi como
también hacen uso de estructuras de datos geométricas para el manejo y almacenamiento
optimo de las propiedades geométricas de nuestros objetos de estudio.

Una dificil e interesante linea de investigacion es es obtener el m-agono de drea minima
k-cromatico considerando que el conjunto de puntos coloreado estan en posicion general.
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Otro programa 1til seria apoyar al médico a decidir lo siguiente:

= Es posible qué el cancer de mama sea extraido por completo, es decir, podemos
separar todas las células sanas de las células malignas.

= Si se decide ir a cirugia, cudl es el minimo nimero de cortes que tiene que hacer el
médico, para separar a las células sanas de las células malignas.

= Si se considera hacer sélo un corte, qué corte separa el mayor ntimero de células
sanas de las células malignas.

Los problemas de andlisis médicos, pueden verse en términos geométricos y en el con-
texto de cierres convexos rectilineos como lo siguiente: supongamos que las células sanas
son representadas por un conjunto de puntos de color rojo y las células malignas son re-
presentadas por un conjunto de puntos de color azul, entonces saber si el cancer puede ser
extirpado al 100 %, no es més que preguntarnos en el plano: cual es el maximo nimero
de cortes ortogonales y cudl es el tinico corte que mejor separa a las células sanas de las
malignas, y estas preguntas no son mas que problemas de separabilidad entre puntos rojos
y azules.

Dado lo anterior, y el propésito de continuar con el estudio de m-agonos sobre puntos
de colores decidimos hacer parte de mi trabajo de tesis un problema de separabilidad con-
siderando como objeto geométrico a separar el cierre convexo rectilineo y como separador
el camino ortogonal. Encontramos el minimo nimero de caminos ortogonales necesarios
para separar dos cierres convexos rectilineos y describimos un algoritmo para minimizar
el nimero de puntos mal clasificados cuando sélo usamos un camino.

Los resultados de este capitulo fueron presentados en el congreso XIV Spanish Meeting
on Computational Geometry celebrado en Alcalda de Henares, Espana, en 2011. Ademas
fueron obtenidos trabajando en conjunto con los siguientes coautores: Canek Peldez, Carlos
Seara y Jorge Urrutia.

5.1. Introduccion

En problemas de discriminacién y separabilidad es comtn tener separadores geométri-
cos: un conjunto finito S, de curvas en el plano es un separador geométrico para dos
conjuntos R y B ajenos si cada componente en R? — Sy contiene sélo objetos de R o de
B. El problema fundamental de separabilidad de objetos geométricos en el plano es el
siguiente:

Dados dos conjuntos R y B ajenos en el plano, R contiene objetos rojos y B
consiste de objetos azules. ;Fxiste una superficie de algun tipo tal que separe los objetos
geométricos de R y B?

Este problema puede ser considerado bajo muchos aspectos distintos, el méas natural
y simple es: ;Existe una linea tal que separare a Ry B?, es decir ; R y B son linealmente
separables?. Dentro de la literatura se sabe que el problema de decidir si dos conjuntos
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de puntos, segmentos, poligonos o circulos puede resolverse en O(n), y que si Ry B son
linealmente separables entonces podemos encontrar la linea que los separa y que pasa
por un punto p € RU B en O(nlogn) tiempo [40, 28]. La relacién entre separabilidad
geométrica y convexidad también ha sido material de estudio, Stoer y Witzgall mostraron
que dos conjuntos de puntos son linealmente separables si y sélo si sus cierres convexos
son separables [52]; Figura 5.2.

(a) (b)

Figura 5.2: En (a) R y B son linealmente separables mientras que en (b) no lo son.

Sin duda la separabilidad geométrica lineal ha sido la variante de separabilidad mas
estudiada y eso se debe a su gran uso en reconocimiento de patrones y funciones de dis-
criminantes, pero la nociéon de separabilidad y clasificacién va més alld de la linea, por
tal motivo en los tltimos afios los problemas de separabilidad han cambiado aspectos con
respecto a distintos separadores que dividen a un conjunto de puntos, por ejemplo en [43]
muestran algoritmos eficientes para encontrar separadores circulares. También Edelsbrun-
ner y Preparata resolvieron el problema de separar a R y B usando poligonales convexas,
obteniendo algoritmos para el problema de decisién y para el problema de minimizar el
nuimero de aristas de la poligonal.

Sin embargo, existen conjuntos de puntos tales que la separabilidad exacta no existe, es
decir no es posible separar a todos los objetos. Por ejemplo, que no exista la separabilidad
lineal, quiere decir que no existe una linea tal que separare a los conjuntos R y B. Para
este caso se tiene la alternativa de estudio definida por Michael E. Houle en [29], dicha
alternativa clasifica correctamente el mayor niimero de objetos en la unién de los dos
conjuntos, a este tipo de separabilidad se le conoce como separabilidad débil; Figura 5.4. De
hecho en el mismo trabajo se plantea el primer algoritmo que encuentra la recta que separa
débilmente a dos conjuntos R y B en tiempo O(n?). Afios més tarde en [20] se muestra
un algoritmo sensible a la salida para este mismo problema, dicho algoritmo requiere
O(nmlogm + nlogn) tiempo donde m representa el nimero de puntos mal clasificados.
Recientemente en [48] se muestra que la mejor cota para solucionar el problema de la
separacién débil requiere a lo mas ©(n?).
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Figura 5.3: Ejemplo de separabilidad lineal débil.

A diferencia de la separacion exacta, la separacién débil ha sido poco estudiada; no
obstante ya existe un compendio de problemas al respecto en [50]. En este trabajo deci-
dimos hacer parte este tipo de problemas por lo interesante que resulta ser en el analisis
de datos médicos y obtuvimos un algoritmo que requiere O(n?) tiempo para clasificar el
mayor numero de puntos.

5.2. Definiciones y trabajo relacionado

Algunas definiciones necesarias para complementar el planteamiento de los problemas
a estudiar en esta seccién son:

Definicién 5.2.1 (Dominacién.). Sea S un conjunto de n puntos en el plano, se dice
que un punto p = (pgz,py) € S es dominado por ¢ = (¢z,qy) € S, con p # q, si Py < Gz Y
Dy < qy-

Definicién 5.2.2 (Punto extremal.). Sea S un conjunto de n puntos en el plano, se dice
que un punto p = (py,py) € S es extremal si no existe un punto ¢ = (¢, qy) € S tal que
Gz > Pz Y @y > Dy, €8 decir no existe un punto q tal que domine a p.

r
q
p
([ ]
([ ]

Figura 5.4: El punto p es dominado por ¢, pero r es punto extremal.
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Definicién 5.2.3 (Camino ortogonal monétono.!). Se dice que un camino es ortogonal
mondtono, si este consiste de una secuencia de segmentos horizontales y verticales y es
mondtono con respecto a los ejes x Yy y.

Definicién 5.2.4 (Conjunto convexo rectilineo. [44]). Un conjunto de puntos S en el
plano es convero rectilineo, si su interseccion con cualquier segmento horizontal o vertical
es vacio o un conjunto conexo.

Definicién 5.2.5 (Cierre convexo rectilineo. [44]). El cierre convezo rectilineo de un
conjunto de puntos S en el plano, es el conjunto convexo rectilineo mds pequeno que
contiene a S.

Observemos que en conjunto convexo rectilineo puede ser disconexo; Figuras 5.5 (a) y

(b).

(a) (b) (c)

Figura 5.5: Ejemplos de cierres convexos rectilineos.

Otra definicién es:

Definicién 5.2.6 (Cierre convexo rectilineo. [6]). Dado un conjunto S de n puntos en
el plano, el cierre convexo rectilineo se define como:

RH(S) =R — U Q
Q is S-free quadrant
Una observacion directa a partir de estas definiciones es que, el cierre convexo rectilineo
esta formado por 4 caminos ortogonales mondtonos o escaleras y dichos caminos estan
formados por puntos extremales de S, de cada cuadrante.

Definicién 5.2.7 (Punto §-maximal [5].). Sea un S un conjunto den puntos en el plano,
se dice que un punto p € S es -mazimal con respecto a S, si y solo si existen dos rayos,
Ry y Ry, emitidos de p con dngulo al menos 5 entre ellos, tal que ningin punto de S esta
adentro del cono definido por p, Ry y Ro; Figura 5.6.

Usando las definiciones anteriores podemos plantear los siguientes problemas de sepa-
rabilidad en el contexto del cierre convexo rectilineo:

'En la literatura es cominmente llamado escalera (staircase), por lo tanto en adelante lo llamaremos
asi.
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T_

Figura 5.6: El punto p; es §-maximal y el punto p2 no lo es.

Problema 5.2.1 (Interseccion vacia). Dado un conjunto R de n puntos de color rojo y
un conjunto B de n puntos de color azul. Determinar si RNRH(B) = 0.

Problema 5.2.2 (Numero minimo de escaleras para separar.). Sean R un conjunto de
n puntos de color rojo, B un conjunto de n puntos de color azul, RH(R) y RH(B) son
los cierres convezos rectilineos de R y B respectivamente. ;Cudntas escaleras se necesitan
para separar a RH(R) y RH(B)?.

Adelantando un poco el resultado obtenido, sabemos que se requieren un ntimero lineal
de cortes para separar las células sanas de las malignas, dado esto surgi6 el problema de
suponer que, solo se debe realizar un corte tratando de maximizar la separabilidad de
células sanas mas las células malignas. Entonces tenemos el siguiente problema:

Problema 5.2.3 (Clasificacién de suma maxima). Dados R un conjunto de n puntos
rojos y B un conjunto de n puntos azules. Encontrar la escalera C tal que el nimero de
puntos rojos abajo de C' mds el nimero de puntos azules arriba de C es mdzrimo.

5.3. Separabilidad en cierres convexos rectilineos

5.3.1. Algoritmo para determinar si RNRH(B) =0

Para obtener este resultado es necesario primero determinar cuando un punto r € R
esta adentro del RH(B), para ello obtuvimos el siguiente resultado:

Lema 5.3.1 (Contencién.). Un punto r € R estd adentro del RH(B) si y solo si r
estd dominado por las cuatro escaleras que definen el RH(B); Figura 5.7.

Dado lo anterior el algoritmo para determinar si RN RH(B) = () es muy simple.
1. Calculamos el RH(B) usando el algoritmo mostrado en [44] .

2. Aplicamos un barrido de linea usando la linea horizontal ¢;,, parando en cada punto
rojo r; y verificamos lo siguiente:
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! r—-
| |
——— -4

Figura 5.7: El punto p estd dominado por las cuatro escaleras, mientras que ¢ no.

2.1 Si ¢, tiene una interseccion a la derecha y una a la izquierda con R’H(B), entonces
el punto r; esta adentro de RH(B).

2.2 En otro caso r; esta afuera de RH(B).

Una propiedad muy importante del cierre convexo rectilineo es que es variante a la
direccién con la que se calcula; Figura 5.8, por lo tanto nos hicimos la siguiente pregunta:

(a) (b)

Figura 5.8: En (a) se muestra el cierre convexo rectilineo con orientacién de 0 grados y en
(b) con orientacién de 45 grados.

;Existe alguna direccién en la que todos los puntos de R estén afuera del RH(B)?
Para hacer la biisqueda de esta direccion, si es que existe, hacemos lo siguiente:

1. Calculamos los intervalos para cada punto b; € B, en los cuales b; es §-maximal y los

guardamos en una lista ordenada Ly,q;. Esto se hace en tiempo O(nlogn) usando

[5].
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2. Usando el algoritmo mostrado en [14], calculamos en tiempo O(nlogn) los intervalos
s-maximales de todos los puntos de R que son §-maximales con respecto a B y los

insertamos en L,,qz-

3. Definimos 4 lineas verticales {1 = o, ls = a+ 5,3 = a+ 7l = a + 3777 y cuatro
listas ordenadas con respecto a las coordenadas x de los intervalos guardados en
Linaz- En las listas denotadas por Ly (41), Lo (€2), La(¢3) v La(€4), almacenaremos las
intersecciones de la lineas /1, {2, f3 v {4 respectivamente con los puntos de inicio y fin
de los intervalos de L,,q,. Ahora, para obtener dichas intersecciones, aplicaremos un
barrido en el rango [0, ], sobre Ly,q., usando las 4 lineas verticales, considerando que
si alguna linea ¢; intersecta un intervalo rojo de algtin punto r;, entonces agregamos
arj ala lista Ly (;).

Finalmente, si al aplicar el barrido en la direcciéon «, obtenemos

entonces el RH(B) no contiene puntos rojos en la direccién «, por lo tanto en la direccién «
RH(R)y RH(B) son separables. Dado lo anterior podemos concluir el siguiente resultado:

Teorema 5.3.1. Dado un conjunto R de n puntos de color rojo y un conjunto B de n
puntos de color azul. Determinar si RONRH(B) = 0 en cualquier direccion puede resolverse
en tiempo O(nlogn).

5.3.2. Determinar el minimo niimero de escaleras para separar

Para determinar cudntas escaleras son necesarias para separar al RH(R) del RH(B),
primero hay que recordar que el cierre convexo rectilineo puede ser disconexo, es decir
puede contener 1 o varias componentes conexas; Figura 5.9. Ademds, observemos que,
podemos definir un orden entre las componentes de abajo hacia arriba. Dicho orden nos
indica una secuencia para separar el RH(R) y RH(B), de manera que vamos a generar
una escalera por cada conjunto de componentes conexas minimales del mismo color que
separemos al mismo tiempo; Figura 5.10.

5.4. Clasificacién maxima con caminos mondétonos ortogo-
nales

Antes de mostrar el algoritmo, mencionaremos que la escalera C' que buscamos tiene
la siguiente propiedad:

Propiedad 5.4.1. La escalera C' que mejor separa a R y B, considerando que la suma de
lo puntos de B arriba de C' mds los puntos de R abajo de C' sea mdxima es monocromdtica,
es decir, todos sus vértices son de color rojo o de color azul.
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(a) Una componente roja y una componente azul.

i
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(b) Una componente roja y varias componen- (c¢) Varias componentes rojas y varias compo-
tes azules. nentes azules.

Figura 5.9: Cierres convexos rectilineos bi-coloreados

5.4.1. Algoritmo

Sin perdida de generalidad supongamos que C' esta definida por puntos de R. Entonces
para encontrar a la escalera C' usaremos un algoritmo de programacién dinamica, con la
idea de conservar para cada punto r; € R la escalera que maximiza la suma de los puntos
azules arriba de C mas los puntos rojos abajo de C' y que termina en el punto ;. Los
pasos del algoritmo son:

1. Ordenamos a los puntos rojos y azules por coordenada x.

2. Construimos a la matriz que contendra el nimero de puntos rojos y azules que
domina cada punto de R, esta estructura puede construirse en O(n?), usando el
método mostrado en [47] en la seccién 2.1; Figura 5.11.
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Figura 5.10: Escaleras separadoras.
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Figura 5.11: Matriz de dominacion.

3. Aplicamos un barrido de izquierda a derecha con una linea vertical, empezando por
el punto rojo con coordenada x menor, denotado por r; y parando en todos los
puntos de R. Por cada punto r; € R, calcularemos la escalera que mejor separa a
R y B que contiene al punto r; como su ultimo vértice. Observemos que para cada
punto r; se consideran a lo méds O(n) escaleras definidas por los puntos 71, ...7r;—1.

Dado lo anterior podemos concluir el siguiente resultado:

Teorema 5.4.1. Dados R un conjunto de n puntos rojos y B un conjunto de n puntos
azules. Encontrar la escalera C tal que el nidmero de puntos rojos abajo C' mds el nimero
de puntos azules arriba de C' es mdzimo, puede ser calculada en tiempo O(n?).
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5.5. Conclusiones y problemas abiertos

Podemos concluir la continuacién de este trabajo trajo como resultado el diseno de
una estructura que nos ayudara a mantener los puntos extremales en cada orientacién y
asi obtener la escalera que maximiza el nimero de puntos bien clasificados en cualquier
orientacién en O(n?logn).

Como problemas abiertos se puede tratar el extender el estudio de cierres convexos
rectilineos en conjuntos de puntos bi-coloreados, por ejemplo mostrar si siempre existe y
cémo obtener el ham-sandwich ortogonal. Ademas descubrir mas propiedades de los cierres
convexos rectilineos ya que es un tema poco explorado, a pesar de su utilidad. Finalmente
estamos considerando estudiarlo en conjuntos de puntos k-coloreados.
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