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Prefacio

En este trabajo se está interesado en el problema de interpolación de datos dispersos, que
en términos simples, se refiere al problema de ajustar una superficie con ciertas propiedades
a través de muestras de datos con distribución no uniforme o aleatoria. Este tema es de gran
importancia práctica dentro de diversos campos de la ciencia e ingenieŕıa debido a que en
ellos es necesario analizar y modelar diversos fenómenos f́ısicos, experimentos, entre otros, a
partir de datos obtenidos en posiciones irregulares dentro de un dominio de interés, por lo
que requieren utilizar la interpolación para extender la información sobre todas las posiciones
de dicho dominio para ayudar con las tareas de análisis y modelación.

Esta variedad de aplicaciones en la que aparece el problema de interpolación de datos
dispersos motivo el desarrollo de una herramienta computacional dentro de Matlab, el sis-
tema UNAMSI, que además de facilitar su resolución, permite utilizar algunas técnicas con
diferentes enfoques que posibilita al usuario usar su experiencia para elegir la solución que
mejor se adecue a sus necesidades. Entre las técnicas empleadas están los métodos de dis-
tancia inversa, las funciones de base radial, B-splines multinivel y en particular kriging que
es probablemente la más utilizada en la práctica. Además, dentro del sistema se ha creado
un módulo para la construcción de mallas 3D a partir de la reconstrucción de superficies,
ya que en numerosas aplicaciones es necesario generar una malla estructurada 3D que sea
adecuada para la simulación numérica de algún fenómeno dentro de una región interés, como
por ejemplo, la simulación numérica del flujo de hidrocarburos dentro de un yacimiento.

Aqúı se presenta el sistema de reconstrucción de superficies mediante técnicas de inter-
polación de datos dispersos y su aplicación para la generación de mallas 3D. Con este fin, se
describirán primeramente los métodos usados para después mostrar el sistema y las ideas de
la construcción de la malla utilizadas en el módulo de construcción. Dado que el enfoque de
este trabajo es la aplicación de dichos métodos, se extiende la teoŕıa lo necesario para cubrir
las necesidades prácticas que se buscan, dando las referencias pertinentes sobre los temas
que no llegaron a ser tratados a profundidad.

El presente escrito esta estructurado de la siguiente manera:

• Caṕıtulo 1. Se da una introducción y formulación del problema a tratar a modo de
motivación del trabajo.

• Caṕıtulo 2. A partir de este caṕıtulo se comienzan a describir los métodos de interpo-
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lación de datos dispersos usados, comenzando con los métodos de distancia inversa.

• Caṕıtulo 3. Aqúı se presentan algunos aspectos sobre la teoŕıa de las funciones de base
radial.

• Caṕıtulo 4. Se describen las bases del método kriging que se distingue por su enfoque
estad́ıstico del problema de interpolación y su gran uso en la práctica.

• Caṕıtulo 5. Se presenta el método de aproximación B-splines multinivel.

• Caṕıtulo 6. Se describen las partes esenciales y el uso del sistema UNAMSI, además
del módulo de construcción de mallas 3D.

• Caṕıtulo 7. Se dan las conclusiones y se presenta el trabajo a futuro.

• Apéndice A. Exhibe algunos resultados auxiliares de los métodos de distancia inversa
y de funciones de base radial.

• Apéndice B. Es una breve revisión de conceptos básicos de la teoŕıa de la probabilidad
como complemento de los conceptos necesarios para kriging.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El tema principal de estudio en este trabajo es el problema de interpolación de datos
dispersos, que en términos simples, se refiere al problema de ajustar una superficie con cier-
tas propiedades a través de muestras de datos con distribución no uniforme o aleatoria. Este
tema es de importancia práctica en muchos campos de la ciencia e ingenieŕıa donde los datos
son con frecuencia medidos o generados en posiciones dispersas e irregulares.

El objetivo de la interpolación es reconstruir, a partir de los datos disponibles, una fun-
ción que permita propagar la información asociada a estos sobre todas las posiciones del
dominio de interés y aśı conocer los valores en todas las posiciones que se requiera.

Existe una infinidad de fuentes de datos dispersos dentro de las que destacan, valores me-
didos de cantidades f́ısicas, resultados experimentales y valores computacionales. Estos son
encontrados en diversas aplicaciones cient́ıficas e ingenieŕıa. Por ejemplo, mediciones no uni-
formes de cantidades f́ısicas son tomadas en geoloǵıa, meteoroloǵıa, oceanograf́ıa, cartograf́ıa,
y mineŕıa; datos dispersos experimentales son producidos en qúımica, f́ısica, e ingenieŕıa; y
valores computacionales espaciados de manera no uniforme surgen en la salida de las so-
luciones de ecuaciones diferenciales parciales obtenidas mediante elemento finito, y varias
aplicaciones en gráficos y visión computacional.

Estos campos requieren la interpolación de datos dispersos para determinar valores en
posiciones arbitrarias y no sólo en las que la información está disponible. Esto facilita va-
rias operaciones útiles para la visualización de datos dispersos en varias dimensiones. Por
ejemplo, en imágenes médicas , la interpolación de datos dispersos es esencial para construir
una superficie cerrada de imágenes de órganos humanos o tumores dados por una tomo-
graf́ıa axial computarizada (TAC) o una imagen por resonancia magnética (IMR). La visión
computarizada utiliza interpolación de datos dispersos para realizar la reconstrucción de la
superficie visual sobre mediciones dispersas obtenidas de la caracteŕısticas extráıdas de las
imágenes o el movimiento. En el morphing de imágenes, la interpolación de datos dispersos es
útil para obtener un mapeo suave de la correspondencia de puntos entre un par de imagenes.
En aplicaciones geológicas, la función de intepolación derivada facilita la graficación de un
mapa de contornos, usados para la creación de mapas topográficos (figura 1.1a) o la creación
de modelos digitales de elevación (figura 1.1b), que son representaciones tridimensionales de
superficies terrestres.

1



2 1.1. Creación de modelos de fenómenos f́ısicos.

(a) (b)

Figura 1.1: (a) Mapa topográfico y (b) modelo digital de elevación de México.

Dentro de las aplicaciones geológicas donde estos mapas y modelos topográficos generados
mediante interpolación son usados, podemos mencionar por ejemplo:

• Modelado de flujo de agua o movimientos de masas (por ejemplo, avalanchas y despla-
zamientos de tierra).

• Creación de modelos de fenómenos f́ısicos.

• Análisis del terreno en la geomorfoloǵıa y la geograf́ıa f́ısica.

• Sistemas de Información Geográfica (SIG).

• Ingenieŕıa y diseño de infraestructura.

• Sistemas de Posicionamiento Global (GPS).

Algunas de estas aplicaciones son lo bastante generales como para contener una gran
cantidad de problemas donde el uso de la interpolación de datos dispersos es de gran utilidad,
es por ello que el trabajo se centra mayormente en la descripción de métodos y técnicas que
son adecuados en el campo de las aplicaciones geológicas, aunque no están restringidas sólo
a este. La siguiente sección extiende una de las aplicaciones.

1.1. Creación de modelos de fenómenos f́ısicos.

En diversas aplicaciones y estudios de fenómenos f́ısicos es necesaria la modelación de un
objeto geométrico en 3D que represente adecuadamente la región de interés, por ejemplo:
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• En la estimación de reservas es necesaria la modelación de la estructura geomecánica
donde se encuentran estas para poder realizar estudios de rentabilidad que permitan
determinar si es factible o no la explotación de dichas reservas.

• Otro ejemplo es la explotación de acúıferos. Hoy en d́ıa el uso del agua es uno de los
temas más relevantes, por lo que es importante modelar estos acúıferos tanto para
estimar las reservas de agua que hay en el subsuelo aśı como para generar modelos que
permitan la explotación racional y cuidado de este recurso.

• La explotación de hidrocarburos es importante ya que todav́ıa de estos se obtiene una
gran cantidad de los energéticos y materiales que se utilizan d́ıa con d́ıa.

En este último se centrará para mostrar el uso de la interpolación de datos dispersos para
la creación de modelos f́ısicos.

1.1.1. Modelación de un yacimiento de hidrocarburos.

Un yacimiento de hidrocarburos es una acumulación natural de estos en el subsuelo, con-
tenidos en rocas porosas o fracturadas. Es muy complicado y costoso obtener información
directa de los yacimientos, por lo cual sólo unos pocos pozos de exploración son construidos
para mediciones de datos relevantes sobre los mismos. Para complementar esta información
se utilizan técnicas indirectas, como los estudios de śısmica, para dar un panorama general
de la estructura del yacimiento y aśı tomar decisiones sobre la forma en como se debe explotar.

Una herramienta que se ha vuelto indispensable en la industria petrolera sobre la produc-
ción y recuperación de hidrocarburos a lo largo de la vida productiva de un yacimiento, es la
simulación númerica de flujos en yacimientos, la cual utiliza modelos matemáticos, técnicas
numéricas y computacionales, que ayudan a simular varios escenarios y permiten aśı valorar
un gran número de posibilidades de explotación.

Los modelos matemáticos que se utilizan en la simulación numérica de yacimientos, con-
sisten en un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales que describen los procesos de
transferencia de masa dentro de un medio poroso, y que generalmente son resueltas me-
diante técnicas numéricas, por lo que es necesario generar un modelo geométrico discreto
adecuado del yacimiento.

Esta discretización del yacimiento tiene que ser construida con la poca información pre-
cisa con que se cuenta, pero esta puede ser insuficiente, por lo cual la interpolación de datos
dispersos toma un papel importante en este ámbito, ya que sirve tanto para construir el mo-
delo geométrico 3D aśı como para la asignación de propiedades petrof́ısicas necesarias para la
resolución de las ecuaciones diferenciales parciales que describen el flujo de los hidrocarburos
dentro del yacimiento.



4 1.2. Interpolación y aproximación de datos dispersos.

(a) (b)

Figura 1.2: Discretización del yacimiento.

.

Existen varios formas de hacer la discretización del yacimiento (figura 1.2), pero una de
ellas y en la cual se enfatizará posteriormente, es la reconstrucción de superficies mediante
técnicas de interpolación de datos dispersos y la utilización de estas superficies para la
construcción de mallas 3D mediante copias vérticales que sirva como modelo geométrico 3D.

1.2. Interpolación y aproximación de datos dispersos.

El problema principal que se quiere abordar es el de la interpolación de datos dispersos
en dos dimensiones que puede ser formulado como sigue: Sea P = {(xi, yi, zi)} ⊂ R3 un con-
junto de puntos dispersos en el espacio, donde xxxi = (xi, yi)

T ∈ D para D ⊂ R2 un dominio
en el plano e i = 1, . . . , N . Resolver el problema consiste en encontrar una función escalar
bivariada F , tal que F (xxxi) = F (xi, yi) = zi para todo i. En algunas ocasiones el problema de
interpolación se puede reformular como el problema de recostrucción de superficies, esto es,
se supone que los valores de los datos zi son obtenidos a partir de una función escalar desco-
nocida f : D ⊆ R2 → R al ser evaluada en un conjunto de posiciones arbitrarias xxxi ∈ D, es
decir, f(xxxi) = zi, entonces se busca una función bivariada F , tal que F (xxxi) = F (xi, yi) = zi
para todo i y F sea una aproximación a f .

Algunas veces se puede tener que los valores de los datos zi comprendan cierto error,
sobre todo cuando estos provienen de mediciones de alguna magnitud f́ısica, entonces en
lugar de considerar el problema de interpolación se plantea el problema de aproximación, al
tomar en cuenta que hay cierto error en los valores de los datos zi. La única diferencia entre
estos dos es que para el problema de aproximación la condición de interpolación se cambia
por F (xxxi) ≈ zi. Debido a su importancia práctica este problema también es considerado.

Existen varios métodos para resolver este problema, aunque en el presente trabajo sólo
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Figura 1.3: Influencia de los valores en las posiciones xxxi sobre el nuevo valor en xxx.

se describen algunos de ellos en los que se está interesado por su uso práctico. Un estudio
general de varios de ellos es dado por Franke [7]. Todos los métodos están basados en la
idea de que el valor desconocido en la posición xxx debe ser muy parecido a los valores de los
datos zi en las posiciones xxxi que sean más cercanas a xxx. Con esto, se puede decir que solo los
valores de los datos dentro de cierta vecindad o radio influyen en la determinación del valor
en la posición xxx donde este se desconoce (véase figura 1.3). Los métodos comprendidos en el
trabajo son:

• Métodos de distancia inversa (Shepard y Shepard modificado).

• Métodos de función de base radial.

• Métodos geoestad́ısticos.

• Método de aproximación B-spline multinivel.

Los métodos provienen de diferentes enfoques de la resolución del problema de interpo-
lación, por lo cual es dif́ıcil clasificarlos, pero una forma general de hacerlo es dependiendo si
utilizan todos los puntos de los datos o no. Cuando se utilizan todos los puntos se dice que el
método es global de lo contrario se dice que es local. En general los métodos aqúı expuestos
son descritos en el caso bidimensional, aunque todos estos pueden ser extendidos al caso
multidimensional.

El enfoque de este trabajo es la aplicación de estos métodos a algunos problemas prácti-
cos, como por ejemplo los vistos en la sección previa, por lo que en los siguientes caṕıtulos
se extenderá la teoŕıa lo necesario para cubrir las necesidades prácticas que se buscan para
pasar después a su implementación y aplicación.



Caṕıtulo 2

Métodos de distancia inversa

Los primeros métodos que se describirán son los de distancia inversa. Estos utilizan un
promedio ponderado de los valores de los datos o de aproximaciones locales en las posiciones
conocidas xxxi para determinar el valor en alguna posición desconocida xxx de interés. Su nombre
fue motivado por los pesos empleados en el promedio, debido a que son función de la inversa
de la distancia en cada posición conocida. De esta manera, se crea una región de influencia
(véase figura 1.3) donde sólo los valores de los datos más cercanos a xxx participan en el prome-
dio, ya que sólo estos tienen un peso significativo que influye en el valor que se obtiene para xxx.

La idea original del método de distancia inversa es debido a Shepard [18]. Todos los
métodos de este tipo pueden ser vistos como generalizaciones del método de Shepard o
modificaciones de estas generalizaciones (Franke [7], Spath [19]).

2.1. Método de Shepard.

Dentro de los métodos de distancia inversa el más simple es el método de Shepard
(Shepard [18]), el cual es un método global y está basado en las siguientes consideracio-
nes (Spath [19]).

Para pesos dados wi(xxx) > 0 se busca el valor de S que mejor aproxime los valores de los
datos zi, i = 1, . . . , N , en el sentido de mı́nimos cuadrados ponderados, es decir, se quiere
resolver el problema de minimización

mı́n
S

N∑

i=1

wi(xxx)(zi − S)2. (2.1)

Para encontrar el valor de S que minimice (2.1) se deriva esta con respecto a S, esto es

d

dS

(
N∑

i=1

wi(xxx)(zi − S)2

)
=

N∑

i=1

d

dS

(
wi(xxx)(zi − S)2

)
= −2

N∑

i=1

wi(xxx)(zi − S),

7



8 2.1. Método de Shepard.

e igualando a cero esta última expresión

N∑

i=1

wi(xxx)zi − S
N∑

i=1

wi(xxx) = 0

S

N∑

i=1

wi(xxx) =

N∑

i=1

wi(xxx)zi,

se tiene que el valor de S que minimiza la expresión (2.1) esta dado por

S =

N∑

i=1

wi(xxx)zi

N∑

i=1

wi(xxx)

.

El método de Shepard se obtiene ahora eligiendo los pesos wi(xxx) de tal manera que estos
vaŕıen como una potencia del inverso de la distancia euclidiana (Shepard [18]), donde la
distancia es tomada de una posición arbitraria xxx = (x, y)T ∈ R2 a xxxi, i.e.

wi(xxx) =
1

dpi
(p > 0),

con

di = di(xxx) = d(xxx,xxxi) =
√

(x− xi)2 + (y − yi)2, para i = 1, . . . , N.

Esta elección de los pesos wi(xxx) tiene relación con la idea de que el valor del nuevo punto
xxx debe estar mayormente influenciado por los valores más cercanos a éste que por los que
se encuentran más alejados. Aśı, cuando di →∞ se tiene que wi → 0 para cualquier p > 0,
consecuentemente, el valor en la posición xxxi no tiene mucha influencia sobre la determina-
ción del valor en xxx. El valor de p sirve para determinar que tan rápido o lento se pierde esta
influencia además de jugar un papel importante en la función interpolante resultante, pero
de ello se hablará con detalle más adelante.

Resumiendo, entre mayor sea la distancia de xxx a xxxi, menor será la influencia de xxxi sobre
los valores de la función interpolante de Shepard dada por,

FS0(xxx) =
N∑

i=1

zivi(xxx), (2.2)

donde

vi(xxx) =
wi(xxx)

N∑

k=1

wk(xxx)

=
d−pi
N∑

k=1

d−pk

, xxx ∈ R2. (2.3)
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La función vi dada en (2.3) se puede reescribir como

vi(xxx) =

1

dpi
N∑

k=1

1

dpk

=

1

dpi

N∏

j=1

dpj

(
1

dp1
+

1

dp2
+ · · ·+ 1

dpN

) N∏

j=1

dpj

=

N∏

j=1

j 6=i

dpj

N∏

j=1

j 6=1

dpj +

N∏

j=1

j 6=2

dpj + · · ·+
N∏

j=1

j 6=N

dpj

,

lo que lleva a una forma numéricamente más estable de vi dada por

vi(xxx) =

N∏

j=1

j 6=i

dpj

N∑

k=1

N∏

j=1

j 6=k

dpj

. (2.4)

Observación 2.1. Al decir que vi en (2.4) es numéricamente más estable se refiere a que de
esta forma el denominador no se hace cero, como se argumenta a continuación. Véase que vi
sólo depende de dj para todo j = 1, . . . , N y las distancias {dj} son cero sólo en xxxi si i = j,
dado que las posiciones {xxxi} se suponen distintas. Aśı, al evaluar vi en xxx` para 1 ≤ ` ≤ N ,
se tiene que el único producto distinto de cero es

∏
j 6=` d

p
j ya que es el único que no contiene

a dp` = 0 y por tanto el denominador en vi es diferente de cero. De esta manera vi esta bien
definida para toda xxx ∈ R2.

Ahora se verificará que FS0(xxx) dado en (2.2) es la función interpolante que se busca. Para
comprobar esto, se verá primero las propiedades más importantes de las funciones de peso
vi, i = 1, . . . , N , que se resumen a continuación.

Lema 2.1. Sean las posiciones denotados por xxxj ∈ R2 para j = 1, . . . , N , distintas entre śı y
vi(xxx) definida por (2.4) para i = 1, . . . , N , entonces se cumplen las siguientes propiedades:

a) Las funciones de peso vi(xxx) son continuas.

b) vi(xxxj) = δij =





1, si i = j

0, si i 6= j
.

c) vi(xxx) ≥ 0.

d)

N∑

i=1

vi(xxx) = 1.
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Demostración. De la ecuación (2.4), se puede ver que vi es una función continua ya que di
es continua y el denominador siempre es distinto de cero (véase la observación 2.1).

Para probar la propiedad del inciso b) considérese primero el caso i = j. Entonces di = 0
y por tanto

∏
`6=i d

p
` 6= 0, también siendo el único producto diferente de cero en la suma de

los productos del denominador ya que este es el único producto donde no se encuentra di,
por lo tanto

vi(xxxj) =

N∏

`=1
`6=i

dp`

N∑

k=1

N∏

`=1
`6=k

dp`

=

N∏

`=1
`6=i

dp`

N∏

`=1
`6=i

dp`

= 1.

Ahora, cuando i 6= j, se tiene que di 6= 0 y dj = 0, consecuentemente
∏
`6=i d

p
` = 0, y

como la suma de los productos en el denominador es distinta de cero ya que
∏
`6=j d

p
` 6= 0, se

cumple que

vi(xxxj) =

N∏

`=1
`6=i

dp`

N∑

k=1

N∏

`=1
`6=k

dp`

=
0

N∏

`=1
`6=j

dp`

= 0.

La propiedad del inciso c) se cumple ya que, como dj ≥ 0 para todo j, entonces∏
j 6=i d

p
j ≥ 0 y

∑
k

∏
j 6=k d

p
j > 0, por tanto vi(xxx) ≥ 0 .

Por último, la propiedad del inciso d) se cumple porque

N∑

i=1

vi(xxx) =

N∑

i=1

N∏

j=1

j 6=i

dpj

N∑

k=1

N∏

j=1

j 6=k

dpj

=

N∑

i=1

N∏

j=1

j 6=i

dpj

N∑

k=1

N∏

j=1

j 6=k

dpj

= 1.

Lema 2.2. La función FS0(xxx) definida en la ecuación (2.2) satisface las siguientes propie-
dades:

a) Es continua e interpolante, es decir, cumple con la condición de interpolación F (xxxi) = zi
para toda i.
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b) Es acotada.

Demostración. De la continuidad de las funciones de peso vi(xxx) (inciso a) resultado 2.1) y
de la definición de FS0(xxx) dada en (2.2) se tiene que FS0 es continua. Además, de (2.2) y la
propiedad b) en el resultado 2.1, se cumple que FS0(xxx) es una función interpolante, esto es

FS0(xxxi) =
N∑

k=1

zkvk(xxxi) =
N∑

k=1

zkδki = zi, i = 1, . . . , N.

Ahora se probará la propiedad del inciso b). Def́ınase

α = mı́n
i
zi y β = máx

i
zi.

Se tiene que α ≤ zi para toda i, entonces utilizando las propiedades c) y d) en resultado
2.1 se cumple

FS0(xxx) =
N∑

i=1

zivi(xxx) ≥
N∑

i=1

αvi(xxx) = α
N∑

i=1

vi(xxx) = α.

Por otra parte, zi ≤ β para toda i, entonces utilizando nuevamente las propiedades c) y
d) en resultado 2.1 se obtiene

FS0(xxx) =
N∑

i=1

zivi(xxx) ≤
N∑

i=1

βvi(xxx) = β
N∑

i=1

vi(xxx) = β.

Esto implica que la función interpolante FS0 está acotada entre el valor mı́nimo y máximo
de los valores {zi}, i.e.

mı́n
i
zi ≤ FS0(xxx) ≤ máx

i
zi.

Ahora se presentan algunos ejemplos para ilustrar los resultados anteriores y algunas
ideas adicionales sobre la función interpolante de Shepard FS0 (2.2).

Ejemplo 2.1. Considérese el conjunto de datos {xxxi} dentro de la región D = [0, 1]× [0, 1] ⊂
R2 y sus correspondientes valores {zi}, dados en la tabla 2.1, los cuales se utilizarán para
analizar el comportamiento de FS0 con diferentes valores de p.

Pero antes, sea f(t, p) : (0,∞]× (0,∞]→ (0,∞], definida como

f(t, p) =
1

tp
,

y obsérvese que wi(xxx) = f(t, p) śı t = di, de esta forma, estudiando la función f(t, p) se puede
examinar el comportamiento de los pesos wi(xxx) para diferentes valores de p. En particular
se hará para p = 1/2, p = 2 y p = 5 (figura 2.1).
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Posiciones
xxx1 xxx2 xxx3 xxx4 xxx5

(0, 0)T (1, 0)T (0.5, 0.5)T (0, 1)T (1, 1)T

Valores
z1 z2 z3 z4 z5

0 0 1 0 0

Tabla 2.1: Datos del ejemplo 2.1.

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

−2

−1−2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

t

f
(t
,p
)

f(t, 1/2)
f(t, 2)
f(t, 5)

Figura 2.1: Gráfica de la función f(t, p) para algunos valores de p (1/2, 2, 5).

Para cualquier valor de p, cuando t = 1, f(t, p) = 1. Para t > 1, entre más grande es
el valor de p, f(t, p) → 0 de forma más rápida, como se muestra, por ejemplo, en la figura
2.1 para p = 2, 5 . Consecuentemente, los pesos wi(xxx) son muy pequeños para puntos xxx muy
distantes de xxxi, por lo que no tendrán mucha influencia en el valor final de FS0(xxx). Ahora,
para cuando t < 1, śı los valores de p son pequeños, por ejemplo p = 1/2 (figura 2.1), sólo los
puntos de los datos {xxxi} que se encuentran muy cercanos a xxx tienen una influencia signifi-
cativa sobre FS0(xxx), ya que solo estos cuentan con pesos considerables.

Aśı, el efecto que tiene la elección de algún valor de p sobre los pesos y por lo tanto sobre
FS0 , se observa en la figura 2.2. Para p = 1/2 la superficie obtenida presenta picos en cada
uno de los puntos de los datos, dado que, solo los puntos xxx muy cercanos a los puntos de
los datos {xxxi} comparten un valor parecido a ellos, de lo contrario, son un promedio de los
valores {zi}, como vemos en las figuras 2.2a-2.2b.
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Figura 2.2: Superficies obtenidas mediante el interpolador FS0 (2.2) para los datos de la tabla
2.1. (a) Para p = 1/2. (b) Curvas de nivel. (c) Para p = 2. (d) Curvas de nivel. (e) Para p = 5.
(f) Curvas de nivel.
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Para p = 2, ya no se presentan los picos como en el caso anterior e incluso en una vecin-
dad de los puntos de los datos {xxxi} los valores dados por FS0 exhiben un comportamiento
isótropo (figuras 2.2c-2.2d). Para p = 5, se aprecia un aplanamiento alrededor de los pun-
tos de los datos (figuras 2.2e-2.2f). Dicho efecto también se observa a partir de los pesos,
porque, si un punto xxx se encuentra más cercano a un punto de los datos que a otro, este es
el que dominará en el valor de FS0(xxx). El fenómeno del aplanamiento puede ser analizado
calculando las derivadas de FS0 en xxxi, una cuestión que se tratará posteriormente.

De esta forma, entre más grande sea la potencia p, mayor será el aplanamiento en una
vecindad de los puntos de los datos {xxxi}, por esta razón, el valor de p = 2 es el más usado en
la práctica, además de que simplifica el cálculo de los pesos, al evitar el cómputo de la ráız
cuadrada. El aplanamiento, al parecer, una propiedad indeseable en algunas aplicaciones,
puede estar bien situado en otras dentro de la demograf́ıa, ecoloǵıa o al análisis de mercados,
de acuerdo con Gordon & Wixom [9].
. �

Ejemplo 2.2. La tabla 2.2 contiene valores de los datos {zi} y sus posiciones {xxxi}, para
i = 1, . . . , 5, con los cuales se mostrará gráficamente el resultado 2.2.

Posiciones
xxx1 xxx2 xxx3 xxx4 xxx5

(0, 0)T (1, 1)T (1.2, 0.2)T (0, 0.5)T (1, 0.5)T

Valores
z1 z2 z3 z4 z5

5.5 1.5 3.5 2.5 2.5

Tabla 2.2: Datos del ejemplo 2.2.

xxx1
xxx4

xxx3 xxx5
xxx2

Figura 2.3: Superficie obtenida mediante Shepard para los datos de la tabla 2.2 con p = 2.
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La figura 2.3 muestra la superficie obtenida por la función interpolante de Shepard FS0

para los datos de la tabla 2.2 con p = 2. Aqúı se aprecia como FS0 queda acotada por los
valores máximo y mı́nimo de los {zi}, de acuerdo con el inciso b) del resultado 2.2. Algo que
también es importante notar, es que para las posiciones xxx lejanas a las posiciones {xxxi}, el
valor de la función FS0 en xxx es aproximadamente la media de los {zi}. Para ver en detalle
esta propiedad, refiérase al Corolario A.3 al final del apéndice A.1.
. �

Observación 2.2. De la definición de las funciones vi(xxx) en (2.4), se puede ver que estas
son diferenciables infinitamente casi donde sea excepto en las posiciones xxxi, donde todas
las derivadas parciales hasta de orden p − 1 si p es entero y hasta bpc si p no es entero,
son cero. Para p = 1, las derivadas parciales laterales de vi(xxx) existen en xxxi; sin embargo,
sus valores son casi siempre diferentes. Si p < 1 entonces no existe ninguna derivada par-
cial (Spath [19]). Aśı, FS0(xxx) es diferenciable infinitamente casi donde quiera excepto en las
posiciones xxxi, donde esta puede ser solo continua (cfr. Teorema A.1 del apéndice A.1). Un
análisis más detallado de las propiedades y del comportamiento del interpolador FS0(xxx) es
dado por Gordon & Wixom [9].

En particular, se tiene que,

para p > 1 ⇒ ∂FS0

∂x

∣∣∣∣
xxxi

=
∂FS0

∂y

∣∣∣∣
xxxi

= 0,

de donde se sigue que la superficie tiene la apariencia de ser plana en una vecindad de xxxi,
i = 1, . . . , N (véase la figura 2.2e para un ejemplo de esto). La causa de este fenómeno es
que FS0 envuelve solo la magnitud del vector de la diferencia entre xxx y xxxi y no su dirección
(Shepard [18], Spath [19]).

Con todo lo expuesto anteriormente, el método de Shepard descrito parece suficiente-
mente simple y general para ser bastante atractivo, pero este tiene varios defectos o fallas
(Shepard [18]), como ya se ha hecho notar, que se resumen a continuación.

1) Dado que es un método global, cuando el número de puntos es muy grande, el cálculo de
FS0(xxx) se convierte proporcionalmente grande. Eventualmente el método se volverá inefi-
ciente o impráctico.

2) Solo las distancias de xxx a las posiciones xxxi, y no la dirección son considerados.

3) Las derivadas direccionales obtenidas en cada punto de los datos xxxi representan una
restricción arbitraria e indeseable en la superficie interpolada.

4) El error computacional se vuelve significativo en la vecindad de las posiciones xxxi dado
que el término predominante resulta de la diferencia de dos números casi iguales.

Para solventar algunos de estos defectos, en Shepard [18] se pueden encontrar algunas
ideas que el mismo Shepard propuso para cada uno de estos. También se han propuesto
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diferentes modificaciones del método de Shepard, algunas referencias de estos métodos se
encuentran en los escritos de Franke [7] y Spath [19]. Dentro de estas modificaciones, se pue-
den encontrar algunas en las que se propone hacer el método de Shepard un método local
(como en Franke & Nielson [8] y Renka [15]), cambiando las funciones de peso wi y tomando
algunas funciones conocidas, que sean aproximaciones locales de otras funciones alrededor
de las posiciones xxxi, en lugar de tomar solo los valores {zi}. Estas ideas llevan a lo que se
conoce como el método de Shepard modificado, el cual será descrito en la siguiente sección.
Pero, antes de pasar a esto, se verán algunas modificaciones que dan otra perspectiva mejor
del comportamiento del interpolador FS0 .

Una modificación sencilla es considerar diferentes potencias pi > 0 (i = 1, . . . , N), en
lugar de solo una potencia p, aśı, el interpolante FS0 en (2.2) se puede reescribir como,

F ∗S0
(xxx) =

N∑

i=1

ziv
∗
i (xxx), con, v∗i (xxx) =

N∏

j=1

j 6=i

d
pj
j

N∑

k=1

N∏

j=1

j 6=k

d
pj
j

. (2.5)

No hay mucha diferencia entre los interpoladores FS0(xxx) y F ∗S0
(xxx), ya que FS0 es un caso

particular de F ∗S0
al tomar todos los pi iguales, pero los resultados que se obtienen al utilizar

uno u otro son notables, tal y como se ejemplifica a continuación.

Ejemplo 2.3. Se comparará el uso de la función interpolante FS0 y la función F ∗S0
para

algunos datos. Considérese los valores de los datos {zi} en las posiciones {xxxi}, i = 1, . . . , 5 y
las potencias pi dados en la Tabla 2.3.

Posiciones
xxx1 xxx2 xxx3 xxx4 xxx5

(0, 0)T (0, 1)T (0.5, 0.5)T (1, 0)T (1, 1)T

Valores
z1 z2 z3 z4 z5

1 5.5 4 3 7

Figura 2.4 p1 p2 p3 p4 p5

(a) 2 2 2 2 2

(b) 10 1 5 2 3

Tabla 2.3: Datos del ejemplo Ejemplo 2.3.
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(a) (b)

Figura 2.4: Superficies obtenidas de los datos en la tabla 2.3 por la función interpolante de
Shepard F ∗S0

para distintos valores pi.

La figura 2.4 muestra los resultados obtenidos. Para la figura 2.4a se usó el interpolador
FS0 ya que todos los pi = 2, mientras que, para la figura 2.4b se utilizo el interpolador F ∗S0

con diferentes potencias dadas en la tabla 2.3. Se puede observar un cambio radical al utilizar
FS∗0 en lugar de FS0 , debido a que, FS∗0 permite un control más preciso de su valor sobre los
puntos de los datos {xxxi}, si se tienen en cuenta las propiedades que se analizaron para FS0

en el ejemplo 2.1.
. �

Para concluir esta parte, se tratará de forma breve el problema del aplanamiento alrededor
de las posiciones xxxi. Este efecto se puede eliminar cuando se tienen valores aproximados para
las dos primeras derivadas parciales

x′i =
∂FS0

∂x

∣∣∣∣
xxxi

, y′i =
∂FS0

∂y

∣∣∣∣
xxxi

, i = 1, . . . , n.

Entonces, la función de interpolación,

FS1(xxx) =

N∑

i=1

[
zi + (x− xi)x′i + (y − yi)y′i

]
vi(xxx), xxx = (x, y)T ∈ R2, (2.6)

además de tener las mismas propiedades de FS0 (Spath [19]), también toma los valores
dados por las primeras derivadas parciales. Un ejemplo más especifico del uso de estos in-
terpoladores, se da en la última sección del caṕıtulo, en la cual se comparán los métodos de
interpolación de distancia inversa vistos.
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2.2. Método de Shepard modificado.

Una modificación al método de Shepard descrito en la sección anterior seŕıa utilizar al-
gunas funciones conocidas como aproximaciones locales alrededor de las posiciones {xxxi} en
lugar de solo los valores {zi} en FS0 (2.2). En particular, Franke & Nielson [8] y Renka [15]
utilizarón funciones cuadráticas bivariadas en conjunción con pesos que dan lugar a un méto-
do local conocido según Franke [7] como, método de Shepard cuadrático modificado. Aunque
posteriormente Renka a utilizado aproximaciones de orden más alto (Renka [17]), en este
trabajo se describirá la versión desarrollada por él mismo en [15].

Supóngase que existe una función escalar desconocida f con valores zi en las posiciones
o nodos xxxi para i = 1, . . . , N . Se define la función interpolante para el método de Shepard
modificado como,

FSM (xxx) =

N∑

i=1

ui(xxx)Qi(xxx), xxx ∈ R2, (2.7)

con

ui(xxx) =
wi(xxx)

N∑

k=1

wk(xxx)

, (2.8)

donde wi son pesos relativos y las funciones Qi son aproximaciones locales a f en xxxi, cono-
cidas dentro de este contexto como funciones nodales. Espećıficamente, Qi es una función
cuadrática bivariada definida como,

Qi(xxx) = ci1(x− xi)2 + ci2(x− xi)(y − yi) + ci3(y − yi)2 + ci4(x− xi) + ci5(y − yi) + zi,

que claramente satisface,
Qi(xxxi) = zi, (2.9)

y la cual se ajusta a los valores de f sobre un conjunto de nodos cercanos en un sentido
de mı́nimos cuadrados ponderados. Los pesos relativos wi son definidos por las funciones de
distancia inversa, (propuesta por Franke & Little (véase [7], [8], para referencias)),

wi(xxx) =

[
(Rw − di)+

Rwdi

]2

donde

(Rw − di)+ =





Rw − di, si di < Rw

0, si dk ≥ Rw
.

Aqúı, di denota nuevamente la distancia euclidiana entre xxx y xxxi, y Rw es un radio de
influencia alrededor del nodo xxxi, por lo que, los datos en xxxi solo influencian valores inter-
polados en los puntos dentro de este radio. De esta manera el método se vuelve local al no
involucrar todos los nodos xxxi en el calculo del nuevo valor en la posición xxx.
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Las funciones ui además de ser análogas a las funciones de peso vi (dadas en (2.4) para la
función interpolante de Shepard FS0), cumplen algunas de sus propiedades (resultado 2.1),
como se muestra a continuación.

Lema 2.3. Sean las posiciones o nodos denotados por xxxj = (xj , yj)
T ∈ R2 para j = 1, . . . , N ,

distintos entre śı y las funciones de peso ui(xxx) definidas por (2.8), i = 1, . . . , N , entonces
para todo i, ui satisface las siguientes propiedades:

a) ui(xxxj) = δij =





1, si i = j

0, si i 6= j
.

b)
N∑

i=1

ui(xxx) = 1.

c)
∂ui
∂x

(xxxj) =
∂ui
∂y

(xxxj) = 0, ∀ j ∈ {1, . . . , N}.

Demostración. Sea xxx = (x, y)T ∈ R2 y Rw > 0, entonces, solo para i tal que Rw − di >
0, se tiene que wi > 0, de esta manera, considérese el conjunto de ı́ndices I = {i ∈
{1, . . . , N} |Rw − di > 0}, aśı, la función de peso ui puede reescribirse como,

ui(xxx) =
wi(xxx)∑

k∈I
wk(xxx)

,

ya que para k 6∈ I, wk = 0. Luego, para k ∈ I sea

ηk =
Rwdk
Rw − dk

,

que cumplen, wk = η−2
k , porque (Rw − dk)+ = Rw − dk > 0, consecuentemente,

ui(xxx) =
wi(xxx)∑

k∈I
wk(xxx)

=

1

η2
i∑

k∈I

1

η2
k

=

∏

j∈I
j 6=i

η2
j

∑

k∈I

∏

j∈I
j 6=k

η2
j

, (2.10)

la cual es una expresión de ui análoga a la de vi dada en (2.4).

Con la ayuda de la expresión (2.10) para ui, se puede proceder de forma análoga al
resultado 2.1 a), para probar la propiedad dada en el inciso a). Primero, considérese el caso
en que i = j. Se tiene que di = 0 y por tanto ηi = 0. Como se evalúa ui en xxxi, se tiene que
I está conformado por todos los ı́ndices k tal que Rw − dk(xxxi) > 0; por lo tanto i ∈ I dado
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que Rw − di(xxxi) = Rw > 0, de esta manera, el único producto diferente de cero en la suma
es
∏
`6=i η

2
` , obteniendo aśı,

ui(xxxj) =

∏

`∈I
`6=i

η2
`

∑

k∈I

∏

`∈I
`6=k

η2
`

=

∏

`∈I
`6=i

η2
`

∏

`∈I
`6=i

η2
`

= 1.

Ahora, cuando i 6= j, como se evalúa ui en xxxj , se tiene que I está conformado por todos
los ı́ndices k tal que Rw − dk(xxxj) > 0. Aśı j ∈ I y ηj = 0, ya que dj = 0. Luego, śı i 6∈ I,
implica que wi(xxxj) = 0 y por tanto ui(xxxj) = 0. Śı i ∈ I se tiene que el producto

∏
`6=i η

2
` = 0

ya que este incluye ηj = 0 y
∏
`6=j η

2
` 6= 0 dado que ηj no está en el producto y al menos

ηi 6= 0 se encuentra en este. Aśı,

ui(xxxj) =

∏

`∈I
`6=i

η2
`

∑

k∈I

∏

`∈I
`6=k

η2
`

=
0∏

`∈I
`6=j

η2
`

= 0.

La propiedad del inciso b) se cumple ya que,

N∑

i=1

ui(xxx) =
∑

i∈I

∏

j∈I
j 6=i

η2
j

∑

k∈I

∏

j∈I
j 6=k

η2
j

=

∑

i∈I

∏

j∈I
j 6=i

η2
j

∑

k∈I

∏

j∈I
j 6=k

η2
j

= 1.

Por último, para xxx ∈ R2 si i 6∈ I, es decir, que Rw − di = 0, entonces wi(xxx) = 0 y por
tanto ui ≡ 0, implicando que ∂ui/∂x = ∂ui/∂y = 0. Si i ∈ I, entonces wi(xxx) 6= 0, por lo cual,
se puede utilizar la expresión de ui dada en (2.10). Véase que, para j ∈ I, se cumple que,

∂

∂x
η2
j = 2

R3
w(x− xj)

(Rw − dj)3
,

se hace cero en xxxj . Luego, para k ∈ I, sea

Bk(xxx) =
∏

j∈I
j 6=k

η2
j ,

la cual cumple, Bk(xxxj) = 0 si k 6= j y además se tiene que

∂Bk
∂x

(xxx) =
∑

m∈I
m6=k

∂η2
m

∂x

∏

`∈I
`6=m
`6=k

η2
` .
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Por tanto,
∂Bk
∂x

(xxxj) = 0, si k 6= j,

aśı, se puede ver que

∂ui
∂x

(xxxj) =

(∑

k∈I
Bk(xxxj)

)
· ∂Bi
∂x

(xxxj)−Bi(xxxj) ·
(∑

k∈I

∂Bk
∂x

(xxxj)

)

(∑

k∈I
Bk(xxxj)

)2

=
Bi(xxxi) ·

∂Bi
∂x

(xxxi)−Bi(xxxi) ·
∂Bi
∂x

(xxxi)

B2
i (xxxi)

= 0.

De forma análoga se tiene que
∂ui
∂y

(xxxj) = 0, cumpliéndose aśı el inciso c).

Observación 2.3. De la prueba del inciso c) del resultado 2.3, se observa que la derivada
de las funciones ui existe para todo xxx ∈ R2 y además se puede mostrar que ésta es continua,
lo cual implica que FSM ∈ C1(R2).

Lema 2.4. Sean Qi(xxx) xxx ∈ R2, funciones nodales que cumplen la ecuación (2.9), i.e.,
Qi(xxxi) = zi para i = 1, . . . , N , entonces la función FSM (xxx) definida en la ecuación (2.7),
satisface las siguientes propiedades:

a) Es una función interpolante, es decir, cumple con la condición de interpolación FSM (xxxi) =
zi para toda i.

b)
∂FSM
∂x

(xxxi) =
∂Qi
∂x

(xixixi) y
∂FSM
∂y

(xxxi) =
∂Qi
∂y

(xixixi).

Demostración. De (2.9) y de la propiedad dada en el inciso a) del resultado 2.3 se cumple
que,

FSM (xxxi) =
N∑

k=1

uk(xxxi)Qk(xxxi) =
N∑

k=1

δkiQk(xxxi) = Qi(xxxi) = zi.

Por otro lado, de las propiedades dadas en los incisos a) y c) del resultado 2.3, se obtiene
que,

∂FSM
∂x

(xxxi) =

N∑

k=1

[
∂uk
∂x

(xxxi)Qk(xxxi) + uk(xxxi)
∂Qk
∂x

(xxxi)

]
=
∂Qi
∂x

(xxxi).

De forma similar se tiene que
∂FSM
∂y

(xxxi) =
∂Qi
∂y

(xxxi).
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Al principio de la sección se mencionó que las funciones nodales Qi son funciones cuadráti-
cas que cumplen la condición (2.9), i.e., Qi(xxxi) = zi, además de que se ajustan a los valores
de f sobre un conjunto de nodos cercanos en un sentido de mı́nimos cuadrados ponderados
al ser estas una aproximación local de f en una vecindad de xxxi. Es por ello que las funciones
nodales Qi(xxx), xxx = (x, y)T ∈ R2, quedan dadas como,

Qi(xxx) = ci1(x− xi)2 + ci2(x− xi)(y − yi) + ci3(y − yi)2 + ci4(x− xi) + ci5(y − yi) + zi,

donde los coeficientes cij , j = 1, . . . , 5, son obtenidos al resolver el problema de minimización,

mı́n
ci1 ,ci2 ,ci3 ,ci4 ,ci5

N∑

k=1
k 6=i

ŵk(xxxi) [Qi(xxxk)− zk]2 ,

con

ŵk(xxx) =

[
(Rq − dk)+

Rqdk

]2

,

donde Rq es un radio de influencia alrededor del nodo xxxk. Sólo los nodos cuyos radios de
influencia incluyen a xxxi tienen contribución no cero al ajuste de mı́nimos cuadrados ponde-
rados, y aśı Qi está localmente definida.

Antes de pasar a otro tema, un comentario final es pertinente. Existe una gran variedad
de métodos de distancia inversa ya que estos se pueden obtener al considerar una familia
de aproximaciones de distancia inversa de mı́nimos cuadrados ponderados, trabajo que fue
realizado por McLain (Franke & Nielson [8]). La forma general de estos interpolantes esta
dada por,

F (xxx) =
M∑

k=1

ak(xxx)φk(xxx), xxx ∈ R2,

donde φk, k = 1, . . . ,M , denota el conjunto de funciones base1 y ak(xxx) los parámetros
elegidos que son solución (para un xxx = (x, y)T dado) del problema de minimización,

mı́n
a1,...,aM

N∑

i=1

wi(xxx) (zi − F (xxx))2 . (2.11)

En este trabajo sólo se han considerado dos métodos de esta clase, los cuales son los más
utilizados y que pueden ser obtenidos a partir de (2.11). El método de Shepard es un caso
particular de (2.11) al tomar F (xxx) = S, con S una constante y los pesos como función de una
potencia del inverso de la distancia euclidiana. El método de Shepard modificado fue obtenido
a partir de la familia de interpolantes de mı́nimos cuadrados por Franke & Nielson [8], sólo
que, a diferencia de los métodos de Shepard original y de McLain, este se obtiene al hacer
una aproximación de los parámetros ak en lugar de encontrarlos directamente.

1La elección de las funciones base φk consiste por lo general de monomios xmyn, de grado no muy grande,
por lo que F (xxx) se toma comúnmente como un polinomio de grado 2 ó 3.
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Figura 2.5: Ajuste de funciones cuadráticas alrededor de los nodos x5 y x6 utilizando 5 puntos
(caso unidimensional). La linea azul �--� denota el radio Rw alrededor del nodo x5 y los
nodos marcados con ♦ son los que participan en el ajuste de la cuadrática azul. La linea
verde •--• denota el radio Rw alrededor del nodo x6 y los nodos marcados con ◦ son los
que participan en el ajuste de la cuadrática verde.

2.3. Aspectos prácticos.

Hasta el momento solamente se ha desarrollado la teoŕıa sobre los métodos, pero ahora,
se centrará en lo concerniente a la implementación de los mismos, sobre todo en detallar los
aspectos prácticos del método de Shepard modificado.

Los métodos de Franke & Nielson [8] y Renka [15] son similares, la única diferencia con-
siste en definir los radios de influencia Rw y Rq. El método de Franke & Nielson usa radios
fijos uniformes Rw y Rq, elegidos como resultado en el valor espećıfico de Nw y Nq como
promedios, donde Nq es el número de nodos xxxi que se incluyen en el ajuste de mı́nimos
cuadrados de las funciones nodales y Nw es el número de funciones nodales que se incluyen
en el cálculo del nuevo valor mediante el interpolador de Shepard modificado dado en (2.7).
Con el enfoque de Renka se obtiene una mejor precisión al tomar los radios Rw y Rq varia-
bles, de manera tal que estos sean lo suficientemente grandes para incluir Nw y Nq nodos,
respectivamente, para valores fijos de Nw y Nq. Por ejemplo, de forma más precisa, Rq varia
con respecto al i-ésimo nodo, de modo tal, que Rq se toma como la distancia del nodo xxxi al
nodo (j + 1)-ésimo más cercano a este para j + 1 > Nq, aśı, sólo se utilizan j = Nq nodos,
que son los más cercanos a xxxi. Rw se obtiene de manera similar. Los valores propuestos por
Renka [15] para la mayoŕıa de los casos son Nq = 13 y Nw = 19.

La figura 2.5 muestra, para el caso unidimensional, como se obtienen los radios Rq si se
considera que Nq = 4. Para el caso del ajuste de la función cuadrática alrededor del nodo
x5, Rq se toma como la distancia de x5 a x1 que es el quinto más cercano a este. De forma
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análoga, cuando se ajusta una función cuadrática alrededor del nodo x6, Rq se toma como
la distancia de x6 a x4 que es el quinto nodo más cercano a este, pero que ya no se considera
dentro del ajuste. De forma similar se encuentra Rw.

Se darán a continuación los algoritmos para los métodos de Shepard y Shepard modifi-
cado. Para el método de Shepard (algoritmo 2.1), solo basta evaluar la función FS0 (2.2),
aunque hay que tener cierto cuidado en el cálculo de las funciones vi, esto porque el cálculo
de los productos puede causar un desbordamiento aritmético (overflow).

Algoritmo 2.1: Método de Shepard

Entrada: datos dispersos P = {(xi, yi, zi)}, posiciones de evaluación
Q = {(x̂`, ŷ`)}`=1,...,M , potencia p

Salida: valores en las posiciones de evaluación ẑ`

1 Para `← 1 hasta M hacer
2 ẑ` ← 0
3 Para i← 1 hasta N hacer // Cálculo de FS0(x̂xx`) mediante (2.2)
4 calcular vi(x̂xx`) con (2.4) utilizando p dada
5 sumar zi · vi(x̂xx`) a ẑ`

Algoritmo 2.2: Método de Shepard modificado

Entrada: datos dispersos P = {(xi, yi, zi)}, posiciones de evaluación
Q = {(x̂`, ŷ`)}`=1,...,M , Nq, Nw

Salida: valores en las posiciones de evaluación ẑ`

1 Para i← 1 hasta N hacer // Resolver el problema de los Nq y Nw vecinos

más cercanos

2 Para xi, utilizar Nq, Nw, para determina Rq y Rw, respectivamente

3 Para i← 1 hasta N hacer
4 Resolver el problema de mı́nimos cuadrados

mı́n
ci1 ,ci2 ,ci3 ,ci4 ,ci5

N∑

k=1
k 6=i

ŵk(xxxi) [Qi(xxxk)− zk]2

para obtener cij j = 1, . . . , 5

5 Para `← 1 hasta M hacer
6 ẑ` ← 0
7 Para i← 1 hasta N hacer // Cálculo de FSM (x̂xx`) mediante (2.7)
8 calcular Qi(x̂xx`) con cij j = 1, . . . , 5
9 calcular ui(x̂xx`) con (2.8)

10 sumar Qi(x̂xx`) · ui(x̂xx`) a ẑ`
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Para el método de Shepard modificado es necesario determinar los radios de influencia
Rw y Rq para cada xxxi, por lo que el problema de la búsqueda de los Nw y Nq vecinos más
cercanos surge dentro del método.

Definición 2.4. Dado xxx ∈ D, la búsqueda del vecino más cercano consiste en encontrar un
punto en P tal que tenga la mı́nima distancia a xxx dentro de todos los puntos en P. De
forma más general, dado xxx ∈ D y ` ∈ N, la búsqueda de los ` vecinos más cercanos, consiste
en encontrar ` puntos en P, diferentes entre śı, que tengan la mı́nima distancia a xxx dentro
de todos los puntos en P.

El problema de la búsqueda de los ` vecinos más cercanos presenta una gran cantidad
de enfoques de solución, es por ello que el tema no será estudiado en el presente trabajo.
Algunos de los métodos de solución se encuentran descritos en Wendland [22], aunque el que
se utiliza fue dado por Renka en [15] y [16]. El método de Shepard modificado es descrito
por el algoritmo 2.2. En el siguiente ejemplo, se estudiará el desempeño de las funciones
interpolantes FS0 , FS1 y FSM dados por (2.2), (2.6) y (2.7), respectivamente.

Ejemplo 2.4. Considérese una distribución aleatoria de 50 puntos, para los cuales se evalúa
la función de prueba de Franke dada en [6], y la cual tiene la siguiente expresión,

f1(x, y) = 0.75 exp

(
−(9x− 2)2 + (9y − 2)2

4

)
+ 0.75 exp

(
−(9x+ 1)2

49
− 9y + 1

10

)

+0.5 exp

(
−(9x− 7)2 + (9y − 3)2

4

)
− 0.2 exp

(
−(9x− 4)2 − (9y − 7)2

)
.
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Figura 2.6: (a) Una distribución aleatoria de puntos. (b) Gráfica de la función de prueba f1.
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Figura 2.7: (a) Superficie obtenida mediante el interpolador FS0 (2.2) para p = 2. (b) Curvas
de nivel. (c) Superficie obtenida mediante el interpolador FS1 (2.6) para p = 2 y aproxima-
ciones de las derivadas direccionales. (d) Curvas de nivel. (e) Superficie obtenida mediante
el interpolador FSM (2.7) con Nq = 13 y Nw = 19. (f) Curvas de nivel.
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En la figura 2.6, se muestra la función original junto con la distribución de las posiciones
con las que fueron probadas las funciones interpolantes. En la figura 2.7 se puede ver los
resultados obtenidos para los diferentes interpolantes. Se observa (figura 2.7e) que el inter-
polante FSM dado en (2.1) tiene una mejor aproximación a la función de prueba (figura
2.6b), mientras que la figura 2.7a muestra algunas de las deficiencias del interpolador FS0

dado en (2.2). La figura 2.7c muestra la superficie obtenida mediante el interpolador FS1 da-
do en (2.6), el cual utiliza aproximaciones de las derivadas direccionales y que muestra una
mejora con respecto a FS0 , pero no tiene un desempeño tan bueno como FSM . Tanto para
FS0 como para FS1 se utilizó una potencia p = 2 y para FSM se utilizo Nq = 13 y Nw = 19.
Más adelante se hará un análisis detallado sobre la comparación de todos los métodos.
. �



Caṕıtulo 3

Funciones de base radial

Con el método de funciones de base radial se abordará el problema de aproximar una
función escalar bivariada desconocia f(xxx) : R2 → R por una función conocida s(xxx) : R2 → R,
tal que para un conjunto arbitrario de posiciones {xxxi}, se cumpla que f(xxxi) = s(xxxi) = zi,
i = 1, . . . , N .

El método descrito en el presente caṕıtulo, da múltiples opciones de s, debido a que se
obtienen como una combinación lineal de una base de funciones conocidas como funciones
de base radial. Las funciones s aśı obtenidas pueden ser consideradas como extensiones de
los splines de una variable a varias variables. Varios de los resultados que se presentan en
esta parte, están formulados para el caso multivariado, aunque como ya hemos mencionado,
nuestro interés principal es la aplicación de estos en el caso de dos dimensiones.

Antes de definir el problema de interpolación mediante el uso de funciones de base radial,
veremos la relación que tienen con los splines al estudiar el problema de interpolación lineal
en una dimensión.

3.1. Interpolación unidimensional.

3.1.1. Interpolación lineal.

Sean los valores {f(xi)} dados, donde i = 1, . . . , N , f : R → R y la sucesión de puntos
{xi} es estrictamente creciente. El spline lineal usual que interpola los datos esta compuesto
de los segmentos de recta

s(x) =
(xk+1 − x)f(xk) + (x− xk)f(xk+1)

xk+1 − xk
xk ≤ x ≤ xk+1 (3.1)

para k ∈ {1, . . . , N−1}. El siguiente resultado muestra una forma análoga de definir el spline
lineal dado en (3.1), que interpola el conjunto de datos {(xi, f(xi))}.

29
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Lema 3.1. Sea el conjunto de datos {(xi, f(xi))}, i = 1, . . . , N como se ha definido antes,
y sea,

ŝ(x) =

N∑

i=1

λi|x− xi|, x1 ≤ x ≤ xN , (3.2)

donde los coeficientes {λi} son definidos por las condiciones de interpolación,

ŝ(xi) = f(xi). (3.3)

Entonces s(x) ≡ ŝ(x) para x1 ≤ x ≤ xN , donde s(x) es el spline lineal dado en (3.1).

Demostración. Sea x ∈ [xk, xk+1] para k = 1, . . . , N − 1, luego, utilizando la definición de
valor absoluto, podemos reescribir (3.2) como,

ŝ(x) =
N∑

i=1

λi|x− xi| =
k∑

i=1

λi(x− xi) +
N∑

i=k+1

λi(xi − x)

= x

[
k∑

i=1

λi −
N∑

i=k+1

λi

]
−

k∑

i=1

λixi +
N∑

i=k+1

λixi. (3.4)

Por otra parte, para los extremos del intervalo, xk y xk+1, dado que ŝ cumple las condi-
ciones de interpolación (3.3), utilizando (3.4) se obtiene que,

f(xk+1) = xk+1

[
k∑

i=1

λi −
N∑

i=k+1

λi

]
−

k∑

i=1

λixi +

N∑

i=k+1

λixi,

f(xk) = xk

[
k∑

i=i

λi −
N∑

i=k+1

λi

]
−

k∑

i=1

λixi +
N∑

i=k+1

λixi,

aśı, sustrayendo la segunda ecuación de la primera, tenemos,

f(xk+1)− f(xk) = (xk+1 − xk)
[

k∑

i=1

λi −
N∑

i=k+1

λi

]
,

f(xk+1)− f(xk)

xk+1 − xk
=

k∑

i=1

λi −
N∑

i=k+1

λi.

Además, utilizando esta última ecuación, se tiene también que,

f(xk)− xk
f(xk+1)− f(xk)

xk+1 − xk
= −

k∑

i=1

λixi +

N∑

i=k+1

λixi.
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De esta manera, se puede reescribir la ecuación (3.4) como,

ŝ(x) = x

[
k∑

i=1

λi −
N∑

i=k+1

λi

]
−

k∑

i=1

λixi +

N∑

i=k+1

λixi

=
f(xk+1)− f(xk)

xk+1 − xk
(x− xk) + f(xk)

=
(xk+1 − x)f(xk) + (x− xk)f(xk+1)

xk+1 − xk
= s(x).

Como esto se cumple para todos los intervalos donde están definidas las funciones, en-
tonces ŝ(x) ≡ s(x) para x1 ≤ x ≤ xN .

3.1.2. Splines cúbicos.

Para resolver el mismo problema, es posible utilizar otros polinomios de mayor grado en
lugar de lineales en cada uno de los intervalos, es decir, que el spline restringido a cada uno
de estos se encuentre en Πm(R), para m > 1, donde Πm(Rd) denota al espacio de polinomios
de d variables de grado absoluto a lo más m1.

En particular, se puede utilizar el conjunto de los splines cúbicos correspondientes a la
sucesión estrictamente creciente de puntos X = {xi | i = 1, . . . , N} dado por

S3(X) =
{
s ∈ C2[a, b]

∣∣∣ s|[xj ,xj+1] ∈ Π3(R), 0 ≤ j ≤ N
}
,

donde a = x0 < x1, b = xN+1 > xN . Este es el conjunto de todas las funciones dos veces
diferenciables que coinciden con polinomios cúbicos sobre los intervalos dados por X. La
dimensión del espacio S3(X) es N + 4, por lo que las condiciones de interpolación (3.3)
no son suficientes para garantizar la solución única del problema de interpolación. Existen
varias formas de hacer que el problema de interpolación en una dimensión usando splines
cúbicos tenga solución única y una de ellas es dada por el concepto de spline cúbico natural.

Def́ınase el conjunto de los splines cúbicos naturales como,

NS3(X) =
{
s ∈ S3(X)

∣∣ s|[a,x1], s|[xN ,b] ∈ Π1(R)
}
,

el cual consiste en todos los splines cúbicos que son polinomios lineales en los intervalos exte-
riores [a, x1] y [xN , b]. Se puede ver que un spline cúbico s es un spline cúbico natural si y sólo
si s′′(x1) = s(3)(x1) = 0 y s′′(xN ) = s(3)(xN ) = 0. Con estas cuatro condiciones adicionales la
dimensión de NS3(X) es N y por lo tanto el problema de interpolación tiene solución única2.

1Con grado absoluto se refiere a que la suma de los exponentes de los monomios sea a lo más m.
2Los detalles de estos resultados pueden ser consultados en Powell [13] o para otras referencias en Wendland

[22].
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Observación 3.1. Una de las propiedades más importantes de los splines cúbicos naturales
es la siguiente. Utilizando un enfoque variacional, el problema de interpolación se puede for-
mular como la búsqueda de una función g ∈ C2, que cumpla las condiciones de interpolación
(3.3), g(xi) = f(xi) y que mı́nimize el funcional

I(g) =

xn∫

x1

[
g′′(x)

]2
dx.

El spline cúbico natural único s ∈ NS3(X) que cumple las condiciones de interpolación (3.3)
es el que tiene norma mı́nima3, ya que, para cualquier g que cumpla las condiciones antes
mencionadas, se tiene,

I(s) ≤ I(g),

donde la igualdad sólo se cumple si g(x) ≡ s(x).

Como se hizo antes para el spline lineal, es posible para el spline cúbico natural, encontrar
una forma análoga que interpola el conjunto de datos X, como se mostrará a continuación.
De acuerdo con Powell [13], el espacio S3(X) tiene la base (· −xi)3

+, 1 ≤ i ≤ N , más la base
canónica para Π3(R), de este modo, cada s ∈ NS3(X) tiene una representación de la forma

s(x) =

N∑

i=1

αi(x− xi)3
+ +

3∑

j=0

βjx
j , x ∈ [a, b].

Como s es lineal en los intervalos exteriores [a, x1] y [xN , b], es posible obtener información
sobre los coeficientes {αi} y {βj}. Primero, si se toma el intervalo [a, x1], entonces s(x) =∑3

j=0 βjx
j , porque (x− xi)+ = 0 para toda i, y como s debe ser un polinomio lineal en este

intervalo, se tiene que β2 = β3 = 0. Aśı, s(x) se reescribe como,

s(x) =
N∑

i=1

αi(x− xi)3
+ + β0 + β1x, x ∈ [a, b].

Para x ∈ [xN , b], se tiene que (x − xi)3
+ = (x − xi)3 para todo i, luego, expandiendo los

términos al cubo, s(x) en el intervalo [xN , b] esta dado por,

s(x) =

N∑

i=1

αi

(
3∑

k=0

(−1)k
(

3
k

)
x3−kxki

)
+ β0 + β1x

=
3∑

k=0

(−1)k
(

3
k

)( N∑

i=1

αix
k
i

)
x3−k + β0 + β1x, x ∈ [xN , b].

Dado que s es lineal en el intervalo [xN , b], esto implica que los términos cúbico y cuadráti-
co deben ser cero, aśı, de la última expresión los coeficientes de s satisfacen (para k = 0, 1),

3Véase Powell [13], [14], Wendland [22]
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N∑

i=1

αi =
N∑

i=1

αixi = 0. (3.5)

Con estos resultados, al igual como se procedió con el spline lineal, el siguiente resul-
tado muestra una forma análoga de definir el spline cúbico natural que interpola los datos
{(xi, f(xi))}.

Lema 3.2. Cada spline cúbico natural s puede ser representado en la forma

s(x) =
N∑

i=1

λiφ(|x− xi|) + p(x), a ≤ x ≤ b, (3.6)

donde φ(r) = r3, r ≥ 0, p ∈ Π1(R) y los coeficientes {λi}, i=1,. . . ,N, tienen que satisfacer
las condiciones (3.5).

Demostración. Como se ha visto, un spline cúbico natural tiene la representación

s(x) =
N∑

i=1

αi(x− xi)3
+ + β0 + β1x, x ∈ [a, b],

donde los coeficientes {αi} cumplen las condiciones (3.5). Luego, utilizando la identidad
x3

+ = (|x|3 + x3)/2 y las condiciones (3.5), se tiene que,

s(x) =
N∑

i=1

αi
2
|x− xi|3 +

N∑

i=1

αi
2

(x− xi)3 + β0 + β1x

=

N∑

i=1

αi
2
|x− xi|3 +

3∑

k=0

(−1)k

2

(
3
k

)( N∑

i=1

αix
k
i

)
x3−k + β0 + β1x

=

N∑

i=1

λi|x− xi|3 + τ0 + τ1x,

con λi = 1
2αi, para 1 ≤ i ≤ N , y τ0 = β0 − 1

2

∑
αix

3
i , τ1 = β1 + 3

2

∑
αix

2
i . Luego, como los

coeficientes {αi} cumplen las condiciones (3.5), también las cumplen los coeficientes {λi},
por como están definidos.

Hasta el momento, se han dado representaciones análogas de los splines lineales y cúbicos
naturales, que, a pesar de ser formas equivalentes a los planteamientos usuales para resolver
el problema de interpolación en el caso univariado, estas sugieren diferentes métodos para la
aproximación de funciones multivariadas, como veremos en la siguiente sección.
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3.2. Interpolación multivariada.

Ahora, considérese {xxxi}, i = 1, . . . , N , un conjunto de puntos en Rd para el cual se quiere
encontrar s : Rd → R que satisfaga las condiciones de interpolación análogas a (3.3),

s(xxxi) = f(xxxi), (3.7)

para {f(xxxi) | f : Rd → R} dadas.

Una expresión análoga al interpolador lineal en una dimensión (3.2) (resultado 3.1) en
este contexto, es que s tenga la forma,

s(xxx) =

N∑

i=1

λi‖xxx− xxxi‖, xxx ∈ Rd, (3.8)

donde ‖ · ‖ : Rd → R es usualmente la norma euclidiana y la cual se tomara aśı durante
todo el texto. Al definir s de esta manera, se tiene que s es una combinación lineal de las
traslaciones de una función que es simétrica respecto al origen.

Con esta formulación, el problema de interpolación multivariado, se reduce a encontrar
solución al sistema de ecuaciones generado por las condiciones de interpolación (3.7), Aλλλ = bbb,
dado por,




‖xxx1 − xxx1‖ ‖xxx1 − xxx2‖ . . . ‖xxx1 − xxxN‖
‖xxx2 − xxx1‖ ‖xxx2 − xxx2‖ . . . ‖xxx2 − xxxN‖

...
...

. . .
...

‖xxxN − xxx1‖ ‖xxxN − xxx2‖ . . . ‖xxxN − xxxN‖







λ1

λ2
...
λN


 =




f(xxx1)
f(xxx2)

...
f(xxxN )


 ,

el cual tiene solución, incluso única, si A es no singular. Para este caso A se conoce como
matriz de distancias, y se puede mostrar que esta es no singular para cualquier conjunto
de puntos distintos por pares en Rd, por lo que el problema de interpolación multivariada
está bien planteado bajo este esquema. No se probará directamente que A definida como la
matriz de distancias es no singular4, aunque, más adelante se verá que este punto queda en-
globado en un contexto más general que derivaremos a partir de la generalización del spline
cúbico natural al caso de interpolación multivariada.

Una generalización del spline cúbico natural (3.6) dado en el resultado 3.2 para el caso
multivariado esta dada por,

s(xxx) =
N∑

i=1

λiφ(‖xxx− xxxi‖) + p(xxx), xxx ∈ Rd, (3.9)

4Se puede consultar para mayores referencias sobre este tema el libro de Fasshauer [5].
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donde φ : [0,∞) → R es una función fija univariada, p ∈ Πm−1(Rd) es un polinomio en Rd

de grado bajo y los coeficientes {λi} deben cumplir las condiciones análogas a (3.5),

N∑

i=1

λiq(xxxi) = 0 para todo q ∈ Πm−1(Rd). (3.10)

El interpolante resultante es una combinación lineal de las traslaciones de una función
radial Φ = φ(‖ · ‖) que es comparable a un polinomı́o de grado bajo. La función es llamada
radial ya que esta es la composición de una función univariada con la norma euclideana.

En muchos casos es posible que el término polinomial en (3.9) no sea utilizado, y con-
secuentemente las condiciones (3.10) tampoco sean necesarias, como es el caso de la matriz
de distancias (3.8), para la cual Φ = φ(‖ · ‖) = ‖ · ‖. De esta manera el problema de inter-
polación vuelve a recaer en la no singularidad de la matriz A, que ahora tiene las entradas
Aij = φ(‖xxxi − xxxj‖), entonces la pregunta que surge es:

¿Cómo elegir las funciones φ de tal manera que la matriz A sea no singular y aśı el
problema de interpolación tenga solución?

Esta será la pregunta que responderemos en la siguiente sección, pero antes de finalizar
esta parte queremos formalizar algunos conceptos que serán útiles posteriormente.

Definición 3.2. Una función Φ : Rd → R es llamada radial, si existe una función univariada
φ : [0,∞)→ R tal que

Φ(xxx) = φ(‖xxx‖),
donde ‖ · ‖ es la norma euclidiana en Rd.

Observación 3.3. Para una función radial Φ y xxx1,xxx2 ∈ Rd, de acuerdo con la definición
3.2, se tiene que si

‖xxx1‖ = ‖x2x2x2‖ ⇒ Φ(xxx1) = Φ(xxx2).

En otras palabras, el valor de Φ en cualquier punto a cierta distancia fija del origen (o
cualquier otro punto fijo) es constante. Aśı, Φ es radialmente (o esféricamente) simétrica con
respecto a su centro.

Observación 3.4. La función s(xxx) dada por la ecuación (3.9) puede ser vista también como
una combinación lineal de funciones base Φi(xxx) = φ(‖xxx − xxxi‖) que son radiales, es en este
contexto que surge el nombre de funciones de base radial.

Es oportuno hacer un comentario final sobre la relación entre las funciones de base radial
y los splines. Se ha mostrado en la sección anterior que para el caso de intepolación en
una dimensión la formulación con funciones de base radial y splines coinciden. Para el caso
multivariado las funciones de base radial no es una generalización directa de los splines a
dimensiones más grandes, pero se toma en cuenta la propiedad de norma mı́nima que cumple
el spline cúbico natural (véase observación 3.1), ya que se busca que las funciones de base
radial preserven esta propiedad en ciertos espacios de funciones. No se abundara sobre este
tema aqúı, pero algunos detalles se muestran en el apéndice A.2.



36 3.3. Matrices de interpolación no singulares.

3.3. Matrices de interpolación no singulares.

En la sección anterior se planteo el problema de interpolación de datos dispersos me-
diante funciones de base radial, cuya solución se reduce a que la matriz A con entradas
Aij = φ(‖xxxi−xxxj‖), i, j = 1 . . . , N sea no singular. Por lo tanto, es necesario buscar para que
tipos de funciones φ se garantiza que la matriz del sistema A sea no singular sobre cualquier
conjunto X = {xxx1, . . . ,xxxN} de puntos distintos por pares.

Un enfoque de solución, es buscar funciones que hagan a A una matriz definida positiva
para aśı garantizar la no singularidad de A. Aqúı se mostrarán los resultados teóricos bajo
esta manera de abordar el problema, pero, dado que el objetivo del presente trabajo es la
aplicación de los métodos, se omitirán varias de las pruebas de los resultados enunciados,
debido a que son muy extensos y seŕıa fácil desviarse del objetivo principal de este escrito.
Varias de las pruebas y algunas referencias sobre ellas se encuentran en Fasshauer [5], Powell
[14] y Wendland [22].

3.3.1. Funciones definidas positivas.

Como se trabajara bajo el enfoque de matrices definidas positivas, es conveniente recordar
como se definen.

Definición 3.5. Una matriz real simétrica A es llamada semi-definida positiva si su forma
cuadrática asociada es no negativa, i.e.,

N∑

i=1

N∑

k=1

cickAik ≥ 0 (3.11)

para ccc = (c1, . . . , cN )T ∈ RN . Si la forma cuadrática (3.11) es cero solo para ccc ≡ 000, entonces
A es llamada definida positiva.

Las matrices definidas positivas tienen la importante propiedad de que todos sus eigenva-
lores son positivos, por lo cual una matriz definida positiva es no singular. Aśı, si se tuvieran
funciones base Φi(xxx) = φ(‖xxx− xxxi‖) en la que la función

s(xxx) =
N∑

i=1

λiΦi(xxx)

sujeta a las condiciones de interpolación s(xxxi) = f(xxxi) forma una matriz del sistema definida
positiva, entonces siempre se tendŕıa un problema de interpolación bien planteado. Es por
esto que, en analoǵıa a la definición 3.5, se introduce el concepto de función definida positiva.

Definición 3.6. Una función continua de variable compleja Φ : Rd → C, es llamada definida
positiva sobre Rd si

N∑

i=1

N∑

k=1

cickΦ(xxxi − xxxk) ≥ 0 (3.12)



Caṕıtulo 3. Funciones de base radial 37

para cualquiera N puntos diferentes por pares xxx1, . . . ,xxxN ∈ Rd, y ccc = (c1, . . . , cN )T ∈ CN .
La función Φ es llamada estrictamente definida positiva sobre Rd si la forma cuadrática
(3.12) es cero sólo para ccc ≡ 000. Aqúı c denota el conjugado del número complejo c.

Aunque se esta interesado en problemas con datos en los reales y coeficientes reales, una
extensión de la notación para cubrir coeficientes complejos y funciones de variable compleja
en la definición anterior será útil cuando se obtengan propiedades de funciones (estrictamen-
te) definidas positivas.

Ejemplo 3.1. La función Φ(xxx) = eixxx
Tyyy (i denota la unidad imaginaria y xxxTyyy el producto

interior estándar), para yyy ∈ Rd fijo, es definida positiva sobre Rd ya que la forma cuadrática
(3.12) en la definición 3.6 se convierte en,

N∑

j=1

N∑

k=1

cjckΦ(xxxj − xxxk) =

N∑

j=1

N∑

k=1

cjcke
i(xxxj−xxxk)Tyyy

=

N∑

j=1

cje
ixxxTj yyy

N∑

k=1

cke
−ixxxTkyyy

=

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

cje
ixxxTj yyy

∣∣∣∣∣∣

2

≥ 0.

. �

Obsérvese que la función Φ no es necesariamente radial, una propiedad que se reque-
rirá más adelante. Pero antes de restringirse a este tipo de funciones, se resumirá en el
siguiente resultado algunas de las propiedades básicas sobre las funciones (estrictamente)
definidas positivas.

Teorema 3.3. Algunas propiedades básicas de las funciones definidas positivas son

a) Combinaciones lineales finitas no negativas de funciones definidas positivas son definidas
positivas. Si Φ1, . . . ,ΦN son definidas positivas sobre Rd y ci ≥ 0, i = 1, . . . , N , entonces

Φ(xxx) =

N∑

i=1

ciΦi(xxx), xxx ∈ Rd,

es también definida positiva. Más aún, si al menos una de las Φi es estrictamente definida
positiva y el correspondiente ci > 0, entonces Φ es estrictamente definida positiva.

b) Φ(000) > 0.

c) Φ(−xxx) = Φ(xxx).

d) Cualquier función definida positiva es acotada. De hecho,

|Φ(xxx)| ≤ Φ(000).
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e) Si Φ es definida positiva con Φ(000) = 0 entonces Φ ≡ 0.

f) El producto de funciones (estrictamente) definidas positivas es (estrictamente) definido
positivo.

La propiedad c) muestra que cualquier función (estrictamente) definida positiva de va-
riable real, tiene que ser par, sin embargo, es posible también caracterizarlas usando solo
coeficientes reales.

Teorema 3.4. Una función continua de variable real Φ es definida positiva sobre Rd si y
sólo si es par y

N∑

i=1

N∑

k=1

cickΦ(xxxi − xxxk) ≥ 0 (3.13)

para cualquiera N puntos diferentes por pares xxx1, . . . ,xxxN ∈ Rd, y ccc = (c1, . . . , cN )T ∈ RN .
La función Φ es estrictamente definida positiva sobre Rd si la forma cuadrática (3.13) es
cero solo para ccc ≡ 000.

Ahora se presentaran algunos resultados sobre la caracterización integral de funciones
definidas positivas. Estos fueron establecidos en los años 30 del siglo pasado por Bochner y
Schoenberg. No obstante, se mencionaran las extensiones más recientes para funciones estric-
tamente definidas positivas que son esenciales para la aplicación de la teoŕıa al problema de
interpolación de datos dispersos. Uno de los resultados más importantes sobre funciones de-
finidas positivas es su caracterización en términos de su transformada de Fourier establecida
por Bochner.

Teorema 3.5 (Bochner). Una función (de variable compleja) Φ ∈ C(Rd) es definida positiva
sobre Rd si y sólo si es la transformada de Fourier de una medida de Borel5 no negativa
finita µ sobre Rd, i.e.

Φ(xxx) = µ̂(xxx) =
1√

(2π)d

∫

Rd

e−ixxx
Tyyy dµ(yyy), xxx ∈ Rd,

Demostración. Se probará sólo una dirección del teorema que es importante para la aplica-
ción al problema de interpolación de datos dispersos. Suponemos que Φ es la transformada
de Fourier de una medida de Borel no negativa y mostraremos que Φ es definida positiva.

5cfr. apéndice B en Fasshauer [5] para las definiciones de medida de Borel y transformada de Fourier.
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Aśı,

N∑

j=1

N∑

k=1

cjckΦ(xxxj − xxxk) =
1√

(2π)d

N∑

j=1

N∑

k=1

cjck



∫

Rd

e−i(xxxj−xxxk)Tyyy dµ(yyy)




=
1√

(2π)d

∫

Rd




N∑

j=1

cje
−ixxxTj yyy

N∑

k=1

cke
ixxxTkyyy


 dµ(yyy)

=
1√

(2π)d

∫

Rd

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

cje
−ixxxTj yyy

∣∣∣∣∣∣

2

dµ(yyy) ≥ 0,

donde la última desigualdad se cumple por las condiciones impuestas sobre la medida µ.

Observación 3.7. Del teorema 3.5 se puede ver que la función Φ∗(xxx) = eixxx
Tyyy del ejemplo

3.1 puede ser considerada como la función definida positiva fundamental ya que todas las
funciones definidas positivas son obtenidas como combinaciones lineales (infinitas) de esta
función. Mientras que la propiedad c) del teorema 3.3 implica que las combinaciones lineales
de Φ∗ van a ser nuevamente definidas positivas, la consecuencia más importante del teorema
3.5 es el hecho de que todas las funciones definidas positivas son generadas por Φ∗.

Con el objetivo de garantizar un problema de interpolación bien planteado se tiene que
extender la caracterización de Bochner a funciones estrictamente definidas positivas. Esto
servirá como un criterio para verificar cuando una función dada es estrictamente definida
positiva.

Teorema 3.6. Sea Φ una función continua en L1(Rd). Φ es estrictamente definida positiva
si y sólo si Φ es acotada y su transformada de Fourier es no negativa y no idénticamente
igual a cero.

Ahora se centrará la discusión en funciones radiales definidas positivas. Recuérdese que
la definición 3.6 caracteriza las funciones (estrictamente) definidas positivas en términos de
funciones multivariadas Φ, sin embargo, cuando estamos tratando con funciones radiales,
i.e., Φ(xxx) = φ(‖xxx‖), entonces será conveniente referirse también como función radial definida
positiva a la función univariada φ. Una consecuencia de esta convención en la notación es el
siguiente resultado.

Lema 3.7. Si Φ = φ(‖ · ‖) es (estrictamente) definida positiva y radial sobre Rd entonces Φ
es incluso (estrictamente) definida positiva y radial sobre Rσ para cualquier σ ≤ d.

Ahora se enuncia un resultado análogo al teorema 3.6 que da la caracterización en trans-
formadas de Fourier de funciones radiales (estrictamente) definidas positivas sobre Rd.
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Teorema 3.8. Una función continua φ : [0,∞) → R tal que rd−1φ(r) ∈ L1([0,∞)) es
estrictamente definida positiva y radial sobre Rd si y sólo si la transformada de Fourier
d-dimensional

Fdφ(r) =
1√
rd−2

∞∫

0

φ(t)t
d/2J(d− 2)/2(rt) dt

es no negativa y no idénticamente igual a cero. J(d− 2)/2 es la función de Bessel clásica de
primer tipo de orden (d− 2)/2.

Ya que el lema 3.7 establece que cualquier función que es (estrictamente) definida positiva
y radial sobre Rd es incluso (estrictamente) definida positiva y radial sobre Rσ para cualquier
σ ≤ d, aquellas funciones las cuales son (estrictamente) definidas positivas y radiales sobre
Rd para toda d son de particular interés.

Teorema 3.9 (Schoenberg). Una función continua φ : [0,∞)→ R es estrictamente definida
positiva y radial sobre Rd para todo d si y sólo si es de la forma

φ(r) =

∞∫

0

e−r
2t2 dµ(t),

donde µ es una medida de Borel no negativa sobre [0,∞) no concentrada en el origen.

Observación 3.8. Haciendo µ la medida de evaluación puntual en el teorema 3.9 se obtiene
que la función gaussiana es estrictamente definida positiva y radial sobre Rd para toda d.

A continuación, se darán algunos ejemplos de funciones radiales estrictamente definidas
positivas que son obtenidas a partir de la teoŕıa que se ha visto hasta ahora.

Ejemplo 3.2 (Funciones gaussianas). Se puede mostrar que la función gaussiana,

Φ(xxx) = eε
2‖xxx‖2 , ε > 0,

es estrictamente definida positiva (y radial) sobre Rd para cualquier d. Esto es debido a que
la transformada de Fourier de una función gaussiana es esencialmente gaussiana, es decir,
esta dada por,

Φ̂(ωωω) =
1

(
√

2ε)s
e
−‖ωωω‖2

4ε2 ,

la cual es positiva independientemente de la dimensión del espacio d. Aqúı ε se conoce como
el parámetro de forma, y sirve para hacer las funciones base más planas, cuando ε tiene
valores pequeños, o más localizadas (picudas) con respecto a su centro, en el caso contrario.
La figura 3.1 muestra la gráfica de la función gaussiana para diferentes valores del parámetro
de forma ε, donde se aprecia el efecto que tiene su valor sobre las funciones base.

De acuerdo con Fasshauer [5], las funciones gaussianas pueden ser vistas como el miembro
fundamental de la familia de funciones que son estrictamente definidas positivas y radiales
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Figura 3.1: Función gaussiana centrada en el origen en R2 para diferentes valores del paráme-
tro de forma ε.

sobre Rd para toda d, ya que a partir de estas, de la caracterización de Schoenberg (teorema
3.9) y de las propiedades de las funciones (estrictamente) definidas positivas (cfr. teorema
3.3) se pueden obtener muchas más.
. �

Ejemplo 3.3 (Multicuadráticas inversas generalizadas). Las funciones multicuadráticas in-
versas generalizadas están dadas por

Φ(xxx) =
(
1 + ‖xxx‖2

)−β
, β >

d

2
,

son estrictamente definidas positivas sobre Rd para d < 2β, dado que su transformada de
Fourier,

Φ̂(ωωω) =
Kβ−d/2(‖ωωω‖)‖ωωω‖β−d/2

2β−1Γ(β)
, β >

d

2
,

es una función radial positiva, donde Kν es la función modificada de Bessel de segundo tipo
de orden ν.

Es posible utilizar la teoŕıa de funciones completamente monótonas para mostrar que
sólo se requiere que β > 0 (véase Fasshauer [5]); por lo tanto, las funciones multicuadráticas
inversas generalizadas son estrictamente definidas positivas sobre Rd para cualquier d.

Para estas funciones, se utiliza también el parámetro de forma ε como se hizo para la
función gaussiana al considerar la función múlticuadratica inversa generalizada como

Φ(xxx) =
(
1 + ε2‖xxx‖2

)−β
, ε, β > 0,

que se evita poner en la definición inicial de estas funciones para obtener una forma sencilla
de su transformada de Fourier, pero que se puede ver también que es estrictamente definida
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Figura 3.2: Función multicuadrática inversa (β = 1/2) centrada en el origen en R2.

positiva.

La figura 3.2 muestra la gráfica de la función multicuadrática inversa para diferentes
parámetros de forma ε y con β = 1/2. Para este valor de β, la función multicuadrática
inversa generalizada esta relacionada con la función multicuadrática inversa propuesta por

Hardy, dada por Φ(xxx) =
(
c2 + ε2‖xxx‖2

)−1/2
, al tomar c2 = 1/ε2 y escalar esta por 1/|ε|.

. �

3.3.2. Funciones condicionalmente definidas positivas.

Ahora, se regresará al problema de interpolación que se obtuvo a partir de la genera-
lización del spline cúbico natural en el caso multivariado cuando tomamos la función de
aproximación s(xxx) (véase ecuación (3.9)) como,

s(xxx) =

N∑

i=1

λiφ(‖xxx− xxxi‖) + p(xxx), xxx ∈ Rd.

donde los coeficientes {λi} deben cumplir las condiciones (3.10),

N∑

i=1

λiq(xxxi) = 0 para todo q ∈ Πm−1(Rd).

Es necesario encontrar funciones φ que den lugar a un problema de interpolación bien
planteado al considerar ahora también la parte polinomial. El tipo de funciones que permiten
hacer esto se conocen como funciones condicionalmente definidas positivas, pero antes de
pasar a estudiarlas, daremos algunas definiciones previas que serán necesarias más adelante.

Definición 3.9. Un conjunto de puntos X = {xxx1, . . . ,xxxN} ⊂ Rd es llamado m-unisolvente
si el polinomio de grado absoluto a lo más m que interpola un conjunto de datos cero sobre
X es el polinomio cero.
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Esta definición garantiza la solución única de la interpolación para datos dados en un
subconjunto de cardinalidad M =

(
m+d
m

)
de los puntos xxx1, . . . ,xxxN por un polinomio de grado

m. Aqúı M es la dimensión del espacio lineal Πm(Rd) de polinomios de grado absoluto menor
o igual que m en d variables.

Observación 3.10. Para referencias futuras se hace notar que la (m − 1)-unisolvencia de
los puntos xxx1, . . . ,xxxN es equivalente al hecho de que la matriz P con

Pi` = p`(xxxi) i = 1, . . . , N, ` = 1, . . . ,M,

donde p` forma una base de Πm(Rd), tiene rango completo (por columnas). Para M = N
esta es la matriz de interpolación polinomial.

En analoǵıa a la sección anterior donde se trato la solución del problema de interpola-
ción con el uso de funciones definidas positivas se introduce las funciones condicionalmente
definidas positivas y las funciones estrictamente condicionalmente definidas positivas, para
el problema de interpolación con funciones de base radial dado por la ecuación (3.9).

Definición 3.11. Una función continua de variable compleja Φ es llamada condicionalmente
definida positiva de orden m sobre Rd si

N∑

i=1

N∑

k=1

cickΦ(xxxi − xxxk) ≥ 0 (3.14)

para cualquier N puntos distintos por pares xxx1, . . . ,xxxN ∈ Rd, y ccc = (c1, . . . , cN )T ∈ CN ,
satisfaciendo

N∑

i=1

cip(xxxi) = 0,

para cualquier polinomio de variable compleja p de grado a lo más m − 1. La función Φ es
llamada estrictamente condicionalmente definida positiva de orden m sobre Rd si la forma
cuadrática (3.14) es cero solo para ccc ≡ 000.

Una observación inmediata es.

Lema 3.10. Una función que es (estrictamente) condicionalmente definida positiva de or-
den m sobre Rd es incluso (estrictamente) condicionalmente definida positiva de cualquier
orden mayor. En particular, una función (estrictamente) definida positiva es siempre (es-
trictamente) condicionalmente definida positiva de cualquier orden.

De la misma manera como se hizo para funciones definidas positivas, puede restringirse
a funciones de variable real pares Φ y coeficientes reales.

Teorema 3.11. Una función par continua de variable real Φ es llamada condicionalmente
definida positiva de orden m sobre Rd si

N∑

i=1

N∑

k=1

cickΦ(xxxi − xxxk) ≥ 0 (3.15)
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para cualquier N puntos distintos por pares xxx1, . . . ,xxxN ∈ Rd, y ccc = (c1, . . . , cN )T ∈ RN ,
satisfaciendo

N∑

i=1

cip(xxxi) = 0,

para cualquier polinomio de variable real p de grado a lo más m−1. La función Φ es llamada
estrictamente condicionalmente definida positiva de orden m sobre Rd si la forma cuadrática
(3.15) es cero solo para ccc ≡ 000.

A continuación se mostrará que el problema de interpolación dado por la ecuación (3.9)
está bien planteado cuando se usan funciones estrictamente condicionalmente definidas po-
sitivas.

Teorema 3.12. Si la función par continua de variable real Φ es estrictamente condicional-
mente positiva definida de orden m sobre Rd y los puntos xxx1, . . . ,xxxN forman un conjunto
(m− 1)-unisolvente, entonces el sistema de ecuaciones

(
A P
PT O

)(
λλλ
ccc

)
=

(
bbb
000

)
(3.16)

tiene una única solución, donde Aik = Φk(xxxi) = φ(‖xxxi − xxxk‖), i, k = 1, . . . , N , Pi` = p`(xxxi)
los elementos de una base para Πm(Rd), ` = 1, . . . ,M , λλλ = (λ1, . . . , λN )T, ccc = (c1, . . . , cM )T,
bbb = (f(xxx1), . . . , f(xxxN ))T, 000 es el vector cero de tamaño M y O es una matriz de ceros de
tamaño M ×M .

Demostración. Supóngase que (λλλ,ccc)T es solución al sistema de ecuaciones lineales homogéneo,
es decir, con bbb = 000. Se mostrará que (λλλ,ccc)T = 000 es la única solución posible.

La multiplicación por la izquierda del bloque superior por λλλT da

λλλTAλλλ+ λλλTPccc = 0.

Por otra parte, del bloque de abajo de (3.16) se tiene que PTλλλ = 000, lo cual implica que
λλλTP = 000T y por lo tanto

λλλTAλλλ = 0.

Ya que la función Φ es estrictamente condicionalmente definida positiva de orden m por
suposición, sabemos que la forma cuadrática de A (con coeficientes tal que PTλλλ = 000), dada
en la última ecuación es cero solo para λλλ = 000, consecuentemente λλλ = 000. La unisolvencia
de los puntos de los datos, es decir, la independencia lineal de las columnas de P (véase
observación 3.10) y el hecho de que λλλ = 000 garantizan que ccc = 000 a partir del bloque superior
Aλλλ+ Pccc = 000 de (3.16).

Como antes se utiliza la caracterización mediante transformadas de Fourier para identifi-
car las funciones que son estrictamente condicionalmente definidas positivas de orden m sobre
Rd, obtenida de la generalización de los resultados vistos para las funciones estrictamente
definidas positivas.
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Teorema 3.13. Supóngase que la función de variable compleja Φ ∈ B posee una transfor-
mada generalizada de Fourier Φ̂ de orden m la cual es continua sobre Rd \ {000}. Entonces Φ
es estrictamente condicionalmente definida positiva de orden m si y sólo Φ̂ es no negativa y
no se desvanece.

El teorema anterior establece que las funciones estrictamente condicionalmente definidas
positivas sobre Rd son caracterizadas por el orden de la singularidad de sus transformadas
de Fourier generalizadas en el origen, suponiendo que esta transformada es no negativa y no
cero.

Ejemplo 3.4 (Multicuadráticas generalizadas). Las funciones multicuadráticas generaliza-
das,

Φ(xxx) =
(
1 + ‖xxx‖2

)β
, xxx ∈ Rd, β ∈ R \N0,

tienen transformadas generalizadas de Fourier,

Φ̂(ωωω) =
21+β

Γ(−β)
‖ωωω‖−β−d/2Kβ+d/2(‖ωωω‖), ωωω 6= 000,

de orden m = máx(0, dβe), donde Kν es nuevamente la función modificada de Bessel de
segundo tipo de orden ν. Se necesita excluir los valores de los enteros para β ya que esto
conduciŕıa a polinomios de grado par (véase ejemplo 3.5).

Ya que las transformadas generalizadas de Fourier son positivas con una singularidad de
orden m en el origen, el teorema 3.13 dice que las funciones,

Φ(xxx) = (−1)dβe
(
1 + ‖xxx‖2

)β
, β ∈ R \N

son estrictamente condicionalmente definidas positivas de orden m = dβe. Para β < 0 se
vuelve a las funciones inversas multicuadráticas generalizadas que son estrictamente condi-
cionalmente definidas positivas de orden m = 0, i.e., estrictamente definidas positivas.

De manera análoga al ejemplo 3.3, para las funciones multicuadráticas generalizadas
es posible utilizar el parámetro de forma ε, de tal manera que estas se reescriben como

Φ(xxx) =
(
1 + ε2‖xxx‖2

)β
. La figura 3.3 muestra la función multicuadrática para β = 1/2 y dife-

rentes parámetros de forma ε. Las funciones obtenidas son estrictamente definidas positivas
de orden 1 y están relacionadas con las funciones propuestas por Hardy, por lo que, para
este valor de β, llevan su nombre.

Los argumentos dados junto con el teorema 3.12 muestran que las funciones multi-
cuadráticas de Hardy pueden ser utilizadas en la forma,

s(xxx) =

N∑

i=1

λi
√

1 + ε2‖xxx− xxxi‖2 + τ xxx ∈ Rd,
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Figura 3.3: Función multicuadrática (β = 1/2) centrada en el origen en R2.

junto con las condiciones,
N∑

i=1

λi = 0,

para resolver el problema de interpolación multivariado. El uso del parámetro de forma no
afecta el resultado dado por el teorema 3.12.
. �

Ejemplo 3.5 (Potencias radiales). Las potencias radiales,

Φ(xxx) = ‖xxx‖β, xxx ∈ Rd, 0 < β /∈ 2N

tienen transformadas generalizadas de Fourier,

Φ̂(ωωω) =
2β+d/2Γ

(
d+β

2

)

Γ(−β/2) ‖ωωω‖−β−d, ωωω 6= 000,

de orden m = dβ/2e. Por lo tanto, las funciones

Φ(xxx) = (−1)dβ/2e‖xxx‖β, 0 < β /∈ 2N,

son estrictamente condicionalmente definidas positivas de orden dβ/2e. La figura 3.4 muestra
las potencias radiales lineal (β = 1, estrictamente condicionalmente definida positiva de or-
den 1) y cúbica (β = 3, estrictamente condicionalmente definida positiva de orden 2). De esta
manera, las funciones base Φ(xxx) = ‖xxx‖, usadas para la matriz de distancia son estrictamente
condicionalmente definidas positivas de orden 1, por lo que, de acuerdo con el teorema 3.12
estas debieron ser utilizadas junto con una constante como en el ejemplo anterior. El teorema
9.7 en Fasshauer [5] da una jusificación para su uso como una matriz de distancias.
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Figura 3.4: Potencias radiales para diferentes valores de β centrada en el origen en R2.

Obsérvese que las potencias radiales no son afectadas por el escalamiento de sus argumen-
tos, i.e., el uso del parámetro de forma no tiene sentido aqúı, es por ello que estas funciones
se dice que son libres del parámetro de forma. Por último, el motivo por que se excluyen
las potencias pares, es debido a que, una potencia par combinada con la ráız cuadrada en la
definición de la norma euclidiana resulta en un polinomio, los cuales no pueden ser usados
en el problema de interpolación para cualquier conjunto de posiciones dispersas.

. �

Ejemplo 3.6 (Splines de placa delgada). En el ejemplo anterior se tiene que descartar las
potencias pares, pero al multiplicar las potencias radiales por un término logaŕıtmico se pue-
de tener otras funciones que son definidas positivas para estas potencias.

Los splines de placa delgada de Duchon,

Φ(xxx) = ‖xxx‖2β log ‖xxx‖ xxx ∈ Rd, β ∈ N,

tienen transformadas generalizadas de Fourier,

Φ̂(ωωω) = (−1)β+122β−1+d/2Γ(β + d/2)β!‖ωωω‖−d−2β

de orden m = β + 1. Por lo tanto, las funciones

Φ(xxx) = (−1)β+1‖xxx‖2β log ‖xxx‖ β ∈ N,

son estrictamente condicionalmente definidas positivas de orden m = β + 1.

La figura 3.5 muestra el spline placa delgada “clásico” (β = 1, estrictamente condicio-
nalmente definida positiva de orden 2) y de orden 3 para β = 2. Observe que estas funciones
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Figura 3.5: Spline de placa delgada para diferentes valores de β centrada en el origen en R2.

no son monótonas además de que ambas tienen valores negativos.

Al igual que para las potencias radiales, el uso del parámetro de forma ε junto con los
splines de placa delgada no tiene sentido (Fasshauer [5]). En particular, para la interpolación
de datos dispersos en R2, se puede usar,

s(xxx) =

N∑

i=1

λi‖xxx− xxxi‖2 log ‖xxx− xxxi‖+ τ0 + τ1x+ τ2y, xxx = (x, y)T ∈ R2,

junto con las condiciones,

N∑

i=1

λi = 0,

N∑

i=1

λixi = 0,

N∑

i=1

λiyi = 0,

teniendo en cuenta que las posiciones no sean todas colineales.
. �
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3.4. Aspectos prácticos.

A partir de las dos formas de definir la función interpolante s(xxx) se obtuvieron dos
maneras diferentes de plantear el problema de interpolación mediante el uso de funciones
radiales. En general se puede considerar solamente como el interpolador de base radial al
que utiliza, adicionalmente a la base de funciones radiales, la parte polinomial, esto es, se
toma como,

FRBF (xxx) =

N∑

i=1

λiφ(‖xxx− xxxi‖) + p(xxx), xxx ∈ Rd, p ∈ Πm−1(Rd),

donde los coeficientes {λi} deben cumplir,

N∑

i=1

λiq(xxxi) = 0 para todo q ∈ Πm−1(Rd),

que junto con las condiciones de interpolación FRBF (xxxi) = f(xxxi) = zi, i = 1, . . . , N , reducen

el problema de interpolación a encontrar la solución del sistema de ecuaciones Bλ̂λλ = b̂bb donde

B =

(
A P
PT O

)
, λ̂ =

(
λλλ
ccc

)
y b̂ =

(
bbb
000

)
,

con Aik = Φk(xxxi) = φ(‖xxxi − xxxk‖), i, k = 1, . . . , N , Pi` = p`(xxxi), ` = 1, . . . ,M , λλλ =
(λ1, . . . , λN )T, ccc = (c1, . . . , cM )T, bbb = (f(xxx1), . . . , f(xxxN ))T (cfr. ecuación (3.16) para más
detalles).

Cuando no se utiliza la parte polinomial, y por lo tanto, tampoco las condiciones adi-
cionales sobre los coeficientes {λi}, se regresa al planteamiento en el cual solo se utiliza la
base de funciones, quedando de esta manera como un caso particular donde el sistema de
ecuaciones a resolver se reduce al sistema Aλλλ = bbb.

Para garantizar la solución única de los sistemas y por consiguiente del problema de
interpolación, además de las condiciones impuestas sobre los coeficientes λi, es necesario
que la base de funciones sea elegida de manera particular. Por esta razón, se han mostrado
los resultados teóricos que dan una gama diversa de funciones estrictamente definidas posi-
tivas y estrictamente condicionalmente definidas positivas que generan matrices A y B no
singulares, que garantizan la solución única de los sistemas de ecuaciones (cfr. teorema 3.12).

En los ejemplos 3.2-3.6 se mostraron algunas de las familias de funciones más utilizadas y
que dan una variedad extensa de funciones de base radial a elegir, pero las que se utilizarán
son las siguientes:

• Φ(xxx) = φ(‖xxx‖) = eε
2‖xxx‖2 (Gaussianas),

• Φ(xxx) = φ(‖xxx‖) =
(
1 + ε2‖xxx‖2

)−1/2
(Multicuadráticas inversas),
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• Φ(xxx) = φ(‖xxx‖) = (1 + ε2‖xxx‖2)1/2 (Multicuadráticas),

• Φ(xxx) = φ(‖xxx‖) = ‖xxx‖β, para β = 1, 3 (Potencias radiales),

• Φ(xxx) = φ(‖xxx‖) = ‖xxx‖2 log ‖xxx‖ (Splines de placa delgada),

donde nuevamente ε > 0 denota el parámetro de forma.

Con todo lo expuesto hasta el momento, el procedimiento para resolver el problema de
interpolación mediante funciones de base radial consiste en construir alguno de los sistemas
de ecuaciones anteriores (dependiendo de la función de base radial utilizada) y darle solución.
De esta manera, en dependencia de los datos, se define de manera única la función interpo-
lante FRBF . El proceso para el caso de dos dimensiones queda descrito en el algoritmo 3.1,
esto por las entradas del algoritmo, aunque se puede utilizar en el caso de más dimensiones.

Algoritmo 3.1: Interpolación mediante funciones de base radial

Entrada: datos dispersos P = {(xi, yi, zi)}, posiciones de evaluación
Q = {(x̂j , ŷj)}j=1,...,J , función de base radial φ, parámetro de forma ε

Salida: vector de tamaño J con los valores en las posiciones de evaluación ẑzz

1 A← O((N+M)×(N+M)) // O((N+M)×(N+M)) es la matriz de ceros

2 Para i← 1 hasta N hacer // Construcción del sistema Bλ̂λλ = b̂bb
3 Para k ← i hasta N hacer
4 Ai,k ← φ(‖xxxi − xxxk‖, ε)
5 Ak,i ← Ai,k

6 Para `← 1 hasta M hacer
7 A`+N,i ← p`(xxxi)
8 Ai,`+N ← A`+N,i

9 bbbi ← zi

10 Resolver el sistema Aλλλ = bbb
11 Para j ← 1 hasta J hacer
12 Para i← 1 hasta N hacer
13 Cj,i ← φ(‖x̂xxj − xxxi‖, ε)
14 Para `← 1 hasta M hacer
15 Cj,`+N ← p`(x̂xxj)

16 ẑzz ← Cλλλ

Observación 3.12. Algunas de las funciones de base radial que se utilizarán, como por
ejemplo las potencias radiales y los splines de placa delgada, no requieren del parámetro de
forma ε, por lo que debe de ser un argumento de entrada opcional del algoritmo 3.1. También,
como se mencionó anteriormente, la parte polinomial usada en el sistema es opcional, sobre
todo para el caso en que se usan funciones estrictamente definidas positivas. En caso de
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requerirse, los monomios utilizados por lo general en la práctica son a lo más de grado 2.
Aśı, los que usualmente se utilizan para el caso de interpolación en dos dimensiones son:

p1 = 1, p2 = x, p3 = y, p4 = x2, p5 = y2, p6 = xy.

De esta manera, el interpolador de base radial para el caso de 2 dimensiones queda dada
por,

FRBF (xxx) =
N∑

i=1

λiφ(‖xxx− xxxi‖) +
M∑

`=1

c`p`(xxx), xxx ∈ R2,

donde los coeficientes {λi} deben cumplir,

N∑

i=1

λip`(xxxi) = 0, para ` = 1, . . . ,M.

Para M = 0 no se utiliza parte polinomial, y para M = 1, M = 3 y M = 6 se utiliza la
parte polinomial con monomios a lo más de grado 0, 1 y 2, respectivamente.

Finalmente, se exponen algunos ejemplos del uso de las funciones de base radial para
resolver el problema de interpolación, además de mostrar como el uso del parámetro de
forma afecta la solución entre otros aspectos de esta técnica.

Ejemplo 3.7. Considérese nuevamente, como en el ejemplo 2.4, la distribución aleatoria de
50 puntos, para los cuales se evalúa la función de prueba f1(xxx) de Franke dada en [6].
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Figura 3.6: (a) Una distribución aleatoria de puntos. (b) Gráfica de la función de prueba f1.
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Figura 3.7: Superficies obtenidas mediante funciones de base radial para un parámetro de
forma ε = 5. (a) Superficie obtenida mediante funciones gaussianas. (b) Curvas de nivel. (c)
Superficie obtenida mediante funciones multicuadráticas. (d) Curvas de nivel.

La figura 3.7 muestra las superficies obtenidas mediante el uso de funciones radiales. La
figura 3.7a muestra la superficie que se obtuvo utilizando funciones gaussianas (φ(‖xxx‖) =
eε

2‖xxx‖2) mientras que la figura 3.7c muestra la superficie que se tiene al usar funciones
multicuadráticas (φ(‖xxx‖) = (1 + ε2‖xxx‖2)1/2). Con cualquiera de los dos tipos de funciones
se lograron buenos resultados visuales de la aproximación de la función f1 para el valor del
parámetro de forma elegido que en ambos casos fue ε = 5. En este ejemplo el parámetro
de forma fue elegido a prueba y error, de manera que visualmente la superficie interpolada
fuera lo suficientemente parecida a la función original f1.
. �

En el siguiente ejemplo se muestra como afecta a la solución del problema de interpolación
la cantidad de datos disponibles y el valor del parámetro de forma que se elige.

Ejemplo 3.8. Se tomó nuevamente la función de prueba f1(xxx) de Franke y las funciones
de base radial gaussianas. Para un valor fijo del parámetro de forma, ε = 21.1, se probaron
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k N error-RMS error-max RCOND

3 9 3.852831e-001 1.040605e+000 9.999922e-001

5 25 3.288661e-001 9.689059e-001 9.965305e-001

9 81 2.110352e-001 8.551264e-001 4.755635e-001

17 289 6.330603e-002 4.826697e-001 2.024096e-002

33 1089 6.355019e-003 8.584931e-002 4.615718e-006

65 4225 3.278815e-005 5.894380e-004 2.570946e-016

Tabla 3.1: Cantidades medidas para diferentes tamaños de distribuciones aleatorias.

algunas distribuciones aleatorias en la región D = [0, 1]×[0, 1] ⊂ R2, donde el tamaño del con-
junto de datos esta dado por la sucesión

{
(2k + 1)2 | k ∈ N

}
= {9, 25, 81, 289, 1089, 4225, . . .}.

El valor de ε es tomado aśı para tener funciones base más localizadas con respecto a las po-
siciones de los datos xxxi (véase el ejemplo 3.2 para más detalles).

Para evaluar el desempeño de la interpolación con funciones de base radial para los
distintas distribuciones aleatorias, se midieron las siguientes cantidades:

• El error cuadrático medio (error-RMS; root-mean-square error), esto es,


 1

J

J∑

j=1

[FRBF (x̂xxj)− f(x̂xxj)]
2




1/2

=
1√
J
‖FRBF − f‖2.

donde x̂xxj , j = 1, . . . , J son las posiciones de evaluación.

• El error máximo (error-max),

máx
j
|(FRBF (x̂xxj)− f(x̂xxj)| = ‖FRBF − f‖∞.

• El estimador del rećıproco del número de condición de la matriz de intepolación
(RCOND). Este es calculado mediante la función rcond de Matlab .

En la tabla 3.1 se muestran las cantidades obtenidas para los diversos tamaños de distri-
buciones utilizados. Lo primero que se observa es que el error disminuye mientras más valores
en las posiciones de los datos se tengan disponibles, esto sucede obviamente porque mientras
más información se tenga de la función desconocida f mejor será la aproximación FRBF . Por
otro lado, mientras más aumenta el conjunto de datos, RCOND tiende a cero, es decir, la ma-
triz de interpolación es mal condicionada, por lo que, si el conjunto de datos es muy grande
la solución del sistema es poco confiable y por tanto la solución al problema de interpolación.
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Figura 3.8: Interpolación mediante funciones de base radial para la función de Franke f1

usando funciones gaussianas (ε = 21.1) (a) N = 1089. (b) N = 289.

El mal condicionamiento de la matriz de interpolación es uno de los problemas a los cua-
les se enfrenta esta técnica al ser un método global, por lo cual, al igual que con el método de
Shepard, existen modificaciones para hacerlo un método local, aunque con esto se pierde la
ventaja de la rapidez del método al solamente resolver un único sistema de ecuaciones. Otra
forma de abordar este problema es el de utilizar precondicionares para mejorar el número de
condición de la matriz de interpolación. Para los tipos de problemas que se quieren tratar con
el sistema desarrollado, el enfoque del método de funciones radiales visto es suficiente. Para
mayores referencias sobre las modificaciones al método véase Fasshauer [5] y Wendland [22].

La figura 3.8 muestra las superficies para el caso de N = 1089 (figura 3.8a) y N = 289
(figura 3.8b). En ambos casos el mapa de colores esta asociado con el error absoluto en cada
uno de los nodos de la malla. Como se está utilizando un parámetro de forma que hace que
las funciones base sean más centralizadas, cuando el tamaño de la distribución es pequeño,
la superficie presenta varios picos y por tanto el error crece. Para el conjunto de datos más
grande, los espacios donde no hay información se reducen, y por tanto el error también.

Para terminar esta parte se verá como se comportan los errores cuando se deja fijo el
tamaño de la distribución de las posiciones aleatorias mientras se varia el valor del parámetro
de forma ε cuando se utilizan funciones de base radial gaussianas. En la figura 3.9 se muestran
los resultados. En todas las gráficas se puede apreciar una zona “errática” para valores
pequeños del parámetro de forma (cercanos a cero), esto es debido a que para esos valores
de ε, el sistema de ecuaciones es mal condicionado. También se aprecia que siempre hay un
valor de ε para el cual ambos errores obtienen su valor mı́nimo. Este valor mı́nimo puede
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Figura 3.9: Error máximo (--) y RMS (--) obtenido para diferentes valores de forma ε y
diferentes tamaños de distribuciones aleatorias. (a) N = 81. (b) N = 289. (c) N = 1089. (d)
N = 4225.

ser alcanzado dentro de la zona errática (cuando el tamaño del conjunto de datos es grande,
figuras 3.9c-3.9d) o fuera de ella (en el caso contrario, figuras 3.9a-3.9b). En general, estimar
cual es el mejor parámetro de forma para cierta base de funciones no es un problema sencillo.
Varias técnicas de como lograr esto son descritas en Fasshauer [5].
. �
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Métodos geoestad́ısticos

En varios campos de la ciencia y la industria se tienen conjuntos de datos dispersos
obtenidos mediante mediciones de alguna variable de interés. Para el estudio de los datos
medidos, que en particular siempre tienen asociados una posición particular en el espacio, se
usan actualmente modelos matemáticos dentro de los cuales la geoestad́ıstica ha jugado un
papel importante en las últimas décadas y ha probado su superioridad entre muchos tipos
de estimación. Esto se debe a que, a diferencia de los métodos estad́ısticos clásicos, ofrecen
una forma de describir la continuidad espacial, una caracteŕıstica esencial en la mayoŕıa de
los conjuntos de datos en ciencias de la tierra, y provee adaptaciones de técnicas clásicas de
regresión para tomar ventaja de esta continuidad.

En particular, dentro de los métodos geoestad́ısticos, el método kriging es uno de los más
utilizados ya que ha probado su efectividad en varios campos. Este método originalmente se
creo en el campo de la mineŕıa cuando el ingeniero minero Danie Krige y el estadista Herbert
Sichel se enfrentaron al problema de encontrar una buena estimación de la concentración de
oro en las minas de Witwatersrand en Sudáfrica, razón por la cual varios conceptos están
relacionados con términos en mineŕıa. Krige y Sichel solo dieron las bases de lo que seŕıa
el método, posteriormente el ingeniero francés Georges Matheron formalizo estas ideas que
fueron la base de la geoestad́ıstica.

A partir del éxito que ha tenido el método sobre el campo de la mineŕıa este ha extendido
su uso sobre otros campos de ciencias de la tierra como geoloǵıa, geof́ısica, hidroloǵıa y en
otras áreas como lo son las ciencias ambientales y la industria petrolera.

4.1. Preliminares.

Considérese nuevamente que el conjunto de los datos {zi} es obtenido a partir de una
función escalar desconocida f : D ⊂ R2 → R al ser evaluada en las posiciones arbitrarias
xxxi = (xi, yi)

T ∈ D, i = 1, . . . , N .

Hasta el momento se han dado algunas formas de aproximar la función f a partir de otra
función F la cual tiene una forma predefinida. Ahora se usará un enfoque diferente conocido
dentro de los métodos geoestad́ısticos como kriging. La principal diferencia con respecto a los

57



58 4.1. Preliminares.

métodos antes descritos es que este comienza a partir de un modelo estad́ıstico del problema
de estudio en lugar de un modelo de la función de interpolación.

Es dentro de este enfoque estad́ıstico que el problema de interpolación se puede ver ahora
como un problema de estimación. Para plantear dicho problema dentro de este enfoque es
necesario previamente definir algunos conceptos de la teoŕıa de probabilidad. En esta parte
solo se presentarán los conceptos necesarios para el desarrollo del tema, algunos otros están
comprendidos dentro del apéndice B.

Definición 4.1. Una variable regionalizada se define como la función z(xxx) para toda xxx ∈ D.

De acuerdo con la definición anterior, el conjunto de los datos {zi} puede ser visto co-
mo una colección de algunos valores de una variable regionalizada al tomar z(xxxi) = zi. El
término “regionalizado” se utiliza en el contexto de que cada valor del conjunto de los datos
es dependiente de la posición en la región D.

Luego, se supone que cada valor en el conjunto de los datos z(xxxi) es una realización
de una variable aleatoria Z(xxxi), donde esta variable aleatoria puede ser diferente en cada
posición xxxi. De esta manera, los valores de los datos son vistos como salidas de un mecanismo
aleatorio. En general, se considera que para cada posición xxx ∈ D, cada z(xxx) es una realización
de una variable aleatoria Z(xxx).

Definición 4.2. La familia de variables aleatorias

{Z(xxx) |xxx ∈ D}

es llamada una función aleatoria.

En la literatura una función aleatoria es llamada proceso estocástico cuando xxx vaŕıa en
un espacio unidimensional (y puede ser interpretada como el tiempo) y un campo aleatorio
cuando xxx vaŕıa en un espacio de más de una dimensión (Chilès & Delfiner [3]). Una función
aleatoria es descrita por sus distribuciones finito dimensionales que es el conjunto de todas
las distribuciones multidimensionales de k-tuplas (Z(xxx1), Z(xxx2), . . . , Z(xxxk)), para todos los
valores finitos de k y todas las configuraciones de los puntos xxx1, . . . ,xxxk, que en algunas oca-
siones se le denomina la distribución espacial de la función aleatoria.

La media de la función aleatoria es el valor esperado m(xxx) = E[Z(xxx)] de la variable
aleatoria Z(xxx) en la posición xxx. La media también es conocida como drift de Z, espećıfica-
mente cuando m(xxx) varia con la posición. La covarianza, que se denotará por σ(xxx,yyy), es la
covarianza de las variables aleatorias Z(xxx) y Z(yyy), esto es

σ(xxx,yyy) = E [(Z(xxx)−m(xxx))(Z(yyy)−m(yyy))] .

En general, esta función depende de ambas posiciones xxx y yyy. Cuando xxx = yyy,

σ(xxx,xxx) = Var(Z(xxx)),
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es la varianza de Z(xxx). Naturalmente, en la teoŕıa, estos momentos pueden no existir. Como
es usual en teoŕıa de la probabilidad la media está definida solo si E [|Z(xxx)|] <∞. Si E [Z(xxx)]2

es finita en cada punto, se dice que Z(xxx) es una función aleatoria de segundo orden, esto es,
esta tiene una varianza finita y la covarianza existe donde sea.

La mayoŕıa de las veces es dif́ıcil conocer las distribuciones finito dimensionales de una
función aletoria, por lo que un caso particular de gran importancia práctica es cuando estas
son invariantes bajo una traslación arbitraria de los puntos por un vector hhh, si pasa esto,
la función aleatoria es llamada estacionaria. F́ısicamente esto significa que el fenómeno es
homogéneo en el espacio y, por decirlo aśı, se repite a śı mismo en todo el espacio.

Cuando la función aleatoria es estacionaria, sus momentos, si existen, son invariantes
bajo traslaciones. Si solo se consideran la media y la covarianza, se tiene que para puntos
xxx, xxx+ hhh ∈ D ⊂ R2,

E [Z(xxx)] = m,

E [(Z(xxx)−m)(Z(xxx+ hhh)−m)] = C(hhh), (4.1)

es decir, la media es constante y la función de covarianza solo depende de la separación hhh.

Definición 4.3. Una función aleatoria satisfaciendo las condiciones dadas en (4.1), es esta-
cionaria de segundo orden o débilmente estacionaria.

Una hipótesis más débil es el suponer que para cada vector hhh el incremento Yhhh(xxx) =
Z(xxx+hhh)−Z(xxx) es una función aleatoria estacionaria en xxx, es decir, la media de los incrementos
es invariante para cualquier traslación de un vector hhh dado entre el dominio, más aún, se
supone cero cualquiera sea la posición de hhh en el dominio y la varianza de los incrementos
tiene un valor finito 2γ(hhh), que depende de la longitud y orientación del vector hhh, pero no
de su posición en el dominio. En resumen, para cualquier par de puntos xxx, xxx+hhh ∈ D ⊂ R2,
los incrementos deben cumplir las siguientes relaciones,

E [Z(xxx+ hhh)− Z(xxx)] = 0,

E
[
(Z(xxx+ hhh)− Z(xxx))2

]
= 2γ(hhh), (4.2)

donde la función γ(hhh) es llamada semi-variograma (o simplemente variograma), la herramien-
ta básica para la interpretación estructural del fenómeno como también de la estimación y
la cual se estudiará con mayor detenimiento en la siguiente sección.

Definición 4.4. Una función aleatoria Z(xxx) cuyos incrementos satisfacen las condiciones
dadas en (4.2), es una función aleatoria intŕınseca.

4.2. Algunos aspectos sobre el variograma.

La teroŕıa de procesos estocásticos y funciones aleatorias ha sido usada por un tiempo
relativamente largo para resolver problemas de interpolación y filtrado. Los métodos que
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se describirán más adelante están basados en los dos primeros momentos de las funciones
aleatorias, sin embargo, en el mundo real estos nunca son conocidos a priori y deben ser
determinados. Una de las fortalezas de la geoestad́ıstica es el proponer una metodoloǵıa
para la identificación de estas caracteŕısticas del modelo estocástico al igual que para la
interpolación. El fenómeno espacial estudiado aqúı es generalmente:

• Único, no reproducible.

• Definido en un dominio en 2 ó 3 dimensiones.

• Demasiado complejo para una precisa descripción determinista.

• Conocido para una muestra de puntos no uniforme.

Estos fenómenos son variables regionalizadas {z(xxx) |xxx ∈ D ⊂ Rd}, que se consideran
realizaciones de funciones aleatorias.

Como se menciono anteriormente, una función aleatoria {Z(xxx) |xxx ∈ Rd} es caracteriza-
da por sus distribuciones finito dimensionales que determinan su distribución espacial. En
general, estas distribuciones no pueden ser determinadas, excepto bajo una suposición de
estacionariedad que introduce repetición en el espacio. Para los métodos lineales que se des-
cribirán más adelante, y que son los más ampliamente utilizados, es suficiente el conocer los
momentos de segundo orden.

La herramienta principal será el variograma. Se distinguirán dos definiciones principales:
1) el variograma de funciones aleatorias, o variograma teórico, cuyo conocimiento es reque-
rido para resolver el problema de interpolación, y 2) el variograma experimental o muestral,
el cual es calculado a partir de los datos. El proceso será dividido en dos fases: 1) calcular
el variograma experimental que mejor aproxime a los datos y 2) ajustar el modelo teórico a
este variograma experimental.

4.2.1. Variograma Experimental.

Se iniciará con los aspectos emṕıricos del análisis variografico. Antes de proceder al cálcu-
lo del variograma experimental es necesario el realizar un análisis exploratorio de los datos
(Chilès & Delfiner [3], Isaaks & Srivastava [11]), que comprende el cálculo de estad́ısticos
usuales univariados y bivariados como por ejemplo, histogramas, diagramas de dispersión,
entre otros, aśı como técnicas multivariadas como el análisis de conglomerados o análisis
de componentes principales que pueden ser usados para reducir problemas multivariados a
problemas univariados. Esto debe realizarse debido a que las herramientas geoestad́ısticas
no remplazan si no complementan las herramientas estad́ısticas clásicas, las cuales permiten
detectar las inconsistencias existentes en los datos causantes de una mala interpretación del
fenómeno de estudio y consecuentemente de una solución que no lo describa correctamente.
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Se omitirá el estudio de estas técnicas estad́ısticas, ya que no son vitales en el desarrollo
del tema, pero estás pueden ser consultadas por ejemplo, en Isaaks & Srivastava [11], donde
son descritas con detalle sobre un caso muestra.

El variograma experimental γ̂(hhh), es un promedio de disimilitudes de los datos. Puede
ser formado por una clase dada de vectores H agrupando todos los NH pares de puntos
que pueden ser ligados o están separados por un vector hhh perteneciente a H. Tal clase H
agrupa vectores cuyas longitudes estén entre un intervalo especificado de longitudes y cuya
orientación es la misma hasta una tolerancia dada sobre el ángulo θ que define su dirección
con respecto a un eje de referencia. La disimilitud promedio con respecto a una clase de
vectores Hk es un valor del variograma experimental que se calcula mediante la siguiente
fórmula

γ̂(Hk) =
1

2NHk

NHk∑

i=1

(z(xj)− z(xi))2 con xxxj − xxxi = hhh ∈ Hk. (4.3)

El variograma experimental es reemplazado por un variograma teórico esencialmente por
la razón de que el modelo del variograma debe tener un significado f́ısico. El reemplazo se
realiza a través del ajuste de un modelo admisible de variograma teórico (esto porque el
variograma teórico debe cumplir ciertas propiedades), donde el ajuste puede ser realizado de
varias formas aunque lo más usual es un ajuste en el sentido de mı́nimos cuadrados (véase
Chilès & Delfiner [3] para detalles sobre el ajuste).

4.2.2. Propiedades de la función de covarianza y del variograma teórico.

Se consideran dos clases de funciones aleatorias; funciones aleatorias estacionarias y fun-
ciones aleatorias intŕınsecas.

Covarianza de una función aleatoria estacionaria.

Como se ha visto, una variable aleatoria estacionaria Z(xxx) es caracterizada por su media

m = E[Z(xxx)],

y su función de covarianza

C(hhh) = E [(Z(xxx)−m)(Z(xxx+ hhh)−m)] .

La covarianza muestra como la correlación entre las variables evoluciona con respecto
a la separación o intervalo hhh. Esta función, por lo tanto, depende tanto de su longitud, la
cual es la distancia entre xxx y xxx + hhh y su dirección. Cuando la covarianza depende sólo de
la distancia, se dice que es isótropa. La covarianza es una función par, y por la desigualdad
de Schwarz está acotada por su valor en el origen (i.e. la varianza de la función aleatoria
estacionaria), esto es

C(hhh) = C(−hhh), |C(hhh)| ≤ C(000).
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Más adelante, se mostrará que la covarianza es una función definida positiva. Ya que
la función aleatoria tiene una varianza finita, está fluctúa alrededor de su media. Algunos
fenómenos no muestran este comportamiento, ya que si se calcula la media y la varianza
muestral sobre dominios cada vez más grandes, la media no se estabiliza, y la varianza
muestral siempre crece. Esto motiva el siguiente modelo.

Variograma de una función aleatoria intŕınseca.

Una función aleatoria intŕıınseca es una función aleatoria cuyos incrementos son estacio-
narios de segundo orden. El variograma muestra como la disimilitud entre Z(xxx) y Z(xxx+ hhh)
evoluciona con la separación hhh. Al igual que la covorianza, es en general anisótropa. Obvia-
mente el variograma es una función par no negativa valuada 0 en hhh = 000, esto es

γ(hhh) = γ(−hhh), γ(hhh) ≥ 0, γ(000) = 0.

Además, un variograma no puede ser cualquier función arbitraria, por lo cual, se mos-
trará más adelante que −γ(hhh) debe ser una función condicionalmente definida positiva.

Dadas las dos clases de funciones aleatorias, se analizará porque el uso del variograma
se preferencia sobre la función de covarianza. Una función aleatoria estacionaria es obvia-
mente una función aleatoria intŕınseca y por lo tanto tiene un variograma, implicando que
el variograma tiene un grado de generalidad mayor que la función de covarianza. En el caso
estacionario, el variograma esta ligado a la covarianza por la relación

γ(hhh) = C(000)− C(hhh),

por lo que el variograma de una función aleatoria estacionaria está acotado por 2C(000).

En śıntesis, se puede enunciar dos razones para utilizar el variograma sobre la covarianza:

1. Ya que la clase de funciones aleatorias intŕınsecas incluye a las funciones aleatorias
estacionarias, el variograma es una herramienta más general que la covarianza.

2. La segunda razón es práctica esto porque el variograma, a diferencia de la covarianza,
no requiere el conocimiento de la media, que por lo general, no es conocida y en tales
condiciones tiene que ser estimada a partir de los datos, lo cual introduce un sesgo que
produce interpretaciones erróneas del fenómeno en estudio.

Funciones definidas positivas y condicionalmente definidas positivas.

La condición verdaderamente necesaria para que una función sea una covarianza o un
variograma es que todos los cálculos de la varianza den un resultado no negativo.
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En el caso estacionario, considérese cualquier combinación lineal
N∑

i=0

λiZ(xxxi) de N térmi-

nos. Es fácil ver que la esperanza de la combinación lineal es

E

[
N∑

i=0

λiZ(xxxi)

]
=

N∑

i=0

λim.

Su varianza, necesariamente positiva o cero, puede ser expresada con la covarianza como

Var

(
N∑

i=0

λiZ(xxxi)

)
= E



(

N∑

i=0

λiZ(xxxi)−
N∑

i=0

λim

)2



= E



(

N∑

i=0

λi(Z(xxxi)−m)

)2



= E




N∑

i=0

N∑

j=0

λiλj(Z(xxxi)−m)(Z(xxxj)−m)




=
N∑

i=0

N∑

j=0

λiλjE [(Z(xxxi)−m)(Z(xxxj)−m)]

=

N∑

i=0

N∑

j=0

λiλjC(xxxi − xxxj) ≥ 0,

por lo tanto, la función de covarianza C(hhh) es una función definida positiva (refiérase al
teorema 3.4 para más detalles sobre funciones definidas positivas).

En el caso estacionario cualquier combinación lineal finita tiene varianza finita. Esto no se
cumple para el caso en que las funciones aleatorias tienen variogramas pero no covarianzas.
En el caso intŕınseco las únicas combinaciones lineales para las cuales se pueden calcular
la varianza son combinaciones lineales de incrementos. Estas son llamadas combinaciones
lineales admisibles y son caracterizadas por la condición

N∑

i=0

λi = 0. (4.4)

Es claro que todas las combinaciones lineales de incrementos satisfacen la ecuación (4.4),
ya que cada incremento lo satisface. Rećıprocamente, cualquier combinación

∑N
i=0 λiZ(xxxi)

satisfaciendo la ecuación (4.4), es igual a
∑N

i=0 λi(Z(xxxi)− Z(x̂xx)) para cualquier elección del
punto x̂xx, que es una combinación lineal de los incrementos.
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Se trata ahora de expresar la varianza de una combinación lineal admisible en términos
del variograma. Sea x̂xx ∈ D, como se usa una combinación lineal admisible, esto es, que
cumple la ecución (4.4), se tiene que

Var

(
N∑

i=0

λiZ(xxxi)

)
= Var

(
N∑

i=0

λiZ(xxxi)−
N∑

i=0

λiZ(x̂xx)

)

= Var

(
N∑

i=0

λi(Z(xxxi)− Z(x̂xx))

)

= E



(

N∑

i=0

λi(Z(xxxi)− Z(x̂xx))

)2



= E




N∑

i=0

N∑

j=0

λiλj(Z(xxxi)− Z(x̂xx))(Z(xxxj)− Z(x̂xx))




=
N∑

i=0

N∑

j=0

λiλjE [(Z(xxxi)− Z(x̂xx))(Z(xxxj)− Z(x̂xx))]

Por otro lado, se tiene que,

(Z(xxxi)− Z(xxxj))
2 = [(Z(xxxi)− Z(x̂xx))− (Z(xxxj)− Z(x̂xx))]2

= (Z(xxxi)− Z(x̂xx))2 − 2(Z(xxxi)− Z(x̂xx))(Z(xxxj)− Z(x̂xx)) + (Z(xxxj)− Z(x̂xx))2,

y aplicando la esperanza a esta última expresión,

E
[
(Z(xxxi)− Z(xxxj))

2
]

= E
[
(Z(xxxi)− Z(x̂xx))2

]

−2E [(Z(xxxi)− Z(x̂xx))(Z(xxxj)− Z(x̂xx))] + E
[
(Z(xxxj)− Z(x̂xx))2

]
.

Dado que se está suponiendo que la función aleatoria es intŕınseca, se tiene que

2γ(xxxi − x̂xx) = E
[
(Z(xxxi)− Z(x̂xx))2

]
y 2γ(xxxi − xxxj) = E

[
(Z(xxxi)− Z(xxxj))

2
]
,

por lo cual

E [(Z(xxxi)− Z(x̂xx))(Z(xxxj)− Z(x̂xx))] = γ(xxxi − x̂xx) + γ(xxxj − x̂xx)− γ(xxxi − xxxj).
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Utilizando esto, finalmente se ve que

Var

(
N∑

i=0

λiZ(xxxi)

)
=

N∑

i=0

N∑

j=0

λiλjE [(Z(xxxi)− Z(x̂xx))(Z(xxxj)− Z(x̂xx))]

=
N∑

i=0

N∑

j=0

λiλj(γ(xxxi − x̂xx) + γ(xxxj − x̂xx)− γ(xxxi − xxxj))

=

�
�
�
��7

0
N∑

j=0

λj

(
N∑

i=0

λiγ(xxxi − x̂xx)

)

+

�
�
�
��7

0
N∑

i=0

λi




N∑

j=0

λjγ(xxxj − x̂xx)


−

N∑

i=0

N∑

j=0

λiλjγ(xxxi − xxxj))

= −
N∑

i=0

N∑

j=0

λiλjγ(xxxi − xxxj)) ≥ 0,

es decir, −γ(hhh) es una función condicionalmente definida positiva (véase el teorema 3.11 para
más detalles sobre funciones condicionalmente definidas positivas).

En resumen, el variograma teórico que está dada por,

γ(hhh) =
1

2
E
[
(Z(xxx+ hhh)− Z(xxx))2

]
,

cuenta con las siguientes propiedades:

• El valor del variograma en el origen es cero por definición, γ(000) = 0.

• Los valores del variograma son positivos γ(hhh) ≥ 0, y es una función par, γ(−hhh) = γ(hhh).

• El variograma crece más lento que |hhh|2, i.e., lim
|hhh|→∞

γ(hhh)

|hhh|2 = 0 (Chilès & Delfiner [3]).

• −γ(hhh) es una función condicionalmente definida positiva. Esto significa que el uso del
variograma γ(hhh) para el cálculo de la varianza de una combinación lineal de N + 1
variables aleatorias estacionarias Z(xxxi) debe ser positivo bajo la restricción de que la
suma de los pesos sea cero, es decir

Var

(
N∑

i=0

λiZ(xxxi)

)
= −

N∑

i=0

N∑

j=0

λiλjγ(xxxi − xxxj) ≥ 0, śı
N∑

i=0

λi = 0,

por lo tanto, una matriz Γ con entradas Γi,j = −γ(xxxi−xxxj) es condicionalmente definida

positiva, i.e., λλλTΓλλλ ≥ 0 para
∑N

i=0 λi = 0. Esto es necesario para garantizar la solución
única del sistema de ecuaciones en kriging, como se verá más adelante.
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umbral (sill)

rango (range)

a

c

‖h‖

γ(‖h‖)

(a)

efecto nugget

c0

‖h‖

γ(‖h‖)

(b)

Figura 4.1: (a) Forma t́ıpica de un variograma que tiene un valor asintótico llamado su
umbral a una distancia denominada como su rango. (b) Variograma con efecto nugget.

El variograma presenta las siguientes caracteŕısticas:

• Siempre empieza en 000 (para hhh = 000, Z(xxx+hhh) = Z(xxx)). Este puede ser discontinuo justo
después del origen, a lo que se denomina efecto nugget (figura 4.1b).

• Generalmente se incrementa con hhh.

• Este crece hasta cierto nivel llamada “umbral” (sill) y después muestra un comporta-
miento asintótico a este valor. Alternativamente este puede seguir creciendo.

En la figura 4.1 se observa la forma t́ıpica de un variograma mostrando las caracteŕısticas
antes enunciadas. La tasa de crecimiento del variograma con la distancia indica cuan rápido
la influencia de la muestra decae con la distancia. Después de que el variograma ha alcanza-
do su valor ĺımite (su umbral) ya no hay más correlación entre las muestras. Esta distancia
cŕıtica, llamada el “rango” (range), da una definición más precisa de la noción de “zona de
influencia” (figura 4.1a).

Lo anteriormente mencionado muestra el comportamiento del variograma para valores
grandes de hhh, pero es aún mas importante el analizar que pasa para valores pequeños de hhh
porque está relacionado a la continuidad y la regularidad espacial del fenómeno bajo estudio.
Se consideran cuatro tipos diferentes de comportamiento cerca del origen (Armstrong [1],
Chilès & Delfiner [3]).

1. Cuadrático. Esto indica que la variable regionalizada es continua y diferenciable.

2. Lineal. La variable regionalizada es continua pero no diferenciable.
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Figura 4.2: Ejemplos de anisotroṕıa. (a) Anisotroṕıa geométrica. (b) Anisotroṕıa zonal.

3. Discontinua en el origen. Esto significa que la variable es altamente irregular en
distancias cortas.

4. Plana. Las variables regionalizadas z(xxx+hhh) y z(xxx) son no correlacionadas para todos
los valores de hhh no importando que tan cerca se encuentren.

Anisotroṕıa.

Otra caracteŕıstica importante ocurre cuando el variograma es calculado en varias direc-
ciones, ya que su comportamiento observado en estas puede diferir significativamente. En
tal situación, el variograma depende tanto de la dirección como de la distancia entre las
posiciones, es decir, el variograma es anisótropo. Cuando el variograma solamente depende
de la distancia se dice que es isótropo.

Dos casos usuales de anisotroṕıa son los siguientes:

1. La anisotroṕıa geométrica sucede cuando para variogramas calculados en diferentes di-
recciones se obtienen diferentes rangos y ambos alcanzan el mismo umbral. Un ejemplo
se muestra en la figura 4.2a donde los variogramas son calculados en las direcciones
noreste-suroeste (NE-SO) y noroeste-sureste (NO-SE).

2. La anisotroṕıa zonal esta relacionada con la diferencia entre los umbrales de los va-
riogramas calculados para diferentes direcciones. La figura 4.2b muestra la anisotroṕıa
zonal para otro conjunto de datos donde los variogramas son calculados en las direc-
ciones norte-sur (N-S) y este-oeste (E-O).
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Modelos Admisibles.

Los modelos admisibles de variogramas son modelos que cumplen con las propiedades
y caracteŕısticas antes mencionadas del variograma teórico y estos pueden ser diferenciados
por presentar alguno de los cuatro comportamientos cerca del origen antes enunciados.

Los más comúnmente usados, donde c denota el umbral y a el rango, son los siguientes
(para otros modelos véase Armstrong [1], Isaaks & Srivastava [11], Wackernagel [21]):

• El modelo esférico es probablemente el modelo más comúnmente usado el cual tiene
un comportamiento lineal en el origen.

γ(hhh) =





c

(
3

2

||hhh||
a
− 1

2

||hhh||3
a

)
||hhh|| < a

c ||hhh|| ≥ a
.

• El modelo exponencial, al igual que el anterior, en el origen se comporta de manera
lineal.

γ(hhh) = c

(
1− exp

(
−||hhh||

a

))
.

• El modelo gaussiano en el origen se comporta de manera cuadrática, por lo cual repre-
senta un fenómeno extremadamente continuo.

γ(hhh) = c

(
1− exp

(
−||hhh||

2

a2

))
.

• El modelo de efecto nugget es un modelo que se utiliza junto con alguno de los otros
modelos para cuando el fenómeno presenta algunas discontinuidades.

γ(hhh) =

{
0 ||hhh|| = 0
c0 ||hhh|| > 0

.

• Los modelos de funciones potencia no presentan el comportamiento asintótico de los
modelos anteriores, es decir, este no alcanza un umbral y esta dado por

γ(hhh) = m̂‖hhh‖α con 0 < α < 2,

donde el parámetro m̂ denota la pendiente. Un caso especial que se utilizará frecuen-
temente es el modelo lineal γ(hhh) = m̂‖h‖ (cuando α = 1).

Se puede probar que una combinación lineal de modelos admisibles sigue siendo un mo-
delo admisible (Chilès & Delfiner [3]). Lo más usual es el utilizar el modelo de efecto nugget
junto con alguno de los otros modelos. De esta manera, si c0 es el efecto nugget y lo combi-
namos con cualquiera de los otro modelos, c+ c0 es el umbral, donde c es el umbral para el
modelo sin efecto nugget y a el rango para el modelo combinado.



Caṕıtulo 4. Métodos geoestad́ısticos 69

c

‖h‖

γ(‖h‖)

V. Esférico
V. M. Gaussiano
V. Exponencial

(a)

‖h‖

γ(‖h‖)
α = 1.5
α = 1
α = 0.5

(b)

Figura 4.3: Gráfica de modelos admisibles. (a) Modelos acotados. (b) Tres modelos de fun-
ciones potencia con exponentes α = 0.5, 1 y 1.5.

La figura 4.3 muestra una gráfica de algunos modelos. Estos modelos son válidos para
el caso isótropo, por lo tanto, cuando en el análisis del variograma se encuentra algún tipo
de anisotroṕıa se tiene que construir un variograma omnidireccional que describa lo mejor
posible la variabilidad de todas las direcciones de los datos en la región. Otra forma de tratar
la anisotroṕıa es el utilizar algunas transformaciones para volver al caso isótropo y describir
esta en términos de los modelos vistos.

Por ejemplo, cuando se presenta anisotroṕıa geométrica en dos dimensiones, al calcular el
variograma en diferentes direcciones, se puede tomar el rango como función de la dirección,
i.e. a(θ), donde θ denota la dirección y es el ángulo medido a partir del eje de las abscisas.
La curva descrita por la función a(θ) es una elipse cuyo semieje mayor corresponde a la
dirección con el rango más grande y el semieje menor es la dirección perpendicular a esta
(véase figura 4.4a), es por ello que la anisotroṕıa geométrica también se conoce como eĺıptica.

Para tratar la anisotroṕıa geométrica se utiliza una transformación en dos pasos que la
lleva a condiciones isótropas. El primer paso es alinear los ejes coordenados (x, y) con los ejes
de la elipse de anisotroṕıa. Espećıficamente, si θ̂ es la dirección donde se alcanza el mayor
rango, se rota un ángulo θ̂ los ejes coordenados cartesianos (x, y) de manera tal que el eje
de las ordenadas coincida con el eje menor de la elipse. Esto se logra mediante la matriz de
rotación

R =

(
cos θ̂ sin θ̂

− sin θ̂ cos θ̂

)
,

para dar lugar al sistema de coordenadas (x′, y′) (figura 4.4b). El segundo paso consiste en
elongar el eje menor de tal forma que su longitud sea igual a la del eje mayor de la elipse
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(b)

x′
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Figura 4.4: (a) Elipse de anisotroṕıa. (b) Rotación del los ejes cartesianos a los ejes de la
elipse. (c) Elongación del eje menor para volver a las condiciones isótropas.

(figura 4.4c). Para ello se utiliza la matriz

E =

(
1 0
0 1/ra

)
,

donde ra = amı́n/amáx es la razón de anisotroṕıa, amáx y amı́n son el rango más grande y
más pequeño respectivamente. Aśı, el variograma anisótropo que era función de hhh y θ es
transformado a una función equivalente en condiciones isótropas, esto es

γa(hhh) = γ(Λhhh)

con Λ = ER, γa denota el variograma anisótropo y γ es alguno de los modelos admisible de
variogramas isótropos.

4.3. Kriging.

Un problema central en geoestad́ıstica es la reconstrucción de un fenómeno en un dominio
sobre la base de valores observados en un número limitado de puntos. Matemáticamente, este
problema puede ser considerado como un problema de interpolación. En el enfoque clásico,
la función desconocida es aproximada por una función paramétrica cuya forma es postula-
da de antemano, tanto de forma impĺıcita o explicita. Los parámetros son seleccionados de
tal manera que optimicen algún criterio del mejor ajuste a los puntos de los datos, el cual
puede ser de forma estad́ıstica o determinista. Una vez que la función de aproximación es
determinada, sólo basta con evaluarla donde quiera que sea necesario.
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Prerequisito Nombre del
Tipo de kriging Media mı́nimo modelo

Kriging Simple (KS) Constante, conocida Covarianza Estacionario
Kriging Ordinario (KO) Constante, desconocida Variograma Intŕınseco
Kriging Universal (KU) Variante, desconocido Variograma Modelo KU

Tabla 4.1: Formas principales de kriging lineal.

Un enfoque diferente para el desarrollo de este problema es conocido como kriging. La
diferencia central es que kriging comienza como un modelo estad́ıstico de la naturaleza del
fenómeno en lugar de un modelo de la función de interpolación. Es por esto que el término
estimación entra en este contexto, ya que este se utiliza para referirnos a la inferencia de un
parámetro fijo pero desconocido del modelo.

Ahora, se centrará en resolver el problema de estimación al usar estimadores lineales. La
teoŕıa se desarrolla dentro del ámbito de un modelo de estacionariedad de segundo orden
que sólo involucra la media m(xxx) y la función de covarianza σ(xxx,yyy) o el variograma γ(xxx,yyy),
que se suponen son conocidos. La tabla 4.1 resume las tres formas principales de kriging que
trataremos y bajo que modelos se encuentran.

4.3.1. Kriging Simple.

El primer estimador que se presenta es kriging simple (KS), el cual puede ser utilizado
cuando la media de la función aleatoria es conocida, un caso poco común en la práctica. De
acuerdo con Chilès & Delfiner [3], en la vida real, la media solamente puede ser conocida si
hay repeticiones del fenómeno, como en los procesos espacio-temporales o cuando el número
de datos se vuelve tan grande como para estimar la media casi a la perfección.

El problema que se quiere resolver es el estimar Z(xxx0) en una nueva posición xxx0 a partir
de las N observaciones Z(xxx1), . . . , Z(xxxN ), usando el estimador

Z∗(xxx) =

N∑

i=1

λiZ(xxxi) + α,

donde los pesos de la combinación lineal y la constante α dependen de xxx, esto es, λi(xxx) (i =
1, . . . , N) y α(xxx). La constante α y los pesos λi son elegidos de tal manera que se minimice
el error Z∗(xxx0)− Z(xxx0), caracterizado por el error cuadrático medio E

[
(Z∗(xxx0)− Z(xxx0))2

]
,

que puede ser escrito como

E
[
(Z∗(xxx0)− Z(xxx0))2

]
= Var (Z∗(xxx0)− Z(xxx0)) + (E [Z∗(xxx0)− Z(xxx0)])2 .
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Si el estimador Z∗ es insesgado, i.e. E [Z∗(xxx)− Z(xxx)] = 0, dado que la varianza siempre es
no negativa, el error cuadrático medio se minimiza al eliminar el sesgo, ya que de esta manera,
este solo depende de la varianza. Por lo tanto, si queremos que E [Z∗(xxx0)− Z(xxx0)] = 0 esto
implica

E [Z∗(xxx0)]− E [Z(xxx0)] = 0
N∑

i=1

λim(xxxi) + α−m(xxx0) = 0

α = m(xxx0)−
N∑

i=1

λim(xxxi),

aśı, el estimador se reescribe como,

Z∗(xxx0) = m(xxx0) +

N∑

i=1

λi(Z(xxxi)−m(xxxi)).

Si se toma λ0 = −1 se tiene que

Z∗(xxx0)− Z(xxx0) =
N∑

i=0

λi (Z(xxxi)−m(xxxi)) ,

consecuentemente, el error cuadrático medio (que ahora coincide con la varianza) puede ser
expresado en términos de la covarianza (σ(xxx,yyy))

E
[
(Z∗(xxx0)− Z(xxx0))2

]
= E




N∑

i=0

N∑

j=0

λiλj (Z(xxxi)−m(xxxi)) (Z(xxxj)−m(xxxj))




=

N∑

i=0

N∑

j=0

λiλjE [(Z(xxxi)−m(xxxi)) (Z(xxxj)−m(xxxj))]

=
N∑

i=0

N∑

j=0

λiλjσ(xxxi,xxxj)

=
N∑

i=1

N∑

j=1

λiλjσ(xxxi,xxxj)− 2
N∑

i=1

λiσ(xxxi,xxx0) + σ(xxx0,xxx0).

Para obtener el mı́nimo de esta función cuadrática, se deriva parcialmente con respecto
a los pesos y se iguala a cero, esto es

∂

∂λi
E
[
(Z∗(xxx0)− Z(xxx0))2

]
= 2

N∑

j=1

λjσ(xxxi,xxxj)− 2σ(xxxi,xxx0) = 0,



Caṕıtulo 4. Métodos geoestad́ısticos 73

para cada i = 1, . . . , N , lo cual da lugar al sistema de ecuaciones

N∑

j=1

λjσ(xxxi,xxxj) = 2σ(xxxi,xxx0), i = 1, . . . , N,

que se conoce como sistema kriging simple. En forma matricial puede ser reescrito como

Σλλλ = σσσ0

donde Σ es la matriz de covarianzas de tamaño N ×N , con entradas Σij = σ(xxxi,xxxj), σσσ0 un
vector de tamaño N , donde la entrada i−ésima denota la covarianza entre Z(xxxi) y Z(xxx0) y
λλλ es un vector de tamaño N con los pesos. El sistema de ecuaciones anterior tiene solución
única si la matriz Σ es no singular. Este siempre es el caso si la función de covarianza σ(xxx,yyy)
es estrictamente positiva definida y si todos los puntos de los datos son distintos.

La varianza de la estimación σ2
KS asociada con Z∗, llamada la varianza kriging, se obtiene

al substituir la solución del sistema kriging simple en el error cuadrático medio. Esto es, si
se considera que el sistema tiene solución única, entonces λλλ = Σ−1σσσo y si se reescribe el error
cuadrático medio en forma matricial

(E [(Z∗(xxx0)− Zxxx0))])2 = Var (Z∗(xxx0)− Z(xxx0)) = λλλTΣλλλ− 2λλλTσσσ0 + σ(xxx0,xxx0)

al sustituir λλλ se tiene que

σ2
SK = Var (Z∗(xxx0)− Z(xxx0))

= λλλTΣΣ−1σσσ0 − 2λλλTσσσ0 + σ(xxx0,xxx0)

= σ(xxx0,xxx0)− λλλTσσσ0

= σ(xxx0,xxx0)−
N∑

i=1

λiσ(xxxi,xxx0).

La varianza kriging, o mejor dicho su ráız cuadrada, la desviación estándar kriging, da
una medida del error asociado con el estimador kriging.

Kriging simple es un interpolador exacto en el sentido que si xxx0 es idéntico con una
posición de los datos, entonces el valor estimado es idéntico con el valor del dato en ese
punto, i.e.

Z∗(xxx0) = Z(xxxi), si xxx0 = xxxi.

Esto puede ser visto fácilmente. Cuando xxx0 es una de las posiciones xxxi, el lado derecho
del sistema kriging simple es igual a una columna de la matriz del lado izquierdo. Un vector
de pesos λλλ con un peso para esa columna igual a uno y todos los otros pesos igual a cero
es la solución del sistema. Como la matriz del lado izquierdo es no singular, la solución es
única.
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4.3.2. Kriging Ordinario.

En la mayoŕıa de las situaciones prácticas la media m(xxx) no es conocida. Bajo una supo-
sición paramétrica sobre la función de la media, kriging da una solución óptima que envuelve
solo un paso de la estimación. El caso más simple es cuando la media es constante m(xxx) = µ,
que lleva al método conocido como kriging ordinario. Este fue desarrollado por Matheron el
siglo pasado a principios de los sesentas y juega un rol especial ya que es compatible con un
modelo estacionario, sólo usa el variograma, y es de hecho la forma de kriging más usada.

Sea nuevamente el problema de estimar el valor desconocido Z(xxx0) en una nueva posición
xxx0 usando los valores de los datos Z(xxxi) y tomándose nuevamente el estimador lineal

Z∗(xxx) =

N∑

i=1

λiZ(xxxi) + α.

De nueva cuenta, si se considera el error cuadrático medio y se supone que la media
desconocida es constante, este se puede escribir como

E
[
(Z∗(xxx0)− Z(xxx))2

]
= Var(Z∗(xxx0)− Z(xxx)) + (E [Z∗(xxx0)− Z(xxx)])2

= Var(Z∗(xxx0)− Z(xxx)) +

(
N∑

i=1

λiµ+ α− µ
)2

= Var(Z∗(xxx0)− Z(xxx)) +

[(
N∑

i=1

λi − 1

)
µ+ α

]2

.

Sólo el sesgo en el lado derecho de la última ecuación involucra a α, pero esta vez no se
puede minimizar sin el conocimiento de µ. Una solución intuitiva seŕıa remplazar µ por un
estimador µ̂ y resolver para α, pero este estimador necesariamente tendŕıa que depender de
los datos haciendo que α ya no fuera constante. La única solución que queda es hacer α = 0
y si además se quiere que el sesgo sea cero, i.e. E [Z∗(xxx0)− Z(xxx)] = 0, esto implica que

α =

(
N∑

i=1

λi − 1

)
µ = 0,

imponiendo la condición que los pesos sumen 1, esto es
∑

i λi = 1, aśı el sesgo es cero cual-
quiera que sea la media constante desconocida µ.

La necesidad de hacer α = 0 e imponer las condiciones sobre los pesos λi para eliminar
el sesgo se hace en general cuando la media m(xxx) no es conocida. De esta manera, sólo se
utilizan estimadores de la forma

Z∗(xxx) =

N∑

i=1

λiZ(xxxi), sujeto a

N∑

i=1

λi = 1. (4.5)
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Ahora, se reformula el problema que se quiere resolver de la siguiente manera. Se desea
estimar el valor desconocido Z(xxx0) en una nueva posición xxx0 a partir de las N observaciones
{Z(xxxi)}, tomadas en las posiciones {xxxi}, usando el estimador Z∗(xxx0) definido en (4.5). Pa-
ra este caso, se supone que los datos son parte de una realización de una función aleatoria
intŕınseca Z(xxx) (i.e. cumplen las hipótesis intŕınsecas) con variograma γ(hhh), el cual se supone
conocido.

Se busca que el estimador Z∗(xxx0) sea insesgado y de mı́nima varianza. La propiedad de
que el estimador sea insesgado es garantizada con la suma unitaria de los pesos, esto es

E[Z∗(xxx0)− Z(xxx0)] = E

[
N∑

i=1

λiZ(xxxi)− Z(xxx0) ·
N∑

i=1

λi

]
=

N∑

i=1

λi (m(xxxi)−m(xxx0)) = 0,

ya que, m(xxxi)−m(xxx0) = µ− µ = 0, al ser la media constante.

La varianza de la estimación σ2
KO = Var(Z∗(xxx0)−Z(xxx0)) es la varianza de la combinación

lineal

Z∗(xxx0)− Z(xxx0) =
N∑

i=1

λiZ(xxxi)− 1 · Z(xxx0) =
N∑

i=0

λiZ(xxxi),

con un peso λ0 igual a -1 y
∑N

i=0 λi = 0. Aśı, la condición que los pesos {λi} (i = 1, . . . , N)
sumaran uno, incluso implica que el uso de el variograma para el cálculo de la varianza
de la estimación del error es factible. Por lo tanto, la varianza de la estimación está dada
nuevamente en términos del error cuadrático medio, esto es

Var(Z∗(xxx0)− Z(xxx0)) = E
[
(Z∗(xxx0)− Z(xxx0))2

]

= E



(

N∑

i=1

λiZ(xxxi)− Z(xxx0)

)2



=
N∑

i=1

N∑

j=1

λiλjE [(Z(xxxi)− Z(xxx0))(Z(xxxj)− Z(xxx0))]

=

N∑

i=1

N∑

j=1

λiλj(γ(xxxi − xxx0) + γ(xxxj − xxx0)− γ(xxxi − xxxj))

= 2
N∑

i=1

λiγ(xxxi − xxx0)−
N∑

i=1

N∑

j=1

λiλjγ(xxxi − xxxj).

Dado que se tiene la restricción de los pesos, para minimizar la varianza se utiliza un
multiplicador de Lagrange ρ, para considerar la función

Q = Var(Z∗(xxx0)− Z(xxx0))− 2ρ




N∑

j=1

λj − 1


 ,
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de esta forma se puede determinar el mı́nimo de la varianza sin restricciones equiparando
las derivadas parciales de Q a cero, esto es

∂Q

∂λi
= 2γ(xxxi − xxx0)− 2

N∑

j=1

λjγ(xxxi − xxxj)− 2ρ = 0

∂Q

∂ρ
= −2




N∑

j=1

λj − 1


 = 0

para cada i = 1, . . . , N , lo cual da lugar al sistema de ecuaciones

N∑

j=1

λjγ(xxxi − xxxj) + ρ = γ(xxxi − xxx0), para i = 1, . . . , N

N∑

j=1

λj = 1

que se conoce como sistema kriging ordinario. En forma matricial puede ser expresado como,




γ(xxx1 − xxx1) · · · γ(xxx1 − xxxN ) 1
...

. . .
...

...
γ(xxxN − xxx1) · · · γ(xxxN − xxxN ) 1

1 · · · 1 0







λ1
...
λn
ρ


 =




γ(xxx1 − xxx0)
...

γ(xxxN − xxx0)
1




(
Γ P
PT 0

)(
λλλ
ρ

)
=

(
γγγ0

1

)

donde Γ es la matriz de tamaño N × N , con entradas Γij = γ(xxxi − xxxj), que describe las
disimilitudes entre las posiciones de los datos, γγγ0 es un vector de tamaño N , donde la entra-
da i−ésima denota las disimilitudes entre cada posición de los datos y la posición donde se
quiere estimar el nuevo valor xxx0 dada por el variograma, λλλ es un vector de tamaño N con
los pesos y P es un vector de tamaño N con todas las entradas 1. El sistema tiene solución
única si Γ es estrictamente condicionalmente negativa definida, lo cual se cumple usualmente
si se utiliza un modelo válido de variograma.

La varianza de la estimación σ2
KO se obtiene al premultiplicar las primeras N ecuaciones

del sistema kriging ordinario por λi, luego, sumando sobre i y usando las condiciones de los
pesos se tiene que

−
N∑

i=1

N∑

j=1

λiλjγ(xxxi − xxxj) = ρ−
N∑

i=1

λiγ(xxxi − xxx0),
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que al sustituirse en la expresión de la varianza obtenida antes

σ2
KO = Var (Z∗(xxx0)− Z(xxx0))

= 2
N∑

i=1

λiγ(xxxi − xxx0)−
N∑

i=1

N∑

j=1

λiλjγ(xxxi − xxxj)

= ρ+
N∑

i=1

λiγ(xxxi − xxx0).

Al igual que para kriging simple, kriging ordinario es un interpolador exacto en el sentido
que si xxx0 es idéntico con una posición de los datos entonces el valor estimado es idéntico con
el valor del dato en ese punto, esto es

Z∗(xxx0) = Z(xxxi), si xxx0 = xxxi.

4.3.3. Kriging Universal.

El modelo general, el cual Matheron llamo modelo kriging universal por razones que se
explicarán después, supone que la media puede ser escrita como una expasión finita

m(xxx) =

M∑

k=1

ωkpk(xxx),

donde pk(xxx) son funciones base conocidas y ωk son coeficientes fijos pero desconocidos. Usual-
mente la primera función base (k = 1) es la función constante idénticamente igual a 1, la
cual garantiza que el caso de media constante está incluido en el modelo. Las otras funciones
son usualmente monomios de grado bajo en las componentes de xxx (en la práctica el grado no
excede dos, véase observación 3.12). Nótese que la expresión para la media puede ser consi-
derada como una aproximación local a m(xxx), esto es, los coeficientes ωk pueden variar en el
espacio pero lo suficientemente lento para ser considerados constantes entre las vecindades
de estimación.

Desde un punto de vista f́ısico el modelo kriging universal es la descomposición de la
variable Z(xxx) en la suma,

Z(xxx) = m(xxx) + Y (xxx)

de una función determinista suave m(xxx), que describe el aspecto sistemático del fenómeno,
y de una función aleatoria de media cero Y (xxx), llamado el residual, que captura sus fluctua-
ciones erráticas.

Se quiere estimar Z(xxx0) usando nuevamente el estimador lineal Z∗ =
∑

i λiZ(xxxi) bus-
cando minimizar el error cuadrático medio dado el modelo lineal para la función de la media

m(xxx) =

M∑

k=1

ωkpk(xxx).
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El sesgo puede ser expandido como

E [Z∗(xxx0)− Z(xxx0)] =
N∑

i=1

λi

M∑

k=1

ωkpk(xxxi)−
M∑

k=1

ωkpk(xxx0),

luego, intercambiando el orden de las sumas sobre i y k, se obtiene

E [Z∗(xxx0)− Z(xxx0)] =

M∑

k=1

ωk

(
N∑

i=1

λi(pk(xxxi)− pk(xxx0))

)
.

Con el objetivo de minimizar el error cuadrático medio E
[
(Z∗(xxx0)− Z(xxx0))2

]
, se quiere

hacer el sesgo E [Z∗(xxx0)− Z(xxx0)]2 = 0 donde quiera que las incógnitas ωk aparezcan, lo
cual implica eliminar los coeficientes en la última expresión. Esto conduce al conjunto de M
condiciones

N∑

i=1

λipk(xxxi) = pk(xxx0), k = 1, . . . ,M, (4.6)

que Matheron llamo las condiciones de universalidad y por consiguiente el nombre de kriging
universal. Estas expresan que el estimador Z∗ es insesgado para todos los valores de ωk. Sujeto
a estas condiciones el error cuadrático medio es igual a la varianza del error Z∗(xxx0)−Z(xxx0)
como en el caso de kriging ordinario, por lo cual, para este también la varianza queda en
términos del variograma, esto es

Var(Z∗(x0)− Z(x0)) = 2
N∑

i=1

λiγ(xxxi − xxx0)−
N∑

i=1

N∑

j=1

λiλjγ(xxxi − xxxj).

El problema puede ser reformulado como sigue: Encontrar N pesos λi minimizando
Var(Z∗(xxx0)−Z(xxx0)) sujeto a las restricciones lineales (4.6). Nuevamente se aplica el método
de multiplicadores de Lagrange, para ello se toma la función

Q = Var(Z∗(x0)− Z(x0))− 2

M∑

k=1

ρk

(
N∑

i=1

λipk(xxxi)− pk(xxx0)

)
,

donde ρk son M incógnitas adicionales (los multiplicadores de Lagrange), y se determina el
mı́nimo sin restricciones de Q equiparando las parciales de Q a cero, esto es

∂Q

∂λi
= 2γ(xxxi − xxx0)− 2

N∑

j=1

λjγ(xxxi − xxxj)− 2
M∑

k=1

ρkpk(xxxi) = 0,

∂Q

∂ρk
= −2

(
N∑

i=1

λipk(xxxi)− pk(xxx0)

)
= 0.

Que el valor extremo es en efecto un mı́nimo es de nuevo garantizado por la convexidad de
Var(Z∗(xxx0) − Z(xxx0)) como función de λi. Esto nos lleva al siguiente conjunto de N + M
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ecuaciones lineales con N +M incógnitas que da lugar al sistema kriging universal

N∑

j=1

λjγ(xxxi − xxxj) +
M∑

k=1

ρkpk(xxxi) = γ(xxxi − xxx0), i = 1, . . . , N

N∑

i=1

λipk(xxxi) = pk(xxx0), k = 1, . . . ,M.

En forma matricial el sistema se expresa como,

(
Γ P
PT O

)(
λλλ
ρρρ

)
=

(
γγγ0

ppp0

)
,

donde Γ y γγγ0 son como antes, O es una matriz de ceros de tamaño M ×M , P es una matriz
de tamaño N ×M con las evaluaciones en los monomios, ρρρ los multiplicadores de Lagrange
y ppp0 un vector de tamaño M con las evaluaciones de las funciones base en xxx0. El sistema
tiene solución única si −Γ es estrictamente condicionalmente definida positiva y P de rango
completo. La condición sobre Γ se cumple al usar un modelo admisible de variograma (véase
subsección 4.2.2).

También para este caso se puede dar la varianza de la estimación,

σ2
KU = Var(Z∗(xxx0)− Z(xxx0)) =

M∑

k=1

ρkpk(xxx0) +
N∑

i=1

λiγ(xxxi − xxx0),

obtenida al proceder de manera análoga a como se hizo con kriging ordinario.

4.4. Aspectos prácticos.

Hasta el momento se ha estudiado la teoŕıa detrás del variograma y kriging. Aunque
cada una de las formas del método kriging tienen ciertas consideraciones que los diferen-
cian, ambos siguen la misma idea por lo que es posible dar una regla general para usarlos.
Sin embargo, por el aspecto práctico de este trabajo se centrará en la implementación de
las formas con media desconocida, kriging ordinario y universal, describiendo los algoritmos
para este último ya que kriging ordinario, aunque es más utilizado, es un caso particular de
kriging universal. Para aplicar alguna de las dos formas es necesario conocer el variograma
de antemano el cual se estima al ajustar un modelo admisible al variograma experimental
calculado a partir de los datos, como se mencionó en la subsección 4.2.1.

A grosso modo los pasos a seguir son los siguientes:

1) El análisis de los datos mediante el cálculo de estad́ısticos univariados y multivariados,
para identificar tendencias, puntos at́ıpicos, etc.

2) Cálculo del variograma experimental a partir de los datos.
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3) Ajuste de un modelo de variograma admisible al variograma experimental.

4) Estimación del los nuevos valores utilizando el estimador lineal Z∗ =
∑

i λiZ(xxxi) y un
modelo lineal de la función de la media m(xxx) (constante para el caso de kriging ordinario).

El algoritmo 4.1 bosqueja el procedimiento seguido para realizar la interpolación de da-
tos dispersos mediante kriging universal una vez conocido el variograma. El algoritmo 4.1 es
muy parecido al algoritmo 3.1 para interpolación mediante funciones de base radial, con la
diferencia que para este por cada nueva posición que se desea evaluar es necesario construir
el lado derecho del sistema kriging y resolver el sistema para conocer la estimación corres-
pondiente.

Algoritmo 4.1: Interpolación mediante kringing universal

Entrada: datos dispersos P = {(xi, yi, zi)}, posiciones de evaluación
Q = {(x̂j , ŷj)}j=1,...,J , modelo admisible de variograma γ, parámetros del
modelo de variograma ννν

Salida: vector de tamaño J con los valores en las posiciones de evaluación ẑzz

1 A← O((N+M)×(N+M)) // O((N+M)×(N+M)) es la matriz de ceros

2 Para i← 1 hasta N hacer // Construcción del sistema kriging universal

3 Para k ← i+ 1 hasta N hacer
4 Ai,k ← γ(‖xxxi − xxxk‖, ννν)
5 Ak,i ← Ai,k

6 Para `← 1 hasta M hacer
7 A`+N,i ← p`(xxxi)
8 Ai,`+N ← A`+N,i

9 Para j ← 1 hasta J hacer
10 Para i← 1 hasta N hacer
11 bi ← γ(‖x̂xxj − xxxi‖, ννν)

12 Para `← 1 hasta M hacer
13 b`+N ← p`(x̂xxj)

14 Resolver el sistema Aωωω = bbb// ωωωT = (λλλT ρρρT)

15 ẑj ← λλλTzzz // Aquı́ zzz denota el vector de tama~no N con entradas zi

Observación 4.5. Algunas observaciones sobre el algoritmo 4.1 son pertinentes.

1) Los parámetros de los modelos vaŕıan con respecto a cual de ellos es utilizado, pero en
general los que se consideran son el umbral (sill) y el rango (range), la pendiente o el
exponente en los modelos de funciones potencia y el efecto nugget cuando se combina este
con alguno de los otros modelos.

2) Cuando hay presencia de anisotroṕıa geométrica se utiliza además el ángulo y la razón
de anisotroṕıa para pasar al caso isótropo, como se mostró al final de la subsección 4.2.1.
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3) El lado izquierdo del sistema kriging (matriz A en el algoritmo) sólo se construye una
vez, por lo que es posible utilizar la descomposición LU para resolver el sistema de la
ĺınea 14 y aśı optimizar el algoritmo.

4) También es importante notar que la parte polinomial puede cambiar, ya que esta puede
ser constante (kriging ordinario), lineal o a lo más cuadrática, ya que usualmente en la
práctica los monomios utilizados son a lo más de orden 2. De este modo, como en la
observación 3.12, los que se utilizarán en el caso de interpolación en dos dimensiones son:

p1 = 1, p2 = x, p3 = y, p4 = x2, p5 = y2, p6 = xy.

Ejemplo 4.1. Considérese nuevamente, como en el ejemplo 2.4, la distribución aleatoria de
50 puntos, para los cuales se evalúa la función de prueba f1(xxx) de Franke dada en [6].
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Figura 4.5: (a) Una distribución aleatoria de puntos. (b) Gráfica de la función de prueba f1.

Con los datos generados al evaluar la función de Franke en las posiciones sobre la región
D = [0, 1]× [0, 1] de la distribución aleatoria mostrada en la figura 4.5a, se tratará de seguir
el procedimiento descrito al principio de la sección, profundizando en los detalles del cálculo
del variograma experimental, una parte importante debido a que a partir de este se ajusta el
modelo admisible que nos permite utilizar kriging para la interpolación de los datos dispersos.

El primer paso es realizar el análisis exploratorio de los datos. Dado que los datos son
generados a partir de la función de prueba, para el ejemplo se omitirá dicho análisis ya que la
información que se obtiene no será relevante para el desarrollo del mismo. En la subsección
4.2.1 se dieron las referencias pertinentes sobre el tema.

El segundo paso consiste en el cálculo del variograma experimental utilizando la fórmula
dada en la ecuación 4.3. Como se consideran datos dispersos, pocos datos estarán ligados por
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∆θ

∆θ

b b b

H1
H2

Hk

θ
‖hhhk‖

∆hhhk

∆hhhk

Figura 4.6: Esquema para determinar las clases en el cálculo del variograma experimental.

un vector espećıfico hhh de la misma magnitud y dirección, es por ello que se deben tomar en
cuenta una tolerancia tanto para la magnitud como para el ángulo que define su dirección1,
de tal manera que la k-ésima clase Hk está formada por todos los vectores hhh que cumplen
‖hhhk‖−∆hhhk ≤ ‖hhh‖ < ‖hhhk‖+∆hhhk , además de que el ángulo ϕ que define su dirección esté aco-
tado entre θ−∆θ ≤ ϕ < θ+ ∆θ, donde hhhk es el representante de la clase, θ es una dirección
prefijada y ∆hhhk , ∆θ las tolerancias respectivas (véase figura 4.6).

En la práctica, el ángulo θ considerado anteriormente define la dirección o las direcciones
en las que se quiere calcular el variograma experimental, principalmente para examinar si
existe algún tipo de anisotroṕıa. No hay una regla de cuantas direcciones deben ser conside-
radas ya que esto depende del fenómeno bajo estudio, pero usualmente se toman cuatro, las
relacionadas con los puntos cardinales, este-oeste (0◦), noreste-suroeste (45◦), norte-sur (90◦)
y noroeste-sureste (135◦), con una tolerancia ∆θ de 22.5◦ (véase figura 4.2). Notesé que no es
necesario considerar otras direcciones ya que como hemos visto el variograma es una función
par. Con respecto al rango máximo de las distancias consideradas, es decir, la magnitud del
vector de separación hhh, se toma por lo general, a lo más la mitad de la extensión de los datos,
ya que solo nos interesa cuantificar la correlación entre los valores de la posiciones cercanas
entre śı. El número de clases considerado dependen nuevamente del fenómeno bajo estudio
al igual si se ocupan tolerancias ∆hhhk uniformes o no. Aśı, una vez fijando las direcciones θ`
y estableciendo para estas las clases, la fórmula dada en la ecuación 4.3 se utiliza como

γ̂θ`(Hk) =
1

2NHk

NHk∑

i=1

(zj − zi)2 , con xxxj − xxxi = hhh ∈ Hk,

la cual mide la disimilitud promedio con respecto a la clase Hk en la dirección θ`. La gráfica

1Los ángulos son medidos con respecto al eje de las abscisas.
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Figura 4.7: Variograma experimental para los datos del ejemplo 4.1 (a) Modelo lineal ajustado
con pendiente m̂ = 0.13953. (b) Modelo de función potencia ajustado con exponente α =
1.4115 y pendiente m̂ = 0.21954.

del variograma experimental obtenida para este ejemplo se muestra en la figura 4.7 al con-
siderar un variograma omnidireccional2 y 15 clases.

Posteriormente, en el tercer paso, se tiene que ajustar un modelo admisible al vario-
grama experimental. No es necesario que el ajuste sea perfecto, solo basta que el modelo
ajustado respete las caracteŕısticas esenciales exhibidas por el variograma experimental, que
como se mencionó anteriormente son el comportamiento cerca del origen, el rango, etc. En
el ejemplo se han ajustado dos modelos de funciones potencia como se aprecia en la figura 4.7.

El último paso consiste en estimar los nuevos valores mediante kriging utilizando el al-
goritmo 4.1. Obsérvese que por cada nueva estimación es necesario resolver un sistema de
ecuaciones. Por ejemplo, para cada superficie mostrada en la figura 4.8 fue necesario resolver
2500 sistemas kriging. La rapidez con que estos sistemas se resuelven depende de su tamaño,
el cual esta ligado con el número de datos dispersos considerados debido a que, este es un
método global, es por ello que se toman todos los datos en la construcción del sistema. Luego,
entre más datos se tengan los sistemas serán más grandes y el algoritmo 4.1 será más lento.
Este problema se puede abordar tratando de hacer una versión local del método, de forma
análoga al método de Shepard modificado al considerar vecindades alrededor de cada punto
a estimar.

2Es el variograma experimental para el caso isótropo, ya que sólo se toma una dirección de calculo θ entre
0◦ y 179◦ con una tolerancia ∆θ = 90◦, de tal modo que todos los vectores son considerados, no importando
ya su dirección.
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Figura 4.8: Superficies obtenidas mediante kriging ordinario utilizando diferentes modelos
admisibles de variograma (a) Superficie obtenida utilizando un modelo lineal. (b) Curvas de
nivel. (c) Superficie obtenida utilizando un modelo de función potencia. (d) Curvas de nivel.
(e) Superficie obtenida utilizando un modelo gaussiano junto con efecto nugget. (f) Curvas
de nivel.
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La figura 4.8 muestra las superficies obtenidas mediante el uso de kriging ordinario. La
figura 4.8a muestra la superficie que se obtuvo utilizando un modelo de variograma lineal con
pendiente m̂ = 0.13953, la figura 4.8c muestra la superficie que se tiene al usar un modelo
de función potencia con exponente α = 1.4115 y pendiente m̂ = 0.21954, mientras que la
figura 4.8e muestra la superficie obtenida al usar un modelo gaussiano con rango de 0.37202
y umbral de 0.087489, junto con efecto nugget de 1.8356×10−4. Con cualquiera de los tres
modelos se lograron buenos resultados de la estimación de la función f1. Los modelos de
funciones potencia presentan resultados similares, solo que en el caso del modelo lineal se
puede apreciar algunos picos cerca de las posiciones de los datos mientras que para el otro
modelo no, esto es debido a que el modelo lineal presenta dicho comportamiento cerca del
origen, es decir, cuando la distancia es cero. Para el caso del modelo gaussiano, se puede
apreciar una superficie más suave a causa de las caracteŕısticas de dicho modelo.

Para finalizar, es pertinente hacer un comentario acerca del modelo gaussiano ya que su
uso siempre debe ser acompañado del efecto nugget, aunque sea un valor pequeño del mismo,
esto porque si se utiliza solo, provoca por lo general un mal condicionamiento del sistema
kriging y por tanto una estimación errónea de los nuevos valores (Armstrong [1], Chilès &
Delfiner [3]).
. �



Caṕıtulo 5

B-spline multinivel

Hasta el momento se ha considerado sólo el problema de interpolación, pero como se
mencionó antes, algunas veces se puede tener que los valores de los datos zi comprendan
cierto error. Aśı, en lugar de considerar el problema de interpolación se plantea el problema
de aproximación, donde la única diferencia entre estos dos es que para el problema de apro-
ximación la condición de interpolación se cambia por F (xxxi) ≈ zi. De este modo, si los valores
de los datos son obtenidos a partir de una función escalar desconocida f : D ⊆ R2 → R al
ser evaluada en un conjunto de posiciones arbitrarias xxxi = (xi, yi)

T ∈ R2, i = 1, . . . , N , es
decir, f(xxxi) = zi, entonces F es una aproximación de f en todo D.

Para resolver este problema se estudia un algoritmo para construir una función de apro-
ximación C2 a partir de los datos dados. Este algoritmo aplica una técnica de aproximación
B-spline a una jerarqúıa de mallas de control para generar una secuencia de funciones cuya
suma aproxime la función desconocida f . Una mejora se obtiene al usar refinamiento B-
spline para representar esta suma de varias funciones como una sola función B-spline. En
esta sección se estudiarán las ideas detrás del algoritmo B-spline multinivel y también del
refinamiento B-spline. Como antes, aunque el método se puede aplicar a datos multivariados,
se centra su aplicación a datos bivariados.

5.1. Preliminares.

Se fijarán algunas ideas que serán importantes para que el desarrollo sea inteligible. Sea
el intervalo [0,m] para m ∈ N y considérese la partición uniforme sobre este dada por
Ξ = {ξi = i | i = 0, . . . ,m}. Se está interesado en encontrar la base B-spline para el espacio
lineal de splines cúbicos sobre la partición Ξ, el cual se denotará por S3(Ξ).

De acuerdo con Powell [13], si se tiene el intervalo [a, b] y la partición a = ξ0 <
ξ1, . . . , ξm−1 < ξm = b, se puede construir un B-spline de grado 3 que sea diferente de
cero en (ξp, ξp+4), p = 0, . . . ,m− 4 mediante

Bp(x) =

p+4∑

j=p



p+4∏

i=p

i6=j

1

(ξi − ξj)


 (x− ξj)3

+, −∞ < x <∞, (5.1)
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Figura 5.1: B-spline cúbico B(x) sobre la partición {−2,−1, 0, 1, 2}.

donde (x− ξj)+ = máx(0, x− ξj).

Ejemplo 5.1. Sea el intervalo [−2, 2], con la partición {ξ0 = −2, ξ1 = −1, ξ2 = 0, ξ3 =
1, ξ4 = 2}. Para p = 0, se construye el B-spline B(x) = 4B0(x) sobre el intervalo (−2, 2)
utilizando la definición de Powell (5.1), esto es

B(x) = 4B0(x) = 4

[
1

24
(x+ 2)3

+ −
1

6
(x+ 1)3

+ +
1

4
(x)3

+ −
1

6
(x− 1)3

+ +
1

24
(x− 2)3

+

]

=
1

6
(x+ 2)3

+ −
2

3
(x+ 1)3

+ + (x)3
+ −

2

3
(x− 1)3

+ +
1

6
(x− 2)3

+.

Ya que B(x) es diferente de cero solo en el intervalo (−2, 2), se puede reescribir la última
ecuación como

B(x) =





(x+ 2)3

6
−2 < x ≤ −1

−3x3 − 6x2 + 4

6
−1 ≤ x < 0

3x3 − 6x2 + 4

6
0 ≤ x < 1

(2− x)3

6
1 ≤ x < 2

, (5.2)

de este modo, B(x) es un B-spline cúbico sobre la partición (−2,−1, 0, 1, 2). La figura 5.1
muestra la forma del B-spline B(x).
. �

La dimensión del espacio S3(Ξ) es m + 3, por lo que se necesitan m + 3 funciones B-
spline cúbicas para la base (véase Powell [13]). Una forma de dar la base es añadiendo
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puntos adicionales en los extremos del intervalo [0,m], de tal manera que se pueda utilizar la
definición de Powell (ecuación (5.1)) sobre la partición {ξj = j − 3 | j = 0, . . . ,m+ 6}. Otra
forma, es utilizar el hecho de que la partición es uniforme, entonces se puede utilizar (5.2) y
una traslación de los puntos t(x) = x− k, de tal forma, que la base queda dada por

Bk(x) =





(x+ 2− k)3

6
k − 2 < x ≤ k − 1

3x3 + (9k + 6)x2 + (12k − 9k2)x+ (3k3 − 6k2) + 4

6
k − 1 ≤ x < k

3x3 − (9k + 6)x2 + (12k + 9k2)x− (3k3 + 6k2) + 4

6
k ≤ x < k + 1

(2 + k − x)3

6
k + 1 ≤ x < k + 2

(5.3)

con k = −1, . . . ,m+ 1 y Bk(x) = B(x− k). Bk denota que el B-spline es distinto de cero en
el intervalo (k − 2, k + 2). De ahora en adelante se empleará esta última descripción.

De esta manera, cualquier spline cúbico f en S3(Ξ) puede ser expresada por una combi-
nación lineal de los elementos de la base (5.3), i.e.

f(x) =

m+1∑

k=−1

φkBk(x) =

m+1∑

k=−1

φkB(x− k). (5.4)

Observación 5.1. Si se toma x ∈ [i, i+ 1) con i = 0, . . . ,m− 1, entonces (5.4) se reduce a

f(x) =
i+2∑

k=i−1

φkBk(x) =
i+2∑

k=i−1

φkB(x− k).

ya que son los únicos elementos de la base que son distintos de cero en ese intervalo.

Por otro lado, nótese que cada elemento de la base Bk esta conformado por cuatro seg-
mentos de curva, correspondientes a los intervalos en la cual es diferente de cero, por lo cual
se puede hacer una traslación de manera conveniente para que estos segmentos de curva
estén definidos en el intervalo [0, 1).

Se denota por β`k, para ` = 0, 1, 2, 3, al segmento de curva para el cual Bk está definido
en el intervalo [k+ 1− `, k+ 2− `), de manera que Bk(x) = β`k(x) sobre este intervalo (véase
figura 5.2). Tómese primero el segmento de curva

β0
k(x) =

1

6
(2 + k − x)3 para x ∈ [k + 1, k + 2)

y la traslación t0(x) = x− k − 1, entonces la función se reescribe como,

β0
k(x) =

1

6
(1− t0(x))3 para 0 ≤ t0(x) < 1.
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Figura 5.2: Los cuatro segmentos de curva β`k del B-spline cúbico Bk.

De forma análoga, para los tres segmentos de curva restantes

β1
k(x) =

[
3x3 − (9k + 6)x2 + (12k + 9k2)x− (3k3 + 6k2) + 4

]
/6 para x ∈ [k, k + 1),

β2
k(x) =

[
3x3 + (9k + 6)x2 + (12k − 9k2)x+ (3k3 − 6k2) + 4

]
/6 para x ∈ [k − 1, k),

β3
k(x) = (x+ 2− k)3/6 para x ∈ [k − 2, k − 1),

se toman las transformaciones

t1(x) = x− k,
t2(x) = x− k + 1,

t3(x) = x− k + 2,

respectivamente, de manera tal que estos segmentos de curva se pueden reescribir como

β1
k(x) =

1

6
(3t1(x)3 − 6t1(x)2 − 4) para 0 ≤ t1(x) < 1,

β2
k(x) =

1

6
(−3t2(x)3 + 3t2(x)2 + 3t2(x)− 4) para 0 ≤ t2(x) < 1,

β3
k(x) =

1

6
(t3(x))3 para 0 ≤ t3(x) < 1.

Dado que las traslaciones t` cumplen que 0 ≤ t` < 1, entonces, pueden ser reemplazadas
convenientemente por una variable t, con 0 ≤ t < 1, de tal manera que los segmentos de
curva sean renombrados por

B0(t) = (1− t)3/6,

B1(t) = (3t3 − 6t2 + 4)/6, (5.5)

B2(t) = (−3t3 + 3t2 + 3t+ 1)/6,

B3(t) = t3/6,
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Figura 5.3: Funciones base B-spline cúbicas.

donde

B`(t) = β`k(x), t = t`(x) = x− k − 1 + `,

para x ∈ [k + 1− `, k + 2− `], k = −1, . . . ,m + 1. La figura 5.3 muestra la gráfica de estas
funciones a las cuales se llamará funciones base B-spline cúbicas.

Lema 5.1. Sea f una función en S3(Ξ). Entonces para x ∈ [i, i+ 1) (i = 0, . . . ,m− 1),

f(x) =

3∑

`=0

φ`+i−1B`(t), t = t(x) = x− i, (5.6)

donde B` son las funciones base B-spline dadas en (5.5).

Demostración. Como x ∈ [i, i + 1), de la observación 5.1 y recordando que Bk(x) = β`k(x)
para x ∈ [k + 1− `, k + 2− `) (` = 0, 1, 2, 3) se tiene que,

f(x) =

i+2∑

k=i−1

φkBk(x) = φi−1Bi−1(x) + φiBi(x) + φi+1Bi+1(x) + φi+2Bi+2(x)

= φi−1β
0
i−1(x) + φiβ

1
i (x) + φi+1β

2
i+1(x) + φi+2β

3
i+2(x) =

3∑

`=0

φ`+i−1β
`
`+i−1(x).

Como

B`(t) = β`k(x) = β``+i−1(x),

con

t = t(x) = x− k − 1 + ` = x− `− i+ 1− 1 + ` = x− i;
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y de la última expresión, se puede ver que cada spline cúbico f(x) en S3(Ξ), para x ∈ [i, i+1)
(i = 1, . . . ,m− 1), puede ser expresado solo en términos de la funciones base B-spline (5.5),
i.e.

f(x) =

3∑

`=0

φ`+i−1β
`
`+i−1(x) =

3∑

`=0

φ`+i−1B`(t),

con t = t(x) = x− i.

5.2. Aproximación B-spline.

En esta sección, se muestra a detalle como se utiliza el resultado 5.1 para definir una
función de aproximación bivariada B-spline como el producto tensorial de las funciones base
B-spline dadas en (5.5).

5.2.1. Idea básica.

Sea Ω = {xxx = (x, y)T ∈ R2 | 0 ≤ x < m, 0 ≤ y < n, m, n ∈ N} un dominio rectangular
en el plano xy. Considérese un conjunto de puntos dispersos P = {(xc, yc, zc) | c = 1, . . . , N}
en el espacio, donde xxxc = (xc, yc)

T ∈ Ω. Para aproximar los datos dispersos P, se utiliza
una función de aproximación F como una función bivariada B-spline bicúbica uniforme, la
cual está definida por una malla de control Φ superpuesta sobre el dominio Ω. Sin perdida
de generalidad, se supone que Φ es una malla de (m+ 3)× (n+ 3) la cual genera una malla
entera en Ω (véase figura 5.4).

0 1 m m+ 1-1

Ω

0

1

n

n+ 1 Φ
φmnφ0n

φ00 φm0

. . .

...

Figura 5.4: Configuración de la malla de control sobre Ω.
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Sea φi,j el valor del i, j-ésimo punto de control en la malla Φ, localizado en (i, j), para
i = −1, 0, . . . ,m + 1 y j = −1, 0, . . . , n + 1. La función de aproximación F es definida en
términos de estos puntos de control por,

F (xxx) = F (x, y) =
3∑

k=0

3∑

`=0

Bk(s)B`(t)φ(i+k)(j+`), (5.7)

donde i = bxc − 1, j = byc − 1, s = x − bxc y t = y − byc. Bk y B` son las funciones base
B-spline cúbicas uniformes definidas en (5.5) como:

B0(r) = (1− r)3/6,

B1(r) = (3r3 − 6r2 + 4)/6,

B2(r) = (−3r3 + 3r2 + 3r + 1)/6,

B3(r) = r3/6,

para 0 ≤ r < 1. Estas sirven para ponderar la contribución de cada punto de control a F (xxx)
basado en su distancia a xxx.

Observación 5.2. Nótese que la función de aproximación F es obtenida del producto ten-
sorial de dos funciones spline cúbicas, una en la dirección x y otra en la dirección y, las cuales
están en términos de las funciones base B-spline cúbicas (véase resultado 5.1), por lo cual,
hay dieciséis puntos de control de la malla ya que cada spline en cada dirección cuenta con
cuatro coeficientes correspondientes a los elementos de la base que determinan los splines en
los intervalos [i, i+ 1) para x y [j, j + 1) para y.

Con esta formulación, el problema de obtener la función F se reduce a encontrar los
puntos de control en Φ que mejor aproximen los datos dispersos en P.

Para determinar la malla de control desconocida Φ, primero se considera un punto de
los datos (xc, yc, zc) en P. Si se utiliza la definición de la función de aproximación F dada
en (5.7), se tiene que F (xc, yc) esta determinada por los dieciséis puntos de control en la
vecindad de (xc, yc) (v́ease observación 5.2). Sin pérdida de generalidad, se supondrá que
1 ≤ xc, yc < 2 (para hacer i = j = 0), de este modo, los puntos de control que determinan el
valor de F en (xc, yc) son φk`, para k, ` = 0, 1, 2, 3, los cuales se piden que satisfagan

F (xc, yc) =

3∑

k=0

3∑

`=0

wk`φk` = zc,

donde wk` = Bk(s)B`(t) y s = xc− 1, t = yc− 1, ya que al no haber más puntos de los datos
la mejor aproximación es que F (xc, yc) sea igual al valor conocido zc. Otras posibilidades
pueden ser consideradas, pero seguiremos el desarrollo de Lee et al. [12].
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Sea F (xxx,ϕϕϕ) =
∑3

k=0

∑3
`=0wk`φk`, la cual se puede reescribir en forma vectorial como:

F (xxx,ϕϕϕ) = wwwtϕϕϕ

donde xxx ∈ R2 y www = (w00, w01, . . . , w32, w33)T, ϕϕϕ = (φ00, φ01, . . . , φ32, φ33)T ∈ R16. Sea
SP ⊂ R16 definido por

SP = {ϕϕϕ |F (xxx,ϕϕϕ) = zc},

entonces, queremos encontrar ϕϕϕ ∈ SP tal que,

mı́n
ϕϕϕ∈SP

‖ϕϕϕ‖2.

Dado que se pide la condición de que F (xc, yc) = zc, se puede utilizar un multiplicador
de Lagrange para convertir el problema anterior en un problema sin restricciones, que nos
lleva a minimizar la función

L(ϕϕϕ,www) =
1

2
‖ϕϕϕ‖2 − λ(wwwtϕϕϕ− zc).

Derivando parcialmente con respecto a ϕϕϕ y λ, esto es

∂L

∂ϕϕϕ
=

1

2

∂

∂ϕϕϕ
ϕϕϕtϕϕϕ− λ ∂

∂ϕϕϕ
wwwtϕϕϕ = ϕϕϕt − λwwwt,

∂L

∂λ
= −(wwwtϕϕϕ− zc)

∂

∂λ
λ = zc −wwwtϕϕϕ,

e igualando a cero las expresiones anteriores, se tiene que

ϕϕϕ = λwww,

wwwtϕϕϕ = zc.

Utilizando las dos últimas ecuaciones, se obtiene que

wwwtϕϕϕ = zc

wwwt(λwww) = zc

λ‖www‖2 = zc

λ =
zc
‖www‖2

por lo tanto,

ϕϕϕ =
zc
‖www‖2www.

Como

‖www‖2 =

3∑

a=0

3∑

b=0

w2
ab,
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Figura 5.5: Relación posicional entre los datos y los puntos de control.

y dado que ϕϕϕi = (zc/‖www‖2)wwwi para i = 1, . . . , 16, entonces

φk` =
wk`zc

3∑

a=0

3∑

b=0

w2
ab

, (5.8)

para k, ` = 0, 1, 2, 3. En esta solución, los puntos de control son cercanos a cero si se encuen-
tran lejos de (xc, yc) ya que estos están relacionados con pesos wk` casi cero.

Ahora se consideran todos los puntos de los datos en P. Como ya se vio, un punto de
los datos define una vecindad de 4 × 4 puntos de control que son los que participan en el
cálculo de la función de aproximación F en dicho punto de los datos. Aśı, se puede proceder
como antes al utilizar la ecuación (5.8) para obtener los puntos de control correspondientes
a la vecindad de cada uno de los puntos de los datos en P. Nótese que estas vecindades
pueden superponerse para puntos suficientemente cercanos, como por ejemplo los puntos p1

y p2 en la figura 5.5a, por lo que, si utilizamos (5.8) para obtener los puntos de control, estos
tendrán diferentes valores si estos pertenecen a diferentes vecindades.

En general, se resuelven asignaciones múltiples a un punto de control φ al considerar los
puntos de los datos en su vecindad de 4× 4 (como se muestra en la figura 5.5b), ya que solo
estos puntos pueden influenciar el valor de φ al ser obtenido mediante (5.8). Se denominará a
estos conjuntos de puntos el conjunto de datos de proximidad de φ.

Sea Pij el conjunto de datos de proximidad de un punto de control φij tal que

Pij = {(xc, yc, zc) ∈P | i− 2 ≤ xc < i+ 2, j − 2 ≤ yc < j + 2},
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luego, para cada (xc, yc, zc) ∈ Pij , (5.8) da a φij un valor diferente φcij

φcij =
wczc

3∑

a=0

3∑

b=0

w2
ab

,

donde wc = wk` = Bk(s)B`(t), k = (i+1)−bxcc, ` = (j+1)−bycc, s = xc−bxcc, t = yc−bycc.

Si suponemos que φij es el valor real del i, j-ésimo punto de control, entonces este es
elegido para minimizar el error

e(φij) =
∑

c

(wcφij − wcφcij)2

donde, el término (wcφij −wcφcij) es la diferencia entre el real y la contribución esperada de
φij a la función F en (xc, yc), es decir, este es el error de aproximación debido a φij , asumien-
do que los otros puntos de control alrededor de (xc, yc, zc) tienen sus valores determinados
por (5.8) usando ese punto.

Diferenciando el error e(φij) con respecto de φij ,

d

dφij
e(φij) =

∑

c

w2
c

d

dφij
(φij − φcij)2

= 2
∑

c

w2
c (φij − φcij),

igualando a cero la última expresión

2
∑

c

w2
c (φij − φcij) = 0

∑

c

w2
cφij =

∑

c

w2
cφ

c
ij ,

y por último despejando φij , se obtiene

φij =

∑

c

w2
cφ

c
ij

∑

c

w2
c

. (5.9)

El conjunto de datos de proximidad Pij es el conjunto de puntos en P en el cual el
punto de control φij tiene una influencia sobre la función de aproximación F . Cuando Pij
contiene varios puntos, (5.9) da una solución de mı́nimos cuadrados a φij , la cual minimiza
un error de aproximación local. Cuando Pij consiste sólo de un punto, (5.9) se reduce a
(5.8), para el cual no hay error de aproximación ya que se considera el caso de interpola-
ción. Cuando Pij es vaćıo, sin embargo, φij no tiene influencia sobre F (xc, yc) para cualquier
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Figura 5.6: Comportamiento de la función de aproximación F definida en (5.7).

punto de los datos (xc, yc, zc) en P, lo que implica que a φij se le puede asignar cualquier
valor arbitrario, tal como cero o el promedio de los {zc} sin afectar la aproximación del error.

Observación 5.3. Cuando Pij es vaćıo, se asigna cero a φij para hacer a la función de
aproximación F tender a cero en su vecindad. Esta es una propiedad útil en el algoritmo
multinivel.

La figura 5.6 muestra gráficamente el comportamiento de la función de aproximación F .
Si todos los φij que participan en el cálculo de F son determinados mediante (5.8), entonces
la función F será una función de interpolación (figura 5.6a). En cambio, si al menos un
φij que participa en el cálculo de F es compartido por varios de los puntos de los datos,
entonces estos son determinados mediante (5.9), de esta manera la función F es una función
de aproximación (figura 5.6b).

5.2.2. Algoritmo

Para determinar la malla de control Φ a partir de los puntos de los datos, no es necesario
identificar de manera explicita el conjunto de datos de proximidad para cada punto de con-
trol, ya que, como cada punto de los datos en P influye solamente un conjunto de 4×4 puntos
de control vecinos, este pertenece sólo a los conjuntos de datos de proximidad de esos puntos
de control. Por lo tanto, se puede acumular eficientemente el numerador y el denominador de
(5.9) para cada punto de control al considerar cada punto de los datos en turno. Aśı, el valor
de un punto de control es entonces obtenido por una división si el denominador es distinto
de cero. Un denominador nulo ocurre sólo en el caso cuando un punto de control tiene un
conjunto de datos de proximidad vaćıo, en tal caso, se asigna el valor cero al punto de control.

El siguiente pseudocódigo describe el método de aproximación B-Spline, el cual se denota
como algoritmo BA, y consiste básicamente en la búsqueda de la malla de control Φ.
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Algoritmo 5.1: Algoritmo BA

Entrada: datos dispersos P = {(xc, yc, zc)}
Salida: malla de control Φ = {φij}

1 Para todo i, j hacer
2 δij = 0 y ωij = 0

3 Para cada (xc, yc, zc) en P hacer
4 i = bxcc − 1 y j = bycc − 1
5 s = xc − bxcc y t = yc − bycc
6 calcular wk`’s y

∑3
a=0

∑3
b=0w

2
ab

7 Para k, ` = 0, 1, 2, 3 hacer
8 calcualar φk` con (5.8)
9 sumar w2

k`φk` a δ(i+k)(j+`)

10 sumar w2
k` a ω(i+k)(j+`)

11 Para todo i,j hacer
12 Si ωij 6= 0 entonces
13 calcular φij = δij/ωij
14 de lo contrario
15 φij = 0

Observación 5.4. Dependiendo del tamaño de la malla de control que se utilice, de acuerdo
con el algoritmo BA (algoritmo 5.1), la función de aproximación B-spline tiene algunos de
los siguientes comportamientos.

1. Si la malla de control es gruesa, es decir, que hay muy pocos puntos de control, enton-
ces la función de aproximación B-spline (5.7), será una función que suavice los datos
originales P. La figura 5.7b muestra un ejemplo de este caso.

2. Si la malla de control es fina, esto es, que se tenga muchos puntos de control, y los
puntos de los datos estén lo suficientemente lejanos unos de otros como para que cada
punto de control sólo sea influenciado por un punto de los datos, entonces la función de
aproximación B-spline (5.7), se vuelve una función de interpolación. Esta función de
interpolación es diferente de cero sólo en vecindades pequeñas alrededor de los puntos
de los datos, por lo cual se tiene la presencia de picos (observe la figura 5.7d). El hecho
de que la función de aproximación B-spline se casi cero, se debe a que a los puntos de
control se les asigna el valor cero (observación 5.3), cuando estos no son influenciados
por puntos de los datos, por lo cual se pierde suavidad, pero esta es una propiedad
muy útil para el algoritmo multinivel.

3. Si la malla de control es fina, pero hay puntos de los datos que están lo suficientemente
cerca para que un punto de control este influenciado por más de un punto de los datos,
entonces se tendrá un comportamiento mixto, como lo muestra la figura 5.7c.
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Figura 5.7: Ejemplos de aproximación B-spline para diferentes resoluciones de la malla de
control.

5.3. Aproximación B-spline multinivel.

De acuerdo a la observación 5.3, al utilizar el algoritmo BA, dependiendo del tamaño de
la malla de control que se utilice, se puede obtener una función suave que aproxime los datos
o una función que los interpole pero que presente picos, lo cual puede ser visto como pérdida
en la suavidad de la función de interpolación.

En esta sección se presenta un algoritmo de aproximación B-spline tipo multinivel que
evita la compensación entre suavidad y precisión de la función de aproximación generada
por el algoritmo BA. La función resultante alcanza una forma suave a la par que se aproxima
al conjunto de datos dado P. El algoritmo hace uso de una jerarqúıa de mallas de control
para generar una secuencia de funciones cuya suma se acerca a la función de aproximación
deseada. En la secuencia, la función de una malla más gruesa da una aproximación inicial,
la cual se va refinando en precisión por funciones obtenidas de mallas más finas. Al final se
usa refinamiento B-spline para reducir la suma de estas funciones a una función equivalente.
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5.3.1. Algoritmo básico.

Considérese una jerarqúıa de mallas de control, Φ0,Φ1, . . . ,Φh, sobrepuestos en un do-
minio Ω. Se supone que el espaciamiento entre los puntos de control para Φ0 está dado y
que el espaciamiento es dividido por 2 de una malla a la siguiente (obsérvese la figura 5.8).
Bajo esta idea, si Φk en una malla de (m+ 3)× (n+ 3), la siguiente malla más fina Φk+1 va
a tener (2m+ 3)× (2n+ 3) puntos de control. La posición del punto de control (i, j) en Φk

coincide con el punto de control (2i, 2j) en Φk+1.

La aproximación B-spline multinivel comienza por aplicar el algoritmo BA a P con la
malla de control más gruesa Φ0. La función resultante F0 sirve como una aproximación
inicial suave que posiblemente deje una gran discrepancia en los puntos de los datos P.
En particular, F0 deja una desviación ∆1zc = zc − F0(xc, yc), para cada punto (xc, yc, zc)
en P. La siguiente malla de control más fina Φ1 es entonces usada para obtener la fun-
ción F1 que aproxime la diferencia P1 = {(xc, yc,∆1zc)}. De esta forma, la suma F0 + F1

da una desviación menor ∆2zc = zc−F0(xc, yc)−F1(xc, yc) para cada punto (xc, yc, zc) en P.

En general, para cada nivel k en la jerarqúıa, se obtiene la función Fk al usar la malla de
control Φk para aproximar los datos Pk = {(xc, yc,∆kzc)} donde

∆kzc = zc −
k−1∑

i=0

Fi(xc, yc) = ∆k−1zc − Fk−1(xc, yc),

y ∆0zc = zc. Este proceso comienza desde la malla más gruesa Φ0 y continua incremental-
mente hacia la malla más fina Φh. La función final de aproximación F es definida como la
suma de las funciones Fk, i.e.

F =
h∑

k=0

Fk.

Observación 5.5. Sólo la malla de control Φ0 es aplicada a los datos originales P para
obtener la forma global de la función F . Todas las mallas finas sucesivas sirven para aproxi-
mar y remover el error residual. Esto se logra por la propiedad de que para mallas muy finas,
la función de aproximación dada en (5.7) es diferente de cero sólo en vecindades pequeñas
alrededor de los puntos de los datos (véase obsevación 5.4 inciso 2), aśı, mientras k crece,
Fk tiende a cero. De esta manera, tenemos una solución incremental para la función f que
produce una aproximación suave y cercana a P.

El siguiente pseudocódigo describe el algoritmo básico para la aproximación multinivel
B-spline, el cual se denotará por algoritmo básico MBA. Nótese que una jerarqúıa de mallas
de control es suficiente para representar la función F ya que cada Fk puede ser representada
por Φk, y F es la suma de los {Fk}.
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Algoritmo 5.2: Algoritmo Básico MBA

Entrada: datos dispersos P = {(xc, yc, zc)}
Salida: jerarqúıa de mallas de control Φ0, Φ1, . . ., Φh

1 k=0
2 Mientras k ≤ h hacer
3 Pk = {(xc, yc,∆kzc)}
4 calcular Φk de Pk mediante el algoritmo BA

5 calcular ∆kzc = ∆k−1zc − Fk−1(xc, yc) para cada punto de los datos
6 k = k + 1

La figura 5.8 muestra un diagrama esquemático del proceso seguido por el algoritmo.
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jerarqúıa de secuencia de

función de

funciones B-splinemallas de control

aproximación F

Figura 5.8: Diagrama esquemático del algoritmo básico MBA.
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5.4. Algoritmo B-spline multinivel con refinamiento.

El algoritmo básico MBA genera una jerarqúıa de mallas de control que representa la
función de aproximación F . Para evaluar F , se debe determinar la función Fk a partir de la
malla de control Φk para cada nivel k y adicionarlo sobre el dominio Ω.

Esto introduce un aumento significativo en el tiempo si F tiene que ser evaluada en un
gran número de puntos en Ω. Por esto, se propone tratar este problema usando progresiva-
mente un refinamiento B-spline a la jerarqúıa de las mallas de control. Esto permite que F
sea representada por una función B-spline en lugar de la suma de varias funciones B-spline.
Consecuentemente, el cálculo de Fk es limitado a un pequeño número de puntos de control
en Φk en lugar de todos los puntos en Ω.

Sea F (Φ) la función B-spline generada por la malla de control Φ y |Φ| denote el tamaño
de la malla Φ. Con el refinamiento B-spline, se puede construir una malla de control Φ′0 a
partir de la malla más gruesa Φ0 tal que F (Φ′0) = F0 y |Φ′0| = |Φ1|. Entonces la suma de
funciones F0 y F1 puede ser representada por la malla Ψ1 la cual sea resultado de sumar a
cada par correspondiente de puntos de control en Φ′0 y Φ1, esto es, F (Ψ1) = g1 = f0 + f1,
donde Ψ1 = Φ′0 + Φ1.

En general, sea

gk =
k∑

i=0

Fi

la suma parcial de funciones Fi hasta el nivel de jerarqúıa k. Supóngase que la función gk−1

es representada por una malla de control Ψk−1 tal que |Ψk−1| = |Φk−1|. En la misma forma
como se calculo Ψ1 antes, se puede refinar Ψk−1 para obtener Ψ′k−1, y sumar Ψ′k−1 a Φk para
obtener Ψk tal que F (Ψk) = gk y |Ψk| = |Φk|, esto es, Ψk = Ψ′k−1 + Φk.

Por lo tanto, de g0 = F0 y Ψ0 = Φ0, se puede calcular una sucesión de mallas de control
Ψk que progresivamente construyan una malla de control Ψh para la función de aproximación
final F = gh.

Observación 5.6. El proceso descrito por este algoritmo para calcular la función de apro-
ximación F = gk sigue la idea del método multigrid, ya que, para obtener una mejor aproxi-
mación gk = F (Ψk) a partir de una aproximación previa gk−1 = F (Ψk−1), es necesario hacer
un refinamiento Ψ′k−1 de Ψk−1 y hacer una corrección Φk para obtener Ψk = Ψ′k−1 + Φk,
que caracteriza a la función gk. Aśı, este algoritmo reduce considerablemente los costos de
calcular gk, ya que se se utilizan los cálculos previos gk−1.

De acuerdo con Lee et al. [12], existen varios métodos para refinar una malla de control en
otra de tal manera que ambas generan la misma función B-spline. A continuación se describe
el proceso de refinamiento que se utiliza en este algoritmo.
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5.4.1. Refinamiento del spline bicúbico uniforme.

Para mostrar expĺıcitamente el refinamiento que se utiliza en el algoritmo MBA, se ini-
ciará exponiendo las ideas del refinamiento utilizado en el caso univariado y posteriormente
usar este para obtener el refinamiento en el caso bivariado.

Refinamiento en una dimensión.

Sea el intervalo [0,m] para m ∈ N y se considera la partición uniforme sobre este dada
por Ξ = {ξi = i | i = 0, . . . ,m}. Se toma nuevamente el espacio lineal de splines cúbicos
definido sobre esta partición, S = S3(Ξ). Sea el refinamiento de la partición anterior, dado

por los puntos Ξ′ =
{
ξ′j = 1

2j | j = 0, . . . , 2m
}

, que se obtiene al insertar puntos a la mitad de

los {ξi}. Nótese que ξi = ξ′j para j = 2i (i = 0, . . . ,m). Entonces sobre esta nueva partición
del intervalo [0,m], se toma el espacio lineal de splines cúbicos, S ′ = S3(Ξ′), que cumplen
S ⊂ S ′.

Análogamente a como se procedió antes para el espacio S , se puede construir una base
de B-splines a partir de

B′(x) = 2B0(x) =





(2x+ 2)3

6
−1 < x ≤ − 1

2

−24x3 − 24x2 + 4

6
− 1

2 ≤ x < 0

24x3 − 24x2 + 4

6
0 ≤ x < 1

2

(2− 2x)3

6
1
2 ≤ x < 1

,

donde B0 esta dado por la definición de Powell (5.1) sobre la partición Ξ′. Entonces B′(x)
es un B-spline cúbico sobre la partición {−1,−1/2, 0, 1/2, 1}. Luego la base para el espacio S ′

esta dada por:

B′k(x) = B′
(
x− 1

2
k

)
para k = −1, 0, . . . , 2m+ 1, (5.10)

donde B′k es distinto de cero para el intervalo
(

1
2k − 1, 1

2k + 1
)
. Aśı, cualquier spline cúbico

f en S ′, puede ser expresado por una combinación lineal de los elementos de la base (5.10),
i.e.

f(x) =
2m+1∑

k=−1

φ′kB′k(x) =
2m+1∑

k=−1

φ′kB
′
(
x− 1

2
k

)
. (5.11)

Ahora, si x ∈ [−1, 1], véase que bajo la transformación γ = γ(x) = 2x, se tiene que

[−1, 1]
γ−→ [−2, 2], por lo cual B′(x) = B(2x), donde B(x) esta dado por (5.2). Dada esta

relación entre B′ y B, y que las bases de los dos espacios son obtenidos a partir de estas,
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entonces es posible construir las funciones base B-spline sobre el espacio S ′, a partir de las
funciones base B-spline sobre el espacio S , dadas en (5.5).

Si se denota por B′i(t), i = 0, 1, 2, 3, las funciones base sobre el espacio refinado S ′,
entonces para el intervalo 0 ≤ t < 1

2 , se tiene que B′i(t) = Bi(2t) están dadas por,

B′0(t) =
1

6
(1− 2t)3,

B′1(t) = 4t3 − 4t2 +
2

3
, (5.12)

B′2(t) = −4t3 + 2t2 + t+
1

6
,

B′3(t) =
4

3
t3.

donde las funciones B-spline están relacionadas como se muestra en el siguiente diagrama,

[
0, 12

)

[0, 1) R

2t

Bi(t)

B′
i(t)

De esta manera, de forma análoga al resultado 5.1, se tiene que para x ∈
[

1
2j,

1
2(j + 1)

)
,

la función en (5.11), se puede expresar como

f(x) =
2m+1∑

k=−1

φ′kB′k(x) =

j+2∑

k=j−1

φ′kB′k(x) =
3∑

`=0

φ′`+j−1B
′
`(t). (5.13)

para t = t(x) = x− 1
2j.

Luego, para x ∈
[

1
2j,

1
2(j + 1)

)
⊂ [i, i+ 1), por las ecuaciones (5.6) y (5.13), se tiene que

el spline cúbico f(x) puede ser expresada en ambos espacios, S y S ′ respectivamente, por

f(x) =

3∑

`=0

φ`+i−1B`(t) =
3∑

`=0

φ′`+j−1B
′
`(t) =

3∑

`=0

φ′`+2i−1B
′
`(t)

donde {φ′`+j−1 = φ′`+2i−1}, ya que j = 2i, y {φ`+i−1} son los coeficientes del spline en S ′ y
S respectivamente.

Ahora, tomando las definiciones de las funciones base en ambos espacios (ecuaciones (5.5)



Caṕıtulo 5. B-spline multinivel 105

y (5.12)), y ordenando los términos por el grado en t, de la última ecuación se obtiene,
(
−4

3
φ′2i−1 + 4φ′2i − 4φ′2i+1 +

4

3
φ′2i+2

)
t3 +

(
2φ′2i−1 − 4φ′2i + 2φ′2i+1

)
t2

−
(
φ′2i−1 − φ′2i+1

)
t+

(
1

6
φ′2i−1 +

2

3
φ′2i +

1

6
φ′2i+1

)

=

(
−1

6
φi−1 +

1

2
φi −

1

2
φi+1 +

1

6
φi+2

)
t3 +

(
1

2
φi−1 − φi +

1

2
φi+1

)
t2

−
(

1

2
φi−1 −

1

2
φi+1

)
t+

(
1

6
φi−1 +

2

3
φi +

1

6
φi+1

)
.

Comparando término a término para cada grado en t, se obtiene un sistema lineal de
cuatro ecuaciones en las incógnitas φ′`+2i−1




1
6

2
3

1
6 0

−1 0 1 0
2 −4 2 0
−4

3 4 −4 4
3







φ′2i−1

φ′2i
φ′2i+1

φ′2i+2


 =




1
6

2
3

1
6 0

−1
2 0 1

2 0
1
2 −1 1

2 0
−1

6
1
2 −1

2
1
6







φi−1

φi
φi+1

φi+2


 ,

donde, la solución esta dada por



φ′2i−1

φ′2i
φ′2i+1

φ′2i+2


 =




1 −1
2

1
6 0

1 0 − 1
12 0

1 1
2

1
6 0

1 1 11
12

3
4







1
6

2
3

1
6 0

−1
2 0 1

2 0
1
2 −1 1

2 0
−1

6
1
2 −1

2
1
6







φi−1

φi
φi+1

φi+2


 ,

lo cual nos da los coeficientes en el espacio refinado en términos de los coeficientes conocidos
en el espacio original

φ′2i−1 =
1

2
(φi−1 + φi)

φ′2i =
1

8
(φi−1 + 6φi + φi+1)

φ′2i+1 =
1

2
(φi + φi+1)

φ′2i+2 =
1

8
(φi + 6φi+1 + φi+2)

Véase que φ′2i−1 es como φ′2i+1 sólo que los ı́ndices están trasladados, de la misma manera
para φ′2i y φ′2i+2. Esto se debe a la simetŕıa de las funciones base alrededor del nodo de la
malla. Tanto φ′2i−1 como φ′2i+1 corresponden a nuevos nodos de la malla en la malla refinada
I ′ a la mitad de los nodos de la malla existentes en la malla original I, y φ′2i+2 y φ′2i
corresponden a nuevos nodos en la misma posición que aquellos en la malla original (véase
la figura 5.9), aśı, sólo es necesario considerar,

φ′2i =
1

8
(φi−1 + 6φi + φi+1) (5.14)

φ′2i+1 =
1

2
(φi + φi+1)
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b b

b b b

I

I ′

φi φi+1

φ′
2i φ′

2i+1 φ′
2i+2φ′

2i−1
bb

b
φi−1

Figura 5.9: Nuevos coeficientes de la malla refinada I ′ en el caso univariado.

Refinamiento en dos dimensiones.

Ahora, se quieren encontrar los coeficientes en el caso bivariado para la malla de control
refinada Φ′ en términos de los coeficientes de Φ. Sea f(s, t) =

∑
k

∑
` φk`Bk(s)B`(t), denote

una superficie del producto tensorial B-spline en el espacio definido por Φk. Esta ecuación
puede ser reescrita como

f(s, t) =
∑

k

Bk(t)

[∑

`

φk`B`(s)

]
.

Nótese que, para cada k en en Φ, la suma entre corchetes describe una curva del espacio
S en la variable s. Con esto, cada fila en el producto tensorial tiene una curva de S
correspondiente. Se puede ahora refinar estas curvas para todo k usando el refinamiento
univariado dado en (5.14).

f(s, t) =
∑

k

Bk(t)

[∑

`

φ̂k`B
′
`(s)

]
=
∑

k

∑

`

φ̂k`Bk(t)B
′
`(s).

El resultado hasta ahora es la superficie spline original expresada por un nuevo producto
tensorial dada por la malla Φ̂ donde las nuevas lineas de la malla en la dirección t han sido
insertadas a la mitad de las ĺıneas de la malla Φ. De forma similar a como se ha hecho antes,
se puede reescribir la última ecuación como

f(s, t) =
∑

`

B′`(s)

[∑

k

φ̂k`Bk(t)

]
,

tal que para cada columna ` en Φ̂, la suma entre corchetes describe una curva del espacio S
en la variable t. De nuevo, esta curva puede ser refinada mediante (5.14), aśı,

f(s, t) =
∑

`

B′`(s)

[∑

k

φ′k`B
′
k(t)

]
=
∑

k

∑

`

φ′k`B
′
k(t)B

′
`(s).

Bajo estas ideas, es ahora fácil encontrar el refinamiento para el caso bivariado a partir
del refinamiento dado por el caso univariado (5.14). El diagrama esquemático del proceso
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Φ Φ̂ Φ′
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refinamiento
en s

refinamiento
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Figura 5.10: Nuevos coeficientes de la malla refinada Φ′ en el caso bivariado.

esta dado en la figura 5.10.

Como primero se hace el refinamiento en la dirección s entonces se obtiene una malla de
control Φ̂, el cual, sus puntos de control están dados por,

φ̂2i,j =
1

8
(φi−1,j + 6φi,j + φi+1,j)

φ̂2i+1,j =
1

2
(φi,j + φi+1,j).

Utilizando nuevamente el refinamiento unidimensional , pero ahora sobre la malla de
control Φ̂ y en la dirección t, se tiene que:

φ′2i,2j =
1

8
(φ̂2i,j−1 + 6φ̂2i,j + φ̂2i,j+1)

φ′2i,2j+1 =
1

2
(φ̂2i,j + φ̂2i,j+1)

φ′2i+1,2j =
1

8
(φ̂2i+1,j−1 + 6φ̂2i+1,j + φ̂2i+1,j+1)

φ′2i+1,2j+1 =
1

2
(φ̂2i+1,j + φ̂2i+1,j+1)

que finalmente nos da el refinamiento bidimensional,

φ′2i,2j =
1

64
[φi−1,j−1 + φi−1,j+1 + φi+1,j−1 + φi+1,j+1

+6 (φi−1,j + φi,j−1 + φi,j+1 + φi+1,j) + 36φi,j ]

φ′2i,2j+1 =
1

16
[φi−1,j + φi−1,j+1 + φi+1,j + φi+1,j+1 + 6 (φi,j + φi,j+1)] (5.15)

φ′2i+1,2j =
1

16
[φi,j−1 + φi,j+1 + φi+1,j−1 + φi+1,j+1 + 6 (φi,j + φi+1,j)]

φ′2i+1,2j+1 =
1

4
[φi,j + φi,j+1 + φi+1,j + φi+1,j+1]
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5.4.2. Algoritmo con refinamiento B-spline.

Para generar la malla de control Ψh a partir de los datos P, no se tiene que conservar
los elementos Φk, Ψk, Ψ′k y Pk para todo k. Si se aplica la aproximación B-spline y el refi-
namiento juntos en cada nivel, Ψh puede ser obtenida recorriendo la jerarqúıa de mallas de
control desde la más gruesa hasta la más fina. En el recorrido, sólo una variable por cada
uno de los datos y secuencia de mallas de control es suficiente para manejar el cálculo y los
resultados intermedios.

Esta técnica a la cual se le da el nombre de algoritmo MBA, se describe en el si-
guiente pseudocódigo. En el algoritmo, P − F (Φ) denota la actualización de los datos
{xc, yc,∆k+1zc}, donde P = {xc, yc,∆kzc} y Fk = F (Φ).

Algoritmo 5.3: Algoritmo MBA

Entrada: datos dispersos P = {(xc, yc, zc)}
Salida: malla de control Ψ

1 sea Φ la malla de control más gruesa
2 sea Ψ′ = 0
3 Mientras Φ no exceda la malla de control más fina hacer
4 calcular Φ a partir de P por el algoritmo BA
5 calcular P = P − F (Φ)
6 calcular Ψ = Ψ′ + Φ
7 sea Φ la siguiente malla de control fina
8 refinar Ψ en Ψ′ mediante el cual F (Ψ′) = F (Ψ) y |Ψ′| = |Φ|

Algunas notas finales sobre el algoritmo son dadas en la siguiente:

Observación 5.7. Las siguientes notas son aspectos prácticos del algoritmo MBA.

• Los datos de entrada P = {(xc, yc, zc)} deben ser transformados constantemente pa-
ra poder utilizar mallas de control de diferentes tamaños; esto es, que cumplan la
suposición de que (xc, yc) ∈ Ω para poder utilizar el algoritmo BA.

• Como se ha mencionado antes, si la malla Φk tiene un tamaño (m+3)×(n+3) entonces
la mallas más fina siguiente tendrá un tamaño (2m+ 3)× (2n+ 3), donde m y n son
especificados.

• El cambio del tamaño de las mallas mencionado en el punto anterior, permite que el
refinamiento sea llevado a cabo mediante el refinamiento bidimensional dado en (5.15).

• La condición de paro del algoritmo MBA, consiste en no pasar un tamaño máximo
de la malla de control especificado. Se puede utilizar una condición de paro en forma
conjunta o separada de esta, al considerar una tolerancia sobre el error residual, esto
es, que ‖∆k+1zzz‖ < tol, donde tol es un valor especificado.
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Figura 5.11: Diagrama esquemático del algoritmo MBA.

La figura 5.11 muestra un diagrama esquemático del proceso seguido por el algoritmo.

Ejemplo 5.2. Considérese nuevamente, como en el ejemplo 2.4, la distribución aleatoria de
50 puntos, para los cuales se evalúa la función de prueba f1(xxx) de Franke dada en [6] por

f1(x, y) = 0.75 exp

(
−(9x− 2)2 + (9y − 2)2

4

)
+ 0.75 exp

(
−(9x+ 1)2

49
− 9y + 1

10

)

+0.5 exp

(
−(9x− 7)2 + (9y − 3)2

4

)
− 0.2 exp

(
−(9x− 4)2 − (9y − 7)2

)
.

La malla de control inicial se construyo tomando m = n = 1 y la malla final de control
tomando m = n = 29. En la figura 5.12 se comparan los resultados obtenidos con la fun-
ción de aproximación obtenida mediante el algoritmo MBA contra la función original f1. Se
puede ver la discrepancia entra ambas, aunque en general tienen una forma parecida. Esta
discrepancia esta relacionada con el número de puntos de los datos.
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Figura 5.12: (a)-(b) Comparación de las curvas de nivel. (c)-(d) Comparación de las super-
ficies.

La figura 5.12d muestra que la forma global de la función de aproximación obtenida
mediante el algoritmo BA es bastante similar a la función f1, a pesar de que el número de
puntos es muy pequeño.
. �



Caṕıtulo 6

Sistema y aplicaciones

Como se ha mencionado con anterioridad, el objetivo del presente trabajo es utilizar
con un enfoque práctico los métodos de interpolación de datos dispersos expuestos en los
caṕıtulos previos. Con este fin se ha creado el sistema UNAMSI v 1.0, una herramienta en
Matlab R2010a para aplicar de manera sencilla dichos métodos a un conjunto de datos en
el espacio. Adicionalmente, dentro del sistema se encuentra el módulo de construcción de
mallas 3D mediante copias verticales, una de las primeras aplicaciones que se pretende dar
al sistema.

6.1. Sistema UNAMSI v1.0.

En la presente sección se describen las partes esenciales del sistema además de mostrarse
algunos ejemplos ilustrativos de su uso. El enfoque general del sistema es trabajar sobre un
conjunto especifico de datos en el espacio al cual se le pueda aplicar el método de interpolación
que más se ajuste a las necesidades del usuario. Por ello se proveen varias herramientas
visuales y de edición que serán descritas en su momento. La figura 6.1 muestra la ventana
principal del sistema desde donde es posible elegir alguna opción entre los siguientes menús:

Figura 6.1: Pantalla principal del sistema UNAMSI v1.0.

111
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Figura 6.2: Opciones en el menú File.

• File, incluye las instrucciones para abrir, crear y guardar los archivos de datos.

• Surface, contiene las instrucciones para construir una superficie mediante algún método
seleccionado o generar un variograma a partir de los datos disponibles.

• Visualization, permite visualizar los diferentes elementos generados (datos, superficie
y variograma).

• Options, da una gama amplia de opciones para cada uno de los elementos generados.

• 3D Model Builder, es un acceso al modulo de construcción de modelos geométricos 3D.

• About, despliega información del sistema.

Los menús Surface, Visualization y Options se encuentran deshabilitados hasta que algún
archivo es cargado o se ha creado un conjunto de datos.

6.1.1. Abrir, crear o importar un conjunto de datos.

Para empezar a trabajar con el sistema lo primero que se debe hacer es contar con un
conjunto de datos cargado en el mismo. Esta acción puede realizarse de tres maneras distintas
desde el menú File (véase figura 6.2):

1) New, crea un conjunto de datos.

2) Load, carga un archivo que contenga un conjunto de datos.

3) Import, permite importar algunos formatos de archivos.

Crear un conjunto de datos con New.

Con el sistema se puede crear un conjunto de datos manualmente para trabajar mediante
la opción New que se encuentra dentro File. Cuando esta opción es seleccionada aparecerá la
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Figura 6.3: Ventana para especificar el tamaño del conjunto de datos a crear.

ventana mostrada en la figura 6.3 para solicitar el tamaño del conjunto de datos. Una vez
que se ha confirmado el valor correspondiente se mostrará dentro de la ventana principal las
herramientas para visualizar y editar los datos (figura 6.4) que son, una tabla que contiene
los valores 1 de los datos y una gráfica de la nube de puntos en el espacio.

Por defecto la tabla se llena con valores en cero en todas las posiciones. Para modificar
las entradas de la tabla sólo basta con seleccionar la casilla correspondiente e introducir el
nuevo valor. Cada vez que se modifica alguna entrada en la tabla también se actualiza la
gráfica de la nube de puntos.

Abrir un conjunto de datos con Load.

Para cargar un fichero de datos dentro del sistema se debe utilizar la opción Load. Los
archivos por defecto que se utilizan para el sistema son los archivos mat de Matlab. Para
que estos archivos funcionen en el sistema debe haber dos variables dentro del fichero mat

nombradas como:

• S, matriz de tamaño N×2 que contiene las posiciones en el plano (coordenadas (xi, yi)).

• Y, vector de tamaño N que contienen las respuestas o salidas zi de una función escalar
desconocida.

Si alguna de las variables no se encuentra dentro del archivo o no corresponde al tipo especi-
ficado se desplegará un mensaje de error. Los archivos pueden tener otras variables definidas
dentro de él pero estas no serán utilizadas ya que sólo se busca dentro del archivo las variables
antes mencionadas. Una vez que se ha cargado el archivo correctamente se deben mostrar
las herramientas de visualización y modificación de datos (figura 6.4) con la información
contenida.

Importar un conjunto de datos con Import.

El sistema cuenta con la opción de importar algunos tipos de archivos. Los archivos
soportados por el sistema son txt (texto plano), csv (valores separados por comas) y dig

1Los valores corresponden a las coordenadas x, y y z, donde el punto (x, y) es la posición en el plano y z
la respuesta o salida de una función escalar desconocida f .
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Figura 6.4: Herramientas para la visualización y modificación de datos.

(curvas de nivel). En caso de algún error en el formato del archivo se mostrará un mensaje de
error. Una vez que se ha cargado el archivo correctamente se deben mostrar las herramientas
de visualización y modificación de datos (figura 6.4) con la información contenida.

6.1.2. Guardar un conjunto de datos.

Cuando los datos son modificados los cambios realizados pueden ser guardados con las
opciones Save, Save as y Export dentro del menú File. Estas opciones permanecen desactiva-
das mientras no estén visibles las herramientas de visualización y modificación de los datos.
Las opciones para guardar tienen diferentes utilidades:

1) Save. Esta opción guarda los cambios realizados a los datos directamente sobre el archivo
por lo que cada vez que se utiliza la opción un mensaje de advertencia es mostrado. Se
recomienda hacer una copia del archivo utilizando Save as para no perder la información
original. La opción sólo se activa cuando algún cambio es realizado a los datos.

2) Save as. La opción permite guardar los datos en todo momento y es útil para hacer una
copia del archivo original o guardar los cambios con otro nombre de archivo.

3) Export. Sirve para exportar los datos a archivos txt (texto plano) y csv (valores separados
por comas), para que puedan ser utilizados en otros programas y editores.

El sistema utiliza los datos que están guardados en el archivo por lo que las modificaciones
hechas a estos sólo pueden ser utilizadas hasta que sean guardadas con Save y Save as. El
formato en que son guardados los datos es el de los archivos mat.
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(a) (b)

Figura 6.5: (a) Herramientas principales de visualización y modificación de los datos. (b)
Herramientas principales junto con información estad́ıstica de los datos.

6.1.3. Herramientas y opciones de visualización y modificación de los da-
tos.

El sistema cuenta con varias opciones para visualizar y modificar los datos que se hayan
cargado. La figura 6.4 muestra las herramientas principales que son la tabla y la gráfica de
la nube de puntos. La tabla tiene la función de mostrar los valores en las tres columnas
x, y y z, correspondientes las dos primeras a la posición y la tercera a la respuesta, y la
selección de los puntos, mediante el uso de la cuarta columna, tanto para su edición aśı como
para ser usados de manera interactiva con la gráfica. La gráfica permite observar la nube
de puntos desde diferentes perspectivas y diferentes conjuntos de puntos seleccionados en la
tabla (figura 6.5a).

En adición a las herramientas de visualización y modificación el sistema cuenta con
el cálculo de algunos estad́ısticos unidimensionales usuales sobre las respuestas (datos de
la columna z de la tabla) y también de su correspondiente histograma (figura 6.5b) con
el objetivo de dar información adicional sobre los datos. Para acceder a dicha información
estad́ıstica sólo es necesario presionar el botón Show data statistics situado en la parte inferior
izquierda de la ventana.

Opciones para la manipulación de los datos.

Para acceder a las opciones para la manipulación de los datos es necesario dirigirse
al submenú Data dentro del menú Options. El siguiente listado da una descripción de las
opciones disponibles.
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Figura 6.6: Ventana para especificar los intervalos de selección.

1. Edit. Activa o desactiva la opción de edición de la tabla de datos. Cuando la opción
está activa esta aparece marcada en el submenú. Por defecto esta desactivada cuando
se abre o importa un archivo de datos y está activa cuando se crea un conjunto de
datos.

2. Restore. Permite regresar a la versión de los datos guardada en el archivo. Cada vez
que se guardan las modificaciones la opción se desactiva.

3. Resize. Proporciona un grupo de opciones para borrar y agregar datos.

• Change number of data, permite cambiar el número de puntos de los datos en la
tabla. Cuando se selecciona esta opción aparece una ventana como la de la figura
6.3, donde se debe poner el número de puntos de los datos que se quiera. Si el
valor puesto es menor que el número de datos en la tabla actual, se mostrará una
advertencia de que sólo se conservarán un número de elementos de la tabla igual
al valor dado (desde el primero hasta el elemento que ocupa el lugar del valor). Si
el valor es mayor, se agregaran nuevos espacios en la tabla rellenados por defecto
con ceros.

• Remove selected, remueve los elementos seleccionados en la tabla.

• Remove not selected, remueve los elementos de la tabla que no estén seleccionados.

• Remove repeated data, busca y quita los puntos repetidos de la tabla.

4. Select. Da un grupo de opciones para la selección y visualización de los datos en la
tabla.

• All, selecciona todos los datos de la tabla.

• None, quita la selección de los elementos previamente marcados.

• Invert, invierte la selección.

• By a range of values, permite la selección de los elementos de la tabla para in-
tervalos de las respuestas (columna z). Cuando se elige esta opción aparece una
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(a) (b)

Figura 6.7: (a) Ventana de herramientas de visualización de la gráfica de la nube de puntos.
(b) Ventana de herramientas de visualización del histograma.

ventana con dos opciones para los intervalos de selección (figura 6.6). Sigle value,
da la alternativa de los intervalos (−∞, v), (−∞, v], [v,∞), (v,∞) y del conjunto
de todos los elementos de la tabla cuyo valor sea v. Interval, permite seleccionar
elementos con respecto a los intervalos (v1, v2), [v1, v2), (v1, v2] y [v1, v2]. La últi-
ma opción junto con Invert permite la selección de intervalos, como por ejemplo,
(−∞, v1] ∪ [v2,∞) si se selecciona previamente el intervalo (v1, v2).

• Repeated data, busca y selecciona los elementos repetidos para que puedan ser
vistos en la gráfica de la nube de puntos.

5. Graph. Ofrece un conjunto de opciones para la gráfica de la nube de puntos.

• Zoom on/off, activa y desactiva la opción de zoom de la gráfica de la nube de
puntos. Cuando la opción se activa esta aparece marcada en el submenú, la gráfica
se cambia a a vista 2D y se desactiva la rotación. Una vez que se desactiva la opción
de zoom, se vuelve a activar la rotación.

• Reset view, regresa la gráfica a la vista por defecto (vista 2D, el zoom desactivado
y la rotación activada).

• Visualization, permite el acceso al control de visualización de la gráfica de la nube
de puntos (figura 6.7a). Con el control se puede modificar el aspecto de los ejes,
cambiar la escala en el eje z (cuando el aspecto de los ejes se define igual para los
ejes x y y), el tamaño de los puntos en la nube, el mapa de colores y la orientación
del eje z.

• Save as image, ofrece la opción de guardar la gráfica de la nube de puntos como
un archivo de imagen (bmp, eps, jpg, pdf, png, tif).

6) Statistics. Provee un conjunto de opciones para el cálculo de la información estad́ıstica.
La opción se encuentra activa sólo cuando la información estad́ıstica esta visible.
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Figura 6.8: Ventana para especificar los elementos necesarios para la reconstrucción de una
superficie.

• Update, vuelve a calcular la información estad́ıstica y el histograma con los datos
que se encuentran en la tabla.

• Save, permite guardar la información estad́ıstica en formato txt y csv.

• Histogram, da la opción de guardar el histograma como una imagen (bmp, eps,
jpg, pdf, png, tif) mediante el submenú Save as image o dar acceso al control de
visualización del histograma mediante el submenú Visualization (figura 6.7b). Con el
control es posible cambiar la forma como se muestra el histograma con tres opciones
diferentes que son: a) Sólo el histograma, b) el histograma junto con el poĺıgono de
frecuencias y c) sólo el poĺıgono de frecuencias. También, con el control, se puede
activar el suavizamiento del poĺıgono de frecuencias y cambiar el número de clases
usadas para el cálculo de histograma.

6.1.4. Reconstrucción de superficies.

Para reconstruir una superficie mediante alguno de los métodos expuestos en los primeros
caṕıtulos sólo basta abrir o crear algún conjunto de datos y después elegir el submenú Smooth
surface dentro del menú Surface para que se abra la ventana de opciones que se muestra en la
figura 6.8. En esta ventana se fijan tanto el método de interpolación a usar aśı como la malla
sobre la que se proyecta la superficie reconstruida. Esta opción utiliza los datos guardados
en el archivo, por lo que, los cambios sobre los datos sin guardar no tienen efecto sobre la
reconstrucción hasta que sean guardados como un archivo del sistema.

Como ya se ha mencionado de forma breve, para reconstruir una superficie es necesario
definir el método de interpolación y la malla sobre la que se proyecta la superficie dentro de
la ventana de opciones que se detalla a continuación.



Caṕıtulo 6. Sistema y aplicaciones 119

1. Method. Permite elegir el método de interpolación a usar con valores por defecto para
sus parámetros. Los métodos a elegir son: Distancia inversa, kriging, B-spline multini-
vel, funciones de base radial y Shepard modificado.

2. Advanced options. Proporciona acceso a los controles para establecer los valores de los
parámetros de cada método que el usuario desee. Esta es una opción para usuarios
expertos.

3. Grid options. Define el tipo de malla a utilizar mediante dos opciones:

• Rectangular grid, genera una malla rectangular2 de tamaño m × n que cubre la
extensión de los datos.

• red File, utiliza una malla generada por el sistema UNAMalla . Si las magnitudes de
las coordenadas de la malla no corresponden con la de los datos se puede utilizar
la casilla Fit to Data para forzarlos a que se ajusten a la extensión de los datos.
Se recomienda que las magnitudes de las coordenadas correspondan para obtener
mejores resultados. Para mayores referencias sobre el formato de los archivos red
consulte [20].

Para iniciar el proceso de reconstrucción sólo es necesario especificar el método y la malla
en la ventana de la figura 6.8. De esta forma el proceso se iniciará con los valores por defecto
para el método seleccionado. Si se quiere iniciar con valores espećıficos de los parámetros del
método seleccionado es necesario fijar primero las opciones de la malla y después entrar a la
opción Advanced options para dar los valores de los parámetros e iniciar el proceso desde ah́ı.

Al iniciar el proceso de reconstrucción se verifica que el número de puntos distintos sean
suficientes para el método seleccionado. Si no se encuentra ningún problema aparecerá la ven-
tana de visualización de la superficie (figura 6.9). Si se quiere cambiar el método a utilizar
o la malla sólo basta entrar nuevamente a la opción Smooth surface, aunque esto borrará la
superficie previamente reconstruida. Automáticamente se cargan las opciones y valores ele-
gidos en la reconstrucción previa, pero, si se han utilizado las opciones avanzadas de los
métodos y se quieren volver a utilizar, es necesario volver a entrar en esta opción y comenzar
el proceso de reconstrucción desde ah́ı.

La ventana de visualización de la superficie cuenta con las siguientes opciones dentro del
panel que se encuentra a la derecha:

1. 3D View, permite observar la superficie reconstruida junto con otros elementos como
la malla, curvas de nivel y los puntos de los datos (figura 6.9a).

2. 2D View, cambia la vista a una bidimensional donde se muestran las curvas de nivel y
también los puntos de los datos (figura 6.9b).

2Cuadrada si la casilla m = n (véase figura 6.8) se encuentra activa, donde m define las particiones sobre
el eje x y n las particiones sobre el eje y.
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(a) (b)

Figura 6.9: Ventana de visualización de la superficie. (a) Vista 3D (superficie). (b) Vista 2D
(curvas de nivel).

3. Info, muestra en el panel derecho información sobre la superficie reconstruida. La
información que se da es: El nombre del archivo de datos, el número de puntos original,
el número de puntos repetidos, el número de puntos usados, el tamaño de la malla y
el método utilizado junto con sus parámetros.

Opciones avanzadas para los métodos de interpolación.

Cada uno de los métodos utilizados tienen parámetros espećıficos que necesitan ser de-
finidos. Usualmente el sistema utiliza valores por defecto para ellos pero estos pueden ser
especificados por el usuario mediante la opción Advanced options dentro de la ventana de
opciones para la reconstrucción de la superficie. Para cada método se despliega un control
para fijar el valor de los parámetros, cuyo listado por método es el siguiente:

1. Inverse Distance. Para el método sólo se define un parámetro.

• Power, define la potencia a la que se elevan los pesos de la ponderación. Su valor
debe ser un valor no negativo. El valor por defecto es 2.

2. Kriging. Los parámetros que se definen aqúı están determinados por el modelo de
variograma usado. Es recomendable hacer un análisis de variograma con la opción del
menú Variogram dentro de Surface para cargarlos mediante la opción del control Load
parameters.

• Variogram model, es el modelo admisible de variograma que se utiliza. Las posi-
bilidades son: Lineal, potencia, esférico, exponencial y gaussiano. La opción por
defecto es lineal.
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• +Nugget Efect, utiliza un modelo admisible de variograma (definido por el paráme-
tro anterior) junto con el modelo de efecto nugget. Por defecto se encuentra des-
activado excepto para el modelo gaussiano. El valor del efecto nugget debe ser
positivo.

• Sill/Slope, define el valor de la pendiente para el caso de los modelos lineal y
potencia y el “umbral” (sill) para los otros modelos. El valor por defecto es 1 y
este debe ser un valor no negativo.

• Exponent/Range, establece el valor del exponente para el caso del modelo po-
tencia y el “rango” para los demás modelos excepto el lineal que no utiliza este
parámetro. Por defecto se encuentra desactivada la opción por ser el modelo por
omisión el lineal. Cuando se define el exponente los valores deben estar entre 0 y
2 y en el caso del “rango” debe ser positivo.

• Anisotropy, define el ángulo y la razón de anisotroṕıa. Los valores por defecto son
0 y 1 (caso isótropo) y van de -179◦ a 179◦ y de 0.05 a 20, respectivamente. Los
ángulos deben ser valores enteros y para un valor diferente de 1 para la razón de
anisotroṕıa se considera anisotroṕıa geométrica.

• Mean function, establece la forma de kriging utilizado, ordinario (constante) o
universal (lineal y cuadrático). La opción por defecto es constante.

3. Multilevel B-spline. En este método sólo es necesario definir dos parámetros.

• Maximun number of levels, fija el número máximo de niveles utilizados para la
aproximación multinivel. El valor por defecto es 12 y debe ser un valor entero
entre 1 y 14 por el uso de memoria.

• Start with linear approximation, inicia la aproximación con el plano que mejor
ajusta los datos en el sentido de mı́nimos cuadrados. Por defecto esta opción se
encuentra activa.

4. Radial Basis Functions. De manera similar a kriging los parámetros dependen de la
base de funciones de base radial seleccionada.

• Basis function, define la base de funciones de base radial que se utiliza. Las posibi-
lidades son: lineales, cúbicas, splines de placa delgada, gaussianas, multicuadráti-
cas y multicuadráticas inversas. La opción por defecto es splines de placa delgada.

• Shape parameter, establece el parámetro de forma de las funciones que lo utilizan
(gaussianas, multicuadráticas y multicuadráticas inversas). Por defecto la opción
se encuentra desactivada.

• Polynomial part, permite elegir si se utiliza el método con una parte polinomial
o no. Las opciones son: Ninguna, contante, lineal y cuadrática. La opción por
defecto es lineal debido a la base utilizada por omisión.

5. Shepard. El método sólo requiere de dos parámetros.
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(a) (b)

Figura 6.10: Ventana de herramientas de visualización de la superficie y de las curvas de
nivel. (a) Controles para la vista 3D. (b) Controles para la vista 2D.

• Quadratic neighbours, define el número de puntos que participan en el ajuste de
las funciones cuadráticas. El valor por defecto es 13.

• Weighting neighbours, define el número de funciones cuadráticas que se incluyen
en la ponderación de un nuevo punto. El valor por defecto es 19.

Opciones de la visualización de la superficie.

Para acceder a las opciones de vizualización de la superficie es necesario dirigirse al
submenú Surface dentro del menú Options. El siguiente listado da una descripción de las
opciones disponibles.

1. Save. Sirve para guardar la superficie reconstruida en el formato gsf que en esencia es
el formato mat con una extensión diferente para no mezclarse con los archivos de datos
utilizados por el sistema. En este archivo se guardan tres matrices con las coordenadas
(x, y, z) para ser graficadas con surf y mesh. Los archivos se cargan en Matlab de la
siguiente forma: load(nombre del archivo.gsf,’-mat’).

2. Save as image. Ofrece la opción de guardar la gráfica de la superficie o de las curvas
de nivel, dependiendo de cual se este visualizando en el momento de elegir la opción,
como un archivo de imagen (bmp, eps, jpg, pdf, png, tif).
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3. Reset view. Regresa a la configuración inicial los controles de visualización. Tiene dos
opciones que son: Current view, que reestablece los controles de la vista actual y All
views, que hace lo mismo para todas las vistas. Ambas opciones tienen otras subopcio-
nes que permiten reestablecer los controles del panel derecho (Principal settings) o de
toda la ventana de visualización (All settings).

4. Visualization. Permite el acceso al control de visualización de las gráficas de la superficie
y de las curvas de nivel (figura 6.10). Con el control se puede modificar para ambas
vistas el aspecto de los ejes, el tamaño de los puntos de los datos junto con el color, el
ancho de ĺınea de las curvas de nivel y el mapa de colores. Adicionalmente, sólo para
la superficie, se puede cambiar la escala en el eje z (cuando el aspecto de los ejes se
define igual para los ejes x y y), el número de curvas de nivel, la transparencia de la
superficie y la orientación del eje z.

5. Export to 3DMB. La opción sirve para utilizar la superficie reconstruida dentro del
módulo de construcción de mallas 3D.

6.1.5. Cálculo y ajuste de variogramas.

Dentro de las herramientas de análisis de los datos para el uso del método kriging se
encuentra el cálculo del variograma experimental y su posterior ajuste mediante un modelo
admisible. Se puede acceder a esta herramienta desde el menú Variogram dentro de Surface.
Si se cuenta con pocos puntos el cálculo de variograma puede ser poco confiable. La herra-
mienta esta pensada para el análisis de la correlación espacial de los datos aśı como para
detectar la presencia de anisotroṕıa, ya que permite calcular el variograma experimental en
diferentes direcciones al igual que con diferentes tolerancias en los ángulos. También permite
realizar el ajuste de los modelos admisibles de forma manual además de contar con ajuste
automático.

Para calcular el variograma experimental sólo basta tener cargado un conjunto de da-
tos y elegir la opción Variogram dentro del menú Surface. El cálculo depende de los datos
guardados en el archivo, por lo que, los cambios a los datos sin guardar no tienen efecto
sobre el cálculo hasta que sean guardados como un archivo del sistema. Por defecto se cal-
cula un variograma omnidireccional (en todas las direcciones) ajustado por un modelo lineal.

Panel de opciones para el cálculo del variograma experimental y ajuste de mo-
delos.

El panel de opciones constan de dos pestañas de opciones Experimental (figura 6.11a)
y Model (figura 6.11b) que proveen un conjunto de opciones para el cálculo del variograma
experimental al igual que para el ajuste de los modelos admisibles.
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(a) (b)

Figura 6.11: Ventana de visualización del variograma. (a) Panel de herramientas para el
cálculo del variograma experimental. (b) Panel de herramientas para el ajuste de los modelos
admisibles.

Opciones para el cálculo del variograma experimental.

La pestaña Experimental en el panel de opciones contiene parámetros para el cálculo
del variograma experimental como son la dirección de los intervalos, la distancia máxima
considerada, el número de intervalos y la escala vertical. Las diferentes opciones se describen
a continuación:

1. Lag Direction. El grupo de opciones Lag Direction especifica las opciones del cálculo y
la visualización del variograma experimental. El gráfico en esta parte muestra la región
que se considerada en el cálculo. El cambio en cualquiera de estas opciones se refleja
automáticamente en las graficas.

• Direction. Esta opción define la dirección o ángulo en la que se calcula el variogra-
ma experimental. Esta dirección se mide en grados y toma valores enteros entre
-179◦ y 179◦.

• Tolerance. La opción especifica la tolerancia angular que se considera en el cálculo
del variograma experimental y toma valores enteros entre 0◦ y 90◦. Entonces
sólo los pares de observaciones cuya distancia tenga un ángulo entre Direction
- Tolerance y Direction + Tolerance son considerados en el cálculo. El valor por
defecto es de 90◦ y con este se calcula el variograma omnidireccional (que considera
todas las direcciones) que es válido para el caso isótropo.

• Step Amount, Step CW y Step CCW. La opción Step Amount controla el cam-
bio en la dirección de cálculo activada por los botones Step CW y Step CCW,
esto permite hacer una revisión visual en varias direcciones del ajuste cuando se
modela el caso anisótropo. Step CW decrementa el valor en Direction la cantidad
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especificada en Step Amount, esto da un cambio en la dirección de cálculo en el
sentido horario. Step CCW incrementa el valor en Direction la cantidad especifi-
cada en Step Amount, esto da un cambio en la dirección de cálculo en el sentido
antihorario.

2. Max Lag Distance. Especifica la distancia máxima que se considera en el cálculo del
variograma experimental. Este valor se toma por defecto como un tercio de la longitud
de la diagonal de la extensión máxima de los datos. Los valores para intervalos arriba
de este valor no son considerados en el cálculo del variograma experimental.

3. Number of Lags. Define el número de intervalos considerados en el cálculo del vario-
grama experimental y estos son representados como puntos en la gráfica. El valor por
defecto es 25 y este debe ser un valor entero mayor o igual a 1.

4. Vertical Scale. Controla la escala vertical del gráfico. Cuando la casilla está activa,
el gráfico se vuelve a recalcular de tal manera que las gráficas de los variogramas se
ajusten a este, y cuando está inactiva los ejes se quedan fijos, facilitando la verificación
visual del ajuste en varias direcciones.

5. Update. El botón Update aplica los cambios realizados en las opciones Max Lag Dis-
tance, Number Lags y Vertical Scale.

Opciones para el ajuste de los modelos admisibles.

La pestaña Model en la ventana de opciones avanzadas permite elegir entre los diferen-
tes modelos admisibles de variogramas que se pueden ajustar al variograma experimental,
cambiar los valores de los parámetros de los modelos, definir la elipse de anisotroṕıa, además
cuenta con la opción de autoajuste. Las diferentes opciones se describen a continuación:

1. Model properties. El grupo de opciones Model properties controlan el ajuste del modelo
seleccionado y los parámetros del mismo. Los cambios en estas opciones se realizan
automáticamente y pueden ser modificados manualmente cuando se requiera.

• Variogram models. Permite elegir entre los diferentes modelos admisibles de vario-
grama que se pueden utilizar. Los modelos que se consideran son: Lineal, potencia,
esférico, exponencial y gaussiano. Al cambiar de modelo, la gráfica de este se ajus-
ta al variograma experimental que está en la ventana de visualización y los valores
de los parámetros se calculan automáticamente. Esto permite el ajuste del vario-
grama omnidireccional (caso isótropo), cuando la opción Tolerance en la pestaña
Experimental tiene el valor de 90◦.

• Nugget Effect. Utiliza un modelo admisible junto con el modelo de efecto nugget.
Esta casilla se activa automáticamente cuando el modelo gaussiano es selecciona-
do. Para los demás modelos esta casilla es opcional. El modelo gaussiano puede
ser ajustado sin efecto nugget, pero esto puede provocar un resultado no deseado
en la interpolación mediante kriging. El valor del efecto nugget debe ser un valor
no negativo.
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Figura 6.12: Ventana para especificar las opciones de visualización del variograma.

• Sill/Slope. La opción especifica el valor de la pendiente para el caso del modelo
lineal y potencia y el “umbral” (sill) para los demás modelos.

• Exponent/Range. Especifica el valor del exponente para el modelo potencia y el
valor del “rango” para todos los demás modelos a excepción del lineal.

2. Anisotropy. El grupo de opciones Anisotropy definen y permiten la visualización de la
elipse de anisotroṕıa, cuando esta sea requerida.

• Angle. Permite establecer la dirección del eje mayor de la elipse de anisotroṕıa.
Su valor está medido en grados enteros en un rango de -179◦ a 179◦.

• Ratio. Establece la razón de anisotroṕıa. Debe ser un valor entre 0.05 a 20.

3. Autofit. El botón Autofit es una herramienta que permite dar una aproximación del
ajuste en el caso anisótropo, el cual debe ser verificado con las herramientas de la
pestaña Experimental antes de ser utilizado en la interpolación mediante kriging.

Opciones de la visualización del variograma.

La ventana de visualización del variograma cuenta con una serie de opciones a las cuales
se puede acceder mediante el submenú Variogram dentro del menú Options. A continuación
se da el listado de las opciones.

1. Save as image. Ofrece la opción de guardar la gráfica del variograma, como un archivo
de imagen (bmp, eps, jpg, pdf, png, tif).

2. Save parameters. Permite guardar los parámetros del modelo ajustado al variograma
experimental para que sean utilizados en la reconstrucción de la superficie cuando se
usan las opciones avanzadas de kriging. El formato de archivo es var que simplemente
es texto plano.
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3. Reset. Permite reestablecer los controles del panel mediante tres opciones: Experimental
settings, aplica la acción a los controles que se encuentran en la pestaña Experimental,
Model settings, aplica la acción a los controles que se encuentran en la pestaã Model y
All settings a ambas pestañas.

4. Visualization. Da acceso al control de visualización del variograma experimental y del
modelo ajustado (figura 6.12). Se divide en tres partes principales.

• General options. Aqúı se definen el aspecto de los ejes, la activación del t́ıtulo, la
malla de referencia y la leyenda junto con su posición.

• Variogram model options. Establece la visualización del modelo de variograma, es-
pecificamente las propiedades de la ĺınea con que se dibuja la gráfica. Las opciones
son el ancho, estilo y color de la ĺınea.

• Experimental variogram options. Define la visualización del variograma experi-
mental, para ser exactos, las propiedades de la ĺınea y del marcador con que se
dibuja la gráfica. Las opciones son el ancho, estilo y color de la ĺınea y tamaño,
tipo y color del marcador.

6.2. Módulo de construcción de mallas 3D.

Una de las primeras aplicaciones del módulo ha sido la generación de mallas 3D. La idea
de la construcción de las mallas se divide esencialmente en dos pasos:

• Realizar la reconstrucción de una superficie en una región de interés mediante los
métodos de interpolación de datos dispersos utilizando mallas estructuradas en dos
dimensiones para generar la superficie base (véase figura 6.13a).

• Construir la malla 3D a partir de copias verticales de la superficie base, como se observa
en la figura 6.13b.

(a) Superficie base (b) Malla 3D

Figura 6.13: Proceso de la construcción de la malla 3D.



128 6.2. Módulo de construcción de mallas 3D.

Figura 6.14: Pantalla principal del módulo constructor de mallas 3D.

La herramienta, que se muestra en la figura 6.14, está pensada para aprovechar la estruc-
tura de las mallas utilizadas para la reconstrucción de la superficie. De este modo cuando
se generan las copias verticales para construir la malla 3D es fácil extender y conservar esta
propiedad de las mallas en el plano utilizadas (Barrera et al. [2]). La herramienta de cons-
trucción permite visualizar la superficie base y definir el número de bloques (copias) que se
deseen utilizar. Para ello permite especificar el grosor de los bloques de manera uniforme o
con diferentes valores para las separaciones entre capa y capa, dando flexibilidad para ciertas
aplicaciones, como la generación de mallas hexaedrales.

6.2.1. Descripción del módulo.

El módulo desarrollado dentro del sistema se compone de un conjunto de herramientas
para la construcción de mallas 3D a partir de copias verticales de las superficies recons-
truidas. La ventana principal del módulo se muestra en la figura 6.14 y se puede acceder a
ella mediante el menú 3D Model Builder que se encuentra entre las opciones principales del
sistema.

Este módulo está pensado para trabajar con una superficie reconstruida con el sistema
cargada mediante un fichero de datos o directamente a través del submenú Export to 3DMB
que se encuentra dentro de Options → Surface. También permite la visualización de mallas
construidas con el módulo. Las opciones principales del módulo se listan a continuación:

• File, comprende las instrucciones para crear, abrir y guardar los archivos de datos.

• Visualization, permite cambiar entre las barras de herramientas laterales que se pueden
usar.
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(a) Barra lateral de herramientas de construcción (b) Barra lateral de información de la malla

Figura 6.15: Visualización de la superficie y la malla 3D construida.

• Options, proporciona una variedad de opciones para la visualización de la malla cons-
truida.

• About, despliega información del módulo.

Los menús Visualization y Options se encuentran deshabilitados hasta que una superficie
o una malla 3D hayan sido cargadas al módulo.

Crear y cargar una malla 3D.

Para comenzar a trabajar con el módulo se puede utilizar alguna de las dos siguientes
opciones que se encuentran en el menú File:

1. New, permite cargar una superficie mediante un archivo de datos para utilizarla como
base en la construcción de la malla 3D. Los archivos de datos que se utilizan son gsf

y dat que pueden ser generados con el sistema. Una vez que se ha cargado la malla
correctamente se muestra la gráfica de la superficie junto con la barra de herramientas
lateral con las opciones de construcción de la malla 3D (véase figura 6.15a).

2. Load, da la posibilidad de cargar una malla 3D construida previamente. Estas mallas
son guardadas en archivos mesh3d. Cuando la malla guardada es cargada dentro del
sistema se abre la barra lateral de información (figura 6.15b). Cuando se utiliza esta
opción el menú Visualization queda desactivado.

Guardar y exportar una malla 3D.

Cuando se ha construido una malla 3D esta puede ser guardada o exportada en algunos
formatos. Las opciones para guardar y exportar se describen a continuación.
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1. Save, posibilita guardar la malla construida en el formato mesh3d. Cuando se carga una
malla previamente construida esta opción permite hacer una copia del archivo original.

2. Export, da la opción de exportar la malla al formato de Tecplot.

Barra lateral de herramientas de construcción y barra lateral de información de
la malla.

El módulo cuenta con dos barras laterales, una con herramientas para la construcción de
la malla y otra con información de la misma y que a continuación se describen:

1. Barra de herramientas de construcción. La barra proporciona varias herramientas
para la construcción de la malla mediante copias verticales. Las herramientas compren-
didas en la barra son:

• Number of blocks. Define el número de bloques que tendrá la malla. Este valor
está relacionado con el número de copias verticales que se hace de la superficie
original. El valor por defecto es de tres bloques.

• Position. Define la posición que tendrá la superficie original. Las opciones son:
Top cuando se toma como la cima y las copias se generan hacia abajo y Bottom
cuando se toma como base y las copias se generan hacia arriba. La opción por
defecto es Top.

• Thickness. Establece los grosores que tendrá cada bloque. Cuenta con dos opciones
que son: Uniform cuando todos los bloques tiene el mismo grosor y Non-uniform
cuando se quieren definir grosores distintos. La opción por defecto es Uniform con
grosor de los bloques uno.

2. Barra de información. Muestra la información de la malla construida. La informa-
ción que se muestra es el nombre del archivo y la dimensión de la malla.

Opciones de visualización.

Se cuentan con varias opciones de visualización de la gráfica. Estas están englobadas
dentro del menú options y son:

1. Zoom on/off. Activa y desactiva la opción de zoom de la gráfica. Cuando la opción
se activa esta aparece marcada en el submenú, la gráfica se cambia a la vista 2D y se
desactiva la rotación. Una vez que se desactiva la opción de zoom, se vuelve a activar
la rotación.

2. Grid. Activa y desactiva la malla de referencia.

3. Reset. Hay tres opciones que son: Graph view, que regresa la gráfica a la vista por
defecto (vista 3D, el zoom desactivado y la rotación activada), Toolbar, la cual regresa
la barra de herramientas de construcción a sus valores por omisión y All que aplica las
dos acciones anteriores.
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Figura 6.16: Ventana de opciones de visualización.

4. Visualization. Permite el acceso al control de visualización de la gráfica (figura 6.16).
Con el control se puede modificar el aspecto de los ejes, cambiar la escala en el eje
z (cuando el aspecto de los ejes se define igual para los ejes x y y), la transparencia,
la orientación del eje z y la forma en que se asigna el color a la malla. El color se
asigna en tres formas distintas: Single color, que aplica un solo color a todas las capas,
Colormap asigna un mapa de colores y Hexahedral-type coloration que colorea las caras
del hexaedro que se forma por la elección de las mallas estructuradas.

5. Save as image. Ofrece la opción de guardar la gráfica del variograma, como un archivo
de imagen (bmp, eps, jpg, pdf, png, tif).
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Conclusiones

En este trabajo se hizo una revisión de varios métodos usados en diversas aplicaciones
para tratar con el problema de interpolación de datos dispersos en dos dimensiones. En es-
pecial se describió el método kriging que es posiblemente el método más utilizado dentro de
varios campos de la industria e ingenieŕıa por su enfoque estad́ıstico que ha dado mejores
resultados que otros métodos. Aparte de la descripción de la teoŕıa que da sustento a los
métodos, como uno de los objetivos principales de este trabajo, estos fueron implementados
dentro del sistema UNAMSI v1.0 para su aplicación en la generación de mallas 3D que son
de gran utilidad en la modelación de una gran cantidad de aplicaciones.

El sistema desarrollado es una herramienta de propósito general, por esta razón, permite
la resolución del problema de interpolación mediante diferentes métodos, esto para que el
usuario tenga la posibilidad de elegir el que mejor se adecue a sus necesidades. Dentro de
las cualidades con las que cuenta el sistema es que proporciona herramientas visuales y de
edición para el procesamiento de los datos, además de que permite efectuar el cálculo de
algunos estad́ısticos univariados y de histogramas para el análisis de los mismos. También
cuenta con herramientas para el cálculo y ajuste del variograma, parte indispensable dentro
del método kriging. El módulo realizado dentro del sistema sirve para construir de forma
sencilla mallas 3D sobre algunas regiones complicadas aprovechando las cualidades de las
mallas obtenidas por el sistema UNAMalla y que puede ser usadas para construir una malla
hexaedral estructurada útiles en una gama amplia de aplicaciones.

Dentro del trabajo a futuro se pretende hacer la migración del sistema fuera de Matlab

para incorporarse a las herramientas de aplicación del sistema UNAMalla. También, ampliar
las capacidades de la herramienta de construcción de mallas 3D. Se pretende subir un binario
del sistema en la página del grupo UNAMALLA [20] para que sea probado.
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Apéndice A

Resultados auxiliares

A.1. Algunos resultados sobre el interpolador F ∗S0
.

En este parte se consideran algunos resultados sobre el interpolador F ∗S0
, que también se

cumplen para FS0 , al ser este un caso especial de F ∗S0
cuando se toman todas las potencias

pi iguales (i = 1, . . . , N), de este modo se formaliza la observación 2.2.

Teorema A.1. Sean los nodos denotados por xxxi = (xi, yi)
T ∈ R2 para i = 1, . . . , N , distintos

entre śı y pi > 0 para toda i. La función interpolante F ∗S0
definida en (2.5) tiene las siguientes

propiedades:

a) Si pi > 1 entonces

ĺım
xxx→xxxi

∂F ∗S0

∂x
= ĺım

xxx→xxxi

∂F ∗S0

∂y
= 0.

b) Si 0 < pi ≤ 1, entonces, en general, la primera derivada parcial no existe en xxxi.

Demostración. Para pi > 1, recordando que di =
√

(x− xi)2 + (y − yi)2 entonces

∂dpii
∂x

= pid
pi−2
i (x− xi),

por lo tanto,

ĺım
xxx→xxxi

∂dpii
∂x

= ĺım
xxx→xxxi

pid
pi−2
i (x− xi) = 0. (A.1)

Sea

Bk(xxx) =
N∏

j=1

j 6=k

d
pj
j , con Bk(xxxi) = 0 si k 6= i,

para k = 1, . . . , N , y además se tiene que

∂Bk
∂x

=

N∑

m=1
m6=k

∂dpmm
∂x

N∏

`=1
`6=m
`6=k

dp`` .
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.

De esta forma,

ĺım
xxx→xxxi

∂Bk
∂x

= 0 si i 6= k. (A.2)

Entonces se tiene que

∂FS0

∂x
=

(
N∑

k=1

Bk(xxx)

)(
N∑

`=1

z` ·
∂B`
∂x

)
−
(

N∑

`=1

z`B`(xxx)

)(
N∑

k=1

∂Bk
∂x

)

(
N∑

k=1

Bk(xxx)

)2 , (A.3)

combinando las ecuaciones (A.1) y (A.2) con (A.3), se tiene

ĺım
xxx→xxxi

∂FS0

∂x
=

Bi(xxxi)zi
∂Bi
∂x

∣∣∣∣
xxxi

− ziBi(xxxi)
∂Bi
∂x

∣∣∣∣
xxxi

B2
i (xxxi)

= 0.

De manera análoga se obtiene que

ĺım
xxx→xxxi

∂FS0

∂y
= 0,

por tanto, se cumple el inciso a).

Si 0 < pi ≤ 1, entonces los ĺımites (A.1) y (A.2) no existen, aśı, en general, de (A.3), las
primeras derivadas no existen en xxxi.

Teorema A.2. Sea D ⊂ R2 una región acotada tal que los nodos denotados por xxxi =
(xi, yi)

T ∈ D para i = 1, . . . , N , distintos entre śı. Supóngase también que los ı́ndices i son
elegidos de manera tal que se cumple que

p1 = p2 = · · · = pm < pm+1, y pm+1 ≤ pm+2 ≤ · · · ≤ pN ,
i.e., las primeras m potencias son iguales y minimales. Si γ = mı́ni di, entonces las funciones

v∗i (xxx) =

N∏

j=1

j 6=i

d
pj
j

N∑

k=1

N∏

j=1

j 6=k

d
pj
j

. (A.4)

satisfacen

ĺım
γ→∞

v∗i (xxx) =
1

m
si i ≤ m y (A.5)

ĺım
γ→∞

v∗i (xxx) = 0 si i > m (A.6)
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Demostración. Def́ınase

ρ = máx
i,j

di,j = máx
i,j

√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2 y β =

n∑

j=1

pj .

Por una parte se tiene que γpj ≤ dpjj , j = 1, . . . , N , por la definición de γ. Por otra parte,

utilizando la desigualdad del triángulo, se tiene que d
pj
j ≤ (γ + ρ)pj , entonces

N∏

j=1

j 6=i

γpj ≤
N∏

j=1

j 6=i

d
pj
j ≤

N∏

j=1

j 6=i

(γ + ρ)pj

γβ−pi ≤
N∏

j=1

j 6=i

d
pj
j ≤ (γ + ρ)β−pi , (A.7)

esto para i = 1, . . . ,m. Usando (A.7), se obtienen las siguientes cotas para cada vi en (A.4)

γβ−pi

m(γ + ρ)β−p1 +

N∑

k=m+1

(γ + ρ)β−pk

≤ v∗i (xxx) ≤ (γ + ρ)β−pi

mγβ−p1 +

N∑

k=m+1

γβ−pk

(A.8)

Las ecuaciones (A.5) y (A.6) se siguen de la ecuación (A.8) al calcular los ĺımites apro-
piados.

Corolario A.3. Bajo las hipótesis del teorema A.2, se tiene que para el interpolador F ∗S0
,

se cumple que,

ĺım
γ→∞

FS∗0 =
1

m

m∑

i=1

zi.

Demostración. Del teorema A.2, bajo las hipótesis se cumplen (A.5) y (A.6), entonces se
tiene que,

ĺım
γ→∞

FS0 = ĺım
γ→∞

N∑

i=1

ziv
∗
i (xxx) = ĺım

γ→∞

m∑

i=1

ziv
∗
i (xxx) + ĺım

γ→∞

N∑

i=m+1

ziv
∗
i (xxx) =

1

m

m∑

i=1

zi.

A.2. Espacios de funciones y optimalidad de las funciones de
base radial.

En esta sección se verá como a cada función radial básica se le puede asociar un espacio de
funciones que usualmente se le conoce como su espacio nativo. Entonces se puede establecer
una conexión a los espacios de Hilbert con kernel reproductor, los cuales serán útiles para
obtener algunos resultados de optimalidad para la interpolación mediante funciones de base
radial.
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A.2.1. Espacios de Hilbert con kernel reproductor y espacios nativos para
funciones estrictamente definidas positivas.

Se comenzara con algunos conceptos sobre espacios de Hilbert con kernel reproductor.

Definición A.1. Sea H un espacio de Hilbert de funciones reales f : Ω(⊆ Rd) → R con
producto interior 〈·, ·〉H. Una función K : Ω × Ω → R es llamada kernel reproductor para
H si

1) K(·,xxx) ∈ H para toda xxx ∈ Ω.

2) f(xxx) = 〈f,K(·,xxx)〉H para toda f ∈ H y toda xxx ∈ Ω.

El nombre de kernel reproductor es tomado por la propiedad reproductora 2) en la
definición A.1. Se puede ver que el kernel reproductor en un espacio de Hilber es único, y
que la existencia de un kernel reproductor es equivalente al hecho de que los funcionales de
evaluación puntual δxxx son funcionales lineales acotados sobre Ω, i.e., existe una constante
positiva M = Mxxx tal que

|δxf | = |f(xxx)| ≤M‖f‖H,
para todo f ∈ H y todo xxx ∈ Ω. Este último hecho se debe al teorema de representación de
Riesz. Otras propiedades de los kernels reproductores están dadas por,

Teorema A.4. Supóngase que H es un espacio de Hilbert de funciones f : Ω → R con
kernel reproductor K. Entonces se tiene que

1) K(xxx,yyy) = 〈K(·, yyy),K(·,xxx)〉H para xxx,yyy ∈ Ω.

2) K(xxx,yyy) = K(yyy,xxx) para xxx,yyy ∈ Ω.

3) Convergencia en norma del espacio de Hilbert implica convergencia puntual, i.e., si se
tiene que ‖f − fn‖H → 0 para n→∞ entonces |f(xxx)− fn(xxx)| → 0 para todo xxx ∈ Ω.

Ahora es interesante que el kernel reproductor K es definido positivo. Aqúı se usa una
leve generalización de la definición de función definida positiva a kernel definido positivo.
Esencialmente, sólo hay que remplazar Φ(xxxj − xxxk) en la definición 3.6 por K(xxxj ,xxxk). Re-
cuérdese que el espacio de funcionales lineales acotados sobre H es conocido como su dual,
y se denota por H∗.

Teorema A.5. Supóngase que H es un espacio de funciones de Hilbert con kernel reproduc-
tor K : Ω×Ω→ R. Entonces K es definido positivo. Más aún, K es estrictamente definido
positivo si y sólo si los funcionales de evaluación puntual δxxx son linealmente independientes
en el dual H∗.

Este teorema da una dirección de la conexión entre funciones estrictamente definidas po-
sitivas y kernels reproductores. Sin embargo, se está también interesado en la otra dirección.
Ya que las funciones de base radial que se han obtenido para el problema de interpolación son
funciones estrictamente positivas definidas, se quiere encontrar como construir un espacio de
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Hilbert con kernel reproductor asociado con esas funciones básicas estrictamente definidas
positivas. Se mostrará que toda función básica radial estrictamente definida positiva puede
ser de hecho asociada con un espacio de Hilbert con kernel reproductor el cual será conocido
como su espacio nativo.

Primero nótese que la definición A.1 dice que H contiene todas las funciones de la forma

f =
N∑

j=1

cjK(·,xxxj)

suponiendo que xxxj ∈ Ω. Como consecuencia del teorema A.4 se tiene que

‖f‖2H =

〈
N∑

j=1

cjK(·,xxxj),
N∑

k=1

ckK(·,xxxk)
〉

H

=
N∑

j=1

N∑

k=1

cjck 〈K(·,xxxj),K(·,xxxk)〉H

=

N∑

j=1

N∑

k=1

cjckK(xxxj ,xxxk).

Por lo tanto, se puede definir el espacio

HK(Ω) = span {K(·, yyy) |yyy ∈ Ω} (A.9)

con la forma bilineal asociada 〈·, ·〉K dada por

〈
NK∑

j=1

cjK(·,xxxj),
NK∑

k=1

dkK(·, yyyk)
〉

K

=

NK∑

j=1

NK∑

k=1

cjdkK(xxxj , yyyk),

donde es posible que NK =∞.

Teorema A.6. Si K : Ω × Ω → R es un kernel simétrico estrictamente definido positivo,
entonces la forma bilineal 〈·, ·〉K define un producto interior sobre HK(Ω) dado por (A.9).
Más aún, HK(Ω) es un espacio pre-Hilbert con kernel reproductor K.

Observación A.2. Ya que el teorema anterior dice que HK(Ω) es un espacio pre-Hilbert,
i.e., no es necesario que sea completo, ahora se define el espacio nativoNK(Ω) de K al espacio
que se obtiene al completar HK(Ω) con respecto a la K-norma ‖·‖K tal que ‖f‖K = ‖f‖NK(Ω)

para todo f ∈ HK(Ω). Los detalles pueden ser vistos en Wendland [22].

En el caso especial cuando se está tratando con funciones estrictamente definidas positivas
Φ(xxx− yyy) = K(xxx,yyy) y cuando Ω = Rd se obtiene una caracterización de los espacios nativos
en términos de transformadas de Fourier.
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Teorema A.7. Supóngase que Φ ∈ C(Rd) ∩ L1(Rd) es una función estrictamente definida
positiva de variable real. Def́ınase

G =

{
f ∈ C(Rd) ∩ L2(Rd)

∣∣∣∣∣
f̂√
Φ̂
∈ L2(Rd)

}

y supóngase que este espacio cuenta con la forma bilineal

〈f, g〉G =
1√

(2π)d

〈
f̂√
Φ̂
,
ĝ√
Φ̂

〉

L2(Rd)

=
1√

(2π)d

∫

Rd

f̂(ωωω)ĝ(ωωω)

Φ̂(ωωω)
dωωω.

Entonces G es un espacio de Hilbert real con producto interior 〈·, ·〉G y kernel reproductor
Φ(· − ·). Por lo tanto, G es el espacio nativo de Φ sobre Rd, i.e., G = NΦ(Rd) y ambos
productos interiores coinciden. En particular, cada f ∈ NΦ(Rd) puede ser recuperado de su
transformada de Fourier f̂ ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd).

Con este resultado se puede encontrar los espacios nativos para las funciones estricta-
mente definidas positivas, en particular para las funciones gaussiana y las multicuadráticas
inversas vistas en los ejemplos de la subsección 3.3.1.

Algunos de estos resultados pueden ser extendidos a funciones condicionalmente estric-
tamente definidas positivas, aunque no se mostrarán aqúı (véase Wendland [22]), con estos
se pueden encontrar los espacios nativos para las potencias radiales y los splines de placa
delgada.

Ejemplo A.1. Se puede mostrar que los espacios de Beppo-Levi de orden k definidos como

BLk(R
d) = {f ∈ C(Rd) |Dαααf ∈ L2(Rd) para todo |ααα| = k, ααα ∈ Nd}

donde Dααα denota una derivada generalizada de orden ααα son los espacios nativos de las
potencias radiales y los splines de placa delgada. Alternativamente, los espacios de Beppo-
Levi sobre Rd son definidos como

BLk(R
d) = {f ∈ C(Rd) | f̂(·)‖ · ‖m ∈ L2(Rd)},

entonces las ecuaciones de las transformadas de Fourier de las potencias radiales y los splines
de placa delgada muestran inmediatamente que sus espacios nativos son los espacios de
Bippo-Levi.
. �

A.2.2. La optimalidad de la interpolación con funciones de base radial.

Para terminar se verá que dentro de los espacios nativos de Hilbert asociados con fun-
ciones radiales condicionalmente estrictamente definidas positivas el interpolante de función
de base radial da la mejor aproximación a una función de los datos dada.
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En el contexto de espacios de Hilbert a lo que se refiere con la mejor aproximación es
a encontrar el interpolante de norma mı́nima. De forma más precisa, dado un espacio de
Hilbert H y los datos f(xxx1) = λ1(f),. . . ,f(xxxN ) = λN (f) ∈ R con {λ1, . . . , λN} ⊆ H∗, el
interpolante de norma mı́nima es aquella función g∗ ∈ H que satisface

λj(g
∗) = f(xxxj), j = 1, . . . , N

y para el cual
‖g∗‖H = mı́n

g∈H
λj(g)=f(xxxj), j=1,...,N

‖g‖H.

Resulta que el interpolante de función de base radial con función básica Φ satisface este
criterio si se toma H como el espacio nativo asociado NΦ(Ω). Entonces el siguiente resultado
dice que el interpolante de base radial para cualquier función condicionalmente estrictamente
definida positiva Φ es el interpolante de norma mı́nima de NΦ(Ω).

Teorema A.8. Supóngase que Φ ∈ C(Ω× Ω) es un kernel estrictamente condicionalmente
definido positivo con respecto al espacio de dimensión finita P ⊂ C(Ω) y que X es P -
unisolvente. Si los valores f(xxx1), . . . , f(xxxN ) son dados, entonces el interpolante s es un in-
terpolante de (semi) norma mı́nima de {f(xxxj)}Nj=1, i.e.,

|s|2NΦ(Ω) = mı́n
g∈NΦ(Ω)

g(xxxj)=f(xxxj), j=1,...,N

|g|NΦ(Ω).

El espacio P mencionado en el teorema A.8 se toma usualmente como el espacio Πm−1(Rd)
de polinomios multivariados. Incluso, si Φ es estrictamente definida positiva entonces las se-
minormas en el teorema A.8 se convierten en normas.

Ejemplo A.2. Ya se ha comentado que el espacio nativo de los spline de placa delgada
φ(r) = r2 log r, r = ‖xxx‖ con xxx = (x, y) ∈ R2 esta dado por el espacio de Beppo-Levi
BL2(R2). Ahora, la correspondiente seminorma en el espacio de Beppo-Levi BL2(R2) es

|f |2BL2(R2) =

∫

R2

(∣∣∣∣
∂2

∂x2
f(xxx)

∣∣∣∣
2

+ 2

∣∣∣∣
∂2

∂x∂y
f(xxx)

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂2

∂y2
f(xxx)

∣∣∣∣
2
)

dxxx.

Por el teorema A.8 el spline de placa delgada minimiza esta seminorma, la cual se puede ver
como la enerǵıa de torsión de una placa delgada, dando el nombre a estas funciones.
. �



Apéndice B

Conceptos básicos de la teoŕıa de la
probabilidad

En este apéndice se introducirán algunas nociones básicas de la teoŕıa de la probabilidad
útiles para la comprensión de términos utilizados en la parte de los métodos geoestad́ısticos.

B.1. Variables aleatorias.

En la práctica ocurren dos tipos de fenómenos o experimentos: Los primeros que se
pueden nombrar son los fenómenos deterministas, los cuales son ciertas acciones en las que
se puede predecir lo que va a ocurrir con exactitud. A diferencia de estos, están los fenómenos
aleatorios los cuales son acciones en las que no se sabe lo que ocurrirá al ser realizados, ya
que pueden obtenerse cualquiera de varias alternativas, aún bajo las mismas condiciones en
que se realicen estas acciones. Con ayuda de la teoŕıa de la probabilidad, se podrá realizar el
estudio de los fenómenos aleatorios. Se darán algunas definiciones que permitirán adentrarnos
en el desarrollo de esta teoŕıa.

Definición B.1. Dado un fenómeno aleatorio, al conjunto de todos sus posibles resultados
se le llama espacio muestral y se denotará por Ω.

Definición B.2. Se define como espacio de probabilidad a la tercia (Ω,F , P ), donde Ω
es el espacio muestral, F la σ-álgebra de subconjuntos de Ω y P : F → [0, 1] es la medida
de probabilidad.

Definición B.3. Sea B la σ-álgebra de Borel de R, se dice que X : F → R es una variable
aleatoria si X−1(B) ∈ F , para todo B ∈ B.

En adición a las definiciones dadas, se llamará evento a cualquier subconjunto del espacio
muestral y F se puede ver como la colección de todos los eventos de Ω. Aśı, la medida de
probabilidad se puede ver como sigue. Sea F la σ-álgebra de eventos de Ω, entonces para cada
evento A ∈ F se le asigna un número P (A) ∈ [0, 1]. Este número es la fracción esperada
de ocurrencia del evento A, a lo largo de una serie de experimentos donde A o Ac son
observados. Algunas propiedades elementales de las medidas de probabilidad son resumidas
a continuación.
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i) Se cumple que:

P (Ω) = 1 y P (∅) = 0.

ii) Para eventos A,B ∈ F ,

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

iii) Si A y B son disjuntos, es decir A ∩B = ∅, entonces

P (A ∪B) = P (A) + P (B).

Obsérvese además que de la propiedad (iii) se sigue que P (Ac) = 1 − P (A). La rela-
ción entre variables aleatorias y probabilidad puede ser caracterizada por ciertas cantidades
numéricas. Ahora se considerarán algunas de estas.

Definición B.4. La colección de las probabilidades

FX(x) = P (X ≤ x) = P ({ω |X(ω) ≤ x}), x ∈ R, ω ∈ Ω

es la función de distribución de probabilidad acumulada FX de X.

Ejemplo B.1. Utilizando la definición B.4 se pueden determinar probabilidades en términos
de la función de distribución de probabilidad acumulada, como:

1) P ({ω | a < X(ω) ≤ b}) = FX(b)− FX(a) con a < b.

2) P (X = x) = FX(x)− ĺım
h→0

FX(x− h).

Con estas probabilidades se puede aproximar la probabilidad del evento {ω |X(ω) ∈ B}
para cualquier conjunto complicado B ⊂ R.
. �

Definición B.5. La distribución de X para B ⊂ R adecuado esta dada por

PX(B) = P (X ∈ B) = P ({ω |X(ω) ∈ B}).

Observación B.6. Se denotará por B a los subconjuntos adecuados de Rn. Estos subcon-
juntos son los conjuntos de Borel, los cuales son obtenidos por un número numerable de
operaciones ∩, ∪ ó c actuando sobre los intervalos de Rn.

La distribución PX y la función de distribución de probabilidad acumulada FX son nocio-
nes equivalentes en el sentido de que ambas pueden ser usadas para calcular la probabilidad
de cualquier evento {X ∈ B}. Una función de distribución de probabilidad es continua o dis-
creta (tiene saltos). Considérese primero el caso especial cuando la función de distribución
FX es una función discreta.
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Definición B.7.
FX(x) =

∑

k:xk≤x
pk, x ∈ R, (B.1)

donde 0 ≤ pk ≤ 1 para toda k y
∞∑

k=1

pk = 1, con pk = P (X = xk).

La función de distribución de probabilidad acumulada (B.1) y la correspondiente dis-
tribución se dice que son discretas. Una variable aleatoria con función de distribución de
probabilidad acumulada (B.1) es una variable aleatoria discreta.

En contraste a las distribuciones y variables aleatorias discretas, la función de distribución
de una variable aleatoria continua no tiene saltos, por lo tanto P (x) = 0 para toda x, o
equivalentemente,

ĺım
h→0

FX(x+ h) = FX(x) ∀x, (B.2)

es decir, tal variable aleatoria asume cualquier valor con probabilidad 0. Una variable alea-
toria continua obtiene su nombre de la propiedad de continuidad (B.2) de la función de
distribución de probabilidad acumulada FX .

Definición B.8. Sea X una variable aleatoria continua con función de densidad de proba-
bilidad fX , se define su función de distribución de probabilidad acumulada por:

FX(x) =

x∫

−∞

fX(y) dy, x ∈ R,

donde, la función de densidad de probabilidad cumple con:

fX(x) ≥ 0 ∀x ∈ R,
∞∫

−∞

fX(x) dx = 1.

Ejemplo B.2 (La distribución normal). Una importante distribución continua es la distri-
bución normal o gaussiana N(µ, σ2) con parámetros µ ∈ R, σ > 0. Esta tiene la función de
densidad de probabilidad siguiente:

fX(x) =
1√
2πσ

exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
, x ∈ R.

Si X ∼ N(0, 1), se dirá que la varible aleatoria X tiene una distribución normal estándar,
y se denota usualmente con ϕ su función de densidad de probabilidad fX y con Φ su función
de distribución de probabilidad acumulada FX .
. �

Por otro lado, algunas caracteŕısticas interesantes de una variable aleatoria X son la
esperanza E[X], la varianza Var(X) y los momentos E[X l]. A continuación se definirán estas
caracteŕısticas tanto para variables aleatorias discretas como continuas.
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Definición B.9. Sea X una variable aleatoria continua con función de densidad de proba-
bilidad fX .

i) La esperanza o valor medio de X esta dada por, µX = E[X] =

∞∫

−∞

xfX(x) dx.

ii) La varianza de X esta definida como, σ2
X = Var(X) =

∞∫

−∞

(x− µX)2fX(x) dx.

iii) El l-ésimo momento de X para l ∈ N esta definido como, E[X l] =

∞∫

−∞

xlfX(x) dx.

iv) Para una función real g la esperanza de g(X) esta dada por, E[g(X)] =

∞∫

−∞

g(x)fX(x) dx.

Similarmente se define:

Definición B.10. SeaX una variable aleatoria discreta con probabilidades pk = P (X = xk).

i) La esperanza o valor medio de X esta dada por, µX = E[X] =
∞∑

k=1

xk pk.

ii) La varianza de X esta definida como, σ2
X = Var(X) =

∞∑

k=1

(xk − µX)2pk.

iii) El l-ésimo momento de X para l ∈ N esta definido como, E[X l] =

∞∑

k=1

xlkpk.

iv) Para una función real g la esperanza de g(X) esta dada por, E[g(X)] =
∞∑

k=1

g(xk)pk.

Se puede considerar la esperanza µX como el centro de gravedad de la variable aleatoria
X, es decir, los valores aleatorios X(ω), con ω ∈ Ω, que están concentrados alrededor del
valor no aleatorio µX . La extensión o dispersión de los valores aleatorios X(ω) alrededor de
la esperanza µX es descrita por la varianza σ2

X y la desviación estándar σX .

B.2. Vectores aleatorios.

Definición B.11. Se dice que X = (X1, ..., Xn) es un vector aletorio de dimensión n si
sus componentes X1, ..., Xn son variables aleatorias reales de dimensión uno.
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Análogamente a las variables aleatorias de una dimensión se puede introducir la función
de distribución de probabilidad, la esperanza, los momentos, la matriz de varianza-covarianza
de un vector aleatorio, con el objetivo de describir su distribución y su estructura de depen-
dencia. Como se hizo anteriormente, se considera una colección F de subconjuntos de Ω y se
define una medida de probabilidad en este, es decir, se asigna un número P (A) ∈ [0, 1] para
cada A ∈ F .

Definición B.12. La colección de las probabilidades

FXXX(xxx) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn)

= P ({ω |X1 (ω) ≤ x1, . . . , Xn (ω) ≤ xn}) , xxx = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn,

es la función de distribución de probabilidad conjunta FXXX de XXX.

Esto provee la probabilidad del evento que XXX asume valores en el rectángulo

(aaa,bbb] = {xxx | ai < xi ≤ bi, i = 1, . . . , n} .

Como en el caso de variables aleatorias de una dimensión, estas probabilidades aproximan
P (XXX ∈ B) para conjuntos B muy generales.

Definición B.13. La colección de probabilidades

PXXX (B) = P (XXX ∈ B) = P ({ω |XXX (ω) ∈ B}) B ⊂ Rn,

constituyen la distribución de XXX.

En un sentido matemático, la distribución y la función de distribución de probabilidad
conjunta de un vector aleatorio XXX son nociones equivalentes. Ambas, FXXX y PXXX , pueden
ser usadas para calcular la probabilidad de cualquier evento {XXX ∈ B}. Análogamente a las
variables aleatorias se puede introducir vectores aleatorios y distribuciones de probabilidad
discretas y continuas. Para estos propósitos, los vectores aleatorios continuos con densidad
van a ser relevantes, y por tanto se restringirá la atención a estos.

Definición B.14. Si la distribución de un vector XXX tiene función de densidad de probabili-
dad fXXX , se puede representar la función de distribución de probabilidad conjunta FXXX de XXX
como,

FXXX(x1, . . . , xn) =

x1∫

−∞

· · ·
xn∫

−∞

fXXX(y1, . . . , yn) dy1 · · · dyn, (x1, . . . , xn)T ∈ Rn,

donde la densidad es una función que satisface

fXXX(xxx) ≥ 0 ∀xxx ∈ Rn,
∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

fXXX(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn = 1.
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Si un vector XXX tiene función de densidad de probabilidad fXXX , todas sus conponentes Xi,
los vectores de los pares (Xi, Xj), tripletas (Xi, Xj , Xk), etc., tienen una función de densi-
dad de probabilidad. Estas son llamadas funciones de densidad de probabilidad marginales.
Además, la esperanza de un vector aleatorio tiene una función similar como el valor medio
de una variable aleatoria. Los valores XXX (ω) están concentrados alrededor de este. Aśı se
consideran las siguientes definiciones.

Definición B.15. Sea XXX un vector aleatorio.

i) La esperanza o media de XXX esta dado por:

µXXX = E[XXX] = (E[X1], . . . ,E[Xn]) .

ii) La matriz de varianza-covarianza de XXX esta definida por:

ΣXXX = (Cov(Xi, Xj); i, j = 1, . . . , n) ,

donde

Cov(Xi, Xj) = E
[
(Xi − µXi)

(
Xj − µXj

)]
= E[XiXj ]− µXiµXj ,

es la covarianza de Xi y Xj . Nótese que Cov(Xi, Xi) = σ2
Xi

.

Es conveniente el estandarizar covarianzas de las variables aleatorias mediante la división
por sus desviaciones estándar correspondientes. La cantidad resultante

corr(X1, X2) =
Cov(X1, X2)

σX1σX2

=
E [(X1 − µX1) (X2 − µX2)]

σX1σX2

,

es la correlación de X1 y X2. Como resultado de esta estandarización, la correlación de dos
variables aleatorias esta siempre entre -1 y 1.

Ejemplo B.3 (Vector aleatorio gaussiano). Un vector aleatorio normal o gaussiano tiene
función de distribución de probabilidad acumulada normal o gaussiana. La función de dis-
tribución de probabilidad normal o gaussiana de dimensión n esta dada por su función de
densidad de probabilidad

fXXX(xxx) =
1

(2π)n/2(det Σ)1/2
exp

(
−1

2
(xxx−µµµ)Σ−1(xxx−µµµ)T

)
, xxx ∈ Rn, (B.3)

con parámetros µµµ ∈ Rn y Σ, una matriz simétrica definida positiva de tamaño n× n, donde
Σ−1 es su inversa y det Σ su determinante. El parámetro µ es la esperanza µµµXXX de XXX y Σ es
la matriz de varianza-covarianza ΣXXX . Aśı la función de densidad de probabilidad del vector
gaussiano, y por tanto su función de distribución de probabilidad, están completamente
determinadas a través de su esperanza y matriz de varianza-covarianza.
. �
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B.3. Procesos estocásticos.

Definición B.16. Un proceso estocástico X es una colección de variables aleatorias

(Xt, t ∈ T ) = (Xt (ω) , t ∈ T, ω ∈ Ω) ,

definida en algún espacio Ω.

En general, T es con frecuencia un intervalo, por ejemplo T = [a, b] , [a, b) o [a,∞) para
a < b. Entonces se llamará a X un proceso de tiempo continuo en contraste a un proceso de
tiempo discreto. En el último caso, T es un conjunto finito o infinito numerable. Por obvias
razones, el ı́ndice t de una variable aleatoria Xt es frecuentemente referida al tiempo.

Definición B.17. Un proceso estocásticoX es una función de dos variables. Para un instante
fijo de tiempo t, esta es una variable aleatoria:

Xt = Xt (ω) , ω ∈ Ω

Para una salida aleatoria fija ω ∈ Ω, esta es una función del tiempo:

Xt = Xt (ω) , t ∈ T.

Esta función es llamada una realización, una trayectoria o una trayectoria de la
muestra del proceso X.

Se tiene que los conceptos de variable aleatoria X y de proceso estocástico (Xt, t ∈ T ) no
son muy diferentes. Ambos tienen trayectorias, pero la trayectoria X (ω) con ω ∈ Ω de una
variable aleatoria es un número, mientras que la trayectoria Xt (ω) , t ∈ T , de un proceso
estocástico es una función en T . Aśı, seŕıa correcto entender un proceso estocástico como
un elemento aleatorio tomando funciones como valores. Más aún, se puede interpretar una
variable aleatoria y un vector aleatorio como un proceso estocástico especial con un conjunto
finito de ı́ndices T .

En analoǵıa a las variables aleatorias y los vectores aleatorios se desea introducir carac-
teŕısticas no aleatorias de un proceso estocástico tales como su distribución, esperanza, etc. y
describir su estructura de dependencia. Esta es una tarea mucho más complicada que la des-
cripción de un vector aleatorio. En efecto, un proceso estocástico no trivial X = (Xt, t ∈ T )
con un conjunto infinito de ı́ndices T es un objeto de dimensión infinita; esto puede ser
entendido como una colección infinita de variables aleatorias Xt, t ∈ T . Ya que los valores
de X son funciones sobre T , la distribución de X puede ser definida sobre subconjuntos de
un cierto espacio de funciones, es decir

P (X ∈ A) , A ∈ F , (B.4)

donde F es una colección de subconjuntos adecuados de este espacio de funciones. La ob-
servación clave es que un proceso estocástico puede ser interpretado como una colección de
vectores aleatorios.
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Definición B.18. Las distribuciones finito-dimensionales (fidis) de un proceso es-
tocástico X son las distribuciones de vectores de dimensión finita

(Xt1 , ..., Xtn) , t1, ..., tn ∈ T,

para todas las posibles elecciones de tiempos t1, ..., tn ∈ T y cada n ≥ 1.

Se puede conceptualizar las fidis mucho más fácilmente que la complicada distribución
(B.4) de un proceso estocástico. Se puede mostrar que las fidis determinan la distribución
de X. En este sentido, se refiere a la colección de las fidis como la distribución de los pro-
cesos estocásticos. Los procesos estocásticos pueden ser clasificados de acuerdo a diferentes
criterios. Uno de ellos es por el tipo de sus fidis.

Ejemplo B.4. (Proceso gaussiano.) Un proceso estocástico es llamado gaussiano si todas
sus fidis son gaussianas multivariadas con función de densidad de probabilidad (B.3). Del
ejemplo B.3 se tiene que los parámetros µ y Σ de un vector gaussiano son su esperanza y
matriz de varianza-covarianza, respectivamente. Por lo tanto, la distribución de un proceso
estocástico gaussiano es determinada solamente por la colección de las esperanzas y matrices
de varianza-covarianza de sus fidis.

Un proceso gaussiano simple sobre T = [0, 1] consiste de variables aleatorias N(0, 1) iid.
En este caso las fidis estan caracterizadas por las funciones de distribución

P (Xt1 ≤ x1, . . . , Xtn ≤ xn) = P (Xt1 ≤ x1) · · ·P (Xtn ≤ xn)

= Φ(x1) · · ·Φ(xn),

0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn ≤ 1, (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
Para estos procesos, las trayectorias son muy irregulares.

. �

Para un vector aleatorioXXX = (X1, ..., Xn) se definió la esperanza µXXX = (E(X1), ...,E(Xn))
y la matriz de varianza-covarianza ΣXXX = (Cov (Xi, Xj) , i, j = 1, ..., n). Un proceso estocásti-
co X = (Xt, t ∈ T ) puede ser considerado como la colección de todos los vectores aleatorios
(Xt1 , ..., Xtn) para t1, ..., tn ∈ T y n ≥ 1. Para cada uno de ellos se puede determinar la
esperanza y la matriz de varianza-covarianza. Alternativamente se puede considerar estas
cantidades como funciones de t ∈ T :

Definición B.19. Sea X = (Xt, t ∈ T ) un proceso estocástico.

i) La función de esperanza de X esta dada por:

µX(t) = µXt = E(Xt), t ∈ T.

ii) La función de covarianza de X se define como:

cX(t, s) = Cov(Xt, Xs) = E [(Xt − µX(t)) (Xs − µX(s))] , t, s ∈ T.
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iii) La función de varianza de X esta definida por:

σ2
x (t) = cX (t, t) = Var (Xt) , t ∈ T.

Como para un vector aleatorio, la función de esperanza µX (t) es una cantidad deter-
mińıstica alrededor de la cual las trayectorias de X están concentradas. La función de cova-
rianza cX(t, s) es una medida de dependencia en el proceso X. La función de varianza σ2

X(t)
puede ser considerada como la medida de dispersión de una trayectoria de X alrededor de
µX(t).

Otra forma de clasificación de procesos estocásticos consiste de la imposición de una
estructura especial de dependencia.

Definición B.20. El proceso X = (Xt, t ∈ T ), T ⊂ R, es estrictamente estacionario si
la fidis son invariantes bajo cambios de los ı́ndices t

(Xt1 , ..., Xtn)
d
= (Xt1+h, ..., Xtn+h), (B.5)

para todas las posibles elecciones de ı́ndices t1, ..., tn ∈ T , n ≥ 1 y h tal que t1 +h, ..., tn+h ∈
T .

Observación B.21. Aqúı
d
= significa la identidad de las distribuciones. Para los vectores

aleatorios en (B.5), esto significa que sus funciones de distribución son idénticas.

Si se describe un proceso de la vida real (estrictamente o en un sentido amplio) mediante
un proceso estocástico estacionario, entonces se creeŕıa que las propiedades caracteŕısticas
de este proceso no cambian cuando el tiempo pasa. La estructura de dependencia descrita
por las fidis o la función de covarianza es invariante mediante cambios en el tiempo, la cual
es una restricción relativamente más fuerte sobre el proceso subyacente, sin embargo, esta es
una suposición estándar en muchos campos relacionados con la probabilidad, tales como la
estad́ıstica y el análisis de series de tiempo.

La propiedad estacionaria puede también ser impuesta sobre los incrementos del proceso.
El proceso en si mismo es entonces, no necesariamente estacionario.

Definición B.22. Sean X = (Xt, t ∈ T ) un proceso estocástico y T ⊂ R un intervalo. Se
dice que X tiene incrementos estacionarios si

Xt −Xs
d
= Xt+h −Xs+h para todo s, t ∈ T y h con t+ h, s+ h ∈ T.
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