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Resumen
Dado un sistema de fusién saturado # sobre un p-grupo finito S, definimos el ani-
llo A(¥) que modela al anillo de Burnside A(G) de un grupo finito. Se muestra
que estos anillos tienen muchas propiedades comunes. Cuando ¥ es el sistema de

fusion de un grupo finito G describimos la relacion entre estos anillos.

Palabras clave: Sistema de fusion; grupo finito p-local; categoria de orbitas; anillo

de Burnside



Abstract
Given a saturated fusion system ¥ on a finite p-group S we define a ring A(F)
modeled on the Burnside ring A(G) of a finite group. We show that these rings have
several properties in common. When ¥ is the fusion system of a finite group G we

describe the relationship between these rings.

Keywords: Fusion system; p-local finite group; Orbit category; Burnside ring.
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INTRODUCCION

Dada la importancia de los Sistemas de Fusion por sus miltiples aplicaciones a Teoria de Repre-
sentaciones Modulares, Topologia Algebraica,y Teoria de Grupos finitos, su estudio se ha venido

haciendo cada vez méas popular en los dltimos afios.

Es dificil saber con exactitud el origen de esta teoria, sin embargo, se podria argumentar que se
remonta a trabajos de Burnside y Frobenius, con argumentos acerca de la fusién de p-elementos de
grupos finitos. Otro punto de vista es que comenzaron con el Teorema de Fusién de Alperin para

grupos finitos.

Un trabajo no publicado por L. Puig durante los 90’s (del cual una parte se encuentra en [10])
junto con el trabajo de Alperin-Broué (ver [2]) son la base para construir un Sistema de Fusion
de un p-bloque asociado a un grupo finito. Con el trabajo de Puig se iniciaron los fundamentos

axiomadticos y algunas nociones fundamentales de esta teoria.

Puig cred la Teoria de Categorias de Frobenius (asi llamaba Puig a los Sistemas de Fusion)
como una herramienta en teoria de representaciones modulares, motivado en parte por el trabajo
de Alperin y Broué. Luego, investigadores en Teoria de Homotopia usaron esta teoria para dar for-
malidad y probar un resultado en la Teoria de los Espacios Clasificantes p-completados de grupos
finitos. Como parte de ese proceso, objetos llamados grupos finitos p-locales asociados a Sistemas
de Fusién abstractos fueron introducidos por Broto, Levi y Oliver en [4]. Estos también son de in-
terés en los Espacios Clasificantes p-completados. Finalmente, tedricos de Teoria local de Grupos
finitos se interesaron en Sistemas de Fusion, en parte porque los métodos de teoria local de grupos
resultaron ser de mucha utilidad en el estudio de los Sistemas de Fusion, pero también porque cier-
tos resultados en teoria de grupos finitos parecen ser mas faciles de probar en la categoria de los

sistemas de Fusion.

Por todo lo antes mencionado, consideramos positivo abordar el desarrollo de la teoria de Siste-
mas de Fusion, y es asi que en este trabajo calculamos el anillo de Burnside asociado a un Sistema

de Fusidn.

Dado un grupo finito G. La categoria de los G-conjuntos finitos es cerrada baja la formacion

de uniones disjuntas X LI Y y productos X X Y. El conjunto de las clases de isomorfismo forma un

VIl



Vi INTRODUCCION

monoide conmutativo bajo la operacion LI. Su grupo de Grothendieck asociado, denotado por B(G),
resulta ser un anillo ya que el producto de G-conjuntos es asociativo y se distribuye con respecto a
la unién disjunta. A B(G) se le llama el anillo de Burnside de G (ver [5]).

Hay una forma de contruir el anillo de Burnside asociado a una categoria finia, y viene da-
da como sigue: Sea C una categoria finita (finitos morfismos y finitos objetos). La categoria
Fun®(C , set) de los funtores contravariantes de C en la categoria de conjuntos finitos es cerra-
da bajo la formacion de uniones disjuntas X LI Y y productos X X Y. El conjunto de las clases de
isomorfismo forma un monoide conmutativo bajo la operacién LI. Su grupo de Grothendieck aso-
ciado, denotado por B(C ), resulta ser un anillo ya que el producto de estos funtores es asociativo y

se distribuye con respecto a la unién disjunta. A B(C ) se le llama el anillo de Burnside de C .

Si consideramos el grupo finito G, y -¢ es G visto como una categoria, entonces B(G) y B(:¢)

son anillos isomorfos (ver Apéndice A ).

Un Sistema de Fusién ¥ sobre un p-grupo (p un nimero primo) finito S es una categoria finita
cuyos objetos son los subgrupos de S (ver def. Sistema de Fusion). Ya que tenemos una categoria
finita podriamos intentar estudiar su anillo de Burnside asociado, pero como no conocemos los
generadores, esto es un asunto tal vez imposible, pues para cuestiones de calculos se necesitarian
cuentas explicitas en las que intervengan los generadores como grupo abeliano de nuestro anillo.
Sin embargo en B(¥) conocemos a los funtores representables de la forma ( ,A) conA € ¥,y en
un principio podriamos tratar de determinar si el generado de este conjunto como grupo abeliano
también es cerrado bajo la multiplicacion de B(#), o al menos bajo que condiciones tenemos
que sea cerrado. Es aqui donde interviene el teorema 3.4, relacionado con el sistema de Orbitas
(ver definicién de Sistema de Orbitas ). Se prueba que para cierto sistema de fusién asociado a
nuestro sistema de fusion inicial #, el generado como grupo abeliano de los funtores representables
contravariantes forma un subanillo (sin uno), denotado por A(¥), del anillo de Burnside de dicho
Sistema de Fusion.

A(F) estd inmerso en su anillo fantasma (el generado como grupo abeliano libre por los mismos
generadores de A(¥)). Y al tenzorizar tanto a A(#) como a su anillo fantasma por Q estos dos son
iguales. Por lo que se calcula una férmula que describe los idempotentes del anillo fantasma de

A(F) en términos de los generadores.

Otro resultado importante resulta de localizar A(¥) en p, ya que este localizado es un anillo
con uno (el mismo uno que el del localizado de su anillo fantasma). Una vez se ha hecho esto, se
calcula el espectro primo de A(F).
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Finalmente se estudia la relacién que tiene el anillo A(F) con el anillo de Burnside clasico de
un grupo finito, para el caso en el que nuestro Sistema de fusion ¥ es el Sistema de Fusion Fs(G)
(ver definicién de Fg(G)).



Capitulo 1

Sistemas de Fusion Saturados

DEerINIcION 1 (Sistema de Fusion). Un sistema de fusién sobre un p-grupo S es una categoria ¥ ,
donde Ob(F) es la coleccion de todos los subgrupos de S, y los morfismos satisfacen los siguientes

axiomas para todos P,Q < S :

1. Homg(P, Q) € Hom#(P, Q) € Inj(P, Q)
2. Todo ¢ € Hom#(P, Q) es la composicion de un ¥ -isomorfismo seguido de una inclusion.

En 1., inj(P, Q) denota el conjunto de los morfismos de grupos que son injectivos, y Homg (P, Q)

denota los morfismos de grupos que provienen de conjugaciones por elementos de S .

Un ejemplo clasico de sistema de fusion es el siguiente

EsempLo 1. Sea G un grupo finito, y S € Syl,(G) con p un nimero primo. Denotamos por
Fs(G) al sistema de fusién cuyos objetos son los subgrupos de S y que consta de los morfismos

provenientes de conjugaciones por elementos de G, es decir, para todos P, Q < §

Homg (P, Q) :={f € Hom(P, Q)/f = c,con g € G}

Para facilitar notacion, en adelante denotaremos Homg(P, Q) en vez de Homg (P, Q).

Fs(G) es un sistema de fusion pues para todos P, Q < S

1. Homg(P, Q) € Homg(P, Q) C Inj(P, Q)
2. Sic, € Homg(P, Q), entonces el siguiente diagrama conmuta

Ce
p 0

cy(P)

Ademas le existencia de ¢,-1 nos garantiza que c, s un isomorfismo en categoria ¥ (G).

XI



XII 1. SISTEMAS DE FUSION SATURADOS

En adelante cuando se hable de un sistema de fusién F sobre S, se supondrd que S es un

p-grupo finito.

De la definicion de sistema de fusion se sigue que

Auts(P) := Homg (P, P) C Auty(P) := Homg(P,P) C Inj(P,P) = Aut(P)

DErINICION 2 (Sistema de fusion saturado). Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo §

e Dos subgrupos P, Q < S son ¥ -conjugados si son isomorfos como objetos de la categoria 7.

Sea P” el conjunto de todos los subgrupos de S que son ¥ -conjugados a P.
e Un subgrupo P < S se dice totalmente automatizado si Auts(P) € Syl,(Autys(P))

e O < § esreceptivo si para todo ¢ : P — Q que es ¥ - isomorfismo, existe ¢ € F tal que
¢ : N, — Syop|p= ¢, donde N, = {x € Ng(P)/¢co~! € Autg(Q)}. Asi tenemos el siguiente

diagrama

P—— N,

/

e O < S es totalmente centralizado si YP € Q7 , |Cs(Q)| > |Cs(P)|
e O < S es totalmente normalizado si VP € Q7 |[Ns(Q)| > |Ns(P)|

e Si ¥ es sistema de fusion sobre S, se dice que ¥ es saturado si todo objeto es conjugado a

otro totalmente automatizado y receptivo.

Esempro 2. El sistema de fusion ¥ (G) es saturado. Para ver esto serdn necesarios los siguientes

resultados.

Lema 1. Sea G grupo finito

1. Sean cq,c;, € Int(G)y Q < G. Si ¢g = cj, en Q, entonces existe un u € Cg(Q) tal que g = hu

2. Sean H K < G. Sic, € Int(H) y ¢ : H — K es isomorfismo de grupos, entonces
QCap™! = Cy en K

3. Sea Q < G. Autg = Ng(Q)/Cs(Q)
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DEMOSTRACION.

1. Sea g € Q, luego c,(q) = gqg™' = hqh™" por lo que h™'gqg™'h = q, es decir, u = h™'g €

Cs(Q),y g = hu.
2. Seq k € K, luego

o(xp™! (k)x™")
P(X)kep(x)™!
= C(p(x)(k)

pc.p ' (k)

3. Consideremos el morfismo sobreyectivo Ng(Q) —f> Autg(Q) dado por g = c,. Se tiene que
Kerf = C5(G), por lo tanto Aut; = Ng(Q)/Cs(Q).

(2

TeoreMA 1.1. Sea G grupo finito, S € Syl,(G)

1. SiP <SS, existe Q <S tal que Q =g Py Ns(Q) € Syl,(Nc(Q)).

2. 85i Q < § es tal que Ns(Q) € Syl,(Ng(Q)), entonces Cs(Q) € Syl,(Cs(Q)) y Auts(Q) €
Sy, (Auts (Q)).

3. 8i P,Q < S tales que 8P = Q y Ng(Q) € Syl,(Ng(Q)). Se tiene que N := {x € Ng(P)/%x €
Ns(Q)C(0Q)} = {x € Ns(P)/cs, € Auts(Q)}, ademads para dicho N existe h € Cg(Q) tal
que "N < S.

DEMOSTRACION.

1. SeaT <Gtalque P<T < Ng(P),yT € Syl,(Ng(P)), como T es p-grupo de G, existe un
g€ Gtal que T < S ademds PLT, pues T < Ng(P); asi 8T <& Ng(P) = Ng(¥P) = Ns(Q),
por lo que 8T < Ng(Q)NS = Ng(Q) < Ng(Q), y como

Dt |NGT(P)| _ |g1\;G7EP)| _ |N§(TQ)

T € Syl,(Nc(Q)) por lo que *T = Ns(Q) y Ns(Q) € Syl,(Ns(Q))

Autc(Q) _ |G
Auts(Q) Ns ()




X1V 1. SISTEMAS DE FUSION SATURADOS

Ne(Q)| _ |Autg(Q)| [Ce(D)

Ademds por hipdtesis p 1 Ns(0) 0 | 1 Tsco b POT lo que p no divide ningtin factor,
y asi Cs(Q) € Syl,(Cs(Q)) y Auts(Q) € Syl,(Auts(Q)).
3. Six€eN,Sx e Ng(Q)Cs(Q) asi®x = uv conu € Ng(Q) y v € Cs(Q), por lo que cs, : Q —
Q. Pues siq € Q,

g™ = uvgyu!

ugu ' € Q

es decir, $x € Ng(Q) por lo que c:, € Auts(Q).
Sea x € {x € Ns(P)/csx € Auts(Q))}, entonces existe y € Ng(Q) tal que cs, = cy en

Q, ast por lema 1 se tiene que existe u € Cg(Q) tal que $x = yu, por lo tanto $x = yu €

Ns(Q)Cs(Q).
Por otro lado como Ng(Q) normaliza Cs(Q),luego Ns(Q)Cs(Q) es un subgrupo de

G. Y por definicion de N tenemos N < Ns(Q)Cg(Q). Ademds Ns(Q) € Syl,(Ng(Q)) y

Ns(Q) < Ns(Q)Cs(Q) < Ng(Q) por lo que también Ng(Q) € Syl,(Ns(Q)Cq(Q)). Asi,
existe h € Cg(Q) tal que "(*N) =" (N) < Ng(Q).

(d

F(G) es un sistema de fusion saturado.

Sea P < S, por el teorema anterior (partes 1.y 2.) existe Q =g P tal que Auts(Q) € Syl,(Aut;(Q)),

i.e., Qesta.y solo resta ver que dicho Q es receptivo.

Sea C, : Py —> Q un isomorfismo en F5(G), luego Py = Q'y por el teorema anterior (parte 3.)
si N ={x € Ng(Py)/8x € Ns(Q)Cs(Q)} = {x € Ng(P)/C:, € Auts(Q)}, entonces existe h € Cz(Q)
tal que"(N) < S , i.e., Cy : N — S. Ademds Py < N, ya que si p € Py, Cs, € Auty(Q) < Auts(Q),

mds avn

Ci(p) = higpg Hh™
= hh'(gpg™"), pues(gpg)€Q
= Gip)

Por lo tanto Cy, extiende a C,, luego tenemos el siguiente diagrama
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P0<—> N
|

Q Chg

S

Asi que solo resta ver que N = N, = {x € Ny (PO)/cgcx(cé‘,l) € Auts(Q)}, pero esta igualdad es

inmediata de la parte 2. del lema 1,5.
LemMA 2. Sea F sistema de fusion sobre S

1. Si P es receptivo, entonces p es totalmente centralizado

2. P es totalmente automatizado y receptivo, entonces P es totalmente normalizado

3. Si P es totalmente automatizado y receptivo, entonces para todo Q =¢ P existe ¢ :
Ns(Q) — Ns(P) morfismo en F tal que ¢(Q) = P. Ademds Q es totalmente centralizado
siy solo si es receptivo, y es totalmente normalizado siy solo si es totalmente automatizado

y receptivo.

DEMOSTRACION.
1. Sigp: Q — Pisomorfismo en ¥ , entonces ¢ se extiende a un ¢ dado como en el siguiente

diagrama

Q—— Ns(P) Ng(P) < N,
lw

If 7

S

Veamos que Cs(Q) C N, y luego que ¢(Cs(Q)) € Cs(P), asi como ¢ es inyectiva (pues
todo morfismo es inyectivo en ¥ ) se tendrd |Cs(Q)| = |[p(Cs(Q))| < |Cs(P)|.
Sea x € Cs(Q) € Ng(Q), asi x € Ng(Q), sea p € P, entonces

¢C.p~(p) e(xp~ (p)x7")

@(¢~'(p)), pues ™' (p) € Q

=D
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asf ¢C,p~!' = idp € Auts(P) por lo que x € N,
Sea p(x) € (Cs(Q)) y p € P, entonces

2(@Qe(x)p(g™"), con p =g(q)

pp(x)p”!
= ®(gxq™")
= @(x), pues x € Cs(Q)

2. Sea P es receptivoy ¢ : Q — P por la parte 1. tenemos que P es totalmente centralizado,
Le., |Cs(P)| 2 |Cs(Q)I.
Por otro lado tenemos que Auts(P) € Syl,(Auty(P)) y como ¢ induce un isomorfismo
entre Autr(P) y Auty(Q) (conjugar por ¢); ademas Autr(Q) > Auts(Q), entonces por
teorema de Sylow se sigue |[Auts(Q)| < |Auts(P)| asi que

INs (Q) |Auts (O)ICs(Q)

|Auts (P)||Cs (P)|
INs (P)|

IA

asi P es totalmente normalizado.
3. Sea ¢ € Isos(Q,P) un ¥ -isomorfismo. Luego YAuts(Q) < Auts(P), entonces existe

a € Auty(P) tal que *Auts(Q) < Auts(P), pues Auts(P) € Syl,(Auty(P)) ya que Pest. a.
. Sea ¢ = ay; como P es receptivo, existe ¢ que extiende a ¢. Veamos que Ng(Q) C N, y
que p(Ns(Q)) € Ns(P).

Sea x € Ns(Q), entonces ¢, € Auts(Q) luego aycy'a! € ayAuts(Q'a™! <
Autg(P), i.e., Ng(Q) € N,, luego Ng(Q) = N,. Asi ¢ se extiende a un morfismo ¢ €
Homg(Ns(Q), S), por lo que ¢(Q) = ¢(Q) = P. Sea p € Py ¢(x) € ¢(Ns(Q)), entonces

e(x)pp(x)”! 2(e(@p(x)"", con p(q) = p
= P
= @(xqox"") € P, pues x € Ns(Q)

Asi tenemos que ¢ : Ns(Q) — Ns(P).
En el caso que Q sea totalmente centralizado, entonces ¢(Cs(Q)) = Cs(P).SeaR< Sy
B € Isor(R, Q) fijo. Para g € Ng, se tiene c, € Auts(Q) lo que implica #’c, € Auts(P), pues
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¢ se extiende a un morfismo definido en Ns(Q), por lo que g € N,z. Como P es receptivo
@B se extiende a un morfismo y € Homg(Ng, Ns(P)). Para todo g € Ng, Pc, = ¢, para
algin h € Ng(Q) por definicion de Np, asi ¢y =Y ¢p = Cyuy)» Y @i x(g) € Im(y) - CsP =
Im(y), yCs(P) = Im(y). Luego Im(y) < Im(y) asi que y se factoriza a través de algun
Be Homg(Ng, Ns(Q)) con Bl = B, por lo que Q es receptivo.

Si Q es totalmente normalizado, entonces ¥ es un isomorfismo. Por lo tanto s envia
Cs(Q)en Cy(P), asi Q es totalmente centralizado y por lo tanto receptivo. También Auts (Q) =

T o5 isomorfo a Auts(P) = $7); ademds Autr(Q) = Auty(P) ya que Q, P son con-

Cs(0)
jugados. Luego Auts(Q) € Sly,(Aut#(Q)) ya que Auts(P) € Sly,(Autz(P)), y asi Q es

totalmente automatizado.

.

TreOREMA 1.2. Sea F un sistema de fusion saturado sobre S. Se cumplen las siguientes afirma-

ciones

1. Si Q < S totalmente normalizado = Q es totalmente centralizado y totalmente automati-

zado.
2. 8i Q < § totalmente centralizado = Q es receptivo.

DEMOSTRACION.

Sea Q < §.Como ¥ es saturado, existe P =# Q que es totalmente automatizado y receptivo.

a) Si Q es totalmente normalizado, por teorema anterior, esto es equivalente a Q ser totalmente

automatizado y receptivo, pero ser receptivo es equivalente a ser totalmente centralizado.

b) Si Q es totalmente centralizado, por teorema anterior Q es receptivo.

(2

1. ¥ -céntricos

Sea ¥ sistema de fusién saturado sobre un p-grupo finito S. En la siguiente seccion se estu-
diaran algunos objetos de ¥ llamados ¥ -céntricos, que seran de vital importancia en la construc-

cion que se hara del anillo de Burnside de un Sistema de Fusion Saturado.
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DerNicION 3. Sea F un sistema de fusidon sobre S

e Para cada P < S, Sea Outy(P) = G20 y Outs(P) = §50. Asf Outs(P) < Outy(P) <
Out(P).

e Un subgrupo P de S es ¥ -céntrico si Cs(Q) = Z(Q) para todo Q € P¥ o de manera
equivalente, P < § es F -céntrico, si P es totalmente centralizado en ¥ y Cs(P) = Z(P).

e Sea ¥¢ C ¥ la subcategoria de ¥ cuyos elementos son los subgrupos de S que son ¥ -
céntricos.
Lema 3. Sea F un Sistema de Fusion sobre S,y P < S.

P es F -céntrico & P es totalmente centralizado en ¥ y Cs(P) = Z(P)

DEMOSTRACION.
=]

Sea Q € P7,y ¢ € Isos(Q, P)

ICs(Q)

|Z(Q)| pues Pes F — céntrico
le(Z(O))

1Z(P)|

ICs(P)|

IA

Asi que P es totalmente centralizado. Ademas Z(P) = ¢(Z(Q)) = ¢(Cs(Q)) = Cs(P),

<]

Sea Q € P” y ¢ € Iso7(Q, P). Como Cg(P) = Z(P) tenemos

ICs(D) = le(Cs(Q))
= |Cs(P)|
= |ZP)|
= le(Z(Q)
= 1Z(0)
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Asi que Cs(Q) = Z(Q). [

CoroLario 1.3. Sea F es sistema de fusion sobre S. Si P <R < S.
P es F -céntrico = R es F -céntrico

DEMosTRACION. Si R 2 P con P ¥ -céntrico, entonces Cs(R) € Cs(P) = Z(P) € P C R, por lo tanto

Cs(R) = Z(R) y por el lema anterior, R es F-céntrico. —

DEerNiciON 4. Un p-grupo P < G se llama p- céntrico si Z(P) € Syl,(Cs(P)). Equivalentemente
(por el Teorema de Zassenhaus ver [13]), Cq(P) = Z(P) X C;(P), donde C(P) es el subgrupo de
Cg(P) generado por los elementos de C(P) de orden primo a p . En particular Cj,(P) es carac-

teristico en Cg(P).
Lema 4. [Fs(G)-céntricos |

Sea G un grupo finito, y S € Syl,(G). Consideremos el sistema de fusion ¥ = Fs(G); sea P < §

P es F-céntrico & P es p-céntrico

DEMOSTRACION.
=]

Como Z(P) es p-subgrupo de Cg(P), existe R € Syl,(Cs(P)) tal que Z(P) < R < Cg(P) < G,

ademas por teoria de Sylow, existe g € G tal que 4R < S, por lo que

(R < SNCEP)
= Cs(°P)
= Z(*P)
pues P es ¥ -céntrico. Asi, al calcular ordenes en tenemos |R| = |Z(P)|, por lo que Z(P) €
Sylp(Ca(P)).
<]

Sea Q < S yc, € Isog(P, Q), como G R G, se puede evaluar en cualquier subgrupo de G, y
como Z(P) € Syl,(c,(P)), se tiene lo siguiente Z(Q) = c,(Z(P)) € Syl,(c,(Cs(P))) = Syl,(Cc(Q))
por lo que Cs(Q) = Z(Q) ya que Z(Q) < Cs(Q) < Cs(Q).
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Capitulo 2

El sistema de orbitas

En este capitulo se definird el "sistema de orbitas” O(F ), de un sistema de fusién ¥ sobre un
p-grupo S y se estudiardn algunas propiedades del caso particular en que se trabaje con O(F °). El
resultado mds importante de este capitulo es que cuando ¥ es saturado, todo morfismo en O(F )
es epimorfismo y se debe a L. Puig (en [9]).

DEeriNICION 5 (Sistema de Orbitas de un Sistema de Fusion). Sea ¥ sistema de fusion sobre un p-

grupo S . Se define el sistema de drbitas de ¥ , denotado por O(F), como la categoria cuyos objetos
son los subgrupos de § y si P,Q < S, se tiene que Homo#)(P, Q) := %&@

viene dada por [f][g] = [fg]

y la composicién

Se sigue de la definicién que si [f], [g] € Homow (P, Q)

[fl=[gledxeQ/ f=cg

también se sigue que

Autf(P)
Inn(P)

AMIO(T)(P) = = Outy(P)

Ademads tenemos que O(F ) < O(¥F), i.e., la categoria de 6rbitas asociada a la categoria de los

céntricos de ¥ es una subcategoria de la categoria de 6rbitas de ¥ .

TeorEMA 2.1 (L. Puig). Si F es un sistema de fusion saturado, entonces en la categoria O(F “)todo

morfismo es epimorfismo

DEMOSTRACION.

Sean P, Q,R < S céntricos, [f] € Homow (P, Q) y [gl, [h] € Homow)(Q, R) tales que [gf] =

[][f1 = [AI[f] = [hf], luego g f = c.hf,y si consideramos que gl f = cxhlsp)f,y que f: P —
f(P) es cancelable por derecha, entonces g|sp) = chlsp) . Consideremos que P = f(P) < Qy que

XXI
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f(P) también es céntrico. Asi, s.p.g. P < Qy [glp] = [hlp],1.6., g =chen P

consideremos /(Q) i) R, gh™'|,p) = ¢, pues si h(p) € h(P)

gh™ (h(p))

g(p)

cxh(p) g = cch
cx(h(p))

Asi que [gh™'] = [1] en h(P) y si se demostramos que esto implica [gh™'] = [1] en h(Q) ya
habriamos acabado la prueba, pues en ese caso gh™! = ¢, asi que g = ¢;h por lo que [g] = [A]. Sin
perdida de generalidad se puede considerar que lo que hay que probar es: ’[g] = [1] en P implica
[g] = [1] en Q”, pero suponer [g] = [1] en P es lo mismo que g|p = ¢, , 1.e., glpc;1 = 1p, asi que

sin pérdida de generalidad se supondra g|p = 1p, ahora resta ver que g = ¢, en Q.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que [P : Q] = p, ya que este es el caso més
importante, pues sino tendriamos una cadena

P:p0<P1S...SPn:Q

donde [P;y; : P;] = pparai = 0,...,n — 1. Podemos pensar a g con dominio P; el cual tam-
bién es céntrico (pues contiene a un céntrico) y si probamos que glp = 1|p implica g = ¢, en Py,
entonces g|p,c;! = 1p, y sin perdida de generalidad g|p, = 1p,, asi, aplicando nuevamente lo que
ya habriamos probado se tendria g = ¢,, en P;, por lo que realizando este razonamiento n veces

tendriamos g = ¢, en Q. Luego, sin pérdida de generalidad podemos suponer P = Py y P, = Q.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Q es totalmente normalizado. Esto se puede

suponer pues la siguiente proposicion implica lo que deseamos probar, i.e., si

P<Q-5R, [Q:Pl=p, glp=1pimplicag=c,en Q

entonces

PgQi)R, glp = 1p implica g = c; en Q



2. EL SISTEMA DE ORBITAS XXII

Veamos que en efecto esto es cierto.
Como ¥ es un sistema de fusion saturado, existe ¢ : Q — Q' F - isomorfismo, con Q’ totalmente

automatizado y receptivo, por lo tanto totalmente normalizado. Sea ¢(¢) € ¢(P), luego

g()
t, pues glp = 1p
¢ (1)

g0 o) (@)

es decir, gp™' = ¢~ en @(P), asi pgp™' = ly,pyy como [Q : P] = [Q : ¢(P)] = p, entonces
0ge™' = ¢ en Q. Ademads 1yp) = 08¢~ '|up) = ¢1, asit € Cs(p(P)) C ¢(P) ya que ¢(P) es totalmente
centralizado, por lo que 7 = ¢(u) para algtin u € P, luego g = ¢~ 'c,uy¢ = ¢, en Q. Ahora solo resta

mostrar que

P<Q-5R, [Q:Pl=p, glp=1pimplicag=c,en Q

Prueba:
Sean P, Q como en las hipétesis. Sea s € Q — P, entonces Q = (P, s), pues [P : Q] = p. Veamos
que g(s) € Q. Seat € P, luego

g(9)g(Hg(s™)
g(sts™)
sts™, pues P<Q

g(s)rg(s)™

asi s g(s)t = ts7'g(s), luego u := s7'g(s) € C5(P) C P C Q pues P es totalmente centralizado
(yaque es ¥ -céntrico), por lo tanto g(s) = su € Q' y como g|p = 1p, entonces g(Q) = g((P, s)) C O,
ie., g € Aut(Q), pero g es un morfismo en ¥ , asi que g € Aut#(Q).

Veamos ahora que g es de orden una potencia de p. Observemos que g(s) = su, asi que
g%(s) = su?, g3(s) = su,..., g7 (s) = s donde p" = o(u).
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Por otro lado Auts € Sylp(Aut#(Q)) (pues Q es totalmente normalizado y por lo tanto total-
mente automatizado), y por teorema de Sylow, existe [ € Aut#(Q) tal que ¢, = ["'gl € Auts(Q)
por lo que ¢l-p) = "' gll;-1py = 1,1 donde la dltima igualdad se tiene pues si 7' (py) € I"'(P),
entonces [7'gl(I"'(po)) = ["'g(po) = I"'(po) (pues glp = 1|p). Pero cglpipy = 141 siy solo si
s € Cs(I"'(P)) € I"Y(P) (pues ["'(P) es totalmente centralizado), por lo que s = [7!(v) para algin
v € P, porotro lado g = lcl™" = lepiyl™ = ¢4 = €y

(1

LEmA 5. Sea F sistema de fusion saturado sobre un p-grupo S. Sean P,Q < S F -céntricos,
f € Hom#(Q, P). Si existe s € Ns(Q) tal que fC; = C,f para algiin x € P, entonces f se puede

extender a un morfismo f" en ¥ , donde f' : {(Q, sy — P

DEMOSTRACION. Sea s € Ng(Q) y x € P tal que fc; = ¢, f . Como f(Q) es isomorfo a Q que es
F -céntrico, entonces f(Q) también es ¥ - céntrico, luego totalmente centralizado, por lo tanto
receptivo, y asi f se extiende a un f” definido en Ny. Veamos que s € Ny. Como s € Ng(Q) se
tiene que c; € Auts(Q), luego fc,f~' € Aut(f(Q)), por lo tanto si t = f(g) € f(Q), entonces

fesf71 () = () = xtx! € f(Q), y asf x € Ny(f(Q)), es decir, ¢, € Auts(f(Q)) .
Ademis ¢, = fe, f ' = fleyf7! = Cris) Y por lema 1 existe u € c,(f(Q)) tal que x = f’(s)u 'y como

cs(f(Q)) = Z(f(Q)) C f(Q) C Pyaque Qes F - céntrico, entonces f'(s) = xu~' € P.
|

Si consideramos P, Q € O(F ©), Homo)(P, Q) naturalmente se puede convertir en un Outg.(P)-
conjunto derecho como sigue, si K, Q son ¥ -céntricos, [B] € Homog(P, Q) y [a] € Outs(P)
entonces [Bl[a] = [Ba]. Homog< (P, O)!“! denotara el conjunto de puntos fijos de [«].

LEmA 6. Sea F sistema de fusion saturado sobre S, K, P < S F - céntricos. Si H = K(s), con
s € Ng(K), entonces

HOmO(q—-c)(H, P) X HOmO(gL'c)(K, P)[CS]

donde =~ significa que estos conjuntos son equipotentes, y la biyeccion viene dada por 8 con

BUSD = [flk]

DEMOSTRACION.

esta asignacion S esta bien definida ya que si [f], [g] € Homo(H, P)
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[fIkICs] = [flkCil

= [Cyuyflk], pues f se puede evaluar en s
[flx]

Es decir, si 8 llega a donde deberia. 8 ademas es funcién pues si [f] = [g], entonces f = C.g
para algun x € P, asi flx = C.glk, luego [flk] = [glk] 1.e., B(LSD = BgD.

[ es inyectivo pues si [ f|x] = [glk], entonces [ f][i] = [g][i], donde i es la inclusién de K en H,
y por teorema 2.1, [f] = [g].

B es sobreyectivo pues si [h] € Homoo(K, P)I), [hCs] = [h][Cs] = [h], es decir, hay un
x € Ptal que hCys = C,h, luego, existe h’ : K(s) — P tal que /| = h.

(d

CoroLARIO 2.2. Sea F sistema de fusion saturado sobre S, P < P’ < S F - céntricos.

|H0m0(gm-)(P, P’)| = |Qut(P")| mod p

DEMOSTRACION.

Se pueden tener los siguientes casos

1. Si[P:P]=1,1e,P=P,yasi

Homg(P, P)
Int(P)
Hom#(P, P)
Int(P)

= Quty(P)

HOmO(«;L'c)(P, P) =

2. Si[P': P] = p,entonces P < P'. Sea s € P — P, luego s € Np/(P) C Ns(P)y P' = (P, s),

asi, por lema anterior tenemos

Homo(fc)(P, P,) X Homo(fc)(P', P,)
0ut¢(P’)
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Ademais [Cs] € Outs(P) es de orden una potencia de p, pues si [(s)| = p?, [Cs]"" =
[C']=[Cs] = [C1] = 1, por lo que

|Out+(P))| |Homoo (P, P)'|

|Homow(P, P')| mod p

3. Si [P’ : P] = p"conn > 1, entonces el cociente es soluble y por teorema de la correspon-

dencia se tiene que existe una cadena

P=0y<10,<9..490,,40,=F
donde [Q; : Qi1] = py asi [Outr(P')| = [Homo (P, P')| = [Homog(Qn-1, P =
. = |H0m0(gr)(P, P’)l

[



Capitulo 3

El anillo de Burnside de un Sistema de Fusion

1. La inmersion de Yoneda

Sea C una categoria finita (con finitos objetos y finitos morfismos), y consideremos la categoria
Fun’(C ,Set) de funtores contravariantes de C a la categoria de conjuntos. Sean A,B € C , el
funtor Hom¢ ( ,A) es un funtor contravariante de C en la categoria de conjuntos, y para facilitar
escritura, lo escribiremos como ( ,A) ,y los morfismos de A a B se denotara por (A, B) cuando no

haya lugar confusién sobre la categoria, en otro caso denotaremos C (A, B).

Lema 7 (De Yoneda). Sean ( ,A),M € Fun’(C ,Set)y A € Obj(C). La funcién
f (W ,A) ,M) — M(A), dada por @ +— a,(1,) donde ay : (A,A) — M(A) es una

biyeccion y es natural tanto en M como en A

DEMOSTRACION.

Definamos g : M(A) — (( ,A) , M), como sigue m — " donde a” viene dado por
a’y = M(f)(m) paratodo f € (B,A)

Veamos que g si llega a donde se esta diciendo que llega, i.e., @™ es una transformacion natural.
Sea B,C € ob(C ),l € (B,C),yseat € (C,A), como M es funtor contravariante se tiene M(¢ o
D(m) = M(l)(M(t)(m)), asi, el siguiente diagrama conmuta

m
B

(B,A) M(B)
) M)
(C.A) M(C)

m
@

Por lo que @ es una transformacién natural: Es claro que g es funcién.Veamos que g y f son
inversas. Seam € M(A)

XXVl
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flgm)) = f@")
= ay(1s)
= M(1,)(m)

= m

Seah € (B,A)

o W) = M(f)aa(la)
= (M(f)oan)(la)
= (apo (f.A)(1a), puesa e (( ,A),M)
= ag(lyof)
= ap(f)

Sean N € FunO(C ,Set), B € (IM,N), @ € (( ,A) ,M). f es natural en M si el siguiente

diagrama conmuta

« ,A),M) M(A)
(¢ ,A4).,B) Ba
C ,A).,N) N(A)

pero esto es claro, pues si en este diagrama nos vamos por debajo, tenemos que @ — Sa —
(f)4(14), mientras que si nos vamos por arriba tenemos @ — a@4(14) — Ba(@a(14)), pero (aB)a(14) =
Balaa(14)) por como se componen las transformaciones naturales, y asi, el diagrama anterior con-

muta.

Sean B € ob(C ), @ € ((  ,B) ,M), h € (A,B). f es natural en A si el siguiente diagrama

conmuta
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« ,A),M) M(A)
((h,A),M) M(h)
C .B),M) M(B)

y esto esto se tiene, pues si en este diagrama nos vamos por arriba tenemos que a — ((h, A), M)(@) —
(((h, A), M)(@))a(14), ademas (((h, A), M)(@))a(14) = (@0 (h,A))a(14) = a0 (h,A)a(14) = aa(ly0
h) = a4(h) mientras que si nos vamos por debajo a — ag(1p) — M(h)(ap(1p)), pero M(h)(ap(1p)) =
(M(h) o (@p))(1p) = (@a © (h, A))(15) = aa(lp o h) = as(h).

Como f es natural en M en A, f y g son inversas, entonces g también es natural en M y A.

.

Cororario 3.1. Si C es una categoria finita, el funtor C L F un’(C , set), dado por ( ,A)

es un funtor que preserva iSomorfismos.

DEeriNICION 6. SiC es una categoria finita, en el cociente de las clases de isomorfismo Fun®(C , set)/ =,
para cada pareja [X], [Y] se definen [X] + [Y] = [X U Y]y [X] - [Y] = [X X Y] de tal manera que
Fun®(C , set)/ = es monoide abeliano para - +, ademads es distributivo de - con respecto a +, y cal-
culando el grupo de Grotendick del monoide (Fun®(C , set)/ =, +) tenemos un anillo conmutativo,
con unidad [E], donde E es un funtor que a todo objeto de C lo envia a un conjunto unipuntual. A
este anillo se le llama anillo de Burnside de C y se denota por B(C ).
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2. Elsistema de 6rbitas y la inmersion de Yoneda

sea ¥ sistema de fusion saturado sobre S, C = O(¥°) y B(C ) el anillo de Burnside de C .
En lo que resta de este trabajo se probardn propiedades andlogas a las que se tienen para el anillo
de burnside de un grupo finito. En aquel los generadores (como grupo abeliano) son las clases
de isomorfia de los cocientes del grupo finito dado con sus subgrupos y la multiplicacién entre
generadores es la dada por la formula de Mackey. Luego, la primera pregunta que nos hacemos
aqui es, que subcoleccion, no trivial, de B(C ) genera (como grupo abeliano) a B(C ). La verdad
es que la respuesta a esa pregunta no se conoce, pero al menos en B(C ) conocemos a los funtores

representables, aquellos de la forma ( ,A) para algiin objeto A de C y podemos trabajar con

ellos.
TeOREMA 3.2. Para todos P, Q F -céntricos se tiene
(.PxC,0= || (.4
algunos Ajeob(C )

DEMOSTRACION.

Sean P, Q ¥ -céntricos, definimos

Kpgp :={([a),A)JA - Q, A< P, AcF°yla] € Hom (A, Q)}

En Kp se define el siguiente orden parcial

([a],A) < (8], B) @ A < By [Bla] = [a]

< claramente es reflexiva. Supongamos ahora que ([a],A) < ([8], B) y que ([a],A) < ([8], B),
entonces A < B, B < Ay [Bla] = [a], por lo que A = By [B] = [a]. Supongamos ahora que
([a],A) < ([B],B) y ([8], B) < ([n],C), entonces se tiene A < B < C, [n|4] = [Bla] = [a], asi que
([e],A) < ([n], C).

P actua en Kp por la derecha como sigue, si x € P

([a], A) - x := ([ac.], AY)

- esta bien definida, pues siy € Q, [¢ya] - x = [cyac,] = [ac,]. Ademads, si consideramos
p,p€P
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([el,ADpp’ = (lac,,1,AP")
= ([(ac,)ey1, (AP))
= ([ac,],A")’

también ([a],A) - 1 = ([aci],A") = ([a], A).

(Kpp, <) es un P-poset, pues si x € Py ([a],A) < ([B], B), entonces [Bl4] = [a] y A < B por lo
que A* < B, ademas si a* € A*

Be(a®)

B(a)

cya(a)

cya(cx(a®))

es decir, Scxlar = cyacy, y asi [Beglax] = [ac,], por lo tanto ([ac,],A*) < ([Bcy], BY), luego

Kpo/P es un poset con el orden inducido por <.

Sea

max(Kpo/P) = {([a],A)/ ([a],A) es maximal en Kpp}
= A(la1], A1), ... ([anl, Ap)}

y sea
{(Tar], AD), ... ([an], A} € Kpo

Una coleccion de representantes distintos por cada clase de max(Kpy/P).

Afirmacién: ( ,P) x( ,Q) =UL,( ,A)

DEMOSTRACION.
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previo a esta prueba haremos la siguiente convencion: escribiremos [u]; € U, (R, A;) para sig-
nificar que [u] € U (R, A;) y [u] € (R,A)).

SeaReC y( ,P) xX( ,0) AN L, ( ,A;) que satisface que
L (RA) =5 (R.P) X (R, Q)

viene dada por [u]; — ([u], [ju]). ¢r estd bien definido pues si x € A;, [u]; = [cul'y

er(lexul) = (lexul, [ajexul) = ([exul, [co,maul) = ([ul, [ajul).

SeaT € C yB e (R, T). Que ¢ es transformacion natural se sigue de que el siguiente diagrama

conmuta

YR

L, (R, Ap) (R,P)X (R, Q)

BA) (B,P)x(B,0)

U (T, A;) ———— (T, P) X (T, Q)
pues al irse por debajo se tiene [v] = ([v],[a;v]) = ([vB], [@;vB]), mientras que al irse por
arriba se tiene [v] = [vB]; = ([vB], [a;vB]).

Como ¢ es natural, resta ver que es un isomorfismo en cada evaluacion, i.e. , g es biyectivo.

@r es sobreyectivo. Sea ([v], [w]) € (R, P)X(R, Q), luego ([wv~'], V(R)) € Kpp pues V(R) € F°¢,
asi ([wv '], V(R)) < ([2],A)) - x = ([ajcy],A") para algun x € P, por lo tanto V(R) < A; y
[a/ij|V(R)] = [WV_I]- Como QDR([CxV]j) = ([cv], [a/ijV]), y [ajcv] = [WV_IV] ya que [a'ijIV(R)] =

[wv~!], entonces @r([c,V] ) = ([v],[w]), y asi ¢ es sobreyectivo.

g es inyectiva. Sean [u];, [w]r € U7, (R, A;) tales que ([u], [a;u]) = ([w], [axw]), luego u = c,w
paraalginx € Py o u = cyagw paraalginy € Q, por lo que axu = aic,w, y asi [axe,w] = [agw], es
decir, [ajc,][w] = [a,][w], entonces [ajc,] = [ak] en A, pues todo morfismo es epimorfismo, pero

el dominiode @, es Aj, asique x! = A}, i.e., Ay = A7 Asise tiene que ([¢;],4)) - x = ([e)c,], A7) =
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([ax], Ax) (ya que ([ajci], Ax) es el maximal cuya segunda coordenada es Ay, por lo tanto la primera
cooredenada debe coincidir con [@,], por lo tanto j = k pues los maximales se tomaron uno por

cada clase de conjugacion en max(Kpo/P), y asi [u]; = [ulx = [W]k.

(1

(2

Si consideramos el grupo abeliano libre

AF) =(C ,A)]/A €0b(C))

por el teorema enterior tenemos que A(F) es subanillo de B(C )

2.1. Marcas en A(F).

DEernicioN 7. Sea C = O(F°), Q, P € C . Se define la marca Q -ésima como el morfismo de
anillos B(C ) BN Z dada por [F] — |F(Q)|, este es morfismo de anillos pues si [X], [Y] € B(C ),
entonces

eo([X]1+[Y]) = @o(IXUTY])
= [XuY(Ql
= X(QuY(Q)
= [X(QI+[Y(Q)

eo([X]-[¥Y]) = @o([XXY])
= [XxY(Q)
= 1X(Q)x Y(Q)
= 1X(QI-Y(Q)

Ademas ¢o([E]) = |[E(Q)| = 1. Es claro que si Q = Q’ entonces ¢y = ¢ .
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Lema 8. Si P, Q € F¢, entonces
|Z(P)|Auts(Q)|

IC (Q,P) = P KT < P/T =5 O}

DEMOSTRACION. Sean P, Q € ¢, luego

homg(Q, P)
Int(P)
lhom#(Q, P)|

[Int(P)|

1Z(P)
P lhomgs(Q, P)|

IC (Q, P)|

resta ver que |hom#(Q, P)| = |Aut+(Q)|{T < P/T =# Q}|.

hom#(Q, P) es un Auty(Q)-conjunto derecho, con la acciéon dada por: si o € Autz(Q) y
a € homg(Q, P), @ - 0 = a o 0, Veamos ahora que el conjunto de orbitas hom#(Q, P)/Aut+(Q) y
{T < P/T =& Q} son equipotentes.

Sea f la funcion dada por V[a] € hom#(Q, P)/Aut+(Q), f([a]) = a(Q). f esta bien definida
pues si [@] € homg(Q, P)/Autr(Q) y [@] = [ac] con o € Autz(Q), y f([a]) = a(Q) = a(c(Q)) =
ao(Q) = f([ao])).

Sea g la funcién dada por VT € {T < P/P =¢ Q}. g(T) = [0] donde o € Iso#(Q, T). g estd bien
definida pues si 8 € Iso#(Q, T), entonces B~ 1o € Auty(Q) y asi [o] = [B(B'0)].

Vemos que f'y g son inversas. Sean T € {T < P/P =# Q}y [a] € hom#(Q, P)/Aut#(Q), luego
f@&(M) = f(lo]) =0(Q) =Ty g(f([e]) = gla(Q)) = [a].

Ademas esa accion es libre, asi que todas las oOrbitas tienen la misma cardinalidad |[Aut#(Q)|,
por lo tanto |hom#(Q, P)| = |Autz(Q)INT < P/T =¢ Q.

a



2. EL SISTEMA DE ORBITAS Y LA INMERSION DE YONEDA XXXV

Sea ¥ un sistema de fusién saturado sobre un p-grupo finito S y C = O(¥°). El lema anterior
nos d4 una manera de calcular las marcas en el subanillo A(7) del anillo de burnside B(C ) lo que

serd muy util para estudiar a este subanillo.

2.2. ;quién es A(¥ )? Sea ¥ sistema de fusion saturado sobre el p-grupo finito S, y sea
[C ] ={[P1],...,[P,]} 1a coleccion de las clases de conjugacion de los subgrupos F -céntricos de S,
ordenada de la siguiente manera [P;] < [P;] siy solo si |P;| < |P|. Cabe recordar que los elementos
de [C ] estdn en biyeccidén con los generadores de A(F) pues la inmersién de Yoneda preserva cla-
ses de isomorfia, por lo que asumiremos que [C ] es un conjunto generador de A(#) como grupo

abeliano, asi que en adelante a los generadores [( , P) ] de A(¥) los denotaremos por [P].

Consideremos ahora el anillo [];c,Z como el grupo abeliano libre con el conjunto [C | como
base, asi todo elemento en [];cZ es de la froma };_, n;[P;] y la multiplicacién viene dada coorde-

nada a coordeneda.

Como se habia mencionado A(¥) = +(¢;Z como grupo abeliano. Sea ¢ : A(F) — []cZ el
morfismo de grupos dado en generadores por ¢([P;]) := >.._; ¢p,(P;)[P;], éste de hecho es morfis-
mo de anillos porque en cada una de sus coordenadas viene dado por un morfismo de anillos y el

producto en [];cZ es coordenada a coordenada.

Si (m;j)rxr :=ic1 [¢lp es la matriz del morfismo ¢, donde S es la base canonica de []¢,Z,
entonces (m;;) = (|C (P;, P;)|) con [P;],[P;] € [C ], es andloga a la tabla de marcas del anillo de
Burnside de un grupo finito, pues en aquel caso la matriz resultante era triangular superior y de
igual manera ocurre con (m;;) yaque si j > i, {T < P;/T =¢ P;}| = 0y asi|C (P;, P;)| = 0, ademas
las entradas en la diagonal de (m;;) son de la forma |Out#(Q;)| # 0 con [Q;] € [C], por lo que ¢ es
un morfismo inyectivo y como []cZ tiene rango r como Z-moédulo y asi A(F) = @ Z.

Sea i < j. Observemos que Outs(P;) actia libremente en C (P;, P;) con la accién dada por
[g]- [f] = [gf] para todo [f] € Outr(P;) y [g] € C (P;, P)).

Dados [g] € Outs(P;) y [f] € C (P;, P)), [f1lg] := [fg] define una accién en C (P;, P;), en
efecto, si ¢, € Int(P;) y ¢, € Int(P;) entonces
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lenf11g] (cnf)gl

an(fe)l

I
— — — —

fligl

[fllexg]l = [fergl
= [fedlgl
= [fallCiig]
= [fgl
= [f1lg]

y esta accion es libre. Por lo tanto |C (P;, P;)| = | U; Orb([g;])| = |Outs(P;)| - I; ;, donde [; ; es
el nimero de orbitas. Por lo tanto (m; ;) = TD donde T := (f; ), €s la matriz dada por: sii < j,
tij = lLij ti; = 1;s1,1 > jt;; = 0 (asi que T es invertible sobre Z), y D = (d; )« €s la matriz

diagonal dada por d;; = |Out#(P;)|, por lo que Coker(yp) = Coker(D).

entonces se tiene la siguiente sucesion exacta

A(F) = @ | L€ [lic1Z — [lpeic(Z/|0Outes(PHIZ) — 0 (1)
X /
®ic 12

3. El anillo de Burnside racional

Si la sucesion exacta (I) la tensorizamos por Q, se tiene Q ® A(F) = [];¢ Q, pues Q es plano y
Q® [1p,ecic(Z/|0uts(P)IZ) = 0 ya que Q es divisible y []p.ic(Z/10uts(P;)|Z) es de torsion
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TeoreMA 3.3. Q ® A(F) es un algebra semisimple con un idempotente primitivo ey (el vector
que tiene 1 en la entrada Q-ésima y O en todas sus demds entradas) para todo [Q] € [C ]. De

hecho, usando [C | como base para Q ® A(F), se tiene que para todo Q € [C ], eg se escribe como

1
= P|-u(P,Q)) [P
“2 = |Qll0uir (0)] f;c(' 1B O]

donde u es la funcion de Mobius

DEmoSTRACION. Para simplificar notacién QA(¥) := Q ® A(F). Por teorema de Wedderburn (ver
[1]) QA(F) es un algebra semisimple.

Sea [Q] un bésico en A(F) € Q ® A(F), ya que todo x € A(F) se puede escribir como x =

Y peic 1 ¢p(X)ep, se tiene que

[0 = > ¢rlQDer
Pe[C ]
Z(P
= Z % - |Auts(P)| - {T < Q/T =# P}lep
Pe[C ]
1
= 0 ; Z(P)Auty(P)| - £(P.O) - e

Donde {(P,Q) = 1si P < Qy {(P,Q) = 0 en otro caso. Ahora, si f(Q) := |Q|[O] y
g(P) = |Z(P)||Aut#(P)| - ep, entonces tenemos f(Q) = > pere &(P){(P, Q) y por teorema de in-
mersion de Mobius (ver[8]) se tiene que g(Q) = 3. pere f(P)u(P, Q), es decir, |Z(Q)[|Autr(Q)|-eg =
S per IPILPIu(P, Q) y asi

1
= Zoa @l 2 FIPKEO)
1
= oo 2aP-uEB Q) - 1P
0l0ut, (O) ,;c(' |- (P, Q) - [P]
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4. El anillo de burnside p-local

Sean [C ] y ¢ como en la seccidén 2.2.

Sea (1) la sucesion exacta que resulta de tensorizar por Z,, la sucesion exacta (/) de la seccion
2.2 y sea (I11) la sucesion exacta que resulta de localizar en p a esta misma sucesion exacta (/).

Tenemos los siguientes diagramas

Z(p)®p

Z(p) ®A(7:)%> Z(p) ® H[C] 7 — Z(p) ® HP,-e[C](Z/|0WT(Pi)|Z) —0 (H)

fi f 5

P(p)

A(F)p € [Tic1Zy)

[1r,e1c1Zp/|Outs(PHIZ () —— 0 (I11)

Donde fi ( f2, f3 ) es el tinico isomorfismo que existe entre su dominio y codominio. Y Z, ® ¢
es inyectiva ya que ¢, €s inyectiva pues ¢ es inyectiva, asi que la sucesion (/1) es exacta pues el
producto tensorial es exacto derecho. Ademas ¢,y o fi = f> o (Z(, ® ¢) pues si consideramos un
generador ¢ ® x de Z,) ® A(¥), entonces ¢ ® x 2, = i @ y por otro lado ¢ ® x Z(»gm 2@ p(x) i

ap(x) _ p(ax)
t -t

En adelante consideraremos A(F ),y = Z) @ A(F), @) = Zp) ® .

A continuacion se dard respuesta al siguiente interrogante ;Cuando un elemento de []i¢Z,
estd en A(F)(p)?

TeOREMA 3.4. Sea F un sistema de fusion saturado sobre un p-grupo finito S. Sean H,K < S

con H,K F -cétricos y K totalmente normalizado, se define

n(K, H) :={[C,] € Outs(K)/ (s, K) = H}

Un elemento (yy) € [1c|Zp estd en la imagen de ¢, si 'y solo si las siguientes congruencias

se cumplen para todo K < S totalmente normalizado y F -céntrico

Z n(K,H) - yg = 0 mod (|Outs(K)|) en Z,) (1)
[H]e[C]
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DemosTrACION. Veamos que n(K, H) esta bien definido en todos los sentidos, es decir, en K, en H,
y que si [Cy] € Outs(K), entonces define un tnico grupo de la forma (s, K).

Sean [Cy] = [Cy] € Outs(K), asi C; = Cyy para algiin k € K,y asi s = ks'u conu € Cs(K) < K,
pues K es ¥ -céntrico y asi (s, H) = (s’, H). Ademas es claro que si H =& H’, entonces n(K, H) =
n(K,H").

Si[C] = {P,, ..., P.}, entonces con respecto a la base ordenada [C ] de A(F ), y la base candnica

de []icZp el morfismo ¢ estd representado por una matriz triangular superior m dada por

m = (m;;) =|C (P;, P))|

definimos ¢ := (t; })x, = |C (P;, P;)/Outs (P,-)| con [P;],[P;] € C y d como la matriz diagonal
con entradas d;; = |Outs(P;)|, [P;] € [C ]. Mas adelante se verd que estas matrices estdn bien defi-

nidas.

Veamos que n(K, H) esté bien definido en K, sea K =# K’ con K’ totalmente automatizado y
receptivo, por lema 2 existe @ € Isos (K, K’) tal que se extiende a un @’ € Hom#(Ns(K), Ns(K"))
y @'(K) = K’, este morfismo @’ es de hecho un isomorfismo pues K’ es totalmente automatizado
y receptivo, por lo tanto totalmente normalizado, y como K también lo és, |Ng(K)| = |Ns(K")|. Por
otro lado que se tiene a’(Ns(K)) € Ng(a'(K)) por lo tanto

INs (K| o’ (Ns (K))
INs (e (K))
INs (K|

INs (K|

I IA

y asi ' (Ns(K)) = Ns(a’(K))

Consideremos el morfismo de grupos Auts(K) Lo, Auts(K’) dado por F,(C,) = aC,a™' =

Ca,f(s).

F, es un isomorfismo pues claramente es inyectivo, ademas si C, € Auts(K’), entoncest € Ng(K') =
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Ns(a'(K)) = @’(Ns(K)) luego t = a’(q) con g € Ng(K) por lo que C; = Cy(y) = Fo(Cp).

Por otro lado si C, € int(K), F,(C,) = aC,a™! = Cos), asi que Fo(Int(K)) = Int(K’), luego
Autg(K)/Int(K) = Outs(K) = Autg(K')/Int(K’) = Outs(K") por lo que d y ¢ estan bien definidos.

Veamos que la funcién {[C,] € Outs(K)/ (s, K) = H} i) {[C,] € Outs(K")/{t,K’')y =+ H}
dada por y([C,]) = [*C] = [Cy (5] es una biyeccion.  estd bien definida pues si [C,] = [Cy],
entonces s = ks‘'uconk € Ky u € Ci(K) < K (pues K es F-céntico) por lo que @'(s) = a’(ks'u) =
& (' (s’ () y o' (u) = a(u) € a(Cs(K)) € Cs(a(K)) = Cs(K'), es decir, [Coy] = [Cors)]-
Ademés {[C,] € Outs(K")/{t,K") = H} BN {[Cs] € Outs(K)/ (s, K) =# H} dado por n([C,]) =
[Co-1(], s claramente inversa de . Por lo tanto n(K, H) = n(K’, H).

LeEmA 9. Las matrices n'y t son invertibles sobre 7

DEemosTrACION. Por el orden total dado en [C ] se tiene que n(K, H) = 0 si [H] £ [K] pues en este
caso |H| < |K| o |K| = |H|, pero K ## H. Ademas n(K, K) = 1 porque (K, s) = K siy solosi s € K,
por lo tanto el tnico elemento en {[C,] € Outs(K)/ (s, K) =& H} es [C;]. Luego n es invertible.

Similarmente #([K], [P]) = 0 si [P] < [K], asi t es triangular superior y sus entradas diagonales
son |Outy(K) : Outs(K)| # 0 mod p ya que |Aut#(K) : Auts(K)| = |Outy(K) : Outs(K)| y el

representante K € [K] € [C ] es totalmente normalizado, por lo tanto totalmente automatizado en

.

LemMa 10. n-m=d -t

DemosTtrAcION. Dados [C] € Out#(K) y [f] € C (K, H) , [f][C;] := [fC,] define una accién libre
en C (K, H) (esta es la restriccion de la accion de Out+(K) en C (K, H) que se vi6 al principio de la
seccion 2.2). Por lo tanto |C (K, H)| = |U; Orb([g;])| = |Outs(K)|-c, donde c es el nimero de orbitas.

Sean [K][P] € [C ]. Como todo subgrupo de S que contiene a K es ¥ -céntrico, la ([K], [P])
entrada de n - m es



4. EL ANILLO DE BURNSIDE P-LOCAL XLI

D n(KLIHD -m(HLIP) = > IC,] € Outs(K)/ (s, K) =7 H)|-IC (H.P)|

[H]e[C ] [H]elC ]

= > >, c®H,P)
[H]€[C 1 \[Cs]€Outs (K)(s.K)=FH

= ), CUs,K),P)

Cs€0uts (K)

= ), le&p©
Cs€0uts (K)
= |Outs (K)| - C (K. P)/Outs (K)|

= |Outs(K)| - t([KT, [P])

la cual es la entrada de ([K], [P]) ded - ¢

[

=] ahora se probara que todo elemento en le imagen de ¢, satisface la congruencia (1). Sea
X € @), entonces x = @3, Ap[P]) = > Ape([P]), asi que por linearidad es suficiente probar la

congruencia para los elementos de la forma

@Ph)= > IC(HP)I-[Hl= ) m(H]I[P)-[H]
[H]e[C ] [H]elC ]
estos sonlos (yx) € [1;c)Z( conyy = |C (H, P)|. Sin perdida de generalidad en las definiciones
de m,n,ty d se puede asumir que para toda clase [K] con K < §, K es totalmente normalizado en

¥ Jluego por el lema 10 se tiene

D K H) -y = > (KL IH]) - m(H],[P))

[H]elC ] [H]e[C]
|Outs (K)| - «([K], [P]) = 0 mod (|Outs(K)I)

esto es, (yu) = ¢ ([P]) satisface la congruencia (1)

[
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Reciprocamente, supongamos que (yg) [[;cZ satisface todas las congruencias (1). Si consi-
deramos (yy) como vectores columna, satisfacer las congruencias es equivalente a que existe un

vector (zg) [1;cZ tal que
n-(yy)=d-(zn)

Y como n y ¢ son invertibles por el lema 9 entonces por el lema 10 se tiene

Guw)=n""-d-(zug) =m-1" - (z) € Im(m) = Im(¢(y)

porque la matriz m representa a ¢,

.

CoroLaArI0 3.5. Sea ¥ sistema de fusion saturado sobre S. Entonces A(F ), es un anillo con-
mutativo con unidad. coker(p)) es un p-grupo abeliano finito, y la unidad de []c|Z,) estd con-
tenido en A(F) ).

DEMOSTRACION.

Que coker(g(;,)) sea p-grupo abeliano finito se sigue del hecho que coker(¢,)) = [1p.cic | Zp)/1Outs(P)|Zy)

(con el isomorfismo f3 dado al inicio de esta seccién) y que |OQuts(P;)|Z,) = p'Z, donde p' es la

Auts (P,’)

maxima potencia de p que divide a |Qut#(P;)|, de hecho p' := ) Tt (P

| yaque s.p.g. P; es totalmente
automatizado.

Abhora se aplicara el teorema 3.4 para mostrar que la unidad (1) de [];¢ | Z,) estd en la imagen

de PLp)-
Para todo Q € F°¢ que es totalmente normalizado tenemos

D n@.p)-1 = [ 1]
[Ple[C ] Pe[C ] \[Cs]1€0uts (Q): (s,0)=F P
= 1
[Cs1€0uts (Q)
= |Outs(Q)|

0 mod (|0Outs(Q)))

ya que todo subgrupo de S que contiene a Q debe ser ¥ -céntrico. —
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Es de notar que el elemento (1) € []c;Z en general no estd en ¢(A(¥)) pues la tabla de mar-
cas m([H], [K]) con [H],[K] € [C ] es triangular superior y su ultima fila solo tiene un elemento
no cero que es |Out#(S)|. Si |Out#(S)| # 1y (15) € ¢(A(F)), entonces existiera k € Z tal que
k|Out#(S)| = 1 lo cual no es posible.

4.1. El espectro primo de A(¥)). Sea H € Ob(C ) y [ la composicion de los siguientes

morfismos

Pp) TH
v m_
AT ) [Tic1Zp) Zp)

Asi tenemos que [(A(F)p)) es Z,) submodulo de Z,, que contiene al 1, por lo que I(A(F)(,)) =

Zp)- Si Py := 171(0) = ker(l), entonces A(F)p)/Pro = Zp) y Puyo es un ideal primo de A(F)(,).

Ahora consideremos 7, donde 7 es la proyecion al cociente del siguiente diagrama

P(p) n
AF)py — llic1Zp) — Z»/PZp = F,

Si Py, = ker(ngy)), entonces A(F )y /Pup = F, y Pn, €s un ideal maximal de A(F),).

Asi conocemos a algunos ideales del S pec(A(F),)), pero ;estos son todos o hay mas?

Lema 11. Sea ¥ un sistema de fusion saturado sobre el p-grupo finito S, A(¥) su anillo de
Burnside. Si R es dominio entero’y A(F ) —f> R es morfismo de anillos con uno, entonces car(R) =

00 pyexiste He F° tal que f(x) = op(x) - 1

DEMOSTRACION. Sea R dominio entero y A(F ), Ry morfismo de anillos con uno. Sea H, Q € ¢
con H de orden minimo tal que f([H]) # 0.

Consideremos el conjunto

Kon =1{([al,A)JA—SH, A<Q,AcFyla] €C (A H))

entonces Koy €s un Q-poset, y esta accion respeta el orden, asi que en Ky y/Q hay un orden

inducido. Sea
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{(la1], A, .., ([ ], A)))

Una coleccion de representantes de elementos maximales en el cociente.

Hay una biyeccion L := {(a,A)/A < Qya € Isog(A, H)} L ¥ (H, Q) dada por (a,A) +i> a!
(con inversa 8 JI:; (B(H), B 5ar))- Por otro lado L 'y F(H, Q) son H, Q-conjunto y Q, H-conjunto
respectivamente, con las acciones dadas por i - (A, @) := (A,C,- @)y (A,@) - q := (A9, aCy) en L,
yB-h:=pCnYheHyq-B:=C,BYhe Hen¥F(H, Q). Ademas f respeta las acciones, pues si
he Hy g € Q se tiene que

fh-(A,@) = f(A Cu))
_ a_IC;I
= a'-h

= f((A,@)-h
y también

J(A,0)-q) = f(A%aCy)
— C;la_l
— q—l X a,—l

= q-f(A )

por lo tanto f induce una biyeccion f’ en los espacios de 6rbitas H\ L/ y O\ ¥ (H, Q)/H, es

decir
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n = |[H\L/Q|
= [ON\F(H,Q)/H|
= |C(H, Q)/H|
= |C(H, Q)
= ¢u([0))

Y como f es morfismo de anillos, entonces

faensaH) = f1Q91-[HD)

r

= D JUAD
i=1
= D FAHD

([ai],ADeKg u/Q: ([a;],A;)) maximal A a;€lso(A;,H)

= D FAHD

([i],A))€Ko 1/ Q: ai€lso(A;,H)

= >, FAHD)

{([(l,‘],A,‘)GKQYHZ (l,'EIS()f(A,‘)}/Q

= >, SUHD

H\L/Q
= nf(H); con n:=|H\L/Q|
= eu([QDf(H])

Asi se tiene que f([Q]) = ¢u([Q]) - 1g.

Supongamos car(R) # 0, es decir, car(R) = g con g primo. En este caso ker(f) = Py, que es
ideal maximal de A(F),), asi F := A(F ), /ker(f) es campo, con F < R.

Supongamos que g # p, es decir, g es invertible en Z,), por lo tanto (7' - 1 AP 1ag,) =
Laiy,,» asi que [q - 1aer),, 1 = qllai),] es invertible en F, contradiccion porque car(F) = g pues
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F <R

TreOREMA 3.6. Si F es un sistema de fusion saturado sobre el p-grupo finito S y A(F)
su anillo de Burnside, entonces
1. S pec(A(F)p) = {Pro, Pu,p/H € Ob(F°)}
2. Pyo = Pxy © H =¢ K para todos H,K € Ob(F°)
3. P[H]’() § P[H],p para todo [H] (S [C]
4. P[H],p = P[S],p para todo [H] € [C]

5. A(F )y es local con ideal maximal Py ),

DEMOSTRACION.

Sea ¥ es un sistema de fusion saturado sobre el p-grupo finito S y A(¥) su anillo de Burnside

1. Sea I € § pec(A(F)y)), entonces R := A(F ),/ es dominio entero asi que si f es la pro-

. . f . .
yeccién al cociente A(F),) — R, entonces por teorema anterior f = ¢p - 1z y ademds
char(R) =00 p.

Si char(R) = 0, entonces para todo x € A(F)(,) se tiene que

0=f)=¢pu(x) - lg ©en=0
es decir, Py = ker(f) = 1.

Si char(R) = p, entonces para todo x € A(F),) se tiene que
0=f()=¢u(x) 1z < plon(x)

& nlen(x)) =0

& x € ker(mey) = Py,
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es decir, Py, = ker(f) = 1.

2. =] Observemos que [H] ¢ Py pues |C (H,H)| # 0y como Pyy = Pgo, H ¢ Px por lo
que |C (K, H)| # 0. Razonando analogo para K se tiene |C (H, K)| # 0, asi que H = K.

«] es inmediata del hecho que si H =# K, entonces ¢y = @k.

3. La contencion Py o < Pimy ), se debe a la definicion de estos conjuntos, y el hecho que sea
estricta se debe a que el cociente de A(F ), con Py es un dominio entero y con Py, €s

un campo.

4. Supongamos que algin [Q] € [C ] es tal que [Q] & Py, ,es decir, p 1 ¢u([Q]) = |C (H, Q)|
y como |C (H, Q)| = |Outs(Q)|mod p (por lema 2.2), entonces p t |Out+(Q)|. Por otro
lado |Outs(Q)| | |Out#(Q)| asi que p 1 |Outs(Q)|, por lo tanto Int(Q) = Auts(Q) asi que
si s € Ng(Q), entonces C; = C, para algint € Q, luego s = trconr € Cs(Q) € O,
es decir, Q = Ng(Q), luego Q = S (yaque Q £ §, entonces Q £ Ns(Q)). Asi se tiene
que [Q] € Py, paratodo Q £ S que sea F-céntrico, asi que si W := @gjec 1-11s1Z» [ ],
entonces W C Py ,. Por otro lado W C P C Pg ,, asi que Py, = Ps, (yaque W era ideal
maximal de A(F),)).

5. Que A(F ), sea anillo local con maximal Ps , se sigue de 4)

(2

5. Relacion entre A(¥ )y el anillo de Burnside clasico

Sea G un grupo finito. La coleccion de todos sus subgrupos es denotada por S (G). Las clase de
conjugacion de H < G es denotada por [H]. El anillo de Burnside A(G) de G es isomorfo a el grupo
abeliano @[H] ISG)] Z[G/H] donde el producto de elementos basicos [G/H] y [G/K] es dado por
la siguiente formula de Mackey [G/H] - [G/K] = Y pexn6, ulG/K® N H].

Una collection en G es un subconjunto H de S(G) la cual es cerrada bajo conjugacién por
elementos de G. El conjunto de las clases de conjugacion de elementos de H es denotado por [H].
Sea A(G; H) el subgrupo de A(G) generado por los elementos basicos [G/H] tales que [H] € [H].
Asi
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AG;H) =exZ < AG)

La férmula de Mackey implica que A(G; H) es un ideal de A(G) si H es cerrado bajo subgrupos
(i.e. subgrupos de elementos de H también estdn en H). Por ejemplo, la coleccién S ,(G) de todos

los p-grupos de G tiene esta propiedad y define un ideal

A(G; p) = A(G; S (G)) <A(G)

La coleccion S ,(G) contiene la colecciones S ;e”’ G)yS ;“”’ (G) de los subgrupos p-céntricos y
no p-céntricos de G respectivamente (ver definicién 4). Del lema 4 y el corolario 1.3 se tiene que

S ,°"(G) es cerrado bajo la formacion de subgrupos, asi que define un ideal

A(G; p — —cent) <1 A(G)

el cual claremente estd contenido en A(G; p). El resultante anillo cociente

A(G; p)

Ap—cent G —
© A(G; p — —cent)

como grupo abeliano es libre con base los [G/P] tales que [P] € [S ff’"(G)]. El producto de los
elementos bésicos [G/P]y [G/Q] es }, .[G/Q# N P] donde la suma de los rangos corre a través de
las clases dobles QgP tal que Q% N P es p-céntrico.

Sean A(G)(p), A(G; p)»), A(G; p — —cent) ), AP-“""(G),, el resultado de tensorizar por Z,, a
A(G), A(G; p), A(G; p——cent), AP-“"(G) respectivamente. Mds adelante se mostrard que A”~“"'(G),,)
es Z,y modulo libre con base los [G/P] tales que [P] € [S ;’,""’(G)] con la misma férmula del pro-

ducto de elementos basicos, mas aun

APM(G) ) = A(Gs p) () [A(G; p — —cent)

TeOREMA 3.7. Sea F5(G) es sistema de fusion asociado a un grupo finito G y un p-subgrupo de
Sylow S de G. Entonces los anillos A(F )y y AP~“""(G)(py son isomorfos.

DEmosTRACION. Dado un G-conjunto X denotamos por X los elementos de X fijados bajo la accién
de H. Un subgrupo K < G determina un G-conjunto transitivo G/K dado por la accién izquierda

determinada por la operacion de G. Los G-conjuntos G/K y G/K’ son isomorfos siy solo si K'y
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K’ son conjugados.

Consideremos el morfismo de anillos A(G),,) N [ Time1s6)) Zpy dado por [K] = 3156y (G/K )|
[H]. Como [S5™“"(G)] C [S ,(G)], entonces tenemos el siguiente morfismo de anillos inducido por

X

— incl X proj
¥ AG; p)p) — AG)p) — 1—[ Ly — l_[ Zp)
[S@)] S (G]

Como S ,7“"(G) es cerrado bajo subgrupos, si K € S, “"(G) y H € S/™"(G), entonces
I(G/K)H| = 0. Asi que ATP=EM(G) ) C ker(y) por lo que tenemos el siguiente morfismo de anillos
inducido por ¢

Y ATNG) ) — l—[ Zp)
[Qlels )" (@)

dado por [P] — Y oierson (G/P)? - [Q].

Para H, K < G se define

NGg(H,K) :={g € G/gHg ' < K}.

Claramente Ng(H, K) es K—Ng(H)-biconjunto con las acciones dadas por la operacion de G res-
tringida . Ademds, la accién de H en K\\Ng(H, K) es trivial, pues [g] - h = [gh] = [(ghg™")g] = [g]
paratodo h € H.

Observese que todo elemento g € Ng(P, Q) determina un elemento C, € Homg(P, Q). Esta asig-
nacion es sobreyectiva; ademads (por el lema 1), determina una biyeccién w entre Ng(P, Q) Cg(P)
y Homg (P, Q). Mas aun w respeta la acciones izquierdas de Q dadas por q - [g] := [ggl y g * C, :=
C, 0 C; paratodo [g] € Ng(P, Q)/Cs(P)y C, € Homg(P, Q), pues
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w(lggl)
= Cy
= C,0C,

w(q - [g])

= q*Cg

por lo que C (P, Q)  O\Ng(P, Q)/Cc(P).

Lema 12. Si P, Q < Sson F -céntricos, entonces

(G/Q) =1CG(P)I-IC (P, Q)

DEMOSTRACION.

Observese que (G/Q)" = Ng(P, 0)"!/Q, donde la accién de Q en Ng(P, Q)~! viene dada por
x-q:= xq ' para todos x € Ng(P, Q)" y g € Q; pues si

X0 €(G/QF & p-(xQ)=pxQ=xQ YpeP
e () 'x=x'"p'xeQ VpeP
& x'PxcQ
& x€NG(P Q)™
& xQeNG(P,O'/Q

Consideremos la biyeccién Ng(P, Q) LN Ng(P, Q) dada por x — x7 1. l(g-x) = x'qg7! =
I(x)g™! = I(x) - g para todos g € Q ,y x € Ng(P, Q), por lo tanto [ induce una biyeccién entre los
espacios de érbitas. Asi (G/Q)F = Ng(P, Q)™' /0 ~ O\Ng(P, Q).

Como P es p-céntrico en G, pues es F -céntrico, se tiene que Cg(P) = C;(P) X Z(P). Ademas
Z(P) < P, por lo que Z(P) actia trivialmente en O\ Ng(P, Q), asi

C (P,Q) = O\Ng(P, Q)/C5(P)
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mas aun, la accion de C;(P) en ON\Ng(P, Q) es libre; pues si x € Cj;, en Qg € ON\Ng(P, Q) son
tales que Qgx = Qg, entonces gxg~' € Q lo que implica x = 1, ya que (o(x) = o(gxg™"), p) = 1.

Por lo tanto |(G/Q)"| = ING(P, Q)™'/ QI = |O\NG(P, Q)| = |C(P)| - IC (P, Q).

(1

Por construccion P, Q < S son ¥ -conjugados si y solo si son conjugados en G. También P < §
es F -céntrico si y solo si es p-céntrico. Se sigue entonces que la coleccion [S ;e’”(G)] de las clases
de conjugacién de p-céntricos y la coleccion [C ] de las clases de ¥ -conjugacién de ¥ -céntricos
son iguales ([S7""(G)] = [C ] ). Asi se tiene un isomorfismo de Z,)-médulos libres

A AF)p) — ATG))

en cual es la identidad en los elementos bésicos. Es claro que A es un isomorfismo de Z,-

modulos (pero no es morfismo de anillos).

sean € H[Q]E[S;em] Z

n= ), IC4QI-10]

[Qlels )" (G)]

Se sigue de la definicion de ¢, del lema anterior y de la definicién de ¢ que es siguiente diagrama
de Z,-mo6dulos es conmutativo. (Nota: no es un diagrama conmutativo de anillos, pues solamente

W'y @) son de anillos)

1R~

A(fn:)(p) A(G)fp_)wm

P(p) L v

[Tigieisem Zipy — Tigerssem Zipy

R<

-n es el morfismo inducido por la multiplicacion por 7 el cual es un isomorfismo de Z,-mddulos
porque los |C;(Q)|’s son invertibles en Z,, ya que p no los divide. Ademas el diagrama conmuta
pues si [C | = {[Pi,....,[P:]1} y [Q] € A(F ), es bésico, entonces
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M@ = () IC PO IP)

[PlelC ]

> ICPIC (P, Q) - [P]
[PlelC]

D IG/Q)I- [P

[PlelC]

Zz\ay

Lema 13. 57 € Im(¢,))

DEMOSTRACION.

Por el teorema 3.4, solo se tendrd que mostrar que para todo K < S que sea ¥ -céntrico (p-

céntrico) y totalmente normalizado en ¥, se cumpla la siguiente congruencia

D" n(K, H) - ICGH)| = 0 mod (|0uts (K))
[H]elC ]

Asi que esta suma solo aparecen los términos, que salvo ¥ -conjugacién, K < H < Ng(K) y
H/K es ciclico, pues para todos los demas n(K, H) = 0.

Lema 14. Sean H, K € F5(G) Fs(G)-céntricos-céntricos y K totalmente normalizado.

n(K,H)+# 0 < K < H < Ns(K) y H/K = {[s])

DEMOSTRACION.

=]Sin(K, H) # 0, existe [C;] € Outs(K) tal que (s, K) =# H, asi que H/K es ciclico. Ademas
C; € Autg(K) = Ng(K)/Cs(K) porlo que s € Ng(K) y asi K < H < Ng(K).

[< si H/K esciclicoy K < H < Ng(K), entonces H/K = ([s]) con s € H — K, asi que
(s, K) = (s) K =# H. Por otro lado, s € Ng(K) por lo que [C,] € Outs(K).

a
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Ahora fijemos s € Ng(K). Claramente Ng(K) normaliza C5(K) y asi también normaliza al
subgrupo caracteristico C;(K). Por lo que Ns(K)/K actia via conjugacion en Cj(K) y para todo

s € Ng(K) el grupo (s, K) es p-céntrico ya que contiene a K. Mds auin

Cs((s, K)) = Co({s, K)) N Ci(K) = Co(K)*

donde C((K)* son los puntos fijos de s bajo su accion en Cj;(K)*.Usando la férmula de Frobe-

nius se tiene

ICo(H)|

> n(K, H) - ICG(H)

[H]e[C ] [H]e[C ] [[S]ENS(K)/KKS’K)ETH

IC((s, KD

[H]e[C ] [[S]GNS (K)/K(s,Ky=¢H

= > IC(s, K

[s]eNs(K)/K

= D ICHEY
[sleNs(K)/K
= |Ns(K)/K]| - [{orbitasde Ns(K)/K en C;(K)}| = 0 mod (|Outs (K)|)

a

Sea A := Im(p)) y B := Im()). Ambos son Z,-submodulos de M := H[Q]E[S;-)em] Z(p). Como
‘NYp) = YA, entonces B = i+ A. Ademas A es subanillo de M y n € A (por el lema anterior), asi
que - A C A. Por lo tanto 1 induce un morfismo entre las siguientes sucesiones exactas cortas de

Z(p) -modulos

T

0 A M M/A —= 0
.
0 A M—"- M/A —= 0

donde 7 es la proyeccion candnica y -7 es el inducido por -7 en M/A. Luego como “77(rr) = n(-n)
que es epimorfismo, entonces ‘77 es epimorfismo. Pero M/A es finito (corolario 3.5), asi que 77 es

isomorfismo, y por el lema del 577-A = A. Ya que ¢, es monomorfismo de anillos al igual que
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Y (pues este es restriccion de la inmersion del anillo de burnside de un grupo finito en su anillo
fantasma), se tiene que A(F ),y = A =1n-A = B = AP“(G) ).



Apéndice A

TeorREMA A.l1. Si G es un grupo finito,y - es G visto como categoria. Entonces los anillos de

Burnside B(-¢) y B(G) son isomorfos.

DEMOSTRACION.

Consideremos el isomorfismo de anillos B(-) i> B(G) definido como [M] — [M()].

L cae donde deberia, es decir, M(-) en realidad es un G-conjunto ya que g - m := M(g~")(m)
define una accién en M(-). En efecto e - m = M(e)(m) = my paratodo h,g € G

M(h™'g™")(m)
Mg~ YM(h™")(m)
M(g™")(h - m)

g (h-m)

(gh) -m

L esté bien definido pues st M = N como funtores, entonces existe una biyeccion n. : M(-) —
N(-) tal que n.(M(g)) = N(g)n. y asi la esta asignacion que viene dada por m +— 7.(m) define un

isomorfismo de G-conjuntos.

B(G) it B(-¢) definido como [X] +— [/] donde I(-) := X y I(g) : X — X es el morfismo dado
por I(g)(x) := g - x, paratodo g € Hom(-,-) = G, y L son inversos. Veamos que /(g) si es morfismo
de G-conjuntos

LV
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Y claramente L es de anillos.

[

h-1(g)(x)

h-(g-x)
(hg) - x
1(hg)(x)
1(g)I(h)(x)
1(g)(h - x)
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