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Capitulo 1

Introduccion

En el area de la teoria combinatoria de grupos, una conjetura muy conocida es la
llamada conjetura de Kervaire (ver [3]).

Conjetura 1 (Conjetura de Kervaire ). Sea G un grupo no trivial. Entonces Z * G no
puede ser normalmente generado por un solo elemento.

F. Gonzalez-Acuna y A. Ramirez construyeron en [3] una conjetura planteada en térmi-
nos de teoria de nudos y equivalente a la conjetura de Kervaire, a la cudl llamaron Conjetura
Z.

Conjetura 2 (Z-conjecture). Si F' es una superficie orientable, compacta y no separante
propiamente encajada en el exterior de un nudo E, entonces m(E/F) =~ Z.

En ese mismo trabajo, ellos probaron que la Conjetura Z es cierta cuando la frontera
de F' (OF) es conexa (ver Proposicién 11 en [3]). Por lo que restaria probar los casos en
que OF sea disconexa.

Diremos que la Conjetura Z es cierta para una superficie F' en el exterior £/ de un nudo
cuando se satisfaga que 71 (E/F) ~ Z para esa superficie especifica. Pero, cuando digamos
que la Conjetura Z es cierta para un nudo K, querremos decir que 1 (E/F) ~ Z para cada
superficie orientable, compacta y no separante F' en el exterior E de ese nudo K.

Por otro lado, por el Lema 27 podemos suponer sin pérdida de generalidad que F' es
incompresible. Esto quiere decir que si somos capaces de demostrar que 71 (E/F) ~ Z para
cada superficie incompresible, compacta, orientable y no separante (superficie ICON) F' en
el exterior ¥ de un nudo K, entonces la conjetura Z se seguira para K. Es por eso que las
superficies ICON tendran un papel central en este trabajo.

Ahora bien, por lo visto anteriormente, es natural preguntarse si existen las superficies
ICON con frontera disconexa. M. Eudave-Munoz respondié a esta pregunta en [2]. De
hecho, para cada ntmero impar n encontré con una familia de superficies ICON con n
componentes en su frontera. También demostré que la conjetura Z es cierta para esas
superficies.
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La siguiente pregunta que surge es sobre la existencia de familias de nudos que satisfagan
la Conjetura Z. F. Gonzélez-Acuna y A. Ramirez en [3] senalaron la existencia de dos
familias:

» La conjetura es cierta para los nudos fibrados. Esto se debe a que 7;(E) tiene un
epimorfismo sobre m(E/F) = Z x P donde P es un grupo perfecto. Demostrando
por contrapositva, si P no es trivial entonces el subgrupo conmutador de Z * P no es
finitamente generado, lo que implica que el subgrupo conmutador de 71 (E) tampoco
serd finitamente generado, lo que implica que E no puede ser el exterior de un nudo
fibrado.

= La Conjetura Z es cierta si el grupo fundamental de E' tiene rango dos. Esto se debe
a que rango dos implica que Z * P tiene rango a lo sumo dos, pero rango exactamente
dos es imposible porque los grupos perfectos no triviales tienen rango mayor a dos;
por lo que P debe ser trivial.

El propdsito de esta tesis serda mostrar la existencia de otra familia de nudos que satisfa-
cen la Conjetura Z. La familia que inmediatamente vino a nuestra mente fue la de nudos de
Montesinos. Ya que para esta familia existe una clasificacién de superficies incompresibles
desarrollada por A. Hatcher y U. Oertel en [1].

Usando dicha clasificacion, hemos sido capaces de encontrar superficies ICON con fron-
tera disconexa en algunos nudos de Montesinos. Mas aun, fuimos capaces de clasificar las
superficies ICON con frontera disconexa en la familia de los nudos de pretzel P(p,q,—7)
donde p, ¢ y r son nimeros impares positivos (véase el Teorema 26). En esta familia de
nudos existen ejemplos de superficies [CON con tantas componentes en la frontera como
queramos.

También pudimos demostrar que todos esos pretzels (P(p,q, —r) donde p, ¢ y r son
numeros impares positivos) satisfacen la Conjetura Z (véase Teorema 30).

Ninguno de estos nudos pretzel es un nudo fibrado (véase M. Hirasawa y K. Murasugi
en [0]). Y, por los resultados de E. Klimenko y M. Sakuma en [9], todos estos nudos son
de rango mayor que dos, excepto posiblemente los pretzels p(3,3, —r) con r Z 0 (méd 3);
y unicamente P(3,3, —1) tiene ntimero de tunel uno. Entonces, ésta es una nueva familia
de nudos que satisface la Conjetura Z.

En la primera parte de la tesis repasaremos algunos elementos fundamentales sobre
la clasificacién de superficies incompresibles hecha por Hatcher y Oertel en [1]. Aprove-
charemos para definir vias de tren orientadas y diagrama de orientaciones; estos nuevos
conceptos seran pieza clave en el resto de la tesis.

Posteriormente, analizaremos alguna de las condiciones que debe cumplir el algoritmo
de Hatcher y Oertel para construir superficies ICON. Cabe senalar, que Hatcher y Oertel
hablan de superficies candidatas y éstas podrian tratarse de 2-variedades no conexas, sin
embargo, fuimos capaces de identificar en muchos casos cudles de estas superficies candi-
datas en verdad eran conexas.



En el capitulo 3 aplicaremos los resultados obtenidos en el capitulo 2 al caso de los nudos
pretzel P(p,q,—r) con el objeto de clasificar sus superficies ICON con frontera disconexa.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Vias de tren orientadas

En este capitulo veremos la versiéon topoldgica de via de tren desarrollada por A.E.
Hatcher en [5]. Y extenderemos este concepto al de via de tren orientada.

Con el objeto de aligerar las definiciones, hemos creado la definiciéon de cuasi via de
tren, que no es mas que el dibujo o diagrama de las vias de tren.

Definicion 3. Una cuasi via de tren T en un superficie F' es una grdfica que satisface lo
siguiente:

1. Los vértices de T son de valencia uno o tres.

2. T estd propiamente encajada en F. Es decir, OF N'T es el conjunto de vértices de T
de valencia uno.

3. Todos los vértices de valencia tres son localmente difeomorfos a la siguiente imagen:

Figura 2.1: Vértices de valencia 3 en unas cuasi vias de tren
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Para tener una definicién completa de las via de tren, necesitamos asignar pesos a la
cuasi via de tren. Esta asignacion de pesos, la hacemos de acuerdo a la siguiente definicién.

Definicion 4. Denotemos con T a una cuasi via de tren, decimos que una funcion f :
aristas(T) — Z7, es una asignacion de peso compatible con T si f(c) = f(a) + f(b) para
todas los trios de aristas a, b y ¢, alrededor de un vértice de valencia tres, acomodados en
la manera en que se muestra en la figura (2.2).

Figura 2.2: Aristas alrededor de una via de tren

Con estos conceptos podemos entonces definir a las vias de tren como sigue.

Definicion 5. Una via de tren en una superficie F' es una cuasi via de tren T’ de F' con
una asignacton de pesos compatible con T.

Esta asignacién de pesos a las aristas son las que permitirdn construir sistemas de
curvas en la superficie F'(curvas y arcos ajenos propiamente encajados en F).

Para construir el sistema de curvas asociado a una via de tren 7T tomamos copias
paralelas a cada arco de T, tantas copias como peso tenga la arista. Luego, en un vértice
de valencia tres, unimos dos de los conjuntos de copias paralelas con el tercer conjunto
aprovechando la regla de pesos en la definicién 4. En la figura 2.3 se muestra un ejemplo
con pesos 5, 3y 2.

Como T sélo tiene vértices de valencia uno o tres, el resultado de la operacién anterior
serd un conjunto de curvas y arcos simples paralelos a la cuasi-via de tren.

Ahora, vamos a generalizar este concepto de asignacién de pesos. En lugar de usar en-
teros como pesos, vamos a usar elementos del semigrupo de rango dos Py; por conveniencia,
los elementos de este semigrupo los representaremos con vectores vectores de 1’'s y —1’s y
la multiplicacién serd la operacién concatenacién @. Por ejemplo, (1,—1) & (—1,—1,1) =
(1,-1,-1,-1,1).

Para la definicién necesitaremos de la funcién J : Py — Py definida como

J(61a627 s 7671) = (enaenfla s 761)
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Figura 2.3: Unién de arcos en un vértice de valencia tres.

Denotemos con aristas_dirigidas(T) al conjunto de aristas de T pero con sus dos
posibles direcciones. Més precisamente,

aristas_dirigidas(T) = {(v1,v2)|vi,v2 € vértices(T) y wviva € aristas(T")}.

De esta manera, si a = (v1,v2) € aristas_dirigidas(T) entonces a~! = (v, v1) también
estard en aristas_dirigidas(T).

Definicion 6. Consideremos una cuasi via de tren T propiamente encajada en una 2-
variedad orientada F. Entonces, una funcion f : aristas_dirigidas(T) — Py es una orien-
tacién de T si f(a™') = —J - f(a) para toda arista dirigida a. Y ademds, para toda terna
a, b y c de aristas dirigidas como en la figura 2.4, la imagen vista desde el lado positivo de
F', se tiene que

f(e) = (f(a), f(b)) = f(a) ® f(b)

Figura 2.4: Aristas orientadas en un vértice de valencia 3

Decimos que T es una via de tren orientada por f.
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Cabe hacer notar que hay una funcién |- | : Py — ZT que asigna a cada vector su
dimensién, por ejemplo, |(1,—1,1)| = 3. La composicién de esta funcién con una orientacién
f da como resultado una asignaciéon de pesos compatible con T. En otras palabra, unas
vias de tren orientadas determinan unas vias de tren comunes.

Al igual que el concepto de vias del tren es bastante 1util para trabajar con sistemas
de curvas, las vias de tren orientadas nos ayudardn a trabajar con sistemas de curvas
orientados. En particular, unas vias de tren orientadas determinan un sistema de curvas
orientado (ver figura 2.7).

Mas detalladamente, para construir un sistema de curvas orientado a partir de una via
de tren orientada, para cada arista a de arista,rientada(T. Con esa orientacién, a cada
arista a € T' le corresponde un tinico elemento v, € Py. Luego, en una pequena vecindad de
a, construimos |v,| copias paralelas de a y las enumeramos de izquierda a derecha. Entonces,
a la i-esima copia de a la orientamos igual o en sentido contrario que a de acuerdo a si la
i-esima entrada de v, es 1 o —1, respectivamente (ver figura 2.5).

Figura 2.5: Primer paso en la construcciéon de sistemas de curvas orientados a partir de
unas vias de tren orientadas.

No es muy dificil de ver que la construcciéon anterior es independiente de la eleccion
de la orientacién de cada una de las aristas. Esta independencia, se debe principalmente a
que, por definicién, el vector asociado a a~! (a orientado en la otra direccién) es —J(v,).
En el ejemplo, al usar la orientacién opuesta a~! del arco a en la figura 2.5 tendremos
Vg—1 = —J(vg) = —=J(1,1,—1) = (1,—1,—1). Con esta orientacién, la construccién ser nos
dard la misma figura de arcos orientados (ver figura 2.6).

Entonces, una vez observado que es independiente de la orientacién, se puede suponer
que los tres arcos que llegan a un vértice de valencia tres se ven como en la figura 2.4
y, por lo tanto, las |v.] = |vg| + |vs| copias paralelas y orientadas de ¢ se puede pegar
apropiadamente con las |v,| y |vp| copias paralelas y orientadas de a y b respectivamente.

2.2. Los nudos de Montesinos

Ahora veremos una definicién de Nudo o Enlace de Montesinos. Incluiremos la notacién
usada por Hatcher y Oertel en ([!]) para la descripcién de estos nudos; esta notacién
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Figura 2.6: Construccién de sistemas de curvas orientados con la orientacién al revés.

1,-1,1

(1, -1

(1,1)

Figura 2.7: Relaciéon entre sistemas de curvas orientados y vias de tren orientadas
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sera usada durante el resto de esta tesis.

Primero consideremos S (la esfera de dimensién 3) como la conexién' de dos circunfe-
rencias A y B, la circunferencia B la consideramos subdivida como un poligono de n lados.
La conexién de A con el i-ésimo lado de B es una bola que denotaremos como B;. De esta
manera, S3 serd igual a Ui, B;.

Si pensamos a S% como R? con un punto al infinito, y suponemos que dicho punto se
encuentra sobre A, entonces la descomposicién anterior la podemos ilustrar con la figura
2.8. Debido a esta figura, es que frecuentemente nos referiremos a la circunferencia A como
el eje Z o simplemente el eje del nudo de Montesinos.

B4 Bg

Bs

By

Figura 2.8: Dibujo del la descomposicién de S% como unién de n 3-bolas

Para cada bola B; tomamos una 3-bola B? en el interior de B; y a la cerradura del
complemento la llamaremos collar Cj, esto es, C; = 9B; x [0, 1], donde 0B; = 0B; x {1}
y OBY = 0B; x {0}.

Dados n ndmeros racionales pi1/qi1,p2/q2,--.,Pn/qn, ponemos dentro de cada B; un
ovillo racional K; de pendiente p;/q; de tal manera que en C; se encuentran cuatro arcos
de K; paralelos a la estructura producto de Cj(es decir, { Cuatro puntos ajenos} x [0,1]) y
el resto de K; son dos arcos de pendiente p;/q; sobre dBY (ver figura 2.9).

Ademss, los ovillos K; son tomados de tal manera que dos de sus extremos estan sobre
un hemisferio de dB; (la circunferencia A tomado como ecuador) y los otros dos en el

!Usaremos conexién como la traduccién de joint del inglés.
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segundo hemisferio. Estos puntos de contacto con los hemisferios coincide con los del ovillo
vecino K11 (el subindice tomado médulo n). Entonces, K = U K; es un enlace en S3
conocido como enlace de Montesinos, se denota como K (p1/q1,p2/q2, -, Pn/qn)-

Cuando algunos denominador ¢;’s son iguales a 1, podemos sumarlos todos en una sola
fraccion con ¢; = 1 y obtendremos el mismo nudo o enlace. Ademas, este nimero entero
puede sumarse a cualquiera de las fracciones con ¢; > 1, y tendremos el mismo nudo de
montesinos con n mas pequeno. Entonces, sin perdida de generalidad supondremos que
g; > 1 para toda 1.

Figura 2.9: Dibujo del ovillo dentro de B;.

No es muy dificil convencerse de que K se tratard de un nudo si y sélo si pasa alguno
de los siguientes casos:

a) Existe exactamente un i para el cuél ¢; es par.
b) g; es impar para toda ¢ y la cantidad de p;’s impares es impar.

Como es requerido por la conjetura Z restringiremos nuestra atencién al caso en que K
es un nudo. Cuando n < 2 el nudo K resulta un nudo de dos puentes, que para fines de la
conjetura Z ya fue probado en [3] en el caso general de los nudos de rango dos. Entonces,
estudiaremos los casos n > 3 y asumiremos que |g;| > 2 para toda i.

2.3. Superficies incompresibles en nudos de Montesinos

Para clasificar a las superficies incompresibles en el exterior de un nudo de Monte-
sinos, Hatcher y Oertel isotopan las superficies a una posicién “normal” y después las
descomponen en piezas que seran mas facil de estudiar. En esta seccién veremos cudl es
esa posicion “normal” y cudles son los pedazos a estudiar. Después, en los subsecuentes
secciones, veremos el algoritmo con el que se construyen todas estas superficies.
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Consideremos una superficies F' incompresible y d-incompresible en £ = S3 — v(K), el
exterior de un nudo de Montesinos K. Y como es nuestro interés, también supondremos
que OF # ().

El objetivo ahora serda descomponer a F' en piezas pequenias que nos sea posible estudiar.
Empecemos por isotopar F' de tal manera que OF sea transversal a todos los meridianos
pequenos de K y que interseque a cada uno de ellos en la misma cantidad de puntos, a esa
cantidad la denotaremos con m y la llamaremos el nimero de hojas de F'.

Después isotopemos F' para que sea transversal al eje del nudo de Montesinos K, esta
isotopia nos garantiza que F' cortard transversalmente al eje de K en un numero finito de
puntos. Ademéas mantendremos este niimero de intersecciones al minimo posible.

Luego, recordemos que el nudo K dentro de cada 3-bola B; se ve como en la figura 2.9,
entonces, podemos mover F de tal manera que 0F quede fuera del interior de B?. Ya que,
las vueltas meridionales que realice F' sobre K dentro de B? las podemos mover hacia la
parte de K que se encuentra en el collar €y de B;.

Ahora bien, la interseccién F'N BY podra reducirse a una coleccién ajena (posiblemente
vacia) de circulos paralelos isotdpicos a discos meridionales del ovillo racional. El cémo se
realiza esta reduccién estd explicado por Hatcher y Oertel en [1]. Bésicamente lo que ellos
hacen es considerar las curvas de 9BY N F en dBY\ K y deshacerse de las de mds adentro,
esto se, se aprovecha la incompresibilidad de F' y que GB?\K es isotépico a un anillo.

Después de todas las isotopias, el resto de F' quedara dentro del collar C;. Por ultimo
ponemos a F' transversal a la funcién de Morse C; — [0,1] dada por la proyeccién sobre
[0,1] en la estructura producto de C;. Entonces, ahora sélo necesitaremos entender cémo
F interseca a los diferentes niveles de la funcién de Morse, es decir, cémo F' interseca a
OB; x {t} — v(K) para cada t € [0,1]. Denotaremos como S! = dB; x {t} — v(K), que no
es mas que una esfera con cuatro agujeros.

Observaremos que S! N F es un sistema de arcos y curvas simples ajenos y propiamente
encajados en S, excepto tal vez, para un ntmero finito de valores to,1,... en los cuales
F tendra puntos silla y S! N F tendra una singularidad.

A cada sistema de curvas S! N F estd asociado una via de tren (ver capitulo anterior).
Si F' se tratase de una superficie orientada, entonces podremos asociar una via de tren
orientada a S! N F.

Los sistemas de curvas S! N F entre dos puntos sillas (i.e, tx < t < t4+1) son todos
homotdpicos entre si relativos a la frontera de S!. Por lo que, para estudiar cémo es F
bastard con conocer un sistema de curvas para cada intervalo de [0,1]\{¢o,%1,...}

Usando las técnicas desarrolladas por Hatcher en [5] es posible describir los sistemas de
curvas con vias de tren. En el caso de la esfera con cuatro agujeros, los sistemas de curvas
esenciales se pueden obtener de alguna de las cuasi vias de tren mostradas en la figura 2.10.

Si suponemos que la superficie F' estd orientada, entonces al sistema de curvas Sf. N F,
lo podemos orientar con la orientaciéon inducida por F' sobre S}g (a S}; lo orientamos con el
vector normal apuntando hacia afuera de BY).

Como se trata de un sistema de curvas esenciales en la esfera con cuatro agujeros
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I 1)
V)

111)

Figura 2.10: Cuasi vias de tren que determinan todos los sistemas de curvas en la esfera
con cuatro agujeros

entonces lo podemos obtener poniendo pesos a alguna de las cuasi vias de tren de la figura
2.10, a este mismo sistema de curvas ahora orientado, lo podemos obtener a partir de una
via de tren orientada usando esas misma cuasi vias de tren.

La forma de lograrlo, es cambiando los pesos asignados en la cuasi vias de tren por
pesos de Py, de tal manera que hora se obtenga el sistema de curvas orientado. Tomemos
una arista vw de la via de tren (orientada de v a w), a ésta le estd asociada a un conjunto
de arcos (o curvas) paralelas de S}; N F, estos arcos estan orientados, pues asi lo esta el
sistema de curvas. Luego, consideramos un arco £ transversal a todas las curvas; orientado
de tal manera que cruce a vw de izquierda a derecha, es decir, que £, vw y el normal a
S,i estén orientados de forma positiva. Luego, vamos recorriendo ¢ y formando un arreglo
de numeros, por cada curva que intersequemos ponemos 1 si la interseca de izquierda a
derecha y -1 si la interseca en sentido contrario; con ello formamos un elemento de Ps.
Otra manera de describir este peso, es que vamos poniendo un 1 si el arco va en la misma
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direccién que vw y —1 si va en la direccién opuesta.

Es facil ver que esta forma de definir la asignacién de pesos sobre la cuasi via de tren,
satisface las condiciones de asignacién orientada de pesos compatibles. Por lo que, nuestro
sistema de curvas define unas vias de tren orientada en cada nivel no singular S}i.

De esta manera, estudiar superficies orientadas en un nudo de Montesinos, se asocia a
estudiar vias de tren orientadas sobre las cuasi vias de tren de la figura 2.10.

2.4. El modelo de caminos

Para trabajar con mds detalle las vias de tren, los autores (H y O) crearon un diagrama
en R? al que denotaron D. En este diagrama se representaran a las vias de tren como puntos.
De hecho, dos vias de tren representaran el mismo punto si una es “multiplo” de la otra,
aqui “multiplo” querra decir que los pesos de una via de tren se obtienen de multiplicar
por una constante a los pesos de la otra. Ademas, en el diagrama D se querra que dos vias
de tren que se pueden unir por una silla, estén muy cerca.

Empecemos por el dibujo del diagrama. El dibujo consta de todos los puntos (1 —
1/n,m/n)y (1,m/n) con n € Z*, m € Zy (m,n) = 1. Usaremos las notacién {(m/n) =
(1=1/mm/n) y (m/n)o = (1,m/n).

Al diagrama D le agregaremos los segmentos que unen (mj/ni) con (ms/ng) cuando
ming —maon; = £1. A tal segmento lo denotaremos como (my/ny, ma/ns). Ademas agrega-
remos los segmentos horizontales que unen (m/n) con (m/n)y. Con esto tenemos casi por
completo al diagrama D, falta agregar el punto (co) = (—1,0) y los segmentos (co,n/1) con
n € Z. . El diagrama finalmente se vera como en la figura 2.11. Si al diagrama D le agre-
gamos (00)g = (—2,0) y (00, 00) le llamaremos el diagrama aumentado y lo denotaremos
como D

A los segmentos del diagrama D los llamaremos aristas. Al remover las aristas D, R?
queda dividido en regiones, varias de las cudles seran tridngulos, a la cerradura de estas
regiones triangulares son a las que llamaremos triangulos de D y para tener coherencia,
se los agregamos a D. Con estos tridngulos, aristas y vértices (los puntos (z) y (z)o) el
diagrama D lo podemos entender como un complejo simplicial, de hecho es un complejo
simplicial infinito numerable y las aristas (z,x)¢ son todas retraibles (pelos del complejos
simplicial).

Ahora pasemos a la relacién entre las vias de tren y el diagrama D. Para cada una de
las vias de tren de la figura (2.10) asociamos un punto de D de la siguiente manera:

= Si las vias de tren son del tipo I con ndmero (a,b, c), se asocia al punto (aLer’ a55)-
» Si las vias de tren son del tipo II con nimero (a, b, ¢), se asocia al punto (aLer’ —25)

En este caso diremos que la terna asociada es (a, b, —c)

» Si las vias de tren son del tipo III con nimero (a, b, ¢), se asocia al punto (—ai%, a5)
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Figura 2.11: Diagrama D

» Silas vias de tren son del tipo IV con nimero (a, b, ¢), se asocia al punto (—aier, —a55)

Esta asignacion de ternas a puntos de D puede parecer algo artificial, pero para darle
sentido veamos algunas propiedades. Primero que nada, observemos que se trata de una
relacion “proyectiva”, es decir, el punto asociado a una via de tren y los miltiplos de ésta
son el mismo. Esto también se vale en el sentido inverso, es decir, dos vias de tren estan
asignadas al mismo punto si y sélo si una es multiplo de la otra.

Por otro lado, una pareja de arcos de pendiente p/q > 0 en la esfera con cuatro agujeros
(en el sentido de que metidas en el interior forman un ovillo racional de pendiente p/q)
se puede obtener de la cuasi-via de tren de tipo I con pesos (1,q — 1,p), por lo que le
corresponderd el punto (p/q). Lo mismo es cierto cuando p/q < 0. Y también, cuando
consideramos una curva cerrada de pendiente p/q > 0 ésta se puede obtener de la cuasi-via
de tren de tipo I con pesos (0,q,p) y por lo tanto le estard asignado el punto (p/q)¢ (lo
mismo ocurre cuando la fraccién es negativa).

Por otro lado, dos parejas de arcos de pendientes p/q y r/s se pueden poner en la
misma esfera con cuatro agujero sin generar ninguna interseccion si y sélo si ps — qr = £1.
Entonces, podemos construir un sistema de curvas tomando « copias de p/q y [ copias de
r/s; este sistema de curvas estard asociado a un punto sobre (p/q,r/s) con las siguientes

coordenadas:
1@ +06  ap+pr
aqg+ fBs’ aq+ Bs

> € (p/a,r/s)

Tal punto lo denotaremos como o'(p/q) + '(r/s), donde o/ = «a/(a+ B) y 5 =
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B/(a + ). La razén de esta normalizacién de o y 3 es para mantener coherencia con la
“proyectivizacion” de los sistemas de curvas.

Una vez definido el diagrama D y su asociacién con sistemas de curvas en las esferas
con cuatro agujeros, nos podemos dar cuenta que el estudio de superficies incompresibles
se puede cambiar a estudiar sucesiones de puntos en el diagrama D (ver seccién anterior
2.3).

Estas sucesiones de puntos en D estdn asociados a caminos lineales por pedazos; los
caminos se construyen uniendo puntos consecutivos de la sucesiéon con un segmento de
recta en R%. Més adelante veremos, que conociendo el niimero de hojas de la superficie y el
camino lineal por pedazos en D, podemos reconstruir la sucesiéon de puntos y por lo tanto
la superficie F.

Al subconjunto de D que se encuentra en la regién del plano con x > 0 le llamaremos
S. Y si a D le agregamos el segmento que une (00)g = (—2,0) con (00), lo llamaremos
diagrama extendido y lo denotaremos como D.

2.5. Las superficies candidatas

Diremos que un camino en el diagrama D es un camino por aristas si esté contenido en
el 1-esqueleto de D, y su puntos de inicio y fin pueden o no ser vértices de D.

Definicion 7. Consideremos ahora n caminos por aristas ~; en D, con las siguientes
condiciones:

(E1) Elvértice inicial de ~y; se encuentra sobre la arista (p;/qi,p1/qi). Y si el vértice inicial
no es el vértice (p;/q;), entonces el camino y; es constante.

(E2) El camino v; es minimo, esto es, nunca pasa dos veces por donde mismo y nunca
pasa sucesivamente por dos lados del mismo tridngulo en D.

(E3) Los puntos finales de los caminos y; son puntos de coordenadas racionales en D, que
coinciden en su coordenada en T y que sus coordenadas en y suman cero.

(E4) Los caminos y; avanzan de forma mondtona de derecha a izquierda, donde “mondto-
na” es entendida en el sentido débil, es decir, son permitidos los movimientos verti-
cales.

Ahora bien, a estos n caminos por aristas que satisfacen las condiciones E1-E4 les
asociaremos una familia de superficies. Pero antes veamos un par de definiciones mas.

Supongamos que el vértice final de un camino v; termina en alguno punto sobre una
arista de D, digamos sobre (p/q,r/s). Como el punto final de 7; tiene coordenadas racio-
nales, entonces éste se puede escribir de forma tnica como:

alp/q) + B(r/s)
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con a,3 € QT y a+ B = 1. A 8 lo llamaremos la fraccion de arista recorrida por
~i- Denotaremos con (p/q) — «a(p/q) + B{r/s) para indicar que primero pas6 por (p/q) y
después avanzé hacia (r/s) una fraccién g.

Por ultimo, llamaremos longitud de -; al nimero de aristas completas por las que pasa
v mas la fraccién de arista que recorre al final. Denotaremos este nimero como |v;|. Por
lo que, |v;| = 0 si y sé6lo si 7; es el camino constante.

Para la construccién de una superficie a partir del sistema de caminos que satisface las
condiciones E1-E4 primero elegiremos un entero positivo m de tal manera que cada sistema
de curvas asociado a los puntos finales de cada ~; tenga exactamente m puntos incidentes
en los agujeros. Esta m se puede encontrar como un miultiplo comtin de todos los a;,
donde (a;, b;, ¢;) es una tripleta asociada al punto final de 7; con ordenada positiva o bien,
como un multiplo de a; + b; cuando los puntos finales de las ~; tienen ordenada negativa.
Por su definicién, este niimero m corresponderd al nimero de hojas de la superficies que
construiremos.

Ahora bien, a cada camino ~; le asociaremos un conjunto finito de 2-variedades F; en
B; de tal manera que OF; C K; UJB; y tal que los discos meridianos de K; intersecan a F;
en m puntos.

Si el camino +; es constante, entonces su punto inicial se encuentra sobre (p;/q;(, )i/ di)o
y entonces a este punto estd asociado a un tnico sistemas de arcos y curvas en BY, tal
sistema se forma de m copias paralelas de la pareja de arcos de pendiente p;/q; y otras
copias paralelas a la curva meridiano, la cantidad de copias paralelas al meridiano depende
de la ubicacién del punto inicial en el segmento (p;/qi, pi/qi)o. Entonces, elegiremos F; como
el sistema de curvas antes mencionado producto cartesiano con el intervalo I del collar C; en
B;. Parte de la frontera de esta 2-variedad seran las curvas meridianas de pendiente p;/g;
en GBZ[-) , estas curvas meridianas las taparemos con disco meridianos del ovillo racional.
Terminaremos entonces con una 2-variedad en F; con frontera sobre K; U dB;. Notemos
que en el caso de ; constante F; serd tunica.

Si el camino no es constante habra mas posibilidades para F;. Construiremos F; de tal
manera que F; vivird en C; = 0B; x [0, 1] (el collar de B;) y la proyeccién en [0, 1] serd una
funciéon de Morse en F;. Entonces, todos los puntos criticos de la proyeccién seran sillas
de F;. Ahora bien, queremos que la secuencia de secciones transversales S; N (0B; x {u})
cuando v va en aumento sea un sistema de curvas ajenas y que correspondan a puntos de ;.
Tales sistemas de curvas corresponderdn a los dados por los puntos de la forma k/m(p/q) +
(m — k)/m(r/s) en el orden en que ~; los recorra. Para pasar de un sistema de curvas al
siguiente se hard uso de una silla, que serd elegida (salvo isotopia que preserve niveles) de
dos formas distintas (ver figura 2.12). Esto nos da un nimero finito de posibilidades para
E;.

Gracias a la condicién (E3) en la definicién 7 es que las 2-variedades F; se pueden
pegar perfectamente para formar una 2-variedad en el exterior de K. Esta superficies
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Figura 2.12: Las sillas pueden ser elegidas de dos maneras posibles.

fueron llamadas, por los autores Hatcher y Oertel, superficie candidata®.

Hay que notar que para los caminos que terminan en la arista (0o, 00)g, los satélites
que se pueden usar son de cuatro tipos (ver figura 2.13) y para un sélo ovillo B; tomaremos
uno sélo de los cuatro satélites y los circulos de pendiente infinita creados por ésta silla se
colocaran del otro lado del eje al de donde fueron creados. Adicionalmente, para que todas
las 2-variedades F; embonen se tendréan que agregar uno o varios anillos paralelos entre si y
paralelos eje (es decir, al removerlos de B; queda una componente toro solido que contiene
al eje), la 2-variedad F construida a partir de estos caminos también se le llamara superficie
candidata. Los autores Hatcher y Oertel afirman que estos casos no son necesarios para
clasificar todas las superficies cuando n = 3 (cuando el nudo de Montesinos consta de sélo
tres ovillos racionales) o cuando se quiere encontrar la lista de todas las pendientes de las
superficies incompresibles.
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Figura 2.13: Las sillas para la arista al infinito.

Cerramos estas secciéon con el teorema que explica la importancia de las superficies
candidatas.

Teorema 8 (Hatcher y Oertel). Toda superficie incompresible y O-incompresible en el
exterior de un nudo de Montesinos K con frontera mo wvacia y de pendiente finita, es
isotopica a una de las superficies candidatas.

2Los autores Hatcher y Oertel usan el término superficie como sinénimo de 2-variedad. La conexidad de
las superficies candidatas es algo que no les preocupaba ni molestaba.
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2.6. Calculo de las pendientes

En esta seccién veremos como calcular la pendiente de una superficie candidata. El
célculo se basa en medir qué tanto se tuerce OF a lo largo de K dentro de cada ovillo, y
esta medida se toma exclusivamente en la parte de OF (y K) que se encuentra en el collar
C; de B;, pues la parte de dF que se encuentra sobre B? no se tuerce e incluso podemos
suponer que es paralelo a una longitud de K.

Para calcular dicha torcedura basta estudiar cémo cambia OF al pasar por un punto
silla. Al pasar por un silla, el sistema de curvas en F'U90B; x {u} modifica un par de arcos
de pendiente p/q por otro par de arcos de pendiente 7/s (recordemos que ps — qr = £1).
Este cambio entre parejas de arcos se puede entender mejor pensando a la esfera con
cuatro agujeros como una almohada, es decir, como el orbifold® R2/T, donde I es el grupo
generado por las rotaciones de 180° con centro en puntos de coordenadas enteras.

Las lineas rectas de pendiente p/q que pasan por coordenadas enteras se proyectan sobre
la almohada como un par de arcos de pendiente p/q. Entonces, las rectas de pendiente p/q
y las de /s que pasan por coordenadas enteras delimitan varios paralelogramos, entre ellos,
uno con vértice en (0,0), (¢, p), (g+s, p+r), (s,r) y otro con vértices en (0,0), (¢,p), (¢—s,p—
), (—s, —r). Dichos paralelogramos forman una regién fundamental para la accién I" sobre
R?. Los paralelogramos pueden ser entendidos como el resultado de cortar la almohada
por las parejas de arcos p/q y r/s y después estirar sobre el plano las dos componentes
resultantes (ver figura 2.14).

Figura 2.14: Resultado después de cortar por dos parejas de arcos.

Ahora bien, entonces los dos paralelogramos representan las dos posibles sillas que se
pueden usar en F' para convertir una pareja de arcos de pendiente p/q en una de pendiente
r/s. Pero no importa cuél de los dos paralelogramos se elija, habrd dos vértices donde el
arco que cambia pasa por la pendiente infinito, y en esos vértices es donde contaremos las
torceduras. No es dificil convencerse de que si p/q > r/s, la torcedura se hard en contra de
las manecillas del reloj y en caso contrario se hara a favor. Eligiendo la convencion de que

3Del inglés orbifold.
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en sentido contrario de las manecillas del reloj es positivo, podemos determinar el nimero
total de torceduras de F' con la férmula:

T(F) =2(s- —s4)/m

donde sy (s_) es el nimero de sillas de F' que incrementan (reducen) la pendiente de los
arcos. Las sillas que producen pendiente infinito no afectan en nada el valor de 7(F).
Una férmula més directa en términos de los caminos ~; es

T(F) =2(e— —ey)

donde ey (e_) es el nimero de aristas de los v;’s que incrementan (reducen) la pendiente,
y permitiremos que e4+ tome valores racionales correspondientes a la fracciéon de arista
recorrida al final de cada camino ;.

Este valor 7(F') nos calcula qué tanto se tuerce OF a lo largo de K, pero para calcular la
pendiente necesitamos compararlo con las torceduras que produce un superficie de Seifert,
es decir, la pendiente estara dada por la férmula:

m(F) = 7(F) — 7(Fo)

donde Fy es alguna superficie de Seifert en el exterior de K.

Para calcular la pendiente de F', entonces es necesario construir una superficie de Seifert
Fp a partir de un sistema de caminos. Esto se puede hacer de la siguiente manera. Primero
hay que notar que para una superficie de Seifert se tiene que m = 1 (el nimero de hojas es
uno). Entonces, los caminos v; deberdn avanzar por aristas completas, es decir, todos los
caminos deben terminar en vértices.

Por otro lado, Fjy debe ser orientable y por lo tanto F{ debera ser orientable dentro
de cada B;. Esta condicién de orientabilidad nos restringe a caminos 7; que no pasen
por tres vértices distintos médulo 2; esto es, que nos queden tres pendientes p/q distintas
después de reducir p y ¢ médulo 2 (sélo hay tres posibilidades 1/1, 0/1 y 1/0). En otros
términos, cada caminos 7; deberd pasar exclusivamente por un sélo tipo de arista (1/1 —
0/1), (0/1,1/0) o (1/0,1/1), a éste tipo de caminos son a los que de ahora en adelante
llamaremos monocromaticos.

Para ver porqué un un camino ~; no debe pasar por los tres vértices, basta con observar
que no es posible asignar una orientacién compatible a la tres parejas de arcos, una pareja
de arcos en cada nivel. La compatibilidad implica que se conservara el tipo de incidencia
en cada vértice (si llega o sale el arco del vértice). Por ejemplo, si en uno de los cuatro
vértices el arco siempre “sale” del vértice sin importar la pareja de arcos, entonces, en los
otros tres puntos deberan “llegar” los arcos, esto es una contradiccién a la orientabilidad.
Mais adelante veremos un razonamiento similar a esto, pero para el caso general con m > 1.

Regresando al célculo de la torsién de Fp, tenemos que Fy debe estar asociada a caminos
monocromaticos 7; que sélo pasan por aristas completas. Con éstas condiciones, sélo nos
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quedan dos caminos posibles a seguir, hasta antes de llegar x = 0, para cada ;. Pues al
salir del vértice inicial (p;/q;) hay dos aristas por donde se puede salir, que estan dados por
las dos soluciones de yp; — xq; = & con 0 < y < ¢;. Al tomar cualquiera de ellas, debemos
permanecer en un sélo color, dejando determinado el resto del recorrido hasta antes de
z = 0.

Para la construccién de F{y consideraremos dos casos. El primero es cuando uno de los
¢;s es par. Entonces para cada i, elegimos ; como el camino minimo que llega hasta (co).
Este camino es tnico cuando ¢; es impar, pues con el otro camino habra cambio de color
al momento de querer avanzar hasta el vértice (c0). Y cuando g; es par los dos caminos
llegan a (0o0) sin cambiar de color. Sélo una de estas dos opciones hard la superficie final
orientable.

Para aclarar esta cuestion sobre la orientabilidad, en la imagen 2.15 hemos puesto la
dos posibles orientaciones de los arcos de pendiente infinito para las dos posibles elecciones
de colores de los caminos ;. Recordemos que los caminos con ¢; impar sélo les corresponde
una unica columna de la figura, si al primer ¢; impar le fijamos uno de estos diagramas
(o sea, una orientacién a su superficie correspondiente) entonces a los deméds ¢;’s impares
tendran forzada su eleccién de orientacién, y al pegarlos todos, sélo uno de estos cuatro
diagrama servird para cerrar nudo de Montesinos, y gracias a que el g; par puede elegir
cualquier color, se podré elegir el diagrama conveniente.

Una forma mas precisa de identificar la eleccién de color es como sigue. Se elegira (1/0,1/1)
cuando la cantidad de p;/g; de la forma 1/1 médulo 2 sea impar y se elegiréd el camino de
color (1/0,0/1) en caso contrario.

Finalmente, con los caminos +;’s definidos, podemos ya calcular 7(Fp).

La otra posibilidad es cuando todos los denominadores ¢;’s sean impares. En tal caso, el
procedimiento anterior no funcionara. Para este caso elegiremos los caminos «; que llegan
al eje Y (x = 0) pasando por aristas de color (1/1,0/1). Esto permitird que al extender
los caminos de forma vertical no se afecte la orientacién, y haremos dichas extensiones
verticales para asegurar que las coordenadas en y sumen cero. La superficie asociada a
éstos caminos serd orientable y por tanto de Seifert. Usaremos estos caminos para calcular
T(Fp) en este caso.

2.7. Coémo encontrar los sistema de caminos ;

Para encontrar todos los sistemas de caminos «; Hatcher y Oertel ([1]) construyeron
un algoritmo que podia ser ejecutado velozmente por una computadora ordinaria. Nathan
M. Dunfield en [1] reprogramé este algoritmo y logré corregir unos errores en los resultado
de Hatcher y Oertel. Nathan M. Dunfield hizo publico su programa escrito en lenguaje
Python, facilitando asi el reuso del algoritmo de Hatcher y Oertel.

La base del algoritmo consiste en primero encontrar un sistema de curvas ~; que satis-
faga las condiciones E1-E4. Después, usar los criterios que aparecen en el articulo [1] para
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Figura 2.15: Las opciones de orientacién de la pareja de arcos de pendiente infinito, asociada
a las superficies para cada tipo de pendiente p;/q; con g; impar.

decidir si alguna de las superficies asociadas a tales caminos es incompresible. Si el sistema
de caminos pasa los criterios, se agrega su pendiente a la lista de pendientes del nudo.

El programa de Dunfield despliega informacién extra de la superficie, como el niimero
de componentes en la frontera, la lista de caminos y la caracteristica de Euler, lo que lo
hace 1til para hacer estudios sobre superficies incompresible de Nudos de Montesinos.

El algoritmo estd basado en la siguiente idea. Primero se determina el espacio cociente
T; de la unién ajena de todos los caminos que inician en (p;/¢;) identificando los segmentos
iniciales comunes. Nos limitaremos primero a los caminos que se encuentran dentro de S.
El espacio T; estd inmerso de forma natural en S C D.

Para construir al conjunto T; empezamos primero por agregar al segmento (p;/qi, pi/qi)o-
Posteriormente se calculan las dos posibles aristas (z/y, p;/¢;) a la izquierda de (p;/q;) por
donde puede avanzar -;: esto se logra resolviendo la ecuacion yp; —xq; = +1 con 0 < y < ¢q;,
que no requiere nada sofisticado, sélo el algoritmo de Euclides. Se agregan a T; las dos
aristas calculadas y se procede de forma recursiva con los nuevos dos vértices, cuidando
desechar aquellas aristas que no representen caminos minimales. Esto se hace hasta llegar
al eje Y. La unién ajena de estas aristas sera T;. Cabe hacer notar que a cada vértice de
T; le estd asociado un tnico camino 7;.Una vez definido T; se dividen los posibles sistemas
de curvas en tres casos

El primero de los casos son los de tipo I, seran aquellos en los que los vértices finales
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quedan todos sobre una recta vertical con x > 0, es decir, en el interior de S. Entonces, el
vértice final de ~; estard sobre T; para cada 1.

Ahora bien, en los casos de tipo I, los caminos los podemos entender como n-tuplas de
puntos t; € T;, con la misma coordenada en z y con la propiedad de que la suma de sus
abscisas (que denotaremos como y(t;)) sea cero. Luego, para valores de z entre racionales
consecutivos 1, = k/(k+1) y rp+1 = (k+1)/(k+2) no hay vértices de T;, entonces para cada
intervalo de éstos consideramos todas las aristas de T; que intersecan a la franja vertical
ry < ¢ < rp+1. Estos segmentos los podemos ver cono funciones lineas en x. Elijamos un
segmento en cada T; y formemos una ecuacién lineal ) y(¢;) = 0, la cudl podria tener o no
solucién en x. Cuando la solucion exista, habremos encontrado un sistema de curvas. Si la
solucién que existe no es aislada, no es dificil ver que todas las soluciones corresponderan a
superficies con la misma pendiente. Para los objetivos de esta tesis necesitaremos estudiar
todas éstas posibles soluciones, y desechar las posibilidad de que en esas soluciones exista
una superficie ICON.

El segundo caso, es el de tipo II, que son las superficies obtenidas a partir de sistemas
de caminos con puntos finales en el eje Y, es decir, con x = 0. Para encontrar caminos de
este tipo bastard estudiar los valores ¢; al final de T; y determinar si es posible extender
estos valores verticalmente para que se satisfaga E1-E4. En general esto no es posible, por
ejemplo, si todos los caminos terminan con la arista (1/2,1/1) no se puede extender hacia
abajo, pues implicaria romper la condicién de minimalidad. También puede haber infinitas
formas de extender los caminos, pero todas ellas dan superficies con la misma pendiente.
Sin embargo, para los intereses de esta tesis, éste caso serd complicado de resolver, pues
habra que desechar que en toda esa infinidad de posibilidades no existen superficies ICON.

El caso de tipo III son los sistemas de curvas restantes, donde todos los caminos tienen
puntos finales con x < 0, o sea, los caminos terminan en alguna parte hacia el vértice
(00), sobre él o en la arista (0o, 00)g. Si los caminos no llegan al vértice (00), quiere decir
que terminan en puntos cuyas coordenadas en y suman cero, por lo que, podemos truncar
estos caminos justo en z = 0, y también satisfaceran las condiciones E1-E4, este truncado
no afecta en nada al valor de la pendiente de la superficie, sin embargo, para esta tesis,
nuevamente implica un espacio para la aparicién de superficies ICON.
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Capitulo 3

Las supertficies ICON

Las superficies' en las que estamos interesados son incompresibles compactas orientables
y no separantes; para abreviar escribiremos superficies ICON.

En el capitulo anterior vimos cémo a las superficies incompresibles les estd asociado
un sistemas de caminos y; con ¢ = 1,...,n el diagrama D, el cual satisface las condiciones
E1-E4. Méas aun, vimos como construir todos los posibles sistemas de caminos para un
nudo de Montesinos dado.

Con un sistema de caminos en la mano y un nimero de hojas m, es posible construir un
ntimero finito de superficies candidatas”. En este capitulo trataremos de determinar cudles
de éstas superficies candidatas resulta ser ICON.

Nuestra herramienta basica para determinar si la superficie candidata es orientables y
conexa serd el Diagrama de orientaciones que veremos en la primera seccién.

3.1. Diagrama de orientaciones

Recordemos que una superficie candidata F' se forma de pegar 2-variedades F; C B;.
Cada F; es una 2-variedad por lo general no conexa. Entonces, para determinar si la
superficie F' es orientable y conexa serd necesario verificar que cada F; sea una 2-variedad
orientable y que al pegarlas quede una tinica componente orientada.

A las componentes de cada F; las llamaremos piezas de F'. Para determinar la conexidad
y orientalizad de F' a groso modo podemos hacer lo siguiente:

1. Tomar una pieza Ly de F y orientarla. De no poder realizar este paso, F' serd no
orientable.

2. A Ly le pegamos todas las piezas de F' que lo intersequen, es decir, las piezas L’ de
F tales que L' N Ly sea una 1-variedad en 0Lg. A cada pieza L’ la orientamos acorde

'El término superficie lo estamos dejando exclusivamente para 2-variedades conexas
2En el sentido de Hatcher y Oertel, las superficies candidatas podrian ser no conexas

29
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a la orientacién de K. Si una de las piezas L no se puede orientar acorde (pues al
pegarla aparece una banda de Mdbius), entonces F' serd no orientable.

3. De las piezas anteriores, podrian existir L' y L” tales que L'NL" es una 1-variedad. De
existir, las pegamos. Si las orientaciones de L' y L” no concuerdan en su interseccién,
entonces la variedad F' serd no orientable.

4. Si no se presenté un caso de no orientabilidad en los pasos anteriores, terminaremos
con una superficie orientada (posiblemente con frontera) L.

5. Entonces, tenemos tres casos:

= La superficie L, tiene todas las piezas de F. Entonces, I’ serd conexa y orienta-
ble.

» Hay piezas de F' que no estan en L y ninguna de ellas interseca a Li. Entonces,
F' serd no conexa.

» Hay piezas de F' que no estan en Li pero al menos una ellas interseca a Li.
Entonces, iteramos este proceso para Ly = Ly desde el paso 2.

El proceso anterior es realmente complicado de llevar a cabo en la practica, para el
caso de nudos de Montesinos. Pues nosotros sélo contamos con un sistema de caminos para
describir cada Fj;, lo cudl, en principio, no nos dice ni cémo ni cuantas piezas estan dentro
de Bz

Para registrar cémo son las piezas de F; sélo nos fijaremos en el sistema de curvas
F; N 9dB;. En dicho sistema anotaremos cudles curvas pertenecen a la misma pieza de F,
mas aun, marcaremos como la orientacién de una pieza de F; afecta simultdneamente a
dos o més curvas de F; N 0DB;.

Esta informacion la podemos obtener de la siguiente manera. Primero asignamos una
orientacion a cada componente de F;, entonces esto nos definird unas vias de tren orientadas
en 0B;. Al cambiar la orientacién de una componente K; de F; se cambiara la orientacién
de varias curvas o arcos de F; N 0B;. Estas dos posibles orientaciones de K; puede ser
registrada con una variable z; € {1,—1}; x; = 1 representa la orientacién originalmente
asignada a Kj, y x; = —1 representa la orientacién opuesta.

Usando esta variable, podemos sustituir los 1’s y —1’s afectados por el cambio de
orientaciéon en K por x; y —x;, respectivamente.

Si hacemos esta asignacién de variables para cada componente de F;, terminaremos con
una familia de vias de tren orientadas, parametrizadas por las variables x;’s. A esta familia
parametrizada de vias de tren la llamaremos diagrama de orientaciones de F; y debido a
su importancia la resumimos a continuacion.

Definicion 9. El diagrama de orientaciones de una 2-variedad orientable F;, son las vias
de tren en OB; definidas por las curvas F; N OB; junto con la familia de orientaciones
inducidas por las posibles orientaciones de F;.
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Esta familia puede ser parametrizada por los elementos de {1, —1}Fil (donde |Fj| es la
cantidad de componentes de F;).

La figura 3.1 muestra un ejemplo de un diagrama de orientaciones. Basicamente es una
via de tren orientada, pero en lugar de 1’s y -1’s se usan variables que x;’s.

T2 L2

Figura 3.1: Ejemplo de diagrama de orientaciones

Ahora bien, asumiendo la orientabilidad de cada F; C F, estard definido su diagrama de
orientaciones en 0B;. Luego, para garantizar la orientabilidad de la superficie que resulta
de pegar F; con Fj,; se deben de cumplir una serie de relaciones entre sus diagrama de
orientaciones. Cada relacién es del tipo x; = £y, donde x; es la variable asignada a un
pedazo de arco en la frontera de la componente K; C F; y y; es la variables correspondiente
que va pegarse y que vive en la frontera K; C F;41 N Biy1.

Entonces, al pegar todas las F;’s terminaremos con un extenso sistema de ecuaciones
que sus soluciones pueden ser interpretadas como sigue:

» Existe solucién en {1,—1} siy sélo si F' es orientable.
» Existen a lo més tres® soluciones en {—1,0,1} si y sélo si F es conexa.
En algunas ocasiones hablaremos sélo del diagrama de orientaciones de un camino 7;,

esto sélo sera posible cuando el diagrama de orientaciones no dependa de las distintas
superficies asociadas a 7;.

3Una de ellas es la idénticamente cero, que siempre existe. Y de ser la tnica solucién, F sers conexa y
no orientable.
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3.2. Orientacion de cada F;

Otro problema que hay que resolver es el de determinar si las 2-variedades F; son
orientables. Esto no serd posible de determinar por completo, pues a un camino ~; le estan
asociadas varias superficies, y en algunos casos, como veremos méas adelante, habra de los
dos tipos: orientables y no orientables.

Empecemos por ir paso a paso repasando la construccion de F; poniendo especial aten-
cién en su orientacién. En este andlisis aparecerd el diagrama de orientaciones que expli-
camos en la seccién (3.1).

Lo que lograremos, serd una descripciéon del diagrama de orientaciones de F; de cerca
de cada uno de los cuatro agujeros de 0B;. Como vimos, el diagrama de orientaciones
estd descrito por una via de tren junto con |F;| variables. Entonces, si podemos determinar
cudles son las variables asociadas a cada uno de los cuatro arcos, priacticamente habremos
determinado todo el diagrama de orientaciones.

Empecemos analizando el caso mas sencillo, y es cuando el camino ~; tiene longitud
menor o igual a 1. Supongamos entonces que +; termina en un punto de coordenadas
racionales sobre (p;/q;,u/v), donde el racional u/v satisface que p;v — q;u = £1.

Recordemos que para construir F; a partir de v; necesitamos primero elegir el niimero
de hojas de F' como un entero m (las condiciones sobre m se explicaron en 2.5). En el caso
que nos interesa, en que F sea no separante, m deberd ser un nimero impar.

Ahora bien, existe un entero 0 < o < m tal que ~; termina en el punto:

(pifai) + —{u/fv) (3.1)

Es decir, para construir F; serdan necesarios m sillas. Cada silla cambiard una pareja
de arcos de pendiente p;/¢; en una pareja de arcos de pendiente u/v. Y como recodamos,
salvo isotopia, hay inicamente dos tipos de elecciones para las sillas en cada momento (ver
2.12). Las dos parejas de arcos delimitan dos regiones del plano, una que contiene al punto
al infinito y otra que no, si la silla se encuentra dentro de la region con el punto al infinito
la llamaremos silla no acotada (la segunda silla de la figura 2.12) y a la otra la llamaremos
silla acotada (primera opcién de la figura 2.12).

Estos dos tipos de sillas son intercambiables de nivel, es decir, una silla acotada seguida
de una no acotada puede cambiarse a la sucesion silla no acotada silla acotada. Por lo que,
sin pérdida de generalidad, podemos suponer que primero se eligen las sillas acotadas y
después las no acotadas.

Por otro lado, es posible mover la primera silla de un cierto tipo a través de la bola
B y transformarlo en una silla del otro tipo. Otra manera de decirlo, es que las diferentes
opciones de sillas al inicio de la construccién de F; dan lugar a superficies isotépicas. Por
lo que podemos suponer que todas las sillas son del mismo tipo, es decir, todas las sillas
son paralelas.

Tomando todas las sillas paralelas, es facil ver que el niimero de componentes conexas
de F; es exactamente 2m — . Pues cerca del nivel cero, F; consta de 2m discos y cada silla

m—«
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conecta un par de discos, y un par diferente cada vez, de donde se infiere que la cantidad
de componentes conexas después de « sillas serda 2m — a.

Ahora trataremos de determinar el diagrama de orientaciones de las superficies asocia-
das a ~;. Recordemos que el punto final de ~; es el dado por la férmula 3.1. Para describir
las posibles orientaciones que inducen las 2m —a componentes de F; en el sistema de curvas
0B; usaremos una via de tren orientada.

El camino +; inicia en el vértice (p/q) y estd asociado a m copias paralelas de dos
arcos de pendiente p/q y después de meter los a puntos sillas terminaremos con « copias
paralelas a la pareja de arcos de pendiente u/v y m — « copias paralelas a la pareja de
arcos de pendiente p/q .

Entonces, para entender cudles son las posibles orientaciones de esta familia de arcos,
tendremos que analizar cémo las sillas conectan a dos pareja de arcos de pendiente p/q
y u/v, respectivamente. Y después arrastrar este andlisis a un diagrama de orientaciones.
Empecemos por estudiar el efecto de las sillas en el levantamiento de los arcos bajo el
cubriente ramificado R? — 0B; dado por la accién de las rotaciones de 180° con centro en
puntos de coordenadas enteras.

Los arcos de pendiente p/q en dB; se levantan a R? en lineas paralelas de pendiente
p/q que pasan por coordenadas enteras.

Coloquemos los dos pares de arcos de pendiente p/q y u/v en el mismo nivel, ese nivel
es isomorfo a 0B;, por lo que podemos identificarlo con dB; y tomar el cubriente ramifi-
cado antes mencionado. Al tomar la preimagen de los cuatro arcos, se dibujan dos grupos
numerables de rectas paralelas de pendiente p/q y u/v, estas rectas delimitan una infinidad
numerable de paralelogramos, tomando dos de los paralelogramos que tocan (0, 0) se forma
un regién fundamental (ver figura 3.2). Entonces, la imagen de éstos dos paralelogramos
bajo la aplicacién cubriente R? — 9B; cubren a dB; . Entonces, cada silla (la acotada
y no acotada) se levantan en el interior de uno de estos paralelogramos, cada una en un
paralelogramo distinto.

Hay que tomar en cuenta que bajo este cubriente los puntos de coordenadas enteras en
Z? C R? se proyectan al mismo punto si y sélo si son congruentes médulo 2 entrada por
entrada. Dando por resultado que los puntos de Z? C R se proyectan en cuatro puntos,
dichos puntos los hemos marcado en la figura 3.3 con coordenadas de ceros y unos, de tal
manera que la imagen de un punto (a,b) € Z? sera (a, b) msd 2-

Luego, estudiando la conectividad creada por estas sillas en los arcos, se ve que si
orientamos el arco que va desde (0,0) al punto (g, p) (en la figura 3.2 es el arco ag), el otro
arco de pendiente p/q debe quedar orientado de (¢ +v,p+wu) a (v,u) (arco by en 3.2) para
que la silla una dos lados de orientacién opuesta.

Esta observacién, al proyectar se traduce como sigue. Si a la componente de la pareja
de arcos p/q que une (0,0) con (¢, p) med 2 la orientamos de (0,0) a (g, p) msq 2 entonces, el
otro arco arco debe quedar orientado de (¢ + v,p + %) msa 2 a (v, %) med 2-

Esto describe perfectamente las posibles orientaciones de una de las componentes co-
nexas de Fj;, pero faltaria describir todo el conjunto, es decir, cémo quedan entrelazadas
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A (¢g+v,p+u)

a0 (¢,p)
(0,0)

Y

(g —v,p—u)

Figura 3.2: Figura del diagrama de los dos paralelogramos y sus puntos sillas.

las  componentes de F; formadas por las sillas y sus m — « parejas de discos contraibles
a arcos de pendiente p/q. La respuesta a esta pregunta la queremos representar en una via
de tren orientada como la de la figura 3.3

En la figura 3.2 podemos pensar a los arcos ag y bg como dos familias de m arcos
paralelos y orientados de igual manera. Hasta antes del primer punto silla, Entonces, si
tomamos la silla contenida en el paralelogramo superior, ésta unira un arco a la izquierda®
de ag con un arco a la izquierda de by y los convertira en una pareja de arcos de pendiente
u/v. Si tomamos la otra silla, se unird un arco a la derechas de ag y by respectivamente. Al
transformar una parejas de arcos en otra, como vimos en la seccién 2.6, los arcos se tuercen
alrededor del nudo: en sentido contrario o favor de las manecillas del reloj, dependiendo si
p/q > u/v o viceversa, ademas se tuercen en los vértices (0,0) y (¢ + v,p + u) o bien, en
los vértices (q,v) y (v,u) dependiendo del tipo de silla elegida.

3.2.1. Camino de longitud menor o igual 1

Ahora si, traduciendo todas estas observaciones al calculo de diagrama de orientaciones
obtenemos el siguiente resultado. Pero para enunciarlo necesitaremos de la funcién p :
{1,-1}" — {1, —1}" dada por p(x1,x2,...,Tn) = (T2, X3, ..., Tpn, T1).

Teorema 10. Consideremos v; un camino de longitud menor o igual a 1 y sea F; su super-
ficie asociada. Ademds, consideremos a, m, p/q y u/v como antes. Entonces se tendrd que:

4La izquierda de un arco orientado en R? es hacia donde apunta el vector ¥ tal que d x ¥ > 0, donde d
es un vector que apunta en la misma direcciéon que el arco
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Figura 3.3: Figura mostrando qué puntos de la esfera con cuatro agujeros corresponden a
la proyeccién de coordenadas enteras.

1. La superficie F; es dnica salvo isotopia y es orientable.

2. F; tiene exactamente 2m — o componentes.

3. Ademds, el diagrama de orientaciones, en cada una de las cuatro aristas que tocan
los vértices de OB;, tiene la orientacion descrita por la siguiente tabla.

Vértice ‘ Orientacion ‘ Peso
(0,0) Salida pre ()
(¢+v,p+u)msdz2 | Salida P ()
(¢,P) méd 2 Llegada T

(v, 1) méd 2 Llegada 7

El signo en el exponente de p serd positivo si p/q > u/v, y negativo en caso contrario.
Aqui, T y i son vectores de longitud m y sus correspondientes primeras « entradas
son iguales si p/q > u/v, en caso contrario serdn iguales las ultimas o entradas.

Demostracion. La prueba ya la tenemos casi completa. La parte 1) y 2 ya fue probado,
sélo falta explicar cémo obtenemos la tabla.
Recordemos que tenemos una sistema de curvas F; N (S; x {t}) C B; en una esfera con

cuatro agujeros S; x {t}\ K. Esto, exceptuando un niimero finito de valores de t, que en
este caso serdn exactamente a excepciones.
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Ahora bien, estudiaremos el sistema de curvas de t = 0 hasta t = 1. Primero que nada,
al sistema de curvas muy cerca de ¢ = 0 lo podemos ver como una via de tren orientada,
tomando a una pareja de arcos de pendiente p/q como la cuasi-via de tren. Luego, al arco
que va de (0,0) a (g,p) msq 2 le asignamos los pesos & = (x1,x2,...,%,) y al arco que va
de (q+v,p+u) mod 2 @ (v,u) med 2 le asignamos los pesos ¥ = (y1, Y2, - - - , Ym ). Luego, como
vimos en la seccion 2.3, podemos identificar esta via de tren orientada con una de la figura
2.10.

Hasta el momento no hay restricciones sobre los valores que & y ¢ pueden tomar. Pero
después de pasar el primer punto silla, una pareja de arcos de pendiente p/q se convertira en
una pareja de arcos de pendiente u/v, y por lo que analizamos antes de enunciar el teorema
se observa que esto mete una restriccién a los valores de ¥ y 4. Esa restriccién serd que
x1 = y1 o bien x, = y, dependiendo de la eleccién de la silla. Ademés, una torcedura en
sentido contrario de las manecillas del reloj sobre el vértice (0,0) se traduce en cambiar la
variable ¥ asignada al arco que sale de (0, 0) por la variable p(Z), y a favor de las manecillas
del reloj se cambiarfa por p~!(#). Entonces, de aqui se sigue la tabla.

O

Una version de este corolario que sera importante para lo que sigue es cuando la longitud
del camino es exactamente 1, y pues en ese caso & = m y por lo tanto pt®(Z) = Z y

p= () = 7.

Corolario 11. Consideremos ; un camino que va de p/q a u/v y sea F; su superficie
asociada. Ademds, consideremos m el numero de hojas de F;. Entonces se tendrd que:

1. La superficie F; es unica salvo isotopia y es orientable.
2. F; tiene exactamente m componentes.

3. Ademds, el diagrama de orientaciones, en cada una de las cuatro aristas que tocan
los vértices de OB;, tiene la orientacion descrita por la siguiente tabla.

Vértice ‘ Orientacion | Peso
(0,0) Salida T
(g+v,p+u) msd2 | Salida Tz
(¢,P) méd 2 Llegada z
(V,%) méd 2 Llegada T

Donde Z es un vector de longitud m.

3.2.2. Caminos monocromaticos

En el caso de caminos de longitud mayor a 1 podrian aparecer problemas de orientacién.
Tales problemas ocurrirdn cuando existan cambios de color en las aristas de ;. Aqui, el
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“color” serd entendido como en la seccién 2.6, es decir, el color de una arista serd la pareja
de fracciones en los extremos reducidas mdédulo 2, en total serdan tres colores distintos:
(1/1,0/1), (0/1,1/0) y (1/0,1/1).

En esta seccién veremos el caso en que no hay cambios de color. A los caminos 7; donde
no hay cambios de color los llamaremos monocromadticos.

Cuando se recorre la primera arista, la parte de F; que representada por esa arista
tendra el diagrama de orientaciones descrito en el corolario 11. Esto es, en cada una de
las cuatro arista que tocan un vértice, el peso asignado serd el vector  de dimensién m
y la orientacién de la arista es la daba por la siguiente tabla (que depende del color de la
arista).

(1/1,0/1) (0/1,1/0) (1/0,1/1)

Vértice ‘ Orient. Vértice ‘ Orient. Vértice ‘ Orient.
(0,0) Salida (0,0) Salida (0,0) Salida
(0,1) Salida (1,1) Salida (1,0) Salida
(1,1) Llegada (1,0) Llegada (0,1) Llegada
(1,0) Llegada (0,1) Llegada (1,1) Llegada

Si después de la primera arista se sigue avanzando por aristas del mismo color, entonces
no habrda aumento de componentes. De hecho, podemos determinar los pesos en cada una
de las aristas que tocan los vértices. Supongamos que la ultima arista es (p/q,u/v), y que
se usan r que provocan torcedura en el vértice (0,0) y s sillas del otro tipo.

3.1.

Vértice ‘ Orientacién ‘ Peso

(0,0) Salida Pt ()
(4,P) mod 2 Llegada pT*(F)
(v, 1) méd 2 Llegada pT3(Z)
(g+v,p+u) msea2 | Salida P (7)

Cuadro 3.1: Orientaciones del diagrama de orientaciones de un camino monocromatico que
termina en el vértice (1 —t)(p/q) + t{u/v) con t = a/m y r + s = a. Donde hay r puntos
sillas de un tipo y s del otro.

Esta tabla se obtiene, haciendo el mismo anédlisis hecho en la secciéon . Si hacemos
cambio de variable § = p"(Z) el diagrama de orientaciones se reescribe asi:
Podemos finalmente concluir de la tabla 3.2 el siguiente teorema.

Teorema 12. Las 2-variedades F; obtenidas a partir de un camino monocromdtico y;
tienen como diagrama de orientaciones al descrito por la tabla 3.2. Por lo que, el diagrama
de orientaciones es independiente de la eleccion de las sillas.
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Vértice ‘ Orientacién ‘ Peso
(0,0) Salida 7

(¢, P) mod 2 Llegada p¥ (i)
(v, ) mod 2 Llegada pT(Y)
(¢+v,p+u)msaz | Salida 7

Cuadro 3.2: Orientaciones del diagrama de orientaciones después del cambio de variable
7 = p*" (&) en la tabla 3.1.

También cabe senalar que cuando el camino termina en vértice, se tendrd que o = m
y por lo tanto pT*(ij) = p*™ (%) = . En consecuencia, el diagrama de orientaciones para
caminos que terminan en vértices estd dado por el siguiente corolario.

Corolario 13. Consideremos un camino monocromdtico que termina en vértice y es de
color (oo /Bo,a1/B1) con o y Br en Zy para k = 0,1. El diagrama de orientaciones se
puede parametrizar con un vector & de dimension m. De tal manera que, el peso asignado
a las aristas que tocan vértice serd ¥ y la orientacion de dichos arcos serd de salida en
(0,0) y (ap + 1,0 + 1) méd 2 ¥ de llegada en los otros dos.

3.2.3. Caminos no monocromaticos

Cuando el camino ; no es monocromatico se reduce considerablemente la conexidad
de la 2-variedad Fj. Es precisamente en estos casos donde cobra relevancia la ambigiiedad
de puntos sillas en la construccién de Fj.

Estudiemos qué pasa en el primer momento en que ; cambia de color. Supongamos
que este cambio ocurre en el vértice (uj/v1); entonces ; recorre una arista (ug/vo, ui/v1)
de un cierto color y luego avanza por otra arista (uj/v1,ue/vs) de otro color. Este cambio
de colores se puede resumir en la identidad 3.2.

(vo + v1,up + uy) = (v2,u2) (méd 2) (3.2)

Hasta el vértice (uq/v1), el diagrama de orientaciones estard descrito por el corolario
13. Esto quiere decir que cerca de los vértices, el diagrama de orientaciones tendra como
peso a un vector T de dimensiéon m y las orientaciones de las aristas seran de salida para
los vértices (0,0) y (vo + v1,uo + 1) méd 2 = (V2, U2) méd 2-

Ahora bien, consideremos como antes el cubriente ramificado R? — 9B; generado por
las rotaciones de 180° con centro en puntos de coordenadas enteras. En este cubriente toma-
mos la regién fundamental que contiene al cero y que esta delimitada por los levantamientos
de las dos parejas de arcos de pendiente uq /vy y ug/ve. Esto es, consideramos un paralelo-
gramo con vértices (0,0), (vo, up), (v2 +vi,u2 +u1) y (v2,uz2), y el otro con vértices (0,0),
(—ve, —u2), (v — v, u; —v1) y (v1,u1). Luego, como acabamos de decir, las orientaciones



3.2. ORIENTACION DE CADA F; 39

de los arcos de pendiente u;/v; deben ser de salida en (0,0) y en (u2,v2) med 2, €n conse-
cuencia, en su levantamiento a R? deben quedar de salida en cada vértice (z,y) = (ua,v2)
(méd 2). En particular, la orientacién es de salida en los puntos (ug,v2) y (—ug, —v2) y
(0,0) (ver figura 3.4).

A (v1 4 v2,u1 + ug)
aj
V2, U2)
agp (vlvul)
(0,0 -
a_1 (Ul — U2,U1 — Uz)
<_U27 —Uu2

Figura 3.4: Levantamiento de ui/v1 y ug/ve.

Al arco de pendiente uj/v1 que sale del (0,0) lo llamearemos ag y el otro paralelo que
sale de (vg, u2) lo llamaremos a; y el que sale de (—vg, —ug2) lo llamaremos a_j. Ahora bien,
la silla que conecta ag con a1 une el lado izquierdo de ag con el lado derecho de aq, ademas
de que esta unién requiere que uno de los arcos cambie de orientaciéon. En el diagrama de
orientaciones sobre 0B; lo que tendremos es que la primera entrada de & deberd ser igual
al negativo de su ultima entrada. Lo mismo ocurrird con la otra silla, pero ahora serd el
lado derecho de ag con el izquierdo de a_;. Y si seguimos pasando por sillas, seguirdn

apareciendo las relaciones ©; = —x,+1—; donde & = (z1, 22, ..., %y, ). Entonces, si ponemos
r sillas que unen ag con aj y s sillas del otro tipo, tendremos que se deben satisfacer las
relaciones x; = —Zy41—; para 1 < i < max{r, s}.

Por otro lado, faltaria revisar las torceduras, pero éstas siguen satisfaciendo la regla de
torcerse alrededor de los agujeros de 0B; que corresponden a puntos opuestos en el para-
lelogramo de la figura 3.4. Ademas, la direccion de la torcedura dependerd de si la ultima
arista aumenta o reduce la pendiente de los arcos. En conclusién, se torcera simultanea-
mente en (0,0) y (vo, %o) med 2, © bien, (v1,u1) med2 ¥ (v2,u2) med 2 dependiendo del tipo
de silla. Las torcedura se reflejan en la variable £ como la aplicacién de p.

Entonces podemos resumir todo lo visto en el siguiente teorema 14.

Teorema 14. Sea v un camino que es monocromdtico a excepcion de la ultima arista.
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Supongamos que las ultimas dos aristas por las que pasa son (ug/vo, ui/v1) y (u1/vi, uz/va),
la wltima tal vez no la recorre completamente.
Entonces, el diagrama de orientaciones se puede describir con la siguiente tabla:

Vértice ‘ Orientacion ‘ Peso
(0,0) salida P’ (%)
(v0, u0) mod 2 | Llegada P_ar(f)
(v1,u1) med 2 | Llegada —5(2)
(v2,u2) med 2 | Salida E‘9(5?:’)

Donde r es la cantidad de sillas que causan torcedura en (0,0) y s son la cantidad
de sillas del otro tipo, € es el signo de uj/vy — uz/ve. Y ademds, x; = —Tpmy1—; para
i=1,...,max{r,s}.

Una consecuencia inmediata del teorema 14 es que las 2-variedades F; generadas a
partir de uno de éstos caminos no monocrométicos, tendrd m — max{r, s} componentes
conexas si r,s < m/2 y exactamente |m/2] en caso contrario. Una consecuencias menos
trivial es la enunciada en el siguiente corolario.

Corolario 15. Los caminos asociados a una superficie ICON no pueden recorrer dos aris-
tas completas de diferente color.

Demostracion. Si la ultima arista del teorema anterior se recorriera completamente, en-
tonces se tendria que r + s = m. Ademads, como se trata de una superficie ICON, m debe
ser impar. Entonces, alguno de los r o s debe ser mayor o igual que la mitad de m. Esto
es, max{r,s} > (m+1)/2.

De aqui que la identidad x; = —xy,4+1-; debe satisfacerse para i = (m + 1)/2, esto
€S, T(my1)/2 = —L(m41)/2- Por lo tanto, z(,41)/2 debe ser cero, impidiendo que existan
soluciones en {1, —1}. O

3.3. Pegado final

En esta seccién estudiaremos el paso final en la construccién de superficies candidatas
para un caso simple, ayudandonos a desechar varias posibilidades en los siguientes capitulos.
Ya vimos algunas condiciones en los caminos para que la 2-variedad F; sea orientable y
ademas dimos una descripcién general del diagrama de orientaciones.

Como ya comentamos, el diagrama de orientaciones es todo lo que necesitamos para
saber si la superficie candidata serd orientable y conexa. Ahora veremos mas a detalle esta
cuestion con los diagramas de orientacién hasta el momento descritos.

Empecemos por suponer que tenemos caminos i, Yo, ..., ¥, con las condiciones de la
definicién 2.5. Y que para cada uno tenemos su diagrama de orientaciones, de hecho, somos
capaces de determinar las orientaciones cerca de los vértices. Por ejemplo como en la tabla
3.2.
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El caso que veremos es cuando todos los caminos son monocromaticos de color (1/1,0/1)
y cuando todos los caminos terminan en el eje y del diagrama D, es decir, la superficie es
del tipo II.

Teorema 16. Las superficies candidatas de tipo II generadas a partir de caminos mono-
cromdticos y1,y2, . - ., Yo de color (1/1) —(0/1) son conezxas si y solo si el nimero de hojas
m es uno.

Demostracion. Como los caminos son monocrométicos tendremos que la configuracion de
orientaciones se describe a partir de la tabla 3.2 y el signo de o depende de si en el dltimo
segmento el camino sube o baja. Pero como se trata de caminos que terminan en el eje y,
entonces deben terminar en un punto del tipo

m—a

a
- (k) + = (k+1)
con k un entero y a un entero menor que m. Ahora bien, si al final el camino sube, entonces
tendremos que a = a y, en el segundo y cuarto renglén de la tabla 3.2, tendremos que la
orientacién serd p®(Z). Pero si el camino bajara, tendriamos que o = m — a y el signo seria
negativo, quedandonos ahora p~("~% (&) = p®(Z); ya que p™ (&) = Z. Con esta observacién
tenemos que, en este caso, el diagrama de orientaciones sélo depende del punto final del
camino.

Ahora bien, supongamos que el diagrama de orientaciones para cada F; estd dado por
la siguiente figura.

Figura 3.5: Diagrama de orientaciones para cada F; coni=1,2,...,n

Recordemos que el pegado de los diagramas se realizan de forma ciclica, el medio disco
a la derecha del i-esimo diagrama se pega con el medio izquierdo del ¢ + 1-esimo diagrama.
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Entonces, como los vértices se pegan con los vértices y las orientaciones de los arcos
pegados deben ser opuestas, tendremos que las Z;’s deben satisfacer las siguientes identi-
dades:

pai (fz) = fi—f—l 1= 1, 2, oo n (33)

El i + 1 se toma, como siempre, moédulo n. Con estas identidades, observamos que
cada #; lo podemos poner en términos de 1. Y que para que el sistema tenga solucidn,
serd necesario que ¥; satisfaga la identidad:

pa1+a2+-~~+an(x—i) =1 (3‘4)

Lo cual es cierto, pues como las ordenadas de los puntos finales tienen que sumar cero
y éstas son k; + % Entonces la suma aj + as + - - - 4+ a, tiene que ser multiplo de m. Y
como p"™ es la identidad, tendremos que la identidad 3.4 se satisface.

Déandonos como resultado que hay 2™ formas de orientar los diagramas de tal manera
que coincidan todos en sus vértices. Cada una de estas orientaciones en los vértices deter-
mina una orientacién global de la superficie candidata. Ya que la orientacién de un medio
diagrama (como el de la figura 3.6)sélo depende de cémo estan las orientaciones cerca de
los vértices.

Figura 3.6: Medio diagrama con b =0

Por lo anterior, tendremos que la superficie candidata tendré exactamente m compo-
nentes.
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Capitulo 4

Los nudos pretzel P(p,q,-r)

En este capitulo estudiaremos las superficies ICON en los nudos pretzel P(p, g, —r) con
p,q y r impares mayores a 1.

Usando las técnicas desarrolladas en [1], podemos analizar las superficies candidatas de
éstos nudos pretzels en busca de superficies ICON con frontera disconexa.

En particular, cuando las superficies candidatas son de tipo II o III, los caminos deben
llegar al eje y o mas a la izquierda. Pero, para alcanzar al eje y un camino asociado a una
superficie ICON sélo tienen dos posibilidades. Estos dos caminos son faciles de describir en
el caso de ovillos de pretzels (ovillos racionales del tipo 1/p).

Estos dos caminos son, uno que sube y otro que baja. En los pretzels en cuestion lo
denotaremos como camino + y camino — respectivamente.

Como Hatcher y Oertel senalan en su articulo, es posible incluso calcular la pendiente
de la superficie candidata una vez determinados los caminos y, en el caso de superficies de
tipo II y III, sélo basta saber el camino hasta el momento de llegada al eje y. Analizando
estas posibilidades podemos calcular las posibles pendientes de una superficie candidata
para un pretzel p(p, q, —r):

7 i s II 111
+++ | 4-20p+9) —2(p+q)
+4+— [2-2 —2p
+ -+ 2—-2q —2q
+—— |0 0 *

—++ 2-2(p+q—r)*| 2(p+q—r)
-+ |20r—q)* 2(r—q) *
——+ | 2(r—p)* 2(r—p) *

- — = 2r —2 2r

Las condiciones de paridad en p, ¢ y r impiden que muchos de estos niimeros sean cero,
dando como resultado que sélo los casos marcados con * podrian referirse a superficies
candidatas de pendiente cero.

45
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4.1. Superficies candidatas de tipo II

Empecemos por analizar las superficies candidatas de tipo II. Como vimos anterior-
mente sélo cuatro posibilidades en las que la superficies candidata podria tener pendiente
cero.

+ — — Los tres caminos llegan al eje y justamente en el vértice 0/1.
— + + Sélo puede dar cero cuando p+¢q —r = 1.

— 4+ — Es necesario que r = ¢ para que tenga pendiente cero.

— — + Se necesita que r = p.

Como se puede observar, no hemos puesto condiciones diferentes a p y ¢, por lo que el
estudio de los dltimos dos casos resultaran analogo.

El caso més sencillo de descartar es el segundo (— + +), en él los caminos deben
ser extendidos verticalmente pues las abscisas deben sumar cero (la condicién iii de las
superficies candidatas).

Como la suma al momento de llegar al eje y es 1, los caminos deben extenderse al
menos una arista hacia bajo. Pero, esa extensién hacia abajo no puede ser realizada en
los caminos 7y, y 71/q pues implicarfa avanzar por dos aristas consecutivas de un mismo
triangulo. Entonces, la extension debe realizarse en el camino y_;,,.. Pero esto implica
que el caminé estaria recorriendo dos aristas completas de distinto color, contradiciendo el
teorema 15. Por lo tanto, la superficie de pendiente cero en este caso, no puede ser ICON.

El otro caso en orden de dificultad es el + — —, en él todos los caminos se pueden
extender verticalmente en cualquier direccién (hacia arriba o hacia abajo) sin contradecir
las condicién de minimalidad E2 (en la definicién 7) ni la de caminos monocrométicos
(Teorema 15). Esto implica que tendremos muchas posibles superficies candidatas.

Como los tres caminos recorren aristas del mismo color y es una superficie de tipo II,
satisfaran las condiciones del teorema 16, por lo que la superficie candidata no podra ser
ICON con frontera disconexa.

S6lo nos resta estudiar el caso — + — (que es equivalente al — — +). Para ello usaremos
el teorema 14 para describir los diagramas de orientaciones de los caminos y_, y 74. Como
el camino 7, es monocromatico, podemos usar la tabla 3.2 para describir su diagrama de
orientaciones.

Entonces, tanto y_, como 7, avanzan por aristas de color [1/0 — 1/1] y posiblemente
al ultimo recorren una fraccién de arista del tipo [1/1 —0/1]. Entonces, en ambos casos, el
diagrama de orientaciones se ve como en la figura 4.1 a).

Como el camino 7, es monocromético de color [1/1 — 0/1], su diagrama se verd como
en la figura 4.1 b).

Entonces, al pegar los dos diagramas de la figura 4.1 nos dard que deben satisfacerse
las identidades 4.1.
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o I g 7
o<«<—— -+ —>0 o——> -+ —>0
P proT; y y
o—» - --=—0 o—>» -+ —>»0
a) b)

Figura 4.1: Diagrama de orientaciones cerca de los vértices para el caso + — +.

@) =G P (@) = —J(3) (4.1)

Combinando ambas identidades obtenemos que:

7= —J(@)

Pero como |Z| = m debe ser impar (para que sea ICON), entonces la entrada de en
medio de Z debe valer cero. Por lo tanto, el sistema no tiene solucién en {1, —1} y por ende
la superficie candidata obtenida no serd orientable.

En resumen, a lo largo de esta seccién hemos probado la siguiente afirmacion.

Proposicién 17. En los nudos pretzel p(p, q, —r), no existen superficies candidatas de tipo
II, ICON y con frontera disconexa.

4.2. Superficies candidatas de tipo III

Las superficies candidatas de tipo III, para los casos — + — y — — 4+ resultan ser
compresibles por la proposicién 2.5(b) en [1]. Ya que el camino vy_; /r S€ré completamente
reversible y > . k; = 0.

Para el caso + — — tendremos que hacer un poco mas de trabajo. Primero observemos

que las vias de tren orientadas obtenidas en cada camino al momento en que llegan al eje
y es exactamente el descrito por la figura 4.2 a)

Como se trata de caminos asociados a una superficie de tipo III, los caminos deben
terminar del lado izquierdo de £, mas alla del eje y. Pero como queremos superficies ICON,
por la proposicién 15, no podemos llegar hasta el vértice (co). Por lo tanto, los caminos
deben terminar en algin punto intermedio de coordenadas racionales de la arista (0/1) —

Llamemos m al niimero de hojas, esto es, el nimero de interseccién geométrica entre la
superficie F' y los meridianos pequenos de K. Como queremos una superficie no separante
requerimos m impar.
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— 1y Si Si g
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N
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Figura 4.2: Via de tren asociada al punto ™~%(0/1) + =~(c0)

Entonces, los puntos intermedios posibles para esta m son de la forma:

m—k k
—(0/1 —
—210/1) + - (o0)
con k un ndmero entero entre 0 < k < m.

A tal punto, estd asociada las vias de tren de la figura 4.2 a).

Para obtener las orientaciones permitidas, construiremos las vias de tren orientadas
asociadas a los caminos. Hay que recordar que hay que pasar de las vias de tren orientadas

descrita en la figura 4.2 a), a la via de tren de la figura 4.2 b).

Ahora bien, todos los caminos deben terminar en el mismo punto, pero podrian diferir
en tan sélo la eleccién de puntos sillas. Empecemos por analizar que pasa si dos caminos
difieren en la eleccién de puntos sillas, sin perdida de generalidad supongamos que m/2 >

s1 > s9 > 0.
Entonces, al pegar tendremos las siguientes identidades:

p*(Z1) = p* (i)
poH(T) =p
De estas identidades se desprende que

PP T(@) = 3

Esta tltima identidad en combinacién con que p™(Z1) = ¥, nos arroja la identidad
4.2. Notemos que también podemos definir ¢ = m.c.d(m, s1 — s2), ya que m es impar.

p(21) =& donde g = m.c.d(m, 2s1 — 2s9)

(4.2)
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Por otro lado, sabemos que 71 = 21 @ 41 @ J(—21) donde |z1| = max{ri,s1} > ¢. Y por
la identidad 4.2 sabemos que los primeros g elementos de #; son iguales a los tltimos ¢
elementos de &1, esto implica que los primeros g elementos de Z; son iguales a los ultimos g
elementos de J(—2}). En simbolos, si § son los primeros g elementos de z; podemos escribir
=3P h. En consecuencia,

—

A=g®hdH®J(—h)®J(—7).

Entonces, que los primeros y tltimos g elementos de #; sean iguales se traduce a que
g = —J(g), pero como g = |g| es impar, tendremos que el elemento de en medio de § debe
ser el negativo de él mismo y por tanto igual a cero. Lo que implica que no existira solucién

en {1, —1} al sistema de ecuaciones, impidiendo que las superficie candidata sea orientable.
Hemos probado entonces la siguiente proposicion.

Proposicién 18. En los nudos pretzel p(p,q, —r), no existen superficies candidatas de tipo
III, ICON y con frontera disconeza.

4.3. Superficies candidatas de tipo I

Hemos dejado este tipo de superficies hasta el ultimo del capitulo pues es precisamente
aqui donde apareceran superficies ICON con frontera disconexa. Ademads, el tratamiento
que seguiremos para este tipo serd muy diferente al de los otros dos.

Empecemos por recordar que hay varias posibilidades para los caminos vy, 74 ¥ V—r-
Tales posibilidades sélo pueden avanzar de izquierda a derecha en la parte marcada de la
figura 4.3. La figura 4.3 a) muestra las posibilidades para el camino 7, (una figura similar
aplica para el camino ;) y la figura 4.3 b) muestra las posibilidades para v_,.

r—1
1 1 0 r 0
1 1 1 1
+ _
PYp + _1
g r

o (=)
\§
o Q-
-
ﬁ

=1
1

Figura 4.3: Caminos tipo I
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Como estamos interesados en superficies candidatas del tipo I, los caminos no pueden
llegar més alld del eje Y, asi que podemos pensarlos como funciones 7, : (0,1) — R.
Entonces, podemos escribir que lo que tratamos de encontrar son los valores z € (0,1)
tales que yp(x) + v4(x) + v—r(x) = 0.

Proposicién 19. Para los pretzels, P(p,q,—r) con p, ¢ y r impares mayores a uno, no
existen superficies candidatas de tipo I con todos los caminos constantes.

Demostracidn. Bastard con probar que no existe solucién de y,(z) 4+ v4(x) + v—p(z) = 0
cuando x satisface:
g—1 p—1r—1 }

meaX{ , ,
q p r

Con la condicién pedida a z se tendra que v,(z) = 1/p, v4(z) = 1/q y y—r(z) = —1/r.
Entonces, x sera solucion si y sélo si

+ .
p q T
Lo cudl es imposible debido a que p, ¢ y 7 son todos impares.
O

Ahora estudiemos qué pasa si ninguno de los caminos es el constante, es decir, qué pasa
cuando x satisface:

g—1 p—1 7"—1}' (4.3)

T < min{ , ,

q p r

En tal caso, cada camino ~, tiene dos posibilidades, que llamaremos + a la que sube y

— a la que baja. Tales caminos son funciones que su expresiéon estd dada por la siguiente

tabla.

I .
V() L—x z/(p—1)
() l—z |z/(g-1)
Y—r(x) | —2/(r —1) r—1

Analizando todas las combinaciones posibles podemos demostrar la siguiente proposi-
cion.

Proposicién 20. Si ninguno de los caminos 7, es constante, entonces la ecuacion y,(x)+
Yo(@) + 7 (2) = 0 con

g—1 p—1 r—l}

0<z< min{ , , (4.4)
q p r

tendrd solucion sélo si vp(z) =z/(p—1) y yg(x) = z/(r — 1).
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Demostracion. Como cada camino +, tiene dos posibilidades, tendremos 8 casos qué anali-
zar. Analizaremos todos los casos exceptuando los casos — — 4+ y — — —, esto bastara para
la prueba de la proposicion.

» Caso + + +, es decir, yp(z) =1 —z, y(zr) =1 -2y y_r(z) = —x/(r — 1). Entonces,
(@) + v4(x) + 7—r(x) = 0 si y sblo si:

T
0 = (1- 1—x)—
(1—2)+(1-2)— —
1
= 2—(2-
2- =72
I —
_ g x 1x
r—1

Al despejar x se obtiene que = (2r —2)/(2r — 1). Como ademds necesitamos que z
satisfaga la desigualdad 4.4, la cual implica que:

2r—2 r—1
27"—1< r
2 1
27‘—1<;
2r < 2r—1

0< -1

1e

Por lo que no puede haber solucion en este caso.

= Caso + + —. En este caso, la tnica solucién es = 1, pero por hipétesis la solucién
debe estar en (0, 1)

» Caso + — +. Esto es, yp(z) =1 -z, y(z) =2/(¢—1) y yv—r(z) = —z/(r — 1).
Entonces, v, () + v4(z) + v—r(z) = 0 si y sélo si:

x x
0 = (1- —
( $)+q—1 r—1
1 1
- 1 11—
+$(q—1 7“—1)
-2 1
R rq T+ )

Entonces,
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Como ademas necesitamos que x satisfaga la desigualdad 4.4, el valor de = que hemos
encontrado debe satisfacer la siguiente desigualdad.

rq—(r+q)+1 r—1
<
rq—2r+1 T
-1 1
9= _Z
rq—2r—+1 r
= rg—r<rq—2r+1
< r<l

—

Lo cual es imposible, ya que r es un entero positivo.

= Caso + — —. En este caso caso la ecuacién vy (z) + v4(x) + 7—r(x) = 0 se transforma
en la ecuacién x/(q—1) = 0, que sdlo tiene solucién x = 0. Por lo que no hay solucién
para z € (0,1).

= Caso — + +. Se procede de forma similar al caso + — + sélo intercambiando ¢ por p.
Se llega a que no puede haber solucién.

» Caso —+—. Es andlogo al caso +——, pero ahora la ecuacién vy, (z)+7v4(x)+v—r(x) = 0
se transforma en z/(p—1) = 0, arrojando la imposibilidad de soluciones en el intervalo
(0,1).

O

Entonces la proposiciéon 20 nos arroja que para el caso en que ninguno de los caminos
es constante, los caminos 7, y 74 deben decrecer. Falta determinar qué pasa con 7y_,, por
lo que tenemos dos casos, y_.(x) = —x/(r — 1) o bien y_,.(z) =z — 1.

Proposicién 21. Las superficies candidatas de tipo I, del pretzel p(p,q,—r) y asociadas a
caminos no constantes tienen pendiente distinta de cero.

Demostracién. Por la proposicién anterior (proposicién 20),para que la ecuacién vy, (z) +
Yq(x) + v—r(x) = 0 tenga solucién es necesario que v,(z) =z/(p— 1) y v4(z) = z/(r — 1).
Luego, tenemos dos posibilidades par 7_,, empecemos por el caso y_,(x) =z — 1.

» Caso 1: v_,(z) = = — 1. Entonces, al resolver la ecuacion v, (z) + v4(z) + v—r(x) =0
obtendremos que x = (p — 1)(¢ — 1)/(pg — 1), a esta solucién la denotaremos como
xg. Por otro lado, es facil verificar que las siguientes tres desigualdades son vélidas
para cualquier valor de p y ¢ (impares positivos):

—1 -1
0<$0<L R $0<L
p q
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Entonces, x estard en el intervalo de caminos no constantes si y sélo si xg < (r—1)/r.
Es decir, si sélo si, 7 > 1/(1 — xp).

Suponiendo que r satisface esta tdltima desigualdad tendremos que a xg le esta aso-
ciada una o varias superficies candidatas, todas ellas de la misma pendiente, que se
calcula como

pendiente = 2 — 2(7 () + 7(v¢) + 7(7=r)) (4.5)

Para calcular 7(v,) hay que determinar qué fraccién recorrié ~, de la arista (1/p) —
(0/1). Sin mucho problema, usando la regla 2.4, podemos observar que el punto
(¢ —1)(1/p) + (p—1)(1/0) tiene ordenada xo. Entonces, 7(v,) = (p—1)/(p+ ¢ — 2)
y de igual manera podemos calcular 7(v,) = (¢ —1)/(p + ¢ — 2). En consecuencia
tenemos

T(vp) +7(7q) =1 (4.6)
Finalmente, de la ecuacién 4.5 y 4.6 se concluye que, para que la pendiente sea cero,
se debera tener que v_, = 0. Esto es imposible, ya que v_, es decreciente y no es el
camino constante.

» Caso 2: y_,(x) = —x/(r — 1). En este caso, tenemos la ecuacion:
1 1 1
a(

p—1+q—1_r—1
Como = debe pertenecer al intervalo (0,1) sélo habra solucién cuando

1 . 1 I
p—1 q¢—1 r—1

) =0.

0

y todo valor de z que satisfaga 4.4 serd solucién. Ahora bien, supongamos que xg es
cualquier solucién, por la regla 2.4 se puede determinar que

o

T(7p> = 1- (1 — 370)(]? — 1) (47)
() = 1- % (4.8)
T(Y=r) = (1— x:)o(r —1) -1 (4.9)

Entonces la pendiente de una superficie F' asociada a estos caminos sera:
m(F) = 7(Fp) —7(F)
= 2- (T(’Yp) +7(7g) + T('Y—T))

x 1 1 1
= 214+ —(—+ ~
l—2z9p—1 ¢g—1 1r-—1

)

=1
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Por lo que m(F') # 0
Con esto terminamos la prueba. O
Ahora nos vamos a concentrar en los casos en que hay dos caminos constantes y otro

que no. Empecemos por suponer que v, y 74 son constantes y v_, no lo es, es decir:

W)=~ yz)=- (4.10)
Ademas, los valores de x sélo pueden variar en el intervalo:

-1 qg-1
méax{Z—— 1"y <o <1 (4.11)
p q
Para que la pendiente de la variedad resultante sea 0, necesitamos que 7(y_,) = 1, y esto

reduce a que y_, es el camino que va de (—1/r) a (—=1/(r—1)). Porlo que, z = (r—2)/(r—1)

y v—r(xz) = =1/(r — 1). Entonces, para que exista la superficie se necesita que:
1 1 1
p q 7r—1

Pero esto es imposible debido a que p, ¢ y r son impares.

Otro caso con dos caminos constantes y otro que no es cuando 7, y 7—, son constantes
¥ g no lo es. Nuevamente se debe cumplir que 7(y4) = 1 y por ende 7, solo puede ser el
camino que recorre la arista de (1/g) a (0/1). Pero esto implica que el camino serd de tipo
IT, contradiciendo la condicién 4.11.

Hemos probado la siguiente afirmacion:

Proposicién 22. No hay superficies de pendiente cero para los pretzels p(p,q, —r) con dos
caminos constantes y otro que no.

Ya casi terminamos con los casos, falta estudiar los casos en que s6lo uno de los caminos
es constante, y de nuevo, como no hemos hecho diferencia entre p y ¢, seran casos analogos
cuando 7y, 0 7, son constantes.

Proposicién 23. No hay superficies de pendiente cero para los pretezels p(p, q, —r) cuando
el camino 7y, (o0 el vy,) es constante y los otros dos no.

Demostracion. Considerando todas las posibilidades para «y, y 7—, obtenemos

Caso ‘ Yq ‘ _r ‘ Conclusién

++ | 1-2 | =% Sélo hay solucién con x > 1

4+— | 1—xz | x — 1 | No existe solucién en x

—+ q‘””—l % Las soluciones no tienen pendiente cero

— | x — 1 | la solucién no es mayor que (p —1)/p
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Ahora el ultimo caso es cuando y_, es constante y los otros dos no.

Proposicién 24. Si el pretzel p(p,q, —r) tiene una superficie incompresible en su exterior
de pendiente cero y que se obtiene del camino v_, constante y los otros dos no, entonces:

Demostracion. Como queremos que la superficie resultante sea de pendiente cero serd ne-
cesario que 7(7p)+7(74) = 1. Analizando las cuatro posibilidades para la pareja de caminos
Yp ¥ Vg, se puede concluir que la tnica posibilidad factible es cuando v,(z) = z/(p—1) y
Yol@) = 2/(q —1).

De aqui que, la solucién al sistema vy,(x) + v4(z) + v—r(z) =0 es

(p—1)(g—1)

"t q—2) (4.12)

Trog =

Para simplicidad de las siguientes formas definamos A como sigue:
A={p-1r+(@-1r—(p-1(-1)

Ahora bien, como queremos que el camino y_, sea constante, necesitamos que la solucién
xo dada por la férmula 4.12 debe satisfacer que (r — 1)/r < z¢ < 1. Sustituyendo el valor de
xq por el de la formula en 4.12, podemos transformar las dos desigualdades en la siguiente
forma equivalente:

Prqg—2>A>0 (4.13)

Entonces, si p, ¢ y r satisfacen la condicién 4.13, entonces existira una superficie in-
compresible asociada a la solucién xy dada por 4.12.

El punto (xo, v,(zo)) coincide con el punto (A — ¢+ 1)(0/1) + (¢ — 1)(1/p) por lo que
el giro asociado a 7, es:

A—qg+1
() = 2( =) (4.14)
Y de manera similar podemos calcular el giro para v,:
A—p+1
() = 2( =) (4.15)

Como el giro de la variedad de Seifert para los pretzels P(p,q, —r) es 2 y el giro de v_,
es cero (por ser constante), y con las formulas anteriores (4.14 y 4.15) podemos calcular la
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pendiente de la superficie asociada

pendiente(F') = 2(%) + 2<w> -2

A A
20A4+2—-p—q)
= 4.16
- (4.16)
En consecuencia, la pendiente serd cero siy sélo si A =p+ ¢ — 2 o bien, si y sélo si:

1 1 1
= 4.17
p—1 + g—1 r—-1 ( )
O

Ahora, antes de probar el teorema principal necesitaremos un ltimo lema perteneciente
a la teoria de los nimeros.

Lema 25. Sean a, b y c tres enteros positivos tales que

1 1 1

a b ¢’

entonces existen enteros u, v y g tales que (u,v) =1 y

a = gu(u+v)
b= gv(u+v) (4.18)
¢ = guv

Demostracion. Definamos g = mcd(a, b, ¢), entonces podemos escribir a = ga’, b = gb’ y
¢ = gc con d, by ¢ tres enteros sin factor comin tal que 1/¢ = 1/a’ + 1/V. Luego
denotemos con h = med(a’,V’) y entonces tendremos que o' = hu y ¥/ = hv con u y v
enteros tales que med(u,v) = 1. Haciendo las sustituciones correspondientes tendremos

(u+v)d = huv (4.19)

Como a, ' y ¢ no tienen factores comunes, tampoco los tendran h y ¢, por lo que
¢ debe dividir a wv. Ahora bien, como (u,v) = 1 tendremos que (u + v,uv) = 1. En
consecuencia u + v debe dividir a h. De aqui que:

h uv
T

=1 (4.20)
u+v
Como se trata del producto de dos enteros positivos, tendremos que ambos tienen que

ser uno, es decir, h = u +v y ¢ = wv. Con lo cual concluimos la prueba.
O
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Ahora estamos listos para probar nuestro teorema principal.

Teorema 26. Sea k el nudo pretzel P(p,q, —r) donde p, q y r son nimeros impares mayores
que uno. Entonces k tiene en su exterior a una superficie F', ICON y con frontera disconexa
sty solo si

s odd 4.21
med(p —1,q —1,r — 1) 5o (4.21)

Mads aun, el nimero resultante del cociente (4.21) es igual al nimero de componentes en
la frontera de F.

Demostracion. De la proposiciéon 17 y 18 la superficie F' s6lo puede ser de tipo 1. Pero por

las proposiciones 19, 21, 22 y 23, no hay superficies candidatas de pendiente cero cuando

todos los caminos son constantes, ni cuando ningin camino es constante, ni cuando alguno

de los caminos 7, o 7, es constante. La tnica posibilidad es cuando el camino v_, es

constante y los otros dos caminos no, pero por la proposicién 24, en este caso sélo puede

haber superficies de pendiente cero cuando p, q y r satisfacen 1/(p—1)+1/(¢g—1) = 1/(r—1).
Por el lema anterior (25) existen tres nimeros u, v y g tales que (u,v) =1y

p—1=gu(u+v)
qg—1=gv(u+v) (4.22)

r—1=guv

De esta expresion se sigue que med(p — 1,q— 1) =g(u+v) y
med(p —1,q — 1,7 — 1) = g, en consecuencia el cociente 4.21 coincide con u + v. Entonces,
nuestro objetivo ahora serd probar que u + v tiene que ser impar.

Primero recordemos que y_, = —1/r es constante, v, () = z/(p—1) y v4(z) = z/(q—1).
Y que por lo tanto, la tinica solucién en x posible sera

(pP—1(g—1)
r(p+q—2)
gu(u + v)gv(u + v)
(guv + 1)g(u + v)(u +v)
guv 1 —1

Tro =

Cguww+1 7
Entonces, no es muy dificil calcular que este valor de zy coincide con el valor de las

ordenadas de los puntos 3 (1/p) + 45(0/1) vy 15(1/q) + 55 (0/1).
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4 3 muv mu u
Como el nimero de hojas m debe ser tal que 75 y 7 sea entero, y como 1 (al
v

igual que m) estd en forma reducida tendremos que m debe ser un multiplo de v + v y
como deseamos que m sea impar, entonces u + v debe ser impar.

Hemos probado entonces el “sélo si”, vamos ahora a probar el “si”, es decir, probaremos
que dados tres nimeros impares p, ¢ y r que satisfacen las condiciones del teorema, entonces
existirda una superficie ICON F' con frontera disconexa.

Supongamos que existen p, ¢, 7, u, v y g como antes. Consideremos los caminos -,
y g que van de (1/p) a v(1/p) + u(0/1) y de (1/q) a u(l/q) + v{0/1), respectivamente.
Consideremos ademds al camino «y_, constante. Por la proposicién 2.1 de [1] habra una
superficie candidata incompresible asociada a estos caminos, demostraremos entonces que
el nimero de hojas debe ser exactamente u+v y que dicha superficie es orientable y conexa.

Como el nimero de hojas m debe ser un multiplo de u 4+ v, podemos escribir m =
k(u+wv). Demostraremos entonces que k = 1 para que la superficie candidata sea orientable
y conexa.

Entonces tenemos que las coordenadas homogéneas de los puntos finales de cada camino
seran:

Yp = (m, muvg, kv)

Y = (m, muvg, ku)

Yor = (m, muvg, —m)

Figura 4.4: Diagrama de orientaciones del camino -,.

Bastara con construir el diagrama de orientaciones asociado a cada uno de los tres
caminos. Empecemos por el camino +,, sin mucha dificultad podemos convencernos de que
el diagrama de orientaciones de -, esté descrito por la figura 4.4, las variables x, y1, y2, 21 'y
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z9 representan vectores de longitud ku, kv, kv, muvg y muvg respectivamente. Ademas, del
diagrama podemos convencernos de que zo By = yo D21y que 21D —J(y1) = —J (y1) D 22.
En consecuencia

200Ys® —J(y1) =y2®21 D —J(y1) = y2 ® —J(y1) ® 22

Por lo tanto, zo conmuta con yo @ —J(y1). Ademds, |z2] = muvg es miltiplo de |ya @
—J(y1)| = 2kv, entonces por ([7], Proposicién 7.1.5) zo = (yo @ —Jy1)@+)%9/2 Y de igual
manera podemos obtener que z; = (—Jy; & yg)(“”)“g/ 2,

Podemos hacer lo mismo para el camino 7,, obtendremos que su diagrama de orienta-
ciones queda descrito por los vectores a, by, b1, c1 vy co de longitudes kv, ku, ku, muvg y
muvg. Ademds tendremos que ¢; = (—Jby ® by)“H)9/2 y ¢y = (by @ —Jby )(utv)ve/2

Figura 4.5: Diagrama de orientaciones de 7,

Luego, para pegar los diagramas de orientaciones de 7, y 74, habrd que isotopar li-
geramente el diagrama 4.5 como se muestra en la figura 4.6. De esta manera, se observa
mas claramente el pegado, dando como resultado que se deben satisfacer las siguientes
relaciones para tener una superficie orientable:

x = by, y1 = a, x = b, Y2 = a, 21 =

Esto implica que = = by = by y a = y1 = y2, entonces z; = (—Ja @ a)“(”“’)g/2 y
2 = (a ® —Ja) " Wtv92 ¢ = (—Jz @ z)Wt9/2 y ¢y = (z @ —Jx)*@H)9/2 Ademds,
tendremos que:

(=Ja @ a)X W92 = (g @ — Jz)o(wtv)9/2

Por ([7], Proposicién 7.1.6), esta identidad implica que ambos vectores —Ja®a y xd—Jx
son multiplos de un vector s de longitud igual al maximo comin divisor de | — Ja®a| = 2kv
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y |z @ —Jz| = 2ku, es decir, de longitud 2k. Como, ademads, alguno de los vectores a o z
tiene que ser de longitud par, entonces, s =t & —Jt con t de longitud k.

Figura 4.6: Modificacién al diagrama de orientaciones de v,

De esta manera, el vector t sirve para parametrizar todas las posibles orientaciones
de la 2-variedad asociada al pegado de los ovillos 1/p y 1/q. Las vias de tren resultantes
del pegado son idénticas a las vias de tren asociadas a y_,. Como y_, es un camino
constante, no hay restriccion alguna en cémo deba orientarse cada arco de su diagrama de
orientaciones, por lo tanto, al hacer el pegado no aparece ninguna restriccién mas sobre
los elementos de ¢, entonces, t debe parametrizar todas las orientaciones posibles de la 2-
variedad F' obtenida. Por lo mencionado en la seccién 3.1 sobre diagrama de orientaciones,
sabemos entonces que F es orientable y con |t| = k componentes conexas. Como queremos
que F' sea conexa serd necesario pedir £ = 1 y por lo tanto el niimero de hojas serd m =
k(u +v) = u+ v, lo que prueba el “ademds” del teorema.

Entonces hemos terminado la prueba.
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Figura 4.7: Diagrama de orientaciones de y_,.

61



62

CAPITULO 4. LOS NUDOS PRETZEL P(P,Q,-R)



Capitulo 5

La conjetura Z para los pretzel
P(paqa'r)

En este capitulo presentaré la prueba de que las superficies ICON encontradas en la
seccion 4.3 satisfacen la conjetura Z.
Primero necesitamos probar un lema sobre superficies ICON.

Lema 27. Dada una superficie CON (compacta, orientable y no separante) F' en el exterior
E de un nudo k. Entonces, existe otra superficie ICON F' de género menor o igual que F
y |OF'| < |OF| de tal manera que hay un epimorfismo m (E/F') — m (E/F).

Demostracion. De ser F' incompresible, entonces serd ICON y asunto resuelto. El caso
interesante es cuando F' no es incompresible.

Entonces, de ser F' compresible existird un disco D en E de tal manera que FND = 9D
y OEND = 0.

Al cortar F' por D y pegar de nueva cuenta las tapas obtendremos una 2-variedad F.
Esto nos arroja dos posibilidades, que F sea conexa o 1o.

Figura 5.1: Compresién de F' a partir del disco D.

Para resolver cada caso, consideremos B la vecindad regular de D dentro de la cual
se lleva acabo la cirugfa. Llamemos E° = F\B, F° = F\B = F\By S = 0B/F° (=
OB/F = 0B/F).

63



64 CAPITULO 5. LA CONJETURA Z PARA LOS PRETZEL P(P,Q,-R)

Ahora, estamos interesados en estudiar el grupo fundamental de los cocientes E/F y
E/F. Entonces, descomponemos cada espacio usando la bola B, y aplicando Van Kampen
tendremos el diagrama conmutativo 5.2

w1 (E°F°) m1(E/F)

y
~
~
~
~

i m(E/F)

|

m(S) — s 11 (B/F) —Los my (B/F) = 1

Figura 5.2: Diagrama a partir de los Van Kampen

En este diagrama 71 (E/F) es el “pushout” de i y j. Ademas, 71(E/F) es el “pushout”
de i y poj. Por la propiedad universal de “pushout” existe un morfismo de grupos entre
m(E/F) y m(E/F).

No es muy dificil convencerse de que:

SQ
~ a2 2
>~ §2v ¢ v({A’B}) (5.1)
2 3
~ S ><Iv B (5.2)

{*} x I ~ Un didmetro

SN evil ST v O

~ PR3 3 B®
= BvBTY ({A,B|A,BeaB3}) (5:3)

Por lo tanto, es posible determinar los grupos fundamentales de cada espacio: m1(S) =
Z, 7 (B/F) = 1y m(B/F) = Z. Ademss, resulta que j : m(S) — m(B/F) es un
isomorfismo de grupos. Por lo tanto, del diagrama 5.2 y las propiedades de “pushout”
se observa que w1 (E°/F°) — m(E/F) debe ser un isomorfismo como se muestra en el
diagrama 5.3

Ademas, el “pushout” de i y p o j debe ser isomorfo a m (E°/F°)/i(Z) ya que poj es
la proyeccion al grupo trivial. Por lo tanto, 71 (E°/F°) — m(E/F) es un epimorfismo, y
en consecuencia 1 (E/F) — 1 (E/F) es es un epimorfismo.

Entonces, la nueva 2-variedad F tiene menor género y satisface la condicion de epi-
morfismo de grupos, esto casi nos lleva a una prueba. Primero necesitamos determinar la
conexidad de F , pero eso no es posible, asi que tenemos dos casos.

Supongamos que F es conexa. Observemos entonces que F es no separante, para
demostrarlo consideremos v un lazo en E que interseca a F' en un s6lo punto. Ahora
pongamos transversales la intersecciones de v con D, es decir, ¥ N D es un ndmero finito
de puntos.
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™ (E°/F°) m(E/F)

12
\

Z

1]~
N

AS
—_

Figura 5.3: Diagrama a partir del uso de Van Kampen y el cédlculo de algunos grupos
fundamentales.

Tomemos un elemento ) de yN D. Ahora construyamos un arco 5 en D que una @ con
la frontera de D sin pasar por ningin punto de v N D. Es decir, tal que Q@ = N (yN D) =
N (yND)y dDNB=9DN3IF es un sélo punto.

Luego, tomemos dos puntos Q4 y Q- sobre v muy cercanos a @, uno en cada lado de
D. Proyectemos @+ y (- sobre F usando dos arcos 4 y - paralelos a 8. Llamemos Q)+
y Q_ a las dos proyecciones. Por la conexidad de F , sabemos que 9D no separa a F', por
lo tanto existe un curva a en F' que conecta las proyecciones de Q)4 con ()_ sin interseca
0D. Entonces, podemos modificar v removiendo el pedazo en ella que pasa por Q_, Q y
@+ ; después agregamos los arcos B4, f— y «; esta nueva curva se puede empujar hacia el
interior de F — F' (manteniendo fijo el punto v N F') y ya estd; hemos construido una curva
71 que interseca a F' en un punto y con un punto de interseccién menos con D.

Siguiendo este procedimiento podemos deshacernos de todos los puntos de interseccién
de v con D, logrando que v también interseque a F en un sélo punto. Esto es, F es no
separante.

Entonces, si al hacer cirugia obtenemos que F es una 2-variedad conexa, esta sera no
separante, de menor género y habré un epimorfismo 1 (E/F) — 7 (E/F).

Supongamos que F no es conexa. Entonces F se descompone como dos superficies
ﬁo y ﬁ’l. Por un analisis similar al caso anterior podemos probar que una de las componentes
es separante y la otra no; digamos que la componente no separante es ﬁl.

Para lo que sigue usaremos la siguiente notacion, dados A y B subespacios topologi-
cos disjuntos de un espacio X, denotaremos con X/ [ffl, BJ al espacios topoldgico cociente

(X/A)/B = (X/B)/A. Definamos ahora F; = F° N F; para i = 0,1. Entonces tendremos

que:

=y
~—
| =
N—
1
3
s
N
l
=
!
N—
*
N
=
N
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Como ademds sabemos que 71 (E°/F°) = m(E/ F) a través del isomorfismo inducido
por la inclusién de E° / F°en E/F, que puede verse como el mapeo inducido por la inclusién
de E°/[Fy, F7] en E/ [Fg, F1]. Por lo tanto, tendremos que esta tltima inclusién induce un
isomorfismo w1 (E/[Fy, F1]) & m (E°/[F, FY)).

Notemos que ¢ : m(S) — m(E/F°) manda al generador de m1(S) = Z al genera-
dor de Z en el producto libre 71 (E°/[F§, Fy]) * Z. Y como ya habiamos observado que
71 (E/F) es el “pushout” de i y poj, entonces tendremos que m (E/F) = w1 (E°/[F§, FY]) =
T (E/[Fo, F1]). N o

Ademds, como 71(E/F1) se epimorféa sobre 71 (E/[Fo, Fi1]). Entonces, hemos logrado
construir una superficie no separante F; de menor género que F' para la cudl existe un
epimorfismo de 71 (E/F}) sobre w1 (E/F).

Entonces, empezando con F' hacemos cirugia y obtenemos una superficie CON F} de
menor género, de no ser incompresibles podemos repetir el proceso y construir F, de menor
género que F1, y asi sucesivamente. Como no podemos reducir el género hasta al infinito,
este proceso debe detenerse y llegar a una superficie ICON F,, tal que las flechas en el
siguiente diagrama son epimorfismos:

7'['1(E/Fn) — 7T1(E/Fn_1) — s = 7T1(E/F1) — 7T1(E/F)

Por lo tanto, hemos construido una superficie ICON F), tal que 71 (E/F,) se epimorféa
sobre w1 (E/F). O

El teorema 26 nos describe cudles son las inicas superficies ICON en los pretzels P(p.q.—
r) con p,q y T impares mayores a uno. Y por lema anterior, bastard entonces probar
la conjetura Z para estas superficies para completar la prueba sobre todos los pretzels
P(p,q,—r). Pero esto no serd el camino exacto que seguiremos para la prueba, lo que
haremos sera demostrar que podemos reducir cada uno de estos ejemplos ICON a una
superficie CON con menor nimero de componentes conexas en su frontera.

Para ello necesitaremos el siguiente lema, que no es mas que una variante de la conjetura
A hecha por Arturo Ramirez y Francisco Gonzélez Acuna en [3].

Lema 28. Consideremos una superficie CON F con frontera disconexra en el exterior E
de un nudo K y supongamos que existe un arco o en OF tal que a N F = da. Supongamos
ademds que « toca F del mismo lado y que representa al elemento trivial en m (E/F),
entonces tendremos que w1 (E/F) = m(E/F") donde F' es la superficie obtenida de hacer
cirugia en F con el anillo A C OF que contiene a «.

Demostracién. Llamemos E = E/F, A= AJ/0A y & = /D, notemos que 0A = ANF y
que da = aNOA, porloqueaCACE

Por hipétesis a es contraible en E y por lo tanto E/a ~ FEVSal , pero como « es
homeomorfo a una circunferencia, entonces Sa es isomorfo a una esfera. En consecuencia
tenemos que 71 (E) = 71 (E/d).

1S X denota la suspensién de X
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Por otro lado, A = /Nl/ a es hoemomorfo a una esfera, en consecuencia wl((E’ Ja)/ E) &
m(E/&) = 71 (E). Notemos ademas que (E/d)/A= E/A~ E/(F U A). Por tltimo, no es
dificil convencerse de que E/(FUA) ~ (FEUAXI)/(FUA) yaque (EUAXI)/(FUA) =
E/(FUA)UCA pero como CA es contraible se sigue la equivalencia homotépica deseada.

Finalmente, la pareja (FUA x I, FUA) es equivalente a la pareja (E, F') donde F’ es la
variedad que resulta de empujar A hacia el interior de E y hacer cirugia sobre F', es decir,
F’ serd una superficie propiamente encajada en E' y homotépica a F'U A. Las equivalencia
hasta el momento probadas nos arrojan que 71 (F/F') = m1(E/F). O

Ahora pasemos al caso de nuestro interés, la conjetura Z en los nudos pretzels.

Teorema 29. Para toda superficie ICON F de frontera disconexa en el exterior de un
nudo pretzel P(p,q,—r) existe otra superficie CON F' con |0F'| < |0F| tal que existe un
isomorfimo m (E/F') — m(E/F)

Demostracion. Consideremos F' la superficie ICON que nos garantiza el teorema 26. Tal
superficie estd compuesta de tres partes como las que se indican en la figura 5.4. Llamemos
Dy, Dy y D3 a los diagramas de las vias de tren orientadas que se encuentran sobre los
semiplanos que logran la divisién de la 2 (figura 5.4). Las vias de tren orientadas Dy, D
y D3 serén las inducidas por la parte de F' que se encuentran en el ovillo 1/p, 1/qy —1/r
respectivamente.

eje

'Q

.

S

Figura 5.4: Semiplanos D1, Dy y D3 que dividen a S3

De la prueba del teorema 26 podemos determinar las orientaciones de las vias de tren
de cada diagrama. Estas orientaciones las podemos observar en las figuras 5.5, 5.6 y 5.7.
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En todas ellas, a = ((—1)%, (=1)*"L,...,1,-1) y 2 = (1, —1,...,(=1)»"1).

Dy

Figura 5.5: Via de tren orientada para D;

Figura 5.6: Via de tren orientada para Da

Como podemos ver, la superficie F' llega al toro en u + v curvas que van alternando de
direccién excepto en un par de ellas, esto se debe a que u + v es impar. Al arco contenido
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Figura 5.7: Via de tren orientada para D3

en esas curva lo llamaremos S y lo tomaremos como referencia, es facil de identificar en
los diagramas por ser justamente el arco que, al ir recorriendo los arcos que inciden en un
vértice y en sentido contrario a las manecillas, une la iltima arista etiquetada por z y con
la primera arista etiquetada por a.

Figura 5.8: Arco de B y arco «
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Ahora bien, los pedazos sombreado en cada figura forman un hexdgono 2, cuyos tres
de sus lados alternado estén sobre F'y los otros tres sobre T (el toro que contiene al nudo).
Ademads, como podemos observar los tres arcos que estan sobre T' estdn justo en la misma
posicion ciclica sobre los meridianos respecto al arco de referencia 5. Uno de ellos, tiene
la direccion opuesta. Entonces, en el cociente €2 lo podemos ver como una homotopia que
manda el producto de las aristas en la identidad, esto es, a-a~'-a = 1 en pi; (E/F) donde
« es el arco que estd a distancia v de 3, como ya se habia mencionado.

Entonces, a satisface las condiciones del lema 28 podemos reducir F' como queriamos.
O

De este teorema es ahora evidente que las superficies ICON encontradas en la seccion
4.3 satisfacen la conjetura Z y por ende los nudos pretzel p(p,q, —r) con p,q,r impares
mayores a uno, también lo satisfacen. Pero por si hay alguna duda, vamos a enunciar y
probar esta afirmacion.

Teorema 30. Sea k un nudo pretzel p(p,q,—r) con p, ¢ y —r impares mayores a uno.
Entonces, para toda superficie F' compacta, orientable y no separante en el exterior E de
k, se tiene que i (E/F) = Z.

Demostracion. Bueno, por el lema 27 bastara probar este teorema para el caso en que F' es
una superficie ICON. Si |0F| > 1 entonces, por el teorema 29 sabemos que podemos modi-
ficar F' a una superficie CON F”’ tal que |0F’'| < |0F| y conservando el grupo fundamental,
es decir, m (E/F') = 7 (E/F).

Pero, aplicando nuevamente el lema 27 podemos cambiar a F’ por una superficie [CON
F" tal que m1(E/F") se epimorfea sobre m1(E/F'), ademas [0F"| < |0F'|. Entonces, si-
guiendo este procesos iteradamente llegaremos a una superficie ICON F tal que [0F| = 1
y m1(E/F) se epimorfea sobre 71 (E/F).

Ahora bien, en [3] Gonzdlez-Acuha y Ramirez demostraron que toda superficie CON
con frontera conexa, como F, satisface la conjetura Z. Es decir, m(E/F) = Z. Y por lo
tanto, tenemos un epimorfismo de Z — w1 (E/F).

Por otro lado, recordemos que 71(E/F) = 7 (E — F)# % Z. Entonces, esto aunado al
epimorfismo de Z sobre 71 (E/F) nos da como consecuencia que 71 (E/F) = Z.

O
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