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Prefacio

En esta tesis presentamos un estudio de las fronteras, en el hiperespa-
cio de un continuo, de los hiperespacios de los subcontinuos del continuo.
Esto, que en primera instancia pareciera un trabalenguas (pero que a con-
tinuación se aclarará), se refiere a una temática que pertenece al campo de
la matemática que se denomina topoloǵıa; para ser más precisos, a la teoŕıa
de los hiperespacios de continuos. Esta teoŕıa tiene una excelente exposición
en los libros [3] y [5].

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vaćıo. Deno-
tamos por C(X) al conjunto de todos los subconjuntos cerrados, conexos y
no vaćıos de un continuo X, el cual, equipado con la métrica de Hausdorff,
es conocido como el hiperespacio de los subcontinuos del continuo X. Dado
un elemento A de C(X), C(A) es naturalmente un subespacio de C(X). Es
un problema interesante conocer cómo se reflejan las propiedades topológicas
de un continuo X en las fronteras de los hiperespacios, C(A), donde A es un
elemento de C(X) − {X}; y viceversa, es decir, conocer propiedades de un
continuo X a través de las propiedades de estas fronteras en su hiperespacio
C(X). Los resultados que presentamos aqúı se inscriben en el contexto de
este problema general.

A continuación explicamos las aportaciones de esta tesis. En el Caṕıtulo
1 incluimos hechos básicos de continuos e hiperespacios, aśı como algunos
resultados conocidos en la literatura. Esto con el fin de facilitar la lectura de
nuestras contribuciones.

En el Caṕıtulo 2 exponemos los resultados más elementales que se ob-
tienen con las fronteras de los hiperespacios; y demostramos que para todo
subcontinuo propio A de un continuo X, Fr(C(A)) es un subcontinuo arco
conexo de C(X), más aún, probamos que para todo elementoB de Fr(C(A))−
{A}, existe un arco ordenado en Fr(C(A)) desde B hasta A.

En el Caṕıtulo 3 presentamos resultados de conexidad local en fronteras
de hiperespacios. En particular, demostramos que si A es un arco o una
curva cerrada simple en un continuo X, entonces Fr(C(A)) es localmente
conexo; además probamos que ésta es una propiedad caracteŕıstica de estos
dos continuos, es decir, probamos que un continuo no degenerado X es un
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arco o una curva cerrada simple si y sólo si para cualquier continuo Z que
contiene a X se tiene que la frontera de C(X) en C(Z) es localmente conexa.

En el Caṕıtulo 4 exponemos resultados de unicoherencia de fronteras de
hiperespacios. Mostramos que éstas no siempre son unicoherentes; y ex-
ponemos un teorema que proporciona condiciones suficientes bajo las cuales
Fr(C(A)) no es unicoherente, cuando A es un arco. Además, demostramos
que si A es un arco o una curva cerrada simple en un continuo X tal que
Fr(A) = A, entonces Fr(C(A)) es unicoherente si y sólo si Fr(C(A)) =
C(A).

En el Caṕıtulo 5 demostramos que si todos los subcontinuos propios no
degenerados de un continuo X tienen fronteras conexas y sus hiperespacios
tienen fronteras que son 2-celdas, entonces X es un continuo indescomponi-
ble y cada uno de sus subcontinuos propios es un arco o un punto.

En el Caṕıtulo 6 analizamos la semicontinuidad superior y la continuidad
de la función frontera, es decir, de la función F : C(X) − {X} → C(C(X))
definida por F (A) = Fr(C(A)) para todo A ∈ C(X)−{X}. Concretamente,
demostramos que si X es un dendroide, entonces la función F no es semi-
continua superiormente, y en consecuencia tampoco es continua en este caso.
También demostramos que si F es continua para un continuo X, entonces
todo subcontinuo propio de X es unicoherente. Aplicamos estos dos resulta-
dos para caracterizar a la circunferencia como el único continuo arco conexo
para el cual la función F es continua.

Finalizamos esta tesis con el Caṕıtulo 7, en el cual presentamos otras
caracterizaciones del arco y la circunferencia con fronteras de hiperespacios,
similares a las que se exponen en [2] usando semifronteras.

Claudia G. Domı́nguez López
Facultad de Ciencias e Instituto de Matemáticas

Universidad Nacional Autónoma de México
Enero de 2014
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Caṕıtulo 1

Elementos básicos de continuos
e hiperespacios

En este caṕıtulo incluimos conceptos y resultados de la topoloǵıa de conti-
nuos y sus hiperespacios, con la finalidad de facilitar la lectura de nuestras
contribuciones y, en la medida de lo posible, hacer una exposición autocon-
tenida. Aqúı sólo incluimos las demostraciones de los resultados para los
cuales no encontramos una prueba en los libros conocidos de continuos e
hiperespacios, que ya consideramos clásicos. Sin embargo, en la ausencia de
cada prueba ponemos una referencia precisa.

1.1 Continuos

1.1 Notación. Para un subconjunto A de un espacio X escribimos A,
int(A) y Fr(A), para denotar la cerradura, el interior y la frontera de A
en X, respectivamente. Algunas veces, por conveniencia, denotamos cl(A)
en lugar de A. Asimismo, algunas veces, incluimos el śımbolo X como un
sub́ındice, por ejemplo, FrX(A), para enfatizar la dependencia de estos con-
juntos respecto del espacio X. El conjunto de todos los conjuntos single-
tones definidos por los puntos de un conjunto A es denotado por F1(A),
es decir, F1(A) = {{x} : x ∈ A}. Para indicar que una sucesión de pun-
tos, {xn}∞n=1, en un espacio X converge a un punto x en X, escribimos
lim xn = x. Para un espacio métrico X, con métrica d, x ∈ X y ε > 0
denotamos B(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε}. A este conjunto se le llama la
bola en X de radio ε con centro en el punto x, o para abreviar, la ε-bola de
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x en X. A veces también lo denotamos por BX(x, ε).

El conjunto de los números enteros positivos, también llamados números
naturales, es denotado por el śımbolo N; y el conjunto de los números reales
por el śımbolo R. El plano cartesiano es denotado por R2. En general, para
n ∈ N, Rn denota el conjunto de las n-adas de números reales. Cuando con-
sideramos una topoloǵıa sobre estos conjuntos, ésta es siempre la topoloǵıa
inducida por la métrica euclidiana. En tal caso, los referimos como recta
real, plano euclidiano, o en general, para n ∈ N, n-espacio euclidiano, res-
pectivamente.

A continuación incluimos una terminoloǵıa que usamos con frecuencia en
los caṕıtulos que siguen.

Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1]. Si h :
[0, 1] → A es un homeomorfismo, h(0) y h(1) se llaman los puntos extremos
del arco A.

Una curva cerrada simple, a veces también referida como circunferencia,
es un espacio homeomorfo a la circunferencia del plano euclidiano definida
por S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

Un triodo simple es un espacio homeomorfo al subespacio del plano eu-
clidiano T = ([−1, 1] × {0}) ∪ ({0} × [0, 1]). Si h : T → X es un homeo-
morfismo, h((−1, 0)), h((1, 0)) y h((0, 1)) se llaman los puntos extremos del
triodo simple X.

Un disco es un espacio homeomorfo al disco canónico del plano euclidiano
definido por D2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.

Dado un entero positivo n ≥ 2, una n-celda es un espacio homeomorfo al
producto

∏n
j=1 Ij, donde Ij = [0, 1] para cada j ∈ {1, . . . , n}. Notemos que

una 2-celda es un disco.

Un cubo de Hilbert es un espacio homeomorfo al producto numerable

I∞ =
∞∏
n=1

In, donde In = [0, 1] para cada n ∈ N.
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1.2 Definición. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no
vaćıo. Un subcontinuo es un subconjunto de un espacio que, con la topoloǵıa
de subespacio, es un continuo. Un continuo o subcontinuo, es no degenerado
si contiene más de un punto. Un subcontinuo de un continuo es propio si no
coincide con el continuo.

1.3 Ejemplos. El intervalo [0, 1], la circunferencia S1, el triodo simple T , el
disco D2 y una n-celda son ejemplos de continuos. Como la metrizabilidad,
la compacidad y la conexidad son propiedades topológicas, se sigue que todo
arco, toda curva cerrada simple y todo triodo simple también son continuos.

Sabemos que un producto numerable de espacios metrizables es un espacio
metrizable; y que la conexidad y la compacidad se preservan bajo el producto
topológico. Aśı un cubo de Hilbert es un continuo.

1.4 Teorema. [1, Teorema 1.2]. Cada continuo es homeomorfo a un sub-
continuo del cubo de Hilbert I∞.

1.5 Definición. Un espacio X es localmente conexo en un punto x ∈ X si
para cada conjunto abierto U en X tal que x ∈ U existe un conjunto abierto
y conexo V en X tal que x ∈ V ⊂ U . Un espacio es localmente conexo si es
localmente conexo en cada uno de sus puntos.

1.6 Definición. Un espacio X es conexo en pequeño en un punto x ∈ X si
para cada conjunto abierto U en X tal que x ∈ U , existe un conjunto conexo
V en X tal que x ∈ int(V ) y V ⊂ U .

1.7 Observación. De las definiciones se tiene que si un espacio X es local-
mente conexo en un punto x ∈ X, entonces X es conexo en pequeño en el
punto x. El rećıproco de este hecho es falso, véase por ejemplo [6, p. 83]. No
obstante, si X es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos, entonces X
es localmente conexo. Establecemos esto en la proposición que sigue.

1.8 Proposición. Para un espacio X las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

3



(1) X es localmente conexo;

(2) X es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos; y

(3) Para cada conjunto abierto U en X y cada componente C de U , se
tiene que C es un conjunto abierto en X.

Demostración. (1) → (2): Esta implicación se sigue directamente de las
definiciones.

(2) → (3): Sean U un conjunto abierto en X y C una componente de
U . Fijemos un punto x ∈ C. Como X es conexo en pequeño en el punto x,
existe un conjunto conexo V en X tal que x ∈ int(V ) y V ⊂ U . Como C
es la componente de U que contiene al punto x, se tiene que V ⊂ C. Luego,
x ∈ int(C). Esto prueba que C es un conjunto abierto en X.

(3)→ (1): Sean x un punto en X y U un conjunto abierto en X tales que
x ∈ U . Sea C la componente de U que contiene al punto x. Por hipótesis, C
es un conjunto abierto en X. Se tiene que C es un conjunto abierto y conexo
de X tal que x ∈ C ⊂ U . Aśı, X es localmente conexo.

1.9 Proposición. Sean A y B subconjuntos cerrados de un espacio conexo
X tales que X = A ∪B. Sucede que:

(1) Si A ∩B es conexo, entonces A y B son conexos; y

(2) Si X y A ∩ B son localmente conexos, entonces A y B son localmente
conexos.

Demostración. (1) Supongamos que A no es conexo. Existen conjuntos
E y F cerrados en A, ajenos y no vaćıos tales que A = E ∪ F . Como
A ∩ B es un subconjunto conexo de A, sin perder generalidad podemos
suponer que A ∩ B ⊂ F . Se tiene que X = E ∪ (F ∪ B). Notemos que
E ∩ (F ∪B) = E ∩B ⊂ E ∩A∩B ⊂ E ∩ F = ∅. Como E y F son cerrados
en A y A es cerrado en X, se sigue que E y F son cerrados en X. Se obtiene
que E y F ∪ B son conjuntos cerrados en X, ajenos, no vaćıos y su unión
es X. Esto es una contradicción porque X es conexo. Esta contradicción
prueba que A es conexo. Similarmente se demuestra que B es conexo.
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(2) Supongamos que X y A∩B son localmente conexos. Probaremos que
A es localmente conexo. Para esto tomemos un punto p ∈ A y un conjunto
abierto U en A tales que p ∈ U . Sea V un conjunto abierto en X tal que
U = A ∩ V . Analicemos dos casos:

(i) p ∈ A−B; y

(ii) p ∈ A ∩B.

En el caso (i), notemos que, como B es cerrado en X y A−B = X −B,
A − B es abierto en X. Aśı, (A − B) ∩ V es un conjunto abierto en X.
Además, p ∈ (A − B) ∩ V . Luego, como X es localmente conexo, existe un
conjunto abierto y conexo en X, W , tal que p ∈ W ⊂ (A − B) ∩ V . Como
(A − B) ∩ V ⊂ A ∩ V = U , se sigue que W es un conjunto abierto en A, y
conexo, tal que p ∈ W ⊂ U . Aśı, en el caso (i) se tiene lo requerido.

En el caso (ii), tomemos la componente C del conjunto A∩B∩V que con-
tiene al punto p. Como A∩B∩V es abierto en A∩B y, por hipótesis, A∩B
es localmente conexo, por la Proposición 1.8, se tiene que C es un conjunto
abierto en A ∩ B. Sea D un conjunto abierto en X tal que C = A ∩ B ∩D.
Notemos que C es un conjunto conexo contenido en D∩V . Sea K la compo-
nente de D∩V tal que C ⊂ K. Observemos que D∩V es un conjunto abierto
en X y, por hipótesis, X es localmente conexo, por la Proposición 1.8, se sigue
que K es un conjunto abierto en X. Además, C ⊂ A∩B∩K ⊂ A∩B∩D = C,
aśı C = A ∩B ∩K.

Por otra parte, tenemos que K es un espacio conexo tal que K = (A ∩
K)∪ (B ∩K) y, como A y B son cerrados en X, los conjuntos en esta unión
son cerrados en K. Además, por la conclusión en el párrafo anterior, tenemos
que A ∩ B ∩ K es conexo. Luego, por el inciso (1) de esta proposición, se
obtiene que A∩K es un conjunto conexo. Finalmente, como K es abierto en
X, tenemos que A∩K es un conjunto abierto en A. Notemos que p ∈ A∩C
y C ⊂ K, aśı p ∈ A ∩K; también notemos que A ∩K ⊂ A ∩ V = U . Con
esto, A ∩K es un conjunto abierto y conexo en A tal que p ∈ A ∩K ⊂ U .
Aśı, en el caso (ii) también se obtiene lo requerido.

En resumen, dados un punto p y un abierto U en A tales que p ∈ U ,
en ambos casos (i) y (ii), hemos encontrado un conjunto abierto y conexo
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en A que contiene a p y que está contenido en U . Esto demuestra que A
es localmente conexo. De manera similar se prueba que B es localmente
conexo.

1.10 Proposición. SiX es una unión finita de continuos localmente conexos,
entonces X es un espacio localmente conexo.

Demostración. Supongamos que X =
n⋃
i=1

Ai, donde cada Ai es un subcon-

tinuo localmente conexo deX. Fijemos un punto x ∈ X y un conjunto abierto
U en X tal que x ∈ U . Tomemos ε > 0 tal que B(x, ε) ⊂ U . Como cada
Ai es compacto y localmente conexo, podemos tomar una colección finita de

conjuntos abiertos y conexos en Ai, {Vi,1, . . . , Vi,mi
} tal que Ai =

mi⋃
j=1

Vi,j y

diam(V i,j) < ε para todo j ∈ {1, . . . ,mi}. Se tiene que X =
n⋃
i=1

(
mi⋃
j=1

Vi,j).

Denotemos V =
⋃
{V i,j : x ∈ V i,j}. Notamos que V es la unión de conjuntos

conexos que tienen un punto en común, aśı V es conexo. Además, si y ∈ V ,
entonces y ∈ V i,j para algún i ∈ {1, . . . , n} y algún j ∈ {1, . . . ,mi}, se sigue
que d(x, y) ≤ diamV i,j < ε. Aśı, V ⊂ B(x, ε). Por esto V ⊂ U . Observamos
que X −

⋃
{V i,j : x /∈ V i,j} es un conjunto abierto que contiene al punto

x y que está contenido en V . Esto implica que x ∈ int(V ). En resumen,
V es un conjunto conexo que contiene en su interior al punto x y que está
contenido en U . Esto prueba que X es conexo en pequeño en el punto x.
Como el punto x fue tomado arbitrariamente de X, se tiene que X es conexo
en pequeño en cada uno de sus puntos. Por la Proposición 1.8, se concluye
que X es localmente conexo.

1.11 Lema. Si A es un subconjunto cerrado y conexo de un espacio conexo
X es tal que X − A = B ∪ C, donde B y C son conjuntos separados en X,
entonces A∪B y A∪C son conexos. Además, si X es un continuo entonces
A ∪B y A ∪ C son subcontinuos de X.

Demostración. Primero veamos que A ∪ B es cerrado. Como A ∩ C = ∅ y
B ∩C = ∅, observamos que A∪B ⊂ A∪B. Aśı, puesto que A ∪B = A∪B,
se tiene que A ∪B ⊂ A ∪ B. Por esto, A ∪ B es cerrado. Similarmente se
prueba que A ∪ C es cerrado.
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Como X = (A∪B)∪ (A∪C) y (A∪B)∩ (A∪C) = A, por el inciso (1)
de la Proposición 1.9, se sigue que A ∪B y A ∪ C son conexos.

Supongamos que X es un continuo. En particular, se tiene que X es
compacto. Luego, como A ∪ B es cerrado en X, se sigue que A ∪ B es
compacto. Aśı, A ∪ B es un subconjunto compacto y conexo de X, por lo
cual A ∪ B es un subcontinuo de X. Similarmente se prueba que A ∪ C es
un subcontinuo de X.

1.12 Definición. Un continuo X es descomponible si contiene dos subconti-
nuos propios A y B tales que X = A∪B. Un continuo X es indescomponible
si X no es descomponible. Un continuo es hereditariamente descomponible si
todos sus subcontinuos propios no degenerados son descomponibles. Un con-
tinuo es hereditariamente indescomponible si todos sus subcontinuos propios
son indescomponibles.

1.13 Proposición. Un continuo X es indescomponible si y sólo si todo
subcontinuo propio de X tiene interior vaćıo.

Demostración. (Necesidad). Supongamos que A es un subcontinuo propio
de X tal que int(A) 6= ∅. Analizamos dos casos:

(i) X − A es conexo; y

(ii) X − A no es conexo.

En el caso (i), como int(A) 6= ∅, se tiene que X − A 6= X. Aśı, A y
X − A son subcontinuos propios de X tales que X = A ∪X − A.

En el caso (ii) existen conjuntos separados en X, B y C, tales que
X − A = B ∪ C. Por el Lema 1.11, se tiene que A ∪ B y A ∪ C son
subcontinuos de X. Como C 6= ∅ y C∩ (A∪B) = ∅, se tiene que A∪B 6= X.
Similarmente, A ∪ C 6= X. Aśı, A ∪B y A ∪ C son subcontinuos propios de
X tales que X = (A ∪B) ∪ (A ∪ C).

En resumen, en cualquiera de los casos (i) o (ii) encontramos dos subcon-
tinuos propios de X cuya unión es X. Por esto X es descomponible. Esto
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prueba la necesidad.

(Suficiencia) Supongamos que X es descomponible. Sean A y B subcon-
tinuos propios de X tales que X = A ∪ B. Observamos que X − B es un
conjunto abierto y no vaćıo en X y que está contenido en A. Aśı, int(A) 6= ∅.
Es decir A es un subcontinuo propio de X con interior no vaćıo. Esto prueba
la suficiencia.

1.14 Definición. La composante de un punto p de un continuo no degene-
rado X, denotada por κ(p), es la unión de todos los subcontinuos propios de
X que contienen al punto p.

1.15 Proposición. Si p es un punto de un continuo no degenerado X, en-
tonces la composante de p es la unión de una colección numerable de sub-
continuos propios de X.

Demostración. Como X es un espacio métrico y compacto, podemos tomar
una base numerable de X, {Bn : n ∈ N}. Suponemos que Bn 6= ∅ para todo
n ∈ N. Denotemos J = {n ∈ N : p /∈ Bn}. Para cada n ∈ J denotamos
por Cn a la componente de X − Bn que contiene al punto p. Notemos que
{Cn : n ∈ J} es una colección numerable de subcontinuos propios de X.

Probaremos que κ(p) =
⋃
{Cn : n ∈ J}. Es claro que Cn ⊂ κ(p) para

cada n ∈ J . Por esto basta demostrar que κ(p) ⊂
⋃
{Cn : n ∈ J}. Fijemos

un punto x ∈ κ(p) y sea A un subcontinuo propio de X tal que {p, x} ⊂ A.
Como X − A es un conjunto abierto y no vaćıo de X, existe m ∈ N tal que
Bm ⊂ X − A. Observemos que p ∈ A ⊂ X − Bm. Aśı, p /∈ Bm, por lo cual
m ∈ J . Además, como A es conexo, se tiene que A ⊂ Cm. Luego, x ∈ Cm.
Se sigue que κ(p) ⊂

⋃
{Cn : n ∈ J}. Esto prueba la proposición.

1.16 Teorema. [4, Theorem 7.2, p. 294](Teorema de Baire) Ningún espacio
métrico compacto es la unión de una colección numerable de sus subconjuntos
cerrados de interior vaćıo.

1.17 Proposición. Si X es un continuo indescomponible y no degenerado,
entonces κ(p) 6= X para todo punto p ∈ X.
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Demostración. Supongamos que κ(p) = X para algún punto p ∈ X. Por la
Proposición 1.15, existe una colección numerable {An : n ∈ N} de subcon-
tinuos propios de X tal que X =

⋃
{An : n ∈ N}. Como cada An es un

subconjunto cerrado de X, por el Teorema de Baire (Teorema 1.16), existe
n ∈ N tal que int(An) 6= ∅. Por la Proposición 1.13, se sigue que X es un
continuo descomponible.

1.18 Proposición. Si X es un continuo arco conexo y no degenerado, en-
tonces X es descomponible.

Demostración. Supongamos que X es un continuo arco conexo, no degene-
rado e indescomponible. Fijemos un punto p ∈ X. Por la Proposición 1.17,
podemos tomar un punto q ∈ X−κ(p). Tomemos un arco A en X con puntos
extremos p y q. Como q no pertenece a la composante de p y p, q ∈ A, se
tiene que A no es un subcontinuo propio de X. Es decir, A = X. Aśı, X es
un arco. Esto es una contradicción porque un arco es claramente un continuo
descomponible. Esta contradicción prueba la proposición.

1.19 Teorema. [6, 5.2] Si A y B son conjuntos cerrados de un espacio
métrico compacto X y para todo subconjunto conexo C de X se tiene que
A ∩ C = ∅ o B ∩ C = ∅, entonces existen conjuntos cerrados y disjuntos en
X, H y K, tales que X = H ∪K, A ⊂ H y B ⊂ K.

1.20 Teorema. [1, Teorema 6.5] Si E es un subconjunto propio y no vaćıo
de un continuo X y C es una componente de E, entonces C ∩ Fr(E) 6= ∅.

1.21 Proposición. [1, Lema 7.2] Si A es un subcontinuo de un continuo X
y K es una componente de X −A, entonces A ∪K es un subcontinuo de X
que contiene propiamente a A.

1.22 Definición. Una función continua de un continuo X hacia la circun-
ferencia, f : X → S1, tiene un levantamiento si existe una función continua
l : X → R tal que f(x) = exp(l(x)) para todo x ∈ X, donde exp : R → S1

es la función exponencial definida por exp(t) = (cos2πt, sen2πt) para todo
t ∈ R. En este caso la función l se llama un levantamiento de f .
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1.23 Proposición. Sean X un continuo, A un subcontinuo de X y f : X →
S1 una función continua.

(1) Si l : X → R es un levantamiento para f , entonces l|A es un levan-
tamiento para f|A.

(2) Si f es un homeomorfismo, entonces f no tiene un levantamiento.

Demostración. (1) Esto es directo por la definición de levantamiento.

(2) Supongamos que f tiene un levantamiento l : X → R, es decir,
f = exp ◦ l. Como f es inyectiva, se tiene que l es inyectiva. Se sigue que
l : X → l(X) es un homeomorfismo. Esto implica que l(X) es un continuo
homeomorfo a S1 contenido en R. Esto es una contradicción. Aśı, (2) está
demostrado.

1.24 Proposición. [3, Lemma 22.2] Supóngase que X es un continuo y que
A y B son subcontinuos de X tales que X = A∪B y A∩B = H ∪K, donde
H y K son conjuntos cerrados, ajenos y no vaćıos, en X. Supóngase que p y
q son puntos en la circunferencia S1 y que S1 = S1 ∪ S2, donde S1 y S2 son
arcos tales que S1 ∩ S2 = {p, q}. Si g : X → S1 es una función continua tal
que g(A) ⊂ S1, g(B) ⊂ S2, g(H) = {p} y g(K) = {q}, entonces la función g
no tiene un levantamiento.

Demostración. Supongamos que, con las hipótesis mencionadas, la función
g tiene un levantamiento, l : X → R. Denotemos M = exp(l(A) ∩ l(B)).
Notemos que l(A) y l(B) son subcontinuos de R. Por esto, l(A)∩ l(B) es un
subconjunto conexo de R. Como exp es un función continua, se sigue que M
es un subconjunto conexo de S1.

Por otra parte, como la imagen bajo una función de una intersección de
conjuntos está contenida en la intersección de las imágenes de tales conjuntos,
se tiene que:

exp(l(A ∩B)) ⊂ exp(l(A) ∩ l(B)) ⊂ exp(l(A)) ∩ exp(l(B)).

Como exp ◦ l = g, de lo anterior y de la definición de M , se sigue que:

g(A ∩B) ⊂M ⊂ g(A) ∩ g(B).
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Notemos que g(A ∩ B) = g(H ∪K) = g(H) ∪ g(K) = {p, q}; y que g(A) ∩
g(B) ⊂ S1 ∩ S2 = {p, q}. Esto implica que:

{p, q} ⊂M ⊂ {p, q}.

Se obtiene que M = {p, q}. Esto es una contradicción porque M es conexo.
Esta contradición prueba que la función g no tiene un levantamiento.

1.25 Definición. Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera dos
de sus subcontinuos, A y B, tales que X = A ∪B, se tiene que A ∩B es un
conjunto conexo. Un continuo X es hereditariamente unicoherente si todo
subcontinuo de X es unicoherente.

1.26 Teorema. [7, Theorem (7.4)] Un continuo localmente conexo X es
unicoherente si y sólo si toda función continua de X hacia la circunferencia
S1 tiene un levantamiento.

1.27 Teorema. [3, Lemmas 19.4 y 19.7] Una 2-celda es un continuo unico-
herente.

1.28 Definición. Un dendroide es un continuo arco conexo y hereditaria-
mente unicoherente.

1.29 Proposición. Todo subcontinuo de un dendroide es un dendroide.

Demostración. Sea Y un subcontinuo de un dendroide X. Veamos que Y
es arco conexo. Sean p y q puntos distintos en Y . Sea pq el arco en X con
puntos extremos p y q. Como X es hereditariamente unicoherente, se tiene
que pq ∩ Y es un conjunto conexo. Como pq ∩ Y ⊂ pq y {p, q} ⊂ pq ∩ Y , se
sigue que pq ∩ Y = pq. Por esto pq ⊂ Y . Aśı Y es arco conexo.

Claramente, Y es hereditariamente unicoherente. Esto prueba que Y es
un dendroide.

1.30 Lema. Si X es un dendroide y a, b1, b2, . . . , son puntos en X tales que
ab1 ⊂ ab2 ⊂ . . . , entonces existe x ∈ X tal que abn ⊂ ax, para todo n ∈ N.
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Demostración. Para cada m ∈ N, pongamos Ym = cl(
⋃
n≥m

bmbn). Notemos

que Ym es un subcontinuo de X. Aśı, por la Proposición 1.29, Ym es un
dendroide. En particular Ym es arco conexo. Luego, por la Proposición
1.18, Ym es descomponible. Sean Am y Bm subcontinuos propios de Ym tales
que Ym = Am ∪ Bm. Como la familia {bn : n > m} está contenida en
Am ∪ Bm, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el conjunto,
{n > m : bn ∈ Bm}, es infinito. En seguida mostramos que bm ∈ Am − Bm.
Supongamos que bm ∈ Bm. Dado n > m, existe r > n tal que br ∈ Bm. Como
Bm es un dendroide y, en particular, es arco conexo, se tiene que bmbr ⊂ Bm

y, como m < n < r, entonces bmbn ⊂ bmbr ⊂ Bm. De aqúı que, para todo
n > m, bmbn ⊂ Bm. Aśı, Ym = cl(

⋃
n≥m

bmbn) ⊂ Bm y por tanto, Ym = Bm,

esto es una contradicción con la elección de Bm. Por tanto, bm /∈ Bm, es
decir, bm ∈ Am −Bm.

Ahora, elegimos y ∈ Bm; en el arco bmy, tomamos el primer punto en
Bm, yendo de bm a y, y le llamamos um; esto es, bmum ∩Bm = {um}.

Afirmamos que Ym = bmum∪Bm. En efecto, denotemos Zm = bmum∪Bm.
Notemos que Zm es un subcontinuo de X y por tanto, un dendroide y aśı,
arco conexo. Dada n > m, existe r > n tal que br ∈ Bm. Aśı, bmbn ⊂ bmbr y
bm, br ∈ Zm. Luego, bmbr ⊂ Zm y, por lo tanto, bmbn ⊂ Zm, lo que nos dice
que Ym = cl(

⋃
n≥m

bmbn) ⊂ Zm. De aqúı que Ym = Zm, lo que verifica nuestra

afirmación.

A continuación veamos que la familia {Bm : m ∈ N} tiene la propiedad
de la intersección finita. Para esto probaremos que para todo m ∈ N existe
Nm ∈ N tal que bn ∈ Bm para todo n ≥ Nm. Sean m ∈ N y Nm ∈ N
tales que bNm ∈ Bm. Si n > Nm, existe r > n tal que br ∈ Bm. Esto
nos dice que bNmbn ⊂ bNmbr ⊂ Bm y, por lo tanto, bn ∈ Bm. Con esto,
sean m1, . . . ,mk ∈ N y Nm1 , . . . , Nmk

∈ N. Escojamos n > Nmi
, para todo

i ∈ {1, . . . , k}. Se tiene que bn ∈
k⋂
i=1

Bmi
. Esto muestra que la familia

{Bm : m ∈ N}, en efecto, tiene la propiedad de la intersección finita.

Elijamos x ∈
∞⋂
m=1

Bm y veamos que bm ∈ ax, para todo m ∈ N.
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Sean m ∈ N y r > m tales que br ∈ Bm. Por hipótesis, sabemos que
abm ⊂ abr; además, como ax∪Bm es un continuo que tiene a a y a br, tenemos
que abr ⊂ ax ∪ Bm. Luego, abm ⊂ abr ⊂ ax ∪ Bm y aśı, bm ∈ ax ∪ Bm, y
dado que bm /∈ Bm, entonces bm ∈ ax. Se concluye que abm ⊂ ax, para todo
m ∈ N. Esto termina la demostración del lema.

1.31 Teorema. (Teorema de Reducción de Brouwer) Si X es un espacio con
base numerable y K es una colección no vaćıa de subconjuntos cerrados de
X, con la propiedad de que para cada sucesión creciente, K1 ⊂ K2 ⊂ K3 . . . ,
de elementos de K existe un elemento K de K tal que, para cada n ∈ N,
Kn ⊂ K, entonces K tiene un elemento maximal (i.e., un elemento que no
está contenido propiamente en ningún otro elemento de K).

Demostración. Fijamos un elemento K0 ∈ K y una base numerable {Bn :
n ∈ N} para la topoloǵıa de X. Consideramos la subcolección K1 de la
colección K definida como sigue:

K1 = {K ∈ K : K0 ( K y K ∩B1 6= ∅}.

Si K1 no es vaćıa fijamos un elemento K1 ∈ K1 y si la colección K1 es
vaćıa definimos K1 = K0.

Supongamos que se han determinado n elementos de K, K1, K2, . . . , Kn,
tales que K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kn y, si Ki−1 está contenido propiamente
en Ki, entonces Ki ∩ Bi 6= ∅, para cada i ∈ {1, . . . , n}. Consideremos la
subcolección Kn+1 de la colección K definida como sigue:

Kn+1 = {K ∈ K : Kn ( K y K ∩Bn+1 6= ∅}.

Si Kn+1 no es vaćıa fijamos un elemento Kn+1 ∈ Kn+1 y si la colección
Kn+1 es vaćıa definimos Kn+1 = Kn.

De este modo, inductivamente, se ha determinado una sucesión creciente,

K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ K3 . . . ,

de elementos de K con la propiedad adicional de que, para cada n ∈ N, si
Kn−1 está contenido propiamente en Kn, entonces

13



Kn ∩Bn 6= ∅.
Por hipótesis, existe un elemento K de K tal que, para cada n ∈ N,

Kn ⊂ K.

Demostraremos que K es un elemento maximal en K. Para esto, su-
pongamos, por el contrario, que existe un elemento K ′ en K que contiene
propiamente a K y fijemos un punto x ∈ K ′−K. Se tiene que X −K es un
conjunto abierto en X que contiene al punto x. Luego, existe m ∈ N tal que
x ∈ Bm ⊂ X −K.

Por una parte, como Km ⊂ K y K ∩Bm = ∅, se tiene que Km ∩Bm = ∅.

Por otra parte, puesto que Km−1 ⊂ K y K está contenido propiamente
en K ′, entonces Km−1 está contenido propiamente en K ′. Además, como
x ∈ K ′ ∩ Bm, se tiene que K ′ ∩ Bm 6= ∅. Luego, K ′ es un elemento de
la colección Km. Es decir, la colección Km, que usamos para determinar al
elemento Km de la sucesión construida, no es vaćıa. Luego, el elemento Km

está determinado de tal forma que Km ∩Bm 6= ∅. Esto es una contradicción
con lo establecido en el párrafo previo. Esta contradicción demuestra que K
es un elemento maximal en K.

1.32 Teorema. Si X es un dendroide entonces, para cualesquiera puntos a
y b de X, existe un arco maximal que los contiene.

Demostración. Consideremos la familia B = {cd : c, d ∈ X y ab ⊂ cd}.
Veamos que B tiene un elemento maximal, usando el Teorema de Reducción
de Brouwer, vea el Teorema 1.31. Sea {cndn : n ∈ N} una subfamilia de
B tal que cndn ⊂ cn+1dn+1, para todo n ∈ N y elijamos a0 ∈ ab − {a, b}.
Obtenemos que, para cada n ∈ N, b ∈ a0cn o b ∈ a0dn. Es claro que una de
estas dos condiciones ocurre para un subconjunto infinito de N, de modo que
podemos suponer que b ∈ a0dn para todo n ∈ N.

Se sigue que a0d1 ⊂ a0d2 ⊂ . . . y a0c1 ⊂ a0c2 ⊂ . . . . Luego, por el
Lema 1.30, existen xc y xd en X tales que a0cn ⊂ a0xc y a0dn ⊂ a0xd, para
todo n ∈ N. De aqúı que a0cn ∪ a0dn ⊂ a0xc ∪ a0xd, para todo n ∈ N, y
por tanto, cndn ⊂ xcxd, para todo n ∈ N. Por el Teorema de Reducción de
Brouwer, B tiene un elemento maximal; o sea, un arco maximal. Esto prueba
el teorema.
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1.33 Teorema. [6, 8.26]. Todo conjunto abierto y conexo en un continuo
localmente conexo es arco conexo.

1.34 Definición. Un punto p de un espacio X es punto de corte de X si
X − {p} no es conexo.

1.35 Teorema. [6, 6.6]. Todo continuo no degenerado tiene al menos dos
puntos que no son de corte.

1.36 Teorema. [6, 8.40(b)] Si un continuo no degenerado y localmente
conexo X no contiene triodos simples, entonces X es un arco o una curva
cerrada simple.

Demostración. Sea X un continuo con las propiedades mencionadas y su-
pongamos que X no es un arco. Probaremos que X es una curva cerrada
simple.

Por el Teorema 1.35, podemos tomar dos puntos distintos p y q en X los
cuales no son puntos de corte de X. Se tiene que X, X − {p} y X − {q}
son conjuntos abiertos y conexos en X, luego, por el Teorema 1.33, estos tres
conjuntos son arco conexos. Tomemos un arco A1 en X con puntos extremos
p y q. Por el supuesto inicial, A1 6= X. Fijemos un punto r ∈ X − A1.
Podemos tomar un arco A2 en X−{q} con puntos extremos r y p; y un arco
A3 en X − {p} con puntos extremos r y q. Para cada i ∈ {1, 2, 3} tomamos
un homeomorfismo hi : [0, 1] → Ai de manera tal que h1(0) = p; h1(1) = q;
h2(0) = r, h2(1) = p; h3(0) = r y h3(1) = q.

Afirmamos que A1 ∩ A2 = {p}. Para probar esto supongamos que existe
un punto a ∈ (A1 ∩ A2) − {p}. Sea sa ∈ [0, 1] tal que h2(sa) = a. De-
notemos s0 = inf {s ∈ [0, 1] : h2(s) ∈ A1}. Notemos que s0 ≤ sa. Como
a 6= p y h2(1) = p, se tiene que sa 6= 1, es decir sa < 1. Aśı, s0 < 1, por
lo que h2(s0) 6= p. Por otra parte, como h2(s0) ∈ A2 y q /∈ A2, se tiene que
h2(s0) 6= q. Además, como A1 es cerrado y h2 es una función continua, se
tiene que h2(s0) ∈ A1. Por esto, y puesto que h2(0) = r y r /∈ A1, se sigue
que s0 6= 0, es decir 0 < s0. Por la definición de s0, se tiene que h2(s) /∈ A1

para todo s ∈ [0, s0).
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Denotemos z = h2(s0) y B = h2([0, s0]). Por los argumentos previos, se
tiene que B es un arco en X con puntos extremos r y z. Además A1∩B = {z}
y z /∈ {p, q}. Se sigue que A1 ∪ B es un triodo simple en X, lo cual es una
contradicción porque X no contiene triodos simples. Esto demuestra que
A1 ∩ A2 = {p}.

Similarmente se demuestra que A1 ∩ A3 = {q} y A2 ∩ A3 = {r}.

Vamos a definir un homeomorfismo de la circunferencia S1 en A1∪A2∪A3.
Para hacer esto tomamos tres puntos distintos a, b y c en S1 y tres arcos B1,
B2 y B3, con puntos extremos a y b; b y c; y c y a, respectivamente, de
tal manera que B1 ∩ B2 = {b}, B2 ∩ B3 = {c} y B1 ∩ B3 = {a}. Para
cada i ∈ 1, 2, 3, tomemos un homeomorfismo gi : Bi → Ai, de tal forma que
g1(a) = q, g1(b) = p; g2(b) = p, g2(c) = r; g3(c) = r y g3(a) = q. Definimos
g : S1 → A1 ∪ A2 ∪ A3 como

g(x) =


g1(x), si x ∈ B1,
g2(x), si x ∈ B2,
g3(x), si x ∈ B3.

Como cada gi es un homeomorfismo y las definiciones de gi y gj coinciden
en Bi ∩Bj, para cualesquiera i, j ∈ {1, 2, 3}, se tiene que g es un homeomor-
fismo. Esto demuestra que A1 ∪ A2 ∪ A3 es una curva cerrada simple.

Afirmamos que X = A1 ∪ A2 ∪ A3. Para probar esto supongamos que
no es aśı, y tomemos un punto x0 ∈ X − (A1 ∪ A2 ∪ A3). Como X es
arco conexo, podemos tomar un arco C en X con puntos extremos x0 y
p. Sea f : [0, 1] → C un homeomorfismo tal que f(0) = x0 y f(1) = p.
Denotemos t0 = inf {t ∈ [0, 1] : f(t) ∈ A1 ∪ A2 ∪ A3}. Con argumentos
similares a los usados en la prueba de que A1 ∩ A2 = {p}, se demuestra que
h([0, t0])∪A1∪A2∪A3 contiene un triodo simple. Esto es una contradicción
pues, por hipótesis, X no contiene triodos simples. Esta contradicción prueba
que X = A1 ∪ A2 ∪ A3. Con esto se concluye que X es una curva cerrada
simple.

1.37 Definición. Un continuo X es una compactación del rayo [0,∞) si
X contiene un subconjunto denso, S, homeomorfo al intervalo [0,∞). El
conjunto X − S se denomina el residuo en la compactación del rayo X.
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1.38 Nota. Si X es una compactación del rayo [0,∞) y S es como en la
definición previa, usualmente identificamos a S con el intervalo [0,∞); y
escribimos X = Y ∪ [0,∞), donde Y = X − S.

1.39 Nota. Si en la Definición 1.37 ponemos a la recta real R en lugar del
rayo [0,∞) obtenemos la definición de compactación de la recta real.

1.40 Definición. Dado un punto z0 ∈ D2 − S1, definimos la proyección
radial desde el punto z0 hacia la circunferencia S1, pz0 : D2 − {z0} → S1,
como pz0(z) es el único punto en la intersección de la circunferencia S1 con
la semirecta que inicia en el punto z0 y que contiene al punto z, para cada
z ∈ D2 − {z0}.

1.2 Hiperespacios

El conjunto de todos los subcontinuos de un continuo X es denotado por
C(X). Dados un elemento A en C(X) y un número ε > 0, la ε-nube de A
en X, denotada por N(ε, A), es el conjunto de todos los puntos de X que
distan menos que ε de algún punto de A, es decir, si d es la métrica en X:

N(ε, A) = {x ∈ X : existe a ∈ A tal que d(a, x) < ε}.

Ahora, dados A y B en C(X), denotamos

E(A,B) = {ε > 0 : A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A)},

y definimos H : C(X)×C(X)→ R como H(A,B) = inf E(A,B), para cada
par (A,B) en C(X)× C(X).

1.41 Proposición. [1, Proposición 2.1], [5, (0.2)], [6, 4.2]. Para cualquier
continuo X, la función H es una métrica en C(X).

1.42 Definición. Si X es un continuo, la métrica H es llamada la métrica
de Hausdorff en C(X). Con ésta C(X) se llama el hiperespacio de los sub-
continuos de X.

1.43 Teorema. [1, Corolario 6.13], [5, (1.13)], [6, 5.25]. Para cualquier
continuo X, el hiperespacio de los subcontinuos, C(X), es un continuo.
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1.44 Proposición. Sean X un continuo, ε > 0, A y B elementos de C(X).
Se tiene que H(A,B) < ε si y sólo si A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A).

Demostración. Supongamos que H(A,B) < ε. Por la definición de H y la
notación previa a la Proposición 1.41, existe δ ∈ E(A,B) tal que δ < ε. Se
tiene que A ⊂ N(δ, B) ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(δ, A) ⊂ N(ε, A).

Rećıprocamente, supongamos que A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A). Si para
cada n ∈ N existe un punto xn ∈ A−N(ε− 1

n
, B), por la compacidad de A,

podemos suponer que existe un punto x ∈ A tal que lim xn = x, y, puesto que
la distancia de xn a B es mayor o igual que ε− 1

n
, se obtiene que la distancia

de x a B es mayor o igual que ε. Es decir, x ∈ A−N(ε, B). Esto demuestra
que existe n1 ∈ N tal que A ⊂ N(ε − 1

n1
, B). Similarmente se justifica que

existe n2 ∈ N tal que B ⊂ N(ε − 1
n2
, A). Denotemos m = máx {n1, n2}. Se

tiene que A ⊂ N(ε− 1
m
, B) y B ⊂ N(ε− 1

m
, A). Luego, por la definición de

H, se sigue que H(A,B) ≤ ε− 1
m
< ε.

1.45 Proposición. Sean A y B subcontinuos de un continuo X y ε > 0. Se
cumple lo siguiente:

(1) A ⊂ N(ε, A);

(2) Si A ⊂ N( ε
2
, B), entonces N( ε

2
, A) ⊂ N(ε, B);

(3) N(ε, A ∪B) = N(ε, A) ∪N(ε, B).

Demostración. (1) Evidente.

(2) Si x ∈ N( ε
2
, A), entonces existe a ∈ A tal que d(a, x) < ε

2
. Por

hipótesis, existe b ∈ B tal que d(a, b) < ε
2
. Se sigue que d(x, b) ≤ d(x, a) +

d(a, b) < ε. Aśı, x ∈ N(ε, B).

(3) Si x ∈ N(ε, A ∪ B), entonces existe y ∈ A ∪ B tal que d(x, y) < ε.
Como y ∈ A o y ∈ B, se sigue que x ∈ N(ε, A) o x ∈ N(ε, B). Por esto
N(ε, A∪B) ⊂ N(ε, A)∪N(ε, B). Rećıprocamente, si x ∈ N(ε, A)∪N(ε, B),
entonces x ∈ N(ε, A) o x ∈ N(ε, B). Aśı, existe y ∈ A o existe y ∈ B, es
decir existe un punto y ∈ A∪B, tal que d(x, y) < ε. Luego, x ∈ N(ε, A∪B).
Por esto N(ε, A) ∪N(ε, B) ⊂ N(ε, A ∪B).

18



1.46 Teorema. Sean X un continuo, {An}∞n=1 y {Bn}∞n=1 sucesiones en
C(X). Si A y B son elementos de C(X) tales que lim An = A y lim Bn = B,
entonces

(1) x ∈ A si y sólo si existe una sucesión {xn}∞n=1 tal que, para cada n ∈ N,
xn ∈ An y lim xn = x;

(2) La condición An ⊂ Bn para cada n ∈ N, implica que A ⊂ B;

(3) lim An ∪Bn = A ∪B; y

(4) La condición An+1 ⊂ An para cada n ∈ N, implica que A =
∞⋂
n=1

An.

Demostración. (1) Sea x ∈ A. Por compacidad, para cada n ∈ N, existe
un punto xn ∈ An tal que d(x, xn) = inf {d(x, y) : y ∈ An}. Veamos que
la sucesión {xn}∞n=1 converge al punto x. Para esto, sea ε > 0. Como
lim An = A, existe N ∈ N tal que, para todo n ≥ N , H(A,An) < ε. En
particular, para cada n ≥ N , A ⊂ N(ε, An). Aśı, como x ∈ A, x ∈ N(ε, An)
si n ≥ N . Luego, para cada n ≥ N , existe yn ∈ An tal que d(x, yn) < ε.
Como d(x, xn) ≤ d(x, yn), se sigue que d(x, xn) < ε para todo n ≥ N . Esto
prueba que lim xn = x.

Rećıprocamente, supongamos que {xn}∞n=1 es una sucesión como se dice
en (1). Sea ε > 0. Como lim An = A y lim xn = x, existe n ∈ N tal que
H(A,An) < ε

2
y d(x, xn) < ε

2
. En particular, por la Proposición 1.44, An ⊂

N( ε
2
, A). Como xn ∈ An, se tiene que xn ∈ N( ε

2
, A). Luego, existe un punto

a ∈ A tal que d(xn, a) < ε
2
. Se sigue que d(x, a) ≤ d(x, xn) + d(xn, a) < ε.

Esto demuestra que Bε(x)∩A 6= ∅ para todo ε > 0 y, en consecuencia, x ∈ A.
Como A es cerrado se concluye que x ∈ A. Aśı, lo que se afirma en (1) está
demostrado.

(2) Fijemos un punto x ∈ A. Por (1), existe una sucesión {xn}∞n=1 tal
que, para cada n ∈ N, xn ∈ An y lim xn = x. Por hipótesis, An ⊂ Bn para
todo n ∈ N. Aśı xn ∈ Bn para todo n ∈ N. Luego, por (1), se obtiene que
x ∈ B. Aśı, A ⊂ B.

(3) Dado ε > 0 tomemos N ∈ N tal que H(A,An) < ε
2

y H(B,Bn) < ε
2

para todo n > N . Por la Proposición 1.44, se tiene que A ⊂ N( ε
2
, An),

An ⊂ N( ε
2
, A), B ⊂ N( ε

2
, Bn) y Bn ⊂ N( ε

2
, B), para todo n > N . De
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aqúı, y de la Proposición 1.45, se sigue que A ∪ B ⊂ N( ε
2
, A ∪ B) =

N( ε
2
, A)∪N( ε

2
, B) ⊂ N(ε, An)∪N(ε, Bn) = N(ε, An∪Bn), para todo n > N .

Es decir, A ∪B ⊂ N(ε, An ∪Bn) para todo n > N .

Similarmente se prueba que An∪Bn ⊂ N(ε, A∪B) para todo n > N . Por
la Proposición 1.44, se sigue que H(A ∪ B,An ∪ Bn) < ε para todo n > N .
Esto demuestra (3).

(4) Denotemos E =
∞⋂
n=1

An y tomemos ε > 0. Como E ⊂ An, se sigue

que E ⊂ N(ε, An), para todo n ∈ N.

Afirmamos que existe n ∈ N tal que An ⊂ N(ε, E). Para probar esto
suponemos lo contrario, aśı An − N(ε, E)) 6= ∅ para todo n ∈ N. Notemos
que para un conjunto finito {n1, . . . , nk} ⊂ N , si m = máx {n1, . . . , nk} en-

tonces
k⋂
i=1

(Ani
−N(ε, E)) = Am−N(ε, E) 6= ∅. Luego {An−N(ε, E) : n ∈ N}

es una colección de subconjuntos cerrados de X que tiene la propiedad de la

intersección finita. Como X es compacto, se sigue que
∞⋂
n=1

(An−N(ε, E)) 6= ∅.

Notamos que
∞⋂
n=1

(An − N(ε, E)) = E − N(ε, E). Aśı, E − N(ε, E) 6= ∅, es

decir, E * N(ε, E), lo cual es una contradicción. Esto prueba nuestra afir-
mación.

Tomemos N ∈ N tal que AN ⊂ N(ε, E). Por hipótesis se tiene que
An ⊂ AN para todo n ≥ N . Aśı, An ⊂ N(ε, E) para todo n ≥ N . Por
la Proposición 1.44, se sigue que H(E,An) < ε para todo n ≥ N . Aśı,
lim An = E. Esto demuestra (4).

1.47 Notación. Para un subcontinuo A de un continuo X, denotamos por
C(A,X) al conjunto de todos los subcontinuos de X que contienen a A; es
decir, C(A,X) = {B ∈ C(X) : A ⊂ B}. Si A consiste de un único punto,
digamos A = {p}, denotamos C(p,X), en lugar de C({p}, X).

1.48 Ejemplo. [1, Ejemplo 3.1] El hiperespacio C([0, 1]) del intervalo [0, 1]
es homeomorfo a un disco en el plano euclidiano. Para probar esto, dado
un subcontinuo A del intervalo [0, 1], observamos que existe un único par
de números a y b en [0, 1] tales que a ≤ b y A = [a, b]. Es decir A es un
subintervalo cerrado, o un punto, y está completamente determinado por sus
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puntos extremos a y b. Definimos h : C([0, 1]) → R2 como h(A) = (a, b),
para todo A ∈ C([0, 1]). Se puede demostrar que h es una función continua
e inyectiva.

Denotemos L = {(x, x) : x ∈ [0, 1]}, L0 = {0} × [0, 1] y L1 = [0, 1]× {1}.
Sea ∆ la región en el plano euclidiano acotada por los segmentos L, L0

y L1. Es decir, ∆ = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y ≤ 1}. Notemos que
h(C([0, 1])) = ∆, o sea que h es un homeomorfismo de C([0, 1]) sobre ∆.
Observemos que h(F1([0, 1])) = L, h(C(0, [0, 1])) = L0 y h(C(1, [0, 1])) = L1.
Sabemos que ∆ es un disco en el plano euclidiano. Además, si g : ∆ → D2

es un homeomorfismo, entonces g ◦ h : C([0, 1])→ D2 es un homeomorfismo
y g(h(F1([0, 1]) ∪ C(0, [0, 1]) ∪ C(1, [0, 1])) = S1.

1.49 Ejemplo. [1, Ejemplo 3.2] El hiperespacio C(S1) de la circunferencia
S1 es homeomorfo al disco canónico del plano euclidiano D2. Para probar
esto, dado un subcontinuo propio A de S1 (es decir A es un arco o un punto
en la circunferencia), denotamos por m(A) a su punto medio, y por l(A) a
su longitud. Notemos que si A es un punto, entonces m(A) = A y l(A) = 0.
Sea O = (0, 0) el punto central del disco D2. Definimos h : C(S1) → D2

como:

h(A) =

{
(1− l(A)

2π
)m(A), si A ∈ C(S1)− {S1},

O, si A = S1.

Se puede demostrar que h es una función continua e inyectiva y, en consecuen-
cia, un homeomorfismo de C(S1) sobre D2. Notemos que h(F1(S1)) = S1.

1.50 Ejemplo. [1, Ejemplo 3.3] En este ejemplo explicaremos que el hiperes-
pacio C(T ) del triodo simple T es homeomorfo a una 3-celda con tres 2-celdas
adjuntas. Para esto observemos que T = L1 ∪L2 ∪L3, donde L1 = [−1, 0]×
{0}, L2 = [0, 1]×{0} y L3 = {0}× [0, 1]. Denotemos v = (0, 0), el origen del
plano euclidiano. Notemos que C(T ) = C(v, T ) ∪ C(L1) ∪ C(L2) ∪ C(L3).

Para cada A ∈ C(v, T ), denotemos por ai a la longitud del subintervalo
A ∩ Li de Li, para cada i ∈ {1, 2, 3}. Notemos que A está completamente
determinado por estas tres longitudes, y 0 ≤ ai ≤ 1. Aśı, podemos estable-
cer una correspondencia biyectiva entre C(v, T ) y la 3-celda [0, 1]3; a saber,
h : C(v, T )→ [0, 1]3 definida por h(A) = (a1, a2, a3) para cada A ∈ C(v, T ).
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Se puede demostrar que h es una función continua, y por la tanto un home-
omorfismo de C(v, T ) sobre la 3-celda [0, 1]3.

Por otra parte, como cada Li es un arco, por el Ejemplo 1.48, sabemos que
cada C(Li) es una 2-celda de la forma ∆ = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y ≤ 1}.
Donde la colección de subcontinuos de Li que contienen al punto v, es
decir C(v, Li), se corresponde con la arista {0} × [0, 1]. Observemos que
C(v, T ) ∩ C(Li) = C(v, Li). Esto implica que cada una de las tres 2-
celdas debemos adjuntarla a la 3-celda [0, 1]3 por la arista correspondiente a
C(v, Li).

De esta manera se obtiene que C(T ) es homeomorfo a la 3-celda [0, 1]3 con
tres 2-celdas adjuntas. Notemos que en este modelo F1(T ) está representado
como la unión de las aristas de las tres 2-celdas que tienen a v como único
punto en común con la 3-celda [0, 1]3.

1.51 Notación. Para un subconjunto E de un continuo X, denotamos
C(E) = {A ∈ C(X) : A ⊂ E} y D(E) = {A ∈ C(X) : A ∩ E 6= ∅}.

1.52 Proposición. Para un subconjunto E de un continuo X se tiene que:

(1) Si E es cerrado, entonces C(E) y D(E) son conjuntos cerrados en C(X);
y

(2) Si E es abierto, entonces C(E) y D(E) son conjuntos abiertos en C(X).

Demostración. (1) Sean {An}∞n=1 una sucesión en C(E) y A ∈ C(X) tales
que lim An = A. Fijemos un punto x ∈ A. Por el inciso (1) del Teorema
1.46, existe una sucesión {xn}∞n=1 en X tal que lim xn = x y xn ∈ An para
todo n ∈ N. Como An ∈ C(E), se tiene que An ⊂ E, aśı xn ∈ E. Luego,
{xn}∞n=1 es una sucesión de puntos en E. Como E es cerrado, se sigue que
x ∈ E. Esto prueba que A ⊂ E. Es decir, A ∈ C(E). Esto demuestra que si
E es cerrado en X, entonces C(E) es cerrado en C(X).

A continuación probaremos que si E es cerrado en X, entonces D(E) es
cerrado en C(X). Para esto tomemos una sucesión {An}∞n=1 en D(E) y un
elemento A de C(X) tales que lim An = A. Como An ∈ D(E), se tiene que
An ∩E 6= ∅. Para cada n ∈ N, tomemos un punto xn ∈ An ∩E. Como X es
compacto existe una subsucesión {xnk

}∞k=1 de la sucesión {xn}∞n=1 y existe un
punto x ∈ X tales que lim xnk

= x. Como E es cerrado y xnk
∈ E para todo
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k ∈ N, se tiene que x ∈ E. Por otra parte, como lim Ank
= A y xnk

∈ Ank

para todo k ∈ N, por el inciso (1) del Teorema 1.46, se tiene que x ∈ A. Se
sigue que x ∈ A ∩ E. Aśı, A ∩ E 6= ∅. Es decir A ∈ D(E). Esto demuestra
que D(E) es cerrado, y concluye la prueba de (1).

(2) Si E es abierto entonces X −E es cerrado. Aśı, por (1), C(X −E) y
D(X −E) son cerrados en C(X). Notemos que C(E) = C(X)−D(X −E) y
D(E) = C(X)−C(X−E). Se sigue que C(E) y D(E) son abiertos en C(X).
Esto demuestra (2).

1.53 Definición. Sean A y B subcontinuos de un continuo X tales que
A ⊂ B y A 6= B. Un arco ordenado en C(X) desde A hasta B es una función
continua, α : [0, 1] → C(X), tal que α(0) = A, α(1) = B y α(s) ⊂ α(t) 6=
α(s), si 0 ≤ s < t ≤ 1.

1.54 Teorema. [1, Teorema 6.10], [5, (1.8) y (1.11)]. Para cualquier continuo
X, y cualesquiera subcontinuos, A y B, de X tales que A ⊂ B y A 6= B,
existe un arco ordenado en C(X) desde A hasta B.

1.55 Definición. Una función de Whitney para el hiperespacio C(X) de
un continuo X, es una función continua µ : C(X)→ [0, 1] tal que:

(1) si A,B ∈ C(X), A ⊂ B y A 6= B, entonces µ(A) < µ(B); y

(2) µ(F1(X)) = {0}.

1.56 Teorema. [1, Teorema 5.3], [3, Theorem 13.4]. Para cualquier continuo
X, existe una función de Whitney para el hiperespacio C(X).

1.57 Teorema. [5, (1.4)]. Si X es un continuo y Λ es un subcontinuo no
degenerado de C(X), entonces Λ es la imagen de un arco ordenado si y sólo
si para cualesquiera elementos A y B de Λ se tiene que A ⊂ B o B ⊂ A.

Demostración. Si Λ es la imagen de un arco ordenado, entonces la condición
de comparabilidad entre los elementos de Λ se tiene por la Definición 1.53.

Rećıprocamente, supongamos que cualesquiera dos elementos de Λ son
comparables por la inclusión de conjuntos. Por el Teorema 1.56 podemos
tomar una función de Whitney, µ : C(X) → [0, 1]. Denotemos por µ0 a
la restricción de µ a Λ. Notamos que si E y F son elementos de Λ, con
E 6= F , entonces, puesto que E ⊂ F o F ⊂ E, se tiene que µ0(E) < µ0(F ) o
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µ0(F ) < µ0(E). Esto significa que µ0 : Λ→ µ0(Λ) es una biyección continua
y, en consecuencia, es un homeomorfismo. Como Λ es no degenerado, se tiene
que µ0(Λ) es un intervalo (no degenerado) contenido en [0, 1]. Luego, existen
a, b ∈ [0, 1], con a < b, tales que µ0(Λ) = [a, b].

Tomemos el homeomorfismo h : [0, 1]→ [a, b] definido por h(t) = (b−a)t+
a para todo t ∈ [0, 1]. Definimos α : [0, 1] → C(X) como α(t) = µ−1

0 (h(t))
para todo t ∈ [0, 1]. Como h es un homeomorfismo del intervalo [0, 1] sobre
[a, b] y µ0 es un homeomorfismo del intervalo [a, b] sobre Λ, se tiene que α es
un homeomorfismo del intervalo [0, 1] sobre Λ.

Veamos que α es un arco ordenado en C(X). Sean s, t ∈ [0, 1], con s < t.
Como α es inyectiva, se tiene que α(s) 6= α(t). Como α([0, 1]) = Λ, se tiene
que α(s) y α(t) son elementos de Λ. Luego, α(s) ⊂ α(t) o α(t) ⊂ α(s)
(esto último es por la propiedad que Λ tiene por hipótesis). Notamos que
si α(t) ⊂ α(s), entonces µ0(α(t)) < µ0(α(s)). Luego, h(t) < h(s), es decir,
(b−a)t+a < (b−a)s+a. De aqúı, t < s. Esto demuestra que si s < t, entonces
α(s) ⊂ α(t) 6= α(s). Con esto, se concluye que α es un arco ordenado.

1.58 Proposición. Si P y Q son subconjuntos cerrados de un continuo X,
entonces existe un subcontinuo M de X tal que M ∩ P 6= ∅, M ∩ Q 6= ∅ y
para todo subcontinuo propio N de M se tiene que N ∩P = ∅ o N ∩Q = ∅.

Demostración. Denotemos L = {A ∈ C(X) : A ∩ P 6= ∅ y A ∩ Q 6= ∅}. Es
decir, L = D(P ) ∩ D(Q), véase la Notación 1.51. Por la Proposición 1.52,
se tiene que L es un subconjunto cerrado (y aśı compacto) de C(X). Por el
Teorema 1.56 podemos tomar una función de Whitney µ : C(X)→ [0, 1]. Por
continuidad, µ(L) es un subconjunto compacto del intervalo [0, 1]. Notemos
que X ∈ L. Aśı, µ(L) 6= ∅. Luego, existe un número t0 ∈ µ(L) tal que
t0 = mı́n µ(L). Sea M ∈ L tal que µ(M) = t0. Como M ∈ L, se tiene que
M ∩ P 6= ∅ y M ∩ Q 6= ∅. Observemos que si N es un subcontinuo propio
de M , entonces µ(N) < µ(M) = t0. Se sigue que µ(N) /∈ µ(L). Aśı, N /∈ L.
Luego, N ∩ P = ∅ o N ∩Q = ∅. Esto prueba la proposición.

1.59 Nota. Si M es como en la Proposición 1.58, decimos que M es un
subcontinuo de X irreducible entre P y Q.
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1.60 Proposición. Si X es una compactación del rayo [0,∞) con residuo
un continuo no degenerado Y , entonces Y es el ĺımite de una sucesión de
arcos en el rayo [0,∞).

Demostración. Para cada n ∈ N denotemos Xn = Y ∪ [n,∞) y tomemos
un arco ordenado αn : [0, 1]→ C(X) desde {n} hasta Xn, véase el Teorema
1.54. Fijemos una función de Whitney µ : C(X) → [0, 1], véase el Teo-
rema 1.56. Notemos que para cada n ∈ N, µ ◦ αn : [0, 1] → [0, 1] es una
función continua tal que µ ◦ αn(0) = µ({n}) = 0 y µ ◦ αn(1) = µ(Xn). Aśı,
µ ◦ αn(0) ≤ µ(Y ) < µ ◦ αn(1). Luego, por el teorema del valor intermedio,
para cada n ∈ N, existe tn ∈ [0, 1] tal que µ(αn(tn)) = µ(Y ).

Como cada αn es un arco ordenado tal que αn(0) = {n} y αn(1) = Xn,
se tiene que {n} ⊂ αn(tn) ⊂ Xn. Es decir, αn(tn) es un subcontinuo de Xn

tal que n ∈ αn(tn) Notemos que si αn(tn) ∩ Y 6= ∅ entonces αn(tn) = Xn,
y aśı µ(Xn) = µ(Y ). Esto es una contradicción ya que Y ⊂ Xn y Y 6= Xn.
Esto prueba que αn(tn) ∩ Y = ∅, es decir αn(tn) ⊂ [0,∞). Aśı, {αn(tn)}∞n=1

es una sucesión de arcos en el rayo [0,∞).

Como C(X) es compacto, existe una subsucesión {αnk
(tnk

)}∞k=1 de la
sucesión {αn(tn)}∞n=1 y existe un elemento Z ∈ C(X) tales que lim αnk

(tnk
) =

Z.

Probaremos que Z = Y . Para esto observemos que si z ∈ [0,∞), entonces
[0, z+1) es un conjunto abierto en X que contiene al punto z y que intersecta
a lo más a un número finito de elementos de la sucesión {αnk

(tnk
)}∞k=1. Aśı,

no existe una sucesión {zk}∞k=1 tal que lim zk = z y zk ∈ αnk
(tnk

) para todo
k ∈ N. Por el inciso (1) del Teorema 1.46, se sigue que z /∈ Z. Esto demues-
tra que [0,∞)∩Z = ∅. Luego, Z ⊂ Y . Por otra parte, como µ es una función
continua, se tiene que lim µ(αnk

(tnk
)) = µ(Z). En consecuencia, puesto que

µ(αnk
(tnk

)) = µ(Y ) para todo k ∈ N, se obtiene que µ(Z) = µ(Y ). Como µ
es una función de Whitney, se concluye que Z = Y .

Con lo anterior hemos demostrado que Y es el ĺımite de una sucesión de
arcos en el rayo [0,∞).

1.61 Teorema. [5, (0.49)]. Para cualquier función continua entre continuos,
f : X → Y , la función inducida a los hiperespacios, f̂ : C(X) → C(Y ),
definida por f̂(A) = f(A), para cada A ∈ C(X), es una función continua.
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1.62 Teorema. [5, (1.49)]. Si Λ es un subcontinuo del hiperespacio C(X)
de un continuo X, entonces

⋃
Λ es un subcontinuo de X.

1.63 Teorema. [5, (1.48) y (1.49)]. Para cualquier continuo X, la función
unión, U : C(C(X)) → C(X), definida por U(Λ) =

⋃
Λ, para cada Λ ∈

C(C(X)), es una función continua.

1.64 Teorema. [3, 19.8], [5, (1.17)]. Para cualquier continuo X, el hiperes-
pacio C(X) es unicoherente.

1.65 Teorema. [5, (1.93)]. Un continuo X es localmente conexo si y sólo si
el hiperespacio C(X) es localmente conexo.

1.66 Definición. Un continuo X es un continuo de Kelley si para cada punto
x en X, para cada subcontinuo A de X, y para cada sucesión {xn}∞n=1 en
X, tales que x ∈ A y lim xn = x, existe una sucesión de subcontinuos de X
{An}∞n=1 tal que, para cada n ∈ N, xn ∈ An y lim An = A.

Para el siguiente resultado incluimos la noción de homogeneidad, para los
otros conceptos involucrados véanse las Definiciones 1.5 y1.12.

1.67 Definición. Un continuo X es homogéneo si para cualesquiera dos de
sus puntos p y q existe un homeomorfismo h : X → X tal que h(p) = q.

1.68 Teorema. [5, (16.11), (16.26) y (16.27)]. Si X es un continuo local-
mente conexo, homogéneo o hereditariamente indescomponible, entonces X
es un continuo de Kelley.

1.69 Definición. Un subcontinuo no degenerado A de un continuo X, es un
continuo de convergencia en X si existe una sucesión {An}∞n=1 en C(X) tal
que lim An = A, A ∩ An = ∅ y An ∩ Am = ∅ para cualesquiera n,m ∈ N.

1.70 Teorema. [6, 5.12]. Si X es un continuo que no es conexo en pequeño
en un punto p ∈ X, entonces X contiene un continuo de convergencia A tal
que p ∈ A y, para todo punto x ∈ A, X no es conexo en pequeño en x.

1.71 Definición. [3, 35.1]. Un continuo X es absolutamente C∗-suave si
para cada continuo, Z, que contiene a X, la función C∗ : C(Z)→ C(C(Z)),
definida por C∗(A) = C(A), para todo A ∈ C(Z), es continua en X.
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1.72 Nota. Si X es un continuo absolutamente C∗-suave y Z es un con-
tinuo que contiene a X, entonces para cada sucesión, {Xn}∞n=1, en C(Z) tal
que lim Xn = X, se tiene que la sucesión {C(Xn)}∞n=1 converge a C(X) en
C(C(Z)). Por el inciso (1) del Teorema 1.46, esto significa que para cada
A ∈ C(X) existe una sucesión {An}∞n=1 tal que lim An = A y, An ∈ C(Xn)
para cada n ∈ N.

1.73 Definición. Una función continua entre continuos, f : X → Y , es
débilmente confluente si para cada subcontinuo B de Y , existe una compo-
nente C de f−1(B) tal que f(C) = B.

1.74 Definición. Un continuo X pertenece a la Clase (W ) si para todo
continuo Z, y para toda función continua y supayectiva f : Z → X, se tiene
que f es débilmente confluente.

1.75 Proposición. Todo arco pertenece a la Clase (W ).

Demostración. Sea X un arco con puntos extremos p y q. Supongamos que
Z es un continuo, que f : Z → X es una función continua y suprayectiva, y
que f no es débilmente confluente. Entonces podemos elegir un subcontinuo
B de X tal que para toda componente C de f−1(B) se tiene que f(C) 6= B.
Por esta condición se tiene que B no es degenerado. Aśı, B es un subarco
del arco X. Denotemos B = ab, de modo que X = pa ∪ ab ∪ bq.

Observamos que si C es una componente de f−1(B) tal que f−1(a)∩C 6= ∅
y f−1(b) ∩ C 6= ∅, entonces a y b pertenecen a f(C). Se tiene que f(C) es
un subcontinuo del arco B que contiene a los puntos extremos de éste, aśı
f(C) = B. Esto contradice la elección de B, y demuestra que para toda
componente C de f−1(B) se tiene que f−1(a) ∩ C = ∅ o f−1(b) ∩ C = ∅.
Por el Teorema 1.19, se sigue que existen conjuntos cerrados en f−1(B), y
aśı cerrados en Z, tales que f−1(B) = H ∪ K, f−1(a) ⊂ H, f−1(b) ⊂ K y
H ∩K = ∅.

Denotemos L = f−1(pa) ∪ H y M = f−1(bq) ∪ K. Notemos que L y
M son conjuntos cerrados, no vaćıos, en Z y que Z = L ∪ M . Además,
L ∩M = (f−1(pa) ∪H) ∩ (f−1(bq) ∪K) = (f−1(pa) ∩K) ∪ (H ∩ f−1(bq)).
Luego, como H y K están contenidos en f−1(ab), se obtiene que L ∩M ⊂
(f−1(pa)∩f−1(ab))∪(f−1(ab)∩f−1(bq)) = f−1(a)∩f−1(b) = ∅. En resumen,
Z es la unión de los conjuntos L y M , y estos conjuntos son cerrados en Z,
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no vaćıos y disjuntos. Esto contradice la conexidad de Z. Esta contradicción
demuestra que el arco X pertenece a la Clase (W ).

1.76 Teorema. [3, p. 254] Un continuo X es absolutamente C∗-suave si y
sólo si X pertenece a la Clase (W ).

El corolario que sigue es una consecuencia directa de la Proposición 1.75
y del Teorema 1.76.

1.77 Corolario. Todo arco es un continuo absolutamente C∗-suave.

1.3 Semifronteras en hiperespacios

1.78 Definición. [2]. Para un subcontinuo propio, A, de un continuo X,
la semifrontera de C(A) en C(X), denotada por SB(A), es el conjunto de
todos los elementos, B, de C(A), para los cuales existe una función continua,
α : [0, 1] → C(X), tal que α(0) = B y α(t) ∈ C(X) − C(A) para todo
t ∈ (0, 1].

1.79 Teorema. [2, Theorem 1.2]. Para todo continuo X y para todo sub-
continuo propio, A, de X se cumple que:

(1) B ∈ SB(A) si y sólo si B ∈ C(A) y existe un arco ordenado, β en
C(X), tal que β(0) = B y β(t) * A para todo t ∈ (0, 1];

(2) Si B y D son elementos de C(A) tales que B ⊂ D y B ∈ SB(A),
entonces D ∈ SB(A);

(3) SB(A) ⊂ Fr(C(A)); y

(4) Si B y D son elementos de C(X) tales que B − D 6= ∅ y E es una
componente de B ∩D, entonces E ∈ SB(D).

Demostración. (1) Supongamos que B ∈ SB(A) y tomemos una función con-
tinua α : [0, 1]→ C(X) tal que α(0) = B y α(t) * A, si 0 < t ≤ 1. Notemos
que, por el Teorema 1.62, para cada t ∈ [0, 1],

⋃
α([0, t]) es un subcontinuo

de X. De modo que podemos tomar la función γ : [0, 1]→ C(X) definida por
γ(t) =

⋃
α([0, t]) para cada t ∈ [0, 1]. Observamos que γ = U ◦ α̂ ◦ i, donde

i : [0, 1] → C([0, 1]) es el encaje dado por i(t) = [0, t], para cada t ∈ [0, 1];
α̂ : C([0, 1]) → C(C(X)) es la función inducida por α, véase el Teorema
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1.61; y U : C(C(X)) → C(X) es la función unión, véase el Teorema 1.63.
Puesto que estas tres funciones son continuas, se tiene que γ es una función
continua. Denotemos Λ = γ([0, 1]). Tenemos que Λ es un subcontinuo no
degenerado de C(X) y, para cualesquiera elementos E y F de Λ, se tiene
que E ⊂ F o F ⊂ E. Luego, por el Teorema 1.57, existe un arco ordenado
β : [0, 1] → C(X) tal que β([0, 1]) = Λ. Notamos que β([0, 1]) = γ([0, 1]),
luego β(0) ∈ γ([0, 1]) y γ(0) ∈ β([0, 1]). Por esto existen números s y t
en [0, 1] tales que β(0) = γ(s) y γ(0) = β(t). Como γ(0) ⊂ γ(s), se sigue
que β(t) ⊂ β(0). Como β es un arco ordenado, se obtiene que t = 0. Es
decir γ(0) = β(0). Como γ(0) = α(0) = B, se tiene que β(0) = B. Por
otra parte, si 0 < t ≤ 1, se tiene que β(t) ∈ γ([0, 1]), luego existe r ∈ [0, 1]
tal que β(t) = γ(r). Notamos que r > 0 (ya que γ(0) = β(0) 6= β(t) si
t > 0), además, α(r) ⊂ γ(r) y α(r) * A. Se concluye que β(t) * A si
0 < t ≤ 1. Esto demuestra que la condición dada en (1) es necesaria para
que B ∈ SB(A). El hecho de que esta condición también es suficiente se
tiene directamente de la definición de semifrontera.

(2) Sean B y D elementos de C(A) tales que B ⊂ D y B ∈ SB(A).
Tomemos una función continua, α : [0, 1] → C(X), tal que α(0) = B y
α(t) * A si 0 < t ≤ 1. Definimos β : [0, 1] → C(X) por β(t) = α(t) ∪ D,
para todo t ∈ [0, 1]. Por el inciso (2) del Teorema 1.46, se tiene que β es una
función continua. Es claro que β(0) = D y puesto que α(t) * A si 0 < t ≤ 1,
β(t) * A si 0 < t ≤ 1. Aśı, D ∈ SB(A).

(3) Sean B ∈ SB(A) y α : [0, 1] → C(X) una función continua tal que
α(0) = B y α(t) * A si 0 < t ≤ 1. Se tiene que {α( 1

n
)}∞n=1 es una sucesión

en C(X)− C(A) que converge a B. Aśı, B ∈ Fr(C(A)).

(4) Como B − D 6= ∅ y E ⊂ B ∩ D, se tiene que E es un subcontinuo
propio de B. Aśı, por el Teorema 1.54, podemos tomar un arco ordenado
α : [0, 1] → C(X) desde E hasta B. Notemos que, para cada t ∈ (0, 1]
E ⊂ α(t) 6= E y α(t) ⊂ B. Como E es una componente de B ∩D, se sigue
que α(t) * D. Esto prueba que E ∈ SB(D).

1.80 Teorema. [2, Theorem 1.3]. Sean A un subcontinuo propio de un
continuo X y B un subcontinuo de A. Si {Bn}∞n=1 es una sucesión en C(X)
tal que lim Bn = B, entonces cada una de las siguientes condiciones implica
que B ∈ SB(A):
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(1) Para cada n ∈ N, Bn no está contenido en A y Bn+1 ⊂ Bn;

(2) Para cada n ∈ N, Bn no está contenido en A y Bn ∩B 6= ∅; y

(3) Para cada n ∈ N, Bn ∈ SB(A) y Bn ∩B 6= ∅.

Demostración. (1) Como B ⊂ A y Bn * A, B 6= Bn. Aśı, podemos suponer
que, para todo n ∈ N, Bn 6= Bn+1. Para cada n ∈ N, tomamos un arco
ordenado αn en C(X) desde Bn+1 hasta Bn, véase el Teorema 1.54. Usando
un homeomorfismo creciente entre los intervalos [0, 1] y [ 1

n+1
, 1
n
], podemos

suponer que el dominio de definición de αn es el intervalo [ 1
n+1

, 1
n
] y que

αn( 1
n+1

) = Bn+1 y αn( 1
n
) = Bn.

Definamos α : [0, 1] → C(X) como α(0) = B y α(t) = αn(t) si t ∈
[ 1
n+1

, 1
n
]. Notemos que si t ∈ [ 1

n+1
, 1
n
], entonces Bn+1 ⊂ αn(t), por lo cual

αn(t) * A. Se sigue que α(t) * A si t > 0. De este modo, para concluir que
B ∈ SB(A), sólo resta justificar que α es una función continua. En lo que
sigue hacemos esto.

Tomemos un número t y una sucesión {tn}∞n=1 en el intervalo [0, 1] tales
que lim tn = t. Consideramos dos casos:

(a) t 6= 0.

En este caso existe m ∈ N tal que 1
m+1

< t ≤ 1
m

; y consideramos dos
subcasos:

(a.1) m = 1.

En este subcaso se tiene que 1
2
< t ≤ 1 y el intervalo (1

2
, 1] es un conjunto

abierto en [0, 1] tal que t ∈ (1
2
, 1], por lo que existe N ∈ N tal que tn ∈ (1

2
, 1]

para todo n ≥ N . Tenemos que α1 es una función continua definida en [1
2
, 1],

por lo que lim α1(tn) = α1(t). Como α1(t) = α(t) y α1(tn) = α(tn). Se sigue
que lim α(tn) = α(t).

(a.2) m ≥ 2.
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En este subcaso el intervalo ( 1
m+1

, 1
m−1

) es un conjunto abierto en [0, 1]

que tiene al número t, por lo que existe N ∈ N tal que tn ∈ ( 1
m+1

, 1
m−1

) para

todo n ≥ N . Tomamos la función h : [ 1
m+1

, 1
m−1

]→ C(X) definida por

h(x) =

{
αm(x) si 1

m+1
≤ x ≤ 1

m
,

αm−1(x) si 1
m
≤ x ≤ 1

m−1
.

Notamos que h es una función continua, por lo cual lim h(tn) = h(t).
Como h(t) = α(t) y h(tn) = α(tn) si n ≥ N , se sigue que lim α(tn) = α(t).

(b) t = 0.

En este caso podemos suponer que 0 < tn+1 < tn. Para cada n ∈ N existe
kn ∈ N tal que 1

kn+1
≤ tn ≤ 1

kn
. Se tiene que α(tn) = αkn(tn) para cada

n ∈ N. En consecuencia, Bkn+1 ⊂ α(tn) ⊂ Bkn para cada n ∈ N. Como
lim Bkn+1 = B y lim Bkn = B, se sigue que lim α(tn) = B, véase el inciso
(2) del Teorema 1.46. Puesto que B = α(0), se obtiene que lim α(tn) = α(0).

Los argumentos expuestos en los casos (a) y (b) demuestran que α es una
función continua. Con esto el inciso (1) está demostrado.

(2) Para cada m ∈ N, denotemos Cm = {B}∪(
∞⋃
n=m

Bn). Como B∩Bn 6= ∅

para cada n ∈ N, se tiene que Cm es conexo para cada m ∈ N. Veamos que
Cm es cerrado. Para esto tomemos una sucesión {xk}∞k=1 en Cm y un punto
x ∈ X tales que lim xk = x. Si existe una subsucesión {xkj}∞j=1 tal que
xkj ∈ B para todo j ∈ N, como B es cerrado y lim xkj = x, se sigue que
x ∈ B, aśı x ∈ Cm. Similarmente, si existe n ∈ N y una subsucesión {xkj}∞j=1

tal que xkj ∈ Bn para todo j ∈ N se obtiene que x ∈ Bn, aśı x ∈ Cm. Luego,
podemos suponer que para cada k ∈ N, existe nk ≥ m tal que xk ∈ Bnk

,
donde nk 6= nk′ si k 6= k′. Como lim Bnk

= B, por el inciso (1) del Teorema
1.46, se sigue que x ∈ B, aśı x ∈ Cm. Esto prueba que cada Cm es un
conjunto cerrado en X.

Por lo anterior, se tiene que {Cm}∞m=1 es una sucesión en C(X). Como
Bm ⊂ Cm y Bm * A, notamos que Cm * A. Además, por la definición de
Cm, es claro que Cm+1 ⊂ Cm.
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Vamos a demostrar que lim Cm = B. Para esto fijemos ε > 0. Como
lim Bn = B, existe N ∈ N tal que H(B,Bn) < ε para todo n ≥ N .
Por la Proposición 1.44, se tiene que B ⊂ N(ε, Bn) y Bn ⊂ N(ε, B) para
todo n ≥ N . Como Bm ⊂ Cm se tiene que N(ε, Bm) ⊂ N(ε, Cm), luego
B ⊂ N(ε, Cm) para todo m ≥ N . Además, si m ≥ N , entonces Cm ⊂ CN =

B ∪ (
∞⋃
n=N

Bn) ⊂ N(ε, B). De aqúı, por la Proposición 1.44, se sigue que

H(B,Cm) < ε para todo m ≥ N . Esto prueba que lim Cm = B.

Con lo anterior se tiene que {Cm}∞m=1 es una sucesión que satisface las
hipótesis del inciso (1) de este teorema. Esto demuestra el inciso (2).

(3) Por el inciso (1) del Teorema 1.79, para cada n ∈ N podemos tomar
un arco ordenado αn : [0, 1] → C(X) tal que αn(0) = Bn y αn(t) * A
para todo t ∈ (0, 1]. Como αn es una función continua, podemos tomar
un número tn > 0 tal que H(Bn, αn(tn)) < 1

n
para cada n ∈ N. Note-

mos que H(B,αn(tn)) ≤ H(B,Bn) +H(Bn, αn(tn)) < H(B,Bn) + 1
n
. Como

lim Bn = B, se obtiene que lim αn(tn) = B.

Como tn > 0, se tiene que αn(tn) * A. Como αn es un arco ordenado
que empieza en Bn, se tiene que Bn ⊂ αn(tn). Luego, como Bn ∩ B 6= ∅, se
sigue que αn(tn) ∩B 6= ∅.

Con lo anterior se tiene que {αn(tn)}∞n=1 es una sucesión que satisface las
hipótesis del inciso (2) de este teorema. Esto prueba el inciso (3).
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Caṕıtulo 2

Resultados generales

En este caṕıtulo exponemos las propiedades más elementales que tienen las
fronteras de los hiperespacios. Concretamente, probamos que si A es un
subconjunto propio y no degenerado de un continuo X, entonces la frontera
de C(A) en C(X) es un subcontinuo arco conexo y no degenerado, de C(A);
más aún, demostramos la existencia de arcos ordenados en Fr(C(A)).

2.1 Hechos básicos

Recordemos que si A es un subcontinuo de un continuo X, la frontera de
C(A) en C(X) es denotada por Fr(C(A)), y es definida como:

Fr(C(A)) = C(A) ∩ clC(X)(C(X)− C(A)).

2.1 Proposición. Para todo subcontinuo propio A de un continuo X se
cumple lo que sigue:

(1) B ∈ Fr(C(A)) si y sólo si B ∈ C(A) y existe una sucesión, {Bn}∞n=1,
en C(X)− C(A) tal que lim Bn = B;

(2) F1(Fr(A)) ⊂ Fr(C(A)); y

(3) A ∈ Fr(C(A)).
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Demostración. (1) B ∈ Fr(C(A)) si y sólo si B ∈ C(A) y B ∈ C(X)− C(A),
o equivalentemente, B ∈ C(A) y B es el ĺımite de una sucesión en C(X) −
C(A). Esto prueba (1).

(2) Sea x ∈ Fr(A). Tomemos una sucesión {xn}∞n=1 en X − A tal que
lim xn = x. Se tiene que {x} ∈ C(A) y {{xn}}∞n=1 es una sucesión en
C(X)−C(A) tal que lim {xn} = {x}. Por (1), se sigue que {x} ∈ Fr(C(A)).
Esto prueba (2).

(3) Tomemos un arco ordenado α : [0, 1] → C(X) desde A hasta X. Se
tiene que α(0) = A y A está contenido propiamente en α( 1

n
) para cada n ∈ N.

Aśı, {α( 1
n
)}∞n=1 es una sucesión en C(X)−C(A). Además, por la continuidad

de α, lim α( 1
n
) = A. Por (1), se sigue que A ∈ Fr(C(A)).

2.2 Teorema. Si A es un subcontinuo propio y no degenerado de un continuo
X, entonces Fr(C(A)) es un subcontinuo no degenerado de C(A).

Demostración. Por el inciso (3) de la Proposición 2.1, se tiene que A ∈
Fr(C(A)), aśı Fr(C(A)) 6= ∅. Por otra parte, por definición de frontera, se
tiene que Fr(C(A)) es un subconjunto cerrado, y aśı compacto, de C(A).

Veremos que C(X) − C(A) es conexo. Para justificar esto fijemos un
elemento B en C(X)−C(A) tal que B 6= X, y un arco ordenado α : [0, 1]→
C(X) desde B hasta X. Como B * A y B ⊂ α(t), para todo t ∈ [0, 1], se
tiene que α(t) * A, para todo t ∈ [0, 1]. Se sigue que α([0, 1]) es un arco en
C(X)− C(A) que contiene a B y a X. Aśı, C(X)− C(A) es conexo.

Con lo anterior, notamos que C(A) y C(X)− C(A) son subcontinuos
de C(X) cuya unión es C(X). Puesto que C(X) es unicoherente (véase el
Teorema 1.64), se sigue que Fr(C(A)) es conexo. Con esto se obtiene que
Fr(C(A)) es un continuo.

Finalmente, como A es un subcontinuo propio de X, Fr(A) 6= ∅. Fijemos
un punto x ∈ Fr(A). Como A es no degenerado, se tiene que {x} 6= A . Por
los incisos (2) y (3) de la Proposición 2.1, se tiene que {x} y A pertenecen a
Fr(C(A)). Se concluye que Fr(C(A)) es un subcontinuo no degenerado de
C(A).
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El resultado que sigue dice que, para cualquier subcontinuo propio, A, de
un continuo X, los elementos de la frontera de C(A) intersectan a la frontera
de A en X.

2.3 Teorema. Si A es un subcontinuo propio de un continuo X, entonces
Fr(C(A)) ⊂ {B ∈ C(A) : B ∩ Fr(A) 6= ∅}.

Demostración. Si B ∈ C(A) y B ∩ Fr(A) = ∅, entonces B ⊂ int(A). Por
la Proposición 1.52 (2), se tiene que C(int(A)) es un conjunto abierto en
C(X). Además, B ∈ C(int(A)) ⊂ C(A). Aśı, B ∈ intC(X)(C(A)), por lo
cual B /∈ Fr(C(A)).

A continuación damos un ejemplo que muestra que la inclusión obtenida
en el teorema previo puede ser propia.

2.4 Ejemplo. Para cada n ∈ N, denotemos por Ln al segmento de recta en el
plano euclidiano que tiene como extremos a los puntos (0, 0) y (1, 1

n
); y por L0

al que tiene como extremos a los puntos (0, 0) y (1, 0). Definimos Y =
∞⋃
n=0

Ln.

Es claro que Y es un subcontinuo de R2. Este continuo es conocido como el
abanico armónico. Denotemos por B al segmento que tiene como extremos a
los puntos (1, 0) y (2, 0). Sea X = Y ∪B. Este continuo X es conocido como
el abanico armónico con arco ĺımite alargado. Sea A = L0∪B. Se tiene que A
es un subcontinuo propio de X, B ∈ C(A), B ∩Fr(A) 6= ∅ y B /∈ Fr(C(A)),
esto último se debe a que no existe una sucesión en C(X)−C(A) convergente
a B.

2.5 Teorema. Si A es un subcontinuo propio localmente conexo de un con-
tinuo X y Fr(A) es un conjunto totalmente disconexo, entonces Fr(C(A)) =
{B ∈ C(A) : B ∩ Fr(A) 6= ∅}.

Demostración. Por el Teorema 2.3, basta probar que los subcontinuos de
A que intersectan a Fr(A) pertenecen a Fr(C(A)). Para esto tomemos
B ∈ C(A) tal que B ∩ Fr(A) 6= ∅. Fijemos un punto p ∈ B ∩ Fr(A).

Probaremos que existe una sucesión {An}∞n=1 en C(X) tal que lim An =
{p}, p ∈ An y An * A para todo n ∈ N. Para esto consideramos dos casos:
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(1) X es conexo en pequeño en p; y

(2) X no es conexo en pequeño en p.

En el caso (1), para cada n ∈ N existe An ∈ C(X) tal que p ∈ int(An) y
An ⊂ B(p, 1

n
). Como p ∈ Fr(A), se tiene que int(An) ∩ (X − A) 6= ∅. Aśı,

{An}∞n=1 es una sucesión en C(X) tal que lim An = {p}, p ∈ An y An * A
para todo n ∈ N.

En el caso (2), primero veamos que X es localmente conexo en cada punto
de A − Fr(A). Para ver esto sean x ∈ A − Fr(A) y U un conjunto abierto
en X tal que x ∈ U . Como x /∈ Fr(A), se tiene que x ∈ int(A). Como
A es localmente conexo e int(A) ∩ U es un conjunto abierto en A que con-
tiene al punto x, existe un conjunto abierto V en A tal que V es conexo y
x ∈ V ⊂ int(A)∩U . Como int(A)∩U es un conjunto abierto en X, se sigue
que V es abierto en X. Esto prueba que X es localmente conexo en cada
punto de A− Fr(A).

Por otra parte, en este caso (2), por el Teorema 1.70, podemos tomar
un subcontinuo no degenerado, K, de X tal que p ∈ K y X no es conexo
en pequeño en cada punto de K. Por la Observación 1.7, se tiene que X no
es localmente conexo en cada punto de K. Se sigue que K∩(A−Fr(A)) = ∅.

Por el Teorema 1.54, podemos tomar un arco ordenado α : [0, 1]→ C(X)
desde {p} hasta K. Denotemos An = α( 1

n
) para cada n ∈ N. Como An ⊂ K,

se tiene que An ∩ (A − Fr(A)) = ∅. Como An es no degenerado y Fr(A)
es totalmente disconexo, se tiene que An * Fr(A) para todo n ∈ N. Aśı,
{An}∞n=1 es una sucesión en C(X) tal que lim An = {p}, p ∈ An y An * A
para todo n ∈ N.

Denotemos Bn = B ∪ An para cada n ∈ N. Como p ∈ B ∩ An, se tiene
que Bn es un subcontinuo de X. Como An * A, se tiene que Bn * A. Como
lim An = {p}, por el inciso (2) del Teorema 1.46, se tiene que lim Bn = B.
Luego, por el inciso (2) del Teorema 1.80, se obtiene que B ∈ SB(A). Con
esto, y el inciso (3) del Teorema 1.79, se concluye que B ∈ Fr(C(A)).

Si A es un arco en un continuo X con puntos extremos p y q, decimos que
A es un arco libre en X si A − {p, q} es un conjunto abierto en X. Usamos
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esta noción en el corolario que sigue.

2.6 Corolario. Si A es un arco libre propiamente contenido en un continuo
X, entonces Fr(C(A)) = {B ∈ C(A) : B ∩ Fr(A) 6= ∅}.

Demostración. Sean p y q los puntos extremos del arco A. Como A− {p, q}
es un conjunto abierto en X y está contenido en A, se tiene que Fr(A) ⊂
{p, q}. Aśı, A satisface las hipótesis del Teorema 2.5, por lo cual se obtiene
la conclusión.

Los resultados que siguen aseguran que en la clase de los continuos de Ke-
lley (Definición 1.66), y en cierta clase de compactaciones del rayo (Definición
1.37), la inclusión obtenida en el Teorema 2.3 es de hecho una igualdad.

2.7 Teorema. SiX es un continuo de Kelley, entonces para todo subcontinuo
propio, A, de X, se tiene que Fr(C(A)) = {B ∈ C(A) : B ∩ FrX(A) 6= ∅}.

Demostración. Tomemos un subcontinuo propio, A, de un continuo de Ke-
lley, X. Por el Teorema 2.3, basta demostrar que los elementos de C(A)
que intersectan a la frontera de A en X pertenecen a la frontera de C(A) en
C(X). Tomemos un elemento B de C(A) tal que B ∩ Fr(A) 6= ∅. Fijemos
un punto x ∈ B ∩ Fr(A). Tomemos una sucesión de puntos en X − A,
{xn}∞n=1 tal que lim xn = x. Por la hipótesis sobre X, existe una sucesión
de subcontinuos de X, digamos {Bn}∞n=1, tal que, para cada n ∈ N, xn ∈ Bn

y lim Bn = B. Como xn /∈ A, se tiene que Bn * A. Aśı, {Bn}∞n=1 es una
sucesión en C(X)−C(A) que converge a B. Por el inciso (1) de la Proposición
2.1, se concluye que B ∈ Fr(C(A)).

El corolario que sigue se obtiene directamente de los Teoremas 1.68 y 2.7.

2.8 Corolario. Si X es un continuo localmente conexo, homogéneo, o here-
ditariamente indescomponible, entonces Fr(C(A)) = {B ∈ C(A) : B ∩
FrX(A) 6= ∅}.

2.9 Teorema. Si X es una compactación del rayo [0,∞), donde el residuo
Y es un continuo absolutamente C∗-suave, entonces para cada subcontinuo
propio, A, de X, se tiene que Fr(C(A)) = {B ∈ C(A) : B ∩ Fr(A) 6= ∅}.
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Demostración. Tomemos un subcontinuo propio, A, de una compactación,
X, del rayo [0,∞), con residuo un continuo absolutamente C∗-suave, Y .
Tomemos un elemento B de C(A) tal que B ∩ Fr(A) 6= ∅. En lo que sigue
consideramos tres casos:

(1) A es un arco en [0,∞);

(2) A ∩ Y 6= ∅ y A ∩ [0,∞) 6= ∅; y

(3) A ⊂ Y .

En el caso (1), se tiene que A es un arco libre en X y la conclusión se
obtiene por el Corolario 2.6.

En el caso (2), existe un punto p ∈ (0,∞) tal que A = Y ∪[p,∞). Además,
Fr(A) = {p}. Luego, como B ∩ Fr(A) 6= ∅, se tiene que p ∈ B. Tomemos
una sucesión {pn}∞n=1 en [0, p) tal que lim pn = p. Denotemos Bn = B∪[pn, p]
para cada n ∈ N. Observemos que {Bn}∞n=1 es una sucesión en C(X)−C(A)
que converge a B. Aśı, B ∈ Fr(C(A)).

En el caso (3), por la Proposición 1.60 podemos tomar una sucesión de
arcos en el rayo [0,∞), {Yn}∞n=1, tal que lim Yn = Y . Como Y es absoluta-
mente C∗-suave, se tiene que lim C(Yn) = C(Y ). Luego, como B ∈ C(Y ),
por el inciso (1) del Teorema 1.46, existe una sucesión {Bn}∞n=1 tal que
lim Bn = B y Bn ∈ C(Yn) para todo n ∈ N. Como Bn ⊂ Yn, A ⊂ Y y
Yn ∩ Y = ∅, se tiene que A ∩ Bn = ∅. Es decir, {Bn}∞n=1 es una sucesión en
C(X) − C(A) convergente a B. Por el inciso (1) de la Proposición 2.1, se
obtiene que B ∈ Fr(C(A)).

Hemos demostrado que {B ∈ C(A) : B ∩ Fr(A) 6= ∅} ⊂ Fr(C(A)). Aśı,
por el Teorema 2.3, se concluye la igualdad mencionada.

Considerando las clases de continuos abarcadas en los Teoremas 2.7 y 2.9,
nos parece interesante plantear el problema que sigue.

2.10 Problema. Caracterizar a todos los continuos, X, para los cuales se
cumple que Fr(C(A)) = {B ∈ C(A) : B ∩ Fr(A) 6= ∅}, para todo subcon-
tinuo propio, A, de X.
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2.2 Arco conexidad

En esta sección demostramos la existencia de arcos ordenados en las fronteras
de los hiperespacios. Como consecuencia obtenemos que para todo subcon-
tinuo propio A de un continuo X la frontera de C(A) en C(X) es un continuo
arcoconexo y localmente conexo en el elemento A.

2.11 Teorema. Para todo continuo X, para todo subcontinuo propio, A,
de X y para todo elemento, B, de Fr(C(A)), diferente de A, existe un arco
ordenado en Fr(C(A)) desde B hasta A.

Demostración. Fijemos un elemento B ∈ Fr(C(A)) − {A}. Tomemos una
sucesión {Bn}∞n=1 en C(X) − C(A), tal que lim Bn = B (véase el inciso (1)
de la Proposición 2.1). Como A 6= X, se tiene que B 6= X. Luego, podemos
suponer que Bn 6= X para todo n ∈ N. Por el Teorema 1.54, para cada
n ∈ N, podemos tomar un arco ordenado αn : [0, 1]→ C(X) desde Bn hasta
X. Denotemos Λn = αn([0, 1]) para cada n ∈ N. Notemos que cada Λn es
un subcontinuo de C(X). Es decir, {Λn}∞n=1 es una sucesión de elementos de
C(C(X)). Como este hiperespacio es compacto, podemos suponer que existe
Λ ∈ C(C(X)) tal que lim Λn = Λ.

Como Bn y X pertenecen a Λn, por el inciso (1) del Teorema 1.46, se
sigue que B y X pertenecen a Λ. Se tiene que Λ es un subcontinuo no dege-
nerado de C(X). Por otra parte, si E y F son elementos de Λ, por el inciso
(1) del Teorema 1.46, existen sucesiones {tn}∞n=1 y {sn}∞n=1 en el intervalo
[0, 1] tales que lim αn(tn) = E y lim αn(sn) = F . Como cada αn es un arco
ordenado, se tiene que αn(tn) ⊂ αn(sn) o αn(sn) ⊂ αn(tn), para cada n ∈ N.
Notamos que una de estas dos condiciones ocurre para todos los elementos de
un subconjunto infinito de N, aśı, por el inciso (2) del Teorema 1.46, se tiene
que E ⊂ F o F ⊂ E. Luego, por el Teorema 1.57, existe un arco ordenado
α : [0, 1]→ C(X) tal que α([0, 1]) = Λ.

De modo que lim αn([0, 1]) = α([0, 1]). Notemos que para cada r ∈ [0, 1]
existe una sucesión {rn}∞n=1 en el intervalo [0, 1] tal que lim αn(rn) = α(r).
Como cada αn es un arco ordenado desde Bn hasta X, se tiene que Bn ⊂
αn(rn) ⊂ X para todo n ∈ N. Por el inciso (2) del Teorema 1.46, se sigue
que B ⊂ α(r) ⊂ X para todo r ∈ [0, 1]. Aśı, α es un arco ordenado en C(X)
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desde B hasta X.

Denotemos t0 = sup {t ∈ [0, 1] : α(t) ⊂ A}. Observemos que {t ∈
[0, 1] : α(t) ⊂ A} = α−1(C(A)), que es un conjunto cerrado en [0, 1]. Aśı,
t0 ∈ α−1(C(A)). Luego, α(t0) ⊂ A. Como α es un arco ordenado, para cada
t ∈ [0, t0] se tiene que α(t) ⊂ α(t0) y, en consecuencia, α(t) ⊂ A. Es decir,
α(t) ∈ C(A) para todo t ∈ [0, t0]. Por otra parte, como lim αn([0, 1]) =
α([0, 1]), para cada t ∈ [0, 1] existe una sucesión {tn}∞n=1 en el intervalo [0, 1]
tal que lim αn(tn) = α(t) (véase el inciso (1) del Teorema 1.46). Como αn
es un arco ordenado tal que αn(0) = Bn, se tiene que Bn ⊂ αn(tn) y aśı,
puesto que Bn * A, se sigue que αn(tn) * A. Esto implica que {αn(tn)}∞n=1

es una sucesión en C(X) − C(A). En consecuencia, α(t) ∈ C(X)− C(A).
Por esto se tiene que, para cada t ∈ [0, t0], α(t) ∈ Fr(C(A)). En lo que sigue
analizamos dos casos:

(1) α(t0) = A; y

(2) α(t0) 6= A.

En el caso (1), observamos que t0 6= 0 porque α(0) = B y B 6= A.
Definimos β : [0, 1] → C(X) como β(t) = α(t0t) para todo t ∈ [0, 1]. No-
tamos que si 0 ≤ t ≤ 1 entonces 0 ≤ t0t ≤ t0 de aqúı que α(t0t) ⊂ A. Se
sigue que β(t) ⊂ Fr(C(A)) para todo t ∈ [0, 1]. Además, β(0) = α(0) = B y
β(1) = α(t0) = A. Aśı, β es un arco ordenado en Fr(C(A)) desde B hasta A.

En el caso (2), primero probaremos que α(t0) ∈ SB(A). Para esto
definimos γ : [0, 1] → C(X) como γ(t) = α((1 − t0)t + t0) para cada
t ∈ [0, 1]. Se tiene que γ es una función continua tal que γ(0) = α(t0).
Como α(t0) ⊂ A y α(1) = X * A, se tiene que t0 < 1. Luego, para todo
t ∈ (0, 1], (1 − t0)t + t0 ≥ t0. Aśı, por la definición de t0, se obtiene que
α((1 − t0)t + t0) * A. Se sigue que γ(t) * A para todo t ∈ (0, 1]. Esto
prueba que α(t0) ∈ SB(A).

Como α(t0) es un subcontinuo propio de A, por el Teorema 1.54, podemos
tomar un arco ordenado η : [0, 1] → C(A) desde α(t0) hasta A. Como
α(t0) ⊂ η(t) para todo t ∈ [0, 1], por el inciso (2) del Teorema 1.79, se tiene
que η(t) ∈ SB(A) para todo t ∈ [0, 1]. Por el inciso (3) de ese mismo teorema,
sabemos que SB(A) ⊂ Fr(C(A)). Se sigue que η es un arco ordenado en
Fr(C(A)) desde α(t0) hasta A. Definimos ξ : [0, 1]→ C(X) como
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ξ(t) =

{
α(t), si 0 ≤ t ≤ t0,

η( t−t0
1−t0 ), si t0 ≤ t ≤ 1.

Se tiene que ξ es un arco ordenado en Fr(C(A)) desde B hasta A.

2.12 Corolario. Para cualquier continuo X y para cualquier subcontinuo
propio, A, de X, se tiene que Fr(C(A)) es un subcontinuo arco conexo de
C(A).

2.13 Observación. Por el inciso (2) del Teorema 1.79, observamos que si A
es un subcontinuo propio de un continuo X, B ∈ SB(A) y α : [0, 1]→ C(A)
es un arco ordenado tal que α(0) = B, entonces α(t) ∈ SB(A) para todo
t ∈ [0, 1]. En el ejemplo que sigue mostramos que no se puede establecer un
resultado similar para Fr(C(A)).

2.14 Ejemplo. Sea X el abanico armónico con arco ĺımite alargado, des-
crito en el Ejemplo 2.4; y sean A y B los segmentos definidos en ese mismo
ejemplo. Denotemos p = (1, 0). Definimos α : [0, 1] → C(A) como α(t) =
[1 − t, 1 + t] × {0} para todo t ∈ [0, 1]. Se tiene que α es un arco ordenado
en C(A) desde {p} hasta A.

Veamos que α(t) /∈ Fr(C(A)) para todo t ∈ (0, 1). Para esto fijemos
t ∈ (0, 1) y una sucesión {Bn}∞n=1 en C(X) tal que lim Bn = α(t). Notemos
que α(t) es un arco en A tal que (0, 0) /∈ α(t) y el punto (1+ t, 0) pertenece a
α(t) ∩ (B − {p}). Por el inciso (1) del Teorema 1.46, podemos suponer que,
para todo n ∈ N, (0, 0) /∈ Bn y, puesto que B−{p} es un conjunto abierto en
X que tiene al punto (1+ t, 0), que Bn∩ (B−{p}) 6= ∅. Se sigue que Bn ⊂ A
para todo n ∈ N. Esto demuestra que α(t) no es el ĺımite de una sucesión
en C(X) − C(A). Por el inciso (1) de la Proposición 2.1, esto prueba que
α(t) /∈ Fr(C(A)).

En conclusión, α es un arco ordenado en C(X) desde {p} hasta A tal que
α([0, 1]) ∩ Fr(C(A) = {{p}, A}.
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Por otra parte, por el Teorema 2.11, existe un arco ordenado en Fr(C(A))
desde {p} hasta A. Por ejemplo β : [0, 1]→ C(A) definido por:

β(t) =

{
[1− 2t, 1]× {0}, si 0 ≤ t ≤ 1

2
,

[0, 2t]× {0}, si 1
2
≤ t ≤ 1.

2.15 Corolario. Si A es un subcontinuo propio de un continuo X, entonces
Fr(C(A)) es localmente conexo en el elemento A.

Demostración. Sea U un conjunto abierto en Fr(C(A)) tal que A ∈ U .
Tomemos ε > 0 tal que BFr(C(A))(A, ε) ⊂ U . Veremos que BFr(C(A))(A, ε)
es un conjunto arco conexo. Sea B ∈ BFr(C(A))(A, ε) con B 6= A. Por el
Teorema 2.11, podemos tomar un arco ordenado α : [0, 1] → C(X) tal que
α(0) = B, α(1) = A y α(t) ∈ Fr(C(A)) para todo t ∈ [0, 1]. Notemos que
si t ∈ [0, 1], entonces B ⊂ α(t) ⊂ A, de aqúı, y puesto que A ⊂ N(B, ε), se
sigue que α(t) ⊂ N(A, ε) y A ⊂ N(α(t), ε). Por la Proposición 1.44, se tiene
que H(A,α(t)) < ε. Luego, α([0, 1]) es un arco contenido en BFr(C(A))(A, ε)
con puntos extremos A y B. Esto prueba que BFr(C(A))(A, ε) es un conjunto
arco conexo, lo cual demuestra el corolario.

42



Caṕıtulo 3

Conexidad local

En este caṕıtulo demostramos que, en cualquier continuo la frontera del
hiperespacio de un arco, o de una circunferencia, es localmente conexa. Más
aún, demostramos que ésta es una propiedad caracteŕıstica de estos dos con-
tinuos; es decir, probamos que un continuo X es un arco o una curva cerrada
simple si y sólo si para cualquier continuo Z que contiene a X se tiene que la
frontera de C(X) en C(Z) es localmente conexa. Por otra parte, probamos
que si A es un subcontinuo propio de un continuo localmente conexo X,
entonces la frontera de C(A) en C(X) es localmente conexa si y sólo si A
es localmente conexo. Para obtener estos resultados incluimos una serie de
lemas que por śı mismos son interesantes.

3.1 Lema. Si A es un subcontinuo localmente conexo de un continuo X
y B es un elemento de Fr(C(A)) − SB(A), entonces existe una sucesión,
{Bn}∞n=1, en C(X) tal que lim Bn = B y Bn ∩ A = ∅ para cada n ∈ N.

Demostración. Tomemos una sucesión, {Bn}∞n=1, en C(X) − C(A) tal que
lim Bn = B. Por el inciso (3) del Teorema 1.80 podemos suponer que
Bn ∩B = ∅ para todo n ∈ N. En lo que sigue demostraremos que existe una
subsucesión, {Bnk

}∞k=1, de la sucesión {Bn}∞n=1 tal que Bnk
∩ A = ∅, para

todo k ∈ N, con lo cual el lema estará demostrado.

Para esto suponemos que tal subsucesión no existe. Sin perder generali-
dad, podemos suponer que Bn ∩ A 6= ∅, para todo n ∈ N.
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Para cada n ∈ N, tomamos una componente, Cn, de la intersección Bn∩A.
Por el Teorema 1.79, Cn ∈ SB(A).

Como C(A) es compacto, podemos suponer que existe un subcontinuo C
de A tal que lim Cn = C. Como lim Bn = B y Cn ⊂ Bn, por el inciso (2)
del Teorema 1.46, se tiene que C ⊂ B. Fijemos un punto x ∈ C. Por el
inciso (1) del Teorema 1.46, existe una sucesión de puntos {xn}∞n=1 tales que
lim xn = x y xn ∈ Cn para cada n ∈ N.

Para cada k ∈ N, denotamos por Uk a la componente de la bola BA(x, 1
k
)

que contiene al punto x.

Como A es localmente conexo, tenemos que cada Uk es un conjunto
abierto (y conexo) en A, véase la Proposición 1.8. Como {xn}∞n=1 es una
sucesión de puntos en A que converge al punto x, podemos tomar una sub-
sucesión {xnk

}∞k=1 de esta sucesión tal que xnk
∈ Uk para cada k ∈ N. De-

notemos Dk = Cnk
∪Uk, para cada k ∈ N. Como Cnk

y Uk son subcontinuos
de X tales que Cnk

∩ Uk 6= ∅ (el punto xnk
pertenece a esta intersección),

cada Dk es un subcontinuo de A.

Notemos que {Uk}∞k=1 es una sucesión decreciente de subcontinuos de

X, entonces Uk+1 ⊂ Uk, para todo k ∈ N. Por esto, lim Uk =
∞⋂
k=1

Uk,

véase el Teorema 1.46. Observemos que
∞⋂
k=1

Uk ⊂
∞⋂
k=1

BA(x, 1
k
) = {x}. Aśı,

lim Uk = {x}.

De lo anterior, y considerando que lim Cnk
= C y que x ∈ C, por el

inciso (3) del Teorema 1.46, obtenemos que lim Dk = C ∪ {x} = C. Como
Cnk
∈ SB(A) (véase el segundo párrafo de esta prueba) y como Cnk

⊂ Dk,
por el inciso (2) del Teorema 1.79, se tiene que Dk ∈ SB(A), para cada
k ∈ N. Notemos que x ∈ Uk ∩C ⊂ Dk ∩C, aśı Dk ∩C 6= ∅ para cada k ∈ N.
Con esto podemos aplicar el inciso (3) del Teorema 1.80 para obtener que
C ∈ SB(A).

Finalmente, como C ⊂ B, por el inciso (2) del Teorema 1.79, obtene-
mos que B ∈ SB(A). Esto es una contradicción, con lo cual el lema está
demostrado.
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3.2 Ejemplo. En el Lema 3.1 la condición de que A es localmente conexo es
esencial para tener la conclusión. Para ver esto consideramos los continuos
que describimos a continuación:

X = ({0} × [0, 1]) ∪ ([0, 1]× {0}) ∪ (
∞⋃
n=1

[0, 1]× { 1
n
}),

A = X − (
∞⋃
n=1

(1− 1
n
, 1]× { 1

n
}) y

B = [1
2
, 1]× {0}.

Notemos que B es un subcontinuo de A. Veamos que B pertenece a
la frontera de C(A) en C(X). Para esto, para cada n ∈ N denotemos
Bn = [1

2
, 1]×{ 1

n
}. Se tiene que {Bn}∞n=1 es una sucesión en C(X)−C(A) tal

que lim Bn = B. Aśı, B ∈ Fr(C(A)).

Afirmamos que B no pertenece a la semifrontera de C(A) en C(X). Para
probar esto tomamos la bola en C(X) con centro en B y de radio 1

4
, B(B, 1

4
),

y denotamos por C a la componente de esta bola que contiene a B. Notemos
que si E ∈ C, entonces E ⊂ [1

4
, 1] × {0}. Aśı, los elementos de C están con-

tenidos en A.

Tomemos una función continua α : [0, 1] → C(X) tal que α(0) = B.
Existe ε > 0 tal que α(t) ∈ B(B, 1

4
) para todo t ∈ [0, ε). Observamos que si

t ∈ [0, ε) entonces α([0, t]) es un subcontinuo de C(X) contenido en B(B, 1
4
)

tal que B ∈ α([0, t]), luego α([0, t]) ⊂ C. Se sigue que α(t) ⊂ A para todo
t ∈ [0, ε). Esto demuestra que B /∈ SB(A).

A continuación observamos que B no es el ĺımite de una sucesión de
continuos que no intersectan a A. Tomemos una sucesión {Cn}∞n=1 en C(X)
y un elemento C de C(X) tales que lim Cn = C y Cn ∩ A = ∅ para todo
n ∈ N. Denotemos E = X − A. Nótese que E es un subcontinuo de X y
Cn ⊂ E para todo n ∈ N. Por el inciso (b) del Teorema 1.46, se tiene que
C ⊂ E. Como B * E, se obtiene que lim Cn 6= B.

3.3 Teorema. Si A es un arco o una curva cerrada simple en un continuo
X, entonces Fr(C(A)) es localmente conexo.

45



Demostración. Supongamos que A es un arco o una curva cerrada simple en
un continuo X y que Fr(C(A)) no es localmente conexo. Por el inciso (2)
de la Proposición 1.8, existe un elemento B ∈ Fr(C(A)) tal que Fr(C(A))
no es conexo en pequeño en B. Por el Corolario 2.15, se tiene que B 6= A.
Aśı, B es un arco o un punto contenido en A.

Elijamos un conjunto abierto U en Fr(C(A)) tal que B ∈ U y de mane-
ra tal que B no pertenece al interior, en Fr(C(A)), de ningún subconjunto
conexo de U . Sea ε > 0 tal que ε < H(A,B) y BFr(C(A))(B, ε) ⊂ U y denote-
mos por C a la componente de esta bola que contiene a B.

Se tiene que B no pertenece a intFr(C(A))(C). Luego, existe una sucesión
{Bn}∞n=1 en Fr(C(A)) − C tal que lim Bn = B. Podemos suponer que
Bn ∈ BFr(C(A))(B, ε) para todo n ∈ N. Como Bn /∈ C, remarcamos que:

(*) Para todo n ∈ N, B y Bn pertenecen a diferentes componentes de
BFr(C(A))(B, ε).

Por el Teorema 2.11, para cada n ∈ N, podemos tomar un arco ordenado
αn : [0, 1]→ C(X) tal que αn(0) = Bn, αn(1) = A y αn(t) ∈ Fr(C(A)) para
todo t ∈ [0, 1]. Denotemos Γn = αn([0, 1]) para cada n ∈ N. Notemos que
Γn es un subcontinuo de C(X), aśı {Γn}∞n=1 es una sucesión en C(C(X)).
Como C(C(X)) es compacto, podemos suponer que existe un elemento Γ en
C(C(X)) tal que lim Γn = Γ. Puesto que Γn ⊂ Fr(C(A)) para todo n ∈ N y
Fr(C(A)) es un subconjunto cerrado de C(X), se tiene que Γ ⊂ Fr(C(A)).
Como Bn y A pertenecen a Γn y lim Bn = B, por el inciso (1) del Teorema
1.46, se tiene que B y A pertenecen a Γ. Se sigue que Γ es un subcon-
tinuo no degenerado de C(X). Asimismo, para cada par de elementos E y
F de Γ, existen sucesiones {tn}∞n=1 y {sn}∞n=1 en el intervalo [0, 1] tales que
lim αn(tn) = E y lim αn(sn) = F . Como αn es un arco ordenado, se tiene
que para cada n ∈ N, αn(tn) ⊂ αn(sn) o αn(sn) ⊂ αn(tn). Como una de estas
dos condiciones ocurre para todos los elementos de un subconjunto infinito
de N, por el inciso (2) del Teorema 1.46, se sigue que E ⊂ F o F ⊂ E.
Luego, por el Teorema 1.57, existe un arco ordenado α : [0, 1] → C(X) tal
que Γ = α([0, 1]). Notemos que si r ∈ [0, 1], existe una sucesión {rn}∞n=1

en el intervalo [0, 1] tal que lim αn(rn) = α(r). Como αn es un arco orde-
nado desde Bn hasta A, se tiene que Bn ⊂ αn(rn) ⊂ A y, en consecuencia,
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B ⊂ α(r) ⊂ A. Aśı, α es un arco ordenado en Fr(C(A)) desde B hasta A.

En resumen, en el párrafo anterior, hemos demostrado que para cada
n ∈ N podemos tomar un arco ordenado αn en Fr(C(A)) desde Bn hasta A,
y un arco ordenado α en Fr(C(A)) desde B hasta A tales que lim αn([0, 1]) =
α([0, 1]).

En este párrafo probaremos que podemos suponer que B y cada Bn son
no degenerados (en consecuencia que son subarcos de A). Para esto fijemos
un número t tal que 0 < t < 1 y α([0, t]) ⊂ BFr(C(A))(B, ε). Observa-
mos que α(t) es un subcontinuo propio y no degenerado de A. Además,
α([0, t]) es un arco en la ε bola de B que une a B con α(t). Aśı, B y α(t)
pertenecen a la misma componente de esta bola. Tomemos una sucesión
{tn}∞n=1 en el intervalo [0, 1] tal que lim αn(tn) = α(t). Podemos suponer
que, para todo n ∈ N, αn(tn) es un subcontinuo propio y no degenerado de
A y αn(tn) ∈ BFr(C(A))(B, ε). Afirmamos que Bn y αn(tn) están a la misma
componente de BFr(C(A))(B, ε). Para probar esto fijamos s ∈ [0, tn]. Como
αn es un arco ordenado, se tiene que Bn ⊂ αn(s) ⊂ αn(tn). Por otra parte,
como H(B,Bn) < ε y H(B,αn(tn)) < ε, por la Proposición 1.44, se tiene
que B ⊂ N(αn(s), ε) y αn(s) ∈ BFr(C(A))(B, ε). Se sigue que αn([0, tn]) es un
arco que une a Bn con αn(tn) en esta bola. Esto prueba nuestra afirmación.
Puesto que A es un arco o una curva cerrada simple, por lo anterior tenemos
que α(t) es un arco en A y {αn(tn)}∞n=1 es una sucesión de arcos en A tal
que lim αn(tn) = α(t). Además, α(t) y αn(tn) pertenecen a la frontera de
C(A). Más aún, α(t) y αn(tn) son elementos de BFr(C(A))(B, ε) y están en
componentes diferentes de esta bola. Por esto, podemos suponer que B y
Bn son arcos en A (pues en otro caso renombramos B = α(t) y Bn = αn(tn)).

Denotemos J = {n ∈ N : Bn ∈ SB(A)}. Probaremos que J es finito.
Para hacer esto suponemos lo contrario. Luego existe una sucesión {nj}∞j=1

en N tal que nj ∈ J y nj < nj+1 para todo j ∈ N. Se tiene que {Bnj
}∞j=1

es una subsucesión de la sucesión {Bn}∞n=1 tal que Bnj
∈ SB(A) para todo

j ∈ N. Como {Bnj
}∞j=1 es una sucesión de arcos que converge al arco B

en C(A) y A es un arco o una curva cerrada simple, podemos suponer que
B ∩ Bnj

6= ∅ para todo j ∈ N. Por el inciso (3) del Teorema 1.80, se ob-
tiene que B ∈ SB(A). Por el inciso (2) del Teorema 1.79, se tiene que
B ∪ Bnj

∈ SB(A) para todo j ∈ N. Como lim Bnj
= B, por el inciso (3)

del Teorema 1.46, observamos que lim B ∪ Bnj
= B. Luego, podemos fijar

47



j ∈ N tal que H(B,Bnj
) < ε y H(Bnj

, B ∪Bnj
) < ε.

Tomemos arcos ordenados, β : [0, 1] → C(X) y γ : [0, 1] → C(X), desde
B hasta B ∪ Bnj

y desde Bnj
hasta B ∪ Bnj

, respectivamente, y denotemos
A = β([0, 1]) ∪ γ([0, 1]). Observamos que A es la unión de dos continuos
que tienen en común al elemento B ∪Bnj

; además, todo elemento de A está
contenido en B ∪ Bnj

, y aśı en A, pues B ∪ Bnj
⊂ A. Se sigue que A es

un continuo en C(A). Como B y Bnj
pertenecen a la semifrontera de C(A)

y cada elemento de A contiene a B o a Bnj
, por el inciso (2) del Teorema

1.79, se sigue que A ⊂ SB(A). Aśı, A es un continuo en Fr(C(A)). Por
otra parte, notemos que si 0 ≤ t ≤ 1, entonces B ⊂ β(t) ⊂ B ∪ Bnj

. Aśı,
B ⊂ N(β(t), ε). También, puesto que B ∪ Bnj

⊂ N(B, ε), se tiene que
β(t) ⊂ N(B, ε). Por la Proposición 1.44, se obtiene que H(B, β(t)) < ε. De
una manera similar se demuestra que H(B, γ(t)) < ε si 0 ≤ t ≤ 1. Se sigue
que A ⊂ BFr(C(A))(B, ε). Es decir A es un continuo en esta bola que contiene
a B y a Bnj

, lo cual es una contradicción con (∗). Esto prueba que J es un
conjunto finito. Por esto podemos suponer que:

(**) Para todo n ∈ N, Bn ∈ Fr(C(A))− SB(A).

A continuación probaremos que:

(***) Existen N ∈ N, E ∈ α([0, 1]) ∪ αN([0, 1]) y una sucesión {En}∞n=1 en
C(X) tales que H(B,E) < ε, B ∪ BN ⊂ E, lim En = E y En ∩ A = ∅
para todo n ∈ N.

Para demostrar esto, considerando (∗∗) y el Lema 3.1, para cada n ∈ N
fijamos una sucesión {B(n)

k }∞k=1 en C(X) tal que lim B
(n)
k = Bn y B

(n)
k ∩A = ∅

para todo k ∈ N.

Por otra parte, notemos que una de las tres condiciones B ⊂ Bn; Bn ⊂ B;
o B * Bn y Bn * B; ocurre para todos los elementos de un subconjunto
infinito de N . Aśı, para obtener lo que decimos en (∗∗∗), podemos limitarnos
a analizar tres casos.

(1) Para todo n ∈ N, B ⊂ Bn;

(2) Para todo n ∈ N, Bn ⊂ B y
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(3) Para todo n ∈ N, B * Bn y Bn * B.

En el caso (1), tomamos N = 1, E = B1 y En = B
(1)
n para cada n ∈ N.

Notemos que H(B,E) = H(B,B1) < ε; B ∪ B1 = B1 = E; lim En =

lim B
(1)
n = B1 = E y En ∩A = B

(1)
n ∩A = ∅. De este modo, en este caso, se

tiene lo que se dice en (∗ ∗ ∗).

En el caso (2), tomamos N = 1, E = B, y para cada n ∈ N fijamos kn ∈ N
tal que H(Bn, B

(n)
kn

) < 1
n

y denotamos En = B
(n)
kn

para cada n ∈ N. Note-

mos que H(B,E) = 0; B ∪ B1 = B = E; como H(E,En) = H(B,B
(n)
kn

) ≤
H(B,Bn) +H(Bn, B

(n)
kn

) < H(B,Bn) + 1
n

y, puesto que lim H(B,Bn) = 0, se

sigue que lim H(E,En) = 0, luego lim En = E; además, En∩A = B
(n)
kn
∩A =

∅. Aśı, también en el caso (2), se tiene lo que dice (∗ ∗ ∗).

En el caso (3), fijamos un subarco A′ de A (recordemos que A puede ser
una curva cerrada simple) tal que B ⊂ A′. Podemos suponer que Bn ⊂ A′

para todo n ∈ N. Consideramos un orden en A′ inducido naturalmente por
un homeomorfismo del intervalo [0, 1] sobre A′. Denotamos B = [a, b] y
Bn = [an, bn] donde a < b y an < bn. Notemos que lim an = a y lim bn = b.
Además, como B * Bn y Bn * B, para cada n ∈ N, an < a < bn < b
o a < an < b < bn. Como una de estas dos condiciones ocurre para un
subconjunto infinito de N, en este caso (3) podemos limitarnos a considerar
los siguientes subcasos:

(3.1) Para todo n ∈ N, an < an+1 < a < bn < bn+1 < b; y

(3.2) Para todo n ∈ N, a < an+1 < an < b < bn+1 < bn.

Veamos el subcaso (3.1). Fijemos un número s > 0 tal que H(B,α(s)) <
ε. Como lim αn([0, 1]) = α([0, 1]), podemos tomar una sucesión {sn}∞n=1 en
el intervalo [0, 1] tal que lim αn(sn) = α(s). Sin perder generalidad podemos
suponer que H(B,αn(sn)) < ε para todo n ∈ N.

Con argumentos similares a los utilizados en los tres párrafos previos a
(∗∗), se justifica que α(s) y αn(sn) pertenecen a diferentes componentes de
BFr(C(A))(B, ε), y con esto que el conjunto {n : αn(sn) ∈ SB(A)} es finito.
Aśı, como en (∗∗), podemos suponer que αn(sn) ∈ Fr(C(A))− SB(A) para
todo n ∈ N. Luego, por el Lema 3.1, para cada n ∈ N, existe una sucesión
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{D(n)
k }∞k=1 en C(X) tal que lim D

(n)
k = αn(sn) y D

(n)
k ∩A = ∅ para todo k ∈ N.

Denotemos α(s) = [c, d] donde c < d. Como α es un arco ordenado tal
que α(0) = B, se tiene que B ⊂ α(s) y B 6= α(s). Aśı, c ≤ a < b ≤ d y si
c = a, entonces b < d. Por esto a continuación consideramos dos situaciones
posibles:

(3.1.1) c < a; y

(3.1.2) c = a.

Analicemos (3.1.1). Aqúı tenemos que c < a < b ≤ d. Como lim an = a,
existe N ∈ N tal que c < aN ; y como an < an+1 < a < b < bn < bn+1 < b ≤ d,
para todo n > N se tiene que c < aN < an < a < bn < b ≤ d. Luego, para
todo n ≥ N , [an, bn] ⊂ [c, d]. Como Bn = [an, bn] y α(s) = [c, d] se tiene
que Bn ⊂ α(s) para todo n ≥ N . Por otra parte, para cada n ∈ N fijemos

kn ∈ N tal que H(αn(sn), D
(n)
kn

) < 1
n
. Finalmente denotemos E = α(s) y

En = D
(n)
kn

para cada n ∈ N. Notemos que H(B,E) = H(B,α(s)) < ε;

B ∪ Bn ⊂ α(s) = E; H(E,En) = H(α(s), D
(n)
kn

) ≤ H(α(s), αn(sn)) +

H(αn(sn), D
(n)
kn

) < H(α(s), αn(sn)) + 1
n
, como lim αn(sn) = α(s), se sigue

que lim En = E; además, En ∩ A = D
(n)
kn
∩ A = ∅ para todo n ∈ N. Aśı, en

el caso (3.1.1), se tiene lo que decimos en (∗ ∗ ∗).

Consideremos el caso (3.1.2). Aqúı tenemos que c = a < b < d. Para
cada n ∈ N denotemos αn(sn) = [cn, dn]. Como αn es un arco ordenado tal
que αn(0) = Bn, se tiene que Bn ⊂ αn(sn), y puesto que Bn = [an, bn],
se sigue que [an, bn] ⊂ [cn, dn]. Aśı, cn ≤ an < a < bn ≤ dn. Como
lim αn(sn) = α(s) y α(s) = [c, d], se tiene que lim dn = d. Luego, como
b < d, existe N ∈ N tal que b < dn para todo n ≥ N . Se sigue que
cN ≤ aN < an < a < bN < bn < b < dN para todo n ≥ N . Por esto,
[a, b] ⊂ [cN , dN ] y [an, bn] ⊂ [cN , dN ] si n ≥ N . Es decir, B ⊂ αN(sN) y

Bn ⊂ αN(sN) si n ≥ N . Denotemos E = αN(sN) y Ek = D
(N)
k para todo

k ∈ N. Notemos que H(B,E) = H(B,αN(sN)) < ε; B ∪ Bn ⊂ αN(sN) = E

si n ≥ N ; lim Ek = lim D
(N)
k = αN(sN) = E; y Ek ∩A = D

(N)
k ∩A = ∅ para

todo k ∈ N. Esto prueba (∗ ∗ ∗) con las condiciones en (3.1.2).
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Con esto hemos demostrado (***) en el subcaso (3.1) del caso (3). En el
subcaso (3.2) se obtiene lo requerido con argumentos similares. Esto com-
pleta la demostración de (***).

En relación con el elemento E obtenido en (∗ ∗ ∗), como α y αN son
arcos ordenados desde B hasta A y desde BN hasta A, respectivamente,
observamos que B ⊂ E ⊂ A o BN ⊂ E ⊂ A. Como H(B,E) < ε < H(B,A),
se tiene E 6= A. Puesto que B y BN son no degenerados, se sigue que E
es un subcontinuo propio y no degenerado de A. Por esto E es un arco
contenido en A. Para continuar recordemos que C denota la componente de
BFr(C(A))(B, ε) que contiene a B, y consideremos los siguientes dos casos:

(i) E ∈ α([0, 1]); y

(ii) E ∈ αN([0, 1]).

En el caso (i), afirmamos que E ∈ C. Para probar esto tomemos r ∈ [0, 1]
tal que α(r) = E. Como α es un arco ordenado tal que α(0) = B, se tiene
que B ⊂ α(s) ⊂ α(r) para todo s ∈ [0, r]. Se obtiene que B ⊂ N(α(s), ε) y,
puesto que α(r) ⊂ N(B, ε), α(s) ⊂ N(B, ε) para todo s ∈ [0, r]. Aśı, por la
Proposición 1.44, se obtiene que H(B,α(s)) < ε para todo s ∈ [0, r]. Luego,
α([0, r]) es un arco o un punto en BFr(C(A))(B, ε) que contiene a B y a E.
Esto prueba E ∈ C.

Como E es un arco tal que BN ⊂ E y lim En = E, por el Corolario
1.77, existe una sucesión {Fn}∞n=1 en C(X) tal que lim Fn = BN y Fn ⊂ En
para todo n ∈ N. Por (∗) se tiene que BN /∈ C, aśı BN 6= E y, dado
que lim En = E, podemos suponer que Fn 6= En para todo n ∈ N. Por
esto podemos tomar un arco ordenado βn : [0, 1] → C(X) desde Fn hasta
En, para cada n ∈ N. Notemos que βn([0, 1]) es un subcontinuo de C(X).
Aśı, {βn([0, 1])}∞n=1 es una sucesión en C(C(X)) y, por la compacidad de este
hiperespacio, podemos suponer que existe un elemento Λ en C(C(X)) tal que
lim βn([0, 1]) = Λ. Con argumentos similares a los utilizados en el párrafo
que sigue a (∗), se demuestra que existe un arco ordenado β : [0, 1]→ C(X)
desde BN hasta E tal que Λ = β([0, 1]).

Probaremos que β([0, 1]) ⊂ Fr(C(A)). Para esto observemos que para
cada t ∈ [0, 1], β(t) ⊂ E. Aśı, como E ⊂ A, se tiene que β(t) ⊂ A, es decir
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β(t) ∈ C(A), para cada t ∈ [0, 1]. Se sigue que β([0, 1]) ⊂ C(A). Por otra
parte notemos que, para cada n ∈ N y para cada t ∈ [0, 1], βn(t) ⊂ En.
Luego, puesto que En ∩ A = ∅, βn(t) ∩ A = ∅, aśı βn(t) ∈ C(X) − C(A).
Esto significa que βn([0, 1]) ⊂ C(X) − C(A) para todo n ∈ N. Como
lim βn([0, 1]) = β([0, 1]) se obtiene que β([0, 1]) ⊂ C(X)− C(A). Esto de-
muestra que β([0, 1]) ⊂ Fr(C(A)).

Veamos que β([0, 1]) está contenido en BFr(C(A))(B, ε). Para esto, sea
t ∈ [0, 1]. Como β es un arco ordenado desde BN hasta E, se tiene que
BN ⊂ β(t) ⊂ E. Como H(B,BN) < ε y H(B,E) < ε, por la Proposición
1.44, se sigue que B ⊂ N(BN , ε) y E ⊂ N(B, ε). De aqúı que B ⊂ N(β(t), ε)
y β(t) ⊂ N(B, ε), por lo cual H(B, β(t)) < ε (por la Proposición 1.44).

En conclusión, en el caso (i), β([0, 1]) es un arco en BFr(C(A))(B, ε) que
contiene a los elementos BN y E. Esto es una contradicción porque E ∈ C y
BN /∈ C.

En el caso (ii) afirmamos que E /∈ C. Para probar esto tomemos r ∈ [0, 1]
tal que αN(r) = E. Como αN es un arco ordenado tal que αN(0) = BN , se
tiene que BN ⊂ αN(s) ⊂ αN(r) para todo s ∈ [0, r]. Como H(B,BN) < ε, se
tiene que B ⊂ N(BN , ε) (Proposición 1.44) y, se sigue que B ⊂ N(αN(s), ε)
para todo s ∈ [0, r]. Además, H(B,αN(r)) = H(B,E) < ε, se tiene que
αN(r) ⊂ N(B, ε) (Proposición 1.44), aśı αN(s) ⊂ N(B, ε) para todo s ∈
[0, r]. En consecuencia, H(B,αN(s)) < ε para todo s ∈ [0, r] (Proposición
1.44). Luego, αN([0, r]) es un continuo en BFr(C(A))(B, ε) que contiene a los
elementos BN y E. Se sigue que BN y E están en una misma componente
de esta bola. Por (∗) se tiene que BN /∈ C. Esto demuestra que E /∈ C.

Como E es un arco tal que B ⊂ E y lim En = E, por el Corolario
1.77, existe una sucesión {Gn}∞n=1 en C(X) tal que lim Gn = B y Gn ⊂ En
para todo n ∈ N. Como E /∈ C se tiene que B 6= E y, puesto que
lim En = E, podemos suponer que Gn 6= En para todo n ∈ N. Por esto
podemos tomar un arco ordenado γn : [0, 1] → C(X) desde Gn hasta En
para cada n ∈ N. Con argumentos similares a los utilizados en el caso (i),
podemos encontrar un arco ordenado γ : [0, 1] → C(X) desde B hasta E
tal que lim γn([0, 1]) = γ([0, 1]). También en forma análoga al caso (i) se
obtiene que γ([0, 1]) es un arco en BFr(C(A))(B, ε). Esto es una contradicción
porque, en este caso (ii), B y E están en componentes diferentes de esta bola.

52



Las contradicciones obtenidas en los casos (i) y (ii) demuestran que
Fr(C(A)) es localmente conexo si A es un arco o una curva cerrada sim-
ple.

3.4 Nota. Sea T un triodo simple con puntos extremos a, b y c. Decimos
que un subtriodo A de T es un triodo largo en T si A ∩ {a, b, c} 6= ∅.

3.5 Lema. Si un continuo X contiene un triodo simple, entonces existe
un continuo Z que contiene a X tal que FrC(Z)((C(X))) no es localmente
conexa.

Demostración. Sea X un continuo que contiene un triodo simple T . Deno-
tamos por T0 al triodo simple en el plano euclidiano definido por:

T0 = ([−1, 1]× {0}) ∪ ({0} × [0, 1]).

.
Para cada n ∈ N, sea Tn el subtriodo del triodo T0 definido por:

Tn = ([
−n
n+ 1

,
n

n+ 1
]× {0}) ∪ ({0} × [0,

n

n+ 1
]).

Sea Y0 = T0 ∪S0 una compactación del rayo [0,∞) con residuo T0, donde
S0 ≈ [0,∞), tal que un subcontinuo A de T0 es el ĺımite de una sucesión de
arcos en S0 si y sólo si A es un punto, un arco, o un triodo largo en T0. Por
ejemplo la compactación que se ilustra en la Figura 3.1 tiene esta propiedad.

Para cada n ∈ N, sea Yn = Tn ∪ Sn una copia topológica de la com-
pactación Y0 de tal forma que Yn ∩ Y0 = Tn y Yn ∩ Ym = Tn si n < m, y

lim Yn = T0. Denotamos Y =
∞⋃
n=0

Yn. Observamos que:

Y = T0 ∪ (
∞⋃
n=0

Sn) y Sn ∩ Sm = ∅ si n 6= m.
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Figura 3.1:

Sea Z el continuo que se obtiene de la unión ajena de X y Y , identificando
al triodo T de X con el triodo T0 de Y . Esto es

Z = X ∪ Y, donde X ∩ Y = T = T0.

El continuo X es naturalmente un subcontinuo del continuo Z, véase [6,
3.17-3.20]. Probaremos que FrC(Z)(C(X)) no es localmente conexa. Para
hacer esto primero vamos a demostrar que un elemento A de C(X) pertenece
a FrC(Z)(C(X)) si y sólo si ocurre una de las siguientes condiciones:

(i) A ∈ F1(T );

(ii) A es un arco en T ;

(iii) A es un triodo largo en Tn para algún n ∈ N ∪ {0}; o

(iv) A contiene a T1.

Observemos que si A es un subcontinuo de X que satisface (i) o (ii), en-
tonces existe una sucesión de arcos {An}∞n=1 en el rayo S0 tal que lim An = A;
y si A cumple (iii), entonces existe una sucesión de arcos {An}∞n=1 en el rayo
Sn tal que lim An = A. Por otra parte si A cumple (iv), entonces tomamos
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una sucesión creciente y no acotada {an}∞n=1 de puntos en el rayo S1 y deno-
tamos An = A ∪ [an,∞) para cada n ∈ N; se tiene que lim An = A. De esta
manera, si A es un subcontinuo de X que satisface alguna de las condiciones
de (i) a (iv), se encuentra una sucesión de elementos de C(Z) − C(X) que
converge a A, por lo que A ∈ FrC(Z)(C(X)).

Rećıprocamente, supongamos que A es un subcontinuo de X que no sa-
tisface ninguna de las condiciones de (i) a (iv). Demostraremos que A no
pertenece a FrC(Z)(C(X)). Para hacer esto denotamos:

L = {E ∈ C(T ) : E satisface (i), (ii) o (iv)}; y

F = L ∪ {E ∈ C(X) : E satisface (iii)}.

Vamos a demostrar lo que sigue:

(1) Los conjuntos L y F son cerrados en C(X).

Veamos primero que el conjunto L es cerrado. Para esto, notemos que
F1(T ) es cerrado (pues éste es homeomorfo al triodo T ); también C(T1, X)
es cerrado (esto se sigue del inciso (2) del Teorema 1.46). Aśı, basta probar
que cl({A ∈ C(T ) : A es un arco }) ⊂ L. Tomemos una sucesión {En}∞n=1

tal que En es un arco en T para cada n ∈ N, y supongamos que existe
E ∈ C(X) tal que lim En = E. Existe una subsucesión {Enk

}∞k=1 tal que
todo Enk

está contenido en la unión de dos de los tres arcos que conforman
al triodo T , [−1, 0] × {0}, [0, 1] × {0} y {0} × [0, 1]. Sin perder generali-
dad, podemos suponer que Enk

⊂ ([−1, 0] × {0}) ∪ ([0, 1] × {0}) para todo
k ∈ N. Como lim Enk

= E, por el inciso (2) del Teorema 1.46, se sigue que
E ⊂ ([−1, 0] × {0}) ∪ ([0, 1] × {0}, es decir, E ⊂ [−1, 1] × {0}. Se obtiene
que E es un arco o un punto en T . Aśı, E ∈ L. Con esto hemos demostrado
que L es cerrado en C(X).

Ahora veamos que el conjunto F es cerrado. Como L es cerrado, basta
demostrar que cl({A ∈ C(T ) : A es un triodo largo en Tn para algún n ∈
N ∪ {0}}) ⊂ F . Tomemos una sucesión {En}∞n=1 donde para cada n ∈ N
existe kn ∈ N tal que En es un triodo largo en Tkn , y supongamos que existe
E ∈ C(X) tal que lim En = E. Sin perder generalidad podemos suponer que
existe m ∈ N∪{0} tal que lim Tkn = Tm. Por el inciso (2) del Teorema 1.46,
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se tiene que E ⊂ Tm. Además, como cada En contiene algún punto extremo
del triodo Tkn , se tiene que E contiene algún punto extremo del triodo Tm.
Se sigue que E es un triodo largo o un arco en Tm ⊂ T0. Por esto E ∈ F .
Esto demuestra que F es un conjunto cerrado en C(X).

Como C(X) es cerrado en C(Z), por (2) se tiene que F es cerrado en
C(Z). Denotemos U = (C(Z)− F) ∩ (C(Z)− C(Y )). Se tiene que U es un
conjunto abierto en C(Z) y, como A es un subcontinuo de X que no cumple
ninguna de las condiciones de (i) a (iv), A ∈ U .

Veamos que U ⊂ C(X). Para ver esto tomemos E ∈ U y supongamos
que E no está contenido en X. Aśı, existe n ∈ N ∪ {0} tal que E ∩ Sn 6= ∅.
Como E no pertenece a C(Y ), notamos que E∩X 6= ∅. Se sigue que Tn ⊂ E.
Como T1 ⊂ Tn, se obtiene que T1 ⊂ E. Aśı, E ∈ L, por lo que E ∈ F . Esto
es una contradicción porque U ∩ F = ∅.

Por lo anterior se tiene que A ∈ intC(Z)(C(X)). Aśı, A no pertenece
a FrC(Z)(C(X)). Hemos demostrado un subcontinuo A de X pertenece a
FrC(Z)(C(X)) si y sólo si A satisface alguna de las condiciones de (i) a (iv).

Denotemos A0 = ([−1, 1] × {0}) ∪ ({0} × [0, 1
4
]) y, para cada n ∈ N,

An = ([ −n
n+1

, n
n+1

]× {0}) ∪ ({0} × [0, 1
4
]).

Notamos que A0 es un triodo largo en T0; y An es un triodo largo en
Tn. Aśı, A0 y An pertenecen a la frontera de C(X) en C(Z). Observemos
también que lim An = A0.

Notemos que A0 /∈ L. Luego, como L es cerrado (y aśı compacto), pode-
mos tomar un número ε > 0 tal que ε < H(A0,L).

Por simplicidad denotemos por Vε(A0) a la ε-bola de A0 en FrC(Z)(C(X)),
es decir, Vε(A0) = BFrC(Z)(C(X))(A0, ε). Por la elección de ε, Vε(A0) ∩ L = ∅.
Además, como lim An = A0, existe n ∈ N tal que An ∈ Vε(A0) para todo
n ≥ N .

Denotemos por K0 y Kn (si n ≥ N) a las componentes de la ε-bola Vε(A0)
que contienen a A0 y a An, respectivamente. Probaremos la siguiente afir-
mación:
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(2) Para todo n ≥ N K0 6= Kn.

Para probar esto, fijemos n ≥ N y un número s tal que n
n+1

< s < n+1
n+2

.
Denotemos

Ts = ([−s, s]× {0}) ∪ ({0} × [0, s]) y M = Vε(A0) ∩ C(Ts).

Como C(Ts) es un conjunto cerrado en C(Z), se tiene que M es un con-
junto cerrado en la bola Vε(A0). Notemos que An ⊂ Tn ⊂ Ts, aśı An ∈ M.
Por otra parte, como A0 tiene dos puntos extremos del triodo T y Ts no
contiene a ninguno de estos puntos, se tiene que A0 * Ts, y aśı A0 /∈M.

Afirmamos queM es un conjunto abierto en la bola Vε(A0). Para probar
esta afirmación tomemos un número r tal que s < r < n+1

n+2
, y denotemos

V = ((−r, r) × {0}) ∪ ({0} × [0, r)). Observemos que V es un conjunto
abierto en el triodo T . Aśı, podemos tomar un conjunto abierto U en Z tal
que V = T ∩ U . Por el inciso (2) de la Proposición 1.52, se tiene que C(U)
es un conjunto abierto en C(Z), por lo cual Vε(A0) ∩ C(U) es un conjunto
abierto en Vε(A0). Vamos a probar que M coincide con este conjunto. Por
la elección de r, se tiene que Ts ⊂ V . Luego, como V ⊂ U , C(Ts) ⊂ C(U).
Se sigue que M ⊂ Vε(A0) ∩ C(U). Rećıprocamente, si B ∈ Vε(A0) ∩ C(U),
entonces B ∈ FrC(Z)(C(X)) − L y B ⊂ U . Por la definición de L y las
condiciones en (i)-(iv), se tiene que B es un triodo largo en Tk para algún
k ∈ N. Por la elección de r, se tiene que Tm * U para todo m ≥ n + 1.
Aśı, k ≤ n. Como Tk ⊂ Tn ⊂ Ts se sigue que B ⊂ Ts. Esto implica que
B ∈ Vε(A0)∩C(Ts), es decir B ∈M. Esto prueba que Vε(A0)∩ C(U) ⊂M.
Con esto se obtiene que M = Vε(A0) ∩ C(U). Como C(U) es un conjunto
abierto en C(Z), se concluye queM es un conjunto abierto en la bola Vε(A0).

Con lo anterior se tiene queM es un conjunto abierto y cerrado en la bola
Vε(A0). Además, An ∈M y A0 /∈M. Luego, Vε(A0) =M∪ (Vε(A0)−M),
y los conjuntos en esta unión son abiertos en Vε(A0), obviamente ajenos,
An ∈ M y A0 ∈ Vε(A0) −M, se sigue que Kn ⊂ M y K0 ⊂ Vε(A0) −M.
Aśı, Kn 6= K0. Esto demuestra lo que afirmamos en (2).

Por (2) se tiene que {An}∞n=1 es una sucesión en FrC(Z)(C(X))−K0. Como
lim An = A0 y A0 ∈ K0, se sigue que K0 no es abierto en FrC(Z)(C(X)).
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Como K0 es una componente de Vε(A0), por la Proposición 1.8, se obtiene
que FrC(Z)(C(X)) no es localmente conexa.

3.6 Lema. Todo continuo X es homeomorfo a un subcontinuo X ′ de un
cubo de Hilbert Z tal que FrC(Z)(C(X ′)) = C(X ′).

Demostración. Sea X un continuo. Por el Teorema 1.4 existen un subcon-
tinuo Y del cubo de Hilbert I∞ y un homeomorfismo h : X → Y . Denotemos
Z = I∞×[0, 1] y definamos i : X → Z como i(x) = (h(x), 0) para todo x ∈ X.
Denotemos X ′ = i(X).

Se tiene que Z es un cubo de Hilbert y que X ′ es un subcontinuo de Z
homeomorfo al continuo X (i : X → X ′ es un homeomorfismo). Veamos que
X ′ satisface la conclusión del lema. Sea B ∈ C(X ′). Existe A ∈ C(X) tal
que B = h(A) × {0}. Hacemos Bn = h(A) × { 1

n
} para cada n ∈ N. Como

X ′ ⊂ I∞ × {0}, se tiene que {Bn}∞n=1 es una sucesión en C(Z) − C(X ′).
De aqúı, y puesto que lim Bn = B, por el inciso (1) de la Proposición 2.1,
se sigue que B pertenece a la frontera de C(X ′) en C(Z). Esto prueba que
FrC(Z)(C(X ′)) = C(X ′).

3.7 Lema. Sea X un continuo. Si para todo continuo Z y para todo subcon-
tinuo propio Y de Z tal que Y es homeomorfo a X se tiene que FrC(Z)(C(Y ))
es localmente conexo, entonces X es localmente conexo.

Demostración. Por el Lema 3.6, existe un subcontinuo X ′ de un cubo de
Hilbert Z tal que X ′ es homeomorfo a X y FrC(Z)(C(X ′)) = C(X ′). Por
hipótesis, se tiene que FrC(Z)(C(X ′)) es localmente conexo. Aśı, C(X ′) es lo-
calmente conexo. Por el Teorema 1.65, se sigue que X ′ es localmente conexo.
Como X es homeomorfo a X ′, se concluye que X es localmente conexo.

3.8 Teorema. Para un continuo no degenerado X las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) X es un arco o una curva cerrada simple; y

(2) Para todo continuo Z y para todo subcontinuo propio Y de Z tal que Y
es homeomorfo a X, se tiene que FrC(Z)(C(Y )) es localmente conexo.
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Demostración. (1) → (2): Sea X un arco o una curva cerrada simple. Su-
pongamos que Y es un subcontinuo propio de un continuo Z y que Y es
homeomorfo a X. Se tiene que Y es un arco o una curva cerrada simple en
el continuo Z. Por el Teorema 3.3, se sigue que FrC(Z)(C(Y )) es localmente
conexo.

(2) → (1): Supongamos que X es un continuo que satisface la hipótesis
del inciso (2). Por el Lema 3.5, se tiene que X no contiene triodos simples.
Por el Lema 3.7, se tiene que X es localmente conexo. Luego, por el Teorema
1.36, se obtiene que X es un arco o una curva cerrada simple.

3.9 Teorema. Si A es un subcontinuo propio y localmente conexo de un
continuo X y Fr(C(A)) = {B ∈ C(A) : B∩Fr(A) 6= ∅}, entonces Fr(C(A))
es localmente conexo.

Demostración. Tomemos un elemento B ∈ Fr(C(A)) y un número ε > 0.
Probaremos que existe un conjunto abierto y conexo en Fr(C(A)) que con-
tiene a B y que está contenido en la bola BFr(C(A))(B, ε).

Como B ⊂ A y A es localmente conexo, para cada punto x ∈ B podemos
tomar un conjunto abierto en A, Vx, tal que Vx es conexo y x ∈ Vk ⊂ BA(x, ε

2
).

Notemos que la colección {Vx : x ∈ B} es una cubierta abierta de B en A,
y B es un subconjunto compacto de A. Por esto, existe un conjunto finito

{x1, . . . , xn} ⊂ B tal que B ⊂
n⋃
i=1

Vxi .

Por el inciso (2) de la Proposición 1.52, se tiene que C(
n⋃
i=1

Vxi)∩(
n⋂
i=1

D(Vxi))

es un conjunto abierto en C(A). Denotemos

V = C(
n⋃
i=1

Vxi) ∩ (
n⋂
i=1

D(Vxi)) ∩ Fr(C(A)).

Se tiene que:

(1) V es un conjunto abierto en Fr(C(A)).
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Tenemos que B ⊂
n⋃
i=1

Vxi , aśı B ∈ C(
n⋃
i=1

Vxi); xi ∈ B∩Vxi , aśı B∩Vxi 6= ∅,

por lo que B ∈ D(Vxi), para cada i ∈ {1, . . . , n}, luego B ∈
n⋂
i=1

D(Vxi); y

como B ∈ Fr(C(A)), se sigue que:

(2) B ∈ V .

A continuación probaremos que:

(3) V ⊂ BFr(C(A))(B, ε).

Para probar (3) fijemos un elemento C en V . Tomemos un punto x ∈ B.

Como B ⊂
n⋃
i=1

Vxi , existe j ∈ {1, . . . , n} tal que x ∈ Vxj . Notemos que

C ∈ D(Vxj). Aśı, C ∩ Vxj 6= ∅. Fijemos un punto y ∈ C ∩ Vxj . Como
{x, y} ⊂ Vxj ⊂ BA(xj,

ε
2
), se tiene que d(x, y) < ε. Esto prueba que

B ⊂ N(ε, C). Similarmente, como C ∈ V se tiene que C ∈ C(
∞⋃
i=1

Vxi), es de-

cir, C ⊂
∞⋃
i=1

Vxi . Luego, si z ∈ C, existe j ∈ {1, . . . , n} tal que z ∈ Vxj . Como

Vxj ⊂ BA(xj,
ε
2
), se sigue que d(xj, z) <

ε
2
. Esto prueba que C ⊂ N(ε, B).

Con esto, por la Proposición 1.44, se obtiene que H(B,C) < ε. Aśı, lo que
decimos en (3) está demostrado.

En lo que sigue probaremos que:

(4) V es conexo.

Para probar (4) tomemos un elemento arbitrario C ∈ V tal que C 6= B.
Vamos a demostrar que existe una trayectoria en V desde C hasta B. Para

esto fijemos un punto p ∈ C. Como C ∈ C(
n⋃
i=1

Vxi), existe j ∈ {1, . . . , n}

tal que p ∈ Vxj . Como B ∈ D(Vxj), podemos tomar un punto q ∈ B ∩ Vxj .
Como Vxj es un conjunto abierto y conexo en A, y A es un continuo local-
mente conexo, por el Teorema 1.33, se tiene que Vxj es un conjunto arco
conexo. Aśı, podemos tomar un arco D en Vxj tal que {p, q} ⊂ D. Por
el Teorema 1.54, podemos tomar arcos ordenados γi : [0, 1] → C(X) para
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i ∈ {1, 2, 3, 4}, tales que:

γ1(0) = {p} y γ1(1) = {D};

γ2(0) = {q} y γ2(1) = {B};

γ3(0) = {p} y γ3(1) = {C}; y

γ4(0) = {q} y γ4(1) = {D}.

Definimos γ : [0, 1]→ C(X) como

γ(t) =


C ∪ γ1(4t), si 0 ≤ t ≤ 1

4
,

C ∪D ∪ γ2(4t− 1), si 1
4
≤ t ≤ 1

2
,

D ∪B ∪ γ3(3− 4t), si 1
2
≤ t ≤ 3

4
,

B ∪ γ4(4− 4t), si 3
4
≤ t ≤ 1.

Por el inciso (2) del Teorema 1.46, se tiene que γ es una función continua
en cada uno de los cuatro intervalos en que dividimos al intervalo [0, 1] para
su definición. Además, como las definiciones de γ coinciden en 1

4
, en 1

2
y en

3
4
, se sigue que γ es una función continua.

Notemos que γ(0) = C ∪ {p} = C y γ(1) = B ∪ {q} = B. Aśı, γ es una
trayectoria en C(X) desde C hasta B.

Demostraremos que γ es una trayectoria en V , es decir que γ(t) ∈ V
para todo t ∈ [0, 1]. Para esto fijemos un número t ∈ [0, 1]. Notemos que

γ(t) ⊂ B ∪ C ∪D ⊂
n⋃
i=1

Vxi , aśı γ(t) ∈ C(
n⋃
i=1

Vxi). También observemos que

si 0 ≤ t ≤ 1
2
, entonces C ⊂ γ(t); y si 1

2
≤ t ≤ 1, entonces B ⊂ γ(t); luego,

puesto que C ∩ Vxi 6= ∅ 6= B ∩ Vxi , se sigue que γ(t) ∩ Vxi 6= ∅ para cada

i ∈ {1, . . . , n}. Aśı, γ(t) ∈
n⋂
i=1

D(Vxi).

Por otra parte, como B y C pertenecen a Fr(C(A)), por el Teorema 2.3,
se tiene que B ∩ Fr(A) 6= ∅ 6= C ∩ Fr(A). Luego, como vimos C ⊂ γ(t) o
B ⊂ γ(t), se obtiene que γ(t) ∩ Fr(A) 6= ∅. Aśı, por hipótesis, se sigue que
γ(t) ∈ Fr(C(A)). Con esto, y la definición de V , se concluye que γ(t) ∈ V .
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En resumen, hemos demostrado que γ es una trayectoria en V desde C
hasta B. Esto prueba que V es conexo, como decimos en (4).

Con (1), (2), (3) y (4), se tiene que V es un conjunto abierto en Fr(C(A)),
tal que V es conexo y B ∈ V ⊂ BFr(C(A))(B, ε). Esto demuestra que
Fr(C(A)) es localmente conexo.

3.10 Teorema. Si X es un continuo localmente conexo y A es un subcon-
tinuo propio de X, entonces Fr(C(A)) es localmente conexo si y sólo si A es
localmente conexo.

Demostración. Necesidad: Supongamos que Fr(C(A)) es localmente cone-
xo. Como X es localmente conexo, por el Teorema 1.65, se tiene que C(X)
es localmente conexo. Como C(X) = C(A) ∪ C(X)− C(A) y Fr(C(A)) =
C(A)∩C(X)− C(A), por la Proposición 1.9 (2), se tiene que C(A) es local-
mente conexo. Luego, usando nuevamente el Teorema 1.65, se sigue que A
es localmente conexo.

Suficiencia: Supongamos que A es localmente conexo. Como X es local-
mente conexo, por el Corolario 2.8 se tiene que Fr(C(A)) = {B ∈ C(A) :
B ∩ Fr(A) 6= ∅}. Con esto, y el Teorema 3.9, se obtiene que Fr(C(A)) es
localmente conexo.

3.11 Teorema. [2, Theorem 5.1] Para un continuo X las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(1) X es localmente conexo;

(2) Para todo subcontinuo propio A de X, se tiene que F1(Fr(A)) ⊂
SB(A);

(3) Para todo subcontinuo propio A de X, se tiene que F1(Fr(A)) ⊂
ClC(X)(SB(A));

(4) Para todo subcontinuo propioA deX, se tiene que SB(A) = Fr(C(A));
y
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(5) Para todo subcontinuo propio A de X, se tiene que ClC(X)(SB(A)) =
Fr(C(A)).

Demostración. Probaremos que (1) → (2) → (3) → (1); y que (2) → (4) →
(5)→ (3).

(1) → (2) : Supongamos que X es un continuo localmente conexo. Sean
A un subcontinuo propio de X y p un punto en Fr(A). Para cada n ∈ N de-
notemos por Cn a la componente de la 1

n
-bola B( 1

n
, p) que contiene al punto

p. Por la Proposición 1.8, se tiene que Cn es un conjunto abierto en X.
Notemos que p ∈ X − A. Se sigue que Cn ∩ (X − A) 6= ∅. Luego, {Cn}∞n=1

es una sucesión en C(X) − C(A) tal que lim Cn = {p} y Cn+1 ⊂ Cn para
cada n ∈ N. Por el inciso (1) del Teorema 1.80, se concluye que {p} ∈ SB(A).

(2)→ (3) : Esto es evidente porque SB(A) ⊂ ClC(X)(SB(A)).

(3)→ (1) : Supongamos que X no es localmente conexo. Por la Proposi-
ción 1.8, existe un conjunto abierto U en X que tiene una componente C tal
que C no es abierto en X. Tomemos un punto p ∈ C − int(C), y tomemos
un conjunto abierto V en X tal que p ∈ V y V ⊂ U . Sea A la componente
de V que contiene al punto p. Notemos que A ⊂ C. Aśı, p /∈ int(A). Luego,
p ∈ Fr(A).

Afirmamos que {p} /∈ ClC(X)(SB(A)). Para esto tomemos una sucesión
{Bn}∞n=1 en C(A) tal que lim Bn = {p}. Se tiene que C(V ) es un conjunto
abierto en C(X) que tiene a {p}, véase la Proposición 1.52. Luego, existe
N ∈ N tal que Bn ∈ C(V ) para todo n ≥ N . Tomemos un arco ordenado
αn en C(X) tal que αn(0) = Bn para cada n ≥ N . Por continuidad, para
cada n ≥ N , existe tn > 0 tal que αn(tn) ∈ C(V ), es decir αn(tn) ⊂ V .
Observemos que Bn ⊂ A y Bn ⊂ αn(tn) ⊂ V . Como A es una componente
de V , se sigue que αn(tn) ⊂ A. Por el inciso (1) del Teorema 1.79, se obtiene
que Bn /∈ SB(A) para todo n ≥ N . Esto prueba nuestra afirmación.

Se sigue que F1(Fr(A)) no está contenido en ClC(X)(SB(A)), lo cual de-
muestra que (3) implica (1).

(2)→ (4) : Sea A un subcontinuo propio de X, y tomemos un elemento B
en Fr(C(A)). Por el Teorema 2.3, podemos tomar un punto p ∈ B ∩Fr(A).
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Por la hipótesis en (2), {p} ∈ SB(A). Luego, por el inciso (2) del Teo-
rema 1.79, se tiene que B ∈ SB(A). Esto prueba que Fr(C(A)) ⊂ SB(A).
Por el inciso (3) del Teorema 1.79, sabemos que SB(A) ⊂ Fr(C(A)). Aśı,
SB(A) = Fr(C(A)).

(4)→ (5) : Como Fr(C(A)) es un conjunto cerrado en C(X), la hipótesis
en (4) implica que SB(A) coincide con su cerradura, y entonces se cumple (5).

(5) → (3) : Sea A un subcontinuo propio de X y tomemos un punto
p ∈ Fr(A). Por el inciso (2) de la Proposición 2.1, sabemos que {p} ∈
Fr(C(A)). Luego, por la hipótesis en (5), {p} ∈ ClC(X)(SB(A)). Esto
prueba que F1(Fr(C(A))) ⊂ ClC(X)(SB(A)).
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Caṕıtulo 4

Unicoherencia

En este caṕıtulo mostramos que las fronteras en los hiperespacios no siem-
pre son unicoherentes. Iniciamos con un ejemplo, y después exponemos un
resultado que proporciona condiciones suficientes bajo las cuales Fr(C(A))
no es unicoherente, cuando A es un arco. También demostramos que si A es
un arco o una curva cerrada simple en un continuo X tal que Fr(A) = A,
entonces Fr(C(A)) es unicoherente si y sólo si Fr(C(A)) = C(A).

4.1 Nota. Dados puntos x y y en un arco A, si x 6= y denotamos por xy al
subarco de A que tiene como puntos extremos a los puntos x y y. Si x = y,
entonces con xy denotamos al conjunto {x}. Por otra parte, podemos definir
naturalmente una relación de orden en el arco A: fijamos un homeomorfismo
h : [0, 1] → A, y para dos puntos x y y en A decimos que x ≤ y si y sólo si
h−1(x) ≤ h−1(y) en el orden usual del intervalo [0, 1].

4.2 Ejemplo. Sea Y =
∞⋃
n=0

Ln el abanico armónico definido en el Ejem-

plo 2.4. Denotemos Y ′ = {(2 − x,−y) ∈ R2 : (x, y) ∈ Y }. Pongamos
X = Y ∪ Y ′. Notamos que Y ′ es la reflexión en la recta y = 0, de la re-
flexión de Y en la recta x = 1. Aśı, Y ′ es un continuo homeomorfo a Y
y Y ∩ Y ′ = {p}, donde p = (1, 0). El continuo X está representado en el
primer dibujo de la Figura 4.1. Sea A el arco en X que tiene como pun-
tos extremos a los puntos a = (0, 0) y b = (2, 0). Notamos que si B es
un arco en A − {a, b} tal que p ∈ B y p no es punto extremo de B, en-
tonces no existe una sucesión en C(X)− C(A) convergente al arco B. Esto
implica que Fr(C(A)) ⊂ C(ap) ∪ C(a,A) ∪ C(pb) ∪ C(b, A). Veamos que
esta inclusión es en realidad una igualdad. Para ver esto notemos que si B
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pertenece a C(ap), entonces existe una sucesión de arcos {Bn}∞n=1 tal que
lim Bn = B y Bn ⊂ Ln para cada n ∈ N. Aśı, B ∈ Fr(C(A)). Por otra
parte, si B pertenece a C(a,A) entonces tomamos una sucesión de puntos
en L1, digamos {an}∞n=1, tal que lim an = a; sea An el arco en L1 con puntos
extremos a y an, y denotemos Bn = B ∪ An para cada n ∈ N. Se tiene que
{Bn}∞n=1 es una sucesión en C(X)−C(A) y lim Bn = B. Aśı, B ∈ Fr(C(A)).
Hemos demostrado que C(ap) ∪ C(a,A) está contenido en Fr(C(A)). Simi-
larmente se prueba que ∪C(pb) ∪ C(b, A) está contenido en Fr(C(A)). Por
esto Fr(C(A)) = C(ap)∪C(a,A)∪C(pb)∪C(b, A), lo cual se representa en
el segundo dibujo de la Figura 4.1.

Observamos que C(ap)∪C(a,A) y C(pb)∪C(b, A), son subcontinuos de
Fr(C(A)) y la intersección de éstos es el conjunto de dos elementos {{p}, A},
es decir, tal intersección no es conexa. Se concluye que Fr(C(A)) no es
unicoherente.

a bp

{b}

{a}

{p}

A

A = ab

Figura 4.1

Ejemplos como el previo sugieren las hipótesis del teorema que sigue.

4.3 Teorema. Si A es un arco en un continuo X, K es un subcontinuo de
A y U es un conjunto abierto en X que satisfacen las siguientes condiciones:
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(1) K está contenido en U y la componente de U que contiene a K está
contenida en A;

(2) U = (
∞⋃
n=1

Cn) ∪ (
∞⋃
n=1

Dn), donde, para cada n ∈ N, Cn y Dn son com-

ponentes de U ; y

(3) Las sucesiones {Cn}∞n=1 y {Dn}∞n=1 convergen en C(X) yK = (limCn)∩
(limDn);

entonces Fr(C(A)) no es unicoherente.

Demostración. Denotamos por W a la componente de U que contiene a K.
Por hipótesis W ⊂ A. Probaremos que:

(1) W es un subconjunto abierto de A.

Para probar esto, denotamos por L a la componente de U ∩ A que con-
tiene a K. Como U ∩ A es un conjunto abierto de A y A es localmente
conexo, tenemos que L es un subconjunto abierto de A, véase el inciso (3) de
la Proposición 1.8. Por otra parte, como L es conexo y K ⊂ L ⊂ U , notamos
que L ⊂ W , ya que W es la componente de U que contiene a K. También,
como W es conexo y K ⊂ W ⊂ U ∩A, observamos que W ⊂ L, ya que L es
la componente de U ∩A que contiene a K. Esto prueba que L = W . Aśı, lo
que decimos en (1) está demostrado.

A continuación demostraremos que:

(2) El conjunto de las componentes de U que están contenidas en A es
finito.

Para demostrar esto supongamos lo contrario. Luego podemos suponer
que existe una subsucesión {Cnj

}∞j=1 de la sucesión {Cn}∞n=1 tal que, para
todo j ∈ N, Cnj

⊂ A y Cnj
6= Cni

si j 6= i. Fijemos un punto x ∈ K.

Como K ⊂ limCn y limCn = limCnj
, tenemos que x ∈ limCnj

. Aśı, por
el inciso (1) de el Teorema 1.46, existe una sucesión de puntos {xj}∞j=1 tal

que limxj = x y xj ∈ Cnj
para cada j ∈ N. Notamos que {xj}∞j=1 es una

sucesión de puntos en A (pues xj ∈ Cnj
⊂ A), y W es un conjunto abierto

de A tal que x ∈ W (esto se tiene por (1) y porque x ∈ K ⊂ W ). Luego,
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existe N ∈ N tal que xj ∈ W para todo j ≥ N . Aśı, Cnj
∩W 6= ∅ para

todo j ≥ N . Luego, Cnj
y W son conjuntos que no están separados en X si

j ≥ N . Como Cnj
y W son componentes de U , se sigue que Cnj

= W para
todo j ≥ N . Esto es una contradicción, ya que Cnj

6= Cni
si j 6= i. Esta

contradicción demuestra lo que decimos en (2).

Denotamos C∗ = limCn y D∗ = limDn. Por hipótesis, tenemos que
K = C∗ ∩D∗. Denotamos por C y D a las componentes de C∗ ∩A y D∗ ∩A
que contienen a K, respectivamente. Probaremos lo que sigue:

(3) C y D pertenecen a Fr(C(A)). Más aún, si C 6= C∗, entonces C
pertenece a SB(A). Similarmente, si D 6= D∗, entonces D pertenece a
SB(A).

Para justificar esto, primero supongamos que C = C∗. Aśı, C = limCn.
Por (2), podemos suponer que Cn no está contenido en A para todo n ∈ N.
Luego, {Cn}∞n=1 es una sucesión en C(X)−C(A) que converge a C ∈ C(A).
Aśı, C ∈ Fr(C(A)), véase el inciso (1) de la Proposición 2.1. Ahora, supon-
gamos que C 6= C∗, y tomemos un arco ordenado α : [0, 1] → C(X) desde
C hasta C∗. Notamos que si t ∈ [0, 1] y α(t) ⊂ A, entonces α(t) ⊂ C∗ ∩ A.
Como C ⊂ α(t) y C es una componente de C∗ ∩ A, se sigue que C = α(t).
Puesto que α es un arco ordenado y α(0) = C, se tiene que t = 0. Esto
demuestra que α(t) no está contenido en A para ningún t ∈ (0, 1]. Luego,
por el inciso (1) del Teorema 1.79, se obtiene que C ∈ SB(A). Similarmente
se prueba que D ∈ Fr(C(A)) y que si D 6= D∗, entonces D ∈ SB(A).

A continuación probaremos que:

(4) C no está contenido en U y D no está contenido en U .

Para probar esto suponemos que C ⊂ U . Por el Teorema 1.20, tenemos
que Cn∩(X−U) 6= ∅ para todo n ∈ N. ComoX−U es cerrado y lim Cn = C∗,
por el inciso (1) de la Proposición 1.52, se sigue que C∗ ∩ (X − U) 6= ∅. Por
esto C 6= C∗. Tomemos un arco ordenado α en C(X) tal que α(0) = C.
Notemos que C(U) es un conjunto abierto en C(X) y C pertenece a éste,
véase la Proposición 1.52. Luego, por la continuidad de α, existe t > 0 tal
que α(t) ∈ C(U), es decir α(t) ⊂ U . Como K ⊂ C ⊂ α(t) y puesto que W es
la componente de U que contiene a K, se tiene que α(t) ⊂ W . Por hipótesis
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W ⊂ A, aśı α(t) ⊂ A. Por el inciso (1) del Teorema 1.79, se sigue que C no
pertenece a SB(A). Esto contradice (3), ya que C 6= C∗. Esta contradicción
demuestra que C no está contenido en U . Similarmente se demuestra que D
no está contenido en U .

Demostraremos lo que sigue:

(5) C y D son arcos en A que contienen propiamente a K y K = C ∩D.
Además, C no está contenido en D y D no está contenido en C.

Por las definiciones de C y D se tiene que K ⊂ C ∩D ⊂ C∗ ∩D∗. Por
hipótesis K = C∗ ∩D∗. Se sigue que K = C ∩D. Por otra parte, también
por hipótesis K ⊂ U , y por (4) C * U , por lo que K 6= C. Similarmente,
K 6= D. Además, si C ⊂ D entonces C = C ∩ D = K, lo cual es una con-
tradicción. De este modo se obtiene que C * D. Similarmente se justifica
que D * C. Con esto está demostrado lo que decimos en (5).

A los puntos en A que son los puntos extremos de los arcos C y D los
denotaremos por c1 y c2; y d1 y d2, respectivamente. Es decir, C = c1c2

y D = d1d2. Por (5), C y D son no degenerados, por lo que c1 6= c2 y
d1 6= d2. También tomamos los puntos k1 y k2 en A tales que K = k1k2. Ob-
servamos que si K es degenerado entonces k1 = k2 y k1k2 = {k1}. Además,
con un orden natural en el arco A (véase la Nota 4.1), podemos suponer
que c1 < c2, d1 < d2 y k1 ≤ k2. Por (5), tenemos que k1k2 ⊂ c1c2,
k1k2 ⊂ d1d2, c1c2 * d1d2 y d1d2 * c1c2, por lo cual también podemos suponer
que c1 < d1 ≤ k1 ≤ k2 ≤ c2 < d2. Como k1k2 = c1c2 ∩ d1d2, se sigue que
d1 = k1 y k2 = c2. En resumen se tiene que c1 < d1 = k1 ≤ k2 = c2 < d2.
Usaremos esto para probar lo que sigue:

(6) W ⊂ C ∪D.

Para demostrar esto suponemos que W * C ∪ D y fijamos un punto
x ∈ W − (C∪D). Se tiene que x no pertenece al arco c1d2, por lo cual x < c1

o d2 < x. Sin perder generalidad suponemos que x < c1. Como los puntos x
y k2 pertenecen a W y W es un subconjunto conexo de A, se tiene que el arco
xk2 está contenido en W . Notamos que x < c1 < k1 ≤ k2 = c2. Se sigue que
el arco c1c2 está contenido en el arco xk2. Es decir c1c2 ⊂ xk2 ⊂ W . Como
C = c1c2 y W ⊂ U , se obtiene que C ⊂ U , lo cual contradice lo establecido
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en (4). Esto prueba lo que decimos en (6).

A continuación demostraremos lo siguiente:

(7) Si B ∈ Fr(C(A)) y K ⊂ B ⊂ W , entonces B ⊂ C o B ⊂ D.

Sea B como se dice y tomemos una sucesión {Bk}∞k=1 en C(X) − C(A)
tal que limBk = B. Como B ⊂ W y W ⊂ U , por el inciso (2) de la
Proposición 1.52, podemos suponer que Bk ⊂ U , para todo k ∈ N. Por

hipótesis tenemos que U = (
∞⋃
n=1

Cn) ∪ (
∞⋃
n=1

Dn), donde, para cada n ∈ N, Cn

y Dn son componentes de U , por esto ocurre una de las siguientes situaciones:

(i) Existen una subsucesión {Bkj}∞j=1 de la sucesión {Bk}∞k=1, y una sub-
sucesión {Cnj

}∞j=1 de la sucesión {Cn}∞n=1, tales que Bkj ⊂ Cnj
, para todo

j ∈ N; o

(ii) Existen una subsucesión {Bkj}∞j=1 de la sucesión {Bk}∞k=1, y una sub-
sucesión {Dnj

}∞j=1 de la sucesión {Dn}∞n=1, tales que Bkj ⊂ Dnj
, para todo

j ∈ N.

Supongamos que ocurre (i). En este caso, observamos que B = limBkj y

C∗ = limCnj
. Por el inciso (3) del Teorema 1.46 se sigue que B ⊂ C∗. Aśı,

tenemos que B ⊂ C∗ ∩A. Como C es la componente de C∗ ∩A que contiene
a K y K ⊂ B, se concluye que B ⊂ C.

Si ocurre (ii), similarmente se demuestra que B ⊂ D. Esto prueba lo que
se afirma en (7).

En lo que sigue continuamos con la notación y los supuestos establecidos
justo antes de (6). Es decir, C = c1c2 y D = d1d2 son arcos en A, K = k1k2

es un arco o un punto en A y c1 < d1 = k1 ≤ k2 = c2 < d2. Probaremos lo
que sigue:

(8) Existe un arco ordenado β1 en Fr(C(A)) desde {c2} hasta C. Simi-
larmente, existe un arco ordenado β2 en Fr(C(A)) desde {d1} hasta D.

Por (3) sabemos que C ∈ Fr(C(A)). Para probar (8) primero veremos
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que {c2} también pertenece a Fr(C(A)). Para esto notamos que c2 ∈ C∗

(porque c2 ∈ C ⊂ C∗) y C∗ = limCn. Por el inciso (1) del Teorema 1.46,
existe una sucesión de puntos en X, digamos {qn}∞n=1, tal que c2 = lim qn y
qn ∈ Cn para cada n ∈ N.

Afirmamos que existe N ∈ N tal que qn /∈ A para todo n ≥ N ; porque si
tal N no existe entonces se encuentra una subsucesión {qnj

}∞j=1 de la sucesión
{qn}∞n=1 tal que qnj

∈ A para todo j ∈ N. Aśı, {qnj
}∞j=1 es una sucesión de

puntos de A tal que q = lim qnj
. Luego, como W es un conjunto abierto de

A (véase (1)) tal que c2 ∈ W (pues c2 ∈ K ⊂ W ), existe j0 ∈ N tal que
qnj
∈ W para todo j ≥ j0. Se sigue que Cnj

∩W 6= ∅ para todo j ≥ j0. Lo
cual es una contradicción ya que Cnj

y W son componentes de U diferentes
entre śı. Esto demuestra nuestra afirmación. Por ésta podemos suponer que
{qn}∞n=1 es una sucesión de puntos en X −A. Se sigue que c2 ∈ Fr(A) y, en
consecuencia, por el inciso (2) del la Proposición 2.1, {c2} ∈ Fr(C(A)).

Como c2 ∈ U y c2 = lim qn, podemos suponer que qn ∈ U para todo
n ∈ N. Por el Teorema 1.20, sabemos que Cn ∩ (X − U) 6= ∅, por lo
que {qn} 6= Cn, es decir Cn contiene propiamente a {qn}. Tomemos un
arco ordenado αn : [0, 1] → C(X) desde {qn} hasta Cn para cada n ∈ N.
Notemos que {αn([0, 1])}∞n=1 es una sucesión de elementos del hiperespacio
C(C(X)). Como éste es compacto, podemos suponer que existe un elemento
Λ de C(C(X)) tal que Λ = limαn([0, 1]). Observamos que {qn} y Cn son
elementos de αn([0, 1]) para cada n ∈ N. Luego, puesto que {c2} = lim{qn} y
C∗ = limCn, {c2} y C∗ son elementos de Λ. También, por el inciso (1) de el
Teorema 1.46, notamos que para cualesquiera E y F en Λ existen sucesiones
{sn}∞n=1 y {tn}∞n=1 tales que E = limαn(sn) y F = limαn(tn). Como αn es un
arco ordenado, α(sn) y αn(tn) son comparables por la inclusión de conjuntos,
para cada n ∈ N. Sin perder generalidad, podemos suponer que existe una
sucesión {nj}∞j=1 en N tal que αnj

(snj
) ⊂ αnj

(tnj
) para todo j ∈ N. Como

E = limαnj
(snj

) y F = limαnj
(tnj

), se obtiene que E ⊂ F , véase el inciso
(2) del Teorema 1.46. Hemos demostrado que Λ es un subcontinuo no dege-
nerado de C(X) tal que cualesquiera dos de sus elementos son comparables
por la inclusión de conjuntos. Por el Teorema 1.57, Λ es la imagen de un arco
ordenado α : [0, 1] → C(X). Se tiene que lim αn([0, 1]) = α([0, 1]). Por el
inciso (1) del Teorema 1.46, para cada t ∈ [0, 1] existe una sucesión {tn}∞n=1

en el intervalo [0, 1] tal que lim αn(tn) = α(t). Como cada αn es un arco
ordenado desde {qn} hasta Cn, se tiene que {qn} ⊂ αn(tn) ⊂ Cn. Luego, por
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el inciso (2) del Teorema 1.46, se sigue que {c2} ⊂ α(t) ⊂ C∗. Esto implica
que α es un arco ordenado en C(X) desde {c2} hasta C∗.

Denotamos t0 = sup{t ∈ [0, 1] : α(t) ⊂ A}. Observamos que si 0 ≤ t ≤ t0,
entonces c2 ∈ α(t) ⊂ C∗ ∩A. Como C es la componente de C∗ ∩A que con-
tiene a K, se sigue que α(t) ⊂ C para todo t ∈ [0, t0].

Por otra parte, dado t ∈ [0, 1], existe una sucesión {rn}∞n=1 en [0, 1] tal que
α(t) = limαn(rn) ya que α(t) ∈ Λ y Λ = limαn([0, 1]). Como qn ∈ αn(rn)
y qn /∈ A, tenemos que αn(rn) * A. Aśı, {αn(rn)}∞n=1 es una sucesión en
C(X)−C(A) que converge a α(t). Además, α(t) ∈ C(A) para todo t ∈ [0, t0].
Se sigue que α(t) ∈ Fr(C(A)) para todo t ∈ [0, t0].

Si α(t0) = C, entonces definimos β1 : [0, 1] → C(X) como β1(t) = α(t0t)
para todo t ∈ [0, 1]; y obtenemos que β1 es un arco ordenado en Fr(C(A))
desde {c2} hasta C.

Si α(t0) 6= C, entonces definiremos β1 de otra manera. Primero veamos
que α(t0) ∈ SB(A). Para esto notamos que α(t0) está contenido propiamente
en C y α(1) = C∗, por lo cual t0 < 1. Definamos γ : [0, 1] → C(X) como
γ(t) = α(t+ t0(1− t)) para cada t ∈ [0, 1]. Observamos que γ es una función
continua tal que γ(0) = α(t0) y, por la definición de t0, γ(t) * A para todo
t > 0. Por esto α(t0) ∈ SB(A). Por el Teorema 1.54, podemos tomar un
arco ordenado η : [0, 1] → C(X) desde α(t0) hasta C. Por el inciso (1)
del Teorema 1.79, sabemos que η(t) ∈ SB(A) para todo t ∈ [0, 1]. Ahora
definimos

β1(t) =

{
α(t), si 0 ≤ t ≤ t0,

η( t−t0
1−t0 ), si t0 ≤ t ≤ 1.

Se tiene que β1 es un arco ordenado en Fr(C(A)) desde {c2} hasta C.

De esta manera, independientemente de que α(t0) = C o α(t0) 6= C,
hemos demostrado que existe un arco ordenado β1 en Fr(C(A)) desde {c2}
hasta C. Similarmente se prueba que existe un arco ordenado β2 en Fr(C(A))
desde {d1} hasta D. Aśı, lo que decimos en (8) está demostrado.

Sean β1 y β2 los arcos ordenados obtenidos en (8). Afirmamos que existen
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números s1 y s2 en [0, 1] tales que β1(s1) = K y β2(s2) = K. Para probar
esto denotamos I1 = {t ∈ [0, 1] : β1(t) ⊂ K} e I2 = {t ∈ [0, 1] : K ⊂ β1(t)}.
Como K es cerrado y β1 es continua, con el inciso (2) del Teorema 1.46, se
obtiene que I1 e I2 son cerrados en [0, 1]. Notamos que 0 ∈ I1 y 1 ∈ I2.
Además, para cada t ∈ [0, 1], β1(t) y K son subarcos o puntos del arco C y
comparten al punto extremo c2, por lo que β1(t) ⊂ K o K ⊂ β1(t). Se sigue
que [0, 1] = I1 ∪ I2. Luego, por la conexidad de [0, 1], existe s1 ∈ I1 ∩ I2. Se
tiene que β1(s1) = K. Similarmente se prueba que existe s2 ∈ [0, 1] tal que
β2(s2) = K.

DenotemosA1 = {B ∈ C(A) : K ⊂ B ⊂ C}∪{B ∈ C(A) : K ⊂ B ⊂ D}.
Probaremos lo que sigue:

(9) A1 es un arco en Fr(C(A)) con puntos extremos C y D.

Para demostrar esto, veremos que A1 = β1([s1, 1]) ∪ β2([s2, 1]). Como β1

es un arco ordenado tal que β1(s1) = K y β1(1) = C, se tiene que para todo
t ∈ [s1, 1], K ⊂ β1(t) ⊂ C. Aśı, β1([s1, 1]) ⊂ A1. Similarmente se justifica
que β2([s2, 1]) ⊂ A1. Rećıprocamente, sea B ∈ C(A) tal que K ⊂ B ⊂ C.
Denotemos J1 = {t ∈ [s1, 1] : β1(t) ⊂ B} y J2 = {t ∈ [s1, 1] : B ⊂ β1(t)}.
Con argumentos semejantes a los expuestos en el párrafo previo a (8), se
prueba que existe un número s ∈ J1∩J2. Se tiene que s ∈ [s1, 1] y β1(s) = B.
Aśı, B ∈ β1([s1, 1]). Análogamente, si B ∈ C(A) y K ⊂ B ⊂ D se justifica
que B ∈ β2([s2, 1]). Esto prueba que A1 ⊂ β1([s1, 1])∪β2([s2, 1]). Aśı, hemos
demostrado que A1 coincide con la unión de β1([s1, 1]) y β2([s2, 1]).

Por (8) β1 y β2 son arcos ordenados en Fr(C(A)), es decir, β1(t) y β2(t)
pertenecen a Fr(C(A)) para todo t ∈ [0, 1]. Por esto se tiene que A1 ⊂
Fr(C(A)). Definimos h : [0, 1]→ A1 como

h(t) =

{
β1((1− s1)(1− 2t) + s1), si 0 ≤ t ≤ 1

2
,

β2((1− s2)(2t− 1) + s2), si 1
2
≤ t ≤ 1.

Se tiene que h es un homeomorfismo de [0, 1] sobre A1 tal que h(0) = C y
h(1) = D. Aśı, A1 es un arco con puntos extremos C y D contenido en la
frontera de C(A). Esto termina la prueba de (9).

Tomemos arcos ordenados en la frontera de C(A), γ1 y γ2, desde C hasta
A y desde D hasta A, respectivamente, esto es posible por el Teorema 2.11.
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Denotemos r1 = inf {t ∈ [0, 1] : γ1(t) ∈ γ2([0, 1])}. Como γ1 es continua y
γ2([0, 1]) es compacto, se tiene que γ1(r1) ∈ γ2([0, 1]). Sea r2 ∈ [0, 1] tal que
γ2(r2) = γ1(r1); y denotemos A2 = γ1([0, r1]) ∪ γ2([0, r2]). Afirmamos que:

(10) A2 es un arco en Fr(C(A)) con puntos extremos C y D, además
A1 ∩ A2 = {C,D}.

Para esto observemos que la función γ : [0, 1]→ A2 definida como:

γ(t) =

{
γ1(2r1t), si 0 ≤ t ≤ 1

2
,

γ2(2r2 − 2r2t), si 1
2
≤ t ≤ 1,

es un homeomorfismo tal que γ(0) = C y γ(1) = D. Por otra parte, note-
mos que si t ∈ [0, r1] y γ1(t) ∈ A1, entonces, por la definición de A1, se
tiene que γ1(t) ⊂ C o γ1(t) ⊂ D. Como γ1 es un arco ordenado que ini-
cia en C, se tiene que C ⊂ γ1(t); y, por (5), se tiene que C * D. Se
sigue que γ1(t) * D. Luego, γ1(t) ⊂ C. Esto implica que γ1(t) = C, y aśı
γ1([0, r1])∩A1 = {C}. Similarmente se demuestra que γ2([0, r2])∩A1 = {D}.
Se sigue que A1 ∩ A2 = {C,D}. Esto prueba lo que decimos en (10).

Denotemos A = A1 ∪ A2. Por lo demostrado en (9) y (10), se tiene que
A es una curva cerrada simple en la frontera de C(A).

Por otra parte, observemos que, por (1), W ∩C es un conjunto abierto en
C. Como K es un conjunto cerrado y K ⊂ W ∩C, se tiene que esta inclusión
es propia. Aśı, podemos tomar un punto e1 ∈ (W ∩ C)−K. Similarmente,
podemos tomar un punto e2 ∈ (W ∩D) −K. Denotemos por E al subarco
de A que tiene puntos extremos e1 y e2. Notemos que K ⊂ E ⊂ W , E * C
y E * D. Por lo establecido en (7), se sigue que E no pertenece a la frontera
de C(A). Es decir, se tiene que E ∈ C(A)− Fr(C(A)).

Identificamos a C(A) con la región triangular del plano euclidiano definida
por ∆ = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y ≤ 1}, véase el Ejemplo 1.48. Notemos
que ∆ el la región acotada por los segmentos L = {(x, x) : x ∈ [0, 1]},
L0 = {0} × [0, 1] y L1 = [0, 1] × {1}. Con esta identificación observamos
que los puntos K, C, D y C ∪ D constituyen los vértices de un rectánguo
R contenido en ∆. Además, E ∈ int∆(R); más aún, si denotamos W =
{B ∈ C(A) : K ⊂ B ⊂ W, B * C, y B * D}, entonces W ⊂ int∆(R) y

74



W ∩ FrC(A) = ∅.

Por lo anterior podemos definir una proyección continua desde el punto
E, pE : Fr(CA)→ L∪L0∪L1, de la frontera de C(A) hacia L∪L0∪L1; de tal
manera que los lados del rectángulo R se proyectan aśı: pE(CK ∪KD) = L,
pE(CC ∪D) = L0 y pE(C ∪DD) = L1.

Notemos que en este modelo para C(A) el arco A1 se corresponde con la
unión de los dos lados del rectángulo R determinados por los elementos C y
K; y K y D. Es decir A1 = CK ∪KD. Por esto pE(A1) = L.

Por otra parte, tomando en cuenta la definicón del arco A2 dada en el
párrafo previo a (10), y denotando por LC y LD a los segmentos maximales
en el triángulo ∆ que contienen a los elementos C y D; y que son paralelos
a los segmentos L0 y L1, respectivemente, observamos que γ1([0, r1]) está
contenido en la región de ∆ acotada por los segmentos L0 y LC ; y γ2([0, r2])
está contenido en la región de ∆ acotada por los segmentos L1 y LD. Por
esto pE(A2) = L0 ∪ L1. Véase la Figura 4.2

Como L∪L0∪L1 es una curva cerrada simple, podemos tomar un home-
omorfismo h : L ∪ L0 ∪ L1 → S1. Definamos g : Fr(C(A)) → S1 como
g(B) = h(pE(B)) para todo B ∈ Fr(C(A)). Se tiene que g es una función
continua.

Denotemos p = g(C), q = g(D), S1 = g(A1) y S2 = A2. Observamos
que S1 y S2 son arcos en la circunferencia S1 tales que S1 = S1 ∪ S2 y
S1 ∩ S2 = {p, q}. Por la Proposición 1.24, la función g|A : A → S1 no tiene
un levantamiento. Luego, por el inciso (1) de la Proposición 1.23, se sigue
que la función g : Fr(C(A))→ S1 no tiene un levantamiento.

Como A es un arco, por el Teorema 3.3, se tiene que Fr(C(A)) es un
continuo localmente conexo. Por esto, y por el Teorema 1.26, lo anterior
implica que Fr(C(A)) no es unicoherente.
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4.4 Teorema. Si A es un arco contenido en un continuo X y Fr(A) = A,
entonces Fr(C(A)) es unicoherente si y sólo si Fr(C(A)) = C(A).

Demostración. (Necesidad). Primero observemos que, por hipótesis y por el
inciso (2) del Teorema 2.1, F1(A) ⊂ Fr(C(A)). Denotemos por a1 y a2 a
los puntos extremos del arco A. Por el Teorema 2.11, para cada i ∈ {1, 2}
podemos tomar un arco ordenado αi : [0, 1] → C(X) tal que αi(0) = ai,
αi(1) = A y αi(t) ∈ Fr(C(A)) para todo t ∈ [0, 1].

Sabemos que C(ai, A) es un arco en C(A) con puntos extremos {ai} y
A. Como αi es arco ordenado y αi(0) = {ai}, se tiene que ai ∈ αi(t) para
todo t ∈ [0, 1]. Se sigue que αi([0, 1]) es un arco contenido en el arco C(ai, A)
y contiene a los puntos extremos de éste. Luego, αi([0, 1]) = C(ai, A). Se
obtiene que C(ai, A) ⊂ Fr(C(A)).

Denotemos A = F1(A)∪C(a1, A)∪C(a2, A). Por lo anterior se tiene que
A ⊂ Fr(C(A)).

Por otra parte, sabemos que existe un homeomorfismo h : C(A)→ D2 y
que h(A) = S1, véase el Ejemplo 1.48.

Supongamos que Fr(C(A)) 6= C(A). Probaremos que C(A) no es uni-
coherente. Para esto fijemos un elemento E ∈ C(A) − Fr(C(A)). Usa-
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remos la proyección radial desde el punto h(E) de D2 hacia la circunfe-
rencia S1, ph(E) : D2 − {h(E)} → S1, véase la Definición 1.40. Como
h(Fr(C(A))) ⊂ D2 − {h(E)}, podemos definir g : Fr(C(A)) → S1 como
g(B) = ph(E)(h(B)) para todo B ∈ Fr(C(A)).

Como h y ph(E) son funciones continuas, se tiene que g es una función con-
tinua. Notemos que h|A es un homeomorfismo de A en S1; y la proyección
radial ph(E) es la función identidad en S1. Por esto, g|A : A → S1 es un
homeomorfismo. Por el inciso (2) de la Proposición 1.23, la función g|A no
tiene un levantamiento. Luego, por el inciso (1) de esa misma proposición,
se sigue que la función g : Fr(C(A))→ S1 no tiene un levantamiento.

Como A es un arco, por el Teorema 3.3, se tiene que Fr(C(A)) es un
continuo localmente conexo. Por esto, y por el Teorema 1.26, lo anterior
implica que Fr(C(A)) no es unicoherente. Esto prueba la necesidad.

(Suficiencia). Por el Teorema 1.64, C(A) es un continuo unicoherente.
De modo que si Fr(C(A)) = C(A), entonces Fr(C(A)) es unicoherente.

4.5 Teorema. Si A es una curva cerrada simple contenida en un continuo
X y Fr(A) = A, entonces Fr(C(A)) es unicoherente si y sólo si Fr(C(A)) =
C(A).

Demostración. (Necesidad). Supongamos que Fr(C(A)) 6= C(A). Fije-
mos un elemento E ∈ C(A) − Fr(C(A)). Sabemos que existe un homeo-
morfismo h : C(A) → D2 y que h(F1(A)) = S1, donde D2 es el disco
canónico en el plano euclidiano, véase el Ejemplo 1.49. Denotemos por
ph(E) : D2 − {h(E)} → S1 a la proyección radial desde el punto h(E) hacia
la circunferencia S1, véase la Definición 1.40.

Como h(Fr(C(A))) ⊂ D2−{h(E)}, podemos definir g : Fr(C(A))→ S1

como g(B) = ph(E)(h(B)) para todo B ∈ Fr(C(A)). Observamos que g es
una función continua, porque es la composición de funciones continuas.

Por hipótesis se tiene que F1(Fr(A)) = F1(A). Aśı, por el inciso (2)
de la Proposición 2.1, se sigue que F1(A) ⊂ Fr(C(A)). Además, como
h(F1(A)) = S1 y ph(E)|S1 es la función identidad en S1, se tiene que g|F1(A) es
un homeomorfismo de F1(A) en S1. Por el inciso (2) de la Proposición 1.23,
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se tiene que la función g|F1(A) no tiene un levantamiento. Por esto, y por el in-
ciso (1) de esa misma proposición, se sigue que la función g : Fr(C(A))→ S1

no tiene un levantamiento.

Como A es una curva cerrada simple, por el Teorema 3.3, se tiene que
Fr(C(A)) es un continuo localmente conexo. Por esto y el Teorema 1.26, lo
anterior implica que Fr(C(A)) no es unicoherente. Esto prueba la necesidad.

(Suficiencia). Por el Teorema 1.64, se tiene que C(A) es un continuo
unicoherente. Aśı, la igualdad mencionada obviamente implica que Fr(C(A))
es unicoherente.
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Caṕıtulo 5

Fronteras que son 2-celdas

En este caṕıtulo demostramos que si los subcontinuos propios, no degenera-
dos, de un continuo X tienen fronteras conexas y sus hiperespacios tienen
fronteras que son 2-celdas, entonces X es un continuo indescomponible y cada
uno de sus subcontinuos propios es un arco, o un punto. Para esto primero
presentamos cinco lemas en relación con la condición de que las fronteras de
los hiperespacios sean 2-celdas.

5.1 Lema. Si para todo subcontinuo propio y no degenerado, A, de un
continuo X se tiene que Fr(C(A)) es un 2-celda, entonces X no contiene
arcos libres.

Demostración. Supongamos que A es un arco libre en un continuo X. Se
tiene A − {p, q} es un conjunto abierto en X contenido en A. Se sigue que
Fr(A) ⊂ {p, q}. Por el Corolario 2.6, Fr(C(A)) = {B ∈ C(A) : B∩Fr(A) 6=
∅}. Luego, Fr(C(A) ⊂ C(p,A)∪C(q, A). Como C(p,A)∪C(q, A) es un arco
en C(A), véase el Ejemplo 1.48, se concluye que Fr(C(A) no es una 2-celda.
Esto demuestra el lema.

5.2 Lema. Si para todo subcontinuo propio y no degenerado, A, de un
continuo X se tiene que Fr(C(A)) es un 2-celda, entonces X no contiene
triodos simples.

Demostración. Supongamos que X tiene un triodo simple T .

Afirmamos que Fr(T ) = T . Para demostrar esta afirmación, supongamos
que Fr(T ) 6= T . Aśı, int(T ) 6= ∅. Luego, intX(T )−{r}, donde r es el punto
de ramificación de T , es un conjunto abierto en X, no vaćıo, contenido en T .
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Tomemos una componente K del conjunto intX(T )−{r}. Como T es local-
mente conexo, K es un conjunto abierto en T , además K es un conjunto arco
conexo, véanse los Teoremas 1.8 y 1.33. Fijemos dos puntos distintos p y q en
K y un arco A en K con puntos extremos p y q. Notemos que A−{p, q} es un
conjunto abierto en T contenido en int(T ) y éste es un conjunto abierto en X,
se sigue que A−{p, q} es abierto en X. Esto es, A es un arco libre en X. Esto
es una contradicción con el Lema 5.1. Aśı, lo que afirmamos está demostrado.

Por el inciso (2) de la Proposición 2.1, se tiene que F1(T ) ⊂ Fr(C(T )).
Notemos que, para cada x ∈ T , ningún conjunto abierto en C(T ) que contiene
a {x} es homeomorfo a la bola abierta del plano euclidiano BR2((0, 0), 1),
véase el Ejemplo 1.50. Como por hipótesis Fr(C(T )) es una 2-celda, se sigue
que F1(T ) está contenido en la variedad frontera de esta 2-celda. Esto es una
contradición, ya que F1(T ) es un triodo simple y la variedad frontera de una
2-celda es una curva cerrada simple. Con esto el lema está demostrado.

5.3 Lema. Si un continuo X contiene un 4-odo, entonces X contiene un
subcontinuo A tal que Fr(C(A)) contiene una 3-celda.

Demostración. Supongamos que Y es un 4-odo en un continuo X. Esto es,

Y contiene un subcontinuo B tal que Y − B =
∞⋃
i=1

Hi, donde Hi 6= ∅ y

Hi ∩ Hj = ∅ para cualesquiera i, j ∈ {1, 2, 3, 4} con i 6= j. Tomemos una
componente Ei de Y − B tal que Ei ⊂ Hi para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}. Por
la Proposición 1.21, se tiene que B ∪ Ei es un continuo. Notemos que éste
contiene propiamente a B. Por el Teorema 1.54, podemos tomar un arco
ordenado αi : [0, 1]→ C(X) desde B hasta B ∪Ei, para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}.
Denotemos D = α1(1

2
) y A = D ∪ E2 ∪ E3 ∪ E4. Como B ⊂ D, se tiene

que A = D ∪ (B ∪ E2) ∪ (B ∪ E3) ∪ (B ∪ E4), aśı A es la unión de cuatro
subcontinuos de X que contienen a B. Aśı, A es un subcontinuo de X.

Veamos que D ∈ SB(A). Para esto definimos β : [0, 1] → C(X) como
β(t) = α1( t+1

2
) para todo t ∈ [0, 1]. Se tiene que β es una función continua

tal que β(0) = D. Observamos que si t ∈ (0, 1], entonces t+1
2

> 1
2

y aśı,
puesto que α1 es un arco ordenado y α1(1

2
) = D, se tiene que D está con-

tenido propiamente en α1( t+1
2

), es decir, D ⊂ β(t) y D 6= β(t). Fijemos un
punto x ∈ β(t)−D. Como β(t) = α1( t+1

2
) ⊂ B ∪ E1 y B ⊂ D, se tiene que

x ∈ E1 −D. Además, como E1 ∩Ei = ∅ para cada i ∈ {2, 3, 4}, se tiene que
x /∈ A. Esto prueba que β(t) no está contenido en A para ninguna t ∈ (0, 1].
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Luego, D ∈ SB(A).

Denotemos D = {D ∪ α2(r) ∪ α3(s) ∪ α4(t) : 0 ≤ r, s, t ≤ 1}.

Observamos que cada elemento de D es un continuo en X, por ser la
unión de cuatro continuos en X que contienen a B. Más aún, como D ⊂ A
y αi(t) ⊂ Ei ⊂ A para cada i ∈ {2, 3, 4} se tiene que cada elemento de
D es un subcontinuo de A, es decir, D ⊂ C(A). Además, como cada ele-
mento de D contiene a D, por el inciso (2) del Teorema 1.79, se tiene que
D ⊂ SB(A). Por el inciso (3) de ese mismo teorema, SB(A) ⊂ Fr(C(A)),
por esto D ⊂ Fr(C(A)).

Finalmente, veamos que D es una 3-celda. Para esto definimos natural-
mente h : [0, 1]3 → D como h((r, s, t)) = D ∪ α2(r) ∪ α3(s) ∪ α4(t) para
todo punto (r, s, t) ∈ [0, 1]3. Como cada αi es una función continua, usando
el inciso (3) del Teorema 1.46, se obtiene que h es una función continua.
Veamos que h es inyectiva. Tomemos dos puntos distintos (r, s, t) y (u, v, w)
en [0, 1]3, digamos r 6= u. Supongamos que r < u. Como α2 es un arco
ordenado, se tiene que α2(r) está contenido propiamente en α2(u). Fijemos
un punto x ∈ α2(u)− α2(r). Aśı x ∈ h((u, v, w)). Como B ⊂ α2(r), se tiene
que x ∈ α2(u)− B. Como D − B ⊂ E1, α2(u)− B ⊂ E2, α3(s)− B ⊂ E3 y
α4(t)−B ⊂ E4 y Ei∩Ej = ∅ si i 6= j, se sigue que x /∈ D∪α2(r)∪α3(s)∪α4(t),
es decir, x /∈ h((r, s, t)). Aśı, h((r, s, t)) 6= h((u, v, w)). Esto prueba que h es
inyectiva. Se sigue que h es una biyección continua de [0, 1]3 en D. Como
[0, 1]3 es compacto y D es un espacio de Hausdorff, se concluye que h es un
homeomorfismo. Se concluye que D es una 3-celda contenida en la frontera
de C(A).

5.4 Lema. Sea n ∈ N. Si un continuo X contiene un subcontinuo A tal que
Fr(A) tiene al menos n componentes, entonces X contiene un n-odo.

Demostración. Supongamos que A es un subcontinuo de X tal que Fr(A)
tiene al menos n componentes. Tomemos n componentes de Fr(A) distintas
dos a dos, C1, . . . , Cn. Analizaremos dos casos:

(1) Existe i ∈ {1, . . . , n} tal que para toda componente K de X − A se
tiene que Ci ∩K = ∅; y
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(2) Para cada i ∈ {1, . . . , n} existe una componente Ki de X −A tal que
Ci ∩Ki 6= ∅.

En el caso (1) fijemos un punto x ∈ Ci y una sucesión {xm}∞m=1 en X−A
tal que lim xm = x. Denotemos por Km a la componente de X − A que
contiene al punto xm. Afirmamos que existe una subsucesión {Kmj

}∞j=1 de la
sucesión {Km}∞m=1 tal que Kmj

6= Kmk
si j 6= k. Para probar esta afirmación

suponemos lo contrario. Luego, existe N ∈ N tal que Kn = KN para todo
n ≥ N . Se sigue que x ∈ KN , por lo cual Ci ∩ KN 6= ∅. Esto es una con-
tradicción con la hipótesis en este caso (1). De este modo nuestra afirmación
está demostrada.

Denotemos Y = A ∪Km1 ∪ · · · ∪Kmn . Por el Teorema 1.21, se tiene que
Y es un subcontinuo de X. Notemos que Y −A = Km1 ∪ · · · ∪Kmn ; además,
como Kmi

y Kmj
son componentes de X − A, se tiene que Kmi

y Kmj
son

conjuntos separados si i 6= j. Con esto, el continuo Y es un n-odo en X.

En el caso (2), para cada i ∈ {1, . . . , n} tomemos una componente Ki

de X − A tal que Ci ∩ Ki 6= ∅. Como Ci y Ki son subcontinuos de X se
sigue que Ci ∪ Ki es un subcontinuo de X. Notemos que Ci ∪ Ki contiene
propiamente a Ci (pues ∅ 6= Ki ⊂ X − A y Ci ⊂ A). Luego, por el Teorema
1.54, podemos tomar un arco ordenado αi : [0, 1] → C(X) desde Ci hasta
Ci ∪Ki, para cada i ∈ {1, . . . , n}.

Afirmamos que para cada i ∈ {1, . . . , n} y para cada t ∈ (0, 1] se tiene que
αi(t) no está contenido en A. Para probar esto supongamos que αi(t) ⊂ A.
Como Ci ⊂ αi(t) ⊂ Ci ∪ Ki, observamos que αi(t) = Ci ∪ (αi(t) ∩ Ki) y,
puesto que Ki ⊂ X − A, se sigue que αi(t) ⊂ Ci ∪ (A ∩ X − A) = Fr(A).
Aśı, αi(t) es un continuo en Fr(A) que contiene a la componente Ci, por lo
cual αi(t) = Ci. Como αi es un arco ordenado que inicia en Ci, se tiene que
t = 0. Esto demuestra nuestra afirmación.

Por otra parte, como Ci y Cj son conjuntos cerrados y disjuntos en el
continuo X si i 6= j, podemos tomar n conjuntos abiertos y disjuntos en X,
U1, . . . , Un, tales que Ci ⊂ Ui para cada i ∈ {1, . . . , n}. Por la Proposición
1.52, se tiene que C(Ui) es un conjunto abierto en C(X). Notemos que
Ci ∈ C(Ui). Aśı, por la continuidad de αi, podemos tomar un número ti > 0
tal que αi(ti) ∈ C(Ui), para cada i ∈ {1, . . . , n}.
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Denotemos Y = A ∪ α1(t1) ∪ · · · ∪ αn(tn). Como Ci ⊂ A ∩ αi(t), se tiene

que Y es un subcontinuo de X. Además, Y − A =
n⋃
i=1

(αi(ti) − A). Como

ti > 0, se tiene que αi(ti) − A 6= ∅ y, por la elección de ti, αi(ti) − A y
αj(tj)− A son conjuntos separados si i, j ∈ {1, . . . , n} e i 6= j. Esto prueba
que Y es un n-odo en X.

5.5 Lema. Si para todo subcontinuo propio y no degenerado, A, de un con-
tinuo X se tiene que Fr(C(A)) es un 2-celda, entonces Fr(A) es localmente
conexo para todo subcontinuo A de X.

Demostración. Supongamos que X contiene un subcontinuo A tal que Fr(A)
no es localmente conexo. Por la hipótesis y los Lemas 5.3 y 5.4, se tiene que
Fr(A) tiene a lo más tres componentes. Por la Proposición 1.10, existe una
componente C de Fr(A) tal que C no es localmente conexa. Es decir, C es
un continuo que no es localmente conexo. Por el Teorema 1.70, C contiene
un continuo de convergencia K. Entonces K es un subcontinuo no dege-
nerado de C y existe una sucesión {Kn}∞n=1 de subcontinuos de C tal que
lim Kn = K, Kn ∩K = ∅ y Kn ∩Km = ∅ si n 6= m, véase la Definición 1.69.
Fijemos un punto x ∈ K. Por el inciso (1) de la Proposición 1.46 existe una
sucesión {xn}∞n=1 en X tal que lim xn = x y xn ∈ Kn para cada n ∈ N.

Tomemos un conjunto abierto U en X tal que x ∈ U y K * U . Por la
Proposición 1.52, se tiene que C(U) y D(X − U) son conjuntos abiertos en
C(X). Notemos que {x} ∈ C(U) y K ∈ D(X − U). Como lim {xn} = {x} y
lim Kn = K, podemos suponer que {xn} ∈ C(U) y Kn ∈ D(X−U) para todo
n ∈ N. Como x y xn pertenecen a Fr(A), por el inciso (2) de la Proposición
2.1, se tiene que los conjuntos singulares {x} y {xn} pertenecen a Fr(C(A)).
Por hipótesis Fr(C(A)) es localmente conexo, por esto existe un conjunto
abierto y conexo V en Fr(C(A)) tal que {x} ∈ V ⊂ V ⊂ C(U) ∩ Fr(C(A)).
Podemos suponer que {xn} ∈ V para todo n ∈ N.

Denotemos M =
⋃
V . Por el Teorema 1.62, se tiene que M es un sub-

continuo de X. Como V ⊂ C(U), para todo E ∈ V se tiene que E ⊂ U . Aśı,
M ⊂ U . Denotemos Y = M ∪K1 ∪K2 ∪K3 ∪K4. Como xi ∈M ∩Ki para
cada i ∈ {1, 2, 3, 4}, observamos que Y es un subcontinuo de X. Notemos que

Y −M =
∞⋃
i=1

(Ki−M). Como Ki ∈ D(X−U), se tiene que Ki∩(X−U) 6= ∅,
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aśı Ki * U . Luego, puesto que M ⊂ U , se sigue que Ki −M 6= ∅, para cada
i ∈ {1, 2, 3, 4}. También se tiene que Ki ∩Kj = ∅ si i 6= j. Se concluye que
Y −M es la unión de cuatro conjuntos separados dos a dos. Esto es, Y es un
4-odo en X. Luego, por el Lema 5.3, X contiene un subcontinuo Z tal que
Fr(C(Z)) contiene una 3-celda. Esto es una contradicción con la hipótesis.
Esta contradicción prueba que Fr(A) es localmente conexo.

5.6 Teorema. Si para todo subcontinuo propio y no degenerado, A, de un
continuo X se tiene que Fr(A) es conexo y Fr(C(A)) es una 2-celda, entonces
X es un continuo indescomponible y cada uno de sus subcontinuos propios
y no degenerados es un arco.

Demostración. Primero demostraremos que, bajo tales condiciones, X es un
continuo indescomponible. Por la Proposición 1.13, probaremos que todo
subcontinuo propio de X tiene interior vaćıo. Para esto suponemos lo con-
trario. Sea A un subcontinuo propio de X tal que int(A) 6= ∅. Se sigue que
Fr(A) 6= A. Notemos que si Fr(A) = X − A, entonces X − A ⊂ A, aśı
X −A ⊂ A. Luego, X −A = ∅, lo cual es una contradicción porque A 6= X.
Esta contradicción prueba que Fr(A) 6= X − A. Como Fr(A) es conexo y
X = A∪X − A, por el inciso (1) de la Proposición 1.9, se tiene que X − A es
conexo. Como int(A) 6= ∅, se tiene que X − A 6= X. Con esto, observamos
que A y X − A son subcontinuos propios de X que contienen propiamente a
Fr(A).

Tomemos conjuntos abiertos U1 y U2 de A y X − A, respectivamente,
tales que Fr(A) ⊂ U1 ∩ U2, U1 6= A y U2 6= X − A. Denotemos por C1 y
C2 a las componentes de U1 y U2 que contienen a Fr(A), respectivamente.
Probaremos lo que sigue:

(1) Fr(C1)− Fr(A) 6= ∅ y Fr(C2)− Fr(A) 6= ∅.

Para demostrar (1), por el Teorema 1.20, podemos tomar un punto x ∈
C1∩FrA(U1). Luego, podemos tomar una sucesión {xn}∞n=1 en A−U1 tal que
lim xn = x. Como C1 ⊂ U1, se tiene que {xn}∞n=1 es una sucesión de puntos
en X−C1, aśı x ∈ Fr(C1). Por otra parte, por la elección de U1 se tiene que
Fr(A) ⊂ U1; y de la definición de frontera se tiene que FrA(U1) ⊂ FrA(U1),
además, como U1 es abierto en A, U1 ∩ FrA(U1) = ∅. Como x ∈ FrA(U1),
se sigue que x /∈ U1, por lo que x /∈ Fr(A). Aśı, x ∈ Fr(C1) − Fr(A),
por lo que Fr(C1) − Fr(A) 6= ∅. Con argumentos similares se prueba que
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Fr(C2)− Fr(A) 6= ∅.

(2) Fr(A) está contenida propiamente en Fr(C1).

Para probar (2), fijemos un punto x ∈ Fr(A) y una sucesión {xn}∞n=1 en
X − A tales que lim xn = x. Como C1 ⊂ A, se tiene que {xn}∞n=1 es una
sucesión de puntos en X − C1. Se sigue que x ∈ X − C1. Por otra parte,
como x ∈ Fr(A) y Fr(A) ⊂ C1, se tiene que x ∈ C1. Luego, x ∈ Fr(C1).
Aśı, Fr(A) ⊂ Fr(C1). Con esto, y con (1), se tiene la prueba de (2).

En lo que sigue demostraremos que:

(3) ∅ 6= Fr(C1) ∩ Fr(C2) ⊂ Fr(A).

Como Fr(A) ⊂ Fr(C1), notamos que Fr(C1) = Fr(A)∪Fr(C1)− Fr(A).
Por hipótesis Fr(C1) es conexo, aśı Fr(A) y Fr(C1)− Fr(A) no son disjun-
tos. Fijemos un punto x ∈ Fr(A) ∩ Fr(C1)− Fr(A). Por (2) se tiene que
Fr(A) ⊂ Fr(C1). Aśı, x ∈ Fr(C1). Probaremos que x también pertenece a
Fr(C2). Como Fr(A) ⊂ C2, se tiene que x ∈ C2. Para continuar tomemos
una sucesión {xn}∞n=1 en Fr(C1)− Fr(A) tal que lim xn = x. Notemos que
xn ∈ Fr(C1) ⊂ C1 ⊂ A, aśı como xn /∈ Fr(A), se sigue que xn /∈ X − A.
Luego, puesto que C2 ⊂ X − A se tiene que {xn}∞n=1 es una sucesión de pun-
tos en X −C2. Esto prueba que x ∈ X − C2. Se sigue que x ∈ Fr(C2). Esto
demuestra que Fr(C1)∩Fr(C2) 6= ∅. Por otra parte, como Fr(C1) ⊂ C1 ⊂ A
y Fr(C2) ⊂ C2 ⊂ X − A, se tiene que Fr(C1) ∩ Fr(C2) ⊂ Fr(A). Aśı, lo
que decimos en (3) está demostrado.

Por hipótesis se tiene que Fr(C1) y Fr(C2) son continuos. En (3) proba-
mos que estos continuos se intersectan. Aśı, Fr(C1)∪Fr(C2) es un continuo
en X. Por el Lema 5.5, se tiene que Fr(C1) y Fr(C2) son localmente conexos.
Por la Proposición 1.10 se sigue que Fr(C1) ∪ Fr(C2) es localmente conexo.
Sabemos que X no tiene triodos simples, véase el Lema 5.2. Luego, por el
Teorema 1.36, se sigue que Fr(C1) ∪ Fr(C2) es un arco o una curva cerrada
simple. Por (1) y (3) se tiene que Fr(C1) y Fr(C2) son subcontinuos pro-
pios, no degenerados, de Fr(C1) ∪ Fr(C2). Aśı, Fr(C1) y Fr(C2) son arcos
en Fr(C1) ∪ Fr(C2). Notemos que si Fr(C1) ∪ Fr(C2) es una curva cerrada
simple, entonces los puntos extremos del arco Fr(C1) pertenecen a la inter-
sección Fr(C1)∩Fr(C2), pues en otro caso encontramos un triodo simple en la
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unión Fr(C1)∪Fr(C2), lo que es imposible por el Lema 1.36. Por esto, y por
(3), se sigue que los puntos extremos de Fr(C1) pertenecen a Fr(A). Como
Fr(A) es un subcontinuo del arco Fr(C1), se sigue que Fr(A) = Fr(C1).
Esto contradice (2). Esta contradición prueba que Fr(C1) ∪ Fr(C2) no es
una curva cerrada simple. Luego, Fr(C1) ∪ Fr(C2) es un arco. En resumen
hemos demostrado que:

Fr(C1) ∪ Fr(C2) es un arco en X tal que Fr(C1) ∩ Fr(C2) ⊂ Fr(A) ⊂
Fr(C1) y Fr(Ci)− Fr(A) 6= ∅ para cada i ∈ {1, 2}.

Denotemos por Y al arco Fr(C1) ∪ Fr(C2) y por a y b a sus puntos ex-
tremos. Tomemos un subarco E de Y tal que Fr(A) ⊂ E ⊂ Y − {a, b} y
E ∩ (Fr(Ci)− Fr(A)) 6= ∅ para cada i ∈ {1, 2}. Probaremos lo que sigue:

(4) E no pertenece a la semifrontera de C(Y ).

Para demostrar esto suponemos lo contrario, o sea que E ∈ SB(Y ), con
lo cual vamos a demostrar que existe un subcontinuo C de X que satisface
las siguientes condiciones:

(i) Fr(C) ∩ {a, b} = ∅;

(ii) Fr(C) ∩ Y 6= ∅; y

(iii) Fr(C) ∩ (X − Y ) 6= ∅.

Para probar que existe un subcontinuo de X con estas tres propiedades,
tomamos un conjunto abierto V en X tal que E ⊂ V y V ∩{a, b} = ∅. Como
E ∈ SB(Y ), por el inciso (1) del Teorema 1.79, existe un arco ordenado
α : [0, 1] → C(X) tal que α(0) = E y α(t) * Y para todo t ∈ (0, 1]. Por la
Proposición 1.52, se tiene que C(V ) es un conjunto abierto en C(X). Luego,
puesto que α(0) = E ∈ C(V ), por la continuidad de α podemos tomar un
número t0 > 0 tal que α(t0) ∈ C(V ), es decir α(t0) ⊂ V . A continuación
analizamos dos casos en relación con la frontera de α(t0) en X:

(4.1) Fr(α(t0)) ∩ (X − Y ) 6= ∅; y

(4.2) Fr(α(t0)) ∩ (X − Y ) = ∅.
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En el primer caso, observamos que E ⊂ Y ∩ α(t0), aśı Y ∩ α(t0) 6= ∅;
además, {a, b} ⊂ Y ∩ (X −α(t0)), aśı Y ∩ (X −α(t0)) 6= ∅. Por la conexidad
de Y , se tiene que Fr(α(t0)) ∩ Y 6= ∅. Luego, en el caso (4.1), denotando
C = α(t0), se tiene que C es un subcontinuo de X que satisface las condi-
ciones (i), (ii) y (iii).

En el segundo caso, se tiene que Fr(α(t0)) ⊂ Y . Por otra parte, como
t0 > 0, se tiene que α(t0) * Y . Fijemos un punto p ∈ α(t0)−Y . Se tiene que
p ∈ int(α(t0)). Tomemos un conjunto abierto W en X tal que p ∈ W ⊂ α(t0)
y W ∩ Y = ∅. Como E ⊂ Y ∩ α(t0), se tiene que E ⊂ α(t0) −W . Denote-
mos por C a la componente de α(t0)−W que contiene a E. Como C es un
conjunto cerrado en α(t0)−W y α(t0)−W es un conjunto cerrado en X, se
tiene que C es un conjunto cerrado en X. Se sigue que Fr(C) ⊂ C. Dado
que C ⊂ α(t0) y α(t0)∩{a, b} = ∅, se obtiene que Fr(C)∩{a, b} = ∅. Como
E ⊂ Y ∩C y {a, b} ⊂ Y ∩(X−C), se tiene que Y ∩C 6= ∅ y Y ∩(X−C) 6= ∅.
Como Y es conexo, se sigue que Fr(C) ∩ Y 6= ∅. Por el Teorema 1.20, se
tiene que C ∩Fr(α(t0)−W ) 6= ∅. Puesto que C = C y Fr(α(t0)−W ) ⊂ W ,
se sigue que C ∩ W 6= ∅. Fijemos un punto x ∈ C ∩ W . Como x ∈ W ,
podemos tomar una sucesión {xn}∞n=1 en W tal que lim xn = x. Como
C ⊂ α(t0)−W , se tiene que {xn}∞n=1 es una sucesión en X − C, por lo cual
x ∈ Fr(C). Además, como W ∩Y = ∅, se tiene que x ∈ X−Y . Esto prueba
que Fr(C) ∩ (X − Y ) 6= ∅. Con esto, en el caso (4.2), se tiene que C es un
subcontinuo de X que satisface las propiedades (i), (ii) y (iii).

Con lo anterior, con el supuesto de que E pertenece a la semifrontera de
C(Y ), hemos demostrado que existe un subcontinuo C de X que satisface
(i), (ii) y (iii).

Fijemos puntos p ∈ Fr(C) ∩ (X − Y ) y q ∈ Fr(C) ∩ Y . Por el Lema
5.5, se tiene que Fr(C) es un continuo localmente conexo. Por el Teorema
1.33, se sigue que Fr(C) es arco conexo. Aśı, podemos tomar un arco J en
Fr(C) con punto extremos p y q. Tomemos un homeomorfismo h : [0, 1]→ J
tal que h(0) = p y denotemos t0 = inf {t ∈ [0, 1] : h(t) ∈ Y }. Se tiene que
h([0, t0]) ∪ Y es un triodo simple en X. Esto es una contradición con el
Lema 5.2. Esta contradicción demuestra lo que decimos en (4), o sea que
E /∈ SB(Y ).
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A continuación probaremos que:

(5) E no pertenece a la frontera de C(Y ). Aśı, Fr(C(Y )) 6= C(Y ).

Para demostrar esto supongamos lo contrario, es decir supongamos que
E ∈ Fr(C(Y )). Por (4) tenemos que E /∈ SB(Y ). Por el Lema 3.1, pode-
mos tomar una sucesión {En}∞n=1 tal que lim En = E y En ∩ E = ∅ para
cada n ∈ N. Por la elección de E se tiene que Fr(A) ⊂ E. Se sigue que
En ∩ Fr(A) = ∅. Por esto En ⊂ X − Fr(A) = (X − A) ∪ int(A). Como
En es conexo y X − A e int(A) son conjuntos abiertos ajenos, se tiene que
En ⊂ X − A o En ⊂ int(A), para cada n ∈ N. Se sigue que existe una
subsucesión {Enk

}∞k=1 de la sucesión {En}∞n=1 tal que:

(i) Para todo k ∈ N, Enk
⊂ X − A; o

(ii) Para todo k ∈ N, Enk
⊂ int(A).

Si ocurre (i), fijamos un punto x ∈ E∩ (Fr(C1)−Fr(A)), lo cual es posi-
ble por la elección del arco E. Por el inciso (1) del Teorema 1.46, podemos
tomar una sucesión {xk}∞k=1 tal que lim xn = x y xk ∈ Enk

para cada k ∈ N.
Como Enk

⊂ X − A, se tiene que xk ∈ X − A para cada k ∈ N. Luego,
x ∈ X − A. Por otro lado, como x ∈ C1 ⊂ A, se tiene que x ∈ A. De aqúı,
x ∈ Fr(A), lo cual es una contradicción con la elección del punto x.

Si ocurre (ii), fijamos un punto x ∈ E ∩ (Fr(C2) − Fr(A)), lo cual es
posible por la elección del arco E. Por el inciso (1) del Teorema 1.46, pode-
mos tomar una sucesión {xk}∞k=1 tal que lim xn = x y xk ∈ Enk

para cada
k ∈ N. Como Enk

⊂ int(A), se tiene que xk ∈ A para cada k ∈ N. Luego,
x ∈ A. Por otro lado, como x ∈ C2 ⊂ X − A, se tiene que x ∈ X − A. Por
esto, x ∈ Fr(A), nuevamente una contradicción con la elección del punto x.

En resumen, por suponer que E ∈ Fr(C(Y )), en cualquiera de los casos
(i) o (ii) se obtiene una contradicción. De este modo hemos demostrado que
E /∈ Fr(C(Y )) como lo afirmamos en (5).

En lo que sigue vamos a demostrar que:

(6) Fr(Y ) = Y .
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Para probar esto fijamos un punto y ∈ Y . Vamos a encontrar una sucesión
{yn}∞n=1 en X − Y tal que lim yn = y. Analizamos tres casos:

(i) y ∈ Fr(C1) ∩ Fr(C2);

(ii) y ∈ Fr(C1)− Fr(C2); y

(iii) y ∈ Fr(C2)− Fr(C1).

En el caso (i), por (3) se tiene que Fr(C1) ∩ Fr(C2) ⊂ Fr(A), se sigue
que y ∈ Fr(A). Luego, podemos tomar una sucesión {yn}∞n=1 en X − A tal
que lim yn = y. Como Fr(C1) ⊂ C1 ⊂ A, se tiene que yn /∈ Fr(C1) para
todo n ∈ N. Observamos que si existe N ∈ N tal que yn /∈ Fr(C2) para
todo n ≥ N , entonces {yn}∞n=N es una sucesión en X − Y que converge al
punto y, es decir se tiene lo requerido. Por esto, para lo que sigue en este
primer caso, podemos suponer que yn ∈ Fr(C2) para todo n ∈ N. Luego,
para cada n ∈ N, podemos tomar una sucesión {yn,m}∞m=1 en X −C2 tal que
lim yn,m = yn. Como X − A es un conjunto abierto en X y yn ∈ X − A,
podemos suponer que yn,m ∈ X − A para todo m ∈ N y para todo n ∈ N.
En consecuencia, como C1 ⊂ A, yn,m ∈ X − C1. Luego, como Y ⊂ C1 ∪ C2,
yn,m ∈ X − Y , es decir {yn,m}∞m=1 es una sucesión de puntos en X − Y . Por
otro lado, como lim yn,m = yn, para cada n ∈ N podemos tomar mn ∈ N
tal que d(yn, ymn) < 1

n
, donde d es la métrica en el continuo X. Notemos

que d(y, ymn) ≤ d(y, yn) + d(yn, ymn) < d(y, yn) + 1
n
. Como lim d(y, yn) = 0,

se obtiene que {yn,mn}∞m=1 es una sucesión en X − Y tal que lim yn,mn = y.
Esto prueba, en este caso, que y ∈ Fr(Y ).

En el caso (ii), tomamos una sucesión {yn}∞n=1 en X−C1 tal que lim yn =
y. Como Fr(C2) ⊂ C2 y y /∈ Fr(C2), se tiene que y /∈ C2, es decir y ∈ X−C2.
Como X−C2 es un conjunto abierto en X, podemos suponer que yn ∈ X−C2

para todo n ∈ N. En consecuencia, puesto que Y ⊂ C1 ∪ C2, se tiene que
{yn}∞n=1 es una sucesión de puntos en X −Y y, como lim yn = y, se concluye
que y ∈ Fr(Y ).

En el caso (iii), con argumentos similares al caso (ii) se demuestra que
y ∈ Fr(Y ).
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En resumen, con lo expuesto en estos casos (i), (ii) y (iii), hemos de-
mostrado lo que decimos en (6), Fr(Y ) = Y .

Con lo anterior se tiene que Y es un arco contenido propiamente en X
tal que Fr(C(Y )) 6= C(Y ) y Fr(Y ) = Y , véanse (5) y (6). Por el Teorema
4.4, se sigue que Fr(C(Y )) no es unicoherente. Por otra parte, puesto que
por hipótesis, Fr(C(Y )) es una 2-celda, por el Teorema 1.27 se tiene que
Fr(C(Y )) es unicoherente. Esta contradición demuestra que int(A) = ∅
para todo subcontinuo propio A de X. Luego, por la Proposición 1.13, se
sigue que X es un continuo indescomponible.

Por otra parte, si A es un subcontinuo propio y no degenerado de X, por
hipótesis y por el Lema 5.5, se tiene que Fr(A) es un continuo localmente
conexo. Aśı, puesto que Fr(A) = A pues X es indescomponible, se sigue que
A es localmente conexo. Por el Lema 5.2, se tiene que X no contiene triodos
simples. Luego, A es un continuo localmente conexo que no contiene triodos
simples, por el Teorema 1.36, se sigue que A es un arco o una curva cerrada
simple en X. Vamos demostrar que A es un arco.

Para probar que A es un arco tomemos un conjunto abierto U enX tal que
A ⊂ U y U 6= X. Denotemos por K a la componente de U que contiene a A.
Notemos que K es un subcontinuo propio de X, porque K ⊂ U 6= X. Luego,
por los mismos argumentos del párrafo previo, se tiene que K es un arco o
una curva cerrada simple. Por el Teorema 1.20, se tiene que K ∩Fr(U) 6= ∅.
Como A ⊂ U , observamos que A ∩ Fr(U) = ∅. Aśı, A 6= K. Se sigue
que K es un arco o una curva cerrada simple en X y contiene propiamente
a A. Se concluye que A es un arco en X. Con esto el Teorema 5.6 está
demostrado.

5.7 Problema. ¿Es necesaria la condición de que las fronteras de los sub-
continuos propios sean conexas en el Teorema 5.6?
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Caṕıtulo 6

Semicontinuidad superior y
continuidad de la función
frontera

Por el Teorema 2.2, sabemos que para cada subcontinuo propio A de un
continuo X la frontera de C(A) en C(X) es un subcontinuo de C(X). Por
esto es natural estudiar la función F : C(X)−{X} → C(C(X)) definida por
F (A) = Fr(C(A)) para todo A ∈ C(X)− {X}.

En este caṕıtulo presentamos resultados relacionados con la continuidad y
la semicontinuidad superior de esta función F . Concretamente, demostramos
que si el continuo X es un dendroide, entonces la función F no es semicon-
tinua superiormente, y en consecuencia tampoco es continua en este caso.
Además probamos que si F es continua para un continuo X, entonces todo
subcontinuo propio de X es unicoherente. Con estos dos resultados caracte-
rizamos a la circunferencia como el único continuo arco conexo para el cual
la función F es continua.

6.1 Definición. Sean Z un espacio topológico y Y un continuo. Una función
G : Z → C(Y ) es semicontinua superiormente en un punto z ∈ Z si para
cada conjunto abierto V en Y tal que G(z) ⊂ V , existe un conjunto abierto
U en Z tal que z ∈ U y G(u) ⊂ V para todo punto u ∈ U . La función G es
semicontinua superiomente si satisface esta propiedad en todo punto de Z.
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6.2 Observación. Notamos que la métrica de Hausdorff en el hiperespacio
C(Y ), no juega ningún papel en la definición de semicontinuidad superior.
Sin embargo, afirmamos que si la función G es continua con la topoloǵıa
inducida por esta métrica, entonces G es semicontinua superiormente.

Para probar la afirmación anterior, supongamos que la función G es con-
tinua. Tomemos un punto z ∈ Z y un conjunto abierto V en Y tal que
G(z) ⊂ V . Se tiene que C(V ) es un conjunto abierto en C(Y ) y G(z) ∈ C(V ),
véase la Proposición 1.52. Luego, por hipótesis, existe un conjunto abierto
U en Z tal que G(U) ⊂ C(V ). Es decir, G(u) ∈ C(V ) para cada u ∈ U .
Equivalentemente, G(u) ⊂ V para cada u ∈ U . Aśı, G es semicontinua
superiormente.

6.3 Teorema. La función F no es semicontinua superiormente en los den-
droides.

Demostración. Sea X un dendroide. Como X es arco conexo, por el Teorema
1.18 sabemos que X es descomponible. Pongamos X = E ∪D, donde E y D
son subcontinuos propios de X. Notemos que E y D son dendroides, véase
el Teorema 1.29. Fijemos puntos e ∈ E −D y d ∈ D −E. Sea w0z0 un arco
maximal en X que contiene al arco ed, véase el Teorema 1.32. Como todo
subcontinuo de X es unicoherente, si {w0, z0} ⊂ E, entonces w0z0 ⊂ E; lo
cual implica que d ∈ E, esto es una contradicción con la elección del punto d.
Luego, tenemos que {w0, z0} * E. Similarmente se prueba que {w0, z0} * D.
Aśı, podemos suponer que w0 ∈ E −D y z0 ∈ D − E.

Denotemos A = E ∪ w0z0. Entonces A ∈ C(X). Dado que E − D =
X − D, se tiene que E − D es un conjunto abierto en X, el cual contiene
al punto w0 y está contenido en A. Aśı, w0 ∈ intX(A). Se obtiene que
{w0} ∈ intC(X)(C(A)). En consecuencia, {w0} /∈ Fr(C(A)).

En lo que sigue probaremos que existe una sucesión {Bn}∞n=1 en C(X)−
{X} tal que lim Bn = A y {w0} ∈ lim sup Fr(C(Bn)).

Sea ε > 0 tal que z0 /∈ B(w0, ε). Para cada n ∈ N, denotamos por An
a la componente de A − B(w0,

ε
n
) tal que z0 ∈ An. Notemos que An es

un subcontinuo propio de X y An ⊂ An+1, para cada n ∈ N. Denotemos

92



A0 =
∞⋃
n=1

An. Se tiene que lim An = A0 y A0 ⊂ A. Veamos que A = A0;

dado x ∈ A − {w0, z0}, existe y ∈ w0z0 tal que xy ∩ w0z0 = {y}. Por
la maximalidad de w0z0, se tiene que w0 6= y. Aśı, w0 /∈ xy. Más aún,
w0 /∈ xy ∪ yz0. Se sigue que existe n ∈ N tal que B(w0,

ε
n
) ∩ xy ∪ yz0 = ∅.

Luego, xy∪yz0 ⊂ A−B(w0,
ε
n
), por lo cual xy∪yz0 ⊂ An. Aśı, x ∈ An. Esto

prueba que A ⊂ A0, y se tiene que A = A0. En consecuencia, lim An = A.

Sea α : [0, 1] → w0z0 un homeomorfismo tal que α(0) = w0. Por
la continuidad de α, para cada n ∈ N podemos tomar tn > 0 tal que
α([0, tn]) ⊂ B(w0,

ε
n
). Denotemos wn = α(tn). Aśı, α([0, tn]) = w0wn.

Además, wn ∈ w0z0 − {w0}, d(w0, wn) < ε
n

y w0wn ∩ An = ∅.

Denotemos Bn = An ∪wnz0 para cada n ∈ N. Se tiene que w0wn ∩Bn =
{wn}, por esto wn ∈ Fr(Bn). Luego, {wn} ∈ Fr(C(Bn)), véase el inciso
(2) de la Proposición 2.1. Como d(w0, wn) < 1

n
, se tiene que lim {wn} =

{w0} y lim Bn = A ∪ w0z0 = A. Por otra parte, como {w0} /∈ Fr(C(A)),
podemos tomar dos conjuntos abiertos y disjuntos en C(X),W y V , tales que
{w0} ∈ W y Fr(C(A)) ⊂ V . Notemos que para cada conjunto abierto U en
C(X)−{X} tal que A ∈ U podemos tomar n ∈ N tal que Bn ∈ U y {wn} ∈
W . Se sigue que Fr(C(Bn)) ∩W 6= ∅, lo cual implica que Fr(C(Bn)) * V .
Esto prueba que la condición de semicontinuidad para la función F , falla en
el elemento A y el conjunto abierto V que contiene a Fr(C(A)). Es decir, la
función F no es semicontinua superiormente.

Como la continuidad implica la semicontinuidad superior, véase la Ob-
servación 6.2, se tiene el corolario que sigue.

6.4 Corolario. La función F no es continua en los dendroides.

6.5 Teorema. Si la función F es continua para un continuo X, entonces
todo subcontinuo propio de X es unicoherente.

Demostración. Supongamos que existe un subcontinuo propio, A, de X que
no es unicoherente. Sean H y K subcontinuos de A tales que A = H ∪K y
H ∩K no es conexo. Tomemos conjuntos cerrados, no vaćıos y disjuntos, P
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y Q, tales que H ∩K = P ∪Q.

Por la Proposición 1.58, podemos tomar un subcontinuo M de H tal que
M es irreducible entre P y Q. Es decir, M es un subcontinuo de H tal que
M ∩ P 6= ∅, M ∩ Q 6= ∅ y para todo subcontinuo propio N de M se tiene
que N ∩ P = ∅ o N ∩Q = ∅. Fijemos un punto p ∈ P ∩M . Por el Teorema
1.54, podemos tomar un arco ordenado α en C(M) desde {p} hasta M . De-
notemos B = K ∪M . A continuación probamos lo que sigue:

(1) M ∈ Fr(C(B)).

Para esto denotemos Bn = K ∪ α(1 − 1
n
) para cada n ∈ N. Observemos

que α(1− 1
n
) es un continuo contenido en Bn y en M . Denotemos por Cn a

la componente de la intersección Bn ∩M que contiene a α(1− 1
n
), para cada

n ∈ N.

Afirmamos que Bn * M y M * Bn. Para demostrar esta afirmación
notamos que:

Bn ∩M = (K ∪ α(1− 1
n
)) ∩M = (K ∩M) ∪ α(1− 1

n
).

Como M ⊂ H, se tiene que K ∩M = K ∩ (H ∩M) = (M ∩P )∪ (M ∩Q).
Se sigue que:

Bn ∩M = α(1− 1
n
) ∪ (M ∩ P ) ∪ (M ∩Q).

Además, α(1− 1
n
) ∪ (M ∩ P ) 6= ∅, M ∩Q 6= ∅ y [α(1− 1

n
) ∪ (M ∩ P )] ∩

(M ∩ Q) = ∅. Esto implica que Bn ∩M no es conexo. Esto prueba lo que
afirmamos, es decir que Bn *M y M * Bn.

Por el inciso (4) del Teorema 1.79, se sigue que Cn ∈ SB(Bn). Aśı, por
el inciso (3) de ese mismo teorema, se obtiene que Cn ∈ Fr(C(Bn)).

Por otro lado, como lim α(1 − 1
n
) = M y α(1 − 1

n
) ⊂ Cn ⊂ M , con el

inciso (2) del Teorema 1.46, se obtiene que lim Cn = M . Como lim Bn = B y
como la función F es continua (por hipótesis), se tiene que lim Fr(C(Bn)) =
Fr(C(B)).
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Con esto, y el inciso (1) del Teorema 1.46, se sigue que M ∈ Fr(C(B)).
Aśı, lo que decimos en (1) está demostrado.

Sean U y V conjuntos abiertos en X tales que P ⊂ U , Q ⊂ V y U∩V = ∅.
Como M y K son continuos que intersectan a U y a V , notamos que
M−(U∪V ) 6= ∅ y K−(U∪V ) 6= ∅. Como M∩K ⊂ H∩K = P ∪Q ⊂ U∪V ,
se sigue que M − (U ∪ V ) y K − (U ∪ V ) son conjuntos ajenos. Observemos
también que estos conjuntos son cerrados en X. Tomemos conjuntos abiertos
ajenos, W y W ′, en X tales que M − (U ∪ V ) ⊂ W y K − (U ∪ V ) ⊂ W ′.
Denotemos U = C(U ∪ V ∪W ) ∩ D(U) ∩ D(V ) ∩ D(W ). Por el inciso (2)
de la Proposición 1.52, se tiene que U es un conjunto abierto en C(X). Ob-
servemos que M ∈ U .

Por (1), y por el Teorema 2.11, podemos tomar un arco ordenado β en
Fr(C(B)) desde M hasta B. Por la continuidad de β podemos fijar t0 ∈ (0, 1)
tal que β(t0) ∈ U .

Notemos que M ⊂ β(t0) ⊂ B = K ∪M y M 6= β(t0). Aśı, β(t0)−M 6= ∅
y β(t0)−M ⊂ K.

Afirmamos que β(t0)−M ⊂ U ∪V . Para ver esto supongamos que existe
un punto x ∈ (β(t0)−M)− (U ∪ V ). Se tiene que x ∈ K − (U ∪ V ) ⊂ W ′.
Puesto que β(t0) ∈ C(U ∪V ∪W ) (es decir β(t0) ⊂ U ∪V ∪W ), se sigue que
x ∈ W . Aśı, x ∈ W ∩W ′, lo cual es una contradicción porque W y W ′ son
ajenos. Esto prueba lo que afirmamos.

Por lo anterior se tiene que:

(i) (β(t0)−M) ∩ U 6= ∅; o

(ii) (β(t0)−M) ∩ V 6= ∅.

Supongamos que ocurre (i). Fijemos un punto q ∈ Q∩M y tomemos un
arco ordenado γ en C(M) desde {q} hasta M . Denotemos B′n = K∪γ(1− 1

n
)

para cada n ∈ N. Tenemos que {B′n}∞n=1 es una sucesión en C(X) − {X}
tal que lim B′n = B. Como la función F es continua (por hipótesis), se sigue
que lim Fr(C(B′n)) = Fr(C(B)). Como β(t0) ∈ Fr(C(B)), por el inciso
(1) del Teorema 1.46, existe una sucesión {En}∞n=1 tal que lim En = β(t0) y
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En ∈ Fr(C(B′n)) para cada n ∈ N.

Notemos que U−M es un conjunto abierto en X. Aśı, por la Proposición
1.52 (2), D(U −M) es un conjunto abierto en C(X). Como supusimos (i),
se tiene que β(t0) ∩ (U −M) 6= ∅. Aśı β(t0) ∈ D(U −M). Recordemos que
β(t0) ∈ U . Luego, podemos tomar n ∈ N tal que En ∈ U y En ∈ D(U −M).
Esto implica que En ⊂ U ∪ V ∪W , En ∩ U 6= ∅, En ∩ V 6= ∅, En ∩W 6= ∅ y
En ∩ (U −M) 6= ∅.

Demostraremos las afirmaciones (2), (3), (4) y (5) que hacemos a conti-
nuación:

(2) En ⊂ (K ∩ U) ∪ (γ(1− 1
n
) ∪ V ).

Esto se tiene porque En ⊂ B′n = K ∪ γ(1 − 1
n
), K − (U ∪ V ) ⊂ W ′,

En ⊂ U ∪ V ∪W y W ∩W ′ = ∅.

(3) (K ∩ U) ∩ (γ(1− 1
n
) ∪ V ) = ∅.

Para probar esto recordemos que U ∩ V = ∅, por lo cual (K ∩ U) ∩ (γ(1 −
1
n
) ∪ V ) = K ∩ U ∩ γ(1 − 1

n
). Como γ(1 − 1

n
) ⊂ M ⊂ H, se tiene que

K ∩ U ∩ γ(1 − 1
n
) = K ∩H ∩ U ∩ γ(1 − 1

n
). Dado que K ∩H = P ∪ Q, se

sigue que (K ∩U)∩ (γ(1− 1
n
)∪ V ) = (P ∪Q)∩U ∩ γ(1− 1

n
). Como P ⊂ U ,

Q ⊂ V y U ∩ V = ∅, se sigue que (K ∩ U) ∩ (γ(1− 1
n
) ∪ V ) = P ∩ γ(1− 1

n
).

Notemos que γ(1 − 1
n
) es un subcontinuo propio de M que intersecta a Q.

Aśı, como M es un subcontinuo de H irreducible entre P y Q, se obtiene que
P ∩ γ(1− 1

n
) = ∅. Esto demuestra lo que afirmamos en (3).

(4) En ∩ (K ∩ U) 6= ∅.

Para ver esto tomemos un punto x ∈ En ∩ (U − M). Como En ⊂ B′n =
K ∪γ(1− 1

n
) y γ(1− 1

n
) ⊂M , se tiene que x ∈ K ∩U , lo cual demuestra (4).

(5) En ∩ (γ(1− 1
n
) ∪ V ) 6= ∅.

Esto se tiene porque En ∈ U y, en consecuencia En ∈ D(V ), es decir
En ∩ V 6= ∅.
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En resumen, con lo establecido en (2)−(5), se tiene que En está contenido
en la unión de dos conjuntos cerrados y ajenos, e intersecta a ambos. Esto
es una contradicción porque En es conexo.

Si ocurre (ii), entonces usamos la sucesión {Bn}∞n=1, donde Bn = K ∪
α(1− 1

n
) para cada n ∈ N, y los conjuntos K∩V y α(1− 1

n
)∪U para obtener

una contradicción similar. Con esto el teorema está demostrado.

Más adelante damos un ejemplo para mostrar que en el Teorema 6.5, la
condición de continuidad no se puede substituir por la de semicontinuidad
superior. Para esto primero exponemos las siguientes proposiciones.

6.6 Proposición. Sean X un continuo y A ∈ C(X) − {X}. Si la función
F no es semicontinua superiormente en A, entonces existen un conjunto
abierto V en C(X) y una sucesión {Bn}∞n=1 en C(X) tales que lim Bn = A,
Fr(C(A)) ⊂ V y Fr(C(Bn)) no está contenido en V para ninguna n ∈ N.

Demostración. Por definición, si F no es semicontinua superiormente en A,
entonces existe un conjunto abierto V en C(X) tal que Fr(C(A)) ⊂ V y para
cada conjunto abierto U en C(X) tal que A ∈ U existe un elemento B ∈ U tal
que F (B) no está contenido en V . En particular, para cada n ∈ N podemos
encontrar un elemento Bn en la 1

n
-bola de A en C(X) tal que Fr(C(Bn)) no

está contenido en V . Como H(A,Bn) < 1
n
, se tiene que lim Bn = A. Esto

prueba la proposición.

6.7 Proposición. Sean X un continuo y A ∈ C(X)−{X}. Si Fr(C(A)) =
C(A), entonces la función F es semicontinua superiormente en el elemento
A.

Demostración. Para probar esto, supongamos lo contrario. Por la Proposición
6.6, existen un conjunto abierto V en C(X) y una sucesión {Bn}∞n=1 en C(X)
tales que lim Bn = A, Fr(C(A)) ⊂ V y Fr(C(Bn)) no está contenido en
V para ninguna n ∈ N. Tomemos un elemento En ∈ Fr(C(Bn)) − V , para
cada n ∈ N. Se tiene que {En}∞n=1 es una sucesión en C(X) − V . Por com-
pacidad, sin perder generalidad, podemos suponer que existe un elemento
E ∈ C(X) − V tal que lim En = E. Como En ⊂ Bn, se sigue que E ⊂ A.
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Aśı, E ∈ C(A). Luego, por hipótesis, E ∈ Fr(C(A)). Como Fr(C(A)) ⊂ V ,
se sigue que E ∈ V . Esto es una contradicción porque E /∈ V . Esta con-
tradicción demuestra que F es semicontinua superiormente en el elemento
A.

6.8 Ejemplo. Sea X una compactación de la recta real R cuyo residuo es
la circunferencia S1 como la que se muestra en la Figura 6.1.

Figura 6.1

Probaremos que la función F es semicontinua superiormente para este
continuo X. Fijemos un elemento A ∈ C(X)−{X}. Notemos que si A ⊂ S1

entonces A es el ĺımite de una sucesión de arcos en la recta real R. Esto
implica que Fr(C(A)) = C(A). Luego, por la Proposición 6.7, se tiene que
F es semicontinua superiormente en A. Por esto en lo que sigue suponemos
que A no está contenido en S1.

Supongamos que la función F no es semicontinua superiormente en el
elemento A. Por la Proposición 6.6, existe un conjunto abierto V en C(X) y
existe una sucesión {Bn}∞n=1 en C(X) tales que Fr(C(A)) ⊂ V , lim Bn = A
y Fr(C(Bn)) no está contenido en V para ninguna n ∈ N.

Para cada n ∈ N tomemos un elemento En ∈ Fr(C(Bn))− V . Por com-
pacidad, podemos suponer que existe un elemento E ∈ C(X) − V tal que
lim En = E. Como En ⊂ Bn y lim Bn = A, se tiene que E ⊂ A, véase el
Teorema 1.46. Aśı, E ∈ C(A).
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Vamos a demostrar que E ∈ Fr(C(A)). Para esto, como A no está con-
tenido en S1, analizaremos los siguientes tres casos:

(1) A ⊂ R.

En este caso observamos que A es un arco libre en X. Denotemos
por a y b a los puntos extremos de A. Por el Corolario 2.6, sabemos que
Fr(C(A)) = C(a,A) ∪ C(b, A). Podemos suponer que cada Bn es un arco
en R con puntos extremos an y bn, y que lim an = a y lim bn = b. Notemos
que Fr(C(Bn)) = C(an, Bn) ∪ C(bn, Bn). Sin perder generalidad podemos
suponer que an ∈ En para todo n ∈ N. Como lim En = E, por el inciso
(2) del Teorema 1.46 se tiene que a ∈ E. Aśı E ∈ C(a,A). Se sigue que
E ∈ Fr(C(A)).

(2) A = S1 ∪ [a,∞) o A = S1 ∪ (−∞, b], donde a, b ∈ R.

Analizamos el caso A = S1 ∪ [a,∞), el otro es similar. Afirmamos que
Fr(C(A)) = C(a,A) ∪ C(S1, A) ∪ C(S1).

Para ver esto primero observamos que si B es un subcontinuo de A que no
pertenece a C(a,A)∪C(S1, A)∪C(S1), entonces B es un arco contenido en
el intervalo abierto en (a,∞). Se tiene que C((a,∞)) es un conjunto abierto
en C(X) tal que B ∈ C((a,∞)) ⊂ C(A). Aśı, B ∈ int(C(A)). Por esto B no
pertenece a Fr(C(A)). Esto prueba que Fr(C(A)) ⊂ C(a,A) ∪ C(S1, A) ∪
C(S1).

Rećıprocamente, dado B ∈ C(a,A), tomamos Bn = B ∪ [a, a − 1
n
] para

cada n ∈ N. Se tiene que {Bn}∞n=1 es una sucesión en C(X) − C(A) y
lim Bn = B. Aśı, B ∈ Fr(C(A)). Esto prueba que C(a,A) ⊂ Fr(C(A)).
Si B ∈ C(S1, A), entonces tomamos Bn = B ∪ (−∞,−n] para cada n ∈ N.
Se tiene que {Bn}∞n=1 es una sucesión en C(X) − C(A) y lim Bn = B. Aśı,
B ∈ Fr(C(A)), lo cual demuestra que C(S1, A) ⊂ Fr(C(A)). Si B ∈ C(S1),
entonces existe una sucesión de arcos en el rayo (−∞, a] que converge a B.
Por esto B ∈ Fr(C(A)). Aśı, C(S1) ⊂ Fr(C(A)).

Con lo anterior hemos demostrado lo que afirmamos en el inicio de este
caso.

99



Como lim Bn = A, sin perder generalidad, basta analizar los casos que
enunciamos a continuación en (2.1) y (2.2):

(2.1) Para cada n ∈ N, Bn = S1 ∪ [bn,∞), donde lim bn = a.

En este caso se tiene que Fr(C(Bn)) = C(bn, Bn) ∪ C(S1, Bn) ∪ C(S1).
Por esto podemos limitarnos a estudiar los siguientes tres subcasos:

(2.1.1) Para cada n ∈ N, En ∈ C(bn, Bn).

En este subcaso, como bn ∈ En y lim bn = a, se tiene que a ∈ E. Aśı,
E ∈ C(a,A). Por esto E ∈ Fr(C(A)).

(2.1.2) Para todo n ∈ N, En ∈ C(S1, Bn).

Se tiene que S1 ⊂ En, de lo cual se sigue que S1 ⊂ E, véase el Teorema
1.46. Aśı, E ∈ C(S1, A). Luego, E ∈ Fr(C(A)).

(2.1.3) Para todo n ∈ N, En ∈ C(S1).

En este caso, como C(S1) es cerrado, se tiene que E ∈ C(S1). Luego,
como C(S1) ⊂ Fr(C(A)), E ∈ Fr(C(A)).

Con lo anterior, en este caso (2.1), se obtiene que E ∈ Fr(C(A)).

(2.2) Para cada n ∈ N, Bn = S1 ∪ [bn,∞) ∪ (−∞, cn], donde lim bn = a
y {cn}∞n=1 es una sucesión decreciente en (−∞, a] que no tiene cota inferior.

En este caso observemos que S1 ∪ (−∞, cn) ∪ (bn,∞) es un conjunto
abierto en X contenido en Bn. Por esto, Fr(Bn) = {bn, cn}. Luego, por
el Teorema 2.3, Fr(C(Bn)) ⊂ C(bn, Bn) ∪ C(cn, Bn). Por otra parte, con
argumentos similares a los expuestos en el segundo párrafo del caso (2),
se prueba que C(bn, Bn) y C(cn, Bn) están contenidos en Fr(C(Bn)). Aśı,
Fr(C(Bn)) = C(bn, Bn)∪C(cn, Bn). Por esto podemos limitarnos a estudiar
los siguientes dos subcasos:

(2.2.1) Para cada n ∈ N, En ∈ C(bn, Bn).
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En este subcaso, por los mismos argumentos que en el subcaso (2.1.1) se
tiene que E ∈ Fr(C(A)).

(2.2.2) Para cada n ∈ N, En ∈ C(cn, Bn).

En este subcaso, por la compacidad de X, existe una subsucesión {cnk
}∞k=1

de la sucesión {cn}∞n=1 y existe un punto c ∈ S1 tales que lim cnk
= c. Como

cnk
∈ Enk

y lim Enk
= E, se sigue que c ∈ E, véase el Teorema 1.46. Aśı,

E ∩S1 6= ∅. Luego, E ⊂ S1 o S1 ⊂ E. Es decir, E ∈ C(S1)∪C(S1, E). Esto
implica que E ∈ Fr(C(A)).

(3) A = S1 ∪ (−∞, a] ∪ [b,∞), donde a < 0 < b.

En este caso, con argumentos similares a los expuestos en el párrafo que
sigue a (2.2), se prueba que Fr(C(A)) = C(a,A) ∪ C(b, A).

Sin perder generalidad podemos suponer que Bn = S1∪(−∞, an]∪[bn,∞),
donde an < 0 < bn, lim an = a y lim bn = b. Observemos que Fr(C(Bn)) =
C(an, Bn) ∪ C(bn, Bn).

Sin perder generalidad podemos suponer que an ∈ En para cada n ∈ N.
Por el Teorema 1.46, se sigue que a ∈ E. Aśı, E ∈ C(a,A). Por esto,
E ∈ Fr(C(A)).

Con lo anterior hemos demostrado que E ∈ Fr(C(A)). Como Fr(C(A)) ⊂
V , se tiene que E ∈ V . Esto es una contradicción porque E ∈ C(X)−V . Esta
contradicción demuestra que la función F es semicontinua superiormente en
A.

En conclusión hemos demostrado que la función F es semicontinua supe-
riormente si X es la compactación de la recta real con residuo la circunfe-
rencia, que se describe en el Ejemplo 6.8. Comparando con el Teorema 6.5,
observamos que este continuo X contiene un subcontinuo propio no unico-
herente.

6.9 Teorema. Si X es un continuo arco conexo, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:
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(1) El continuo X es una curva cerrada simple

(2) La función F es continua para el continuo X.

Demostración. (1) implica (2). Supongamos que X es una curva cerrada
simple. Sean A y {An}∞n=1 un elemento y una sucesión, respectivamente, en
C(X) − {X} tales que lim An = A. Se tiene que A, y cada An, son arcos
en X. Denotemos por a y b a los puntos extremos de A; y por an y bn a
los puntos extremos de An. Sin perder generalidad podemos suponer que
lim an = a y lim bn = b.

Por el Corolario 2.6, Fr(C(A)) = C(a,A) ∪ C(b, A) y Fr(C(An)) =
C(an, An) ∪ C(bn, An), para cada n ∈ N. Sin perder generalidad podemos
suponer que lim Fr(C(An)) existe. Debemos probar que éste coincide con la
frontera de C(A).

Fijemos un elemento B ∈ lim Fr(C(An)). Por el inciso (1) del Teorema
1.46, existe una sucesión {Bn}∞n=1 tal que lim Bn = B y Bn ∈ Fr(C(An))
para cada n ∈ N. Observemos que, para cada n ∈ N, an ∈ Bn o bn ∈ Bn.
Aśı, una de estas dos condiciones ocurre para n en un sunbconjunto infinito
de N. Luego, sin perder generalidad, podemos suponer que an ∈ Bn para
todo n ∈ N. Por esto, y puesto que lim an = a, Bn ⊂ An y lim An = A,
se sigue que a ∈ B y B ⊂ A (véase el inciso (2) del Teorema 1.46). Aśı,
B ∈ C(a,A). Esto demuestra que lim Fr(C(An)) ⊂ Fr(C(A)).

Ahora, fijemos un elemento C ∈ Fr(C(A)). Demostremos que C ∈
lim Fr(C(An)). Sin perder generalidad suponemos que C 6= A y a ∈ C.
Tomemos una función de Whitney µ : C(X)→ [0, 1] y denotemos t = µ(C).
Se tiene que t < µ(A). Como lim µ(An) = µ(A), podemos suponer que
t < µ(An) para todo n ∈ N. Observemos que, para cada n ∈ N, existe un
único subarco o singletón Cn de An tal que an ∈ Cn y µ(Cn) = t. Nota-
mos que Cn ∈ Fr(C(An)) para cada n ∈ N. Probaremos que lim Cn = C.
Para esto, sin perder generalidad podemos suponer que lim Cn existe. Como
an ∈ Cn ⊂ An, lim an = a y lim An = A, se tiene que a ∈ lim Cn y
lim Cn ⊂ A. Aśı, C y lim Cn son subarcos del arco A y tienen en común
el punto extremo a. Se obtiene que C ⊂ lim Cn o lim Cn ⊂ C. Por otro
lado, notemos que µ(lim Cn) = lim µ(Cn) = t. Es decir µ(lim Cn) = µ(C).
Se sigue que lim Cn = C. Esto prueba que C ∈ lim Fr(C(An)), por lo que
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Fr(C(A)) ⊂ lim Fr(C(An)).

Con lo anterior hemos demostrado que lim Fr(C(An)) = Fr(C(A)). Aśı,
la función F es continua en C(X)− {X}.

(2) implica (1). Supongamos que la función F es continua. Por el Teorema
6.5, cada subcontinuo propio de X es unicoherente. Si X contiene una curva
cerrada simple, digamos S, como S no es unicoherente se tiene que X = S.
Aśı, se tiene la conclusión. Luego, en lo que sigue, suponemos que X no
contiene curvas cerradas simples. Se sigue que X es un continuo únicamente
arco conexo, es decir, para cada par de puntos distintos x, y ∈ X existe un
único arco con puntos extremos x y y (pues de lo contrario podŕıamos en-
contrar una curva cerrada simple en X), tal arco único es denotado por xy.
Probaremos que:

(1) Todo subcontinuo propio de X es arco conexo.

Para probar esta afirmación supongamos que existe un subcontinuo pro-
pio A de X que no es arco conexo. Luego, existen puntos x0, y0 ∈ A tales
que x0y0 ∩ A = {x0, y0}. Notemos que A − {x0, y0} y x0y0 − {x0, y0} son
conjuntos separados. Además, A ∪ x0y0 es un subcontinuo de X el cual no
es unicoherente. Aśı X = A ∪ x0y0. Elijamos un punto p ∈ x0y0 − {x0, y0}.
Dado a ∈ A, x0 ∈ ap o y0 ∈ ap. Definamos H = {a ∈ A : x0 ∈ ap} y
K = {a ∈ A : y0 ∈ ap}. Luego A = H ∪K. Para obtener la prueba de (1),
primero demostraremos lo que afirmamos a continuación en (2) y (3).

(2) Los conjuntos H y K son ajenos y arco conexos.

Veamos que H ∩K = ∅; supongamos que existe a ∈ A con a ∈ H ∩K. Se
sigue que x0, y0 ∈ ap. Sea α : [0, 1]→ ap un homeomorfismo tal que α(0) = a
y α(1) = p. Denotemos por s, t los elementos en [0, 1] tal que α(s) = x0

y α(t) = y0. Sin pérdida de generalidad supongamos que s < t. Luego
α([0, s])∪x0p es un arco de a a p diferente del arco ap ya que y0 /∈ α([0, s])∪x0p
contradiciendo el hecho de que X es únicamente arco conexo.

Veamos que H es arco conexo; dado que A es conexo podemos suponer
que H ∩ K 6= ∅. Dado b ∈ H, bx0 − {x0} es un subconjunto conexo de
(A−{x0, y0})∪ (x0y0−{x0, y0}) lo que implica que bx0 ⊂ A. Además, dado
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c ∈ bx0, se tiene que cx0 ∪ x0p es el arco de c a p, de donde c ∈ H. Aśı
bx0 ⊂ H (x0 ∈ H). Por lo tanto, para cualquier b ∈ H el arco que une a
b con x0 se queda contenido en H. Con lo cual se concluye que H es arco
conexo. De manera análoga se obtiene que K es arco conexo. Aśı lo que
afirmamos en (2) está demostrado.

Por otro lado, tomemos un punto x1 ∈ H ∩K y tal que x1y0 ∩H = {x1}.
Notemos que x1 6= x0 ya que x1 ∈ K y x0 ∈ H. Se sigue que y0 ∈ x1p,
de donde x1x0 = x1y0 ∪ y0x0, aśı p ∈ x1x0 − {x1, x0}. Además, como
x1y0 ∩H = {x1} y x0y0 ∩A = {x0, y0}, se tiene que x1x0 ∩H = {x1, x0}. En
consecuencia, H ∪ x1x0 es un subcontinuo de X el cual no es unicoherente,
por lo cual X = H ∪ x1x0. Ahora, vamos a probar la siguiente afirmación.

(3) H ∩K = {x1}.

Para probar esto supongamos que existe x2 ∈ (H ∩K) − {x1}. Veamos
x2 /∈ x1x0. Para ver esto supongamos x2 ∈ x1x0. Como X − H = x1x0 −
{x0, x1} y x2 ∈ H, se sigue que x2 ∈ {x0, x1}. Como x2 6= x1, se tiene que
x2 = x0. Aśı, como x0 ∈ H, x2 ∈ H. Esto implica que x2 ∈ H ∩K. Esto es
es una contradicción porque H y K son ajenos. Por esto x2 /∈ x1x0. Se sigue
que x2 ∈ int(H), aśı {x2} no pertenece a Fr(C(H)).

Tomemos un subconjunto denso y numerable {an : n ∈ N} en H. Dado
n ∈ N, sea Bn = x0a1 ∪ · · · ∪ x0an. Observemos que Bn ⊂ H y x2 /∈ Bn

(x2 /∈ H). Sea mn ∈ N tal que d(x2, amn) < 1
n

y amn /∈ Bn. Es claro que
mn > n. Elijamos un punto cn ∈ x0amn − {amn} tal que cnamn ∩ Bn = ∅ y
d(amn , cn) < 1

n
. Definimos Cn = Bn∪x0cn. Notemos que Cn ∈ C(H) ⊂ C(H)

y cnamn ∩Cn = {cn}. Veamos que lim Cn = H. Sea ε > 0, basta probar que
existe N ∈ N tal que H ⊂ N(ε, Cn) para todo n ≥ N . Como H es un con-

junto compacto, existe {z1, ..., zk} ⊂ H tal que H ⊂
k⋃
i=1

B(zi,
ε

2
). Luego, para

cada i ∈ {1, ..., k} existe ni ∈ N tal que ani
∈ B(zi,

ε
2
). Dado que para cada

i ∈ {1, ..., k}, B(zi,
ε
2
) ⊂ B(ani

, ε) se tiene que H ⊂
k⋃
i=1

B(ani
, ε). Si tomamos

N = máx {ni : i ∈ {1, ..., k}}, entonces {an1 , ..., ank
} ⊂ {a1, ..., aN} ⊂ BN ⊂
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Bn ⊂ Cn para todo n ≥ N . Se sigue que H ⊂
k⋃
i=1

B(ani
, ε) ⊂ N(ε, Cn) para

todo n ≥ N . Por lo tanto lim Cn = H.

Notemos que {cn} ∈ Fr(Cn), además lim {cn} = {x2}. Por hipótesis
lim Fr(C(Cn)) = Fr(C(H)). Aśı, por el Teorema 1.46 (1), {x2} ∈ Fr(C(H)).
Esto es una contradicción que prueba lo que afirmamos en (3).

Tomemos un arco ordenado, α, en C(X) desde {x1} hasta H. Para cada
número n ∈ N denotemos tn = 1

n
y elijamos un punto pn ∈ α(tn)− (α(tn+1)∪

x0x1). Como pn ∈ H ⊂ A, H ∩ K = {x1}, pn 6= x1 y A = H ∪ K se tiene
que pn ∈ H. Luego x0 ∈ pnp y p ∈ pnx1 (pn ∈ H y pnx1 = pnp ∪ px1).
Notemos que α(tn) ∩ pnx1 no es conexo ya que de serlo, seŕıa un subcon-
junto conexo del arco pnx1 que tiene a los puntos extremos de éste, de modo
que se tendŕıa que α(tn) ∩ pnx1 = pnx1; esto es una contradicción porque
p ∈ pnx1 y p /∈ α(tn). Por esto α(tn) ∩ pnx1 no es conexo. Por otro
lado x1 ∈ α(tn) ∩ pnx1 y tanto α(tn) como pnx1 son subcontinuos de X,
en consecuencia α(tn) ∪ pnx1 es un subcontinuo de X el cual no es unico-
herente. Se sigue que X = α(tn) ∪ pnx1. Para cada n ∈ N, puesto que
X = α(tn+1) ∪ pn+1x1 y pn /∈ α(tn+1), se tiene que pn ∈ (pn+1x1 − {pn+1}).
Se sigue que (pn+1pn−pn)∩pnx1 = ∅ lo que implica que pn+1pn ⊂ α(tn). Aśı
lim pnpn+1 = {x1}. Denotemos S = x1p1 ∪ p1p2 ∪ · · · . Dado que pn ∈ pn+1x1

para cada n ∈ N y lim pnpn+1 = {x1} se tiene que S es una curva cerrada
simple. Una contradicción con el supuesto inicial en esta prueba. Esta con-
tradicción demuestra lo que decimos en (1).

Con lo anterior probaremos que:

(4) X es unicoherente.

Para probar esta afirmación supongamos que existen dos subcontinuos de
X, Y y Z, tales que X = Y ∪ Z y que Y ∩ Z no es conexo. Tomemos dos
puntos y y z en diferentes componentes de Y ∩ Z. Por lo establecido en (1),
podemos tomar arcos L1 y L2 con puntos extremos y y z tales que L1 ⊂ Y
y L2 ⊂ Z. Se sigue que L1 ∪ L2 es un subcontinuo de X el cual contiene
una curva cerrada simple. Esto es una contradicción con nuestra suposición
inicial, con lo cual (4) está demostrado.
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Con (4), y el Teorema 6.5, se obtiene que X es un continuo hereditaria-
mente unicoherente. Como X es arco conexo, se sigue que X es un dendroide.
Luego, por el Teorema 6.3, la función F no es continua, una contradicción
con la hipótesis. Esta contradicción demuestra que X es una curva cerrada
simple.
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Caṕıtulo 7

Caracterizaciones del arco y de
la circunferencia

7.1 Lema. Sea X un continuo tal que para todo subcontinuo propio no de-
generado A de X se tiene que Fr(C(A)) es un arco, entonces X es localmente
conexo.

Demostración. Supongamos que X no es localmente conexo. Por el Teorema
1.8, X tiene un punto en el cual X no es conexo en pequeño. Por el Teorema
1.70, X contiene un continuo de convergencia K. Esto significa que K es un
subcontinuo no degenerado de X y que existe una sucesión {Kn}∞n=1 en C(X)
tal que lim Kn = K y Kn ∩ K = ∅ para todo n ∈ N. Por el inciso (1) del
Teorema 1.46, de esto último se sigue que K = Fr(K). Luego, por el inciso
(2) de la Proposición 2.1, se tiene que F1(K) ⊂ Fr(C(K)). Observemos que
K es un subcontinuo propio (pues X contiene subcontinuos ajenos de K) y
no degenerado (por definición de continuo de convergencia) de X. Aśı, por
hipótesis, Fr(C(K)) es un arco. Se sigue que F1(K) es un arco, por lo que
K es un arco en X.

Fijemos dos puntos a y b en K diferentes entre śı y diferentes de los
puntos extremos de K. Denotemos por A al subarco de K que tiene como
puntos extremos a los puntos a y b. Como A ⊂ K y K es ĺımite de una
sucesión de subcontinuos de X − K, por el inciso (1) del Teorema 1.46,
se tiene que A = Fr(A). Aśı, por el inciso (2) de la Proposición 2.1, se
obtiene que F1(A) ⊂ Fr(C(A)). Además, observemos que si B ∈ C(a,A)
entonces existe una sucesión de subarcos {Bn}∞n=1 en K tal que lim Bn =
B y Bn ∩ (K − A) 6= ∅ (aśı Bn ∈ C(X) − C(A)). Por esto, C(a,A) ⊂
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Fr(C(A)). Similarmente se observa que C(b, A) ⊂ Fr(C(A)). Por otra
parte, sabemos que F1(A) ∪ C(a,A) ∪ C(b, B) es una curva cerrada simple,
véase el Ejemplo 1.48. Esto prueba que Fr(C(A)) contiene una curva cerrada
simple, lo cual es una contradicción pues por hipótesis Fr(C(A)) es un arco.
Esta contradicción demuestra que X es localmente conexo.

7.2 Lema. Si un continuo X contiene un triodo simple, entonces X contiene
un subcontinuo A tal que Fr(C(A)) contiene una 2-celda.

Demostración. Supongamos que T es un triodo simple en un continuo X. Sin
perder generalidad podemos suponer que T = ([−1, 1]×{0})∪ ({0}× [0, 1]).
Sean A = ([−1

2
, 1] × {0}) ∪ ({0} × [0, 1]) y B = [−1

2
, 0] × {0}. Denotemos

Bn = [−1
2
− 1

2n
, 0] × {0} para cada n ∈ N. Observemos que {Bn}∞n=1 es

una sucesión en C(X) tal que lim Bn = B, Bn no está contenido en A y
Bn+1 ⊂ Bn para cada n ∈ N. Por el inciso (1) del Teorema 1.80, se sigue que
B ∈ SB(A). Luego, por los incisos (2) y (3) del Teorema 1.79, se obtiene
que C(B,A) está contenido en Fr(C(A)).

Observemos que para cada elemento E ∈ C(B,A) existe un único par
(s, t) tal que 0 ≤ s ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1 y E = B ∪ ([0, s] × {0}) ∪ ({0} × [0, t]).
Esto define un homeomorfismo entre C(B,A) y el cuadrado [0, 1]×[0, 1]. Aśı,
C(B,A) es una 2-celda contenida en la frontera de C(A).

7.3 Teorema. Un continuo no degenerado X es un arco o una curva cerrada
simple si y sólo si para todo subcontinuo propio y no degenerado A de X se
tiene que Fr(C(A)) es un arco.

Demostración. Necesidad: Supongamos que X es un arco o una curva cer-
rada simple, y tomemos un subcontinuo propio y no degenerado A de X.
Notemos que A es un arco libre en X. Sean p y q los puntos extremos de A.
Se tiene que Fr(A) ⊂ {p, q}. Por el Corolario 2.6, se sigue que Fr(C(A)) ⊂
C(p,A)∪C(q, A). En el Ejemplo 1.48 vimos que C(p,A)∪C(q, A) es un arco
contenido en C(A). Se sigue que Fr(C(A)) es un arco o un punto. Como A
es no degenerado, por el Teorema 2.2, se tiene que Fr(C(A)) es un continuo
no degenerado. Esto implica que Fr(C(A)) es un arco.

Suficiencia: Supongamos que para todo subcontinuo propio y no degene-
rado A de X se tiene que Fr(C(A)) es un arco. Por los Lemas 7.1 y 7.2,
se sigue que X es un continuo localmente conexo que no contiene triodos

108



simples. Por el Teorema 1.36, se concluye que X es un arco o una curva
cerrada simple.

7.4 Lema. Si A es un arco en un continuo X con puntos extremos p y q y
Fr(C(A)) − (F1(A) ∪ C(p,A) ∪ C(q, A)) 6= ∅, entonces Fr(C(A)) contiene
una 2-celda.

Demostración. Tomemos un elemento B en Fr(C(A))− (F1(A) ∪C(p,A) ∪
C(q, A)) 6= ∅. Se tiene que B es un arco contenido en A y B ∩ {p, q} = ∅. A
continuación analizamos dos casos:

(1) B ∈ SB(A).

En este caso, por los incisos (2) y (3) del Teorema 1.79, se tiene que
C(B,A) ⊂ Fr(C(A)). Por otra parte, tomemos un homeomorfismo h :
[0, 1] → A tal que h(0) = p y h(1) = q. Existe un intervalo [a, b] ⊂ [0, 1] tal
que h([a, b]) = B. Como B es un arco que no intersecta a los puntos extremos
de A, observamos que 0 < a < b < 1. Además, para cada E ∈ C(B,A) existe
un único par (s, t) tal que 0 ≤ s ≤ a < b ≤ t ≤ 1 y h([s, t]) = E. Esto define
un homeomorfismo entre C(B,A) y el cuadrado [0, a] × [b, 1]. Aśı, en este
caso, se tiene que C(B,A) es una 2-celda contenida en la frontera de C(A).

(2) B ∈ Fr(C(A))− SB(A).

En este caso afirmamos que C(B) ⊂ Fr(C(A)). Para probar esto tomemos
un elemento E ∈ C(B). Por el Lema 3.1, existe una sucesión {Bn}∞n=1 en
C(X) tal que lim Bn = B y Bn ∩ A = ∅ para todo n ∈ N. Como B es
un arco, por el Corolario 1.77, sabemos que B es un continuo absolutamente
C∗-suave. Por esto existe una sucesión {En}∞n=1 en C(X) tal que lim En = E
y En ⊂ Bn para cada n ∈ N, véase la Nota 1.72. Como Bn ∩A = ∅, se tiene
que En ∩ A = ∅. Aśı, {En}∞n=1 es una sucesión en C(X) − C(A). Por el
inciso (1) de la Proposición 2.1, se sigue que E ∈ Fr(C(A)). Esto demuestra
nuestra afirmación.

Por otra parte, como B es un arco, sabemos que C(B) es una 2-celda,
véase el Ejemplo 1.48. Aśı, en este segundo caso, se tiene que C(B) es una
2-celda contenida en la frontera de C(A).
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7.5 Teorema. Un continuo no degenerado X es un arco si y sólo si para todo
subcontinuo propio y no degenerado A de X se tiene que X es homeomorfo
a Fr(C(A)).

Demostración. Necesidad: Supongamos que X es un arco y sea A un sub-
continuo propio y no degenerado de X. Por el Teorema 7.3, se tiene que
Fr(C(A)) es un arco. Aśı, X es homeomorfo a Fr(C(A)).

Suficiencia: Primero vamos a demostrar que:

(1) X es homeomorfo a un subcontinuo del cuadrado [0, 1]× [0, 1].

Sea A un subcontinuo propio y no degenerado de X. Por el Teorema
2.11, sabemos que Fr(C(A)) es un continuo arco conexo. Por hipótesis X
es homeomorfo a Fr(C(A)), aśı X es un continuo arco conexo. Tomemos
un arco B contenido propiamente en X. Notemos que C(B) es una 2-celda
(véase el Ejemplo 1.48) y que X es homemorfo a Fr(C(B)) (por hipótesis).
Esto prueba lo que decimos en (1).

Sean p y q los puntos extremos del arco B que tomamos en el párrafo
anterior. A continuación probaremos que:

(2) Fr(C(B))− F1(B) ⊂ C(p,B) ∪ C(q, B).

Supongamos que (2) es falso y tomemos un elemento E en Fr(C(B)) −
F1(B) tal que E ∩ {p, q} = ∅. Por el Lema 7.4, Fr(C(B)) contiene una
2-celda D. Como X es homeomorfo a Fr(C(B)), X contiene un subcon-
tinuo D homeomorfo al cuadrado [0, 1] × [0, 1]. Tomemos un triodo sim-
ple T contenido en D. Notemos que si H ∈ C(T ), entonces existe una
sucesión {Hn}∞n=1 de subcontinuos de la 2-celda D tal que lim Hn = H y
Hn ∩ (D − T ) 6= ∅, i. e., {Hn}∞n=1 es una sucesión en C(X) − C(T ), lo cual
significa que H ∈ Fr(C(T )). Esto prueba que Fr(C(T )) = C(T ). Como
por hipótesis X es homeomorfo a Fr(C(T )), se sigue que X es homeomorfo
a C(T ). Por otra parte, sabemos que C(T ) contiene una 3-celda, véase el
Ejemplo 1.50. Esto implica que X contiene un subcontinuo homeomorfo al
cubo [0, 1]× [0, 1]× [0, 1], lo cual contradice (1). Esta contradicción demues-
tra lo que decimos en (2).
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Ahora probaremos lo que sigue:

(3) F1(B) ∩ Fr(C(B)) ⊂ {p, q}.

Para probar (3) tomemos un punto x ∈ B tal que {x} ∈ Fr(C(B)). Por
el Teorema 2.11, existe un arco ordenado α en Fr(C(B)) desde {x} hasta
B. Por (2), para cada n ∈ N se tiene que α( 1

n
) ∈ C(p,B) ∪ C(q, B), i. e.

p ∈ α( 1
n
) o q ∈ α( 1

n
). Sin perder generalidad, podemos suponer que p ∈ α( 1

n
)

para todo n ∈ N. Como lim α( 1
n
) = α(0) = {x}, por el inciso (2) del Teo-

rema 1.46, se sigue que p ∈ {x}, es decir x = p. Esto demuestra (3).

Por (2) y (3) se tiene que Fr(C(B)) ⊂ C(p,B) ∪ C(q, B). Sabemos que
C(p,B) ∪ C(q, B) es un arco en C(B), véase el Ejemplo 1.48. Se sigue que
Fr(C(B)) es un arco. Aśı, por la hipótesis, se concluye que X es un arco.

7.6 Teorema. Para un continuo X las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) El continuo X es una curva cerrada simple;

(2) Para todo subcontinuo propio y no degenerado A de X, el conjunto
Fr(C(A)) ∩ F1(A) tiene exactamente dos elementos; y

(3) Para todo subcontinuo propio y no degenerado A de X, el conjunto
Fr(C(A))− {A} no es conexo.

Demostración. (1)→ (2) : Supongamos que X es una curva cerrada simple y
sea A un subcontinuo propio y no degenerado de X. Se tiene que A es un arco
libre en X. Sean a y b los puntos extremos de A. Notemos que Fr(A) =
{a, b}. Por el Corolario 2.6, se sigue que Fr(C(A)) = C(a,A) ∪ C(b, B).
Luego, Fr(C(A)) ∩ F1(A) = {{a}, {b}}. Esto prueba (2).

(2)→ (1) : Supongamos que X es un continuo que satisface la condición
(2). Afirmamos que X es localmente conexo. Para ver esto supongamos que
no es aśı. Por la Proposición 1.8 y el Teorema 1.70, se sigue que X con-
tiene un continuo de convergencia A. Esto significa que A es un subcontinuo
no degenerado de X y que existe una sucesión {An}∞n=1 en C(X) tal que
lim An = A y An ∩ A = ∅ para cada n ∈ N. De estas condiciones, y del
inciso (1) del Teorema 1.46, se sigue que Fr(A) = A. Luego, por el inciso
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(2) de la Proposición 2.1, se tiene que F1(A) ⊂ Fr(C(A)). Se obtiene que
Fr(C(A)) ∩ F1(A) = F1(A), en contradicción con la condición (2). Esto
prueba que X es localmente conexo.

Afirmamos que X no contiene triodos simples. Para probar esta segunda
afirmación supongamos que X contiene un triodo simple T . Sin perder gene-
ralidad podemos suponer que T = ([−1, 1]×{0})∪ ({0}× [0, 1]). Denotemos
A = ([−1

2
, 1

2
] × {0}) ∪ ({0} × [0, 1

2
]). Notemos que los puntos (−1

2
, 0), (1

2
, 0)

y (0, 1
2
) pertenecen a Fr(A). Luego, por el inciso (2) de la Proposición 2.1,

se sigue que {{(−1
2
, 0)}, {(1

2
, 0)}, {(0, 1

2
)}} ⊂ Fr(C(A)). Aśı, el conjunto

Fr(C(A)) ∩ F1(A) tiene por lo menos tres elementos, en contradicción con
la condición (2). Esto prueba que X no contiene triodos simples.

Hemos demostrado que si X cumple la condición (2), entonces X es local-
mente conexo y no contiene triodos simples. Por el Teorema 1.36, se obtiene
que X es un arco o una curva cerrada simple. Supongamos que X es un arco.
Sin perder generalidad podemos suponer que X = [0, 1]. Sea A = [0, 1

2
].

Notemos que Fr(C(A)) = C(1
2
, A). Se tiene que Fr(C(A))∩F1(A) = {{1

2
}}.

Esto implica que un arco no satisface la condición (2). Esto demuestra que
si un continuo X cumple la condición (2), entonces X es una curva cerrada
simple.

(1) → (3) : Supongamos que X es una curva cerrada simple y sea A un
subcontinuo propio y no degenerado de X. Se tiene que A es un arco en
X. Sean a y b los puntos extremos de A. Como en la prueba de (1) → (2),
notamos que Fr(C(A)) = C(a,A) ∪ C(b, A). Observemos que C(a,A) es un
arco en C(A) con puntos extremos {a} y A; similarmente C(b, A) es un arco
en C(A) con puntos extremos {b} y A; además, C(a,A)∩C(b, A) = {A}. Se
sigue que Fr(C(A)) es un arco en C(A) con puntos extremos {a} y {b}. Como
A ∈ Fr(C(A))−{{a}, {b}}, se concluye que el conjunto Fr(C(A))−{A} no
es conexo.

(3)→ (1) : Supongamos que X es un continuo que satisface la condición
(3). Probaremos que X es localmente conexo. Para esto suponemos lo con-
trario y, como en la prueba de (2) → (1), obtenemos que X contiene un
subcontinuo no degenerado A tal que F1(A) ⊂ Fr(C(A)).

Afirmamos que la componente de Fr(C(A))− {A} que contiene a F1(A)
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es Fr(C(A))−{A}. Para probar esto tomemos un elemento B ∈ Fr(C(A))−
({A}∪F1(A)) y una sucesión {Bn}∞n=1 en C(X)−C(A) tal que lim Bn = B.
Para cada n ∈ N tomemos un punto xn ∈ Bn − A. Sin perder generalidad
podemos suponer que la sucesión {xn}∞n=1 converge a un punto x ∈ X. Por
el inciso (1) del Teorema 1.46 se tiene que x ∈ B. Como B no está en F1(A),
observamos que B 6= {x}. Luego, como lim Bn = B y lim {xn} = {x},
sin perder generalidad podemos suponer que Bn 6= {xn} para cada n ∈ N.
Aśı, por el Teorema 1.54, podemos tomar un arco ordenado αn en C(X)
desde {xn} hasta Bn, para cada n ∈ N. Notemos que {αn([0, 1])}∞n=1 es una
sucesión en C(C(X)) y, por la compacidad de este hiperespacio, podemos
suponer que existe un elemento Λ en C(C(X)) tal que lim αn([0, 1]) = Λ.
Como {xn} y Bn pertenecen a αn([0, 1]), por el inciso (1) del Teorema 1.46,
se tiene que {x} y B pertenecen a Λ. Además, también por el inciso (1) de
ese mismo teorema, para cada E ∈ Λ existe una sucesión {En}∞n=1 en C(X)
tal que lim En = E y En ∈ αn([0, 1]) para cada n ∈ N. Observamos que
xn ∈ En y, en consecuencia, En no está contenido en A, para cada n ∈ N.
Aśı, {En}∞n=1 es una sucesión en C(X)−C(A). Se sigue que E ∈ Fr(C(A)).
Por otra parte, observamos que En ⊂ Bn para cada n ∈ N. Luego, por el in-
ciso (2) del Teorema 1.46 se sigue que E ⊂ B. Dado que B 6= A, se tiene que
E 6= A. Esto demuestra que Λ ⊂ Fr(C(A))−{A}. En resumen, se tiene que
Λ es un continuo en C(X) tal que B ∈ Λ ⊂ Fr(C(A))−{A} y Λ∩F1(A) 6= ∅.
Esto demuestra nuestra afirmación, es decir que la componente del conjunto
Fr(C(A))− {A} que contiene a F1(A) es este mismo conjunto.

Por lo anterior se tiene que Fr(C(A)) − {A} es un conjunto conexo, en
contradicción con la condición (3). Esto prueba que X es localmente conexo.

A continuación probaremos que X no contiene triodos simples. Para esto
suponemos lo contrario, que X contiene un triodo simple T . Sin perder gene-
ralidad podemos suponer que T = ([−1, 1]×{0})∪ ({0}× [0, 1]). Denotemos
A = ([−1

2
, 1

2
]× {0}) ∪ ({0} × [0, 1

2
]), p = (−1

2
, 0) y q = (1

2
, 0). Se tiene que A

es un subtriodo de T y que p y q son dos de sus puntos extremos. Para cada
n ∈ N, denotemos Bn = [−1

2
− 1

2n
,−1

2
] × {0}. Observamos que {Bn}∞n=1 es

una sucesión en C(X) tal que lim Bn = {p}, Bn no está contenido en A y
Bn+1 ⊂ Bn para cada n ∈ N. Por el inciso (1) del Teorema 1.80, se tiene que
{p} ∈ SB(A). Similarmente se prueba que {q} pertenece a SB(A).

Probaremos que SB(A)−{A} es un conjunto conexo. Para esto, denote-
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mos por C a la componente de SB(A)− {A} que contiene a {p}. Tomemos
un arco ordenado α en C(X) desde {p} hasta [−1

2
, 1

2
] × {0}. Por el inciso

(2) del Teorema 1.79, sabemos que α(t) ∈ SB(A) para todo t ∈ [0, 1]. Como
α(t) ⊂ [−1

2
, 1

2
] × {0}, se sigue que α([0, 1]) es un arco en SB(A) − {A} que

contiene a {p} y a [−1
2
, 1

2
]× {0}. Aśı, [−1

2
, 1

2
]× {0} ∈ C. Ahora tomamos un

arco ordenado β en C(X) desde {q} hasta [−1
2
, 1

2
] × {0}. Con argumentos

similares a los previos, se obtiene que β([0, 1]) es un arco en SB(A) − {A}
que contiene a {q} y a [−1

2
, 1

2
]× {0}, de lo cual se sigue que {q} ∈ C.

Tomemos un elemento arbitrario D ∈ SB(A) − {A} distinto de {p}
y {q}. Observemos que si p ∈ D, tomando un arco ordenado desde {p}
hasta D concluimos que D ∈ C. En lo que sigue supongamos que p /∈ D.
Tomemos un número t ∈ (−1

2
, 0] tal que [−1

2
, t] ∩ D = ∅, y denotemos

E = ([t, 1
2
]×{0})∪ ({0}× [0, 1

2
]). Observemos que E es un subcontinuo pro-

pio de A y que D es un subcontinuo propio de E. Sean γ y η arcos ordenados
en C(X) desde {q} hasta E y desde D hasta E, respectivamente. Como en
argumentos anteriores, por el inciso (2) del Teorema 1.79, se tiene que γ([0, 1])
es un arco en SB(A) − {A} que contiene a {q} y a E. Como {q} ∈ C, se
sigue que E ∈ C. Similarmente, η([0, 1]) es un arco en SB(A) − {A} que
contiene a E y a D, de lo cual se sigue que D ∈ C. Esto demuestra que
C = SB(A)− {A}. Aśı, SB(A)− {A} es un conjunto conexo.

Como X es localmente conexo, por la equivalencia entre (1) y (4) del Teo-
rema 3.11, sabemos que SB(A) = Fr(C(A)). Aśı, por lo anterior, se tiene
que Fr(C(A))−{A} es un conjunto conexo, lo cual es una contradicción con
la condición (3). Ésta demuestra que X no contiene triodos simples.

Hemos demostrado que la condición (3) implica que X es localmente
conexo y que no contiene triodos simples. Por el Teorema 1.36, se sigue que
X es un arco o una curva cerrada simple. Supongamos que X es un arco. Sin
perder generalidad podemos suponer que X = [0, 1]. Denotemos A = [0, 1

2
].

Observemos que Fr(C(A)) = C(1
2
, A). Como C(1

2
) es un arco en C(A) y A

es uno de sus puntos extremos, se sigue que Fr(C(A))−{A} es un conjunto
conexo. Esto prueba que un arco no satisface la condición (3). Aśı, si X es
un continuo que cumple la condición (3), entonces X es una curva cerrada
simple.
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