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RESUMEN

La Teoria de Cédigos tuvo sus origenes en el escenario de los campos finitos. Sin em-
bargo, el estudio de cédigos sobre anillos finitos ha cobrado interés en los ultimos afios
debido a que la Extension del teorema de MacWilliams, resultado fundamental para
establecer la equivalencia entre cédigos dentro de la teoria clésica, se verifica en este
contexto si y sélo si el anillo es de Frobenius. Aunque estos anillos guardan una estrecha
relacién con los grupos cudnticos, hay pocas investigaciones sobre codigos construidos
bajo estas estructuras algebraicas y, menos aun, que estudien la factibilidad compu-
tacional de su implementacién. Para emplear un grupo cudntico como alfabeto de un
codigo es necesario introducir la estructura algebraica a la computadora en un niimero
finito de pasos conocido como rango combinatorio. El objetivo de la presente investi-
gacion es determinar el rango combinatorio de la versiéon multiparamétrica del grupo
cudntico de Lusztig pequeno u, (§09,+1) de tipo B,,. Mediante el Teorema de Heyneman-
Radford y la formula explicita para el coproducto del grupo cuantico de Drinfeld-Jimbo
U, (502,41) se obtiene una proposicién de la que se desprende el rango combinatorio de
este caso particular. Los resultados revelan que se requieren sélo |log, (n — 1)] + 2 pa-
sos para introducir un alfabeto basado en esta estructura algebraica a la computadora,
un numero muy pequeno desde la perspectiva computacional. De reproducirse la me-
todologia expuesta en este estudio para otros grupos cuanticos, podria determinarse la
factibilidad de su implementacion como alfabetos de un c6digo, asi como generarse ante-
cedentes que den paso a la creacion de mecanismos para la codificacion y decodificacion
de informacién en este contexto.

Palabras clave: anillos de Frobenius, identidades de MacWilliams, extension del teo-
rema de MacWilliams, teorema de Heyneman-Radford, elementos primitivos torcidos,
base PBW.
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Introduccion

En la actualidad, es posible la transmision casi inmediata de mensajes enviados a través
de dispositivos electronicos sujetos a canales con presencia de ruido, como son cables de
cobre, cables de fibra 6ptica, el almacenamiento en dispositivos méviles como memorias
USB y celulares, entre otros. Seria deseable que aunque los mensajes enviados por estos
medios fueran distorsionados durante su transmision, fueran recibidos y recuperados
de algin modo. La estrategia béasica para la correccion de errores consiste en anadir
redundancia el mensaje (codificacién) para que los errores puedan ser detectados de
manera eficiente y finalmente corregidos (decodificacién).

Al area de las matemaéticas que se encarga de estudiar como asegurar la integridad de
un mensaje que ha sido enviado a través de un canal en presencia de ruido se le conoce
como Teoria de Codigos. Esta comenzé con los estudios de Claude Shannon en 1948
(véase [62]) y desde entonces ha despertado el interés tanto de matemdticos como de
estudiosos de las ciencias de la computacién, quienes han hecho gran uso de algebra,
calculo combinatorio y, primordialmente, algebra lineal sobre campos finitos para su
desarrollo.

En la teoria clasica, hay dos resultados de particular importancia conocidos como las
identidades de MacWilliams y la Extension del teorema de MacWilliams. Las identi-
dades de MacWilliams relacionan el enumerador del peso de Hamming de un codigo
lineal con aquel que corresponde a su codigo dual. Estas identidades encuentran amplia
aplicacion, especialmente en el estudio de cédigos autoduales. Por su parte, la Exten-
sion del teorema de MacWilliams aborda la nociéon de equivalencia entre cédigos. Dos
cédigos lineales son equivalentes si existe una transformacion monomial que defina un
isomorfismo entre ellos que preserve el peso de Hamming. Mostrar que una transforma-
cién monomial define tal isomorfismo no es tan complejo como el problema inverso, esto
es, mostrar si todo isomorfismo entre cédigos lineales que preserve el peso de Hamming
se extiende a una transformacién monomial. En [51], MacWilliams demostré que este
es el caso cuando se trata de campos finitos.
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A pesar de que en sus inicios la Teoria de Cdédigos yace en el contexto de los campos
finitos, ésta ha comenzado a desarrollarse desde hace ya algunos anos sobre anillos
finitos, luego de descubrirse que codigos aparentemente no lineales en realidad lo son
sobre el anillo Z4. Ejemplos de ello son los trabajos de Calderbank, Pless y Qian ([§],
[57] v [56], respectivamente). De hecho tanto las identidades de MacWilliams como la
Extension del teorema de MacWilliams son generalizables a codigos lineales sobre anillos
finitos. Dentro de los anillos finitos, los anillos de Frobenius resultan de particular interés

debido a que son la clase més larga sobre la cual es valida la Extension del teorema de
MacWilliams.

Por otra parte, los anillos de Frobenius se encuentran estrechamente ligados a los grupos
cuanticos finitos, estructuras algebraicas modernas cuyo marco tedrico son las algebras
de Hopf. Recientemente, esta relacién ha abierto nuevos caminos a la Teoria de Cédigos.
Los articulos de Cuadra, Garcia-Rubira, y Lopez-Ramos ([13] y [14]), asi como el de
Xiaoping [81], dan testimonio de ello.

Para emplear estructuras algebraicas distintas a las clasicas en la construccion de codi-
gos es preciso establecer primero la factibilidad de su uso como alfabeto en cuanto al
nimero de pasos requeridos por la representaciéon combinatoria ordinaria ya que si éste
es, computacionalmente hablando, grande entonces la implementacién del cédigo en la
practica no resultaria viable. El objetivo de esta tesis es determinar el rango combina-
torio de la versién multiparamétrica del grupo cudntico conocido como grupo cuédntico
de Lusztig pequetio u, (§02,41) de tipo B, sobre campos finitos. El estudio revela que
se requieren |log, (n — 1)| 4+ 2 pasos para introducir a una computadora un alfabeto
basado en esta estructura algebraica particular (resultado publicado en [33]).

Cabe destacar que la gran mayoria de los articulos sobre grupos cuanticos versa sobre
campos de caracteristica 0, todos ellos infinitos. Sin embargo, al requerir la Teoria de
Cédigos del uso de estructuras algebraicas finitas, es preciso abordar los conceptos de
los grupos cuanticos sobre campos finitos.

En el Capitulo 1 se describe la caracterizacién de los anillos de Frobenius bajo la teoria
de caracteres. Se abordan también las similitudes entre una algebra de Frobenius y
un anillo de Frobenius finito. Asimismo, se hace una breve presentacion de conceptos
fundamentales de la Teoria de Cédigos y se presentan las identidades de MacWilliams,
asi como la Extension del teorema de MacWilliams.

Luego, en el Capitulo 2, se hace una introduccién a las algebras de Hopf y algunos
conceptos fundamentales asociados. Se presenta un resultado bien conocido que indica
que toda algebra de Hopf de dimension finita es de Frobenius. Esta relacion, y el hecho
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de que los grupos cudnticos son casos particulares de algebras de Hopf finitas, conecta
a los anillos de Frobenius con los grupos cuanticos.

En el Capitulo 3 se hace una introduccion al tema de los grupos cuanticos en la que la
nocion de algebra universal envolvente cuantica para cualquier algebra de Lie es definida
a través de generadores y relaciones basadas en el concepto de operaciones cuanticas
de Lie. En este capitulo también se aborda el concepto de rango combinatorio.

En el Capitulo 4 se hace una descripcién del grupo cuantico U (502,41). Se muestran
también las relaciones del algebra cuantica de Borel y sus generadores de Poincaré Birk-

hoff Witt.

Por ltimo, en el Capitulo 5, se calcula el rango combinatorio de la version multipa-
ramétrica del grupo cudntico de Lusztig pequenio u, (§02,+1) de tipo B, para el caso en
q tiene un orden finito multiplicativo ¢ mayor a 4.

Finalmente, se presentan las conclusiones del estudio y en el apéndice se presenta
la cuantificacién de so0s,41, para lo cual se hace una revisién del caso del kernel de
Frobenius-Lusztig de tipo A,.






Capitulo 1

Anillos de Frobenius
y la Teoria de Cdédigos

Las identidades de MacWilliams y la Extensién del teorema de MacWilliams son de
gran importancia no sélo en un sentido tedrico sino también practico. De acuerdo con
Honold [27], comprender cudando un tipo de anillo satisface alguna versién del teorema
de equivalencia de MacWilliams, por ejemplo, asegura a los desarrolladores de c6digos
que, tan pronto como se adopten dichos anillos, la singularidad de sus resultados se
convertird en algo sencillo de verificar puesto que la existencia de coédigos equivalentes
los reducird a casos mas tratables. Ello resulta una tarea de vital importancia, por
ejemplo, cuando se trata de patentar un sistema de codificacién.

Sobre campos finitos, las demostraciones de las identidades de MacWilliams y de la
Extension del teorema de MacWilliams hacen uso de la teorfa de caracteres. En par-
ticular, los campos finitos F poseen la propiedad de que sus caracteres [ forman un
espacio vectorial sobre F y F = I como espacios vectoriales. Estas demostraciones tam-
bién funcionan sobre un anillo finito R con la propiedad de R = R como moddulos de
un sélo lado. Resulta ser que los anillos de Frobenius estan caracterizados precisamente
por esa propiedad, como se muestra en [25, Teorema 1] e independientemente en [?,
Teorema 3.10].
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1.1. Anillos de Frobenius finitos

En esta seccion se abordara la teoria de caracteres de los anillos de Frobenius finitos,
mismos que se caracterizan por poseer modulos de caracter libres. Para profundizar en
el tema, se sugieren los libros de Lam, [45] y [46].

Dado un anillo finito R, su radical de Jacobson, denotado por rad (R) es la interseccién
de todos los ideales maximales izquierdos de R. rad (R) es él mismo un ideal por ambos
lados de R. Un R-médulo izquierdo es simple si no cuenta con submodulos propios
distintos de cero. Dado un R-médulo izquierdo M, su soclo soc (M) es la suma de todos
los submédulos simples de M. Un anillo R tiene soclo izquierdo soc (g R) y soclo derecho
soc (Rg), dependiendo de si a R se le considera un R-médulo izquierdo o derecho.
Ambos soclos son ideales por ambos lados, pero pueden no ser iguales (son iguales si R
es semiprimo, lo cual, en el caso de anillos finitos equivale a que sean semisimples).

Sea R un anillo finito. Entonces el anillo cociente R/rad (R) es semisimple y es isomorfo
a la suma directa de anillos de matrices sobre campos finitos (Wedderburn-Artin):

Rfrad (R) = @) My, (F,), (L1)

=0

donde cada ¢; es una potencia prima; F,, un campo finito de orden ¢; ¢, una potencia
de un primo; y M,, (F,), el anillo de matrices de m x m sobre F,.

1.1 Definicién ([45], Teorema 16.14). Un anillo finito R es de Frobenius si
r (R/rad (R)) = soc (grR)

(R/rad (R))p = soc (RRg) .

Esta definicién aplica de forma general para anillos artinianos. En un teorema de Ho-
nold [27, Teorema 2|, se demuestra que, para anillos finitos, s6lo hace falta uno de los
isomorfismos (el izquierdo o el derecho).

Cada uno de los anillos de matrices M,,, (F,,) en (L.1)) tiene un médulo izquierdo simple
T; := My, <1 (Fy,) que consiste en todas las matrices de m; x 1 sobre F,, bajo el producto
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de matrices por la izquierda. De (1.1)) se sigue que, como R-mdédulos de izquierda, se

tiene el isomorfismo
k

r (R/rad (R)) = @ miT:. (1.2)

1=0

Se sabe que las T;, ¢ = 1,...,k, forman una lista completa de R-moddulos izquierdos
simples, hasta el isomorfismo.

Debido a que el soclo izquierdo de un R-médulo es la suma de R-mddulos izquierdos
simples, éste puede expresarse como la suma de las T;. En particular, el soclo izquierdo
de R admite él mismo tal expresion:

k

soc (grR) = @siTi, (1.3)

1=0

para algunos enteros no negativos si, ..., S,. Asi, un anillo finito es de Frobenius si y
solo si m; = s; para toda 1 =1,...k.

Un caracter es un homomorfismo de grupo w : G — Q/Z, donde G es un grupo finito
abeliano. El conjunto de todos los caracteres de G forma un grupo llamado el grupo

caracter G := Homy, (G, Q/Z). Se sabe que ‘@” = |G|. Los caracteres con valores en

el grupo multiplicativo de nimeros complejos distintos de cero pueden obtenerse por
medio de la composicién con la funcién exponencial compleja a — exp (27wia), a € Q/Z.
Esta forma multiplicativa de caracteres se requerirda mas adelante en este capitulo.

Si R es un anillo finito y A es un R-médulo izquierdo finito, entonces A consiste en los
caracteres del grupo aditivo de A. A es un R-moédulo derecho por medio del producto
escalar (wwr) (a) := @ (ra), para @ € A, r € Ry a € A. Se llamard al médulo A el
modulo caracter de A. De manera similar, si B es un R-moédulo derecho, entonces B es
un R-modulo izquierdo.

1.2 Ejemplo. Sea [, un campo finito de orden primo. Definamos a v, : F, — Q/Z
por v, (a) = a/p, considerando a [, como Z/pZ. Entonces, v, es el caracter de [F, y
cualquier otro caracter w de F, es de la forma w = av,, para alguna a € F, ya que @p
es un espacio vectorial unidimensional sobre [F,,.

Sea [F, un campo finito con ¢ = p’ para algin nimero primo p. Sea tryp 1 Fqg — Fp la
traza. Definamos a v, : F; = Q/Z por v, = v, o try,. Entonces, v, es un caracter de
F, y cualquier otro caracter w de [F, tiene la forma @ = av,, para alguna a € F,.
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1.3 Ejemplo. Sea R = M,, (F,) el anillo de matrices de m x m sobre un campo finito F,,
y sea A = M, (F,) el R-médulo izquierdo que consiste en todas las matrices de m x k

sobre [F,. Entonces, A = Mpsm (F,) como R-médulos derechos. De hecho, dada una
matriz ) € Myxm (F,), podemos definir al caracter wg de A por wq (P) = v, (tr (QP)),
para P € A, donde tr es la traza de la matriz y v, es el caracter de F, definido en el

Ejemplo . El mapeo My, (F,) — 121\, Q) — wg es el isomorfismo buscado.

Dada una secuencia corta exacta de R-mddulos izquierdos finitos 0 + A - B — C' —
0, hay una secuencia exacta corta inducida de R-moédulos derechos

0—->C—-B—A—0. (1.4)

En particular, si se define <§ : A) = {w €B:w (A) = 0}, a lo cual se conoce como

aniquilador, entonces

(E,A>%ay ’(E:A)‘:|C]:|B|/|A|. (1.5)

En el caso especial en el que A = R, R es tanto un R-médulo izquierdo como dere-
cho. Un caracter @ € R induce tanto un homomorfismo por la izquierda como por la
derecha R — R (r — rw es un homomorfismo izquierdo, mientras que r — wr es un
homomorfismo derecho). El caracter w se llama caracter generador izquierdo si r — rw
es un isomorfismo de modulos. En tal caso, el caracter @ genera al R-modulo izquierdo

R. Debido a que
es inyectivo y suprayectivo.

R‘ = |R|, uno de esos homomorfismos es un isomorfismo si y sélo si

De manera independiente Hirano [25] y Wood [77], hallaron una caracterizacién de los
anillos de Frobenius finitos mediante caracteres; un teorema que establece que siendo
R un anillo finito las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) R es de Frobenius;
ii) R tiene un caracter generador izquierdo;

iii) R tiene un caracter generador derecho.

Ademas, demostraron que cuando esas condiciones se satisfacen, todo caracter genera-
dor izquierdo es también un caracter generador derecho y viceversa.
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Aunque este resultado se public6 en ambos casos hace ya mas de una década, a conti-
nuacién de seguird la metodologia expuesta recientemente por Wood en [80] a quien se
deben los resultados de este capitulo a menos que se indique lo contrario.

1.4 Proposicién ([10], Corolario 3.6). Sea R un anillo finito. Un caracter w de R es
un caracter generador izquierdo de R st y solo si ker w no contiene ideales izquierdos
de R distintos de cero.

Demostracion. Por definicién y dado que ‘R‘ = |R|, w es un caracter generador izquier-

do si y s6lo si el homomorfismo f: R — R, r — rw, es inyectivo. Entonces r € ker f
si y solo si el ideal principal Rr C ker w. Asi, ker f = 0 si y sélo si ker @ no contiene
ideales izquierdos distintos de cero. O

1.5 Proposicién ([77], Teorema 4.3). Un caracter o de un anillo finito R es un caracter
generador izquierdo si y solo si es un caracter generador derecho.

Demostracion. Supongamos que ¢ es un caracter generador izquierdo y supongamos
que I C ker p es un ideal derecho. Entonces, para toda » € R, Ir C ker o, de manera
que I C ker (rp), para toda r € R. Pero todo caracter de R es de la forma 7o porque

0 es un caracter generador. Asi, el aniquilador <I§ I ) = E, y se sigue de (1.5) que
I = 0. Por la Proposicién [I.4] ¢ es un caracter generador derecho. O]

1.6 Proposicién ([79], Proposicién 3.3). Sea A un R-mddulo izquierdo finito. Entonces
soc (A\) >~ (A/rad (R) A).

Demostracion. Existe una secuencia exacta corta de R-modulos
0—rad(R)A— A— A/rad (R) A — 0.

Tomando modulos caracter, como en , se produce

0 — (A/rad (R) A) — A — (rad (R) A) — 0.

Ya que A/rad (R) A es una suma de médulos simples, lo mismo es cierto para

(A/rad (R) A) = (2 : rad (R) A) .

En consecuencia, <2 :rad (R) A) C soc (A\)
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A la inversa, soc <A> ad (R) = 0, ya que el radical aniquila a los mddulos simples [15

Ejercicio 25.4]. Asi, soc ( ) C (121\ rad (R) A), y se tiene la igualdad
soc (A\> = (ﬁ rad (R) A) .
El hecho de que (2 rad (R) A) ~ (A/rad (R) A) completa la prueba. O

1.7 Lema. Sea A un R-maodulo izquierdo finito y sea B C A un submaodulo. Si A admite
un caracter generador izquierdo, entonces B también admite un caracter generador
1zquierdo.

Demostracion. Restrinjamos el caracter generador de A a B. Cualquier submoédulo de
B en el kernel de la restriccion serda también un submodulo de A dentro del kernel del
caracter generador original. O]

1.8 Lema. Sea R cualquier anillo finito. Definamos o : R— Q/Z como o (w) = w (1),

la evaluacion en 1 € R, para w € R. Entonces 0 es un caracter generador izquierdo y
derecho de R.

Demostracion. Supongamos que wy # 0 tiene la propiedad de que Rw, C kerp. Esto
significa que para todar € R, 0 = o (rwy) = (rwo) (1) = wo (r), tal que wy = 0. Por lo
tanto, o es un caracter generador izquierdo por definicién. O

1.9 Proposicion. Sea A un R-mddulo izquierdo finito. Entonces A tiene un caracter
generador izquierdo si y solo si A puede incrustarse en R.

Demostracion. Si A esta inserta en R, entonces A admite un caracter generador, por

los Lemas [1.7 y [1.§

A la inversa, sea ¢ un caracter generador de A. Para definir f: A — E, emplearemos
a o de la siguiente forma. Para a € A, definiremos a f (a) € R como f (a) (r) = o(ra),
r € R. Es sencillo verificar que f es un homomorfismo de R-mddulo izquierdo de A a
R. Si a € ker f, entonces g (ra) = 0 para toda r € R. Asi, el R-submdédulo izquierdo
Ra C ker p. Puesto que o es un caracter generador, se concluye que Ra = 0. Por lo
tanto, a = 0, y f es inyectiva. m

Cuando A = R, la Proposicién [1.9)es consistente con la definicién de caracter generador
de un anillo. De hecho, si R esta inserto en R, entonces R y R son isomorfos como
modulos de un soélo lado, pues tienen el mismo nimero de elementos.
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1.10 Teorema. Sea R = M,, (F,) el anillo de matrices de m x m sobre un campo finito
F,. Sea A= My« (F,) el R-mddulo izquierdo de todas las matrices de m x k sobre F,.
Entonces A admite un caracter generador izquierdo si y solo sim > k.

Demostracion. Si m > k, entonces, anadiendo m — k columnas de ceros, A puede
insertarse dentro de R como ideal izquierdo. Por el Ejemplo y el Lema [1.7, A
admite un caracter generador. A la inversa, supongamos que m < k. Se probard que
ningun caracter de A es un caracter generador de A. Para ello, sea w cualquier caracter
de A. Por el Ejemplo, , w tiene la forma wg para alguna matriz () de k x m sobre
F,. Dado que k > m, los renglones de () son linealmente dependientes sobre [F,. Sea
P cualquier matriz distinta de cero sobre F, de tamano m x k tal que PQ) = 0. Tal
matriz P existe porque los renglones de () son linealmente dependientes: pueden usarse
los coeficientes de una relacién de dependencia distinta de cero como las entradas de un
renglén de P. Afirmamos que el submodulo izquierdo distinto de cero de A generado
por P estd contenido en el ker wg. En efecto, para cualquier B € R,

wq (BP) = vy (tr (Q (BP))) = v, (tr (BP) Q)) = v, (tr (B(PQ))) =0,

empleando el hecho de que PQ = 0 y la propiedad de que tr (BC) = tr (C'B). Por lo
tanto, ningin caracter de A es un caracter generador. ]

1.11 Proposicion. Supongamos que A es un R-mddulo izquierdo finito. Entonces A
admite un caracter generador izquierdo si y sélo sisoc (A) admite un caracter generador
1zquierdo.

Demostracion. Si A admite un caracter generador, entonces también el soc (A), por el

Lema [T

A la inversa, supongamos que soc (A) admite un caracter generador v. Por medio de la
secuencia corta , sea ¢ cualquier extension de v a un caracter de A. Afirmamos que
0 es un caracter generador de A. Para ello, supondremos que B es un submddulo de A
tal que B C ker . Entonces, soc (B) C soc (A) Nker o = soc (A) Nker v, ya que g es
una extensién de v. Pero v es un caracter generador de soc (A), por lo que soc (B) = 0.
Dado que B es un médulo finito, puede concluirse que B = 0. En consecuencia, g es un
caracter generador de A. O

1.12 Corolario. Sea A un R-mddulo izquierdo finito. Supongamos que soc (A) admite
un caracter generador izquierdo v. Entonces, cualquier extension de v a un caracter de
A es un caracter generador izquierdo de A.
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Finalmente se probara el teorema que caracteriza a los anillos de Frobenius finitos a
través de sus caracteres.

1.13 Teorema. Sea R un anillo finito. Entonces, las afirmaciones siguientes son equi-
valentes:

i) R es de Frobenius;
ii) R tiene un caracter generador izquierdo, es decir, R es un R-mddulo izquierdo libre;

iii) R tiene un caracter generador derecho, es decir, R es un R-mddulo derecho libre.

Ademds, cuando estas condiciones se satisfacen, todo caracter generador izquierdo es
también un caracter generador derecho y viceversa.

Demostracion. Las afirmaciones i) y 7i7) son equivalentes por la Proposicién . Ahora
se demostrara que #i7) implica 7).

Por el Ejemplo el R-médulo (R/rad (R)) es igual al médulo caracter del R-médulo
izquierdo g (R/rad (R)). Por la Proposicién |1.6| aplicada al R-médulo izquierdo

A:RRa

tenemos que g (R/rad (R)) = soc <§R> ~ soc (Rp), ya que se asume que R es derecho

y libre. De este modo, se tiene el isomorfismo (R/rad (R)), = soc (Rg) de R-mdédulos
derechos. Puede repetirse este argumento para un isomorfismo por la izquierda (em-
pleando i7)).

Ahora, asumamos que se verifica 7). Gracias a (1.1)), se observa que el que R sea de
Frobenius implica que soc (R) es la suma de médulos de matrices de la forma M,,, (F,).
Por el Teorema m y sumando, soc (R) admite un caracter generador izquierdo. Por
las proposiciones y [I.1I} R admite él mismo un caracter generador izquierdo. Por
lo tanto, ii) se verifica. O

Para terminar esta seccién puntualizaremos las similitudes entre una algebra de Frobe-
nius general (no necesariamente finita) y un anillo de Frobenius finito.

1.14 Definicién. Una algebra de dimension finita A sobre un campo F' es una dlgebra
de Frobenius si existe una funcion lineal: A : A — F' tal que ker A no contiene ideales
izquierdos distintos de cero.
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Aparentemente, la estructura funcional de \ juega un papel en una algebra de Frobenius
comparable al del caracter generador izquierdo p de un anillo finito de Frobenius. Como
podria esperarse, la conexién entre A y o es aun mas fuerte cuando se considera a una
algebra de Frobenius finita. Recordemos, por el Ejemplo [I.2} que todo campo finito I,
admite un caracter generador v,.

1.15 Teorema. Sea R una dlgebra de Frobenius sobre un campo finito F,, con estruc-
tura funcional A : R — F,. Entonces R es una anillo de Frobenius finito con caracter
generador izquierdo 0 = Vg 0 \.

A la inversa, supongamos que R es una dlgebra de dimension finita sobre un campo
finito Fy y que R es un anillo de Frobenius con caracter generador o. Entonces R es
una dlgebra de Frobenius, y existe una estructura funcional A : R — F, tal que o = v 0.

Demostracion. Tanto R* := Homg, (R,F,)y R = Homy (R, Q/Z) son (R, R)-bimédulos
que satisfacen |R*| = ’fi‘ = |R|. Un caracter generador v, de F, induce un homomor-

fismo de bimédulos f : R* — R por medio de A — v, o A\. Pretendemos que f sea
inyectiva. Para ello, supongamos que A € ker f. Entonces v, o A = 0, de manera que
A(R) C ker v,. Notemos que A (R) es un subespacio vectorial sobre F, contenido en
ker v, C ;. Debido a que v, es un caracter generador de F,, por la Proposicién [I.4]

A(R) = 0. Por lo tanto, A = 0, y f es inyectiva. Como |R*| = ‘E‘, f es de hecho un

isomorfismo de bimddulo.

Haremos que la estructura funcional en R* corresponda bajo f a los caracteres gene-
radores en R. Esto es, si w = f()\), donde A € R* y w € R, entonces X\ satisface
la condicién de que el ker A no contiene ideales izquierdos distintos de cero de R si y
solo si w es un caracter generador de R, es decir, ker @ no contiene ideales izquierdos
distintos de cero de R.

Supongamos que w es un caracter generador de R, y que I es un ideal izquierdo de R
con I C ker A\. Puesto que w = v, 0 A, también tenemos que I C ker w. Dado que @ es
un caracter generador, la Proposicion implica que I = 0, como se deseaba.

A la inversa, supongamos que A satisface la condicién de que ker A no contiene ideales
izquierdos distintos de cero de R, y supongamos que [ es un ideal izquierdo de R con
I C ker w. Entonces A (/) es un subespacio lineal sobre I, dentro de ker v, C F,. Dado
que v, es un caracter generador de IF, se sigue que A (1) = 0, es decir, I C ker \. Por
la condicion en A, se concluye que I = 0, como se requeria. O
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1.2. Teoria de Cddigos

Los codigos correctores de errores proven una forma de proteger mensajes de corrup-
ciones producidas durante su transmision o almacenamiento. Esto se logra al anadir
redundancia a la informacién de forma tal que, con una alta probabilidad, el mensaje
original pueda recuperarse a partir del mensaje recibido.

Sea I el conjunto finito de informacién con los posibles mensajes que pueden ser enviados
o transmitidos. Sea A otro conjunto finito con el alfabeto con el que se pretende hacer
la codificacién. La codificacion del conjunto de informacion es la funcion inyectiva

FioI— A"

para alguna n y la imagen f(I) es un cédigo en A"™. Por ejemplo, un pixel de una
imagen digital almacena la informacién de su tono o luminosidad en formato binario.
En una imagen digital en escala de grises, cada pixel se almacena en un Byte, donde
su valor numérico representa su tono, que puede oscilar entre el blanco (255) y el negro
(0). Esto quiere decir que es una imagen en donde existen 256 tonos de gris (de 0 a 255,
ambos inclusive). El conjunto I es el de los posibles tonos de la imagen; el alfabeto,
A ={0,1} (binario); y la codificacién, aquella que asigna a cada uno de los 256 tonos
una secuencia binaria especifica de 8 bits.

Para un mensaje dado x € I, la cadena f (x) se transmite por medio de un canal (un
cable de cobre, fibra éptica, el almacenamiento mediante dispositivos digitales, la trans-
misién por radio o teléfono celular, por ejemplo). Durante este proceso de transmision,
algunas de las entradas en la cadena f () puede alterarse, de forma tal que la cadena
y € A" recibida puede ser distinta a la cadena f (x) enviada originalmente.

El objetivo de la Teoria de Cédigos es elegir, para un canal dado, una codificacion f en
forma tal que sea posible, con una alta probabilidad, recuperar el mensaje original x
con sélo conocer el mensaje recibido y y el método empleado para hacer la codificacién.
Al proceso de recuperar al mensaje original = se le llama decodificacion.

Fue un teorema de Claude Shannon [62], en 1948, que lanzé a la Teorfa de Cddigos a un
camino de investigacién permanente. En éste se senala que, hasta cierto limite determi-
nado por el canal, siempre es posible encontrar una codificacién que sera decodificada
con tan alta probabilidad como sea deseada mientras la longitud n de la codificacién
sea lo suficientemente larga. La demostracién de Shannon no es constructiva; tampoco
brinda un método de codificaciéon ni describe como hacer la decodificacion. Gran parte
de la investigacion sobre Teoria de Codigos desde la publicacién de aquel teorema ha
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estado enfocada, precisamente, a hallar codigos eficientes y a desarrollar algoritmos de
decodificacién eficaces ([29] y [52] son referencias obligadas sobre el tema).

Ahora bien, se poseen mas herramientas para construir cédigos si se asume que el
alfabeto A y los cddigos C' C A™ estan provistos de una estructura algebraica. El
primer caso, el de la teoria clasica, es aquel en el que se asume que A es un campo finito
y que C' C A" es un subespacio lineal.

1.16 Definicion. Sea F un campo finito. Un cddigo lineal de longitud n sobre F es un
subespacio lineal C' C F". La dimensién del cédigo lineal se denota por k = dimg C.

Dados dos vectores = (x1,...,2,), ¥ = (y1,...,Yn) € F", su distancia de Hamming
d(z,y) = |{i: z; # y;}| es el niimero de posiciones en las que los vectores difieren. El
peso de Hamming wt (x) = d (z,0) de un vector z € F" es el nimero de posiciones en
las que el vector es distinto de cero. Notemos que d (z,y) = wt (z — y); d es simétrica y
satisface la desigualdad del triangulo. La distancia minima de un coédigo C' C F" es el
valor mas pequeno d¢ de d (z,y) para x # y, x,y € C. Cuando C' es un cddigo lineal,
dc es igual al menor valor de wt (z) para z # 0, x € C.

La distancia minima de un cédigo C' es una medida asociada a la capacidad del codigo
para corregir errores. Sea B (z,7) = {y € F" : d(z,y) < r}labolaen F" con centro en x
y radio r. Sea 1o = [(de — 1) /2], el mayor entero menor o igual a (de — 1) /2. Entonces,
todas las bolas B (z,79) para z € C' son disjuntas. Supongamos que se transmite x € C,
que se recibe y € F" y que decodificamos a y como el elemento mas cercano en el
c6digo C' (y desempatamos al azar en caso de empate). Si a lo mds 7y entradas de z
son distorsionadas durante la transmision, entonces este método siempre produce una
decodificacién correcta. Se dice que C' corrige entonces r( errores. Mientras mayor sea
dc, mayor sera el nimero de errores que pueden corregirse. Es 1til pues seguir la pista
de los pesos de todos los elementos de un codigo C.

1.17 Definicién. El enumerador del peso de Hamming We (X,Y) es el polinomio
(funcién generadora) definido por

WC (X, Y) _ Z Xn—wt(x)ywt(x) _ Z AZXn_ZYZ,
zeC =0

donde A; es el niimero de elementos del peso ¢ en C.

Sélo el vector cero tiene peso 0. En un cédigo lineal, Ag =1y A; =0 para 0 < i < dc.
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Definamos un producto interno en F" por

xy:zmzyu x:(xl,...,:rn), y:<y1;---7yn)an-
=1

Asociado a cada cédigo lineal C' C F" esta su cddigo dual C*:

Ct={ycPF": 2-y=0,2€C}.

Si k = dim C, entonces dim C*+ =n — k.

Uno de los resultados méas famosos en la Teoria de Codigos relaciona el enumerador
del peso de Hamming de un cédigo lineal C' con su cédigo dual C*: las identidades de
MacWilliams, las cuales se estudiaran a mayor profundidad en la siguiente seccién. Por
el momento, sélo se enunciaran.

1.18 Teorema (Las identidades de MacWilliams). Sea C' un cddigo lineal en Fy. En-
tonces )

WC (va) - |CJ_|

Wor (X +(q—1)Y, X —Y).

De especial interés son los cédigos autoduales. Un cédigo lineal C' es auto ortogonal si
C C C*; C es auto dual si C = C+. Un cédigo auto dual C de longitud n y dimensién
k satisface n = 2k, de manera que n debe ser par.

Aunque hay trabajos recientes sobre c6digos lineales definidos sobre los anillos Z/kZ,
en 1994, el articulo de Hammons y otros [23] marcé un hito. En dicho articulo se
explicaba el fenémeno de dos familias de cédigos lineales binarios que parecian duales;
sus enumeradores del peso de Hamming satisfacian las identidades de MacWilliams. Los
autores descubrieron que dos familias de cédigo lineales sobre Z/4Z que eran duales
entre si y, por lo tanto, sus enumeradores satisfacian las identidades de MacWilliams.
Adicionalmente, por medio del mapeo de Gray g : Z/47Z — F2% definido por g (0) = 00,
g(1)=01,g(2) =11y g(3) =10 (g no es un homomorfismo), los autores mostraron que
las dos familias de c6digos lineales sobre Z /47 eran mapeadas a las familias originales
de codigos no lineales sobre F5. A partir de entonces se desperté el interés por estudiar
codigos lineales definidos sobre anillos, el cual continta al dia de hoy.

1.19 Definicién. Sea R un anillo finito. Un cddigo lineal izquierdo C' de longitud n
sobre R es un R-submoddulo izquierdo C' C R".
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La definicién de cédigo lineal derecho es anédloga.

1.20 Definicién. Sea R un anillo finito, y sea A (el alfabeto) un R-médulo finito
izquierdo. Un cédigo lineal izquierdo C' de longitud n sobre A es un R-submodulo
izquierdo C' C A"™.

El peso de Hamming se define en la misma forma que en el caso de los campos finitos.
Para z = (21, x9,...,2,) € R" (0 A™), se define como wt (x) = |{i : z; # 0}|, el nimero
de entradas distintas de cero en el vector x.

1.3. Las identidades de MacWilliams

En esta seccion se presenta una demostracion de las identidades de MacWilliams que
es valida para cualquier anillo de Frobenius finito. La prueba, que corresponde a la
publicada en [?, Teorema 8.3] es esencialmente la misma atribuida a Gleason en [2]
§1.12]. Las identidades de MacWilliams se cumplen aun en escenarios mas generales,
pero el caso de los codigos lineales sobre un anillo de Frobenius finito destaca el papel
que juegan los caracteres en la demostracion.

Sea R un anillo finito. Como se hizo previamente para campos, definiremos un producto
)
punto en R" como

xzzxzyla x:(xla"'vxn)ay:(yla"'ayn)ERn-
=1

Para un cddigo lineal izquierdo C' C R", definamos el aniquilador derecho r (C') como
r(C)={y € R":z-y=0,z € C}. El aniquilador derecho jugard el papel del cédigo
dual C+. Dado que R puede ser no conmutativo, se debe elegir ya sea el aniquilador
izquierdo o el derecho. El enumerador del peso de Hamming W¢ (X, Y) de un cédigo
lineal izquierdo C' se define exactamente igual como en los campos.

1.21 Teorema (Las identidades de MacWilliams). Sea R un anillo de Frobenius finito,
y sea C' C R™ un codigo lineal izquierdo. Entonces,

We (X,Y) = Wiy (X + (IR =1)Y, X =Y).

L
()]

La demostraciéon de Gleason de las identidades de MacWilliams hace uso de la trans-
formada de Fourier y de la férmula de Poisson para la suma, mismos que se describen
a continuacién. Sea (G, +) un grupo abeliano finito.



22 1 Anillos de Frobenius y la Teoria de Codigos

A lo largo de esta seccion, se empleara la forma multiplicativa de caracteres; esto es,
los caracteres son homomorfismos de grupo 7 : (G,+) — (C*,-) de un grupo abeliano
finito a un grupo multiplicativo de nimeros complejos distintos de cero. El conjunto G
de todos los caracteres de G forma un grupo abeliano bajo la multiplicacién elemento a
elemento. Las siguientes propiedades de los caracteres son bien conocidas y se presentan
sin demostracién. Se sugieren [61] y [73] para su revisién detallada.

1.22 Lema. Parax € G y 7w € @, los caracteres de un grupo abeliano finito G tienen
las siguientes propiedades:

i) |&]=16l;
i) (Gy x Go) = Gy x G

G|, m=1

i) 30 () = {O’ L

|G|, x=0,

iv) Y cam(z) = {O, £ 0:

v) Los caracteres forman un subconjunto linealmente independiente del espacio vecto-
rial de funciones valuadas en los complejos de G. De hecho, los caracteres forman
una base.

Sea V' un espacio vectorial sobre los nimeros complejos. Para cualquier funcion
f:G—=YV,

definamos su transformada de Fourier f: G — V como

zeG

~

Dado un subgrupo H C G, definamos su aniquilador (CAJ : H> = {7r eG:m(H)= 1}.
Como se mostré en ((1.5), ‘(@ : H)‘ = |G|/ |H]|.

1.23 Proposicién (Férmula de Poisson para la suma). Sea H C G un subgrupo, y
sea f: G — V cualquier funcion de G a un espacio vectorial V sobre los complejos.

Entonces 1 R
Zf(l‘)zm > F).

zeH WG(@:H)




1.3 Las identidades de MacWilliams 23

El siguiente resultado describe la transformada de Fourier de una funcién, que es el
producto de funciones de una variable.

1.24 Lema. Supongamos que V' es una dlgebra conmutativa sobre los nimeros com-
plejos, y supongamos que f; : G — V, i = 1,...,n, son funciones de G a V. Sea
[ G" =V definida como f (z1,...,2,) =[], fi (x;). Entonces,

Demostracion del Teorema 1.21. Dado un cédigo lineal izquierdo C' C R", apliquemos
la férmula de Poisson para la suma con G = R", H = C 'y V = C[X,Y], el anillo
polinomial sobre C en dos indeterminados. Definamos f; : R — C[X,Y] como

fz' (xz) _ Xl_Wt(xi)YWt(xi),
x; € R, donde wt (r) = 0 parar =0,y wt(r) = 1 parar # 0 en R. Sea f : R" —
C[X,Y] el producto de las f;; es decir,
f (x17 o 71,”) _ H Xl—wt(:pi)ywt(xi) _ ‘X*n—wt(:n)}/wt(m)7
i=1

donde x = (z1,...,2,) € R". Esclaroque ) | . f (2), el lado izquierdo de la férmula de
Poisson para la suma, es simplemente el enumerador del peso de Hamming We (X, Y).

Para simplificar el lado derecho de la férmula de Poisson para la suma, debemos calcular
f. Por el Lema M, primero se calculard f;.

X+ (R -1DY, m=1,
X -vY, T # 1.
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En la pentltima linea, se evalia el caso a = 0 contra todos los casos en los que a # 0.
Para llegar a la ultima linea, se hace uso del Lema[1.22, Con el Lema [1.24] se tiene que

fm) = (X + (IR - 1)Y)" ™ (X =y,

~

donde 7 = (7, ...,m,) € R" y wt (7) cuenta el nimero de 7; tales que m; # 1.

Resta identificar el caracter aniquilador (@ cH > = <§" : C’) con 7 (C), que es en

donde los anillos de Frobenius entran en escena. Sea p un caracter generador de R.
Emplearemos p para definir un homomorfismo 3 : R — R. Para r € R, el caracter
B (r) € R tiene la forma 3 (1) (s) = (rp) (s) para s € R. Es posible verificar que

B:R%ﬁ

es un isomorfismo de R-mdédulos izquierdos. En particular, wt (1) = wt (5 (r)).

Extendamos  a un isomorfismo [ : R" — R" de R-médulos izquierdos, por medio
de 6(z) (y) = p(y-z), para z,y € R". De nuevo, wt (z) = wt (8 (x)). Para x € R",

p(x) € <§" ; C’) ocurre cuando (3 (z)(C) = 1, esto es, cuando p(C-x) = 1. Esto
significa que el ideal izquierdo C'- x de R esta contenido en el ker p. Puesto que p es un
caracter generador, la Proposiciénimplica que C-z = 0. Asi, z € r (C). El resultado

a la inversa es claro. Por lo tanto, r (C') corresponde a (I??” ; C’> bajo el isomorfismo /3.

El lado derecho de la férmula de Poisson para la suma ahora puede simplificarse como
sigue:

1 ~ 1
A N\ fm) = (X + (IRl — 1) V)" ™ (x — y)*t)
). T,

= mWr(C) (X+(R-1)Y, X -Y),

como se deseaba. O

1.4. La Extension del teorema de MacW:illiams

Para concluir con el capitulo se presentara el problema de la extensiéon, mismo que
se originé al estudiar la equivalencia entre coédigos. El resultado principal es que un
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anillo finito tiene la propiedad de la extensién para cddigos lineales respecto al peso de
Hamming si y sélo si el anillo es de Frobenius.

Dos codigos lineales deben considerarse equivalentes bajo dos enfoques: por medio de
transformaciones monomiales o bien a través de isomorfismos que preserven el peso.

1.25 Definicién. Sea R un anillo finito. Una transformacion monomial izquierda T :
R™ — R™ es un homomorfismo lineal izquierdo sobre R de la forma

T (x1,...,2,) = (xa(l)ul, o ,xo(n)un) , (21,...,2,) € R",

para alguna permutacién o de {1,2,...,n} y unidades uq,...,u, de R.

Dos codigos lineales izquierdos C, Cy C R™ son equivalentes si existe una transforma-
cién monomial 7' : R™ — R" tal que T (C4) = Cb.

Otra forma de definir a dos cédigos equivalentes C, Cy C R™ es la siguiente: si existe un
isomorfismo lineal sobre R, f : C1 — (5, que preserve el peso de Hamming - es decir,
tal que wt (f (z)) = wt (x), para toda x € Ci- entonces los cddigos son equivalentes.
El siguiente lema muestra que el concepto de equivalencia mediante transformaciones
monomiales implica la equivalencia empleando isomorfismos que preserven el peso de
Hamming.

1.26 Lema. S0 T : R" — R" es una transformacion monomial, entonces T preserva
el peso de Hamming wt (T (z)) = wt(x), para toda x € R™. Si dos cddigos lineales
C1,Cy C R son equivalentes por medio de la transformacion monomial T', entonces la
restriccion f de T a C) es un isomorfismo lineal sobre R, C; — Cs, que preserva el
peso de Hammang.

Demostracion. Para cualquier r € R y cualquier unidad w € R, r = 0 si y sélo si
ru = 0, hecho del cual se sigue el resultado. O]

Cabe preguntarse si el resultado se cumple a la inversa, es decir, si dados C,Cy € R"
y un isomorfismo lineal sobre R, f : C1 — (5, que preserve el peso de Hamming,
f se extiende a una transformaciéon monomial 7' : R" — R". Este es, justamente, el
problema de la extension, mismo que se estudiara en términos de una propiedad.

1.27 Definicién. Sea R un anillo finito. El anillo R tiene la propiedad de la extension
(PE) con respecto al peso de Hamming si siempre que dos cédigos lineales izquierdos
C1,Cy C R™ admitan un isomorfismo lineal sobre R, f : C7 — Cs5, que preserve el peso
de Hamming se sigue que f se extiende a una transformacién monomial 7" : R" — R™.
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De manera que, las dos nociones de equivalencia coinciden precisamente cuando el anillo
R satisface la propiedad de extensién. MacWilliams hallé que los campos finitos tienen
esta propiedad (véanse [50] y [51]). Otros investigadores, como Bogart, Goldberg y
Gordon [6] o Ward y Wood [74] han brindado demostraciones alternativas que prueban
este hecho. No se revisara este caso por ser un caso particular del teorema principal de
esta seccion.

1.28 Teorema. Sea R un anillo finito. Entonces R tiene la propiedad de la extension
con respecto al peso de Hamming si y solo si R es de Frobenius.

El hecho de que los anillos de Frobenius tienen esta propiedad, aparecié por primera
vez en [?, Teorema 6.3]. La demostracion, que se presentard en breve, estd basada en
la independencia lineal de caracteres y se aborda para el caso de los campos finitos en
[74]. Otra prueba, bajo un enfoque combinatorio, lo presentan Greferath y Schimidt en
[22]. De forma mas general, Greferath, Nechaev y Wisbauer mostraron que el médulo
caracter de cualquier anillo finito tiene la propiedad de extension para los pesos de
Hamming y los pesos homogéneos [21].

El hecho en la direccién inversa, que sélo los anillos finitos de Frobenius tienen la pro-
piedad de la extensién, apareci por primera vez en [7§], articulo en el que se tomé una
estrategia propuesta por [17].

A continuacién se abordaran los resultados necesarios para probar este importante
teorema. Comenzaremos pues probando que todo anillo de Frobenius finito tiene la
propiedad de extensién, siguiendo el tratamiento dado en [?, Teorema 6.3].

Asumamos que C,Cy C R" son dos cédigos lineales izquierdos y que f : C7 — Cs es
un isomorfismo lineal sobre R que preserva el peso de Hamming. Debe probarse que
f se extiende a una transformacion monomial de R". La idea principal es expresar la
propiedad de la preservacién del peso de f como una ecuacién de caracteres de C; y
usar la independencia lineal de los caracteres para empatar términos.

Sean pry,...,pr, : R® — R las proyecciones de las coordenadas, de manera que
pr; (x1,...,2,) = x;, (v1,...,2,) € R". Denotemos con Aq,...,\, las restricciones
de pry,...,pr, a C; C R". De forma similar, sean puy,...,u, : C; — R dadas por
p; = pr; o f. Entonces, A\1,..., \n, f1,..., 1, € Hompg (Cy, R) son funciones lineales

izquierdas sobre R en (. Bastarad con demostrar la existencia de una permutacion o
de {1,...,n} y de unidades us,...,u, de R tales que p; = As(su;, para i =1,...,n.

Para cualquier z € C}, el peso de Hamming de x estd dado por wt (z) = >0, wt () (2)),
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n

mientras que el peso de Hamming de f () esta dado por wt (f (z)) = > 7, wt (1; (x)).
Dado que f preserva el peso de Hamming, se tiene que

S wt (O ) = 3wt (s (). (L6)

Al emplear el Lema [1.22] se observa que
1
1—Wt(7"):® E 7T(7“),

para cualquier r € R. Al aplicar esto a ((1.6]) y simplificar, se sigue que

S rNi@) =) m(wi(x), zeCh (1.7)

i=1 rcR =1 recR

Ya que se asume que R es de Frobenius, entonces R admite un caracter generador
izquierdo p. Todo caracter m € R tiene por lo tanto la forma m = ap, para alguna a € R.
Recordemos que el producto por un escalar significa que 7 () = (ap) (r) = p (ra), para
r € R. Usando esto para simplificar (1.7) y diferentes subindices en cada lado de la
ecuacion resultante se obtiene

> pohia) =YY po(ub). (1.8)

i=1 a€R j=1 beR

Esta es una ecuacion de caracteres de (. Debido a que los caracteres son linealmente
independientes, podemos empatar los términos de los miembros izquierdo y derecho de
(1.8). Para obtener multiplos de unidades, se debe tener especial cuidado.

Puesto que C; es un R-médulo izquierdo, Hompg (C4, R) es un R-médulo derecho. Defi-
namos un preorden =< en Hompg (Cy, R) como A =< p si A = pur para alguna r € R. Por
un resultado de Bass [3 Lema 6.4], A < uy g < X implican que g = Au para alguna
unidad u de R.
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Entre las funciones lineales A1, ..., \,, 1, ..., p, (una lista finita), puede elegirse una
que sea maximal en el preorden <. Sin pérdida de generalidad, asumamos que j; es
maximal en <. Esto significa que si u; < A para alguna A, entonces p1; = Au para alguna
unidad v de R. En , consideremos el término del miembro derecho de la ecuacién
con 7 =1y b= 1. Por la independencia lineal de caracteres, existen i1, 1 < iy < n,y
a € R tales que p o (\;,a) = po uy. Esta ecuacién implica que im (u; — A;,a) C ker p.
Pero im (1 — Aj;a) es un ideal izquierdo de R,y p es un caracter generador de R. Por
la Proposicion , im (g — \jya) = 0, por lo que gy = A;,a. Esto quiere decir que
p1 = A, Como p; se eligié como maximal, tenemos que p; = \;,u; para alguna unidad
uy de R. Comencemos a definir una permutacién ¢ por o (1) = i;.

Al reindexar, todos los términos del lado izquierdo de con ¢ = 17 coinciden los
términos del lado derecho de conj=1.Estoes, Y cppo(Nya) = cppo(ma).
Al sustraer esas sumas de ([1.8) se reduce el tamano de las sumas exteriores en uno. Por
induccion, se obtiene el resultado deseado por medio de una permutacién o y hallando
las unidades uq, ..., u, de R.

Hasta este punto se ha probado que una condiciéon suficiente para que un anillo satisfaga
la propiedad de extension con respecto al peso de Hamming es que éste sea de Frobenius.
La prueba de este hecho se basa en la prueba del teorema de extension sobre campos
finitos que aprovecha la independencia lineal de los caracteres [74]. La prueba de que
esta condicion es ademads necesaria hace uso de la demostracién del teorema de extensién
de Bogart, et. al. [0], para lo cual se requiere reformular el problema de la extension.

Todo cdédigo lineal izquierdo C' C R™ puede considerarse como la imagen del mapeo
inclusion C' — R". De manera més general, todo coédigo lineal izquierdo es la imagen de
un homomorfismo lineal sobre R, A : M — R", para algiin R-moédulo izquierdo finito M.
Por medio de la composicion con las proyecciones de coordenadas pr;, el homomorfismo
A puede expresarse como una n-tupla A = (A,..., A\,), donde cada \; € Hompg (M, R).
Las \; se llaman funcionales de las coordenadas del cédigo lineal.

Haremos un paréntesis para indicar que en la Teoria de Cédigos es frecuente presentar
un cédigo lineal C' C R"™ por medio de una matriz generadora G. La matriz G tiene
entradas de R, el nimero de columnas de G es igual a la longitud n del cédigo C, y
-mas importante atin- las filas de G generan a C' como un submodulo izquierdo de R".

La descripciéon de un codigo lineal por medio de las funcionales de las coordenadas
es equivalente esencialmente a aquella que emplea matrices generadoras. Si se tienen
funcionales de coordenadas Ay, ..., \,, puede producirse una matriz generadora G al
elegir un conjunto vy, ..., v, de generadores de C' como médulo izquierdo sobre R y
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tomando el valor de \; (v;) para las entradas (¢, ) de G. A la inversa, dada una matriz
generadora, sus columnas definen funcionales de coordenadas. Por lo tanto, el uso de
funcionales de coordenadas constituye un enfoque de bases libres para las matrices
generadoras. Esta idea aparece en [2].

Son de interés los codigos lineales equivalentes. Para un cédigo lineal dado por
A=, .. \) M — R",

el orden de las funcionales de coordenadas Aq,..., \, es irrelevante, como lo es el re-
emplazo de cualquier \; por \u;, para alguna unidad u; de R. La idea es codificar
esta informacién de manera sistematica. Sea U el grupo de unidades del anillo R. El
grupo U actiia sobre el médulo Hompg (M, R) por medio de la multiplicacién escalar
derecha; sea OF el conjunto de érbitas de esta accién: OfF = Homp (M, R) /U. Entonces
un codigo lineal M — R™, hasta la equivalencia, se especifica por medio de la eleccion
de n elementos de O (contando las multiplicidades). Esta eleccién puede ser codifica-
da al especificar una funcién (una funcién de multiplicidad) 1 : O* — N, los enteros
no negativos, donde 7 (\) es el nimero de veces que A (o una unidad multiplo de \)
aparece como una funcional de coordenadas. La longitud n del cédigo lineal esta dada

por Z,\eou n ()‘)

En conclusién, los codigos lineales M — R"™ (para M fija y cualquier n), hasta la
equivalencia, estdn dadas por las funciones de multiplicidad 7 : O — N. Denotaremos
el conjunto de todas esas funciones como F' (Oﬁ,N) = {77 N OLIE N} y definiremos
Fy (OLN) = {n € F (0%, N) : 1 (0) = 0.

Es también de especial interés el peso de Hamming de las palabras cédigo y cémo
describir el peso de Hamming en términos de la funcién de multiplicidad Cn. Fijaremos
una funcién de multiplicidad 1 : O — N. Definiremos W, : M — N como

Wy(x)=> wt(A(z))n(\), =€ M. (1.9)
A0t

Entonces W, (z) es igual al peso de Hamming de la palabra cédigo dada por z € M.
Cabe notar que W, (0) = 0.

1.29 Lema. Para x € M y una unidad uw € U, W, (ux) = W, (z).

Demostracion. El resultado se sigue de manera inmediata del hecho de que
wt (ur) = wt (r)

para r € R y una unidad u € U; esto es, ur = 0 si y sélo si r = 0. O
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Dado que M es un R-médulo izquierdo, el grupo de unidades U actia en M por la
izquierda. Sea O el conjunto de orbitas de esta accién. Observemos que el Lema [1.29
implica que W, es una funcién bien definida de O a N. Sea F' (O, N) el conjunto de todas
las funciones de O a N, y Fy (O,N) = {w € F(O,N)} (recordemos que W, (0) = 0).
Por lo tanto, W asocia a todo cédigo lineal, hasta la equivalencia, un listado de pesos
de Hamming de todas las palabras cddigo. Estos elementos, asi como un argumento
técnico del papel de las funcionales cero que se abordara en breve, prueba la siguiente
reformulacion de la propiedad de extension.

1.30 Teorema. Un anillo finito R tiene la propiedad de extension con respecto al peso
de Hamming si y solo st la funcion

W . Fy ((’)ﬁ,N) — Fy(O,N), ne=W,,

es inyectiva para todo R-mddulo izquierdo finito M.

Observemos que los espacios de las funciones Fj ((’)ﬁ, N), Fy (O, N) son monoides aditi-

VoS y
W F (0%, N) — F, (O,N)

es aditivo, es decir, un homomorfismo de monoides. Si se aplica el tensor con los niimeros
racionales Q (lo que significa que se permite que las funcionales de coordenadas tengan
multiplicidades iguales a cualquier nimero racional), es posible generalizar el Teorema
1.300 a:

1.31 Teorema. Un anillo finito R tiene la propiedad de extension con respecto al peso
de Hamming si y solo si el homomorfismo lineal sobre QQ

WIF()(Oﬁ,Q)%FO(OaQ)a 77'_>W77’

es inyectivo para todo R-mddulo izquierdo finito M.

El teorema anterior resulta conveniente debido a que los espacios de las funciones
Ey ((’)ﬁ,(@), Fy (0,Q) son espacios Q-vectoriales y es posible emplear las herramien-
tas del dlgebra lineal sobre campos para analizar el homomorfismo lineal WW. De hecho,
en [0], Bogart y otros probaron el teorema de extensién sobre campos finitos al mostrar
que la matriz que representa W es invertible. La forma de dicha matriz es aparente
gracias a ([1.9). Greferath generalizé dicho estudio en [20].

Para abordar el aspecto técnico pendiente se requiere una versiéon del Teorema [1.31
para codigos lineales definidos sobre un alfabeto A. Sea A un R-moddulo izquierdo finito
con el automorfismo de grupo Aut (A). Un ciédigo R-lineal izquierdo en A™ esta dado
por la imagen de un homomorfismo R-lineal M — A", para algin R-mddulo izquierdo
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finito M. En este caso, las funcionales de coordenadas perteneceran a Hompg (M, A). El
grupo Aut (A) actia sobre Hompg (M, A) por la derecha; sea OF el conjunto de érbitas
de esta accién. Un codigo lineal sobre A, hasta la equivalencia, es especificado de nueva
cuenta por la funciéon de multiplicidad n € F (Oﬁ, N).

Como antes, el grupo de unidades U de R actia en el médulo M por la izquierda, con el
conjunto de érbitas O. Se tiene entonces una formulacion de la propiedad de extensién
para el alfabeto A como:

1.32 Teorema. Sea A un R-mddulo izquierdo finito. Entonces A tiene la propiedad de
extension con respecto al peso de Hamming si y solo si el homomorfismo lineal

W:Fo(oﬁ,Q)%F[)(OaQ)v 77'_>W777

es inyectivo para todo R-mdédulo izquierdo finito M.

Una vez reformulado el problema de la extensién, puede probarse que la condicion
necesaria para que un anillo satisfaga la propiedad de extensiéon con respecto al peso
de Hamming es que éste sea de Frobenius. Se seguira la estrategia planteada por Dinh
y Lépez Permouth [I7], asi como el Teorema para probar la direcciéon contraria
del Teorema [1.28] es decir, que si un anillo finito tiene la propiedad de extensién con
respecto al peso de Hamming, entonces el anillo debe ser de Frobenius. Los pasos bésicos
de la estrategia son los siguientes:

i) Si el anillo finito R no es de Frobenius, entonces su soclo izquierdo contiene un R-
moédulo izquierdo de la forma M, (F,) con m < k, para alguna ¢ (compérense

Ty [L3)).

ii) Usar la matriz médulo M,,xy (F,) como el alfabeto A. Si m < k, mostrar que A no
tiene la propiedad de extension.

iii) Tomar los contraejemplos de la propiedad de extensién sobre A. Considerarlos
como R-médulos y mostrar que son también contraejemplos de la propiedad de
extension sobre R.

El primer y el ltimo punto fueron probados en [17]. Una forma de ver el primer punto
es la siguiente. Se sabe por que el soclo soc (g R) es la suma de médulos de matrices
My, xs; (Fy,). Sim; > s; para toda 4, entonces cada una de las M,,, s, (F,y,) admitiria
un caracter generador (por el Teorema . Al anadir esos caracteres generadores, se
obtendrian caracteres generadores para soc (gR) mismo. Entonces, por la Proposicién
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R puede admitir un caracter generador y, en consecuencia, seria de Frobenius por
el Teorema [LI3)

Para el tercer punto, consideremos los contraejemplos C7,Cy C A™ a la propiedad de
extension para el alfabeto A respecto al peso de Hamming. Dado que

A" Csoc(rR)" C rR",

C1, C pueden considerarse como R-médulos por medio de (L.1]). El peso de Hamming
para un elemento x de A" es igual al peso de Hamming de = considerado como un
elemento de R"™ porque el peso de Hamming sélo depende de si las entradas de x son
cero o no. De esta forma, C7, Cy también pueden ser contraejemplos a la propiedad de
extensién para el alfabeto R con respecto al peso de Hamming.

De manera que el tinico punto pendiente de la estrategia es el segundo. Una construccion
explicita de contraejemplos a la propiedad de extensién para el alfabeto A = M, (F,),
m < k se propone en [78]. En dicho articulo se demuestra la existencia.

Sea R = M,, (F,) el anillo de matrices de m x m sobre F,. Sea A = M, (F,), con
m < k. A es un R-médulo izquierdo. Por el Teorema [I.32] A no tendra la propiedad de
la extensién con respecto al peso de Hamming si se halla un R-moédulo izquierdo finito
M con dimgFj (Oﬁ, Q) > dimgFp (O, Q). Esta desigualdad se verificara para cualquier
M distinta de cero.

Como R es simple, cualquier R-médulo izquierdo finito M tiene la forma M = M, (F,),
para alguna ¢. Primero, se determina O, que es el conjunto de todas las U orbitas iz-
quierdas en M. El grupo U es el grupo de unidades de R, que es precisamente el grupo
lineal general GL,, (F,). Las érbitas izquierdas de GL,, (F,) en M = M, (F,) estan
representadas por la reduccién escalonada por filas de las matrices sobre I, de tamatio
m X £.

Ahora, es posible determinar O%, el conjunto de las 6rbitas derechas Aut (A) en
Homp (M, A).

El automorfismo de grupo Aut (A) es igual a GLy (F,), y actia en A = M, (F,) por
medio de la multiplicacién de matrices por la derecha. Por otra parte,

Hompg (M, A) = My, (F,),

nuevamente, por la multiplicacién matricial por la derecha. Por lo tanto, Of consiste
en las érbitas derechas de GLy (IF,) que actian en My, (F,;) de tamatio £ x k.
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Puesto que la matriz transpuesta intercambia las filas escalonadas reducidas por las
columnas escalonadas reducidas, se tiene que |Of| > |O] si y sdlo si k > m (para
cualquier ¢ positiva). Finalmente, dimgFj (Oﬂ, Q) > dimgFp (0, Q) si y sélo si m < k.
En consecuencia, si m < k, entonces W no es inyectiva y A no tiene la propiedad de
extension con respecto al peso de Hamming.

El aspecto técnico pendiente sobre la funcional cero es el siguiente. Paran € F ((’)ﬁ, N),
se define la longitud de n como [ (1) = > c0:n(N) y la longitud esencial de n como
lo(n) = >_z0m(A)- La longitud I (n) es igual a la longitud del cédigo lineal definido
por 7; la longitud reducida Iy (1) es igual a la longitud del cédigo lineal definido por 7
luego de que cualquier posicién igual con cero ha sido removida (en términos de una
matriz generadora lo que se remueven son las columnas de ceros).

Si se asume que la propiedad de la extension se verifica con respecto al peso de Hamming,
significa que si 7,7’ € F (0% N) satisface I (n) = (/) y W, = W,y, entonces n = 1.
Esto es, W es inyectiva a lo largo de los niveles de la funcién de la longitud, I. Si
L(n') <l(n)y W, =W,, entonces pueden agregarse ceros a 7’ hasta que su longitud
sea la misma que [(n) sin cambiar W,,. De manera mds precisa, definamos 7" como
n" (A) = 1’ (\) para A # 0 y establezcamos 1" (0) = 1’ (0) + 1 (n) — [ (1/). Entonces,
L(n")=1(n) y W, = W,. Por la propiedad de la extensién, n” = 7. En particular, las
longitudes reducidas son iguales: Iy (n) =l (") = lo (7").

Hay una proyeccién pr : F (Oﬁ,N) — F (Oﬁ,N) que fija a (prn)(0) = 0y deja a
los valores restantes sin cambios, (pr 1) () = n(A), A # 0. Esta proyeccién divide
el monoide como F (Oﬁ,N) = Ik (Oﬂ,N) @ N. El argumento previo muestra que si
W, = Wy, entonces pr n = pr 1’ como elementos de Fj (Oﬁ, N).

A la inversa, supongamos que W : Fj (Oﬁ,N) — Fy (O,N) es inyectivo. Sean 7, ' €
F (O%)N) tales que satisfacen I (n) =1 (') y W, = W,,. Puesto que el valor de 7 (0) no
afecta a W, se tiene que W, ,, = Wy, .. Por el supuesto, W es inyectiva en Fj ((’)ﬁ, N)
de forma que pr n = pr . En particular, Iy (n) = lp (n'). Dado que [ (n) = (1), se
sigue que 7 (0) =’ (0) y por lo tanto n = 7'.






Capitulo 2

Algebras de Hopft

Desde su introduccion, las algebras de Hopf han sido estudiadas por muchos matemati-
cos. En los inicios de 1970, Hochschild [28], mientras desarrollaba la teoria de grupos
algebraicos, tradujo gran parte de la teoria de la representacién al lenguaje de las dlge-
bras de Hopf. Por ejemplo, [60] es un clasico con esta perspectiva, mientras que en [26]
se cuenta con un texto mas moderno al respecto. En cierto sentido, puede decirse que
las algebras de Hopf brindaron a los matematicos un nuevo marco para desarrollar la
teorfa de la representacién ya que desde la publicacién del libro de Sweedler [68] hubo
una serie de esfuerzos por probar resultados conocidos para grupos afines, e incluso
hallar nuevos, empleando métodos propios de las dlgebras de Hopf (ejemplos de ello se
encuentran en [66] 67] y [70, [71]).

En este capitulo se expone la definicion formal de algebra de Hopf y se presentan resulta-
dos fundamentales en el desarrollo de la teoria, mayormente provistos por Montgomery
[54] a menos que se indique lo contrario. El resultado principal de este capitulo se debe
a Larson y Sweedler [47], quienes probaron que toda algebra de Hopf de dimensién
finita es de Frobenius. Al ser los grupos cuanticos ejemplos de dlgebras de Hopf, este
resultado revela que éstos representan un campo fértil para la Teoria de Codigos ya que
-como se mostro en el capitulo previo- todo anillo de Frobenius finito tiene la propiedad
de la extension para el peso de Hamming y, a la vez, todo anillo finito que verifica esta
propiedad debe ser de Frobenius.
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2.1. Algebras y coalgebras

En adelante, k denotara un campo, aun cuando los temas que abordaremos a lo largo
del presente capitulo son también validos sobre cualquier anillo conmutativo.

2.1 Definicién. Sean V' y W dos espacios vectoriales cualesquiera sobre un campo k.
El producto tensorial de V' y W, denotado como V & W, es el espacio de elementos
tales que

V1 QW +vQwy + -+ v, ® W,

donde v; € V', w; € W y con las siguientes relaciones bilineales:

a; (v @ w) + ag (Ve @ w) = ((a1v1 + agve) @ w)

a1 (v@wy) + az (v ®wy) = (v (ayw + asws))
donde a; € k, v,v; € V y w,w; € W.

Los productos tensoriales se asumiran sobre k a menos que se indique lo contrario. Cabe
destacar que si By es una base para V' y By es una base para W, entonces

Bygw ={e® fle€ By y f € By}

es una base para V @ W.

Ahora que hemos introducido los elementos fundamentales anteriores, expresaremos
primero las propiedades asociativa y de unidad de una algebra por medio de mapeos,
de forma que podamos dualizarlos.

2.2 Definicién. Una k-algebra (con unidad) es un espacio vectorial A con dos mapeos
lineales: la multiplicacién m : AQ A — Ay la unidad u : k — A, tales que los siguientes
diagramas son conmutativos:

i) Asociatividad: ii) Unidad:
AQARA—T9 A9 A A®A
= N
idom m k® A m ARk

A
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Los dos mapeos inferiores en i) estdn dados por la multiplicacién por un escalar. En
la Definicién 2.2] i) se desprende el elemento identidad en A, haciendo 14 = u (1k).

2.3 Definicion. Sean A y B élgebras y m4, mp sus respectivas multiplicaciones. El
mapeo lineal g : A — B es un morfismo de dlgebras si gomy = mpo (g ® g), es decir,
si el siguiente diagrama conmuta:

ApA—"4 A

9®g g

mp

B

B®B

Dicho de otro modo, la definicién de un morfismo de algebras implica que g (ab) =
g(a)g(b).

2.4 Definicion. Para dos k-espacios cualesquiera V' 'y W el mapeo torcido 7 : VW —
W @V estd dado por 7 (v @ w) = w @ v.

Notemos que A es conmutativa si y sélo si mo7=m en A® A.

A continuacién dualizaremos la nocién de dlgebra.

2.5 Definicién. Una k-codlgebra (con counidad) es un k-espacio vectorial C' junto con
dos k-mapeos lineales, la comultiplicacion o coproducto A : C'— C' ® C' y la counidad
e : C' — k, tales que los siguientes diagramas conmutan:

i) Coasociatividad: ii) Counidad:
C = C®C ¢
A Aid k®C A Cek
CRC———C(CxRC C®C

Los dos mapeos superiores de la counidad en la Definiciéon [2.5] estan dados por ¢ — 1®c¢
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y ¢ — c® 1 para toda ¢ € C. Se dice que C' es coconmutativa si 7o A = A.

Puesto que en el caso de la unidad en la Definicion el mapeo m es suprayectivo, se
sigue que para la counidad el mapeo A es inyectivo.

2.6 Definicion. Sean C'y D codalgebras con comultiplicaciones A¢ y Ap y counidades
€c Y €p, respectivamente.

i) Un mapeo f : C — D es un morfismo de codlgebras si Apo f = (f® f)Ac y si
€c =€po f.

ii) Un subespacio I C C es un coideal si Al =1 C+C® 1 ysie(l)=0.

Si [ es un coideal, entonces el k-espacio generado por C'/I es una coélgebra con comul-
tiplicacién inducida por A y viceversa.

Ahora, emplearemos el mapeo torcido para dualizar la nociéon de una algebra opuesta.
Para una &lgebra dada A, A°? denota el dlgebra obtenida usando A como espacio
vectorial pero con una nueva multiplicacién a® - b° = (ba)°, para a°,0° € A°?. En
términos de mapeos, esta nueva multiplicacién estd dada por m’ : A® A — A, donde
m' =mor.

2.7 Definicién. Sea C' una coalgebra. Entonces, la codlgebra coopuesta CP esta defi-

nida como sigue: C'°°P = C' como espacio vectorial, con nueva comultiplicacién A’ dada
por A’ =710 A.

Una observacién importante es que C°? es también una codlgebra.

Ahora estudiaremos la estrecha relacion que hay entre dlgebras y coalgebras, mediante
sus respectivos espacios duales.

Para todo k-espacio V, sea V* = Homy (V, k) el dual lineal de V. V' y V* determinan
una forma bilineal no degenerada (,) : V*®V — k tal que (f,v) = f(v); esta notacién
se debe a que generalmente se concibe a V' actuando sobre V*. Si ¢ : V' — W es k-lineal,
entonces la transpuesta de ¢ es ¢* : W* — V*, dada por

¢" () (v) = f (¢ (v)),

paratoda fe W*yv e V.
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2.8 Lema. Si C' es una codlgebra, entonces C* es una dlgebra, con multiplicacion
m = A* y unidad u = €*. S1 C' es coconmutativa, entonces C* es conmutativa.

La demostracién del lema anterior consiste en dualizar los diagramas. Sélo se requie-
re observar que, puesto que C* ® C* C (C' ® C)", debe restringirse A* para obte-
ner un mapeo m : C* ® C* — C*. Explicitamente, m estd dada por m (f ® g) (¢) =
A (f®g)(c)=(f®g)Ac para toda f,g € C*y ce C.

Sin embargo, si comenzamos con una algebra A habra una serie de dificultades. Por
ejemplo, si A no es de dimensién finita, A* ® A* es un subespacio propio de (4 ® A)*
en cuyo caso la imagen de m* : A* — (A ® A)* puede no encontrarse en A* ® A*. Por
supuesto, si A es de dimension finita no habréd mayor problema y A* sera una coalgebra.
Para el caso general se requiere de una nueva definicion.

2.9 Definiciéon. Sea A una k-algebra. El finito dual de A es
A°={f e A*|f(I) =0, para algtn ideal I de A tal que dim (A/]) < oco}.

2.10 Proposicién. Si A es una dlgebra, entonces A° es una codlgebra, con comultipli-
cacion A = m* y counidad € = u*. Si A es conmutativa, entonces A° es coconmutativa.

De forma explicita, Af (a ® b) = m*f (a ®b) = m*f (a ®b) = f (ab), para toda f € A°
ya,be A

La demostracion detallada de se encuentra en [54]. En particular, A° es el mayor
subespacio V' de A* tal que m* (V) CV @ V.

2.2. Bialgebras, convolucién y antipodas

Ahora se combinaran las nociones de algebra y codlgebra para dar paso a una nueva
estructura.

2.11 Definicién. Un k-espacio B es una bidlgebra si (B, m,u) es una dlgebra, (B, A, €)
es una coalgebra y cualesquiera de las siguientes condiciones equivalentes se satisface:

i) Ay e son morfismos de algebras.
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ii) m y u son morfismos de codlgebras.

Generalmente, y bajo la notacién recién expuesta, la estructura de una bidlgebra se
denota por (B, m,u,A,€). Como es de esperarse, el mapeo f : B — B’ de bidlgebras
se llama morfismo de bidlgebras si es tanto un morfismo de algebras como un morfismo
de codlgebras. Un subespacio I C B es un bitdeal si es tanto un ideal como un coideal.
El cociente B/I es una bidlgebra precisamente cuando I es un biideal de B.

2.12 Definicion. Sea C cualquier codlgebra y c € C.

i) Se dice que c es de tipo grupo si A (c) = c®c y si € (c) = 1. El conjunto de elementos
de tipo grupo en C' se denota por G (C).

ii) Para g,h € G (C), se dice que ¢ es h-primitivo de g si A(c) = c® g+ h® c. Al
conjunto de todos los elementos h-primitivos de g se le denota como P, , (C). Si
C' = B es una bidlgebra y ¢ = h = 1, entonces a los elementos P (B) = P, (B)
se les llama simplemente como elementos primitivos de B.

Antes de introducir la definicién de dlgebra de Hopf, presentaremos una nueva definicién
y una notacién muy util.

2.13 Definicién. Sea C' una codlgebra y A una &lgebra. Entonces Homy (C, A) se
convierte en una algebra bajo el producto convolucion

(fxg)(c)=mo(f®@g)A(c)

para toda f,g € Homy (C, A), ¢ € C. El elemento unitario en Homy (C, A) es u (¢).

Mas adelante se brindara una férmula que permite calcular con facilidad f * g.

Notemos que ya hemos visto un ejemplo de convoluciéon previamente; para cualquier
coalgebra C', la multiplicaciéon m = A* en C* = Hom (C, k) (véase Lema [2.8).

Puede definirse también el producto convolucion torcido en Homy (C, A) (anticonvolu-
ci6én), por medio de

(fxg)(c)=mo(f®g)(roA(c)).

En el caso de las algebras, la multiplicacion produce una disminucion en el nimero de
elementos de una expresién. Por ejemplo, a partir de la multiplicacién de dos elementos
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se obtiene s6lo un nuevo elemento. En cambio, la comultiplicacion en las coalgebras
produce el efecto contrario: al aplicar el coproducto a un elemento se obtiene una
familia finita de pares de elementos. Por esta razon, los calculos en una coalgebra
son, en general, mas complejos de llevar a cabo que en el caso de una &algebra. La
siguiente notacién, introducida por Heyneman y Sweedler, resulta particularmente til
para simplificar esta tarea.

2.14 Definicién. Sea C' cualquier coalgebra con comultiplicacién A : C — C ® C'. La
notacion sigma de A es la siguiente: para toda ¢ € C, el coproducto se escribe como

Ae) =) cu)®ca).

Los subindices (1) y (2), en la definicién anterior son simbdlicos y no representan ele-
mentos particulares de C'. Esta notacién es anédloga a la empleada en fisica (en la que
incluso se omite la >°).

La relevancia en el empleo de esta notacion se pone de manifiesto cuando A debe ser
aplicada més de una vez. En particular, de la coasociatividad en el diagrama i) de la
Definicién se tiene que

Z C1) B C@),) @ @), = Z C(1) 4y © €Ay, & C@);
este elemento se escribe como
Dy @ @ = Do (c).
Realizando este proceso de forma iterativa, se sigue que
A,_q(c) = Z cy ® ... R Cn)

donde A,,_; (¢) es necesariamente el tinico elemento obtenido al aplicar la coasociativi-
dad n — 1 veces.

Con esta notacion, el diagrama de la counidad (Definicién establece que para toda

ceC,
c= Z € (0(1)) C2) = Z € (0(2)) )

y que la convoluciéon se calcula como

(fx9)(c) =) f(cw)g(ca)-.

2.15 Definicién. Sea H (H,m,u, A, €) una bidlgebra. Se dice que H es una dlgebra de
Hopf si existe un elemento S € Homy g, i) que sea inverso a idg bajo una convolucién
x. S es llamada la antipoda de H.
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Se observa que, en notacién sigma, S satisface que

> (Shi)hy=e€(h) 1y =Y I (Shy) (2.1)

para toda h € H.

Las nociones de morfismos e ideales para esta nueva estructura se exponen a conti-
nuacion. El mapeo f : H — K de algebras de Hopf es un morfismo de Hopf si es un
morfismo de bidlgebras y f (Sgh) = Sk f (h), para toda h € H. Un subespacio I de H
es un ideal de Hopf si es un biideal y si ST C I; en esta situacion H/I es una algebra
de Hopf con estructura inducida por H.

Las siguientes son algunas propiedades importantes de la antipoda.

2.16 Proposicién. Sea H una dlgebra de Hopf con S como antipoda. Entonces,

i) S es un morfismo de antidlgebras; esto es
S (hk) =S (k)S(h),
donde h,k € H y S(1) = 1.
ii) S es un morfismo de anticodlgebras; esto es
AoS=70(S®S)oA

yeoS =c¢.

En notacién sigma, i) significa que > (Shy) ® (Shy) = (Sha) @ (Shy).

Recordemos que para una bidlgebra B, B°? es la bidlgebra con comultiplicacion opues-
ta. B°P es una algebra de Hopf con antipoda S en donde esta ultima es la inversa
de idy bajo la convolucion torcida definida enseguida de la Definicion Esto es,
> (Shg) hy => hy (S'hl) =€ (h) 1, para toda h € B. Por la Proposicién aplicada
a B°P se sigue que S es un morfismo de antidlgebras, pero también un morfismo de
anticodlgebras. Se llama a S la antipoda torcida de B.

2.17 Lema. Sea B una bidlgebra. Entonces B es una dlgebra de Hopf con (composi-
cion) antipoda invertible S si, y sdlo si, BP es una dlgebra de Hopf con (composicion)
antipoda invertible S. En este contexto, So S =S oS =id y entonces S = S~L.
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Demostracion. Asumamos que S’ es una composicion inversa para S; entonces S’ es
también un antiautomorfismo de B. Ahora, para toda b € B,

3 (Sba) b= > (8'2) (5'Sby) = S (Z (Sby) b2> = S (e(b)1) = e (b) 1.

Esto es, S” x id = ue. De manera similar, id x S’ = ue, y entonces S’ es una antipoda
para BP.

Ahora, asumamos que B tiene tanto una S como una S y elijamos b € B. Entonces,

SSb :Zg‘S:(E(bQ) bl) 226(122) S’Sbl :Zbg (Sbg) ngl
= Zng ((Sbl) bg) = ZbQS (6 (bl)) = ZE (bl) bQ =b.
Asi, S oS =id y, de manera similar, S o S = id. O

2.3. Moébdulos y comdédulos

Asi como hicimos en el caso de las algebras, primero consideraremos la definiciéon de
modulo y enseguida introduciremos el concepto de comddulo.

2.18 Definicién. Para una k-dlgebra A, un A-mddulo izquierdo es un k-espacio M
con un mapeo k-lineal v: A ® M — M tal que los siguientes diagramas conmutan:

i) ii)

AQAQM "% Ao M ko M—"Y Ao M
id®~y Y Y
A M Rl

La categoria de A-moddulos izquierdos se denota como 4 M.
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2.19 Definicién. Para una k-coalgebra C', un C-comddulo derecho es un k-espacio M
con un mapeo k-lineal p : M — M ® C' tal que los siguientes diagramas conmutan:

i) ii)

M d M®C M F ~MeC
p id®A 1 id®e

La categoria de C-comddulos derechos se denota como M.

También existe una notacion sigma para coméddulos de derecha: se escribe

p(m) szm)@m(l) ZZmo®m1 eEM®C,

preservando la convencién de que m(;y € C' para i # 0. De forma andloga, se tienen
comdbdulos izquierdos por medio del mapeo p' : M — C ® M, y se emplea la notacién

plm) = mey @me) =) mo @my.

2.20 Definicién. Sean M y N C-comddulos derechos con mapeos estructurales py, v
pn, respectivamente. El mapeo f: M — N es un morfismo de comddulos si py o f =

(f ®1id) o pyy.

Aqui, como en la seccion §2.1, existe una fuerte conexién entre modulos y comddulos.

2.21 Lema. i) Si M es un C-comddulo derecho, entonces M es un C*-mddulo.

ii) Sea M un A-mddulo izquierdo. Entonces M es un A°-comddulo derecho si, y sdlo
si, {A-m} es de dimension finita, para toda m € M.

Demostracion. i) Sip: M — M ® C es el mapeo comodular, con p(m) = > mg®m,
y f € C*, entonces M se convierte en un C*-médulo a través de

fom=> " (f,mi)mo.
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ii) Elijamosm € M y sea {my, ..., m,} una base para A-m. Entonces, para todaa € A,
a-m =Y., fi(a)m;, para alguna f; (a) € k. Ahora I = ker (A — Endy (4 - m))
es un ideal de dimension cofinita de A, en la que f; se desvanece. Asi, f; € A°,
para toda ¢ = 1,...,n. Entonces M se convierte en un A°-comodulo a través del
mapeo p: M — M ® A°, m— > .m; ® f;.

Ahora bien, por i), A-m estd generado por el conjunto mg en p (m).

En general, la inversa de i) es falsa, es decir, no todos los C*-médulos izquierdos son
también C-comodulos. Un C*-moédulo M que se convierte en un C'-comodulo de manera
natural adquiere el nombre de racional.

Un subcomddulo derecho D de C' es un subespacio tal que A (D) € D® C; D se llama
coideal derecho de C'. De manera similar, un subcomédulo izquierdo E es un subespacio
tal que A (E) C C® E y es llamado coideal izquierdo.

Por otra parte, la acciéon de una algebra de Hopf en el producto tensorial de médulos
se extiende a la accién diagonal usual para grupos.

2.22 Definiciéon. Sea H una algebra de Hopf; y V' y W, H-médulos izquierdos. En-
tonces V ® W es también un H-modulo izquierdo por medio de

h-(w@w) =Y (h-v)® (hy-w)

paratodahe HyveV yweW.

De manera similar, el producto tensorial de H-médulos derechos es nuevamente un
H-médulo derecho.

Cuando H es coconmutativo, entonces VoW = W&V extendiendo de nueva cuenta lo
que se ha mencionado para grupos. Sin embargo, en general no se verifica que V@ W =
W @V como H-médulos. Como contraejemplo, podemos considerar H = (kG)" para
cualquier grupo abeliano finito G.

Cuando se tiene una bialgebra de dimensién finita -esto es, cuando |G| < oo- puede
plantearse {p,|z € G} como base de (kG)" dual a la base de los elementos de tipo grupo
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en kG es decir, p, (y) = 0,,, todas z,y € G. Entonces,

UV=2T

Si se eligen g,h € G con gh # hg, y se tiene que V = kp,, W = kpy, entonces
Dgh - (Ve W) #0, pero N e V) = 0, haciendo uso de ([2.2)).

La Definicién puede reescribirse en término de mapeos. Asi, si¢oy : HRQV — V' y
ow : H® W — W son las dos acciones de médulo dadas, entonces

dvew = (dv ® ow)o ([d®T®id) o (A®Id®): HIVRVOW = Vo W.

Al dualizar esta definicion, se obtiene la siguiente:

2.23 Definicién. Sea H una algebra de Hopf; y V' yv W, H-comdédulos derechos con
mapeos estructurales py vy pw, respectivamente. Entonces V @ W es también un H-
comédulo derecho a través de

pvew = (ld@m)o(ide@7®id)o (py Qpw) : VOW - VW ® H,

En términos de elementos, tenemos que p (v @ w) = > vy @ wy @ V1wy.

Enseguida nos referiremos a conceptos propios de una algebra de Hopf H que seran
utiles mas adelante, al probar el resultado principal de este capitulo.

2.24 Definicién. i) Sea M un H-mddulo izquierdo. Los invariantes de H en M son
el conjunto

M" ={m € M|h-m = e(h)m, paratoda h € H}.

ii) Sea M un H-comédulo derecho. Los coinvariantes de H en M es el conjunto

Me" ={me M|p(m)=m®1}.

Para distinguir ente invariantes izquierdos y derechos, la notacién en i) de la Definicién
2.24| puede adaptarse a 7 M. Sin embargo, la notacién estandar para invariantes es M |
sin importar si son derechos o izquierdos.

El siguiente lema resulta de las construcciones en la demostracion del Lema [2.21]
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2.25 Lema. i) Sea M un H-comddulo derecho, y consideremos su estructura H*-
modular izquierda. Entonces MHP"™ = MH

ii) Sea M un H-mddulo izquierdo tal que es también un H°-comddulo derecho. Entonces
MH — McoH"‘

2.4. Mobdulos de Hopf

Asi como una algebra de Hopf es tanto una dlgebra como una coalgebra, un moédulo de
Hopf es tanto un moédulo como un comédulo.

2.26 Definicién. Para una k-algebra de Hopf H, un H-mddulo de Hopf derecho es un
k-espacio M tal que

i) M es un H-médulo derecho;
ii) M es un H-comédulo derecho por medio de p: M — M ® H;

iii) p es un mapeo del H-mdédulo derecho, donde M ® H es un H-médulo derecho como
en [2.23| v donde H actia sobre si mismo por medio de la multiplicacién por la
derecha.

Podemos escribir #i) como ) (m - h),® (m - h), =Y mg-hy ®@myhs, para todam € M
yheH.

De manera mas general, en la parte modular de la definicion podemos reemplazar H
por cualquier subdlgebra de Hopf K de H; de tal suerte, M se convierte en un (H, K)-
moédulo de Hopf derecho. La categoria de todos los (H, K)-mddulos de Hopf derechos
se denota como M%.

Claramente, podemos reemplazar también la accién por la derecha por una accion
izquierda, obteniendo tres categorfas adicionales de (H, K)-médulos de Hopf: 7 My,

KMH y g./\/l

El siguiente resultado es de particular importancia.
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2.27 Teorema (Teorema fundamental de los médulos de Hopf). Sea M € M. En-
tonces M = M*°" @ H como H-mddulos de Hopf derechos, donde M" @ H es un
modulo de Hopf trivial.

En particular, M es un H-mddulo derecho libre de rango igual a dimy M.

Demostracion. La demostracion del teorema es extensa y puede consultarse a detalle
en [68]. A continuacién se hard una breve descripcién de la misma.

Definamos o : M“°? @ H — M como m' @ h — m' -hy 8 : M — M ® H como
m— > mg - (Smy) ® ma.

Primero, debe mostrarse que 3 (M) C M“2@H alser p (> mg - Smy) = > mo-Sm®1,
es decir, S mg - (Smy) € MH. Para ello se requiere usar iii) de la Definicién [2.26]
Enseguida, se verifica que aff =id y fa = id.

Finalmente, debe verificarse que a es un mapeo H-comodular derecho, nuevamente
haciendo uso de i) en la Definicién de forma que o es un mapeo H-modular
derecho. Asi, a es un isomorfismo de H-mddulos de Hopf. n

Una demostracion muy similar funciona para cualquier H-médulo de Hopf izquierdo
M € M. Sin embargo, para los médulos «hibridos» en My o g M| se requiere
que H cuente con una antipoda torcida S. Por ejemplo, si M €y M, entonces el
mapeo [ en el Teorema es reemplazado por ' : M — M ® H dado por m >
> (Sml) “mo @ may. Asi, M = MH @ H, como anteriormente.

Para concluir esta seccién se presentaran los argumentos necesarios para demostrar el
teorema de Larson y Sweedler, cuya importancia radica en que establece la relacién
entre algebras de Hopf finitas y dlgebras de Frobenius.

2.28 Definicién. Una integral izquierda en H es un elemento ¢t € H tal que ht = € (h)t,
para toda h € H; una integral derecha en H es un elemento t' € H tal que t'h =€ (h)t/,
para toda h € H.

/, Il{ denota el espacio de integrales izquierdas; y || I;, el espacio de integrales derechas. H

. .l
se llama unimodular si fH = f;[

2.29 Teorema. Sea H cualquier dlgebra de Hopf de dimension finita. Entonces
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i) f;[ Yy f; son cada una unidimensional;
ii) la antipoda S de H es biyectiva, y S (ffl) = f;,

iii) H es un H*-mddulo izquierdo y derecho ciclico;

iv) H es una dlgebra de Frobenius.

Recordemos que A es una algebra de Frobenius si existe una forma bilineal asociativa
no degenerada (,): A® A — k.

A pesar de que existen otras pruebas para el teorema, en esta ocasién se presenta la
demostracion basada en el Teorema fundamental de médulos de Hopf. El esbozo de ésta
es el siguiente:

Primero debe mostrarse que M = H* se convierte en un H-mddulo de Hopf derecho al
emplear una accién y una coaccién particular. Primero, H* es un H*-moédulo izquierdo
por medio de la multiplicaciéon por la izquierda y se convierte en un H-comoédulo como
en el Lema . Esto es, si {g1,...,9,} es una base de H* y f € H*, entonces existen
hy,ha, ..., h, € H tales que para cualquier ¢ € H*, gf = > .(g,h;) gi- El mapeo
de comddulos p : H* — H* ®@ H estd dado por p(f) = >, 9t ® h;. A la inversa, si

p(f)=>_fo® fi, entonces gf =" (g, f1) fo.

Por otra parte, H* es también un H moédulo derecho por medio de «: si f € H*, y
h,t € H, entonces (f <« h,0) = (f,¢(Sh)).

2.30 Lema. M = H* € MY al emplear p y ~— como arriba.

Demostracion. Primero, se requiere que

g(f=h)=> ((ha—=g)f) = Iy (2.3)

para toda f,g € H* y h € H. Esto se sigue del hecho de que H* es una «algebra de
H-modular» bajo < (esto es, h = fg=>_(h1 — f) (ha — g)).

Para demostrar que H* € M# debe mostrarse que p es un H-mapeo derecho, es decir,
p(f—h)=>(fo— h1)® fiha = p(f) - h. Esto equivale a probar que

g(f=h)= Z (9, fih2) (fo = ha),
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para todas f,g € H*, h € H. Al emplear (2.3)) se obtiene

g(f =h) = ((ha—=g)f) =M
= [ha =g, f1) fo] =
—Z 2 — g, J1) (fo = T1)

= (g, frla) (fo = ).

A continuacion, la demostracion del teorema.

Demostracion (del Teorema de Larson-Sweedler). i) Por el lema anterior, M = H* €
MHE v entonces M = MH @ H por el Teorema fundamental de médulos de Hopf.
Dado que dim M* = dim H* = dim H, se sigue que dim M = 1. Pero, por el
Lema

(H)™" = (H")" = {f € H"|gf = eu- (9) f. para toda g € H"}.
Por lo tanto, dim f ;1 = 1. Al reemplazar H por H* queda demostrado ).

ii) Elijamos 0 # f € f;l Si h € ker S, entonces o (f ® h) = Sh — f = 0, donde «
es el mapeo expuesto en la demostracion del Teorema fundamental. Puesto que
a es inyectiva, f ® h = 0, y entonces h = 0. Asi, S es inyectiva. Como H es de

dimension finita, es biyectiva. Asi, S (ffl) = f];, y por lo tanto f; tiene también

dimension uno.

iii) Nuevamente, usando o como en i), f ® H = H*. As{, H*' = f — H = SH —
f = H — f, al emplear ii) para la ultima igualdad. Al dualizar se obtiene el
resultado deseado.

iv) Elijamos de nuevo 0 # f € fIl{ y definamos (h, k) = (f, hk) € k. Esta forma es
asociativa y bilineal. Para verificar que es no degenerada, es suficiente con probarlo
por la izquierda puesto que H es de dimension finita. Asumamos que para alguna
a € H, (a,H) = 0. Entonces, 0 = (f,aH) = (H — f,a) = (H*,a) por medio de
i17) y la definiciéon de —. Esto es, a = 0 al ser (,) no degenerada.
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2.5. Coradicales y filtraciones

Un tema importante en el estudio de las estructuras algebraicas expuestas es el de la
filtracion coradical {C,} (de la codlgebra C'). Esta filtracién resulta 1til como vehicu-
lo para argumentos de caracter inductivo. En esta seccién se probard el teorema de
Heyneman-Radford, que establece que un morfismo de codlgebra es inyectivo si es in-
yectivo sobre Cf.

En el resto de este capitulo C' denota una coalgebra arbitraria. A continuacion se pre-
senta el que se conoce como Teorema fundamental de las codlgebras, el cual establece
que las coalgebras son siempre localmente finitas.

2.31 Teorema (Teorema fundamental de las codlgebras). Sea C' una codlgebra.

i) Dado cualquier C'-comddulo derecho M y cualquier subconjunto finito {m;} C M,
ezxiste un subcomaodulo N de dimension finita de M tal que m; € N, para toda 1.

ii) Dado cualquier subconjunto finito {c;} C C, existe una subcodlgebra D de dimension
finita de C' tal que ¢; € D, para toda .

Demostracion. i) Dado que la suma de subcomédulos es nuevamente un subcomdédulo,
es suficiente probar que cada m € M se encuentra en un subcomoédulo de di-
mension finita. Sea {¢;} una base para C. Si p: M — M ® C es el mapeo con
estructura comodular, podemos escribir p (m) = Y. w; ®¢;, donde s6lo un nimero
finito de las w; son cero. Consideremos ademas A (¢;) = > ajx¢; @ ¢x. Entonces,

S p(w)@e = (p@id)plm) = (d@ A) p(m) = 3w © aiue; @ e,

Comparando los coeficientes de ¢, se observa que p (wy) = > w; ® ayjc;. Asi, el
subespacio N generado por m y las w; es un subcomaédulo.

ii) Al aplicar 7) a M = C, p = A, se sigue que {¢;} estd contenido en un subespacio
V' de dimensién finita con A (V) C V@ C. Sea {v;} una base de V, con A (v;) =
> vi®c;;. Por la coasociatividad se tiene que A (¢;;) = D>, cix®cy;. Asi, el espacio
D generado por {v;} y ¢;; satisface que A (D) C D® D. Por construccién, V C D,
lo cual prueba ii).
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2.32 Definicién. Se dice que una codalgebra es simple si no tiene subcodlgebras propias.
Un comédulo es simple si no tiene subcomédulos propios.

2.33 Corolario. Sea C una coalgebra cualquiera. Entonces,

i) toda subcodlgebra simple de C es de dimension finita y

ii) todo C-subcomddulo simple es de dimension finita.

A continuacién se expondrd una caracterizacion de coalgebras simples en términos de
sus duales. Para ello, primero abordaremos algunos aspectos propios del algebra lineal.
Para cualquier espacio vectorial V y subespacio W C V, Wt = {f € V*| (f,W) = 0};
para cualquier subespacio U C V* U+ = {v € V| (U,v) = 0}. Notemos que W+ = W,
pero que puede ocurrir que U+ contenga propiamente a U si V es de dimensién infinita.
Para cualquier Uy, Uy C V*, se tiene que

UoU) =VeUl+Uf oV

enVeV.

Recordemos que, por la Definicién un subespacio D C C' es un coideal derecho si
A (D) C D® C (o un coideal izquierdo si A (D) C C ® D).

2.34 Lema. Sea C' cualquier codlgebra. Entonces,

i) D es un coideal derecho (izquierdo) de C si, y sélo si, D+ es un ideal derecho (iz-
quierdo respectivo) de C*.

ii) si I es un ideal derecho (izquierdo) de C*, entonces I+ es un coideal derecho (iz-
quierdo respectivo) de C'. El resultado inverso es cierto si C' es de dimension
finita.

En consecuencia, si D es una subcodlgebra de C, entonces

iii) D es una subcodlgebra simple si, y sélo si, D* es una dlgebra simple de dimension
finita; o si, y solo si, D es un ideal mazimal de C* de codimension finita.

Demostracién. i) Supongamos que D es un coideal derecho y elijamos a € D+, b € C*.
Entonces, (ab,d) = (a ®b,A(d)) C (a,D) (b,C) = 0, para toda d € D. Por lo
tanto, a,b € D+, y D+ es un ideal derecho de C*. Puesto que D+ = D, el
resultado a la inversa se verifica por medio de 7).
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ii) Sea I un ideal derecho de C*. Para demostrar que I+ es un coideal derecho de C,
es suficiente probar que es un C*-modulo izquierdo bajo — usando la Definicién

2.6l Pero

(I,C* = I)=(IC*,I") C(I,I") =0.
Asi, C* — I+ C I+, y entonces I es un coideal derecho. A la inversa, cuando C
es de dimensién finita, tenemos que I*++ = I y podemos aplicar la primera parte

de 7).
Las versiones por la izquierda pueden probarse de forma similar usando +.

Para iii), D es una subcodlgebra si, y sélo si, D es un coideal tanto derecho como
izquierdo. De este modo, la primera equivalencia se sigue de ), ii) y del Corolario
La segunda parte se obtiene del hecho de que D+ es el kernel del mapeo
¢ : C* — D*, y entonces D* = C*/D+.

2.35 Definicién. Sea C' una codlgebra.

i) El coradical Cy de C' es la suma de todas las subcodlgebras simples de C.
ii) C es punteada si toda subcodlgebra simple es de dimensién uno.

iii) C esta conectada si Cy es unidimensional.

Necesariamente una subcodlgebra unidimensional es de la forma kg, para g € G (C).
Asi, C' es punteada si, y sélo si Cy C kG (C'). Por otra parte, la suma de subcodlgebras
simples es de hecho una suma directa. Se dice que C' es cosemisimple si C' es la suma
directa de codlgebras simples. Dicha definicién equivale a que C' = (), su coradical.

2.36 Definicién. La filtracion coradical de C es la filtracion ascendente
CoCCiC...CC;CCjp1C...,

definida por
Cj+1 = {ZL‘ € C|A(£L’) € CJ®C+C®C()}

Esto es una filtracion de una codlgebra:

A(C]) g Z CZ X Cj_i;

0<i<j

c=|]Jc.

n>0

y es exhaustiva:
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A continuacién la demostracién clasica del Teorema de Heyneman-Radford.

2.37 Teorema (Teorema de Heyneman-Radford). Sean C' y D codlgebrasy f : C — D
un morfismo de codlgebras tales que f|c, es inyectiva. Entonces f es inyectiva.

La demostracion de este hecho exige algunos lemas.

2.38 Lema. Sea C' una dlgebra conectada, con G(C) = {1}. Entonces

i) Cy =kl @ P(C), donde P(C) es el conjunto de elementos primitivos de C.

ii) Para cualquiern >1yce€ C,, Alc)=c®@1+1Qc+y, dondey € C,_1 @ Cy_1.

Demostracion. i) Por la Definicién , Ac) € C,0Co+ Cy® C, Z?;ll ¢ @ Ch_i.
Dado que Cy = k1, podemos escribir A (¢) = a® 141+ ®b+w, para w € C,,_1 @ Cy,_;.
Ahorac= (ld®e)A(c) =a+e(b)1+(id®e¢) € a+Co+Cyy;yasi,a—c = € C,_;.
De manera similar, b — ¢ = ¢’ € C,,_;1. Se sigue que A(¢) = c® 1+ 1® ¢+ y, para
y=w+dR1+1ecC,_1C,_1.

Para i), elegiremos ¢ € C}. Entonces, A (¢) =c®1+1®c+a(1®1), a €k, por ).
Usando ¢ = (id ® €) A (c) se tiene que o« = —e (c); entonces se sigue que ¢ — e (c¢)1 €
P(C). Por lo tanto, C; = ki + P(C'). La suma es directa ya que € (P(C)) = 0. O

2.39 Lema. Si C es conectada y f : C' — D es un mapeo de codlgebras tal que f|p(c)
es inyectiva, entonces [ es inyectiva.

Demostracion. Se mostrara que f|C,, es inyectiva para toda n > 0. Puesto que f es un
mapeo de codlgebras, € (f(1)) = €(1) = 1 y entonces f(1) # 0. También, e (f (P(C))) =
0yasi f(kl)+ f(P(C)) es una suma directa. Del Lema i), se sigue que f|co, es

inyectiva.

Ahora, asumamos que f|¢, es inyectiva y elijamos z € C, 1. Por el Lema , i),
Alz) =214+ 1+®r+y, paay € C, @ C,. Asi, A(f(z)) = (f@f)A(x) =
fl)@f(H+ 1) f(x)+(f@f)(y) Sizeker f, entonces (f ® f)y = 0. Pero,
f ® f es inyectiva en C, ® C,, y entonces y = 0. Pero entonces x € P(C) C Cy y
sabemos que f es inyectiva en Cf; por lo tanto, x = 0 y f es inyectiva. O]

2.40 Lema. Sea C' cualquier codlgebra y {A,} una filtracion de codlgebra de C. En-
tonces, Cy C Ap.
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Demostracion. Es suficiente mostrar que si D es cualquier subcoalgebra distinta de cero
de C, entonces D N Ay # 0. Al ser U,>9A,, = C, podemos elegir una n minimal tal
que D N A, # 0; tomemos n = 0. Escojamos 0 # d € DN A,. Entonces i) A(d) €
Yoo Ai®A,_yii) A(d) € DRD.SiA(d) € C®Ay, entonces d = (e ® id) A (d) € A,.
Si no, se elige f € C* con f € AZ y 0 # (id® f,A(d)) = d. Por i),d € A,_1, y por ii)
d € D. Por lo tanto, d € DN A, _; es una contradiccién. En consecuencia DNAy # 0. O

2.41 Corolario. Si f : C' — D es un mapeo de codlgebras suprayectivo, entonces
f(Co) D Dy. Por lo tanto, si C' es punteada, f(Co) = Do y D es punteada.

Demostracion. Sea A,, = f (C,), con n > 0. Entonces, {4, } es una filtracién coradical
de D. Por el Lema Dy C Ag = [ (Cy). O

2.42 Lema. Sea f : C — D un mapeo de codlgebras suprayectivo y sean Wy, Wy
subespacios de C' tales que ker f C Wi N Ws. Entonces

fVIAW) = f (W) A f(Ws).

Demostracion. Definamos f; : C/W; — D/f (W;), i = 1,2 como los mapeos inducidos
de f en los cocientes. Entonces, el ker f C W; implica que fi, fo y entonces f; ® fo son
biyectivos. Ahora, definamos a v y # como las composiciones

a:C=CC—C/W,eC/Wy=C
B:D—=D®D— D/f(Wy)®D/f (W) =D.

De la definicién de A, ker o = Wi A Wy y ker 5 = f (W) A f(Ws). Debe mostrarse
que ker 5 = f (ker ). Dado que f; ® f, es biyectiva y f es suprayectiva, lo anterior se
obtiene mediante el siguiente diagrama conmutativo:

c—7' .p
a B
C, fi1®f2 E

]

2.43 Definicién. Sea C' cualquier codlgebra, y sea CT = ker €. Entonces la coalgebra
conectada asociada de C'es R = R(C) = C/Cy .
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Debe probarse que R(C') es de hecho conectada. Sea 7 : C' — R(C') el mapeo cociente
canoénico.

2.44 Lema. Para toda n >0, R(C),, = 7 (C,); en particular R(C) es conectada.

Demostracion. Escribamos R = R(C') por simplicidad. Ahora, m(Cy) 2 Ry, por el
Corolario 2.41} sin embargo, 7 (Cp) = Cy/Cy es unidimensional. Asf, 7 (Cy) = Ry y R
es conectada. Ahora se aplicara el Lema con f = m; al ser ker 7 = Cff C Cf C
Co U C,,_1 para toda n > 1, se sigue que 7 (Cy A C,_1) = 7 (Cy) A 7w (C,,—1) para toda
n > 1. Por induccién, 7 (Cy,—1) = R,,_1; por lo tanto, 7 (Cy,) = Ry A R,—1 = R,. O

Ahora se tienen los elementos necesarios para la demostracion formal del Teorema de
Heyneman-Radford, pues es suficiente con probar que si N es un coideal en C' tal que
NNC{ =0, donde C] = C| Nker ¢, entonces N = 0. Si se aplica esto con N = ker f,
entonces N N C}" = 0 implica N = 0.

Sea R la coalgebra conectada asociada y 7w : C' — R el mapeo cociente, como arriba, y
asumamos que N N C;" = 0. Pretendemos que 7 (N) N R} = 0. Para ello es suficiente
mostrar que 7 (N) N7 (C’f“) = 0 ya que 7 (C’f“) = R, por el Lema [2.44] Elijamos
r € m(N)Nm(Ci+); escribamos r = 7 (n) = 7w (c), por n € N, ¢ € C] . Entonces,
n—céekerm=C; CC,yentonces n € NNC{ = 0. Por lo tanto, r = 7 (n) = 0, lo
cual prueba el hecho deseado.

Ahora consideremos g : R — R/m (N) = « (C) /m (N) = #(C/N). R es conectada y
g es inyectiva en R puesto que 7 (N) N R = 0. Por lo tanto, por el Lema , g es
inyectiva en R. Asi, ker ¢ = 7 (N) = 0. Entonces, N C ker 7 = Cf C C{, y por lo
tanto, N = NNC{ = 0.



Capitulo 3

Grupos cuanticos

El desarrollo de la teoria de los grupos cuanticos revivio el interés en las dlgebras de
Hopf. A principios de 1980, varios matematicos comenzaron a trabajar en estructuras a
las que hoy en dia llamamos grupos cudnticos. Los primeros ejemplos de grupos cuanticos
fueron deformaciones particulares de dlgebras universales envolventes de algebras de
Lie simples. A mediados de esta misma década, Drinfeld mostré que el marco teérico
propicio para el estudio de los grupos cuanticos era el de las algebras de Hopf, segin
consta en [I8]. De manera que, desde entonces, el mundo de las dlgebras de Hopf se
expandié y los hallazgos sobre grupos cuanticos le dieron nuevos matices a la teoria
clasica.

Aunque no hay a la fecha un consenso en la definicién precisa de lo que es un grupo
cuantico, en general, puede entenderse como un tipo especial de dlgebra de Hopf no
conmutativa y nococonmutativa. Se obtienen dichas algebras de Hopf al deformar el
producto o el coproducto de una algebra de Hopf conmutativa o coconmutativa. Puesto
que el resultado final de dicha deformaciéon no es conmutativo, no puede asociarse
propiamente a un grupo o ser una funcién de algebra. De manera similar, al no ser
coconmutativo, tampoco es de forma alguna el dlgebra envolvente de una algebra de
Lie. Sin embargo, podemos considerarle como si fuera la funcién de algebra del algebra
universal envolvente de algin grupo o algebra de Lie ficticios y de ahi que se emplee el
término “grupo cuantico”.

En este capitulo se hard una introduccion al tema bajo el enfoque propuesto por Khar-
chenko [37], en donde la nocién de algebra universal envolvente cudntica para cualquier
algebra de Lie es definida a través de generadores y relaciones basadas en el concepto
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de operaciones cuanticas de Lie. Estos resultados seran de utilidad mas adelante para
el estudio del rango combinatorio de un grupo cuantico particular.

3.1. Algebras envolventes cuanticas

En la practica, los estudiosos de los grupos de Lie y de las algebras de Lie, emplean letras
goticas mintsculas para denotar las algebras de Lie, particularmente g para denotar una
tipica dlgebra de Lie. No se sabe con certeza de dénde proviene esta practica, pero es
posible que ello se atribuya al aleman Hermann Weyl, quien fue uno de los principales
desarrolladores de la teorfa de Lie (y de muchos otros temas matematicos) de mediados
del siglo XX.

3.1 Definicién. Sea k un campo. El dlgebra de Lie sobre k es un espacio vectorial g
sobre k con el mapeo [, | : g ® g — g que satisface:

i) [z,z] = 0, para toda z € g,

ii) [z, [y, 2]] + [z, [z, 9]] + [y, [z, z]] = 0, para todas z,y, z € g.

La multiplicacién en el algebra de Lie g se llama corchete de Lie. La primera rela-
cion de la definicién es conocida como la relacion simétrica torcida y es equivalente
a [z,y] = — |y, x] para todas x,y € g, siempre que la caracteristica de k sea distinta
de 2. Cualquier producto algebraico que satisface la primera condicién se dice que es
anticonmutativo.

La segunda relacién es la identidad de Jacobi. Una algebra de Lie g sobre k es de
dimension finita si es de dimension finita como espacio vectorial sobre k, y es compleja

sik =C.

Una variable es llamada wvariable cudntica si un elemento g, de un grupo abeliano G
y un caracter y* € G* estd asociado a ella. Los parametros g, y x* asociados a una
variable cuantica dicen que un elemento a en una algebra de Hopf H puede considerarse
como un valor de esta variable cuantica sélo si a es primitiva torcida semi-invariante
con los mismos parametros, esto es

Aa®l+g®a), glag=x"(9)a, geG,
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donde supondremos que los elementos de G tienen alguna interpretacion en H como
elementos de tipo grupo.

Un polinomio no conmutativo en variables cudnticas se llama operacion cudntica de Lie
si todos sus valores en todas las dlgebras de Hopf son primitivos torcidos para todos los
valores de las variables cuanticas.

Sean x1,...,x, un conjunto de variables cudnticas. Para cada palabra v en z1,...,z,
denotaremos por g, a un elemento de G que aparece de u al reemplazar a toda g; con
gz,- De igual manera, denotemos por x* al caracter que aparece en u al reemplazar a
todas las x; por x". Asi, en el dlgebra libre k (xq,...,x,) se define una clasificacion
por medio del grupo G x G*. Para cada par de elementos homogéneos u y v fijaremos
la siguiente notacién py, = x* (g») = p (u,v).

Definiremos una accién de G en k (x1,...,x,) por medio de ¢g-'ug = x“(g)u don-
de w es un monomio arbitrario en xy,...,z,. El dlgebra de grupo torcida G (X) =
k(zy,...,x,) * G tiene una estructura natural de dlgebra de Hopf con el coproducto

Alx)=2;01+4g, @z, 1<i<l, A(g®g), geaqG.

Asi, z; = x; € G (X)) son valores correctos de las variables cudnticas. Por este medio las
operaciones cuanticas de Lie pueden identificarse con polinomios torcidos primitivos en
G (X). Es importante destacar que el dlgebra de Hopf G (X) es el dlgebra envolvente
libre para el conjunto X de variables cuanticas (véase [34, Seccién 3| bajo la notacién
H(X)).

El dlgebra libre k (x4, . . ., z,) tiene estructura de dlgebra de Hopf trenzada biclasificada.
Sea H una algebra asociativa clasificada por el grupo G x G* :

Definamos la multiplicacién del producto tensorial H ® H de espacios lineales estable-
ciendo

(@a®b) (c®d) = (x°(9)) " (ac® bd).

El resultado es una algebra asociativa, denotada por H®H. Ahora, si en la definicion
de &lgebra de Hopf cambiamos el simbolo ® por ® y asumimos que el coproducto A,
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la counidad €’ y la antipoda S® son homogéneos, llegamos a la definicién de dlgebra de
Hopf trenzada bicategorizada. En otras palabras una algebra de Hopf biclasificada es una
algebra de Hopf clasificada por G x G* en una categoria trenzada en la que el trenzado
est4 conectado con la clasificacién por la férmula ¢ (u @ v) = (x¥ (g2)) " (v ® w).

La operacién cuantica de Lie puede definirse de forma equivalente como un polinomio
homogéneo de G' x 1 que tiene sélo valores primitivos en todas las algebras de Hopf
trenzadas biclasificadas dado que el valor correcto de la variable cudntica = z es
primitivo y homogéneo, esto es a € Hy, Ab (a) = a®1 + 1®a. La discusién detallada de
la nocién de operacién cuantica de Lie, asi como varios ejemplos pueden encontrarse en
[34, Secciones 1-4].

Recordemos que la constitucion de una palabra u es una secuencia de enteros no ne-
gativos. (my, ma, ..., m,) tal que u es de grado my en xy, deg, (u) = my; de grado my
en xq, deg, (u) = my; y asi sucesivamente ([65, Definicién 3]). Dado que el grupo G es
abeliano, todo polinomio de constituciéon homogénea es homogéneo con respecto de la
clasificacion. Definamos un conmutador bilineal torcido en el conjunto de polinomios
no conmutativos homogéneos clasificados por la férmula

[u, v] = uv — pyyou. (3.1)

Estos corchetes satisfacen las siguientes identidades de Jacobi y diferenciales torcidas:

([, v], w] = [u, [v,w] + Py ([, @], 0] + (Pow — Piy) [V, 0] - v; (3.2)
[[u, v], w] = [u, [v, W] + pow [[u, ], 0] + Puv (Powpwr — 1) 0 - [u, w]; (3.3)
[u, v - w] = [u,v] - W+ PV - [u,w]; U v, W] = Py [u,w] v Fu v, w], (3.4)

donde por el punto denotamos la multiplicacién habitual. Las siguientes identidades
restringidas condicionales también son validas:

[u, 0" = [.. [u,v] 0] ..o 0] ] = (o, o] L] (3.5)
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dado que p,, es una raiz t-ésima de unidad primitiva y n =t o n = tI* en el caso de
que la caracteristica sea [ > 0.

Supongamos que una algebra de Lie g estd definida por los generadores zy,...,z, v
las relaciones f; = 0. Convirtamos los generadores en variables cuanticas. Para ello les
asociaremos elementos de G x G* de manera arbitraria. Sea P = ||p;||, pi; = X" (9s,)
la matriz cuantificadora.

3.2 Definicion. Una dlgebra envolvente cudntica trenzada de g es una algebra de Hopf
trenzada biclasificada U (g) definida por las variables z1, . .., x, y las relaciones f; = 0,
donde la operacién de Lie es reemplazada con , dado que de esta forma las f; son
convertidas a las operaciones cuanticas de Lie, f*. El coproducto y la clasificacién estdn
dados por

A (z;) = 2,01 + 1®1;, (3.6)
(2:®2;) - (2k@Ty,) = (sz (ng))fl LT QX Ty (3.7)

3.3 Definicién. Una cuantificacion simple de U (g) o una dlgebra universal envolvente
cudntica de g es una algebra Up (g) que es isomérfica al dlgebra de grupo torcida

Up(9) = Up (9) * G, (3.8)

donde la accién de grupo y el coproducto estan definidos por

1

g g =xX" (9 xi;, Alr)=2;,014¢,Q@z;, A(g)=9Rg. (3.9)

3.4 Definicion. Una cuantificacion con constantes es una cuantificacién simple donde
adicionalmente algunos generadores x; asociados al caracter trivial son reemplazados
por las constantes «; (1 — g.).

Las féormulas (3.9) y (3.6 definen correctamente el coproducto, pues por la definicién
de la operacion cudntica de Lie A (f) = ff ® 1+ ¢; ® f} en el caso de dlgebras de Hopf
ordinarias y A’ (f7) = ff®1 + 1@/ en el caso trenzado.

Es importante notar que las cuantificaciones definidas dependen esencialmente de la
representacion combinatoria del algebra de Lie. Por ejemplo, una relacion adicional
[z1, 1] = 0 no cambia el dlgebra de Lie. Al mismo tiempo, si x* (g1) = —1 entonces
esta relacion admite la cuantificacion y conduce a una relacién no trivial del algebra
cuéntica envolvente, 227 = 0.
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3.5 Ejemplo. Supongamos que el dlgebra de Lie esta definida por un sistema de relacio-
nes cuya constitucion es homogénea. Si los caracteres x* son tales que p;;p;; = 1 para
todas i, j entonces el conmutador torcido es él mismo una operacién cuantica. Por lo
tanto, al reemplazar la operacion de Lie, todas las operaciones se vuelven operaciones
cuanticas también. Esto significa que el algebra envolvente trenzada es el dlgebra uni-
versal envolvente U (gwl) de la stiper algebra de Lie coloreada que esté definida por las
mismas relaciones que definen al algebra de Lie. La cuantificaciéon simple aparece como
el biproducto de Radford U (gc‘)l) xk [G] o, de manera equivalente, como el dlgebra uni-
versal G-envolvente de la stiper algebra de Lie coloreada g (véase [59] o [34, Ejemplo
1.9)).

3.6 Ejemplo. Supongamos que el algebra de Lie g estd definida por los generadores
x1,...,T, y el sistema de relaciones nil

rij(ad ;)" =0, 1<i#j<n. (3.10)

Frecuentemente, en lugar de la matriz de grados (sin la diagonal principal), ||n;||, se
considera a la matriz A = ||a;;||, a;; = 1 —n;;. La gréfica de Coxeter I' (A) estd asociada
a toda matriz de ese tipo. Esta grafica tiene los vértices 1,...,n, donde el vértice i
estd conectado por medio de a;;ja;; aristas al vértice j.

Si a;; = 0, entonces la relacién z;ad x; = 0 estd en la lista (3.10), y la relacién

z; (ad 2;)™ = 0 es una consecuencia de ello. El conmutador torcido [z;,z;] es una

operacion cuantica de Lie si y solo si pijpj; = 1. Bajo esta condicién tenemos que

[z, x;] = —pij [}, z;]. Por lo tanto, ambos en el algebra de Lie y en su cuantificacién
-, ng; —

pueden reemplazar la relaciéon z; (ad z;)"? = 0 con z;ad z; = 0.

En otras palabras, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a;;0 <— a;; = 0.
Por el teorema de Gabber-Kac [19], tenemos que el dlgebra g es el componente positivo
homogéneo g; del dlgebra de Kac-Moody g.

El siguiente teorema describe las condiciones para un polinomio homogéneo en dos
variables que es lineal a una de ellas para ser una operacién cuantica.

3.7 Teorema. Para variables cudnticas x1 y xo, existe una operacion cudntica de Lie
W lineal, distinta de cero, en x, de grado n en xy siy s6lo si p1aps1 = pay ™, 0 bien, pao
es una raiz m-ésima primitiva de unidad, m|n, y pliph; = 1. Si una de esas condiciones
se satisface, entonces todas las operaciones tienen la forma W = « ... [[z122] xo] . . . x5],
a € k, donde los corchetes estan definidos como en (3.1)).

Demostracion. Se sigue del Teorema 6.1 [34] y la identidad condicional ({3.5)). O
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De este teorema, se desprende el siguiente corolario:

3.8 Corolario. Si n;; es un niumero simple o una unidad y en el primer caso p;

no es una raiz n;j-ésima primitiva de unidad, entonces la relacion (3.10) admite una
. .-, . , . Qg4

cuantificacion si y s6lo si pijpji = p;;” -

El Teorema brinda restricciones no esenciales en los parametros fuera de la diagonal
principal, p;;: si la matriz P define de forma correcta una cuantificaciéon de (3.10)),
entonces para todo conjunto Z = {z;;|z;;2;; = z;; = 1} la siguiente matriz también lo
hace:

Pz = {pijzij|pi; € P2y € Z} . (3.11)

3.9 Ejemplo. Sea G generada libremente por ¢i,..., ¢, y A una matriz de Cartan ge-
neralizada hecha simétrica por di,...,d,, mientras los caracteres estan definidos por
Dij = ¢ %% En este caso la cuantificacién simple de g definida por es el com-
ponente positivo del dlgebra envolvente de Drinfeld-Jimbo junto con los elementos de
tipo grupo Up (g) = U, (g) * G. Por medio de una deformacién arbitraria puede
definirse una forma coloreada de U, (g) * G.

El algebra envolvente trenzada es igual con Uj (g) donde el coproducto y el trenza-
do estan definidos por (3.6) y (3.7) con coeficientes ¢%i. La férmula (3.11) define

correctamente su forma coloreada también.

3.10 Ejemplo. En el ejemplo anterior completamos el conjunto de variables cuanticas
con las nuevas x;,...,x,, 21,..., 2, tales que

Y n?

T

X© = (") =1, go = guy, X7 =1id, g., = g7, (3.12)

entonces por el Teorema , las relaciones de Gaber-Kac , de [19 Teorema 2],
y es, f;] = d;;hi bajo la identificacién e; = x;, fi = x; , h; = z; admiten la cuantificacién
con constantes z; = €; (1 — ¢?). Informalmente podemos considerar la cuantificacién ob-
tenida como una del dlgebra de Kac-Moody identificada por g; con ¢, donde el resto de
las relaciones del dlgebra de Kac-Moody, [hi, e;] = a;;ei, [hi, f;] = —ai; f;, estd cuantifi-
cada en cuanto a la accién sobre G: gj_leE g; = pT%i%i ¥, Esta cuantificacién coincide
con la de Drinfeld-Jimbo bajo una eleccién de z;, z; , y €; dependiendo de la definicién
particular de U, (g):
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v, =F;, 9= K;, v; = F;K;, pjj =v """, ¢ = (U v

vy =E;, gi= K, o7 = FIG, pi =0 e = (v — v,

Ayixy=ey, g =1, vy =tifi, py = Q-_(hj7ai>, &= (¢ ' —q
A_x,=fi, gi=1t, x; =eit;, pij = q<-hj’ai>> &= (¢ —a

XT; = EZKZ, g; = KZQ, l'z_ = EKw bij = q_Zdiaija € = (1 - q4di

Por (3.12)) los corchetes [a:i, :EJ_} son las operaciones cudnticas de Lie sélo si p;; = pji.
Asi, en este caso, el coloreado definido por (3.11)) puede ser sélo blanco o negro, z;; = £1.

3.2. Rango combinatorio

Una algebra de Hopf se llama caracter si el grupo G de todos los elementos de tipo grupo
son conmutativos y H es generada por elementos primitivos torcidos semiinvariantes
a;.

Aa) =a; @1+ go, ®a;, g 'aig=x"(9)a;, g€ G. (3.13)

Por las definiciones de la seccién previa, las dlgebras cudnticas envolventes (con o sin
constantes) son algebras de Hopf caracter. En esta seccién, por medio de la nocién de
rango combinatorio, identificaremos las algebras cuanticas envolventes en la clase de las
algebras de Hopf caracter.

Sea H una algebra de Hopf caracter generada por semiinvariantes primitivos torci-
dos ay,...,a,. Asociemos una variable cuantica z; con los parametros (x*,gq;) a a;.
Denotemos por G (X) el algebra envolvente libre definida por las variables cudnticas
Z1,...,%,. Bl mapeo x; — a; tiene una extensién a un homomorfismo de algebras de
Hopf ¢ : G(X) — H. Denotemos con I el kernel de dicho homomorfismo. Si I # 0
entonces, por el Teorema de Heyneman-Radford, el ideal de Hopf I tiene un elemento
primitivo torcido distinto de cero. Sea I; el ideal generado por todos los elementos pri-
mitivos torcidos de I. I; es también un ideal de Hopf. Ahora, consideremos el ideal de
Hopf I/1; del algebra de Hopf cociente G' (X) /1. Este ideal también tiene elementos
primitivos torcidos distintos de cero, dado que I; # I. Denotemos por I/I; al ideal
generado por todos los elementos primitivos torcidos de I /1, donde I, es su preimagen
con respecto de la proyeccién G (X) — G (X) /I;. Si continuamos el proceso encon-
traremos una cadena estrictamente creciente, finita o infinita, de ideales de Hopf de
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G(X):
0O=I,cLchLc...cIl,C..., U[a:[' (3.14)

«

3.11 Definicién. La longitud de (3.14)) se llama rango combinatorio de H.

Por definicién, el rango combinatorio de cualquier dlgebra cudntica envolvente (con
constantes) es iguala 1. En el caso de que la caracteristica sea cero, la afirmacién es
valida también a la inversa.

3.12 Teorema. Cada dlgebra de Hopf caracter de rango combinatorio 1 sobre un campo
de caracteristica cero es isomorfico al dlgebra cudntica envolvente con constantes de una
algebra de Lie.

Demostracion. Por definicién, I estd generado por elementos primitivos torcidos. Di-
chos elementos, como polinomios no conmutativos, son las operaciones cuanticas de Lie.
Consideremos a uno de ellos, digamos, f. Descompongamos a f en la suma de compo-
nentes homogéneos f = > f;. Todos los componentes positivos perteneces a k (X) y
son las operaciones cuanticas de Lie, mientras que el elemento constante tiene la forma
a(l—yg), g € G (véase [34, Sec. 3 y Prop. 3.3]). Si o # 0, entonces introduciremos
una nueva variable cudntica z; con pardmetros (id, g). Cada f; tiene una representacién
por medio de conmutadores torcidos. De hecho, por [34, Teorema 7.5] la linealizacién
completa £ de f; tiene la representacién requerida. Por medio de la identificacién de
variables en una forma adecuada en f} obtenemos la representacion requerida para f;

multiplicada por un nimero natural, m; f; = fl-[ I

Ahora, consideremos el dlgebra de Lie g definida por los generadores z;, 25 y las relacio-

nes Y m; fi[ et zy = 0, con la multiplicacién de Lie en lugar del conmutador torcido.
Entonces H es la cuantificacién con constantes de g. O]

De igual manera puede introducirse la nociéon de rango combinatorio del algebra de
Hopf trenzada biclasificada. En este caso, todas las dlgebras cuanticas envolventes son
de rango 1, y todas las algebras trenzadas biclasificadas de rango 1 son la cuantificacion
trenzada de alguna algebra de Lie.

Ahora podemos definir la cuantificacién de un rango arbitrario. Para ello, en las defini-
ciones de la seccion anterior es necesario cambiar el requerimiento de que todas las f;
sean operaciones cuanticas de Lie por la siguiente condicion.
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El conjunto F' se expresa como la union F' = Ui_F; tal que FY consiste en las ope-
raciones cudnticas de Lie; el conjunto Fj consiste en elementos primitivos torcidos de
G (X||FY); el conjunto F§ consiste en elementos primitivos torcidos de G (X||FY, Fy),
y asi sucesivamente.

Las algebras cuanticas envolventes de rango arbitrario son también algebras de Hopf
caracter. A la inversa, si una algebra de Hopf caracter H es homogénea y el campo base
tiene caracteristica cero, entonces H es una cuantificacion de algin rango de una algebra
de Lie adecuada (véase [36]). No es claro si existen algebras de Hopf caracter, o algebras
de Hopf trenzadas bicategorizadas, de rango combinatorio infinito; pero Uy I, = 1.
También es posible mostrar que F; siempre contiene todas las relaciones de constitucion
minima en F. Por ejemplo, cada una de las formas es de constitucién minima
en (3.10). Por lo tanto, la cuantificacién de un rango arbitrario con la identificacién
g; = exp (h;) para cualquier algebra de Kac-Moody g (generalizada), o su componente
nilpotente g, es siempre una cuantificacion en el sentido expuesto en la seccién anterior.

3.3. Generadores Poincare-Birkhoff-Witt

El siguiente resultado produce una base Poincare-Birkhoff-Witt (PBW) para las élge-
bras cuanticas envolventes.

3.13 Teorema. Toda dlgebra de Hopf caracter H tiene un conjunto linealmente orde-
nado de elementos de constitucion homogénea U = {w;|i € I} tales que el conjunto de
todos los productos guy*uy? ... ulm, donde g € G, uy < ug < ... < Uy, 0 < n; < h(i)
forma una base de H. Aqui, si p;; def Pu;Pu;, 1O €s una raiz de unidad entonces h (i) = oo,
st pi = 1, entonces h (i) = 0o 0o h(i) = es la caracteristica del campo base; si p;; es

una raiz t-ésima primitiva de unidad, t # 1, entonces h (i) = t.

El conjunto U se conoce como el conjunto de generadores PBW de H. Este teorema se
sigue de [35, Teorema 2|. Revisaremos algunas nociones necesarias.

Sea aq,...,a, el conjunto de elementos primitivos torcidos generadores de H, y sean x;
las variables cuanticas asociadas. Consideremos el ordenamiento lexicografico de todas
las palabras, ry > x93 > ... > x,. El inicio de una palabra se considera mayor que
la palabra misma, por ejemplo z; > x12% > x1232z;. Una palabra no vacia se llama
estandar si vw > wv para cada descomposicién v = vw con v, w no vacias. Las
siguientes son propiedades conocidas (véase [9], [12], [48], [63], [64]).
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1. Una palabra u es estandar si y sélo si es mayor que cada uno de sus finales.

2. Toda palabra estandar comienza con la letra maximal que posee.

3. Cada palabra c tiene una representacién tnica ¢ = uj*us®...up*, donde u; <

ug < ... < u son palabras estandar (teorema de Lyndon).

k¥ como subpalabra, u" =

como subpalabra, u = bv*e.

4. Si u, v son palabras estandar distintas y u" contiene a v
cv®d, entonces u contiene a v¥

Una palabra no asociativa es una palabra en la que los corchetes | , | estan arreglados
de modo que muestran cémo aplica la multiplicacién. Si [u] denota una palabra no
asociativa, entonces se denota por u a la palabra asociativa obtenida de [u] al remover
los corchetes. Por supuesto, en general, [u] no estd definida por u de forma unica.

El conjunto de palabras no asociativas estindar se define como el conjunto mas pequeno
SL que contiene todas las variables z; y satisface las siguientes propiedades:

1. Si [u] = [[v] [w]] € SL entonces [v], [w] € SL, y v > w son estandar.

2. Si [u] = [[[v1] [v2]] [w]] € SL, entonces vy < w.
Las siguientes afirmaciones son validas también:

1. Toda palabra estandar tiene una alineacién de corchetes tinica tal que la palabra
asociativa en cuestion es estandar ([63, Teorema de Shirshov]).

2. Los factores v, w de la descomposicién no asociativa [u] = [[v] [w]] son palabras
estandar tales que u = vw y v tiene la longitud minima ([64]).

3.14 Definicién. Una super letra es un polinomio que es igual a una palabra estandar
no asociativa donde los corchetes son como (3.3)). Una super palabra es una palabra con
super letras.

Por el punto 2 recién expuesto, la palabra estandar u define la tnica stuper letra, que
en lo sucesivo denotaremos por [u]. Por ejemplo, las palabras z173, z3x3, 127372,
ToX3XToX3Ly, xlxﬂga@ son estandar y estan definidas por las siguientes super letras:

[a123] = [[wrwe] xa] , [2525) = [wg [w2 [w0ws]]], [w122237] = [[1 [2223]] 2],
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[wox3mowsas] = [[waw3] (w2 [w324]]], [w1220502] = [[21 [[waw3] 3] 7o) .

En el Teorema tenfamos que W = «[zi2}]. Si las variables estdan ordenadas en

forma opuesta, zo > x1, entonces x5 no es una palabra estandar, mientras que x5z,
n(n—1

)
lo es, y se observa que [... [[x122] Z2] ... 22] = (—p12)" Doy 2 [25x1] dado que una de las
condiciones de existencia es vélida (véase el Corolario [3.22)). Por lo tanto, las relaciones
cuantificadoras (3.10) pueden igualarse con cero para algunas stper letras:
[z ] =0, [2}"2;] =0, j <i. (3.15)

7

Sea D un grupo aditivo abeliano linealmente ordenado. Supongamos que algunos D-
grados positivos di,...,d, € D estan asociados a z1,...,x,. Definiremos al grado de
una palabra igual con myd; + ...+ m,d, donde (my,...,m,) es la constitucién de la
palabra. El orden y el grado de las super letras estan definidas del siguiente modo:
[u] > [v] <= u > v; D ([u]) = D (u).

3.15 Definicién. Una super letra [u] se llama dura en H si su valor en H no es una
combinacién lineal de valores de stiper palabras del mismo grado en menos de [u] stiper
letras y G-stper palabras de menor grado.

3.16 Definicién. Decimos que la altura de una siper letra [u] de grado d es igual con
h = h([u]) si h es el menor nimero tal que: primero p,, es una raiz primitiva ¢-ésima
de unidad y h =t o h = tI”, donde | = char (k); y entonces el valor en H de [u]" es una
combinacién de stiper palabras de grado hd en menos que [u] siper letras y G- siper
palabras de menor grado. Si no existe tal nimero, entonces la altura es igual a infinito.

Si el algebra H es D-homogénea, entonces pueden omitirse las partes subrayadas de las
definiciones previas.

3.17 Teorema (Teorema 2,[35]). El conjunto de todos los valores en H de todas las
G-super palabras W en las [u;] super letras duras,

W = glug]™ [ua]™ ... [um]™™, (3.16)

donde g € G, ug < ug < ... < Uy, n; < h([w]) es una base de H.

Para encontrar el conjunto U de generadores PBW es necesario incluir en U los valores
de todas las super letras duras. Luego, para cada siper letra dura [u] de una altura

finita h ([u]) = tI*, anadir los valores de [u]’,[u], ..., [u]™™ Y, y después afadir el
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valor de [u]t para cada super letra dura de alturas infinitas tales que p,, es una raiz
t-ésima primitiva de unidad.

Naturalmente, el conjunto de generadores PBW juega el mismo rol que la base del
algebra de Lie en el teorema PBW. Sin embargo, el k [G]-bimddulo generado por los
generadores PBW no esta definido de manera tnica. Depende del ordenamiento de los

generadores principales, el grado D, y bajo la accion de la antipoda se transforma a un
bimddulo diferente de generadores PBW k [G] S (U).

Otra forma de construir los generadores PBW esta conectada con la idea de crista-
lizacién de M. Kashiwara [31], [32]. M. Kashiwara considerd el mayor pardmetro del
algebra envolvente de Drinfeld-Jimbo como la temperatura de algin medio fisico. Por
esta razoén emerge el término de bases cristalizadas. Si reemplazamos p;; con cero, en-
tonces [u, v] se convierte en el monomio u, v, mientras que u se convierte en el monomio
u.

3.18 Lema. Bajo la cristalizacion monomial referida, el conjunto de generadores PBW
construido en el Teorema |3.17 se convierte en otro conjunto de generadores PBW.

Demostracion. La prueba puede consultarse a detalle en [35, Corolario 1]. O
3.19 Lema. Una super letra [u] es dura en H si y solo si el valor de u no es una

combinacion lineal de valores de palabras menores del mismo grado y G-palabras de
menor grado.

Demostracion. La demostracién se encuentra en [35, Corolario 2]. O

3.20 Lema. Sea B el conjunto de super letras que contienen xi,...,x,. St cada par
[u], [v] € B, u > v satisface una de las siguientes condiciones:

i) [[u],[v]] no es una palabra estindar no asociativa;

ii) la super letra [[u] [v]] es no dura en H;

iii) [[u] [v] € B,

entonces el conjunto B incluye todas las letras super duras en H.
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Demostracion. Sea [w] una letra siper dura de grado minimal tal que [w] ¢ B. Entonces
[w] = [[u] [v]], v > v donde [u], [v] son super letras duras. De hecho, si [u] no es dura,
entonces por el Lema tenemos u = > oyu; + S, donde u; < uy D (u;) = D (u),
D (S) < D (u). Tenemos uv = Y a;u;v+ Sv, donde u;v < uv. Por lo tanto, por el Lema
la stper letra [w] = [uv] no puede ser dura en H, lo cual resulta una contradiccién.
De manera similar, si [v] no es dura, entonces v = > a;v; + .5, v; < v, D (v;) = D (v),
D (S) = D (v). Entonces, uwv = Y auv; + uS, uv; < uv, y de nuevo [w] no puede ser
dura.

Asi, de acuerdo con la eleccién de [w], obtenemos [u], [v] € B. Dado que este par
satisface las condiciones i) y i), la condicién #ii); [uv] € B se satisface. O

3.21 Lema. Si T € H es un elemento primitivo torcido, entonces
T=all"+> aWi+ > BigW, a#0, (3.17)

donde [u] es una siuper letra dura, W; son super palabras base en siper letras menores
que [u], D (W;) = hD ([u]), D (W/+) < hD ([u]). Aqui si pu, no es una raiz de unidad,
entonces h = 1; si Py, €s una raiz primitiva t-ésima de unidad, entonces h =1, o h =t,
o h=tl*, donde l es la caracteristica.

Demostracion. Consideremos una expansion de T en términos de la base ([3.16|)

k
T =agU+> 7wgWi+ W, a#0, (3.18)

i=1

donde gU, ¢;W; son elementos base distintos de grado maximal, y U es una de las
mayores palabras entre U, W; con respecto al orden lexicografico de palabras en las
super letras. En la expansién base de tensores, el elemento A (T) —T®1— g, ® T tiene
sélo un tensor de la forma gU ® ...y este tensor es igual con gU ® a (g — 1). Por lo
tanto, g = 1 y es posible aplicar [35, Lema 13]. ]

3.22 Corolario. Siuna de las condiciones de existencia en el Teorema[3.7] se satisface,

entonces
n(n—1)

[. .. Hl’leQ] 172] Ce IQ] = (_pm)npy [ZEQ [I‘Q e [Igl'ﬂ .. H .

Demostracion. Introduzcamos el orden opuesto, zo > 1. Puesto que [. .. [[z122] 2] . . . 29
es una operacion cuantica de Lie, admite una representaciéon como la expuesta en ((3.17)),
donde todos los sumandos tienen la misma constitucién, (1,n). Esto implica que h = 1,
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u = xhxy. Todas las palabras estandar de la constitucién menores o iguales con (1,n)
son o, x’gxl, k < m. Por definiciéon del orden lexicografico, zo > x5x;. Por lo tanto,
2o NO ocurre en ZWD como super letra. Dado que todo sumando es de grado 1 en xq,
la igualdad @ se reduce a T = « [zhx]. Para encontrar «, se puede comparar los
coeficientes en z5x;. O

3.4. Relaciones de Groebner-Shirshov

Sean xq,...,x, variables con grados positivos di,...,d, € D. Recordemos que el or-
denamiento de Hall de palabras en xq,...,x, es un orden en el cual las palabras son
comparadas primero por el grado y luego palabras del mismo grado se comparan por
medio del orden lexicografico. Consideremos un conjunto de relaciones

wi=fi, i€l (3.19)

donde w; es una palabra y f; es una combinacién lineal de Hall de palabras menores.
El sistema se dice cerrado bajo composiciones o un sistema de relaciones de
Groebner-Shirshov si, en primer lugar, ninguna de las w; contiene a w;, ¢ # j € I como
subpalabra, y entonces para cada par de palabras wy, w; tal que algunas terminales no
vacias de wy, coinciden con el comienzo de wy, esto es, wy = wyv, w; = vw}, la diferencia
(una composicion) frwj —wy f; puede reducirse a cero en el dlgebra libre a través de la
secuencia de sustituciones de un sélo lado w; — f;, 1 € I.

3.23 Lema (Lema del Diamante [5],[7],[64]). Si el sistema (3.19)) es cerrado bajo com-
posicion, entonces las palabras que no poseen a ninguna w; como subpalabras forman

una base del dlgebra H definida en (3.19)).

Si ninguna de las palabras w; tiene subpalabras w;, 7 # 4, entonces la afirmacién a la

inversa también es vélida. De hecho, cualquier composicién por medio de sustituciones

w; — f; puede reducirse a una combinacion lineal de palabras que no tengan subpalabras
;o , ; . :

w;. Puesto que fyw; —wjf; = (f; —w;) w}—w; (f; — w;), esta combinacion lineal es igual

con cero en H. Por lo tanto, todos los coeficientes deben ser cero.

Dado que el Lema brinda la base que consiste de palabras, lo anterior da una
manera de construir el sistema de relaciones Groebner-Shirshov para cualquier algebra
cuantica envolvente.

Sea H una algebra de Hopf caracter generada por semiinvariantes primitivos torcidos
aip,...,a, (o por dlgebras de Hopf trenzadas biclasificadas generadas por elementos



72 3 Grupos cudnticos

primitivos homogéneos clasificados ay, ..., a,) y sean 1, ..., x, las variables cudnticas
asociadas. Una super letra no dura en H [w] se llama minimal si, primero, w no tiene
subpalabras estandar propias que definan siper letras no duras y, luego, si w no tiene
subpalabras u", donde [u] es una stiper letra dura de altura h.

Por el Lema m, para toda stper letra minimal no dura [w] en H es posible escribir

la relacién en H como
w = Z aw; + Z B;giw;, (3.20)

donde w;, w; < w en el sentido de Hall, D (w;) = D (w), D (w;) < D (w). De igual
forma, si [u| es una stper letra dura en H de una altura finita h, entonces

uh = Z a;u; + Z Bigu;, (3.21)

donde u;, u; < u” en el sentido de Hall, D (u;) = hD (u), D (u;) < hD (u). Las relaciones
(3.13) v la operacién de grupo brindan las relaciones

9= X" (9) 9Ti, G192 = gs- (3.22)

3.24 Teorema. El conjunto de relaciones (3.20), (3.21), v (3.22) forma un sistema

de Groebner-Shirshov que define a H. La base determinada por dicho sistema en el
Lema del Diamante coincide con la base PBW obtenida por medio de una cristalizacion
monomial.

Demostracion. La propiedad iv) implica que ninguno de los lados izquierdos de ([3.20)),
y contiene a otra como subpalabra. Por el Lema es suficiente con
mostrar que el conjunto de todas las palabras ¢ determinadas en el Lema del Diamante
coincide con la base del Lema . Por iii) tenemos que ¢ = uy'uy? ... up", donde
up < ... < uy es una secuencia de palabras estandar. Toda palabra u; define una siper
letra dura [u;] ya que en el caso opuesto u;, y por lo tanto ¢, contiene una subpalabra
w que define una siper letra minimal no dura [w]. Del mismo modo, n; no excede la
altura de [u;]. O

3.25 Lema. En términos del Lema[3.20, el conjunto de todas las super letras [[u] [v]]
que satisfacen la condicion ii) contiene todas las super letras minimales no duras, pero
generadores no duros x;.

Demostracion. Si [w] es una siper letra minimal no dura, entonces [w] = [[u] [v]], donde
[u], [v] son siper letras duras. Por el Lema tenemos que [u], [v] € B, mientras que
[[u], [v]] no satisface ni i) ni ). O
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3.5. Cuantificacion con constantes

En algunas instancias la investigacién de la cuantificacion con constantes puede redu-
cirse a una cuantificacion por medio del Lema del Diamante.

Sea Hy = G {(x1,...,x||F1) el algebra de Hopf caracter definida por las variables

cudnticas x1, . ..,z y la clasificacién por relaciones homogéneas {f = 0 : f € F}}; mien-
tras que Hy = G (Ty41,...,T,), la definida por las variables cudnticas xpy1,...,%, y
la clasificacién por relaciones homogéneas {h =0:h € F,}. Consideremos el algebra
H =G (xy,...,z,||F1, Fs, F3), donde Fj es el siguiente sistema de relaciones con cons-
tantes:

[z, 2] = (1 —gig;), 1<i<k<j<n. (3.23)

Si las condiciones anteriores se satisfacen, entonces la estructura de algebra de Hopf
caracter en H esta definida en forma tunica:

pipii =1, 1<i<k<j<n; x"x"#1=a;=0. (3.24)

En este caso, la diferencia w;; entre los lados izquierdo y derecho en es un semi-
invariante primitivo torcido del élgebra envolvente libre G (z1, ..., z,). Consideremos
los ideales de las relaciones I} = id (Fy) y I = id (F,) de Hy y Hs, respectivamente.
Estos son, en el presente contexto, ideales de Hopf de G (X1, .., 2k) Y G{Tpy1, ... x0),
respectivamente. Por lo tanto V' = I + I, + >k [G] w;; es un ideal antipoda estable
de G (X). En consecuencia, el ideal generado por V' es un ideal de Hopf. Cabe destacar
que este ideal es generado en G (X)) por w;; y Fi, Fb.

3.26 Lema. Toda super letra dura H pertenece a Hy o Hy, y es dura en el dlgebra
asociada.

Demostracion. Si una palabra estandar contiene al menos una de las letras z;, 1 < k,
entonces debe comenzar con una de ellas (véase i7) en la seccién §3.3). Si esta palabra
contiene una letra x;, j > k, entonces tiene una subpalabra de la forma x;z;, ¢ < k < j.
Por lo tanto, por el Lema [3.19] y las relaciones (3.23), esta palabra define a una stper
letra no dura. O

La afirmacion a la inversa no es universalmente cierta. Para formular las condiciones
suficientes y necesarias, definamos las derivadas parciales torcidas:

O;(v-w) =0, (v) - w+p(z,v)v-0;(w), i<k, v,weKk(Tpsr,. . ,Tn);
Oj(u-v)=p,z;)0; (u) - v+u-0;(v), j>k wvek(z,. .. o).
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3.27 Lema. Todas las super letras duras en Hy o Hs son duras en H si y solo si
0; (h) = 0 en Hy para toda i < k, h € Fy, y 0;(f) = 0 para toda j > k, f € Fy. Si
dichas condiciones se verifican, entonces

H = Hy Qg Hi (3.26)

como k [G]-bimddulos, y el espacio generado por los elementos primitivos torcidos de H
es iqual a la suma de estos espacios para Hy y Hs.

Demostracion. Por (3.4) y (3.25)) las siguientes igualdades son validas en H:

Si todas las stper letras duras en H; o Hy son duras en H, entonces H; y Hy son
subdlgebras de H. De manera que (3.27) prueba la necesidad de las condiciones del

lema.

A la inversa, consideremos una dlgebra R definida por los generadores g € G, x4, ..., 2,
y las relaciones y . Este sistema es cerrado bajo las composiciones. Por lo
tanto, por el Lema del Diamante, el conjunto de palabras gvw forma una base de R
donde g € G5 v es una palabra en x;, j > k; y w es una palabra en z;, ¢ < k. En otras
palabras R encuentra como bimoédulo una descomposicion de la forma

R = G<$k+1,...,$n> ®k[G] G<I1,...,xk> . (328)

Consideremos que el ideal de R por ambos lados generado por F, coincide con el ideal
derecho IR = I, ®yq G (x1,...,xy). Es suficiente con probar que IoR admite la
multiplicacion por la izquierda por z;, ¢ < k. Si v es una palabraen xp 1,...,x,, h € F,
r € R, entonces x;vhr = [x;,vh]r + p(x;,vh) vha;r. El segundo término pertenece a
LR, mientras que el primero puede ser reescrito con (3.4): [x;,v] h + p(x;,v) v [x;, h)].
Ambos de esos sumandos pertenecen a IyR dado que [z;,v] = 0; (v) € G (Xpy1,. .., Tn)
y [zi, h] = 0; (h) € Is.

Ademas, consideremos el dlgebra cociente Ry = R/IyR:

Ry = (G (Tha1, - Tp) ®xja) G (w1,... >$k>) / (12 ®kjq) G (w1,... Jk))
H, Xk[a) G <:L“17 ... ,:L‘k> ,

donde la igualdad significa el isomorfismo natural de k [G]-bimddulos.

En el mismo orden de ideas, el ideal izquierdo RiI; = Hj Qg 1 de esta algebra de
cocientes con el ideal de ambos lados generado por F}. Por lo tanto,
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H = Rl/Rlll
= Hy @) G (21, ..., 78) [Ha Qi) 11
= Hy ®xjg) Hi.

Asi, las G-palabras mondtonas restringidas a ser duras en H; o Hs como super letras
forman una base de H. Esto, en particular, prueba la primera afirmacion.

Ahora, sea T = > a9 V;W; la descomposicién base de un elemento primitivo torcido,
g € G, V, € Hyy, W, € Hy, ay # 0. Debe mostrarse que por cada t una de las stper
palabras V; o W; esta vacia. Supongamos que no es asi. Entre los sumandos no vacios V;,
W, elegiremos al mas grande en el sentido de Hall, por ejemplo ¢;V;W,. Bajo la base de
la descomposicién de A (T) —T®1—g (T) T aparece el término a,gsg (Vi) Ws®gsVs y
no puede ser cancelado por otro. De hecho, dado que el coproducto es homogéneo (véase
[35, Lema 9]), y puesto que bajo la base de la descomposicién las stper palabras decrecen
(véase [35], Lema 7]), el producto as (gs ® gs) A (Vi) 0 (W) tiene el tinico término con la
forma recién expuesta. Por las mismas razones oy (g: ® g;) A (V;) § (W}) tiene un término
como el expuesto si V;, > Vi vy W, > W con respecto al ordenamiento de Hall del
conjunto de todas las stiper palabras. Sin embargo, por la elecciéon de s, tenemos que
D (V,Wq) > D (ViWy). Ast, D (V) = D (Vi) y D (W,;) = D (W;). En particular, V; no
es un inicio propio de Vj. Por lo tanto, V; = V; dado que de otra manera la desigualdad
Vi, > V; conduce a una contradiccion, V;W, > V,W,. La desigualdad W, > W lleva a la
misma contradiccién. Por lo tanto, V; = V, y W, = W, en cuyo caso g9 (V;) W, ®¢,V; =
gs9 (Vvs) Ws ® gsVs. As, gt =9syl=s.






Capitulo 4

El grupo cuantico U, (502,,41)

Todas las relaciones definitorias del grupo cudntico U, (§02,+1) son primitivas torcidas
como polinomios no conmutativos con coeficientes de tipo grupo y, por esa razon, el
ideal minimal J; contiene todas la relaciones de U, (s02,+1). Por lo tanto, en lugar
del morfismo H (X) — u, ($02,41) es posible considerar el morfismo U, (s02,41) —
Uq (502,41). Ello brinda la posibilidad de trabajar con elementos de U, (502,11) en lugar
de emplear los polinomios no conmutativos generales.

En este capitulo se abordan conceptos asociados al grupo cudntico U, (502,11) con el
fin de emplear la férmula explicita del coproducto y algunos resultados estructurales en
el capitulo siguiente en el que se hallara el rango combinatorio de la version multipa-
ramétrica del grupo cuantico de Lusztig pequenio u, (§02,,+1).

4.1. Nociones preliminares

Sea A una é&lgebra sobre el campo k y B su subdlgebra con una base fija {g;|j € J}.
Recordemos que un subconjunto ordenado en forma lineal V' C A se dice que es un
conjunto de generadores PBW de A sobre B si existe una funciéon h : V — Z1 U oo,
llamada la funcion altura tal que el conjunto de todos los productos

gjuTt vyt L ok, (4.1)
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donde j € J, vy <vg < ...<wvp €V, n;<h(v;), 1 <i<kesuna basede A. El valor
h(v) es el peso de v € V.

Recordemos que una &algebra de Hopf H se llama dlgebra de Hopf caracter si el grupo
G de todos los elementos de tipo grupo es conmutativa y H es generada sobre k [G] por
semi-invariantes primitivos torcidos a;, ¢ € I:

Ala)=a;®1+g®a, ¢ 'ag=x(9) a, g9 €@, (4.2)

donde x?, i € I son caracteres del grupo G. Por medio del Lema de Dedekind se observa
que toda algebra de Hopf caracter esta clasificada por el monoide G* de caracteres
generados por x* :

H= Z@HX, H*={a€c Hlg'ag=x(9)a, g€ G}. (4.3)

x€G*

Asociemos a las a; una variable cudntica x;. Para cada palabra v € X = {x;]i € I'}
denotamos por g, o gr(u) a un elemento de G que aparece en u al reemplazar cada
x; con g;. De igual manera, denotamos con x* un caracter que aparece en u cuando se
reemplaza cada x; con x*. Definimos un conmutador bilineal torcido en combinaciones
lineales homogéneas de palabras en a; o en x;, ¢ € I con la formula

[u, v] = uv — x* (g,) VU, (4.4)

donde emplearemos también la notacion x*(g,) = puww = p (u,v). Se tiene que p (u,v)
es un mapeo bimultiplicativo:

p(u,vt) =p(u,v)p(u,t), plut,v)=np(u,v)p(tv). (4.5)

Como mencionamos en el capitulo anterior, los corchetes satisfacen la identidad de
Jacobi:

([, 0], w] = [u, [v, w]] + Py ([, w] 0] + (Pow = Do) [, 0] - v (4.6)

o, de forma equivalente, en otra forma menos simétrica
([, v], w] = [u, [v, W] + Pow [u, W] -V — PV - [u, w] . (4.7)
La identidad de Jacobi implica la identidad condicional
[[w, v] ,w] = [u, [v,w]], si [u,w]=0. (4.8)

Por medio de induccién sobre la longitud de esta identidad condicional se verifica la
siguiente generalizacion, (|43, Lema 2.2]).
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4.1 Lema. Si y1,ys,...,Ym Son combinaciones lineales homogéneas de palabras tales
que [yi,y;] =0, 1 <i < j—1<m, entonces el polinomio [y1ys . ..Yn| es independiente
de la alineacion de los corchetes:

[1y2 - Ym) = (V12 - Us] s [Yst1Ysi2 - ym]], 1< s <m. (4.9)

Los corchetes estan relacionados con el producto mediante las identidades

[ v, W] = Py [u,w] - v+ u- [v,w], (4.10)

[, v - w] = [u,v] - W+ puyv - [u, w]. (4.11)

En particular, si [u, w] = 0, tenemos que

[u-v,w] =u-[v,w]. (4.12)

La identidad antisimétrica se transforma en las siguientes dos igualdades

[U, U] = —Puu [Ua 'LL] + (1 - puvpvu) u-v, (413)
[u, 0] = —pyy [v,u] + (P — Pus) v - w. (4.14)
En particular, si pypw, = 1 (la antisimetria coloreada) [u, v] = —pu, [v, u] se cumple.

El grupo G actia en el dlgebra libre k (X) por medio de g~ 'ug = x* (¢) u, donde u es
un monomio arbitrario en X. El élgebra torcida G (X) tiene la estructura natural de
una algebra de Hopf

Alr)=2;,91+¢Qwx, itel, A(g)=9g®yg, gel.

Fijaremos un homomorfismo de una algebra de Hopf

e:G(X)—>H, €e(r)=a;, €(g)=g, i€l, gedG. (4.15)

La constitucion de una palabra w en B U X es una familia de enteros no negativos
{m.,z € X} tales que u tiene m, ocurrencias de z. Ciertamente, casi todas las m, en
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la constitucién son cero. Fijemos un orden arbitrario completo, <, en el conjunto X.
Normalmente, si X = {z1,...,x,}, estableceremos que x; > x5 > ... > z,.

Sea I't el monoide libre aditivo libre (conmutativo) generado por X. El monoide I't es
un monoide completamente ordenado con respecto al siguiente orden:

MAZyy + Moy, + .o+ My, > Mz, + myxy, + ...+ mix;, (4.16)

si el primer nimero a la izquierda en (m; —mj, me —mj, ...+ my —m}) es positivo,
donde x;, > x;, > ... > x;, en X. Asociemos un grado formal D (u) = > _ymex € I'"
a una palabra u en GUX, donde {m,|z € X} es la constitucién de u. Respectivamente,

si f=> au; € G(X), 0+# «; €k, entonces
D (f) = mix {D ()} (4.17)

Conviene tener presente el siguiente algoritmo, mismo que sera de utilidad mas adelante:
los factores v,w de la descomposicién no asociativa [u] = [[v],[w]] son las palabras
estandar tales que u = vw y v con longitud minima (véase [64] y [49]).

Retomando los conceptos de palabra estandar no asociativa, super letra, stuper letra
dura y su respectiva altura, expuestos en el capitulo previo, recordemos un resulta-
do fundamental para estudiar la base PBW para subdlgebras homogéneas de coideal
derecho.

4.2 Teorema (Teorema 2, [35]). Los wvalores de todas las siuper letras en H con la
funcién altura forman un conjunto de generadores PBW para H sobre k [G].

El conjunto T de generadores PBW para subdlgebras homogéneas de coideal derecho
U, k[G] € U C H, puede obtenerse de la base PBW dada en el Teorema en la
siguiente forma (véase |39, Teoremal.1]).

Supongamos que para una super letra dura [u] existe un elemento homogéneo ¢ € U
con el término lider [u]® en la descomposicién PBW dada en el Teorema [4.2}

c=[u]’+ Z aW; € W, (4.18)

donde W; es la base de stiper palabras que comienzan con menos de [u] super letras.
Fijemos uno de los elementos con la s minimal, y denotémoslo con ¢,. Asi, para cada
stuper letra dura [u] en H tenemos a lo més un elemento c,. Definamos la funcién altura
por medio del siguiente lema.
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4.3 Lema (Lema 4.3,[39]). En la representacion (4.18)) del elemento elegido c,, s =1 o
p(u,u) es una raiz primitiva t-ésima de 1 y s =t o (en el caso de que la caracteristica
sea positiva) s = t (char k)".

Si la altura de [u] en H es infinita, entonces la altura de ¢, en U se define también
como infinita. Si la altura de [u] en H es igual con t, entonces, gracias al lema anterior,
s =1 (en la descomposiciéon PBW el exponente s debe ser menor que la altura
de [u]). En este caso la altura de ¢, en U se supone también como ¢. Si la caracteristica
[ es positiva, y la altura de [u] en H es igual con tI", entonces definimos la altura de ¢,
en U igual a t{"/s.

4.4 Proposicién (Proposicion 4.4,[39]). El conjunto de todas las ¢, elegidas conforme
a la funcion altura recién definida forma un conjunto de generadores PBW para U sobre
k [G].

Recordemos que la base PBW no estd definida en forma tnica en el proceso descrito.
Sin embargo, el conjunto de términos lideres de los generadores PBW si lo estan.

4.5 Definicién. El grado sD (c¢,) € v" de un generador PBW ¢, se dice que es una
U-raiz. Una U-raiz v € I'" se llama simple si no resulta la suma de dos o mas U-raices.

El conjunto de U-raices, y el conjunto de U-raices simples son invariantes para cualquier
subalgebra de coideal derecho U.

Si el kernel de € definido en estd contenido en el ideal G' (X )2 generado por z;x;,
i,j € I, entonces existe una proyeccién del algebra de Hopf 7 : H — k[G], a; — 0,
g; — g;. Por el Teorema de Radford [58], tenemos una descomposicién en un biproducto,
H = A#k[G], donde A es una subdlgebra generada por a;, i € I, véase [I], §1.5,81.7].
4.6 Definicién. En adelante denotaremos con A al mayor ideal de Hopf en G (X )(2),
donde G (X >(2) es el ideal de g (X) generado por z;z;, i, j € I. El ideal A es homogéneo
en cada z; € X, (véase [42, Lema 2.2]).

Si ker € = A o, de manera equivalente, si A es una algebra cuantica simétrica (una élge-
bra de Nichols [Il §1.3, Seccién 2]), entonces A encuentra una representacién barajada
como se describe a continuacion.
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El dlgebra A tiene la estructura de una dlgebra de Hopf trenzada, [72], con un trenzado
T(u®v) = p(v,u) " v ® u. El coproducto trenzado AP en A estd conectado con el
coproducto en H de la siguiente forma

AP (u) = Z uMgr (u@))fl Qu?. (4.19)
(w)

El espacio tensorial T'(V), V = > z;k también tiene la estructura de una algebra de
Hopf trenzada. Esta es el dlgebra cudntica barajada Sh. (V') con el coproducto

m

A (u) =) (210 2) @ (241 - 2m) (4.20)

=0

donde z; € X,y u = (2120 .. 2m_12m) es el tensor 21 ® 20 Q... ® 2,1 & 2, considerado
como un elemento de Sh, (V). El producto barajado satisface

(w) (z;) = Z p(zi,0) " (uzw), (x;)(w) = Z p(u,2;) " (uziv) . (4.21)

El mapeo a; — (x;) define una incrustacion del algebra de Hopf trenzada A en el dlgebra
de Hopf trenzada Sh, (V). Esta incrustacion es muy ttil para calcular el coproducto
gracias a las férmulas (4.19)), (4.20)).

Otra nociéon importante es la del cédlculo diferencial en nuestro contexto. El algebra
libre k (X') tiene asociado un cédlculo diferencial

Las derivadas parciales conectan al célculo con el coproducto en k (X) de la siguiente
forma

A)=u©l+ . 60 () ® 1 (mod G(X)ok <X><2>) , (4.23)

donde k (X)® es el ideal generado por rixy, 1 <i,j<n.

4.7 Lema. Sea u € k(X) un elemento homogéneo en cada ;. Si p,, €s una raiz
primitiva t-ésima de unidad, entonces

0; (u') = p (u, ) uy [uy . [u, 05 (w)] .. ] (4.24)
—_—
t—1
Demostracién. Primero, haremos notar que la secuencia pyy, p2,, - - -, pi’ contiene to-

das las raices t-ésimas de 1 excepto el propio 1. Todos los miembros en esta secuencia
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son distintos. Entonces, podemos escribir una igualdad polinomial

t—1

1-a")=1-2)[JQ-pl2). (4.25)

s=1

Calculemos el lado derecho de (4.24). Denotemos con L, R, los operadores de multi-
plicacién por u por la izquierda y por la derecha, respectivamente. El lado derecho de
(4.24) tiene la siguiente representaciéon como operador

t—1

p(u, xi)t_l <37; (u) - (L — Qpa 1RU)> )

s=1

donde Q = p (u, 8; (1)) = puup (u, x;)~". Consideremos el polinomio

7o =TT -0t # Yo

Dado que los operadores R, y L, conmutan, podemos desarrollar la multiplicacién en
el operador producto considerando R, y L, como variables conmutativas:

t—1

t—1
[T (Z.—@Quy'Ru) = L' f (%) = L FRE.
u k=0

s=1

Asi, el lado derecho de (4.24)) es igual con

p(u,z;)" Zautlkf) (u) uF

Por otra parte, puesto que Q = pu.p (u, xi)fl, el polinomio f tiene una representacion
:Ht—l(l—piue),
s=1

donde € = A\p (u, xi)_l. Tomando en cuenta (4.25)) se sigue que

1—¢
A p—
1= ANp(u, ;)"
1 - >‘p (u7 $i>_1

=1+ \p(u, :Ei)fl + )\2p (u, xi)fz + ..+ )\t_lp (u, %)14 :
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esto es, o = p (u, xi)_k, mientras que el lado derecho de (4.24]) toma la forma

t—1

Zp (u, ;)" F bR, () WP, (4.26)

k=0

Al mismo tiempo, la férmula de Leibniz (4.22)) muestra que 0; (u') también es igual con

(3.26). 0

Terminaremos este apartado haciendo una breve revision al criterio de Milinski-Schneider
y exponiendo algunos conceptos relacionados con el algebra cuantica de Borel.

El algebra cuantica simétrica tiene una serie de caracterizaciones. Una de ellas la des-
cribe como el dlgebra optima para el calculo definido en . En otras palabras, el
algebra A definida recién es una algebra cudntica simétrica (o, de forma equivalente,
con ker € = A) si y sélo si todas las constantes en A son escalares. Para trenzados del
tipo de Cartan esta caracterizacion fue probada por A. Milinski y H. J. Schneider en
[53], v luego fue generalizada para trenzados arbitrarios (incluso para los no necesaria-
mente invertibles) por Kharchenko en [38, Teorema 4.11]. Por otro lado, si X es finita,
entonces A, asi como cualquier ideal diferencial en k (X}, es generado como un ideal de
izquierda por constantes de k (X)® (véase [38, Corolario 7.8]). Asi, puede formularse
el siguiente criterio que resulta 1til para revisar relaciones.

4.8 Lema (Criterio de Milinski-Schneider). Supongamos que ker € = A. Si el polinomio
f € k(X) es una constante en A (esto es, 0; (f) € A, i € 1), entonces existe a € k tal
que f —a =0 en A.

Este criterio puede probarse empleando (4.19)), (4.20]) y (4.23)) por medio de la represen-
tacion barajada, ya que (4.20]) implica que todas las constantes en la coalgebra barajada
son escalares.

Ahora bien, sea C' = ||a;;|| simetrizable por medio de la matriz de Cartan generalizada
D = diag(dy,...,d,), d;a;; = d;aj;. Denotemos ahora con g al algebra de Kac-Moody
definida por C' (véase [30]). Supongamos que los pardmetros p;; estan relacionados de
la siguiente manera

pi = q*, DijPji = qhvi, 1 <i,j<n. (4.27)

Denotemos con g; una transformacion lineal g; : ; — p;;x; del espacio lineal generado
por un conjunto de variables X = {zy,xs,...,2,}. Por x* denotamos el caracter x* :
g; — pi; del grupo G generado por g;, 1 < ¢ < n. Consideremos cada z; como variable
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cuantica con pardmetros g;, x*. Como anteriormente, denotemos con G (X) el dlgebra
de grupo torcida con reglas de conmutacion x;g; = p;;jg;zi, 1 < 7,j < n. Esta algebra
tiene la estructura de una algebra de Hopf caracter

Alx)=2,014+¢ @z, A(g)e® . (4.28)

En este caso, la cuantificacién multiparamétrica U q+ (g) de la subélgebra de Borel g es
una imagen homomorfica de G (X)) definida por las relaciones de Serre con los corchetes
torcidos en lugar de la operacién de Lie:

[ ([, \a:j],xj],...,le:(), 1<i#j<n. (4.29)
17aj?:/eces

Por [34, Teorema 6.1], los lados izquierdos de dichas relaciones son elementos torcidos
primitivos en G (X). Por lo tanto, el ideal generado por esos elementos es un ideal de

Hopf, en tanto que U; ®) tiene una estructura natural de algebra de Hopf caracter.

4.9 Lema (Corolario 3.2, [43]). Si ¢ no es una raiz de 1 y C es de tipo finito, entonces
toda subalgebra U de U; (g) que contenga a G es homogénea con respecto a cada una
de las variables x;.

4.10 Definicién. Si el orden multiplicativo ¢ de ¢ es finito, entonces definimos u; (g)
como G (X) /A, donde A es el mayor ideal de Hopf en G (X)® (véase Definicién .

Puesto que un elemento torcido primitivo genera un ideal de Hopf, A contiene todos
los elementos torcidos primitivos de G (X)), De manera que las relaciones ([#.29) son
también vélidas en u; (g).

4.2. Relaciones del algebra cuantica
de Borel U/ (509,.1)

En adelante mantendremos fijo un pardmetro g tal que ¢* # 1, ¢ # 1. Si C es una
matriz de Cartan de tipo B, las relaciones (4.27) adquieren la forma

Pan = @, Pii = @ DiPisni = ¢ o, 1 <d < (4.30)
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Comenzando con pardmetros p;; que satisfacen dichas relaciones, definamos el grupo
G y al algebra de Hopf caracter G (X) como lo hicimos recién. En este caso el dlgebra
cudntica de Borel U, (502,11) es la imagen homomérfica de G (X)) sujeta a las siguientes
relaciones

[z, [z, xi1]] =0, 1 <i<ny [z,2;] =0, j>i+1; (4.32)

[zi, xiva] s wiva] = [[[Tn-1, xn] , 20 ,20]) =0, 1 <i <m— 1. (4.33)

Las relaciones de Serre (4.29) se han modificado ligeramente de forma tal que el lado
izquierdo de cada relaciéon es una siper letra. Esto es posible gracias a la relacion general
en k (X) (véase [37, Corolario 4.10]):

[ [, \xj] ,a:z]r. : .le = ozlmj, [ac]‘,r oz o]l 0#aek, (4.34)

dado que p;;pj; = pjl]_"

4.11 Definicién. Se dice que los elementos u, v son separados si existe un subindice
J, 1 < j <mn, tal que u € k(z;|i <j), v € k(z;|i > j) o viceversa: u € k (x;]i > j),
ve k(i <j).

4.12 Lema. FEn el dalgebra Uq+ (809n41) cada dos elementos homogéneos separados u, v
en cada x; € X son conmutativos torcidos: [u,v] = [v,u] = 0.

Demostracion. Las relaciones (4.31]) y la antisimetria condicional (4.14)) muestra que
[zi,2;] = [xj,@;] = 0, ya que |i — j| > 1. Gracias a las relaciones (4.10)) y (4.11) es
O

posible aplicar induccién para obtener el resultado.

Ciertamente, la subalgebra de Uq+ (509,,41) generada sobre k[g1,...,¢n_1] por z;, 1 <
i < n es el dlgebra de Hopf U(;Z (sl,) definida por la matriz de Cartan de tipo A, ;.
Reemplacemos sélo un parametro p,, < ¢>. Entonces, el dlgebra cudntica de Borel
Ung (sl,41) es la imagen homomorfica de G’ (X)) sujeta a las relaciones

(i, wisa] s i) = [, [v5, @] = [w3,25] =0 j >0+ 1 (4.35)
Aqui, G’ es el grupo generado por transformaciones ¢y, ..., g1, 9,, donde ¢, (x;) =
gn (z;) con sélo una excepcion, siendo ¢, (z,) = ¢*z,,.

4.13 Lema. Una relacion lineal f =0, en x;, [ € k(X) es vdlida en Uy (502,11) 50y
sélo si es valida en el dlgebra Uqﬁ (8lp41)-

Demostracion. El elemento f, como elemento de una algebra libre, pertenece al ideal
generado por las relaciones definitorias que son independientes de x,, o lineales en x,,.
Todas las relaciones son las mismas para U; (809,11) v para U;; (8ly11)- O
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4.14 Lema. Si u es una palabra estindar, entonces u = TpTpi1 .. - Tm, K < m < n o
[u] =0 en U; (slp41). Aqud, [u] es una palabra no asociativa con la alineacion estandar
de corchetes.

Demostracion. El resultado se sigue del Teorema A,,. O]

Como corolario de los dos lemas anteriores, se tienen algunas relaciones en U q+ (802,41):

([Trr1izpre—1],26) =0 [[Th_1xpxpisq] 2] =0 k <n. (4.36)

De hecho, zj 171217k es una palabra estdndar y la alineacion estandar de corchetes
es precisamente [[xj_1, [Ty, Ty11]], 2x]. Por consiguiente, (1.8) junto con los lemas [4.13
y implican la ultima relacion.

La primera relacion se reduce a la iltima al hacer el reemplazo x; < x,_;11, 1 <@ < n,
k <—n—k+1. Resta destacar que las relaciones definitorias (4.35)) son invariantes bajo

este reemplazo (véase (4.34)) y hacen uso de los lemas y 4.14]

4.15 Definiciéon. En adelante denotaremos con x;, n < i < 2n al generador o, ;1.
u(k,m), 1 <k <m < 2n es lapalabra xyz.1 . .. Tm_12,, mientras que u (m, k) es la
palabra =, T, 1 ... g2k Si 1 < i < 2n, entonces denotaremos con ¥ (i) al nimero
2n — i+ 1, de manera que x; = ;). Con frecuencia, deberemos emplear las siguientes

propiedades de v: si ¢ < j, entonces ¥ (i) > ¢ (§); ¥ (¥ (i) =i; Y (i +1) = (i) — 1.

4.16 Definicion. Si k <i < m < 2n, entonces denotamos
o = p (u(k,m) u(k,m)), (4.37)

oy (ki) (P4 1,m)) - p(u(i+ 1,m)  u(k,i)). (4.38)

Es posible hallar a las o y o por medio de (4.30) y (4.31]). Resulta que dichos coeficientes
dependen solamente de g. De forma mas precisa,

q, sim=nok=n+1,;
op =94¢" sim=v (k) (4.39)

¢%, en otro caso.
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En efecto, la bimultiplicatividad de p (—, —) implica que 07" = [[;.<, ;< Pst €s el produc-
to de todos los coeficientes de la matriz ||py|| de (m — &k + 1) x (m — k + 1). Por (4.30)
todos los coeficientes en la diagonal principal son iguales con ¢? con sélo dos excepciones
posibles: pun = q Y Prrins1 = q. En particular, si m < n o k > n+ 1, entonces para los
coeficientes que no se encuentran en la diagonal tenemos que pgypis = 1 a menos que
|s —t| = 1, en tanto que pssy1Psi1s = ¢ 2. Por lo tanto, o = g2m=k+1.g=2k-m) — 42 Gj
m = n ok = n+1, entonces por la misma razén tenemos que o = g2m=k)FL.g=2k=m) —
q. En el caso restante, £ < n < m, partimos la matriz en cuatro matrices de la siguiente

forma
op =0 o0t H Dst * H Dst- (4.40)

k<s<n,n+1<t<m n+1<s<m,k<t<n

De acuerdo con la Definicién (4.34]), tenemos que py = Py(syt = Psw(t) = Pu(s)u(r)- Por lo
tanto, las afirmaciones tercera y cuarta en (4.30)) respectivamente son iguales con

H Pst; H Dst-

k<s<n,ih(m)<y<n $(m)<s<nk<t<n

En particular, si ¢ (m) = k, entonces los cuatro factores en coinciden con o} = g,
por lo que o = ¢*. Si ¥ (m) # k, digamos ¢ (m) > k, entonces partimos la matriz
rectangular A = [k, n| X [¢) (m),n] en la unién de la matriz cuadrada B = [¢) (m),n| x
[¢ (m),n] y la matriz rectangular C' = [k, ¢ (m) — 1] x [¢» (m), n]. De manera similar,
la matriz A* = [¢) (m),n] X [k,n] es la unién de la misma matriz cuadrada y la matriz
rectangular ¢* = [¢ (m),n] X [k, ¥ (m) — 1].

Ciertamente, si (s,t) € C, entonces t —s > 1 a menos que t = ¢ (m) — 1, s = ¢ (m).
En consecuencia, las relaciones (4.31)) implican que

H PstPts = Pip(m)—1¢(m)Pp(m)yp(m)—1 = qu
(s,t)eC

al mismo tiempo, H(s,t)e BPst = Ty = 4 Finalmente, (4.40|) toma la forma

J]Tgn:qq Hpst Hpstpts_qa

(s,t)eB (s,t)eC

lo cual prueba (4.39). Para encontrar las p consideremos la descomposicion (4.40)) con
n < i. Dado que p (—, —) es un mapeo bimultiplicativo, el producto de los tltimos dos
factores es precisamente /LZ"Z. En particular tenemos que

-1

i = o (otom) (a.41)
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Esta férmula con (4.39)) permite encontrar las . Concretamente, si m < ¢ (k), entonces
L sim>n,i=1v¢(m)—1;

q
pt =41, sii=mn; (4.42)
q

~2. en otro caso.

Sim =1 (k), esto es x,, = xy, entonces

2 . .
m,i q, S11=n;
P = { (4.43)

1, en otro caso.
Si m > 1 (k), entonces las p satisfacen u;:’i = uzg%w(i)_l. Entonces es posible emplear

(#.42):

g stk <ni=1(k);
pt =41, sii=mn; (4.44)
q

, en otro caso.

Se definen los corchetes de u (k,m), k < m del siguiente modo

([ [k 2haa] -]y @] s 2w, sim < (k);

ulk,m] = < [xr, [Tra1, [ [Tme1, 2]l sim > (k); (4.45)
Bluln+1,m),ulk,n]), sim = (k),

donde § = —p (u(n+ 1,m),u(k,n))”", normaliza el coeficiente en u (k,m). La identi-

dad condicional (4.9) muestra que el valor de u [k, m] en U; (503,1) es independiente
de la alineacion de corchetes dado que m < n o k > n.

Con ~ denotamos la igualdad proyectiva: a ~ b siy sélo si a = ab, donde 0 # « € k.

4.17 Lema. Sit € {k—1,k}, t <n, entonces [u[k,n], x| = [z, u[k,n]] = 0.

Demostracion. Sit < k—2, entonces la igualdad se sigue del segundo grupo de relaciones
definitorias (4.13)). Sea k <t < n. Por (4.8)) podemos escribir

[ulk,n],x) = [[ulk,t —2],ult — 1,n]],z] = [u[k,t —2],[ult —1,n],x]].
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Por el Lema (.14} el elemento [u[t —1,n], 1, es igual con cero en US (sl,11) dado
que la palabra w(t — 1,n) x; es estdndar y los corchetes estandar son precisamente
[u[t —1,n],x]. Este elemento es lineal en z,. Por consiguiente, [u[k,n],z;] = 0 en
U/ (502,41) también gracias al Lema [4.13| Puesto que p (u (k,n),z¢) p (24, u (k,n)) =
Prer1PuPit—1  PerrPuPi—1e = 1, la identidad antisimétrica (4.14]) puede aplicarse.

4.18 Lema. Sit € {¢p(m)—1,¢ (m)}, t <n < m, entonces

[z, uln+1,m] =[u[n+1,m], a] =0.

Demostracion. Si t < 1 (m) — 2, entonces la relacién requerida se sigue del segun-
do grupo de relaciones (4.13). Sea ¢ (m) < t < n. Por el Lema el valor de
u[n+1,m] en Uy (§03,41) es independiente de la alineacién de los corchetes. En par-
ticular u[n + 1, m| = [[w, [x1242,1]] , v], donde

w=ufnt 1,00t —2),0 = ult () +2,m]
. Puesto que py11pupi—1-pra1tPupi—1: = 1, la identidad antisimétrica (4.14)) y la primera
de (4.36) implican [z, [xi12020—1]] ~ [[Ti—1202-1] , 2] = 0. Queda notar que [z, w] =

] =0, [z, v] = [v, 4] = 0 de acuerdo con el segundo grupo de relaciones definitorias
3). 0

8

Y

1

BE

4.19 Lema. Si k < n < m < ¢ (k), entonces el valor en U (502,11) de la palabra
en corchetes [YpTni1Tnia - .- Tm|, donde yx = ulk,n], es independiente de la alineacion
particular de los corchetes.

Demostracion. Para aplicar (4.9) es suficiente con verificar [u [k, n],z;] =0, n+1 <t <
m. Dado que la aplicacién de 1 cambia el orden, tenemos que k < ¢ (m) < ¥ (t) < n.
Por consiguiente, tomando en cuenta z; = ), es posible aplicar el Lema m O

4.20 Lema. Sik < n < ¢ (k) < m, entonces el valor en U} (502,41) de la palabra en
corchetes [XpTri1 ... TpYml, donde y, = u[n + 1,m], es independiente de la alineacion
particular que tengan los corchetes.

Demostracion. Para aplicar (4.9) es necesario [z, u[n+1,m]] = 0, k < t < n. Para
obtener dichas igualdades, se emplea el Lema [4.1§ O

4.21 Lema. Sim # ¢ (k), k <i <n <m, entonces
fulk,lufn+ Lml) = [uln+ 1,m], k] = 0

a menos que i = (m) — 1.
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Demostracion. Denotemos por u = wlk,i], w = u[n+ 1,m|. Las relaciones (4.30) y

(4.31)) implican que puwpwy = 1. Por (4.14]), tenemos que [u, w] = —pu., [w, v].

Si ¢ (m) < k, entonces por el Lema tenemos que [z, u[n+1,m]] =0, k <t <.
En tal caso, [u[k,i],u[n+1,m]] =0.

Supongamos que ¢ (m) > k. Si ¢ < 1 (m) — 1, entonces gracias al segundo grupo de
relaciones definitorias (4.13)) tenemos que [z, u[n + 1,m]] =0, k < ¢ <. Por lo tanto,
[w[k,i],uln+1,m]]=0.

Sea 1 (m) <7 < n. Siempleamos la notacién uy = u [k, (m) — 2], us = u[yp (m) — 1,1,
entonces ciertamente u = [uy,us] a menos que k = ¥ (m) — 1, u = uy. Dado que
[ug,w] = 0, la identidad de Jacobi condicional implica que en ambos casos se
requiere verificar que [ug, w] = 0.

Hagamos uz = [Ty(n)—1, Ty(m)], s = u [t (m) + 1,4]. Entonces us = [us, us] a menos
que ¢ = 1 (m), uy = ug. Por el Lema tenemos [z, u[n + 1, m]] = 0 para toda t,
Y (m) <, t < n. En consecuencia, [us, w] = 0. Asi, la identidad de Jacobi con u < us,
v 4 uy muestra que es suficiente con probar que [uz, w] = 0.

Pongamos wy = u[n+ 1,m — 2], wy = 2,1, T, Entonces w = [wq, wy] a menos que
m — 2 =mn, w = wy (recordemos que estamos considerando el caso ¥ (m) < i < n, en
particular ¢ (m) <n —1yasim > (n—1) =n+ 2). Tenemos que [uz,w;] = 0. Por
lo tanto, la identidad de Jacobi , con u < ug, U < wp, W < wy muestra que es

suficiente con obtener [uz, ws] = 0; esto es, [[x;_1, %], [Ti41,24])] = 0 con t = ¢ (m) <
n. Puesto que [[z;_1,2¢,2;] = 0 es una de las relaciones definitorias, la identidad
condicional implica que [[z;_1, 2], [Ti11, 2] = [[rio1202051] , 7). Queda aplicar la
segunda relacion de (4.36]) para llegar al resultado deseado. O

4.22 Lema. Sim # ¢ (k), k <n <i<m, entonces
fulk, ) wli + 1, m]) = ufi + 1, u ks, 7)) = 0

a menos que i = 1) (k).

Demostracion. La prueba es similar a la demostracion del lema anterior. Se basa en el
Lema m y la segunda relacién de (4.36)) de igual forma en que el lema anterior se
basa en el Lema y la primera relacién (4.36)). O

4.23 Corolario. Sim # v (k), k <n <m, entonces en U, (s02,11) tenemos que

ulk,m] =[ulk,n],un+1,m]]=puln+1,m|, ulk,n|, (4.46)
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donde B = —p (u(n+1,m),u(k,n))~".

Demostracion. Consideremos la notaciéon v = u [k, n|, v = u[n + 1, m]. Las igualdades

(4.42)), (4.44) con ¢ = n muestran que pyppu, = ;" = 1, dado que m # ¢ (k). Asi,

[u,v] = UV — Py = —pyy [V, u]. Esto prueba la segunda igualdad. Para probar la
primera debe aplicarse el Lema sim < ¢ (k), y el Lema en cualquier otro
caso. O

4.24 Proposicién. Si m # 1 (k), entonces en U ($02,41) para cada i,k < i < m
tenemos

[ulk,i],uli+1,m]] = ulk,m]

con solo dos posibles excepciones coni =1 (m)—1, yi =1 (k).

Demostracion. Si m < n ok > n+ 1, entonces la afirmacion se sigue de (4.9)). Asi,
podemos suponer que m > n.

Si i = n, el Corolario implica la férmula requerida.

Si i > n, entonces el Corolario conduce a u [k, = [u[k,n],u[n + 1,1]], mientras
que por el Lema se tiene que [u [k, n],u[i + 1,m]] = 0. Entonces, (4.8) implica

[wlk,n],un+1,d],uli+1,m] =ulkn],[un+1i,uli+1,m]].

Ahora, (4.9) muestra que [u[n + 1,4],u[i + 1, m]] = [u[n,m]], y nuevamente la férmula
requerida estd implicita en el Corolario [4.23]

Si i < n, entonces el Corolario conduce a ufi+1,m| = [u[i+ 1,n],u[n+ 1,m]|,
en tanto que por el Lema tenemos que [u [k, i],u [n + 1,m]] = 0. Por consiguiente,

implica
[wlk,i],[uli+ 1,n],uln+1,m]]] = [[ulk,i],[u]i+ 1,n]],u[n+1,m]].

Ahora, (4.9) muestra que [u[k,i],u[i+ 1,n]] = u[k,n], y de nuevo el Corolario
implica la formula deseada. n

4.25 Proposicién. Sim # Y (k), k <i<j<m, m# Y1), j#v({E)—1,j #
Y (k), entonces [u[k,i],u[j+1,m]] = 0. Si adicionalmente i # ¢ (j) — 1, entonces
[u[j +1,m],ulk,i]] = 0.
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Demostracion. Si m < n o k > n, entonces u[k,i] y u[j+ 1,m| estdn separadas por
z;, y por consiguiente la afirmacién se sigue del Lema [4.12]

Si k < n < i, entonces por el Corolario [4.23| tenemos que u [k, 7] = [a,b] con a = u [k, n],
b= u[n+1,i]. El segundo grupo de relaciones implica que [b,u[j + 1,m]] = 0,
mientras que el Lema implica que [a,u[j + 1, m]] = 0. Entonces, por se tiene
la relacion requerida.

Si j < n < m, entonces nuevamente por el Corolario tenemos que u[j + 1,m] =
[a,b] cona =wul[j+ 1,n], b =u[n+ 1, m]. El segundo grupo de relaciones implica
que [ulk,i],a] = 0, mientras que el Lema implica que [u [k,1],b] = 0. Entonces,
por se sigue la relacion requerida.

Asumamos que i < n < j. Sii > 1 (j)— 1, entonces, tomando en cuenta el Lema [4.13]
es posible aplicar el Lema con n < i, i < j. De manera similar, si ¢ < ¢ (j) — 1,
podemos emplear el Lema conn < 1 (j)— 1. Sea i =1 (j) — 1. Podemos aplicar
el caso i > 1 (j) — 1 a la secuencia k < i < j' <m con j' = j + 1 a menos que j' = m,
o7 = (k). Asi, [u[k,i],u[j +2,m]] =0, dado que j+1#m, j+1# 1 (k). El Lema
implica que

(ulk,i], x| = [ulk,i—2],[[xic1, 2], z5]] =0, (4.47)

por la desigualdad i < j — 1 y la igualdad ¢ = ¢ (j) — 1 implica ¢ < n. Ahora, si
j+1#m, j+1#vY(k), entonces por el Lema se tiene que

(4.47)

(-8)
0,

[u [k‘, Z] » U [j + 1’m]] = [[u7 [kv Z] ) [xhu [j + 2,7”]]]] = [[u [ku Z] ’xi] » U [] +2, m]]

=
IS
IS

para ;11 = ;. La igualdad excepcional j + 1 = ¢ (k) implica que k = ¢ (j) — 1 = 1.
En este caso, por medio del Lema [4.1] tenemos

[z, ulj +1,ml] = [l [z, 2ia]], ulf + 3,m]] = 0.
Si en cambio j + 1 = m, entonces u[l + j,m| = x,, = x;, para ¢¥ (j +1) = i. Por
consiguiente aplica la relacién (4.47). La igualdad [u[k,7],u[j + 1,m]] = 0 queda de-

mostrada.

Asumamos que i # 9 (j) — 1. La definicién de (4.38)) muestra que

p(u ki), u(G+1m) - pu+1m), k) = (1)
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Usando (4.42)) y (4.44) podemos probar que ppt = ', Sii = n, entonces pp” = 't =
1. Sea i # n. Si m < ¢ (k), entonces ;" = ¢~*, para i = 1) (m) — 1 es equivalente a
m =1 (i) — 1. De manera similar, 3" = ¢~2, para j #Z ¢ (i) — 1, y j <m < ¢ (k).

Sim > v (k), ei # ¢ (k), entonces por (4.44)) tenemos que ,u;”’i = ¢~2, mientras

que ' = ¢~% en ambos casos: si j < 1 (k) por [@42), y si j > ¢ (k) por (E44).
Finalmente, si i = ¢ (k), entonces j > i = 1 (k); por consiguiente (4.44) implica que

m,i 7,0 _
Ky = Hip =4 .

Para obtener [u[j + 1,m],u[k,]] = 0 resta aplicar (4.14)). O

4.3. Generadores PBW
del algebra cuantica de Borel

4.26 Proposicién. Si ¢3 # 1, ¢* # 1, entonces los valores de los elementos u [k, m],
k <m < (k) forman un conjunto de generadores PBW para el dlgebra U, ($02,11)
sobre k [G] y todas las alturas son infinitas.

Demostracion. Por el Teorema B, el conjunto de generadores PBW (los valores de
las stper letras duras en el Teorema consiste en [ugy], & < m < n, y [wg,
1 <k < s <n,donde [ugy], [wgs] son precisamente las palabras u (k,m), u (k, ¢ (s))
con la alineacién estandar de los corchetes. Por la identidad condicional tenemos
que [Upy,] = w[k,m] en Uf (502,11). De acuerdo con los corchetes en [wys] estan
definidos por las siguientes férmulas de recurrencia:

[wks] = [xk [warls]] ’ sil< k<s— 1; (4'48)

[Wiks1] = [[Wik2] Trga], 511 <k < n,

donde por definicién wy,+1 = u (k,n). Debemos verificar la igualdad [wgs] = u [k, 1 ()]
en Uq+ (809n41). Sik=n—1, s =n, entonces wgs = [[Tp_1,2n], xp] =un—1,n+2].

Si k < s—1, entonces por (4.8)) tenemos

[k, [wlk + Lon],uln + 1,9 (9)]]] = [ulk,n], uln + 1,9 (s)]],

para [z, 2] =0, n+ 1 <t < (s). Asi, es posible aplicar induccién gracias a (4.46)).
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Si s = k+1 < n, entonces la segunda opcién de (4.48) se cumple. Esto permite aplicar
la igualdad recién probada para [wys2]. O

Si ¢ no es una raiz de 1, entonces la cuarta afirmacion del Teorema B,, muestra que cada
elemento primitivo torcido en Uq+ (809,41) es proporcional a cualquier x;, 1 <7 <mn, o

1—g, g € G. En particular, € <G (X >(2)> no tiene elementos primitivos torcidos distintos

de cero. Al mismo tiempo, gracias al Teorema de Heyneman-Radford [24], [36], Corolario
5.3], todo biideal de una &lgebra de Hopf caracter tiene elementos primitivos torcidos
distintos de cero. Por lo tanto, ker ¢ = A, mientras que la subdlgebra A generada por
los valores de z;, 1 <7 <nen UqJr (809,41) tiene la representacion barajada.

Si el orden multiplicativo de ¢ es finito, entonces por la definicion de H = u;r (802,41)
tenemos que ker ¢ = A. Por lo tanto, la subédlgebra A generada por los valores de x;,
1 <i<nenu; (502,41) tiene también una representacion barajada.

Recordemos que por (u, (m, k)) denotamos al tensor z,,, ® T,,—1 ® ... ® xy considerado
como elemento de Sh, (V).

4.27 Proposicion. Sea k < m < 2n. En la representacion barajada tenemos

m m def m—
u [ki?m} = Q- (u (m7 k)) ) Qp = € (q2 - 1) i H Dij, (449)
k<i<j<m
donde
1, sim<nok>n;
gr=cqt sik<n<m,m#y(k); (4.50)
g% sim=1(k).

Demostracion. Emplearemos induccién en m — k. Si m = k, la igualdad se reduce a

i) Consideremos primero el caso m < ¥ (k). Por la hipdtesis inductiva tenemos que
ulk,m—1]=a ' (w), w=u(m—1,k). Al usar (4.21)) podemos escribir
U [k7 m] = a;gn_l {(w) (:Em> - D (w, l‘m) ’ ('rm) (w>}
=o' Y {p@m,0) T = p(w, ) p (1, 2) T} (wv) . (4.51)

Uv=w
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Puesto que w = wwv, tenemos que p (w, x,,) p (u,acm)_1 =p(v,xy).

Si m < n, entonces las relaciones (4.31)) implican que p (v, Z,) p (T, v) = 1 con
sélo una excepcion: v = w. Por consiguiente, la suma (4.60)) tiene sélo un término.
El coeficiente en (x,,w) = (u (m, k)) es igual con

Q™ p (w, 2m) (p (W, 2n) " p (T, w) T = 1) = o 'p (w,2m) (¢ — 1),

como se requiere.

Sim =mn+ 1, entonces ain p (v, Z,,) p (Tm,v) = 1 con dos excepciones: v = w 'y
v =u(n—1,k). En ambos casos (uzx,,v) es igual con (u (m, k)). En consecuencia

el coeficiente de (u (m,k)) en la suma (4.60|) es igual a
p(xna u (ka n— 1>>_1 _p(u (l{i, n— 1) 7'ITL) +p ('ITH u <k7n))_1 -p (U (k7n> 7Z'n) )
es decir,

-1 —1 -1 —1 —1 -1, _-1_-—1
b (U}, xn+1) {pnnflpnflnpnn — Pnn +pnn71pnnpnnpnfln - 1} :

Por (4.30) y (#.31) tenemos que af* = o' 'p (w, T, 41) (¢* — 1) ¢ L.

Supongamos que m > n + 1. En este caso, por la definicién de z,, = x;, donde t =
Y (m) <Y (n+1) =n. Seav =wu(s k). Sis<t—1, entonces v depende sélo de x;,

i <t—1,y las relaciones y implican que p (v, Zy) p (T, v) = 1. si s > ¢,
s #m — 1, entonces p (v, Tm) P (T, V) = Pe—1DuDi+1t - Pu—1PuPi+1e = 1. Por lo tanto,
en quedan tres términos con s =t —1, s =ty s=m—1. Siv =u(t —1,k)
ov = u(t,k), entonces (ux,,v) es igual a (u(k,t)x?u (t +1,m — 1)), en tanto que el
coeficiente del tensor en la suma (4.60]) es

paeu(kt—1)"" = pu(kt —1),20) +p (@ uk, )™ —plulkt),z)
esto es,

p(u(k,t),ze) {pu_1—1p; 5" — it + oo vt iy — 1} = 0.

Asi, en (4.60)) resta un término con v = u (m — 1, k). Este tiene el coeficiente requerido:

m—1

af = ™ (p (wmw) ™ = pw,n)) = afp (w,n) (4 — 1) (4.52)

ii) De forma andloga, consideremos el caso en el que m > v (k). Por la hipétesis inducti-
va, tenemos que u [k + 1,m] = a1 - (w), w = u (m, k + 1). Empleando (4.21)) podemos
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escribir

ulk,m) = i’y {(x) (w) = p (2g, w) - (W) (24) }
=apl, Z {p(u, z) " =p (zk, u) } (uzyv) . (4.53)

Uv=w

Sik > n, entonces p (u, xx) p (zx, u) = 1, a menos que v = w. Asi, (4.53)) tiene solamente
un término, y el coeficiente es igual con

Oé;gn-klp (xka w) (p (wa xk)ilp(‘xk’a w)il - 1) = azl-‘,-lp (xka U}) (q2 - 1) )

COImo se requeria.

Si k = n, entonces p (u, xx) p (xg, u) = 1 con dos excepciones: u =w y u = u (m,n + 2).
En ambos casos (uzxv) es igual con (u (m, k)), mientras que el coeficiente toma la forma

-1

p(w,l‘n)il —p(Tp,w) +pu(mn+2),z,)" —p(x,,u(m,n+2))

que es igual con
P (@n, W) {Prn—1PnZ1nPrn — 1+ PrniPnl1nPin — Don ) -

Gracias a las relaciones ([£.30]), ([4.31) se tiene que & = ™, 1p (zn, w) (¢* — 1) ¢, como

se buscaba.

Supongamos que k < n. En este caso, x, = x; con m >t o (k) > (n)=n+1

Sea u = u(m,s). Si s > t, entonces u depende sélo de x;, i < k — 1, y las relaciones

(4.30]), (4.31)) implican que p(xg,u)p (u,xx) = 1. Si s <t —1, s # k + 1, entonces
P (T, w) p (U, T) = Ph—1kDPkkPh+1k - Pkk—1PkkPk+1k = 1. De manera que en (4.53)) quedan
tres términoscon s =t, s =t+1,y s = k+1. Siu = u(m,t) ou = u(m,t + 1), entonces
uzpv =u (m,t + 1) ziu (t — 1, k), en tanto que el coeficiente del tensor correspondiente
es

b (u (m7 t+ 1) 7xk’)71 - D (xka U (ma i+ 1)) +p (U, (m> t) 73319)71 - D (xka Uu (m> t)) ;
es decir,
p (g, u(m,t +1)) {plzfllkpl;klfl -1 +pl;lc1p1;11kp1;k14 - Pkk} = 0.

Asi, en (4.60) queda un sélo término, y

o = oy (p(w,2)" = p(w,w)) = oy p (wx,w) (¢ = 1) .
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iii) Consideremos el caso faltante en el que m = ¢ (k). En este caso z,, = xk. Si

k=mn, m=n+1, entonces u[n,n+ 1] = —p, ! [x,,z,] = (1 — ¢~') 22, mientras que en

la representacién barajada tenemos (z,) (z,) = (1+¢ ') (1 + ¢ ') (z,7,). Entonces,
uln,n+1] = (1 — ¢ ?) (xps17,), lo cual se requiere: (1 —¢2)=¢3-(¢* — 1) - Pon-

Si k < n, hacemos u[n+ 1,m], v = zg, w = u[k + 1,n]. Por la definicién de
se sigue que u[k,m] = Bu,[v,m]], donde = —p(u(n+1,m),u(k,n))""; esto es,
B = =Py En virtud de que u[n+1,m] = [u[n+1,m — 2], [zx41, 23], la identi-
dad condicional implica que [u,v] = [u[n+ 1,m — 2], [[xg41, zx] , zx]] = 0. Asi,
[[w,v],w] =0, y la férmula conduce a

Bk, m] = puutk - [U, W] — Poy [u, W] - 2. (4.54)

La férmula (4.46]) implica que 3y [u,w] = u [k + 1,m] con 3; = —p,l. Por consiguiente
el caso anterior, el ii), nos permite encontrar la representacién barajada [u, w] = « - (2)
con z =u(m,k+1), y @ = —puyaj,,. Por (4.21) la representacién barajada del lado

derecho de (4.54)) es

Y (Pup (s,00) 7 = powp (wr,y) ) - (s74Y) -
sy=u(m,k+1)

_ -1
Tenemos que By = BPuw®)li ] = Doy Oh1, ¥

2

PuvPvu = Pk+1kPkkPkk+1Pkk = {4

dado que k& < n. Por lo tanto, se sigue que

ulk,m] =o'y Y (p(s,a) ™ = ¢ (xk, 9)) - (sary) - (4.55)
sy=u(m,k+1)

Si s & {0,2m,2=u(m,k+1)}, entonces p(s,xx)p (5, S) = Prs1PekPrbi1Pik = ¢
que como en sigue teniendo sélo tres elementos. Si s # () 0o s = x,,, entonces
(szry) = (z12) dado que z,, = zx. En consecuencia, el coeficiente en (xyz) en es
igual con 1 — ¢? —l—p,;kl —q %pp = 0. Asi, en queda sélo un término con coeficiente

OZZL+1 (p (Zwrk:)_l - q_2p (Z‘k, Z)) - Oél:n+1p (xlm Z) q_2 (q2 - ]-) - 0521
Ya que p (Z; xk) P (Ik; Z) = DikDk+1kPk+1k * DkkDkk+1Pkk+1 = L. [l

4.28 Teorema. En U] (502,11) el coproducto en los elementos ulk,m|, k < m < 2n
tiene la siguiente forma explicita:

A(ulk,m]) =ulk,m| @1+ grgrs1 - Gm @ ulk, m]

m—1
+ Z 7i (1= q7%) gk - - gouli + 1, m] @ u [k, ], (4.56)
i=k
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donde 7; = 1 con sélo una excepcion; T, = q.

Demostracion. Las formulas (4.49), (4.20) y (4.19) muestran que el coproducto tiene
la forma (4.56), donde 7; (1 — ¢2) = ol (a};aﬁl)_l XM (grgrar ... g;). Tenemos

( H Pab H pab) H Pab = k’ Z) (Z + 1) ,m) .

k<a<b<i i+1<a<b<m k<a<b<m

Por lo tanto, la definicién de u}* dada en (4.38) y la definicién de o} dada en

. . _ m (i m 1 m,i, m (i, m m,i
implica que 7; (1 — ¢72) = €V (€k€i+1> (¢* — 1) "' esto es, 7; = €] (6k6i+1) qzﬂk :

Por (£41) tenemos que ;"' = o} (a,iaﬁl)_l. Empleando (4.39)) y (4.50) se observa
que

2 .
, sim<nok>n+1;
eplop = 1 (4.57)
q, en otro caso.
Ahora las 7 tienen la siguiente forma elegante
i i\—1 -1 q, sii=mn;
T, = €pop (€.07 e ol 2 = 4.58
i =i (k) (dhoth) {1, en otro caso. (4.58)

Es interesante notar que la formula del coproducto difiere de la de U;; (sly,11) por tan
sélo un término (véase férmula (3.3) en [42]). O

Ahora, hallaremos los generadores PBW de u F (509,41). Para ello requeriremos algunas
relaciones adicionales en U (502,11).

4.29 Lema. Si k <m < (k), entonces en el dlgebra U (502,11) se tiene que

[w[k,m], [ulk,m],u[k+ 1,m]]] = 0. (4.59)

Demostracion. Primero, supongamos que m < ¢ (k) — 1. En tal caso, tanto u (k,m)
como u (k + 1,m) son estdndar. La alineacién estandar de corchetes de estas palabras
se define por ([£.48)). Sin embargo, en la Proposicién hemos visto que [u (k,m)] =
u [k, m], y por consiguiente también [u (k + 1,m)] = u [k + 1,m] en el dlgebra U, (502,,11)-

La palabra w = u (k,m) u (k,m) u (k + 1, m) es estdndar. El algoritmo expuesto al inicio
del capitulo muestra que la alineacién estandar de corchetes es precisamente

([ (k,m)] [l (k,m)], [ (k +1,m)]]] (4.60)
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De modo que la stiper palabra [w] en U (502,41) es igual al lado izquierdo de (4.59).

Por la Proposicién todas las stiper letras duras en U, (§02,41) son [u (k,m)],
E < m < ¢ (k). Asi, [w] no es dura. El uso multiple de la Definicién muestra
que el valor de [w] es una combinacién lineal de valores de stiper palabras en me-
nos de [w] siper letras duras. Puesto que UJ (502,41) es homogénea, cada una de
las siper palabras en esa descomposicién tiene dos siper letras duras menores que
[w] y de grado 1 en zj (si una super letra dura [u(r,s)] es de grado 2 en xy, en-
tonces 1 < k y wu(r,s) > w). Al mismo tiempo todas esas siper letras duras son
[u(k,m+1)],[u(k,m+2)],...,[u(k 2n — k)]. Cada uno de ellos tiene grado 2 en x,,41
si m > n,y al menos 1 si m < n. Entonces, la siper palabra tiene grado al menos 4
en Tp,eq sim > n, y al menos 1 si m < n. Sin embargo, w es de grado 3 en x,,,1 si
m > n, y es independiente de x,,,1 si m < n. Por lo tanto, la descomposicién es vacia,
y [w] =0.

Sea, entonces, m = 1 (k) — 1. En este caso, u(k+ 1,m) no es estandar y por esa
razon no es posible aplicar los argumentos previos. A pesar de ello, podemos pro-
bar de forma similar que [u[k,2n — k|, 2] = 0, & < t < n. Esto implicaria que

Si k+1 <t < n, entonces por el Lema [£.17y el Lema [£.18}

[ulk,n],x) =[uln+1,2n—k],z] =0.

Por medio del Corolario tenemos que [u [k, 2n — k], 2] = 0.

Sit = k + 1, consideremos la palabra v = w(k,2n — k) zx4;. Esta es una palabra
estandar, y la alineacién estandar de corchetes es [v] = [[u(k,2n — k)] xx41]. Por lo
tanto, el valor de la stper letra [v] es igual con [u[k,2n — k|, xk41]. Al mismo tiempo
[v] no pertenece al conjunto de generadores PBW; esto es, no es dura. El uso miltiple
de la Definicion muestra que el valor de [v] es una combinacién lineal de valores
de stper palabras menores en [v] super letras duras. Cada una de las stper palabras en
dicha descomposicion tiene una siper letra dura menor que [v] y de grado 1 en z. Sin
embargo, no hay tales stiper letras. Asi, la descomposicién es vacia y [v] = 0.

Sea t = n. Si k = n — 1, entonces [u[k,2n —k|,x,] = [[[xn_1,2n],2n], 2] = 0
debido a (4.33). Si k = n — 2, consideramos a la palabra u = u(k,2n —k)z, =
Tp_oTp 1TnTnTy 1T,. Esta es una palabra estdndar, mientras que la stper letra [u]
no lo es. De nuevo, no existe una super letra dura menor que [u] y de grado 1 en
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T,_o. Por consiguiente [u] = 0 en Uq+ (809,41). La alineacién estdndar de corchetes es
[[Th_oTpn_12n2,] [€n_12,]]. Por lo tanto, tenemos que

Hxn—27 [[xn—17 xn] w'En]] ) [x'n,—lv xn]] — 0
Al mismo tiempo [z,_s] =0y [[[Tn-1,2Zn], xn], z,] = 0 implica que
[[xTLfQ; [[:Enfla xn] 7xn“ 7'rn] =0.

La identidad condicional (4.8)) conduce a

(02, [[Tn-1, 2], Z0l] , [Tn—1, Ta]] = [[[Tn—2, [[Ta-1, Zn]  T0]] , T0a] s 2]

lo cual es requerido para [u[n — 2,n + 2], z,] = [[[Tn—2, [[Tn-1, Tn] , Tul], Tno1], Ta).

Finalmente, supongamos que k < n — 2. Emplearemos la notacién u; = u[k,n — 3|,
vy = uln+3,2n— k|, wy = u[n—2,n+2]. Ya hemos probado que [wy,z,] = 0. El
segundo grupo de relaciones implica que [uy,x,] = 0, [v1,2,] = 0. Al mismo
tiempo, por medio de la Proposicién tenemos que u [k, 2n — k] = [u[k,n + 2|, v1]
y uk,n+ 2] = [uy, w]; que es u [k, 2n — k| = [[ug, wq],v1]. Esto ciertamente implica la
relacion requerida [u [k, 2n — k], z,,] = 0. O

4.30 Proposiciéon. Si el orden multiplicativo t de q es finito, t > 4, entonces los valores
de w[k,m], k < m < (k) forman un conjunto de generadores PBW para u} (502,41)
sobre k [G]. La altura h de u[k,m] es igual cont sim =mn ot es impar. Sim #n yt
es par, entonces h = t/2. En todos los casos u [k, m]" =0 en Uy (502041)-

Demostracion. Primero, notemos que la Definicién |3.14]implica que la stuper letra no du-
raen Uq+ (809,,41) €s atin no dura en u;“ (802,41). Por lo tanto, todas las siper letras duras
en u; (502,41) estan en la lista u [k, m], k <m < ¢ (k). Si, luego, u [k, m] no es dura en
u, (802, 41), entonces por el uso miltiple de la Definicién el valor de u [k, m] es una
combinacién lineal de stiper palabras en stiper letras duras menores que u [k, m]. Puesto
que u;r (809,+1) es homogénea, cada una de las stper palabras en dicha descomposicion
tiene una stper letra dura menor que u [k, m] y de grado 1 en z. Al mismo tiempo todas
las super letras duras estan en la lista [u (k,m + 1), [u (k,m +2)],..., [u(k,2n — k)].
Cada una de ellas tiene grado 2 en x,,11 si m > n, y al menos 1 si m < n. Por con-
siguiente la stiper palabra tiene grado al menos 2 si m > n, y al menos 1 si m < n.
Sin embargo, u [k, m] es de grado 1 en 41 si m > n, y es independiente de x,,,; si
m < n. Por lo tanto, la descomposicién es vacia, y u [k, m] = 0. Esto contradice a la
Proposicién .27, por (u (m, k)) # 0 en el dlgebra barajada.

Para simplificar la notacién, emplearemos ahora la notaciéon u = u [k, m]. La ecuacién
(4.39) implica que py, = g sim = ny pu = ¢* en otro caso (recordemos que ahora m <
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Y (k)). Por la Definicién el valor minimo posible para las alturas es precisamente
la h dada en la proposicién. Queda probar que u* = 0 en u, (§09,41). Por el Lema
es suficiente con demostrar que 0; (uh) =0,1<1i<n. El Lema conduce a

8; (u") = p (u, )" [u, [u, .. Ju 05 (u)].. ]

La férmula del coproducto (4.56]) con (4.23) implica que

(1—q¢)nulk+1,m], sii=k<m;
0; (u) =10, sii# k; (4.61)
1

, sii=k=m.

Al mismo tiempo el Lema brinda la relacién [u, [u, u [k + 1, m]]] = 0 en U+ (502,41),
y por consiguiente también en u;r (809,+1). Dado que siempre h > 2, tenemos las igual-
dades requeridas 0; (uh), 1<i<n. O

Para probar empleamos la representacion barajada. Por lo tanto, si ¢ tiene un
orden multiplicativo finito, entonces (4.56)) esta demostrado sélo para u;r (809,41). Sin
embargo hemos visto que el kernel del homomorfismo natural U (502,11) — uf (502041)
es generado por los elementos u [k, m]h, E<m <1 (k). El grado de u [k, m]h en una r;
dada es cero o mayor que 2. Al mismo tiempo, todos los tensores en tienen grado
menor o igual a 2 en cada variable. Por lo tanto, , y en consecuencia son
vélidas en U (502,41) dado que ¢ también tiene un orden multiplicativo finito ¢ > 4.



Capitulo 5

Rango combinatorio de u,(s09,,41)

Como se expuso en la introducciéon del presente trabajo, los anillos finitos juegan un
papel importante en la Teoria de Codigos. Para comprender la relacion entre los codi-
gos, los anillos finitos de Frobenius y los grupos cuanticos, la extension del teorema
de MacWilliams resulta fundamental. Este teorema, aborda la nocién de equivalencia
entre codigos: dos codigos son equivalentes si existe una transformacién monomial que
lleve del primero, al segundo. Esta descripcién extrinseca tiene la siguiente formula-
cién intrinseca: si dos cédigos son isomorficos como espacios vectoriales abstractos a
través de un isomorfismo que preserve el peso de Hamming, entonces este isomorfismo
se extiende a una transformaciéon monomial.

El problema de extensién original plantea la siguiente pregunta: siendon € Z*, C' C R"
un codigo lineal sobre un campo R con C C R", y f : C' — R™ una isometria lineal,
jexiste una isometria lineal (una transformacién monomial) 7' : R* — R" tal que T'
restringida a C se igual a f? MacWilliams mostré que, cuando R es un campo finito,
este problema siempre tiene solucion. Dicho resultado se conoce como el Teorema de
equivalencia de MacWilliams, pero también como la Extension del teorema de Mac-
Williams debido a su similitud con las extensiones de los teorema de Witt y Art para
formas bilineales y cuadraticas (véase [17]).

Por otra parte, recordemos que el peso de Hamming se define como el nimero de
coordenadas distintas de cero en una palabra de codigo. Se dice que un anillo finito R
tiene la propiedad de extension para el peso de Hamming si existe la citada isometria
lineal. La Extension del teorema de MacWilliams fue probada por Wood en [76] sobre
anillos de Frobenius finitos.
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En otras palabras, el teorema establece que todo anillo de Frobenius finito tiene la
propiedad de extensién para el peso de Hamming.

El inverso de este resultado, también probado por Wood en [75], se verifica: todo anillo
finito que tiene la propiedad de extension para el peso de Hamming es de Frobenius.
Esto sugiere que los anillos de Frobenius finitos son la clase méas apropiada de anillos
para la Teoria de Codigos. Por ello, el estudio de codigos sobre anillos de Frobenius
finitos resulta de gran interés.

La relacion de estos resultados con la teoria de los grupos cuanticos se desprende del
hecho de que toda algebra de Hopf finita es de Frobenius, probado por Larson en
[47]. Por supuesto, debido a la Extensién del teorema de MacWilliams, las dlgebras de
dimension finita sobre campos son de gran interés para la Teoria de Codigos, pues éstas
son anillos de Frobenius. De esta forma, los grupos finitos cuanticos proveen un campo
fértil para trabajar con ellos en el contexto de la Teoria de Codigos.

En el contexto de los grupos cudnticos, el teorema fundamental de Heyneman-Radford
afirma que un morfismo de codlgebras es inyectivo siempre que su restriccion sobre el
primer componente de la filtracion coradical sea inyectiva. Al aplicar esto a morfismos
de bidlgebras (o dlgebras trenzadas), tenemos que los biideales distintos de cero tienen
intersecciones distintas de cero con el primer componente de la filtracion coradical. En
el caso particular de las bidlgebras coconmutativas conectadas, cada biideal es incluso
generado como un ideal en dicha interseccién. Esto no se verifica para una bialgebra
no conmutativa arbitraria (un grupo cudntico) 4. El teorema de Heyneman-Radford
permite a sélo un biideal K de i definir la secuencia de biideales 0 = J, C J; C Jy C
... C J; C ... tales que J;,1/J; como ideal es generado por la interseccién con el primer
componente de la filtracién del coradical de 4/J;, y K = J, J;. La longitud de dicha
secuencia es una caracteristica importante de los homomorfismos ¢ con el kernel K.

En particular, si se obtiene una representacién combinatoria sobre el coradical de la
bidlgebra 4l por medio de los generadores y las relaciones ¢ : H (X) — 4, entonces,
por definicién, el rango combinatorio de la bidlgebra il es la longitud de la secuencia
anterior para el ker .

Para emplear una algebra de Frobenius como alfabeto de un cédigo en la préctica es
preciso introducir esta algebra en una computadora. El nimero de pasos necesarios para
las representaciones combinatorias ordinarias es precisamente el rango combinatorio,
por lo que éste es de particular interés en nuestro estudio.
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En este capitulo, se muestra que el rango combinatorio de la versién multiparamétrica
del grupo cuantico de Lusztig pequeno u,(502,+1) de tipo B, [55] es igual a [log,(n — 1) |+
2 siempre que ¢ tenga un orden finito multiplicativo ¢t > 4. Por Kharchenko y Andrade
[42] se sabe que el rango combinatorio de la versién multiparamétrica del kernel de
Frobenius Lusztig de tipo A, es igual a [logyn]| + 1.

5.1. Representacién combinatoria

A continuacién se explicara la representacion combinatoria de los kernels de Frobenius-
Lusztig.

Los grupos cudnticos uy(502,+1), Uy(§02,+1) son generados como k-algebras por medio

de elementos de grupo gi, g2, - - -, gn, f17 f27 ER) fna A(gl) = 30i ®gza A(f’b) = fz ® fia sus
inversos y elementos primitivos, 1, 2, ..., Ty, 7, $2_1, R

) n’

A)=2;014+ ¢ Qx; Alz; ) =2, @1+ fi®z;.

Todos los elementos en el grupo conmutan unos con otros, mientras que los generadores
primitivos torcidos conmutan de esta forma:

_ S _ S
Tigj = Dij9iTis T; 95 = Di; 9% » Tifj = pjifive, xp fj =0y fiwg,

donde p;; son pardmetros arbitrarios que satisfacen las siguientes relaciones:
Pan =@, Dii = @ Di1Pirti = o, L <i<n;
pipii =1, j>1+ 1

El grupo H de los elementos de grupo pueden satisfacer relaciones adicionales arbitrarias
que sean compatibles con las reglas conmutativas anteriores.

El coradical de cada algebra de Hopf, con los generadores expuestos, coincide con el
algebra de grupo k[H] del grupo H [44]. El primer componente de la filtracién del
coradical es un espacio lineal expandido por H y todos los productos de la forma h - w,
donde w es el elemento primitivo torcido, A(w) = w ® 1 + hy ® w, hy, h € H [69).
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Sea H (X U X ™) el dlgebra de Hopf definida conforme a lo anterior con primitivos torci-
dos libres x;, z; . Entonces se tienen los morfismos de dlgebra de Hopf ¢ : H (X U X ™) —
Ug(502,11), o1 0 H(X UX7) = uy(502,41). El ideal ker ¢, por definicién, es generado
por los elementos w;; = x;x; — pjiv; i — 07(1—g; f;) y los polinomios cudnticos de Serre
Sij(wi, x5), Sij(w;,2;), 1 <, j < n. Todos estos elementos son torcidos primitivos en

H(XUX") 3.

El ideal ker ¢, es generado por p;; y los dos conjuntos A, A~'. Aqui, A es el mayor
biideal de la subéalgebra de Hopf G (X) generada por las z; y las g; que esta contenida
en el ideal ordinario generado por todos los productos x;x;. De manera similar, A~
es el mayor ideal de la subélgebra de Hopf F' (X ~) generada por las z; y las f; que
esta contenida en el ideal generado por z; @ .

Si ¢ no es una raiz de 1, entonces A y A~ son generados por los polinomios cuanticos
de Serre. Asi, en este caso @1 = @ ¥ u4(502,41) = U,(502,+1) tiene rango combinatorio
uno. Por esta razén, en adelante supondremos que ¢ tiene un orden finito multiplicativo
t > 4. Bajo dicha condicion ¢y # ¢, puesto que el ker ¢, contiene al menos al elemento
primitivo zf, que no pertenece al ker ¢. De hecho los generadores explicitos de los
ideales A, A~ tienen la forma [u])™, donde [u] corre sobre el conjunto de los generadores
Poincare-Birkhoff-Witt (PBW), mientras que h, =t o h, = t/2 [41].

5.2. Combinatoria de palabras

Para describir y trabajar con los generadores PBW, en esta seccién abordaremos las
nociones combinatorias basicas expuestas en el Capitulo 3 en el presente contexto. El
analisis contemplara en la subalgebra cuantica de Borel positiva, la subdlgebra generada
por las gz-i y z;. En el conjunto de todas las palabras en las z;, fijaremos el orden
lexicografico con prioridad de izquierda a derecha considerando xy > xo > ... > x,,
donde el comienzo propio de una palabra es considerado como mayor que la palabra
misma.

Recordemos que una palabra no vacia u se llama palabra estdndar si vw > wv para cada
descomposicién v = vw con v, w no vacias. Una palabra no asociativa es aquella en la
que el arreglo de corchetes [,] muestra la aplicacién de la multiplicacién. Si [u] denota
una palabra no asociativa, entonces u denota una palabra asociativa obtenida de [u]
al remover los corchetes. El conjunto de palabras no asociativas estandar es el mayor
conjunto SL que contiene todas las variables x; y satisface las siguientes propiedades:
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1. Si [u] = [[v] [w]] € SL, entonces [v], [w] € SL, y v > w son estandar.

2. Si [u] = [[[1] [v2]] [w]] € SL, entonces vy < w.

Cada palabra estandar tiene solo una alineacién de corchetes tal que su forma no aso-
ciativa es estandar [63]. Para encontrar dicha alineacion, se emplea el siguiente proce-
dimiento inductivo:

5.1 Definicién. Una super letra es un polinomio que iguala a una palabra no asociativa
en el que los corchetes se encuentran definidos como [u,v] = uv — p(u, v)vu, mientras
que p(u,v) es el mapeo bimultiplicativo definido en palabras tal que p(z;,z;) = p;j-.
Una super palabra es una palabra con siper letras.

Por el teorema de Shirshov, toda palabra estandar u define s6lo una super letra; en
adelante, la denotaremos como [u]. El orden de las siper letras estd definido de forma
natural: [u] > [v] & u > .

En lo sucesivo, fijaremos un homogéneo en cada z; bi-ideal I de G (X) siempre que
kerp NG (X) C I C A. En el articulo de Kharchenko y Andrade [42] se muestra que el
biideal A es homogéneo.

5.2 Definicién. Una super letra [u] se llama dura en G (X) /I sisu valor en G (X) /1
no es una combinacion lineal de valores de stuper palabras menores a [u] stper letras.

5.3 Definicién. Se dice que la altura de una stper letra dura [u] en G (X) /I es igual a
h = h([u]) si h es el menor nimero tal que: primero, p(u, v) es la s-ésima raiz primitiva
de 1, 0 bien h = s 0 h = sI", donde [ = char(k); y ademds, el valor de [u]" en G (X) /I
es una combinacion lineal de siper palabras en menos de [u] stper letras. Si no existe
tal ntmero, la altura es infinita.

Por [35], Teorema 2], los valores de todas las stper letras duras en G (X) /I sobre k [G];
esto es, el conjunto de todos los productos

g [ua]™ [ua]™ - - [ug]™ (] < fug) < -+ < fug], n; <h(ul), ge€G

forman una base de G (X) /I.
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Si I = kerp NG (X), esto es, G(X) /I = U} (509,41), entonces las stiper letras duras
son las descritas en [37]. Sea z;, n < i < 2n el generador xs, ;11. Respectivamente,
u(k,m), 1 <k <m < 2n, es la palabra xpT511 - Typ_1Tm. Si 1 < i < 2n, entonces
1 (i) denota el nimero 2n —i+1, tal que x; = xy(;). La palabra u (k, m) es estandar siy
sélo sim < v (k). En el Teorema B,, de la citada referencia, se establece particularmente

que B L {lu(k,m)] |k <m < (k)} es el conjunto completo de super letras duras en
U ; (802,41), v cada una de ellas tiene una altura infinita.

5.4 Proposicién. El conjunto B es el conjunto generadores PBW de G (X)) /I sobre
k [G]. El ideal I estd definido de forma tnica por las alturas de B. Concretamente, es
generado por [u]", donde [u] € B y h es la altura de [u] en G (X) /1.

Demostracion. Si I = A, es decir, G(X) /I = u} (502,11), entonces B sigue siendo el
conjunto de todas las stiper letras duras en u, (502n+1) [41], Proposicién 4.5]. La altura
hde [u(k,m)] esigualatsim=mnytes 1mpar Sim # nytes par, entonces h = t/2.
En todos los casos, [u (k,m)]" € A.

La definicién de stper letra dura implica que una super letra dura en G (X) /A =
u; (509,41) es también dura en G (X) /I, mientras que una dura en G (X) /I es dura
también en G (X) /keroNG (X) = U[ (502,,11). Asi, el mismo conjunto B es el conjunto
de todas las siper letras duras en G (X) /I. Ademas, si h es la altura de [u (k,m)] en
G (X) /1, entonces en G (X) /I se tiene que

ZO"H u (kij, mij)] (5.1)

donde [u (k;j, m;;)] son menores a [u (k, m)] siper letras duras.

La lista de las stuper letras duras menores es: [u(k,s)], m < s < ¥ (k) y [u(l,r)],

k<1 <r < (). El primer tipo de dichas stper letras depende solamente de xy,

y son lineales en z. Puesto que [u (k;,m)]h tiene grado h en zy, en cada sumando de

hay h super letras del tipo [u (k, s)] con m < s < 9 (k). Sin embargo, en este caso

el grado del producto []; [u (kij, mi;)] en @41 es mayor a el de [u (k,m)]". En efecto,
]

si m > n, entonces deg,, ., ([u(k,s)]) = 2, deg,, ., (H [u (kw,mw)]> > 2h, mientras
que deg,, ([u (k, m)]h> = h. Si m < n, entonces deg,,, ([u(k,s)]) = 1, mientras que
deg,, 11 ([u (k, m)]h) = 0. Por lo tanto, la suma en es vacia, y entonces se sigue
que [u(k,m)]" € I.
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La alineacién de los corchetes en [u (k, m)] se da por medio del algoritmo expuesto y en
ocasiones puede complicarse. No obstante, el valor de [u (k,m)] en U} (509,41) es casi
independiente de la alineacion de éstos. Definimos los arreglos de u (k, m) como sigue:

- [k mraa] s -] st @], st m < 9 (k);
u [k>m] = [xka [$k+1> [ c [xm—la xm] 3 m ) sim > (k)>
Bluln+1,m],ulk,n], sim =1 (k),

donde 8 = —p (u(n+1,m),u(k,n))”". Por [41, Proposicién 4.1], en U (s02,,11) tene-
mos que [u (k,m)] = u [k, m| siendo u (k, m) una palabra estandar.

[]

5.5 Lema. Sim <n ok >n, entonces el valor de u[k,m] en U (s09,41) es indepen-
diente de la alineacion precisa de los corchetes. Si k <n <m, m # 1 (k), entonces

wlk,m] = [u[k,n] ufn+ 1)) ~ [ufn+ 1m),ulk,n]). (5.2)
Aqui, ~ denota la igualdad proyectiva: a = b si y solo si a = ab, donde 0 # « € k.

Demostracion. La primera afirmacién se sigue de [41, Lema 2.1], mientras que la se-
gunda de [41], Corolario 3.13]. O

El coproducto de los elementos u [k, m], k < m < 2n tiene la siguiente forma:

A(ulk,m])) =ulk,m] @14 grgri1- gm @ ulk, m]
m—1
+ Y 1 (1=q72) grgerr - giuli+1,m) @ ulk,i],
i—k

(5.3)

donde 75 = 1 para todas las s excepto 7, = g (véase [41], Teorema 4.3]). Para el caso en
el que n = 2, se sugiere revisar [4, (3) y (5)].
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La antipoda o satisface

GkGk4+1 " gm0 (u [k7 m]) ~Uu [w (m) P (k)] ) (5'4)

donde como arriba 1 (i) = 2n — i + 1; véase [40, (4.3)].

5.6 Corolario. Cada elemento w torcido primitivo homogéneo en G (X) /I de grado
total mayor a 1 tiene la forma w = « [u]h, a € k, donde [u] € B, mientras h = hy o
h = h,l® en el caso de que la caracteristica sea | > 0.

Demostracion. Por [37, Lema 4.9], la descomposicién de w en la base PBW tiene la
forma w = o [u]" + 3, a;W;, donde W; son stiper palabras base en menos de [u] stiper
letras, y h = t, o h = t,l°* o h = 1. En la proposicién anterior, hemos visto que el
multigrado (como vector de grados en z;) de [u)" no es la suma de multigrados de
menos de [u] stper letras. Por lo tanto, w = o [u]". El coproducto de la férmula
muestra que ninguna de las [u], u # z; es primitiva en G (X) /A. Asi, h # 1.

5.7 Lema. Si k <i < j <1(k), entonces en US(s02,11) se tiene que
[ulk,i] ,ulk, j]] =0

a menos que j = (i) — 1.

Demostracion. La palabra u (k,7)u (k,j) es estdndar. El algoritmo para alinear los
corchetes en palabras estandar muestra que

[u (ki) u (K, 5)]

[[w (R, )]s [u (R, DI = [ulk, ] wlk, 5]

Asi, sélo falta probar que [u (k,7) u (k, j)] = 0 en U} (509,41).

La stper letra [u (k, i) u (k, 7)] no es dura porque no pertenece a la lista de B de stper
letras duras. Por tanto, el valor de [u (k,7)u (k,j)] en U; (502,41) es una combinacién
lineal de palabras en stper letras duras que son menores que [u (k,i)u (k,j)]. Dichas
super letras duras, son todas [u (k,s)], i < s < ¥ (k) y [u(l,r)], k <1 <r < ().
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Sélo el primer tipo de super letras depende de x; y son lineales en z;. Puesto que
[u(k,i)u(k,7)] tiene grado 2 en xy, en la descomposicién de [u (k,7) u (k, )], hay dos
super letras del tipo [u (k, s)]. Consideremos las siguientes dos opciones:

i) j < non <i En este caso, el grado del producto [u (k,s1)] - [u (k, s2)] en ;41 es
mayor que aquel de [u (k,i)u (k, j)]. Por lo tanto, la combinacién lineal es vacia,

y [u(k, i) u(k, )] = 0.

ii) i <n <j,j#¢(i)—1. Por el Lemal[5.5 tenemos que [k, j] ~ [u[k,n],u[n +1,j]].
Al mismo tiempo, [u [k, ], u[k,n]] = 0 debido al caso i) con j < n, mientras que
[u[k,i],u[n+1,7]] =0 debido a [41], Proposicién 3.15] con m < j, j < n. Resta
aplicar la identidad aditiva [u,v - w] = [u,v] - w + p (u,v) v - [u, w].

O

5.8 Ejemplo. Sik=n—1,i=n—1,j=n+1=1(i)— 1, entonces [u[k,i],u[k,j]] =
[-Tnfb [[:Unfla xn] 7xn“ ~ [xnfl?xn]2 7é 0.

5.3. Constantes del calculo diferencial

Sea 4 una subalgebra de U; (§09,,+1) generada por x;. Esta subalgebra tiene un célculo
diferencial con derivadas parciales 0;, 1 <7 < n, que satisface

Oi(x;) = 67, 0i(uv) = 05(u) + plu, 2;)u - O;(v). (5.5)
Las derivadas parciales se conectan con el calculo con el coproducto:

Au —u®1+29z (1) @ 2; (mod GU @ U?), (5.6)

donde P es el ideal de $ generado por z;xj, 1 < 4,7 < n. La coasociatividad del
coproducto implica
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A@i(w) = g7 u® @ 0; (u®), (5.7)
@

donde se emplea la notacién de Sweedler A(u) = Z(u) uM @ u®. Esta igualdad se sigue
de [38, Teorema 4.8, (42)], con

*

Ou

Yk < T4,
Oy

— gi0i(u)g;t, Ab(u) = Zu(l)gr (u(2)) —1®u?.

()
Aqui, gr(w) = g, € G aparece de cada monomial de un elemento homogéneo w bajo
las sustituciones z; < g;.

Simétricamente, la ecuacién
Afu) = gr(u) @ u+ Y gr(u)g; z; @ 05 (u) (mod GU @ ) (5.8)

define un calculo diferencial dual en .

Puesto que una antipoda es un morfismo de anticodlgebra (véase [54, Proposicién
1.5.10]) estos dos cdlculos deberfan relacionarse por medio de la antipoda. Sin embargo,
si U no es o-invariante: o(z;) = —g; 'x; ¢ 4. Por lo tanto, se requiere de la antipoda
trenzada, 0. Por definicién, o® acttia sobre la palabra u como sigue: 0®(u) = gr(u)o(u).
Por [40, (2.48)], se sabe que la antipoda trenzada satisface

o’ ([u,v]) ~ [0*(v), 0" (u)] . (5.9)

La sustituciéon u < o°(u) en (5.8) y la propiedad del morfismo de anticodlgebra de o
implica

o’ (95 (u)) ~ 0; (o"(u)) . (5.10)

(2
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Sean C' = {u € U]0;(u) =0, 1 <i < n} lasubdlgebra de constantes del primer célculo,
y C* = {u e U|df(u) =0, 1 <i<n} la subdlgebra de constantes del dltimo. Puesto
que el operador 0; reduce en uno el grado en x; de todo monomial y no cambia el grado
en otras variables, ambas algebras, C' y C*, son homogéneos en cada variable. Por medio
de la sustitucién u < C* en tenemos que o” (C*) C C. De manera similar, la

sustitucion u + (Ub>_1 (C) implica que (ab)_l (C) C C*; esto es, C' = o (C*).

5.9 Teorema. Sea C' = C* generada como una dlgebra por elementos Tu = [u]t" con
[u] = [u(k,m)] € B, dondet, =t sim=mn ot esimpar, yt, =1t/2 en otro caso. Todos
los elementos T, son torcidos centrales en L; esto es, [f, T, = [Ty, f] = 0 para todas las
f homogéneas. En particular, C' es el dlgebra de polinomios cuanticos: T, T, = quu T Ty,
QuoQuu = 1.

Ademas, la subdlgebra GC' generada por G y C' es una subdlgebra de Hopf, y Uq+ (8025,41)

es un mddulo libre finitamente generado sobre GC' de rango t" sit es impar, y t”(t/2)"2*”
s1t es par.

Demostracion. Primero, se probara que T,, € C'NC*. Por [41], Lema 2.10], tenemos que

Debido a que [u] = u[k,m], & < m < 1 (k), la férmula del coproducto (5.3)) con (5.6

implica

ulk+1,m], sii=k<m;

0; ([u]) ~ {0, si i # k
1, sii=k=m.
Al mismo tiempo, [41, Lema 4.4] provee la relacién [[u],[[u],u[k+1,m]]] = 0 en

U/ (502,41). Puesto que siempre h, > 2, se tiene que 0 ([u]h“) =0,1<1i<n.
De manera similar, [41 Lema 2.10] y (5.9)), (5.10) implican
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Por la férmula del coproducto (5.3) y por la férmula (5.8)), tenemos

wlk,m—1], siie{m,y(m)},m>k;
7 (u[k,m]) ~ €0, si i & {m, ¢ (m)};
1, sii € {m,yp(m)},m=rk.

De manera que el Lemal[5.7 conduce a [u [k, m — 1] ,u [k, m]] = 0, para m = ¢ (m — 1) —
1, lo que implica que 2m = 2n + 1. Asi, 0 <[u]h”> =0,1<i<n.

Ademés, la ecuacién ([5.3)) muestra que C' es un coideal izquierdo, A (C') C GU® C. De
hecho, si ¢ € (', entonces

0=A(0(c)=> g'cM @ ().
(c)

Puesto que las g, 1@ son linealmente independientes, tenemos que 0; (0(2)) e C. Esto
implica que GC* = G (ab)_1 (C) = Go= (C) es una 4dlgebra de coideales derechos que
contiene el coradical k [G]. Por [39, Teorema 4.1], la subalgebra GC* tiene una base
PBW que puede ser extendida a una base PBW para U; (809,+1). Por otra parte, los
generadores PBW pueden elegirse de la siguiente forma: para toda [u] € B, elegimos
un elemento arbitrario, si lo hay, con la menor m con la forma

cy = [u]™ + ZozZ-VViRi e GC~, a; €k, (5.11)

donde las W; son stper palabras base no vacias en menos de [u] siper letras, mientras
que las R; son una base de siper palabras en mds de, o igual a, [u] stuper letras. De
acuerdo con [39, Lema 4.3], el nimero m es igual con 1, o p(u,u) es la r-ésima raiz
primitiva de 1 y m = r o (en el caso de una caracteristica positiva) m = r (chark)’. En
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este caso, p (u, u) es una t,-ésima raiz de 1, y [u]"™ € C*. Por otro lado, m # 1. De hecho,
de otra manera, por el criterio de Milinski-Schneider (véase [41, Lema 2.11]), tenemos
que ¢, —a € A, a € k. Sin embargo, esto no es posible, pues con m =1 es una
combinacion lineal de elementos de bases PBW de uj (§09,41) con [u] como término
lider. Asf, podemos elegir ¢, = [u]". En particular, C* = GC* N 4, como &lgebra, es
generada por los elementos ¢, = [u]™ con [u] € B. Debido a que todos esos elementos
pertenecen a C, se tiene que C* C C.

El mapeo 02 es un automorfismo tal que o2 (z;) = piiz;, 0 (9;) = g;- Esto implica que
0% (f) ~ f para todo homogéneo en cada polinomio z;. Por otra parte, (ab)2 (f) =
gr (fo(gr(f)o(f) = gr(f) far(f)™" ~ f también. Aplicando esto a f = [u]™, se
obtiene (ab)2 (C*) = C*. Ahora, aplicaremos o® a la relacién C* C C' = ¢® (C*) que ha
sido probada. Con ello, se obtiene que

C =" (C") Co®(C) = (o") (C*) = C™.
Esto es, C' = C*.

Sea a € C'. Por (5.5)), tenemos que 0; (x;a) = a, mientras que 0; (ax;) = p (a, ;) a. Por
lo tanto,

0; ([a,z;]) =p(a,z;)a —p(a,z;)a=0.

Ciertamente, 0 ([a, x;]) = 0, con zy # x;, por lo que se sigue que [a,x;] € C'y también
[z5,a] = 0 ([a,z;]) € C. Al mismo tiempo, el grado en z; de cada generador en T}, es
divisible por t o, si t es par, por t/2. Por lo tanto, el grado en z; de cada constante
homogénea es divisible por t o t/2 si t es par.

Sin embargo, deg; ([a, z;]) = deg; ([x;,a]) = 1 (mod t/2). Esto es posible sélo si [a, ;] =
[x;,a] = 0. Por lo tanto, todas las constantes, particularmente T, son torcidas centrales.
La altura de T, = [u]™ es infinita en GC, puesto que la altura de [u] € B es infinita
en U, (502,41). De manera que C' es precisamente el dlgebra de polinomios cudnticos en
T,.

Hemos visto que C' es un coideal izquierdo; GC*, un coideal derecho. Puesto que C* =
C = 0" (C), la subalgebra GC es tanto un coideal izquierdo como derecho y es invariante
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respecto a la antipoda; esto es, GC' es una subalgebra de Hopf.

Finalmente, cada elemento [u]" tiene una descomposicién [u]” = [u] - ([u])™, ry < t,.
Asi, los productos

IT ™. k<t

[u]eB

forman una base de U[ (s02,11) sobre GC. El nimero total de dichos productos es

[Tjjem tus es decir, " sit es impar y t" (t/2)”2_” si t es par. O

5.10 Corolario. Si [u] € B, entonces el ideal I, de U; (502041) generado por todos los

lw

elementos [w]™ con [w] € B, w # u no contiene ninguno de los elementos [u]", h > 1.

Demostracion. Supongamos contrariamente que alguna [u]h pertenece a I,,. Por el Teo-
rema [5.9] los elementos [w]™ son torcidos centrales. Por lo tanto, los elementos [w]™,
w # u generan a I, como ideal derecho. En particular, en U] (503,1) la siguiente
descomposicion es valida:

)" =" [w]" - V. (5.12)

Podemos suponer que cada una de las V,, es una combinacion lineal de elementos base
PBW [uq]™ [ug]™ - -« [w]™ - - -. Dado que w™ es torcido central, tenemos que

ol - ™ )™ o] -~ )™ fug]™ - [a]

es nuevamente un elemento base. Por lo tanto, el miembro derecho de es una
combinacién lineal de elementos base, cada uno de los cuales tiene a [w] como factor, con
w # u. Puesto que [u]” es también un elemento base, conduce a una contradiccion,
por lo que queda demostrado el corolario.
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5.4. Rango combinatorio de u, (509,1)

Consideremos la cadena que define el rango combinatorio:

JF=G(X)nkerpCJ CJfC...CcJf=A.

5.11 Proposicién. Todas las J;" son ideales de Hopf homogéneos. Sea [u] = [u(k,m)] €
B.

Sit es impar o m # n, entonces [u)" € J siy sélo sih >t, ym—k <2 —14 €.
Aqui, €, =0 sim >mn, yer, =1 en otro caso.

Sit es parym = n, entonces m—k < 2" implica [u]’ € J mientras que m—k > 20—1
implica [u]" ¢ J;.

Demostracion. Al hacer induccién sobre ,[37, Teorema B, 4] describe todos los ele-
mentos primitivos torcidos de U[ (s0g,41). Estos son w;, g a1 —g g€ Gy
posiblemente algunas combinaciones lineales de ellos. Recordemos que t; =t sit=mn o
t es impar y que t; = t/2 en otro caso. De forma més general, t, =t sim =n ot es im-
par, y t, = t/2 en otro caso. Asi, J;' es generada por xfl El Corolario implica que
[u(k,m)]" € Ji siysélosik=m<n,h>t;. Al mismo tiempo, m — k < 2! — 1+ €*
y m < (k), equivale a k = m < n, mientras n — k < 271 significa que k = n.

Supongamos que la afirmacién es vélida para J;" ;. El Corolario implica que todo
elemento primitivo torcido de G (X) /J¥, es proporcional a [u]" con [u] € B, h = t,, o
h = t,I". Puesto que J;"; es un ideal de Hopf homogéneo, por la suposicién inductiva,
cada componente homogéneo de un elemento primitivo torcido de G (X) /J;", es de
nuevo primitivo torcido. Asf, J;" es generada tanto por J;", y todos los elementos
[u)" que son primitivos torcidos en G (X) /J¥,. En particular, J; es un ideal de Hopf

!

homogéneo. Por otra parte, el Corolario muestra que [u]" € Ji siy sélo si [u]”
h' < h se encuentra en la lista de los primitivos torcidos de G (X) /J;" ;.

Se mostrard primero que si m — k < 2 — 1+ ¢" o (en caso de que m = n y t par)
m—k < 271, entonces [u]"™ con u = u (k, m) es primitivo torcido en G (X) /.J;*,. Por el
Teorema , la subalgebra GC generada sobre G por los elementos T, = [u]™, [u] € B
es una subalgebra de Hopf. Por lo tanto, existe una descomposicién
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Z gr ( W@ ?) (5.13)

tal que ¢, ¢® son palabras (productos) en T,.. Fijemos un tensor ¢ ® ¢® distinto
de cero en G (X) /J;", ® G(X) /JF,, con ¢V y ¢ no vacios. Ciertamente, ninguno
de los factores en ¢! = [y, [u et = [cns [u]™ es cero en G (X) /J;",. Asi,
por el supuesto inductivo, tenemos que m,, — k, > 2" — 1+ €m, O (sim, =nytes
par) m,, — k, > 22, donde u, = u(k,,m,). El grado total del tensor es igual al grado
total de [u]™. Al mismo tiempo, el grado total de [u]* es igual a (m — k +1)t,. Asi,
tenemos

(m—k+1t,= Y (mu—ky+1)t, (5.14)

pneEM1UMo

Sit es impar, entonces t,, = t, = t, mientras que la ecuacién anterior con las condiciones
m — k 'y m, — k, implica

2t sm—k+l> Y <2i—1+egm). (5.15)

pneMiUMo

Por supuesto, 2/ +1 < 32! para i > 1. Asi, cada uno de los conjuntos M;, M, tiene
precisamente un elemento: M; = {1}, My = {2}. Como resultado, (5.15)) implica que
€m > €m, T €, Esto es posible solo si ), = 1, 7, = €, = 0; esto es, sim > n, m; <n,
y ms < n. Sin embargo, en este caso la dlferenma entre el lado izquierdo y el derecho de

la ecuacion es igual a 1. Por esta razoén, la ultima desigualdad de es una
igualdad, y m; — k; = mg — ky = 2071 — 1. Puesto que 2t = deg, ([ul]t) + deg,, ([Ug]t>,
se tiene que m; = mo = n. Esto implica que ki = ks, lo cual es una contradiccién, pues
degy, ([u1]’) + degy, ([uz]") = 2degy, ([u1]’) es 0 o 2¢, mientras que degy, ([u]’) = ¢.

Si t es par y m # n, entonces t, = t/2. Si ninguno de los m, es igual a n, entonces
tenemos de nuevo , lo cual implica la misma contradiccion. Asumamos que una
de las m,,, digamos my (esto es u = 1), es igual a n. En este caso, t,, = t, mientras que
deg, ([w1]") = deg, ([u]t/2>. De tal modo que ninguna de las m, con p # 1 depende
de x,; esto es, m, < n. Puesto que M; U M, tiene al menos dos elementos diferentes,
vemos que implica una contradiccién:
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2 41>m—k+1>(277+1)-2+) 27 >2+2 (5.16)
p#l

Si t es par y m = n, entonces t, = t, y tenemos la condicién m — k < 2!, La ecuacién

(5.14) implica que

@)t (m—k+ 1)t > ) (27 + ) % + > @70t (517)

i
mu#n my=n

o, equivalentemente, que

2r2< 3 (27 e )+ Y (27 +2), (5.18)

mu#n my=n

Esta desigualdad puede ser valida sélo si la ultima suma es vacia y si la primera tiene
justo dos términos, digamos p = 1y p = 2 (recordemos que M; U M, tiene al menos
dos elementos distintos). Si ambos €, =0y € = 0, entonces el tensor )% @ [ug]'"?
es independiente de z,, lo cual es imposible debido a que deg, ([u]t) = t. Por lo tanto,

er, +er, = 1. En este caso, (5.17) y (5.18) implican

242> (m—k+1)-2>271 427 41> 92, (5.19)

lo cual tampoco es posible debido a que no hay nimeros pares entre 2° y 2¢ + 2.

, . 1 h
Ahora, se mostrard que si m — k > 2' — 1 + €%, entonces [u]” con u = u (k,m) no es
primitivo torcido en G (X) /J;" ;. Sea s un niimero arbitrario menor a n. Analizaremos
todos los tensores de la descomposicion

A (1)) = (A ()" = WU
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tal que deg, (c¢®) = h, deg,,; (¢®) = 0. Por la férmula del coproducto (5.3), cada

tensor de dicha descomposicion tiene la forma

agayag - - - ap @ biby - - - by,

donde ay = u [l +1iy,m], by = u[k,i)]. Puesto que deg,,, (by) = 0, tenemos que i) <
s. Por lo tanto, la desigualdad s < n implica que deg, (b)) < 1. Al mismo tiempo
ZI;:1 deg, (by) = deg, (¢¥) = h. Esto es, deg, (b\) = 1, para toda \. En particular,
1y > s. Por lo tanto, iy = s para toda A, y hay un tnico tensor de los grados requeridos
en la descomposicion:

agl}clgl}eb—&—lggu [S+17m]h®u[k78]h7 057&0 (520)

Por la suposicién inductiva u [k, s]" ¢ JF, si s —k > 2771 — 1. Al mismo tiempo
wls+1,m] o a®(u[s+1,m]) = ul) (m),v (s + 1)] pertenece a B, a menos que m =
¥ (s +1). Por ello, empleando nuevamente el supuesto inductivo, u[s +1,m]" ¢ J*,
dado que m —s —1 > 21 — 1+ €, m # ¢ (s+1). Por practicidad, denotaremos

Smin = 2771 — 14k, Spax =m — 2071 — €.

Para mostrar que [u]" no es primitivo torcido en G (X) /J;",, resta encontrar al menos
un punto s que satisfaga s < n, m # 1 (s + 1) en el intervalo [Syin, Smax]- Este intervalo
es no vacio para Smax — Smin = M —k — 20+ 1 — er, > 0. Sim < n, entonces ciertamente
todos los puntos en el intervalo satisfacen las desigualdades requeridas. Sea m > n; esto
es, sea e = 1. En este caso, Smin + Smax = k +m —2 < 2n — 2, param < ¢ (s + 1).

Si el intervalo contiene al menos dos puntos, Smin < Smax — 1, entonces 28in < Smin +

Smax — 1 < 2n — 3. Asi, smin < n — 2; esto es, el intervalo contiene al menos dos puntos
que satisfacen s < n. Ciertamente, uno de ellos satisface que m # ¢ (s + 1).

Si el intervalo contiene un sélo punto, s = Spin = Smax, €ntonces m + s = M + Spax =
2m — 2~ —1 es un ndmero impar (recordemos que en este caso €', = 1y, por supuesto,
i > 1). Al mismo tiempo, m = 1 (s + 1) es equivalente a m+s = 2n. Asi, m # ¢ (s + 1).

]

5.12 Teorema. El rango combinatorio de u} (502,11) es igual a |logy(n —1)] + 2.
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Demostracion. Primero, notemos que J! con k = |log, (n —1)] + 2 contiene todos
los elementos [u (k,m)]". Si m > n, se tiene que m — k < 2n — 2 = 21Hlos(-1) <
2%Fllogx(n=1)] — 9% _ 1 4 ¢ para a < 1+ |a]. Por la Proposicién m, tenemos que
[u (k, m)]"™ € J7.

Sim < n, al usar las desigualdades anteriores, tenemos que m—k <n—2 < (2n — 2) —
1 < 2% — 1; esto es, sigue siendo cierto que [u (k,m)]"™ € J+.

Si m = n entonces m — k < n — 1 = 2lel"l) < oltllsm-D] — gr=l o o8 _
Nuevamente, la Proposiciéon implica que en ambos casos (sea t par o impar),
[w (k,n)]™ € JiF.

Notemos que [u (1,2n — 1)]" ¢ J . Tenemos que (2n — 1) — 1 = 21Ho82(n=1) > gr—1,
para a > |a]. Puesto que €4, = 1, la Proposicién aplica.

La subalgebra GC' es un ejemplo de una subalgebra de Hopf, de una algebra de Hopf
primitivamente generada, que no es primitivamente generada. Ciertamente, se trata de
una algebra de Hopf punteada.

5.5. Rango combinatorio de u,(502,1)

Los resultados de la seccién anterior son también validos para la subalgebra cuantica
de Borel negativa:

5.13 Teorema. El rango combinatorio de u,(§02,11) €s [logy(n —1)| + 2.

Demostracion. En particular, la cadena que define el rango combinatorio tiene la misma
longitud:

J()_:F<X_>F‘|ker¢CJ1_CJ{C---CJ_:A_.

K
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Sea J; un ideal de H (X U X ™) generado por J;" y por J; . Se probard a continuacién
que

JozkercpCchJQC---CJK:A

es precisamente la cadena que define el rango combinatorio de ug, (502,41). Por [43]
Proposicién 3.4], se obtiene la siguiente descomposicién triangular:

H(XUX")/J;=F{(X")/J Qurk[H] ke G(X)/J".

La ltima parte de [37, Lema 6.2], establece que todos los elementos primitivos torci-
dos de H (X U X ™) /J; son combinaciones lineales de los elementos primitivos torcidos
de H(X™)/J  y H(X) /J. De manera que el subideal de A/J;, generado por los
primitivos torcidos, coincide con J;y1/J; v el resultado deseado se sigue. [



Conclusiones

Al implementar mecanismos de codificacién y decodificacién de informacién es preciso
hacer primero un analisis de la complejidad computacional implicita. Identificar las
operaciones o pasos que deben ejecutarse en un algoritmo y el ntumero de veces que
deben ser realizados permite determinar el tiempo de ejecucion del mismo y también,
eventualmente, planear estrategias para su reduccion, de manera que su implementacion
en la practica resulte viable y eficiente. La eficiencia es un tema importante ya que, si
bien el constante desarrollo de hardware ha permitido mejorar la velocidad de céalculo,
cada vez las aplicaciones computacionales demandan mayor capacidad de computo y
mayor velocidad. Actualmente, una computadora promedio es capaz de efectuar 10®
operaciones en menos de un segundo [11].

La eficiencia se mide mediante el nimero de operaciones que ejecuta el algoritmo en
términos del tamano de sus datos de entrada. Aunque podria pensarse que el aumento
de la velocidad con la que se efectiian los célculos del algoritmo implica un incremento
en el numero de datos de entrada en la misma proporcion, esto no es asi. Por ejemplo,
supongamos que un algoritmo realiza n? comparaciones para ordenar n ntimeros y que
se requiere un segundo para ordenar 5 nimeros (25 comparaciones). Si se incrementara
la velocidad de célculo 100 veces, en un segundo se podrian realizar 250 comparaciones,
es decir, se podrian ordenar 50 ntimeros. Esto significa que el incremento en la velocidad
permitiria ordenar tan sélo 10 veces méas niumeros en lugar de 100 veces mas.

La complejidad computacional, en cuanto a tiempo de ejecucion se refiere, cuantifica
pues el tiempo que le toma a un algoritmo correr como una funcién de la longitud de
la cadena de entrada. La notaciéon O se utiliza para acotar el peor caso del tiempo
de corrida de un algoritmo y describe el comportamiento limite de la funcién cuando
el argumento tiende a un valor, usualmente en términos de funciones mas simples del
mismo orden de crecimiento. Mediante esta notacién es posible clasificar funciones bajo
la siguiente jerarquia:

O(1) <O(logn) <O(n) <O (n’) <...<O0 (") <...<0(2") <O (n)
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(tiempos constante, logaritmico, lineal, polinomial, exponencial y factorial, respectiva-
mente). De izquierda a derecha, las funciones sucesivas tienen mayor orden de creci-
miento que las previas, es decir, los valores de las tltimas funciones se incrementan con
mayor rapidez que las primeras. Usualmente, se tiene interés en conocer la compleji-
dad computacional asintotica que involucra al tiempo. Un algoritmo de complejidad
O (logn) es considerado altamente eficiente debido a que permite atacar problemas
notablemente grandes en un minimo de tiempo.

En el contexto de la presente investigacion, para usar una algebra de Frobenius como
alfabeto de un codigo en la practica es necesario introducir de alguna forma el algebra
a la computadora. Los resultados obtenidos muestran que |log, (n — 1)] + 2 pasos para
la representacién combinatoria ordinaria son suficientes para ello al emplear el grupo
cudntico u, (80),, ., (véase [33]). Este resultado es similar a los hallados para los grupos
cuanticos u, (sl,41) v u4 (502,) (0 equivalentemente para la versién multiparamétrica
de los kernels de Frobenius-Lusztig de tipo A,, y D,,, respectivamente): |log, (n)] +1y
|log, (2n — 3) | + 1. Los detalles del primer resultado se deben a Kharchenko y Andrade
[42], mientras que el segundo se encuentra en proceso de publicacién como extensién a
este estudio por parte de Diaz y Kharchenko [16]. Esto es:

w A, |logy ()] + 1,
« B, llogy(n—1)] +2y

» D, : |log, (2n —3)] + 1.

Como se ha expuesto, desde el punto de vista computacional estos nimeros son muy
pequenos, por lo que el uso de estas estructuras algebraicas como alfabeto de un coédigo
es factible en la practica y computacionalmente eficiente. Si bien estos hallazgos no
revolucionan la Teoria de Cédigos, resultan alentadores. Quedan por estudiar los posi-
bles mecanismos de codificacion y decodificaciéon para su implementaciéon y se ponen a
consideracién para futuras investigaciones.

Existen otros problemas abiertos relacionados, por ejemplo, investigar el rango combi-
natorio de los kernels de Frobenius-Lusztig donde g es una algebra de Lie simple de
tipo C, (n > 2), £ (FEg, Er, Eg), F (F)) o G (G2). Para probar el resultado se empleé la
formula explicita para el coproducto, la cual no se ha probado para las otras clases aun.
Es necesario encontrar una férmula explicita para el coproducto de las clases restantes
y, si es posible, hacer el procedimiento analogo al presentado.



Apéndice A
Cuantificacion de s09,,11

En este apartado se aplicardn los resultados generales del Capitulo 3 a la serie infinita
B, de algebras de Lie nilpotentes definidas por las relaciones de Serre o, de
forma equivalente, ([3.15)). Para ello, primero se hard una revision sobre el caso A,,. Sea
g cualquier algebra de Lie de dicho tipo.

A.1 Lema. 5% la palabra estandar uw no posee subpalabras del tipo
xizjr]’, donde s +m=1— (A1)

7

entonces [u] es dura en Up (g) super letra.

Demostracion. Sea R definida por los generadores x4, ..., x, y las relaciones

viv;x;" =0, donde s+m=1-—q. (A.2)

A.2) implica (3.15). Por lo tanto, R es una imagen homomérfica de U5 (g). El sistema
A.2) es cerrado bajo composiciones dado que la composicién de relaciones monomiales
siempre tiene la forma 0 = 0.

Sea u sin subpalabras del tipo . Entonces el valor de u en R pertenece a la base de R
definida en el Lema del Diamante. Si [u] no es dura, entonces, por la versién homogénea
del Lema|3.19 u es una combinacién lineal de palabras menores en U% (g). Por lo tanto,
u es una combinacién lineal de palabras menores en R también. Esto contradice el hecho
de que u pertenece a la base de R definida en el Lema del Diamante. O
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Teorema A,. Supongamos que g es del tipo A,, y pi; # —1. Denotemos por B el
conjunto de siuper letras dado a continuacion:

[ ] o [ThTpgr .. ], 1<Ek<m<n. (A.3)

Las siguientes afirmaciones son vdlidas:

i) Los valores de [ugy,) en Up (g) forman un conjunto de generadores PBW.
ii) Cada una de las super letras (A.3) tiene una altura infinita en Up ((g)).
iii) Los wvalores de todas las siuper letras no duras en Up (g) son iguales con cero.

iv) Las siguientes relaciones con (3.22)) forman un sistema de relaciones de Groebner-
Shirshov para Up (g):

[Uo]d:ef[xkﬁm]za 1<k<m-—1<n;
[u1] o [TkThtt - o T Tppa] = 0, 1<k<m<ng (A.4)
[U2] d:ef [xkl"kﬂ e Iy T Tt - - -93m+1] =0, 1<k<m<n.

v) Sipi # 1, entonces los generadores x;, las constantes 1 — g, g € G, y en el caso de
que p11 sea una raiz primitiva t-ésima de unidad, los elementos xt, xflk forman
una base del espacio gp = L (Up (g)) generado por elementos primitivos torcidos.
Aqui, | es la caracteristica del campo base.

vi) Sipi = 1, entonces los elementos ([A.3) y, en el caso en el que | > 0, sus [*-ésimas
potencias, junto con 1 — g, g € G forman una base de gp.

Por el Corolario las relaciones ((3.10)) con una matriz de Cartan A de tipo A,, admite
cuantificacion si y sélo si

Pi =P, PanPivii =P PP =1, i—j>1 (A.5)
En este caso, las relaciones cuantificadas (3.15]) toman la forma:
xix?-H = Ppiit1 (1 + pi-i—li-i—l) Tip1TiTiy1 — p?¢+1pi+1i+1ﬂf§+1$u (A-G)

2 2 2
T;Tit1 = Piita (1 + pii) TiTit105 — Piy1Pilir1Ty, (A-7)

TiTj = PijT;iTi, 1 —j > 1. (AS)
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A.2 Definicién. Introduzcamos la congruencia u = v en G (X). Esta congruencia
significa que el valor de u—wv en U (g) pertenece al subespacio generado por los valores
de todas las palabras con las letras iniciales x;, i > k.

La congruencia recién expuesta admite la multiplicacién por la derecha por medio de
polinomios arbitrarios, asi como la multiplicacién por la izquierda por medio del término

independiente de las x;_; (véase (A.8)). Por ejemplo, por (A.6) y (A.7) tenemos que
xixfﬂ =1 0;  TmiT =1 axtxiy1, o # 0. (A.9)
A3 Lema. Siy=z, m+1#i>koy=2a? m+1=1i>k, entonces

Ugmly =k41 0. (A.10)

Demostracion. Sea y = 22, m+1 > k. Por (A.9) y (A.8) tenemos que upny =

ukm,lxmxfnﬂ =ni1 0. STy = x; y m+1 # ¢ > k, entonces tenemos up,y =
. 2 . :

QUi — 1T 41T Wi 2 =it1 PUki—125 Uit1m =k+1 0 por el caso anterior. ]

A.4 Lema. Los corchetes en [ug,,]| son ordenados por la izquierda, [ugm] = [Tk [Ugr1m]]-

Demostracion. La afirmacién se sigue de forma inmediata de las propiedades wvi) y
i1). O

A.5 Lema. Si una palabra no asociativa [[ugy,] [u.qs]] es estdndar, entonces k =m < r;
or=k+1,m>s;0or=Fk, m<s.

Demostracion. Por definicion, ug, > u,s siy solosi k <r;ok=1r, m <s.Si k=m,
entonces g, = rr y m < r. Si k # m, entonces [ugy,] = [Tk [ugr1m]]. Por lo tanto,
Ugs1m < Upg, €s decir, k+1>1r;0k+1=7ry m > s. El primer caso contradice k < r
mientras que el ultimo produce k = r. Asi, las tinicas posibilidades son las indicadas en
el lema. ]

A.6 Lema. Si[w]| = [[ugm] [urs]], n > 1 es una palabra no asociativa estdndar, entonces
la constitucion de [w]" no iguala la constitucion de ninguna siper palabra en menos de
[w] super letras de B.
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Demostracion. Las desigualdades en la ultima columna de la siguiente tabla son validas
para toda [u] € B que sea menor que las super letras que se ubican en la misma fila,
donde como se dijo anteriormente deg, (u) denota el grado de u en x;:

[wpups1s]  degy (u) < deg,yy (u);
[Trurs], k<r#k+1 deg,(u) <degy (u); (A.11)
[UkmUgt1s], m>s  degy (u) < deg,, 4 (u);
[Upmugs], m <s deg, (u) < deg,,,; (u

Si todas las super letras de una super palabra U satisfacen alguna de las desigualdades,
entonces U también lo hace. Ninguna de las super letras en la primera columna satisface
la desigualdad del grado en la misma fila. Finalmente, por el Lema [A.5] la primera
columna contiene todas las palabras no asociativas estandar del tipo [[ugm] [trs]]-

A.7 Lema. Si p;; # 1, entonces los valores de [ukm]h, k <m, h > 1 no son primitivos
torcidos, en particular son cero.

Demostracion. La subdlgebra generada por xo, ..., z, estd definida por la matriz de
Cartan de tipo A,,_1. Esto nos permite emplear induccién sobre n. Si n = 1, entonces
el lema es correcto en el sentido de que [ukm] =zh £0.

Sea n > 1. Si £ > 1, entonces podemos usar la suposicién inductiva directamente.

Consideremos la descomposicién A ([uym]) = > u® . Puesto que
[ulm] =21 [Ugm] -Pp ($17 u?m) [u2m] Xy, (A12)
A ([uim]) = (21 @ 1+ g1 ® 21) A ([uznm]) (A.13)
= p (21, u9m) A ([ugm]) (21 @ 1+ g1 @ 21) . (A.14)

Por lo tanto, la suma de todos los tensores u™ @u? con deg; (u®) = 1, degy, (u'?) =0,
k > 1 tiene la forma €eg; [ugy,| ® x1, donde € = 1 — p (21, Ugm ) p (U2m, 1) puesto que
[Uuam] g1 = p (uam, 1) g1 [uam]. Por (A.5)) tenemos que p;;jp;; = 1 para i — 1 > j. Por lo
tanto, € = 1 — p1apo1 = 1 — py # 0.

Esto implica que en la descomposiciéon A <[u1m] ) S oM ®v® la suma de todos los
h [u2m] ®$;L-
Asi, [t1,m])" 00 es primitivo torcido en Up (g). O

tensores v ® v con deg, (v(2)) = h, deg, (v ) =0, k > 1 esigual con €
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Con estos elementos, ahora pasamos a la prueba del Teorema A,,, mismo que resulta
fundamental para estudiar el caso B,.

Demostracion del Teorema A,,. Mostraremos primero que B satisface las condiciones
del Lema [3.20] Por el Lema [3.19] [w] = [[tgm] [urs]] es no dura si el valor de wpmt,s
es una combinacién lineal de palabras menores. Para k = m, r = k + 1 tenemos
[w] = [ugs] € B. Si k = m, r > k + 1 entonces la palabra zu,s puede disminuirse

por (A.7) o (A.8). Si k # m, entonces por el Lema la palabra wug,u,s tiene una

subpalabra del tipo u; 0 us. De manera que resta probar que los valores en Up (g) de
uy ¥ ug son combinaciones lineales de palabras menores.

La palabra u; tiene tal representacién por el Lema [A.3] Consideremos la palabra us.
Mostraremos por induccion hacia atras sobre k que

UkmUkm+1 =k+1 YUkm41Ukm, Y 7& 0. (A15)

Si k = m, entonces puede emplearse (A.7) con i = k. Sea k < m. Transpongamos la
segunda letra xy de uy tan a la izquierda como sea posible por (A.8]). Obtenemos

U = QTR T 1 Tk Th42 - - - TnThi1 - - - Teng1, 0 F 0.
Por (A.7) tenemos

U2 =k+1 Bl‘z (Ik+1xk+2 s T4l - - Im+1) , B#0.

Apliquemos la hipétesis inductiva a la palabra en los paréntesis. Dado que x;, i > k+1,
conmuta con z; de acuerdo con la férmula (A.8) se sigue que

— 2
U2 =k+1 VO Tk4+1Tk+2 - - - Tn+1Lk+1 - - - Tmy-

Ahora, queda reemplazar la subpalabra subrayada de acuerdo con (A.7)) y luego trans-
poner la segunda letra z; a su posicién inicial por medio de (A.8§)).

Es importante notar que para reducir u; y us no es posible emplear la relacién [z, 72| =
0, ya que deg, (u1) < 1, deg, (uz) < 1.

Asi, B satisface las condiciones del Lema [3.20] Puesto que ninguna de las [ug,,] cuenta
con subpalabras de la forma (A.1]), los lemas y muestran que la primera

afirmacién es correcta.
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Si [tgm] tiene altura finita h, entonces el valor del polinomio [tug,]" en Up (g) es una
combinacién lineal de palabras en stper letras duras que son menores a [ug,,]|. Sin em-
bargo, por el Lema esta combinacion es trivial, [ukm]h = 0, dado que las relaciones
definitorias son homogéneas. Por el Lema[A.7] la segunda afirmacién es correcta para

pu # 1.

De manera similar, consideremos los elementos primitivos torcidos. Puesto que am-
bas relaciones definitorias y el coproducto son homogéneos, todos los componentes ho-
mogéneos del elemento primitivo torcido son primitivos torcidos. Por lo tanto, queda
describir todos los elementos primitivos torcidos homogéneos en cada z;. Sea T tal
elemento. Por el Lema tenemos que

T= [U]h + Z aiVVia

donde [u] es una stper letra dura, u = ug,, y W; son stiper palabras en menos que [u]
super letras de B. Por la homogeneidad, todas las W; tienen la misma constitucién que
[wem]". Esto significa que el tinico caso posible es T = [ugn]". Asi, por el Lema , la
quinta afirmacion es también valida.

Si pi1 = 1, entonces p;;jp;; = pii = 1 para todas 7, j. Estamos pues en las condiciones
del Ejemplo , esto es, Up (g) es el dlgebra universal envolvente del dlgebra de Lie
coloreada, g®. Ademds, [up,] € g ¥ [ugn] son linealmente independientes en g
debido a que son super letras duras y ninguna de ellas puede ser combinacion lineal de
palabras menores. Completemos B a una base homogénea B’ de g°. Entonces, por el
teorema PBW para algebras de Lie coloreadas, los coproductos b7" ... 0%, by < ... < by
forman una base de U (gCOI) = U% (g). Sin embargo, las palabras mondtonas restringidas
en B forman también una base de U% (g). Asi, B’ = B y todas las siper letras duras
tienen altura infinita.

col

En particular, tenemos que la segunda afirmacion es valida en una medida completa.
Por otra parte, si p;; = 1, entonces p (tugm, ugm) = 1y en consecuencia, para [ = 0,
todos los elementos torcidos primitivos homogéneos se agotan por [ug,], en tanto que,
para [ > 0, las potencias [ukm]lk les son anadidas (I # 2 ya que —1 # p; = 1).

Hemos probado todos los enunciados, excepto #i7) y iv). Estos se siguen del Teorema
y el Lema si se demuestra que todas las siper letras no duras [[ugm] [us]] son
iguales con cero en Up (g). Por la definicién homogénea, [[ugn] [u,s]] es una combina-
cion lineal de stuper palabras en menos siper letras duras. Sin embargo, por el Lema
[A.6, no existen tales stiper palabras de la misma constitucién. Por lo tanto, por la
homogeneidad, la combinacién lineal anterior es igual con cero. O
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Ahora, procederemos a hacer el andlisis analogo para el caso B,:

Teorema B,. Sea g del tipo B, y pi # —1, 1 < i < n, pﬂ o P2, + D + 1 # 0.

Denotemos con B al conjunto de super letras dadas a continuacion:
() & [tx20s1 - 2m], 1<k <m<m (A.16)

def
[Wim] = [TrThat - Tn - TPy ... T, 1<k <m<n.

Las siguientes afirmaciones son vdlidas:

i) Los valores de (3.3) en Up (g) forman el conjunto de generadores PBW.
ii) Toda super letra [u] € B tiene altura infinita en Up (g).

iii) Las relaciones (3.22)) con las siguientes forman un sistema de Groebner-Shirshov

para Up (g):
[uo]d:ef[xkxm]zov I1<k<m-—1<n;
[ua] d:ef[ukmivkﬂ]:(), 1<k<m<nk+#n-—1;
[s) “ [ttt s1] = 0, 1<k<m<n:
5] = [wimin] =0, L<k<m<nk#m—2; (A.17)
(4] « [Wik1T42) = 0, 1<k<n-—1;
[us] def [WemWEm—1] = 0, 1<k<m-1<n-1;
[us] < [unn] = 0, 1<k<n;.

iv) Sipi1 # 1, entonces los generadores x; y sus potencias xt, xflk, tales que p; es una
raiz primitiva t-ésima de 1, junto con las constantes 1 — g, g € G forman una
base de gp = L (Up (g)). Donde | es la caracteristica del campo base.

V) Sipn, = p11 = 1, entonces se tienen los elementos (A.16)) y, paral > 0, sus [¥-ésimas

potencias, junto con 1 — g, g € G, forman una base de gp. Si ppp = —p11 = —1,

21k

entonces [ug]”, [ur]” les son anadidas.

Recordemos que en el caso B, el dlgebra U (g) estd definida por (A.6), (A.7) y (A.)
donde en (A.6]) la dltima relacién, i = n — 1, es reemplazada con

3 3 2 2 3] ,.2 3 3 .3
Tp-12, = pn—lnp%jlmnxn—lxn'xn—lmn - pn—lnpnnpgj—bxnxn—lfxn + Pr—1nPpnTnTn—1- (A18)
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Por el Corolario 3.8 obtenemos las condiciones de existencia
Dii = D11,  DitaPirti =P =Dnes 1<i<n—1; pypu=1, i—j>1 (A.19)
Las relaciones y muestran que
xixfﬂ =110, i<n—1; z,,2°=,0, (A.20)

mientras que las relaciones ((A.7)) implican que

TiTi1T; =41 OA’E?JZHJ, (07 7é 0. (A21)
Por medio de dichas relaciones y (A.8]), (A.18) tenemos que
Ty oTp 1T Tp 1Ty =p_1 0. (A.22)

A.8 Lema. Los corchetes en [wy,,| estan dados por las formulas de recurrencia

[Wem] = [Tk [Wet1m]], si1<k<m—1<n; (A.23)

[wkk+1] = [[wkk+2] xk+1] s sil<k<m-—1<n.

Aqut, por definicion, Wipi1 = Upn.-

Demostracion. Es suficiente con emplear las propiedades vi) y luego i) y ii). O

A.9 Lema. La palabra no asociativa ([wem|[w,s]] es estdndar sélo en los siguientes
casos: 1)s>m>k+1=r;ii)s <m,r=k.

Demostracion. Si [[wim] [wys]] es estdndar, entonces wyy, > w,s v, por (A.24]), w1 <
Wrs, 0m =k + 1y xp < w,s. La desigualdad wg,, > w,, es valida sélo en dos casos:
k<rok=r m>s. Se tienen entonces cuatro posibilidades:

i) E<r,k<m—1, Weiim < Wes;

ii) k<r,m=k+1, Tpr1 < Wy
iii) k=r,m>s k<m—1, Wey1mWys;

iv) k=r,m>s,m=k+1, x4 < w,s.

Sélo la primera y la tercera desigualdad son consistentes, ya que en el segundo caso
Tre1 < wyps implica que kK + 1 > r, mientras que en el cuarto caso r < sy k =1r <
s < m = k + 1. Si ahora decodificamos w1, < w,s en el primer y en el tercer caso,
obtenemos las dos posibilidades que se indican en el lema. O
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A.10 Lema. La palabra no asociativa [[ugm] [wys]] es estdandar solo en los siguientes
casos: i)k =r; y i)k =m <r.

Demostracion. La desigualdad ug, > w,s significa que k& < r. Puesto que [ug,] =
[k [uks+1m]], Para k # m tenemos que ug 1, < wW,s, y entonces k+1 > ry k =r. Si
k =m # r, entonces x,, > wps y m < r. O

A.11 Lema. La palabra no asociativa [[wiy] [u.s]] es estdndar sdlo en los siguientes
dos casos: i)r=k+1<myii)r=k+1=m=s.

Demostracion. La desigualdad wy,, > u,, implica que r > k. Si k < m—1, entonces por
la primera férmula de tenemos que wii1 < U5, que es equivalente a k+ 1 > r.
Por lo tanto, r =k + 1 <m. Si k = m — 1, entonces por la segunda férmula de (A.24)
tenemos que 1 < Upg, €stoes, k+1>1r 0 k+1=r = s. El primer caso contradice
r > k, en tanto que el segundo es mencionado en el lema. O

A.12 Lema. Si [u],[v] € B, entonces uno de los enunciados siguientes es correcto:

i) [[u] [v]] no es una palabra no asociativa estindar;
ii) uv contiene una subpalabra de uno de los tipos ug, ui, ug, ug, Ug, Us, Ug;

iii) [[u] [v]] € B.

Demostracion. La prueba se sigue de los lemas [A.5] [A.9] [A.10] y [A11] O

A.13 Lema. Si una super palabra W es igual a una de las super letras [uy] — [ug] o0
[ukm]h, [wkm]h; h > 1, entonces su constitucion no es igual a la constitucion de ninguna
super palabra en menos que W super letras de B.

Demostracién. La prueba es similar a la del Lema conforme a la siguiente tabla:

[Ukm] s [UrmTri1] s [UkimUkm 1] degy, (u) < deg,,, (u);
[Wem] , [WemTr41]  [Whin Wi 1] 2degy, (u) < deg,, 4 (u); (A.24)
[Wik+1T k2] degy, (u) = 0;
[uj, ] deg;, (u) < deg, (u) .
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Al4 Lema. Siy=a;, m—1#i>koy=2a% m—1=1i>k, entonces

[

WimY =k+1 0. (A25)

Demostracion. Sii < m — 1, entonces por medio de ((A.8) es posible permutar y a la
izquierda de 22 y usar el Lema conm'=n—1.Siy=2z? m—1=1i> k, entonces
por el caso anterior, ¢ < m — 1, tenemos

WhmY = Wk 1Tm T, = Wems1Zm—1 (0T + BT 1%m) =g 0, (A.26)

donde para m = n por definicién Wy, 11 = Ugp, ¥ UknTn-1 =n—1 0.

Siy =z, 7 = m > k, entonces como m = n podemos usar la segunda igualdad
(A.20). Para m < n tenemos Wy, 11y = Wrmi1yr donde y; = xfn Por lo tanto, por
k <mn — 1 podemos emplear con m + 1 en lugar de m. Para £ = n — 1 tenemos
QUE Wiy Ty = Tp_ 115 =, 0.

Finalmente, siy = xz;, 7 > m > k, entonces por tenemos WY = QWi 41T;T;—1T; 0.
Para i = n es posible usar (A.22), mientras que para ¢ < n, cambiando la palabra
subrayada de acuerdo con , podemos usar los casos considerados anteriormente:
m' —1=4,dondem' =i+1,i"yi<m' —1,dondem/ =i+1,i=1i—1. O

Otra relacién interesante aparece si se multiplica (A.18)) por x,_; por la izquierda y se
sustrae (A.7) con i = n — 1 multiplicado por la derecha por z?2:

2 _ 2
Ty 1T 1Ty =p QX 15Ty 1T, (A.27)

en cuyo caso o = pn,lnp,[f’)l # 0.

A.15 Lema. Para k < s <m <n la siguiente relacion es vdlida.

WimWks =k4+1 €WrsWim, € 7é 0. (A28)

Demostracion. Apliquemos induccién hacia atras sobre k. Para ello, primero transpon-
dremos la segunda letra xj de wg,ws tan lejos como sea posible por medio de (A.8)), y
luego cambiaremos el comienzo x,xy12; de acuerdo con (A.21). Obtenemos entonces

Wi Whs =ht1 T (Wi1mWiyi1s), o F 0. (A.29)
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Para k+1 < s aplicaremos la suposicion inductiva a la palabra en el paréntesis y luego,

por (A.21) y (A.8)), transpondremos z; a la posicién anterior.

El caso en que £k 4+ 1 = s = n — 1, la base de la induccién sobre k, se prueba por
induccion hacia a atras sobre s.

Sea k+ 1= s =n— 1. Entonces, m = n. Primero, mostraremos que
2 _ 2.2 .2 2
Ty 1T T 1 T T Tyl =p QT 1Ty T T + BTy 1Znx, 2,3, a F0. (A.30)

Por ello, del lado izquierdo transponemos la primera letra x, gracias a a la
pentltima posicién, y luego reemplazamos el final 23z, _; por . Se obtiene pues
una combinacion lineal de tres palabras. Una de ellas iguala a la segunda palabra de
, mientras que las otras dos tienen las formas siguientes,

2 2
Tp—1TnLn-1TnTn-1Tp, Tp-1LnTn—-1LyTn-1Tn.

La primera palabra, por E} se transforma en la forma . La segunda palabra,
luego de aplicarsele @ y de reemplazar a x,,_1x,x,_1 por , traera el término
adicional z, 12322 | x,, al cual es posible aplicar (A.20]). El célculo directo de coefi-
cientes muestra que o = Py 1nPnn£0-

Ahora, multiplicaremos (A.30)) por z2_, por la izquierda y usaremos (A.7)) con i = n—2.

Obtenemos que w,,_2,w,_2,_1 con respecto de =,,_; es igual con

2 2 .2 2 .3
V2T 1T T2 T+ Oy 2y 1T Loy 1Ty, Y 7 0. (A.31)

Apliquemos (A.20) y luego (A.21) y (A.20) a la segunda palabra. Tenemos que la
palabra resultante es igual con cero respecto de =,,_;. La primera palabra luego de

aplicar ({A.7) toma la forma

/ 2 2
€Wn—9n—1Wn—2p + € Wy _2,T;,_1Tn2T,, €F0.

Asi, por el Lema[A.14] la base de la induccién sobre s queda probada.

Ahora, llevemos a cabo el paso inductivo. Sea k+1=s<n—1.Sim>s+1=k+2,
entonces por la hipétesis inductiva sobre s podemos escribir

WgmWgs = (wkmwkk+2$k+1) =k+1 OWgk42WgmT+1 =

BWik 2T Tl 1 T 2Tk 1 Wi 3m - (A.32)
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Tomando en consideracién (A.25)), podemos omitir las palabras que comienzan con x? e
Tryo en tanto transformamos la parte subrayada:

_ 2 _
ThTpy1 Tkt 2Thi1l = VET )y 1Ttz = OLpp1 T Ll 1 Tkt 2- (A.33)

De este modo, (A.32)) queda transformada en (A.28)).

Sim =s+1=k+2 < n, entonces la relacién (A.29)) toma la forma
_ 1.2 2
WrmWks =k4+1 Q€ LW 1k4+3Wk41k+3L g 2Tk+15
0, luego de una sustitucion sencilla,
_ 2 Slw? 2
WrmWks =k+1 VL Wk41k+3Wk+1k+2 * Tht1Tk+2 T 0T Wiy 151 3Tk+1T)12-

En ambos términos podemos transponer una letra x; a su posicion inicial por medio de

(A.21) vy (A.8]). Tenemos entonces que

— / /.2 2
Whm Whs Zkt1 Y Wek+3Whk1Tk42 + 0 Wik4+3TEk+1TL 42 (A.34)

Es posible aplicar con m' = k+3,s = k+ 1 al primer término dado que el
caso m > s+ 1 estd considerado. Por lo tanto, es suficiente con mostrar que el segundo
término es igual con cero con respecto de =;,;. Cuando transponemos la tercera letra
Try1 tan lejos como es posible se obtiene la palabra

2
W4 3Tk T 41 L2 T o 1 Wh43k+3T oy 2- (A.35)

Tomando en consideracién (A.25) podemos omitir las palabras que comienzan con x4
y al transformar la parte subrayada:

_ 2 _
ThTpi1 Tkt 2Thp1 = Thp2ThThog ) = T2t 1 ThT 1 - (A.36)

Por lo tanto, la palabra (A.37) es igual con Wy 1Wykt327,, con respecto de =p4q y
resta sélo aplicar el Lema dos veces. O

A.16 Lema. El conjunto B satisface las condiciones del Lema[3.20

Demostracion. Por los lemas y basta con mostrar que en U% (g) todas las
palabras de la forma wuyg, ..., ug son combinaciones lineales de palabras menores. Las
palabras ug se reducen gracias a . Las palabras u;, us se han presentado de esta
forma, sin emplear [z,_;22] = 0, en la prueba del teorema anterior. La relacién (A.25))
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muestra que us =,y 0, uy =41 0. Haciendo s = m — 1, el Lema conduce a la
representacion necesaria para us.

Probaremos por induccion hacia atras sobre k que

def o _
U = UjyTn =kl EUknTplgn, €7 0.

Para k = n — 1 esta igualdad toma la forma (A.27)). Sea k < n — 1. Transpongamos
ahora la segunda letra x;, de ui, x, tan lejos como sea posible por medio de (A.8) y
luego apliquemos ({A.6)). Tenemos pues que

Up Ty Zpy1 02} (Up 1 Tn),  a # 0.

Podemos aplicar la hipdtesis inductiva al término del paréntesis y luego, por (A.6) y
(A.8)), transponer una de las x; a su posicién inicial. n

A.17 Lema. St p;; # 1, entonces los valores de los polinomios [U]h, donde [v] € B,
v # x;, h > 1 no son primitivos torcidos, en particular, son distintos de cero.

Demostracion. Notemos que para n > 2 la subalgebra generada por s, ..., x, esta de-
finida por la matriz de Cartan de tipo B,,_;. Esto nos permite llevar a cabo induccién
sobre n con el supuesto adicional de que las afirmaciones i) y ii) del Teorema B,, son
validas para valores menores de n. Es conveniente considerar formalmente las subalge-
bras generadas (z;) como algebras del tipo Bj. En este caso, para n = 1, el lema y
los enunciados i) y i) son correctos de manera notoria. Si v comienza con xy # 1,
entonces puede emplearse directamente el supuesto inductivo. Si v = uy,,, literalmente
pueden repetirse los argumentos del Lema , comenzando con la férmula . Sea
U = Wiy 31 m > 2, entonces por el Lema tenemos que wy, = [z1 [way]]. Esto
brinda la posibilidad de repetir los mismos argumentos del Lema [A.7] con w en lugar
de u.

Consideremos el tltimo caso en que v = wia. Por el Lema se tiene que

[wia] = [wi] 22 — p (w13, T2) T2 [w13] (A.37)
[wi3] = @1 [wag] — p (@1, wag) [waz] 1. (A.38)
(A.39)

Al aplicar el coproducto primero a ((A.38) y luego a (|A.37)) podemos hallar la suma >
para todos los tensores w") @ w® de A ([wyz]) con deg, (w(z)) = 1, deg, (w@)) =0,
k > 1 (en mucho, de la misma forma que en (A.14])):
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D = (eg1 [was) @ m1) (w2 ®© 1) — p (wis, 72) (w2 @ 1) (g1 [was] @ 1)
= €91 ([waz] T2 — p (w13, x2) p (T2, 1) o [Was]) @ 7. (A.40)

Para n > 2, tomando en cuenta primero la propiedad bicaracter de p, entonces la igual-

dad [z [was]] = @2 [was] — p (22, was) [waes] x2, y luego las siguientes relaciones p;;p;; = 1,
i—j>1; pij = piapa1 = Pay = Paspsa, podemos escribir
Z = eg1 (—p (w13, T2) par1 [Towas] + (1 — p1y') [was] - 22) ® 1. (A.41)

Consideremos el lado izquierdo de este tensor en la aplicaciéon de la hipétesis inductiva.
Notemos que zwq3 es una palabra estdndar y que [zowss3] es igual a [z [was]]. Esta stper
letra no es dura en Up (g) dado que xows3 contiene la subpalabra z2xs. Asi, [zows3] es
una combinacién lineal de super palabras monoétonas no decrecientes en menos super
letras. Entre dichas siper palabras no hay [was - 23] puesto que x5 > xowss. Por otra
parte, [we3] - 5 es una siper palabra mondtona no decreciente y por consiguiente su
valor en Up (g) es el de un elemento base. Por ello, para n > 2 el lado izquierdo W de
> es distinto de cero.

Para n = 2, por la definicién wy3 = 3, wi3x122, v la igualdad (A.40]) retoma la forma

3" = €gi (1 — prapaopor) 72 @ x1. Puesto que 1 # p;i = piapa1 = Py, se tiene que
(1 — prapogpor) =1 — p2_21 # 0. De manera que en este caso y . # 0 también.

Por [35, Corolario 10] y la hipdtesis inductiva, la subalgebra generada por xs,. .., z,
tiene divisores distintos de cero. En particular, W" #£ 0 y Eh # (0 en cualquier caso.

Resta notar que para n > 1 la suma de todos los tensores w™™ ® w® de A ([’U}lg]h>

tales que deg; (w(2)) = h, deg; (w(2)) =0, k > 1 es igual con Zh. Por consiguiente,

h o .
[wi2]" no puede ser primitivo torcido. ]
Concluimos pues con la demostracion del Teorema B,,.

Demostracion del Teorema B,. Dado que ninguna de ug,,, W, contiene subpalabras
(A.1)), los lemas [A.16], [A.1} |3.20[ implican el primer enunciado.

Si [v] € B tiene altura finita, entonces por el Lema y la versién homogénea de la
Definicién [3.16} tenemos que [v]" = 0. Para py; # 1 esto contradice al Lema |A.17]
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En la misma linea, por el Lema todo elemento primitivo torcido homogéneo tiene
la forma [v]". Esto, junto con el Lema demuestra la cuarta afirmacién y, para
p11 # 1, también la segunda.

Si p11 = 1, entonces por (A.19) se sigue que p?, =1, p; = 1, i < n. Ademas, p;;p;; = 1
para todas 7, j. Esto significa que el conmutador torcido es una operacién cuantica de
Lie. En consecuencia, todos los elementos de B son primitivos torcidos. En el caso de
Pnn = 1 estos elementos generan una algebra de Lie coloreada, en tanto que en el caso
de p,, = —1 generan una super algebra de Lie coloreada. Ahora, como en el Teorema
A,,, podemos hacer uso del teorema PBW para las stuper algebras de Lie coloreadas.

La tercera afirmacién se sigue del Teorema y los lemas [3.25] si se demuestra
que todas las stper letras (A.17) son cero en Up (g). Ya hemos probado que todas esas
super letras son no duras. Por lo tanto, queda emplear la version homogénea de la

Definicién y el Lema [A13] O
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