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Introduccion

La presente tesis surge como continuacion de los trabajos hechos por Gilberto Cal-
villo, Isidoro Gitler y Jose Martinez-Bernal [CGMB97a], [CGMBI7b] en éstos se dan
condiciones necesarias y suficientes para reconocer a un tipo especial de matrices lla-
madas Matrices Diddicas. Dichas matrices aparecen al tratar de resolver el problema
de composicién de formas cuadraticas.

La teoria de composicién de formas cuadraticas sobre campos comenzé en el Siglo

XIX con la busqueda de identidades n-cuadradas del tipo
@+ )Y+ by =

donde X = (xy,...,2,) e Y = (y1,...,yn) son sistemas de indeterminados y cada
2z, = zx(X,Y) es una forma bilineal en X e Y.

La identidad 2-cuadrada puede interpretarse como la multiplicacién de mdédulos de
los niimeros complejos.

El problema de composicion de formas cuadradas estd relacionado con las algebras
de divisién normadas; si tenemos una identidad n-cuadrada obtenemos un algebra de
divisién normada y viceversa.

Sir William Rowan Hamilton buscaba encontrar un élgebra de divisiéon normada de
dimension 3, sin embargo, la imposibilidad de tal condicién ya habia sido probada en
1830 por Legendre en su libro Essai sur la théorie des nombres [Leg09]. Fue en Octubre
de 1843, mientras Hamilton caminaba con su esposa por el Canal Real dirigiéndose a
una reunién de la Academia Real Irlandesa en Dublin, Irlanda, cuando una idea llegé a
su mente y en un acto de vandalismo matematico grabd las siguientes ecuaciones en el

Puente de Brougham:
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Con esto demostro la existencia de un algebra de divisién normada no conmutativa de
dimensién 4, a la cual conocemos por el nombre de cuaternios. Cabe mencionar que
en 1748 Leonhard Euler usé una identidad 4-cuadrada en un intento de probar que
todo entero positivo es suma de cuatro cuadrados; esta identidad se interpreta como la
multiplicaciéon de médulos de los cuaternios.

Después del descubrimiento de su amigo Hamilton, John T. Graves comenzd a traba-
jar con la idea de generalizar los cuaternios y en Diciembre de 1843 Graves le escribié a
Hamilton para contarle de una nueva algebra de divisiéon de dimension 8, para la cual
habia encontrado una manera de escribir la multiplicacion de dos sumas de 8 cuadrados
perfectos como otra suma de 8 cuadrados perfectos [Ham67]. Es decir, habia encontrado
una identidad 8-cuadrada. Tal identidad ya habia sido encontrada en 1818 por Degran
en Rusia, pero su trabajo no era muy conocido. Graves buscaba generalizar esta idea
en dimension 2™, asi que se dedic a buscar una generalizacion para dimensién 16, pero
comenzé a dudar que esto fuese posible. Simultdneamente Artur Cayley, después de
haber leido sobre el descubrimiento de los cuaternios, comenzo a estudiar las relaciones
de las funciones hiperelipticas y los cuaternios. En 1845 publicé un articulo en el cual
hacia una breve descripcién de los octonios [Cay45]. Debido a la falta de interés de
Hamilton el articulo de Cayley fue publicado antes que el articulo de Graves. A pesar
de que el descubrimiento de Graves habia sido desde 1843 y que Hamilton habia res-
paldado las afirmaciones de Graves ante la comunidad matematica, ya era demasiado
tarde, los octonios eran ya conocidos como ntimeros de Cayley.

En 1898 Hurwitz publicé un articulo para estas identidades [Hur98]. Mostré que
existia una identidad n-cuadrada con coeficientes complejos si y sélo sin = 1,2,4,8. Su
prueba involucraba algebra lineal elemental, pero su uso de matrices e independencia
lineal no era muy conocida en 1898. Con este teorema Hurwitz probd que las tinicas
algebras de divisién normadas son: los niimeros reales R, los niimeros complejos C, los
cuaternios H y los octonios @. Al final de su articulo Hurwitz postulé un problema

eneral: jPara cudles enteros r, s, n existe una féormula de composicién |r, s, n|?:
C b b ) )

(34 .. D+ ) =24+ 2

donde X = (z1,...,2,) e Y = (y1,...,ys) son sistemas de indeterminados y cada
2z, = zk(X,Y) es una forma bilineal en X e Y.

Después del planteamiento de este problema, muchos matematicos se dedicaron a
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buscar condiciones para las cuales existiera una férmula de composicion del tipo [r, s, n].
Existen varios métodos para construir férmulas de sumas de cuadrados y la mayoria usa
coeficientes enteros. Un método para realizar estas construcciones es usar la terminologia
de matrices intercaladas para reescribir el problema de composiciéon de féormulas.

Sea M una matriz de r X sy M(i,7) la entrada que se encuentra en el renglén i y

la columna j de M. Decimos que M es una matriz intercalada si:

(a) Sus entradas en cada renglén y cada columna son distintas.

(b) Si M(i,5) = M(3',j") entonces M (i, ;") = M (i, j).

Una matriz intercalada es del tipo (r,s,n) si es una matriz de r X s y tiene a lo mas
n entradas distintas. Las submatrices de tamano 2 x 2 de una matriz intercalada que
tienen exactamente dos entradas distintas son llamadas intercalaciones, mientras que
las que tienen cuatro entradas distintas, son llamadas cointercalaciones.

Yuzvinsky [Yuz81] replanteé el problema de composicién [r,n, ]z como sigue:

(a) ;Para que valores 7, s,n existe una matriz intercalada del tipo (7, s,n)?

(b) Dada una matriz intercalada, ;cudndo es signable?

Decimos que una matriz intercalada es signable, si se pueden asignar signos menos
en algunas de las entradas de la matriz intercalada de tal forma de que todas las
intercalaciones tengan un nimero impar de signos menos. El trabajo de Yuzvisnky fue
considerablemente extendido por los trabajos de Yiu [Yiu87], en los que investigd el
aspecto combinatorio de las matrices intercaladas y su signado.

Un caso particular de matrices intercaladas son las matrices del tipo (27,2",2"), las
cuales son llamadas matrices diddicas. Una matriz intercalada es diadica si es isotopica
a una tabla de Cayley de un grupo de exponente 2. Donde dos matrices M y M’ son
isotopicas si puede transformarse una en la otra por medio de operaciones elementales
y posiblemente por un renombramiento de sus entradas.

En este trabajo hacemos un andlisis de las matrices diddicas D,, desde el punto
de vista de matroides. Los matroides que surgen de las matrices diadicas los llamamos
matroides diddicos, los cuales se obtienen a partir de la matriz diadica D,, de la siguiente
manera: a la matriz diddica le asociamos una hipergrafica, después encontramos la
matriz de incidencia de la hipergréafica y consideramos el matroide vectorial binario

asociado a esta matriz y lo denotamos por M(D,,).



X Introduccién

Buscamos, entre otras cosas, analizar los circuitos de estos matroides desde un pun-
to de vista topolégico. Isidoro Gitler [Git00] hizo una compilacién de varias ideas y
trabajos realizados con Gilberto Calvillo sobre matrices intercaladas. En este articulo
aparecen resultados acerca de la trialidad de los mapeos de Tutte. Un mapeo de Tutte
es una mapeo combinatorio que nos permite analizar los circuitos que surgen de los
matroides diddicos. En esta compilacién se observa que algunos de los circuitos que
se obtienen de los matroides diddicos son superficiables. Nosotros queremos continuar
con este andlisis para ver qué superficies pueden obtenerse a partir de los circuitos
fundamentales de estos matroides. Por ello analizamos cada uno de los circuitos fun-
damentales que se obtienen de los matroides diddicos M(Ds) y M(D3) mediante dos
métodos: los mapeos de Tutte y mediante un proceso topoldgico que surge de la topo-
logia cociente. El matroide M(Dy) cuenta con 8 circuitos fundamentales, por lo que en
el capitulo cinco se muestra el andlisis de cada uno de ellos. El matroide M(Dj3) cuenta
con 67 circuitos fundamentales, asi que mientras el andlisis se hizo para cada uno de
ellos, incluir en este trabajo el andlisis paso a paso de cada uno de los circuitos funda-
mentales, parece no tener mucho sentido. Por ello decidimos explicar con el andlisis de
uno de sus circuitos paso a paso hasta llegar a la superficie que forma y resumir para

los demas circuitos en forma de tablas la superficie en la cual se encajan.

Mas adn, buscamos probar que todo circuito en los matroides diadicos M(Ds) y
M(Ds3) puede verse como diferencia simétrica de sus circuitos més pequenos, que son los
de tamano seis.Marcel Wild [Wil93] probé6 que la clase de matroides binarios simples
también puede caracterizarse a partir de los circuitos cerrados de un matroide. En
el presente trabajo mostramos que para los matroides diddicos M(Ds) y M(Ds) los
circuitos de tamano 6 son cerrados y generan los circuitos del matroide; sin embargo,
existen circuitos cerrados de tamano mayor que 6, por lo que nuestro resultado no se

sigue de manera directa del articulo de Marcel Wild.
La estructura de esta tesis es la siguiente:

En el capitulo uno hacemos un estudio de las definiciones principales de la teoria de

matroides.

El capitulo dos estudia las definiciones y algunos resultados importantes de matrices
intercaladas y abordamos el problema de signado de matrices intercaladas y su relacion

con el problema de formas cuadraticas.
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En el capitulo tres definimos los matroides intercalados y su relaciéon con el problema
de signado de matrices intercaladas.

En el capitulo cuatro estudiamos los mapeos combinatorios de Tutte, los cuales seran
necesarios para el estudio de los circuitos que surgen del matroide diddico M(Ds).

Los resultados principales de la tesis aparecen en el capitulo cinco, en el cual presen-
tamos un analisis completo de los circuitos del matroide diddico M(Dy), caracterizamos
los circuitos del matroide diadico de 8 x 8 y mostramos que nuestra conjetura es cierta
para los matroides M(D3) y M(Ds).

Finalmente, en el capitulo seis presentamos las conclusiones y conjeturas de este
trabajo.

Se incluye un apéndice en el cual aparece la implementacién del algoritmo que se

utilizé para los calculos de las matrices de incidencia y reduccion sobre Zs de las mismas.






Capitulo 1
Matroides

Con el objeto de que esta tesis sea autocontenida, en este capitulo presentamos
definiciones y resultados conocidos de la teoria de matroides que seran utilizados en la
tesis. La terminologia y definiciones que utilizamos para el desarrollo de esta seccién
provienen del libro Matroid Theory, de J.G. Oxley [Ox192].

1.1. Definiciones y Resultados (Generales

Hay varias maneras equivalentes de definir un matroide. En esta seccién utilizaremos
la definicion de matroide a partir de sus subconjuntos independientes y a partir de ésta

probaremos su equivalencia con otras definiciones.

1.1.1. Conjuntos Independientes y Circuitos

Definicién 1.1.1. Un matroide M es un par ordenado (F,J) que consiste de un
conjunto finito £ y una coleccién J de subconjuntos de E llamados conjuntos inde-

pendientes, tales que las siguientes condiciones se satisfacen:

(I1) 0 7.

(I2) Si X €Jy Y C X entonces Y € J.

(I3) Si I1,Iy € I con | I |<| I | entonces existe x € Iy — I; tal que I U{z} € J.

Un subconjunto de F que no pertenezca a J es llamado dependiente.
Si M es el matroide (E,J), entonces M es llamado un matroide en F. Los elementos

de J son llamados los conjuntos independientes de M y F es llamado el conjunto base

1
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de M. Frecuentemente escribiremos M(E) en lugar de (E,J), J(M) por J y E(M) por
E en particular cuando consideremos varios matroides y resulte necesario tener una
manera de especificar de cual de los matroides estamos hablando.

El término “matroide” fue ideado por Whitney [Whi35], ya que una clase funda-

mental de ejemplos de estos objetos surge de las matrices en la siguiente manera.

Proposicion 1.1.2. Sea A una matriz de m X n con entradas en un campo F' y sea E
el conjunto de etiquetas para las columnas de A. Definimos J como el conjunto de los
subconjuntos X de E tales que las columnas asociadas a los indices de X son linealmente
independientes en el espacio vectorial V(m, F'). Entonces (E,J) es un matroide.

Demostracién: Es facil ver que J cumple (I1) e (I2). Para probar (I3) sean [, € J
tales que | I |<| I | . Sea W el subespacio generado en V' (m, F) por el conjunto I; U I5.
Entonces dim W la dimensién de W es al menos | I | . Supongamos ahora que para
toda x € I, — I se tiene que [;U{x} es linealmente dependiente. De lo anterior tenemos
que W C Span([;), por lo que | Iz |< dim W <| I |<| I3 |; 1o que es una contradiccion.
Por lo que podemos concluir que existe x € Iy — I tal que [; U {z} € J. [

Los matroides obtenidos como en la proposiciéon 1.1.2 son llamados matroides

vectoriales. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.1. Sea A € My,5(R) con

Entonces E = {1,2,3,4,5} y su coleccién de subconjuntos independientes es:

J= A0, {13, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1,3},{2,3}, {2, 4}, {3, 4} }.

Por lo que la coleccion de subconjuntos dependientes del matroide esta dada por:

{5}, {1,4},{1,5},{2,5},{3,5}, {4, 5} JU{X C E : |[X] =3}
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en esta coleccién tenemos elementos con una caracteristica especial, por ejemplo, el
subconjunto {1,4} cumple que cualquier subconjunto propio de él es un subconjunto
independiente, por lo cual decimos que el conjunto {1, 4} es un subconjunto dependiente
minimal del matroide.

La coleccién de subconjuntos dependientes minimales de este matroide vectorial

aparece enseguida:
{53 {1,4},{1,2,3},{2,3,4}}.
O

Los subconjuntos dependientes minimales de M son llamados circuitos. A la colec-
cion de los circuitos de un matroide lo denotaremos por €(M), o simplemente € cuando
del contexto no sea necesario indicar el matroide.

Del ejemplo 1.1 podemos ver que una vez que tenemos los conjuntos independientes
del matroide, podemos obtener sus circuitos. De la misma manera, podemos definir el
matroide por medio de sus circuitos y de ellos obtener los conjuntos independientes.

Veamos algunas propiedades de C. Es facil ver que
(C1) 0 ¢ cC.

(C2) Si 1,0y € Cy € C Oy, entonces Cy = Cs.
Mas aun:

Lema 1.1.3. El conjunto C de circuitos de un matroide cumple con la siguiente propie-

dad:

(C3) SiCy yCy son miembros distintos de C y e € C1NCy, entonces existe un circuito

Cs € C tal que C3 C (C1 UCy) — {e}.

Demostracién: Supongamos que (C;UCy) —{e} no contiene ningun circuito. Entonces
(CLUCy) —{e} € I, como C y Cy son circuitos distintos, por (C2) sabemos que
C5 — (' es no vacio. Sea f € Cy — (', como (5 es un dependiente minimal tenemos

que Cy — {f} €J.Sea I C C,UCy con I € I, el conjunto mas grande que contiene a
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Cy — {f}. Como C} es un circuito, existe un elemento g en C; que no pertenece a I.

Luego, dado que f € Cy — C tenemos que g y f son elementos distintos. De aqui que:
] < [(CLUCr) = {f, g} < [(C1UC2) — {e}|

por la propiedad (I3) existe un elemento h en [(C1UCy) —{e}| —{I} tal que ITU{h} €T
lo cual contradice la maximalidad de I. ]
A continuacién mostraremos que (Cy) — (C3) caracteriza la coleccién de circuitos de

un matroide.

Teorema 1.1.4. Sea E un conjunto y C la coleccion de subconjuntos de E que satisface
(C1) — (C3). Sea T la coleccion de subconjuntos de E que no contiene miembros de C.

Entonces (F,J) es un matroide que tiene a € como su coleccion de circuitos.

Demostracién: Queremos mostrar que J satisface (I1)-(13). Es facil ver que las pro-
piedades (I1) e (I2) se cumplen. Por lo que resta mostrar que (I3) se satisface. Sean
I; e Iy miembros de J con |I;| < |I3|. Supongamos que para todo e € Iy — I; se tiene
que [; U {e} ¢ J. Observemos que J tiene un subconjunto I3 de I; U I el cual contiene
mas elementos que I;, al menos I cumple esta condicién, y escogemos dicho conjunto
con la propiedad de que |I; — I3| sea minimal.

Como (I3) no se cumple, I; — I3 es no vacio, ya que si lo fuese entonces I; C I3
y como I3 tiene mas elementos que [; entonces existiria un elemento x € [y tal que
I U {z} € J. Podemos entonces escoger un elemento e en I; — [3. Ahora, para cada
elemento f de I3 —1I sea Ty = (I3U{e})—{f} entonces Ty € LUl y |l =T}| < |11 —I3]
por lo que T ¢ J ya que I3 es el que hace |I; — I3] minimal. Entonces T contiene un
miembro Cy de €. Més atn e € Cy, de otro modo C; C I3 contradiciendo el hecho de
que I3 € J. Sea g € I3 — I entonces C, C (I3U{e}) —{g}; si C;N (I3 —I1) = 0 tenemos
que Cy; C ((I1 N 1I3) U{e}) — {g} C I lo cual es una contradiccién ya que I; € J, de
aqui que existe h € C,; N (I3 — I;). Luego, como e € C; N C), y por (C3) existe C en €
tal que C' C (Cy,UC),) — {e}, pero Cy y C}, son subconjuntos de I3 U {e} lo que implica
que C' C I3 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto (I8) se cumple. Entonces (E,J)

es un matroide M.

Para probar que € es C(M) la coleccién de circuitos de M, observamos que los

siguientes enunciados son equivalentes:
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(1) C es un circuito de M;
(i1) C ¢IM) y C —{z} € I(M) para toda z € C;

(737) C' tiene un miembro C” de € como un subconjunto, pero C’ no es un subconjunto

propio de
() C € C. n

Combinando el teorema 1.1.4, el lema 1.1.3 y las observaciones anteriores obtenemos

el siguiente resultado:

Corolario 1.1.5. Sea C un conjunto de subconjuntos de E. Entonces C es la coleccion

de circuitos de un matroide en E si y solo si C satisface las siguientes condiciones:
(C1) 0 ¢ ¢.
(C2) SiCy yCy pertenecen a C y Cy C Cy entonces Cy = Cs.

(C3) Si Cy y Cy son miembros distintos de C y e € Cy N Cy entonces existe Cs en C tal
que C5 C (C, U Cy) — {e}. n

La siguiente es una proposicion elemental, pero muy utilizada de los matroides

Proposicién 1.1.6. Sea I un conjunto independiente de un matroide M(E) y e un
elemento de E tal que I U {e} es dependiente. Entonces M contiene un circuito en

I'U{e} el cual es unico.

Demostracién: Como I U {e} es dependiente debe contener un circuito C. Més atn,
cada circuito de I U{e} contiene a e. Supongamos que existe un circuito C’ en I U {e}
distinto de C, por (C3) tenemos que (C'UC") — {e} contiene un circuito, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto C' es unico. n

Anteriormente vimos el ejemplo de matroides vectoriales, uno de los dos tipos de
matroides discutidos en [Whi35]. La segunda clase es un matroide derivado de las grafi-
cas, el cual veremos a continuacién. Recordemos que un ciclo en una grafica es un
camino cerrado en el cual todos sus vértices tienen grado dos. Utilizaremos la notacion
y definiciones de [BMOS].
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Figura 1.1: Los ciclos en una gréfica satisfacen el axioma (C3)

Proposicién 1.1.7. Sea E el conjunto de aristas de una grdfica G y C el conjunto de

ciclos de G. Entonces C es el conjunto de circuitos de un matrioide en F.

Demostracién: Es claro que C satisface (C1) y (C2). Para probar (C3) sean C y
Cy ciclos de G con una arista e € E(G) comun. Sean u y v los vértices de la arista e.
Construiremos un ciclo de G cuyo conjunto de aristas esté contenido en (C,UCy) —{e}.
Para i € {1,2}, sea P, un camino de u a v en G cuyo conjunto de aristas esta contenido
en C; — {e}. Comenzando en u, avanzamos sobre P, hacia v, sea w el primer vértice en
el cual la siguiente arista de P; no pertenece a P,. Continuamos avanzando sobre P; de
w a v hasta que encontremos un vértice = distinto de w pero que también pertenezca
a P,. Debido a que P; y P, tienen término en v, este vértice debe de existir. Ahora,
adjuntamos la seccién de P; de w a x a la seccion de P, de x a w. El resultado es un
ciclo (ver figura 1.1), el cual tiene un conjunto de aristas contenido en (Cy UCy) — {e}.
Por lo tanto C satisface (C3). =

Los matroides obtenidos de la forma anterior son llamados matroides ciclicos o
matroides poligonales de G. Se denotan por M(G). Es claro que un conjunto X de
aristas de G es un independiente en M(G) si y sélo si X no contiene el conjunto de

aristas de un ciclo, o equivalentemente, que la subgrafica inducida por X sea un arbol.

Ejemplo 1.2. Consideremos la grafica completa con cuatro vértices, a la cual se denota
K, y etiquetemos sus aristas con las etiquetas E = {1,2,3,4,5,6}, como se muestra a

continuacion.
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Entonces el conjunto de circuitos de M(K}) es:

{{1,2,3},{1,4,5},{2,4,6},{3,5,6},{1,2,6,5},{2,3,4,5},{1,3,4,6}}.

Al trabajar con matroides nos interesa saber cuando dos matroides M; y M, tienen
la misma estructura, es decir, cuando dos matroides son isomorfos. Al igual que en
teoria de graficas necesitamos que exista una biyeccién ¢ de E(M;) a E(My), tal que
X C E(M,) es independiente en M si y sélo si ¢(X) es independiente M.

Un matroide isomorfo a un matroide ciclico es llamado un matroide grafico. Si M es
isomorfo a un matroide vectorial de una matriz D sobre un campo F, entonces se dice
que M es representable sobre ' 6 F—representable y D es llamada una representacion
de M sobre F' o una F'—representacion.

Siguiendo la terminologia de graficas llamaremos a un elemento e € E un lazo de un
matroide M(FE), si {e} es un circuito de M. Més atin, si f y ¢ son elementos de F tales
que {f,g} es un circuito, entonces f y g son llamados paralelos en M(E). Una clase
paralela de M(E) es un subconjunto maximal X de E tal que cualesquiera dos pares
de elementos de X son paralelos y ningin elemento de X es un lazo. Si M no tiene
lazos y no posee clases paralelas no triviales es llamado un matroide simple o geometria

combinatoria.

1.1.2. Bases

Una lista de los subconjuntos independientes maximales de un matroide M es cla-
ramente una forma mas eficiente de describir al matroide, al igual que en espacios

vectoriales los subconjuntos independientes maximales de M son llamados bases.

Al hablar de bases de un matroide nos damos cuenta de las semejanzas que existen

con las bases de un espacio vectorial. Por ejemplo:
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Lema 1.1.8. Las bases de una matroide son equicardinales, esto es, si By y By son

bases de un matroide M, entonces |By| = | Ba|.

Demostracién: Si suponemos que |B;| < |Bs| como B; y By son independientes,
por (I3) tenemos que existe x € By — By tal que B; U {z} € J, lo que contradice
la maximalidad de Bj. Por lo que |B;| < |Bs| y de manera andloga tenemos que
|Bs| < |Bi], por lo tanto |By| = | By. n

A la coleccién de bases de M la denotaremos por B o B(M), en caso de que sea
necesario especificar el matroide del que estamos hablando.

Si M es un matroide y B la coleccién de bases, entonces, por (I1), tenemos que:

(B1) B es no vacio.

Lema 1.1.9. La coleccion de bases de un matroide B satisface la siguiente condicion:

(B2) Si By y By son miembros de B y x € By — By, entonces existe un elemento y de
By — By tal que (By — {z}) U{y} € B.

Demostracién: By —{z} y Bs son subconjuntos independientes de M. Més ain, por el
lema 1.1.8 sabemos que |B;| = | By, entonces |B;—{z}| < | Bz|. Ahora por (I13) tenemos
que existe y € By — (By —{x}) tal que (B — {#})U{y} € I con | (B — {z}) U{y}| = | B
por lo tanto (B; — {z}) U{y} € B. =

A continuacién demostraremos que (B1) y (B2) caracterizan las bases de un ma-

troide.

Teorema 1.1.10. Sea E un conjunto finito y B la coleccion de subconjuntos de E que
satisfacen (B1) y (B2). Sea J la coleccion de subconjuntos de E que estan contenidos
en algiun miembro de B. Entonces (E,J) es un matroide que tiene a B como su coleccion
de bases.

Demostracién: Como B cumple (B1) entonces satisface (I1). Para probar (I2) sea
X eJeY C X, como X pertenece a J entonces existe B € B tal que X C B lo que

implica que Y C B por lo tanto Y € J. Para demostrar (I3) necesitamos el siguiente

lema.
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Lema 1.1.11. Los miembros de B tienen la misma cardinalidad.

Demostracién: Sean B; y By miembros distintos de B para los cuales |B;| > |Bs| v
con la propiedad de que | B; — Bs| sea minimal. Sea x € (B; — By) por (B2) tenemos que
existe un elemento y € (By— By) tal que (By—{z})U{y} € B. Luego |(B1—{z})U{y}| =
|B1| > |Ba| y |((By — {z}) U{y}) — Ba| < |B1 — Bs|. Lo que contradice la eleccién de
By y By por lo que hemos probado el lema. [
Continuando con la demostracién del teorema 1.1.10; Supongamos que (I3) falla
para I, I, € J con |I1| < |I3|. Esto es, para todo e € Iy — I} tenemos que I; U {e} ¢ J.
Como I, I, € J existen By, By € B tales que I; C By e I, C B,. Supongamos que By
es tal que |By — (I3 U By)| sea minimal. De la eleccién de I; e I, tenemos la siguiente

igualdad:
IL—Bi =1~ I (1)

la contencién Iy — By C I — I es obvia. Ahora, si existiera e € I, —I; tal que e ¢ I,— By
entonces [1U{e} C B; contradiciendo la eleccion de I, por lo que obtenemos la igualdad.
Supongamos que By — (I;U By) es no vacio, por lo que podemos escoger un elemento
x € By—(I,UBy), por (B2) tenemos que existe y € B;— B, tal que (Bo—{z})U{y} € B.
Pero entonces |((By — {z}) U{y}) — (I U By)| < |By — (I3 U By)| contradiciendo la
minimalidad de By, por lo que By — (I3 U By) es vacio, entonces B, — By = I, — B;. Por
(1) tenemos que:
By—Bi=1,—1; (2)

Mostraremos ahora que By — (I3 U By) es vacio. Si no lo fuese existe un elemento
x € By — (I; U By) por (B2) existe y € By — By tal que (B; — {z}) U {y} € B. Ahora,
Lu{y} C (B; —{z})U{y}. Lo que implica que I; U{y} € J. Como y € By — By por (2)
y € I, — I 1o que contradice el supuesto de que (I3) falla. Por lo tanto By — (I; U Bs)
es vacio. Por lo que By — By = I; — Bs. Dado que I} — By C I; — I, tenemos que:

By — B, C I — . (3)

Por el lema 1.1.11 tenemos que |B;| = |Bs| entonces | By — By| = |By — Ba|. Por (2) y
(3) tenemos |Iy — ;| < |I; — Iy| por lo tanto |I;| > |I2|. Esta contradiccién completa
la prueba de que (F,J) es un matroide. Como B es claramente el conjunto de bases de
este matroide, el teorema queda probado. [

Combinando el lema 1.1.9 y el teorema 1.1.10 obtenemos lo siguiente.
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Corolario 1.1.12. Sea B un conjunto de subconjuntos de un conjunto E. Entonces
B es la coleccion de bases de un matroide M en E si y solo si satisface las siguientes

condiciones:
(B1) B es no vacio.

(B2) Si By y By son miembros de B y x € By — By entonces existe y € By — By tal que
(B1 —{z}) U{y} € B. =

En la Proposicion 1.1.6 vimos que si I es un subconjunto independiente de un
matroide M y I U {e} es dependiente en M, entonces M posee un tnico circuito en

TU{e} y este circuito contiene a e. El siguiente resultado es una consecuencia inmediata.

Corolario 1.1.13. Sea B una base de un matroide M. Si e € E(M) — B, entonces
B U {e} contiene un tnico circuito C(B,e), llamado el circuito fundamental de e con

respecto a la base B. Mds ain e € C(B,e). n

A continuacién probaremos que todo circuito se puede escribir como circuito funda-

mental con respecto a alguna base.

Proposicién 1.1.14. Sea C' un circuito de un matroide M y e € C, entonces existe
B € B tal que C = C(B,e).

Demostracién: Sea C' un circuito de My e € C, como C'es circuito entonces C'—{e} €
J. Si C' — {e} es base de M por el corolario 1.1.13 habremos terminado. Supongamos
pues que C' — {e} no es base de M y sea By € B(M), entonces |C' — {e}| < |By| por
(I3) existe un elemento z € By — (C' — {e}) tal que (C — {e}) U {z} € J. Continuando
este proceso encontramos una base B de M que contiene a C' — {e} y tal que e ¢ B.
Por el corolario anterior tenemos que B U {e} contiene un tnico circuito C (B, e), pero
C € B U{e}, por lo tanto C' = C(B,e). =

El siguiente es un resultado mas fuerte.

Teorema 1.1.15. S5i M es un matroide sobre E, y B una base para M, entonces para
cualquier x € E — B, (B — {y}) U {x} es una base para M si y sdlo siy € C(B,x) o

Y = .
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Demostracién: Sea (B — {y}) U {z} una base. Entonces, si y ¢ C(B, ) tenemos que
C(B,z) C (B—{y})U{z}, por lo que no podria ser base. Reciprocamente, supongamos
que y € C(B,x) pero (B — {y}) U{x} no es base. Entonces B U {x} debe contener un
circuito C” el cual claramente no puede estar en C(B,x). Por lo que (B — {y}) U {z}
contiene dos circuitos lo que contradice la proposicién anterior. [

El siguiente teorema prueba una condicién més fuerte que (C3) acerca de los cir-

cuitos de un matroide.

Teorema 1.1.16. Si C y Cy son circuitos distintos de un matroide M y x € C; N Cs,

entonces para cualquier elemento y € Cy — Cy existe un unico circuito C tal que

y€C C(CLUCY) — {z}.

Demostracion: Supongamos que C7, Cs, x,y, son tales que el teorema no se cumple,
y que |C7 U Cy| es minimal con esta propiedad. Por (C3) existe un circuito Cy C
(Cy U Cy) — {z} pero y ¢ Cs. Ahora C3 N (Cy — C}) no puede ser nulo ya que de lo
contrario C3 estaria contenido en Cf.

Sea z € C3N(Cy—C1) y consideremos ahora, Cy y C3; 2z € CoNCs, x € Cy—C3 y dado
que y ¢ CyUC3, CyUC3 es un subconjunto propio de C; UCsy, lo que implica que hemos
encontrado dos circuitos que no cumplen el teorema y tales que |Cy U C3] < |Cy U Cs
lo que contradice la minimalidad de C U Cs,, por lo que debe existir un circuito Cjy tal
que

reCy C(Cauls) —{z}.

Consideremos ahora, C; y Cy; x € C;UCy, y ¢ C, — Cy por lo que y € C — Cy, lo
que implica que C7; U Cy C C7 U (s, de nuevo por la minimalidad del argumento debe

existir un circuito C5 tal que
yeCs C(CLuly) —{z}.

Como C7 U Cy C C7 U Cy hemos encontrado un circuito tal que
yeCs C(CLuUCly) —{z},

lo cual es una contradiccion. [
Veamos otro tipo especial de matroides al cual definimos a partir de sus bases y que

son de importantes en teoria de matroides.
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Proposicion 1.1.17. Sean m y n enteros no negativos tales que m < n. Sea E un
conjunto con n elementos. Definimos B como el conjunto de los subconjuntos X de F

tales que | X| = m. Entonces B es el conjunto de bases de un matroide en E.

Demostracién: Es ficil ver que B cumple (B1). Para probar (B2), secan By y Bs
elementos de By € By — By. Como |By — {z}| < |Bs| entonces existe y € By — (By —
{z}). Luego, |(By — {z}) U{y}| = m por lo tanto (B; — {z})) U {y} € B. =

Denotamos a este matroide U, ,, y lo llamamos el matroide uniforme de rango m
en un conjunto de n elementos.

Claramente,
I Unn) ={X CFE : |X|<m}

e(U,.) = 0, sin=m,
" {XCFE : |X|>m}, sim<n.

Observemos que si m = 0 entonces todo elemento en U, , es un lazo. Si m = 1, cada
par de puntos distintos forma un circuito (un paralelo) y si m > 2, U,,,, es simple.
Los matroides de la forma U, , son aquellos que no tienen conjuntos dependientes.
Llamamos a estos matroides libres. Uno de estos matroides, Uy, es el unico matroide

cuyo conjunto base es el conjunto vacio y es llamado el matroide vacio.

Hasta ahora hemos analizado algunas de las propiedades que cumplen los conjuntos
independientes, circuitos y bases de un matroide. También la equivalencia entre las
definiciones de matroide con respecto a estos mismos. Sin embargo, veremos enseguida

que hay otra manera equivalente de definir un matroide.

1.1.3. Rango

En algebra lineal contamos con las nociones de dimension de un espacio vectorial
y espacio generado por un conjunto de vectores. Lo que haremos a continuacién es

generalizar estos conceptos a matroides.

Comenzaremos por definir otro matroide a partir de un matroide M = (E,J), sean
X CEyJlx={ICX : IeJ} esclaro que el par ordenado (X,J|x) es un matroide

sobre X. Llamamos a este matroide la restriccion de M a X o el borrado de E — X
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de M y lo denotaremos por M|y o M \ (E — X). Podemos verificar facilmente que
CM|x)={C C X : C €M)} Como M|y es un matroide sabemos que sus bases
son equicardinales. Definiremos el rango t(X) de X como la cardinalidad de una de las

bases B de M|x y llamamos a B una base para el subconjunto X.

Definicién 1.1.18. Sea M un matroide. La funcién rango de un matroide es una

funcién v: 28 — Z definida por t(X) = |B| donde B es una base de M| .

Teorema 1.1.19. Una funcién v : 28 — Z es la funcion rango de un matroide M en
E siy solo si cumple:

(R1) Si X C E, entonces 0 < ¢(X) < |X].

(R2) SiX CY CE, entonces t(X) < t(Y).

(R3) Si X,Y CE, entonces t(XUY)+t(XNY) <¢(X)+(Y).

Demostracién: Sean M un matroideen £, X CY C E y t: 2 — Z la funcién rango
de M. Es claro que la funcién v cumple las propiedades (R1) y (R2) Probaremos pues
que t cumple con la propiedad (R3) Sea Bxny una base para M|(XNY'). Entonces Bxny
es un subconjunto independiente de M| X UY’), por lo que Bxny esta contenido una
base Bxyy de M|(XUY). Ahora, BxuyNX y BxuyNY son subconjuntos independientes

de M|x y My, respectivamente. De aqui que,
|BXUY ﬂX| S t(X) y |BXUY N Y| S t(Y)
Entonces,
t(X) +t(Y) > |BXUy ﬂX| + |BXUY ﬂY|
= |(Bxuy N X)U (Bxuy NY)|
+|(Bxuy N X) N (Bxuy NY)|
= |Bxuoy N (X UY)|+|Bxoy N X NY]|.
Pero Bxuy N (X UY) = Bxuy v Bxuy N X NY = Bxny. Por lo que,
t(X) +(Y) > |Bxuy|+ [Bxny|
= t(XUY)+r(XNY)

con lo que hemos probado que t cumple (R3)
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Ahora, para probar el regreso, sea F un conjunto y t : 2¥ — Z una funcién que
satisface (R1) — (R3) Sea J la colecciéon de subconjuntos X de E para los cuales
t(X) = |X|. Vamos a mostrar que (F,J) es un matroide que tiene como funcién rango

t, pero para ello necesitaremos el siguiente lema.

Lema 1.1.20. Sea E un conjunto y v una funcion en 2¥ que satisface (R2) y (R3).
Si X eY son subconjuntos de E tales que para today € Y — X, v(X U {y}) = v(X),
entonces tv(X UY) = t(X).

Demostracién: Sea Y — X = {y1,v2, ...,y }. Probaremos por induccién sobre k. Si

k =1 el resultado es inmediato. Supongamos que se cumple para k = n y veamos que

es valido para k = n + 1. Entonces por induccién y por (R3)

o(X) +e(X) = (X U{y,v2, - ¥n}) + (X U{yns1})
> (X Uy, vz, ) U(X U{yni1}))
+e((X U{y,v2,- - yn}) N (X U{yns1}))
= (X U{Y1, 92, Yn, Y1 }) +t(X)
> t(X) +r(X),

donde el ultimo paso se cumple por (R2) Dado que la primera y ultima linea son
iguales, la igualdad debe cumplirse también para las ecuaciones intermedias. Por lo

tanto t(X) = (X U{y1,%2- -, Yn, Yn+1}). Entonces por induccién el lema se cumple. m

Probaremos el regreso del teorema. Como (R1) se cumple tenemos 0 < t(@) < |()],
entonces t(()) = |@| por lo que () € J. Por lo tanto J satisface (I1). Ahora, sea I € J e
I' C I entonces v(I) = |I]. Por (R3),

(U =T)+e(I'n(I=T1)) < v(I')+x(I-1T)
esto es
t(l) +¢(0) <e(I')+(I -1, (1)

pero t(I) = |I| y v(0)) = 0. Més atin, por (R1), ¢(I') < |[I'|yt(I —=TI') < |I = I'|. De
aqui que, por (1),

1] < () +e(I=1) < |+ 11| = I
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por lo tanto ¢(I') + (I — I') = |I], lo que implica que |I'| = v({’), concluimos entonces
I' € J, por lo que J satisface (12). Para probar que J satisface (I3), asumimos lo
contrario, esto es sean Iy, Iy € J con |Iy| > |I;| y supongamos que para toda e € (Io—1;)
tenemos que I; U {z} ¢ J. Entonces para tales elementos e, tenemos v(l; U {e}) #
|I; U{e}|. De lo anterior, por (R1), (R2) y el hecho de que I; € J tenemos que para

tales elementos e se cumple:
|[1| +1> t([l @) {LIT}) > t([l) = |[1|

por lo que,
v(f; U{z}) = |L]. (2)

Ahora, aplicando el lema 1.1.20 con X = I, e Y = Iy tenemos v([; U I) = t([),
pero Iy C I U I entonces por (R2) tenemos |lo| = t(Iy) < t(I; U Iy) = || por lo que
|I1| > |I2] lo cual es una contradiccion. Concluimos entonces que J satisface (I3) por lo
que (F,J) es un matroide.

Para concluir la demostracion es necesario probar que t es la funcién rango ty de
M. Sea X C E. Si X € J entonces t(X) = |X| y como X es una base para M|x
entonces ty(X) = |X|. Entonces si X € J tenemos que t(X) = ty(X). Supongamos
que X ¢ Jy sea B una base para M|x. Entonces ty(X) = |B|. Mas ain, BU{z} ¢ J
para toda © € X — B, de aqui que |B] = v(B) < v(BU {z}) < |BU {z}|, por lo
que t(B U {z}) = |B|. Por el lema 1.1.20, se sigue que t(B U {z}) = t(B), esto es,
t(X) = v(B) = |B|. Entonces si X ¢ J, entonces t(X) = ty(X). Concluimos que
T =ty "

Los conjuntos independientes y circuitos pueden caracterizarse facilmente a partir

de la funcién rango.

Proposiciéon 1.1.21. Sea M un matroide con funcion rango t y supongamos que

X C E(M). Entonces:
(i) X es independiente si y solo si | X| = v(X).
(ii) X es una base siy solo si | X|=1¢(X)=r(E).

(i) X es un circuito si y solo si X es no wvacio y para toda x en X,
t(X —{z}) = |X]| -1 =+(X).
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Demostracién: Para probar (i) sea X € J, entonces X es base para M|x por lo que
t(X) = | X]|. Ahora si t(X) = | X| esto quiere decir que X es base para M|x por lo tanto
X estéd en J.

Probemos ahora (7i), X es base de M si y sélo si t(E(M)) = | X| y por (i) X € T si
y solo si | X| = t(X).

Para probar (7i7) sea X un circuito y € X, entonces X — {z} estd en J y por (7)
se cumple que v(X — {z}) = |X — {z}| = |X| — 1, como X — {z} C X por (R1) y
(R2) tenemos | X| —1=|X — {z}| <¢(X) < |X] por lo tanto t(X) = | X| — 1. Ahora
supongamos que X C F es tal que v(X — {z}) = |X| — 1 = ¢(X) para toda x € X.
Como t(X — {z}) = |X| — 1 entonces por (i) tenemos X — {z} € J para toda z € X y
como X ¢ J esto quiere decir que X es un dependiente minimal de M por lo tanto X

es circuito de M. =

1.1.4. Cerradura

En algebra lineal dado un subconjunto S de un espacio vectorial V, definimos el
subespacio generado por S denotado por Span.S, como la interseccién de todos los
subespacios vectoriales que contienen a S, y decimos que v € V esta en Span S si y sélo
si Span S = Span(S U {v}) esto es, si y sélo si la dimensién de Span S es la misma que
Span(SU{v}). Lo que haremos en esta seccion es generalizar este concepto a matroides

y mostrar algunas de sus propiedades.

Definicién 1.1.22. Sea M(E,J) un matroide y ¢ su funcién rango. El operador cerra-
dura de M denotado por cl es una funcién de 2F en 2 definida para todo X C FE,
como

dX)={zx e E : t(XU{z}) =¢(X)}.

Nota: Por el lema 1.1.20 tenemos que t(cl(X)) = ¢(X).

Lema 1.1.23. El operador cerradura de un matroide M(E,J) cumple con las siguientes

propiedades:

(CL1) Si X C E, entonces X C cl(X).
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(CL2) Si X CY CE, entonces cl(X)C cl(Y).
(CL3) 51 X C E, entonces cl(cl(X)) = cl(X).
(CL4) St X CE, z € FEeycc(XU{z}) —c(X), entonces x € cl(X U{y}).

Demostracién: El hecho de que el operador cerradura satisface la propiedad (CL1)
es inmediato de la definicién. Ahora, para mostrar que se cumple la propiedad (CL2)
scan X CY C Eyuaecd(X)— X, entonces t(X U{z}) = t(X). Esto quiere decir que
una base By para X es una base para X U{x}. Entonces Y U{x} tiene una base By,
que contiene a By, pero que no contiene a x, por lo que By y,} debe ser una base para
Y, se sigue que t(Y U {x}) = |Byug| = (YY), por lo tanto y € cl(Y’). Concluimos
entonces que cl(X) C cl(Y), por lo que la propiedad (CL2) se cumple.

Para probar (CL3), comencemos por observar que por (CL1) se tiene que cl(X) C
cl(cl(X)). Ahora para mostrar la otra inclusién, sea z € ¢l(cl(X)) entonces t(cl(X) U
{z}) = v(cl(X)). Pero para toda y en cl(X) — X, ¢(X U{y}) = ¢(X). Entonces, por el
lema 1.1.20, v(X) = v(XU(cl(X)—X)) = t(cl(X)). De aqui que t(cl(X)U{x}) = t(X).
Pero por (R2), t(cl(X) U {z}) > ¢(X U {z}) > ¢(X). Por lo que (X U {z}) = ¢(X),
por lo tanto x € cl(X). Con lo que hemos probado que cl(cl(X)) C cl(X), por lo que
(CL3) se cumple.

Para la prueba de (CL4) usaremos el siguiente resultado.
Lema 1.1.24. Si X CE yx € E, entonces v(X) <t(X U{z}) <t(X)+1

Demostracién: Sea Bx una base para X. Entonces Bx o Bx U {z} es base para
X U{z}, por lo que t(X U{z}) es t(X) o t(X) + 1. =

Continuamos con la prueba de (CL4): Supongamos que y € cl(X U {z}) — cl(X).
Entonces t(X U{z}U{y}) = (X U{z}) y (X U{y}) # ¢(X). De la tltima desigualdad
del lema 1.1.24, deducimos que t(X U{y}) = t(X) + 1. Entonces,

§(X) + 1= ¢(X U {y}) < (X U {z} U{y}) = e(X U {a}) < o(X) + 1.
De aqui que, v(X U {z} U{y}) = (X U{y}), por lo tanto = € cl(X U {y}). "

Lema 1.1.25. Sean X C E(M) yx € E(M). Si X € J, pero X U {x} no pertenece a

J, entonces x € cl(X).
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Demostracién: Como X € J, por la proposicién 1.1.21 (i) tenemos que t(X) = | X|.
Ahora bien, usando el lema 1.1.24 se cumple | X| =t(X) <v(X U{z}) <e(X)+1=
| X+ 1. Sie(XU{z}) =|X]|+1, por la proposiciéon 1.1.21 (i) tendriamos que X U {z}
pertenece a J, lo cual seria una contradiccién. Por tanto t(X U {z}) = ¢(X), con lo que
podemos concluir que x € cl(X). ]

Si M es un matroide en F'y X C FE, llamamos a cl(X) la cerradura de X en M.
Si X = cl(X), entonces X es llamado un conjunto cerrado de M. Un hiperplano de M
es un conjunto cerrado de rango t(E) — 1. Un subconjunto X de E(M) es llamado un
conjunto generador de M si cl(X) = E.

La siguiente proposicién muestra que las bases y los hiperplanos son un tipo es-
pecial de conjuntos generadores y no generadores respectivamente. Para probar esto

utilizaremos el siguiente lema.

Lema 1.1.26. Supongamos que M es un matroide y que X C E(M). Si z € cl(X),
entonces cl(X U{z}) = cl(X).

Demostracién: Sean X C E(M) y x € cl(X). Por (CL1) X C X U {z} implica que
cd(X) Cc(X U{z}).

Veamos la otra inclusion:

Seay € cl(XU{x}) entonces t(XU{zx}U{y}) = ¢(XU{x}). Como z € cl(X) tenemos
que t(X U{x}) = ¢(X), lo que implica que t(X U{z}U{y}) = t(X). Por el lema 1.1.24
y (R2) ¢(X) <t(XU{y}) <te(XU{z}U{y}) =t(X), por lo tanto v(X U{y}) = v(X).
Entonces y € ¢l(X) con lo que hemos mostrado que c/(X U {z}) C cl(X). "

Proposicién 1.1.27. Sea M un matroide y X un subconjunto de E(M). Entonces
(i) X es un conjunto generador si y solo si v(X) =t(E).
(i) X es una base si y sdlo si es un conjunto generador minimal.

(iii)) X es un hiperplano si y sdlo si es un conjunto no generador maximal.

Demostracién: (i) Sea X un conjunto generador de M. Entonces cl(X) = E. Sea B
una base para X. Entonces, para toda © € X — B, el conjunto B U {z} ¢ J(M|x).
Luego, por el lema 1.1.25, = € ¢l(B). De lo anterior tenemos que X C cl(B) y entonces
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E = cl(X) C d(B) C E. Por lo que para toda y € E — B, tenemos que y € cl(B),
entonces por la proposicion 1.1.27 (i), BU {y} ¢ J(M). Por lo tanto B es base para
M. Para probar la reciproca, sea X C E(M) tal que t(X) = v(M). Tenemos que
c(X) C E(M), por lo que basta mostrar que E C cl(X). Sea B una base para X, como
t(X) = t(M) tenemos que B es base para M. Sea x € E — B entonces BU{z} ¢ J(M),
por el lema 1.1.25 x € ¢l(B). Entonces E C cl(B) C ¢l(X). Por lo tanto cl(X) = E.

(77) Sea X una base para M. Por la proposiciéon 1.1.21 tenemos que | X| =t(X) =
t(M), entonces por (i) X es un conjunto generador. Para probar la minimalidad, sea
Y € X. Por (I2) Y € Jy por lo tanto v(Y) = |Y|. Entonces, |Y| < |X| = t(M),
por lo cual Y no es un conjunto generador de M, por lo tanto X es minimal. Ahora,
supongamos que X es un conjunto generador minimal de M. Entonces, por (i), t(X) =
t(M). Sea Bx una base para M|x, entonces t(X) = t(Bx) por lo que By es generador.

Luego como Bx C X y X es minimal, se sigue que Bx = X. Por lo tanto, X es base.

(#4i) Sea X un hiperplano de M. Entonces v(X) = t(M) — 1. Por (i) X no es un
conjunto generador. Para probar la maximalidad, sea Y C E un conjunto no generador
de M. Por (i), t(Y) < t(M). Como t(Y) € Z, entonces t(Y) < t(M)—1 = ¢(X). Ahora,
si ademas se cumple que X C Y entonces t(X) < ¢(Y), por lo que t(X) = t(Y). Sea
y €Y — X, entonces t(X U{y}) = t(X), por lo tanto y € cl(X) = X. Entonces Y — X
es vacio, de donde se sigue que X = Y. Por lo tanto si X es un hiperplano, X es un
conjunto no generador maximal de M.

Ahora, sea X un conjunto no generador maximal. Por (7), tenemos que t(X) < t(M).
Sean By, B bases para X y M respectivamente. Entonces, |Bx| < |B| y por (I3) existe
r € B — By tal que Bx U {z} € J. Es claro que ¢ X. Consideremos el subconjunto
X U{z} de E(M), por el lema 1.1.24 ¢(X U {z}) < ¢(X) + 1, pero por lo anterior
Bx U{z} € X U {z}, entonces t(X) +1 < v(X U{z}) < ¢(X) + 1. Por lo tanto
t(XU{z}) =¢(X)+1.

Ahora bien, como X C X U {z} tenemos que t(X) < t¢(X U{z}). Si X U{z} es un
conjunto no generador, por la maximalidad de X tenemos que t(X) = ¢(X U {z}), lo
cual es una contradiccién ya que t(X) < t(X U{z}). Entonces, X U{x} es un conjunto
generador de M. Luego, v(X U {z}) = v(M), pero ¢(X U{z}) = ¢(X) + 1, entonces
t(M) = ¢(X) + 1, de donde se sigue que t(X) = t(M) — 1. Por lo que basta mostrar que
X =c(X). X Cc(X), como para toda y € cl(X)— X tenemos que t(X U{y}) = ¢(X)
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por el lema 1.1.20 tenemos que t(cl(X)) = ¢(X), por lo tanto ¢/(X) es un conjunto no
generador y contiene a X, entonces por la maximalidad de X tenemos que X = cl(X).
Por lo tanto si X es un conjunto no generador entonces X es un hiperplano. [

Hasta ahora hemos relacionado el operador cerradura con los conjuntos indepen-
dientes, bases, conjuntos generadores e hiperplanos. Ahora lo relacionaremos con los

circuitos.

Proposicién 1.1.28. Sea M un matroide y X un subconjunto de E(M). Entonces,

(i) X es un circuito si y sélo si X es un conjunto minimal con la propiedad de que

para todo x en X, x € cl(X — {z}).

(ii) c(X)=XU{x: M tiene un circuito C tal quex € C C X U {x}}.

Demostracién: La parte (i) solo enuncia de otra manera el hecho de que un circuito es
un dependiente minimal. Para probar (i), comencemos por suponer que z € cl(X)— X,
entonces t(X U{z}) = v(X). De aqui que si B es una base para X, el conjunto BU {z}
es dependiente. Por el corolario 1.1.13 | existe un circuito C' tal que z € C' C BU {x}.
De aqui que, z € C' C X U{x}. Por otra parte, si tal circuito existe, entonces por (i) y
(CL2), z € cl(C — {z}) C cl(X), por lo tanto (ii) se cumple. "

1.1.5. Dualidad

Una de las propiedades mas atractivas de la teoria de matroides es la existencia de
una teorfa de dualidad. Esté teoria que fue introducida por Whitney [Whi35], extiende
la nocion de ortogonalidad de espacios vectoriales y el concepto de dualidad planar de

una grafica plana.

Enseguida presentamos la definicién de dual de un matroide, probaremos que es un

matroide y estableceremos algunas relaciones entre los matroides y sus duales.

Teorema 1.1.29. Sea M un matroide y B*(M) el conjunto { E(M)—B : B € B(M)}.

Entonces B*(M) es el conjunto de bases de un matroide en E(M).

La prueba de este teorema requerira el siguiente resultado.
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Lema 1.1.30. El conjunto B de bases de un matroide M satisface la siguiente condi-

cion:

(B2)* Si By y By pertenecen a B y x € By — By, entonces existe un elemento y en
By — By tal que (B; — {y}) U{z} € B.

Cabe hacer notar que hay una genuina diferencia entre (B2)* y (B2). Obsérvese
que una no puede obtenerse de la otra al renombrar las bases.
Demostracién:[Lema 1.1.30] Sean B; y By bases de My x € By—By. Entonces B;U{x}
es un conjunto dependiente, por el corolario 1.1.13 tenemos que B; U {z} contiene
un tunico circuito C'(By, z). Como C(By,x) es dependiente y By es independiente, el
conjunto C'(By, ) — By es no vacio. Sea y € C(By, x) — Ba, es evidente que y € By — Bs.
Mas atn, como (B; — {y}) U{z} no contiene a C (B, z), el conjunto es independiente
y como |(B; — {y}) U{z}| = |Bi|, tenemos que (B; — {y}) U {x} es una base de M. =

Demostracién:[Teorema 1.1.29] Como B(M) es no vacio entonces B*(M) es no vacio.
Entonces B*(M) satisface la propiedad (B1). Para probar que cumple la propiedad
(B2) supongamos que Bf y Bj pertenecen a B*(M) y que x € B} — Bj. Hacemos
B; = E(M)— B} parai = 1,2. Entonces B; € B(M) y Bf—Bj = (E(M)—By)—(E(M)—
B;) = By — By. Por (B2)* como = € By — By existe un elemento y € By — B, tal que
(B — {y}) U {r} € BOW). Se sigue que y € B — B y que B(M)— (B, — {y}) U{z}] €
BM) € B*(M). Pero E(M) — [(B1 — {y}) U{z}] = [(EM) — B1) —{z}] U {y} =
(Bf —{z}) U{y}. Concluimos pues que B*(M) satisface (B2). Por lo tanto B*(M) es
el conjunto de bases para un matroide en E(M). ]

El matroide cuyo conjunto base es E(M) y cuyo conjunto de bases es B*(M) es
llamado el matroide dual de M(FE) y se denota por M*(E). Entonces B*(M) = B(M*),
mas aun es claro que:

(M*)* =M.

El corolario 1.1.12 nos da una caracterizaciéon de un matroide en términos de su colec-
cion de bases. Una consecuencia del teorema anterior es una caracterizacion alternativa

y tal caracterizacion se da como sigue.

Corolario 1.1.31. Sea B un conjunto de subconjuntos de un conjunto E. Entonces B

es la coleccion de bases de un matroide en E si y sélo si B satisface (B1) y (B2)*.
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Demostraciéon: Si B es la coleccion de bases de un matroide, por el corolario 1.1.12
y el lema 1.1.30 satisface (B1) y (B2)*. Ahora supongamos que B satisface (B1) y
(B2)* y consideremos B’ = {E — B : B € B}. Claramente B’ satisface (B1) y (B2),
por el corolario 1.1.12 tenemos que B’ es el conjunto de bases para un matroide M en
E. Por lo tanto B es el conjunto de bases para el matroide dual M*. [

Las bases, subconjuntos independientes, circuitos, hiperplanos y conjuntos genera-
dores de M* son llamados las cobases, subconjuntos coindependientes, cocircui-
tos, cohiperplanos y conjuntos cogeneradores de M, respectivamente. La siguiente

proposiciéon nos da algunas relaciones elementales entre estos conjuntos.

Proposicién 1.1.32. Sea M(E,J) un matroide y sea X C E. Entonces,

(i) X es independiente si y solo si E — X es cogenerador.
(ii)) X es generador si y sélo si E — X es coindependiente.
(iii) X es un hiperplano si y sdlo si E — X es cocircuito.
(iv) X es un circuito si y sélo si E — X es un cohiperplano.

Demostracién: (i) Sea X C E(M) con X € J(M). Si X es base para M entonces F—X
es base para M* y por la proposicién 1.1.27 (ii) tenemos que E — X es un conjunto
generador de M*, es decir es un cogenerador de M. Si X no es base, entonces existe una
base B de M tal que X C B. Entonces E—B C E— X, por lo que t(E—X) = t(M*). De
lo anterior, por la proposicién 1.1.27 (i) E— X es un conjunto generador de M*. Ahora,
si E'— X es un conjunto cogenerador, se cumple que t(E — X) = t(M*). Entonces F— X
contiene una base de M* sea E — B ésta, donde B € B(M). Luego, E— B C E — X de
donde se sigue que X C B, por (I2) tenemos que X es independiente.

(77) Sea X un conjunto generador, entonces t(X) = v(E). Por lo que X contiene
una base B de M. Luego, E — X C FE — B por propiedad (I3) tenemos que E —
X es independiente en M*. Ahora, sea E — X coindependiente, de aqui que £ — X
estd contenido en una base F — B de M*, donde B € B(M). Se sigue que, B C X, por
lo que t(X) = t(M). Por lo tanto X es generador.

(7i1) Sea X un hiperplano de M, por (i7) y por la proposicién 1.1.27 (iii) tenemos

que los siguientes enunciados son equivalentes:
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(a) X es un hiperplano de M.
(b) X es un conjunto no generador de M, pero X U{y} es generador para toda y ¢ X.

(¢) E — X es dependiente en M* pero (E — X) — {y} es independiente en M* para
today € £ — X.

(d) F — X es un cocircuito de M.

El inciso (iv) se deduce aplicando el inciso (7ii) a M*. "
En general, agregamos un asterisco a un simbolo para denotar asociacién con el dual.
Por ejemplo, t* denotara la funcion rango de M* mientras que C* denota su coleccién

de circuitos. Es evidente que la siguiente proposicion se cumple.
Proposicién 1.1.33. t(M) + *(M) = |[E(M)].

Lema 1.1.34. Sean I e I* subconjuntos disjuntos de E(M) tales que I es independiente
e I* es coindependiente. Entonces M tiene una base B y una cobase B* tales que I C B,

I* C B* con B y B* disjuntas.

Demostracién: En M|(E—1I*) el conjunto I es independiente. Por lo que esté contenido
en alguna base B de E — I*. Entonces, t(B) = v(E — I*). Pero por la proposicién
1.1.32(i7), E — I* es un conjunto generador de M, por lo que t(B) = t(M). De lo
anterior tenemos que B es base para M. Como I C B e [* C E — B, se sigue que By
E — B son la base y la cobase requeridas. [

La siguiente proposicion nos da una relacion entre los circuitos y los cocircuitos de

un matroide.

Proposiciéon 1.1.35. Si C' es un circuito y C* es un cocircuito de un matroide M,

entonces |C'N C*| # 1.

Demostracién: Supongamos que CNC* = {z}. Sea E(M)—C* = H. Por la proposicién
1.1.32(i4i), H es un hiperplano de M, entonces cl(H) = H. Pero, z € C' C HU{z}, por

la proposicién 1.1.28(it), = € cl(H) — H, lo que es una contradiccion. n
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Proposicién 1.1.36. Si x, y son miembros distintos de un circuito C' de un matroide

M(E), entonces existe un cocircuito C* de M(FE) tal que C N C* = {z,y}

Demostracién: Dado que C' — {z} € J, podemos extenderlo a una base B de M la
cual no puede contener a x. Entonces, £ — B es una base para M* que interseca a
C' en x. Consideremos el circuito fundamental C*(y, E — B) el cual estd contenido en
(E — B)U{y} e interseca a C' en y. Por la proposicién 1.1.35, C'y C*(y, E — B) deben
intersectarse en al menos otro elemento de C. Dado que C N [(E — B) U {y}| = {=,y}
se sigue que x € C*(y,E — B). Por lo que C*(y, E — B) es el cocircuito de M que
buscabamos. [

Para matroides representables es méas sencillo obtener su dual, mas aun, el dual de
un matroide F-representable es F-representable.

Debido a que los matroides F-representables estan dados por una etiquetacion de las
columnas de una matriz sobre F), los conjuntos independientes del matroide estan dados
por las columnas linealmente independientes de la matriz y ya que la independencia
lineal de las columnas se mantiene aplicando operaciones elementales sobre las columnas
y renglones, el matroide vectorial también preserva la estructura del matroide original
mediante la aplicacién de estas operaciones.

Supongamos que A es una matriz no cero. Un resultado conocido de dlgebra lineal
es que mediante el uso de operaciones elementales, podemos reducir la matriz A a la
forma [I.| D] donde I, es la matriz identidad de r x r, r es el rango de la matriz A y D

es alguna matriz (n —r) X r sobre F.

Teorema 1.1.37. Si M es el matroide vectorial de [I,|D], entonces M* es el matroide

vectorial de [—DT|I,,_,].

Demostracion: Sea B una base para M. Es suficiente probar que F — B es una base
para [—D7T|I,,_,]. El tinico efecto que tiene en [—DT|I,,_,] un reordenamiento de las co-
lumnas y renglones de [[,| D] es un reordenamiento de los renglones y las columnas de
[—DT|I,_,]. Supongamos que las etiquetas de las columnas de [I,|D] y [-DT|I,,_,] son
{e1,€9,...,€r,€r11,€r10,...,€,} ¥ que se encuentran en ese orden. Supongamos que con

tal reordenamiento, para algunt € {0,1,....,7}, B ={€r ¢, €111, -, €r,€ra1y- -y €2t}
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Entonces, [I,|D] puede partirse en bloques de la siguiente manera:

€1---Cr—t Cr—t4ly---5€6 Eryly...,€2—t Co_til,...,Cp

I, 0 Dy D,
O It D3 D4

0D
I, | Dy

tiene rango r ya que B es una base. Entonces, D; y por lo tanto DT tienen rango r —t.

La matriz

La particién de [I,| D] induce la siguiente particién en [—D*|1,,_,] :

€1..-Cr—t Cr_t41y---36 Crply...,€%t Cou_til,...,Cp
~DpT _DF I, 0
T T
_D2 _D4 0 ]n—(27“—t)

En esta matriz, la submatriz correspondiente a E — B es:

(Sres)
-Df ‘ I 2r—p)

Su rango, es la suma de los rangos de I,_ o,y y — D7, que es (n—(2r—t))+(r—t) = n—r.

Por lo tanto, £ — B es una base para el matroide vectorial [—DT|1I,,_,]. ]

1.2. Matroides Binarios

H. Whitney fue el primero en considerar el problema de buscar condiciones necesarias
para que un matroide M sea gréafico. Por lo que se comenzaron a observar propiedades
de los matroides graficos que no se cumplian para matroides en general.

Por ejemplo, es un resultado conocido que si C; y C5 son dos conjuntos distintos de
ciclos de una grafica G, la diferencia simétrica C;ACy = (Cy — Cy) U (Cy — C) debe ser
union de ciclos disjuntos de G. Por lo que una condicién necesaria para que un matroide
sea grafico, es que para cualesquiera dos circuitos C y Cy de M, su diferencia simétrica
debe ser unién disjunta de circuitos. En un matroide arbitrario la diferencia simétrica

podria ser un conjunto independiente.



26 Matroides

La caracterizacion final para que un matroide sea grafico fue dada por Tutte, quien
introdujo el concepto de matroide binario como un matroide determinado por un grupo
de cadenas sobre Z,. Un Matroide Binario es aquél que es representable sobre Z,.
Los matroides binarios pueden caracterizarse de varias maneras. Ocho de las cuales se
mencionan en el primer teorema de esta seccion. La prueba de este teorema requerira el
siguiente lema.

Lema 1.2.1. Si e es un elemento de un conjunto independiente I de un matroide M,

entonces M tiene un cocircuito C* tal que C* NI = {e}.

Demostracién: Sea I un subconjunto independiente de M y sea e € I. Podemos
extender I a una base B de M, entonces £ — B = B* es una base de M* que no
contiene a e, por lo que existe un cocircuito fundamental C*(B*,e) que contiene a e y
es tal que C*(B*,e) NI = {e}. =

Teorema 1.2.2. Los siguientes enunciados son equivalentes para un matroide M :

1. M es binario.
ii. Si C es un circuito y C* es un cocircuito, entonces |C' N C*| es par.
1i. Si C y Cy son circuitos distintos, entonces C1ACy contiene un circuito.
w. Si Cy y Cy son circuitos distintos, entonces C1ACy es union disjunta de circuitos.
v. La diferencia simétrica de cualquier conjunto de circuitos es vacia o bien contiene
un circuito.
vi. La diferencia simétrica de cualquier conjunto de circuitos es una union disjunta
de circuitos.

vii. Si B es una base y C' un circuito, entonces

C= A C(B,e)
eeC—B

vitt. Fxiste una base B de M tal que si C' es un circuito, entonces

C= A C(B,e)
ecC—B
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En el siguiente diagrama cada flecha corresponde a una implicacion y los niimeros

corresponden al orden en el cual se probaran las implicaciones.

(:) 6 (v.i) T (v.ii)
Demostracion: Las tres primeras implicaciones son faciles de ver. Comenzaremos en-
tonces por mostrar la implicacién (4) del diagrama. Supongamos que M satisface (7i7)
pero no (iz). Sea C' un circuito y C* un cocircuito para el cual |C'NC*| es impar y tal que
de todos los pares (C, C*) se tenga que |C'N C*| es minima. Por la proposicién 1.1.35,
C'y C* no pueden intersectarse en un solo elemento, por lo que podemos encontrar tres
elementos distintos x,y y z en su interseccion. Por el dual de la proposicion 1.1.36,
existe un circuito C; tal que C* N Cy = {z,y}. Dado que x € CNCy y z € C — C,
existe un circuito Cy de M tal que z € Cy C (C'UC) — {z}. Escogemos Cy de manera
que Cy U C sea minimal. Sea C5 un circuito tal que z € C3 C (C'UCy) — {z}, y sea C}
un circuito tal que z € Cy C (C'UC5) — {z}. Es claro que CUC, C CUC3 C CUCs.
Pero z € Cy y es facil ver que Cy C (C U Cy) — {z}. Por la minimalidad de C' U C;
tenemos que CUC, CCUC,; CCUC; C CUC,. Entonces C3 — C = Cy—C y por lo
tanto
CyACs = (Cy — C3) U (C3UCy) C C.

Como Cy # (4 se sigue de (ii1) que CoACs5 contiene un circuito, por lo que CoACs = C.

Pero por construccion |Co N C*| y |C5 N C*| son positivas y estrictamente menor que
|C' N C*|. Pero si CoACs; = C, CACy = C5 por lo que si |Co N C*|, |C5 N C*| son ambas
pares, entonces |[C'NC*| debe ser par. Por lo cual una de las dos cardinalidades debe de
ser impar, lo que contradice la minimalidad de la cardinalidad de C'N C*. Lo anterior
demuestra que (7i7) implica (i7).

Para probar la implicacién (5), supongamos que (i7) se cumple pero (v) no. Enton-
ces M tiene un conjunto de circuitos distintos C, Cs, . .., Cy tales que C1ACSA ... ACY

es no vacia e independiente. Por lo que por el lema 1.2.1, existe un cocircuito C*
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tal que intersecta a C1AC,A...AC; en un solo elemento. Por lo que 1 = |C* N
(CL1ACA ... ACK)| = |(C*NCHA(C*NCY)A ... A(C* N Cy)|. Pero por (ii) |C* N Gy
es par para toda ¢. Por lo cual |[(C* N Cy)A(C* N Cy)A ... A(C* N Cy)| es par. Se sigue

de esta contradicciéon que (v) implica (vi).

Ahora asumamos que (v) se cumple pero (vi) no. Sea {Cy, Cs,...Ci} un conjunto
de circuitos para los cuales C1AC5A ...} no es unién disjunta de circuitos de entre
estos tomamos el cual tiene |C1ACLA ... Cy| minima. Por (v), C;AC,A ... Cy contie-
ne un circuito Dy, y claramente |C1AC,A ... CxADq| < |C1ACA ... Cyl. Por lo que
C1ACSA ... CrLAD; es unién disjunta de circuitos, por lo cual también C1ACSA . .. CY.

Lo cual es una contradiccion lo cual completa la prueba (v) implica (vi).

Para mostrar que (vi) implica (vii), asumamos que (vi) se cumple, sea C' un cir-
cuito y B una base de M. Evidentemente C' — B = (A.cc_pC(B,e)) — B. Si C #
Accc—pC(B,e), entonces CA(Acec—pC(B,e)) es no vacia y por (vi), es dependien-
te. Lo cual es una contradiccién ya que CA(A.ecc—pC(B,e)) C B. Entonces C' =
Acec-pC(B,e) por lo que (vi) implica (vii).

Ahora mostraremos que (7) implica (i77). Supongamos que (i) se cumple y que C
y Cy son circuitos distintos de M. Sea ¢ : E(M) — V(r,2) una coordenalizacién de M
donde r = t(M). Dado que C; y Cy son circuitos, Yeec,¥(e) = 0 = Eeee,¥0(e). Por lo
que Xeecy(€) + Xeey,(€) = 0. Si e € Cp N Oy, entonces 1(e) aparece dos veces en la
ecuacién anterior. Por lo que YXeco,ac, ¥ (e) = 0, por lo que C1AC, debe de contener un

circuito de M. Se concluye que (7) implica (7).

Finalmente probaremos que (viii) implica (7). La prueba hara uso de las implicacio-
nes que ya probamos. En particular, usaremos el hecho de que si un matroide binario
satisface (7ii), satisface (i) — (vii). Supongamos que M satisface (viii), esto es, M po-
see una base B tal que si C' es un circuito de M, entonces C' = A.cc_pC(B,e€). Sea
X el B-circuito-fundamental de matriz de incidencia de M y sea t(M) = r. Enton-
ces, visto sobre Zs, la matriz [I.| X] representa un matroide binario. Mostraremos que
este matroide es igual a M. Primero observemos que B es una base para M([I,|X])
y que si e € E(M) — B, entonces Cy(e, B) es un circuito de M([/,|X]). Por lo que
podemos omitir el subindice sin causar ambigiiedad. Sea C' un circuito de M. Entonces
por (viii), C' = Accc—pC(B,e). Dado que C(B,e) es un circuito del matroide binario

M([Z,|X]), se sigue por (vi), que A.cc—pC(B,e) es una unién disjunta de circuitos
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de M([I,|X]). Podemos deducir que todo circuito de M es dependiente en M([I,|X])
por lo que todo independiente en M([/,|X]) es independiente en M. Para completar
la prueba de M([I,|X]) = M, lo que implica que M es binario, mostraremos que todo
circuito de M([I,|X]) es un circuito de M. Sea D un circuito de M([/,,| X]) y escogemos
e € D — B. Entonces D — {e} estd contenido en una base By de M([/,|X]) tal que
By C(BUD)—{e}. Méas aun D es el tnico circuito de M([/,|X]) que esté contenido en
By U{e}. Como By es independiente en M([/,|X]) es independiente en M. Se sigue que,
|B1| = 7 = t(M). Por lo que B; es una base para M. Ahora, por lo anterior Cy(e, By)
es una unién disjunta de circuitos de M([/,|X]). Pero Cy(e, By) C By U {e}, pero D es
el tnico circuito de M([,|X]) contenido en By U {e}, por lo que Cy(e, By) = D con lo

que concluimos que D es un circuito de M. [

Ejemplo 1.3. Consideremos de nuevo el matroide grafico de Kj.

Una representacion para este matroide estd dada por las columnas de la matriz A sobre

ZQZ

0 01 0 1 1

la base candnica para esta representacién es {1, 2,4} cuyas etiquetas corresponden a un

arbol generador en K. Denotaremos a la base candnica por B; con esta base tenemos
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tres circuitos fundamentales:

C(B,3) ={1,2,3}
C(B,5) ={1,4,5}

C(B,6) =1{2,4,6}
calculemos la diferencia simétrica dos a dos de los circuitos fundamentales:

C(B,3)AC(B,5) = {2,3,4,5}
C(B,3)AC(B,6) = {1,3,4,6}

C(B,5)AC(B,6) = {1,2,5,6}

estos conjuntos corresponden a los ciclos de tamano 4 en K. Lo tnico que nos faltaria

es calcular la diferencia simétrica de los tres circuitos fundamentales:
C(B,3)AC(B,5)AC(B,6) = {3,5,6}

Por la ultima caracterizacién del teorema, cualquier circuito del matroide M(Ky) se
escribe como diferencia simétrica de los circuitos fundamentales. Por lo tanto los tinicos

circuitos del matroide son:

{{1,2,3},{1,4,5},{2,4,6},{3,5,6},{1,2,6,5},{2,3,4,5},{1,3,4,6} }.

Del ejemplo anterior podemos observar que trabajar con los circuitos fundamentales
y sus diferencias simétricas en matroides binarios genera todos los circuitos del matroide.

Dado un matroide binario M en un conjunto {1,2,...,n}, el espacio de circuitos y
espacio de cocircuitos de M son subespacios vectoriales de V(n,Z,), los cuales estéan
generados por los vectores de incidencia de los circuitos y cocircuitos de M.

Si A es una representacion binaria de un matroide binario M de rango 7, entonces el
espacio de cocircuitos de M es igual al espacio de renglones de A. Mas ain, este espacio

es de dimensién 7 y es el subespacio ortogonal al espacio de circuitos de M.
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1.2.1. Matroides Eulerianos y Bipartitos

Como mencionamos en la introduccion de este capitulo, el estudio de los matroides
binarios surge al buscar propiedades de matroides graficos que no se cumplen en gene-
ral. Es bien sabido que una grafica plana es euleriana si y sélo si su dual geométrico
es bipartito. En el articulo [Wel69] Welsh prueba el teorema equivalente para ma-
troides binarios, donde un matroide M(F) es llamado matroide euleriano si existen
circuitos disjuntos cuya union es E y es un matroide bipartito si todo circuito tiene
cardinalidad par.

Lo que haremos a continuacion sera dar algunos ejemplos de matroides eulerianos y
bipartitos. El matroide euleriano que presentamos, es un ejemplo importante en teoria
de matroides y es llamado el matroide de Fano el cual se denota por F%. El matroide de
Fano es el plano proyectivo mas pequenio PG(2,2), donde PG(2,2) denota la geometria
proyectiva de rango 3 sobre un campo de caracteristica 2, y es un menor excluido para
la clase de matroides graficos, cograficos y regulares, esto es, si mediante operaciones
de borrado y contraccion sobre los elementos de un matroide aparece F% entonces el

matroide no es gréafico, ni regular, ni cografico.

Ejemplo 1.4. El matroide de Fano, F, es representable sobre Z, y por lo tanto es un
matroide binario. Una representacion geométrica para este matroide aparece a conti-

nuacion.

Los elementos de este matroide son las etiquetas de los puntos £ = {1,2,3,4,5,6,7}.
Como ya mencionamos antes el matroide de Fano es una geometria proyectiva, en la

cual cada 3 puntos no colineales son independientes. El matroide de Fano tiene dos
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tipos de circuitos: los formados por tres puntos colineales y los de cuatro puntos que
no contienen una linea. Una representacion de el matroide de Fano esta dada por la

siguiente matriz sobre Z,:

001 0111

Si consideramos el circuito Cy; = {3,5,6} y el circuito Cy = {1,2,4,7}, su unién es
E =1{1,2,3,4,5,6,7}, por lo tanto, el matroide de Fano es un matroide Euleriano y
como consecuencia del teorema de Welsh para matroides binarios y eulerianos, el dual
de Fano, F7, es un matroide bipartito.

Los matroides uniformes U, , nos dan otro ejemplo de matroides eulerianos, pero

estos a su vez pueden ser también un ejemplo de matroides bipartitos.

Ejemplo 1.5. Sea U,,, un matroide uniforme, los circuitos del matroide uniforme
son todos los subconjuntos de cardinalidad m + 1, por lo tanto, para que el matroide
uniforme sea euleriano es necesario que m + 1 divida a n. Ahora bien, para que un
matroide uniforme sea bipartito es necesario que m sea un nimero impar. Por lo anterior

el matroide uniforme Us g es un matroide euleriano y bipartito.



Capitulo 2

Matrices Intercaladas

En este capitulo hacemos un estudio de las definiciones principales y resultados
importantes de matrices intercaladas. Como se menciono en la introduccion, las matrices
intercaladas son objetos combinatorios que estan relacionados con el problema de sumas

de cuadrados.

2.1. Definiciéon y Resultados Principales

Definicién 2.1.1. Sea M es una matriz de r x s y M (i, j) la entrada que se encuentra

en el renglon ¢ columna j de M. Decimos que M es una matriz intercalada si:

(a) Sus entradas (a partir de este momento llamadas colores) en cada renglén y cada
columna son distintos.

(b) Si M(i,5) = M(¢,j") entonces M (i, j") = M(i', j).

Una matriz intercalada es del tipo (7, s,n) si es una matriz de r x s y tiene a lo més n

colores distintos.

Las submatrices de M de tamano 2 x 2 con 2 colores distintos son llamadas inter-

calaciones, mientras que las de 4 colores distintos son llamadas co-intercalaciones.

33
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Ejemplo 2.1. Consideremos la siguiente matriz:

Como podemos observar los colores por renglén y por columna son distintos. Tomemos
la entrada M(1,1) la cual tiene color 1 al igual que la entrada M (4,4), por lo que las
entradas M(1,4) y M(4,1) deben tener el mismo color y como podemos observar de
la matriz, esto pasa, ambas entradas tienen el color 4. De hecho en M cada vez que
la entrada M (i, j) tiene el mismo color que la entrada M (7', j') el color de la entrada
M (i, ") es el mismo que el color de la entrada M (7, j). Podemos concluir entonces que

la matriz M es intercalada. O

Las matrices intercaladas y su signado se conocian desde la época de Cayley y fueron
recuperadas como herramienta en el estudio del problema de suma de cuadrados por

Yuzvinsky [Yuz81] a las cuales nombré como “monomial pairings”.

2.2. Matrices Intercaladas Diadicas D,,

A continuacion caracterizaremos las matrices intercaladas que pueden encajarse en
una tabla de Cayley de un grupo de exponente 2, tales matrices son llamadas ma-
trices diddicas. La notaciéon y los resultados que utilizaremos en esta seccion fueron
presentados en el articulo [CGMB97a].

Consideramos el grupo de exponente dos (N, @), donde N = {0,1,2,3,...} y ® es la
suma diadica (también nombrada: Bitxor o Nim) definida como sigue: dados a,b en
N tomamos su representacién binaria y sumamos componente a componente modulo 2
para obtener a @ b. En lo que sigue consideraremos a N como un espacio vectorial sobre
ZLy.
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Ejemplo 2.2. Tomemos a los nimeros 7 y 9 su representacién binaria es:

7 = 0111,

9 = 10019

entonces 7@ 9 = 11104 = 14.

La tabla de Cayley de (N,@®) es una matriz infinita a la cual denotaremos por
DIN : NJ. Para subconjuntos ordenados ascendentemente R = {ry,ra,...,17,} y C =
{c1,¢2,...,¢4} de N, denotamos por D[R : C] a la submatriz de D[N : N] de tamano
p % ¢ la cual tendra como (i, j)-ésima entrada el color r; @ ¢;; Ry C son llamados los
generadores renglén y columna de la matriz D[R : C], respectivamente. Cuando
R =1{0,1,2,....m—1} y C = {0,1,2,...,n — 1} denotaremos a la submatriz por
D[m : n].

Ejemplo 2.3. Sea R = {0,3,5,6} y C' = {1,2,4,7} entonces D[R, C] estd dada por la

siguiente tabla de Cayley

e|1 2 4 7
01 2 4 7
312 1 7 4
o014 7 1 2
6|7 4 2 1

Las matrices de tipo D[2",2"] (ver figura 2.1) son tablas de Caley de todos los
posibles grupos de exponente dos (salvo isomorfismo) a las cuales denotaremos por D,,.

Las matrices intercaladas que consideramos se asumen finitas y que sus colores
pertenecen a N.

Dos matrices intercaladas son llamadas isotopicas si podemos llevar una a la otra
permutando sus renglones o columnas y si es necesario reetiquetando sus colores. La
isotopia es una relacion de equivalencia en el conjunto de matrices intercaladas. En
estos términos una matriz intercalada es diddica si es isotépica a la matriz D[R : C],

para algunos generadores Ry C.
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012 3 456 78 9101112131415
1 03 2 5 4 7 6 9 8111013121514
2 3016 7 4 51011 8 9 14151213
321076 5 411109 8 15141312
4 56 70 1 2 312131415 8 9 1011
5 4 7 6 1 0 3 213121514 9 8 1110
6 75 42 30 1141512131011 8 9
7 6 5 4 3 2 1 0151413121110 9 8
8 9101112131415 0 1 2 3 4 5 6 7
9 8111013121514 1 0 3 2 5 4 7 6
1011 8 9 14151213 2 3 0 1 6 7 4 5
11109 8 15141312 3 2 1 0 7 6 5 4
121314158 91011 4 5 6 7 0 1 2 3
13121514 9 8 11105 4 7 6 1 0 3 2
141512131011 8 9 6 7 5 4 2 3 0 1
151413121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Figura 2.1: D[16 : 16]

2.2.1. La Estructura Recursiva de D,,

Una de las maneras de generar matrices intercaladas a partir de otras es por medio
del producto tensorial de matrices (producto de Kronecker). Supongamos que A = (a; ;)
y B = (by,;) son matrices intercaladas de tipos (11, s1,11) ¥ (72, S2, n2) respectivamente.
Entonces A ® B = (i) es una matriz intercalada del tipo (ri72, 5152, n1n2), donde
el color ¢, ;i es el par ordenado (a;;,bx,;) v los indices de los renglones (i, k) y de las
columnas (7, ) deben estar listados en un orden definido. Visto como matriz por bloques

el producto tensorial esta definido de la siguiente manera:

CLHB cee (LljB
A® B = :
CLilB cee CLZ'jB

La matriz A ® B es intercalada si y sélo si A y B son matrices intercaladas. A la hora

de escribir el producto tensorial reetiquetamos los colores como enteros de 0 a n — 1.

0
Comenzando con D; = tenemos que
00 01]10 11 01
0Dy | 1Dy 01 00|11 10 1 03 2
1Dy | 0Dy 10 1100 01 2 3|0 1
11 10|01 00 3 2
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repitiendo el proceso una vez mas:

012 3|45 67
103 2|5 476
23016 745
D3=D,®Dy @Dy =D, ®D; = 5210|7654
4 56 7/01 2 3
5 4 7 6|1 0 3 2
6 74 512 3 01
76 5 413 210

La conversién de pares ordenados se hace haciendo la conversién de base binaria a
decimal. Este proceso recursivo puede repetirse para obtener todas las matrices inter-
caladas diddicas D[2",2"| que son las matrices intercaladas del tipo (2",2",2"). Con

este producto tensorial obtenemos la forma inductiva de definir D,, :

D, 2" Jon + D,
Do=(0) y Duyp= ’
2" Jon + D, D,

donde Jy» denota a la matriz con todas sus entradas uno de tamano 2™ x 2.

2.3. Criterios para reconocer Matrices Diadicas

Ya que sabemos cuales son las matrices diadicas mencionaremos algunos de los

criterios para reconocer cuando una matriz intercalada es diddica.

2.3.1. Criterio de Cointercalaciones

Lema 2.3.1 ([CGMB97a, pag. 60]). Una matriz intercalada es diddica si y sdlo si
existe un reetiquetamiento de sus colores para los cuales cada cointercalacion tiene suma
diadica cero.

Este lema nos proporciona un método para verificar si dada una matriz intercalada

M es diddica. El método consiste en encontrar nuevas etiquetas x1,...x, € N para los
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colores my,...m, de M, por medio de un sistema de ecuaciones y desigualdades.

T, Dx; Drp @ =0 para cada cointercalacion con colores my, m;, my, m; y, (1)

r;dx; #0 parai,j=1,2...,n; i # j. (2)

Ejemplo 2.4. Retomemos el ejemplo 2.1 la matriz M es intercalada, lo que haremos

sera utilizar el criterio anterior para probar que es diddica. La submatriz

de M es una co-intercalacion, con suma diadica igual a cuatro, observemos que 1@ 2 ®

46 7=0y que:
192#0 144+#0
1®7#0 204#0
207#0 47#0

Por el lema anterior la matriz M es diddica ya que es isotopica a la matriz:

2.3.2. Criterio de Intercalaciones

Lema 2.3.2. Una matriz intercalada M es diddica si y sélo si existen conjuntos de
etiquetas R para los renglones y C' para las columnas con la propiedad de que las eti-
quetas de dos renglones tienen la misma suma diddica que las etiquetas de dos columnas,

cuando y solo cuando, tales renglones y columnas determinan una intercalacion de M.
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Para este criterio uno debe buscar etiquetas ry,...7, € N para las columnas y

etiquetas ¢y, ...c, € N para las columnas de tal manera que:

T Dr; e, e =0 cuando 74, 7j, ¢, ¢; determinan una intercalacion, (3)
ri®r; D@ #0 cuando 7, r;, ¢x, ¢; determinan una cointercalacién, (4)
ri®r; #0 parai,j=1,2...,p; i # j, (5)
c®e #0 parai,j=1,2...,q; 1 # j. (6)

Ejemplo 2.5. Tomemos de nuevo la tabla de Cayley del ejemplo 2,3.

o1 2 4 7
01 2 4 7
312 1 7 4
o014 7 1 2
617 4 2 1

Observemos que el etiquetamiento de las columnas y los renglones cumple con el criterio
de intercalaciones, ya que la suma diadica de los renglones y de las columnas es cero
y siempre que tenemos una intercalacion la suma diadica de sus generadores rengléon y
columna es la misma. Observemos la intercalacién formada por los generadores renglén
{3,5} y generadores columna {2,4} con colores {1, 7}, si calculamos la suma diddica

de los renglones y las columnas tenemos:
365=204=6

por lo que la suma diddica de los generadores rengléon mas los generadores columna es
cero. Consideremos ahora la cointercalacion formada por los renglones {5, 6} y columnas

{2,4} y calculemos la suma diddica:

506 =3

204 =6
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Por lo que la suma diadica de los generadores renglon y columna para la cointercalacion

es distinta de cero.

2.4. Matrices Intercaladas No Diadicas

Es importante hacer notar que no todas las matrices intercaladas son matrices diadi-
cas, es decir, no todas las matrices intercaladas son isotopicas a una submatriz de D,,,

veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6. Tomemos la siguiente matriz:

1 2 3 4

2 1 4 3
A—

8 11 7 6

11 8 9 10

Supongamos que la matriz A es diddica, entonces existe un reetiquetamiento C' =
{c1, ¢, ¢3, ¢4} de las columnas y R = {ry, 79, 73,74} de los renglones con la propiedad de
que las etiquetas de dos renglones tienen la misma suma diddica que las etiquetas de
dos columnas, si y sélo si, tales renglones y columnas determinan una intercalacién de

A, entonces se debe de cumplir:

ry@re =c1 Dy,
ri@dre = c3® cy,
rs®ry = c1 Do,

pero lo anterior implica que r3 @ ry = c3 @ ¢4 lo cual es una contradiccion ya que
estas etiquetas deberian determinar una cointercalacién, por lo tanto A es una matriz

intercalada no diadica.
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2.5. El Problema de Signado de una Matriz

El problema de signado de una matriz intercalada esté fuertemente relacionado con
el problema de formas cuadraticas. Una forma de composicién del tipo [r, s, n] es una

formula de suma de cuadrados del tipo

@+ ey oy =2 2

donde X = (z1,...,2,) e Y = (y1,...,ys) son sistemas de indeterminados y cada
2z, = zx(X,Y) es una forma bilineal en X e Y.

Yuzvinsky [Yuz81] fue el primero que estudio sistematicamente las matrices interca-
ladas y su signado (a las cuales llamé “monomial parings”), reformulando el problema
[r, s,m]z en términos de matrices intercaladas, por lo que la obtencién de un signado
consistente en una matriz intercalada del tipo (r,s,n) nos da una forma cuadrética
del tipo [r, s,n|z y viceversa. Determinar cuando una matriz intercalada es signable se

conoce como el problema de signado [Sha00].

Definicién 2.5.1. Una matriz intercalada M es signable si existen €;; = £1 tal que:
Eij€ij' €y jE 1 = -1

siempre que M (i,j) = M(¢,j ) yi#iy j#7.

La definicién anterior nos dice que una matriz intercalada es signable siempre y
cuando todas las intercalaciones de la matriz tengan un nimero impar de signos nega-

tivos.

Lema 2.5.2. Eziste una formula del tipo [r, s, n|z

@+ ey oY) =2

donde cada z, = zx(X,Y) es una forma bilineal en X eY con coeficientes en Z, si y

sélo si existe una matriz intercalada signable del tipo (r,s,n).

Demostracién: Si z =}, z;a; € Z" e y = 3, y;b; € Z° entonces f(x,y) = >} 2k
donde zj, = ) €;;7;y; sumado sobre toda 4, j tal que M (4, j) = k. Entonces los términos

de z, corresponden la las ocurrencias del color k en la matriz de incidencia. [



42 Matrices Intercaladas

01
Ejemplo 2.7. Tomemos la matriz D, = un signado para esta matriz es

10

asignar un signo negativo al color de la entrada del segundo renglén primera columna

de D; (recordemos que las entradas de la matriz representan colores)

Lo que hacemos para pasar de una matriz intercalada a una forma cuadratica es asignar
indices de indeterminados a los renglones X = {z1,...,2,.} y a las columnas Y =
{y1,...,ys}, es decir, la entrada (7,j) de la matriz intercalada estd representada por
+z,y; en la forma cuadratica, el signo que tendra en la forma cuadratica depende del
signado de la matriz. Los colores de las matrices intercaladas nos dan los distintos z;.
Regresando a nuestro ejemplo, D, tiene las siguientes formas bilineales en términos de

XeY:

1= Tiy1 + T2l
2 = I1Y2 — T2l1
hay solo dos z; ya que la matriz intercalada tiene solo dos colores distintos z; tiene los

indeterminados con color cero en la matriz intercalada y 25 los del color 1. Entonces

tenemos la siguiente forma cuadratica:
(@] +23) - (U7 +43) = (2191 + 212)® + (2192 — 21p)® = 27 + 23

Estd férmula se interpreta como la ley de médulos de los niimero complejos |a||y| = |ay|

donde o = x1 — w2 ¥y 7 = ¥1 + 1¥Yo.

De la misma manera si tenemos una forma cuadrética del tipo [r, s, n|z entonces

tenemos una matriz intercalada del tipo (r, s, n) signada.
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En el caso de matrices diddicas, D,, no es signable paran > 3, y esto es consecuencia
del Teorema 1,2,4,8 el cual fue probado por Hurwitz en 1898 [Hur98|, en el cual
muestra que existe una forma de composicién [n,n,n| si y sélo si n = 1,2,4 0 8. Ya
que las formas de composicién estan relacionadas con las algebras divisiéon normadas el
teorema que prob6 Hurwitz nos dice, que las tinicas algebras de divisién que existen son
las de dimensién 1 los reales R, dimension 2 los complejos €, dimensién 4 los cuaternios

H y de dimensién 8 los octonios O.






Capitulo 3

Matroides Intercalados

Lo que haremos en este capitulo sera mostrar que el problema de signado de matrices

intercaladas es equivalente a un problema de reconocimiento de matroides bipartitos.

3.1. Los Matroides Intercalados y su Relaciéon con

el Signado de Matrices Intercaladas

La observacién hecha por Calvillo et al. [GP00] que motivé esta tesis es que el
problema de signado de una matriz intercalada es un problema de matroides. Para
cambiar el problema de signado de matrices intercaladas a un problema de matroides es
necesario introducir el concepto de hipergraficas. Una hipergrafica es una generalizacion

de las gréficas en la cual sus aristas pueden tener mas de dos vértices.

Definicién 3.1.1. Una hipergréfica H es un par ordenado (V(H), E(H)) donde V(H)
es un conjunto finito llamado conjunto vértices y E(H) es una coleccién de subcon-

juntos no vacios de V(H) llamados hiperaristas o lineas.

Las hiperaristas con dos puntos terminales, las representamos con un segmento de
recta, mientras que las hiperaristas con mas de dos elementos son representadas por

una curva cerrada simple la cual encierra a los vértices que la conforman.

Ejemplo 3.1. Sea H = (V(H),E(H)) donde V(H) = {vy,va,...,v7} vy E(H) =
{{vlan}u {Ul,U5},{U3,U7},{U17U27U4},{U4,'U6,U7},{UQ,Ug,U4},{U4,U5,U67U7}}. Una‘ Tre-

presentacion de ésta hipergrafica aparece a continuacién:

45
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Una hipergrafica H es signable si existe un subconjunto X de vértices tal que la

intersecciéon de este conjunto con cualquier hiperarista de H tiene cardinalidad impar.

Ejemplo 3.2. Sea H la hipergrafica con conjunto de vértices V(H) = {v, v, ..., 05}y
conjunto de hiperaristas E(H) = {Ey, ..., Eg} con Ey = {vy,ve,v3}, Ey = {v3,v4, 05},

E3 = {U17U47/U5}7 E4 = {’Ug,'U4}, E5 = {U37U4}7 EG = {,037/05}-

Para esta hipergrafica el conjunto X = {vy, ve, v3} intersecta a todas las hiperaristas
en un numero impar de elementos, por lo tanto la hipergrafica H es signable. O
Denotamos por A a la matriz de incidencia de H. La matriz A tiene una fila por
cada vértice de la hipergrafica y una columna por cada hiperarista, sus entradas a;;

son cero o uno dependiendo si el vértice correspondiente a la fila 7 pertenece o no a la

hiperarista j.

Ejemplo 3.3. Sea H la hipergréafica signable del ejemplo anterior, entonces su matriz
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de incidencia A es la siguiente:

Ey E, B3 Ei E; Eg
vl 0 1 0 0 0

V2 1 0

o O

A= ol 1 1
wl O 1 1 1 1 0

vs\ 0 1 0 0 0 1
%
Denotaremos como 1 al vector cuyas entradas son todas 1.

Lema 3.1.2. Sea H = (V(H), E(H)) una hipergrdfica y A su matriz de incidencia. H

es signable si y solo si xA = 1 tiene solucion sobre Zs.

Demostracién: Consideremos H = (V(H), E(H)) una hipergrafica signable con con-
junto de vértices V(H) = {v1,...,v,} y conjunto de aristas E(H) = {E},..., E,}. Co-
mo H es signable existe X C E(H) tal que |E;NX| es impar para toda j € {1,...,m}.
Sea s € Zj el vector de incidencia de los vertices que pertenecen a X, entonces visto

como matriz por bloques tenemos:
sA = ( s-By ... s-E, >

Ahora, como |E; N X| es impar, tenemos que s - E; = 1 para toda j € {1,...,m}. Por
%
lo tanto el sistema A = 1 tiene solucién.
Ahora bien, supongamos que el sistema rA = 1 tiene solucién sobre Z,, sea s € Z4

una solucién para este sistema. Entonces

ﬁ

SA = ( s-Ey ... s-E, ) =1
esto es s - E; = 1 para toda j € {1,...,m}, por lo que s tiene un nimero impar de
elementos en comun con la columna E; para todo j, entonces tomamos a X como el
subconjunto de los vértices de H para los cuales s1; = 1. Por lo que |E; N X| es impar
para toda j € {1,...,m}. Por lo tanto H es signable. n

Del algebra lineal tenemos el siguiente lema.
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Lema 3.1.3. Sea A € M« (Zs). Entonces, uno y sélo uno de los siguientes sistemas

lineales tienen solucion sobre Zs

Consideremos el matroide My (E(H), C(H)) asociado a una hipergréfica, donde su
subconjunto base son las hiperaristas de H y sus circuitos € son aquellos C' C E(M)
que son minimales con respecto a la inclusién y tal que la diferencia simétrica de sus
hiperaristas es vacia. Notese que la condicion anterior es equivalente a Aw = 0, donde

A es la matriz de incidencia de H y w el vector de incidencia de C.

Proposicién 3.1.4. Sea E el conjunto de hiperaristas de una hipergrdafica H y € la fa-
milia que contiene a los subconjuntos C' C E(M) tales que sean minimales con respecto
a la inclusion y que la diferencia simétrica de sus hiperaristas sea vacia. Entonces C es

el conjunto de circuitos de un matroide en E.

Demostracién: Es claro que € satisface (C1) y (C2). Para probar (C3) sean C) y
C5 elementos distintos de € y e € C7 N Cs. Sea A la matriz de incidencia H y ¢
y ¢y los vectores de incidencia de C; y (5 respectivamente. Entonces tenemos que
Acp = 6) y Aco = ﬁ Como C; y C5 son circuitos distintos, se tiene que C;ACy # (),
entonces ¢; + ¢ # ﬁ ademds A(c; + ¢3) = Acy + Acy = ﬁ Por lo tanto existe
C3 C C1AC, C (CLUCy) —{e}. Por lo tanto € determina los circuitos de un matroide
en F. [

Podemos con lo anterior reescribir los lemas 3.1.2 y 3.1.3 de una manera combina-

toria.

Teorema 3.1.5. Una hipergrdafica H es signable si y solo si todos los circuitos de My

tienen cardinalidad par, esto es, el matroide My es bipartito.

. s . . . , . o
Demostracién: Sea H signable, por lema 3.1.2 H es signable si y solo si 24 = 1

o
tiene solucién sobre Zs. Pero por el lema 3.1.3 esto implica que el sistema Aw = 0
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con 1w =1 no tiene solucion, esto es, si w existe necesariamente tiene un ntmero par

de unos lo que implica que los circuitos de My son pares. [

Teorema 3.1.6. Una hipergrdfica H es no-signable si y solo st My contiene un circuito

de cardinalidad tmpar. [

La signabilidad de una hipergrafica coincide con la signabilidad de matrices inter-
caladas cuando se considera la hipergrafica cuyo conjunto de vértices es el conjunto de
entradas de la matriz intercalada M y cuyas hiperaristas son las intercalaciones de M.
Esto es, buscamos un conjunto de entradas de la matriz intercalada cuya interseccion
con cada una de las intercalacion sea impar, es decir, estas entradas seran a las que se
les asigne un signo negativo y debido a que la interseccién con cada intercalacion es
impar, cada intercalacion tendra un ntimero impar de signos menos, teniendo asi una
solucion para el signado de la matriz intercalada. Por los teoremas anteriores, si to-
mamos el matroide relacionado a la hipergrafica y este es bipartito, entonces la matriz
intercalada es signable.

Al matroide vectorial que surge de la matriz de incidencia de la hipergrafica asocia-
da a la matriz intercalada lo llamamos Matroide Intercalado, si surge de una matriz
intercalada diadica lo llamamos Matroide Diadico. Con lo anterior tenemos que pa-
ra probar que una matriz intercalada es signable debemos mostrar que el matroide
intercalado es bipartito.

Por el teorema 1, 2,4, 8 de Hurwitz, para matrices diddicas D,, sabemos que sin > 3
la matriz no es signable, por lo que el matroide intercalado no es bipartito.

El problema de signado para D,, con n = 0,1,2, 3 estd resuelto, sabemos que estas
matrices intercaladas diddicas son signables, sin embargo, lo que nos interesa al desa-
rrollar este trabajo, es andlizar la estuctura e interpretacion geométrica de los circuitos
que surgen de estos matroides intercalados.

Al estudiar los circuitos de un matroide desde el punto de vista de la teoria de
matroides sabemos que todos los circuitos de un determinado tamano son iguales, sin
embargo, la estructura geométrica o topoldgica que aparece en los matroides inter-
calados resulta muy interesante, en particular cuando la grafica asociada al circuito
estd encajada en alguna superficie cerrada compacta y sin frontera.

Algo de lo que nos llevo al estudio de la estructura de estos circuitos estd motivado
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por el siguiente ejemplo, recordemos, que un matroide es afin si tomamos a £ como
las etiquetas de los vectores sobre el espacio vectorial V(m, F') y en vez de considerar
los independientes como los vectores linealmente independientes, tomamos los vectores

afinmente independientes.

Ejemplo 3.4. Consideremos el matroide vectorial con conjunto base E = {0, 1,2, 3,

4,5,6, 7} sobre Zsy, dado por la siguiente matriz

1 0001 1 1 1

01 0 0 1 1 0 1
A—

O 01 01 0 1 1

0001 0 1 11

A este matroide se le conoce como AG(3,2), geometria afin de tres dimensiones sobre

Zy y tiene representacién en R? por el siguiente cubo:

Este matroide cuenta con 14 circuitos; cada una de las caras del cubo, 6 planos

torcidos que unen las diagonales, uno de los cuales aparece en la siguiente figura:

los otros circuitos son los vértices de los tetraedros inscritos en el cubo.
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Si observamos los ultimos dos tetraedros estos estan formados por los elementos

{0,3,5,6} v {1,2,4, 7} que resultan ser los generadores de la matriz diddica Ds.

o1 2 47
0|1 2 4 7
312 1 7 4
o4 7 1 2
6|7 4 2 1

Mientras que cada uno de los circuitos de tamano 6, forman cada una de las interca-
laciones de D, por ejemplo el circuito en el matroide afin {0,1,5,4} (cara frontal del
cubo) tiene los generadores renglén {0,5} y generadores columna {1,4} vistos dentro
de la matriz diddica, estos generadores definen una intercalacion. Cada una de las in-
tercalaciones de Dy aparece en la siguiente representacion, la cual esta vista dentro del

espacio proyectivo.
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Seguimos esta idea de pensar las intercalaciones como una grafica bipartita en dos
conjuntos de 2 elementos: los generadores renglén y generadores columna; la cual fue
inventada y estudiada por Gilberto Calvillo e Isidoro Guitler [Git00], para analizar a

detalle cada uno de los circuitos que aparecen en los matroides intercalados Dy y Ds.

Si pensamos a las intercalaciones como estas graficas bipartitas de cuatro aristas y
una cara, podemos darle cierta orientacion a las aristas y utilizar lo que ya sabemos
de geometria de superficies, para pegarlas, es decir, si tenemos 2 aristas iguales, donde
llamamos iguales si tiene los mismos puntos terminales y misma orientacion, entonces
podemos pegarlas y eliminar esa arista. Realizamos una serie de pegados e identificacio-
nes hasta formar con esas intercalaciones la cara de un poliedro y reducirla utilizando
las operaciones permitidas de cortados y pegados hasta llegar a la representacion de una
superficie [FF03]. Claro que esto es solo posible cuando la superficie, es una superficie

cerrada compacta y sin frontera (Teorema de clasificacién de superficies).

Ejemplo 3.5. Supongamos que al eliminar todas las entradas de algin color en D las
intercalaciones que permanecen después del borrado nos dan un circuito del matroide
intercalado asociado (Veremos en el capitulo 5 con mas detalle que esto es cierto).
Borremos todas las entradas con el color 7 y consideremos todas las intercalaciones que

quedan.

el 2 4 7
0|1 2 4

312 1 4
514 1 2
6 4 2 1

En la siguiente tabla aparecen las intercalaciones que quedan en Dy después de borrar

el color 7.
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Intercalacién | Renglones | Columnas | Colores
I 0,3 1,2 1,2
I 0,5 1,4 1,4
I3 0,6 2,4 2,4
1y 3,5 1,7 2,4
I5 3,6 2,7 1,4
Is 5,6 4,7 1,2

Ya que los puntos terminales estan dados por los generadores rengléon y columna de
la matriz diddica D, orientaremos a las aristas de la siguiente manera: si la arista
tiene puntos terminales (a,b) y a > b, entonces la arista estard orientada de a a b.
Las intercalaciones vistas como graficas bipartitas con la orientacién que acabamos de

definir aparecen enseguida.

2 34 b 4 6
5L I I3

0 10 10 2

7. h T 6 7 6
1, I 1Ig

3 13 5 4

Comenzamos por hacer la identificacion de las aristas que tienen los mismos puntos

terminales y misma orientacién, para obtener una sola cara.
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Identificando y borrando las aristas iguales tenemos:

Continuando con las identificaciones obtenemos el siguiente cubo, el cual es homeo-

morfo a la esfera.

ot
W

5 PR

O

Existe una manera menos topoldgica y mas combinatoria de examinar los circuitos
que se obtienen del matroide intercalado para ello usamos los mapeos combinatorios
cuya definicién aparece en el libro [Tut84] de W.T. Tutte. El estudio de los circuitos del
matroide intercalado asociado a D, que aparece en el capitulo 5 lo hicimos utilizando
estd herramienta. El siguiente capitulo hace un estudio de las principales definiciones

de mapeos combinatorios que necesitamos para el desarrollo del capitulo 5.



Capitulo 4

Mapeos Combinatorios y Circuitos

de Matroides Intercalados

Como vimos al final del capitulo anterior una clase importante de circuitos de matroi-
des intercalados se puede ver como superficies. En este capitulo presentamos el concepto
de mapeo combinatorio de Tutte y su representacion en diagramas. Los resultados y

definiciones que aparecen en este capitulo son tomadas de [Tut84].

4.1. Definiciones.

Sea S un conjunto de elementos llamados cruces. El nimero de elementos de S debe
ser divisible por 4, es decir |S| = 4n. El conjunto S se particiona en n subconjuntos
disjuntos llamados celdas. Si X es una cruz, entonces los otros miembros de su celda
son denotados por X, 9 X,y 00 .X.

Los simbolos 6 y ¢ pueden pensarse como dos permutaciones de S. Estas permuta-

ciones deben cumplir los siguientes axiomas.
(P1) ?=¢* =1y 0¢ = ¢b.
(P2) Si X es cualquier cruz, entonces las cuatro cruces X, 0.X, ¢X, y 0¢X son distintas.

En donde I denota la permutacién identidad de S. Podemos observar que cada una
de las permutaciones 6 y ¢ deja la celda invariante, salvo por la permutacion de sus
miembros. Cada una de las permutaciones ¢ y # es una involucién; particiona a S en
pares disjuntos de elementos, e intercambia a los miembros de tales pares. Nos referimos

a f como la primera involucién y a ¢ como la segunda involucién.

95



56 Mapeos Combinatorios y Circuitos de Matroides Intercalados

Ahora, sea P una permutacién de S. Esta permutacién acomoda a las cruces en
secuencias ciclicas disjuntas llamadas orbitas de P. Escribiremos a la orbita de una

cruz X por P como:
J(P,X)=(X,PX,P?X,...,P"'X),

donde m es el minimo entero positivo tal que P X = X. Ya que las 6rbitas son ciclicas
no importa cual de sus cruces tomemos primero. Las involuciones 6 y ¢ también tienen

sus orbitas, solo que en este caso m = 2 para cada cruz X en S.

Definicién 4.1.1. Un premapeo L es una triada L(6, ¢, P) de permutaciones que

actuan en un conjunto S de 4n elementos, tales que:

(P1) > =¢*> =1y 0¢ = ¢h.

(P2) Si X es cualquier cruz, entonces las cuatro cruces X, 0X, X,y 06X son distintas.
(P3) Po=0P .

(P4) Para cada cruz X de S, las drbitas de X y X por P son distintas.

Si L cumple con los axiomas anteriores diremos que L tiene a # y a ¢ como su primera
y segunda involucion respectivamente, y a P como su permutacién basica.

Nos referiremos a la cardinalidad de la érbita como su longitud.

Comparemos las 6rbitas de X y X cuando L(f, ¢, P) es un premapeo y X una cruz
arbitraria de S. Por el axioma (P3) las dos orbitas deben de ser distintas. También
podemos observar que las dos orbitas tienen la misma longitud, ya que si P"X = X
entonces 0P X = 0X y por (P3) tenemos que P09 X = 60X, de aqui que X = Pm0X.
De lo anterior tenemos que la longitud de J(P,0X) no es mayor que la longitud de
J(P, X). De manera similar, tenemos que la longitud de J(P,6%X), que es J(P, X), no
es mayor que la de J(P, 0X).

Partiendo de que el tamano de la orbita de J(P, X) es m, podemos escribir:
J(P,0X) = (6X,POX,P0X,...,P"10X),
= (0X,0P'X,0P2X,... 0P ™" X),
= (0X,0P™ X, 0P™%X,... 0PX),
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por axioma (P3).

Esto quiere decir que J(P,6X) se obtiene de J(P, X) invirtiendo el orden de los
elementos y posteriormente permutando a cada uno de ellos por . Expresaremos esta
relacién diciendo que la orbita J(P,0X) es conjugada a la orbita J(P, X) en L. Con lo

anterior hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 4.1.2. Sea L = L(¢,0, P) un premapeo y X una cruz en S. Entonces, las
orbitas de P por X y 60X son conjugadas. Mas aun, una cruz'Y pertenece a una de las

orbitas si y solo si Y pertenece a la otra.

Definiremos un vértice de un premapeo L = L(¢, 8, P) como el par v de orbitas
conjugadas de P. Cada una de las dos orbitas es un vértice orientado de L y una
forma orientada de v.

Una celda A = {X,0X¢X, 00X} esllamada una arista de L. Los dos pares {X,0X }
y {¢X,00X} son dos medias aristas en L. Para cada media arista {Y,0Y}, existe un
unico vértice v de L tal que Y pertenece a una de las formas orientadas de v y #Y a la
otra. Expresamos esta relacién diciendo que v absorbe a la media arista, y que A es
incidente en v en el premapeo L. Las dos medias aristas de A pueden ser absorbidas
por el mismo vértice o por vértices diferentes. En el primer caso, A es un lazo de L, en
el segundo un enlace.

Las definiciones anteriores no excluyen la posibilidad de que S sea un conjunto nulo.
En esté caso, hay una tnica permutacion I en S. Entonces, existe un tnico premapeo
L(I,1,1)en S. Llamamos a éste el premapeo nulo, no posee vértices ni aristas.

Con las definiciones anteriores de incidencia, vértices y aristas de L, hay vértices y
aristas respectivamente de una gréfica G(L), llamada la grafica de L. Es claro que G(L)
no posee vértices aislados. Los lazos y enlaces de L son lazos y enlaces, respectivamente
de G(L).

Diremos que una cruz X pertenece a cualquier arista o vértice de L del cual es un
elemento, que pertenece a un vértice de L si pertenece a una de las formas orientadas
del vértice, y que pertenece a una subgréfica H de G(L) si pertenece a alguna arista o
vértice de H.

Dada una grafica G sin vértices aislados, podriamos preguntarnos por un prema-

pero L en algin conjunto S, tal que G y G(L) sean isomorfas. Tal premapeo puede
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encontrarse por la construccién de Edmonds [Edm60]. A cada arista A de G definimos
un conjunto A" = (X,0X,¢X,00X) de cuatro elementos llamados cruces, haciendo
las ocho cruces de cualquier dos aristas distintas. Teniendo entonces un conjunto S de
4|E(G)| cruces y la notacién determina la primera y segunda involucién 0 y ¢ las cuales
satisfacen los axiomas (P1) y (P2). Separamos cada conjunto A’ en pares disjuntos
{X,0X}y {pX,00X}, asignando a cada uno de estos pares a cada extremo de la arista
A. Ambos pares seran asignados al mismo vértice si y solo si la arista A es un lazo en G.
Para cada vértice v de E(G), podemos de manera sencilla asignar los miembros de sus
pares de orbitas conjugadas, para que satisfagan los axiomas (X3) y (X4). Teniendo

con lo anterior el premapeo L = L(6, ¢, P) que buscdbamos.

Regresando a nuestro conjunto fundamental S de cruces. Un conjunto no nulo K de
permutaciones de S genera un grupo Vg de tales permutaciones. Particiona a .S, si es
no nulo, en clases de equivalencia no nulas, tal que dos cruces pertenecen a la misma
clase de equivalencia si y solo si algin miembro de ¥, manda uno en el otro. En el caso
del premapeo L(0, ¢, P), estaremos interesados en los casos en los que K = {6, ¢, P} y
K ={6¢, P}.

Consideremos el caso en el que K = {0,¢, P}. Podemos llamar a las clases de
equivalencia de ¥ i conjuntos conexos de L. Si L tiene un solo conjunto conexo, el cual

necesariamente es S, decimos que L es conexo o equivalentemente que L es un mapeo

en S.

Sea T un conjunto conexo de L. El efecto que tiene sobre L un miembro @) de ¢k es
permutar los elementos entre ellos mismos. Entonces cada @) tiene una tinica restriccién
Q7 en T. Las restricciones a T' de #,¢ y P evidentemente satisfacen los axiomas para
un premapeo Ly = L(0r, ¢, Pr) en T. Més atn, T es un conjunto conexo de Ly, por
lo que Ly es un mapeo en 7. Los mapeos Ly correspondientes a conjuntos conexos de

L son las componentes de L.

Usaremos el simbolo M para denotar un mapeo. Si un premapeo L(6, ¢, P) es un

mapeo lo denotaremos por M (6, ¢, P).

Hasta ahora hemos definido lo que son los vértices, vértices orientados, aristas y
medias aristas de un premapeo L(6, ¢, P). Nos falta definir lo que son las caras y caras

orientadas de un premapeo, para ello necesitamos definir lo que es el premapeo dual.

A partir de un premapeo L(6, ¢, P) sobre un conjunto S de cruces podemos definir
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otros premapeos. Por ejemplo de los axiomas (P3) y (P4) podemos deducir que P?0 =
OP~2 y que las 6rbitas de P2 en X y #X son distintas para cada X € S, podemos con
lo anterior asegurar la existencia de un premapeo L(6, ¢, P?) en S. Otro premapeo en

S es L(A, ¢, P~1) derivado de L, al invertir el orden ciclico de cada 6rbita de P.

Analicemos la permutacion:
P* = PO¢ (1)
Teorema 4.1.3. Dado un premapeo L(0, ¢, P), la permutacion P* cumple:

Pro=o(P")!

Demostracién: Observemos que P*0 = (P0¢)0 = P§ = 0P~! por los axiomas (P1)

y (P3), luego 0P~! = ¢(¢0P™") = (P (¢0) ")~ = ¢(P(09))™" = ¢(P*)~", por lo que
en efecto P*¢ = ¢(P*)~L. u

Teorema 4.1.4. Dado un premapeo L(0,¢, P), para cada cruz X de S las dérbitas de

P* sobre las cruces X y ¢X son distintas

Demostracion: Si el teorema fuese falso existirfan X € S y m, con m un entero no

negativo, tales que m es el valor mas pequeno que hace que:
(PH)"pX = X (2)

Si m = 0 entonces X = X lo que contradice el axioma (P2), por lo que m > 0.
Si m = 1 se tendria que P*¢X = X, pero P*¢X = (Pl¢)pX = POX, entonces te-
nemos que PX = X lo que contradice el axioma (P4), entonces m > 2. Pero para
m > 2, dado que la igualdad (2) se cumple tenemos que (P*)"¢X = (P*)" 'P*¢X =
(P*)" Y (Plp)pX = (P*)™1PHX = X. Con la igualdad anterior, aplicando la permu-

taciéon (P*)~! a ambos lados tenemos:
(P*y"1PX

(P)~Y(P)"LPIX = (P*)7'X
(P*)"2PgX — (P)'X

Il
<
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De la igualdad anterior y los axiomas (P1) y (P3) tenemos:

(P)"2PIX =

Equivalentemente (P*)™2¢(¢pP0X) = ¢POX, lo que contradice la elecciéon de X y m,
ya que logramos reducir a m en 2 si cambiamos X por ¢P6X. [
Con los teoremas anteriores hemos mostrado que la permutacion P* y las involucio-

nes ¢ y 0, satisfacen los cuatro axiomas para un premapeo,
L* = L(¢,0, P")

en S. Hay que enfatizar que en el paso de L a L* las primeras y segundas involuciones
se intercambian.

Llamamos a L* el premapeo dual de L. La definicién de dual implica:
(L) =1L

para cualquier premapeo.

Los vértices orientados y vértices del premapeo L* son las caras orientadas y caras
respectivamente del premapeo L y viceversa. Las aristas de L siguen siendo las aristas
de L*, pero se particionan de manera distinta en medias aristas en los dos premapeos.
Una arista A = (X,0X,¢X,00X) tiene medias aristas {X,0X} v {¢X,00X} en Ly
medias aristas {X,pX} y {0X,00X} en L*.

Escribimos ag(L), a1 (L), as(L) para denotar al nimero de vértices, aristas y caras
de L respectivamente.

La combinacion x(L) = ag(L) — a1(L) + as(L) es llamada la caracteristica de
Euler del premapeo L. Cuando la grafica asociada al premapeo es conexa, resulta estar
naturalmente encajada en una superficie con la misma caracteristica de Euler que el

premapeo.
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4.1.1. Dibujo de Mapeos

Veamos como se representa un mapeo M en un diagrama. Podemos comenzar con
el dibujo de una gréfica conexa G(M). Podria ser que esta grafica pueda dibujarse en
el plano sin que sus aristas se intersequen. Es entonces cuando el dibujo particiona al
plano en regiones conexas distintas. Las cuales son llamadas las caras de el diagrama.

Consideremos una arista A en la grafica de G(M), con vértices incidentes = e y.
Una cruz X asociada al mapeo M se representa por una flecha dibujada a lo largo
de la arista, pero no sobre ella, sino a lado de esta. Tomamos la regla de que 60X es
representada por una flecha en el mismo sentido de X, pero en el lado contrario a X y
que ¢X se una fecha en sentido contrario a X pero del mismo lado que la flecha de X.
Por lo que 0¢ X se dibuja del lado contrario de ¢ X. Las cuatro cruces asociadas a A se

muestran en la figura 4.1 la cual muestra solo una porciéon del mapeo.

Figura 4.1

Podemos pensar que A estd separando en algin punto interno a las dos medias
aristas, una con un extremo en z y la otra con extremo en y. Las cruces X y 6X
constituyen una media arista de A en M, se dibujaran en el lado correspondiente de
la media arista en el diagrama en direccién contraria a su vértice terminal. La figura
4.1 muestra el caso en el que A es un enlace. No es necesario, dibujar el punto de
separaciéon de la arista, siempre que las flechas sean dibujadas lo suficientemente cerca
de sus puntos terminales y que no se haya formado un lazo. Este arreglo de las cruces
en las aristas del diagrama especifica las dos involuciones € y ¢ y muestra de manera
clara que satisfacen los axiomas (P1) y (P2).

Consideremos todas las medias aristas con punto terminal en x, el diagrama impone
un orden ciclico en ellas. El diagrama representa a M si la permutacién P rota a cada

cruz X un espacio en el orden ciclico del extremo de su media arista, al lado de la media
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arista opuesta a X. La figura 4.1 muestra est regla en los dos extremos de A. Podemos
notar que es necesario que 0P~ X sea igual a POX para cada X, es decir, se requiere
que el axioma (P3) se satisfaga. Los dos vértices orientados de M asociados al vértice x
del diagrama, son rotaciones al rededor del mismo en dos direcciones opuestas, cada una
correspondiente al orden ciclico de las medias aristas en z. Los miembros de un vértice
orientado de M deben ocupar el lado derecho de las medias aristas de x y los otros
miembros del otro vértice el lado izquierdo. Esta observacién implica el axioma (P4).
Hemos impuesto condiciones suficientes en nuestro diagrama para hacer que represente
a algiin mapeo M. Interpretemos ahora las caras del diagrama. Las caras del diagrama
estan limitadas por dos secuencias de medias aristas, una en sentido contrario a las
manecillas del reloj y la otra en el sentido de las manecillas del reloj, recordemos que
las caras del mapeo son los vértices orientados del mapeo dual, por lo tanto las caras
estan conformadas por estas dos drbitas conjugadas, por lo tanto en esta secuencia una

cruz X siempre esta precedida por una cruz P8¢X en el mismo sentido.

4.2. Mapeos Combinatorios de Circuitos de Matroi-

des Intercalados

Queremos utilizar los mapeos combinatorios para analizar los circuitos que surgen
de los matroides intercalados diadicos, para ello necesitamos definir las involuciones 6, ¢
y la permutacion P que satisfagan los cuatro axiomas de un premapeo, tomando como
conjunto base un circuito C' del matroide diadico.

Recordemos que los matroides diddicos surgen como la matriz de incidencia de una
hipergrafica cuyo conjunto de vértices es el conjunto de entradas de la matriz diddica y
cuyo conjunto de hiperaristas son las intercalaciones. En el matroide diddico M(D,), los
circuitos cumplen que cada vértice pertenece exactamente a dos hiperaristas distintas,
es decir, si la intercalacién que tiene generadores renglén {ry,r2} y columna {ci,co}
pertenece al circuito para cada una de las cuatro entradas de la intercalacién, existen
en el circuito cuatro intercalaciones distintas que contienen a una de las entradas de
la intercalacién con generadores renglén {ry, 79} y columna {c;, co}. Los circuitos que

cumplen esta condicién son llamados superficiables ya que en este caso el circuito es
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realizable como una superficie cerrada, acotada y sin frontera. Es importante mencionar
que no todos los circuitos de los matroides diddicos son superficiables, existen circuitos
en los cuales al menos una de las entradas de la intercalacién pertenece a 4 intercala-
ciones distintas dentro del circuito, en este caso el circuito no es realizable como una
superficie.

Para estudiar los circuitos del matroide intercalado utilizaremos los mapeos de Tutte
de la siguiente manera: Una vez que tenemos la matriz de incidencia reducida A de la
hipergrafica asociada a la matriz intercalada denotaremos las etiquetas de las columnas
por Ai (habré tantas columnas como intercalaciones en la matriz intercalada). Las
celdas seran las intercalaciones que forman el circuito, las cruces pertenecientes a estas
celdas seran las cuatro entradas correspondientes a la intercalacion.

Denotaremos a las cruces de la celda Aj de la siguiente manera:
Ak(’l"i, Cj, T4 D Cj)

donde 7; es el generador del renglén ¢, ¢; el generador de la columna j y r; @ ¢; el color
de la entrada (7, j) de la matriz diddica. Las involuciones ¢ y 6 son permutaciones de
las entradas de la intercalacion, 6 cambia de renglon en la intercalacion y ¢ de columna.
Esto es, dada una celda A; con generadores renglén r1, o v generadores columna ¢, ¢o

consideramos la cruz Ag(r1, 1,71 @ ¢1) y aplicamos las permutaciones ¢ y 0 :

O(Ax(r1,c1,m1 @ 1)) = Ag(ra, 1,72 D 1)
O(Ag(r1,c1,m S 1)) = Ag(r1, ca, 71 B ¢2)

Es facil ver que 6 y ¢ cumplen con los axiomas (P1) y (P2).

Para definir el premapeo L necesitamos definir una permutacién P que satisfaga
los axiomas (P3) y (P4). Para ello utilizaremos la involucién que toma una cruz y
la cambia a una celda que contenga una cruz con los mismos generadores renglén y
columna, denotamos a esta involuciéon como 7. La involucién 7 esta bien definida ya
que cada triada (r;, ¢;, 7 ®¢;) dentro del circuito, pertenece a solo dos celdas. Definimos

pues la permutacién P como:
P .=0nr.

Con esta definicién de P el axioma (P3) se satisface ya que:

PO = (07)0 = 0(n6) = 0P,
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Bastarfa mostrar que el axioma (P4) se cumple, para poder definir un premapeo
L(0, ¢, P) sobre los circuitos del matroide. Supongamos que el axioma no se cumple,

esto implica que existe una cruz X y un entero positivo m, con m minimo tal que
P"OX =X

Supongamos que X = Ag(ry,co, 71 @ ¢1) donde la cruz pertenece a la celda Aj con
generadores renglon ordenados {r1,7m2} y generadores columna {ci,c2}. Si m = 0 en-
tonces O(Ag(ri,c2,m1 @ 1)) = Ag(ri,ce,r1 & ¢1) lo que contradice la definicién de
0 ya que esta involucién cambia de renglén en la intercalacién. Si m = 1 entonces
PO(Ak(r1,co,m1 @ 1)) = Ag(r1, c2,71 @ 1), pero la permutacién P cambia a otra celda
que tenga los mismos generadores renglén y columna que 0 A (rq, ca, 71 @G c1), por lo que
este caso no se puede dar. Tenemos entonces que m > 2, pero si esto pasa entonces
P™(0X) = P 1(POX) = X si aplicamos P~! a ambos lados de la tltima igualdad
tenemos que P™%(PAX) = P~'X aplicando la propiedad (P3) la cual ya mostramos
que se cumple, tenemos P 2(P~'X) = P~1X lo que contradice la eleccién de X y
m va que si tomamos P~'X en vez de X reducimos a m en dos. Por lo tanto hemos
definido un premapeo L(6, ¢, P) para cada uno de los circuitos del matroide.
Consideremos el ejemplo 3.5 de la seccion anterior, para ejemplificar como utilizamos

los mapeos combinatorios para el andlisis de los circuitos del matroide.

Ejemplo 4.1. Las intercalaciones que quedaban de borrar el color 7 aparecen de nuevo

en la siguiente tabla

Intercalacién | Renglones | Columnas | Colores
I 0,3 1,2 1,2
I 0,5 1,4 1,4
I3 0,6 2,4 2,4
Iy 3,5 1,7 2,4
I5 3,6 2,7 1,4
Ig 5,6 4,7 1,2

Nuestro conjunto S cuenta con 24 cruces y 6 celdas, las 6 celdas son las 6 intercala-
ciones que conforman el circuito y las 24 cruces son cada una de las 4 entradas de las
seis intercalaciones. Las celdas se representan por una arista, y cada una de las cruces

pertenecientes a la arista por una flecha sobre la arista (llamadas medias aristas) las
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cruces {X,0X} pertenecen a un extremo de la arista y {¢X, 06X} al otro extremo.

Entonces cada una de las intercalaciones, se convierte en las siguientes aristas:

1(0,1,1) 1,(0.2,2) L@ L2, LB
—_— - P *
T, - L5, 1A) ~“T.5.7.2)
1(3.1.2) NG.2.1)
. : . . 153.2,1) I5(3,7,4)
L0.1.1) L(0,4.4) . —_— - .
e ® —_— - "
TR - 6.9 1) ‘TT_"_T_r,
LG L) LG IT) Ix(6.2.4) ©.7.1)
15(0.2.2) 1,(0.4, 4) L5 41) iB.7.2)
¢ * v — - -
IEERVE “T.5.17) I5(6,4,2) (6, 7.1)

Podemos partir de cualquier cruz en cualesquier celda para comenzar con los calculos
necesarios para obtener la grafica asociada al premapeo. Tomemos la celda I; y en esta
celda la cruz I(3,1,2). Veamos primero que en efecto las aristas que mostramos en la
imagen anterior estan bien dibujadas, mostrando el efecto de las involuciones sobre la
cruz I1(3,1,2).

0(1,(3,1,2))
¢(Il(37 17 2))
»0(1,(3,1,2))

1,(0,1,08 1) = (0,1, 1)
L(3,2,302) = 1,(3,2,1)
¢(Il<07 17 1)) = [1(07 2a 2)

Ahora queremos ver cual es la 6rbita de la cruz [;(3,1,2) al aplicar la permutacién P,
recordemos que P cambia a otra celda que contenga una cruz con los mismos gene-
radores renglon y columna y en esta celda cambia de renglén. Esto es, buscamos otra
intercalacién que contenga (3,1, 2), como podemos ver en la tabla de intercalaciones la

otra intercalacion que tiene esta entrada es la intercalaciéon I, entonces:
P(I(3,1,2)) = 0n(11(3,1,2)) = 0(14(3,1,2)) = I4(5,1,4)
Siguiendo con este proceso tenemos:

P(I4(5,1,4)) = 07 (14(5,1,4)) = 6(I5(5,1,4)) = I,(0,1,1)
P(15(0,1,1)) = 67 (15(0,1,1)) 1

0(12
9<Il(07 ) 1)) = [1(37 17 2)
Por lo que la érbita de la cruz I1(3,1,2) sobre P, denotada por J(P, X) es:

J(P,1,(3,1,2)) ={11(3,1,2),14(5,1,4),15(0,1,1)}
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En la figura que aparece a continuacién, podemos observar la 6rbita de I1(3,1,2) sobre

P en la grafica asociada al premapeo.

Calculemos ahora, la drbita de 6(I;(3,1,2)) = I,(0,1,1).
P(1;(0,1,1)) = 0x(1,(0,1,1))
P(I3(5,1,4)) = 0m(15(5,1,4))
P(I4<37 27 1)) - 07‘—([4(37 27 1))

0(1,(0,1,1)) = Iy(5,1,4)
0(14(5,1,4)) = I,(3,2,1)
0(1,(3,2,1)) = 1,(0,1,1)

Entonces:
J(P,0(1,(3,1,2))) = J(P,,(0,1,1)) ={[(0,1,1),15(5,1,4),14(3,1,2)}

Comparando las dos 6rbitas, podemos ver que en efecto la 6rbita de 6(1;(3,1,2)) se
obtiene de la érbita de I;(3, 1, 2) invirtiendo el orden de los elementos y posteriormente
permutando los por 6.
J(P,11(3,1,2)) = {[1(3,1,2),14(5,1,4),15(0,1,1)}

J(P,0(1,(3,1,2)) = {0(11(3,1,2)),0(15(0,1,1)),0(14(5,1,4))}

J(P,0(1,(3,1,2)) = {11(0,1,1),15(5,1,4),14(3,1,2)}
Estas dos orbitas conjugadas son vértices orientados que definen al primer vértice del
premapeo y se colocan en la grafica en sentidos opuestos, por lo que la gréafica al rededor

del vértice orientado se ve como sigue:
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Ahora queremos ver cual es la 6rbita de la cruz ¢1;(3,1,2) = I1(3,2,1).
P(Il(37 2, 1)) = 97-(([1(37 2, 1)) = 9([5(37 2, 1)) = 15(67 2, 4)

Siguiendo con este proceso tenemos:

Por lo que la érbita de la cruz [;(3,2,1) sobre P es:
‘](P7 11(37 2, 1)) = {11(37 2, ]-)7 ]5(67 2, 4)7 ]3(0’ 2, 2)}
Calculemos ahora, la 6rbita de 6(11(3,2,1)) = 64(3,1,2) = 1,(0,2,2).

P(11(0,2,2)) = 67(1,(0,2,2))
P(I3(6,2,4)) = 0m(I5(6,2,4))
P(I5(3,2,1)) = 0r(I5(3,2,1))

0(15(0,2,2)) = I5(6,2,4)
0(I5(6,2,4)) = I5(3,2,1)
0(1,(3,2,1)) = ,(0,2,2)

Entonces:
‘](P7 ]1<07 2, 2)) = {11(0, 2, 2)7 ]3(67 2, 4)7 ]5(37 2, 1)}

Estas dos 6rbitas conjugadas definen al vértice que se encuentra en el extremo izquierdo
de la arista I; y se colocan en la grafica en sentidos opuestos.

Tomamos alguna otra cruz, que no pertenezca a alguna de las érbitas que hasta
ahora hemos calculado, podemos escoger a la cruz I5(5,4,1) y 015(5,4,1) = 15(0,4,4),
las orbitas de estas dos cruces son conjugadas y definen otro de los vértice del premapeo.

Enseguida presentamos sus érbitas:

J(P,I5(5,4,1)) = {I5(5,4,1), I5(6,4,2), I3(0,4,4)}
J(P,15(0,4,4)) = {15(0,4,4), I5(6,4,2), Is(5,4,1)}

Consideramos ahora a I,(3,7,4) v 014(3,7,4) = 14(5,7,2) sus 6rbitas conjugadas

Son:
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Hemos acomodado las 24 cruces en cada uno de los vértices del premapeo. A los
vértices asociados al premapeo los denotamos por v.;. Los vértices definidos por el

premapeo aparecen en la siguiente tabla:

v J(P,X) J(P,6X)

u J(P11(3,1,2)) J(P,1,(0,1,1))
v | J(P1(3,2,1)) | J(P,1,(0,2,2))
v | J(P, 12(5,4, 1) | J(P, 15(0,4,4))
vr | J(P1,(3,7,4) | J(P,L(5,7,2))

Con lo anterior tenemos que «o(L) = 4. El ntimero de aristas del premapeo es el
nimero de celdas, es decir, el nimero de intercalaciones que pertenecen al circuito, por lo
tanto a; (L) = 6. Para realizar el esquema del premapeo necesitamos decir cuales son las
caras del premapeo, para ello tenemos que obtener los vértices del premapeo dual L* =
L(¢,0, P*). Recordemos que P* = Pf¢, entonces P* toma una cruz, cambia de columna
dentro de la intercalacion, después cambia de renglén, cambia a otra intercalacién que
tenga la misma entrada para después volver a cambiar de renglén dentro de esta nueva
intercalacion. L* es un premapeo sobre las mismas cruces que L, lo que cambia son
las medias aristas mientras que en L son {X,0X} y {¢X, 90X} en L* son {X,¢X} y
{0X, 90X}, lo que implica que las dérbitas conjugadas en el premapeo dual son las de
X y ¢X. Veamos la accion de P* sobre alguna de las cruces.

Consideremos la cruz I;(0,2,2) y analicemos la acciéon de P* sobre la cruz. Comen-

zaremos por mostrar los elementos de la arista ;.

0(1,(0,2,2))
(11(0,2,2)) =
¢‘9([1 (07 27 2))

1(3,2,38 1) = 1,(3,2,1)
1(0,1,0®1) = [,(0,1,1)
¢(Il(3a 2a 1)) = [1(37 17 2)

La accién de P* sobre [1(0,2,2) se muestra a continuacion:
P*(1,(0,2,2)) = (0m)0¢p(11(0,2,2)) = (0m)01,(0,1,1) = 0n11(3,1,2)

para aplicar la involucién 7 necesitamos una cruz en otra celda que tenga entradas
(3,1,2), la intercalacién I tiene generadores renglén {3,5} y columna {1, 7}, entonces
7 cambia a la cruz 4(3, 1, 2), para finalizar aplicamos 6 a la cruz I,(3, 1, 2). Por lo tanto
P*(1,(0,2,2)) = I,(5, 1, 4).
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Siguiendo con este proceso tenemos:

P*(14(5,1,4)) = PO¢I,(5,1,4) = POL(5,7,2) = P(14(3,7,4)) = I5(6,7,1)
P*(I5(6,7,1)) = PO¢Is(6,7,1) = P0I5(6,2,4) = P(I5(3,2,1)) = I5(0,2,2)

Por lo que la érbita de la cruz I1(0, 2,2) sobre P* es:
J(P*,1,(0,2,2)) ={I(0,2,2),14(5,1,4),15(6,7,1)}

Como las érbitas de X y ¢ X en el premapeo dual son conjugadas, para obtener la érbita
de ¢I,(0,2,2) = I,(0,1,1), revertimos el orden de la érbita de I1(0, 2,2) y aplicamos ¢

a cada uno de los elementos.

J<P*7¢([1(07 2, 2))) = {¢(11(07 2, 2))7 ¢<[5(67 7, 1))7 ¢(I4(57 174))}
JPLL0,1,1) = {1(0,1,1), 15(6,2,4), [4(5,7,2)}

Estas dos érbitas definen un vértice en el premapeo dual L* y una cara en el premapeo
L, las cruces que conforman las caras se representan con medias aristas y se recorren
en el diagrama en sentidos opuestos, las caras orientadas asociadas a las dérbitas de

anteriores aparecen enseguida:

Para obtener nuestro siguiente vértice elegimos la cruz 1(3,2,1) y ¢11(3,2, 1), cuyas

orbitas conjugadas son:

J(P*1,(3,2,1)) = {1,(3,2,1), I5(5,1,4), I5(6,4,2)}
J(P*,¢1,(3,2,1)) = {I,(3,1,2), I5(6,2,4), I,(5,4,1)}

En los primeros dos vértices del premapeo dual, ya aparecieron todas las cruces de la

celda I; y dos de las cuatro cruces de Iy, consideremos la cruz I5(0,4,4) y ¢15(0,4,4),



70 Mapeos Combinatorios y Circuitos de Matroides Intercalados

para calcular el siguiente vértice del premapeo dual. Las dos érbitas conjugadas para

estds cruces aparecen enseguida:

J(P*,15(0,4,4)) = {,(0,4,4),1,(3,2,1), I4(6,7,1)}
J(P*,015(0,4,4)) = {I,(0,1,1), 15(6,4,2), [4(3,7,4)}

Dos de las cruces de la celda I3 aparecen en las orbitas conjugadas del segundo vértice
que encontramos, consideramos entonces las dos cruces restantes de la celda I3 que son:
13(0,2,2) y ¢(13(0,2,2)) cuyas dérbitas conjugadas son:

J(P*,13(0,2,2)) ={I3(0,2,2), Is(5,4,1),I5(3,7,4)}
J(P*,¢13(0,4,4)) ={I5(0,4,4),15(3,2,1), I6(5,7,2)}

Todas las cruces pertenecen a alguna de las orbitas conjugadas que definen a los cuatro
vértices del premapeo dual L*, por lo tanto el ntimero de caras del premapeo L es
as = 4. Con esta informaciéon tenemos que la caracteristica de Euler para el premapeo
es Y =ap—a;+ay; =4—6+4 =2, entonces la grafica asociada al premapeo debe ser
una grafica plana. La grafica asociada se puede encajar en una superficie que tenga la
misma caracteristica de Euler que el premapeo, en este caso la grafica asociada puede
encajarse en la esfera. La grafica asociada al premapeo se muestra en la figura 4.3 y

su encaje en la figura 4.4.

Figura 4.3: G(L) La gréfica asociada al premapeo L.
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En la grafica asociada podemos observar los cuatro vértices del premapeo y cada
una de las d6rbitas conjugadas que lo definen, una en sentido a las manecillas del reloj
y la otra en sentido contrario. También podemos observar claramente las dos orbitas
conjugadas que definen las caras del premapeo, las cuales se recorren en los mismos

sentidos que los vértices.

Figura 4.4: Encaje de G(L) en la esfera

En la figura anterior, el encaje de la gréfica estd hecho en el cubo (el cual sabemos
que es homeomorfo a la esfera) para ver de manera més clara que lo que hicimos en el
ejemplo 3.5 y lo que hicimos en este ejemplo nos da la misma superficie. O

Las definiciones que hicimos en esté seccién y las definiciones de las involuciones
las utilizaremos en la siguiente seccién, para analizar los circuitos fundamentales que

se obtienen del matroide diddico M(Ds).






Capitulo 5

Estructura de los Circuitos de

Matroides Intercalados

En este capitulo presentamos los resultados principales de la tesis, se hizo el analisis
exhaustivo de los circuitos fundamentales que aparecen en los matroides intercalados
M(Ds) y M(Ds). Para el matroide intercalado M(Ds) se realizo la diferencia simétrica
dos a dos de los circuitos fundamentales, hasta que obtuvimos todos los posibles circuitos
del matroide. Podria decirse que el trabajo que se presenta a continuacion es un trabajo
artesanal ya que todas las diferencias, mapeos y pegados se realizaron sin ayuda de la
computadora.

La matriz de incidencia de la hipergrafica asociada al matroide intercalado y la forma
reducida se hicieron por medio de un algoritmo implementado en Python programado
por Gerino Ochoa Morales y el cédigo aparece como apéndice.

Cuando comenzamos con el andlisis de los circuitos del matroide intercalado M(D5)
la primera matriz de incidencia y reduccion sobre Zs se realizé a mano y se retomo la idea
de Gilberto Calvillo, et al. [CGMB97b| que se present6 en el ejemplo 3.5. fue usando
esta técnica como obtuvimos todos los circuitos de este matroide. Tiempo después
decidimos usar los mapeos combinatorios de Tutte ya que resultaba mas facil explicar
los pegados e identificaciones que habiamos hecho para obtener las superficies que se
generaban de los circuitos usando esta técnica. Sin embargo, al llegar al andlisis de los
circuitos del matroide M(Dj3) habia circuitos en los que el mapeo de Tutte no estaba
bien definido debido a que en M(Dj3) aparecen circuitos para los cuales existen entradas
que pertenecen a mas de dos intercalaciénes, lo que provoca que la permutacién P que
definimos en el capitulo anterior no este bien definida. Por lo anterior el analisis de los
circuitos del matroide intercalado M(Ds) se hizo usando la técnica que mencionamos

en el ejemplo 3.5.

73
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5.1. El Matroide M(D,) y sus Circuitos

Tomando como generadores rengléon R = {0,3,5,6} y C' = {1,2,4,7} como genera-

dores columna obtenemos la siguiente matriz diadica.

1 2 47
01 2 4 7
312 1 7 4
b4 7 1 2
6|7 4 2 1

A estd matriz la denotaremos por D,. La matriz Dy cuenta con 12 intercalaciones,

las cuales aparecen en la siguiente tabla.

Tabla de Intercalaciones
Intercalacién | Renglones | Columnas | Colores
Ay 0,3 1,2 1,2
Ay 0,3 4,7 4,7
As 5,6 1,2 4,7
Ay 5,6 4,7 1,2
As 0,6 1,7 1,7
Ag 0,6 2,4 2,4
Az 3,5 1,7 2,4
Ag 3,5 2,4 1,7
Ag 0,5 1,4 1,4
Ajo 0,5 2,7 2,7
Aqy 3,6 1,4 2,7
A 3,6 2,7 1,4

Con la informacion anterior formamos la matriz de incidencia A, de la siguiente manera;
cada columna corresponde a cada una de las intercalaciones y cada renglén corresponde
a cada una de las entradas de la matriz diadica D, por lo que la matriz A tendra 12
columnas y 16 renglones. El renglén [ de la matriz A corresponde a la entrada (i, j)

de la matriz diddica donde [ := 4(i — 1) 4+ j. Definimos a;, = 1 si la entrada (i, j)
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de la matriz diddica pertenece a la intercalacién Ay y a;r = 0 en el caso contrario.
Cada intercalacion cuenta con cuatro entradas, por lo que cada columna en la matriz
A tendra exactamente cuatro unos por columna. La matriz de incidencia de la matriz

diddica D, se muestra a continuacion.

Ay Ay Ay Ay A5 Ag A7 As Ay A A An
10 o0 o0 1 0 0 0 1 0 0 0
10 o0 0 o 1 0 0 0 1 0 0
o 1 o0 o0 o0 1 0 0 1 0 0 0
o 1 o o 1 0 0 0 0 1 0 0
10 o0 o0 o o0 1 0 0 0 1 0
10 o0 o0 o 0 0 1 0 0 0 1
o 1 o0 O 0 O 0 1 O 0 1 0

e o 1 o0 o o0 o0 1 0 0 0 0 1
o o0 1 o o0 0o 1 0 1 0 0 0
o o0 1 o0 0 o0 0 1 O 1 0 0
o o0 o 1 o0 0 0 1 1 0 0 0
o o o 1 o0 0 1 0 0 1 0 0
o o0 1 o0 1 0 0 0 O 0 1 0
o o0 1 o0 o0 1 0 0 O 0 0 1
o o0 o 1 0 1 0 0 O 0 1 0
o o0 o 1 1 0 0 0 O 0 0 1

De esta matriz podemos observar que cada una de las entradas de Dy pertenece a tres
intercalaciones distintas. A estda matriz le asociamos el matroide vectorial formado por

sus columnas sobre Zsy y lo denotamos por M(Ds).

Como ya sabemos, podemos realizar operaciones elementales en la matriz A sin que
el matroide vectorial asociado cambie. Por lo que aplicando Gauss-Jordan sobre Z,

obtenemos una matriz que induce el mismo matroide que A. Aplicando Gauss-Jordan
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sobre Zs a A, obtenemos la siguiente matriz.

Al AQ A3 A4 A5 AG A? AlO AQ AS All A12

Al

o O O O O o o =
o O O O o o =
o O O O O = O
o O O O = O O
oSO O O = O O O
o O = O O O o
oSO = O O O O O
_ o O O O O O
—_ O = = == O
N = = T e
== RO O =
e N e B S e B

En esta matriz se han omitido los renglones cero generados por el proceso de eliminacién
de Gauss-Jordan. Mientras que las columnas mantienen una correspondencia biunivoca
con las de A. Denotamos por Aj a la columna k de A o bien de A’. De hecho estas
columnas son los elementos del matroide M(D3). En la matriz A’ podemos observar
que las columnas Ay, As, Az, Ay, A5, Ag, A7 v Ajg forman una base para el matroide,
denotaremos a esta base por B. Con estd base obtenemos los circuitos fundamentales

del matroide.

Q

(Ai2, B) = {41, A3, A5, A7, Avo, Ara}
(AlhB) = {A27A37A67A73A107A11}
(
(

Q Q

A97B) = {A37A47A5aA6aA97A10}
A87B> - {A17A27A3aA47A57A67A77A8}

Q

Dado que M(D5) es un matroide binario, por el teorema 1.2.2 tenemos que cualquier
otro circuito de M(Ds) es diferencia simétrica de los circuitos fundamentales. Lo que
haremos a continuacion es analizar cada uno de los circuitos fundamentales con ayuda
de los mapeos combinatorios de Tutte [Tut84], la permutacién P y las involuciones 6 y ¢
necesarias para definir el premapeo las definimos en el capitulo anterior, recordemos que
f cambia de renglén en la intercalacion y que P cambia de una cruz a otra que tenga los
mismos generadores renglén y columna, para posteriormente cambiar de renglén dentro

de esta nueva intercalacion.



El Matroide M(D5) y sus Circuitos 77

5.1.1. Circuito Fundamental C(Ay, B).

Comenzaremos con el andlisis del circuito fundamental C'(Ayg, B) el cual estd forma-
do por las intercalaciones As, Ay, As, Ag, Ag v A1p. En la tabla que aparece enseguida

podemos observar la acciéon de cada una de las involuciones sobre cada una de las cruces

de C(Ag, B)

X 60X X X PX pP-1Xx 7X
A3(5,1,4) | A3(6,1,7) | A3(5,2,7) | A3(6,2,4) | Ag(0,1,1) | A5(6,1,7) | Ag(5,1,4)
A3(6,1,7) | Asz(5,1,4) | A3(6,2,4) | A3(5,2,7) | A5(0,1,1) | Ag(5,1,4) | As(6,1,7)
A3(5,2,7) | A3(6,2,4) | Asz(5,1,4) | A3(6,1,7) | A10(0,2,2) | Ag(6,2,4) | A10(5,2,7)
A3(6,2,4) | A3(5,2,7) | A3(6,1,7) | A3z(5,1,4) | A6(0,2,2) | A10(5,2,7) | Ag(6,2,4)
Ag(0,1,1) | Ag(5,1,4) | Ag(0,4,4) | Ag(5,4,1) | As(6,1,7) | Asz(5,1,4) | As(0,1,1)
Ag(5,1,4) | Ag(0,1,1) | Ag(5,4,1) | Ag(0,4,4) | A3(6,1,7) | As(0,1,1) | Az(5,1,4)
Ag(0,4,4) | Ag(5,4,1) | Ag(0,1,1) | Ag(5,1,4) | Ae(6,4,2) | A4(5,4,1) | Ag(0,4,4)
Ag(5,4,1) | Ag(0,1,1) | Ag(5,4,1) | Ag(0,4,4) | A4(6,4,2) | As(0,1,1) | A4(5,4,1)
Ap(6,4,2) | Ap(0,4,4) | A6(6,2,4) | A6(0,2,2) | A4(5,4,1) | Ag(0,4,4) | A4(6,4,2)
Ap(0,4,4) | Ag(6,4,2) | Ag(0,2,2) | A6(6,2,4) | Ag(5,4,1) | A4(6,4,2) | Ag(0,4,4)
Ae(6,2,4) | A6(0,2,2) | Ae(6,4,2) | As(0,4,4) | A3(5,2,7) | A10(0,2,2) | A3(6,2,4)
A6(0,2,2) | Ae(6,2,4) | As(0,0,4) | Ag(6,4,2) | A10(5,2,7) | Ag(6,2,4) | A10(0,2,2)
A10(0,2,2) | A10(5,2,7) | A10(0,7,7) | A10(5,7,2) | As(6,2,4) | A3(5,2,7) | A6(0,2,2)
A10(5,2,7) | A10(0,2,2) | A10(5,7,2) | A10(0,7,7) | A3(6,2,4) | A(0,2,2) | As(5,2,7)
A10(0,7,7) | A10(5,7,2) | A10(0,0,2) | A10(5,2,7) | As(6,7,1) | A4(5,7,2) | As(0,7,7)
A10(5,7,2) | A10(0,7,7) | A10(5,2,7) | A10(0,2,2) | A4(6,7,1) | As5(0,7,7) | A4(5,7,2)
A5(0,1,1) | As(6,1,7) | As(0,7,7) | As(6,7,1) | Ag(5,4,1) | A3(6,1,7) | Ag(0,1,1)
As(6,1,7) | As5(0,1,1) | As(6,7,1) | A5(0,7,7) | Az(5,1,4) | Ag(0,1,1) | A3(6,1,7)
A5(0,7,7) | As(6,7,1) | As(0,1,1) | A5(6,1,7) | A10(5,7,2) | A4(6,7,1) | A10(0,7,7)
As(6,7,1) | As(0,7,7) | As(6,1,7) | A5(0,1,1) | As(5,7,2) | A10(0,7,7) | A4(6,7,1)
A4(5,4,1) | A4(6,4,2) | Aa(5,7,2) | Aa(6,7,1) | Ag(0,4,4) | Ae(6,4,2) | Ag(5,4,1)
A4(6,4,2) | A4(5,4,1) | A4a(6,7,1) | A4(5,7,2) | Ae(0,4,4) | Ag(5,4,1) | Ag(6,4,2)
A4(5,7,2) Aq(6,7,1) Aq(5,4,1) Aq(6,4,2) | A10(0,7,7) | As(6,7,1) | A10(5,4,1)
A4(6,7,1) | A4(5,7,2) | A4(6,4,2) | A4(5,4,1) | A5(0,7,7) | A10(0,7,7) | As(6,7,1)

Con la informacién de la tabla anterior, podemos encontrar la érbita J(P, X) de

cada cruz X bajo la accion de P.

J(P,A3(5,1,4)) ={A9(0,1,1), A5(6,1,7), A3(5,1,4)}
J(P, A3(5,2,7)) ={A410(0,2,2), As(6,2,4), A3(5,2,7)}
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J(P,A3(6,2,4)) = {A6(0,2,2), A10(5,2,7), A3(6,2,4)}
J(P,Ag(5,1,4)) ={A3(6,1,7), A5(0,1,1), Ag(5,1,4)}
J(P,Ag(0,4,4)) = {As(6,4,2), Ay(5,4,1), Ag(0,4,4)}

J(P,A6(0,4,4)) = {Ag(5,4,1), A4(6,4,2), As(0,4,4)}
J(P, A19(0,7,7)) ={A5(6,7,1), A4(5,7,2), A1p(0,7,7)}
J(P, A10(5,7,2)) = {A4(6,7,1), A5(0,7,7), A1(5,7,2)}

0,0,P).

Cada par define un vértice v del premapeo. Cada una de las dos érbitas es un vértice

En la tabla siguiente aparecen los pares de érbitas conjugadas del premapeo L(

orientado de L y una forma ordenada de v. La notacion que utilizaremos para los

vértices es ve;.

v

J(P, X)

J(P,0X)

U1

J(P,A3(5,1,4))

J P7 A3(67 17 7))

V2

J(P,A3(5,2,7))

Uy

J(P, Ag(0,4,4))

(
J(P, A5(6,2,4))
J(P, As(0,4,4))

U7

J(P, A10(0,7,7))

J(P, A1(5,7,2))

Enseguida mostramos las aristas y sus medias aristas en L.

Arista {X,0X} {0 X, 00X}
As {A3(5,1,4), A3(6,1,7)} | {A3(5,2,7),A3(6,2,4)}
Ay {A4(5,4,1), A3(6,4,2)} | {A4(5,7,2),A4(6,7,1)}
A | {A(6,1,7), A0, 1, 1)} | {As5(6,7.1), A5(0,7.7)}
Ag | {A6(6,4,2), Ag(0,4,4)} | {A6(6,2,4), 44(0,2,2)}
Ao | {A0(0,1,1), Ag(5, L4} | {Ag(0,4,4), Ao(5,4, 1)}
Ay | {A41000,2,2), A19(5,2,7)} | {A10(5,2,7), A19(5,7,2)}

En la figura 5.1 mostramos de manera gréfica las aristas del premapeo L de C'(Ag, B)
y en la figura 5.2 la grafica del premapeo.

Aplicando la caracteristica de Euler a G(L) tenemos y =3 — 6 +4 = 1 lo que nos
indica que el mapeo combinatorio se puede interpretar como el encaje de una grafica
en el plano proyectivo.

Analizando las intercalaciones que forman el circuito C'(Ag, B) observamos que nin-

guna utiliza el generador renglén 3 por lo que lo denotaremos por Ps.
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Figura 5.1: Aristas del premapeo L de C(Ag, B)
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Figura 5.2: Gréfica del premapeo asociado a C'(Ag, B) y su encaje en el plano proyectivo
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De hecho siempre que dentro de la matriz diadica Dy quitamos un renglén y consi-
deramos todas las intercalaciones de Dy que no utilizan esté generador, obtenemos un
circuito del matroide intercalado M(D3) el cual se encaja de la misma manera que el

circuito fundamental C(Ag, B) en el plano proyectivo.

Ejemplo 5.1. Para ejemplificar lo anterior, supongamos que decidimos quitar el gene-
rador renglén 5, borraremos entonces de D, todas las entradas que usan el generador
renglén 5 y consideremos unicamente las intercalaciones de Dy que no utilizan el gene-

rador 5.

De las 12 intercalaciones que conforman el matroide las que no usan el generador

renglén 5 son: Aq, Ay, As, Ag, A11 v Aia.

Intercalacién | Renglones | Columnas | Colores
Ay 0,3 1,2 1,2
Ao 0,3 4,7 4,7
As 0,6 1,7 1,7
Ag 0,6 2,4 2,4
A1 3,6 1,4 2,7
Arz 3,6 2,7 1,4

Mostraremos primero que estas intercalaciones forman un circuito del matroide, es decir,
que es un subconjunto dependiente minimal. Para ello es necesario mostrar que al quitar

cualquier elemento de este conjunto, lo que nos queda es un subconjunto independiente.
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Enseguida mostramos la matriz formada por estas intercalaciones:
A Ay As Ag A Ap

10 0 0 0 1

0 1 0 O 1 0
0O 0 0 O 1 1
0O 0 0 O 0 0
o 0 1 0 0 1
0O 0 0 1 1 0

0O 0 0 O 1 1
Reduciendo sobre Z, y eliminando los renglones cero obtenemos:
Al A2 A5 AG All A12

10 0 0 0 1

0O 0 0 O 1 1
de esta matriz podemos observar que el rango del conjunto de intercalaciones es 5 y que
para cualquier intercalacion que quitemos el conjunto que queda es independiente, por
lo tanto el conjunto {Ajy, As, As, As, A11, A12} es un circuito de M(D,). Veamos ahora
cual es la grafica del premapeo asociado al circuito. En la figura 5.3 se muestran las
aristas asociadas al premapeo y en la figura 5.4 la grafica asociada.

Esta gréafica y la grafica asociada al prempeo del circuito C'(Ag, B) son isomorfas, por
lo tanto la grafica asociada al circuito {A, As, As, Ag, A11, A12} también es un encaje

en el plano proyectivo. a
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A(0,1,1) A1(0.2.2) A (6,4,2) Ag(6.2,4)
A0, 1,2) A(3,2,1) Ag (0, 4. 4 A;(0.2.2)
A (0,4, 4) A (0,7.7) Apr(3,1,2) Ap(3.4.7)
: < )

LE. L7 “LETA IG5 T 12)
As(6,1.7) As(6.7, 1) A1p(3,2.1) Apa(3.7.4)
T - —_—- -
A0, L1 AT App(6,2,4) A6 )

Figura 5.3: Aristas del premapeo.

Figura 5.4: Grafica G(L) asociada al premapeo.
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Si analizamos la matriz de incidencia asociada a la hipergrafica dada por la matriz

diadica, podemos separarla por bloques de 4

Al AZ AS A4 A5 A6 A? AS A9 AlO All A12

10 o0 o0 1 o0 o0 o 1 0 0 0
1 o o0 o0 oo 1T o0 o o0 1 0 0
o,o 1 o0 o o0 1 o0 O 1 0 0 0
o 1 o0 o0 1 OO o0 o0 o 1 0 O
1P 0 o0 o0 o0 o0 1 o o o 1 0
1o o0 o0 o o0 o 1 o0 o0 0 1
30 1 0 o0 O O O 1 0 o0 1 0
o 1 o0 o0 O o 1 o0 o o0 0 1
o o0 1 o0 o0 o 1 o0 1 0 0 O
o o0 1 o0 o0 o o0 1 o 1 0 O
° 0 o0 o0 1 o0 0 o 1 1 0 0 0
o o0 o 1 o0 o0 1 o0 o 1 0 O
o o0 1 o0 1 o o0 o0 o o0 1 0
o o 1 o0 o0 1 O 0 o0 o0 0 1
61 0 o o0 1 o0 1 o0 o0 o0 o0 1 0
o o0 o 1 1 0o o0 o0 0o o0 0 1

por como definimos la matriz de incidencia los primeros cuatro renglones estan asociados
a las primeras cuatro entradas de la matriz de incidencia, es decir, todas estas entradas
tienen como generador renglén al cero. Por ejemplo la columna A; usa generadores
renglén al {0,3}, por lo tanto sus entradas 1 estdn en los primeros 8 renglones de la
matriz de incidencia. En cada uno de los bloques de la matriz de incidencia aparecen 6 de
las 12 intercalaciones, por lo que a la hora de quitar un generador renglén y considerar
todas las intercalaciones que no utilizan ese generador renglon, lo que estamos haciendo
en la matriz de incidencia es quitar 6 de las 12 intercalaciones y estas 6 columnas siempre
forman un circuito de matroide. Por lo que tenemos cuatro planos proyectivos de tamano

6 isomorfos a C'(Ag, B) uno por cada borrado de alguno de los generadores renglén. A
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estos planos proyectivos los denotamos P; donde i € {0,3,5,6}.

5.1.2. Circuito Fundamental C'(A;3, B)

Siguiendo con el andlisis de los circuitos fundamentales, para el circuito C(A;s, B)

obtenemos las siguientes aristas:

Figura 5.5: Aristas del premapeo L de C(A;s, B)

La representacién gréfica asociada al premapeo sobre C'(A;2, B) puede observarse
en la figura 5.6. La grafica asociada tiene caracteristica de Euler y = 1, lo que nos
indica que ésta se encaja en el plano proyectivo. Denotaremos a este circuito Py, P
porque la grafica asociada esta encajada en el plano proyectivo y 4 por que ninguna de

las intercalaciones que conforma este circuito utiliza a este generador columna.

(a) G(L) (b) Encaje de G(L).

Figura 5.6: Grafica del premapeo asociado a C'(Aja, B) y su encaje en el plano proyectivo
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Al igual que en el caso de los planos proyectivos que se obtienen quitando un ge-
nerador renglén, lo que observamos es que los planos proyectivos isomorfos al circuito
C(Aj2, B) se obtienen quitando un generador columna y tomando todas las interca-
laciones que no usan este generador columna. Con esto tenemos otros cuatro planos

proyectivos, denotados por P; donde j € {1,2,4,7}.

5.1.3. Circuito Fundamental C(Ag, B)

Ahora bien, el circuito C'(Ag, B) posee 8 aristas, las cuales aparecen el la figura 5.7.

Figura 5.7: Aristas del premapeo L de C'(As, B)

Siguiendo con la construccién del premapeo combinatorio para C'(Ag, B) obtenemos

la grafica que aparece en la figura 5.8.

/q-’\
(a) G(L) (b) Encaje de G(L).

Figura 5.8: Premapeo de Tutte para C'(A;y, B)
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La caracteristica de Euler para esta grafica es 0, por lo que la grafica esta encajada
en el toro. Denotaremos a este circuito como 7 4. Utilizamos esta notacién para el toro,
debido a que esté circuito se puede ver como la diferencia simétrica de los planos pro-
yectivos columna P; y Pj. El plano proyectivo P; esta formado por las intercalaciones
{Ay, Ay, Ag, As, Ao, A12} y el plano Py por las intercalaciones { Ay, As, As, A7, Ao, A12},
ambos planos tienen como subconjunto a { Ay, A12}. Entonces PLAP, = { A, Ay, A3, Ay,

As, Ag, A7, Ag} que es precisamente el circuito fundamental C'(Ag, B)

5.1.4. Circuito Fundamental C'(A;, B)

El circuito fundamental C'(A;;, B) contiene 6 aristas las cuales aparecen la figura
5.7.

A45(0.4,4) 4,(0.7.7) A(3..2) A4,3.7.4)
e NN w ) 1579
Aa(5,1,4) A3(5.2,7) A10(0,7.7)
Lo 06.2.4) AB.2T) G2
A4(6.4.2) A4(6.2,4) A(3.1,2) A14(3,7,4)

Ag(0,4,4) 4400,2.2) Ap(6,1,7) ~A,.06.7.1)

Figura 5.9: Aristas del premapeo L de C(Ay, B)

La grafica asociada al premapeo, aparece en la figura 5.8.

(a) G(L) (b) Encaje de G(L).

Figura 5.10: Premapeo de Tutte para C'(A;;, B) y su encaje
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Como podemos observar, la grafica que obtenemos es K3, por lo que la caracteristica
de Euler es 2, esto quiere decir que nuestra grafica se encuentra encajada en la esfera.
Dado que ninguna de las intercalaciones del circuito C'(Aj1, B) tienen color 1, deno-
taremos a este circuito por C. En el capitulo 3 y 4 ya habiamos trabajado con este
circuito, quitando todas las intercalaciones que contenian al color 1 y calculando el
mapeo combinatorio de Tutte. En general, cada vez que quitamos un color de la matriz
diadica y consideramos sélo las intercalaciones que no usan ese color obtenemos un
circuito isomorfo a C(A;1, B), por lo que en el matroide M(Ds) tenemos cuatro cubos
isomorfos a C'(A11, B), uno por cada color que aparece en la matriz intercalada diddica.

Denotamos a estos cubos por C; con j € {1,2,4,7}.

5.2. Espacio de Circuitos del Matroide M(D,)

Hasta ahora sabemos que el matroide M(D,) tiene al menos trece circuitos: cuatro
planos proyectivos rengléon, cuatro planos proyectivos columna, cuatro cubos y un toro.

Dado que M(D3) es un matroide binario sabemos que todo circuito se puede obtener
como diferencia simétrica de circuitos fundamentales, sabiendo esto comenzamos por
analizar lo que sucedia al tomar la diferencia simétrica de un par de estos circuitos, lo
que obtuvimos es que al hacer estas diferencias obteniamos otro circuito del matroide.
Partiendo de los circuitos fundamentales y tomando la diferencia simétrica dos a dos,
fueron apareciendo los otros planos proyectivos renglén y columna y los cubos, asi como
otros toros.

Lo que obtuvimos después del analisis exhaustivo de las diferencias simétricas es que
M(Dy) cuenta con 15 circuitos, cuatro circuitos isomorfos a C denotados por Cy, Cy
y Cr. Cuatro planos proyectivos isomorfos a P;, denotados por P, P, y P;. Cuatro
circuitos isomorfos a Ps, denotados por Fy, P5 vy Fs y tres circuitos isomorfos a 7} 7
denotados por T y T} 4.

Sabemos que en todo matroide binario los circuitos forman un espacio vectorial, con
la diferencia simétrica como suma. Para el caso del matroide diddico M(Ds) logramos
obtener la tabla del grupo de Cayley bajo la operacién de diferencia simétrica del espacio

vectorial, que es la tabla que mostramos enseguida.
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A C1 Ca Cy C7 Py P3 Ps Pg Py Py Py Pr 0 T1,2 T1,4 T1,7
Cy 0 Ty 2 Ty 4 T1,7 Py Py Py Pr Py P3 Ps Pg Cq Co Cy C7
Ca T1,2 0 Ti7 | T4 Py Py Py Py P3 Py Pg Py Ca C1 Cr Cy
Cy Ty,4 Ty, 7 0 Ty ,2 Py 4 Py Py Ps Pg Py P3 Cy C7 Cq Ca
C7 T1,7 Ty,4 Ty ,2 0 Pr Py Py Py Pg Py P3 Po Cr7 Cy Ca Cy
Py Py P Py Pr 0 T1,2 T1,4 T1,7 C Ca Cy Cr Py P3 Ps Pg
P3 Py Py Py Py Ty 2 0 Ty ,7 Ty,4 Ca Cy Cr Cy P3 Py Pg Py
Ps5 Py Py Py Py Ty,4 Ty, 7 0 T1,2 Cy Cr Cq Ca P Pg Py P3
Pg P Py Py Py T1,7 Ty,4 T1,2 0 Cr Cy Ca C1 Pg Ps P3 Py
Py Py P3 Ps Pg C1 Ca2 Cy C7 0 T1,2 T1,4 Ty,7 Py Pa Py P
Py P3 Py Pg Ps Ca C1 Cr Cy T1,2 0 Ti7 | Th,4 Py Py Pr Py
Py Ps Pg Py P3 Cy Cr7 C1 Cy Ty 4 T1,7 0 T1,2 Py ad Py Py
Pr Pg Ps P3 Py Cr Cyq Ca C1 Ti7 | Ti,a | Th2 0 Pr Py P Py
0 1 Ca Cy C7 Py P3 Ps Pg Py Py Py 4 0 T1,2 Ty 4 T1,7
Ty,2 Cao (&5 C7 Cy P3 Po Pg Py Py Py Pr Py Ty 2 0 Ty,7 T1,4
T1,4 Cy Cr C1 Ca Ps Pg Py P3 Py Pr Py Py T1,4 Ty,7 0 T1,2
Ty, 7 Cr Cy Co Cy Pg Ps5 P3 Py Py Py Py Py Ty 7 T1,4 Ty 2 (]

Como podemos ver en la tabla C(M(Dyz)) forma un grupo abeliano bajo A isomorfo a
(Z3)?, que es a su vez una matriz diddica de tamarnio 16 x 16.

Los circuitos mas grandes que obtenemos en este matroide son los de tamano 8,
pero como podemos observar de la tabla éstos son diferencia simétrica de circuitos de
tamano 6, por lo que en el matroide diddico M(D5) todo circuito se puede ver como

diferencia simétrica de circuitos de tamaino 6.
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5.3. [El Matroide M(D;3) y sus Circuitos

Llamamos D3 a la matriz diddica generada al tomar como generador renglén
R ={0,3,5,6,9,10,12,15} y generador columna C' = {1,2,4,7,8,11,13,14}; la matriz

diddica que se genera aparece a continuacién.

e 1 2 4 7 8 11 13 14
o1 2 4 7 8 11 13 14
312 1 7 4 11 8 14 13
514 7 1 2 13 14 8 11
6|7 4 2 1 14 13 11
9/8 11 13 14 1 2 4

8
7
011 8 14 13 2 1 7 4
12113 14 8 11 4 7 1 2
5114 13 11 8 7 4 2 1

Recordemos que la estructura se preserva en las clases de isotopia, por lo que tenemos
dentro de este matroide varias copias del matroide M(Ds), como consecuencia de esto
los circuitos que encontramos y analizamos en M(D5) se encuentran también en este
matroide.

La matriz intercalada diadica D3 cuenta con 112 intercalaciones; tomando los ge-
neradores renglon tenemos 28 maneras distintas de elegir dos generadores y por cada
suma diadica de estos dos generadores hay 4 parejas de generadores columna con es-
ta misma suma diddica. Cada una de las intercalaciones de la matriz D3 aparecen en
las siguientes tablas, la primera columna indica el nombre de cada intercalaciéon y el
subindice la posicién que ocupa en la matriz de incidencia, la siguientes dos columnas
indican los generadores renglén y columna, mientras que la cuarta columna nos indica

los colores que tiene la intercalacion :

Tabla de Intercalaciones

Intercalacion | Renglones | Columnas Colores
Ay 0,3 1,2 1,2
A, 0,3 4,7 4,7
As 0,3 8,11 8,11
Ay 0,3 13,14 13,14
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Intercalacion | Renglones | Columnas | Colores
As 0,5 1,4 1,4
Ag 0,5 2,7 2,7
Ay 0,5 8,13 8,13
Ag 0,5 11,14 11,14
Ag 0,6 1,7 1,7
Ajg 0,6 2.4 2,4
An 0,6 8,14 8,14
Axo 0,6 11,13 11,13
Ais 0,9 1,8 1,8
Ay 0,9 2,11 2,11
Ass 0,9 4,13 4,13
Asg 0,9 7,14 7,14
A1r 0,10 1,11 1,11
Aig 0,10 2,8 2,8
Aqg 0,10 4,14 4,14
Ao 0,10 7,13 7,13
Ay 0,12 1,13 1,13
Ao 0,12 2,14 2,14
Ags 0,12 4,8 4,8
Aoy 0,12 7,11 7,11
Ass 0,15 1,14 1,14
Asg 0,15 2,13 2,13
Aay 0,15 4,11 4,11
Ass 0,15 7,8 7,8
Asg 3,5 1,7 2.4
Az 3,5 2,4 1,7
Aszp 3,5 8,14 11,13
Az 3,5 11,13 8,14
Ass 3,6 1,4 2,7
Asy 3,6 2,7 1,4
Ass 3,6 8,13 11,14
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Intercalacion | Renglones | Columnas | Colores
Asg 3,6 11,14 8,13
Asy 3,9 1,11 2,8
Asg 3,9 2,8 1,11
Asg 3,9 4,14 7,13
Ao 3,9 7,13 4,14
An 3,10 1,8 2,11
Ay 3,10 2,11 1,8
Aus 3,10 4,13 7,14
A 3,10 7,14 4,13
Aus 3,12 1,14 2,13
Ay 3,12 2,13 1,14
Aur 3,12 4,11 7,8
Aug 3,12 7,8 4,11
Ao 3,15 1,13 2,14
Aso 3,15 2,14 1,13
Asy 3,15 4,8 7,11
Asy 3,15 7,11 4,8
Ass 5,6 1,2 4,7
Asy 5,6 4,7 1,2
Ass 5,6 8,11 13,14
Asg 5,6 13,14 8,11
Asy 5,9 1,13 4,8
Ass 5,9 2,14 7,11
Asg 5,9 4,8 1,13
Ago 5,9 7,11 2,14
Ag1 5,10 1,14 4,11
Ago 5,10 2,13 7,8
Ags 5,10 4,11 1,14
Aga 5,10 7,8 2,13
Ags 5,12 1,8 4,13
Ags 5,12 2,11 7,14
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Intercalacion | Renglones | Columnas | Colores
Agr 5,12 4,13 1,8
Ags 5,12 7,14 2,11
Ago 5,15 1,11 4,14
Arg 5,15 2.8 7,13
An 5,15 4,14 1,11
Aqs 5,15 7,13 2,8
Az 6,9 1,14 7,8
Any 6,9 2,13 4,11
Azs 6,9 4,11 2,13
Azg 6,9 7,8 1,14
Aqr 6,10 1,13 7,11
Anrg 6,10 2,14 4,8
Anrg 6,10 4,8 2,14
Aso 6,10 7,11 1,13
Ag 6,12 1,11 7,13
Ago 6,12 2,8 4,14
Ags 6,12 4,14 2,8
Asa 6,12 7,13 1,11
Ass 6,15 1,8 7,14
Age 6,15 2,11 4,13
Asz 6,15 4,13 2,11
Ass 6,15 7,14 1,8
Asg 9,10 1,2 8,11
Agg 9,10 4,7 13,14
Ag 9,10 8,11 1,2
Ago 9,10 13,14 4,7
Ags 9,12 1,4 8,13
Aga 9,12 2,7 11,14
Ags 9,12 8,13 1,4
Agg 9,12 11,14 2,7
Agz 9,15 1,7 8,14
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Intercalacion | Renglones | Columnas | Colores
Aos 9,15 2,4 11,13
Agg 9,15 8,14 1,7
Aqgo 9,15 11,13 2.4
Ao 10,12 1,7 11,13
Aqg2 10,12 2.4 8,14
Aqos 10,12 8,14 2,4
Ajoa 10,12 11,13 1,7
Aios 10,15 1,4 11,14
Alos 10,15 2,7 8,13
Alo7 10,15 8,13 2,7
Alos 10,15 11,14 1,4
Aiog 12,15 1,2 13,14
Ai1o 12,15 4,7 8,11
A 12,15 8,11 4,7
Aq1o 12,15 13,14 1,2

La matriz de incidencia asociada a D3 aparece en la figura 5.16 y la forma reducida
en la figura 5.17. La base canénica B de la forma reducida esta formada por el siguiente

conjunto de intercalaciones:

{A17 A27 A37 A47 teey A287 A297 A317 A337 A357 A377 A397 A417 A437 A457 A477 A497 A517 A577
A617 A657A697 A73}

Después de llevar la matriz de incidencia a su forma reducida se observa que el
matroide M(Ds) tiene rango 45 y 67 circuitos fundamentales; de los cuales 34 son de
tamano 6, 8 de tamano 10, 16 de tamano 12, 6 de tamano 14 y 3 de tamano 16.

Al igual que con el matroide M(D;) analizamos la estructura topoldgica de los
circuitos y mostramos que todo circuito del matroide es diferencia simétrica de sus
circuitos mas pequenos, es decir, de los circuitos de tamano 6. El anélisis de los circuitos
de tamano 6 en M(Dj3) se sigue de lo que vimos en el capitulo anterior, todos son
cubos o planos proyectivos. Para analizar los circuitos de tamano seis, observamos en
qué submatriz de tamano cuatro por cuatro de D3 se encontraba y vimos que en todos

los casos era una submatriz isotdpica a Ds, esto es, solo cambiaba las etiquetas de
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los generadores renglén y columna, por lo que usamos la misma notacién que para los

circuitos de Ds.

= P, denota el plano proyectivo que se obtiene como circuito al borrar el renglén o

columna ¢ y tomar las intercalaciones que quedan en la submatriz después de ese

borrado.

s (; es el cubo que se obtiene al quitar el color ¢ de la submatriz y tomar las

intercalaciones que quedan en la submatriz después de ese borrado.

En las siguientes tablas aparecen los circuitos fundamentales de tamano seis, la
primera columna denota los generadores rengléon y columna de la submatriz isotopica a
D5 en donde se encuentran las intercalaciones que forman cada circuito fundamental; la
segunda columna indica la notaciéon que usamos para circuito fundamental; la tercera

las intercalaciones que lo conforman y la cuarta columna es la superficie donde se encaja

la grafica del mapeo de Tutte para ese circuito.

Circuitos fundamentales de tamano 6

Submatriz Circuito Intercalaciones El circuito es:
{0,3,5,6}{1,2,4,7} C(B,Asp) | {A1, Az, A5, Ag, Asg, Ao} Plano proyectivo Pg
{0,3,5,6}{8,11,13,14} C(B, As2) | {As, Ay, Ay, Ag, A3y, Asa} Plano proyectivo Pg
{0,3,5,6}{1,2,4,7} C(B, Asy) | {A1, Az, Ag, A1p, As3, A34} | Plano proyectivo Ps
{0,3,5,6}{8,11,13,14} C (B, Asg) | {As3, Ay, A11, A12, Ass, Asg} | Plano proyectivo Ps
{0,3,9,10}{1,2,8,11} C(B, Ass) | {A1, Az, A13, A1, A3z, Ass} | Plano proyectivo Pig
{0,3,9,10}{4,7,13,14} | C(B, A4o) | {A2, A4, A15, A16, Asg, Aso} | Plano proyectivo Py
{0,3,9,10}{1,2,8,11} C (B, As2) | {A1, A3, A17, A1s, A41, Aga} | Plano proyectivo Py
{0,3,9,10}{4,7,13,14} C (B, Agq) | {Az, Ay, Avg, Ao, Ayz, Aga} | Plano proyectivo Py
{0,3,12,15}{1,2,13,14} | C(B, Auss) | {A1, A4, Ao1, Aoz, Ags, Ass} | Plano proyectivo Pis
{0,3,12,15}{4,7,8,11} C(B, Ass) | {Aa, Az, Ass, Aoy, Ayz, Ays} | Plano proyectivo Pig
{0,3,12,15}{1,2,13,14} | C(B, As0) | {A1, A4, Ass, Asg, Agg, As0} | Plano proyectivo Pjo
{0,3,12,15}{4,7,8,11} | C(B, As2) | {A2, A3, Aoy, Aog, As1, Asa} | Plano proyectivo Pig
{0,3,5,6}{1,2,4,7} C(B, As3) | {Aa, Ag, A1o, Aag, A3z, As3} | Cubo Cy
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Circuitos fundamentales de tamano 6

{0,3,9,10}{1,2,8,11}

{As, A13, Ai7, A7, Asr, Aogr }

Plano proyectivo P

{0,3,9,10}{4,7,13,14}

C BvAQQ

{A4, Ars, Arg, Asg, Ayz, Aga}

Plano proyectivo Pr

{0,5,9,12}{1,4,8,13}

C(B, Ag3

{A7a A157 A237 A577 A65? A93}

Cubo C}

{0,5,9,12}{1,4,8,13}

CBA95

{A7, A13, Aoy, As7, Ags, Aos }

Submatriz Circuito Intercalaciones El circuito es:
{0,3,5,6}{1,2,4,7} C(B,Asy) | {Aa, A5, Ag, Asg, Ass, Asa} Plano proyectivo P,
{0,3,5,6}{8,11,13,14} | C(B,A4s5) | {A4, As, A12, A31, Ass, As5} Cubo Cy
{0,3,5,6}{8,11,13,14} | C(B, Ass) | {A4, A7, A11, A31, Ass5, Ase } Plano proyectivo Pyq
{0,5,9,12}{1,4, 8,13} C (B, Asg) | {45, A7, A13, A1, As7, Asg} Plano proyectivo Pjq
{0,5,10,15}{1,4,11,14} | C(B, As3) | {45, As, A17, A19, A61, As3 } Plano proyectivo Pij
{0,5,9,12}{1,4, 8,13} C (B, A¢7) | {As, A7, A1, Ass, Ags, Agr} Plano proyectivo Py
{0,5,10,15}{1,4,11,14} | C(B, A1) {As, Asg, Aas, Aor, Age, Ar1} Plano proyectivo Pjg
{0,6,9,15}{1,7,8,14} C(B, A7) | {Ag, A11, A1s, Are, Ar3, Ars} Plano proyectivo P
{0,3,9,10}{1,2,8,11} C (B, Asg) | {As, A14, A1s, As7, Ag1, Aso } Cubo Cy
{0,3,9,10}{4,7,13,14} C(B, Ag) {Ay, A1, A2, Asg, Ays, Ago} Cubo C4

)

)

)

)

Plano proyectivo Py

{0,3,12,15}{4,7,8,11}

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
C (B, Ag1
(
(
(
(
(
(
(
(
(

C(B, A

{As, Asz, Ao7, Auz, As1, A1}

Plano proyectivo Pr

{0,3,12,15}{1,2,13,14}

C(B, A2

{A4, Ao1, Aoz, Aus, Asg, Ar12}

{3,5,10,12}{1,7,8,14} | C(B, A103) | {As1, A1, Ass, A61, Ass, A10s} | Plano proyectivo P;
{0,5,10,15}{1,4,11,14} | C(B, A105) | {As, A19, A7, Ag1, Aso, A105} Cubo C4
{0,5,10,15}{1,4,11,14} | C(B, A108) | {As, A17, Ass, As1, Ao, A10s} | Plano proyectivo Py
{0,3,12,15}{1,2,13,14} | C(B, A109) | {A4, A2z, Asg, Ays, Asg, A109} Cubo 4
{0,3,12,15}{4,7,8,11} | C(B,A110) | {As, Aas, Aog, Ayz, As1, A110} | Cubo Cy

)

)

Plano proyectivo P

Los circuitos de cardinalidad mayor a seis pueden o no ser superficiales. Para cada

uno de los circuitos fundamentales es facil identificar si el circuito es realizable como

una superficie; consideramos las intercalaciones que conforman el circuito, si alguna

de las entradas de la matriz D3 que pertenece al circuito aparece en mas de dos in-

tercalaciones el circuito no es realizable como una superficie. Asi por ejemplo en el

circuito fundamental C(B, Ag1) el cual estd formado por el conjunto de intercalacio-
nes {As, Ay, A7, A1, Ava, Ais, Ass, Ass, Asg, Aar, Ast, Ags, Ars, Agi }, no es realizable co-

mo una superficie debido a que las intercalaciones As, A7, A1; y Aoz se intersectan en la
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entrada con generador renglén 0 y generador columna 8 de la misma manera A4, A7, Ajs
y Ajs se intersectan en la entrada con generador renglon 0 y generador columna 13.
De esta forma podemos saber que de los 67 circuitos fundamentales: 62 son realizables
como una superficie mientras que 5 de ellos no lo son. De los cinco circuitos que no son
realizables como una superficie, dos son de tamano 14 y tres son de tamano 16.

Para el analisis de los circuitos que son realizables como una superficie utilizaremos
herramientas de topologia de dimensiones bajas; pensando cada una de las intercala-
ciones que conforman el circuito como un cuadrado (homeomorfo al disco) con cierta
orientacién en sus aristas. Identificamos las aristas de cada una de las intercalaciones
siempre y cuando tengan los mismos vértices terminales y la misma orientacion, hace-
mos esto hasta formar un poligono y por medio de operaciones elementales de pegados
e identificaciones lo llevamos a una forma canoénica y por el teorema de clasificacién de
superficies y la caracteristica de Euler, podemos identificar la superficie que forma el
circuito.

Hay dos maneras equivalentes de analizar los circuitos de tamano 10 y 12, recordemos
que los circuitos no superficiables aparecen hasta los circuitos fundamentales de tamano
14. Como en los circuitos fundamentales de tamanos 10 y 12 cada celda aparece en a lo
mas dos intercalaciones usando la misma definiciéon para las involuciones que hicimos
para la matriz Dy el mapeo de Tutte esta bien definido, por lo que podemos crear la
grafica asociada a este mapeo y ver en qué superficie se encaja la grafica. La otra es
por medio de los pegados e identificaciones, en el siguiente ejemplo presentamos las dos

maneras, de realizar el andlisis para estos circuitos.

Ejemplo 5.2. El primer circuito fundamental de tamatnio 10 que aparece en la matriz
reducida asociada a la matriz de incidencia es el formado por la base candnica y la
columna 64 asociada a la intercalacion Agy, este circuito estd formado por las siguientes

intercalaciones:

O( B ’ A64) - {A27 A47 A197 A207 A29) A317 A417 A437 Aﬁl? A64}

haciendo el andlisis de las orbitas de las cruces obtenemos el nimero de vértices del

mapeo y con el andlisis de las orbitas de las cruces del premapeo dual las caras del



El Matroide M(Ds) y sus Circuitos 97

premapeo. La grafica asociada al mapeo aparece en la figura 5.11.

Figura 5.11: Encaje de la gréfica asociada al circuito C (B, Agy).

Como podemos observar, el mapeo cuenta con 6 vértices, 10 aristas y 4 caras dis-
tintas, entonces la caracteristica de Euler es y = 6 — 10 + 4 = 0, debido a que la
caracteristica de Euler es cero, si la superficie es orientable el encaje es en el toro, mien-
tras que si la superficie es no orientable se trata de un encaje de la grafica en la botella
de Klein, pero si hacemos un corte sobre las aristas de Ay y Asz podemos ver que
la superficie contiene a la banda de Mobius, por lo tanto es no orientable, asi nuestro
mapeo combinatorio se puede interpretar como el encaje de la grafica en la botella de
Klein.

Para el método topoldgico, consideramos cada una de las intercalaciones que forman
el circuito y orientamos las aristas en relacion a sus vértices, si la arista tiene puntos
terminales (a,b) y a > b entonces la arista tendrd la orientacién de a a b. Dos aristas
son consideradas las mismas si tienen los mismos generadores renglén y columna y por
consiguiente la misma orientacién. En la figura 5.12 podemos observar cada una de
las intercalaciones que conforman el circuito ya con las orientaciones marcadas y vistas

como cuadrilateros (homeomorfos al disco). Buscamos unir todas las intercalaciones que
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AQ A4 Alg A:’U A?Q

Az Agp Ay Any Agy

8 1 [ 1 13 10 14 1 3

Figura 5.12: Intercalaciones pertenecientes al circuito C'(B, Agy)

Figura 5.13

conforman el circuito para formar un solo poligono, para a partir de este reducirlo por
medio de cortes y pegados a una forma candnica.

Para formar el poligono, comenzamos con alguna de las intercalaciones y la pegamos
por alguna de sus aristas con otra intercalacion que contenga esta misma arista, conti-
nuamos con este procedimiento hasta obtener el poligono que aparece en la figura 5.13.
Este poligono tiene seis vértices, siete aristas y una cara, por lo que la caracteristica de
Euler para el poligono es cero, lo cual coincide con la caracteristica que obtuvimos con
el método de mapeos combinatorios. En la figura 5.14 aparece el mismo poligono que
en la figura 5.13 pero visto como poligono regular.

En la figura 5.15 aparecen cada uno de los cortes y pegados que llevan el poligono a

su forma candnica, los pasos de los pegados aparecen en la figura de izquierda a derecha.
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Figura 5.14

10 10

10 10

Figura 5.15: Cortes y pegados que llevan el poligono a la botella de Klein
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Como podemos observar con ambos métodos podemos identificar la superficie que
forma el circuito, con el primer método se identifica la superficie por medio del encaje de
la grafica asociada al mapeo de Tutte, mientras que en el otro método las intercalaciones
forman la superficie, en ambos casos la superficie coincide. O

El anélisis para los circuitos de tamano 10, 12 y los de tamano 14 que eran superfi-
ciables, lo hicimos usando el método topoldogico. Mediante este proceso analizamos cada
uno de los circuitos y con ello pudimos identificar la superficie que formaban. En las
tablas que aparecen enseguida aparecen los circuitos fundamentales, las intercalaciones
que los conforman y la superficie que forman. Cada una de las tablas estd separada en

bloques que dependen del tamano del circuito.

Circuitos fundamentales de tamano 10

Circuito Intercalaciones El circuito es:

C(B, Aea) {A2, Ay, Arg, Ao, A2g, A31, Aa1, Aus, As1, Aca} Botella de Klein
C(B, Ass) {Az, A3, Az, Asa, Asg, A3, Auas, Aar, Ass, Acs } Botella de Klein
C(B, Ars) {As, A4, A11, A12, Ass, Ass, As7, Azg, Ar3, A7s} Botella de Klein
C(B, As3) {A7, A1s, A3, As3, Asg, Ass, Ast, Aes, A7z, Ass} Plano proyectivo
C(B, Age) {A7, A5, A23, A7, Azg, Aar, Ass, As7, Aes, Age } Plano proyectivo
C(B,A100) | {As, A4, A7, Ag, A31, As7, Asg, As7, Aeo, A100} Botella de Klein
C(B,A102) | {Ais,A19, A2a, Assz, A31, Aa1, Aas, A1, Aes, A102} | Botella de Klein
C(B,A1o7) | {As, A9, A7, Aa1, Aas, Ago, As1, As1, Ars, A1o7} Plano proyectivo

Como podemos ver de la tabla, para los circuitos de tamano 10 todas las superficies
que obtenemos son no orientables, para estos circuitos fue facil verlos como diferencia
simétrica de circuitos de tamano seis, debido a que en todos los casos coincide con
la suma conexa de superficies. Recordemos que la suma conexa se hace mediante la
union de las superficies por medio de discos. Las botellas de Klein de tamano 10 estan
formadas por la diferencia simétrica de planos proyectivos de tamano seis, los cuales
coinciden en solo una intercalacién, esto es, topologicamente los dos planos projectivos
estan pegados por un disco, por lo que podemos hacer la suma conexa de los planos
projectivos para formar la botella de Klein. En el caso de los planos proyectivos son
diferencia simétrica de un plano proyectivo de tamano seis y de un cubo de tamano 6,
topolégicamente estamos haciendo suma conexa de un plano proyectivo y una esfera,
la cual no afecta la caracteristica de Euler, por lo que la diferencia simétrica nos vuelve

a dar un plano proyectivo.
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Circuitos fundamentales de tamano 12

Circuito Intercalaciones El circuito es:
C(B, Asg) {A2, A3, Ag, A7, A14, A1, A2g, A31, As7, Asg, As7, Ass} Toro

C(B, Aeo) {Az, A3, A7, Ag, A1s, A1, A29, A31, As7, Asg, As7, Aco } Toro con cross cap
C(B, As2) {Az, A4, Ae, A7, A1s, Arg, Aog, A31, Aa1, Aus, Ae1, As2} Toro con cross cap
C(B, Ass) {Aa, A3, A¢, As, Aaa, Aoz, Aog, Az1, Aas, Aaz, Ass, Ase } Toro con cross cap
C(B, A7) | {A2, A4, As, As, Aze, A7, A2g, As1, Aag, As1, Aeg, A70} Toro

C(B, A72) {Az, As, A7, Ag, Aoz, Aog, Aag, A31, Aag, As1, A, A72} Toro con cross cap

C(B, Az4) {A3, Ay, Ar0, A11, A14, A1s, A3z, A3s, A37, A3g, A73, A74} | Toro con cross cap

C(B, Ar7) {A7,A11, A1s, Ar9, A31, A3zs, Azg, Az, As7, A1, A3, A77} | Toro

C(B, Arg) {A7, A10, A1s, A1s, A31, A33, Azg, A41, As7, Ae1, A3, A7} | Botella de Klein

C(B, A7) | {Ar, A11, A1s, Ao, A31, As3, Azg, Aa1, Asr, A1, A7z, A7g} | Toro con cross cap

C(B,As2) | {A7, A0, A11, Axs, A22, Ass, Asg, Aus, As7, Aes, A73, As2} | Botella de Klein

C(B, Ass) {A7, As, A11, A1, Aa7, A31, Azg, As1, As7, Asg, A73, Ags} Toro

C(B, Ag7) {A7, As, A15, A1, A27, Aas, A31, A3g, As1, As7, Ao, Ag7} | Toro

C(B,A101) | {As, A4, Arg, A2o, Aa3, A24, A31, A3, Aar, As1, Aes, A101} | Botella de Klein

(
(
C(B,Avg) | {A7,As, A3, A1, Azs, Aoz, As1, Ase, As1, Ast, Ago, Ago} | Toro con cross cap
(
(

C(B,A104) | {As, A4, A17, A1g, Ao1, A3, A31, Au3, Aar, Ag1, Aes, A10a} | Toro con cross cap

En los circuitos de tamano 12 comienzan a aparecer toros de tamano 12 y toros con

cross caps, los cuales son topoldgicamente suma conexa de tres planos proyectivos.

Circuitos fundamentales de tamano 14

Circuito Intercalaciones El circuito es:
C(B, Ag1) {A3, Ay, A7, A11, A12, A1s, Ao3, Azs, A3g, Agr, Asr, Ags, A7z, Ag1} No superficiable
C(B, Asgr?) {A7, Ag, A1, A1, Aar, As1, Ass, Ass, Asg, Aag, Ast, Asg, A73, Agr} Toro con cross cap
C(B,Ags) | {Ar, Ag, Ag, A1s, Aas, Aoy, Azg, A31, Ao, As1, Asr, Asg, A7, Ag3} Toro con cross cap
C(B, Aga) {A7, A14, A1, A1e, A2z, A3, Aoa, A7, A3g, Aas, Aar, As7, Aes, Aga} Botella de Klein
C(B, Ags) {A3, Ay, A7, Ag, A14, A1, Aog, A2z, A31, A7, Asg, As7, Aso, Agg } No superficiable
C(B,A106) | {As, A1s, A19, A20, A2, Aa7, Asg, Aa1, Aaz, Aag, As1, As1, Asg, A106} | Botella de Klein

En los circuitos de tamano 14 aparecen los primeros circuitos que no son realizables
como una superficie, de los seis circuitos fundamentales dos de ellos no lo son. Seguimos

teniendo toros y toros con cross cap, pero de cardinalidad mayor.

Circuitos fundamentales de tamano 16

Circuito Intercalaciones El circuito es:

C(B, Aso) | {A7,Ag, A11, A12, A1s, A17, A19, A2o, A31, A3s, A3g, Auz, As7, A1, A73, Ago} | No superficiable

C(B, Aga) | {As, A4, A7, Ag, A11, A1, A21, A3, A4, Ass, Asg, Aar, As7, Aes, Ar3, Asa} No superficiable

C (B, Ags) | {Ar, Ag, A10, A11, A12, A1, Aog, A31, Az3, Azs, Azg, Aag, As7, Asg, A73, Ase} | No superficiable
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Como podemos apreciar de la tabla ninguno de los circuitos de tamano seis es realizable
como una superficie.

La diferencia simétrica de dos circuitos de nuestro matroide, como se demostrd en
el capitulo 1 seccién 1.2, es la unién disjunta de circuitos (los matroides diddicos son
matroides binarios), mas aun, dada la base del matroide binario, cualquier circuito del
matroide es diferencia simétrica de circuitos fundamentales. En la seccion 5.1 vimos que
para el matroide M(D3) todo circuito es diferencia simétrica de los circuitos de tamano
seis, es decir, a partir de los circuitos de tamano seis es posible encontrar todos los
circuitos del matroide mediante la diferencia simétrica. Nuestra conjetura era que para
el matroide M(Dj3) cualquier circuito era también diferencia simétrica de los circuitos
de tamano seis. Mediante el andlisis de los circuitos fundamentales se logré confirmar

la conjetura por lo cual podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 5.3.1. Todo circuito del matroide M(D3) es diferencia simétrica de circuitos

de tamano seis.

Demostracién: Sabemos que el matroide tiene treinta y cuatro circuitos fundamenta-
les de tamaiio seis, ademas por lo que vimos en la seccién 5.1 tenemos completamente
caracterizadas las submatrices de 4 x 4 isotopicas a Dy, sabemos que cada vez que quita-
mos un color y tomamos las intercalaciones que quedan después del borrado obtenemos
un cubo; cada vez que quitamos un generador renglén o columna y consideramos las
intercalaciones que no ocupan ese generador lo que obtenemos es un plano proyectivo.
Usando esto, consideramos cada uno de los circuitos fundamentales de tamano mayor
a seis, todos los elementos que aparecen en cada uno de los circuitos fundamentales
pertenecen a la base candnica, salvo el elemento con el cual al unirlo a la base canénica
forma el circuito. Asi que a partir de esté elemento que no pertenece a la base candénica y
por lo tanto a ninguno de los circuitos fundamentales de tamano seis, vimos en qué sub-
matriz isotopica a Do podiamos considerarlo de tal manera que ocupara otros de los
elementos de la base candnica o algunos de los elementos pertenecientes a los circuitos
fundamentales de tamano seis y que junto con estos elementos tuviese la estructura
de los circuitos de tamano seis. Una vez que encontramos un circuito de tamano seis
que contuviese a ese elemento, buscamos circuitos de tamano seis canénicos o de los

que fuimos creando, para que formara por medio de la diferencia simétrica al circuito
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fundamental al cual estamos analizando, por medio de esto obtuvimos los siguientes

circuitos de tamarfio seis pertenecientes al matroide M(Ds) :

Notacién | Submatriz Intercalaciones El circuito es:

o] {3,5,10,12}{1,7,8,14} | {Asg, A31, A41, Ass, As1, Asa} Plano proyectivo Pjo
Yo {3,5,10,12}{1,7,8,14} | {Aa9, A31, Ays, Ass, Ass, Ags } Plano proyectivo P
Y3 {3,6,9,12}{1,4,11,14} | {Ass, Ass, As7, Asg, Ars, A5} Plano proyectivo Pjo
Y4 {3,6,9,12}{1,4,11,14} | {Ass, Asg, Aus, A7, Ass, Ao3} Plano proyectivo Piq
5 {3,6,9,12}{1,4,11,14} | {As7, Asg, Ass, Aar, Ag3, Ags } Plano proyectivo P
Y6 {3,5,9,15}{1,7,11,13} | {As2, As7, Asg, As7, Agg, A100} | Plano proyectivo P;
~v7 {0,6,10,12}{2,4, 8,14} {A1s, A19, Az, Aa3, A102, A103} | Plano proyectivo Pgs
8 {3,6,10,15}{1,4, 8,13} {A41, A4z, Asg, As1, A105, Ar07} | Plano proyectivo P
Y9 {3,5,9,15}{2,4,8, 14} {As0, As1, Ass, Asg, Ass, Aso } Plano proyectivo P
Y10 {3,5,9,15}{1,7,11,13} {Aa9g, Asa, A7, Aso, As7, Aco} Plano proyectivo Pis
Y11 {0,5,10,15}{2,7,8,13} {Ag, A7, A1s, Aao, Aga, Aga} Plano proyectivo P
Y12 {0,5,9,12}{2,7,11,14} {Ag, As, Aaa, Aoy, Ags, Ass } Plano proyectivo Py
Y13 {0,5,10,15}{2,7,8,13} | {As, A20, Ass, A6, A70, A107} Cubo Cy

Y14 {3,5,9,15}{1,7,11,13} {Aag, Asa, Asg, Asa, Agg, A2} Plano proyectivo P,
15 {0,6,9,15}{2,4,11,13} | {A10, A12, A14, A15, A7y, A5} Plano proyectivo Py
Y16 {5,6,9,10}{1, 2, 13,14} {As6, As7, A1, A7z, Arr, Aga } Plano proyectivo P,
Y17 {5,6,9,10}{1,2, 13,14} {As3, Ass, A1, A7z, Ars, Ago} Plano proyectivo Pj3
18 {3,6,10,15}{1,4,8,13} | {Ass, Ass5, Aa1, Aus, A77, Azo} Plano proyectivo Py
Y19 {0,6,10,12}{2,4, 8,14} {A10, A11, Aga, Aoz, Asa, Asgs} Plano proyectivo Pig
Y20 {3,6,10,15}{1,4, 8,13} {As3, Ag1, As1, A7g, Ass, A10s5} | Plano proyectivo Pi3
Y21 {0,6,9,15}{1,7,8, 14} {A11, A1, Aog, Ars, Ass, Aor } Cubo Cy

o2 {3,5,9,15}{2,4, 8,14} {A31, Asg, As1, Asg, A71, Agg } Plano proyectivo P
V23 {3,5,10,12}{1,7,8,14} | {As1, A4q, Ass, A1, Ags, A101} | Cubo Cy

Vo4 {0,6,10,12}{1,7,11,13} | {A17, Aso, A21, A2a, A101, A104} | Plano proyectivo Pg
Yo5 {3,6,9,12}{1,4, 11,14} {Ase, Asg, Aaz7, A73, As1, Ags } Cubo Cy

Y26 {0,6,9,15}{2,4,11,13} | {A12, A15, Aoz, A7s, As7, A100} | Plano proyectivo P,
Yot {0,6,9,15}{1,7,8,14} {Ay, A13, Asg, A7z, Ass, Agg} Cubo Chy
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Notacién | Submatriz Intercalaciones El circuito es:

~os {0,5,9,12}{2,7,11, 14} {A14, A16, A22, Aoa, Ags, Ags} Plano proyectivo Ps
Y29 {0,6,9,15}{2,4,11,13} | {A14, A15, Asg, A2z, Ags, A100} | Plano proyectivo Pgs
Y30 {0,5,10,15}{2,7,8,13} | {Ai1s, A20, Aog, A2s, A106, A107} | Plano proyectivo Ps
31 {0,6,10,12}{1,7,11,13} | {Ag, A12, A17, A20, A77, Aso } Plano proyectivo P
Y32 {0,6,10,12}{1,7,11,13} | {Ag, A12, A1, Aoy, Ags, A1} Plano proyectivo Py
Y33 {0,6,9,15}{2,4,11,13} {A10, A1s, Ao, Ars, Ase, A100} Cubo C1;

Considerando estos circuitos y los circuitos fundamentales de tamano seis logramos
ver a cada uno de los circuitos fundamentales de tamano 10, 12 y 14 como diferencia
simétrica de los circuitos de tamano seis, cada uno de los circuitos que aparecen en la
columna de diferencia simétrica son circuitos fundamentales de tamano seis o circuitos

de tamano seis los cuales aparecen en la tabla anterior.

Circuitos fundamentales de tamano 10

B, A1g2) | {A1s, A1g, Ao, Aoz, Az, Auar, Aus, Ae1, Aes, Aro2} | C(B, Arosz) Az

Circuito Intercalaciones Diferencia simétrica
C(B, Aps) | {Az, Ag, Arg, Azo, Ang, Az, Aur, Aus, As1, Asa} C(B, Aya)Am
C(B,Aes) | {Az, A3, Aaz, Asa, Aag, Az, Aus, Aaz, Ags, Ass ) C(B, Ass) Az
C(B,Azs) | {As, Ay, A1, Ara, Azz, Ass, Azr, Azg, A7z, Azs} C(B, Ass) A3
C(B, As3) | {Ar, A1, Aoz, Asz, Azg, Ass, Ast, Ass, Azz, Asz ) C(B, Ag3) Ay
C(B, Ags) | {Az, A1, Az, Aor, Azg, Aaz, Aas, Ast, Aes, Agst | C(B, Agz) Avs
C(B, Awoo) | {As, Ay, A7, Ag, Az, Azz, Asg, As7, Aso, Aroo ) C(B, Az2)Ave

( (

( (

C(B, A7) | {As, A9, Aoz, Au1, Aus, Aag, Asi, A, Azs, Aror} | C(B, A1os)As

Como podemos observar los circuitos de tamano 10 son diferencia simétrica de dos
circuitos fundamentales de tamano seis, es decir, los dos circuitos de tamano seis sélo
tienen una intercalacién en comun, por lo que para estos circuitos, no sélo son diferencia
simétrica de circuitos de tamano seis, sino que también topolégicamente coincide con

la suma conexa de las dos superficies que conforman el circuito.
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Circuitos fundamentales de tamano 12

Circuito

Intercalaciones

Diferencia simétrica

C(B, Ass

{A2, A3z, Ag, A7, A14, A15, A2g, Az1, Asr, Asg, As7, Asg}

C(B, Asp)AC (B,A38)AC(A59)A’}/9

C(B, Aeo

{A2, Az, A7, Ag, A1s, A16, A29, Az1, Asr, Asg, As7, Ao }

C(B, A32)AC(B, A10)Av10

C(B, Ap2

{Az, Ay, Ag, A7, A1, A19, Aog, A31, A41, As3, A1, As2}

Q

B, Aga)Ay1Avn

{A2, A3, Ag, Ag, A2, A23, Aag, A31, Ays, Ag7, Aes, Ass }

)
)
)
)

C(B, A4g)v2Av12

C(B, A7

{A2, Ay, Ag, Ag, Ase, A27, Aag, A31, Asg, As1, Asg, A70}

C(B, A105)AC(B, A4a) Ay1 Ayg Avi3

C(B, Az

{A2, Ay, A7, Ag, Aa7, A2g, Aag, A31, Asg, As1, Asg, A2}

C B A32 (B, A52)A'Yl4

c B’A74

{A3, A4, A10, A11, A14, A15, A3, A3s, A7, A3g, A73, A74}

C(B, Aze)Av3Av1s

( )
( )
( )
C(B, Aes)
( )
( )
( )
( )

C(B, Arr

{A7, A11, A15, A19, A31, A3s, Azg, Aa3, As7, As1, A73, A77}

(
(
(
(
(
(
(
(

C(B, Asg AC(B, AQQ)A’YIG

)A
)
)
)

C(B, A30)AC(B, A3s)AC(B, As3)

C(B, Ars) {A7, A10, A15, A1s, A31, A33, A3g, Aa1, As7, As1, A73, A7s}
AC(B, As9)AC(B, Aso)v9Av17
C(B, Arg) {A7, A11, A1s, A1g, A31, A3s, Asg, Aa1, Asz, A1, A73, A79} | C(B, Ase) AC(B, Ag2) Av16Av1s
C(B, Ag2) {A7, Ar0, A11, A1s, A2z, Ass, Asg, Aas, Asz, Aes, A73, As2} | C(B, Agz) AvaAv1g
C(B, As6)AC(B, A77)AC (B, Ag2)
C(B, Ass) {A7, Ag, A11, A1, Aa7, A31, A9, As1, As7, Aeg, A73, Ass}
AC(B, A105)Av18A720
C(B, As6)AC(B, Ag2) AC (B, A10s)
C(B, Ag7) {A7, As, A1s, A16, Aar, A2s, Az1, Asg, As1, As7, Ao, Ao}
Avy16Av18Ay20A721
C(B, Ago) {A7, Ag, A13, A1s, Aas, Aa7, A31, A3g, As1, As7, Agg, Ago} C(B, As9)AC(B, A71) Avaz
C(B,A101) | {As, A4, A19, Aso, A23, A24, A31, Aaz, Aaz, As1, Aes, A101} | C(B, Aga)AC(B, Asg)Avas
C(B, A104) | {As3, A4, A17, Arg, A21, A2s, A1, Ags, Aar, As1, Aes, A104} | C(B, Aga)AC(B, Asg) Aya3Ayag
Circuitos fundamentales de tamano 12
Circuito Intercalaciones Diferencia simétrica
{A3, Ay, A7, A11, A12, A1s, Ao3, Azs, A3g, Az, Ast, Ass, C(B, Ag3)AC(B, Aze)Avy2s
C(B, Asg1)
A7z, As1}
{A7, Ag, A11, A1s, Aa7, A31, A3s, A3zs, Asg, Asg, As7, Agg,
C(B7 AS?) C(B,Agg)A C(B,AgG)A ’ygA ’yGA’yge
Ar3, Agr}
{A7, Ag, Ag, A15, Azs, Aa7, Aog, A31, A3g, As1, As7, Aso,
C(B, Ass) C(B, As59)A C(B, A71)A y22A 27
Ars, Ag3}
{A7, A14, A15, A6, A22, Aa3, A4, A37, A3g, Aus, Aaz, As7,
C(B, Aga) C(B, Ag3)A v5A 728
Ags, Aga}
{A3, A4, A7, Ag, A14, A1, Aog, Aoz, Az1, Aar, Aag, As7,
C(B, Ags) C(B, A32)A Y62 729
Agg, Agg}
{As, A1s, A19, A0, A26, A7, A2g, Aa1, Aaz, Asg, As1, A6,
C(B, A106) C(B, A105)A v18A 730
Ag9, A106}
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Circuitos fundamentales de tamano 12

Circuito Intercalaciones Diferencia simétrica

{A7, Ag, A11, A12, A1, A17, A9, A2g, A31, A3zs, Azg, Aas,
C(B, Aso) C(B, As6)A C(B, Ag2)A y16A 31
As7, Ae1, A73, Aso}

{A3, A4, A7, Ag, A11, A1s, Ao1, A23, A2y, Ass, A3zg, Agr,
C(B7A84) C(B, A36)A C(B, A93)A Y252 Y32
As7, Ags, A7z, Aga}

{A7, Ag, A10, A11, A12, A1s, A6, A31, A33, Ass, A3g, Aag,
C(BaAESG) C(B, A32)A C(B,A36)A ’ygA Y6 A 33
As7, Agg, A73, Ase}

Con lo anterior, hemos mostrado que cada uno de los circuitos fundamentales es
diferencia de circuitos de tamano seis, pero recordemos que en los matroides binarios,
todo circuito del matroide es diferencia simétrica de sus circuitos fundamentales, es
decir, que como cualquier circuito es generado por los circuitos fundamentales y como
estos a su vez son diferencia simétrica de los circuitos de tamano seis, entonces cualquier

circuito del matroide M(Ds) es diferencia simétrica de los circuitos de tamano seis.

Recordemos que los circuitos de un matroide binario generan un espacio vectorial
mediante la diferencia simétrica, cuya base son los circuitos fundamentales, para ver ca-
da uno de los circuitos fundamentales como diferencia simétrica de circuitos de tamano
seis, los circuitos de tamano seis que utilizamos son 67 es decir la misma cardinalidad
que la base del espacio de circuitos, por lo tanto los circuitos de tamano seis que utili-
zamos para ver a cada uno de los circuitos fundamentales como diferencia simétrica no
solo es generador del espacio de circuitos, sino que es un minimal, es decir, es una base
para el espacio de circuitos.

En el articulo [Wil93], Marcel Wild mostr6 que en un matroide binario simple
todo circuito es diferencia de sus circuitos cerrados. Lo que hemos probado para los
matroides diddicos M(Dy) y M(D3) es més fuerte. Comenzamos con mostrar en el

siguiente teorema que los circuitos de tamano seis son cerrados.

Teorema 5.3.2. Los circuitos de tamano 6 son cerrados en M(D;), con i € {2,3}.

Demostracion: Supongamos que existe un circuito C' no cerrado de cardinalidad seis.
Sea C' = {¢1, ¢, ¢3, ¢4, C5, 6} Dado que C no es cerrado debe existir un elemento e en
E — C tal que t(C' U{e}) =¢(C) = 5.
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Como C U {e} es dependiente, existen a; € Zy con i € {1,2,3,4,5,6,7} no todos

cero tales que:
—
1€ + QiaCo + (i3C3 + uCy + Qi5C5 + QgCg + Qrye = 0

Si todos los escalares fuesen no cero, esto implicaria que e = ﬁ, ya que e + aiacy +
a3c3 + aycy + ascs + ageg = 0 con todos los escalares no cero, lo cual no puede ocurrir
debido a que nuestro matroide es simple.

Sin pérdida de generalidad supongamos que oy = 0 y que los demas escalares son
distintos de cero, lo cual nos lleva a que e = ¢y, peroe € £ — C.

Si hubiesen 2 o mas escalares distintos de cero, tendriamos un conjunto dependiente
de tamano menor a 6, pero nuestros circuitos mas pequenos son de tamano 6. Por lo

tanto, los circuitos de tamano 6 son cerrados.
]

Nuestro resultado para el caso de matroides diadicos es mas fuerte, debido a que
no solo los circuitos de tamano seis son cerrados, si no que también forman una base
para el espacio de circuitos y dentro del matroide diddico, los circuitos de tamano seis

no son los unicos cerrados.

Ejemplo 5.3. Consideremos el matroide M(Ds) cuya matriz de incidencia en su forma

reducida esta dada por:

A Ay A3 Ay As Ag Ay A A9 As A Anp

1 0o 0 0 0o 0 O 0 0 1 0 1
o 1 o0 0 0 0 O 0 0 1 1 0
o o 1 0 0 0 O 0 1 1 1 1
s o o o 1 0 0 O 0 1 1 0 0
o o0 o0 o 1 0 ©0 0 1 1 0 1
o o o o0 o0 1 0 0 1 1 1 0
0o o0 o0 0 O 1 0 0 1 1 1
o o0 o0 o o 0 o0 1 1 0 1 1

~—

Para el circuito fundamental C'(B, Ag) es claro que cualquiera de los deméds elementos
del matroide que no pertenezcan a él que le agreguemos aumentara su rango, por lo

tanto, es cerrado y sin embargo, no es de cardinalidad seis.
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Figura 5.16: Matriz de Incidencia de Ds
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Figura 5.17: Forma reducida de la matriz de incidencia
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5.4. Caso General

En los matroides M(Ds) y M(D3) todos los circuitos que aparecen son pares, recorde-
mos que en el capitulo 3 vimos que por el teorema 1,2,4,8 de Hurwitz las hipergréficas
asociadas a las matrices Dy, Dy y D3 son signables, por lo que los matroides corres-
pondientes son bipartitos, es decir, todos sus circuitos son de cardinalidad par. Como
consecuencia del teorema de Hurwitz la hipergrafica asociada a la matriz diadica Dy
no es signable (de ser signable tendriamos un dlgebra asociativa de tamafio 16) por lo
tanto el matroide M(D,) no es bipartito, por lo que contiene circuitos de cardinalidad
impar.

Debido a que conforme crecemos el tamano de la matriz diadica, cada uno de los
matroides contiene a los matroides anteriores y por lo tanto a sus circuitos, a partir de
M(Dy) los matroides poseen circuitos de cardinalidad impar. Con el siguiente ejemplo

mostraremos un circuito impar del matroide M(Dy).

Ejemplo 5.4. D, es la matriz con generadores renglén {0, 3,5, 6,9, 10, 12, 15,17, 18, 20,
23,24,27,29,30} y generadores columna {1,2,4,7,8,11,13,14,16, 19, 21,22, 25, 26, 28
,31}. Tomemos la submatriz de D, de tamano 6 x 10 cuyos generadores renglén son
{0,3,9,15,18,23} y columna {1,4,7,14, 16,21, 22,25, 26, 28}. Enseguida mostramos la

matriz diddica generada de tomar esos generadores renglén y columna.

1 4 7 14 16 21 22 25 26 28

O(1 4 7 14 16 21 22 25 26 28
312 7 4 13 19 22 21 26 25 31
918 13 14 7 25 28 31 16 19 21
1514 11 8 1 31 26 25 22 21 19
18119 22 21 28 2 7 4 11 8 14
13122 19 16 25 7 2 1 14 13 11

Dentro de estd submatriz consideremos las siguientes intercalaciones:
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Intercalacién | Renglones | Columnas | Colores
I 0,3 21,22 21,22
Iz 0,9 7,14 7,14
I3 0,15 22,25 22,25
Iy 0,18 7,21 7,21
I5 0,23 14,25 14,25
Is 3,9 16, 26 19,25
17 3,15 22,26 21,25
Ig 3,18 4,21 7,22
Iy 3,23 4,16 7,19
Io 9,15 26,28 19,21
I 9,18 7,28 14,21
T2 9,23 14,16 7,25
I3 15,18 1,28 14,19
T4 15,23 1,25 14,22
Iis 18,23 1,4 19,22

Estés intercalaciones forman un circuito en M(D,), ya que cada una de las celdas que

utilizan de D, pertenece a solo dos intercalaciones y sin importar cual de las interca-

laciones borremos, lo que nos queda es un conjunto independiente. Debido a que cada

celda aparece en a lo mas dos intercalaciones, el circuito es realizable como una super-

ficie. Tomando las intercalaciones e identificando las aristas hasta formar un poligono

obtenemos:
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La caracteristica de Euler para este circuito es 1, por lo que el circuito es un plano

proyectivo.

Figura 5.19: Cortes y pegados que llevan el poligono al plano proyectivo

En la compilacién [GP00] Isidoro Gitler, muestra mediante la transformacién triangulo-
estrella, que los circuitos mas pequenos de cardinalidad impar que aparecen en los

matroides didadicos son precisamente los circuitos de tamano quince. O

Relizar el andlisis de los circuitos del matroide M(D,) utilizando los mismos métodos
que para los matroides M(Dsy) y M(Ds3) resulta una tarea demasiado demandante,
la matriz diddica de tamano 2% x 2% tiene 940 intercalaciones, asi que un analisis
manual como el que hicimos para la matriz diadica D3, resulta poco productivo. Un
tema interesante seria encontrar una implementaciéon de un algoritmo que nos permita
analizar cada uno de los circuitos, verlos como diferencia simétrica de los circuitos de
tamano seis o tamano 15 (los circuitos de tamano 15 son los circuitos mas pequenos de
tamano impar que aparecen en M(Dy)) y que en caso de que el circuito sea superficiable

calculara la caracteristica de Euler para saber en que superficie se encaja el circuito.
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Conclusiones y Conjeturas

En esté trabajo logramos mostrar la estructura de los circuitos superficiables de
los matroides M(Dy) y M(D3), mediante dos métodos: los mapeos combinatorios de
Tutte y mediante un proceso topoldgico que surge de la topologia cociente. Para ambos
métodos el analisis de cada uno de los circuitos se realizo sin ayuda de la computadora lo
que hizo el proceso mas largo. De esta misma forma mostramos mediante el analisis de
cada circuito que cada circuito fundamental podia verse como la diferencia simétrica de
los circuitos de tamano seis y debido a que los circuitos fundamentales generan a todos
los circuitos del matroide mediante la diferencia simétrica, esto nos permitié concluir
que todo circuito del matroide era diferencia simétrica de los circuitos de tamano seis.
Maés aun, debido a que la cantidad de los circuitos de tamano seis que utilizamos para
descomponer a los circuitos fundamentales, coincide con la cardinalidad de los circuitos
fundamentales del matroide, los 67 circuitos de tamano seis, no solo generan a todos
los circuitos del matroide sino que es minimal, es decir, una base para el espacio de
circuitos.

Para el matroide M(D;) logramos ademds decir cuales son todos los circuitos del
matroide y caracterizarlos mediante la tabla del grupo del espacio de circuitos. Debido

267 no nos

a que la cardinalidad del espacio de circuitos para del matroide M(Ds) es
fue posible caracterizarlos explicitamente como lo hicimos para el matroide M(Ds), sin
embargo, hay que enfatizar que la diferencia simétrica de dos circuitos se puede visua-
lizar geométricamente como el pegado de dos superficies, aunque por las caracteristicas
de nuestros objetos tal pegado pueda resultar en objetos no superficiables. Por ejemplo
los circuitos fundamentales de tamafio 10 en M(Dj3) son diferencia simétrica de dos
circuitos de tamano seis y debido a que estos coinciden en una sola intercalacion la
diferencia simétrica de estos coincide topolégicamente con la suma conexa de las dos

superficies que forman, pero por otro lado los circuitos no superficiables los cuales son

113
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diferencia de circuitos realizables como superficies, no son superficiables debido a que
los pegados de las superficies llevan a un poligono en el cual algunas de las aristas
aparecen mas de dos veces. Sin embargo, el tener una visualizacién geométrica de los
circuitos fundamentales de M(D3) nos ayuda a conocer mas acerca de la estructura
de los circuitos del matroide, a pesar de que el circuito pueda o no ser superficiable.
Por ejemplo, debido a que el matroide posee varias copias de Dy sabemos que podemos
pegar dos cubos por medio de una cara y esto nos da otro circuito, sabemos también
que hay suficiente espacio para formar un toro uniendo cuatro cubos, e inclusive que
tenemos circuitos cuya representacion es un icosaedro rémbico, como tenemos circuitos
de tamano ocho que son toros, podria ocurrir que estos se intersectaran en una sola
intercalacién y que tuviésemos en M(D3) un 2-toro.

Aun quedan muchas cosas por analizar y probar, algunas de las conjeturas que

tenemos acerca de estos matroides, aparecen enseguida:

(1) Todo circuito de cardinalidad par en un matroide diddico es suma de circuitos de

tamano seis.

Para los matroides diddicos M(Ds) y M(D3) la conjetura es cierta, puesto que el ma-
troide es bipartito y todo circuito es diferencia simétrica de circuitos de tamano seis, con
lo que hemos visto creemos razonable que se valga para circuitos de tamano par para
matroides diddicos mas grandes. Sin embargo, debido a que tenemos circuitos impares
de tamano quince, los cuales son los més pequenos de cardinalidad impar, podria pasar
que dos circuitos de tamano quince se intersectaran en una sola intercalacion teniendo
con ello un circuito de cardinalidad par. Pero la siguiente conjetura, nos permite creer

que esta conjetura es plausible.
(74) Todo circuito esférico es suma conexa de cubos.

Cuando decimos que un circuito es esférico, significa que realizable como una super-
ficie de caracteristica de Euler 2, en los circuitos fundamentales que analizamos en esta
tesis, los tnicos esféricos que tenemos son los cubos C;. Esta es una versién mds débil
de la conjetura (i) y para esta conjetura Gilberto Calvillo tiene un avance considerable.
Dicha conjetura se trabaja por medio de cuadrangulaciones [BGGT05], asi que para el

caso mas débil estamos seguros que es cierto.
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(731) Todo circuito que es realizable como una superficie orientable en un matroide

diddico es diferencia simétrica de circuitos de tamaiio seis.

Debido a que no conocemos muy bien la estructura de M(D,), salvo los circuitos
de M(D3) y M(D3) que también pertenecen a M(Dy), podria pasar que alguno de
los circuitos impares sea realizable como una superficie y pudiese ser que no se pueda
descomponer como circuitos de tamano seis, quiza para esta conjetura es mas probable

encontrar un contraejemplo.

(vi) Los circuitos de los matroides diddicos son diferencia simétrica circuitos de tamano

seis o quince.

Para los matroides M(Ds) y M(D3) hemos probado que todo circuito es diferencia
simétrica sus circuitos mas pequenos que son los de cardinalidad seis, creemos entonces
que siendo los circuitos de tamano quince los mas pequenos de cardinalidad impar, que
para los matroides M(D,,) con n > 4 deben de poderse descomponer como diferencia

simétrica de sus circuitos mas pequenos de cardinalidades pares e impares que aparecen.
(v) Toda superficie es realizable como un circuito de D,.

Estamos seguros de esta conjetura, ya que tenemos suficiente espacio para tener varios
toros y planos proyectivos como circuitos y los cuales coincidan en una sola interca-
lacion. Teniendo esto la diferencia simétrica de estos circuitos coincidird con la suma
conexa de las superficies que forman y ya que toda superficie es suma conexa de toros y
planos proyectivos, por el teorema de clasificacién de superficies podriamos tener den-
tro de M(Dy,) cualquier superficie como la realizacién geométrica de algin circuito del

matroide.






Apéndice A

Implementacion del algoritmo

Enseguida se muesta la implementacién del algoritmo que obtiene la matriz diadica,
a partir de ella calcula su matriz de incidencia y obtiene su forma escalonada reducida

sobre Zs.

# —x— coding: utf—8 —x—

Created on Sun May 6 03:04:18 2012

@author: Gerino Ochoa

Module with functions designed to perform matroid—graph

related operations.

2999 99

import numpy as np

#import sympy. galgebra.latex_ex as tex

def bitxormatrix(vectl, vect2 = None):

29999

Return a matrix with the bitwise xor operation
(sum without charge) of all the posible combinations

of the entries in each one—dimensional vector.

Parameters

117
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vectl : array of int, length (m)

Column header.

vect2 : array of int, length (n), optional
Row header.
If not provided the computations are taken

over vectl with itself.
Returns
M : Integer numpy matrix, shape (m,m) or (m,n).
Notes

Only integer types are handled

2999 99

if vect2 1s None:

vect2 = vectl

m = np.size (vectl)

n = np.size (vect2)
M = np.empty ((m,n), int) #Matric with integer entries
for i in range(m):

for j in range(n):

M[i,j] = np.bitwise_xor(vectl[i], vect2[j])

return M
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def incmatrix(genll  genl2):

7999 99

return the incidence matrix of a matroid generated by

vectl and vect?2

Parameters

genll : array of integers, length (m)

genl2 : array of integers, length (n)

Returns

M : Integer numpy matrix, shape (mxn, x)
x depends on the matroid generated.

Notes

Only integer types are handled.

29999

m = len(genll)
n = len(genl2)

M = None #eventually will be the incidence matriz

VT = np.zeros ((n*m,1), int) #ummy variable
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#function defined above. We compute the combinatorial bitwise
#ror matrix

Ml = bitxormatrix (genll)

M2 = np.triu(bitxormatrix (genl2),1) #take only elements above
#the diagonal

for i in range(m—1):
for j in range(i+1, m):
[r7c] = anhere(M2:M1[17J])

for k in range(len(r)):
VT[(i)*n + r[k]] = 1;
VI[(i)*n + c[k]] = 1;
VI[(j)*n + r[k]] = 1;
VI[(j)*n + c[k]] = 1;
if M is None:

M = np.copy (VT)

else:

M = np.concatenate ((M, VT), 1)

VI = np.zeros ((n*xm,1), int)

return M

def gaussjordanxor (A):
Returns the row reduced echelon form of an incidence matrix
(or any matrix)with 0’s and 1’s as entries, uses
Gauss—Jordan algorithm. Is equivalent to
Gauss—Jordan on Z_2 (integer modulo 2). The matrix

could be squared or non—singular (can handle
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everything ;) ).
Parameters

A : matrix (2D array) of integer.

Returns

M : integer numpy matrix.

Notes

Only 0’s, and 1’s are properly handled.
Using non—integer entries will produce an error and
using integer matrix with entries others

than 0’s and 1’s will work but not as expected.

7999 99

M = np.matrix (A, int)
#nr = number of rows, nc = number of columns
[nr, nc] = np.shape (M)
if False in (np.ravel(np.any(M,1))). tolist ():

#worst case scenario, there are zero rows somewhere

M = np.copy(sortmatrix (M))

if nr < nc:
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Implementaciéon del algoritmo

forlimit = nr

else:

forlimit = nc

for row in range(forlimit ):

if np.any(np.any(M[range(row,nr)],0)):

#if there i1s a column to the right of the current
#position with non—zero elements below the main

#dragonal

column =\

np.ravel (np.nonzero (np.any(M[range(row,nr )]
,0))[1])[0]

#find the first column to the right of the
#current position with nonzero elemnts

#below the main diagonal

unos = np.ravel (np.nonzero(M[: ,column])[0])
#indexes of non—zero elements in this column
lunos = unos[np.ravel (np.nonzero(unos >= row))]|
#indexes of non—zero elements in

#this column below the main diag

if len(lunos) > 0:
#make sure the column has at
#least one mon—zero entry below

#the main diagonal

pivot = lunos[0]
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unos = unos. tolist ()
unos.remove (pivot)
#remove pivot’s index from index

#list and save it’s index

M[[pivot, row] ,:] = M[[row, pivot],:]
#swap pivot row and current row (using

AMATLAB-1ike notation)

#make 0 other 1°s in this column
#by sum modulo 2 (zor)
M[unos ,:] = np.bitwise_xor (M[unos ,:] ,

M[row ,:])

if False in (np.ravel(np.any(M|range(row),
1,10)).

tolist ():

#worst case scenario, there are

#dependent rows
M = np.copy(sortmatrix (M))

return M

def sortmatrix(A):

7999 99

This functions swaps rows so the O—rows are

#located at the bottom

Parameters
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A : Matrix, shape (n,m).
Returns

M : numpy matrix, shape (n,m).

29999

M = np.matrix (A, int)
[nr, nc|] = np.shape(M) #number of rows and columns

Mnonzero = np.ravel (np.where(np.any(M, 1))[0])
#inderes of the no—zero rows

indsup = len (Mnonzero)

if indsup > 0:

M[range (indsup ) ,:] = M[Mnonzero, :|
M[range (indsup, nr), :] = np.zeros((nr—indsup, nc), int)
return M

#def latex (N):

2999 99

method to display an numpy array or matrix in latex format

Parameters

N : Numpy array or matrix
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299

# A = np.array(N)
# print tex.LaTeX(A)

def removefromlist(the_list , val):
function to remove an element from an array

Parameters

the_list : list

val : Element in the list
Returns
list

2999 99

return [value for value in the_list if value != val]
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