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1. Introducciéon

En el presente trabajo demostramos el isomorfismo de élgebras de Lie entre co(p, q),
el algebra de Lie de los campos vectoriales cuyos flujos integrales preservan, hasta
un factor escalar positivo, una forma bilineal, simétrica y no degenerada (a la cual
frecuentemente nos referiremos como geometria) de signatura (p,q) definida en un
espacio vectorial de dimension p+¢q, y o(p+1, ¢+ 1), el dlgebra de Lie ortogonal de un
espacio vectorial con una geometria de signatura (p + 1, ¢ + 1). Dicho resultado tiene
implicaciones en fisica, pues para el caso particular del espacio de Minkowski se tiene
que co(3,1) = 0(4,2), ademas se sabe desde 1910 (ver el articulo [1] de Bateman) que
el grupo de simetria de las ecuaciones de Maxwell en el vacio (esto es, el grupo de
transformaciones que preserva la forma de dichas ecuaciones transformando soluciones
en soluciones) es precisamente el grupo de transformaciones conforme asociado al
algebra de Lie co(3,1). Este hecho concentra una particular atencion en los grupos de
Lie cuya algebra de Lie sea isomorfa a 0(4, 2). En este trabajo, al explicar el isomorfismo
c0(3,1) = o0(4,2), obtendremos, como una consecuencia colateral, la posibilidad de
describir un espacio-tiempo tetradimensional M en forma de espacio homogéneo G/H
de tal manera que g = 0(4,2), dim(G/H) = 4 y que TjgG/H esté equipado con una
geometria en la clase conforme de la métrica de Minkowski plana usual de R*.

El objetivo del primer capitulo es demostrar que, localmente, el grupo de transfor-
maciones conformes de un espacio vectorial es localmente isomorfo al grupo ortogonal
O(p+1,q+ 1); en otras palabras, demostrar que co(p,q) = o(p+1,q+ 1). Para llegar
a este resultado recurrimos al método desarrollado en [10] y [4]. Brevemente, dicho
método sirve para estudiar la familia de subalgebras de Lie de un algebra de Lie pre-
secrita de campos vectoriales que preservan alguna estructura geométrica subyacente,
y consiste en considerar la expansion en serie de Taylor de las componentes de los
campos vectoriales que preservan la estructura geométrica localmente. Una vez hecho
esto, aplicamos las técnicas desarrolladas para el algebra de transformaciones confor-
mes lineales y, anadiendo un espacio de dimensiéon dos con una geometria de signatura
(1,1) al espacio vectorial original, exhibimos el isomorfismo deseado.

La exposicion continda en el segundo capitulo, donde brevemente introducimos las
realizaciones de las algebras de Clifford de C1(3,1) y C1(4, 2) dadas en [2]|. Dichas reali-
zaciones consisten en identificar estas algebras con las algebras de matrices isomorfas a
Endc C? @ Ende C? ok y Ende C* @ Ende C* o K, respectivamente, donde  : C2 — C?
y K : C* — C* son transformaciones C-antilineales e invertibles fijas. Utilizamos estas
realizaciones para demostrar los isomorfismos de algebras de Lie sly(C) = 0(3,1) y
su(2,2) = o(4,2).

Un apartado importante en este trabajo consiste en representar a los generadores
del algebra de Lie 0(4,2) como campos vectoriales de R? y demostramos que no to-
dos los flujos integrales de dichos campos vectoriales estan definidos para todo valor
del parametro de integracion t. Este hecho es la motivaciéon principal para proponer
que el espacio-tiempo de Minkowski usual, visto como el espacio vectorial R* con la
métrica plana de signatura (3,1), sea solamente el espacio euclideano donde toman
valores las cartas coordenadas de una variedad M, con M ~ G/H como mencionamos
anteriormente. De esta forma, el algebra de Lie de GG, que por construccién es isomorfa
al algebra de Lie 0(4,2), se representa por campos vectoriales cuyos flujos integrales
si estan globalmente definidos en M.

Proseguimos con esta «brujula» al tercer y ultimo capitulo con el fin de describir
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con detalle la variedad suave y compacta M = SO(4,2)./ H. Esta suele llamarse en la
literatura, la completacion conforme del espacio-tiempo de Minkowski. Parte importan-
te de la presentacion consiste en entender su geometria —esto es, como esta definida de
manera natural, en cada espacio tangente, una forma bilineal simétrica, no degenerada
de signatura (3, 1)—, y como es que ésta esta definida en este modelo homogéneo, sola-
mente hasta un factor escalar positivo. El capitulo y la tesis concluyen mostrando que
la completacion conforme del espacio-tiempo de Minkowski es una variedad isomorfa
al grupo de Lie U(2). Cabe destacar que este modelo fue estudiado exhaustivamente
por Segal en [9], referencia en la cual este trabajo estd muy fuertemente inspirado.



2. El isomorfismo o(p+1,q¢+ 1) = ¢co(p, q)

En [10] y [4], Sternberg et. al. desarrollan un método que permite estudiar, desde
un punto de vista enteramente algebraico, la familia de subalgebras de un algebra
de Lie prescrita que preservan alguna estructura geométrica subyacente asociada al
algebra de Lie dada. En principio, la motivacién de dicho método viene de pensar que
el conjunto de campos vectoriales suaves asociados a una variedad es el dlgebra de Lie
prescrita, de forma que sus posibles subalgebras de Lie corresponden a la accion de
diferentes grupos de Lie en la variedad.

Al abordar el problema localmente es posible hacer este estudio en términos pu-
ramente algebraicos, sobre un espacio vectorial de dimension finita, que de ahora en
adelante denotaremos como T'. Nuestra aproximacion al método depende fuertemente
de dos resultados: primero, el teorema de Taylor, que nos permitira filtrar el espacio de
funciones suaves en T, y el segundo, el isomorfismo entre el dlgebra de campos vecto-
riales de T, X(T'), y el algebra de derivaciones Der(C>°(T)). La importancia de ambas
condiciones se hara evidente mas adelante. Ademés de las fuentes antes mencionadas,
referimos al lector a [12], exposicion en la cual este capitulo esta fuertemente inspirado.

Comencemos por fijar la notacion. Fijamos una base {e;},_,, de T, y su base dual
{zF . T — R}?_,, de tal forma que 27 (ey,) = d;;.

Consideremos ahora el algebra simétrica del espacio dual, S(7*). Como sabemos,
ésta es un algebra real Z-graduada, de manera que

S(T*) = @ SH(T™),

keZ

donde

{0}, si k <0,

SHT*) =4 R, si k=0,

Span{z" --- 2% : 2% es un elemento de la base dual},si 0 < k.
Habiendo dado la forma explicita de la graduacion, queda en evidencia el isomorfismo
de espacios vectoriales entre S*(T*), con 0 < k, y el subespacio de polinomios homo-
géneos de grado k£ en T. De hecho, éstos se pueden identificar con la subalgebra de
C*(T) generada por las funciones polinomiales del sistema de coordenadas {z*} defi-

nido por la base dual al identificar el producto en S(T*) con el produto de funciones
suaves T" — R.

Definicion 1. Sea A un algebra Z-graduada. Entonces, una derivacion de grado k € Z
es una funcion lineal, D : A — A, tal que

(i) satisface la regla de Leibniz, es decir, D(fg) = fD(g) + D(f)g, para todos
fge Ay

(i1) para cada subespacio A; C A, se tiene que D(A;) C A .
Al espacio de derivaciones de grado k de A lo denotamos como Der(A)y.

Cualquier derivacion, D € Der S(T*), esta tnicamente definida por su accion en
elementos de S(T™), ya que para cualquier elemento de la base, 't - .-z € S*(T*),
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se tiene que
D(a o) = D(a™) (@™ - o) + 2" D(a™ - -t

k
o — . 1
= D(')a" - zh - a (1)
j=1

Observemos que por lo anterior no hay derivaciones de grado k < —2, y las primeras
derivaciones no triviales son las de grado —1. Por cada elemento v € T(= (T™*)*) se
puede definir una derivacion de grado —1 de S(7™*) mediante 9,(f) = f(v), para todo
f € T*, y extender esta derivacion al espacio completo usando (1). Es claro que si
{er} v {z*} son bases duales entre sf de T y T*, respectivamente, entonces se obtiene
la identificacién natural
0
O, <>

L0zt
que usaremos en lo sucesivo.
Si elegimos un elemento arbitrario v =Y | v'e; € T, la derivacion de grado —1 a
u ugar ramen
la que da lugar es 0, y claramente,

DD
v g Rpry

con 8,(S*(T*)) C S*=1(T*), para todo k € Z.
En otras palabras, hemos demostrado que

0 i} = Der S(T7)_;.

T%’SpanR{@,n 781,71

Nota 2. De ahora en adelante no haremos distinciéon entre los elementos de Ty
Der S(T%)_;.

Asi, dada D € Der S(T%);, con —1 < k, se tiene que D queda definida de manera
tnica por como actuia en los elementos de grado 1, asimismo, sabemos que D(x;) €
Sk+L(T*), para todo x; en la base dual. De esta forma, resulta evidente que cada D de
grado k define un tnico elemento en Hom(T*, S**1(T*)) y viceversa, es decir,

Der S(T*)x = Hom(T*, S*™H(T*)) = SMY(T*) @ T = S(T*) @ Der S(T*) 1. (2)
Con esta identificacion, definimos

Der S(T%) := @Der S(T™),

keZ

como subespacio de End S(7*) y es directo dotar a Der S(7) con estructura de algebra
de Lie definiendo el corchete en los elementos descomponibles de cada componente
homogénea mediante la composicién de funciones. Sean f ® 9, € S*Y(T*) @ T y
g® 0, € STYT*)® T, para algunos v,w € T. Entonces, para todo h € S(T%),

[f ® 0y, 9 ®0u](h) = f @0, (9 ®0u(h)) — g @0y (f ®Iy(h))
= [ ((0u9)(Owh)) — g ((0uf)(Osh)) + gf0u(Ouh) — g.fOu)(0sh)
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De forma que

[f ® amg ® aw] = (&)g)f ® 8111 - (8wf)g ® 6117 (3)

y por lo tanto
[Der S(T7)y, Der S(T);] € Der S(T™) ;-

De particular importancia es el caso con k = 0, puesto que Der S(T*)g = T* @ T =
End T es obviamente una subélgebra de Lie de Der S(7™) y es inmediato convencerse de
que el corchete recién descrito se corresponde con el corchete usual de transformaciones
lineales en 7%, Ro S — S o R, lo cual se sigue de escribir una transformacion lineal
arbitraria R como una suma de elementos descomponibles de la forma f; ® 0.,. Luego,
usando (2) y (3) se tiene la siguiente,

Proposicion 3. Existe un isomorfismo de algebras de Lie Z-graduadas,
DerS(T*) = S(T*)®T.

Se sigue de esta proposiciéon que al considerar al espacio vectorial como una variedad
suave y la base dual {2*} como un sistema de coordenadas (globales en este caso), le
damos una interpretacion geométrica al algebra S(7%) ® T como el algebra de campos
vectoriales polinomiales de T'. Es decir, S(T*) @ T C X(T).

Consideremos ahora un campo vectorial suave de T, X € X(T). Dado que existe
una carta global en T', cualquier campo vectorial es de la forma

0
X =y e oy,
L oat Tty oz
donde p; € C°(T'), con i = 1,...,n. En general, esto lo interpretamos diciendo que
X(T) = C=(T) ®T. Ademés, por el teorema de Taylor, es posible aproximar a cada
una de estas funciones en una vecindad del origen (o de cualquier otro punto) mediante
polinomios de grado fijo arbitrario. Si fijamos p € N y expandimos cada una de las
funciones ¢; a orden p, obtenemos
— x© W4 ... (»)
X=X+ X"V +...4 X +0,

~
RQT T*QT SP(T*)QT

y © € C®(T) es tal que lim,_,o O(v)/||v||P = 0. De forma que X© es un campo vecto-
rial constante, X (V) es un campo vectorial que depende linealmente de las coordenadas,
etc.

Asimismo, (2) nos dice que X(® es una derivacion de grado —1, X" es una deri-
vacion de grado 0, y en general, X es una derivacion de grado i — 1.

De forma natural esta descomposicion de los campos vectoriales suaves da lugar a
una filtracion del espacio X(7") = Der(C>°(T")) al definir,

DINT) :={X € X(T): XV =0,0<j <i},

para todo i € NU {0} y poniendo D~ := X(T') obtenemos una filtracion completa
de dicho espacio como

D(—l)(T) ) D(O)(T) ) D(I)(T) DI
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y se sigue inmediatamente que
DW(T)/D*+)(T) = ST R T

Es importante notar que el corchete de Lie de D™ (T') respeta la graduacion de los
subespacios, es decir,

[D™(T), DO(T)] € DI(T), (4)

como se puede verificar facilmente. Esto implica que D es una subélgebra y cada
D®) es un ideal en ella.

Nota 4. Formalmente deberiamos exhibir en nuestra notacién que todo este desarrollo
ocurre en una vecindad del origen de T" o de un punto fijo p € T, en cuyo caso
2/(p) = p’, con 1 < j < n y las expansiones de Taylor quedan dadas en términos de
polinomios en 27 — p?. Omitimos estos detalles pues no los necesitaremos mas adelante.

Interpretacion geométrica. Los diferentes campos vectoriales se pueden interpretar
geométricamente considerando los difeomorfismos locales producidos por sus flujos
integrales. Solamente elaboramos sobre los ejemplos més sencillos, donde utilizamos el
teorema fundamental de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias:

Sean M una variedad diferenciable, X € X(M), y p € M. Entonces, existe una
vecindad U C M de p, un intervalo (—§,d), para algin 0 < J, y una funcién suave
[':(=60,0) x U — M, tal que la curva t — I'(¢,q), donde t € (—=9,d) y ¢ € U, es la
tnica solucién de la ecuacion diferencial

or

X)) = 5-(t.0)

con la condicion inicial I'(0, ¢) = g.
Una forma algebraica de escribir esta ecuacion diferencial es mediante el pullback

de T,

Mo X = % o T* - O (M) — C™((—5,5) x U):

es decir, para toda h € C*(M), se cumple que
(0o x) (1) = (201 (n)
-~ \ot '

En particular, si h = 27 es alguna de las funciones coordenadas y X =3, _, gok%, el
lado izquierdo de esta ecuacion se convierte en

["(X(27)) =T"(¢’) = ¢’ oT,
por otra parte, si definimos IV := 27 o I, el lado derecho se convierte en

o _ o . orJ
_ * I — —(J - _
(atol—‘)(x) Gt(x ol T

Entonces, la ecuacion diferencial se convierte en

Jol = —.
ve ot
7



Con esta formulacion se puede demostrar que el flujo integral I' puede determinarse a
partir de su pullback como sigue:
I =Exp(tX): C®(M) = C*((—9,) x U)
t2 t3
zid—i—tX—i—EXoX—i—gXoXoX—}---- ,

Ejemplo 5. Veamos qué representan geométricamente los campos vectoriales de orden
0. Sea X = v'3% + -+ 0% € SUT*) @ T un tal campo vectorial de orden 0.
Entonces,

idp(z") = 2,
X(z") =v' €R,
X(X(z") = X(v) = 0.
De forma que el pullback del flujo integral esta dado por
Exp(tX)(2?) = 27 + tv?,
que podemos abreviar escribiendo
Exp(tX)(z) = = + tv,

y que es una traslacion en la direccion de v, por t unidades a partir de cualquier punto
en T'. Por esta razéon diremos que los campos vectoriales de orden 0 son traslaciones.

]

Ejemplo 6. Veamos ahora qué representan geométricamente los campos de orden
1. Sea X = al(z!,...,2"):% + - +a(z), ..., 2") % € SYT*) ® T, donde cada

P o™
a;(z',...,2™) es un polinomio de grado 1 de la forma
a'(xt,... 2" =aa' + - +ala",
con 7 =1,...,n. Entonces,

idp(z') = 2,

n
X(z") =a'(z',...,2") = Zaéxj,
j=1

X(X(2Y) = Zaé-X(xj) = Z ad (¢!, .. a") = Z aéaixk
=1 j=1

Jk=1

X(X(X(@)) =X (Z aéa{cxk> = Z a;ai;X(xk) = Z a?af;afxl.

jk=1 jk=1 jikd=1

Observando los términos anteriores resulta féacil ver que, si definimos una matriz, A,
con entradas A;; = a], entonces,




Esto quiere decir que la exponencial de X es precisamente la exponencial de la ma-
triz A, es decir, Exp(tX) = Exp(tA). En particular, el flujo integral del campo X es
la transformacion lineal x — Exp(tA)x, que multiplica las coordenadas del punto z
por la matriz Exp(tA). Por esta razén decimos que los campos vectoriales de grado 1
generan transformaciones lineales. O]

La filtracion de X(7') se extiende a cualquiera de sus subalgebras de manera trivial.
Dada una subélgebra de Lie, L C X(7'), definimos

LY =1nDY,
gt = L(i)/L(iH)_
De tal suerte que podemos identificar a cada g} como un subespacio de S (T*) @ T.
En particular, observemos que g9 es una subélgebra de Lie de T* ® T
El hecho de que L sea una subalgebra de Lie aunado a los calculos previos del

corchete de S(T™) ® T nos permiten definir un corchete en los cocientes, preservando
la graduacion; esto es,

97, 92) C g1t (5)

Definicién 7. Notese que g, es un subespacio de 7. Entonces, decimos, como en
[10], que la subalgebra L C X(T) es transitiva si g;' =T, es decir, si T = L/L°.

1

Geométricamente esta condicion quiere decir que la subélgebra de Lie L contiene
a todas las traslaciones; en el lenguaje clasico, que «es posible moverse en cualquier
direccion mediante un elemento de L», como se mostro en el ejemplo (5).

Nota 8. Cuando el dlgebra de Lie L es transitiva, ésta contiene como subélgebra a lo
que se conoce como el producto semi-directo de g2 con T. Como espacio vectorial se
trata de la suma directa, g% @ T y su corchete de Lie esta dado por,

[p+u v +v]=pot—vop+p)—1(u),
donde p,1 € ¢ CEndT y u,v €T.
Cuando T' = R*»! y ¢ = 0(3,1), a dicho producto semi-directo se le conoce como
algebra de Poincaré.

Una nocién algebraica muy util que ayuda a comprender las componentes g del
algebra de Lie graduada asociada a L es la de prolongacion:

Definicion 9. Sean V' y W dos espacios vectoriales, y sea h un subespacio arbitrario
de Hom(V,W). La primera prolongacion de h se define como el subespacio

JOh = {r € Hom(V,h) : 7(u)v = 7(v)u, para todos u,v € V}.
La k-ésima prolongacion de h se define inductivamente como

j(k) — j(l)(j(kfl)h)’

para todo k € N, y donde j@h = h. Como en [10], decimos que el subespacio h es de
tipo finito si existe algin entero positivo, k, para el cual j¥)h = 0, en cuyo caso todas
las prolongaciones de orden mayor también se anulan. En caso contrario decimos que
h es de tipo infinito.



Proposiciéon 10. Si la subalgebra L es transitiva, es decir, g;l = T, entonces, es
posible reescribir (5), para k = —1y [ =7+ 1, como

gitt € jW(gh).

Demostracion. El resultado es consecuencia de (5), la transitividad, y el hecho de
que L es una subalgebra de Lie graduada. O]

Esta proposicion pone en evidencia que si j™) g(Li) = 0, entonces g(Lj) = 0 para todo
Jj>1.

Hasta ahora tinicamente hemos visto como estudiar una subalgebra arbitraria des-
componiéndola en sus componentes polinomiales, sin embargo, dada una familia finita
de subespacios, {¢'}__;, con g7' =Ty ¢* C S (T*) @ T que satisfagan (5) siempre
y cuando k,l, y k + [ sean menores que r, existe un dlgebra de Lie, L, tal que ¢' = g%
cuando ¢ < r. El primer paso para construir dicha algebra consiste en extender la
familia de subespacios a una familia infinita, definiendo ¢"*t* = j®) g, y ver que el
corchete del espacio obtenido mediante su suma respeta la graduacion. De esta forma,

se define .
L= @ q'.
i=—1

Es claro que lo tinico que hay que probar es que el corchete respeta la graduacion en
todos los 6rdenes. Hagamoslo inductivamente: Sea r < s y supongamos que [g*, g'] C
g"t* = j®g" se cumple para cualquier » < k < s — 1. Entonces, queremos probar el
resultado cuando k = s. Sean k+1[ = s, probar el resultado es equivalente a demostrar
que [T, g%, ¢']] € ¢°~!, sin embargo, por la identidad de Jacobi,

[T, 19", ¢'] = [[T.¢"]. ¢'] + [¢", [T. ¢"]
Clg" g+ 1d" ¢
C g,

utilizando (5) y la hipotesis de induccion. De acuerdo a [10], al algebra L obtenida de
esta manera se le llama dlgebra plana de tipo ¢°,--- ,g" y se denota como Lo .. ,r.

El método de prolongaciones forma parte de una teoria general cuya finalidad es el
estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales. Referimos al lector interesado
a |6]; en particular al capitulo 4, donde se explican los fundamentos de la teoria de
prolongaciones.

A continuacion ejemplificamos el procedimiento para los casos con ¢° = o(T, B) y
g" = cor(T, B) como subespacios prescritos, donde

cor(T,B) ={¢ € Hom(T,T) : B(&u,v)+B(u,&v) = pu(§)B(u,v) para todos u,v € T},

siendo ;1 una funcién positiva cuya dependencia en 7 es lineal.

Ejemplo 11. Consideremos el caso en que ¢°) = o(7T, B) y veamos que g(Li) = 0 para

todo 0 < 7, con gg) = j®o(T, B) = 0. Por la observacién anterior, basta demostrar

que
iWo(T,B) = 0.

Demostracion. Recordemos que

o(T,B) ={¢ € Hom(T,T) : B(§u,v) + B(u,&v) = 0 para todos u,v € T'}.
10



Entonces, si 7 € jMo(T, B), para todos u,v, w € T se tiene que

B(t(u)v,w) = —B(v, 7(u)w), ya que 7(u) € o( B);
= —B(v,7(w)u), vyaque T(w)w = 7(w)u;
= B(r(w)v,u), yaque1(w) € o(T,B);
= B(r(v)w,u), yaque 7(w)v = T1(v)w;
= —B(w,7(v)u), vyaque 7(v) € o(T,B);
= —B(w,7(u)v), yaque 7(v)u = 7(u)v;
= —B(7(u)v,w), ya que B es simétrica.

Por lo tanto, B(7(u)v,w) = 0 para todos u,v,w € Ty, dado que B es no degenerada,
se concluye que 7 = 0. O]

Ejemplo 12. Consideremos ahora el caso en el que ¢° es el algebra de Lie de todas
las transformaciones lineales conformes, es decir, ¢° = cor (T, B). En este caso se tiene
que, si 3 < dim T,

iWeor(T,B)=T* vy jPco,(T,B)=0.
Demostracion. Si 7 € jMco (T, B), claramente se tiene que
B(r(uw)v,w) + B(v, T(w)w) = pu(7(u)) B(v, w),

para todos u,v,w € T.

Toda 7 € jMcor(T, B) da lugar a un elemento de T* a saber, u — 2(p o 7)(u)
(observemos que u : Hom(T,T) — R), y la funcién de jMcor (T, B) en T* definida
como 7 — 2 o T es claramente lineal. Es més, es facil ver que p o 7 = 0 si, y solo
si, 7 € jWMo(T, B), y podemos concluir que dicha asignacién es un monomorfismo.
Demostremos ahora que esta funciéon también es suprayectiva.

Recordemos que una forma bilineal, B, como la que estamos considerando, da lugar
a un isomorfismo entre 7'y T™ definido como

Tsum v €T,

definiendo a u’ como,

b
w(v) = B(u,v),
para todo v € T'. La correspondiente transformacion inversa queda definida como
T*sn—=nteT,

donde, para cada u € T,
n(u) = B(nf, u).

Si remplazamos a B por uB, para algin u € R, obtenemos un nuevo isomorfismo
entre 1"y T™, cuya relacion con el isomorfismo anterior es

T3u— €T
11



Asimismo, se verifica facilmente que bajo este nuevo isomorfismo,
T*sn—punfel
Este analisis revela que el isomorfismo,
0 TRT* =TT
URn+— ub & nu,

es independiente de la clase conforme de B. Entonces, para cada n € T™, usamos esta
transformacion para definir v € Hom(T, T @ T*) = Hom(T, Hom(T,T)) como

yn) T —-TRT*= Hom(T,T)
1 .
u §(u®77—90(77®u>+7](u)ldT)7

de manera que,

Y (u)v = s (u®@n — @(n @ u) + n(u)ide)v

(n(w)u =’ (0)7f +n(u)v)

(B(v,n")u — B(v,u)n* + B(u,n*)v) . (6)

l\DIHMI)—‘[\DIH

Claramente (1) (u)v = v(n)(v)u. Ademas, utilizando estos resultados, un calculo di-
recto muestra que

B(y(n)(w)v, w) + B(v,y(n)(w)w) = n(u)B(v, w),

de donde concluimos que (1) € jM¢cor (T, B). De hecho, es posible demostrar que v
es la transformacion inversa a 7 — 2u o T, y tenemos que

iWeor (T, B) = T*.

Para demostrar que estas transformaciones son una inversa de la otra consideremos
u e T ymneT" Entonces,

20(y(n)(w) = p(n(-)u) + p(n(w)(-)) — p(Blu, - )n?)
= u(n(-)u— B(u, - )n*) +n(u).

Ahora, por la definicion de cor (T, B), sabemos que, para todos =,y € T,

uln(-)u— B(u, - )if)B(w,y) = n(z)B(u,y) — Bu,z) B(rf,y)
+0(y)B(x,u) — B(u,y)B(x, )
= 1(x)B(u,y) —n(y)B(u, x)
B(z,u) —n(z)B(u,y)
= 0.

Dado que la eleccion de z y y es arbitraria, se sigue que u(n(-)u — B(u, - )n*) = 0, es
decir,



para todo u € T'.
Finalmente, consideremos 7 € @ co. (T, B), de forma que 7(u) € jWcor (T, B)
para todo u € T'. Entonces, para todos u,v,x, y y € T, se tiene que

B(r(u)(v)z,y) + Bz, 7(u)(v)y) = p(7(u)(v)) Bz, y)-

Notemos que u(7(u)(v)) es una forma bilineal simétrica en u y v, a la que denotaremos
como A(u,v). Para demostrar que la segunda prolongaciéon es cero basta ver que la
forma bilineal, A, es idénticamente cero, ya que en este caso tendriamos que 7(u)(v) €
jWMo(T, B) = 0. Por ser una forma bilineal simétrica, basta ver que A(u,u) = 0 para
todo vector. Consideremos dos vectores no isotropicos, u, w € T, tales que B(u,w) = 0.
Entonces,

2B(7(u)(u)w, w) = B(7(u)(v)w, w) + B(w, 7(u)(v)w) = Au, u) B(w, w).
Por otra parte,

2B(7(u)(v)w,w) = 2B

I

[

N DO

o &

—~ o~~~

= =2 A
N

= —MNw,w)B(u,u).
Por ende, para cualquier par de vectores no isotrépicos y ortogonales, se tiene que
AMu, u)B(w, w) = =X w, w)B(u, u).

Si 3 < dim T, siempre es posible encontrar un tercer vector no isotrépico y perpendi-
cular a u y w, en cuyo caso A = 0, es decir, j@cor (T, B) = 0.

Sidim T < 2, no existe dicho vector, es mas, en estos casos es posible demostrar que
el grupo conforme, cor, (T, B), tiene una infinidad de prolongaciones no triviales. [

Proposicion 13. Dado un espacio vectorial, 7', y una forma bilineal, simétrica y no
degenerada, B, la funcion o(T, B) @R idr — coy (T, B) definida como (&, r) — {+1/2
(en cuyo caso pu(§+1r/2) = r), es un isomorfismo. Su funcién inversa esté definida como
n = (= pu(n)/2, 1(n)).

Junto con la proposiciéon anterior, los ejemplos que acabamos de desarrollar mues-
tran que las transformaciones de escala son las responsables de que jVo(T, B) = T*.
Observese también que de acuerdo al método desarrollado por Sternberg, Gnicamente
existen dos (ver la nota (16)) posibles dlgebras planas con ¢° = cor (7T, B); a saber,

Lrco,rpyo=T@®cor(T,B) v Lyw,ap =1T®co,(T,B)®d T
— ~— v
T*@T T*QT S%(T*)eT

La unicidad de estas dos algebras se debe a que ningtin subespacio propio no trivial de
g' = T* es cerrado bajo la accién de ¢° = co (T, B) (mediante el corchete), es decir,
g1 tiene estructura de go-moédulo izquierdo tnicamente en los dos casos que hemos
mencionado. Es més, como se detalla a continuacion, el algebra de Lie Ly, (7,8),0
resulta ser precisamente el algebra de Lie de las transformaciones de similaridad de T.
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Nota 14. A partir de ahora denotaremos al algebra Ly, (r,5) como co(T, B).

Proseguimos a encontrar las relaciones de conmutacion en T'@o(T', B)®T™, centrales
para demostrar nuestro objetivo. Comencemos por recordar el siguiente resultado,

Proposicién 15. Existe un isomorfismo de espacios vectoriales entre \* Ty o(T, B),
definido como

/\2 T>uANv— B(u, - )v— B(v, - )u € o(T, B).
Ademas, bajo este isomorfimo, el corchete de Lie toma la siguiente forma:
[uNv,z ANy| = B(u,y)x Av+ By, v)u ANz + B(u,z)v ANy + B(v,z)y Au, (7)
para todos u,v,x,y € T

Omitimos la demostracion de esta proposicion, ya que consiste Gnicamente en un
calculo sencillo pero laborioso. En términos de las componentes de cada factor, pode-
mos reescribir el producto cuna entre dos vectores como,

uNv = Z Bjp(u?v" — v'ul)a —,
x

_ o 0 - k. : A
donde Bj, = B (W? W) y las funciones " : T — R son las proyecciones a la k-ésima
componente.

Notese que, en términos de sus componentes, la transformacion identidad corres-

ponde al campo vectorial
. 0
. o 7
idr = E T Eyet

asimismo, cada elemento v € T da lugar a un campo vectorial constante, a saber,

; 0
u:Zuaxi.

Bajo este mismo esquema, usando el isomorfismo entre 7% y j (1)co(T, B) y usando
la igualdad (6), es posible escribir a cualquier elemento del espacio dual como

A ;) O
n () = ZBjk (ﬁujfﬂkfﬂ - §$]$k : ) B

Usando estas observaciones y utilizando la ecuacion (3), es inmediato comprobar las
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siguientes reglas de conmutacion:

TxT: [u,v] =0,
T xo(T,B) : [u, v Aw] = B(v,u)w — B(w,u)v = v A w(u),
T x Rtidy [u, id7] = u,

[

o(T,B) xo(T,B): [uAv,x Ay|] = B(u,y)xr Av+ B(y,v)u Az
+ B(u,z)v Ay + B(v,z)y A u,
o(T, B) x Rtidr :  [uAw,idr] =0,

R+idT X R+idT : [’L.dT, ZdT] = 0,

TxT*: [u,n] = n(u)idp +u A7,
o(T,B) x T" : [w A v, n) = n() (@) = n(u)(©')F = —uAo(yh),
RYidy x T* : [idr,m] = n,
T x T n, &) =
Nota 16. Al considerar cualquier elemento de la base de T, %, y que ( 82i)b = 2%, se

tiene que

f# # i
(0 0’ (0 0"’ 0’ i
| — . - . — = . = x".
ox7 ox! oxt oxJ ozt
Asi, puesto que 7 es un isomorfismo tenemos que la acciéon de o(7, B) en cualquier

subespacio no trivial de T™* genera a todo el espacio. Esto prueba la unicidad de las
dos algebras conformes que mencionamos anteriormente.

Proseguimos a demostrar el resultado central de esta seccion.

Proposicion 17. Sea T un espacio vectorial con dos dimensiones méas que 7', dotado
de una forma bilineal, simétrica y no degenerada de signatura (p+1,¢+1), B. Ademas,
consideremos un par hiperbolico o, B € T'; es decir, un par de vectores tales que

B(a,a)=B(8,5)=0 y Bla,f)=1.
De modo que sea posible descomponer a T en la forma
T = Spang{a} & T © Spang {3},

donde la restriccién de B a T coincide con B. Entonces, existe un isomorfismo de
algebras de Lie, o
o(T,B) = ¢o(T, B).

Cuando 3 < p + ¢ la proposiciéon anterior nos dice que,

co(p,q) Zo(p+1,q+1).
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Demostracion. Usando el isomorfismo de la proposicion (15) y la distributividad del
algebra exterior respecto a la suma directa, sabemos que

0 (f §> o /\2 T = /\2 Spang{a} @ T @ Spang {5}

o EB A Spang{a} ® NNT @ A Spang {3}
i+j+k=2

~a®T®NT o Spang{a AB}BBRT*
~a@T®o(T,B) ® Spang{a A} BT
~ o AT & o(T,B)® Spang{a A B} & S AT .

Dada esta descomposicion, es inmediato dar un isomorfismo de espacios vectoriales,

F, entre es o(T, B) y el algebra plana Ly, (r,5), definido entre sus sumandos directos
como,

F(lr) =a A p;
Fv)=aAv, siveT;
F(n)=BAnt, sineT
Flunv)=—uANv, siu,v€T,esdecir,siuAveoT,B).

Con ayuda de la ecuacion (7), facilmente se puede ver que bajo las condiciones de la
proposicion este es un isomorfismo de algebras de Lie. Unicamente hay que verificar
las relaciones de conmutacién en los elementos que involucran a los espacios asociados
al yT*

= Sean u,v € T. Entonces,
[F(u), F(0)] = [a Au,a Av] = Bla,v)a Au+ B(v,u)a A
+ B(a, 2)u A v+ B(u,a)v A a
=0
= Flu,v].

= Sean u,v,w € 1. Entonces,
[F(u), F(o Aw)] = [a Au,w Av] = Blo, v)w A u+ Blu, u)a Aw
+ Blo, w)u Av + B(u, w)v A a
= B(v,u)a Aw — B(u,w)a Av
— B(v,u)F(w) — B(u,w)F(v)
= Flu,v A w].

= Sea u € T'. Entonces,
[F(u), Fid)] = [a Au, e A ] = Bla, B)a Au+ B(B,u)a A
+ B(a,a)u A B+ B(u,a)B A«
= B(a, B Au
=alAu
= F[u,%dT]
16



» Sean u € T'y n € T*. Entonces,

[F(w), F(n)] = la Aw, B AT = Bla,n)B Au+ B(n',u)a A B
+ B(a, B)u At + B(u, B)nf A
= E(nu,u)a A B+ E(a,ﬁ)u AP
=n(uw)a A B +uAn
= Flu,n].

» Sean n € T* y u,v € T'. Entonces,

[F(unv), Fm)] = [vAu, 8 A1) = Blu,n")8 Au+ B(n',u)o A B
+ B(v, B)u A + Bu, B)nf Av
= B(v, )8 Au— B(if,u)B Av
= nf(0)B A (W) = if(w)B A ()"
(

=11 (0)B Au—1f(w)B Av
= FluAv,n).

= Sea n € T™*. Entonces,

[F(idr), F(n)] = [a A B, B Anf] = B(a,1")B A B+ B, B)a A B
+ B(a, B)B At + B(B, B)nf A
= B(a, B)B A1ff

=B Af

= Sean 7,£ € T*. Entonces,

[F(n), F(&)] = [BAT, BAE] = B(B,&)B A+ B, )8 A B

+ B(B, B)nf A&+ B(if, B)E A B
=0

= F[n,¢].

Por lo tanto F' es un isomorfismo de algebras de Lie.

]

Asi, hemos demostrado que el dlgebra de Lie de los campos vectoriales cuyos flujos

o(p+1,q+1)=co(p,q).
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integrales preservan, hasta un factor escalar positivo, una forma bilineal simétrica y
no degenerada, B, de signatura (p, ¢), al que también podemos denotar como co(p, q),
es isomorfa al algebra de Lie de transformaciones ortogonales en una extension de T
de T con signatura (p + 1,q + 1). Es decir,



3. El isomorfismo o0(4,2) = su(2,2) y la exponencial de
los campos que preservan la estructura conforme
del espacio-tiempo de Minkowski

A lo largo de este primera parte del capitulo seguiremos trabajando con un espacio
vectorial, T', donde esté definida una forma bilineal, simétrica, y no degenerada, B,
de signatura (p,q), donde p + ¢ = n Ademés, por brevedad, cambiaremos nuestra
notaciéon de la base de T', y denotaremos a la base que lleva a B a su forma candnica
como {e1,...,€p, €pi1,...,Epirq}, donde Ble;,e;) =1si1<i<py B(e;,e;) =—1en
los demas casos. Asimismo, denotaremos al dlgebra de Clifford de este espacio ya sea
como CI(T, B) o Cl(p, q), indistintamente.

A continuacion presentamos algunos aspectos elementales de las algebras de Clif-
ford. Esta exposicion esté fuertemente basada en [7] y [3], que dan estudios detallados
sobre algebras de Clifford y temas relacionados, y donde el lector interesado puede
encontrar los detalles y pruebas que aqui omitimos.

En general, un algebra de Clifford es un anillo no conmutativo bajo su multipli-
cacion, en el cual no todo elemento tiene un inverso multiplicativo. Denotemos como
CI*(T, B) al grupo de unidades de CI(T, B), definido de la siguiente manera,

CI*(T,B) = {c € CI(T, B) : 3c ' € CT, B) tal que cc ' = c ‘e = 1q}.

Este grupo contiene varios subgrupos interesantes con mucha informaciéon geométrica
del espacio vectorial T'. En particular, contiene a todos los elementos v € T tales
que B(v,v) # 0, pues facilmente se ve que en ese caso, v~ ' = B(v,v) 'v. El grupo
de unidades actia de forma natural como automorfismos del dlgebra en su grupo de

transformaciones invertibles mediante su representacion torcida, que se define como
Ad : C1X(T, B) — GL(CI(T, B))

¢ Ad,

donde Avdc(x) = O(c)zc!, siendo © : CI(T, B) — CI(T, B) el morfismo que extiende
a la transformacion lineal § : T — T definida como 6(v) = —v, para todo v € T.

Nota 18. De hecho, la transformacion lineal © define una Z,-graduacion en el élgebra
de Clifford al considerar los subespacios asociados a sus dos valores propios, dada como

CI(T, B) = Clo(T, B) & C1,(T, B).

Es inmediato comprobar que A\(/icl o A\(/jlC2 = /1710162 para todos ¢1,ca € CI*(T, B).
Observemos que el grupo C1* (T, B) hereda la Zy-graduacion de CI(T, B) via CL* (T, B) =
CI*(T, B) N CL(T, B), con i = 0,1. En particular, si ¢ € C1* (T, B), podemos escribir
c=cy+c conc € CLY(T,B) (i =0,1) y claramente ©(c) = ¢y — ¢;.

Como ya hemos visto, T C Cl;(T,B) y todo v € T con B(v,v) # 0 pertenece a
C1;(T, B). En particular, para todo u € T se tiene que,

B(u,v)

Ady(u) = u — 2mv

Esto es, las transformaciones Ad, con B(v,v) # 0, dejan al subespacio T' C CI(T), B)

invariante y, de hecho, Ad, |y es la reflexion generada por el vector v, que denotaremos
como p,. Este preambulo motiva la siguiente,
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Proposicion 19. Sea I'(T, B) C CI*(T, B) el subgrupo que estabiliza al subespacio
T C CT, B); es decir,

(T, B) = {a € C1*(T, B) : Ad,|r € GL(T)}.
Entonces, existe un epimorfismo de grupos,
R:T(T,B) — O(T, B)
a X:ialT
cuyo kernel es R*1¢; = {A1g|0 # A € R}.

A éste subgrupo se le conoce como el grupo de Clifford del algebra. La suprayecti-
vidad de R es inmediata utilizando el Teorema de Cartan-Dieudonné, cuya prueba se
puede encontrar en [3], y que dice que todo elemento del grupo ortogonal, g € O(T, B),
puede escribirse como la composicion de r < dim 7T reflexiones, esto es, g = p,, 0+ - -0p, .

Para ver que en efecto ker R = R*1¢y, consideremos a € ker R, entonces Ad,(x) =
O(a)ra™ = x, es decir, ©(a)xr = xa para toda x € T. Si a = ag + a;, entonces,

AT = Tay (8)

a1r = —xaq. (9)

Sea {e;} una base ortonormal de V', entonces podemos escribir ag = by + e1¢;, donde
by € Clo(T,B) y ¢; € Cli(T, B) no tienen como factor a e;. Si hacemos = = e; en (8),
se llega a que by +e1c1 = elboefl + efclel’l = by — eycy1. Por lo tanto, ¢; = 0. Utilizando
el mismo argumento para el resto de la base, se llega a que ag = A € R. Se puede
aplicar el mismo argumento a aj, sin embargo, dado que a; € Cl1(T, B), se llega a que
a; = 0. Se sigue que, por ser a = ag invertible, a € R — {0}, es decir, ker R = R* 1.

La proposicion anterior es equivalente a decir que la siguiente sucesion de morfismos
de grupos es exacta,

0 — R*1qy —— I(T, B) —£— O(T, B) —— 0.
Dentro del grupo de unidades existen dos grupos de particular importancia,
Definicién 20. El subgrupo Pin(T, B) C I'(T), B) es el conjunto,
Pin(T,B) ={vy---v, € CU(T,B)|v; € T y B(vj,v;) = £1V1<i<r}
Dado que cada v; € T' con B(v;,v;) # 0 esta en el grupo de Clifford y ;‘:(/L,Z. = pu,;, S€

cumple que Pin(7T, B) C I'(T, B).
Definimos el grupo espinorial como, Spin(7, B) = Pin(T, B) N Cly(T, B).

Es inmediato que las representacions adjunta y adjunta torcida coinciden al res-
tringirse al grupo espinorial. Asimismo, al restringir el dominio del epimorfismo R
de la seccion anterior a los subrupos Pin(7, B) y Spin(7T, B), se obtiene el siguiente
resultado:

Proposicion 21. Sea V un espacio vectorial real dotado de una geometria B con
signatura (p, ¢). Entonces,

0 s Lo s Pin(T, B) —%— O(T,B) —— 0

es una sucesion exacta de grupos y también lo es,

0 > 7o s Spin(T, B) —&— SO(T,B) —— 0.
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Esta proposicion nos dice que en el caso real, los grupos Pin(7, B) y Spin(7T, B)
son cubiertas dobles de los grupos O(T, B) y SO(T, B), respectivamente, donde la
funcién cubriente es R restringida a los dominios correspondientes. Que en la segunda
sucesion la imagen de R esté contenida en el subgrupo SO(T, B) de O(T, B) resulta del
hecho que la imagen es una composicién de un nimero par de reflexiones. En ambas
sucesiones, ker R = Zy porque en general R(a) = R(—a) para todo a € I'(T, B).

Nota 22. Cuando la geometria B tenga signatura (p, q), escribiremos al grupo Pin(T, B)
simplemente como Pin(p, q) y al grupo espinorial como Spin(p, ).

Nota 23. De hecho, el grupo de unidades de un algebra de Clifford, asi como sus
grupos Pin y Spin son grupos de Lie. En el caso del grupo de unidades, su algebra
de Lie es el algebra de Clifford con el bracket definido mediante la multiplicaciéon del
algebra.

3.1. Estructuras complejas y el elemento I' € Cl(p, q)

Sea {e;}_, la base de T' que lleva a la matriz asociada a la geometria B, de signatura
(p,q), en su forma candnica. Definimos el elemento

I'= €162 €y € CI(T, B),

que, como consecuencia inmediata de las propiedades del algebra de Clifford, satisface,

n(n—1)

ol = (—=1)""'Tw, paratodov €T CCIT,B), y T?=(-1) 2 (=1)%g,
Recordemos ahora la siguiente,

Definicion 24. Una estructura compleja en un espacio vectorial real, T', es un endo-
morfismo, J € End T, tal que J o J = —idr.

Se puede demostrar que en espacios vectoriales reales de dimensioén impar, no existe
estructura compleja alguna. Y por otra parte, que en espacios vectoriales reales de
dimension par, siempre existe una estructura compleja.

Una estructura compleja en un espacio vectorial permite redefinir a éste como un
espacio vectorial complejo. Para esto se define la multiplicaciéon por escalares complejos
de la siguiente manera, sean v € T, a + ib € C y J una estructura compleja en 7.
Entonces, (a + ib)v := av + bJ(v). Al espacio vectorial complejo que se obtiene de T
y su estructura compleja J lo denotaremos como 7. Claramente si la dimension real
de T es 2n, entonces la dimension compleja de T’y serd n y como espacios vectoriales
reales, V' y V; son isomorfos.

Por otro lado, si W es un espacio vectorial complejo de dimensién compleja n y
consideramos el endomorfismo J de W definido como J(w) = iw, para todo w €
W, entonces, viendo a W como un espacio vectorial real de dimension 2n, J sera
precisamente una estructura compleja en W.

Si consideramos a los endomorfismos de 7"y a los de T'; sobre los reales, claramente
la esctructura de ambos espacios de funciones es la misma y se tiene que Endg T' =
Endg T);. Es mas, se tiene el siguiente resultado:
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Proposicion 25. Sea T un espacio vectorial real de dimension par, 2n, y sea J una
estructura compleja en él. Entonces,

Endg T ={f € EndgT: foJ—Jof=0}d{g€ EndgT :go0J+ Jog=0}.

Ademas, existe un espacio vectorial complejo W de dimensién compleja n, isomorfo
a T como espacio vectorial real, y en el cual multiplicar por i = v/—1 corresponde
exactamente a aplicar la transformacion lineal J en T'. De hecho,

{f€EndgT : foJ—Jof=0}+ Endc W
{g€EndgT:g0J+Jog=0}<« Endc Wo K

siendo K : W — W una transformacion C-antilineal invertible fija.

Es inmediato convencerse de que bajo las identificaciones que hemos discutido, C™,
pensado como espacio vectorial real, es precisamente R?*" con la estructura compleja
inducida por multiplicar por i = v/—1. En este trabajo seguiremos la convencién de
identificar a (xy +iy1,...,2n +1y,) € C" con (T1,...,Tn,y1,-..,Yn) € R*" y de esta
forma, la accion de la estructura compleja J en R?" es precisamente

(1o Ty Y1y ey Yn) > (=YL ooy —Yny T1, - ey T

Es decir, siempre podemos elegir una base de R?" respecto a la cual .J se escribe como,

O _1n><n
/ ‘(LM 0 )

Proposicion 26. Sea T' un espacio vectorial real de dimensién par, dim 7' = 2m y sea
v : Cl(p, q) — End W una representacion de Cl(p, q). Entonces,

1. SiT? =1y (') # idw, entonces, y(T') induce una descomposicion en W de la
forma W, @ W_ correspondiente a los valores propios +1 del polinomio minimo
de 4(T'). Ademas, dado que para todo v € T, vI' = —T'v, entonces y(v) actia en
W intercambiando W, por Wx.

2. Si (p — q)/2 es un entero impar, entonces I'> = —1¢ y ¥(I')? = —idy . Por lo
tanto, v(I") define una estructura compleja en W. Ademés, dado que para todo
v €T, vI' = —T'v, se sigue que, para cada v € T C Cl(p,q), y(v) : W — W es
una transformacion R-lineal que anticonmuta con ~y(T').

3.2. Realizaciones de CI(3,1) y Cl(4, 2)

En [2] estudiamos detenidamente la forma de obtener las respectivas realizaciones
de Cl(p + 2,p), con p = 1y p = 2, en Endc C* & Endc C¥ o K, con funciones
K, : C¥ — C* antilineales e invertibles que elegimos convenientemente en cada caso.
El procedimiento que seguimos en dichos casos es casi completamente genérico, por
este motivo omitiremos algunos de los pasos que desarrollamos con suficiente detalle
en dicho trabajo. Ahi, utilizamos el isomorfismo

Cl(p + 2,p) = Endg R*"" = Ende C7*' @ Ende C*' o K,
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siendo K, : CP*! — CP™! una transformacion antilineal e invertible fija. Para deter-
minar univocamente dichas realizaciones impusimos dos condiciones: primero, usando
el isomorfismo entre R?" y CPT! que la funcién asociada a la multiplicacién por
i = v/—1 correspondiera a la transformacion lineal R — R?""" | asociada al elemen-
to ' = ejes---e, de Cl(p+ 2, p). Finalmente, para fijar la realizacion, se observo que
la aplicacion de Clifford R?”" < Ende CP* @ Ende CPHo K, tiene que contener a su
imagen en el sumando directo Endc CP* o K, ya que todo vector v de R?" satisface
la ecuacion I'v = —v T en Cl(p + 2, p).

En esta seccion resumimos los resultados relacionados con las realizaciones de las
algebras de Clifford C1(3,1) y Cl(4,2) que se obtienen con el método que acabamos de
describir en los espacios Ende C?2 @ Ende C? o k y Endc C* @ Ende C* o K, respectiva-
mente, donde x y K son funciones antilineales e invertibles fijas. Referimos al lector
interesado en ahondar en el uso de estas realizaciones en fisica a [11].

Comenzamos por fijar la funcién antilineal e invertible, x : C2 — C2. Para la
realizacion del espacio tiempo de Minkowski consideramos una base {uy,us} de C2,
que mantendremos fija a lo largo de esta secciéon. Asi, definimos x de forma que

ff(u1) = Ug, y /f(uz) = —Uj.

Al ser k antilineal, x(zu;) = Z k(u;) para cualquier z € Cy j =1 o 2. En particular,
la version matricial de x es,

~

Esta eleccion de x guarda una interesante relacion con los elementos de C(2)
Endc C?:

Proposicién 27. Sean x : C? — C? la transformacioén antilineal e invertible que
acabamos de definir y X € C(2) = Endc(C?), una transformacion lineal arbitraria.
Entonces,

kXK = (—=X")",
donde, para cualquier matriz Y € C(2), la matriz Y* es su matriz adjunta, definida
por via de la regla de Cramer, de forma que YY* =YY = det Y1gys.

Recordamos entonces que,
u(2) = {X € C2)[X* = —X} = {X e (C(Q)’X — (”? v :Zy)} ,
r+wy t—=z
de manera que si X,Y € u(2), se tiene que
KXk =X y k(1Y )k = =Y

Observamos también que u(2) es isomorfo como espacio vectorial real al espacio-tiempo
de Minkowski, ya que sus dimensiones coinciden y el determinante, det(X) para X €
u(2), coincide con la forma cuadratica asociada B cuando X lo vemos como el vector
teg+ ey +yes + 2 es; ambas expresiones dan por resultado 22 + y? + 22 — ¢2. Luego,
sus algebras de Clifford son isomorfas. Al considerar las matrices de Pauli como base
de u(2),

(10 (01 (0 —i /1 0
0=\ 1 1=1\1 0 2=\ o 7= \0 -1/
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el isomorfismo entre u(2) y el espacio-tiempo de Minkowski es simplemente,
u(2) > tog+xofyoy+z03 < teg+re Fyes+zes € RY.
Con estas observaciones se demostro la siguiente,

Proposicion 28. La funcion lineal v : u(2) — Endc C? @ Endc C? o &, definida por
v(X) = Xk, es de Clifford y se extiende a un isomorfismo de algebras

C1(3,1) — Endc C? @ Ende C2 o k.

Para ver que es de Clifford, observamos que (Xk)? = X (kX k) = XX = (det X)1ax9
y para demostrar el resto, se utilizan las siguientes identidades:

oy = 09 o = —0,
(iUo)a = ?;0'0 (ZUj)a = —Z'Oj,

que nos seran utiles mas adelante en el capitulo. Entonces, por ejemplo, si consideramos
la base de u(2) descrita previamente, tendremos que,

[' = epereses — (ioga)(ioa)(ioga) (iosa)
= ioo(aioia)ioy(aiosa)
= 000]020%
= 00010203

= ZlO_Oa

que es justamente la condicion que buscabamos: que el elemento I' = egejeses bajo
la realizacion del algebra de Clifford se transformara en multiplicar por i = v/—1. Es
facil comprobar que los elementos de la base de CI(3, 1) se transforman de la siguiente
manera, si (4, j, k) es una permutacion par de (1,2, 3):

lar— 09

e, 10,0
€g; > 0;

€5 10y
€193 H—r —OgQ
€pij > —OpQ

I' — i0g.

Observemos que los elementos cuadraticos del algebra de Clifford C1(3,1), {ep;, €i;}
se transforman en los generadores de las matrices complejas de 2 x 2 sin traza; éstas son,
las generadas por {0y, i0% r—123; en otras palabras, en el espacio sly(C). El subespacio
complementario a sly(C) en C(2), es el subespacio real de dimension 2 generado por
{00,100}. Queda claro que esto genera completamente las transformaciones C-lineales
End(c C2 = (C(Q)

Por otro lado, el subespacio de las transformaciones C-antilineales End¢(C?) o x &
C(2)~ esta generado por {ic,a} que es la imagen de R* = u(2) y por {o,x}, que es
la imagen de los elementos ctibicos {eja3, €g;;} en C1(3,1).
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Para encontrar la realizacion de Cl(4,2) primero definimos la funcién antilineal e
invertible que le corresponde, K : C* — C*, en términos de la funcion x : C? — C?
que acabamos de definir; fijamos una base {uy, us, vy, v2} de C* para la cual

K(uy) = usg K(v1) = vy

K(ug) = —uy Y K(vg) = —vy.

Entonces, definimos K como el operador antilineal diagonal:

k 0
= (5 2):

en particular,

z1 —2
) Z1
K = _
z3 —Z24
Z4 23

Para definir el resto de la realizacion observemos que al completar la base candnica de
R*! en la base candnica de R*?, asaber {e_, e, e,}, donde p =0,1,2,3,y B(eg, ex) =
+1, se tiene que

R*? =2 Span{e_} ® R*' @ Span{e, },

que a su vez podemos identificar con Span{e_} @ u(2) @ Span{e, }. Asi, tenemos la
siguiente,

Proposicion 29. La funcion lineal «y : C1(4,2) — Ende C* @ Endc C* o K definida en
R*? = Span{e_} @& u(2) ® Span{e, } como

_ (X 0 42 _ 0 Ioxe
Y(X) = (O X“) K, cuando X € u(2) CR™, y ~y(ex)= <:F12><2 0 ) K.

Se extiende a un isomorfismo de algebras de Clifford.

Motivados por la descomposiciéon dada en el capitulo anterior, es posible descom-
poner a R*? en términos de 1u(2) y un par hiperbolico, a saber,

ey +e_ e, —e_
a=—" y B=—

V2 V2

de forma que B(a,8) =1y B(a,a) = B(8,5) =0y en cuyo caso,

R*? = Span{a} @ u(2) ® Span{j3}.

En nuestra realizacion anterior, las matrices asociadas a estos elementos son:

a:(g \{F)K . ﬁ:(_?@ g)K
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3.3. El isomorfismo entre 0(4,2) y su(2,2).

Sabemos que, como espacios vectoriales, es posible identificar a A*T = o(T, B)
con el subespacio definido por el producto de orden dos del algebra de Clifford. En
términos de nuestra base, esto quiere decir que,

Spang{e;e;tic; = A°T.
Explicitamente elegimos el isomorfismo mediante
€;€5 > 2e; N\ €;,

cuya funcién inversa es
e \ej—> Z[ei’ e,

donde el corchete esta definido mediante la multiplicacion del algebra de Clifford. En
el caso de la base, y mas generalmente para vectores mutuamente ortogonales, esta
dltima expresion se reduce a i[e;, ¢;] = 1(e;e; — eje;) = 1(2e;e; — 2B(ey, €5)) = 2ese;,
como era de esperarse.

Nota 30. Los factores escalares en ambas expresiones son de origen geométrico, de
acuerdo a Lawson y Michelsohn, y no daremos explicacion de ellos.

De hecho, es posible demostrar que, al ser el grupo Spin(7', B) un subgrupo de Lie
del grupo de unidades del algebra de Clifford, la funcién inducida por la representacion
adjunta torcida entre el grupo espinorial y el grupo ortogonal da lugar precisamente
al isomorfismo de algebras de Lie, spin(T, B) & A?T, acabamos de definir.

Este isomorfismo yace, junto con las realizaciones de Cl(3, 1) y Cl(4, 2), en la base de
este capitulo, ya que nos da una representacion matricial del algebra 0(4,2) = co(3,1)
en la cual podremos identificar precisamente los campos vectoriales de diferentes or-
denes. Calculemos dicha representacion:

= Observemos que

1 1
T9U<—>Oé/\v<—>1[a,v]25av,

=5 (0 0) % (0 ) =700 1) =500 0)

Entonces,

V4 a N HL 0V
YA\ 0

es decir que podemos identificar al conjunto de todas las matrices de esta forma
con las traslaciones.

= Observemos que

r & a A f e glo 6],

1 1(1 0
jmm=§c)_0.
25
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Entonces,

1/1 0
1THOK/\B<—>§(O _1>

es decir que podemos identificar a las traslaciones con el espacio generado por
dicha matriz.

» Para encontrar el isomorfismo en 0(3,1) nos restringiremos a los elementos de
la base. Consideremos e,,e, € T, con p # v, ambos con valores entre 0 y 3,
entonces,

1
0(3,1) e, Ne, e, Ne, < Z[O'Z,,U#],

2G5 e (5 25 99
GGG DG )
(G2 )

( O’,,UM 0 >
a a :
0 0,0y — 0,0,

En donde existen esencialmente dos posibilidades:

1
4
1
T4
1
4
1
4

1. Si pu# 0y v #0. Entonces,
1 0.0, — 0,0, 0 B 1 —0,0, + 0,0, 0
4 0 0T, — OL0, 4 0 —0,0, + 0,0,

=1 ("% )

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que p y v son los primeros dos
indices de una permutacion par de (1,2,3), en otras palabras, que existe
A # 0, para el cual [0,,0,] = 2i0,, en cuyo caso llegamos a que,

1[6 6]_—1 ’iO’)\ 0 __1 ’L'O')\ 0
g7 o0 doy) T 2000 —(ion)* )

ya que oy = o para todo A = 1,2, o 3.

2. Por otro lado, si 4 = 0, pero v # 0, entonces,

a a
<O’HO'V — 0,0, 0 ) _
a a
0 0,0y — 0,0

A
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Entonces, tenemos la siguiente correspondencia:

— (Z%A —(i(()j )*) ,si (i, v, A) es una permutacion par de (1,2,3).
2e, N ey <> 0 A
oy B

—(0 _Uz),cuandou—()yl/séo.

Recordemos que (2, C) = Spang{oy,io. };_,, de forma que, por la linealidad del
corchete de Lie y las igualdades anteriores, reconocemos que existe una biyeccion

0(3,1) = Spang { (g _%) € esl(2, C)}

» Finalmente, veamos que ocurre con las transformaciones no lineales, correspon-
dientes al espacio § A T™*. Consideremos n* € T, el elemento asociado a n € T™.

Entonces,
T AN < i[ﬁ,n*] = %577*,
donde,
b2 (0 (1 Bk (8 )
Entonces,

. 1 0 0
n< AN H_E(Ha 0)

donde H es la matriz asociada al vector n*. Es decir que podemos identificar al
conjunto de todas las matrices de esta forma con las transformaciones conformes
cuadraticas.

Observemos que la diagonal corresponde precisamente al conjunto de matrices con
traza real, ya que —&* +rl = —(£ 4+ rl)*, para cualesquiera r € Ry £ € sl(2,C).
Ademas, puesto que X € u(2) si, y solo si, X* € u(2), hemos demostrado el siguiente
isomorfismo de algebras de Lie:

0(4,2) = {(f/ _E) .£eC(2), tré €R, yX,YEu(Q)}.

El conjunto de todas las matrices complejas de 2 x 2 con traza real forma un algebra
de Lie que se denota por tl(2,C), notacién que adoptamos en el presente trabajo.
Debido a que dimu(2) = 4 y la dimension del espacio de matrices complejas de
2 X 2 con traza real es 7, se tiene que dimo0(4,2) =4+ 4 4+ 7 = 15. De hecho, ésta es
precisamente la dimension de SU(2,2), cuya algebra de Lie esta definida como,

su(2,2) = {Xe@(4) . X*H + HX =0, donde H — ((1) (1)) v trX:()}.

Entonces, € su(2,2) si, y solo si, tr(A+ D) =0, A= —-D*, B=—-B*y

A B
C D
C' = —C*. De donde concluimos que trA € Ry B,C € u(2). Es decir, existe un
isomorfismo de algebras de Lie,

c0(3,1) 2 0(4,2) = su(2,2).
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Nota 31. En 1910, Bateman [1] demostr6 que el grupo de transformaciones que dejan
invariantes a las ecuaciones de Maxwell es precisamente el grupo de transformaciones
conformes del espacio-tiempo de Minkowski.

3.4. Sobre la exponenciaciéon de los campos conformes del espacio-
tiempo de Minkowski

Al revés que en la seccién anterior, ahora comenzamos por considerar un elemento
arbitrario de su(2,2) = 0(4,2) y le asociaremos un campo vectorial que preserva la
clase conforme de la forma bilineal, B, en T

Recordemos que dado cualquier espacio vectorial, T, y una forma bilineal definida
en él, B : T xT — R, da lugar a una forma cuadratica ¢ : 7' — R definida como
q(u) = B(u,u), para cualquier u € T. De igual forma, una forma cuadratica da lugar

a una forma bilineal mediante la llamada identidad de polarizacion, dada por

Blu,v) = 5 (alu+v) — a(u) — a(v)),

para todos u,v € T. Al identificar a R*! y su forma cuadrética con u(2) y la fun-
cion determinante, esto da lugar a una forma bilineal en el algebra de Lie, que la
denotaremos nuevamente como B y esta definida como:

B(u,v) = = (det(u + v) — det(u) — det(v))

1
2
que usando la matriz adjunta de Cramer, para todos u,v € u(2), se convierte en,

1

B(u,v)laxe = 5 (det(u + v) — det(u) — det(v))

1
5 ((u+v)*"(u+v) —u'u —v)

1 a a

=5 (uv 4+ vu) .

Asimismo, utilizando el hecho de que (uv)® = vu® y que u + u® = (tru)lyxe para
cualquier par de matrices, se llega a que,

1
B(u,v)laxe = 5 (uv + v*u)

1 a a a
:§(UU+(UU))

=3 tr(uv)laxs.
Concluimos inmediatamente que, para cualesquiera par de matrices u,v € u(2), se
cumple que
2B(u,v) = tr(u*v) = tr(uv®). (10)

Con este preambulo estamos listos para entrar en materia. En lo subsecuente conside-
raremos a la matriz = € u(2) como la funciéon que a cada punto del espacio-tiempo le
asocia sus coordenadas, en el mismo espiritu que al final del capitulo anterior. Sea

X = (é _Ug*) € su(2,2),

y encontremos su correspondiente campo en u(2):
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» Recordemos que la matriz U € u(2) proviene del elemento V2u € R que
corresponde a su respectivo campo vectorial constante.

= La diagonal corresponde a los elementos de la transformacion identidad y el
algebra de Lie ortogonal. Veamos la correspondencia en los elementos de la base:

e Si& = —0g= laxs, entonces,

que es el valor del campo —2idps,1.

e Sif=—0,

Cx+ x&" = —2x,

observemos que,

x4+ 28" = —(o,x + x0oy,)
= —(ogx0, + %090, — opx09 — 40,00)
= —2(B(09, )0, — B(0,,x)00),

que es el valor del campo vectorial —2¢g A e, € X(R>1).

e Si¢ = —ioyy (i, v, \) es una permutacion par de (1,2, 3), observemos que,

2e, Ney(r) =2(B(ey, x)e, — Bley,x)e,) = 2(B(ey, v)e, — Ble,, x)e,)

+ eper — ey e,
=eue,x + (e,x + 2B(ey, x))e,
= €,6,T — Te,e,
< 0,0,T — 0,0,
=i(oa\r — z0))

= —(&x +x£)

que es el valor del campo vectorial —2¢, A e, € X(R>!).

» Si V =0, para algin p entre 0 y 3, entonces,

—¢%;H—(¢ﬂ%m%m—;%3@@p0

= —— (zo%x + 0,2% — det(x)o
Iz B ®

V2
1

- a
= .%'O'MZC

V2

que es el campo vectorial correspondiente a —\/562 € X(R31).

De estos calculos podemos concluir que existe la siguiente correspondencia entre ele-
mentos de su(2,2) y campos vectoriales que preservan la estructura conforme de R31:

w@%a@,g*

><—>(1’>—>\/§U—

1

2

((fx + x&*) + \/§xV“x>) c X(R*Y)

Ya se vio que, mediante la funciéon exponencial, todo campo vectorial X € X(R3!)
define un flujo en R*! que explicitamente es I'(t,z) = Exp(¢tX)(z). Veamos los flujos
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que definen cada uno de los sumandos de co(3, 1) que acabamos de encontrar. Demos-
tramos en el capitulo anterior que el flujo del campo vectorial constante z — /22U,

esta dado por
D(t,z) = z + V2tu.

Notese que las curvas integrales t — = + v/2tu estan definidas para toda t.
Ahora consideremos los campos vectoriales de la forma X = —3(&x + &%) €
X(R*!), en cuyo caso se tiene que:

id(z) =
X(r) = %@ +ag)
X(X(@)) = 5 (65060 + 26 + 560+ 266"
411 (x4 28x" + 1(€%)?)
X(X(X (@) = 5 ((En +2€) +26(En + 2€)E" + (€0 -+ 26)(E'))
= 2 (€0 + €2t + 2606 + 22(€" + (€ +2(€))
= 2 (€7 + 3% + 362(€') + ("))

De donde facilmente concluimos que
1"« 1\" <« 1
X" = | —— n—k =nl|l == = ¢n—k * k‘
€ ( 2) ;( )5 (&) n( 2) ko(n_k,)!k!f (&)

Entonces, se tiene que

S5 () (55)

- (40)- (1)

por definicién del producto de series, es decir,

Exp(tX)(x) = (Exp (—%g)) . (Exp (—%g)) .

En este caso, como esperabamos, el resultado es una transformacion lineal de x y, al
igual que en el caso de las traslaciones, es una transformacion que esta definida para
todo t € R.

Integrar los campos cuadraticos es mas complicado, asi que comenzamos por dar
los primeros términos de la serie de Taylor asociada a la funcién (1/4B(v,v)B(x, z)t* —
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B(z,v)t + 1)1, para vectores z,v, y que nos sera de gran utilidad mas adelante:

2

(1 —tB(z,v) + %B(U’ U)B(:B,x))_ =14 B(x,v)t

4 (B(x, V)2 — iB(v, U)B(:L’,a:)) 2

+
VR
oy
~—
8
[t
S~—
>
|
=
F
(o4
S~—
=
8
R
UU <
w
_|_
H
cn
D:J
@
@
\/ \/ \_/
~
S

+ (B(x, )% — ZB(’U, v)B(z, z)B(z,v)* + gB(U,U)2B(l‘ 2)*B(z,v)?

1 3 3) 46
- 6—43(2} v)°B(z, ) )t

Exponenciar las componentes cuadraticas es un proceso sencillo pero laborioso, por lo
que tnicamente presentamos los resultados. Consideremos el campo X (z) = B(x,v)z—
+B(z, z)v, entonces:

id(z) =
X(z) = Bz, v)z — %B(w,az)v
X(X(2)) = 2B(z,v)% ~ Blz,)B(z,)v — 3 B(o,v) Bz, 2)a
X(X(X(x)) = 6B(z,v)*s — 3B(v, v) B(x, #) B(x, v)a
3Bz, 2)Blx, v)v + 23(@«, ) B(v, )

de donde, al comparar los respectivos términos de las series, se concluye que,

2

Exp(tX) () = (1 Bz, v) + %B(v, U)B(m,x)> B (m _ %B(x, x)v) .

Resulta sencillo traducir este flujo a su version matricial. En efecto, observemos que,
por la definiciéon de la matriz adjunta de Cramer,

t ¢ ¢ ¢
det (12><2 — 5’0%13') 12><2 = <1Q><2 — 51)(11') <1Q><2 — §Ua$>
t t
= <12><2 — §'Ual’> <12><2 — 5.13(11})

t t 12
=1 — 0%z — =z% + —v*zz™
2X2 2 2 4

= <1 — tB(z,v) + %B(U,U)B(m w)) Loyo.
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Por lo que, utilizando (10), llegamos a,
t -1 t2 —1 " a
(12><2 - §vax) = (1 —tB(x,v) + ZB(U, v)B(x,x)) (12><2 - 51}%)

- (1 — tB(z,v) + gB(v, U)B(:E,:E)>_1 (1m - %xv) ,

de donde claramente se ve que es posible rescribir el flujo integral como

Exp(tX)(z) = (1M - %vx) -

Notese que a diferencia de los campos de 6rdenes menores, al exponenciar campos
cuadraticos obtenemos curvas integrales que no estan definidas globalmente; es decir,
hay valores de t donde el denominador (1 — ¢tB(z,v) + %B(v, v)B(x,x)) se anula.

La observaciéon anterior implica que considerar al espacio-tiempo de Minkowski
como un modelo adecuado del universo, y esperar que el grupo conforme sea el grupo
de simetrias de éste, son visiones incompatibles matematicamente, pues acabamos de
ver que existen transformaciones conformes que no estan globalmente definidas en todo
punto del espacio-tiempo de Minkowski. En este trabajo nos guiaremos por el principio
segun el cual el objeto fundamental de estudio es el grupo de simetrias, desechando
asi al espacio-tiempo de Minkowski como un modelo viable del universo. Dedicamos la
siguiente seccidn a construir un espacio donde no existan estas limitaciones; un espacio
M con estructura de variedad diferenciable, en la que sus cartas coordenadas puedan
tomar valores en el espacio vectorial R*!, pero en la que todo elemento del dlgebra de
Lie conforme, realizada como una subalgebra de Lie de los campos vectoriales de M,
tenga un flujo integral bien definido globalmente; esto es, sin singularidades en ¢. Una
manera de conseguir esto es buscando un modelo homogéneo G/H de M y con R!
identificado con algtn subconjunto abierto de M.
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4. Completacion conforme de un espacio vectorial con
geometria de signatura (p,q)

El principio de equivalencia de Einstein dice que las leyes de la fisica son iguales
en todo marco de referencia inercial. Matematicamente esto se traduce a que las ecua-
ciones de la fisica deben quedar invariantes bajo ciertas transformaciones del espacio-
tiempo de Minkowski que preserven una forma bilineal, simétrica y no degenerada de
signatura (3, 1); hoy en dia conocemos a estas transformaciones como transformaciones
de Lorentz.

En 1910, Bateman demostré que el grupo que deja invariantes las ecuaciones de
Maxwell es mas grande que el grupo de Poincaré [1], es mas, en su trabajo demuestra
que el grupo de invariancia de las ecuaciones de Maxwell depende de quince parame-
tros independientes y de hecho es localmente isomorfo al grupo SU (2, 2). Sin embargo,
las transformaciones de SU(2,2) no estaban bien definidas en todos los puntos del
espacio-tiempo de Minkowski. Este hecho es la motivaciéon principal para proponer
que el espacio-tiempo de Minkowski usual sea solamente el espacio euclideano donde
toman valores las cartas coordenadas de una variedad homogénea y compacta, M, lo-
calmente isomorfa a R*!. En este capitulo construiremos dicha variedad demostrando

en el proceso algunas de sus propiedades més importantes. Referimos al lector intere-
sado a [5] y [13].

A lo largo de este capitulo trabajaremos nuevamente con un espacio vectorial T,
de dimensién n = p + ¢, dotado de una forma bilineal, simétrica, y no degenerada,
B, con signatura (p, q), con min{p, ¢} > 1. Asimismo, consideramos al espacio T', de
dimension n + 2, dotado de su respectiva forma bilineal, simétrica, y no degenerada
de signatura (p +1,¢g+ 1), en el cual T C T'y B|r = B. Hacemos esto en general,
pues considerar tnicamente el caso particular del espacio-tiempo no facilita en ningin
sentido el desarrollo, y concluimos el capitulo con el ejemplo del espacio-tiempo de
Minkowski.

4.1. Construcciéon y propiedades de la completaciéon conforme

Consideremos el subespacio de vectores isotropicos de TV,
C:={veT\{0}: B(v,v) =0}

Dado que la forma bilineal Bes suave, del teorema de la preimagen se sigue que C' C T
es una subvariedad suave de dimension p + q + 1. B _

Recordemos que el espacio proyectivo asociado a T' esté definido como P(T) :=
T\ {0}/ ~, donde v ~ w si existe un escalar, A € R* := R\ {0}, tal que v = Aw. Al
elemento de P(Tv) asociado al vector v € T' lo denotaremos como Ru, y es evidente que
geométricamente representa al subespacio de dimensiéon uno generado por v. Ademas,
claramente C' es invariante bajo la acciéon de R*, de forma que es posible restringir la
accion de R* en 7" a C', concluyendo que

m(C) =C/ ~=P(C),

que por argumentos similares a los anteriores es una variedad diferenciable de dimen-
sion p + ¢. El espacio 7(C') es un ejemplo de una hipersuperficie cuddrica proyectiva
de T
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Veamos como son las variedades C'y 7(C') geométricamente. Sean E'y F' los subes-

pacios de T en los cuales la geometria B es positiva definida y negativa definida,
respectivamente; es decir, F' es un subespacio de dimension p + 1, mientras F' es de
dimension g+ 1 y claramente T'= E & F. Entonces, dado un vector isotropico, v € C,
es posible descomponerlo en la forma v = (v, ,v_), donde v, € F'y v_ € F. Asi, se
tiene que

C = v e T\ {0} : [Bluy, 1) = |Blo_, v )]},
Como consecuencia de esta observacion se tiene la siguiente,

Proposicion 32. Sea B una forma bilineal, simétrica, y no degenerada de signatura
(p+ 1,q + 1) definida en T y sea C' el subespacio de vectores isotropicos no nulos.
Entonces, dependiendo de los valores de p y ¢, C' es difeomorfo a distintas variedades:

» Si 1 <min{p,q}. Entonces, C = S’ x S? x Ry C es conexo.

» Si min{p,q} = 0, pero 0 < max{p,q}. Entonces, C' = (SP x R)U (S x R) y C
tiene dos componentes conexas.

= Sip=¢q=0. Entonces, C = RURURUR y C tiene cuatro componentes
conexas.

Dado v € C siempre es posible encontrar A € R* de modo que v = Av € SP x S,
1 ~ ~ ~ ~
a saber, A = B(vy,vy)”2, de forma que, B(0,,0y) = B(v_,0_) = 1 y podemos
reescribir

7(C) = {Ro: [Blvy,vy)| = | Blo_,v)| = 1},
lo que implica que la funciéon
T = RPHHH D §P % ST — 7(C) C P(T)
(z,y) = R(z,y),
es suprayectiva. Es més, es facil demostrar que dicha funciéon es 2 a 1, por lo que
C/~=7(C)=SP xS/ Z,. (11)

Nota 33. Obsérvese que 7(C') es un variedad compacta (y sin frontera), de modo que
los flujos asociados a sus campos vectoriales estan globalmente definidos.

Veamos ahora qué papel juega T' C T en esta construcciéon. Primero descompon-
gamos a T' como T' @ R @ R%! de forma que podemos escribir cualquier elemento
de T en la forma (v, s,1) vy,

7(C) = {R(v,s,t) : B(v,v) +s* —t* =0}.

Por otro lado existe una funcion suave, n : T'— 7(C'), definida como

vi— R (v, %(1 — B(v,v)), %(1 + B(“vv))) ’

cuya importancia se revela en la siguiente,

Proposicion 34. La funcién n satisface que:
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1. n(T) = {R(v,s,t) € 7(C) : s+t # 0} = {Rx € 7(C) : B(z,(0,1,—-1)) # 0}, y
de ahora en adelante denotaremos al punto (0,1, —1) como v.
2. n es inyectiva.

3. n(T') es un subconjunto abierto y denso de 7(C).

Demostracion. 1. Siv € T, claramente n(v) = [(2v, 1—B(v,v), 14+ B(v, v)| satisface
que 1 — B(v,v) + 1 + B(v,v) # 0. Por otro lado, si consideramos un vector
isotropico de la forma (v, s,t) con s+ ¢ = 1, entonces,

B(v,v) =t* — s8> =t — s,

de donde concluimos que
1 1
t:§(1+B(va)) Yy 825(1_3(070))7

de forma que 7(v, s,t) = n(v).
2. Supongamos que 7(v) = n(w). Entonces, w = Av para algin A # 0, y se tiene
que,
M1+ B(v,v)) =1£MB(v,v) <= XA—1=+\\—1)B(v,v),
cuya Unica solucion es A = 1.

3. Por el primer inciso de la proposicion es claro que n(7") es un subconjunto abierto
de 7(C'). Consideremos ahora un elemento en el complemento, [(v, s,t)] € 7(C)\
n(V). Entonces, s = —t y B(v,v) = 0, y consideramos dos posibles casos: Si
s =0, se tiene que v # 0 y la sucesion {nv}>°, satisface que

n(nv) = Km%%)} _ KU%%)] 14,0, 0)].

Por otro lado, si s # 0, consideremos un vector w € T que junto con v forme un
par hiperboélico. Entonces, para a # 0, podemos garantizar que

B(v + aw,v + aw) = 2a # 0.

Asimismo, para que un vector de la forma o = (v + aw, s + b, —s) sea isotropico
es necesario que
B(9,7) = 2a + 2sb + b* = 0,

ecuacion que es posible resolver para b como funcion de a y ademas se cumple
que b(a) > 0sia— 0y lim, 00 = (v,s, —s).
O

Dado un vector isotropico, v = (v, s,t) € ’i para el cual s +¢ = 0, se tiene que
R(v, s,t) € m(C) \ n(T), si, y solo si, se da alguno de los siguientes casos:

» Si s # 0, entonces, se debe cumplir que t = —s y B(v,v) = 0 . De forma que
Ri = R(v, 1, —1).
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» Si s = 0, entonces, se debe cumplir que ¢t = 0 y B(v,v) = 0. De forma que
V=

(v,0,0).

De donde concluimos que 7(C') contiene dos copias disjuntas del conjunto de vectores
isotropicos de T', {v € T': B(v,v) = 0}, que junto con n(7") llenan a 7(C'), en otras
palabras,

m(C) =n(T) U Cy U Cx,

donde C, =2 C, = C.

Al espacio w(C) se le conoce como completacion conforme de T, y de ahora en
adelante lo denotaremos como X?4. La proposiciéon anterior es la razén por la cual
se le llama completacion, para entender por qué dicha completacion es conforme, es
necesario estudiar los espacios tangentes de XP4. Especificamente veremos que cada
espacio tangente a la variedad esta equipado con una métrica de signatura (p, ¢), defini-
da hasta un factor escalar, y sabiendo esto demostraremos que 7 es una transformacion
conforme.

Comenzamos con un par de lemas que nos seran de utilidad méas adelante. Identi-
ficando a T' con su espacio tangente en cualquier punto, se tiene el siguiente,

Lema 35. Sean u,v € T \ {0}. Entonces, 7,(u) := %‘tzow(v + tu) = 0 si, y solo si,
existe A € R tal que u = \v.

Demostracion. Si dimT = p + q + 2, comencemos por recordar que los subconjuntos
abiertos U; = {m(v) : v; # 0} CP(T), coni=1,...,p+ g+ 2, definen un atlas de la
variedad IP(T'), con cartas coordenadas definidas en cada U; como

! Vi _ Uin _ Uptg+2
Ty = — 5Tl = — Titl = y oy Tptgtl = T -
Vj Vj Vj V;
Elijamos una base de T en la cual todas las componentes de v sean cero salvo la
primera, es decir, v = (v1,0,...,0) y v € Uy. Asi, para cualquier u € T, se tiene que
para t € R suficientemente pequenio, m(v + tu) € Uy, y sus coordenadas locales son

1
7T(U + tU) = m(tﬂg, e ,tup+q+2),

y al derivar esta expresiéon obtenemos

d
Tro(u) = pr . (v + tu)
1
— m(m(vl + tul) — tu1u2, Ce ,up+q+2<7}1 —+ tul) — tulup+q+2) -
1
= U—l(u27 cee Uptgra),
de donde el resultado sigue inmediatamente. O]

Como consecuencia inmediata de esta lema, la clase de equivalencia de cada v € T
da lugar a la sucesion exacta,

0 s Ro —— T > T, P(T) —— 0

u —— Ty(u),
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que es equivalente a la existencia de un isomorfismo
iv: T/Rv — Tr,P(T),

donde i, ([u]) = 7, (u).
Otra consecuencia importante del lema anterior es que para cualquier A # 0, se
tiene que

fre(tt) = 7y Gu> _ %ﬁv(u).

Con las dos observaciones anteriores estamos en posiciéon de ver que existe una
identificacion entre Hom(Rv, T/Rv) y Tr,P(T), definida de forma que a cualquier
7 € Hom(Ruv, T/Rv), le corresponde i,(7(v)). Para ver que esta correspondencia esta
bien definida, primero observemos que para cualquier 7(v) € f/]Rv, existe u € T tal
que [u] = 7(v). Asi, dado cualquier A # 0,

i (T(AW)) = ix([Au]) = Taw(Au) = Ty (u) = i, (T(V)).

Recordemos que el espacio XP¢ C P(T). Entonces, si nos restringimos a v € C, se
tiene la siguiente sucesion exacta:

0 > Ro « y T,C > TheyXP1 —— 0

u ——— Ty(u),

Proseguimos a mostrar que 7,C = (Rv)*. Sea u € T,C y 7 cualquier curva en su
clase de equivalencia en T,,C, es decir, una curva que satisface que v(0) = v y v'(0) = u.
Asi, en una vecindad abierta de t = 0 se tiene que B(y(t),y(t)) = 0, que al derivar
respecto a t y evaluar en ¢t = 0 implica que

d ~ _

S B0(0),7()) L 2B(7'(0),7(0)) = 2B(u,v) = 0;

es decir, T,C C (Rv)t. Por los resultados previos y consideraciones dimensionales,
esto implica que
Hom(Rv, (Rv)* /Ru) 2 T, XP7.

La importancia de esta identificacién radica en que nos permite definir una forma
bilineal, simétrica, no degenerada y de signatura (p, q) en T, X?9. El primer paso en
esta construccion es, dado v € C, considerar un par hiperbolico, w, de forma que es
posible descomponer al espacio vectorial de la siguiente manera,

T = (Rv ® Rw) ® (Rv & Rw)*,

donde la restriccion de B sobre (Rv @& Rw) tiene signatura (1, 1), mientras que su
restriccion a (Rv @ Rw)t claramente tiene signatura (p, ¢). Ademas, se tiene que

(Rv)L =Rvd (Rva Rw)l,

de donde se sigue que,
(Rv)*/Ro = (Rv @ Rw)™,
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y este isomorfismo nos permite definir la métrica deseada: Definimos una geometria
en Tk, XP4 que denotaremos como Bg,, como,

Bry(11,72) = B(11(v), 72(0)),

para todos 11, 7> € Hom(Ruv, (Rv)*/Rv).
Es importante notar que dicha métrica estda definida hasta un factor escalar que
depende de la elecciéon del representante de Rv. De hecho, se tiene que para cualquier

N£0,
By, = )\QB]RU-

Con estos resultados estamos listos para demostrar la siguiente,

Proposicion 36. La funciéon n : T — XP9 es una isometria, es decir,

Bry(dyn(u), dyn(w)) = B(u, w),
para cualesquiera v € T'y u,w € T, T

Demostracion. Es posible descomponer a 7 como la composicion 7|cof, donde f : T —
C C T y dado cualquier v € T definimos f(v) = (v, 3(1 — B(v,v))), 3(1 + B(v,v))).
Esta demostracion consiste en ver que tanto 7m|¢ como f son funciones conformes,

donde la métrica de C es la resitriccion de B.
Primero observemos quesiv € T'C T,y u € T, T = T, se tiene que

4,(0) = g L1 = 10

= (u,—B(v,u), B(v,u)),
de forma que si u,w € T, T, entonces,

E(dfv(u)v dfv(w)) = §<<u7 _B(Uv u)v B(”? u))7 <w> _B(U7 U)), B(Uv w)))
= B(u,w) + B(v,u)B(v,w) — B(v,u)B(v,w)
= B(u,w),

es decir, f es una funcién conforme. Por otro lado, puesto que dm,(u) = 7,(u), si
u,w € T,C la construccién de la métrica Bg, implica que,

B]Rv(ﬁv(u)v ﬂv(w)) = ?Rv(iv([u])v Zv([w]))
= ?(TU@)aTw(U))
= B(u,w),

donde 7, y 7, son los elementos correspondientes a 7, (u) y 7, (w) en Hom(Ruv, (Rv)*/Ro),
es decir, 7| también es una funcion conforme. Luego, por la regla de la cadena pode-
mos concluir que n = w|¢ o f es una transformacion conforme. m

Nota 37. Con esta ultima proposicion hemos demostrado que X?¢ tiene las caracte-
ristcas deseadas, pues el flujo de todos sus campos vectoriales esta globalmente defi-
nido y sabemos que el espacio vectorial original queda encajado como un subconjunto
abierto suyo. Es mas, cada campo vectorial conforme v en T" define un campo vectorial

conforme en XP? como dno~vyodn~!, cuya exponencial sabemos que esté globalmente
definida!
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Referimos al lector interesado en un estudio mas completo de las propiedades de
XP1 a [13].

Como tltimo, antes de estudiar la completacion conforme del espacio-tiempo de
Minkowski, demostraremos que X es un espacio homogéneo para el grupo O(T', B).

Proposiciéon 38. La accion de O(T, E) en C' es transitiva, es decir, dados v, w € C,
existe un g € O(T, B) tal que v = gw.

Para demostrar esta proposicion utilizaremos dos lemas:

Lema 39. Sea 0 # v € T tal que E(v, v) = 0. Entonces, existe un vector, 0 # w € f,
tal que B(w,w) = 0y B(v,w) = 1. Ademés, la restriccion de B al espacio generado
por v y w tiene signatura (1, 1).

Demostracion del lema. Dado que la geometria es no degenerada, existe un vector 0 #
w' para el cual B(v,w’) # 0. Si w’ es isotropico, el resultado se sigue inmediatamente.
En caso contrario consideramos al vector w = v + tw’, para algin ¢ # 0, entonces,

B(w,w) = Bv + tw',v + tw) = B(v,v) + 2tB(v,w) + t* B(w,w) = (2 + tB(w', w'))t,

y es inmediato ver que t = —2/B(w’,w’) hace que w sea un vector isotrépico. Final-
mente normalizamos a w’ para que se satisfaga que B(v,w) = 1.

Un sencillo cambio de base muestra la afirmacion sobre la signatura de la geometria
del espacio. O

Lema 40. El grupo O(1, 1) actua transitivamente en el conjunto de vectores isotropicos
de R,

Demostracion del lema. Por definicion, sabemos que el grupo O(1,1) es el conjunto de
todas las matrices tales que,

()6 ED-65)

y facilmente se puede demostrar que cualquier elemento suyo es de alguna de las formas
siguientes,

cosht sinht —cosht sinht cosht —sinht o —cosht —sinht

sinht cosht/’ sinht —cosht/’ \sinht —cosht/’ sinh ¢ cosht /)’
para algin t € R. Ademaés, cualquier vector isotrépico en R%! es de la forma v =
(a,£a) con a # 0. Si w = (b,£b) y b # 0, entonces, el resultado se sigue de que

cosht+sinht = e’ y cosht —sinht = e*, al considerar todos las posibles combinacio-
nes de signos. O]

Demostracion de la proposicion. Consideremos ahora dos vectores isotropicos arbitra-
rios v y w. Entonces, existen tres posibles situaciones:

= Si los vectores son linealmente dependientes, construimos un par hiperbodlico a
partir de v, que denotaremos como w. Entonces, Span{u,v} es un subespacio
vectorial de dimension dos donde la signatura es (1,1) que contiene a w. La
transitividad en el caso de dimensién dos demuestra el resultado.
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= Si son linealmente independientes y B(v,w) # 0. Entonces, la demostracion es
idéntica a la del Lema 39.

= Si son linealmente independientes y B(v,w) = 0. Entonces, existe un vector v’
tal que B(v,u') # 0y B(w,u’) # 0 simultaneamente. Remplazando este vector
por algtin u = v’ + tv, con t € R, es posible considerar que u sea isotropico. Por
el Lema 40, existe una transformacion ortogonal que lleva a v a u, otra que lleva
au a w,y sucomposicion es la transformacion que buscamos.

]

A su vez, al pasar al cociente tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 41. La accion de SO(p+1,q+ 1), en C define una accién transitiva en
XP1 siempre que 1 < min{p, ¢}.

La demostracion de esta proposicion depende esencialmente el siguiente resultado,
cuya demostacion omitimos por tratarse de una implicaciéon inmediata del método de
Gram-Schmidt:

Lema 42. Para 2 < n, la acciéon de SO(n) en S"~! es transitiva.

Demostracion de la proposicion. Si g € SO(p + 1,q + 1), definimos su acciéon en el
cociente como g - Rv := R(gv). Claramente dicha accion esté bien definida, pues las
transformaciones ortogonales conmutan con la multiplicaciéon por escalares. Veamos
ahora que es transitiva.

Sean v, w € C' los representantes de las clases laterales Rv y Rw en XP?, respecti-
vamente, tales que v, w € SP x §7; es decir,

2 2 p— 2 DY 2 f— 2 .« .. 2 o 2 DY 2 o
vt ‘+Up+1 = Up+2+ +vp+q+2 =1y wi+ +wp+1 - wp+2+ +wp+tI+2 =L

Entonces, por el Lema 42 sabemos que existen P € SO(p+1) y Q € SO(q+1) tales que
P(vy) =ws y Q(v-) = w_. Por lo tanto la transformacion P& Q € SO(p+ 1,9+ 1),
satisface que P @ Q(v) = w. Ademaés, dado que SO(n) es arcoconexo para cualquier
1 <nsesigue que P®Q € SO(p+1,q+ 1)e. ]

En otras palabras, X?¢ es una variedad homogénea de la forma SO(T, B)./H,
donde H es un subgrupo cerrado de SO(T, B). que corresponde al estabilizador de
algtin elemento arbitrario de X7,

4.2. Completaciéon conforme del espacio-tiempo de Minkowski

Estudiemos un poco mas el caso del espacio-tiempo de Minkowski.

En el capitulo anterior demostramos que existe un isomorfismo de algebras de
Lie su(2,2) = 0(4,2) C Cl(4,2). Adicionalmente, es posible demostrar que SU(2,2),
ademés de ser conexo, es isomorfo al grupo Spin(4,2); es decir, que existen funciones
que hacen a la siguiente sucesion exacta,

0 > Lo » SU(2,2) —— SO(4,2), —— 0.
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Por otro lado, considerando la estructura por bloques de su(2,2) que encontramos, es
inmediato ver que

h:= {(é _05*) :£e€C(2), tréeR, yvY 6u(2)}

es una subélgebra de Lie de su(2,2) de dimension 11 que, mediante la funcién expo-
nencial, se traduce en un subgrupo de Lie H C SU(2,2). Esto produce una variedad
homogénea de dimensiéon 15 — 11 = 4 definida como

M =SU(2,2)/H,
cuyo espacio tangente en la identidad es

To SU(2,2)/H = su(2,2)/b 2 Spang { (8 ‘g" ) X e u(2)} ~ 4(2).

Dado que SU(2,2) es un doble cubriente de SO(4, 2)., este modelo homogéneo puede
reescribirse como:

M = SU(2,2)/H = SO(4,2)./H,

para un subgrupo HCS 0(4,2).. De acuerdo a los resultados que demostramos al final
de la seccién anterior de este capitulo, podemos identificar a este espacio homogéneo
con X3!, Por lo tanto la completacién conforme coincide con el modelo homogéneo
que hemos construido, de forma que

M= X%~ 50(4,2)./H.

Para ver geométricamente como se ve el modelo conforme recordemos que U(1l) =
S! C C, mientras que,

SU(2)={X €C(2): XX"=X"X =1lgyo y det X =1},
de forma que para que una matriz dada, digamos,
a b
(0 a)
sea elemento de SU(2) debe cumplir que
det X =1, |a*+|d*=b* +|c|*=1, y ab+ed=0,

de donde resulta sencillo comprobar que la matriz en realidad es de la forma

con |a|* 4 |b|> = 1. Esta identificacién es claramente un homeomorfismo entre SU(2)
y la esfera unitaria en C? = R*; es decir,

SU(2) = S
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Entonces, junto con los isomorfismos anteriores, (11) implica que X! = U(1) x
SU(2)/Zsy. Es mas, si consideramos el homomorfismo U(1) x SU(2) — U(2), defi-
nido mediante el producto, observamos que su niicleo es precisamente Z,, de forma
que

X3 2 U(1) x SU(2)/Zy = U(2).

Para concluir con este ejemplo, notemos que U(2) C C(2) es un subconjunto cerrado
y acotado; es decir, compacto. Por esta razén, en fisica, al espacio X3! también se
le conoce como una compactificacion del espacio-tiempo de Minkowski, nombre que
introdujo Penrose en [8]. Referimos al lector interesado en profundizar en este tema a

[9]-
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5. Conclusiones

El método de prolongaciones desarrollado en el primer capitulo yace en los funda-
mentos de este trabajo pues, ademéas de permitirnos demostrar el isomorfismo co(p, ¢) =
o(p+1,q+1) para 3 < p+ ¢, su formulacién pone de manifiesto la naturaleza de cada
tipo de campo vectorial cuyo flujo preserva la clase de la geometria de signatura (p, q)
en un espacio vectorial. Sin esto no hubiera sido posible definir varios de los isomor-
fismos fundamentales que utilizamos, e identificar de manera tan clara la componente
geométrica detréas de este isomorfismo.

La exposiciéon continud con una rapida presentacion de las realizaciones de las al-
gebras de Clifford CI(3, 1) y CI(4, 2) en sus respectivas algebras de matrices, cuya apli-
cacion inmediata proviene de identificar como es que la segunda potencia del algebra
exterior «vive» dentro de la correspondiente algebra de Clifford como una subalge-
bra de Lie, con el corchete de Lie definido mediante el producto del algebra. Es asi
que identificamos al algebra de Lie ortogonal en tres lugares diferentes: como el alge-
bra de campos vectoriales ortogonales del espacio vectorial, como la segunda potencia
del algebra exterior y, via la realizacion de éalgebras de Clifford, como un &lgebra de
matrices complejas. Es en esta tutlima formulaciéon que encontramos los isomorfismos
sl(C) = 0(3,1) y

c0(3,1) = 0(4,2) = su(2,2).

En este punto nos encotramos con el problema de que los campos vectoriales que
preservan la clase conforme de la geometria de orden 2 no estan globalmente definidos
en el espacio-tiempo de Minkowski. Este hecho es la motivacion principal para proponer
que el espacio-tiempo de Minkowski, visto como el espacio vectorial R*!, sea solamente
el espacio euclideano donde toman valores las cartas coordenadas de una variedad
M de dimension 4, con M ~ G/H, siendo G un grupo de Lie dado cuyo espacio
tangente es isomorfo a su(2,2) = 0(4,2). De esta forma, el algebra de Lie de G,
que por construccion es isomorfa al algebra de Lie 0(4,2), se representa por campos
vectoriales cuyos flujos integrales si estan globalmente definidos en M.

Finalmente, en el tercer capitulo estudiamos més a detalle la geometria de M
utilizando la funcién 7, que «encaja» al espacio-tiempo de Minkoski en M como una
subvariedad abierta y densa, y que nos permitioé estudiar qué ocurre geométricamente
al construir el modelo homogéneo: éste se puede ver como el espacio vectorial méas dos
conos de luz disjuntos. Ademas, motivados por el isomorfismo SU(2,2) = O(4,2)/Zs,
demostramos que la variedad suave y compacta M es una variedad homogénea isomorfa
a SO(4,2)./H, cuya algebra de Lie es precisamente u(2) y en la cual podemos definir,
hasta un factor escalar positivo, una métrica de signatura (p,q). El trabajo finaliza
con la prueba del isomorfismo M = U(2).

Aunque demostramos que la completacion del espacio-tiempo de Minkowski que
construimos en el ultimo capitulo posee todas las propiedades que deseabamos, existen
otros factores que aqui no hemos tomado en cuenta al buscar un modelo del universo,
principalmente la idea de causalidad, en torno a la cual existe una teoria matematica
muy fructifera. Estudiar la estructura causal de la variedad Lorentziana que hemos
construido excede las intenciones de este trabajo y queda como una posible continua-
cion natural del mismo. Referimos al lector interesado a [9], donde, entre otras cosas,
Segal hace un estudio exhaustivo del alcance de este modelo.
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