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Redes Neuronales Bayesianas: una mirada al aprendizaje
estadistico en el problema de clasificacion

Andrés Astorga Espriella
Universidad Nacional Auténoma de México

1. Introduccion

El Aprendizaje estadistico es una rama de la ciencia que nace del llamado aprendizaje de mdquina y
alude a una gran variedad de métodos estdisticos para utilizar y comprender la informacién obtenida a
través de grandes cantidades de datos e informacién. En términos matemadticos, suponga que observamos
una variable de respuesta cuantitativa Y, y un nimero p de predictores distintos X, ..., X,, y asumimos
que existe una relacién de la respuesta con los predictores X := (X1, ..., X,), la cual puede estar escrita
de manera general por:

Y = f(X) +e (1.1)

En la expresion anterior, f es una funciéon desconocida de los datos y € es un nimero aleatorio que
representa el error de la aproximacién, el cual tienen media cero y es independiente de X. Y puede ser
un vector m dimensional. En escencia, el aprendizaje estadistico se refiere a un conjunto de maédelos
y métodos que nos permiten estimar a f. Aunque el término “aprendizaje estadistico” es reciente, los
conceptos y métodos en los que se basa este campo han sido desarrollados hace tiempo; a principios del
siglo diecinueve, Legendre y Gauss publicaron trabajos relacionados a lo qué conocemos como regresion
lineal, y en 1936 ya se conocia el concepto de andlisis del discriminante lineal dado por Fisher. Y dos
anos después, varios autores propusieron otro tipo de alternativas como la regresion logistica. Para finales
de 1970, muchas técnicas de aprendizaje fueron desarrolladas; sin embargo, eran exclusivamente métodos
lineales, pues ajustar de forma no lineal la informaciéon era casi imposible con el poder computacional de
aquellos dias. En la actualidad, el poder computacional es superior y ajustar modelos no lineales a los
datos se ha vuelto mas accesible. No obstante, si buscamos conseguir predicciones e inferencias exactas
de problemas complejos, necesitamos ajustar los médelos con cantidades enormes de datos que incluso
con la tecnologfa de ahora no pueden ser manejados eficientemente. El aprendizaje estadistico (como el
aprendizaje de méquina) tienen como objetivo de encontrar estiamciones exactas de f utilizando grandes
cantidades de informacion.

Para estimar la funcién f, se utiliza una muestra de nuestros predictores S := {z1,...xy} donde N
es suficinetemente grande. A diferencia de la estadistica tradicional, en donde se busca estimar la funcién
f utilizando toda la informacién S, el aprendiaje estadistico toma un subconjunto Sy de S de tamano
significativamenete menor, a cual se le llama el conjunto de entrenamiento. Haciendo uso de este conjunto
Sp, se estima a f con algin método estadistico, para después corroborar la efectividad del método con
el subconjunto Sy := S\ Sy, llamado el conjunto de prueba. Es por esa razén que uno utliza el término
“aprendizaje” cuando se refiere a este tipo de ejemplos pues simula de cierta forma la manera en la
que aprendemos; cuando somos pequenos y queremos diferenciar a un perro de un gato por ejemplo. No
necesitamos una muestra de 100 gatos y 90 perros para poder clasificarlos, s6lo necesitamos un par de
cada uno y un buen proceso cognitivo . Se dice que el aprendizaje es supervisado cuando nuestra muestra



S viene incluida con la respuesta y; de (1.1) para cada observacion, y el método estaddstico utiliza esa
informacién para la estimacién de f. En otro caso, se dice que el aprendizaje es no supervisado.

Al estimar f se busca que esta estimacion sea lo suficientemente “flexible” y ajuste de manera correcta
los datos, con el fin de obtener predicciones precisas de nuestra variable Y'; sin embargo, si sélo buscamos
que ajuste todos los datos de entrenamiento, el médelo (1.1) pierde interpretabilidad, pues si queremos
repetir el método con una muestra distinta, obtendriamos una funcién f diferente. A éste fenémeno se le
conoce como sobreajuste. Esta disyuntiva entre flexibilidad y sobreajuste se le llama compensacion entre
varianza-sesgo. La varianza mide que tanto cambia la funcén f cuando estimamos con distintos conjuntos
de entremiento, mientras que el sesgo se refiere al error que se introduce en la estimacion al tratar de
aproximar un problema de la “vida real”. Por ejemplo, si utilizamos regresién lineal, esperamos obtener un
sesgo muy alto pues no existe un problema en la vida real que entre las variables se comporte linealmente.
El objetivo del aprendizaje de maquina es obtener un estimador f cuya varianza y sesgo sean pequenos
para todo punto.

1.1. El problema de Clasificaciéon

En muchas situaciones, la variable respuesta Y de nuestro modelo (1.1) es una variable cualitativa o
categorica en lugar de cuantitativa. Tomemos por ejemplo, el color de los ojos de una persona. En este caso
Y puede tomar los valores café, azul o verde. Predecir una variable cualitativa por medio de observaciones
puede ser referido como el problema de Clasificacion, pues trata de asignar categorias o clases Cy,...,Ci a
nuevas observaciones.

Problemas de clasificaciéon ocurren recurrentemente:

= Una persona entra a una sala de emergencia con una serie de sintomas que estan relacionados a tres
tipos de enfermedades. ;Con cuél de las tres condiciones vamos a diagnosticar al paciente?

= Un empresa bancaria quiere saber si las transacciones de uno de sus usuarios es fraudulenta o no
basandose en el historial de compras de la persona.

= A un laboratorista le gustaria conocer qué mutaciones del ADN son una posible causa de una
enfermedad y cuales no, de un numero de pacientes que presenten o no este padecimiento.

Ingenuamente puede intentarse estimar f de la expresién (1.1) en el problema de clasificacién usando
la regresion lineal, pero eso no lleva a resultados satisfactorios en este contexto debido a: Supongamos que
nuestra muestra son vectores p dimensionales; es decir tenemos p predictores en nuestros datos. Entonces,
si queremos aplicar regresion lineal en este problema, estamos suponiendo que la varible de respuesta Y’
satisface:

Y =+ BT X.

Posteriormente, ajustariamos a partir de nuestras observaciones los parametros Sy, 3, donde 8 posible-
mente sea un vector multidimensional, y haciendo uso del método de minimos cuadrados. El problema de
este procedimiento es que si suponemos que la variable Y tiene un caracter cualitativo, se presentan de-
masiadas ambiguedades; por ejemplo, en el problema de diagnosticar una conmocién fisica en un paciente,
Y puede ser de la forma:

1 si Epilepsia
Y = 2 si  Sobredosis
3 si Asfixia

el resultado con esta Y va a ser completamente distinto al caso en el que Y fuera:



1 si Asfixia
Y =< 2 si Epilepsia
3 si  Sobredosis

pues la asigmnamos un peso distinto a cada clase, ademds de que la soluciéon por medio de minimos
cuadrados nos daria soluciones cuyos valores son numeros reales, por lo que tenemos que encontrar un
forma eficiente de interpretar dichos valores.

En el caso de dos clases Cy,C1, en vez de tratar de usar una regresién de la forma (1.1), podemos mejor
pensar que nuestro modelo es:

P(Y =0|X =2) = fo+ "z, (1.2)

es decir, en vez de tratar de dar una prediccién de una variable cualitativa, trataremos de predecir la
probabilidad de que un valor caiga en la clase Cy. El problema de esta interpretacion es que la estimacién
por medio del método de minimos cuadrados dificilmente nos va a dar una respuesta que este en el intervalo
[0,1]. En la siguiente seccién veremos métodos estadisticos que atacan eficientemente este problema:
regresion logistica, y andlisis del discriminante, los cuales generan fronteras lineales que separan a cada
clase. Existe otro método que no estd relacionado con estadistica conocido como el perceptron, el cual
también genera fronteras lineales de decisién y que inspiré uno de los métodos mas celebrados en el
aprendizaje de maquina: las redes neuronales.

En el capitulo tres explicaremos lo que es una red neuronal y una red neuronal bayesiana, que a
diferencia de los modelos del capitulo dos, resultan ser médelos no lineales. En el capitulo cuatro im-
plementaremos una red neuronal bayesiana de una sola neurona. Con esta finalidad introduciremos los
métodos de muestreo Markov Chain Monte Carlo y Monte Carlo Hamiltoniano que resultan indispensa-
bles en la simulacién de la red.

2. Meétodos lineales para clasificacion

En el contexto del aprendizaje de maquina, cuando la variable de respuesta y estd modelada de la
siguiente formas:

y(z) = o(fo + B 2), (2.1)

se dice que es parte de los métodos lineales para clasificacion. Por ejemplo, si o es la identidad tenemos el
mddelo de regresion lineal, sin embargo, la expresién (2.1) no tiene por qué ser lineal como lo veremos en
esta seccion.

Supongamos que cada una de nuestras observaciones son vectores de RY. Una manera de resolver el
problema de la clasificacién es encontrar la manera de describir o aproximar geométricamente cada una
de las regiones Cx, C R™ que representan cada clase. Cuando representamos a cada clase por regiones que
estan separadas o delimitadas por conjuntos de la forma

{z eR": By+ BTz =0}

decimos que nuestro método de clasificacién genera fronteras lineales de decision, pues cada una de
estas fronteras estd dada por espacios lineales afines.
Los siguientes métodos nos dan resultados cuya frontera de decisién son lineales.



2.1. Regresion Logistica

La regresion logistica es un método el cual modela la probabilidad (1.2) como variable de respuesta.
Este modelo utiliza a la funcion logstica o la sigmoide:

_expx 1
 14expr 14exp(—z)’

o(x) :

para corregir el hecho de que las probabilidades caigan en el intervalo [0, 1]. La Figura 2.1 muestra un
esquema de la grafica de la sigmoide.

Figura 2.1: Funcién sigmoide.

En nuestro caso, lo que tenemos es entonces
T
X
P(Y = 0|X) 1= P(x) = PP+ 5 T) .
1+ exp(Bo + A1 X)

Obsérvese que esta expresiéon anterior tiene la forma de la ecuacién (2.1), con ¢ una funcién no lineal.
Aplicando el logaritmo a (2.2) obtenemos:

(2.2)

(P(X)
log (=P

la cual, resulta ser una funcén lineal en los pardmteros. La regresién logistica busca estimar cada uno de
los paramteros de (2.3) a partir de las observaciones. En la Figura 2.2 se puede observar cémo la funcién
logistica modela mucho mejor la probabilidad P(Y = 0|X) que el modelo (1.2).

Del hecho de que modelamos nuestras probabilidad utilizando (2.2), podemos utilizar la funcién de
verosimilitud y encontrar el estimador méaximo verosimil de nuestros parametros. En nuestro caso, la
funcién de verosimilitud esta dada por:

(Bo, Bs a1, o)« [[ Plas) J] (1= Play)).

iy =1 7:y;=0

) = Bo+ BT X, (2:3)

Con y; la variable que vale 1 si la observacién x; pertence a la clase Cy y 0 en el otro caso. Diferenciando
el logaritmo de la funcién de verosimilitud e igualando a cero el gradiente se obtiene:

N

=1
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Figura 2.2: A la izquierda vemos la probabilidad estimada utilizando regresion lineal. A la derecha utili-
zamos regresion logistica. Los puntos gruesos en color naranja representan los valores de nuestras obser-
vaciones, en 0 los de la clase Cy y en 1 los de la clase C;.

Encontrar una solucién explicita al problema anterior es sumamente complicado, por lo que se utilizan
métodos numéricos para aproximar la solucién. Quizés el mas utilizado es el método Newton-Raphson [2],
este algortimo es bastante eficaz cuando nuestro problema es clasificar nuestra informacion en sélo dos
clases. Obsérvese que cuando obtenemos los pardmetros, podemos asignar a nuestro conjunto de prueba
la clase que le corresponde; si P(Y = 0|X = x) > 0.5 entonces z € Cp, y si P(Y =0|X =z) < 0.5, z € C;.
De lo anterior tenemos que nuestra frontera de decision esta dada por la ecuacién.

=0.5.

- L exp(Bo + 1)
PY=0|X=2x)= 1+ exp(Bo + BTX)

Cuyas soluciones satisfacen la ecuacion lineal

50 +BT$ = 07

por lo que la frontera de decisién en este método es lineal.

Existen maneras de generalizar todo este proceso cuando tenemos k clases, pero que no hacen uso de
la funcion logistica. Una de ellas utliza la funcién multivariada softmax:

o(2); = L(Zj)_

SO, exp(z;)

para modelar la probabilidad de que cada observacién se encuentre en su respectiva clase C;.

2.2. Analisis de Discriminante Lineal

A diferencia de la regresion logistica, es decir la que utiliza la sigmoide, el andlisis del discriminante
lineal permite clasificar nuestros datos en més de dos clases. Andlogamenete, buscamos modelar probabi-
lidades del estilo de (1.2), pero haciendo uso del teorema de Bayes, es decir:

P(Y =k|X =2) = Z’“fi’“(x) (2.4)
21 mfilx)
donde 7y, es la probabilidad inicial de que una observacién cualquiera pertenzca a la clase Ci, v fi ()
es la funcién de densidad de la probabilidad P(X = z|Y = k).

Usualmente, para este tipo de método, se supone que la distribucién de P(X = z|Y = k) es normal o
Gaussiana, es decir



1
CSHBE
Para comparar a que clase debe pertencer una observacién z, lo iinico que tenemos que hacer es tomar
el logaritmo del cociente de probabilidades:

=3 (@—p) TS (w—p)

fe() =

o (];(()}/fz ];||))§ :j))) = log(™) - %(Nk + ) E o — ) + 2T (ke — ), (2:5)

la cual es una funcién lineal del valor z. Asi pues, nuestras fronteras de decisién que definen a cada
clase son lineales. La férmula (2.5) también nos ayuda a encontrar la manera de clasificar a cualquier
observacién; un dato x estard en la clase C; si j es aquel valor donde se maximiza la funcién

. _ 1 _
63(30) = log(P(Y = j|X = :L’)) = .’ﬂTZ 1/,Lj - iuJTE 1,uj + log(ﬁj), (26)

a la que se le suele llamar la funcién discriminante.

Notese que todavia nos falta encontrar los valores de nuestros parametros my, g, 2. Estos usualmente
se estiman busacando los pardmetros méximo verosimiles de la probabilidad posterior (2.4), los cuales
estan dados de la siguiente forma:

Ni
T = )

N
pig = Z %,
k

Yi=

S = (@i — pik) (i — 4ik)
'_Z Z N-K ’

donde Ny es el nurhero de las observaciones 1, ...,z que pertencieron a la clase Cr. Obsérvese que iy
es la media muestral de las muestras que pertencen a la clase Cy, y 3 es la varianza muestral. En el caso
de que Xj no sea la misma covarianza para todas las funciones fy, el discriminante (2.6) no se complica
tanto, de hecho solamente se vuelve cuadréatico en x; el problema es tratar de dar soluciones explicitas
para los estimadores maximo verosimiles.

Cuando las clases estdn bien separadas, o si n es pequena y la distribucién de P(X =z — |Y = k) es
aproximadamente normal, el método de discriminante lineal es més estable y efectivo que el método de
regresion logistica. Se puede probar que la regresién logistica y el andlisis del discriminante comparten el
mismo modelo lineal cuando sélo tenemos dos clases, es decir, ambos son de la forma:

PY =0|X =2)
1-P(Y =0|X =2x)

Sin embargo, la regresién logistica maximiza la verosimilitud condicional, mientras que el analisis del
discriminante maximiza la verosimilitud completa.

= Bo + Bz

2.3. El Perceptréon de Rossenblat

El perceptrén es, quizas, uno de los algoritmos mas trascendentes en el estudio del reconocimiento de
patrones y clasificacion. Entre 1980 a 1990, este método fue el fundador de la teora de las redes neuronales
y es, en la actualidad una de las teorias mas importantes del aprendizaje de mdquina.

El perceptrén es un algoritmo para encontrar fronteras lineales de decision, el cual estd mas enfocado
en el area de optimizacién y en el analisis numérico que en el area de estadistica, pero igualmente con las
redes neuronales, nos sirve para entender los fundamentos del aprendizaje estadistico.
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Antes de llegar a explicar como funciona el perceptrén, debemos recordar ciertos resultados elementales
de dlgebra lineal (o geometria analitica) acerca de hiperplanos afines:

1. Para cualesquiera dos puntos x1, 5 en el hiperplano L, 37 (2, —x5) = 0, por lo que el vector normal
unitario a la superficie L es ﬁ B.

2. Para todo punto x¢ en L, 8T zo = —fy.

3. La distancia (con signo) de cualquier punto z a L estd dada por
1

_ T
= et Ao

BT(:E — 1)

Suponga que tenemos x1, ..., zy puntos perfectamente clasificados en dos clases: Cy y su complemento
Cy. El perceptrén es un clasificador que intenta encontrar un hiperplano que separe a los puntos de ambas
clases y que de cierta forma minimice la distancia de los puntos que se encuentren “mal clasificados”.

El algoritmo funciona de la siguiente manera: Decimos que y; := 1 si x; € Cyg y y; = —1 en otro caso.
Empezamos con un vector cualquiera (3, 8y) € R™ x R. Buscamos que nuestro vector (3, 5y) cumpla la
siguiente propiedad: los puntos de la clase Cy deberan satisfacer 37z + By > 0 y los que no estén en esta
clase deberan satisfacer la desigualdad contraria. Designaremos a un punto z; como mal clasificado si
y; = 1 con BT2 + By < 0. Asimismo si y; = —1 y se satisface la desigualdad contraria, x; serd un punto
mal clasificado. Sea M los indices de los puntos x; mal clasificados. Nuestro objetivo es minimizar la
siguinte funcién:

D(B,50) ==Y yi(B i + Bo).
ieM
Observe que por la definicién de y; y de los puntos mal clasificados, esta funcién es no-negativa y es
proporcional a la distancia de los puntos malclasificados a la frontera de decisién, definida por 37 z+3; = 0.
Suponiendo que M es fijo, el gradiente de D esta dado por

D Z
8% B _iEM e
D
o5 " 2

El algoritmo del perceptrén usa el método de gradiente descendente estocdstico para encontrar numéri-
camente un minimo de D, esto quire decir, actualizaremos el vector de pesos (f3,5y) en la direccién
contraria al gradiente de la siguiente forma:

(8, 0) = (B, o) = pVD = (B, Bo) — p(yii, yi),

asimismo los valores de los pardmetros para cada una de las observaciones mal clasificadas (indices i €
M), de aqui proviene el término estocdstico en el nombre del algoritmo. El valor p es un pardmetro
en el intervalo [0, 1] que optimiza el algoritmo, usualmente a esta constante se le llama el pardmetro de
aprendizaje. Puede demostrarse que el algoritmo converge si los puntos z; son linealmente separables (es
decir, si existe un hiperplano que separe las observaciones).

No obstante persisten algunos problemas:

= Cuando los datos son separables por un hiperplano, el algoritmo puede converger a una infinidad
de soluciones, y éstas dependeran de como cambiemos el punto inicial del algoritmo.

= El nimero de pasos puede ser muy grande para encontrar los pardmetros.

7



= Silos datos no son linealmente separables el algoritmo no converge.

Por 1ltimo, veamos que este modelo es lineal. Una vez estimado nuestros parametros, nuestra variable
respuesta, que en este caso es cualitativa, viene dada por:

y(z) = o(Bo + BT ),

donde o es la funcién:

_J +1 si a>0,
o(a) = { -1 si a<O. (2.7)

Los modelos lineales nos brindan propiedades ttiles para calcular estimaciones y analizar resultados, no
obstante, son bastante limitados pues su desempeno a la hora de clasificar es muy pobre cuando la base de
datos es muy grande o presenta alta dimensionalidad. En la siguiente secciéon veremos una generalizacion
de los métodos lineales en donde la ecuacién (2.1) resulta ser altamente no lineal, estos modelos suelen
hacer un mejor trabajo en problemas a gran escala.

3. Redes Neuronales: un método no lineal

3.1. Redes Neuronales

El término de red neuronal ha estado involucrado en una gran cantidad de ramas de la ciencia rela-
cionadas a métodos de aprendizaje que han tenido mucho auge en estos ultimos anos, y en algunos casos
se les hace ver como magicas y misteriosas; sin embargo, se pueden estudiar como un médelo estadstico
no lineal. La idea central de una red es extraer combinaciones lineales de nuestros datos y considerarlas
como nuevos imputs que llamaremos unidades escondidas, y asi modelar nuestras variables de respuesta
en funcién de estas unidades.

En términos mas generales, una red neuronal es un médelo de regresion o clasificacién de dos étapas,
tipicamente representado por un diagrama como el que se muestra en la Figura 3.1. Por este tipo de
diagramas viene la nomenclatura de red neuronal. Para regresion, usualemente solo tenemos una respuesta,
es decir en nuestro diagrama tendriamos K = 1, sin embargo, las redes se utilizan con mas frecuencia en
el contexto de la clasificacion, en el cual, tenemos K respuestas, las cuales se observan arriba en nuestro
diagrama, una por cada clase codificada por un 0 o 1.

Como mencionamos, nuestras unidades escondidas Z,, son derivados de combinaciones lineales de
nuestros datos X = (X1, ..., X), y luego nuestra variable respuesta Y}, es modelada en funcién de combi-
naciones lineales de nuestras variables Z,,,. En resumen tenemos lo siguiente:

L 1= U(Ozo’m—l—ang), m=1,.., M,
Tw :=Box +BLZ k=1,..K, (3.1)
Vi = fi(X) =g(T) k=1,..K,

donde Z = (Zl7 ceey ZM) y T = (Tl, ...,TK).
A o se le llama la funcién de activacion que se escoge usualmente como una funcién sigmoide

1
o(v) = T exp(—0)"

Usualmente en los diagramas de redes neuronales es comun dibujar un vértice mas de las Z; y Y;, que
viene representando a los pardmetros o, y So,r en el médelo (3.1).



Figura 3.1: Esquema de una red neuronal abstracta.

La salida gx(T") permite una transformacion final al vector de respuesta T'. En estos ultimos anos, al
igual que en el médelo de regresién logistica, en el problema de clasificacion con K clases, se obtienen
muy buenos resultados utilizando la funcion softmaz:

exp(Ty)
ge(T) = 7

2= exp(Th)
observe que esta funcién produce estimaciones de la variable de respuesta Yj de valores en el intervalo
[0,1] que suman uno.

Como mencionames anteriormenete, las variables Z,, se les conoce como unidades escondidas, pues
nunca son observadas. Noétese que si o es la sigmoide y si sélo tenemos una respuesta gi, con g la
funcién identidad, el médelo (3.1) nos regresa el médelo lineal de regresion logistica. Por lo tanto, las
redes neuronales representan una generalizacién no lineal de ambos modelos lineales. En el caso que o sea
la identidad y gy la funcién (2.7), obetenemos el perceptrén.

Asi como en nuestros modelos anteriores, tenemos que encontrar los parametros que mejor encajen
utilizando nuestro conjunto de entrenamiento. Sean:

o := (0,1, s @0,M, 0,15 -+ Bo.x ),
9 = ((117 ...,O{M’617"'76K)'

Para estimar los parametros se utiliza la suma de cuadrados del error que estd dada de la siguiente
forma:



K N
903 E E yzk - fk ) . (32)
k=11=1
Asimismo, en el problema de clasificacién suele usarse el error de sumas al cuadrado, pero se acostumbra
utilizar el negativo del logaritmo de verosimilitud, también conocido como entropia cruzada que viene dado
por:

K N
R(6y,0) : ZZyzk log(fx(w:)), (3.3)

k=11i=1

donde y;, = 1 si x; pertenece a la clase k. La funcién (3.3) se deduce de manera similar a la regresién
logistica y los parametros se estiman por maxima verosimilitud. En esta parte tinicamente consideraremos
a la funcién R como la obtenida por le ecuacién (3.2), pues el problema de clasificacién lo vamos a atacar
utilizando la estadistica bayesiana como lo veremos en la siguiente seccién.

Tipicamente, no buscamos un minimo global de R, pues en la mayoria de las veces los minimos globales
resultaran en un sobreajuste del modelo, por lo que se procede por un método conocido como propagacion
hacia atrds, descrito de la siguiente forma: sean {1, ..., 2} nuestro conjunto de entrenamiento y z,,; :=
o(aom + ol z;), sea z; := (214, 224, ..., zar:)- Entonces, tenemos que si

K
=3y — fulz)? i=1,..,N.
k=1

Entonces, las derivadas parciales de R; estdn dadas de la siguiente manera

S = =20~ () (BT 0
OR; S
80& . - - Z 2 Yik — fk(xz))gk(ﬁk Zz)/BkmU (0577;172)131[.
m k=1
Sean,
Sri = —2(Yir — fr(2:)) 9% (B 21)
K
Smi = — Z 2(yir — fr(:)) 95 (BE 20) Brmo” (ol 2;),
k=1
asi pues
OR;
=9 iZmis
aﬁk’rn i
oR; s
aaml = 9SmadLil-

K
T
smi = 0" (h2:) > BrmOris

k=1

a esta ultima expresion se le conoce como ecuaciones de propagacion. El algoritmo funciona como sigue:
primero, empezamos con parametros (6p,#) cualesquiera y calculamos la respuesta fi(x;) por medio de
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la férmula (3.1). En el siguiente paso se calculan los valores d;, $,,; usando las ecuaciones de propagacion
y, por tultimo, se actualizan los parametros de manera similar al usado en el perceptrén, por medio del
método de gradiente descendente:

Brom - Z@ﬂm

':n = Qm] — 7 Z
aaml

donde v es la constante de aprendizaje, la cual se usa por cuestiones de convergencia del algoritmo. El
procedimiento anterior se repite con los parametros actualizados hasta obtener convergencia. Usualmente,
el pardmetro v es actualizado para cada iteracion del algoritmo por un ntimero que se va a aproximando
a cero conforme avanzamos en el mismo.

No obstante, existen algunos problemas con las redes neuronales:

= La eleccion de los valores iniciales de los pardmetros (6, ) puede afectar la efectividad del mddelo
y lleva a soluciones pobres. Se suele tomar los parametros cerca de cero, y asi, el algoritmo empieza
aproximadamente lineal y conforme avanza la no linealidad aumenta y los mismos empiezan a
aumentar de valor.

= Si se repite la iteracién un nimero grande de veces es muy comin que el médelo quede sobreajustado
pues converge a un minimo global de R. Existen métodos para evitar esto deteniendo la iteracién
del algoritmo en un ntmero éptimo.

= El nimero de unidades escondidas afecta mucho la efectiviadad de la red; entre menos unidades el
algoritmo converge més rapido pero la red se vuelve poco flexible y, por esta razon, se acostumbra
a usar una cantidad grande de unidades escondidas aunque la convergencia sea lenta.

3.2. Redes Neuronales Bayesianas

Como vimos en la seccién anterior, las redes neuronales se pueden considerar como un problema de
estadistica no lineal, de hecho, a este tipo de modelos se les llama no paramétricos, es decir, un modelo que
tiene muchos parametros que en su mayoria no pueden ser interpretados a diferencia de los paramétricos.
Usualmente, los tipos de modelos no paramétricos son estudiados desde el punto de vista de la estadistica
bayesiana, pues en ocasiones con esta perspectiva podemos encontrar relaciones de independencia (o
dependencia) entre las variables.

En el contexto de clasificacién, una red bayesiana sigue el mismo modelo que en la ecuacién (3.1),
pero ahora suponemos que las funciones f; no simulan una respuesta del modelo, si no mas bien, como
los modelos estadsticos de la seccién anterior, modelan las probabilidades P(Y = k|z) = fi(x).

Para predecir a que clase pertence una nueva observacién que no se encuentra en nuestro conjunto de
entrenamiento, 1, tenemos que estimar los pardmetros (6o, 0) para encontrar el valor de:

P(Y = klzng).

Para esto usamos la teoria de estadistica bayesiana, similarmente a lo que hicimos en analisis del
discriminante lineal. Sea T = {(z1,41), ..., (TN, yn)} nuestro conjunto entrenamiento con sus debidas
respuestas. Supongamos que tenemos una distribucién incial de nuestros parametros P(6y,6), entonces la
inferencia de nuestros pardmetros (6, ) estd dada por:

P(T|60,0)P (6o, 0)

T P(T|00,0)P (0, 0)d0odf’
11
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donde P(T|0y, 0) es la funcién de verosimilitud.
Teniendo el valor de (3.4), podemos predecir el valor de P(Yny1 = k|zp+1,T) por medio de la férmula:

P(Vasr = Klow 1, T) = / P(Yxs1 = Klwn i1, 00, 0) P60, 0|T)d0ydo, (3.5)

donde

P(Yni1 =klen41,00,0) = fe(zngr).

En la préctica, la distribucién inicial de los pardmetros P (6, ) depende también de otros pardmetros,
digamos «, que también tienen una distribucién en incial P(«), la cual se considera en el andlisis anterior
a la hora de calcular la distribucién posterior de los parametros; en este caso la distribucién nos quedaria
de la siguiente forma:

P(60y,0,a|D)  P(6y,0|D,a)P(a) x P(D|0y, 0)P (6, 0|c) P(cx).

A « se le llama hiperpardmetro, para ser diferenciado de los parametros del modelo sobre los cuales
hacemos el andlisis. Existen dos razones de por las que se usan estos hiperparametros: con una distribu-
cién inicial conjugada, la distribucién posterior serda de la misma familia paramétrica que la incial, pero
tendra distintos hiperparametros, los cuales reflejan la informacién contruibuida por los datos en la distri-
bucién posterior. La otra razén va en el sentido del sobreajuste del modelo; al darle una distribucién inicial
a los hiperparametros, uno puede variarlos de manera sencilla y observar qué tan sensible es la distribucién
posterior de el modelo con esa distribucion inicial, si el modelo varia mucho uno puede sospechar que esa
distribucién inicial no es la adecuada.

En resumen, podemos saber la probabilidad de que una nueva observacién pertenezca a la clase Cy, si
encontramos la manera de calcular la integral (3.5). En la siguiente seccién hablaremos de los métodos de
Markov Chain Monte Carlo, los cuales han sido escenciales a la hora de implmentar la teoria bayesiana
en modelos reales. Estos métodos nos permiten hacer buenas estimaciones de este tipo de integrales.

4. Métodos Monte Carlo

Como vimos, en las redes neuronales bayesianas el objetivo es hacer predicciones encontrando las
probabilidades predictivas (3.5). Esta tarea requiere que evaluemos la esperanza de una funcién respecto
a la distribucién posterior de los pardmetros del modelo. Si escribimos como Q(6) a la densidad de la
probilidad posterior, la esperanza de una funcén a(f) es:

en nuestro caso, buscamos calcular la esperanza de la funcién a(0) := fr(@n41;0).
Tales esperanzas pueden ser estimadas por métodos Monte Carlo, usando valores de una muestra de
la distribucién Q:

Ela] ~ %Za(ei), (4.1)

con 1, ...,0 N generados por un proceso que hace que cada uno de estos valores tengan una distribucion
definida por Q.

Dicha serie de valores 0; puede ser generada por una Cadena de Markov que tiene a () como su
distribucién estacionaria. La cadena es definida por una distribucién inicial para el primer estado de
la cadena, 01, y un conjunto de densidades de transicion para un nuevo estado 60,1, seguido del estado
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presente, 0;. La densidad de las probabilidades de transicién se denotan como f(6;41,6;). Una distribucion
estacionaria, (), es una distribucién que persiste una vez que se estabiliza el proceso (esto es, si 6; tiene
la distribucién dada por @, entonces 6, tendré la misma distribucién @ para toda i’ > ). Esta condicién
estacionaria se puede escribir como sigue:

Q) = / £(68'19)Q(6)do.

Una cadena de Markov es ergodica si tiene una unica distribucién estacionaria, su equilibrio, en la
cual converge para cualquier estado inicial. Si podemos encontrar una cadena de Marokov que tiene como
equilibrio a @, podemos estimar esperanzas con respecto a @ usando la expresién (4.1), con 6y, ...,0N
siendo estados de la cadena; quizé con algunos de los primeros estados descartados, pues posiblemente
éstos no son representativos del equilibrio. Debido a las dependencias entre los 6;, el nimero de valores 6
que necesitamos para que nuestra estimacién logre un cierto nivel de precision puede ser muy grande. La
cadena también quizas requiera mucho tiempo para alcanzar cierto punto de la distribucién en donde es
una buena aproxiamcién al equilibrio.

Para usar el método de Markov Chain Montecarlo para estimar la esperanza con respecto a cierta
distribucién, @), necesitamos construir una cadena de Markov que sea ergddica, que tenga a () como a su
distribucién equilibrio, que converga a esa distribucion la més rapido posible, y que una vez alcanzada la
distribucién, los estados que se obtengan no resulten ser altamente dependientes.

Cuando la distribucién @ no es complicada, existen métodos que presentan todas las caratristicas que
se mencionaron anteriormente, y son bastante sencillos de implementar. Estos métodos son los siguientes:

n Método de Inversion: Trata de encontrar la inversa de la funcién de distribucién comulativa. Funciona
con distribuciones uniformes o normales.

= Muestreo de Rechazo: La idea basica de este método consiste en muestrear a partir de una distribu-
cién instrumental y rechazar muestras con baja probabilidad que provengan de la distribuciéon que
nos interesa. Funciona con distribuciones gamma y normales.

= Muestreo de Importancia: Al igual que el muestreo de rechazo, se utiliza una distribucién instrumen-
tal y se muestrea con esa distribucion, pero se utilizan pesos para corregir el hecho de que estamos
tomando muestras de una distribucién que no es la buscada. Se utiliza para estimar ezperanzas de
un grupo particular de distribuciones, pero la eficiencia de esa estimacion depende, en mayor parte,
de la selccién de la distribucién instrumental. Encontrar dicha distribucién en dimensiones altas
resulta ser muy complicado.

Como mencionamos anteriormente, implementar estos métodos de muestreo resulta ser muy sencillo,
pero son poco generalizables para cualquier tipo de distribucién. En la siguiente seccién discutiremos dos
métodos que resultan ser fundamentales en el proceso de estimar (4.1) por el modelo de redes nueronales
bayesianas y llegan a funcionar para cualquier distribucién de interés.

4.1. Método del muestreo de Gibbs

El muestreo de Gibbs es aplicable si buscamos encontrar muestras de una distribucién multivariada.
Supongamos que la tarea de encontrar muestras 6 := (#(1), ..., %)) de la distribucién @ es poco viable,
pero supongamos que podemos generar muestras de la distribucién condicional (bajo @) para una de
las componentes de 6, dadas los valores de las otras componentes. Esto perimite realizar una cadena de
Markov 6,11 a partir de 6; como sigue:

= Encuentra una muestra 9541_)1 de la distribucién de (Y dada 952), e 95”).

13



= Encuentra una muestra 053_)1 de la distribucién de #®) dada 9&_)1, 0§3), e Ggp).

= Encuentra una muestra 05?1 de la distribucién de #U) dada t‘)ﬁ)l, e 91(1:1), 0§j+1) 792(1))‘

g e

= Encuentra una muestra 05?1 de la distribucién de ) dada Hg_l‘_)l, 91(-21317 s 0&;1).

Bajo condiciones de positividad de la distribucién @, se puede probar que la cadena de Markov generada
por el proceso dado por el muestreo de Gibbs es ergédica (constiltese [6]).

El hecho de que el muestreo de Gibbs sea 1til para la inferencia bayesiana depende del hecho de que
las distribuciones posteriores de cada una de las distribuciones de los parametros, dados los valores de los
otros, sean faciles de muestrear y asi aplicar los métodos vistos en la seccién anterior. Para redes neuronales
bayesiana, usualmente se utiliza el muestreo de Gibbs para obtener muestras de los hiperparametros, ya
discutidos con anterioridad.

4.2. El Algoritmo Metrépolis

La cadena de Markov definida por el algoritmo Metrépolis es similar al muestreo de importancia; un
nuevo estado 0,11, es generado del estado previo 6; primero utilizando una distribucién instrumental es-
pecificada, y después, decidimos si aceptamos a este candidato basdandonos en la densidad de probabilidad
relativa al estado anterior, con repecto a la distribucién invariante deseada, (). Si el candidato se acepta,
éste se vuelve un nuevo estado de la cadena de Markov, si se rechaza se busca a otro candidato de la
misma forma.

En detalle, la transicion 6; a 6,1, esta explicada como sigue:

1. Genera un candidato 6* a partir de una distribucién instrumental, la cual puede depender del estado
anterior 0;. Supongamos que la densidad de esta distribucién es S(6*|6;).

2. Si (0*) > Q(6;), se acepta el nuevo candidato; si no, se acepta el candidato con probabilidad %.

3. Si el candidato es aceptado, sea 0,11 = 0*; si el candidato se rechaza, sea 6; 11 = 0;.

La distribucién S(6'|0) debe de ser simétrica. En algunos contextos, Q(6) se define en términos de una
funcién de “energia”, E(0), y Q(0) x exp(—E(0)). En el paso (2), se acepta el candidato con baja energfa,
y si el candidato tiene alta energia, se acepta con probabilidad exp(—(E(6*) — E(6;)).

Para mostrar que estas transiciones mantienen invariante a Q uno puede ver lo siguiente, si 0 # 0’
entonces las densidades de transicion satisfacen lo siguiente

Q")
Q(0)

T(610) = S(9')6) min{1, =3,

y por lo tanto

! = ’16) min Q)
T(0'10)Q(0) = S(0'|0) min{1, 0 1Q(0)

= 5(0'10) min{Q(6), Q(6")}

= 5(016") min{Q(#), Q(6)}
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Q(0)
Q(0")

=T(010")Q(6").

Por lo que el algoritmo Metrépolis mantiene invariante a ). Bajo suposiciones acerca de las distribu-
ciones @) y S, se puede probar que la cadena es ergddica (consiltese [6]).

Muchas elecciones de la distribucién S se pueden hacer para este algoritmo. Una simple eleccién es
tomar una distribuciéon normal centrada en 6 con varianza escogida, de tal forma que la probabilidad
de aceptar a un nuevo candidato es alta. Si la distibuciéon @ es muy compleja y la dimension de 6 es
muy grande, la desviacién estandar de la distribucién auxiliar tiene que ser pequena, comparada con la
extencién de @), ya que grandes cambios llevan con gran certeza a regiones con poca probabilidad. Esto
hace que el algoritmo tenga una dependencia alta de los estados sucesivos, ya que muchos pasos van a ser
necesitados para moverse a una distancia considerable de la distribucién.

Debido a este tipo de problemas, versiones simples del algoritmo Metrépolis pueden ser muy lentas,
por lo que no se usan con mucha frecuencia en la estimacion de los pardmetros en las redes neuronales
bayesianas.

= S(0]0") min{1,

1Q(6")

4.3. Métodos Montecarlo Hamiltonianos

Una manera de ver a los métodos Monte Carlo Hamiltonianos es como una composicién del método
de muestreo de Gibbs y particularmente una versién elaborada del algoritmo Metrépolis. En el caso de
redes neuronales bayesianas, la version elaborada del algoritmo Metropolis esta relacionada con métodos
de dinamica estocdstica, los cuales estdn basados en formular los problemas de muestreo en términos de
una “funcién de energia”.

Supongamos que buscamos extraer una muestra de una distribucién para unas variables de “posicién”
q de n componentes. La funcién de densidad de probabilidad para estas variables bajo la distribucién
canonica esta definida por:

P(q) o< exp(—E(q)) (4.2)
donde E(q) es la llamada energfa potencial del sistema. Cualquier funcién de densidad que nunca se anula
se puede poner de estd forma, simplemente definiendo a F(q) := —log(P(q)) — log(Z) para alguna Z

conveniente.

Para utilizar la dindmica de los modelos de la mecanica analitica, introducimos variables de “momento”,
p, también de n componentes. La distribucién canodnica, comtinmente llamada estado fase de ¢ y p,
estd dada por:

P(q,p) :=x exp(—H(q,p)), (4.3)

donde H(q,p) := E(q)+ K(p) es lamado el Hamiltoniano, el cual proporciona la energia total del sistema.
A K(p) se le llama la energia cinética a su herencia con el momento dindmico, y usualmente estd dada
por:

NP
K(p) = ; T (4.4)
con m; las masas de las particulas, que en este caso, asignaremos todas de masa unitaria. Suponemos que
las variables ¢ y p son variables independientes, por lo que, si contruimos una cadena de Markov que nos
permita extraer muestras (g, p), ignoraremos a p en cada muestra y nos quedaremos sélo con la muestras
q que al ser idempendientes de p, vendran de una muestra de la densidad buscada (4.2).
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El método estocastico dinamico consiste en simular la dindmica dada por el Hamiltoniano del sistema,
la cual, estd definida por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

b (45)
T Op;
dpi o OH - OF
dr - 8qi B 8(]1-’
asi pues, para realizar este método, necesitamos poder calcular las derivadas parciales de la funcion E.

Hay tres propiedades de las ecuaciones anteriores que son cruciales en el hecho de que tomemos el punto
de vista de la dindmica Hamiltoniana para encontrar muestras (¢, p). La primera es que el Hamiltoniano
permanece constante conforme ¢ y p varfan de acuerdo a la dindmica dada por (4.5). La segunda es
que la dindmica (4.5) preserva el volumen en regiones del espacio fase. Finalmente, la dindmica (4.5)
es reversible, es decir, si seguimos la dindmica hacia adelante en el tiempo por algiin periodo, podemos
regresar al estado inicial si consideramos la dindmica hacia atras y en el mismo lapso.

Estas tres propiedades implican que la distribucién canénica de ¢ y p son invariantes con respecto
a la transicion de seguir la trayectoria por un periodo de tiempo usando la dindmica Hamiltoniana. La
probabilidad de que terminemos en una pequena regién después de la transicion serd la misma que en
la pequena regién donde empezamos y que podemos encontrar si tomamos la dindmica hacia atras. Por
ultimo, si la probabilidad de cada regién estd dada por la distribucién (4.3), esta seguira siendo la misma al
seguir el flujo de las ecuaciones (4.5), pues H tiene el mismo valor para todos los puntos de la trayectoria.

En el método de dinamica estocéstica, formamos una cadena de Markov de la siguiente forma: en el
primer paso generamos una muestra de nuestra variable de momentos p} con la distribucién exp(—K(p)),
con K descrito por (4.4), usando el método de muestreo de Gibbs; en el segundo, actualizamos nuestras
muestras ¢; y p; simulando la dindmica Hamiltoniana de (4.5) en un periodo prestablecido.

En la préactica, la dindmica de Hamiltoniana no se puede simular de manera exacta, pero puede ser
aproximada por discretizaciones en un nimero finito de pasos en el tiempo. El método utilizado usualmente
se utiliza para simular la dindmica Hamiltoniana es el llamado de leapfrog, el cual encuentra aproximaciones
de la posicién y el momento en un tiempo 7 + € como sigue:

nlr+5) = pi(r) - 550 @)
Qi(T+€)ZQi(7)+€pi<T+§), (4.6)
plr 40 =mlr+ £~ 522Gl + ),

cada uno de estos pasos es obtenido a partir de discretizar la derivada de cada una de estas variables con
respecto al tiempo. Para seguir la dindmica en algin periodo AT, se escoge un valor del incremento en el
tiempo €, y las expresiones (4.6) son aplicadas una cantidad

_ A7

)

L

€

de veces para llegar al tiempo deseado. Se utiliza el método de leapfrog en lugar de otros, pues numérica-
mente es el método que mejor preserva el volumen, ademads de que permite revertir la dindmica simplemente
aplicando el mismo nimero de pasos L con € negativa.

Como mencionamos anteriormente, el Método Montecarlo Hamiltoniano es una combinacién de el
muestreo de Gibbs y una foma elaborada de algoritmo Metroépolis, el cual se decribe como sigue:

Sea € el tamano de los pasos del método leapfrog y sea L la cantidad de pasos que vamos a tomar,
entonces:
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= Se extrae una muestra de la distribucién (4.4) de los momentos, p, dejando fijo el estado g;.

= Empezando desde el punto (g;, p;) = (¢(0),p(0)), se realizan L pasos de tamanio € de método leapfrog
(4.6), obteniendo los estados (¢*,p*) = (¢;(eL),p} (eL)).

= Hecho lo anterior, se acepta al candidato (¢*,p*) como el siguiente estado de la muestra con proba-
bilidad:

min{l, exp(—(H(¢",p*) — H(q.p))},
de otra forma, se define el nuevo estado como el anterior.

Cuando L es suficientemente grande se obtiene uno de los grandes beneficios de este método: evitar
caminatas aleatorias, que es uno de los grandes problemas del algoritmo Métropolis. Por esta razon, en el
aprendizaje de redes neuronales bayesianas, es usual utilizar este tipo de métodos. En el siguiente capitulo
implementaremos una red neuronal bayesiana y utilizaremos el Método Monte Carlo Hamiltoniano con

L =1 (el cual se le conoce como el método de Langevin) pues nuestro modelo no presenta una significativa
cantidad de pardmetros en un ntmero grande de pasos.

5. Implementacion de una Neurona Bayesiana con dos pesos

Construiremos un clasificador de tinicamente dos clases con una sola neurona bayesiana, lo cual resume
el contenido visto en la seccién anterior. Como ejemplo, usaremos la siguiente red neuronal:

1
11— exp(wo + w1y 4+ wazs)’

fi(z) =1 - fo(w),

es decir, en la expresién (3.1), nosostros tenemos:

fo(z)

91(T) =1—go(T),
que como mencionamos anteriormente, también nos brindan el caso de la regressién logistica; sin embargo,
nosotros consideraremos a los pardmetros como variables aleatorias que provienen de una distribucién
inicial.
Tomemos a nuestro conjunto de entrenamiento de tamafio N, y supongamos T' := {(x1,¢1), ..., (zn,tN)},
donde

= 1 siz; €Co,
e 0 siz; € Cy.

Sea o un ndmero mayor que cero y sea w = (wp, w1, ws) el vector de pardmetros. Suponga que la
distribucién incial de w es una gaussiana multivariada, es decir:
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P(w) = & exp(—aB(w)),

T2
donde E(w) := Z?:o 1w?. Entonces, nuestra verosimilitud quedarfa de la forma:
P(T|w) = exp(—G(w)),

con

N
G(w) = Zti log(fo(zi)) + (1 — ti) f1(z:).

A partir de estas dos expresiones podemos calcular la distribucién posterior de los pardmetros:

P(w|T) = f}i%%)ﬁ((:f))dw _ %exp(—M(w)), (5.1)

donde

M(w) = G(w) + aF(w) y Cy = /exp(—M(w))dw.

Por lo tanto, si nos dan una nueva observacion x 1 y buscamos clasificarla, tenemos que encontrar
la cantidad.

Pltnsr = Olzns, T) = / Pltnsr = Ozn s, w)P(w|T)dw

= /fO(CCNJrl)(& eXP(—M(w))>dw~ (5:2)

Para finalizar este trabjo, utilizando el lenguaje de programacién R, estimaremos la expresién (5.2)
en nuestro conjunto de prueba utilizando la expresién (4.1), y haremos uso del método de Langevin para
encontrar muestras de la distribucién (5.1), el cual tiene forma de una exponencial elevada a la funcién
de energia M.

5.1. Resultados

Con la libreria mlbench.2dnormals, generamos una cantidad de 50 de datos en el plano cuya distribu-
cién es normal bivariada, éstos se encuentran divididos en dos clases. Tomamos 30 de éstos como conjunto
de entrenamiento y los 20 restantes como conjunto de prueba. Inmediatamente, programamos el método
de Langevin con los valores o = 0.01, el tamafio de los pasos leapfrog de € := v/2a y como muestra inicial
el vector de pardmetros wg = (0.5,0.5,0).

Después de 2000 iteraciones del método de Langevin, la muestra de la distribucién (5.1) resultante en
el paso dos mil, la cual denotamos wsggp, estd dada por:

[1] -1.6596371 -2.0201868 -0.5333094

En la Figura 5.1 podemos ver como la pendiente de la recta varia conforme tomamos distintos pasos
en el algoritmo de Langevin, y como cada una de estas rectas mejora la separacion de cada clase.

Con el vector waggp comparamos los resultados en nuestro conjunto de prueba. En la figura 5.2 podemos
comprobar como la recta asociada al vector wsggg clasifica incorrectamente, en el conjunto de prueba,
s6lamente tres observaciones.
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Clases

Figura 5.1: En las tres figuras tenemos graficados cada uno de los datos del conjunto de entrenamiento. A
la izquierda se encuentra la recta correspondiente al vector de pardmetros resultante de 500 iteraciones en
el método de Langevin, es decir wsgg. En medio tenemos a la recta correspondiente a wiggo. En la derecha
tenemos la recta correspondiente a wsggp, la cual es la que mejor separa nuestras clases.

Clases

Figura 5.2: A la izquierda tenemos graficado el conjunto de prueba con la recta asociada al vector wsqggg.
En la derecha vemos la grafica de las 50 observaciones con esa misma recta. En este caso, vemos que la
recta clasifica incorrectamente a diez de los datos.

Por dltimo, utlilizando las tltimas 1800 muestras del algoritmo, estimamos la cantidad (5.2) con
la férmula (4.1). Posteriormente, usando nuestro conjunto de prueba, clasificamos las observaciones de
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acuerdo a si la cantidad (5.2) es mayor que un medio o no. El siguiente vector contiene como primera
entrada a la cantidad de vectores que fueron clasificados correctamente por la red neuronal bayesiana, y
como segunda entrada los vectores que fueron mal clasificados.

[1] 14 6

En este caso, podemos observar que el algoritmo pudo clasificar, de manera correcta, casi tres cuartos
del conjunto de entrenamiento.
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