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Introduccion

El andlisis complejo, ha fascinado por muchos tiempo ha grandes matemaéticos, desde su aparente
aparicion en el siglo XIX, el analisis complejo tiene importantes aplicaciones en la ingenieria, la
fisica especialmente teoria de cuerdas, teoria analitica de nimero, y recientemente en el estudio de

las Ecuaciones en Derivadas Parciales.

En el precente trabajo se expone el problema de valores en la frontera de Riemann, el cudl es im-
portante en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales, ver por ejemplo [1], [9], [10], [11].
Introducimos resultados importantes encaminados a resolver este problema, entre ellos los teore-
mas de Plemelj-Sokhotski y Plemelj-Privalov, el espacio de las funciones Holderiana o continuas
segtin Holder, junto con resultados basicos del anélisis complejo los cuales pueden consultarse en

[71, [S].

El problema de valores en la frontera de Riemann consiste en encontrar funciones ¢, ¢, analiticas

en ciertos dominios D*, D~ respectivamente tales que
U (z) = G(2y(z) + g(z) para todo z € D™ = D™,

donde las funciones G, g son continuas segun Holder.



Capitulo 1

Integral de Cauchy

Una curva suave I' en C es una curva simple de clase C! que no posee puntos recurrentes, esta curva
puede ser representada por una funcion z(¢) definida del intervalo [0, 1] a C y satisface que para
todo 7 € [0, 1], Z’(¢) # 0. Para I" una curva suave, denotamos por D* el dominio dentro de la curva
Iy por D~ el conjunto C\(D* UT) siendo C la esfera de Riemann. En nuestro contexto diremos I’

curva suave para referirnos a una curva en C.

Este tipo de curvas poseen ciertas propiedades interesantes que nos serdn de gran utilidad para

mostrar resultados posteriores.

Lema 1. Sea I' una curva suave cerrada o abierta, luego para cada ay € (0,7%) existe
Ry = Ry(ap) dependiendo iinicamente de « tal que para cada t € T se tienen las siguientes

propiedades:

1. 'N{{ : | -1 < R,R < Ry} consiste de un tinico arco abierto ab.
2. Para cada dos puntos en el arco ab, el dngulo no obtuso « entre sus tangentes a la curva T’

es menor o igual a .

Demostracion:

En esta demostracion utilizaremos las siguientes notaciones: sean {;,{, € I' denotamos su longitud
de arco por o = 0({1,$), r = ({1, 42) = |1 — {| 1a distancia entre estos puntos, L serd la longitud
total de I'. Como I" es una curva regular podemos parametrizarla por su longitud de arco bajo el
parametro s, consideraremos { = {(sx) conk = 1, 2.

Notemos que las funciones o, 7 : I' X I' — R son continuas, ahora para o € (0, %), definamos el

conjunto
M :={(£1,0) €T XT 1 0({1,4) = 00} = 0 ([0, L)

como la funcién o es continua el conjunto M es cerrado, ademads es acotado puesto que I' X I es
un conjunto acotado en C2, por tanto M es compacto en C?, luego la funcién continua r alcanza su
minimo en M, esto es, existe una pareja ordenada (£, {>,) € M tal que

00 :=1({1y,4r) = min |{} = 4.

(&1,.02)eM
1
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Supongamos que gy = 0 entonces {;, = {»,, pero como o ({y,, {»,) = 0 > 0 entonces

G, = L(s1y) = L(829) = £o5

para puntos distintos s;,, 55, € [0, L], lo cual contradice el hecho de que la curva I" es simple, por

tanto oy > 0, asi concluimos que paracadao € (0,0)y e’

{1 =l <oyn{LeT o9 <04, )} = 0.

1. Demostracién de 2: Recordemos que I' = {z(f) : 1 € [0,1]}, donde z € C'([0,1], C) y
Z'(t) # 0 para todo ¢ € [0, 1], por tanto el dngulo @ no obtuso, entre la tangentes a I" en los
puntos {; = z(t1), {» = z(t»), satisface:

cos @ = Z(t)-Z(t) ’
|2’ (t)llz ()]

identificando a C como R?. De la ecuacién anterior por un argumento de continuidad existe

oo = oolag) > 0 tal que si 1,4 € T son tales que su longitud de arco o({;,{) < 0y,

entonces || < ap. Sin perdida de generalidad supondremos que 20~ < L.

2. Demostracion de 1: Fijemos {; € I' y definamos el subarco

Lo:={ el : 0, &) < oo},

SiT es una curva abierta supondremos que los puntos finales de I" no pertenecen a I'y, luego
o = {(sp) divide en dos partes a I'y una correspondiente a s < sy y otra s > sy, ademds cada
punto £ en I'y podemos expresarlo mediante coordenadas polares:
=l +re? = di = (dr+ irdf)e”

= ds=|d{| = |dr + ird6|

= dr = +dscosa, con |a| < .
Como ¢y, ¢ € T son tales que 0({, {y) < oy entonces si 11,1, € I" estan en el arco ¢, (se
entiende por el arco ab como el arco de I' mds corto con puntos finales a y b), el valor
absoluto del dangulo no obtuso entre la recta tangente a I" en el punto ¢, con la recta que une
11y t, es menor o igual a ay, de esto concluimos que el signo de dr es positivo para s > s

y negativo en caso contrario.

Sabemos que la funcién cos x es decreciente en el intervalo [0, 5], luego
ko := cosagy < cosa < 1,
asi para ¢ = {(s)

kols — sol < |s = solcosa < |s — sol = kols — sol < | = ol < |s = s0l,
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de lo anterior podemos concluir que la funcién r es monétona creciente tanto a la derecha
como a la izquierda de ¢ en I'y, cuando nos movemos de ¢, sobre I'.

Tomemos R, := min {o, kyoo}, notemos que s varia mondtonamente de sy a 5o + 07, por
lo que (<, {) crece mondtonamente desde O hasta algun r, el cual es mayor que o y por
tanto Ry, de esta forma si tomamos R < Ry el circulo {{ € C: |l — {y| = R} intersecta a I
en exactamente dos puntos uno a la derecha y otro a la izquierda de {,.Por otra parte si
es un punto final de I, la interseccion de {{ € C : | — {y| = R} con I'y podria ser s6lo en un
punto.

De lo anterior concluimos que para cada ¢ en la curva, la interseccion de I' con Bg({y)
consiste en un arco abierto ab en donde el dngulo no obtuso entre las tangente a la curva en

dos puntos de este arco es menor o igual a ay. O

Sea ¢ una funcion de valor complejo definida sobre I' curva suave, la cual es integrable sobre esta

curva, para z € C\I" la funcién

ML (0}
(1) W) = o |
r

es conocida como una integral de Cauchy, utilizando la derivada bajo el signo de la integral se

muestra ficilmente que ¢ es una funcién holomorfa en D* y D, en general las funciones holomor-

fas y* := Y|p+, Y~ = Y|p- son diferentes, supongamos I" curva suave cerrada y ¢ = 1, la integral
de Cauchy
0 sizeD*
Y(2) = . .
1 sizeD
luego Yt # Y.

Si z € T en general la integral impropia (1) no existe, para darle valor a esta integral utiliamos el
valor principal de Cauchy.

DEFINICION 1. Sea I" una curva suave en C, ¢ € I, Y una funcion integrable sobre I'\ {c} y € > 0.
» Denotamos I, := I'\B.(c), si
tin [ oz
Le

existe, su valor se denomina Valor principal de Cauchy de la integral

fl//(é)d{,
r
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comunmente escribimos
[ wode =1 [wiorae
r Ce

» Similarmente, si D C C es un dominio, y ¥ una funcion en D\{c} para algiin punto c € D

tal que
ft//(g“)d{, con D, := D\B.(c),
De

existe para cada € suficientemente pequenio, entonces
f ()¢ = 1im f nQ,
D De
es llamado el valor principal de Cauchy de la integral singular si el limite existe.

Por ejemplo si consideramos el intervalo [a, b], a, b € R,y para a < ¢ < b la integral impropia
b

f dx
x—c

a

el valor principal de Cauchy esta dado por

. dx ) b-c € b-c

lim = lim [log + log—| = log .

e—0 X—cC e—0 c—a € c—a
[a, b]\(c—€,c+€)

Para I curva suave cerrada calculemos el valor principal de Cauchy de la integral

v = [
20) = 27 I—ZO,

r

donde zp € I'.

Tomemos el R, del lema anterior, asi para € < Ry, B.(zo) N I" es un dnico arco abierto el cual

denotaremos por a(e)b(e), sea A, el arco centrado en zy que une los puntos a(e) y b(e), de esta

1 1 1
[ [ a (L
r—20 t— 2o t—2

T Te+Ae Ae
como zj es un punto exterior a la curva cerrada I’ + A, la primera integral es cero, para calcular la

forma

segunda integral consideramos coordenadas polares 1 —zy = pe” donde 6 varia de  := arg(a(e)—zo)

ap:=arg(b(e) — z0) con @ — 2 < B < @, luego

1 1 1 1

— dt=— | df = —(B — a),
2r ) t—29 2w 27r(ﬂ @)
Ac a
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pero

limef = lim X9 "% _

-1
e—0 e—0 a(E — ZO) ’

por tanto 8 — a = m, entonces el valor principal que queriamos calcular es %, entonces

0 sizeD?
Y()=4 3 sizel
1 size D™

Daremos a continuacién condiciones suficientes a la funcion ¢, para que la integral (1) exista como

valor principal de Cauchy sobre I'

DEerINICION 2. Una funcion f de variable real o compleja se dice que satisface la condicion de
Holder o que es continua segiin Holder en un subconjunto D de un espacio métrico (X, d) si existen

constantes H > 0y a € (0, 1) tales que

2) d(f(z1) = f(22)) < Hlz1 — 2|,

para todo 71,2, € D, la constante H = H(f; D, @) es llamada consante de Holder, a el exponente
de Holder. El conjunto de funciones continuas segiin Holder o funciones Holderianas se denota
por C*(D). C*(D,C) es el conjunto de aquellas funciones de valor complejo de tipo Hélder en D,

y el conjunto C*(D,R) las funciones Holderianas real valuadas.

Supongamos que el conjunto D es acotado, entonces si f € C*(D) paraff < «

d(f(z1) = f(z2) < Hlzy — 2" = Hlz1 — 221" Plz1 — 22l < Clzy — 2of,

esto es f € CA(D)

TeoOREMA 1. Sea I curva suave cerrada en Cy ¢ € C*(I'), entonces

1
) = — [ 4w

27l w—=2z
r

dw,

existe como integral principal de Cauchy sobre I y parat € T’

— 1
w(T) = fM + —¢(T).
w—T 2
r
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Demostracion:
Seatel,e>0,asi

0w _ ¢(w) ¢<r)

t—7
I'e I'-e

recordando ¢ € C*(I') y tomando w = w(s), T = w(so)

L
000 = 9@ ||| [ 50D = 0D
w—T B w(s) — w(so)
Te 0
< Hflw(s) — w(so)|* 'ds
L
< Hf”w(s)—w(so) a-l 1
N X s — 8o |s — sp|t—@
7 1
< (mln w’ (s)| fsl —
0
2H acl
< 5 (i o)

por tanto existe
I ¢w) —¢(1) [ dw) — (1)
m | —— = | ————,

e—0 w—-1 w—T
I, T

y por el ejemplo anterior a este teorema concluimos que

- |
(o) = f o =@ Ly
w—T 2

T

Para resultados posteriores definiremos una nueva funcion en el siguiente teorema.

TeOREMA 2. Bajo las hipdétesis del teorema anterior, consideremos la funcion

w—-2z
r

la cual satisface lim ¢(z) = ¢(1), donde el limite se considera de forma no tangencial aT.
—T

El siguiente estimativo, no depende de 7 € I, i.e, tomemos 71,7, € I', cercanos y escojamos z ¢ I'

cerca a estos puntos, donde z no esta en la tangente a I" en ninguno de estos puntos, luego

lo(T1) — e(12)| < (1) — ()| + |(2) — p(T2)l,



1. INTEGRAL DE CAUCHY 7

es claro que la funcién ¢ es cotinua en C\I', ademds tomemos z en la tangente de 7, y 7' cercano a

zy a T de forma no tangencial, asi

lo(T) = (@) < lp() = (] + lp(2) — ()],
esto es, el limite también se satisface si nos acercamos a la curva de forma tangencial.

Demostracion:
Consideremos € > 0, y definamos I'. como antes, de esta forma

(¢(w) — p(T))(z —7) dw

w—2)(w—1)

_ W) - ¢Nz=D) [ W) =d@)e-T)

w—2)(w—1) w—2)(w—1)
INIe Ie

I] +12,

¢(z) = (1)

siendo

_ [ @ -d@e-7)

I = _ [ =d@)=T)

w—-290(w—-1) b= w-290w—-1)
I\l re

Para el célculo de la primera integral recordamos de la demostracion del lema 1 que dr = +dsky

% < é, siendo s la parametrizacion por longitud de arcoy r = ({1, ) = |6 — &f;

p - = p - —
llamemos S el dngulo de corte entre las rectas zw, 7w, y w el dngulo entre z7T y w7, como z no esta

concluimos

en la recta tangente a I en el punto 7, tomamos wy € (0, w), de esta forma

‘Z_T = S.mﬁ < .1 =K
w—z| sinw ~ sinwy
por tanto
d d
|| < HKfﬁ;yyaqueMwI:dss—r
lw —7|!-@ ko
I\l
3) < 2HKf dr :ZHKEQ,
ko rl-a a’ko
0

Por otra parte en I'c se satisface |w — 7] > € y escogiendo z tal que |z — 7| < §, observamos

4) L<—/z—1],
€

de (3) y (4), concluimos que lim ¢(z) = ¢(7) siendo este limite no tangencial.O]
7T
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Sea I' curva suave cerrada en Cy ¢ € C*(I'),definimos los valores en la frontera de la integral de

Cauchy (1) como
v = lim g, Y@= lim o y),

donde D" y D™, definidas como antes; el siguiente teorema, debido a los matematicos Julian So-
chocki quien lo demostré en 1868, y Josip Plemelj quien lo redescubrié al trabajar en una solucién
para el problema de Riemann-Hilbert, nos permite relacionar el valor principal de Cauchy con los

valores en la frontera de la integral (1).

TreoremA 3 (Plemelj-Sokhotski). Sea I' curva suave cerrada en Cy ¢ € C*(I'), entonces para
Tel,

1 1
&) yr(r) = S+ Y@, (@) = —54(1) + Y (),

siendo Y(7) el valor principal de Cauchy.

Demostracion:
Consideremos z ¢ I, luego por los teoremas 1 y 2

1 o(1) dw
@) = 5=+ 5= | —
2mi 2ni w—2z

r
en un ejemplo anterior se mostré que
0 sizeD*
1 f dw | | . eI
mi) w-z |2 YF

r I sizeD,

y aplicando la definicion de ¢+, ™, tenemos

1 1
Y (1) TSO(Z) + ¢(7) = Y(7) + ZP(7),
b4 2

1 1
U@ = 5=e@+0 = (@) - 54,
b4 2

lo cual deseabamos mostrar.C]

Las férmulas (5) son conocidas como las formulas de Plemelj-Sokhotski, las cuales son equiva-

lentes a

(6) () =y (1) = ¢(1), YT(r)+y(t) =2p(1), conT€ET.
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En el siguiente teorema, se muestra la regularidad de la funcidn i sobre la curva de integracion T,
este resultado se conoce como Teorema de Plemelj-Privalov, y es de gran importancia en la teoria

de ecuaciones integrales singulares y teoria de funciones de variable compleja.

TeoreMA 4 (Plemelj-Privalov). Bajo las hipotesis del teorema anterior las funciones y*,y~, €
ce@).

Demostracion:

Por las relaciones mostradas en el teorema 3, s6lo es necesario demostrar que la funcién

o) i f«p(w) ¥ e et

pertenece a C*(I') y asi conclu que y*, ¢, € C*(I).

Sean 1, 1, € I',por tanto

(7) () — () = f[(b(w) — () Pp(w) — ¢(11) dw,
w—1 w—1

r

por la suavidad de la curva de integracién podemos tomar ¢ > |t, —#;| tal que I' N B,s(#1) es un tdnico

arco abierto en la curva, sea k :=

™ t > 1 recordando la demostracion del lema 1 y utilizando la

misma notacion koo (f1, 1) < |t} — £, donde ky = cos ap, siendo g un dngulo menor que 7 tal que

0'0:5.

Por otra parte tomemos los puntos a, b € I tales que
o(a, i) = o(ty, b) = 4o(t, 1),

denotemos por vy el arco ab; por comodidad notaremos [ := o(t;, ) y r = |t — 1]

Consideremos las integrales

o= [ @), AP (O GV
w—1 w—1
Y Y
_ [9@) - d(r) [ (@) = d(0))(t2 — 1)
13 = —W ~ dW, 14 = (W _ tz)(w — tl) dW,

Iy Iy



y observemos

@(t2) = ¢(t1)

Il
a‘% \QV% %I% %y% '—1‘%
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L+L+15+ 14

[p(w) = ¢(t2)  p(w) — (1) |
w—1 w—h
[p(w) = ¢(t2)  p(w) — (1) |
w—1t w—1hH
900 = () Bw) = 9(1))
w—1=0n w—1
[p(w) = ¢(t2)  p(w) — (1) |
w—1 w-—1
P0) = Bl)  BOw) — P(1))
w—10n w—1h

dw

[ p(w) —

P(12)

[ (@) — @)W — 1) — (p(w) —

¢w) — ¢t |,

w—1 w-—1n

()W — 1) ]

10

(w—n)w—1)

[ (W) — @) (12 — 11) — ($(11) — (1)) (W — 1) |

w—n)w—-1)

(@00) — (1)1 - m] s ﬂ

w=10)w-1)
Iy

(p(t1) — ¢(12))

(w—11)

De esta forma tenemos que hacer el estimativo sobre cada una de las integrales. Para hacer estos

estimativos, recordemos que la funcién ¢ satisface |[¢p(w;) — ¢,,| < H|w,

— w»|* para todo wy, w;

en la curva I', también consideraremos w = w(s), t; = w(s;), parai = 1,2 la parametrizacion por

longitud de curva, donde s varia de O a L.

: Calculo sobre I,

|

p(w) — ¢(12)

w—1

o) = ¢0) ., <Hf
[w
3

kl (xfls_s2|1 —a kl 17

: Calculo sobre I,

la — t;| > |b — t;], recordemos que log(z) =

|1

¢(W) ¢ .
-1

Y

< [
|w
2

klafls_sllla_kla

: Calculo sobre I3 Para realizar esta estimacion supongamos sin pérdida de generalidad que

ldw]
_ t2|1 @
"
ds 2-3°H ,
= r
sl ako
ldw]
_ tlll a
i
ds 2*"'H ,
= r
sl aky

log(|z|) + arg(z), donde arg(z) € (e, € + 2m) con

dw

dw

|av
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€ € R, asi
b—t -1
log ! ' < lo |a ! ' + larg(a — ;) — arg(b — 1,)|
a-—1n b-t
a-t o(a, b)
+2r < ———— +2
. b—n' "= ooty T
4] 2
— +2n < —+2
= gl TR
en consecuencia
) — ot d
o= | [ 2R o gy f —
w—1 w — 1
I'\y Iy
b — . .
= Hr"|log ” y del estimativo anterior,
a—1n
1
< 2H a
- (ko + 71') ’

: Calculo sobre I, Notemos que para w € I'\y, kr = 6 < |w — 1], luego por desigualdad

triangular |w — t;| — |t; — 1| < |w — 1], de donde = g < %, de esto llegamos a

L (@) = ¢t = B) | f |dwl 1
w—=1n)w-1) w—nllw—n'~
My
2 |W—h e 2
= Hrflw—tll" —— | lawl< Hr(: flw—tl" dwl
w—=1In

Iy Iy

L

k I-a a oV N k 1-a 20_1 .

< Hr(k_l) kg zfs *ds < Hk; 2r(k—1) (—1_a)l !
2

k I-a 2@—1
() (2

De todo lo anterior, concluimos

lp(t1) — (1) < CHIf = 1],
donde C es una constante que depende de «, ky, k; por tanto ¢ € C*(I'). O

En el siguiente teorema ¢ es extendido por ¥ y ¥~ a la clausura de D*, D~ respectivamente, para

mostrar este resultado, necesitamos algunos resultados preliminares.

Lema 2. Consideremos el radio estandar de T', Ry = Ry(ay) (definido en el lema 1), p € (0, Ry),

. —
tel, z¢T1, |z—1t < p. Supongamos que el dngulo no obtuso entre la recta zt y la tangente a I en
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el punto t, es mayor o igual a By > ay > 0. Entonces existe una constante positiva M = M(a, p, I')

tal que para cada ¢ € C*(I') la funcion

satisface
(8) W' @)l < Mlz = 1|*! [rlgg}x 6Dl + H(g, T', ).

Lema 3. Paracada x, ye R" N{0}y0<a <1

) XY =y < =y X7 +yT <27 (x + y)“.

La demostracion de los anteriores resultados se encuentra en [2].

TeoREMA 5. Sea I curva suave cerrada en Cy ¢ € C*(I'), entonces y* € C @(D*) yy eC *(D-)

Demostracion:

Realizaremos esta demostracién por pasos y Unicamente sobre el dominio D* pues sobre D~ se
realiza de forma andloga, ademds teniendo claro que por el teorema anterior ¥, ¥~ € C “(1_"), solo
tendremos que mostrar que la condicién de Holder se satisface cuando uno de los puntos esta en la
curva y el otro en D*, el otro caso serd cuando los dos puntos estan dentro de su correspondiente

dominio, esto es z,7 € D*.

: Sitel, 77 € D*. Para B € (0, @) consideramos una rama de la funcién multivaluada

Y@ -y ()
@)= (z—1f

de tal forma que la funcion W restringida a esta rama, es analitica sobre D*. Los valores de

esta funcién sobre I" son

AR AON

YY) = —————=; €l
O == ¢
y como la funcién y* € C*(I') tenemos que ¥Y*({) es continua en I', ademads
[ (0) — ¢ (D) e
) = LD s
Iz — 1)

de la férmula integral de Cauchy (ver [7] pag. 202) tenemos para z € D*,con 0 < € < |z —1]

\I]+

(10) vo- [ o
(-2

A(D*\Be(1))



(11)
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donde
Y(z), zeD*
¥Y*(2), zeT

queremos mostrar que el limite cuando € tiende a cero en (10) existe; por tanto observemos

Y(z) := {

de la definicion de WY que siz € D™, |z —f| < €

¥(z)| <

|z = tF’
donde C es una constante positiva, lo anterior lo concluimos del hecho de que ¥(z) tiende
Y*(t) cuando z € D* tiende a ¢, por definicién de ™.

Por otra parte si |z — 1] > €

2r
+ 1-B 1-8
f ‘P({)dgscf 'e S27rC6 ,
{—z lee® +t—z] ~ |t—z|—€
0

0(Be(HND™*)

en consecuencia el limite en (10) existe, luego podemos entender

W) = f YD
(-2

aD*

en el sentido de valor principal de Cauchy, luego de los teoremas 2 y 3 inferimos la con-
tinuidad de ¥* sobre D*, y aplicando el principio del maximo (ver [7] pag. 244)
Y@ -y @
(z-1f

IA

4 +
mix [¥(0)

H(y";T, ) max |f — "7
el

IA

IA

Hy" T, o)M(D),

siendo M(I') := max{l,diam I'} y Hy*;T, @) constante de Holder para ¢, por tanto si
tomamos H’ := Hy™"; T, a)M(I') tenemos

W@ -y Ol <Hlz -1 = /1315; (@) -y (0] < }}gg H'|z -1
= W@ -y Ol <Hz-1"

Siz,z € D*, dist(z’, I') < p < Ry, con Ry = Ry() radio estanar de I'. Sea ¢ € T tal que
dist(z’, I') = |7 — 1| y consideremos

_ Y@ -4E)

Y(2) : Z—2)

b

.z . H
es claro que W es una funcién multivaluada, por tanto tomaremos una rama de ¥ en D*\t7,
sobre la cual la funcién ¥ es analitica; nuestro proposito es mostrar que la funciéon ¥ es

acotada en D*.



1. INTEGRAL DE CAUCHY 14

. =
Si z € t7/, entonces

lﬂ(Z)—tﬁ(Z')=fW(§)d§,

. -
como dist(z’, I') = |z’ — 1], la recta 1z’ es ortogonal a la tangente a I" en el punto 7, luego

podemos aplicar el Lema 2 y recordando el estimativo dado en el Lema 3 obtenemos

-l = | [vodd < [
< Cf|§—r|“-1|d§|:c fTa_ldT
z |27 1|
C

C
= —|lz=t" =1 =4 < =lz=-Z|".
a a

sz PR ﬁ . . . .
Por otra parte, como la funcién ¥ es analitica sobre D*\#z’, aplicamos el principio del
. , -
maximo y asi obtenemos para z € D*\tz/,

lW(z) — () < Hilz = 2",
tomando M := max {Hl, %}, observamos que para z, 7’ € D*, dist(z’, I') < p < Ry:
(12) W(z) — () < Mz - Z'|".

: Siz,7 € DY, p <dist(z, I'), p € (0, Ry).

= |z -2 < 5p.
De nuestra consideracion, tenemos que B 1 ,(z') € D7, e integrando a lo largo de la linea

%
t7’, donde dist(z’, I') = |7’ — ¢|, tenemos
0@ v = [v.

y por la férmula integral de Cauchy

PSR I A )
V@O = o f Ty

r
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de donde
, Yt (w)
— d
[ (Dl 27ri =07 w
+
< f ' Y (w)
w=¢ 7l
RRY ).
—— max
S wHw
luego
(z) =y < — mixly " (wllz -7
= wel
2L
(13) < M= mixly wllz - 21
T~ wel
con M’ = méx _|a— b|'"?, el cual es finito puesto que el dominio D* es acotado.
(a,b)eD*xD+

= z-7] > 5p.
En este caso

A

(@) — (@) < 2max [y ()

(eD*
Iz -7l

IA

4 max |y ()

{ED+

(14) < 7.

(eﬁ
De (12), (13) y (14) concluimos que para z, 7 € D*
(15) W(z) — ()l < H'|z — 2|,

siendo H” := max{(*F, ZL}M’ mix [y* ().
leD*

Finalmente de las ecuaciones (11), (15) y el teorema anterior, tenemos que ¥* € Co(D*). O

Los resultados mostrados hasta el momento, serdn de gran importancia para resolver el problema

de Riemann, el cual se expondra en el siguiente capitulo.



Capitulo 2
Problema de valores en la frontera de Riemann

En este capitulo consideraremos I" una curva cerrada, D" el dominio delimitado por esta curva 'y
D™ = @\(F U D), consideremos G € C(I';C) y G(z) # 0 en I'. Entonces el indice k en G con
respecto a I es la variacion media de arg G(z) mientras que z varia sobre I' en direccién positiva, €l

indice se puede expresar como:

1 1
k= 1indG = — fdargG(z) = — fdlogG(z).
2r 2mi
r

r

De la anterior definicién sacamos las siguientes conclusiones:

: Al ser G(z) continua, deducimos que el incremento de su argumento es un multiplo de 2,
por tanto el indice « es un nimero entero.
: El indice de un producto de funciones es la suma de los indices, ademds el indice de un

cociente es la resta de los cocientes, esto es
) ) ) ) G ) )
ind(G,G») = ind(G) + ind(G»), 1nd(G—1) = ind(G,) — ind(G,).
2
: Si D es un dominio, con frontera suave y G es una funcién analitica en D, entonces

_ 1 1 (GO
dG = — dloeG(7) = — dt,
n 27rif 08G(2) 2m'f G(1)
T T

y por el principio del argumento

indG = n(0) — n(c0),
donde n(0) es el nimero de zeros y n(co) el nimero de polos de G, contandose con multi-

plicidad.

DEeriNiciON 3 (Problema de Riemann). Sea I' una curva cerrada simple y suave, G, g €
CYI;C), 0 < a < 1, con G(w) # 0 sobre I'. Encuentre funciones analiticas Y en D" y Y~ en

D™ tal que
(16) Yrw) = Gy~ (w) + gw), wel.

La funcidn G es llamada el coeficiente del problema de Riemann y la funcion g el término libre.

16
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Norta 1. Consideremos primero el problema homogeneo
(17) Urw) = Gw (w), wer.
siy*, ¥~ soluciones a este problema tenemos:

ind(™) = ind(G) + ind(y™),

si n*,n~ son los ceros de las funciones ", Yy~ en D, D~ respectivamente, de las propiedades
enunciadas anteriormente sobre el indice

(18) n" =ind(G)—-n".

La solucion al problema homogeneo se demuestra en el siguiente teorema.

TeOREMA 6. Para 0 < « el indicie de G, el problema de valores en la frontera de Riemann

homogeneo (8), tiene k + 1 soluciones linealmente independientes dadas por

wz—(z) — Zke)’(z)’ z€ D+, ,
Y@ = 279, ze D', 0<k <k,
1 f log[w kG (w)]
y = — | ———=dw.
2mi w—z

r

La solucion general esta dada por combinaciones lineales de ¢;;. Para k < 0 el problea homogeneo
no tiene solucion.

Demostracion:
1. Por la nota 1, tenemos que n* + n~ = «, donde n*, n~ son los ceros de las funciones ¢*
respectivamente, por tanto k > 0, esto es, el problema homogeneo no tiene solucion para
negativo.

2. Si k = 0, entonces

f dlog(G(w))dw = 0,
Tr
por tanto las funciones log¢™*, logG(w) son univaluadas, ademas:

llog(G(w)) — log(G(2))l < M |G(w) — G(2)| < MH |w — 2|,
con

b

.| d
M = max |~ (log(G) (7)




(19)
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de esta forma, la funcién log(G) es Holderiana con exponente @, y notando que podemos

reescribir el problema (8) como sigue
log ¢*(w) = log G(w) + log ¢~ (w), weT,

el cual tiene solucién por las férmulas de Plemelj-Sokhotski (6), y esta estd dada por la

integral de Cauchy

1 log G(w
logé(z) = i fvgv—_(z)dw =), z¢T.
r

Sea a = ¢~ (o0), entonces ¢(z) = ae’?, sin perdida de generalidad supondremos a = 1, en

consecuencia
$(z) =9, ¢*(z) =e" @, 7€ D*.

satisface ¢* = G¢~ sobre I' y son holomorfas sobre D*, D~ respectivamente.

. Si k > 0, asumamos que el sistema de coordenadas esta en D", luego la funcién wk

tiene indice —«x y w™*G(w) es continua en I, utilizamos esta funcidn para reescribir las

condiciones de frontera

¢T(w) = W W Gw)]p~(w).

Por otra parte
indw“G(w)) = ind(w™) + ind(G(w)) = 0,

luego por el inciso 2 si consideramos

1 [ logw™G
7@ = 5= f LogwCW) 4y,
w—=2z

r

tenemos
e’ @ = Z—KG(Z)CV’(Z)_

consideraremos las funciones X*(z) := ¢ @, X (z) := z¥e” @, las cuales no se anulas
sobre D", C\(D*" UT) y observemos de (10) que

¢ (z) _ Z[Z*G@I¢ ()  [Z*G()]¢ (2)

X2 X*(2) - 7*G()er ®
@) _ ¢ @
e)’*(z) X—(Z)

sobre I,

4 : ") 47 s + + ¢~ (@) .
ademds las funciones o X son analiticas en D*, C\(D" UT) y 3= ) tiene un polo en

el infinito. Como ambas funciones coinciden en la curva I', una es continuacidén analitica
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de la otra, por tanto podemos considerar una funcion entera 4 definida como sigue

¢ (2 : +
— size DTUT,
h(z) := { @

@)
X ) en otro caso,

esta funcién s ademads de ser analitica sobre C, posee un polo en el infinito de orden al

menos «, luego por el Teorema de Liouville generalizado concluimos que la funcion 4 es

K
un polinomio de grado al menos k, denotemos por comodidad este polinomio como Y a;z*
k=0
con g, € C para todo k, de esta forma

K

¢"(2) = h@X(2) = Zakzkef@
k=0

¢ (2) = h(z)X‘(z):Z a e,
k=0

Sabemos que la funcién X, tiene un cero en el infinito miestras que /4 un polo en este
punto, y tanto el 6rden del polo como del cero es «, en consecuencia la funcién ¢~ no
se indetermina en el infinito, por lo tanto ¢~ es analitica en C\(DJr UT), y como ¢* es

holomorfa en D*, entonces las funciones ¢~, ¢* son soluciones del problema de Riemann.
De 1, 2 y 3 concluimos el resultado. O

Nota 2. La funcion

(20)

X*(2), size D*,
X(2) = _() . _
X (<z), sizeD,

es denominada como funcién canonica del problema de Riemann

Esta funcién candnica serd muy importante para resolver el problema no homogeneo (7) el cual

esta dado por:

yrw) = Gy (w)+gw), wel

dividiendo ¢ por X*
yvoo_Gr 8
X+t Xt Xt
+ —_

(21) ¥ = w_+ g

X+ X X+
como X* € C%I), ademds como g cumple la condicién de continuidad de Holder sobre I' con

exponente a tenemos por el teorema 4 % € C*(I"), por tanto consideramos el problema

(22) wr@=u(2)+ %(Z), sobre T
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el cual, por el teorema 3 tiene una solucién dada por
1 gw)
= — | —————dw, I,
MR = o fx+(w><w PR

restando (21) y (22)

observemos que la funcion % — w es analitica en C, por tanto ¢ := Xu € O(C), analicemos ahora su

comportamiento en el punto co

: Sik > 0, la funcién X tiene un cero en oo y por definicién de solucién u es analitica en C,
por tanto ¥ € O(D*), ¥~ € O(D"), lo cual necesitamos para que sean soluciones de (16).

: Por otra parte si k < 0, la funcién X tiene un polo de este orden en infinito, asi que para la

regularidad de la funcidn i, es necesario y suficiente que en este punto la funcién y~ tienga

un cero de orden «.

Por expansion en serie de Laurent cerca de co, podemos expresar la funcion u asi

. L gw) _ _L gw) dw
HR = on ) X wmw=2""= "o X+(w)z(1—vz—”)
r Y :
- g(W) N w -m—1 g(W) k—1_—k
S i) X 4 = ok ) Xew) k_lw Z dw
J -

00 1 g(w) L 00 o
= —_ _— d = E
Z_ 27rz X*(w) WA — o

con ¢ = —ﬁ )ffxz) wk‘ldw, 1 < k, como deseamos que el cero de u en oo sea de orden

—

exactamente k precisamos que

f&wk_ldw:O, 1<k<—-«k-1,
X*+(w)
r

estas se conocen como las condiciones de solubilidad sobre la funcién g.

Las anteriores observaciones las compactamos en el siguiente teorema.
TeOREMA 7. Consideremos el problema de valores en la frontera de Riemann no homogeneo:
Yrw) =Gy (w) +gw), werl

denotemos por k := Ind(G).
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» Si k > 0 la solucion al problema (17) esta dado por

¥(2) := X(@)[u(2) + Pu(2)],

donde P, es un polinomio de orden menor o igual que «.
» Para k < 0 el problema de valores en la frontera de Riemann tiene solucion si'y solo si se

satisfacen las condiciones de solubilidad, en este caso la solucion es

Y(z) = X(Du(2).

Demostracion:

En el comentario anterior se demostré que para k := indG > 0, la funcién
Y= X[+ P(2)]

soluciona el problema, siendo X la funcion candnica del problema de Riemann definida en (22), y

L g§w)
M) = o fX+(w)(w — Z)dw, z¢l,
r

y P.(z) un polinomio de grado menor o igual a «, es claro que esta funcion satisface la igualdad
(16) y la regularidad sobre D*, y D™, esto ultimo ya que X tiene un cero de orden « en el infinito
y por tanto la funcién entera XP,(z) no se indetermina en co, ademés Xu es analitica en C\I', asi ¥

cumple las condiciones de regularidad sobre los dominios D"y D~.

Por otra parte si k < 0, la funcién ¢ := Xu satisface la igualdad (16), y para su regularidad se

necesita que se satisfagan las condiciones de solubilidad enunciadas anteriormente. O

Con esto se resuelve el problema de valores en la fontera de Riemann, tanto el homogéneo como el

no homogeneo.
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