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Introducción

En este trabajo nos dedicaremos a caracterizar los procesos afines regulares. El primer
caṕıtulo contiene las definiciones básicas y notaciones que se estarán utilizando a lo largo
de este texto. Asimismo, se enunciará un teorema que caracterizará los procesos afines re-
gulares y algunas consecuencias inmediatas. En el segundo caṕıtulo se procederá a probar
los resultados necesarios para dar la prueba de dicho teorema.

La principal motivación para buscar tener una completa caracterización de los procesos
afines viene de la importancia que han ido adquiriendo con el paso del tiempo, importancia
que radica principalmente en la de sus aplicaciones en finanzas. No obstante, como cabŕıa
esperarse, ésta va más allá.

El teorema que se presentará mostrará la forma general que tienen los procesos afines
regulares. Como consecuencia, dichos procesos se pueden ver como una herramienta para
simplificar ciertos problemas con martingalas al tratarlos como contrapartes naturales o
extensiones de derivados y ecuaciones diferenciales ordinarias. En este sentido, los procesos
afines se pueden ver como soluciones a problemas con martingalas particularmente simples,
que extienden ecuaciones diferenciales ordinarias afines al caso estocástico.

Por último, damos algunos ejemplos de procesos estocásticos que resultan ser procesos
afines particulares con una amplia utilidad en diversos campos de las Matemáticas, con lo
cual mostramos la generalidad del concepto de proceso af́ın y la utilidad que puede tener
el teorema de caracterización al ver dichos procesos como procesos afines.
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Caṕıtulo 1

Conceptos Preliminares

1.1. Notación Básica

En este trabajo se tomó [2] como referencia general para las definiciones básicas de
procesos estocásticos, adaptándolos a las notaciones aqúı utilizadas. De la misma manera,
los conceptos referentes a teoŕıa de la medida utilizados aqúı se pueden consultar en [6].

Para cada k ∈ N definimos los conjuntos

Rk
+ = {x ∈ Rk|xi ≥ 0,∀i}, Rk

++ = {x ∈ Rk|xi > 0,∀i},

Ck
+ = {z ∈ Ck|Re z ∈ Rk

+}, Ck
++ = {z ∈ Ck|Re z ∈ Rk

++}.

Análogamente, escribimos Rk
−, Rk

−−, Ck
−, Ck

−−.
Para α, β ∈ Ck escribimos 〈α, β〉:=α1β1 + · · ·+αkβk (nótese que este no es el producto

escalar en Ck). Definimos Semk como el cono convexo de matrices simétricas semidefinidas
positivas de k × k.

Sea U un conjunto abierto o la cerradura de un conjunto abierto en Ck. Escribimos su
cerradura como U , su interior como U0, su frontera como ∂U = U\U0, y U M= U ∪ {M}.
Definimos ahora los siguientes conjuntos:

C(U) es el espacio de las funciones complejas continuas en U .

bU es el espacio de Banach de las funciones complejas y acotadas Borel-medibles en
U .

Cb(U) es el espacio C(U) ∩ bU .

C0(U) es el espacio que comformado por las funciones f ∈ C(U) tales que ĺımx→M f(x) =
0.

Cc(U) es el espacio que comformado por las funciones f ∈ C(U) con soporte com-
pacto.

Ck(U) es el espacio de funciones f en U0, con k veces diferenciables tales que todas
las derivadas parciales de f hasta el k-ésimo orden perdenecen a C(U).

1



CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

Ck
c (U) = Ck(U) ∩ Cc(U).

C∞(U) =
⋂
n∈NC

k(U) y C∞c (U) =
⋂
n∈NC

k
c (U).

Por convención todas las funciones f definidas en U las extenderemos a UM haciendo
f(M) = 0.

1.2. Definición y Caracterización de Procesos Afines

Consideremos un proceso de Markov a tiempo continuo con espacio de estados D :=
Rm

+ × Rn y semigrupo (Pt) actuando en bD,

Ptf(x) =

∫
D

f(ξ)pt(x, dξ).

Dada su estructura producto, un punto en D se escribirá como x = (y, z) o ξ = (η, ζ).
Asumimos que d := m + n ∈ N y, por lo tanto, que m o n pueden ser cero. No exigimos
que (Pt) sea conservativo; es decir, tenemos

pt(x,D) ≤ 1, pt(x,D∆) = 1, pt(∆, {∆}) = 1, ∀(t, x) ∈ R+ ×D.

Denotamos por (X, (Px)x∈D) = ((Y, Z), (Px)x∈D) la realización canónica de (Pt) de-
finida en (Ω,F0, (F0

t )), donde Ω es el conjunto de funciones ω : R+ → D∆ y Xt(ω) =
(Yt(ω), Zt(ω)) = ω(t). La filtración (F0

t ) es generada por X y F0 =
∨
t∈R+
F0
t . Para cada

x ∈ D, Px es una medida de probabilidad en (Ω,F0) tal que Px[X0 = x] = 1 y se cumple
la propiedad de Markov,

Ex[f(Xt+s)|F0
t ] = Psf(Xt) = EXt [f(Xs)], Px − c.s.∀s, t ∈ R+, ∀f ∈ bD, (1.1)

donde Ex denota la esperanza con respecto a Px.
Si para cada u = (v, w) ∈ Cm × Cn definimos una función fu ∈ C(D) como

fu(x) := e〈u,x〉 = e〈u,y〉 + e〈w,z〉, x = (y, z) ∈ D,

tenemos la siguiente

Afirmación 1.1. fu ∈ Cb(D) si y sólo si u está en U = Cm
− × iRn.

Demostración. Supongamos que u = (v, w) está en U , entonces

〈v, y〉 = v1y1 + · · ·+ vmym ∈ C−,
〈w, z〉 = w1z1 + · · ·+ wnzn ∈ iR.

Luego,
‖e〈v,y〉+〈w,z〉‖ = ‖e〈v,y〉‖‖e〈w,z〉‖ = ‖eRe〈v,y〉‖ · 1 ≤ 1

para cada x = (y, z) ∈ D (ver [4], Caṕıtulo 2, Sección 3).
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CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

Rećıprocamente, si fu ∈ Cb(D), entonces e〈v,y〉+〈w,z〉 = e〈v,y〉e〈w,z〉 está acotada. Luego,
dado que y y z no dependen entre śı, se sigue que e〈v,y〉 y e〈w,z〉 están acotadas. Aśı, dado
que z ∈ Rn, se sigue que w debe forzosamente estar en iRn. Además, como y ∈ Rm

+ , e〈v,y〉

será acotada para cualquier v ∈ Cm
− . �

Ahora, dado que ‖fu(x)‖ ≤ 1 para cada u ∈ U , se sigue del teorema de convergencia
dominada Ptfu es continua en u ∈ U para cada (t, x) ∈ R+ ×D. Nótese también que

U0 = Cm
−− × iRn y ∂U = iRm × iRn = iRd,

y

Rd 3 q 7→ Ptfiq(x)

es la función caracteŕıstica de la medida pt(x, ·), esto es, la función caracteŕıstica de
Xt1{Xt 6=∆} con repecto a Px

Definición 1.2. El proceso de Markov (X, (Px)x∈D), y (Pt), se dice af́ın si para cada t ∈
R+ la función caracteŕıstica de pt(x, ·) tiene una dependencia exponencialmente af́ın de x.
Esto es, si para cada (t, u) ∈ R+×∂U existen φ(t, u) ∈ C y ψ(t, u) = (ψY(t, u), ψZ(t, u)) ∈
Cm × Cn tales que

Ptfu(x) = eφ(t,u)+〈ψ(t,u),x〉

= eφ(t,u)+〈ψZ(t,u),y〉+〈ψZ(t,u),z〉, ∀x = (y, z) ∈ D.
(1.2)

Observación 1.3. Dado que Ptfu ∈ bD para cada (t, u) ∈ R+ × U , se concluye de
la ecuación anterior que φ(t, u) ∈ C− y ψ(t, u) = (ψY(t, u), ψZ(t, u)) ∈ U para toda
(t, u) ∈ R+ × ∂U .

Observación 1.4. De la ecuación (1.2) se sigue la unicidad de ψ(t, u). Pero Im φ(t, u)
está determinada salvo multiplos de 2π. No obstante, tenemos por definición que Ptfu(0) 6=
0 para toda (t, u) ∈ R+ × ∂U . Dado que ∂U es simpemente conexa, Ptfu(0) admite una
única representación de la forma (1.2) tal que φ(t, ·) es continua en ∂U y φ(t, 0) = 0.

Definición 1.5. El proceso de Markov (X, (Px)x∈D), y (Pt), se dice estocásticamente
continuo si ps(x, ·)→ pt(x, ·) débilemente en D, para s→ t, para cada (t, x) ∈ R+ ×D.

Si (X, (Px)x∈D) es af́ın, entonces, por el teorema de continuidad de Lévy, (X, (Px)x∈D)
es estocásticamente continuo si y sólo si φ(t, u) y ψ(t, u) de (1.2) son continuas en t ∈ R+

para cada para cada u ∈ ∂U
Definición 1.6 El proceso de Markov (X, (Px)x∈D), y (Pt), se dice regular si es estocásti-
camente continuo y la derviada por la derecha

Ãfu(x) := ∂+
t Ptfu(x) |t=0

existe para toda (x, u) ∈ D × U , y es continua en u = 0 para toda x ∈ D.

Cuando no haya ambigüedad, se escribirá porX o (Y, Z) al proceso de Markov (X, (Px)x∈D),
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CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

y se dirá simplemente que X es af́ın, estocásticamente continuo, regular o regular af́ın si
(X, (Px)x∈D) tiene la propiedad respectiva.

En los resultados que se establecerán más adelante se hará uso frecuente de la notación
que a continuación introduciremos. Denotamos por {e1, . . . , ed} la base canónica para Rd,
y escribimos I = {1, . . . ,m} y J = {m+ 1, . . . , d}. Definimos la función de truncamiento
χ = (χ1, . . . , χd) : Rd → [−1, 1]d como

χk(ξ) =

{
0, si ξk = 0,

(1 ∧ |ξk|) ξk
|ξk|

, otro caso.

Sea α = (αij) una matriz de d × d, β = (β1, . . . , βd) un vector d-dimensional, e I, J ⊂
{1, . . . , d}. Entonces escribimos αT para la transpuesta de α, αIJ := (αij)i∈I,j∈J y βI =
(βi)i∈I . Aśı, por ejemplo, escribiremos χI(ξ) = (χk(ξ))k∈I o ∇I = (∂xk)k∈I . En consecuen-
cia, tenemos ψY(t, u) = ψI(t, u) y ψZ(t, u) = ψJ (t, u). También escribimos 1 := (1, . . . , 1)
sin especificar la dimensión siempre y cuando no ocurra alguna ambigüedad. Para i ∈ I
definimos I(i) := I \ {i} y J (i) := {i} ∪ J , y denotamos por Id(i) la matriz de m ×m
dada por Id(i)kl = δikδkl, donde δkl es la Delta de Kronecker.

Definición 1.7. Los parámetros (a, α, b, β, c, γ,m, µ) son admisibles si

a) a ∈ Semd con aII = 0, (de donde aIJ = 0 y aJI = 0),

b) α = (α1, · · · , αm), con αi ∈ Semd y αi,II = αi,iiId(i), para toda i ∈ I,

c) b ∈ D,

d) β ∈ Rd×d es tal que βIJ = 0 y βiI(i) ∈ Rm−1
+ , para toda i ∈ I, (por lo que todos los

elementos fuera de la diagonal de βII son no negativos),

e) c ∈ R+,

f) γ ∈ Rm
+ ,

g) m es una medida de Borel en D \ {0} que satisface

M :=

∫
D\{0}

(〈χI(ξ),1〉+ ‖χJ (ξ)‖2)m(dξ) <∞

h) µ = (µ1, · · · , µm) donde cada µi es una medida de Borel en D \ {0} que satisface

Mi :=

∫
D\{0}

(〈χI(i)(ξ),1〉+ ‖χJ (i)(ξ)‖2)µi(dξ) <∞

El siguiente teorema contiene los principales resultados que estudiaremos. Su prueba
se dará más adelante.

Teorema 1.8 (Caracterización de Procesos Afines Regulares). Supongamos que

4



CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

X es af́ın regular. Entonces X es un proceso de Feller. Sea A su generador infinitesimal.
Entonces C∞c (D) es un núcleo de A, C2

c (D) ⊂ D(A), y existen parámetros admisibles
(a, α, b, β, c, γ,m, µ) tales que, para cada f ∈ C2

c (D),

Af(x) =
d∑

k,l=1

(akl + 〈αI,kl, y〉)
∂2f(x)

∂xk∂xl
+ 〈b+ βx,∇f(x)〉 − (c+ 〈γ, y〉)f(x)

+

∫
D\{0}

(f(x+ ξ)− f(x)− 〈∇J f(x), χJ (ξ)〉)m(dξ)

+
m∑
i=1

∫
D\{0}

(f(x+ ξ)− f(x)− 〈∇J (i)f(x), χJ (i)(ξ)〉)yiµi(dξ).

(1.3)

Más aún, (1.2) se cumple para toda (t, u) ∈ R+×U , donde φ(t, u) y ψ(t, u) son soluciones
de las ecuaciones generalizadas de Riccati,

φ(t, u) =

∫ t

0

F (ψ(s, u))ds (1.4)

∂tψ
Y(t, u) =RY(ψY(t, u), eβ

Z tw), ψY(0, u) = v (1.5)

ψZ(t, u) =eβ
Z tw (1.6)

con

F (u) = 〈au, u〉+ 〈b, u〉 − c+

∫
D\{0}

(
e〈u,ξ〉 − 1− 〈uJ , χJ (ξ)〉

)
m(dξ) (1.7)

RYi (u) = 〈αiu, u〉+ 〈βYi , u〉 − γi +

∫
D\{0}

(
e〈u,ξ〉 − 1− 〈uJ (i), χJ (i)(ξ)〉

)
µi(dξ) (1.8)

para i ∈ I, y

βYi := (βT )i{1,...,d} ∈ Rd, i ∈ I, (1.9)

βZ := (βT )JJ ∈ Rn×n. (1.10)

Rećıprocamete, sean (a, α, b, β, c, γ,m, µ) parámetros admisibles. Entonces existe un
único semigrupo regular af́ın (Pt) con generador infinitesimal (1.3), y (1.2) se cumple
para toda (t, u) ∈ R+ × U , donde φ(t, u) y ψ(t, u) están dadas por (1.4) y (1.6).

Observación 1.9. Para visualizar las conexiones entre los objetos en el teorema anterior,
definamos, para cada f ∈ C2(D)∩Cb(D), A]f(x) como el lado derecho de (1.3). Entonces
F , RY = (RY1 , . . . , R

Y
m) y βZ satisfacen

∂+
t Ptfu(x)|t=0 =

(
F (u) + 〈RY(u), y〉+ 〈βZw, z〉

)
fu(x) = A#fu(x),

para u = (v, w) ∈ U y x = (y, z) ∈ D.

La ecuación (1.6) establece que ψZ(t, u) depende sólo de (t, w). Luego, para w = 0, se
sigue de (1.2) que la función caracteŕıstica de Yt1{Xt 6=∆} con respecto a Px está dada por

Ptf(iq,0)(x) =

∫
D

ei〈q,η〉pt(x, dξ) = eφ(t,iq,0)+〈ψY (t,iq,0),y〉, q ∈ Rm,

5



CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

depende sólo de y. Aśı, obtenemos el siguiente

Corolario 1.10. Sea X = (Y, Z) af́ın regular. Entonces (Y, (P(y,z))y∈Rm
+

) es un proceso de
Markov af́ın regular con espacio de estados Rm

+ , independientemende de z ∈ Rn.

El Teorema 1.8 generaliza y unifica dos tipos clásicos de procesos estocásticos, como
se muestra en el siguiente

Corolario 1.11. Sea X = (Y, Z) af́ın regular. Entonces (Y, (P(y,z))y∈Rm
+

) es un proceso
CBI para cada z ∈ Rn. Si m = 0, entonces X es un proceso de tipo OU. Rećıprocamente,
cada proceso de tipo OU y CBI es un proceso de Markov af́ın regular

Observación 1.12. Existen procesos de Markov afines que no son estocásticamente con-
tinuos para los cuales no se cumple el Teorema 1.8. Para x0 ∈ D definimos

pt(x, dξ) =

{
δx, si t = 0,

δx0 , si t > 0,

con δx la medida de Dirac en x, es decir, δx(A) = 1A(x). Dado que
∫
D
f(ξ)δx(dξ) = f(x),

entonces

Ptfu(x) =

{
fu(x) = e〈u,x〉, si t = 0,

fu(x0) = e〈u,x0〉, si t > 0,

para cada x ∈ D. Luego, pt(x, dξ) aśı definida es la función de transición de un proceso
de Markov af́ın con

φ(t, u) =

{
0, si t = 0,

〈u, x0〉, si t > 0,
y ψ(t, u) =

{
u, si t = 0,

0, si t > 0,

que obviamente no es de la forma establecida en el Teorema 1.8.

1.3. Existencia de Momentos

Para aplicaciones en general, es indispensable tener criterios sobre la existencia de los
momentos parciales de Xt. El objetivo de esta sección es enunciar un teorema con dichos
criterios. Para llegar a esto es necesario contar con algunos lemas, los cuales de momento
se darán sin demostración. Para ver la prueba consultar [3].

Sea N ∈ N y ν una medida acotada en RN . Denotemos por

g(y) =

∫
RN

ei〈y,x〉ν(dx), y ∈ RN ,

su función caracteŕıstica. Ahora introducimos, con el propósito de no complicar la notación
que se estará usando, la función

h(z) =

∫
RN

e〈z,x〉ν(dx),

6



CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

donde Re z ∈ V , con

V :=

{
y ∈ RN |

∫
RN

e〈y,x〉ν(dx) <∞
}
. (1.11)

Claramente, 0 ∈ V y g(y) = h(iy) en RN .

Lema 1.13. Sea k ∈ N y 1 ≤ i ≤ N . Si existe (∂yi)
2kg(0), entonces∫

RN

(xi)
2kν(dx) <∞.

Por otro lado, si
∫
RN ‖x‖kν(dx) <∞, entonces g ∈ Ck(RM) y

∂yi1 · · · ∂yilg(y) = il
∫
RN

xi1 · · · xilei〈y,x〉ν(dx),

para toda y ∈ RN , 1 ≤ i1, · · · , il ≤ N y 1 ≤ l ≤ k.

Lema 1.14. El conjunto V, definido en (1.11), es convexo. Más aún, sea V0 un abierto
en RN tal que V0 ⊂ V . Entonces h es anaĺıtica en la banda abierta

S :=
{
z ∈ CN |Re z ∈ V0

}
. (1.12)

En general V puede no contener un abierto V0 en RN . Los dos lemas siguientes nos
proporcionan condiciones suficientes para la existencia de tal V0. Para ρ = (ρ1, . . . , ρN) ∈
RN

++ definimos el disco abierto en CN con centro en 0

Pρ := {z ∈ CN | |zi| < ρi, i = 1 . . . , N}.

Lema 1.15. Supongamos que g(y) = G(iy) para toda y ∈ Pρ ∩ RN , donde G es una
función anaĺıtica en Pρ. Entonces y ∈ Pρ ∩ RN ⊂ V , y h = G en Pρ.

Lema 1.16. Sea U una vecindad abierta convexa de 0 en CN y G una función anaĺıtica
en U . Supongamos que g(y) = G(iy) para toda iy ∈ U ∩ iRN . Entonces U ∩ RN ⊂ V.

Teorema 1.17. Supongamos que X es af́ın regular conservativo, y sea t ∈ R+,

i) Sea k ∈ N y 1 ≤ l ≤ d. Si ∂2k
λl
φ(t, iλ)|λ=0 y ∂2k

λl
ψ(t, iλ)|λ=0 existen, entonces

Ex
[
(X l

t)
2k
]
<∞, ∀x ∈ D.

ii) Sea U una vecindad abierta convexa de 0 en Cd. Supongamos que φ(t, ·) y ψ(t, ·) tienen
una extensión anaĺıtica en U . Entonces

Ex
[
e〈q,Xt〉

]
<∞, ∀q ∈ U ∩ Rd, ∀x ∈ D.

y (1.2) se cumple para toda u ∈ U con Re U ∈ U ∩ Rd.

Para probar este teorema basta combinar los lemas 1.13, 1.14 y 1.16.
Nótese que la finitud de los momentos de Xt con respecto a Px requiere que Xt sea

finito Px-c.s.
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CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

1.4. Resultados Preliminares

Ahora daremos algunas consecuencias inmediatas de las definiciones 1.2 y 1.6. Primero
extenderemos el rango de validez con respecto a (t, u) de (1.2), que de momento conside-
ramos como R+ × ∂U . En el Lema 1.18 fijamos u ∈ U y estudiamos que tanto es posible
variar t sin que deje de cumplirse (1.2). En el Lema 1.19, rećıprocamente, fijamos t ∈ R+

y exploramos el rango de posibles u en Cd.

Lema 1.18. Supongamos que X es af́ın regular. Entonces el conjunto

O := {(t, u) ∈ R+ × U | Psfu(0) 6= 0, ∀s ∈ [0, t]} (1.13)

es abierto en R+ × U , y existe una extensión única de φ(t, u) y ψ(t, u) sobre O tal que
(1.2) se cumple para toda (t, u) ∈ O.

Demostración. Sea x ∈ D. Afirmamos que, para s→ t,

Psfu(x)→ Ptfu(x), uniformemente en u sobre compactos en U . (1.14)

Para ver esto tomemos t ∈ R+, (tk) una sucesión tal que tk → t, y ε > 0. Dado que X
es débilmente continuo, la sucesión (ptk(x, ·)) es tensa. Entonces existe ρ ∈ Cc(D) con
0 ≤ ρ ≤ 1 y

∫
D

(1 − ρ(ξ))ptk(x, dξ) < ε para toda k ∈ N. Más aún, existe δ′ > 0 tal que
para toda u, u′ ∈ U , con ‖u− u′‖ < δ′, tenemos que

sup
ξ∈supp ρ

|fu(ξ)− fu′(ξ)| ≤ ε,

donde supp ρ := {ξ ∈ D | ρ(ξ) 6= 0}. Entonces, para cada u, u′ ∈ U con ‖u− u′‖ < δ′,

|Ptkfu(x)− Ptkfu′(x)| ≤
∫
D

|fu(ξ)− fu′(ξ)|ρ(ξ)ptk(x, dξ)

+

∫
D

|fu(ξ)− fu′(ξ)|(1− ρ(ξ))ptk(x, dξ)

≤3ε, ∀k ∈ N.

Luego (Ptkfu(x)) es equicontinua en u ∈ U . Entonces, existe δ > 0 tal que

|(Ptkfu(x)− Ptfu(x))− (Ptkfu′(x)− Ptfu′(x))|

≤ |Ptkfu(x)− Ptkfu′(x)|+ |Ptfu(x)− Ptfu′(x)| ≤ ε

2
(1.15)

para toda u, u′ ∈ U con ‖u − u′‖ ≤ δ, para toda k ∈ N. Ahora sea U un subconjunto
compacto de U . Tomemos una cubierta finita para U conformada por q bolas de radio δ
y centros u(1), u(2), . . . , u(q). Dado que X es estocásticamente continuo, Ptkfu(i) → Ptfu(i)
cuando tk → t para cualquier u(i). Esto es, existe N (i) tal que

|Ptkfu(i)(x)− Ptfu(i)(x)| ≤ ε

2
, ∀k ≥ N (i). (1.16)
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Tomemos ahora u ∈ U y una bola, digamos u(i), que contiene a u. De (1.15) y (1.16) se
sigue que

|Ptkfu(x)− Ptfu(x)| ≤ |(Ptkfu(x)− Ptfu(x))− (Ptkfu(i)(x)− Ptfu(i)(x))|
+ |Ptkfu(i)(x)− Ptfu(i)(x)|

≤ ε, ∀k ≥ máx
i
N (i),

probando aśı (1.14).

Como consecuencia de (1.14), Ptfu(x) es conjuntamente continua en (t, u) ∈ R+ × U .
Luego O es abierto en R+ × U . Nótese que O ⊃ {0} × U , que es simplemente conexo, y
cada franja en O es equivalente a su proyección sobre {0} × U . Luego O es simplemente
conexo.

Dado que X es af́ın, se tiene

Ptf(v,w)(x)Ptf(v,w)(ξ) = Ptf(v,w)(x+ ξ)Ptf(v,w)(0), ∀x, ξ ∈ D, (1.17)

para toda (t, v, w) ∈ R+ × ∂U . Por el Lema 1.14, las funciones en ambos lados de (1.17)
son anaĺıticas en v ∈ Cm

−−. Por el principio de reflexión de Schwarz, la igualdad en (1.17)
se cumple para toda v ∈ Cm

−−. Dado que O es simplemente conexo, φ(t, u) tiene una única
extensión continua sobre O tal que Ptfu(0) = exp(φ(t, u)) para toda (t, u) ∈ O. Entonces,
para (t, u) ∈ O fijo, la función g(x) = exp(−φ(t, u))Ptfu(x) es medible y satisface la
ecuación g(x)g(ξ) = g(x + ξ). En consecuencia existe una única extensión continua de
ψ(t, u) tal que

e−φ(t,u)Ptfu(x) = e〈ψ(t,u),x〉, ∀x ∈ D, ∀(t, u) ∈ O

de donde se sigue el resultado. �

El resultado que a continuación se enuncia es una variación del Lema anterior. Sean
π, ρ ∈ Rd

+, y definamos V := {q ∈ Rd| − πl ≤ ql ≤ ρl, l = 1, . . . , d} y la banda S := {u ∈
Cd| Re u ∈ V } ⊃ ∂U . Entonces

Lema 1.19. Sea t ∈ R+. Supongamos que X es af́ın y∫
D

e〈q,ξ〉pt(x, dξ) <∞, ∀q ∈ V, ∀x ∈ D. (1.18)

Entonces O(t) := {u ∈ S | Ptfu(0) 6= 0} es abierto en S y, para cada conjunto simplemente
conexo ∂U ⊂ U ⊂ O(t), existe una única extensión continua de φ(t, ·) y ψ(t, ·) sobre U
tal que (1.2) se cumple para toda u ∈ U .

Demostración. El teorema de convergencia dominada implica la continuidad de la función
S 3 u 7→ Ptfu(0). EntoncesO(t) es abierto en S y, claramente, ∂U ⊂ O(t). Aśı, el resultado
se sigue del Lema 1.14 utilizando los mismos argumentos que en el Lema anterior. Nótese
que, dado que fu no es acotada para u ∈ S, no es posible afirmar la continuidad de Ptfu(x)
en t. �

9
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Por el resto de esta sección asumiremos que X es af́ın regular. Como consecuancia
inmediata de (1.2) y la Observación 1.4 se tiene

φ(0, u) = 0, ψ(0, u) = u, ∀u ∈ U . (1.19)

Sea (t, u) ∈ O y s > 0 tal que (t + s, u) ∈ O y (s, ψ(t, u)) ∈ O. Por el Lema 1.18 y la
ecuación Chapman-Kolmogorov,

eφ(t+s,u)+〈ψ(t+s,u),x〉 =

∫
D

ps(x, dξ)

∫
D

pt(ξ, dξ̃)fu(ξ̃)

= eφ(t,u)

∫
D

ps(x, dξ)e
〈ψ(t,u),x〉

= eφ(t,u)+φ(s,ψ(t,u))+〈ψ(s,ψ(t,u)),x〉, ∀x ∈ D,

entonces

φ(t+ s, u) = φ(t, u) + φ(s, ψ(t, u)) (1.20)

ψ(t+ s, u) = ψ(s, ψ(t, u)). (1.21)

De la Definición 1.5 y el Lema 1.18, las siguientes derivadas por la derecha existen,

F (u) := ∂+
t φ(0, u), (1.22)

R(u) = (RY(u), RZ(u)) := ∂+
t ψ(0, u), (1.23)

y tenemos
Ãfu(x) = (F (u) + 〈R(u), x〉)fu(x), (1.24)

con Ãfu(x) := ∂+
t Ptfu(x) |t=0, para toda u ∈ U , x ∈ D. Combinando (1.20)-(1.21) con

(1.22)-(1.23) se concluye que, para toda (t, u) ∈ O,

∂+
t φ(t, u) = F (ψ(t, u)), (1.25)

∂+
t ψ(t, u) = R(ψ(t, u)). (1.26)

De la ecuación (1.24) se sigue que

F (u) = Ãfu(0) (1.27)

Ri(u) =
Ãfu(ei)
fu(ei)

− F (u), i = 1, . . . , d. (1.28)
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Caṕıtulo 2

Prueba del Teorema de
Caracterización

La estrategia para probar el Teorema 1.8 será la siguiente. Primero especificaremos
F , RY y RZ , y se probará que son de la forma deseada. En vista de (1.27) y (1.28) es
suficiente conocer Ãfu en los ejes coordenados en D. Entonces se probará que X tiene la
propiedad de Feller y su generador está dado por (1.3). Rećıprocamente, dados parámetros
admisibles (a, α, b, β, c, γ,m, µ), las ecuaciones generalizadas de Riccati (1.4)-(1.6) están
únicamente determinadas por algunas funciones φ(t, u) y ψ(t, u) que tienen la siguiente
propiedad: para cada t ∈ R+ y x ∈ D fijos, el mapeo Rd 3 q 7→ eφ(t,iq)+〈ψ(t,iq),x〉 es
la función caracteŕıstica de alguna distribución de probabilidad infinitamente divisible,
digamos pt(x, dξ), en D. De la propiedad de flujo de φ y ψ se sigue que pt(x, dξ) es la
función de transición de un proceso de Markov en D, que por construcción es af́ın regular.

2.1. Representaciones de Procesos Regulares

En la presente sección se supondrá X regular.

Lema 2.1. Sean i ∈ I y r ∈ R+. Entonces existen

α(i, r) = (αkl(i, r))m,l∈J (i) ∈ Semn+1, (2.1)

β(i, r) ∈ Rd con βI(i)(i, r) ∈ Rm−1
+ , (2.2)

γ(i, r) ∈ R+, (2.3)

y una medida de Borel no negativa ν(i, r; dξ) sobre D \ {rei} que satisface

∫
D\{rei}

(
〈χI(i)(ξ − rei),1〉+ ||χJ (i)(ξ − rei)||2

)
ν(i, r; dξ) <∞, (2.4)

11
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tal que para toda u ∈ U se tiene

Ãfu(rei)
fu(rei)

= 〈α(i, r)uJ (i), uJ (i)〉+ 〈β(i, r), u〉 − γ(i, r)

+

∫
D\{rei}

(
e〈u,ξ−rei〉 − 1− 〈uJ (i), χJ (i)(ξ − rei)〉

)
ν(i, r; dξ). (2.5)

Demostración. Fijemos i ∈ I y r ∈ R+, y sea u ∈ U . En lo que sigue escribiremos x = rei,
I = I(i) y J = J (i). La demostración será hecha en cuatro pasos.

Paso 1: Descomposición. Sea t > 0, escribimos

Ptfu(x)− fu(x)

t
=

1

t

∫
D

(fu(ξ)− fu(x)− 〈∇Jfu(x), χJ(ξ − x)〉)pt(x, dξ)

+
1

t

∫
D

〈∇Jfu(x), χJ(ξ − x)〉pt(x, dξ) +
1

t
(pt(x,D)− 1)fu(x)

=
1

t

∫
D\{x}

hu(x, ξ)d(x, ξ)pt(x, dξ)

+ 〈βt(x),∇Jfu(x)〉 − γt(x)fu(x), (2.6)

donde

d(x, ξ) := 〈χI(ξ − x),1〉+ ||χJ(ξ − x)||2, (2.7)

hu(x, ξ) :=
fu(ξ)− fu(x)− 〈∇Jfu(x), χJ(ξ − x)〉

d(x, ξ)
, (2.8)

y

βt(x) :=
1

t

∫
D

χJ(ξ − x)pt(x, dξ) ∈ Rn+1,

γt(x) :=
1

t
(1− pt(x,D)) ≥ 0.

Nótese que
0 ≤ d(x, ξ) ≤ d, ∀ξ ∈ D (d(x, ξ) = 0⇔ ξ = x). (2.9)

Entonces podemos introducir una nueva medida de probabilidad de la siguiente manera.
Sea

`t(x) :=
1

t

∫
D

d(x, ξ)pt(x, dξ) ≥ 0.

Si `t(x) > 0, definimos

µt(x, dξ) :=
d(x, ξ)

t`t(x)
pt(x, dξ).

Si `t(x) = 0 definimos µt(x, ·) como la medida de Dirac en algún punto en D \ {x}. En
cualquier caso tenemos que µt(x, ·) es una medida de probabilidad sobre D\{x}, de modo
que podemos reescribir (2.6) como

Ptfu(x)− fu(x)

t
= `t(x)

∫
D\{x}

hu(x, ξ)µt(x, dξ) + 〈βt(x),∇Jfu(x)〉 − γt(x)fu(x). (2.10)
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Paso 2: Extensión de hu(x, ·). Nótese que hu(x, ·) ∈ Cb(D\{x}), pero el valor de ĺımξ→x hu(x, ξ)
depende de la dirección por la que ξ converja a x. Definimos ahora

Q(x) := {ξ ∈ D | |ξk − xx| ≤ 1, 1 ≤ k ≤ d} y Q0(x) := Q(x) \ {x}. (2.11)

Construiremos una compactificación de Q0(x) para la cual hu(x, ·) se pueda extender
continuamente (ver [10], Caṕıtulo 5).

Descomponiendo la diferencia ξ − x = (ξ − ξ⊥) + (ξ⊥ − x), con

ξ⊥k =

{
xk, si k ∈ I,
ξk, si k ∈ J,

y aplicando dos veces el teorema de Taylor (ver [9], Caṕıtulo 4, Sección 11), tenemos

hu(x, ξ) =
(fu(ξ)− fu(ξ⊥)) + (fu(ξ

⊥)− fu(x)− 〈∇fu(ξ), ξ⊥ − x〉)
d(x, ξ)

=

〈∫ 1

0

∇fu(ξ⊥ + s(ξ − ξ⊥))ds,
ξ − ξ⊥

d(x, ξ)

〉
+

d∑
k,l=1

(∫ 1

0

∂xk∂xlfu(x+ s(ξ⊥ − x))(1− s)ds
)

(ξ⊥k − xk)(ξ⊥l − xl)
d(x, ξ)

(2.12)

para toda ξ ∈ Q0(x).
Definimos w(x, ξ) := (wk(x, ξ))k∈I y a(x, ξ) := (akl(x, ξ))k,l∈J como

wk(x, ξ) :=
ξk − xk
d(x, ξ)

, k ∈ I (2.13)

akl(x, ξ) :=
(ξk − xk)(ξl − xl)

d(x, ξ)
, k, l ∈ J. (2.14)

Consideremos el subconjunto compacto H de [0, 1]m−1 × Semn+1 definido por

H :=

{
(w, a) ∈ [0, 1]m−1 × Semn+1 | 〈w,1〉+

∑
k∈J

akk = 1

}
. (2.15)

Entonces
Γ(x, ξ) := (ξ,w(x, ξ), a(x, ξ)) ∈ Q0(x)×H, ∀ξ ∈ Q0(x), (2.16)

y Γ(x, ·) : Q0(x)→ Λ(x) := Γ(x,Q0(x)) ⊂ Q0(x)×H es un homeomorfismo.
Ahora la función h̃u(x, ·) := hu(x,Γ

−1(x, ·)) : Λ(x) → C se puede extender continua-
mente a la cerradura compacta Λ(x). De hecho, de (2.12) se tiene

h̃u(x,Γ(x, ξ)) =
∑
k∈I

wk(x, ξ)

∫ 1

0

∂xkfu(ξ
⊥ + s(ξ − ξ⊥))ds

+
∑
k,l∈J

akl(x, ξ)

∫ 1

0

∂xk∂xlfu(x+ s(ξ⊥ − x))(1− s)ds (2.17)

→
∑
k∈I

wk∂xkfu(x) +
1

2

∑
k,l∈J

akl∂xk∂xlfu(x),

13
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si Γ(x, ξ) = (ξ,w(x, ξ), a(x, ξ))→ (x,w, a) ∈ Λ(x).
Denotemos por µ̃t(x, ·) la imagen de µt(x, ·) por Γ(x, ·). Entonces µ̃t(x, ·) es una medida

acotada en Λ(x) (con µ̃t(x,Λ(x) \ Λ(x)) = 0) y∫
Q0(x)

hu(x, ·)dµt(x, ·) =

∫
Λ(x)

h̃u(x, ·)dµ̃t(x, ·). (2.18)

En particular

µ̃t(x,Λ(x)) + µt(x,D \Q(x)) = 1. (2.19)

Nótese que hu(x, ξ) = fu(ξ)− fu(x)− 〈∇Jfu(x),1〉 para ξ ∈ D \Q(x). Entonces reescri-
bimos (2.10) como

Ptfu(x)− fu(x)

t
= `t(x)

(∫
Λ(x)

h̃u(x, ·)dµ̃t(x, ·) +

∫
D\Q(x)

fudµt(x, ·)
)

− `t(x)(fu(x) + 〈∇Jfu(x),1〉)µt(x,D \Q(x))

+ 〈βt(x),∇Jfu(x)〉 − γt(x)fu(x). (2.20)

Paso 3: Ĺımite. Pasaremos ahora al ĺımite en la ecuación (2.20). Primero introducimos
los números no negativos

θj(x) := `1/j(x) +
∑
k∈J

|βk1/j(x)|+ γ1/j(x) ≥ 0, j ∈ N. (2.21)

Procederemos con la demostración del Lema dependiendo del comportamiento de θj. Para
esto distinguimos entre los siguientes dos casos

Caso i): ĺım infj→∞ θj(x) = 0. En este caso existe una subsucesión de (θj(x)) que converge
a cero. Dada la igualdad en (2.19), se concluye de (2.20) que Ãfu(x) = 0 para toda u ∈ U
y el Lema queda demostrado.

Caso ii): ĺım infj→∞ θj(x) > 0. Existe una subsucesión, denotada de igual manera por
(θj(x)), que converge a θ(x) ∈ (0,∞]. De (2.21) se sigue que los ĺımites

1

θ1/j(x)
→ δ(x) ∈ R+,

`1/j(x)

θ1/j(x)
→ `(x) ∈ [0, 1],

β1/j(x)

θ1/j(x)
→ β(x) ∈ [−1, 1]n+1,

γ1/j(x)

θ1/j(x)
→ γ(x) ∈ [0, 1],

existen y satisfacen

`(x) +
∑
k∈J

|βk(x)|+ γ(x) = 1 (2.22)

Si `(x) = 0, entonces

δ(x)Ãfu(x) = 〈β(x),∇Jfu(x)〉 − γ(x)fu(x), ∀u ∈ U . (2.23)
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Supongamos ahora que `(x) > 0. La sucesión (µ̃1/j(x, ·)) converge débilmente a una medi-

da acotada µ̃(x, ·) en Λ(x), y ĺımj→∞ µ1/j(x,D \Q(x)) =: c(x) ∈ [0, 1] existe. Dividiendo
ambos lados de la ecuación (2.20) por θj(x) se obtiene

ĺım
j→∞

∫
D\Q(x)

fudµ1/j(x, ·) =
1

`(x)

(
δ(x)Ãfu(x)− 〈β(x),∇Jfu(x)〉+ γ(x)fu(x)

)
−
∫

Λ(x)

h̃u(x, ·)dµ̃(x, ·)

+ c(x)(fu(x) + 〈∇Jfu(x),1〉). (2.24)

Dado que X es regular, el lado derecho de la ecuación (2.24) es continuo en u = 0 (ver
(1.24)). Por el teorema de continuidad de Lévy, la sucesión (µ1/j(x, ·∩D\Q(x))) converge

débilmente a una medida acotada µ′(x, ·) en D con soporte contenido en D \Q(x). En
particular, c(x) = µ′(x,D \Q(x)) y

ĺım
j→∞

∫
D\Q(x)

fudµ1/j(x, ·) =

∫
D\Q(x)

fudµ
′(x, ·) (2.25)

Nótese que, por (2.19), se cumple

µ̃(x,Λ(x)) + µ′(x,D \Q(x)) = 1. (2.26)

Definimos ahora las proyecciones

W : D ×H → W (D ×H) ⊂ [0, 1]m−1, W (ξ, w, a) := w,

A : D ×H → A(D ×H) ⊂ Semn+1, A(ξ, w, a) := a.

Aśı, reescribiendo (2.17), tenemos∫
Λ(x)

h̃udµ̃(x, ·) =

∫
Λ(x)\Λ(x)

h̃udµ̃(x, ·) +

∫
Λ(x)

h̃udµ̃(x, ·)

=
∑
k∈I

(∫
Λ(x)\Λ(x)

Wkdµ̃(x, ·)
)
∂xkfu(x)

+
1

2

∑
k,l∈J

(∫
Λ(x)\Λ(x)

Akldµ̃(x, ·)
)
∂xk∂xlfu(x)

+

∫
Q0(x)

hudµ̃(x,Γ(x, ·)). (2.27)

Definimos la medida acotada µ(x, ·) en D \ {x} como

µ(x, ·) := µ̃(x,Γ(x,Q0(x) ∩ ·)) + µ′(x, ·). (2.28)
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Combinando (2.24), (2.25) y (2.27), se llega a que

δ(x)Ãfu(x) =
`(x)

2

∑
k,l∈J

(∫
Λ(x)\Λ(x)

Akldµ̃(x, ·)
)
∂xk∂xlfu(x)

+ `(x)
∑
k∈I

(∫
Λ(x)\Λ(x)

Wkdµ̃(x, ·)
)
∂xkfu(x) + 〈β(x),∇Jfu(x)〉

− γ(x)fu(x) + `(x)

∫
D\{x}

hudµ(x, ·), ∀u ∈ U .

Luego

δ(x)
Ãfu(x)

fu(x)
= 〈α(x)uJ , uJ〉+ 〈β̃(x), uI〉+ 〈β(x), uJ〉 − γ(x)

+

∫
D\{x}

(
e〈w,ξ−x〉 − 1− 〈uJ , χJ(ξ − x)〉

)
ν(x, dξ), ∀u ∈ U , (2.29)

donde

α(x) :=
`(x)

2

∫
Λ(x)\Λ(x)

Adµ̃(x, ·) ∈ Semn+1,

β̃(x) := `(x)

∫
Λ(x)\Λ(x)

Wdµ̃(x, ·) ∈ Rm−1
+ ,

ν(x, dξ) :=
`(x)

d(x, ξ)
µ(x, dξ).

Paso 4: Consistencia. Sólo hace falta probar que δ(x) > 0, de manera que se pueden
dividir las expresiones (2.23) y (2.29) entre δ(x).

Se probará que el lado derecho de la igualdad (2.29) no es la función cero en u.
Supongamos que β(x) = 0, γ(x) = 0 y ν(x,D \ {x}) = 0. Entonces, (2.22) implica que
`(x) = 1, de donde µ(x,D \ {x}) = 0 y, por (2.26) y (2.28), µ̃(x,Λ(x) \Λ(x)) = 1. Luego,
de (2.5),

〈β̃(x),1〉+ 2
∑
k∈J

akk(x) =

∫
Λ(x)\Λ(x)

(
〈W,1〉+

∑
k∈J

Akk

)
dµ̃(x, ·) = 1.

Entonces α(x) y β̃(x) no pueden ser cero a la vez. Pero la representación de la función
(en u) del lado derecho de (2.29) en términos de α(x), β̃(x), β(x), γ(x) y ν(x, dξ) es única
(ver [1], Teorema 8.1). Luego, no es idénticamente cero en u y, por lo tanto, δ(x) = 0 es
imposible. Se aplica el mismo argumento para (2.23). �

Haciendo ligeros ajustes a la prueba del Lema anterior, se llega al siguiente

Lema 2.2. Sean j ∈ J y s ∈ R. Entonces existen

α(j, s) = (αkl(j, s))k,l∈J ∈ Semn, (2.30)

β(j, s) ∈ D, (2.31)

γ(j, s) ∈ R++,
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y una medida de Borel no negativa ν(j, s; dξ) en D \ {sej}, con∫
D\{sej}

(
〈χI(ξ − sej),1〉+ ||χI(ξ − sej)||2

)
ν(j, s; dξ) <∞, (2.32)

tal que para toda u ∈ U se cumple

Ãfu(sej)
fu(sej)

= 〈α(j, s)uJ , uJ 〉+ 〈β(j, s), u〉 − γ(j, s) (2.33)

+

∫
D\{sej}

(
e〈u,ξ−sej〉 − 1− 〈uJ , χJ (ξ − sej)〉

)
ν(j, s; dξ).

2.2. Los mapeos F (u) y R(u)

Sean βYi ∈ Rd, i ∈ I, y βZ ∈ Rn×n. Entonces (1.9) y (1.10), junto con βIJ := 0,
definen una única matriz β ∈ Rd×d.

Definición 2.3. Los parámetros (a, α, b, βY , βZ , c, γ,m, µ) se dicen admisibles si (a, α, b,
β, c, γ,m, µ) son admisibles. Entonces

βY = (βY1 , . . . , β
Y
m), con βYi ∈ Rd y βYi,I(i) ∈ Rm−1

+ , para toda i ∈ I, (2.34)

βZ ∈ Rn×n. (2.35)

Combinando (1.27), (1.28) y los Lemas 2.1 y 2.2 se pueden calcular ahora F (u), RY(u)
y RZ(u), ver (1.22)–(1.23).

Proposición 2.4. Supongamos que X es regular af́ın. Entonces F (u) y RY(u) son de la
forma (1.7) y (1.8), respectivamente, y

RZ(u) = βZw, (2.36)

donde (a, α, b, βY , βZ , c, γ,m, µ) son parámetros admisibles.

Demostración. Probaremos (1.7), (1.8) y (2.36) de manera individual.
Prueba de (1.7). Si m = 0 el resultado se sigue directamente de (1.27) y el Lema 2.2.
Supongamos que (m,n) = (1, 0). De (1.27) y el Lema 2.1 sabemos que existen ã, c ∈ R+,
b̃ ∈ R y una medida de Borel no negativa m(dη) en R++ tal que

F (v) = ãv2 + b̃v − c+

∫
R++

(evη − 1− vχ(η))m(dη), ∀v ∈ C−. (2.37)

Sólo queda por probar que ã = 0 y∫
R++

χ(η)m(dη) ≤ b̃.
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CAPÍTULO 2. PRUEBA DEL TEOREMA DE CARACTERIZACIÓN

Del Lema 1.14 se sigue que F es anaĺıtica en C−−. Luego, por la unicidad de la represen-
tación (2.37), basta considerar v ∈ R−. Pero entonces se tiene

F (v) = ĺım
t→0

eφ(t,v) − 1

t
= ĺım

t→0

(∫
R+

(evη − 1)
pt(0, dη)

t
+
pt(0,R+)− 1

t

)
.

Es bien conocido que, para una t fija, la función en v del lado derecho en la ecuación
pasada es el exponente de una transformada de Laplace de una medida subestocástica
infinitamente divisible en R+. Entonces eF (v), por ser el ĺımite puntual de tales transforma-
das de Laplace, es la transformada de Laplace de una medida subestocástica infinitamente
divisible en R+. Luego F (v) es de la forma (1.7).

Supongamos ahora que m ≥ 1 y (m,n) 6= (1, 0). Por (1.27), (2.5) y (2.33) tenemos

F (u) = 〈α(i, 0)uJ (i), uJ (i)〉+ 〈β̃(i, 0), u〉 − γ(i, 0)

+

∫
D\{0}

(
e〈u,ξ〉 − 1− 〈u, χ(ξ)〉

)
ν(i, 0; dξ) (2.38)

= 〈α(j, 0)uJ , uJ 〉+ 〈β̃(j, 0), u〉 − γ(j, 0)

+

∫
D\{0}

(
e〈u,ξ〉 − 1− 〈u, χ(ξ)〉

)
ν(j, 0; dξ), ∀u ∈ U , (2.39)

para toda (i, j) ∈ I × J , donde β̃(i, 0), β̃(j, 0) ∈ Rd estan dadas por

β̃k(i, 0) :=

{
βk(i, 0) +

∫
D\{0} χk(ξ)ν(i, 0; dξ) ∈ R+, si k ∈ I(i),

βk(i, 0), si k ∈ J (i),

β̃k(j, 0) :=

{
βk(j, 0) +

∫
D\{0} χk(ξ)ν(j, 0; dξ) ∈ R+, si k ∈ I,

βk(j, 0), si k ∈ J .

De la unicidad de la representación en (2.38) y (2.39) se tiene que

αik(i, 0) = αki(i, 0) = 0, ∀k ∈ J (i),

αkl(i, 0) = αkl(j, 0) =: αkl, ∀k, l ∈ J ,
β̃(i, 0) = β̃(j, 0) =: b,

γ(i, 0) = γ(j, 0) =: c,

ν(i, 0; dξ) = ν(j, 0; dξ) =: m(dξ),

para toda (i, j) ∈ I × J , con lo cual queda probada la afirmación.
Prueba de (1.8). Sea i ∈ I. Para r ∈ R+ definimos α̃(i, r) ∈ Semd como

α̃kl(i, r) :=

{
αkl(i, r), si k, l ∈ J (i),

0, en otro caso,
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ver (2.1). Combinando (1.28), (2.5) y (1.7) se obtiene

RYi (u) =
Ãfu(ei)

fu(ei)
− F (u)

= 〈(α̃(i, 1)− a)u, u〉+ 〈β(i, 1)− b, u〉 − (γ(i, 1)− c)

+

∫
D̃\{0}

(
e〈u,ξ〉 − 1− 〈uJ (i), χJ (i)(ξ)〉

)
dν(i, 1; ei + ξ)

−
∫
D\{0}

(
e〈u,ξ〉 − 1− 〈uJ , χJ (ξ)〉

)
m(dξ)

= 〈αiu, u〉+ 〈βYi , u〉 − γi +

∫
D̃\{0}

(
e〈u,ξ〉 − 1− 〈uJ (i), χJ (i)(ξ)〉

)
µi(dξ), (2.40)

donde

αi := α̃(i, 1)− 1,

βYi,k :=

{
β(i, 1)i − bi −

∫
D\{0} χi(ξ)m(dξ), si k = i,

β(i, 1)k − bk, si k ∈ {1, . . . , d} \ {i},
γi := γ(i, 1)− c,
D̃ := D − ei,

µi(·) := ν(i, 1; ei + ·), (2.41)

Por otro lado, de (1.24)

Ãfu(rei)

fu(rei)
= F (u) +RYi (u)r, ∀r ∈ R+. (2.42)

Sustituyendo (2.40) en (2.42) y comparando con (2.5) se concluye que, para toda r ∈ R+,

α̃(i, r) = a+ rαi,

β(i, r) = b+ rβYi ,

γ(i, r) = c+ rγi,

ν(i, r; rei + ·) = m(D ∩ ·) + rµi(·), en D̃ \ {0}.

Haciendo r →∞ se obtienen las condiciones (1.7b), (2.34) y (1.7f) de (2.1)–(2.3), y que µi
es no negativa. Haciendo r → 0 se llega a que µi(D̃ \D) = 0, y (1.7h) es una consecuencia
de (2.4), (1.7g) y (2.41).
Prueba de (2.36). Sea j ∈ J . Para s ∈ R definimos α̃(j, s) ∈ Semd como

α̃kl(j, s) :=

{
αkl(j, s), si k, l ∈ J ,
0, otro caso,
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ver (2.30). Combinando (1.28), (2.33) y (1.7) se obtiene

RZj−m(u) =
Ãfu(ej)

fu(ej)
− F (u)

= 〈(α̃(j, 1)− a)u, u〉+ 〈β(j, 1)− b, u〉 − (γ(j, 1)− c)

+

∫
D\{0}

(
e〈u,ξ〉 − 1− 〈uJ , χJ (ξ)〉

)
µj(dξ), (2.43)

donde µj(·) := ν(j, 1; ej+·)−m(·) es una medida con signo en D\{0} (nótese que D−ej =
D). Pero RZj−m(u) ∈ iR, por lo que el lado derecho de (2.43) es puramente imaginario.
Esto conduce inmediatamente que α̃(j, 1)−a = 0, (β(j, 1)− b)I = 0 y γ(j, 1)− c = 0. Por
otro lado, de (1.24) se tiene

Ãfu(sej)

fu(sej)
= F (u) +RZj−m(u)s, ∀s ∈ R. (2.44)

Aśı, de (2.43), (2.44) y (2.33) se concluye que, para toda s ∈ R,

ν(j, s; sej + ·) = m(·) + sµj(·), en D \ {0}.

Pero esto sólo es posible cuando µj = 0. Luego, RZ
j−m(v, w) = 〈(β(j, 1) − b)J , w〉, y la

proposición queda demostrada. �

Concluimos esta sección con un resultado de regularidad. Sea Q0(0) = Q(0) \ {0},
donde Q(0) está dado por (2.11). Descomponemos el término con la integral (digamos
I(u)) en F (u) de la siguiente manera

I(u) =

∫
Q0(0)

(
e〈u,ξ〉 − 1− 〈uJ , ξJ 〉

)
m(dξ) +H(u)− (1 + 〈uJ ,1〉)m(D \Q(0))

donde H(u) :=
∫
D\Q(0)

e〈u,ξ〉m(dξ), ver (1.7). Por el Lema 1.14, la primera integral del

lado derecho de la ecuación anterior es anaĺıtica en u ∈ Cd, al igual que el último término.
Entonces el grado de regularidad de I(u), y por lo tanto de F (u), está determinado por
el de H(u). El mismo razonamiento aplica para RYi , ver (1.8). De los Lemas 1.13 y 1.14
se sigue entonces el siguiente resultado.

Lema 5.3. Sean i ∈ I y k ∈ N.

i) F (·, w) y RYi (·, w) son anaĺıticas en Cm
−−, para cada w ∈ iRn.

ii) Si ∫
D\Q(0)

||ξ||km(dξ) <∞ y

∫
D\Q(0)

||ξ||kµi(dξ) <∞

entonces F ∈ Ck(U) y RYi ∈ Ck(U), respectivamente.
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iii) Sea V ⊂ Rd abierto. Si∫
D\Q(0)

e〈q,ξ〉m(dξ) <∞ y

∫
D\Q(0)

e〈q,ξ〉µi(dξ) <∞, ∀q ∈ V, (2.45)

entonces F y RYi son anaĺıticas en la franja S = {u ∈ Cd | Re u ∈ V }, respectiva-
mente.

2.3. Ecuaciones Generalizadas de Riccati

Sean (a, α, b, βY , βZ , c, γ,m, µ) parámetros admisibles, y F (u), R(u) = (RY(u),
RZ(u)) dados por (1.7), (1.8) y (2.36). En esta sección se discutirán las ecuaciones gene-
ralizadas de Riccati

∂tΦ(t, u) = F (Ψ(t, u)), Φ(0, u) = 0, (2.46)

∂tΨ(t, u) = R(Ψ(t, u)), Ψ(0, u) = u. (2.47)

Obsérvese que (2.46) es una ecuación diferencial trivial. Una solución para (2.46)–(2.47) es
una par de funciones continuamente diferenciables Φ(·, u) y Ψ(·, u) = (ΨY(·, u),ΨZ(·, u))
de R+ en C y Cd, respectivamente, que satisfacen (2.46)–(2.47) o, equivalentemente,

Φ(t, u) =

∫ t

0

F (Ψ(s, u))ds, (2.48)

∂tΨ
Y(t, u) = RY

(
ΨY(t, u), eβ

Z tw
)
, ΨY(0, u) = v, (2.49)

ΨZ(t, u) = eβ
Z tw, (2.50)

para u = (v, w) ∈ Cd.

Proposición 2.6. Para cada u ∈ U0 existe una única solución Φ(·, u) y Ψ(·, u) de (2.46)–
(2.47) con valores en C− y U0, respectivamente. Más aún, Φ y Ψ son continuas en R+×U0.

Demostración. Si m = 0 no hay nada que probar. Supongamos entonces que m ≥ 1.
Dado que (2.50) está desacoplada de (2.49), nos enfocaremos sólo en dicha ecuación.

Para cada w ∈ iRn fijo, (2.49) será considerada como una ecuación diferencial ordinaria
no homogénea para ΨY(·, v, w), con ΨY(0, v, w) = v. Nótese que el mapeo

(t, v, w) 7→ RY
(
v, eβ

Z tw
)

: R× U → Cm (2.51)

es continuo en v ∈ Cm
−− con derivadas conjuntamente continuas en R × U0, ver Lema

2.5. En particular (2.51) es localmente Lipschitz continua en v ∈ Cm
−−, uniformemente en

(t, w) en conjuntos compactos. Entonces, para cualquier u = (v, w) ∈ U0, existe una única
solución local ΨY(t, u) de (2.49) con valores en Cm

−−. Su tiempo de vida en Cm
−− es

Tu := ĺım inf
n→∞

{t | ||ΨY(t, u)|| ≥ n o ΨY(t, u) ∈ iRm} ≤ ∞.
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Hay que probar que Tu =∞.
Es fácil ver que

Re RYi (u) = αi,ii(Re vi)
2 − 〈αiIm u, Im u〉+ 〈βYi,I ,Re v〉 − γi

+

∫
D\{0}

(
e〈Re v,η〉 cos〈Im u, ξ〉 − 1− Re viχi(ξ)

)
µi(dξ) (2.52)

Como en (2.11), escribimos Q0(0) := Q(0) \ {0}. De (1.7b), (2.34) y (2.52) se sigue que

Re RYi (u) ≤ αi,ii(Re vi)
2 + βYi,i Re vi − γi

+

∫
D\{0}

(
e〈Re v,η〉 cos〈Im u, ξ〉 − eRe viηi

)
µid(ξ)

+

∫
D\{0}

(eRe viηi − 1− Re viχi(ξ))µid(ξ)

≤ αi,ii(Re vi)2 + βYi,i Re vi − γi

+ (Re vi)
2

∫
Q0(0)

(∫ 1

0
(1− t)etRe viηidt

)
η2
i µi(dξ)− µi(D \Q(0))Re vi

≤ ((Re vi − Re vi)− γi (2.53)

donde Ci ≥ 0 no depende de u. La segunda desigualdad en (2.53) se sigue de que

I(u, ξ) := e〈Re v,η〉 cos〈Im u, ξ〉 − eRe viηi ≤ 0, ∀ξ ∈ D \ {0},

y

|I(u, ξ)| ≤
∣∣e〈Re vI(i),ηI(i)〉 − 1

∣∣+ | cos〈Im u, ξ〉 − 1|
≤ C

(
|Re vI(i)||ηI(i)|+ |〈Im u, ξ〉|2

)
,

para ||ξ|| suficientemente pequeño, para alguna C, ver (1.7h). Entonces, para t ∈ (0, Tu),
Re ΨYi (t, u) satisface la desigualdad

∂tRe ΨYi (t, u) ≤ Ci
(
(Re ΨYi (t, u))2 − Re ΨYi (t, u)

)
− γi

Re ΨYi (0, u) = Re vi.
(2.54)

De un teorema de comparación (ver [8]) y la condición (1.7f) se sigue que

Re ΨYi (t, u) ≤ gi(t, u), ∀t ∈ [0, Tu), (2.55)

donde

∂tgi(t, u) = Ci
(
(gi(t, u))2 − gi(t, u)

)
gi(0, u) = Re vi (< 0).

(2.56)

Pero −∞ < gi(t, u) < 0 para toda t ∈ R+. Luego, ΨY(t, u) nunca alcanza iRm y

Tu = ĺım inf
n→∞

{t | ||ΨY(t, u)|| ≥ n}.
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Sólo hace falta ahora encontrar una cota superior para ||ΨY(t, u)||. Para cada t ∈
(0, Tu) se tiene que

∂t||ΨY(t, u)||2 = 2Re
〈

ΨY(t, u), RY
(

ΨY(t, u), eβ
Z tw
)〉

. (2.57)

Es fácil ver que

Re
(
viR

Y
i (u)

)
= αi,ii|vi|2Re vi +K(u)

+ Re

(
vi

∫
D\{0}

(
e〈u,ξ〉 − 1− 〈uJ (i), χJ (i)(ξ)〉

)
µi(dξ)

)
, (2.58)

donde
K(u) := Re vi〈αi,JJw,w〉+ Re

(
vi
(
〈βY , u〉 − γi

))
.

Entonces

|K(u)| ≤ C(||v|| ||w||2 + ||v||2 + ||v|| ||w||+ ||v||), ∀u = (v, w) ∈ U . (2.59)

Combinando (2.58) y (2.59) con el Lema 2.7 se llega a que

Re
(
viR

Y
i (u)

)
≤ C(1 + ||w||2)(1 + ||v||2), ∀u = (v, w) ∈ U . (2.60)

Sustituyendo (2.60) en (2.57) se tiene

∂t||ΨY(t, u)||2 ≤ C

(
1 +

∥∥∥eβZ tw∥∥∥2
)

(1 + ‖ΨY(t, u)‖2), ∀t ∈ (0, Tu).

Usando la desigualdad de Gronwall ( ver [5]) se llega a

‖ΨY(t, u)‖2 ≤
(
‖v‖2 + C

∫ t

0

(
1 +

∥∥∥eβZsw∥∥∥2
)
ds

)
× exp

(
C

∫ t

0

(
1 +

∥∥∥eβZsw∥∥∥2
)
ds

)
, ∀t ∈ [0, Tu).

(2.61)

Entonces no es posible que explote la solución y Tu =∞.
La continuidad de Φ y Ψ en R+ × U0 es un resultado conocido. �

Lema 2.7. Para cada i ∈ I y u = (v, w) ∈ U se tiene

Re

(
vi

∫
D\{0}

(
e〈u,ξ〉 − 1− 〈uJ (i), χJ (i)(ξ)〉

)
µi(dξ)

)
≤ C(1 + ‖v‖2)(1 + ‖w‖2), (2.62)

donde C depende sólo de µi.

Demostración. Sea i ∈ I. Retomando la notación utilizada en la prueba del Lema 2.1,
escribimos I = I(i), J = J (i), y hacemos

d(ξ) := d(0, ξ) = 〈χI(ξ),1〉+ ‖χJ(ξ)‖2,

hu(ξ) := hu(0, ξ) =
fu(ξ)− 1− 〈uJ , χJ(ξ)〉

d(ξ)
.
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CAPÍTULO 2. PRUEBA DEL TEOREMA DE CARACTERIZACIÓN

De la condición (1.7h), µi(dξ) := d(ξ)µi(dξ) es una medida acotada en D \ {0}. Aśı,
podemos escribir la integral en (2.62) como∫

D\{0}
hu(ξ)µi(dξ). (2.63)

Ahora, desarrollando su serie de Taylor (ver [9], Caṕıtulo 4, Sección 11), tenemos

hu(ξ) =
1

d(ξ)

(
e〈u,ξ〉 − e〈uJ ,ξJ 〉 + eviηi

(
e〈w,ζ〉 − 1− 〈w, ζ〉

)
+ 〈w, ζ〉(eviηi − 1) + eviηi − 1− viηi

)
= e〈uJ ,ξJ 〉

(∫ 1

0

et〈uJ ,ξJ 〉dt

)
〈uI ,w(ξ)〉

+ eviηi
(∫ 1

0

(1− t)et〈w,ζ〉dt
)
〈aJJ (ξ)w,w〉

+

(∫ 1

0

etviηidt

)
vi〈aiJ (ξ), w〉

+

(∫ 1

0

(1− t)etviηidt
)

aii(ξ)(vi)
2, ∀ξ = (η, ζ) ∈ Q0(0),

(2.64)

donde w(ξ) := w(0, ξ) y akl(ξ) := akl(0, ξ), ver (2.13) y (2.14). Ahora calculamos

Re (vihu(ξ)) = K(u, ξ) + L(vi, ηi)aii(ξ)|vi|2, ξ = (η, ζ) ∈ Q0(0), (2.65)

en donde

L(vi, ηi) :=

∫ 1

0

(1− t)Re (vie
tviηi)dt

=

∫ 1

0

(1− t)etRe viηi(Re vi cos(tIm viηi)− Im vi sen(tIm viηi))dt

(2.66)

y, en vista de (2.16), K(u, ξ) satisface

|K(u, ξ)| ≤ C
(
‖v‖+ ‖w‖2 + ‖v‖2‖w‖

)
, ∀u = (v, w) ∈ U , ∀ξ ∈ Q0(0), (2.67)

Afirmamos que
L(vi, ηi) ≤ 0, ∀vi ∈ C−, ∀ηi ∈ [0, 1]. (2.68)

En efecto, dado que L(vi, ηi) es simétrica en Im vi, podemos asumir que Im vi en (2.66)
es no negativa. Luego, (2.68) se sigue del Lema 2.8.

Por otro lado tenemos que

|vihu(ξ)| ≤ C
(
1 + ‖v‖2 + ‖v‖‖w‖

)
, ∀u = (v, w) ∈ U , ∀ξ ∈ D \Q0(0), (2.69)

Finalmente, combinando (2.65), (2.67), (2.68) y (2.69) se llega a que∫
D\{0}

Re(vihu(ξ))µi(dξ) ≤ C(1 + ‖v‖2)(1 + ‖w‖2), ∀u = (v, w) ∈ U ,
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que es justamente (2.62). �

Lema 2.8. Para toda p, q ∈ R+, se cumple∫ 1

0

(1− t)e−pt cos(qt)dt ≥ 0 (2.70)∫ 1

0

(1− t)e−pt sen(qt)dt ≥ 0. (2.71)

Demostración. Para toda función f no negativa no creciente, y t ∈ R+,
∫ s

0
f(t) sen(t)dt ≥

0. Luego (2.71) es trivial. De manera similar, es fácil ver que (2.70) se cumple para toda
q ∈ [0, π]. Calculando la integral en (2.70) se tiene que∫ s

0

(1− t)e−pt cos(qt)dt =
e−ps

(p2 + q2)2

(
eps(p2(p− 1) + q2 + pq2)

+ ((s− 1)(p3 + pq2) + p2 − q2) cos(qs)

+ ((1− s)(p2 + q2)− 2p)q sen(qs)
)
.

Por otro lado, la desigualdad

ep(p2(p− 1) + q2) ≥ |p2 − q2|
eppq2 ≥ 2pq

se cumple para toda p ∈ R+ y q > π, de donde se sigue que (2.70) ocurre para q > π. �

Proposición 2.9. Existe una únca extensión continua de φ(t, u) y de ψ(t, u) en R+ ×
U tales que (1.2) se cumple para toda (t, u) ∈ R+ × U . Más aún, φ(·, u) y ψ(·, u) son
soluciones de (2.46)–(2.47), para toda u ∈ U .

Demostración. Sean u ∈ U0 y t∗ := sup{t | (t, u) ∈ O}. De la definición de O (ver (1.13))
se sigue que ĺımt↑t∗ |φ(t, u)| = ∞. Cada función continua con derivada continua por la
derecha en [0, t∗) es continuamente diferenciable en [0, t∗). Entonces, por (1.19), (1.25)–
(1.26), y la Proposición 6.1, la igualdad

φ(t, u) = Φ(t, u), ψ(t, u) = Ψ(t, u) (2.72)

se cumple para toda t ∈ [0, t∗). Pero |Φ(t, u)| es finito para toda t finita. Entonces t∗ =∞.
Aśı, dado que R+ × ∂U ⊂ O, se sigue que O = R+ × U y (2.72) se cumple para toda
(t, u) ∈ R+ × U0. Esto es, φ(t, u) y ψ(t, u) son conjuntamente continuas en R+ × U.
Tomando el ĺımite con el mismo argumento se sigue que φ(·, u) y ψ(·, u) son soluciones de
(2.46)–(2.47) también para u ∈ ∂U . �

Por último, para completar la prueba del Teorema 1.8, sólo hace falta probar que los
procesos afines regulares son de Feller. La demostración de este resultado, que omitimos
aqúı, se puede encontrar en [7].
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El Teorema 1.8 nos dice exactamente cuales procesos de Markov son afines regulares y
qué forma deben de tener. Sorprendentemente todo proceso af́ın regular se puede pensar
como una solución de las ecuaciones de Riccati.

Aśı, nos podemos beneficiar de procesos afines como intensidades de transición y fac-
tores económicos. Si el modelo es particularmente simple se pueden usar las ecuaciones
de Riccati para reducir el problema de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales a ordinarias.

Algunos ejemplos de procesos afines de utilidad en finanzas son los siguientes:

Ejemplo 2.11. Un proceso estocásticoX = (Xt, t ≥ 0) con valores con valores en Rn es un
proceso de Lévy si X0 = 0, tiene trayectorias cádlág, y sus incrementos son independientes
y estacionarios.

Si X es un proceso de Lévy, entonces se cumple que

E
(
eiuXt

)
= eiux−tψ(iu)

y X es, por lo tanto, un proceso af́ın.

Ejemplo 2.12. Sea X un proceso de Lévy y c ∈ R. El proceso Ornstein-Uhlenbeck (OU)
asociado a (X, c) es la única solución adaptada a la ecuación diferencial estócastica

Zt = x+Xt + c

∫ t

0

Zsds.

Si Z es un proceso OU asociado a (X, c), entonces

E
(
eiuZt

)
= eiuxe

ct+
∫ t
0 ψ(uecs)ds

y Z es, por lo tanto, un proceso af́ın.

Ejemplo 2.13. Si Z es CB, entonces existe un proceso de Lévy X sin saltos negativos y
con exponente de Laplace Ψ tal que

Ex(e−λZt) = e−xut(λ),

en donde ∂tut(λ) = −Ψ(ut(λ)), con

Ψ(u) = au+ σ2u2/2 +

∫ ∞
0

(
1− eiux − u1|x|≤1

)
ν(dx),

para alguna a ∈ Rn, σ ≥ 0, y una medida ν en R \ {0} tal que
∫∞

0
1 ∧ x2ν(dx) <∞.

26



Bibliograf́ıa
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