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Introduccion

En este trabajo nos dedicaremos a caracterizar los procesos afines regulares. El primer
capitulo contiene las definiciones bésicas y notaciones que se estaran utilizando a lo largo
de este texto. Asimismo, se enunciara un teorema que caracterizard los procesos afines re-
gulares y algunas consecuencias inmediatas. En el segundo capitulo se procedera a probar
los resultados necesarios para dar la prueba de dicho teorema.

La principal motivacién para buscar tener una completa caracterizacion de los procesos
afines viene de la importancia que han ido adquiriendo con el paso del tiempo, importancia
que radica principalmente en la de sus aplicaciones en finanzas. No obstante, como cabria
esperarse, ésta va mas alla.

El teorema que se presentard mostrara la forma general que tienen los procesos afines
regulares. Como consecuencia, dichos procesos se pueden ver como una herramienta para
simplificar ciertos problemas con martingalas al tratarlos como contrapartes naturales o
extensiones de derivados y ecuaciones diferenciales ordinarias. En este sentido, los procesos
afines se pueden ver como soluciones a problemas con martingalas particularmente simples,
que extienden ecuaciones diferenciales ordinarias afines al caso estocastico.

Por ltimo, damos algunos ejemplos de procesos estocédsticos que resultan ser procesos
afines particulares con una amplia utilidad en diversos campos de las Matematicas, con lo
cual mostramos la generalidad del concepto de proceso afin y la utilidad que puede tener
el teorema de caracterizacién al ver dichos procesos como procesos afines.






Capitulo 1

Conceptos Preliminares

1.1. Notacion Basica

En este trabajo se tomé [2] como referencia general para las definiciones bdsicas de
procesos estocasticos, adaptandolos a las notaciones aqui utilizadas. De la misma manera,
los conceptos referentes a teorfa de la medida utilizados aqui se pueden consultar en [6].

Para cada k € N definimos los conjuntos

RY = {z € R*|z; > 0,Vi}, RE, ={z e Rz >0,Vi},
Ctk={2€CFRezeRt}, Ck, ={ze€C*RezecRt }
Anélogamente, escribimos R¥ | R* _ CF, CF _.

Para a, 8 € CF escribimos (o, B):=ay 81+ - - +ap Sk (nétese que este no es el producto
escalar en CF). Definimos Sem* como el cono convexo de matrices simétricas semidefinidas
positivas de k x k.

Sea U un conjunto abierto o la cerradura de un conjunto abierto en C*. Escribimos su

cerradura como U, su interior como U, su frontera como 0U = U\U°, y U A= U U {A}.
Definimos ahora los siguientes conjuntos:

» C(U) es el espacio de las funciones complejas continuas en U.

» DU es el espacio de Banach de las funciones complejas y acotadas Borel-medibles en

U.
» Cy(U) es el espacio C(U) NbU.

s Cy(U) es el espacio que comformado por las funciones f € C(U) tales que lim,_,, f(z) =
0.

» C.(U) es el espacio que comformado por las funciones f € C(U) con soporte com-
pacto.

» C*(U) es el espacio de funciones f en U°, con k veces diferenciables tales que todas
las derivadas parciales de f hasta el k-ésimo orden perdenecen a C'(U).
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CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

- CHU) = CHU) N C(D).
. C%(U) = Myen CH(U) y C(U) = My CHU).

Por convencion todas las funciones f definidas en U las extenderemos a U, haciendo

f(8) =0,

1.2. Definicién y Caracterizacion de Procesos Afines

Consideremos un proceso de Markov a tiempo continuo con espacio de estados D :=
R x R™ y semigrupo (F;) actuando en bD,

Pf(e) = /D F(E)pi(x, de).

Dada su estructura producto, un punto en D se escribird como x = (y, 2) 0 & = (1, ().
Asumimos que d := m +n € N y, por lo tanto, que m o n pueden ser cero. No exigimos
que (P,) sea conservativo; es decir, tenemos

pe(z, D) <1, p(x,Da) =1, p(A{A}) =1, V(t,z) e Ry x D.

Denotamos por (X, (P,).ep) = (Y, Z), (P,)zep) la realizacién canénica de (FP;) de-
finida en (Q, F°, (F?)), donde Q es el conjunto de funciones w : Ry — DAy Xy(w) =
(Yi(w), Zi(w)) = w(t). La filtracién (F}) es generada por X y F* =\/,p F;. Para cada
r € D, P, es una medida de probabilidad en (€, F°) tal que P,[X, = z] = 1 y se cumple
la propiedad de Markov,

El“[f<Xt+S)"Ft0] = Psf<Xt) = EXt [f(Xs>]a ]P)x - C-S'vs7t € RJra \V/f € bDa (11)

donde E, denota la esperanza con respecto a P,.
Si para cada u = (v, w) € C™ x C" definimos una funcién f,, € C'(D) como

ful@) = ) = @V 4@ 2 (y,2) € D,

tenemos la siguiente
Afirmacién 1.1. f, € Cy(D) si y sdlo siu esta end = C™ x iR".

Demostracion. Supongamos que u = (v, w) estd en U, entonces

(v,y) = vy + -+ 4 Uy € C_,
(w, z) = w21 + -+ + wyz, € iR

Luego,
e+l = e ebT| = Rl 1 < 1

para cada = = (y, z) € D (ver [4], Capitulo 2, Seccién 3).
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CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

Reciprocamente, si f, € Cy(D), entonces ¥+ w2 = cme(2) estd acotada. Luego,
dado que y y z no dependen entre si, se sigue que e”¥ y e{¥?) estdn acotadas. Asi, dado
que z € R", se sigue que w debe forzosamente estar en iR". Ademads, como y € R, elvy)
sera acotada para cualquier v € C™. O

Ahora, dado que || f,(z)|| < 1 para cada u € U, se sigue del teorema de convergencia
dominada P, f, es continua en u € U para cada (t,x) € Ry x D. Nétese también que

U =C™_ xiR"y OU = iR™ x iR"™ = {RY,

Rd Sq— Ptfzq(ilf)

es la funcién caracteristica de la medida p,(z,-), esto es, la funcién caracteristica de
Xi1(x,2a} con repecto a P,

Definicién 1.2. El proceso de Markov (X, (Pr)zen), y (P:), se dice afin si para cada t €
R, la funcién caracteristica de p(x,-) tiene una dependencia exponencialmente afin de x.
Esto es, si para cada (t,u) € Ry x OU existen ¢p(t,u) € C yp(t,u) = (VY (t,u),v?(t,u)) €
C™ x C™ tales que

Efu(x) — e¢(t7u)+<w(t7u)7:ﬂ>

_= e¢(t,u)+(wz(t,u),y)+<w2(t,u),z)’ VJ; —_= (y7 Z) e D <12)

Observacién 1.3. Dado que P,f, € bD para cada (t,u) € R, X U, se concluye de
la ecuacién anterior que ¢(t,u) € C_ y ¥(t,u) = (YY(t,u),v?(t,u)) € U para toda
(t,u) €e Ry x oU.

Observacién 1.4. De la ecuacion (1.2) se sigue la unicidad de ¥(t,u). Pero Im ¢(t, u)
estd determinada salvo multiplos de 2w. No obstante, tenemos por definicion que P, f,,(0) #
0 para toda (t,u) € Ry x OU. Dado que OU es simpemente conexa, P, f,(0) admite una
unica representacion de la forma (1.2) tal que ¢(t,-) es continua en OU y ¢(t,0) = 0.

Definicién 1.5. El proceso de Markov (X, (Py)zep), v (FP;), se dice estocdsticamente
continuo si ps(x,-) — pi(x,-) débilemente en D, para s — t, para cada (t,z) € Ry x D.

Si (X, (Py)zep) es afin, entonces, por el teorema de continuidad de Lévy, (X, (Py)zep)
es estocdsticamente continuo si y sélo si ¢(t,u) y ¥(t,u) de (1.2) son continuas en t € R
para cada para cada u € OU

Definicién 1.6 El proceso de Markov (X, (Py)zen), y (P;), se dice reqular si es estocdsti-
camente continuo y la derviada por la derecha

flfu(x) = a;rptfu(x) li=o

existe para toda (x,u) € D x U, y es continua en u = 0 para toda x € D.

Cuando no haya ambigiiedad, se escribird por X o (Y, Z) al proceso de Markov (X, (Py)zen),
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CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

y se dird simplemente que X es afin, estocdsticamente continuo, regular o regular afin si
(X, (Py)zep) tiene la propiedad respectiva.

En los resultados que se estableceran mas adelante se hara uso frecuente de la notacién
que a continuacién introduciremos. Denotamos por {ey, ..., eq} la base canénica para R?,
y escribimos Z = {1,...,m} y J = {m+1,...,d}. Definimos la funcién de truncamiento
X = (x1,--,Xa) : RT = [~1,1]¢ como

B 0, si&, =0,

Xi(8) = (1A |§kl)%, otro caso.
Sea a = (w;) una matriz de d x d, 8 = (f1, ..., Ba) un vector d-dimensional, e I,J C
{1,...,d}. Entonces escribimos o’ para la transpuesta de o, ar; := (q;)icrjes ¥ 81 =

(Bi)ier- Asi, por ejemplo, escribiremos x7(§) = (xk(§))ker 0 Vi = (0x, Jker- En consecuen-
cia, tenemos ¢ (t,u) = ¥z (t,u) y ¥?(t,u) = 1 7(t,u). También escribimos 1 := (1,...,1)
sin especificar la dimension siempre y cuando no ocurra alguna ambigiiedad. Para i € Z
definimos Z(i) :==Z \ {i} y J(i) := {i} UJ, y denotamos por Id(¢) la matriz de m x m
dada por 1d(i)k = 0k, donde dx; es la Delta de Kronecker.

Definicién 1.7. Los pardmetros (a,a,b, 5, c,v,m, p) son admisibles si
a) a € Sem? con arr = 0, (de donde az7 =0 yazr =0),
b) o= (a1, -+ ,am), con o; € Sem? y ;77 = 0 ;1d(1), para toda i € T,
c)be D,

d) B € R™? es tal que Bry =0y Bizw) € RT™, para toda i € Z, (por lo que todos los
elementos fuera de la diagonal de Sz son no negativos),

e) ce Ry,
f) v eRE,

g) m es una medida de Borel en D \ {0} que satisface

M= D\{g}((x:(f)ﬂ) +Ixg (©)1*)m(ds) < oo

h) w= (p1,-- , pm) donde cada p; es una medida de Borel en D\ {0} que satisface

M; = D\{O}(<xm)(£), 1)+ I (©1F)pi(ds) < o0

El siguiente teorema contiene los principales resultados que estudiaremos. Su prueba
se dara mas adelante.

Teorema 1.8 (Caracterizacién de Procesos Afines Regulares). Supongamos que
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CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

X es afin reqular. Entonces X es un proceso de Feller. Sea A su generador infinitesimal.
Entonces C°(D) es un micleo de A, C?(D) C D(A), y existen pardmetros admisibles
(a,a, b, B,c,v,m, ) tales que, para cada f € C*(D),

AT =3 (an+ {azin ) 58 4 04 52, V1) - (et b @)
s (et - ) - (Vo fa) o €)mide) (13)
D\{0}

m

> /D\{O}(f (z+8) = f(2) = (Voo f(2), X7 () wiri(dE)-

Mas ain, (1.2) se cumple para toda (t,u) € Ry xU, donde ¢(t,u) y ¥ (t,u) son soluciones
de las ecuaciones generalizadas de Riccati,

o(t,u) :/0 F(¢(s,u))ds (1.4)
A (t,u) =RY (> (t, u), e* tw), WY (0,u) = v (1.5)
V= (t,u) =Pt (1.6)

con

F(u) = (au,u) + (b,u) — c+ /D - (e =1 — (ugz,x7(€)))m(df) (1.7)

RY (u) = (asu, u) + (87, u) — +/ (e —1 = (ugay, xo0)(€))) mi(dé)  (1.8)
D\{o}
para it €L,y
BY = (B")i1,..ay €RY, Q€T (1.9)
pZ = (") g7 e RV (1.10)

Reciprocamete, sean (a,c,b, B,c,vy,m,n) pardmetros admisibles. Entonces existe un
unico semigrupo reqular afin (P;) con generador infinitesimal (1.3), y (1.2) se cumple
para toda (t,u) € Ry x U, donde ¢(t,u) y ¥(t,u) estan dadas por (1.4) y (1.6).

Observacién 1.9. Para visualizar las conexiones entre los objetos en el teorema anterior,
definamos, para cada f € C?*(D)NCy(D), A*f(x) como el lado derecho de (1.3). Entonces
F, RY = (RY,...,RY) y 3% satisfacen

0 Pifu(@)]i=o = (F(u) + (R¥(u),y) + (65w, 2)) fu(x) = A* fu(2),
para u = (v,w) EU yx=(y,2) €D.

La ecuacién (1.6) establece que Z (¢, u) depende sélo de (t,w). Luego, para w = 0, se
sigue de (1.2) que la funcién caracteristica de Y;1;x,2a) con respecto a P, estd dada por

P f(iq0) () = / ei<q’77>pt(:1:, d¢) = e¢(t,iq70)+<wy(t7iq,0),y)’ qgeR™,
D



CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

depende sélo de y. Asi, obtenemos el siguiente

Corolario 1.10. Sea X = (Y, Z) afin reqular. Entonces (Y, (Py,))yerm) €s un proceso de

Markov afin regular con espacio de estados R, independientemende de z € R".

El Teorema 1.8 generaliza y unifica dos tipos clasicos de procesos estocéasticos, como
se muestra en el siguiente

Corolario 1.11. Sea X = (Y, Z) afin regular. Entonces (Y, (P,.))yery) €s un proceso
CBI para cada z € R™. Sim =0, entonces X es un proceso de tipo OU. Reciprocamente,
cada proceso de tipo OU y CBI es un proceso de Markov afin reqular

Observacién 1.12. Existen procesos de Markov afines que no son estocdsticamente con-
tinuos para los cuales no se cumple el Teorema 1.8. Para vy € D definimos

0y, s1t=0,

0zy, S1E >0,

pt(xv df) = {

con 0, la medida de Dirac en x, es decir, 0,(A) = 1a(z). Dado que [, f(£)d0.(d€) = f(x),

entonces

fulz) = elwo) sit=0,
fulo) = el sit >0,

para cada x € D. Luego, pi(x,d) asi definida es la funcion de transicion de un proceso
de Markov afin con

¢(t7u):{0’ stt =0, ) w(t,u):{u’ sttt =0,

(u,zo), sit>0, 0, sit>0,

que obviamente no es de la forma establecida en el Teorema 1.8.

1.3. Existencia de Momentos

Para aplicaciones en general, es indispensable tener criterios sobre la existencia de los
momentos parciales de X;. El objetivo de esta seccién es enunciar un teorema con dichos
criterios. Para llegar a esto es necesario contar con algunos lemas, los cuales de momento
se daran sin demostracién. Para ver la prueba consultar [3].

Sea N € Ny v una medida acotada en R™. Denotemos por

g(y) = / e'vrly(dr), yeRN,
RN

su funcién caracteristica. Ahora introducimos, con el proposito de no complicar la notacion
que se estara usando, la funcién

h(z) = /R i} ey (dx),

6



CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

donde Re z € V| con

V= {y € RY| ey (de) < oo} . (1.11)

RN
Claramente, 0 € V' v g(y) = h(iy) en RY.
Lema 1.13. Sea k € N y 1 <i < N. Si eziste (0,:)**¢(0), entonces

/RN(xi)%y(d:c) < 00.

Por otro lado, si [ ||lz]|*v(dz) < oo, entonces g € CF(RM) y

ayzj T ay”g(y) = Zl/ Tiy = * 'xilei<y7x>y(dl‘)7
RN
para toda y € RN, 1 <iy,--- iy <N y1<I[<k.

Lema 1.14. El conjunto V, definido en (1.11), es convexo. Mds ain, sea Vi un abierto
en RN tal que Vi, C V. Entonces h es analitica en la banda abierta

S:={2€C"Rez€Vp}. (1.12)

En general V puede no contener un abierto V5 en RY. Los dos lemas siguientes nos
proporcionan condiciones suficientes para la existencia de tal Vy. Para p = (p1,...,pn) €
RY. definimos el disco abierto en CV con centro en 0

P,={ze€C"||z|<pi i=1...,N}.

Lema 1.15. Supongamos que g(y) = G(iy) para toda y € P, NRY, donde G es una
funcion analitica en P,. Entoncesy € P,NRYN CV, y h =G en P,

Lema 1.16. Sea U una vecindad abierta conveza de 0 en CV y G una funcién analitica
en U. Supongamos que g(y) = G(iy) para toda iy € U NiRY. Entonces U NRYN C V.

Teorema 1.17. Supongamos que X es afin reqular conservativo, y sea t € R,
i) Sea ke Ny1<1<d SidFe(t,iN)|x=0 y OX(L,i))|x=0 existen, entonces

E. [(X})*] < o0, Vz € D.

ii) Sea U una vecindad abierta conveza de 0 en CL. Supongamos que ¢(t,-) y(t,-) tienen
una extension analitica en U. Entonces

E, [e<q’Xt>} <00, Vge UNRY, Yz € D.

y (1.2) se cumple para toda uw € U con Re U € U NRY,

Para probar este teorema basta combinar los lemas 1.13, 1.14 y 1.16.
Notese que la finitud de los momentos de X; con respecto a P, requiere que X; sea
finito P,-c.s.
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1.4. Resultados Preliminares

Ahora daremos algunas consecuencias inmediatas de las definiciones 1.2 y 1.6. Primero
extenderemos el rango de validez con respecto a (t,u) de (1.2), que de momento conside-
ramos como R, x dU. En el Lema 1.18 fijamos u € U y estudiamos que tanto es posible
variar t sin que deje de cumplirse (1.2). En el Lema 1.19, reciprocamente, fijamos ¢t € R
y exploramos el rango de posibles u en C?.

Lema 1.18. Supongamos que X es afin reqular. Entonces el conjunto
O :={(t,u) e Ry xU | P;f.(0) #0, Vs € [0,t]} (1.13)

es abierto en Ry X U, y existe una extension unica de ¢(t,u) y ¥(t,u) sobre O tal que
(1.2) se cumple para toda (t,u) € O.

Demostracion. Sea x € D. Afirmamos que, para s — t,
P, f.(x) = P,fu(x), uniformemente en u sobre compactos en U. (1.14)

Para ver esto tomemos ¢ € R, (f;) una sucesién tal que t, — t, y € > 0. Dado que X
es débilmente continuo, la sucesion (py, (z,-)) es tensa. Entonces existe p € C.(D) con
0<p<1ly [,(1—=p(&)py(z,df) < e para toda k € N. Més atn, existe ¢’ > 0 tal que
para toda u,u’ € U, con ||ju — || < ¢, tenemos que

sup |fu(§) — fu(§)| <6

§€Esupp p

donde supp p:={{ € D | p(§) # 0}. Entonces, para cada u,u € U con ||u—u'|| < ¢,

Py ful@) — Py ful)] < /D £4€) = Fu ()]p(E)pr, (. de)

+ /D (€)= Fu(©L = p(&))pry (, )
<3e, VkeN.

Luego (P, fu(z)) es equicontinua en u € Y. Entonces, existe 6 > 0 tal que

|(Poful@) = Pofu(x)) = (P fu () = Pofu(2))]

<Py fulz) = By fu (@) + |Pifu(r) = Pofu (o) < 5 (1.15)

€
2
para toda u,u’ € U con |lu — /| < 4, para toda k € N. Ahora sea U un subconjunto
compacto de Y. Tomemos una cubierta finita para U conformada por ¢ bolas de radio o
y centros uM, u® ... 49 Dado que X es estocdsticamente continuo, P, fuo = Pifuo
cuando ¢, — ¢ para cualquier u¥. Esto es, existe N tal que

Py fuor () = Pofyr (@) < 5, Yk > N©. (1.16)

€
27

oo
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Tomemos ahora u € U y una bola, digamos u'), que contiene a u. De (1.15) y (1.16) se
sigue que

[Py fu(®) — Pofu(®)] <[(Py fulz) — Pifu(x)) — (P fuir (2) = Pifue (2))]
+ [Py, fu () — Prfyo ()]
<e, Vk> méxN(i),

probando asi (1.14).

Como consecuencia de (1.14), P, f,(x) es conjuntamente continua en (t,u) € Ry x U.
Luego O es abierto en R, x U. Nétese que O D {0} x U, que es simplemente conexo, y
cada franja en O es equivalente a su proyeccién sobre {0} x U. Luego O es simplemente
€onexo.

Dado que X es afin, se tiene

Ptf(v,w) (x)Ptf(v,w) (5) = Ptf(v,w) (l’ + g)Ptf(v,w)(0)7 vxa§ € D7 (117)

para toda (t,v,w) € Ry x 0U. Por el Lema 1.14, las funciones en ambos lados de (1.17)
son analiticas en v € C™_. Por el principio de reflexién de Schwarz, la igualdad en (1.17)
se cumple para toda v € C™_. Dado que O es simplemente conexo, ¢(t, ) tiene una tnica
extension continua sobre O tal que P, f,(0) = exp(¢(t, u)) para toda (t,u) € O. Entonces,
para (t,u) € O fijo, la funcién g(z) = exp(—o(t,u))P;fu(x) es medible y satisface la
ecuacién g(z)g(§) = g(x + &£). En consecuencia existe una tnica extensién continua de
W(t,u) tal que
e PCIPf (x) = WD) e e DY(tu) € O

de donde se sigue el resultado. 0

El resultado que a continuacién se enuncia es una variacién del Lema anterior. Sean
m,p € RL, y definamos V:i={qg e R —m < q <p, l=1,...,d} ylabanda S := {u €
C¢ Re u € V} D 0U. Entonces

Lema 1.19. Sea t € R,. Supongamos que X es afin y
/ el @9, (z,d¢) < 00, Vg€V, VYxeD. (1.18)
D

Entonces O(t) :=={u € S| P,f,(0) # 0} es abierto en S y, para cada conjunto simplemente
conexo OU C U C O(t), existe una unica extension continua de ¢(t,-) y (t,-) sobre U
tal que (1.2) se cumple para toda u € U.

Demostracion. El teorema de convergencia dominada implica la continuidad de la funcion
S > u— P.f,(0). Entonces O(t) es abierto en S'y, claramente, 0U C O(t). Asi, el resultado
se sigue del Lema 1.14 utilizando los mismos argumentos que en el Lema anterior. Notese
que, dado que f, no es acotada para u € S, no es posible afirmar la continuidad de P, f,(x)
en t. U
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Por el resto de esta seccién asumiremos que X es afin regular. Como consecuancia
inmediata de (1.2) y la Observacién 1.4 se tiene

o(0,u) =0, ¥(0,u)=u, Yuecl. (1.19)

Sea (t,u) € Oy s >0 tal que (t+s,u) € Oy (s,9¥(t,u)) € O. Por el Lema 1.18 y la
ecuaciéon Chapman-Kolmogorov,

P(tts,u) (W (t+su),m) s(x,d (€, dE) fu(E
. /Dm 5>/Dp<s &)1u(6)

_ o9t / po(z, dE)e ¥ (E.o)
D

— e¢(t,u)+¢(57¢(tuu))+<¢(5,¢(t7u))@)7 \V/x c D’

entonces
Ot +s,u) = o(t, u) + ¢(s, ¢(t,u)) (1.20)
Ut +s,u) = ¥(s,¥(t, u). (1.21)
De la Definicién 1.5 y el Lema 1.18, las siguientes derivadas por la derecha existen,
F(u) := 9} ¢(0,u), (1.22)
R(u) = (R (u), R®(u)) := 9 ¢(0,u), (1.23)
y tenemos B
Afu(z) = (F(u) + (R(u), z)) fu(), (1.24)

con Af,(x) == 0 P,fu(z) |i—o, para toda u € U, z € D. Combinando (1.20)-(1.21) con
(1.22)-(1.23) se concluye que, para toda (t,u) € O,

Oy ¢(t,u) = F((t,u), (1.25)
O (t,u) = R(Y(t, u)). (1.26)
De la ecuacién (1.24) se sigue que
F(u) = Af.(0) (1.27)
(1) = -/[th(el) . u i =
R;(u) e F(u), 1,...,d. (1.28)

10



Capitulo 2

Prueba del Teorema de
Caracterizacion

La estrategia para probar el Teorema 1.8 serd la siguiente. Primero especificaremos
F, RY y R? y se probard que son de la forma deseada. En vista de (1.27) y (1.28) es
suficiente conocer Af, en los ejes coordenados en D. Entonces se probard que X tiene la
propiedad de Feller y su generador estd dado por (1.3). Reciprocamente, dados pardmetros
admisibles (a, a, b, B, ¢, v, m, 1), las ecuaciones generalizadas de Riccati (1.4)-(1.6) estan
unicamente determinadas por algunas funciones ¢(t,u) y ¥ (t,u) que tienen la siguiente
propiedad: para cada t € Ry y € D fijos, el mapeo R? 5 ¢ — e?Li@)+WLia)e) o
la funcién caracteristica de alguna distribucién de probabilidad infinitamente divisible,
digamos py(x,d§), en D. De la propiedad de flujo de ¢ y 1 se sigue que py(x,d§) es la
funcién de transicion de un proceso de Markov en D, que por construccién es afin regular.

2.1. Representaciones de Procesos Regulares

En la presente seccion se supondréd X regular.

Lema 2.1. Seani € T yr € R,. Entonces existen

a(i,r) = (o, 7))micg) € Sem" ™!, (2.1)
B(i,r) € R* con Br (i, r) € ]R’ffl, (2.2)
7(7;7?") S R+7

y una medida de Borel no negativa v(i,r;d§) sobre D\ {re;} que satisface

/D\{ ) ((XI(i)(f —re;), 1)+ ||Ixgm) (& — T’ei)H2) v(i,r; d€) < oo, (2.4)

11



CAPITULO 2. PRUEBA DEL TEOREMA DE CARACTERIZACION

tal que para toda uw € U se tiene

A u\T€E; . . .
D i ryugos ) + (906:0)0) = 2(67)

+ /D\{ } (ef&7me) — 1 — (ugy, X7y (€ — Te:))) v(i, s dE). (2.5)

Demostracion. Fijemosi € Zyr € Ry, yseau € U. En lo que sigue escribiremos = = re;,
I =7(i) y J = J(i). La demostracién serd hecha en cuatro pasos.

Paso 1: Descomposicion. Sea t > 0, escribimos

t t

/D (Ful) = Ful@) — (Vs fulw)o (€ — 2))pi(, d€)

1

41 [ (Vsh@) o6 = 2l d€) + il D) = Do)

1
=7 hu 7€d 76 t 7d§
] e i O )

+ (Be(2), Vi fulz)) — n(2) ful), (2.6)
donde
d(z,€) == (x1(§ — 2),1) + |[xs(€ — 2)| %, (2.7)

ho(z, &) = fu(§) = ful®) —d<<Z,J£J;u(x),XJ(5 _ x»’

Bi(x) = /D V(€ — 2)prla, dE) € R,

S| = k| =

Ye(z) == —(1 = pi(x, D)) > 0.

Notese que
0<d(z,&) <d, Y€e€D (dz,§)=0&¢=nx). (2.9)

Entonces podemos introducir una nueva medida de probabilidad de la siguiente manera.

Sea
1

tla) =5 [ da.Opl,de) 20
Si 4y(x) > 0, definimos
d
o de) = G Sl de),

Si ly(z) = 0 definimos u(x,-) como la medida de Dirac en algin punto en D \ {z}. En
cualquier caso tenemos que j(z, -) es una medida de probabilidad sobre D\ {z}, de modo
que podemos reescribir (2.6) como

t

zft(rr)/ hoi(, ) (2, d€) + (Be(), Vi fu()) — () fulz). (2.10)
D\{x}

12



CAPITULO 2. PRUEBA DEL TEOREMA DE CARACTERIZACION

Paso 2: Extension de h,(x, ). Nétese que hy,(z,-) € Cp(D\{z}), pero el valor de lim¢_,, h,(z,§)
depende de la direccién por la que £ converja a z. Definimos ahora
Q) ={eD||& —x:| <1, 1 <k <d} y Qoz):=Q(z)\ {z}. (2.11)

Construiremos una compactificacién de Qo(x) para la cual h,(z,-) se pueda extender
continuamente (ver [10], Capitulo 5).
Descomponiendo la diferencia ¢ — x = (£ — 1) + (€ — ), con

1 rE, sikel,
fk = .
&p, sik e J

y aplicando dos veces el teorema de Taylor (ver [9], Capitulo 4, Seccién 11), tenemos

(fu(&) = fu(€1)) + (ful€) — fulz) — (VFu(§), & — 7))

hul:8) = (z,6)
= ([ waieste-eis 25
+Z( [ ot stet — oy = syas ) S (o)

k=1

para toda § € Qo(x).
Definimos w(x, &) := (Wi(x,8))rer v a(z, ) := (ap(z, §))k1es como

§r — Tk

wi(z,§) = e el (2.13)
S x(li,(?)_ 2 e (2.14)
Consideremos el subconjunto compacto H de [0,1]™' x Sem™*! definido por
H = {(w,a) € [0, 1] x Sem™ ™ | (w, 1) + Zakk = 1} . (2.15)
keJ
Entonces
[(2,8) = (&, w(z,8),a(z,§)) € Qo(x) x H, V& Qolx), (2.16)
[(z,-) : Qo(x) = Az) :==T'(x, Qo x)) C Qo(z) x H es un homeomorfismo.
Ahora la funcién h,(z,-) := h,(z, [ (z,-)) : A(z) — C se puede extender continua-

mente a la cerradura compacta A(x). De hecho, de (2.12) se tiene

hu(z, (2, €)) Zwkxf/axkfuf T s(€ - €))ds

kel

+ ) akl(x,f)/o O, Oy fu(x + s(EF — 2))(1 — 5)ds (2.17)

kleJ

— Zwkaxkfu<x) + % Z aklaxkaﬂﬁlfu(m)’

kel kleJ

13



CAPITULO 2. PRUEBA DEL TEOREMA DE CARACTERIZACION

si I'(2,§) = (§, w(z,8),a(x,§)) = (z,w,a) € Az).
Denotemos por fi;(z, -) la imagen de pi(z, -) por I'(z, -). Entonces fi,(x, -) es una medida
acotada en A(z) (con ,ut(x Alz)\ A(x))=0) y

Qo()

A(z)

En particular L
fi(w, N@)) + pu, D\ Q) = 1. (2.19)

Noétese que hy(x, &) = fu(§) — fulz) — (Vfu(x),1) para £ € D\ Q(x). Entonces reescri-
bimos (2.10) como

Ptfu(x)t— — 0z </A ho(2, -)dfi(z, ) + /D\Q(x) fud,thI?,'))

— b(@)(fule) + (Vo fulx), 1))z, D\ Q(x))
+ (Bul), Vqu( )) = (@) ful). (2.20)

Paso 3: Limite. Pasaremos ahora al limite en la ecuacién (2.20). Primero introducimos
los niimeros no negativos

0;(x) = Liyi(x) + ) 1BY (@) +my5(x) >0, jEN. (2.21)
keJ

Procederemos con la demostracién del Lema dependiendo del comportamiento de 6;. Para
esto distinguimos entre los siguientes dos casos

Caso i): iminf; ,, 0;(x) = 0. En este caso existe una subsucesién de (6;(z)) que converge
a cero. Dada la igualdad en (2.19), se concluye de (2.20) que Af,(x) = 0 para toda u € U
y el Lema queda demostrado.

Caso ii): liminf;_, 0;(x) > 0. Existe una subsucesién, denotada de igual manera por
(6;(x)), que converge a #(z) € (0,00]. De (2.21) se sigue que los limites

1 l1/(x) .
e — d(x) € Ry, 90):(2) — L(z) € 10, 1],

Bus®) | g g g 1@

G = Bl e L, () € 0.1)
existen y satisfacen

(@) + > _ 8" @) +(z) =1 (2.22)

Si {(z) = 0, entonces

d(x)Afu(x) = (B(x), Vs fule)) = v(2) fulz), Vuel. (2.23)

14



CAPITULO 2. PRUEBA DEL TEOREMA DE CARACTERIZACION

Supongamos ahora que £(x) > 0. La sucesién (fi1/;(z, -)) converge débilmente a una medi-

da acotada fi(z,-) en A(x), y im0 pt1/5(x, D \ Q()) =: c(x) € [0, 1] existe. Dividiendo
ambos lados de la ecuacién (2.20) por 6;(x) se obtiene

i [ (o) = g (M@ Af) = (BT L0) + 90 (o)

7= JD\Q(x)

—/ R, -)dfi(z, )

A(z)
+ (@) (ful@) + (Vo ful2), 1)). (2.24)

Dado que X es regular, el lado derecho de la ecuacién (2.24) es continuo en u = 0 (ver
(1.24)). Por el teorema de continuidad de Lévy, la sucesién (p/;(z,-N D\ Q(x))) converge
débilmente a una medida acotada p/(z,-) en D con soporte contenido en D\ Q(z). En

particular, ¢(z) = p/(x, D\ Q(x)) y

i [ e = [ i) (2.25)
7790 ) D\Q(=) D\Q(=z)
Nétese que, por (2.19), se cumple
filz, A(z)) + ¢/ (2, D\ Q(z)) = 1. (2.26)

Definimos ahora las proyecciones
W:DxH—W(DxH)cC[0,1]™', W(&w,a) :=w,

A:Dx H— A(D x H) C Sem"™,  A(¢,w,a) = a.

Asi, reescribiendo (2.17), tenemos

/ hodji(z,-) = / hodji(z,-) + / hodji(z,-)
A(z) A(2)\A(z) A(z)

= Widfi(z, ) | Ox, fulz
([ Wit )) gt

1 3
+ 3 k;] </A Apdfi(x, )) Oy O, fu ()

(@)\A(z)

hodp(z, 'z, -)). 2.97
+Lm i(r. T(z, ) (2.27)

Definimos la medida acotada p(z,-) en D\ {} como
p(x,-) = iz, Dz, Qo(x) N -)) + 1/ (2, -). (2.28)

15



CAPITULO 2. PRUEBA DEL TEOREMA DE CARACTERIZACION

Combinando (2.24), (2.25) y (2.27), se llega a que
14

S@Af0 =P ([ dite) 010

A(@)\A(z)

{3 ( /M\Am Widii(z. ->) O ful@) + (B(2), Vs 2))

(@) ful) + () / hadp(r. ). VU,

D\{z}
Luego
3() 745 = (a@yus, )+ (Ble).un) + (50 ) — 20
+/ el 1 — (uy, xy(& — x))) v(z,d), Yuel, (2.29)
D\{z}
donde
alx) = Ha) Adji(z,-) € Sem™t?
)= [ Adi(r) € Sem
3(z) = l(x Wdpn(z, - RTA;
By =t [ Witz ) €
)
Vlade) = g . de)

Paso 4: Consistencia. S6lo hace falta probar que §(z) > 0, de manera que se pueden
dividir las expresiones (2.23) y (2.29) entre 6(x).

Se probara que el lado derecho de la igualdad (2.29) no es la funcién cero en u.
Supongamos que B(z) = 0, y(z) = 0y v(z,D \ {z}) = 0. Entonces, (2.22) implica que
¢(x) =1, de donde pu(z, D\ {z}) = 0y, por (2.26) y (2.28), f(x, A(x) \ A(z)) = 1. Luego,
de (2.5),

(Blx),1) +2) " ap(z) = / ((W, 1) +ZAkk> dii(z, ) = 1.

keJ A@)\A(z) keJ

Entonces a(zx) y B (z) no pueden ser cero a la vez. Pero la representacién de la funcién
(en u) del lado derecho de (2.29) en términos de a(z), 3(z), B(z), ¥(z) y v(z, d€) es tnica
(ver [1], Teorema 8.1). Luego, no es idénticamente cero en u y, por lo tanto, §(x) = 0 es
imposible. Se aplica el mismo argumento para (2.23). O

Haciendo ligeros ajustes a la prueba del Lema anterior, se llega al siguiente

Lema 2.2. Sean j € J y s € R. Entonces ezisten

a(j,8) = (am(J, $))kies € Sem”, (2.30)
B(j,s) € D, (2.31)
7(]7 S) S R-ﬁ-—i—a

16



CAPITULO 2. PRUEBA DEL TEOREMA DE CARACTERIZACION

y una medida de Borel no negativa v(j,s;d§) en D\ {se;}, con
/\{ } ((xz(§ = se5), 1) + [Ixz(€ — se))|[?) v(j, ;) < oo, (2.32)
D\ {se;

tal que para toda v € U se cumple

—éﬁiz]e;) = (alj, s)ugz,ug) + (B, ), u) — (], s) (2.33)

n / (e<u,§—sej> — 1= <UJ7XJ(€ — 8€j>>) V(ja S5 dg)
D\{se;}

2.2. Los mapeos F(u) y R(u)
Sean Y € RY i € T,y % € R™™. Entonces (1.9) y (1.10), junto con frs := 0,
definen una dnica matriz 8 € R4,

Definicién 2.3. Los pardmetros (a,a, b, 3, 3%, c,v,m, ) se dicen admisibles si (a, b,
B, ¢, v, m, 1) son admisibles. Entonces

BY = (BY,...,8), con B € Ry ﬁiyﬂi) € RT™, para toda i € T, (2.34)

BZ € R™", (2.35)

Combinando (1.27), (1.28) y los Lemas 2.1 y 2.2 se pueden calcular ahora F'(u), RY (u)
y RZ(u), ver (1.22)—(1.23).

Proposicién 2.4. Supongamos que X es reqular afin. Entonces F(u) y RY(u) son de la
forma (1.7) y (1.8), respectivamente, y

RZ(u) = f%w, (2.36)

donde (a,a, b, Y, 3%, c,~v,m, i) son pardmetros admisibles.

Demostracion. Probaremos (1.7), (1.8) y (2.36) de manera individual.

Prueba de (1.7). Si m = 0 el resultado se sigue directamente de (1.27) y el Lema 2.2.
Supongamos que (m,n) = (1,0). De (1.27) y el Lema 2.1 sabemos que existen a, ¢ € R,
b € R y una medida de Borel no negativa m(dn) en R, tal que

F(v) = av* +bv—c+ / (e —1—wvx(n))m(dn), YveC_. (2.37)

R4

Sélo queda por probar que a =0y
| xtwman <5,
R4
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Del Lema 1.14 se sigue que F' es analitica en C__. Luego, por la unicidad de la represen-
tacién (2.37), basta considerar v € R_. Pero entonces se tiene

o(tv) _ 1 R
F(v) = lim e lim (/ (e"n — 1)pt(0, dn) n pe(0,Ry) ) |
R

t—0 t t—0 t t

Es bien conocido que, para una t fija, la funcién en v del lado derecho en la ecuacién
pasada es el exponente de una transformada de Laplace de una medida subestocastica
infinitamente divisible en R . Entonces e”' "), por ser el limite puntual de tales transforma-
das de Laplace, es la transformada de Laplace de una medida subestocastica infinitamente
divisible en R,. Luego F(v) es de la forma (1.7).

Supongamos ahora que m > 1y (m,n) # (1,0). Por (1.27), (2.5) y (2.33) tenemos

F(“’) = <O‘<i7 O)UJ(i)’ uj(l')) + <ﬁ(zv O)a ’LL> - 7(7;7 0)

'ﬂ/ (€9 =1 = (u, x(£))) w(i, 0; d€) (2.38)
D\{o} )
- <Oé<j, O)UJ,UJ> + <6(]7 0)7“) - 7(]7 0)
[t @) i), aed, (239)
D\{o}

para toda (i,7) € Z x J, donde 3(i,0), 5(j,0) € R? estan dadas por

B (Z 0) — 6/‘6(27 0) + fD\{O} Xk(g)y(la 07 df) S R-H sik € Z(Z)v
o B3, 0), si ke J(),
Bk(], 0) _ 5k<]a O>+fD\{0} Xk(g)y(]aovdg) € R-i-’ S? k 61'7
6[6(]’0)’ Slk’Ej.
De la unicidad de la representacion en (2.38) y (2.39) se tiene que
i (7,0) = ag;(i,0) = 0, VEk € J(i),
akl(i,O) = @kl(j, O) =: Qyy, Vk‘,l € j,
B(i,0) = B(j,0) =: b,
Y(i,0) =(4,0) =: ¢,
v(i,0;d€) = v(7,0;d§) =: m(d§),

para toda (i,7) € Z x J, con lo cual queda probada la afirmacién.
Prueba de (1.8). Sea i € Z. Para r € R, definimos a(i,r) € Sem? como

0, en otro caso,

%M”%:{WQM,SMJGJ@,
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CAPITULO 2. PRUEBA DEL TEOREMA DE CARACTERIZACION

ver (2.1). Combinando (1.28), (2.5) y (1.7) se obtiene

Y A’Zlfu(ez) _ U
B (w) fule) Flu)
= ((a(i,1) = a)u,u) + (B(i,1) = b,u) — (v(5,1) = ¢)
+[ (9 — 1 — (ugq), Xaw)(€))) dv(i, Lye; + &)
D\{0}
[ (9 =1 g (€) mlde)
D\{o}
= o) + (G0 = [ (e~ 1= fugg, a0 €)) mlde), (2.40)
D\{0}
donde
a; = al(i,1) =1,
o {B(i, i = bi = [ o XalE)m(dE), si k=1,
bk B(i, 1)k — by, sike{l,....d\{i},
Vi ‘= 7(i7 1) — G
D:=D— €,
wi(+) ==v(i, 1,6, + ), (2.41)

Por otro lado, de (1.24)

Afu(rei)

—_— = Uu yUT‘ T . .
F-re) F(u) + R (u)r, VreR, (2.42)

Sustituyendo (2.40) en (2.42) y comparando con (2.5) se concluye que, para toda r € Ry,

ai,r) =a+ ro;,
Bli,r) =b+rpY,
v(i,r) = c+ vy,
v(i,rire; +-) =m(DN-) +ru(-), en D\ {0}

Haciendo 7 — oo se obtienen las condiciones (1.7b), (2.34) y (1.7f) de (2.1)-(2.3), y que p;
es no negativa. Haciendo r — 0 se llega a que p;(D\ D) =0,y (1.7h) es una consecuencia
de (2.4), (1.79) y (2.41).

Prueba de (2.36). Sea j € J. Para s € R definimos a(j, s) € Sem? como

o ap(j,s), sik,leT,
a(g,s) 3:{ kl(j )

0, otro caso,
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CAPITULO 2. PRUEBA DEL TEOREMA DE CARACTERIZACION

ver (2.30). Combinando (1.28), (2.33) y (1.7) se obtiene

nlt)= i T
— (@0 1) = s + B, 1) = bra) — (4G, 1) — <)
[ 1 g o €) (), (2.43)
D\{o0}

donde y1;(+) := v(j,1;€;+-)—m(-) es una medida con signo en D\ {0} (nétese que D—e; =
D). Pero RZ , (u) € iR, por lo que el lado derecho de (2.43) es puramente imaginario.
Esto conduce inmediatamente que &(j,1) —a =0, (8(4,1) —=b)z =0y v(j,1) —c = 0. Por
otro lado, de (1.24) se tiene

—Afu<5€j) = u Z uj)s S
fe) — P+ BL (s, VseR (2.44)

Asi, de (2.43), (2.44) y (2.33) se concluye que, para toda s € R,
v(Jj,si8¢; + ) =m(:) +sp5(-),  en D\ {0}

Pero esto sélo es posible cuando j; = 0. Luego, R}, (v,w) = ((8(j,1) — b)g,w), y la
proposicion queda demostrada. 0

Concluimos esta seccién con un resultado de regularidad. Sea Q(0) = Q(0) \ {0},
donde Q(0) estd dado por (2.11). Descomponemos el término con la integral (digamos
I(u)) en F(u) de la siguiente manera

I(u) = / (9 1~ {ug.€5)) m(d€) + H(u) — (1 + (ug, 1))m(D\ Q(0))
Qo(0)

donde H(u) := fD\Q(O) ewOm(dg), ver (1.7). Por el Lema 1.14, la primera integral del

lado derecho de la ecuacién anterior es analitica en u € C?, al igual que el tltimo término.
Entonces el grado de regularidad de I(u), y por lo tanto de F'(u), estd determinado por
el de H(u). El mismo razonamiento aplica para Ry, ver (1.8). De los Lemas 1.13 y 1.14
se sigue entonces el siguiente resultado.

Lema 5.3. Seani € Z y k € N.
i) F(-,w) y RY(-,w) son analiticas en C™_, para cada w € iR™.
i) Si
Lo letrm@ <oy [ i) <o

entonces F € C*(U) y RY € C*(U), respectivamente.
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ii1) Sea V. C R? abierto. Si

/ e<q’£>m(d§) <oo Yy / e<q’£>ul(d§) < 00, Vq € ‘/7 (245)
P\Q(O) D\Q(O)

entonces F' y RY son analiticas en la franja S = {u € C¢|Re u € V}, respectiva-
mente.

2.3. Ecuaciones Generalizadas de Riccati

pardmetros admisibles, y F(u), R(u) = (RY(u),

Sean (a7 a? b7 /83)7 62767’77?”7 ILL)
8) y (2.36). En esta seccién se discutiran las ecuaciones gene-

R#(u)) dados por (1.7), (1.
ralizadas de Riccati
0 ®(t,u) = F(V(t,u), P(0,u)=0, (2.46)
OV(t,u) = R(¥(t,u)), T(0,u)=u. (2.47)
Obsérvese que (2.46) es una ecuacién diferencial trivial. Una solucién para (2.46)—(2.47) es

una par de funciones continuamente diferenciables ®(-,u) y ¥(-,u) = (¥Y(-,u), VZ(-,u))
de R, en Cy C? respectivamente, que satisfacen (2.46)—(2.47) o, equivalentemente,

B(t, u) — /0 CF (s, u))ds, (2.48)
0,97 (t,u) = RY (\Mt, w), eﬁztw) UY(0,u) = v, (2.49)
U2 (tu) = e tw, (2.50)
para u = (v,w) € C%.

Proposicién 2.6. Para cada u € U° existe una tinica solucion ®(-,u) y (-, u) de (2.46)-
(2.47) con valores en C_ yU°, respectivamente. Mds aiin, ® y VU son continuas en R, xU°.

Demostracion. Si m = 0 no hay nada que probar. Supongamos entonces que m > 1.

Dado que (2.50) estd desacoplada de (2.49), nos enfocaremos sélo en dicha ecuacién.
Para cada w € iR" fijo, (2.49) sera considerada como una ecuacién diferencial ordinaria
no homogénea para WY (-, v, w), con ¥Y(0,v,w) = v. Nétese que el mapeo

(t,v,w) — RY (’U, eﬁztw> RxU—C™ (2.51)

es continuo en v € C™_ con derivadas conjuntamente continuas en R x U, ver Lema
2.5. En particular (2.51) es localmente Lipschitz continua en v € C™_, uniformemente en
(t,w) en conjuntos compactos. Entonces, para cualquier u = (v, w) € U°, existe una tinica

solucién local WY (¢, u) de (2.49) con valores en C™ . Su tiempo de vida en C™_ es

T, = liminf{t | [|[¥Y(t,u)|| > n o ¥Y(t,u) € iR™} < oco.
n—oo
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Hay que probar que T, = co.
Es facil ver que
Re RY(u) = a;i(Re v;)? — (o;Im u, Im u) + <ﬁ.3fI, Re v) —

7

+/ (e<Re oM cos(Im u, £) — 1 — Re vixi(€)) pa(d€) (2.52)
D\{0}
Como en (2.11), escribimos Qo(0) := Q(0) \ {0}. De (1.7b), (2.34) y (2.52) se sigue que
Re RY(u) < aiii(Re vi)? + 57 Re v; —v;
+ / <e<Re v cos(Im u, &) — eRe ““7") wid(€)
D\{0}

+/ (R U _ 1 _ Re vpys(€))usd(€)
D\{0}

< a;i(Re v;)? + ﬂzyz Re v; —

+BMNAWKAM—W@WWQﬁwﬁwmw\mmmW
< ((Re v; —Re v;) =i (2.53)

donde C; > 0 no depende de u. La segunda desigualdad en (2.53) se sigue de que

I(u, &) = e cos(Im u, &) — eRevim <0, Ve e D\ {0},

[1(u,€)] < [ w7020) — 1| + | cos(Im u,€) — 1
< C ([Re vzgylmzgo] + |{Im w, )2)

para ||£]| suficientemente pequeno, para alguna C, ver (1.7h). Entonces, para t € (0,7,),
Re Y (t,u) satisface la desigualdad

OiRe WY(t,u) < C; (Re UY(t,u))® — Re UY(t,u)) —

2.54
Re ¥ (0,u) = Re v;. (2:54)
De un teorema de comparacién (ver [8]) y la condicién (1.7f) se sigue que
Re W (t,u) < gi(t,u), Vte[0,T,), (2.55)
donde
Argi(t,u) = C; ((g:(t,u))* — gi(t,
19i(t, 1) ((gilt,u))* — gi(t,u)) (2.56)

9:(0,u) =Rev; (<0).
Pero —oco < g;(t,u) < 0 para toda t € R, . Luego, ¥Y (¢, u) nunca alcanza iR™ y

T, = Hminf{t | [[UY(t,u)|| > n}.
n—oo
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Sélo hace falta ahora encontrar una cota superior para ||UY(¢,u)||. Para cada t €
(0,T,) se tiene que

B,/ 0¥ (¢, u)||> = 2Re <m RY (W(t, w), eﬁztw>> . (2.57)
Es facil ver que
Re (ERZy(u)) = ai7ii|vi\2Re v; + K(u)
e (o -1 g ge@) m@d)) . @5
D\{o}

donde
K (u) := Re vi{a; g7w,w) + Re (v; ({87, u) — 7)) .

Entonces
(K ()l < C(ol[w]l” + [[ol]* + ol [[w]] + [[o]]), Ve = (v,w) €U. (2.59)
Combinando ( 8)y (2 59) con el Lema 2.7 se llega a que
Re (B:RY(u)) < C(1+ [[w]]*)(L+ [|v])?), Yu=(v,w)€U. (2.60)

Sustituyendo (2.60) en (2 57) se tiene

N (1, w)|? < c(

= 2
= )<1+ 19(L)[2), Vi€ (0,T).

Usando la desigualdad de Gronwall ( ver [5]) se llega a

t 2
el < (1ol 4o [ (1 ] ) as)
0

] - (2.61)
X exp <C’/ (1 + Heﬁ st ) ds) , Vtel0,T,).
0
Entonces no es posible que explote la solucién y T,, = oc.
La continuidad de ® y ¥ en R, x U es un resultado conocido. O

Lema 2.7. Para cada i € T yu = (v,w) € U se tiene

Re <@/ (€ =1~ (uga), x70)(€))) m(df)) < O+ [JolP)(X + wl?),  (2:62)
D\{0}

donde C' depende solo de ;.

Demostracion. Sea ¢ € Z. Retomando la notacién utilizada en la prueba del Lema 2.1,
escribimos I = Z(i), J = J (i), y hacemos
d(€) = d(0,&) = (x1(£), 1) + [Ixs (O,

hu(£) — hu(O,ﬁ) _ ful§) — 1(;({()“J;XJ(§)>_
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De la condicién (1.7h), 1,(d€) = d(&)p;(d€) es una medida acotada en D \ {0}. Asi,
podemos escribir la integral en (2.62) como

/ h€)7(d). (2.63)
D\{0}
Ahora, desarrollando su serie de Taylor (ver [9], Capitulo 4, Seccién 11), tenemos
1
ho(€) = — elws) _ plusy) + eviti elw) 1 w,

+ (w, O™ = 1) + € — 1 —v;m;)

1
_ e ( / etwﬂdt) (ur, w(©))
0

L </1(1 _ t>et(w,4>dt) <ajj<€>w’w> (2‘64)
0
1
it ) v (ay ;
+</Oe t)v(aﬂﬁ)w)
1
# ([ = e an@r = 0.0 € Qo)
donde w(&) :=w(0,¢) v ag(§) := ag(0,¢), ver (2.13) y (2.14). Ahora calculamos
Re (Uh.(§)) = K(u,§) + L(Uiani)aii(f)‘viPa §=(n,¢) € Qo(0), (2.65)
en donde
1
M%my:/(k%memﬁWMt
0 (2.66)
— / (1 —t)e'e v (Re v; cos(tm v;m;) — Im v; sen(tIm vym;) )dt
0
y, en vista de (2.16), K (u,§) satisface
K (u, )] < O ([Jol| + [[w]® + [[olP[lwll) , Vu= (v,w) €U, VE € Qo0), (2.67)
Afirmamos que
L(Ui,ﬁi> < O, VUi c C_, Vm c [0, ].] (268)

En efecto, dado que L(v;,n;) es simétrica en Im v;, podemos asumir que Im v; en (2.66)
es no negativa. Luego, (2.68) se sigue del Lema 2.8.
Por otro lado tenemos que

[0 (§)] < O (L+ [[o)* + [[ollllw]) . Yu= (v,w) €U, V&€ D\ Qo(0), (2.69)
Finalmente, combinando (2.65), (2.67), (2.68) y (2.69) se llega a que

[, R0 < OO+ P+ ol Vo= ()
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que es justamente (2.62). O

Lema 2.8. Para toda p,q € Ry, se cumple
1
/ (1 —t)e P cos(qt)dt > 0 (2.70)
0
1
/ (1 —t)e P sen(qt)dt > 0. (2.71)
0

Demostracién. Para toda funcién f no negativa no creciente, y t € Ry, [ f(t) sen(t)dt >
0. Luego (2.71) es trivial. De manera similar, es facil ver que (2.70) se cumple para toda
q € [0, 7]. Calculando la integral en (2.70) se tiene que

(pz%z;)z(eps(pz(p — 1)+ ¢ + pg®)
+ ((s = 1)(p* + pg®) + p* — ¢%) cos(gs)
+((1 = s)(P* + ¢°) — 2p)gsen(gs)).

/05(1 —t)e P cos(qt)dt =

Por otro lado, la desigualdad

se cumple para toda p € Ry y ¢ > 7, de donde se sigue que (2.70) ocurre para ¢ > 7. O

Proposicién 2.9. Existe una tinca extension continua de ¢(t,u) y de ¥(t,u) en Ry X
U tales que (1.2) se cumple para toda (t,u) € Ry x U. Mds ain, ¢(-,u) y ¢(-,u) son
soluciones de (2.46)—(2.47), para toda uw € U.

Demostracién. Sean u € U° y t* := sup{t | (t,u) € O}. De la definicién de O (ver (1.13))
se sigue que limyy |¢(t, u)| = oo. Cada funcién continua con derivada continua por la
derecha en [0,t*) es continuamente diferenciable en [0,¢*). Entonces, por (1.19), (1.25)-
(1.26), y la Proposicién 6.1, la igualdad

o(t,u) = D(t,u), Y(t,u)=V(t, u) (2.72)

se cumple para toda t € [0,t*). Pero |®(¢, u)| es finito para toda ¢ finita. Entonces t* = oc.
Asi, dado que Ry x oU C O, se sigue que O = R, x U y (2.72) se cumple para toda
(t,u) € Ry x U°. Esto es, ¢(t,u) y ¥(t,u) son conjuntamente continuas en R, x U.
Tomando el limite con el mismo argumento se sigue que ¢(-,u) y (-, u) son soluciones de
(2.46)—(2.47) también para u € OU. O

Por 1ultimo, para completar la prueba del Teorema 1.8, solo hace falta probar que los

procesos afines regulares son de Feller. La demostracion de este resultado, que omitimos
aqui, se puede encontrar en [7].
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El Teorema 1.8 nos dice exactamente cuales procesos de Markov son afines regulares y
qué forma deben de tener. Sorprendentemente todo proceso afin regular se puede pensar
como una solucién de las ecuaciones de Riccati.

Asi, nos podemos beneficiar de procesos afines como intensidades de transicion y fac-
tores econémicos. Si el modelo es particularmente simple se pueden usar las ecuaciones
de Riccati para reducir el problema de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales a ordinarias.

Algunos ejemplos de procesos afines de utilidad en finanzas son los siguientes:

Ejemplo 2.11. Un proceso estocéstico X = (X;,t > 0) con valores con valores en R™ es un
proceso de Lévy si Xy = 0, tiene trayectorias cadlag, y sus incrementos son independientes
y estacionarios.

Si X es un proceso de Lévy, entonces se cumple que

E (eiuXt) _ eiu:v—tdx(iu)

y X es, por lo tanto, un proceso afin.

Ejemplo 2.12. Sea X un proceso de Lévy y ¢ € R. El proceso Ornstein-Uhlenbeck (OU)
asociado a (X, ¢) es la tinica solucién adaptada a la ecuacién diferencial estécastica

t
Zt:x+Xt+c/ Zgds.
0

Si Z es un proceso OU asociado a (X, ¢), entonces

E (eiuZt) _ eiuxed—‘rfg P(ue)ds

y Z es, por lo tanto, un proceso afin.

Ejemplo 2.13. Si Z es CB, entonces existe un proceso de Lévy X sin saltos negativos y
con exponente de Laplace ¥ tal que

Ez (ef)\Zt) — efzut(/\) ,

en donde Oyui(A) = —W(ue(N)), con
U(u) = au+ o*u®/2 + / (1— €™ —uljy<) v(da),
0

para alguna a € R", 0 > 0, y una medida v en R\ {0} tal que [;~ 1 A 2?v(dz) < oo.
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