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Resumen

En el presente trabajo se realiza un estudio de rendimiento de tarjetas graficas ejecutan-
do célculos para la solucién de ecuaciones de flujo (ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden, no lineales y acopladas). El objetivo es mostrar la eficiencia de dichas
tarjetas trabajando en sistemas que implican varias copias GPU-CPU y CPU-GPU,
manejo de sistemas de matrices comprimidas (CRS) y la copia de grandes bloques de
informacién, caracteristicas de las soluciones de ecuaciones diferenciales que describen
a los flujos en varias areas de las ciencias e ingenierias.
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Capitulo 1

Introduccion.

La dindmica de fluidos computacional o CFD (por sus siglas en inglés) es el proceso
de describir el comportamiento de fluidos mediante la solucién numérica de sistemas
de ecuaciones diferenciales usando computadoras digitales. Esta es una combinacién de
fisica, matematicas discretas y algunas extensiones de las ciencias computacionales[1].

La CFD es una rama de la dindmica de fluidos que complementa a la parte experi-
mental y la parte tedrica, dando una alternativa rentable de investigacién, por medio
de simulaciones de flujos reales. Asi como ofrecer pruebas tedricas para condiciones no
disponibles experimentalmente o que son inaccesibles por su tamano o por su duracion,
por ejemplo: flujo de galaxias, modelos climaticos, flujos turbulentos, etc.

En la CFD los métodos de solucién implican discretizacién de las ecuaciones dife-
renciales parciales que describen el problema, mediante el mapeo de la regién de interés
con un numero finito de puntos, y la descripcién de dichos puntos interaccionando con
SUs vecinos cercanos.

El desarrollo de computadoras més eficientes ha generado un creciente interés en
la CFD y esto ha producido un dramatico incremento en la eficiencia de las técnicas
computacionales. Entre las ventajas obtenidas por la dinamica de fluidos por medio de
sistemas de computo, tenemos:

= Los tiempos de diseno y desarrollo son significativamente reducidos.

= Puede simular condiciones de flujo no reproducibles en modelos de prueba expe-
rimentales.

= Provee mas detalles e informacién comprensible.

= Produce un consumo energético bajo.

Ademas, redisenar un experimento por medio de la CFD se facilita si se mira
el problema mediante componentes que pueden ser reutilizados. De esta manera, un
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buen desarrollo permitird la reutilizacion de ciertas secciones en el diseno de nuevos
experimentos|[2][3][4].

En los dltimos 50 afios las simulaciones numéricas han progresado mucho en térmi-
nos de robustez, confiabilidad y eficiencia. Y actualmente deben considerar cambios en
los procesos de diseno, trabajando en menores tiempo de desarrollo mientras se incluyen
mas y més disciplinas.

1.1. El computo paralelo y la CFD.

A lo largo de los afos, el incremento en la demanda del poder de cémputo en la
CFD ha hecho indispensable del desarrollo del HPC (Cémputo de alto desempeno). De
esta manera se han propuesto muchas tecnologias para reducir los tiempos de computo
en la solucién de los sistemas de ecuaciones, generados por los modelos de flujo. La
primer propuesta fue incrementar las velocidades de los relojes del procesador central,
pero dicha alternativa ha quedado estancada, debido principalmente a las restricciones
en la disipaciéon de calor. El computo paralelo es una buena idea para acelerar los
programas, con esto se reduce la carga por procesador cada que se incrementa el ntimero
de procesadores|5].

La necesidad de computo de alto desempeno ha llevado a los investigadores a tra-
bajar en la paralelizacién de los procesos, de esta manera se logra resolver en tiempos
razonables, algunos problemas como: transferencia de calor, magneto-hidro-dindmical6],
aero-acustica [7], simulacién de mantos acuiferos en escalas de kilometros; lo que impli-
ca generar mallas con trillones de elementos y la necesidad de cémputo con capacidad
de petaflops[8], simulacién de yacimientos petroleros [9] [10], modelos de turbulencia
aplicados a condiciones aeroe-spaciales; donde para simular un lanzamiento, se requiere
més de 93 millones de elementos en una malla [11], etc.

Las formas de paralelismo puede darse como paralelismo de tareas, paralelismo de
datos o una combinacién de de los dos. Los paradigmas para implementar dichos algorit-
mos es mediante el paso de mensajes con MPI' para sistemas de memoria distribuida y
OpenMP? para sistemas de memoria compartida[4]. De esta manera se intenta abordar
problemas con altas resoluciones, debido principalmente a fenémenos de turbulencia, y
reducir los tiempos de célculo.

"http://www.mcs.anl.gov /research /projects/mpi,/
http://openmp.org/wp/




1.2 Los GPUs y la CFD.

1.2. Los GPUs y la CFD.

Los paradigmas de programacion y ejecucién sobre tarjetas graficas, han hecho mas
accesible el uso grandes de capacidades de computo en sistemas de menor costo de
adquisicién y de mantenimiento, ya que anteriormente los tinicos sistemas de computo
de alto rendimiento estaban constituidos por varias computadoras interconectadas, y
su mantenimiento es bastante costoso. Por el contrario las tarjetas graficas han sufrido
un incremento en sus capacidades de cdlculo con un consumo energético muy eficiente
y costos de mantenimiento muy bajos[5].

Desde antes de la aparicién de CUDA y OpenCL(De los cuales se hablard més
adelante), ya existian articulos que aprovechaban las capacidades de paralelismo de las
tarjetas gréaficas [12][13][14]. Pero junto con la llegada de CUDA se pudo ver un gran
interés en desarrollar software que aprovechara las virtudes de los GPUs[15][11][7][16].
Todo esto utilizando diferentes enfoques, volumen finito, diferencias finitas, métodos
iterativos de solucién, dominios cibicos, dominios cilindricos, mallas estructuradas y
no estructuradas, etc. También se adopta OpenCL, aunque en menor medida y mucho
tiempo después[17][18][19].

A pesar de que se han obtenido excelentes resultados con las arquiecturas multipro-
cesador; cluster o Grids[20][8][21], actualmente se hace investigacién sobre el uso de las
tarjetas gréaficas con los sistemas ya existentes para optimizar el trabajo en conjunto,
de esta manera se puede encontrar referencia de articulos que se basan en ejecuciones
sobre supercomputadoras [16][22][17][23][24], y mé&s recientemente [25][26].

Debido a que CUDA es el principal sistema adoptado para computo de propdsito
general sobre GPUs, existe mucho trabajo basado este con enfoques a CFD, y muchos
de ellos se pueden encontrar en Internet con acceso libre, sin embargo una de las des-
ventajas de estos trabajos es que gran parte de la metodologia y de las herramientas no
se describen a detalle, de esta manera no sabemos hasta donde son validas sus mejoras.
Ademsds, normalmente se hace una discusion acerca de las virtudes tanto del hardware
como de la implementacién del software, pero no de sus puntos débiles.

Actualmente estan en desarrollo herramientas que permiten la facil implementacién
de cédigo sobre GPU, es el caso de OpenACC, sin embargo, no son lo suficientemente
eficientes[27].

En las arquitecturas Tesla se contaba con 240 Cuda cores en la siguiente generacién
Fermi se contaba con 512 Cuda cores y en la version mas reciente hasta el momento
Kepler se cuenta con 1536. Pasando de 1063 GFLOPs! en la arquitectura Tesla a 3090
GFLOPs en la arquitectura Kepler[28]. En el caso de ATI 48 Stream Cores en su pri-
mer generacion con 375 GFLOPs a 1600 Stream Cores con 2640 GFLOPs en la cuarta
generacién[29]. Mientras los MIC de Intel han evolucionado de manera diferente, con-
tando actualmente con 61 cores y 1.2 teraFLOPS[30] a pesar de tener mayor capacidad

11 GFLOPs son 1000 millones de operaciones de punto flotante por segundo
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tedrica, en las pruebas, no se nota mucha diferencia, incluso se observa a Xeon Phi con
menor rendimiento que la Tesla de NVIDIA[31].

1.3. Objetivos y metas.

El objetivo de esta tesis es estudiar la mejora en rendimiento, generada por el uso de
tarjetas graficas, para resolver problemas de flujo convectivo natural. El planteamiento
se hard con la finalidad de tener datos, que puedan ser generalizados o reutilizados para
una extensioén de este trabajo, con algin grado de complejidad. En este caso requerimos
datos que nos permitan observar el comportamiento de los flujos con alta precision, lo
que implica que el dominio sea lo suficientemente fino para ver a detalle los procesos
fisicos generados. Esto da como resultado sistemas lineales extremadamente grandes,
que a su vez requieren de tiempos muy extensos de cémputo para obtener una solucién.

El objetivo desde el punto de vista de la computacién es poder optimizar los tiempos
de calculo usando herramientas de ltima generacion, en las dreas donde el cémputo
intensivo se vuelve indispensable.

TUNAM es un paquete desarrollado en la UNAM, con la finalidad de resolver de
manera eficiente una gran cantidad de problemas de dindmica de fluidos, su cédigo
permanece en desarrollo y estd completamente disponible de forma libre en Internet.
Ademads es un software ampliamente documentado; y cuyo objetivo desde un principio
fue optimizar los tiempos de cdlculo, y facilitar su desarrollo mediante una arquitectura
bien planeada. Una de las ventajas de usar TUNAM es que estd desarrollado con un
enfoque a problemas de dinamica de fluidos. Y es que una gran cantidad de investiga-
dores sostienen que un software comercial normalmente tiene bajo rendimiento, debido
a la necesidad de hacerlo robusto.

Existen muchas referencias al uso de GPU en CFD(Dindmica de Fluidos Compu-
tacional), sin embargo es mucho menor la cantidad de recursos disponibles de manera
gratuita y aun menor, de codigo abierto, es por eso la importancia de trabajar sobre
un software, que ademas de tener cédigo abierto, se sigue desarrollando para cubrir las
necesidades en algunos sectores de investigacion.

En el presente trabajo se programan modulos que se integran a TUNAM, para
trabajar las secciones mas paralelizables usando GPUs, ésto a través de las bibliotecas
de ViennaCL. La finalidad es extender a TUNAM y de alguna manera obtener una
medida en la mejora de dicha extension. Con ViennaCL se pretende tener una variedad
mas amplia de recursos de cémputo disponibles, debido a que con el mismos cédigo
se puede hacer uso de GPUs ajenos a NVIDIA y dispositivos embebidos que soporten
OpenCL.

Con este trabajo se pretende cubrir dos cuestiones; la necesidad de obtener mayor
cantidad de recursos disponibles para investigacion, mediante el uso de dispositivos
como es el caso de GPUs, y obtener un conjunto de medidas de los procesos involucrados
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vy no mencionados en trabajos similares.

1.4. Estructura de la tesis

En el capitulo dos se planteara un sistema de ecuaciones diferenciales procedentes
de la teoria de la dindmica de fluidos, se obtendran algunas aproximaciones necesarias
para el planteamiento de un problema especifico, que servird de referencia para este
trabajo.

El capitulo tres se dedicard a los modelos numéricos utilizado en este trabajo, se
justificard su uso y se dard una breve descripcién de sus caracteristicas. Aqui se tra-
tara las cuestiones de matematicas discretas; se abordard temas como volumen finito,
condiciones de fronteras términos de conveccién y difusién en un sistema de ecuaciones
diferenciales, desacoplamiento de los sistemas, tratamiento de la no linealidad y los
algoritmos de solucién.

El capitulo cuatro se dedicara a describir algunos temas referente a recursos compu-
tacionales y los modelos, mas comunes en estos momentos, de memoria compartida para
cémputo concurrente, para luego dar una descripcion breve de las bibliotecas utilizadas
en este trabajo, se tratan algunos temas importantes como compresion de matrices,
CUDA, OpenCL, medidas de rendimiento y las secciones de cédigo utilizadas en este
trabajo con una discusién de cada elemento.

El capitulo cinco se dedicara a los resultados obtenidos en las pruebas de rendimien-
to, se plantea un problema de conveccién natural y se trabaja sobre un tnico sistema
de cémputo. A partir de esto se realiza un serie de pruebas variando la divisién del
dominio, con el fin de detectar secciones que se puedan optimizar.

En el capitulo seis se presentaran las conclusiones del trabajo, y se hacen sugerencias
acerca de trabajos futuros tomando como base el aqui presentado.







Capitulo 2

Modelos matematicos

La dindmica de fluidos es el estudio del movimiento de los fluidos (liquidos y gases),
que son fenémenos macroscépicos. Esto significa que un volumen en el fluido se supone
siempre muy grande comparado con las moléculas que lo componen. Al mismo tiempo
cuando se considera un volumen infinitesimalmente pequeno lo que realmente se esté
suponiendo es que ese volumen es muy pequeno comparado con el volumen total bajo
estudio, pero grande comparado con las moléculas que lo componen.

La descripcién del estado de un fluido en movimiento se hace por medio de la
funcién que describe la distribucién de la velocidad del fluido v = v(z,y, z,t) y de dos
cantidades termodindmicas mas, por ejemplo la presién p = p(x,y, z,t) y la densidad
p = p(x,y,2), de esta manera se tiene bien determinado el estado de movimiento de
un fluido[32], esta afirmacién se justificard a continuacién junto con la deduccién de
un conjunto de ecuaciones denominadas ecuaciones fundamentales de la dindmica de
fluidos.

La primer ecuacion que serd deducida es la que expresa la conservacion de la materia.
Considérese un volumen V[ en un espacio, la masa total en este volumen esta dada por:
[ pdV integrada sobre todo el volumen V; y donde p es la densidad del fluido. De esta
manera el decremento en la cantidad de masa por unidad de tiempo en Vj es:

15)
—— 2.1
- /V pdV (2.1)

De la misma manera; la masa de fluido que fluye a través de un elemento de superficie
que limita el volumen Vj es pv - df, donde v es el vector que representa la velocidad
del fluido en cada punto del espacio, la magnitud del vector f es igual al area de dicha
superficie, y la direccion es perpendicular esta superficie en direccion externa a Vj, de
esta manera pv - df es positivo si el flujo es hacia afuera de V; y negativo si entra a
dicho volumen. Si se integra a través de toda la superficie del volumen, se tiene:

j{ pv - df (2.2)
oVo
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que representa el flujo total de masa a través de la frontera de V; por unidad de tiempo.
Igualando las ecuaciones 2.2 y 2.1 tenemos:

8/ pdV:—f pv - df (2.3)
ot Vo A%

donde la integral de superficie puede ser transformada una integral de volumen por
medio del teorema de Green:

j{ pv -df = V- (pv)dV
Vo Vo

de esta manera se llega a que:

0
/ [” +V- (pv)} dv =0 (2.4)
vo LOt
Como la ecuacion anterior es valida para cualquier volumen, entonces:
dp
i . =0 2.5
LV (pv) (25)

A esta tultima igualdad se le conoce como ecuacion de continuidad y es una de las
ecuaciones fundamentales de la dindmica de fluidos.
Ahora consideremos la fuerza total que actiia sobre un volumen de fluido Vp:

- jgv pdf (2.6)

donde p es la presién punto a punto y df es el mismo vector definido anteriormente.
Transformando la expresion 2.6 en una integral de volumen, tenemos:

- f pdf = — | VpdV
8V0 VO

De esta manera tenemos la expresién de una fuerza —Vp que actiia por unidad
de volumen en el fluido. Entonces tenemos que la ecuacién de movimiento de dicho
elemento de volumen es:

dv
Pz = =Vp+ Vv + pg (2.7)

Donde Vp es la contribucién de la presion a las fuerzas que actian sobre el elemento
de fluido, pg es la contribucién de la fuerza de gravedad, y uV>v es la contribucién de
las fuerzas dadas por la viscosidad del fluido, para flujos incompresibles, y donde a p
se le conoce como viscosidad dindamica. En este texto no se hace la deduccién de esta

ultima expresién ya que requiere algunos conceptos extra sobre tensores pero se puede
consultar en la bibliografia [e.g. 33, p. 45].




Del lado izquierdo de la ecuacién 2.7 tenemos; pdv/dt que representa la variacién
respecto al tiempo, de la velocidad de una particula cuando se mueve en el espacio.
Esta es la derivada total de la velocidad, también conocida como derivada material y
se expresa como sigue:

dv  0v

oY _ZY . 2.8

g =g TV Vv (2.8)
Una descripcién més detallada, se puede ver la bibliografia [e.g. 32, p.3].
Sustituyendo la expresién 2.8 en 2.7 se tiene:

p [Z +(v- V)V] = —Vp+uV>v +pg (2.9)

A la ecuacién 2.9 se le conoce como ecuacion de Navier — stokes para flujos in-
compresibles y también forma parte del conjunto de ecuaciones fundamentales de la
mecéanica de fluidos. Cabe senalar que es una ecuacioén vectorial, donde hay una igual-
dad por cada componente de las coordenadas espaciales por tanto en muchos textos se
le denomina ecuaciones de Navier-Stokes.

La siguiente expresion se obtiene de considerar un balance de energia, los detalles
acerca de cada término no se abordan debido a la necesidad de conceptos avanzados de
termodindmica, pero se pueden consultar ampliamente en la bilbiografiale.g. 34].

d N
L paav = —7{ (ph)v-df—j{ (—kVT)-df+/ Gdv (2.10)
dt Jy, Vo Vo o

Donde el término a la izquierda de la igualdad es el incremento de la energia interna
en un volumen V. El primer término a la derecha de la igualdad es el flujo de energia
interna y el trabajo en Vj. El segundo término de la derecha es la transferencia de
calor a través de las paredes de Vj, y el ultimo término es una contribucién dada por
radiacion externa, o calentamiento por resistencia eléctrica o reacciones quimicas.

Dado que el cambio en la energfa interna se mide en la misma regién cuando trans-
curre el tiempo, podemos reescribir el primer término de la ecuacién 2.10 como:

d

0
S padv = | Zpadv
dt Jy, " v ot

Y las integrales de superficie convertirlas en integrales de volumen:

j(I{ (ph)v -df = | V- (phv)dV
8V0 V()

7{ (—kVT)-df = — | V- (kVT)dV
BVO VO

Por lo tanto la ecuacién 2.10 se puede escribir como:
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/ (apa+v-(ph)v+v-(WT)—q) dV =0
v \ Ot

Como la ecuacion anterior es valida para cualquier volumen, entonces:

%pa+v-(pﬁv)+v-(WT) —¢=0 (2.11)
De termodindmica se sabe que 4 = B—kp/p y que dh = c,dT + (dﬁ/dp)po. Pero las
variaciones de la presion en el flujo, no son suficientemente grandes como para afectar
sus propiedades termodinamicas. De esta manera se puede despreciar el efecto de las
variaciones de presion en la energia interna y en la densidad. Esta aproximacién es
razonable para la mayoria de los liquidos y gases fluyendo a velocidades menores a 1/3
de la velocidad del sonido[34, p. 292]. Por tanto podemos reescribir la ec. 2.11 como:

0
chaT + pe,V - (Tv) + kVPT — =0 (2.12)

A la ecuacién 2.12 se le conoce como ecuacion de energia para flujos incompresibles
y también forma parte del conjunto de ecuaciones fundamentales de la mecanica de
fluidos.

2.1. Conveccion natural

La conveccién natural es un fendmeno que aparece en muchos sistemas naturales
y de las ingenierfas. A continuacién se plantea el sistema de ecuaciones que gobiernan
este fenémeno, en donde se toma en cuenta la aproximaciéon de Boussinesq, es decir,
la densidad se considera constante excepto en los términos de fuerza de cuerpo. Las
ecuaciones son:

V-(v)=0 (2.13)

ov 9
Po E+(V-V)V = —=Vp+uVsv+pg (2.14)
(Z +v-VT = aV?T (2.15)

donde p es la densidad, pg es una densidad de referencia, u es la viscosidad dindamica, «
es la difusividad térmica. x es el coeficiente de conductividad térmica y tanto ¢y como
r forman parte de la constante «.

El conjunto de cinco ecuaciones anteriores tiene 6 incégnitas; las tres componentes
de la velocidad, la densidad, la presion y la temperatura. Para resolver estas ecuaciones
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2.1 Conveccion natural

es necesario contar con una ecuacion mas que relacione la temperatura con la densidad.
En este caso (fluido incompresible) bastara con la siguiente ecuacién de estado:

p = poll = B(T —Tp)]

donde S es el coeficiente de expansion volumétrica, Tj es el valor de la temperatura
cuando p = pg y B esta definida como:

1 (0p
-5
£0 or T=Tp

2.1.1. Ecuaciones adimensionales

Una forma equivalente al conjunto de ecuaciones 2.13, 2.14 y 2.15 se obtiene hacien-
do un escalamiento, para llevarlas a una forma adimensional. De esta manera aparecen
parametros que permiten hacer estudios a flujos en diferentes estados como flujo laminar
o flujo turbulento por ejemplo. En este caso se definen las siguientes relaciones:

X’
X 2.1
X = (2.16)
po (2.17)
- H?/a ’
V?
-V 2.18
p7
—_ P 2.19
P= apo I (2.19)
T -Te 1
= _¢_ - 2.2
AT 2 (220)

aqui se han reemplazado a las variables originales por variables con tilde (). Donde
x se refiere a las coordenadas x,y y z. H es una longitud caracteristica, v la viscosidad
cinemética(v = p/pg) y AT = Ty — To representa una diferencia de temperaturas,
haciendo la sustitucion en las ecuaciones 2.13, 2.14 y 2.15 se llega al siguiente conjunto
de ecuaciones:

V-(v)=0 (2.21)

ov 9
m +(v-V)v=—-Vp+PrVv+b (2.22)
%{ +v-VT = VT (2.23)

11



2. MODELOS MATEMATICOS

En este caso b representa a las fuerzas de cuerpo externas y sélo se toma en cuenta
el efecto de la gravedad apuntando en la direccién negativa del eje y. De esta manera
b = (0,Pr(Ra)T,0), donde Pr es el numero de Prandlt y Ra el nimero de Rayleigh
con la siguiente definicién:

pPr="
o}

AL3

Ra = 796 Y
av

g es la constante de aceleracion de la gravedad.
El conjunto de ecuaciones 2.21, 2.22 y 2.23 puede escribirse de una forma generali-
zada como:

o 0 0 dy
oY o) = 2 (rEE
ot o, 9 T 5y < oz,

donde indices repetidos representan una suma sobre todos los valores que puede tomar
dicha variable. El término ¢ representa a la temperatura (T), la densidad (p) o a alguna

variable de nuestro modelo, I' es el coeficiente de difusién y S representa a los terminos
fuente.

> + S5, para j=1,2,3 (2.24)
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Capitulo 3

Modelo numérico

Los métodos numéricos permiten encontrar soluciones aproximadas a las ecuaciones
presentadas en el capitulo anterior. No se conocen, hasta ahora, soluciones analiticas a
dichas ecuaciones, pues ellas son no lineales y acopladas, lo cual las hace muy compli-
cadas.

Existen varios métodos para resolver el conjunto de ecuaciones 2.21, 2.22 y 2.23 de
forma numérica, para este trabajo se utiliza el método de Volumen Finito que es un
procedimiento de discretizacion; que integra dichas ecuaciones sobre un volumen finito
(1D, 2D o 3D), en este caso se hard sobre dominios cibicos con mallas estructuradas
ortogonales.

3.1. Volumen finito

El método de volumen finito toma su forma de las leyes de conservacién en fisica.
Este método estd basado en las ecuaciones balance, y esto permite que aun teniendo
una malla gruesa podamos tener resultados cualitativamente realistas.

La idea bésica es colocar un volumen (intervalo en caso de 1D o superficie en caso de
2D) alrededor de cada vértice generado por la malla, estos voliimenes no se traslapan
pero sus fronteras si coinciden a lo largo de todo el dominio (véase Fig. 3.1), luego
se hace un balance de la propiedad estudiada en cada volumen como si se tratara del
dominio completo.

Por ejemplo, el conjunto de ecuaciones 2.21, 2.22 y 2.23 que competen a este trabajo,
se integran en cada volumen para realizar una aproximacién a su solucién numérica.
Dichas ecuaciones son de segundo orden en la derivada, por tanto requerimos de algunas
técnicas, de aproximacion numéricas, para los términos de las primeras y segundas
derivadas. Esto al final nos lleva a un sistema de ecuaciones generado por todos los
volimenes de la malla y sus vecinos inmediatos. El planteamiento de esta manera
generard sistemas que tendran la propiedad de conservacion de masa, energia o cantidad
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3. MODELO NUMERICO

Nodos de la malla

4 + v v
- A& A A—aA
| ! A Puntos en la frontera
' . .
: e Puntos en el interior
1.

del dominio
| Volumenes de control

| -
Y

l

|
_________.I_

]

]

I

I

|

i
*

----- ————'Q———i del dominio

’S

L. A A

Figura 3.1: Dominio de estudio discretizado usando volimenes de control en 2D.
de movimiento(segun sea el caso).

3.1.1. Discretizacién de una ecuacién general

Dado un dominio en tres dimensiones, considérese una malla rectangular con voliime-
nes de control como el de la figura 3.2. Los subindices E, W, N, S, F y B indican
los puntos vecinos al punto P de la malla, mientras que las etiquetas e, w, n, s, f y
b indican las caras del volumen de control. La integracion, espacial y temporal de la
ecuaciéon 2.24 para una propiedad escalar ¢ produce la siguiente expresién:

(¢—¢0)%+C=D+S (3.1)

donde ¢° representa el valor en el tiempo t y ¢ es el valor de la variable escalar
en el tiempo t + At, de esta manera la integracién temporal se realiza en el intervalo
At. La forma de los términos C, D y S, convectivo, difusivo y fuente respectivamente,
dependen del esquema numérico utilizado en la discretizacién de cada uno de estos
términos.

Utilizando la nomenclatura de la figura 3.2, la forma general de los términos de la
ecuacién 3.1 es como sigue:

C= (Ce¢e - Cw¢w) + (Cncn - CstS) + (Cf¢f - de)b) (3-2)
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3.1 Volumen finito

YN
] Ay
n
gl
W A ) .
- 1 f e E
"X
F hl S /
///AZ
"
Z
Sli

Figura 3.2: Volumen de control alrededor del punto P

e [(%) - () J o
) @) e
BRG]

S = S,AV (3.4)

\ g

AzxAy

donde los términos ¢ de la ecuacién 3.2 estan definidos de la siguiente manera:

Ce = U AYAZ, ¢y = UpAYyAz,

Cn = VnAxAz, cs = v ATAZ, (3.5)

cp =wrAzAy ¢y, = wpAxAy

Los términos convectivos y difusivos se pueden aproximar usando diferentes esque-
mas como se puede ver en la referencia[35], pero independientemente de la aproximacién
usada, cuando se insertan estos esquemas en las ecuaciones 3.2 y 3.3, y estos a su vez
en la ecuacion 3.1, se obtienen sistemas lineales como el siguiente:

15



3. MODELO NUMERICO

appp = apdr + awodw + anonN + asps + ardr +apédp + Sp (3.6)

donde los coeficientes contienen una parte difusiva (D )y otra convectiva(C):

ap = D+ Cg, CLW:DW‘|‘CW,
ay =Dy +Cy as = Dg+ Cg (3.7)

ap = Dp+Cp ap=Dp+Cp

AV
ap=Dp+Cp+ ——
At
En este trabajo se utilizan diferentes aproximaciones para calcular numéricamente
los términos convectivos y difusivos definidos en las ecuaciones 3.2 y 3.3. En las secciones

que siguen se hace una descripciéon detallada de dichas aproximaciones.

3.2. Aproximacion de los términos difusivos

De la ecuacién 3.3 se ve necesario calcular un conjunto de derivadas parciales,
dichas derivadas se deben evaluar en las caras del volumen de control. Estas pueden
aproximarse usando un perfil lineal entre los valores adyacentes de los puntos de la
malla; por ejemplo entre P y E, lo que da como resultado:

09\ _ ¢5—¢p 99\ _ op—dw
ox), Az ’ ox ),  Azy

99\ _ on—¢p 99\ ¢p—ow
) =5 (G) "= 0

<8¢) L 9F — 9P (3¢> 9P — 9B
0z f_ Azp 0z ), Az

donde Az, Azy, Ayn, Ays, Azp y Az, son definidos como se muestra en la figura
3.3.

Si se hace un desarrollo en series de Taylor para ¢g, dw, On, ¢s, OF yV ¢B ¥ se
supone una malla uniforme, las expresiones 3.8 producen una aproximacién de orden
0 (AxQ). Con estas aproximaciones la parte difusiva de los coeficientes 3.7 tiene la
siguiente forma:

AyAz AyAz

E Az, ) w Az, )
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3.3 Aproximacion de los términos convectivos

3.3.

Corte en el plano xy

Corte en el plano yz

| ‘N i | ‘N 1?
S B = B e
| AN : BN, !

RS\ SN YTRT \C
i ?S NN 1; Ay, i _____ ?S ; ::
SR N S S B SN R N S S
: s ! : s !
: Ax ' A
ﬁxw QXO AZr AZn
Y, Y,
ZL X )&-LJ Z

Figura 3.3: Cortes del dominio discreto en los planos xy y yz.

AxAz AxAz
N Ayn ) S Ays )
AxAy AxAy
F AZf ) B AZ{; )

Dp=Dg+Dw+Dn+Ds+ Dr+ Dp

De esta manera obtenemos expresiones sencillas para la aproximacion de los térmi-

nos difusivos

que seran ocupadas a lo largo de todo este trabajo.

Aproximacion de los términos convectivos

Existen varios esquemas para aproximar los términos convectivos del conjunto de

ecuaciones 3.7, estos términos son los que aportan la parte no lineal a la ecuacién
general de transporte (2.24), por tanto es importante utilizar un esquema adecuado en
el célculo de dichos términos.

En la ecuacién 3.2 se ve necesario tener los valores de ¢ en las caras del volumen de

control. Sin embargo, ¢ representa a una variable escalar definida en los centros de los
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3. MODELO NUMERICO

Figura 3.4: Frontera de un dominio Volumen de control en la frontera.

voliimenes, como se muestra en las figuras 3.2 y 3.3. Por tanto es necesario realizar una
interpolacién entre puntos adyacentes a las caras para obtener los valores necesarios.
En este trabajo se utilizan tres diferentes esquemas para aproximar ¢ en las caras de los
volimenes: Upnwid, CDS, QUICK, véase la referencia [36] para mdas detalles de estos
esquemas.

3.3.1. Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera y las condiciones iniciales son las que definen a un
problema, una vez establecida la naturaleza de éste. Es decir, si se trata de un flujo,
la solucién al sistema de ecuaciones generado por éste, es tinica una vez establecidas
las condiciones anteriormente mencionadas. Por tanto, es importante tener un buen
esquema de aproximacién, de los valores en las fronteras, para nuestro modelo numérico.
Y para este trabajo basicamente tenemos que modelar dos tipos de condiciones de
fronteras:

1. Dirichlet: en donde el valor del campo se define en la frontera, es decir: ¢ = ¢y.

2. Neumann: estd definido el gradiente del campo normal a la frontera, es decir

26/0n — 6},

En la figura 3.4, por ejemplo, el punto E cae fuera del dominio y la cara e del volu-
men que rodea a P cae justo en la frontera. Se puede usar las técnicas de discretizacién
descritas antes, con lo cual obtenemos una forma similar a la ecuacién 3.6 para el punto
P en términos de sus vecinos. Sin embargo la diferencia se ve reflejada en los vecinos
que no se encuentran dentro del dominio.

En el caso de la figura 3.4, la condicién de frontera de tipo Dirichlet es aproximada
de tal manera que ¢, = ¢.. El valor de la frontera se puede aproximar mediante una
interpolacién lineal simple:
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3.3 Aproximacion de los términos convectivos

+
bo = gy o 2P TOF . iz (3.10)
de donde se obtiene:
¢r =20y — dp (3.11)

Sustituyendo esta 1ltima expresién en la ecuacion 3.6 y factorizando obtenemos:

appp = apdE + awdw + andn + asps + apdr + appp + Sp (3.12)
donde

ap =ap+ag
Sp=Sp+2appyy
ap =0

Para las condiciones de tipo Neumann, usando diferencias centrales para aproximar
el gradiente normal a la superficie, tenemos que:

¢ o — dp
==L ) =" 1
¢b <8ZE) . Ailfe (3 3)
de donde obtenemos:
O = op + Az, (3.14)

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién 3.6 obtenemos una ecuacién similar a
3.12, con los coeficientes definidos como sigue:

*
ap =ap —ag,
S}kg =Sp+ aEAaceqﬁf,

ap =0

De esta manera las condiciones de frontera se integran al sistema de ecuaciones a
resolver.
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3. MODELO NUMERICO

3.4. Acoplamiento presion-velocidad

La componente de la convecciéon de una variable escalar ¢ depende de la magnitud
y direccién de la velocidad. En la mayoria de los problemas la velocidad no se conoce y
debe calcularse al mismo tiempo que se obtienen las otras variables del flujo. Las ecua-
ciones para cada componente de la velocidad (ecuaciones de cantidad de movimiento)
estan descritas en la ecuacién general 2.24. En este trabajo solo se trata con flujos
incompresibles, por lo tanto la velocidad debe satisfacer la ecuacion de continuidad
2.21.

A partir de la ecuacién 2.24 podemos derivar las ecuaciones de cantidad de movi-
miento y de continuidad como sigue:

ou ou ov ow Op 0%u 0%u 0%u

o o Vo T T Tar Tlaw Mo o T
v ou ov ow Op 0%v 0%v 0%v
Cou v b =TI 4TS 4T 4 S, 1
3t+u8x+vay+waz 8y+ 81‘2+ 0y2+ 822+S (3.15)

ow ou ov ow dp 0%w 0%w 0%w
o 0 = Py r r .
ot T lar Ve, Ve, T e Tl Tl e O

ou Ou Ow
or Ody 0z ( )
Para obtener una solucién a este conjunto de ecuaciones primero tendremos que
abordar los siguientes problemas:

» Los términos convectivos de las ecuaciones de cantidad de movimiento son canti-
dades no lineales.

= Las ecuaciones estan fuertemente acopladas debido a que cada componente de la
velocidad aparece en cada ecuacién de cantidad de movimiento.

= No existe explicitamente una ecuacién para la presiéon por tanto se necesita un
esquema que la integre al conjunto de ecuaciones existentes.

Existen varios métodos para abordar dichos problemas, pero en este trabajo se
utiliza el método SIMPLEC (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations -
Consistent) [37] con algunas modificaciones para resolver los problemas planteados en
el capitulo anterior.
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3.4 Acoplamiento presién-velocidad

Corte en el plano xy

° o o o 0
5 o 1 - .
f EP < '
W v v P E e BE,
' % e
O
yl ? S
Ax
Ax, Ax,

Figura 3.5: Esquema Upwind para el caso: ¢ > 0= ¢ = ¢pp y ¢y > 0= ¢, = Ow.

3.4.1. Mallas desplazadas

Para aproximar el gradiente de presiones que aparece en las ecuaciones 3.15, se
utilizard una interpolacion lineal. Por ejemplo en la direccién z y basandonos en la
figura 3.5, tenemos la siguiente expresién para el gradiente de presiones:

O\ pe-pe _ ()< () pppy
ox PN Az Ax Ax

Con dicha expresién se presenta un nuevo problema ya que no aparece el valor de
la presiéon en el punto central, lo que puede ocasionar oscilaciones no realistas en el
campo de presiones, si se definen las velocidades en los centros de las mallas, entonces
los valores de la presion no estaran representados correctamente y viceversa, un remedio
a este problema es utilizar mallas desplazadas (staggered grids) para las componentes
de la velocidad. De esta manera se evalia las variables escalares, tales como la presién y
la temperatura en los centros de los volimenes de control, mientras que las velocidades
se evaliian en las caras de los volimenes. La figura 3.6 muestra de manera grafica este
procedimiento, donde se observa que el punto central P, para la componente u de la
velocidad, se desplaza a la cara w y lo mismo sucede para las demds direcciones. De
esta manera el gradiente de presiones, en la ecuacién para u se calcula de la siguiente
formas:

(3.17)

op pp — pw
— | = 1
<6x)w Az (3:18)
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3. MODELO NUMERICO

Corte en el plano xy Corte en el plano yz
i 1: _________ _’ __________ ie -
: 1
3 i” ;
; | i ‘
i P i
___%___W __‘____gg.___.-E__. |Ay
' I |
: 1
! ls :
WO $-—-leeee -
i IS i
Ax
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Y] VC parav Y[
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z X X z

Figura 3.6: Descripcion grafica de volimenes de control desplazados para las componentes

de la velocidad.

También podemos ver que las mallas desplazadas generan velocidades en los lugares
exactos donde se requiere para las ecuaciones escalares, por lo tanto no es necesario
realizar interpolaciones.

3.4.2. Ecuaciéon de correcciéon a la presion

El siguiente problema a abordar es el de la expresién para la presion, una relacién
para ésta se puede obtener a partir de las ecuaciones 3.15 y 3.16. Aplicando el método de
volumen finito a la ecuacién de cantidad de movimiento para u en una malla desplazada
como se muestra en la figura 3.6, obtenemos:

apup = Z AnbUnp + by + Ay (PW - pP) (319)
nb
donde ya se ve el gradiente de presiones. En esta ecuacién tenemos que ., =g,w ,N ,S ,F »B,
Ay = AyAz es el area de la cara w del volumen de control y b, es el término fuente.
Para realizar la aproximacién de la presién, definimos p* como una presién aproxi-
mada ésta a su vez produce una velocidad aproximada ux, lo que genera la siguiente
expresion:

apup = Z Anpny, + by + Ay (PYy — PP) (3.20)
nb
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3.4 Acoplamiento presién-velocidad

Para obtener u y p correctas se deben corregir los valores aproximados mediante p
=p*+p yu=u*+ . Una relacién entre p’ y u’ se obtiene restando las ecuaciones
3.19 y 3.20:

apup = Z anptiny, + Ay (py — Pp) (3.21)
nb
En los métodos del tipo SIMPLE se encuentra una ecuacién discreta ya sea para
la presién p o para la correccién a la presién p’ y se resuelve dentro del ciclo global
del método (véase [35]). En este trabajo se utiliza el método SIMPLEC que es una
modificaciéon del SIMPLE con la ventaja de que se obtiene convergencia en menos
iteraciones.

3.4.3. SIMPLEC

En el método SIMPLEC(37] se realiza una aproximacién que nos lleva a una expre-
sién sencilla para p’. En este algoritmo se resta el termino Y a,pu’p en ambos lados de
la ecuacion 3.21 para obtener una expresion de la siguiente forma:

(ap - Z anb> up = Z anb (uny, — up) +Au (P — Pp) (3.22)
nb nb

N~

~0

Suponiendo que (u,,, — u5) es aproximadamente igual a cero, para todo ,; y mallas
relativamente finas, se elimina este término de la ecuacién, con lo que llegamos a que
la expresion para la velocidad corregida tiene la siguiente forma:

up = up+up =up +dy (p{,V —p’P) (3.23)
donde

de = Ac/ (ap — Z anb) (3.24)

De la misma manera se obtienen expresiones para v y w teniendo:
* / * / /
vp = vp +vp =vp +dy (Ps — Pp) (3.25)

wp = wp +w, = wp + dy (P — Pp) (3.26)

Para obtener la expresion para p’ se sustituyen las ecuaciones 3.23, 3.25 y 3.26 en
la ecuacién 3.16 y esto nos lleva a:

appp = app + awpy + anply + aspls + arpy + appp + by (3.27)

23



3. MODELO NUMERICO

donde los coeficientes tienen la siguiente forma:

/ / /
ap = duAU7 Ay = duAu, an = dUA’l)7
dg = dyAy, dp=dyAw, dp=duAw,

by = — (u; —uy,) AyAz — (v, — vi) AzAz — (w} — wy) AzAy (3.28)

De esta manera la definicién de b, es la forma discreta de la ecuacién de continuidad
para u*, v* y w* que produce el método de volumen finito, el objetivo es reducir esta
cantidad hasta aproximarla a cero, con esto tenemos un criterio de convergencia que se
utilizard a lo largo de este trabajo.

En los problemas de convecciéon natural la diferencia de temperaturas es la que
genera el movimiento, por tanto primero se resuelve ésta y luego las ecuaciones de
cantidad de movimiento y la de correccién a la presién. De esta manera el método
SIMPLEC para nuestro sistema de ecuaciones se compone de los siguientes pasos:

1.
2.
3.

© N o

9.

* * *

Se inicia con campos aproximados: T%*p*, u*, v* y w

Se resuelve la ecuacion de energia para obtener T.

Se resuelven las ecuaciones de cantidad de movimiento usando los campos de pre-
sién y velocidad iniciales aproximados (p*, u*,v*, w*) y el campo de temperaturas
T.

Se calculan los coeficientes de la ecuacién de presién p,;, usando los coeficientes
de las ecuaciones de cantidad de movimiento.

Se resuelve la ecuacién de correcciéon a la presion.
Se corrige la presién mediante p = p* + p.
Se corrige la velocidad mediante ecuaciones 3.23, 3.25 y 3.26.

Se verifica el criterio de convergencia:
a) Si b, < €, ir al paso 9.

b) Si b, > €, regresar al paso 2.
donde €, es la tolerancia especificada.

Fin.

Cuando los problemas tienen dependencia temporal, los pasos para encontrar la
solucién son:

1.

Inicializar la malla(dx, dy,dz) y definir el paso de tiempo (dt).
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3.5 Solucién de los sistemas lineales

2. Inicializar T, u,v,w y p.
3. Definir t =t + dt, u° = u,u® = u,1° = v’ = wp? = p,7° =T.
4. Aplicar el método SIMPLEC al conjunto de ecuaciones actualizadas.

5. Sit > tyee se termina, sino regresar al paso 3.

3.5. Solucién de los sistemas lineales

El objetivo de discretizar las ecuaciones como se ha hecho anteriormente, es obtener
la aproximacién a su solucién por medio de un sistema de computo, donde tinicamente
se trabaja con sistemas discretos. Una de las consecuencias de dicho procedimiento es
contar con sistemas de ecuaciones como el mostrado en la ecuacién 3.6, un sistema
de ecuaciones lineales cuya solucion se puede encontrar por diferentes métodos. Los
métodos directos son una opcién, sin embargo conforme crece el nimero de ecuaciones
en este sistema, los tiempos de cémputo requeridos son mucho mayores y por tanto
es necesario buscar otras opciones para acelerar dicho calculo. Esto nos lleva a otro
grupo de métodos conocido como iterativos, que permiten una alta paralelizacion y
una convergencia a la solucién del sistema en una cantidad considerablemente menor
de iteraciones.En este trabajo, se usa el método de BiCGStab que es un método am-
pliamente adoptado por las bibliotecas que incluyen métodos de solucién a sistemas
lineales.

3.5.1. CGM

El método del gradiente conjugado (Conjugate Gradient Method) o CGM es un
método iterativo muy popular para resolver sistemas de ecuaciones grandes. Es efectivo
para sistemas de la forma:

Az =b (3.29)

donde se quiere obtener a  a partir de los valores conocidos de A y b, y donde A es
una matriz cuadrada, simétrica, y positiva definida. Si A es densa! el tiempo requerido
para factorizar dicha matriz es rigurosamente equivalente al tiempo requerido para
resolver el sistema de forma iterativa, y una vez que A es factorizada el sistema puede
ser resuelto para multiples valores de b, lo que no sucede con el método iterativo. Sin
embargo el CGM permite una mejor administraciéon de la memoria y es més rapido en
la solucién con matrices dispersas?. Este método forma parte de un conjunto de técnicas

'Densa se refiere a que la mayorfa de sus elementos tienen valores distintos de 0.
2Una matriz dispersa tiene en su mayoria elementos que valen 0.
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Figura 3.7: Sistema lineal generado por una malla en 3D con volumenes ctibicos.

de proyeccién ortogonal dentro de un subespacio de Krylov, los detalles pueden verse
en la bibliografia[38, e.g].
Para problemas tridimensionales la ecuacién discretizada toma la forma siguiente:

—asps — awdw + appp —apdp —andN — apdr —appp = Sp (3.30)

como se bosqueja en la figura 3.7. Para resolver el sistema usando CGM se usa el
siguiente algoritmo:

1. Se selecciona un vector inicial x¢ que puede ser un vector nulo.

2. Se establece un valor maximo de iteraciones en caso de no convergencia y un valor
limite de convergencia.

3. Se definen dos vectores dg =19 =b— Axg

4. Se define ay, = T
T Ady,

5. Se asigna xpy1 = o + apdg.

6. Se asigna 41 = rp — apAdg.

i TE1
7. Se define By = S
Tk Tk
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3.5 Solucién de los sistemas lineales

8. Se asigna di+1 = rg+1 + Brr1dk-
9. Se revisa, si ||| > tol y si k < kmaz se regresa al paso 4.

10. Si ||r|| < tol o si k < kpqz se termina el proceso.

Como se ve del algoritmo anterior, los pasos son relativamente pocos y en cada
paso se puede implementar una paralelizacion, sobre todo en sistemas de memoria
compartida (en el siguiente capitulo se describe este tipo de sistemas), es por eso que
este método es ampliamente ocupado, pero sélo funciona con matrices simétricas. Por
tanto en la siguiente seccién se abordard el método de BiCGStab que requiere una
mayor cantidad de iteraciones, pero funciona con matrices no simétricas.

3.5.2. BiCGStab

El método de CGM no puede resolver los sistemas si la matriz A de la ecuacion 3.29
no es simétrica, por tanto en esta secciéon se abordard de manera breve otro método
iterativo llamado BiCGStab que es una combinacién de BiCG y GMRES [39], y forma
parte de un conjunto de técnicas de proyeccién ortogonal dentro de un subespacio de
Krylov al igual que CGM[38, e.g]. Entre sus ventajas estan la convergencia mas répida
y suave que BiCG y GMRES, y la resolucién numérica de los sistemas de ecuaciones
lineales no simétricos, es decir, sistemas de la forma 3.29 donde la matriz de valores no
es simétrica.

Este método es implementado por la mayoria de las bibliotecas con soporte a solu-
ciones de sistemas de ecuaciones lineales y el procedimiento es el siguiente:

1. Se selecciona un vector inicial xy que puede ser un vector nulo.
2. Se calcula rog = b — Axg y se selecciona un vector rj tal que rg - 75 # 0.
3. Se define un vector py = rg.

4. Se establece un valor maximo de iteraciones en caso de no convergencia y un valor
limite de convergencia.

TT’I‘O
5. Se define o = VAJPW'

6. Se define s; = r; — a;Ap;.

7. Se define w; = %.
8. Se asigna xj41 = ; + a;p; + w;s;.

9. Se asigna rj;1 = s; + wjAs;.
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10. Se define B; = THLTO %

iy W,
11. Se asigna pji1 = 141 + G5 (pj — w;Apj).
12. Se revisa, si ||| > tol y si k < kpmas se regresa al paso 5.

1

w

. Si||r|| < tol o si k < kpmqs se termina el proceso.

Con este algoritmo se resolveran los sistemas lineales no simétricos generados a
lo largo de este trabajo, debido también a su alta capacidad de paralelizacién en las
secciones de multiplicacién de matriz-vector, vector-vector y suma de vectores.

3.5.3. Compresion de matrices por CRS

Debido al limite en la memoria de los sistemas de cémputo, se han desarrollado
métodos de almacenar matrices de una forma mas eficiente. Por ejemplo, el formato CRS
(Compressed Row Storage) nos permite almacenar de manera eficiente, en términos de
consumo de memoria, las matrices dispersas. Donde las matrices dispersas son un tipo
de matrices donde la mayoria de sus elementos tienen valor 0. Por ejemplo; los sistemas
generados por la discretizaciéon por medio de Volumen finito son matrices dispersas
como la que se mostré en la figura 3.7.

La forma de almacenar una matriz en formato CRS es por medio de tres arreglos
unidimensionales que se describen a continuacion:

= values: Es un arreglo de valores reales o complejos que contiene los elementos
diferentes de cero, pertenecientes a la matriz dispersa.

= columns: Indica el nimero de la columna donde se encuentra el correspondiente
valor diferente de cero. Este arreglo contiene sélo ntimeros enteros.

= row_ptr: Este es un arreglo de ntimeros enteros, que indica donde empieza un
renglon de la matriz, dentro del arreglo values.

La longitud de los arreglos values y columns es igual al nimero de elementos
diferentes de cero en la matriz.
Por ejemplo; tomemos la siguiente matriz:

1 -1 0 -3 0
-2 5 0 0 O
A=|10 0 4 6 4
-4 0 2 7 0
0 8 0 0 -5
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Su representacién en CRS tiene la siguiente forma:

values =|1|-1]|-3|-2|5(4|6|4|-4]2|T]|8]-5
columns | =0 | 1 |30 |12[3[4|]0|2]|3]1]4
row_ptr ‘:HOI 3| 5| 8 11‘13‘

Donde se ve que el dltimo valor del arreglo renglones contiene la cantidad de valores
diferentes de cero en la matriz A, que es igual a la cantidad de valores contenidos en
los arreglos values y columns.

3.6. Discusion

En este capitulo se vieron los métodos de discretizacién para el conjunto de ecua-
ciones 2.21, 2.22 y 2.23, con dichos procedimientos se vio como llegar a sistema de
ecuaciones lineales y los métodos de solucién a dichos sistemas; se abordé problemas
como acoplamientos, y los modelos para condiciones de frontera, términos convectivos
y difusivos. Al final se tiene un conjunto reducido de ecuaciones que permiten obtener
soluciones discretas al conjunto de ecuaciones mencionadas.

Los temas abordados en este capitulo nos proporcionan las herramientas necesarias
para programar un conjunto de rutinas, que nos permitan obtener la solucién de una
amplia variedad de problemas relacionados con flujo. Sin embargo este tipo de proble-
mas ya estd bastante estudiado, es por eso que el objetivo de este trabajo es realizar
un estudio de los tiempos de solucién. La descripcién de los sistemas de computo se
hard en el siguiente capitulo, asi como un planteamiento mas preciso de los problemas
abordados.
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Capitulo 4

Modelos Computacionales

Para mejorar el rendimiento de los procesadores, desde mediados de los 80’s se
hizo lo posible por aumentar la frecuencia. Sin embargo este incremento en la frecuen-
cia generaba un mayor consumo energético por parte del procesador, lo que frené el
crecimiento de frecuencias en los procesadores alrededor del 2004.

En los ultimos anos la necesidad de realizar cémputo més rapido, particularmente
en las areas de ciencias, nos ha llevado al desarrollo del computo paralelo, a pesar de
que la idea de paralelizar procesos es tan antigua como las computadoras mismas[40].

En 1968 E.W. Dijkstra propone el primer modelo matemético para el manejo de
procesos secuenciales co-operantes[41], de esta manera pretende resolver el problema de
”la respuesta automatizada de una computadora ante la llegada de una gran variedad
de mensajes en algiin momento impredecible”, con lo que se inicia una serie de estudios
acerca de la programacion de procesos concurrentes y con esto el computo paralelo a
nivel de software.

Por otro lado la investigacién sobre el uso de procesadores especializados (embebi-
dos) a ido creciendo desde los inicios de la computacién, pero la fabricacién de acelera-
dores modernos para el uso en computo de alto rendimiento (HPC-High Performance
Computing) surge hasta después de los 2000. Alrededor de estas fechas los procesado-
res especializados llamados Unidades graficas de procesamiento (Graphics Processing
Units-GPUs), producidos por NVIDIA y ATI/AMD, alcanzan capacidades de computo
suficientes para soportar cargas de trabajo para HPC, mediante arquitecturas como la
que se muestra en el esquema de la figura 4.1. Con este nuevo enfoque en el uso de los
GPUs, NVIDIA libera su primer beta de CUDA en el 2007 y AMD libera un paquete de
herramientas (no propietarias) llamadas OpenCL en 2008. En la figura 4.1 se observa
una diferencia principal entre los CPUs y los GPUs. Esta diferencia es el area verde, la
cual estd dedicada a las operaciones aritméticas de punto flotante. Es notable como en
el GPU esta area es mucho mayor por lo que esta arquitectura permite acelerar calculos
numéricos por varios érdenes de magnitud.
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Figura 4.1: Esquema CPU vs GPU.

4.1. Paralelismo

En cémputo, el paralelismo se refiere al uso simultdneo de un conjunto de recursos
enfocados en la solucién de un problema especifico. La forma de hacer dicha paraleli-
zacién se basa en el principio de que todo problema se puede dividir en secciones mas
pequenas que trabajan de manera concurrente, ademads, depende fuertemente del pro-
blema y de los recursos de cémputo disponibles. El objetivo de paralelizar una tarea
es obtener resultados en una menor cantidad de tiempo y una mejor relacién costo/-
beneficio, esto ultimo se ve desde la perspectiva de trabajar con elementos de bajo
costo en la solucién de un problema complejo. Aunado a esto, el desarrollo de esta drea
implica investigacién en cuestiones como; algoritmos, planeacion del software, sistemas
operativos, compiladores y hardware [42, p. 1].

En la actualidad podemos ver la incursién del computo en cualquier actividad, des-
de algo tan simple como checar un correo electronico hasta generar un modelo numérico
para la evolucion de galaxias, y de la misma manera estamos viendo cémo sucede lo mis-
mo con el supercémputo en estas mismas areas, es cada vez mas comun ver simulaciones
mas complejas en dreas de ciencias como; Prediccién atmosférica, medio ambiente. Fisi-
ca; aplicada, nuclear, particulas, materia condensada, altas presiones, fusion, foténica.
Biociencias; biotecnologia, genética. Quimica; ciencias moleculares. Geologia; sismo-
logia. Ingenieria mecéanica. Ingenieria eléctrica. Ciencias computacionales. Defensa y
armamento, etc.

En aplicaciones comerciales existe una creciente demanda en procesamiento de gran-
des cantidades de datos a altas velocidades; ”Big Data”, bases de datos, mineria de da-
tos, exploracién petrolera, buscadores de internet, servicios web para negocios, imagenes
médicas y diagndstico, modelos econémicos y finanzas, administracién de empresas mul-
tinacionales, realidad virtual, tecnologias multimedia y streming, ambientes de trabajo
colaborativo, etc. [43] [44] [40].
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Figura 4.2: Clasificacién de Flynn para la interaccion de datos y procesos.

4.1.1. Taxonomia de flynn

Los sistemas de computo pueden ser clasificados por varios criterios, por ejemplo;
basadas en el flujo de instrucciones y datos (taxonomia de Flynn), también pueden
ser clasificados basados en la estructura de las computadoras, por ejemplo, multiples
procesadores teniendo memoria separada o una memoria global. Los niveles de proce-
samiento paralelo pueden también ser definidos basados en el tamafnio de instrucciones
en un programa, llamado tamano de grano, etc.

En 1972 Micheal J. Flynn propone una clasificacién para los sistemas de cémputo[45],
basado en la magnitud de interacciones entre secuencias de instrucciones y datos, pro-
poniendo cuatro categorias:

1.SISD (Single Instruction, Sigle Data). Se refiere a la capacidad de una compu-
tadora de procesar un dato con una instruccién como se hacia tradicionalmente con las
computadoras caseras de los 90s, es la clasificacién més pobre ya que no explota ningiin
tipo de paralelismo.

2.SIMD (Single Instruction, Multiple Data). Se refiere a la capacidad de procesar
multiples datos con un tnico flujo de instrucciones, este tipo de procesadores son los que
actualmente se estdn usando para procesamiento grafico y sus respectivas aplicaciones
a propdsito general.

3.MISD (Multiple instruction, Sigle Data). Se refiere a la capacidad de procesar un
solo dato con diferentes instrucciones, este tipo de paralelismo se observa en los sistemas
donde se requiere redundancia, es decir varios sistemas de respaldo que aseguren un
resultado preciso.

4. MIMD (Multiple Instruction, Multiple Data) Se refiere a la capacidad de procesar
muchos tipos de datos con multiples instrucciones, los sistemas distribuidos entran
en esta clasificacién, pero también las computadoras multi-procesadores de memoria
compartida.

En la figura 4.2 se esquematiza esta clasificacién como una combinacién de tipos de
flujo de datos y tipos de flujo de procesos.
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bién es el medio de comunicacién entre CPUs.

En las siguientes secciones se abordara la clasificacion de sistemas de memoria
compartida, memoria distribuida y memoria mixta que es una clasificacién exclusiva de
sistemas de computo en paralelo, basada precisamente en la organizacion de la memoria.

4.1.2. Memoria compartida

En un modelo de memoria compartida, los sistemas multiprocesadores comparten
una memoria en comun esto a través de una red de interconexién (bus), es un modelo
para interacciones entre procesadores dentro de un sistema paralelo. Donde un valor
escrito en una seccién de memoria compartida puede ser accedido directamente por
algin otro procesador. Fisicamente la memoria compartida puede tener gran ancho de
banda(cantidad de datos transferidos por ciclo) y baja latencia(tiempo de respuesta
entre el tiempo de solicitud y la recepcién de un dato). Sin embargo,la cantidad de
procesadores compartiendo memoria puede impactar seriamente al rendimiento, debido
a los accesos simultdneos a secciones de memoria.

La comunicacién entre procesadores se hace a través de la memoria, véase fig. 4.3,
por lo que se necesita organizar desde la programacion para evitar conflictos de acceso a
una misma localidad. El objetivo del rendimiento en este modelo es tener los datos en las
localidades de memoria mas cercanas al procesador, para que a la hora de requerirlos,
el acceso sea lo més rapido posible.

Los sistemas de memoria compartida tienen la desventaja de no escalar mucho, sin
embargo se pueden integrar a sistemas de memoria distribuida y mejorar el desempeno
general, ya que la comunicacién en cada subproceso (en memoria compartida) es mucho
mas rapida.

4.1.3. Memoria distribuida

Este modelo permite escalar muy facilmente si se requiere mayor capacidad de
computo, sin embargo la programacion resulta méas complicada que en memoria com-
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Figura 4.4: Modelo de memoria compartida, cada computadora cuenta con su procesador

y su propia memoria.

partida.

Es un modelo alternativo para cémputo paralelo donde la idea principal es duplicar
todas las unidades de cémputo, de esta manera tenemos multiples computadoras en
el sistema. Asi, nada es compartido en este modelo. La comunicacion se realiza me-
diante una red que interconecta a los procesadores directamente, a través del envio de
mensajes.

Este modelo también es conocido como modelo multicomputadora[46] véase4.4. La
memoria es estrictamente local para cada procesador, de esta manera si un CPU requie-
re datos que se encuentran en una secciéon de memoria de otro procesador, es necesario
hacer una solicitud al procesador que administra esa seccion de memoria. El rendi-
miento de este tipo de sistemas depende fuertemente de la capacidad de la red de
comunicacién, pero tiene la ventaja de escalar facilmente.

4.1.4. Memoria hibrida

Este modelo es una combinacion de los modelos anteriores, Dénde cada computado-
ra cuenta con multiples procesadores que comparten memoria localmente y a su vez se
comunican con otras computadoras para realizar una tarea a fin.

Las super-computadoras mas grandes del mundo actuales manejan esquemas de
memoria hibrida http://www.top500.org/, interconectando multiples computadoras
(nodos) para trabajar como un sistema con grandes capacidades(clusters), por ejemplo,
“Tianhe-2” en china, es un cluster que cuenta con 16,000 nodos de cémputo, cada nodo
cuenta con dos procesadores Intel Ivy Bridge Xeon 12C y tres Intel Xeon Phi, ademés
de 88 gigabytes de memoria RAM. Véase figura 4.5.

4.1.5. CUDA

Los GPUs (Unidades Gréficas de Procesamiento) estdn presentes en la mayoria
de las computadoras actuales, en éstos se pueden realizar algunos procesos con mejor
rendimiento que el CPU, por ejemplo procesar una imagen y luego desplegarla en
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Figura 4.5: La supercomputadora “Tianhe-2” en china (China’s National University
of Defense Technology) es la nimero uno en el top de las computadoras mds rapi-
das del mundo. Cuenta con cerca de 3,120,000 nicleos de procesamiento. Su uso es
principalmente para simulaciones, analisis y aplicaciones de seguridad gubernamental.

www.top500.org/system /177999 (fecha de actualizacién: 2 de junio del 2015)

pantalla, esto debido a su capacidad intrinseca de procesamiento en paralelo. Los GPU
procesan poligonos, mediante sus elementos de procesamiento shaders, aplicando a
dichos poligonos; texturas y luego realizando céalculos de sombreado e iluminacién, a
este proceso se le conoce como renderizado.

Historicamente uno de los pasos mas importantes fue el desarrollo de shaders pro-
gramables, donde éstos tuvieron la capacidad de calcular diferentes efectos directamen-
te en el GPU. De esta manera, el renderizado pasé rdpidamente a ser una tarea del
GPU y no del CPU; marcando el nacimiento de las Unidades de Procesamiento Grafico
con Propédsito General(GPGPU). A partir de entonces surgieron algunos grupos que
trataron de acelerar el computo de propdsito general, usando técnicas de simulacién
de poligonos dentro del GPU, teniendo como resultado un procesamiento altamente
paralelo.

Muchas de las iniciativas dirigidas a GPGPU(e.g. BrookGPU, Cg, CTM, etc.)[47]
no tuvieron tanto éxito por su dificil aprendizaje e implementacién. Con la llegada de
CUDA (Arquitectura Unificada de Dispositivo de Cémputo) se empezé a disminuir los
efectos del cambio de paradigma en la programacion de procesos en paralelo.

CUDA es una plataforma de cémputo paralelo y un modelo de programacién desa-
rrollado por NVIDIA®)/[48], fue desarrollada pensando en facilitar la programacién
directa sobre GPUs, desde un lenguaje de alto nivel extendido de C y un conjunto
de bibliotecas. Los modelos de programacién sobre GPUs tienen algunas abstracciones
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clave; cooperaciéon de threads organizados en grupos, memoria compartida y barre-
ras de sincronizacién. De esta manera un programador de CUDA debe particionar el
programa en bloques grandes que puedan ser ejecutados en paralelo, cada bloque es
particionado en threads que pueden cooperar usando memoria compartida y barreras
de sincronizacién|[49].

Los disenos de GPUs son optimizados para la computacion en renderizado de grafi-
cos![48], pero son suficientemente generales para ser usados en muchas aplicaciones de
céomputo intensivo con alto paralelismo de datos.

Un GPU consiste en un ntimero de bloques clave;

» Memoria(global, constante, compartida).
» Streaming Mutiprocesadores(SMs)

» Streaming Procesadores(SPs)

Fisicamente un GPU es un arreglo de SMs, cada uno de éstos tiene N nitcleos
(SP), este es el aspecto clave que permite el escalamiento de los procesadores. Un GPU
consiste en uno o mas SMs. Entre mas SM tenga, mayor cantidad de tareas simultaneas
podran realizarse. Una de las principales formas de incrementar el rendimiento de los
GPGPUs es aumentando el nimero de SMs y el nimero de SP por SM. Es por eso
que cuando se disena software para estos dispositivos, es importante considerar que la
siguiente generacion puede incrementar el nimero de SMs y SPs.

Cada SM tiene acceso a los llamados registros, que son secciones de memoria que
corren a la misma velocidad que los SP, lo que genera un acceso inmediato a los datos
contenidos en esas secciones. Existe también un bloque de memoria compartida acce-
sible Uinicamente a los elementos de cada SM, semejante a la memoria cache en un
CPU. Cada SM tiene un bus separado dentro de la memoria de texturas, la memoria
constante y la memoria global. Donde la memoria de texturas es un a seccién especial
dentro de la memoria global, que es 1til para datos donde se requiere interpolacién. La
memoria constante es usada para datos de sélo lectura; de igual manera, es una seccién
dentro de la memoria global. Por ltimo; la memoria global es una seccién de memoria
disponible a todos los SM, normalmente del tipo GDDR(Doble tasa de trasferencia
grafica), que es un tipo de memoria con un ancho de banda 5 a 10 veces mayor que los
encontrados el los CPU actuales[47].

Cada SM tiene dos o més unidades de propdsito general (SPUs), que realizan fun-
ciones especiales como seno, coseno, operaciones de potencias, etc.

En la figura 4.6 se muestra un diagrama perteneciente a la arquitectura G80 de
NVIDIA®), en este esquema se encuentran presentes los elementos mas comunes los
GPGPU actuales.

'Para referencia més extensa acerca del desarrollo histérico de CUDA, véase [e.g. 50, p.13][e.g. 47,

p. 4]
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Figura 4.6: Diagrama de GPU (G80/GT200) tomado de la referencia [47, p. 44].

Para desarrollar software en CUDA, es necesario contar con los siguientes elementos

como minimo:

Todo esto se encuentra disponible de manera gratuita a través de la red, para
sistemas operativos como Windows, Linux y MacOS.

Los GPUs tienen una pequena diferencia con los sistemas SIMD. Recordemos que
en una arquitectura del tipo SIMD, se aplica una funcion fija a un conjunto de datos,
mientras que; en el modelo implementado por NVIDIA®), llamado SIMT (instruccién
unica-multiples hilos), las instrucciones no son funciones fijas, en su lugar el progra-
mador define, por medio de un kernel’ qué es lo que se debe hacer con cada uno de
los datos. Asi, el kernel debe leer los datos uniformemente y el cédigo del kernel debe
ejecutar las transformaciones a los datos como sea necesario [47].

Un GPU certificado para CUDA.

Un compilador estandar de C.

Un controlador para dispositivos NVIDIA®).

1Un kernel es la seccién de cédigo que serd ejecutada sobre el dispositivo GPGPU.

Un kit de desarrollo especifico de CUDA (Compilador, bibliotecas, etc.).
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4.1.6. OpenCL

OpenCL(Lenguaje de Computaciéon Abierto) es una API libre y de cédigo abierto,
basada en el lenguaje de programacién C. Es financiada por los principales fabricantes
de microchips del mundo y desarrollada para éstos, lo que le permite tener una gran
portabilidad. OpenCL es la principal alternativa a CUDA y a pesar de soportar una
gama mads amplia de Hardware, el desarrollo a partir de OpenCL es menor, debido prin-
cipalmente a una mayor complejidad en la programacion y a que CUDA fue presentada
antes[47].

Para resolver problemas de propésito general OpenCL simula fragmentos de cédigo
con sombreado de pixeles en el contexto de graficos, como se hace en CUDA. De la
misma manera; uno de los conceptos clave es el kernel. Las instancias del kernel son
ejecutadas concurrentemente sobre un Grid virtual y desde el c6digo se define las dimen-
siones del particionamiento. Durante la ejecucién, se agrupan las unidades de computo
de acuerdo al tamafo de las unidades de trabajo. Donde una unidad de cémputo es un
CPU mutltinicleo, un GPU o cualquier dispositivo especializado para el que exista un
driver OpenCL. Y donde las unidades de trabajo son el equivalnete a los SM en CUDA.

El surgimiento de herramientas como CUDA u OpenCL impulsé el desarrollo de
muchas técnicas y recursos para computo acelerado de alto nivel (CUSP, CUBLAS,
ViennaCL, etc) que facilita a los programadores el crear aplicaciones con tecnologias
de GPUs.

4.1.7. ViennaCL

ViennaCL es un conjunto de bibliotecas de alto nivel, desarrolladas sobre el lenguaje
de programacién C++4, que permiten seleccionar una compilacién basada en CUDA,
OpenCL o el estandar OpenMP[51][52], sin modificar el cédigo. De esta manera facilita
realizar programas que ejecuten procesos sobre aceleradores gréaficos (GPUs), acelera-
dores multinicleos como Xeon phi de Intel (MIC) o un CPU multintcleo.

Estas bibliotecas estan enfocadas a soluciones de sistemas de dlgebra lineal; cuenta
con funciones de BLAS, nivel 1,2 y 3. Ademads cuenta con subrutinas para la solucién de
sistemas matriciales por métodos iterativos y problemas de eigenvalores; esto a través
de diferentes tipos de matrices comprimidas, ademéas de integrar cédigo de mas bajo
nivel.

Sus autores sostienen que ViennaCL fue disenada para ser una biblioteca de facil
uso, ya que se disend para simplificar tanto como sea posible la transicién a computo
sobre GPU.

Por ejemplo, si se tiene una matriz A en formato CRS de tamano N y n valores
distintos de 0, y se quiere encontrar la solucion al sistema Az = b, el algoritmo mediante
ViennaCL tiene la siguiente forma:

#include "viennacl/compressed_matrix.hpp"
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#include "viennacl/linalg/bicgstab.hpp"

#include "viennacl/vector.hpp"

void solve_viennacl (int *row_ptr,int *columns,double *values,
std::vector<double> &b_cpu,std::vector<double> &x_cpu,

double tol, int max_iter ,int N,int nnz)

{
viennacl::compressed_matrix<double> matrizA_gpu(N,N);
viennacl::vector<double> x_gpu(N), b_gpu(N);
matrizA_gpu.set(row_ptr,columns ,&values[0] ,N,N,nnz);
viennacl::copy(b_cpu.begin(), b_cpu.end(), b_gpu.begin());
viennacl::1linalg:: jacobi_precond< MatVCL> vcl_jacobi(A_gpu,

viennacl::linalg:: jacobi_tag());
viennacl::linalg::bicgstab_tag custom_bicgstab(tol, max_iter);
Xx_gpu = viennacl::linalg::solve(A_gpu, b_gpu,
custom_bicgstab,vcl_jacobi);

viennacl::copy(x_gpu, x_cpu);

}

Donde row_ptr es el arreglo que almacena los puntos donde comienzan los renglones,
columns es el arreglo que almacena las posiciones de las columnas y values almacena
los valores de dicha matriz, como se describié en la seccién 3.5.3. La variable nnz es la
cantidad de valores diferentes de 0, tol es la tolerancia que se le pide al método como
condicién de convergencia y max_iter es la cantidad maxima de iteraciones en caso de
no obtener convergencia. En este caso se usa un método de BiCGStab y el resultado
final se coloca en el arreglo x_cpu.

Este cédigo se puede dividir en un par de funciones que serviran de referencia para
un estudio de rendimiento en este mismo trabajo;

= Transferencia CPU — GPU: Las lineas 11 y 13 constituyen la transferencia
a GPU de los datos del sistema de ecuaciones almacenados en CPU, para su
posterior solucion.

= Precondicionamiento: Las lineas 15 y 16 constituyen el precondicionamiento,
en este caso precondicionamiento de jacobi, que junto con las lineas 18 y 19
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resuelven el sistema de ecuaciones. En caso de resolver sin precondicionamiento;
se omiten las lineas 15 y 16, y el ultimo argumento de la linea 19 (vcl_jacobi).

= BiCGStab_GPU: Formalmente la implementaciéon del método de solucién por
medio de BiCGStab lo constituyen las lineas 18 y 19, todos los demds pasos
contenidos en esta seccion de cddigo son innecesarios si el sistema se resolviera

sobre CPU.

» Transferencia CPU — GPU: Una vez resuelto el sistema lineal dentro de la
memoria del GPU es necesario colocarla en la memoria principal para su posterior
manipulacién, esto se hace mediante la linea 21.

4.2. Medidas de rendimientos

El concepto de rapidez se define de manera cualitativa segin las necesidades del
usuario, por ejemplo; para un usuario comun la rapidez de una computadora se mide
en términos del menor tiempo que un tarda una tarea en completarse, sin embargo para
un administrador de un centro de cémputo la idea de rapidez de una computadora se
mide en términos de la mayor cantidad de tareas que termina dicha computadora en
intervalo de tiempo. De esta manera el usuario comiin quiere reducir el tiempo de
respuesta mientras el administrador del centro de cémputo requiere incrementar el
ancho de banda[53].

Es por eso que para medir rendimiento, de un sistema de computo, se definen
métricas. A continuacién se describen algunas métricas que se usaran para este trabajo:

= Tiempo de ejecucion:

Para un programa ejecutandose en serial, el tiempo de ejecucién T es el tiempo
que tarda en completarse todo el programa, desde que se inicia el primer proceso
hasta que se detiene el programa, con el dltimo proceso también finalizado.

Para un programa en paralelo, la definicién es equivalente, es decir; el tiempo
de ejecucién T, es el tiempo que tarda en completarse todo el programa, desde
que se inicia el primer proceso hasta que se detiene el programa, con el iltimo
proceso también finalizado. En este caso de manera intrinseca se toman en cuenta
el tiempo de célculo, el tiempo de inactividad y el tiempo de comunicacion.

n Aceleracion:

Esta es una métrica enfocada a los sistemas en paralelo, su objetivo es medir el
beneficio, en tiempo de ejecucion, de un programa en paralelo contra su versién
serial. Se define como la razén que hay entre el tiempo de ejecucion del programa
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Figura 4.7: Diagrama de la arquitectura sobre la que se desarroll6 TUNAM

serial T entre el tiempo de ejecucién de la versién en paralelo T}, con n, proce-
sadores idénticos, de esta manera S = T;/T),. La aceleracién ideal esta definida
como S = ny,.

4.3. TUNAM

TUNAM es una biblioteca que permite resolver las ecuaciones del problema de
conveccién natural, en mallas ortogonales, usando el método de volumen finito, y los
algoritmos descritos en el capitulo 3. Para mayores detalles de esta biblioteca véase
[54][32].

En el proceso de desarrollo del software es importante iniciar con el diseno y la
descripcién de una arquitectura central, a partir de la cual se determine las componentes
o médulos que deben ser construidos; los médulos deben tener baja dependencia entre
ellos para permitir un desarrollo y mantenimiento simple.

La arquitectura de un software es la forma en que se organizan los diferentes com-
ponentes que lo integran. Una buena arquitectura permite que cada componente pueda
ser reutilizada, modificada o sustituida sin afectar otras partes. Bajo esta filosofia se
desarroll TUNAM vy en la figura 4.7 se observa el diagrama original de la arquitectura
de este sistema.

EL modelo matematico describe el fenémeno de convecciéon mediante un conjunto
de ecuaciones diferenciales de segundo orden, parciales, no lineales y acopladas.

Las técnicas de discretizacién son las técnicas con las que se genera la malla
del dominio y la posterior traduccion de las ecuaciones continuas, a su version discre-
ta. Dada la malla, es posible elegir un esquema numérico que nos convenga, segin el
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problema a resolver.

La solucién del sistema de ecuaciones ; después de la discretizacién obtene-
mos un sistema de ecuaciones algebraicas, donde existe un gran variedad de bibliotecas
que se enfocan en resolver este tipo de sistemas, por ejemplo; ViennaCL, eigen, cusp,
etc. Se requiere que este médulo trabaje con diferente tipos de datos y que sea inde-
pendiente del método de discretizacién y la forma de la malla.

El método de solucién para el sistema Ax = b, generado por la discretizaciéon a
partir de volumen finito en TUNAM, es TDMA; un método optimizado para ejecucién
en serial, véase [e.g. 54, p.52].

4.3.1. BiCGStab adaptado a TUNAM

Para solucionar el sistema Ax = b en TUNAM se utiliza un funcién de nombre
TDMA3D y su equivalente para este trabajo es la funciéon solver_bicgstab_3D que entre
sus funciones agrega algunos ajustes necesarios para la manipulacién y solucién me-
diante GPU. Al hacer referencia a cualquiera de estas dos funciones en la seccién de
resultados, se hard con el sobrenombre de Solver Principal.

A continuacién se coloca la seccidn de cédigo correspondiente a solver _bicgstab_3D,
y una descripcién de las principales secciones de dicho cédigo.

int solver_bicgstab_3D(ecuacionGeneral ,ValueType tol,int max_iter,

int N, int nnz, int nx, int ny, int nz)
{ std::vector<double> b_cpu(N), x_cpu(N);
int *row_ptr = NULL, *columns = NULL;
double *values = NULL;
int ii,i,j,k,iter;
ii = 0;
for( i = 1; i <= nx; i++)

for( k = 1; k <= nz; k++)
for( j = 1; j <= ny; j++, ii++)
b_cpuliil=-ecuacionGeneral.sp(i,j,k);

csr_3D(row_ptr,columns,values,ecuacionGeneral, N, nnz, nx, ny,nz);

solve_viennacl (row_ptr,columns,values,b_cpu,x_cpu,

tol ,max_iter ,N,nnz);
ii = 0;
for( i = 1; i <= nx; i++)

for( k = 1; k <= nz; k++)

for( j = 1; j <= ny; j++, ii++)
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19 ecuacionGeneral.phi(i,j,k) = x_cpuliil;

20|}

= Compresiéon a CSR : Mediante esta funcion se pasa de un formato de alma-
cenamiento por diagonales de la matriz A al formato CSR, el tiempo requerido
para esta funcién es considerable, como se vera en la seccién de resultados, y estd
implementado en la linea 12 mediante la funcién CSR_3D que no se anexa debido
a su gran extension en lineas de codigo.

= Solucién con ViennaCL: Esta funcién permite una solucion del sistema Az = b
y esta aislada para reutilizarla en sistemas de 1D y 2D, estd implementada en la
linea 13 y su contenido se encuentra en la seccién 4.1.7.

4.4. Discusion

La llegada de los GPUs al cémputo de propdsito general implicé adoptar en prin-
cipio un modelo de memoria hibrida, donde se maneja una parte distribuida; es decir,
se dividen tareas que son enviadas a un dispositivo con memoria independiente y lue-
go dicho dispositivo regresa el resultado del proceso mediante la sincronizacién de sus
respectivas secciones de memoria. Pero una vez que el GPU cuenta con los datos necesa-
rios para empezar a procesar; tenemos que utilizar un enfoque de memoria compartida,
esto entre otras cosas implica que a la hora de trabajar en optimizacién de cédigo eje-
cutdndose sobre GPU, debemos tomar en cuenta los tiempos de sincronizacién entre
secciones de memoria(Memoria de CPU <> Memoria de GPU), que a su vez deriva en
que es necesario decidir dénde se obtendra mayor rendimiento dependiendo del tipo de
tarea; CPU 6 GPU.

Actualmente uno de los principales problemas en las tarjetas de video es la poca
memoria con la que cuentan, ya que en promedio se tiene 2GB, que fue una limitate
en nuestros casos de estudio(véase la seccién de resultados), sin embargo NVIDIA™ya
esta poniendo énfasis en mejorar esta capacidad, y actualmente existen tarjetas con 24
GB de RAM, que aunque los precios aun no son accesibles tendremos estas capacidadaes
al alcance muy pronto.
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Capitulo 5

Resultados numéricos

En este capitulo se presentard un conjunto de tablas y graficas, con los resultados
de rendimiento arrojados por el calculo de la solucién de sistemas de flujo convectivo
natural.

Cémo se vera mas adelante, la seccidon que més tiempo consume de todo el proceso
es la que soluciona el sistema lineal generado por la discretizacién de las ecuaciones de
flujo, es por eso que se enfoco en esa seccion, y en particular se selecciond el método de
BiCGStab que es el méas adecuado para el tipo de sistemas generados, ya que se tienen
matrices dispersas y no simétricas, y se requiere de un método iterativo dado el tamaiio
de los sistemas a resolver (mayor a 10° elementos).

Las pruebas se hacen con un enfoque en el rendimiento del GPU y del método de
solucién (en este caso BiCGStab). De esta manera las pruebas se realizan sobre mallas
con intervalos de distintos tamanos. Todo esto sobre un mismo sistema de computo,
cuyas caracteristicas se enumeran a continuacién:

Sistema de pruebas

Procesador Phenom 955 AM3 3.2 Ghz

16GB RAM DDR3 1333MHz

Tarjeta de Video GTX 680 1 GB de memoria (Més especificaciones en el apéndice)

Disco duro 7200RPM 8MB de cache

5.1. Verificacion del método de solucion

El primer paso fue verificar los sistemas de solucién para comprobar que se estd
solucionando el mismo problema, dicha verificacion se hizo mediante el planteamiento de
un problema de flujo convectivo con un dominio ciibico tridimensional de 48 puntos por
cada lado, un paso de tiempo de 1074, el error permitido fue de 10~% para BiCGStab,
con un maximo de iteraciones de 5000 iteraciones, y con los extremos de la coordenada

9,5,

y” colocados a distintas temperaturas como se muestra en la figura 5.1.
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Figura 5.1: Dominio de solucién para problema de calibracion.

Dicho estudio de calibracién se realizé comparando los métodos TDMA _3D y BiCGS-
tab. El primero es el que viene implementado originalmente en TUNAM, mientras que
el segundo es el que se implementé en este trabajo mediante la biblioteca ViennaCL.
La idea es obtener los mismos resultados numéricos en ambos casos, y posteriormente
comparar su rendimiento.

Como resultado se obtuvo un conjunto de graficas que nos muestran las diferentes
variables calculadas por el software ejecutdandose sobre GPUs; mediante ViennaCL con
CUDA, y sobre CPUs con la versién original; [54] mediante TDMA. En este caso son los
mismos resultados si se usa el método de BiCGStab simple o si se aplica precondicio-
namiento al sistema, es por eso que solo se coloca un conjunto de datos representativos
de ambos.

La figura 5.2 muestra la evoluciéon temporal del error en la solucién del sistema
para la variable temperatura, la escala es logaritmica ya que es la mas indicada para
ver variaciones en los resultados arrojados por los diferentes métodos. En este caso se
ve que los dos sistemas calculan los mismos resultados con una diferencia entre ellos
insignificante, incluso se calculé un valor RMS para la diferencia entre todos los valo-
res, y se obtuvo un RMS para los errores en la temperatura de 0.000001422(TDMA vs
BiCGStab-ViennaCL). En este caso el ”error” es una medida de cuanto cambia una va-
rible en el instante n, con respecto al instante n+1. Si este error tiende a cero, conforme
avanza el tiempo, entonces significa que estamos llegando a un estado estacionario.

La figura 5.6 representa el flujo de calor a través de la pared con la temperatura
mas baja en nuestro dominio de estudio, lo mas reelevante de estas graficas es el hecho
de que desde un principio coinciden a la perfeccién, de nuevo se tomé como medida de
igualdad el valor RMS y se obtuvo 0.002687489 (TDMA vs BiCGStab-ViennaCL).

La figura 5.7 representa el flujo de calor a través de la pared con la temperatura
mas alta en nuestro dominio de estudio, y se observa que desde un principio coinciden
a la perfeccién, de nuevo se tomé como medida de igualdad el valor RMS y se obtuvo
0.003202506 (TDMA vs BiCGStab-ViennaCL).

La figura 5.8 muestra el valor obtenido por la variable b, en la ecuacién 3.28 y entre
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verrorT_TOMA_4B" u ($1)(10g(82))
“errorT_VIENNA_48" u (81)(0g(52))

L
0 500 1000

L
1500

Figura 5.2: Errores en la variable temperatura calculadas a través del tiempo comparando

la ejecucién serial con la versién sobre GPUs,

la escala es logaritmica.
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Figura 5.3: Errores en la componente X de

comparando la ejecucién serial con la versién

L
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la velocidad, calculados a través del tiempo

sobre GPUs, la escala es logaritmica.
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“errorY_TOVA 45" u (81) (log($2) ——
*errorY_VIENNA_48" u ($1):(log($2)

L L
0 500 1000 1500 2000 2500

Figura 5.4: Errores en la componente Y de la velocidad, calculados a través del tiempo,

comparando la ejecucién serial con la versién sobre GPUs, la escala es logaritmica.

“e”oinTDMAJI‘B“ u ($1)(log($2)) ——
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Figura 5.5: Errores en la componente Z de la velocidad, calculados a través del tiempo

comparando la ejecucion serial con la version sobre GPUs, la escala es logaritmica.
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40

"nuc_TOMA_48" u ($1)($2)
"nuc_VIENNA 48" u (§1)(52)

' L L
0 500 1000 1500 2000 2500

Figura 5.6: Errores en las variables de los flujos de calor en la pared con la temperatura
més baja, calculados a travéz del tiempo, comparando la ejecucion serial con la versién

sobre GPUs, la escala es logaritmica.
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Figura 5.7: Errores en las variables de los flujos de calor en la pared con la temperatura
mas alta, calculadas a travéz del tiempo, comparando la ejecucion serial con la version

sobre GPUs, la escala es logaritmica.
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“sorsum_TOMA 48" u ($1) (0g($2)) ——
— "sorsum_VIENNA_48" u ($1)(log($2)) ——

40
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Figura 5.8: Errores en la variable que mide el error en la funcién de conservsacion de
masa en el dominio, calculadas a travéz del tiempo comparando la ejecucién serial con la

versién sobre GPUs, la escala es logaritmica.

otras cosas se observa su tendencia a cero lo que nos da confiabilidad en el sistema
utilizado. A pesar de que no coinciden los valores con ambos métodos de solucién, el
més reciente (BiCGStab) es el que da una mejor solucién ya que cuenta con valores
mas pequenos lo que nos permite tomar como confiable esta nueva herramienta.

La figura 5.9 muestra una representacién de la variable temperatura para tres ins-
tantes diferentes; el estado inicial (t=0), un estado intermedio (t=500), un segundo
estado intermedio (t=1000) y un estado donde ya es estacionario el flujo(t=1500). La
figura 5.10 muestra una representacién de las velocidades sobre el mismo dominio de
estudio y con el mismo perfil de la figura 5.9, para los mismos tiempos. Por tltimo, la
figura 5.11 muestra la presién para los mismos tiempos y el mismo dominio. El mapeo
de colores, tanto en la temperatura como en la presion, va del color azil para valores
menos intensos al color rojo para los valores mas intensos.

5.2. Pruebas de rendimiento

El objetivo de este trabajo, como se comenté en la introduccion; es medir de alguna
manera la mejora en rendimiento al utilizar GPU contra la versiéon ya implementada
sobre CPU. De esta manera se toma como base el problema ya descrito para la cali-
bracién y se miden los tiempos de ejecucién de las diferentes funciones que constituyen
el método de solucion, las funciones reportadas son las que se describen en la seccién
4.3.1. Estos tiempos se toman para mallas de diferentes tamafos, pero conservando el
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Figura 5.9: Resultado final en la simulacién de flujo convectivo, mapeando la temperatura

sobre un plano YZ
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Figura 5.10: Resultado final en la simulacién de flujo convectivo, mapeando la velocidad

sobre un plano YZ
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Figura 5.11: Resultado final en la simulacién de flujo convectivo, mapeando la presién

sobre un plano YZ
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mismo planteamiento fisico y las mismas condiciones para los métodos de solucion.

Ademsds de BiCGStab, también se realizaron mediciones utilizando precondiciona-
miento, en este caso mediante el precondicionamiento de Jacobi.

En los resultados que se presentan a continuacién tomamos en cuenta lo siguiente.
Dado que TDMAS3D se ejecuta sobre CPU, sélo se toma el tiempo de ejecucion de la
funcién completa (Solver Principal). En el caso de ViennaCL (BiCGSTAB) se toman
en cuenta los tiempos de sus principales componentes con la finalidad de proponer
alguna optimizacion al final de este trabajo. Las principales componentes del solver
BiCGSTAB son las siguientes:

1) Compresién a CRS: Originalmente, la matriz generada por TUNAM, cuando
se aplica el método de volumen finito, se almacena en arreglos que representan las
diagonales de la matriz en donde estan los elementos diferentes de cero, véase figura
3.7. Este almacenamiento no es éptimo para el método BiCGSTAB, por lo que se
construyé una funcién de transformacion al formato CRS.

2) Transferencia CPU-GPU: La matriz y el lado derecho (RHS) del sistema se
deben transferir a la memoria del GPU. Dado que la matriz puede ser muy grande,
estos tiempos de transferencia pueden ser muy grandes.

3) Precondicionamiento: En esta parte se construye una matriz M tal que al multi-
plar el sistema por M, el condicionamiento del sistema disminuye con lo que en principio
el niimero de iteraciones del algoritmo de soluciéon debe reducirse. En nuestro caso usa-
mos el precondicionador de Jacobi, que consiste en una matriz cuya diagonal es la
inversa de la diagonal de la matriz original, y los elementos fuera de la diagonal son
todos cero. Este precondicionador es muy féacil de construir, sin embargo puede que
no reduzca sustancialmente las iteraciones. Otros precondicionadores son mas compli-
cados y toman tiempo adicional para su construccion, por lo que se decidié para este
trabajo no estudiarlos. Ademas, el precondicionador de Jacobi ya viene implementado
en ViennaCL.

4) BiCGStab_GPU: Algortimo BiCGStab.

5) Transferencia GPU-CPU: Una vez obtenida la solucién, ésta se debe transmitir
al memoria del CPU para su posterior procesamiento. Dado que es un solo vector, esta
transferencia es mucho menor que del inciso 2).

En la tabla 5.1 se presentan los tiempos en segundos requeridos para resolver los
sistemas lineales. Se muestran los tiempos para TDMA3D y ViennaCL (BiCGSTAB)
con y sin precondicionamiento. En este caso por cada variable se genera un sistema
lineal en cada paso de tiempo. De esta manera si tenemos 5 variables y en todas las
pruebas se tomaron 2500 pasos de tiempo, tanto para TDMA3D como para ViennaCL
(BiCGSTAB) se ejecutaron 12500 veces a lo largo de cada solucién.

Observamos que el tiempo total del programa con TDMA es de 455.81 segs, de estos
239.88 se usaron en la solucién de los sistemas, es decir el més del 50 % del proceso
total. En el caso de BiCGSTAB, el tiempo del solver principal fue de 409.55 segs, lo
cual es més del 62 % del tiempo total de procesamiento (622.65 segs). De los 409.55segs.
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Funcién TDMA ViennaCL ViennaCL GPU
GPU Precondicionado
Solver Principal 239.88 409.55 456.25
Compresién a CSR _ 249.56 249.00
Transferencia CPU-GPU - 82.58 83.80
Precondicionamiento _ _ 0.10
BiCGStab_GPU _ 31.37 77.76
Transferencia GPU-CPU - 0.14 0.17
Tiempo total 455.81 622.65 681.08

Tabla 5.1: Tiempos obtenidos para una malla de 48x48x48 nodos.

Funcién TDMA ViennaCL ViennaCL GPU
GPU Precondicionado
Solver Principal 717.29 979.70 991.65
Compresién a CSR _ 606.27 600.03
Transferencia CPU-GPU - 199.10 201.95
Precondicionamiento _ _ 0.01
BiCGStab_GPU - 63.34 76.32
Transferencia GPU-CPU _ 0.24 0.17
Tiempo total 1583.49 1842.57 1894.82

Tabla 5.2: Tiempos obtenidos para una malla de 64x64x64 nodos.
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5. RESULTADOS NUMERICOS

Funcién TDMA ViennaCL ViennaCL GPU
GPU Precondicionado
Solver Principal 2263.68 3451.30 3439.80
Compresién a CSR _ 2184.94 2122.98
Transferencia CPU-GPU - 696.43 697.36
Precondicionamiento _ _ 0.01
BiCGStab_GPU _ 183.59 231.68
Transferencia GPU-CPU - 0.57 0.31
Tiempo total 5321.08 6418.31 6384.03

Tabla 5.3: Tiempos obtenidos para una malla de 96x96x96 nodos.

Funcién TDMA ViennaCL ViennaCL GPU
GPU Precondicionado
Solver Principal 10236.54 9900.30 10089.65
Compresién a CSR _ 6313.12 6857.32
Transferencia CPU-GPU - 1721.91 1726.15
Precondicionamiento _ _ 0.10
BiCGStab_GPU - 428.29 497.12
Transferencia GPU-CPU _ 0.14 0.53
Tiempo total 17860.90 17210.42 17682.68

Tabla 5.4: Tiempos obtenidos para una malla de 128x128x128 nodos.
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5.2 Pruebas de rendimiento

Funcién TDMA ViennaCL ViennaCL GPU
GPU Precondicionado
Solver Principal 25057.00 20902.90 20955.67
Compresién a CSR _ 13908.72 13945.47
Transferencia CPU-GPU - 4038.98 1097.53
Precondicionamiento _ _ 0.31
BiCGStab_GPU _ 1711.24 1879.63
Transferencia GPU-CPU - 2.61 1.39
Tiempo total 46579.14 41246.01 42054.81

Tabla 5.5: Tiempos obtenidos para una malla de 192x192x192 nodos.

el 60 % se uso6 en la compresion CRS (249.56 segs.); un poco mas del 20 % fue para la
transferencia CPU-GPU; y sélo el 7.7 % se usé en el algoritmo BiCGSTAB (31.37segs.).
La transferencia de informacién de GPU a CPU fue minima e insignificante (0.14segs.).
Los resultados usando el precondicionador de Jacobi fueron muy similares, aunque
dicha técnica en vez de reducir los tiempos de ejecucion pasé lo contrario, es decir el
programa tardé un poco més. Por lo tanto, para este caso, de una malla de 483, el
precondicionador de Jacobi no es conveniente.

De estas mediciones, se puede concluir que se requiere de una mejor estrategia
para almacenar las matrices provenientes de la discretizacién de volumen finito. Se
debe buscar una manera de evitar el doble almacenamiento: primero en diagonales, y
después su transformaciéon a CRS, pues este trabajo toma el 60 % del tiempo.

Las tablas 5.2, 5.3 y 5.4 presentan resultados en tiempo similares a los que se
muestran en la tabla 5.1 pero para diferentes tamanos de mallas. Se observa en estos
resultados que el método BiCGStab va mejorando con respecto de TDMA conforme se
aumenta el nimero de nodos. En el caso de la malla de 483 la aceleracién es de 239.88
segs. / 409.55 segs. = 0.59, es decir BICGSTAB en GPU es casi dos veces més lento que
el uso de TDMA en el CPU. Sin embargo, para una malla de 1282 los tiempos en ambos
casos son casi los mismos; pero atin no se ve un beneficio del uso de los GPUs. Cabe
destacar que se intenté hacer el experimento con una malla de 2563 pero la tarjeta con
la que contamos ya no tuvo la capacidad en memoria para realizar este cédlculo.

En este punto, la pregunta es: ;Qué pasaria si pudiéramos evitar la transformacién
a CRS, y en vez de ello se almacenaran las matrices directamente en ese formato?. La
respuesta se obtiene midiendo la aceleraciéon obtenida usando GPUs, con y sin CRS.
Esta aceleracion se midié para todos los casos mostrados en las tablas 5.1 a 5.4 y los

o7



5. RESULTADOS NUMERICOS

Puntos de | ViennaCL ViennaCL GPU

la malla GPU Precondicionado
483 0.59 0.53
643 0.73 0.72
963 0.66 0.66
1283 1.03 1.01
1923 1.13 1.11

Tabla 5.6: Aceleracion total.

Puntos de | ViennaCL ViennaCL GPU

la malla GPU Precondicionado
483 1.50 1.16
643 1.92 1.83
963 1.79 1.71
1283 2.85 3.17
1923 3.58 3.57

Tabla 5.7: Aceleracién sin tomar en cuenta CRS.

resultado se muestra en las tablas 5.6 y 5.7. Observamos que evitar la transformacién
CRS es conveniente para obtener un beneficio del uso de los GPUs. En especial, si las
mallas son cada vez mas finas, los beneficios pueden ser mayores ain. Por ejemplo, en
problemas de turbulencia donde se deben resolver escalas muy finas, las mallas deben
contar con varios millones de incégnitas para obtener buenos resultados.

Regresando a la arquitectura del CPU y del GPU, como se muestra en la figura 4.1,
observamos que el GPU tiene mayor capacidad para el cdlculo de operaciones de punto
flotante. Entonces decidimos medir solamente los tiempos de procesamiento de punto
flotante. Los tiempos para el TDMA3D son los del Solver Principal. Para el BiICGStab,
las operaciones de punto flotante sélo son las que se ejecutan en BiCGStab_GPU. La
tabla 5.8 muestra la aceleracion para cada tamano de malla.
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5.2 Pruebas de rendimiento

Puntos de | ViennaCL ViennaCL GPU

la malla GPU Precondicionado
483 7.65 3.08
643 11.32 9.40
963 12.33 9.77
1283 23.90 20.59
1923 14.64 13.33

Tabla 5.8: Aceleracién comparando sélo las operaciones de punto flotante.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se realizé un estudio del desempeno de la solucién del problema de
conveccién natural usando varias implementaciones. Las soluciones se obtuvieron men-
diante la aplicacién del método de volumen finito sobre mallas ortogonales. Se utilizé
el sistema TUNAM que ya tiene implementado el método y que utiliza originalmente
el algoritmo TDMAS3D para resolver los sistemas lineales resultantes. Nuestro objetivo
fue comparar este algoritmo, el cual se ejecuta en CPU, contra una implementacién
del método BiCGStab el cual se ejecuta en GPUs. Esta implementacién se realizén
utilizando la biblioteca ViennaCL.

De los resultados obtenidos sacamos las siguientes conclusiones:1) La implementa-
cién original de TUNAM es conveniente cuando las mallas no son muy finas, hasta
963; 2) Cuando las mallas comienzan a refinarse, se comienza a ver los beneficios de
algoritmos iterativos, como el BiCGStab, pues los sistemas ademas de ser dispersos,
son muy grandes, y los algoritmos de tipo subespacio de Krylov son convenientes en
esos casos; 3) TUNAM almacena originalmente las matrices de los sistemas en arreglos
que representan las diagonales diferentes de cero, sin embargo este almacenamiento
estd orientado a optimizar los procesos del algoritmo TDMA3D; 4) Para hacer un uso
6ptimo del algoritmo BiCGSTAB se requiere que la matriz del sistema se almacene
en algin formato més general como CRS (o Compressed Column Storage, CCS), por
lo tanto se requiere de una transformacién previa al uso del algoritmo BiCGStab; 5)
Observamos que dicha transformacién requirié de un tiempo excesivo, lo cual ocasioné
que los tiempos de cémputo no tuvieran beneficio en GPUs; 6) Si hacemos la medicién
de la aceleracién sin tomar en cuenta la trasnformacion a CRS observamos que si hay
beneficio en el uso de los GPUs, por lo tanto se sugiere realizar un estudio de ingenieria
de software para modificar un poco la arquitectura de TUNAM y que sea posible al-
macenar las matrices de los sistemas directamente en el formato CRS; 7) Con el avance
constante de la tecnologia, creemos que con tarjetas con mas memoria y mayores velo-
cidades de transferencia CPU-GPU, los beneficios pueden ser bastante notables. Sobre
todo en problemas donde se requieran mallas muy finas, tal es el caso de problemas de
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flujo turbulento donde se deben resolver muchas escalas; 8) Si uno mide solamente los
tiempos de las operaciones de punto flotante en ambas implementaciones observamos
una aceleracién de hasta 23x para el caso de una malla de 1283 . Pero en la préctica,
al menos por ahora, no es posible llegar a esta tasa de aceleracién.

Finalmente, la biblioteca ViennaCL puede ser muy conveniente para realizar unas
primeras pruebas de aceleracion de cédigos en GPUs. Pero una vez realizada la primera
implementacién, se deben buscar alternativas a ciertas implementaciones para lograr
una mayor eficiencia. Por ejemplo, el uso de los diferentes tipos de memoria dentro de
ViennaCL no es tan directo y eso puede limitar los resultados finales.
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Apéndice A

Especificaciones de tarjetas de video

NVIDIA GeForce GTX 680

Especificaciones de la GPU Valor

Nicleos CUDA 1536

Frecuencia de reloj normal 1006

Frecuencia acelerada 1058

Tasa de rrelleno de texturas 128.8

Frecuencia de la memoria (Gbps) 6.0
Cantidad de memoria 2048 MB

Interfaz de la memoria 256-bit GDDRb

Ancho de banda max. 192.2

Tabla A.1: Especificaciones técnicas de la tarjeta gragica con chip GTX 680 de
NVIDIA
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