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Capitulo 1

Résumé

L'objectif de ce travail est de donner des solutions pour deux problemes dans
la théorie qualitative des équations différentielles ordinaires: le probléeme tangen-
tiel du centre et le probléme de la monodromie dans deux cas non-génériques. On
va commencer par expliquer les problemes. Ces deux problemes dérivent d'un
probléeme classique connu comme le probleme du centre qui a été posé par H.
Poincaré en 1882 [33]. Il demande de donner les conditions pour qu'une équation
différentielle polynomiale dans le plan réel puisse avoir un point critique de type
centre. Il est tres difficile de trouver une solution complete pour le probleme de
Poincaré. Alors V. Arnold a proposé d'étudier une version facile du probleme.
L'approche qu'Arnold propose est de comprendre ce qui se passe pour les petites
déformations des équations différentielles hamiltoniennes.

Pour préciser la version tangentielle du probleme du centre, considérons
F € R[z,y|] un polynéme & coefficients réels et 1'équation hamiltonienne donnée
par ¢ = Fy et §y = —F,. On s'intéresse ici seulement a la topologie des solutions.
On va écrire alors cette équation hamiltonienne dans sa forme d'équation de
Pfaff, c'est a dire dF' = 0. Cette équation définit une foliation singuliere dans le
plan réel dont les feuilles sont données par les courbes de niveaux du polynome
F'. On va supposer que cette foliation admet un point singulier de type centre.
Les courbes de niveaux {F' = c}, avec ¢ € (R, ¢g), définissent une famille con-
tinue d'ovales dans un voisinage du point critique du type centre. Par abus de
langage, on va appeler les points critiques de Morse de F', qui correspondent a
des points critiques de type centre pour la foliation dF' = 0, des points critiques
de type centre de F.

Soit 1 une 1-forme polynomiale et ¢ un parametre réel assez petit. On per-
turbe la foliation dF' = 0 de la maniére suivante:

dF +en=0. (1.1)

Maintenant, considérons une famille continue d'ovales 6(z), contenues dans les

courbes de niveaux {F = z}, ol tous les valeurs z sont des valeurs réguliéres.
La fonction déplacement pour le flot de (1.1) et par rapport & la famille

continue des orbites §(z), avec z € (R,2’) (ou 2’ est une valeur réguliere), est
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une fonction analytique qui depend des valeurs de z et du parametre . On peut
I'exprimer par la série de puissances suivante:

D(z,¢e) = 11(2)54—[2(2)52 N

ou les fonctions Iy, sont des fonctions analytiques définies sur un voisinage (R, 2’).
Ces fonctions sont aussi appelées fonctions de Poincaré-Pontryagin ou fonctions
de Melnikowv.

Il y a une étroite relation entre les cycles limites qui peuvent surgir a partir
des orbites périodiques §(z) apres la perturbation (1.1) et les fonctions de Poin-
caré-Pontryagin. En considérant la famille de cycles §(z) loin des polycyles!, on
a que les zeros isolés de la premiere fonction I, qui n'est pas identiquement
zéro?, donnent une cote supérieure pour le nombre de cycles limites surgissant
de la famille continue §(z), avec z € (R, z’), dans la perturbation (1.1) [26].

Pour connaitre la premiere fonction de Poincaré-Pontryagin qui ne s'annule
pas identiquement il faut connaitre les conditions pour que ces fonctions soient
identiquement zéro. Le théoréme de Poincaré-Pontryagin [26], nous donne la
forme précise de la fonction Iy, il nous dit que I; est une intégrale abélienne par
rapport a n et les ovales 0(2);

he) = [ X (1.2)

Le probleme tangentiel du centre demande justement de donner les conditions
pour que l'intégrale (1.2) s'annule identiquement.

Probléme 1.0.1. (tangentiel du centre) Quelles sont les conditions sur F', 1 et
8(z) C {F =z} pour que f5(z) 1 soit identiquement zéro?

En 1969 Yu. S. Ilyashenko a résolu le probleme dans le cas générique ou
F € R[z,y] est un polynéme & coefficients réels, de degré d, tel que tous ces
points critiques sont des points critiques de Morse a valeurs critiques distinctes
entre elles, et la partie homogene de F' de plus grand degré est un produit de d
facteurs linéaires distincts. On appelle cette derniére condition la transversalité a

l"infini. 11 a donné le résultat suivant:

Théoréme 1.0.1. (llyashenko [24]) Supposons que F € Rlx,y| satisfait les
hypothéses de généricité ci-dessus. Soit 6(z) C {F = z} une famille continue
des ovales dans le plan réel. Soit n une 1-forme polynomiale, alors f5(z) n=0,
si et seulement si, il existe des polynomes g, R tels que n = gdF + dR.

Dans les cas non-génériques l'expression pour 7 peut étre bien différente
de celle du cas générique, comme on peut le constater dans les récents tra-
vaux de M. Uribe [39] ol il étudie le cas ol le polynéme F est un produit de
droites en position générale. M. Uribe et M. Pelletier [32] ont ensuite étendu

1Si on travaille pres des polycycles on peut avoir le phénomene des cycles de type aliens

5]

2 Aussi appelée comme la fonction principale de Poincaré-Pontryagin.



ce résultat pour des déformations isomonodromiques. Aussi dans [8] C. Chris-
topher et P. Mardesic ont étudié les cas non-génériques concernant la famille
des polynomes hyper-elliptiques. Il reste encore plusieurs cas non-génériques a
comprendre. Le but de cette these est d'étudier une famille d'équations différen-
tielles hamiltoniennes, qui nous permettrons de distinguer les effets qui dérivent
du manquement des hypotheéses de généricité. Cette famille est constituée par
des équations hamiltoniennes dont le hamiltonien F' est un produit de polynémes
de degré supérieur ou égal a 1, et qui ne sont pas nécessairement transverses a
'infini. Plus précisement, on considérera ici une famille de polynoémes a coeffi-
cients réels, qu'on va noter F,.(R), définit de la maniére suivante:

Nous dirons que F € R[z,y] appartient & F,.(R), si et seulement si, F' est de
la forme

= H i, (1.3)
j=1

ou f; = flnjj + g, sont des facteurs irréductibles de F dans R[z,y], n; € Z*1, fi;
est un polynéme linéaire, f1; # fi; pour j # ¢, f1;(0) = 0 et g; est un polynéme
dont degg; < n;, et F' définit un bon partage de RP? & r branches (Définition
3.5.5) et a une bonne multiplicité d l'infini (Définition 3.6.2).

Notons que la famille F.(R) ne satisfait pas les conditions de généri-
cité d'Ilyashenko puisque tous les points critiques obtenus par les intersections
de courbes algébriques {f; = 0} sont & valeur critique zéro. Aussi, la partie
homogene de plus grand degré pour F', qui est donnée par H;l:l flnjj7 n'est pas
nécessairement un produit de facteurs linéaires distincts.

On va donner une solution pour le probléme tangentiel du centre pour deux
sous-ensembles de la famille F,.(R). Pour un de ces sous-ensembles on va démon-
trer le résultat suivant:

Théoreme 1.0.2. (Voir Chapitre 5)

Soit § un cycle évanescent’ de F € F.(R) par rapport ¢ un point critique de type
centre. Supposons que tous les points critiques F de type centre sont a valeurs
critiques distinctes. Alors fé(z) n =0, si et seulement si, il existe b, q; € C[F],
dont l'ensemble des zéros de b est contenu dans l'ensemble des valeurs critiques
de F, et g,R € Clz,y] tels que,

r—1
b(F)n =Y q;(F)n; + gdF + dR,
j=1

ot n; :F%j, pour j =1,...,r—1.

L'autre sous-ensemble qu'on va considérer est celui constitué des polynomes
F € F.(R) qui sont invariants sous la réflexion S(z,y) = (—=z,y). Pour ce
sous-ensemble on va démontrer le résultat suivant:

Théoréme 1.0.3. (Voir Chapitre 5)
Soit § un cycle évanescent* de F € F.(R) par rapport a un point critique de type

3Voir sous-section 3.2.2
4Voir sous-section 3.2.2
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centre contenu dans l'aze des y. Supposons que F est invariant sous la réflexion
S(x,y) = (—z,y), tel qu'uniquement les point critiques de type centre qui sont
symétriques sous S peuvent étre au méme niveau critique. Alors, fé(z) n =0,
si et seulement st, il existe b,bj,q; € C[F], dont l'ensemble des zéros de b peut
contenir des valeurs critiques de F, et g, R € Clz,y], tels que,

2s r—1
b(E)n =" bi(F)ii + > q;(F)n; + gdF + dR,
i=1 j=1

ot les 1-formes 7); sont invariantes sous S, n; = F%, pourj=1,...,r—1,ets

est le nombre de points critiques de type centre dans le demi-plan réel {x > 0}.

Pour comprendre le phénomene qui se trouve derriere l'annulation des
intégrales (1.2), notons que dans chaque courbe de niveau {F = z}, on peut
avoir plusieurs ovales. De cette maniere les intégrales abéliennes |, 5(») 11 Peuvent
étre des fonctions multivaluées. Chaque famille continue d'ovales §(z), avec z
dans un voisinage des valeurs regulieres, definie un germe de fonction analyti-
que f s Pour comprendre le rapport entre ces germes de fonctions, on doit
considérer la complexification du polynéme F, c'est-a-dire qu'on considere F'
comme une fonction sur C? & valeurs dans C. Par simplicité on la notera aussi
F, et on notera F~!(z) la surface de Riemann définie par la complexification
de F'. Le théoreme de la fibration de Milnor globale [23] nous dit qu'il existe un
ensemble X fini de valeurs dans C, qu'on appelle des valeurs atypiques, tel que
la restriction F : C2 — F~1(Xf) — C — XF est une fibration localement triviale
et X est I'ensemble le plus petit qui satisfait cela.

En utilisant les trivialisations locales de la fibration de Milnor pour F', on
obtient une action du premier groupe d'homotopie de C — X sur Hy(F~1(z2)):

1(C—Xp,2) x H(F~Y(2)) = H(F~(2)),

tel que & chaque générateur I; de m(C — Xp, 2) et pour chaque élément §(z)
dans Hy(F~1(2)) on associe le cycle obtenu par le transport de §(z) autour de
l;. On note cet opérateur en H;(F~'(z)) definit par I; comme Mon,,, et on
'appelle opérateur de monodromie autour de l;. On va noter Orb(d(z)) 1'orbite
par monodromie du cycle §(z).

Le prolongement, en C — Xp, des intégrales abeliennes |, 5 " dépend de
'orbite par monodromie du cycle §(z). Puisque 7 n'est pas multivaluée, on
a que le prolongement analytique de || 5(z) " le long du lacet [; est donné par
fMonli([s(z)) 7n. Cela implique que, si fé(z) n = 0 alors fv(Z) n = 0 pour tous les
cycles v(z) € Orb(d(z)).

De cette facon le probleme tangentiel du centre est relié au probleme de
connaitre l'espace engendré par la monodromie des cycles en H;(d(2)). En par-
ticulier par une sorte de cycles qu'on appelle cycles évanescents et qui servent
pour former une base pour Hy(F~1(z)) en ajoutant (s'il le faut) d'autres cycles,
qu'on appelle aussi évanescents a l'infini. C'est le probleme de monodromie.



Probleme 1.0.2. (probléme de monodromie) Soit §(z) un cycle évanescent
d'un polynéme F € Clz,y]. Quel est l'espace engendré dans Hy(F~1(z)) par la
monodromie de 6(z)?

Dans cette direction on va démontrer le résultat suivant. Pour cela on notera
Voo le sous-espace de Hy (F~1(z)) engendré par des cycles qui entourent les trous
qu'on obtient quand on enléve les points d'intersection entre la compatification
projective de F~1(2) et la droite & l'infini. On notera Vg le sous-espace de
Hi(F~Y(z)) engendré par certains cycles qui sont invariants sous la réflexion

S(.’L’, y) = (—LE, y)'

Théoreme 1.0.4. (Voir Chapitre 4)

Soit F' € F.(R) tel que tous ses points critiques de type centre sont & niveauz
critiques distincts. Soit § € Hy(F~1(2)) un cycle évanescent en un point critique
de type centre. Alors,

H (F71(2)) = Orb(6(2)) @ Vao.

Théoreme 1.0.5. (Voir Chapitre 4)

Soit F € F.(R). Supposons que F est invariant sous la réflexion S(x,y) =
(—z,y) et qu'uniquement les points critiques de type centre qui sont symétriques
sous S peuvent étre au méme niveau critique. Soit § un cycle évanescent de F
en un point critique de type centre contenu dans l'aze des y. Alors,

Hi(F7'(2)) = Orb(6(2)) @ Voo @ V.

Maintenant, nous allons donner les idées pour les démonstrations des
théoremes précédents.
Pour donner les idées on va travailler sur un exemple précis. Soit

F=((x—y)?+2x+y) —16)(2* +y — 4)y. (1.4)

On va noter ses facteurs irreductibles dans R[z, y] comme f; = (z —y)? +2(z +
y) =16, fo =2 +y—4det f3=y.

Tout d'abord on va étudier la topologie de la fibre réguliere de F'. Pour cela
notons que ce polynéme F satisfait que tous ces points critiques sont des points
critiques de Morse, tous sont en R? et tous sont & valeurs critiques distinctes.
En R? la foliation definie par dF = 0 a 6 points critiques de type centre et 8
points critiques de type selle. Autour de chaque point critique de type centre
nous avons une famille continue d'orbites périodiques, qu'on va noter §;(z). Ce
sont les cycles évanescents par rapport aux points de type centre. En revanche,
pour les points selles nous n'avons pas d'orbites périodiques dans le plan réel,
mais a cause de la topologie locale autour d'un point de Morse on sait que pour
chaque point selle il y a un cycle en C? qui 'entoure. On va noter ces cycles ;.
Cela est représenté dans le dessin suivant:
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Pour cette configuration nous disons que la courbe définie par F~1(0) défi-
nit un partage & 3 branches de RP? (voir [1] et définition 3.5.1). Notons que le
nombre de branches correspond au nombre de facteurs irréductibles de F' dans
R[z,y]. En [1] A'Campo a montré que dans les partages on peut choisir une bon-
ne orientation pour les cycles d; et 7; de telle facon que le nombre d'intersection
entre ces cycles est égal a 0 ou 1 selon les régles de la table (3.32) dans la sous-
section 3.5.1. Avec ces regles d'intersections entre les cycles évanescents on peut
former un diagramme de Dynkin:

D'un autre coté, d'apres les travaux de Broughton [4] et [3], on a que le
premiér groupe d'homologie de la surface de Riemann F~1(z), pour des valeurs
génériques z, est de la forme H,(F~'(z)) = Z*F) @ A, ot u(F) est la somme
de tous les nombres de Milnor de F' en tous ses points critiques isolés, et A
est un groupe abélien. En plus, par le Théoreme 3.2.3 de Broughton, on sait
que la partie correspondant & Z*(¥) est engendrée par les cycles évanescents de
F et qu'ils sont a la fois linéairement indépendants. Par ailleurs, le groupe A
correspond aux cycles qu'on peut avoir dans un voisinage de l'infini, appelés
cycles évanescents & l'infini. Dans [15] Gravrilov a montré une méthode tres
pratique pour obtenir la dimension de A. Pour cela, en utilisant des coordonnées
tels que la projection de F'~1(2) sur le plan des z soit surjective, on doit prendre
le discriminant de F' par rapport & y, qui est un polynéme A(x, z) en z et z. On
note d(z) le degré de A(z, z) par rapport &  pour des valeurs génériques de z, et
on note d le degré de A(x, z) par rapport & x pour des valeurs génériques de z.
On définit p*(F) = d—d(z) et p(F) = >_.cc p*(F). Dans [15] Gravrilov montre
que p(F) est un invariant topologique et que Hy (F~1(z)) = Z*F) ¢ Z¢(F)  pour
la fibre générique de F'. De cette fagon, d'apres les théoremes de Broughton 3.2.3
on obtient que dim A = p(F").

Pour le polynéme F = ((x — y)? + 2(x + y) — 16)(z? + y — 4)y, apres le



changement de coordonnées & = z —y et § = y on a que A(Z,2) = 16317 +
P(%,z), ou P est un polyndéme de degré plus grand que 17 par rapport & z. Ainsi
nous avons que dim H;(F~1(z)) = u(F), et que 'ensemble de cycles évanescents
{0:}0_1 U {;}5_, est une base de Hy(F~'(2)).

Definition 1.0.1. Nous disons qu'un polynome F € R[x,y| a coefficients réels
définit un bon partage & r branches en RP? si

1. F~Y(0) définit un partage a r branches en RP? (voir définition 3.5.1), et
chaque région de ce partage peut contenir uniquement un point critique de
F.

2. Tous les points critiques de F sont de Morse et contenus en R?.
3. Le diagramme de Dynkin de F' est connexe.
4. p(F)=0.

En particulier, nous avons que notre polynome F = ((z — y)? + 2(z + y) —
16) (22 +y — 4)y définit un bon partage de RP?. Rappelons-nous qu'étre un bon
partage est une des conditions des Théoremes 1.0.2 et 1.0.3.

Maintenant, on va définir les cycles suivants:

1= 7+ -+,

Y2 = 2+ s,

Y3 = v3+v4+ 7,

Y4 = Ya+ Y6+ s,

Y5 = Y+ V5 + 7+ s

Yo = Y2+t + s

et

O, = M —Y2+tv3—Ya+Y5— V7,
O, = Y=+t Y2—73+7% — 75,
O3 = Y1 —778+ Y6 — V4-

Notons que par la formule de Picard-Lefschetz (voir (3.28)) on a que les cy-
cles vérifient Varg(d;(z)) = 4i(#). De maniere analogue, on peut définir ce type
de cycles pour n'importe quel polynéme qui définit un partage en RP2. On
peut montrer que ces cycles {¥;(2)}f_, U{0;(2)}7_; sont linéairement indépen-
dants entre eux. Comme ils sont contenus dans 'ensemble de cycles {v;(2)}5_,
de méme cardinal, on peut remplacer l'ensemble {v;(z)}5_; par l'ensemble
{7i(2)}_; U {0;(2)}7=;. En général, pour des polyndmes qui définissent des
bons partages en RP? on peut démontrer que 1'ensemble engendré par les cycles
{v (z)}§:1 est 'ensemble engendré par les cycles {7;(2)}; U {o;(2) ;;}, ol
n est le nombre de points critiques de type centre, k est le nombre de points
critiques de type selle et r est le nombre de branches du partage défini par F
(voir Proposition 4.1.1). Ainsi, en particulier pour notre Exemple (1.4) nous

avons que

{Fi(2)}imy U{os(2)} o U{8i(2) iy
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est une base de Hy(F~!(z)), pour des valeurs régulieres z de F.

En utilisant la connexité du diagramme de Dynkin et la formule de Picard-
Lefschetz on peut montrer pour notre exemple que l'orbite par monodromie
d'un cycle évanescent §;(z) est engendré par les cycles {7;(2)}5_; U {6:(2)}%_,
En général, pour des bons partages en RP?, on a un résultat analogue (voir
lemme 4.1.2).

Par ailleurs, une propriété des cycles o;(z) est d'étre invariants sous la mono-
dromie. D'un autre c6té on a aussi que les cycles qui entourent les trous, qu'on
obtient quand on enléve les points d'intersection de la compactification projetive
de F~1(z) avec la droite & 1'infini (on les appelle des points d'indétermination),
sont invariants par la monodromie (voir Lemme 3.6.1). On note cet espace V.
La condition d'avoir une bonne multiplicité a l'infini (voir Définition 3.6.2) nous
dit que le nombre de trous obtenus en enlevant les points d'indétermination est
le méme que le nombre de facteurs irréductibles de F' dans Rz, y]. Cela implique
que Vo est engendré par les cycles {o;(2) ;;% (voir Lemme 3.6.3).

De cette fagon, pour notre Exemple (1.4), comme Orb(é( ) = {'71( )39, U
{6:(2)}5_,, et I'ensemble de cycles {7;(2)}5_, U {aj(z)} L U{6:i(2)}8, est une
base de H;(F~1(z)), on obtient que

Hy(F~Y(2)) = Orb(8(2)) @ Vie (1.5)

(qui correspond au Théoréme 1.0.4). Pour tous les détails dans le cas général en
ce sous-ensemble de polynomes, voir Chapitre 4.

Pour ce qui concerne le Théoréme 1.0.2 nous allons prendre 1'espace dual en
cohomologie de de Rham de 1'expression (1.5):

HIn(F71(2)) = Orb(6(2))* @ Vao * . (1.6)

D'autre part, la condition de bonne multiplicité a l'infini sur F' nous dit que les
cycles de V,, sont associés aux cycles qui font le tour des courbes algebriques
f;l(O) pour tout j = 1,...,7. On peut montrer que l'ensemble des 1-formes

polynomiales {n; := Fdf ! }’" ! définit une base de 'espace dual & Vo (Lemme
3 6. 2) D'apres le theoreme de de Rham algébrique [17] nous prenons une base

= {w; }12] ) de H 1o(F~1(2)) constituée de 1-formes polynomiales. Sans perte

de généralité supposons que {w;}/_} est une base de Vi et {w;}'] () st une

base de Orb(5(z))*. On remplace {w;}/_| par la base de V donnée par les
1-formes {n;}’_ =y

Soit 1 une 1 forme polynomiale en C2. Nous exprimons la restriction de n a
n(F),

7,7"7

la surface réguliere F~'(z) en la base {n;}}= Tu{w
w(F)

e ij 2)n; + Z ai(z)wi, (1.7)

ou p; et a; sont des fonctions complexes en les valeurs régulieres z de F'. Sous
la condition |, 5= 0, par prolongement analytique on obtient que f"/(Z) n=0



pour tous les cycles v(z) € Orb(d(z)). Cela nous permet de montrer que tout
les coefficients a; en (1.7) sont zéro (Lemme 5.1.2), de fagon que la restriction
de n & F~!(z) est engendrée juste par les 1-formes n;, avec j = 1,...,r — 1,

r—1

NE-ie) = D Pily- (1.8)
j=1

Cette condition permet de définir par intégration de n— Z;;% p;n; sur les fibres
F~1(2), pour des valeurs régulieres z, une fonction polynomiale R satisfaisant
que (n— E;;l p; (F)n;) —dR s'annule sur tous les vecteurs tangents aux courbes
de niveaux de F'. Autrement dit, il existe une fonction g telle que

r—1

n— ijnj —dR = gdF.
j=1

En utilisant le théoréeme d'extension de Hartogs on a que g est aussi polyno-
miale, ce qui nous permet de conclure Théoreme 1.0.2.

On considére aussi, dans Théoreme 1.0.3, un autre sous-ensemble de
la famille F,.(R) constitué par des polynémes invariants sous la réflexion
S(z,y) = (—z,y). Pour expliquer ce cas-14 on va considerer 'exemple suivant:

Soit F = (22 4+ y — 1)(z — y)(x + y) un polynéme a coefficients réels
invariant sous S(z,y) = (—z,y). On peut vérifier qu'il satisfait la condition
d'étre un bon partage de RP? et d'avoir bonne multiplicité & l'infini. On
représente ses cycles sur le dessin suivant:

En utilisant la formule de Picard-Lefschetz (3.28), on a que Mong(d1(z)) =
01(2) + 91(2) = 61(2) + 72(2) + v3(2) + 75(2). D'un autre coté, a cause de la
symétrie de la réflexion, on a que F(p_1) = F(py1) = 241, ce qui implique
que Mon,,,(01(2)) = 61(2) +6-1(2) + 041(2). Aprés on a aussi Mong(d_1(2) +
041(2)) = 6-1(2) + 041(2) + 4-1(2) + 44+1(2). Comme cela, on obtient 1'orbite
par monodromie de §(z):

Orb(61(2)) =< {61(2),71(2),0-1(2) + d41(2),¥-1(2) + F41(2)} > .

On définit les sous espaces de H;(F~1(z)) donnés par Vs =< {§11(z) —
0-1(2), ¥41(2) = 7-1(2)} >, et Voo =< {01(2),02(2)} >, on 01(2) = n(z2) —
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Y2(2) +7v3(2) —74(2), et 02(2) = 11 (2) —v5(2) +v3(2). On montre que les cycles
514(2) = B-s(2)s 644(2) +0-4(2), 33(2) — 33(2): 35(2) + 35(2) et les cycles ay(2)
forment une base de H(F~!(z)) pour la fibre réguliere de F. Cela nous permet
d'exprimer 1'homologie comme:

Hi(F7'(2)) = Orb(6(2)) @ Voo © V.

En utilisant cette expression on peut montrer le Théoreme 1.0.3 de maniere
analogue a la démonstration du Théoréme 1.0.2 (pour plus de détails voir Section
5.2).



Capitulo 2

Introduccion

El trabajo de esta tesis se enfoca en el estudio de las perturbaciones polino-
miales de foliaciones Hamiltonianas.

Como es bien conocido, las foliaciones Hamiltonianas pueden presentar pun-
tos singulares de tipo centro que se caracterizan por presentar un continuo de
orbitas periédicas en toda vecindad suficientemente pequena. Estas foliaciones
son integrables y al ser perturbadas adecuadamente pueden dar lugar a nue-
vas Orbitas periddicas (ciclos limite) aisladas de otras o6rbitas periddicas. El
nacimiento y localizacion de estos ciclos es un problema que se investiga desde
inicios del siglo XX y en el que han confluido distintas dreas de las matematicas.

Dependiendo de las caracteristicas de la integral primera que define a la fo-
liacion, es posible dar criterios para establecer cudndo una perturbacion de ésta
podria dar lugar al nacimiento de ciclos limite. Este trabajo se centra justamen-
te en establecer uno de estos criterios. A saber, dada una funcién polinomial F'
que define lo que llamaremos una buena particién de RP?, daremos condiciones
sobre esta funcién bajo las cuales es posible caracterizar completamente a todas
las 1-formas 7 que satisfacen la primera condicién necesaria para la preservacion
de un centro en la perturbacién de la foliacién integrable definida por F.

Para poder establecer con més precisién el resultado obtenido daremos bre-
vemente en las siguientes lineas el contexto histérico en el cual estd planteado
el problema.

2.1. Contexto histdrico

Estudiar las soluciones de ecuaciones diferenciales sin conocer explicita-
mente a las funciones que las definen ha sido uno de los principales desafios
de las mateméticas del siglo XX. Este enfoque fue propuesto por H. Poin-
caré para dar una alternativa a las limitaciones del estudio cuantitativo de las
ecuaciones diferenciales, al saberse que no todas las soluciones de éstas podian
expresarse en términos de funciones elementales: “Il est nécessaire d'étudier
les fonctions définies par des équations différentielles en elle-mémes et sans

11
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chercher a les ramener a des fonctions plus simples, ainsi qu'on a fait pour les
fonctions algébriques, qu'on avait cherché a ramener a des radicaux et qu'on
étudie maintenant directement”[33]. En estas palabras de Poincaré estd el
corazén de lo que ahora conocemos como la teoria cualitativa de las ecuacio-
nes diferenciales, dentro de la cual se encuentra el objeto de estudio de esta tesis.

A lo largo de este trabajo hablaremos de ecuaciones diferenciales en
el plano real (o complejo) inducidas por campos vectoriales polinomiales:

&= P(z,y)
y = Q(w,y)

Indistintamente nos referiremos a la ecuacién diferencial (2.1) o al campo vec-
: o) o)
torial P(z,y) 5 + Q(x, y)a—y que la define. . .
A su vez, cuando sé6lo nos interese el comportamiento orbital de las solu-
ciones, sin importar su parametrizacion con el tiempo, usaremos la notacién de
formas diferenciales:

(2.1)

w = Q(z,y)dz — P(z,y)dy = 0.

El espacio nulo de estas 1-formas define una foliaciéon por curvas con singulari-
dades.

En el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales en el plano
real, Poincaré da los primeros pasos estudiando el comportamiento topolégico
de campos vectoriales lineales con puntos singulares no degenerados. De este
estudio surge la actualmente muy conocida, clasificacion topoldgica de puntos
singulares para campos lineales

Tipo Valores propios ~ Forma mormal
Silla M2 <0 v — ya%
Nodo Mg >0 :I:(a:% + ya%) 99
Centro A1 = Hiw;w >0 y% — xa% (2.2)
Paralelo A1 =0, #0 yag
Nilpotente AM=0= X ya@z

Segun esta clasificaciéon, bajo conjugacién topoldgica (que preserve la
orientacién del plano y de las trayectorias) toda ecuacién diferencial lineal
definida por una matriz A € May2(R), donde A\; y Ay son las raices de su
polinomio caracteristico p(A) = det(A — AId), puede ser transformada en una
de las ecuaciones de la tabla 2.2. Cada ecuacién en esta tabla representa a
una clase de equivalencia bajo conjugacion topoldgica y se le denomina forma
normal (topoldgica).

En el caso no lineal se cuenta con el teorema de Grobman-Hartman
el cual establece que, si el campo vectorial tiene parte lineal no degenerada en
un punto singular y la parte real de las raices del polinomio caracteristico p(\)
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de la matriz asociada a la parte lineal es distinta de cero, entonces el campo
vectorial es topoldgicamente equivalente a su parte lineal en una vecindad del
punto singular.

Sin embargo el teorema de Grobman-Hartman no da una conclusién para
los campos vectoriales con singularidades con parte lineal de tipo centro. En ese
caso, el punto singular del campo vectorial podria ser un centro o un foco, i.e.,
una singularidad con curvas en forma de espirales alrededor del punto singular.
Actualmente no se conoce, salvo en casos muy especificos, un criterio para
decidir cuando una singularidad con parte lineal de tipo centro, corresponde
también a un centro del campo vectorial no lineal. Por ejemplo en el campo
vectorial (—y + ms)% + (z + y?’)a%, el origen corresponde a un centro en la
parte lineal, pero es un foco para el campo vectorial no lineal.

El problema de determinar las condiciones para tener un centro fue
planteado por Poincaré en 1882 [33], y es conocido como el problema del centro.
Maés precisamente, este problema se plantea dentro de los campos polinomiales
en el plano real como sigue:

Problema 2.1.1. (Problema del centro)
Consideremos una ecuacion diferencial polinomial en R?;

= P(z,y)
y= Qz,y)

con P,Q € Rlz,y] y degP, degQ < n. Si la ecuacion diferencial (2.3) tiene un
punto singular cuya parte lineal corresponde a una singularidad de tipo centro,
sbajo qué condiciones en P y @ este punto singular es también un centro de la
ecuacion diferencial no lineal?

(2.3)

Un concepto importante en el estudio de este problema, es el concepto de
integrabilidad. Esto es, que las hojas de la foliacién estén contenidas en las curvas
de nivel de una funcién. A nivel local esto se traduce a estudiar la integrabilidad
de gérmenes de foliaciones en puntos singulares.

Definicién 2.1.1. (Integrabilidad)([26],p.180) Dado un germen F = {w = 0}
de foliacion analitica en (C2,0), con w 1-forma analitica en (C2,0), decimos
que éste es integrable si existe una funcién (analitica) F en (C2,0), tal que
wAdF =0. A esta funcion F se le conoce como integral primera (analitica).

Notemos que la condicién w A dF = 0 es equivalente a que w y dF' sean
colineales; i.e., que existe una funcién M tal que MdF = w.

La nociéon de integrabilidad puede extenderse a funciones no analiti-
cas. Por ejemplo, cuando la funciéon F' de la definicién anterior, es una serie
formal, se dice que la foliacién es formalmente integrable. Aumentando la
generalidad de la integral primera, se obtienen nociones de integrabilidad méas
amplias.

A las foliaciones integrables con integral primera analitica también se les
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conoce como foliaciones hamiltonianas, y a su integral primera se le llama
hamiltoniano.

Respecto a las condiciones de centro, actualmente sélo se conocen los
criterios para ecuaciones diferenciales cuadraticas con centros no degenerados
(i.e, con parte lineal de tipo centro). En 1908 H. Dulac[9] ([26], p.224) probé que
si deg P,deg@ < 2 y la ecuacién diferencial (2.3) tiene una singularidad con
parte lineal de tipo centro, entonces la foliaciéon definida por la ecuacion
diferencial (2.3), tiene un centro si y sélo si tiene integral primera analitica.
Dulac también mostré que dentro del espacio de ecuaciones diferenciales
cuadraticas, aquellas que tienen un centro no degenerado forman una variedad
algebraica reducible con 4 componentes denominadas como: Hamiltoniana
(Q¥), Lotka Volterra (QXV), Reversibles (Qf) y sistemas de codimensién 4
(Q4), de acuerdo a las propiedades que cumplen.

Para grados superiores, se sabe, de los teoremas de Poincaré-Lyapunov
(para foliaciones en (R?,0)) y de Mattei-Moussu (para foliaciones en (C2,0))
([26],p.182, p.191), que para campos vectoriales analiticos planos no degenera-
dos, la condicién topoldgica de tener una singularidad de tipo centro implica la
existencia de una integral primera analitica local. Sin embargo, también existen
campos vectoriales planos integrables con singularidades de tipo centro, pero
sin integral primera analitica.

Para entender los casos en que se pierde la analiticidad de la integral
primera, es necesario extender la nocién de integrabilidad. La nocién de inte-
grabilidad mas general, después de la integrabilidad analitica, es la conocida
integrabilidad de Darbouz’.

Definicién 2.1.2. (Integrabilidad de Darbouz) Una foliacién singular holo-
morfa en (C2,0) se dice que es Darboux integrable, si puede ser definida por
una 1-forma meromorfa cerrada w.

La integral primera de una foliacién Darboux integrable es una funcién mul-

tivaluada de la forma
d

= Hfi/\i(x7y)'6 )

i=1

@

con g,h,f; € Clz,y] y \; € C, llamada funcion de Darboux, o funcidon de
Darboux generalizada cuando la parte exponencial es no constante.

Cuando la integral primera, asociada a un centro, no es analitica, es
frecuente que ésta sea una funcién de Darboux.

Por otro lado, otro concepto importante asociado a la naturaleza de
los centros es el concepto de simetrias.

1Hay nociones més generales después de la integrabilidad de Darboux, por ejemplo la
integrabilidad de Ricatti y la integrabilidad de Liouville.
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Definicién 2.1.3. Una involucién no trivial S : (z,y) — (X(z,y),Y (x,y))
del plano R?; So S =id, con X yY funciones algebraicas (analiticas), es una
simetria algebraica (analitica) para un sistema plano, si mantiene fijo al sistema
pero invierte la orientacion de sus soluciones.

Resulta que todo centro no degenerado es invariante bajo alguna simetria
analitica. Esto es debido a que, bajo un cambio analitico de coordenadas, todo
centro tiene una integral primera de la forma X2 + Y2,

Una foliacién con simetrias puede tener centros degenerados sin necesidad
de tener integral primera analitica. Por ejemplo, la foliacién definida por la
I-forma w = 23dx + y3dy — 1/22%y?dy, presenta una simetria algebraica de
reflexién (x,y) — (—=z,y), sin embargo no tiene integral primera analitica ([26],
p. 190).

Asi pues, la integrabilidad de Darboux y la presencia de simetrias
estan dentro de las principales causas para que una foliacién real plana pueda
tener un centro [6]. Pero no se sabe si son las tnicas causas. El problema del
centro sigue siendo un problema abierto, atun dificil de resolver completamente.

Paralelo al problema del centro se encuentra el problema 16 de Hil-
bert, enunciado por D. Hilbert, dentro de una lista de 23 problemas, en el
Congreso Internacional de Matemaéticas en Paris en 1900. Este en su segunda
parte pide lo siguiente:

Problema 2.1.2. (16 de Hilbert)

Dada una ecuacion diferencial polinomial en el plano real (2.3). ;Cudl es el
ndmero mdzximo de ciclos limite para todos los posibles P y Q? Y squé se puede
decir de la posicion relativa de los ciclos limite?

En 1936 H. Dulac afirmé la finitud individual de los ciclos limite, i.e, para
cada ecuacién diferencial polinomial (2.3) el nimero de ciclos limite es finito.
Pero la prueba de Dulac estaba incompleta. Fue hasta principios de 1990 que,
de manera independiente, Y. Ilyashenko [25] y J. Ecalle [10], demostraron la
afirmacion de Dulac.

Sin embargo, actualmente no se sabe si existe una cota uniforme finita
de los ciclos limite, que dependa sélo del grado n del campo. Suponiendo su
existencia, ésta suele denotarse como H(n), el nimero de Hilbert. Para campos
lineales es evidente que H(1) = 0. Pero para n > 2 incluso la finitud de H(n)
es un problema abierto ([26], p. 442).

Para entender los problemas en situaciones més sencillas, V. I. Arnold
sugirié un nuevo enfoque que propone analizar lo que ocurre en perturbaciones
de foliaciones Hamiltonianas. En términos locales, se formula lo que se conoce
como la versién infinitesimal del problema 16 de Hilbert:

Consideremos una foliacién integrable MdF = 0, con factor de inte-
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graciéon M, y realicemos la siguiente perturbacion:
MdF +en =0, (2.4)

donde la integral primera F no necesariamente es analitica en todo el plano R?;
con 7 1-forma polinomial, y € un parametro real suficientemente pequeno.

Problema 2.1.3. (infinitesimal 16 de Hilbert) Dar una cota superior, en fun-
cion del grado de la familia (2.4), del nimero de ciclos limite que pueden apa-
recer en ésta.

Es decir, dar una cota de los ciclos limite que surgen del sistema integrable
MdF = 0 al realizar la perturbacién (2.4).

Si se comsidera la funcién de desplazamiento asociada a una Orbita
periédica d(z), en la familia de foliaciones (2.4), el teorema de Poincaré-
Pontryagin (seccién 3.1, teorema 3.1.1) muestra que el término de primer
orden, de su desarrollo en series de potencias respecto al pardmetro ¢, estd dado
por la integral de Poincaré-Pontryagin,

Ui

—. 2.
sy M (2.5)

Cuando se trabaja en la vecindad tubular de una 6rbita regular §(z),
que no incluya policiclos, resulta que los ciclos limite que se bifurcan de
la perturbacién (2.4), estdn acotados por los ceros de la integral (2.5),
siempre que esta integral no sea idénticamente cero en la familia continua
de 6rbitas periddicas de la vecindad tubular de 6(z). Sin embargo, aqui es
importante remarcar que esto no es cierto si se trabaja en la vecindad de
un policiclo. En esos casos, puede haber ciclos limite que no correspondan a
ceros de una integral del tipo (2.5). Estos ciclos son conocidos como ciclos
limite de tipo Alien [5]. En esta tesis no consideraremos el caso de vecinda-
des de policiclos. Sélo trabajaremos los casos de vecindades de érbitas regulares.

De esto se tiene la version tangencial del problema 16 de Hilbert:

Problema 2.1.4. (tangencial 16 de Hilbert)
Dar una cota superior del nimero de ceros aislados de la integral (2.5).

Cuando la integral (2.5) se anula idénticamente, ya no proporciona una co-
ta de los ciclos limite, y deben considerarse términos de orden superior, en el
desarrollo en serie de potencias de la funcién de desplazamiento, para dar una
cota. Sin embargo, desde el punto de vista de conservar orbitas periddicas en
la perturbacién (2.4), ya que la integral (2.5) es el término de primer orden
del desarrollo en series de la funcién de desplazamiento, que la integral (2.5) se
anule idénticamente puede interpretarse como una aproximacion tangencial a un
centro. De este modo también surge lo que se conoce como la version tangencial
del problema del centro;
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Problema 2.1.5. (Tangencial del centro)
Dar condiciones en la perurbacion (2.4), de modo que la integral (2.5) sea
idénticamente cero.

El anélisis de la posibilidad de encontrar condiciones bajo las cuales la inte-
gral f 5(2) 17 se anule idénticamente estd relacionado con la continuacién analitica
de esta integral como funcién de z. Esto se estudia considerando la complejifica-
cién de F, de modo que los conjuntos de nivel F~1(z) son superficies de Riemann
contenidas en C2. Existe un conjunto discreto de puntos en C, tales que cuando
z rodea a uno de esos valores, se producen cambios no triviales en las clases
de los ciclos en el primer grupo de homologfa de la superficie F~1(z). A este
fenémeno se le conoce como monodromia. Para conocer la continuacion analitica
de [, 5(2) 17 necesitamos conocer cémo cambia el ciclo d(z) bajo la monodromia.
A esto se le conoce como el problema de monodromia:

Problema 2.1.6. (Problema de monodromia) ;Cudl es el espacio generado por
la orbita por monodromia de un ciclo evanescente §(z) en la 1-homologia de la
fibra reqular de F?

En el caso genérico, cuando F' es un polinomio con coeficientes reales, Il-
yashenko [24] probé que, si §(z) es una familia continua de érbitas periddicas
reales, entonces la érbita por monodromia de §(z) genera a todos los ciclos de
H1(F~1(2)). Con esto Ilyashenko resolvié también el problema tangencial del
centro en el caso genérico para F' polinomial; mostré que si 77 es una 1-forma
polinomial entonces

/ n=0 siysolosin=gdF +dR,
6(2)

con g, R polinomios.

Cuando la integral primera F es una funcién de Darboux, para el ca-
so genérico Christopher y Mardesic [7] probaron que si §(z) es un ciclo
evanescente (ver subseccién 3.2.2) entonces la monodromia de 0(z) genera a
todos los ciclos de Hj(F~'(z)) contenidos en la vecindad de una separatriz.
Con esto también resolvieron el problema tangencial del centro para este caso.

Esto es, si F = ngl fj con f; € Rlz,yl y A\; € RT tal que L ¢Q, entonces?
d
N g0 dfj | g dF R
M:Oszysolo SZM ZGJT] MFer(M ,
(5(2) j=1 J
donde g,R € Clz,y] y a; € C.

Estas soluciones nos muestran que un primer paso para resolver el
problema tangencial del centro, es conocer qué tanto genera la drbita por

2Msés otras hipétesis de genericidad en [7].
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monodromia de §(z) en la 1-homologia de las superficies de nivel, F~1(z),
de la complejificacién de F. En algunos casos no genéricos, como en [39],
[8] ¥ [32], resulta que la 6rbita por monodromia de un ciclo evanescente no
necesariamente genera toda la 1-homologia de F~1(2), y esto se traduce en el
problema tangencial del centro, en agregar otros términos a la expresiéon de la
forma 7 del caso genérico.

En esta tesis estudiaremos una familia de ecuaciones hamiltonianas no
genéricas. Esta familia satisface ciertas condiciones geométricas que permiten
calcular la orbita por monodromia de los ciclos evanescentes, y caracterizar
a los ciclos que estdn en el complemento de la 6rbita por monodromia. Esto
nos permitird solucionar el problema de monodromia, y a su vez el problema
tangencial del centro para dos subconjunto de esa familia de ecuaciones
hamiltonianas. A continuacién describiremos esta familia con méas precisién.

2.2. Resultados de la tesis

Sea F' € Rz, y| tal que su correspondiente ecuacién hamiltoniana & = Fy,
1y = —F}, tiene al menos un punto singular de tipo centro. Consideraremos tam-
bién su ecuacion de Pfaff asociada, dF' = 0. La foliacién singular de curvas de
nivel reales {F = ¢}, ¢ € (R, ¢p), define una familia continua de ovalos (reala-
cionados a 6rbitas periddicas de la ecuacién hamiltoniana) en una vecindad de
cada punto singular de tipo centro.

Dentro de este texto los puntos criticos de Morse de F' que corresponden
a puntos singulares de tipo centro de la ecuacion hamiltoniana seran llamados
puntos criticos de tipo centro de F.

Ahora, definiremos una familia de polinomios reales, que serdn los hamilto-
nianos de la familia de ecuaciones hamiltonianas no genéricas que considerare-
mos en esta tesis. El proposito de estudiar esta familia particular es que ésta
nos proporciona un modelo de ecuacién hamiltoniana que nos puede servir para
entender otros casos no genéricos, esto mediante una foliaciéon grande que co-
necte este tipo de hamiltonianos con otros que tengan la misma estructura (ver
capitulo 6).

Sea F,.(R) la siguiente familia de polinomios reales: F' € F,.(R) si es de la
forma

F=1145 (2:6)
j=1

donde f; = flnjj + g; son factores irreducibles de F' en R[z,y|, n; € ZT, fi,
es lineal, f1;(0) = 0 y g; es un polinomio con degg; < n;j, y F define una
buena particion de RP* con r ramas (ver definicién 3.5.5) y tiene una buena
multiplicidad al infinito (ver definicién 3.6.2).

Perturbamos a la foliacién hamiltoniana dF' = 0 de la siguiente manera:

dF +en =0,
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cone € (R, 0) y n 1-forma polinomial. Queremos conocer aquellas 1-formas 7 que
preservan en un primer orden a las dbitas periddicas de la foliacién hamiltoniana
dF = 0. Esto es equivalente a caracterizar las 1-formas 7 tales que |, 5" = 0
(como se verd en la seccién 3.1) y que corresponde al problema tangencial del
centro. Para esta familia de hamiltonianos F' mostraremos lo siguiente:

Teorema 2.2.1. (teorema 5.1.1, capitulo 5)

Sea & un ciclo evanescente de F' € F,.(R) respecto a un punto critico de tipo
centro. Asumamos que todos los puntos criticos de F' de tipo centro tienen va-
lores criticos distintos. Entonces fa(z) n =0, siy solo si, existen b,q; € C[F],
donde los ceros de b estdn contenidos en el conjunto de valores criticos de F', y
g, R € Clz,y] tales que,

r—1
b(F)n =Y q;(F)n; + gdF + dR,
j=1

con n; = F%, para j =1,...,r — 1.

Teorema 2.2.2. (teorema 5.2.1, capitulo 5)

Sea & un ciclo evanescente de F' € F,.(R) respecto a un punto critico de tipo
centro contenido en el eje y. Asumamos que F es invariante bajo la reflexion
S(z,y) = (—x,y), y que Unicamente los puntos criticos de tipo centro que son
simétricos bajo S pueden tener el mismo valor critico. Entonces, fé(z) n=0, si
y sdlo si, existen b,b;,q; € C[F|, donde el conjunto de ceros de b puede contener
valores criticos de F', y g, R € Clx,y], tales que,

2s r—1
b(F)n =3 bi(F)ii + > q;(F)n; + gdF + dR,
i—1 =1

donde las 1-formas 7; son invariantes bajo S, n; = F%j, para j =1,...,r—1,
y s es el numero de puntos criticos de tipo centro en el semiplano real {x > 0}.

Como se mencioné en la introduccién, el problema tangencial del centro
estd estrechamente relacionado con el problema de la monodromia. Por ello,
para demostrar los teoremas anteriores, necesitamos antes conocer qué tanto
espacio es generado por la érbita por monodromia de un ciclo evanescente. Para
esto, consideraremos la complejificacion de F', que por simplicidad denotaremos
también como F. Para ciclos 6(z) € Hy(F~1(z)) denotaremos por Orb(5(z)) a
la érbita por monodromia de d(z). También denotaremos por V. a el subespacio
de Hy(F~'(z)) generado por los ciclos que rodean a los hoyos en la superficie
regular F~1(z) producidos al quitar, a la compactificacién proyectiva F~1(z),
los puntos de interseccién entre F~1(z) y la linea al infinito L., en RP? (ver
subseccién 3.6.2). En el caso donde el polinomio F' es invariante bajo la reflexién
S(z,y) = (—x,y), también consideraremos el subespacio, que denotaremos Vg,
generado por un conjunto de ciclos invariantes bajo S (ver seccién 4.2). Respecto
al problema de monodromia mostraremos lo siguiente:
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Teorema 2.2.3. (teorema 4.1.1, capitulo 4)

Sea F € F.(R) tal que todos sus puntos criticos de tipo centro estdn en valores
criticos distintos. Sea § € Hy(F~1(2)) un ciclo evanescente en un punto criticos
de tipo centro. Entonces,

H(F71(2)) = Orb(6(2)) ® Vao.

Teorema 2.2.4. (teorema 4.2.1, capitulo 4)

Sea F € F.(R). Asumamos que F es invariante bajo la reflexion S(x,y) =
(—z,9), y que dnicamente los puntos criticos de tipo centro que son simétricos
bajo S pueden estar en el mismo nivel critico. Sea § un ciclo evanescente de F'
en un punto criticos de tipo centro contenido en el eje y. Entonces,

Hi(F7'(2)) = Orb(6(2)) @ Voo © V.

Estos resutlados aportan soluciones al problema tangencial del centro y al
problema de monodromia en la familia de polinomios F,.(R). Se espera que,
mediante el entendimiento de estos casos, en trabajos futuros se puedan com-
prender otros casos no genéricos.



Capitulo 3

Nociones fundamentales
para el problema de la
monodromia y el problema
tangencial del centro

El estudio de este trabajo esta dirigido al analisis del comportamiento de las
orbitas periddicas de foliaciones integrables bajo perturbaciones polinomiales.
En la siguiente secciéon comenzamos haciendo un estudio local en puntos de tipo
centro, y no hacemos distincién al tipo de integral primera que tenemos. Esto
para remarcar que el problema a tratar puede plantearse del mismo modo en
términos mas generales. Conforme avancemos en la exposicién de este trabajo
consideraremos condiciones més especicificas en la integral primera que estu-
diaremos. En general, en este capitulo veremos los conceptos y resultados que
forman parte de la teoria general entorno al problema de la monodromia y el
problema tangencial del centro, y que necesitaremos para llegar a los resultados
de los ultimos capitulos.

3.1. Perturbaciones de orbitas periddicas

En esta seccion desarrollaremos el plantamiento general del problema que se
abordara en esta tesis. Lo que queremos es estudiar lo que ocurre al perturbar
Orbitas periédicas de una foliacion analitica en el plano real. Empezaremos ha-
ciendo un estudio local, por lo que primero consideraremos 6rbitas periddicas en
la vecindad de un punto singular de tipo centro en una foliacién analitica. Esto
significa que en una vecindad del punto de tipo centro la foliacién esta descrita
como

MdF =0,

21
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donde el factor integrante M es una funcién analitica en una vecindad del
punto singular, y la integral primera F' es continua en el punto singular y
analitica fuera de él (no necesariamente es analitica en el punto signular) ([26],
Remark.11.9).

Haciendo uso de la funcién de primer retorno de Poincaré, en vecindades
de érbitas periddicas de la foliacién local MdF = 0, estudiaremos las deforma-
ciones de las Orbitas periédicas después de realizar una perturbacion del estilo
MdF 4 en = 0, con n 1-forma analitica. Veremos que la primera variacién de
la funcién de primer retorno, en su expansiéon como serie de potencias respecto
al parametro ¢, estd dada por la integral de la 1-forma ﬁn en las érbitas
peridédicas de MdF = 0, y que los ceros aislados de esta integral genéricamente
se corresponden con los ciclos limite que pueden surgir de la perturbacién’.
También estudiaremos el concepto de ciclicidad, es decir, el niimero maximo
de ciclos limite que pueden surgir de una Orbita periédica al realizar una
perturbacion, y veremos su relacion con las variaciones de orden superior de la
transformacién de primer retorno.

Consideremos la, foliacién en R? que describimos arriba dada por
MdF =0,

con hojas definidas por las curvas de nivel de F' en la vecindad de un punto
singular de tipo centro. Denotaremos con la variable z a los valores de F, y
denotaremos por 0(z) a las 6rbitas periddicas, en la vecindad del punto singular
de tipo centro, contenidas en la curva de nivel z de F, §(z) C F~!(z).

Realizaremos una perturbacién lineal 1-paramétrica de la foliacién local
MdF = 0, dada por una 1-forma analitica n de la siguiente manera:

MdF +en =0, cone € (R,0). (3.1)

Esta foliacién corresponde a la ecuacién diferencial ordinaria, en el plano real,
dada por
t= MF,+ep(z,y)

: 2
y= —MF,+eq(z,y), (3:2)

donde la 1-forma 7 es igual a p(z, y)dz — q(x, y)dy, con p, ¢ funciones analiticas.

Dividiendo (3.1) por la funcién M, se obtiene una foliacién equivalen-
te dada por
dF + 5% =0, cone € (R,0). (3.3)

Tomemos una vecindad tubular U definida por una unién continua de
orbitas periddicas 0(z), U = (J,cy 0(2), donde V' C R es una vecindad de un
valor regular de F' sin valores criticos. Notemos que U no incluye policiclos
pues no contiene puntos criticos.

1Esto no necesariamente es cierto en el caso de trabajar en la vecindad de un policiclo [5].
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Para estudiar el efecto de la perturbacién (3.3) sobre los ciclos de la
vecindad tubular U, consideraremos la transformaciéon de primer retorno
para las oOrbitas en U, dependiendo del pardmetro €. Para esto tomemos
7 : (R,0) — U, una seccién transversal a las érbitas en U. Como U no tiene
puntos criticos podemos parametrizar la imagen de 7 con los valores de F', de
modo que Fj; = id. Como U = J, .y 6(2), con V abierto conexo contenido en
R — {walores criticos deF'}, entonces parametrizando 7 con los valores de F,
tenemos que la imagen de 7 estd contenida en el abierto V.

Consideremos la transformaciéon de primer retorno de la foliacién (3.3)
respecto a las orbitas en U y dependiendo del parametro ¢:

P:Vx(R,0) — 1%

(,¢) — P(z,¢) (3.4)

Para cada valor del parametro ¢, esta transformacién asocia a cada punto
z en la seccién transversal 7, el siguiente punto en el que la solucién que pasa
por z regresa a la transvesal 7. Denotamos ese punto por P(z,e). Por estar
definida por las soluciones de (3.2), la transformacién de primer retorno es tan
diferenciable como la ecuacién diferencial (3.2) ([26], p. 168). En este caso como
la foliacién (3.3) depende analiticamente de cada variable en la vecindad tubular
U, tenemos que P también es analitica en cada variable, por lo que en particular
admite el siguiente desarrollo en series de potencias convergente:

P(z,e) =z +el(2) + 2 I(2) 4+ - - -, (3.5)

donde las funciones I;(z) son funciones reales analiticas en la variable z, defini-
das en un abierto contenido en V', que sin pérdida de generalidad supondremos
que es el mismo V. Notemos que Ij es idénticamente 1 pues en € = 0 la foliacién
(3.3) es integrable.

La funcién I; representa la j-ésima variacién de la expansion de P respecto a
. Estas funciones son comunmente llamadas funciones de Poincaré-Pontryagin
o funciones de Melnikov. La primera de ellas que no es idénticamente cero,
recibe ademas el nombre de funcidon principal.

Claramente las Orbitas periddicas de la foliacién (3.3) corresponden a
los puntos fijos de la transformacion P.

Sin embargo, en ocasiones es conveniente trabajar con la diferencia entre
la transformacién de primer retorno y la identidad. La funciéon dada por esta
diferencia, D(z,e) = P(z,€)—z, es conocida como la funcidn de desplazamiento.
De esta manera, las érbitas periédicas de (3.3), se identifican con los ceros de
la funcién de desplazamiento. En particular, si la funcién de desplazamiento no
es idénticamente cero, entonces por analiticidad sus ceros son aislados y éstos
representan ciclos limite en la perturbacién (3.3).
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Definicién 3.1.1. ([6], p. 113)([40], p. 6)Decimos que una drbita periddica
0(z) C {F = z}, es generadora de ciclos limite en la foliacion (8.8), si existe
ex > 0 tal que para todo |g| < ex existe un ciclo limite T'. de (3.3) tal que
lim. o Te = §(2) (en la distancia de Hausdorff). En este caso, decimos que los
ciclos limite T'¢ se bifurcan de la drbita periddica §(z).

Nota: La distancia de Hausdorff entre dos conjuntos compactos K y L
esta definida como

dp(K,L) = sup{d(K,z),d(y,L): conz € L,y € K},

donde d(K,z) y d(L,y) denotan a la distancia euclidiana entre un punto y un
conjunto, i.e., la distancia maés corta que hay entre el punto y todos los puntos
del conjunto.

Asi, en la distancia de Hausdorff, dos érbitas periddicas estan a distancia
cero, si y solo si son iguales.

Definicién 3.1.2. [36] Dada una drbita periddica 6(2'), de la foliacion dF = 0,
donde §(2") C {F = 2}, se define la ciclicidad de §(2") respecto a la perturbacion
(8.3), como

cycl(dF + 6l, d(z)) = limsup {#ceros aislados de D(z,¢)}
M z—z' e—0

Es decir, la ciclicidad de 6(z’) respecto a la perturbacién (3.3), es el ntimero
méximo de ciclos limite que pueden bifurcarse de 6(z’) para todo e suficiente-
mente pequeno.

Si consideramos la funcién de primer retorno con respecto a una Orbita re-
gular 0(z) (no en policiclos), como en el caso que estamos considerando (3.5),
resulta que este ntimero es acotado por el numero de ceros de la primera funcién
de Poincaré-Pontryagin no idénticamente cero:

Proposicién 3.1.1. (/26], p.506) Sea Iy la funcién principal de Poincaré-
Pontryagin del desarrollo (3.5) de la transformacion de primer retorno P, i.e,

P(z,e) = 2 4 "I (2) + O(e*™), con Ij, # 0.

Entonces existen p > 0 y r > 0 tales que para todo |z — 29| < p y le| < r la
foliacion (3.3) tiene a los mdas #{ ceros de Ij, contados con multiplicidad} ciclos
limite.
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Demostracion. Consecuencia del teorema de continuidad de las raices en fun-
ciones analiticas. O

De este modo, se tiene que
cycl(dF + s%, 0(20)) < #{ ceros de Ij; contados con multiplicidad}

Por esta razén, a la funcién principal de Poincaré-Pontryagin también se le
conoce en algunos textos como la funcion generadora de ciclos limite.

La primera variacén I; siempre tiene una expresion sencilla como integral
de la 1-forma ﬁn en érbitas, como lo expresa el siguiente teorema.

Teorema 3.1.1. (Poincaré-Pontryagin)([26], p. 507)

n

ne=-( =1
1(2) ooy M

(3.6)

Demostracion. Sea P(z,¢) la transformacién de primer retorno de la familia
(3.3) respecto a d(z), como se describié en (3.4), definida sobre una transversal
local 7 parametrizada por los valores de F’; i.e., tal que F|, = Id.
Denotemos por J.(z) a la curva, que es tangente a la foliacién
Ui
dF +e— =0,
+e i
y que une al punto z de la seccién transversal 7 y con el punto P(z,¢). Esto
significa que, lim._.q 0:(2) = §(z).
Ya que d.(z) es tangente a la 1-forma dF + €4, entonces la integral de
dF + e alo largo de 6. (z) es cero;

"
dF +e-L — . 3.7
Aw> M (37

Por otro lado, por la parametrizacién que elegimos para 7, y usando el teo-
rema fundamental del célculo, tenemos que

/ dF = F(P(z,e)) — F(z) = P(z,¢) — z.
6 (2)

Sustituyendo la expresién anterior en la integral (3.7), se tiene que

n

/Ay
s.(z) M

(P(z,e) —2)+¢

Sustituyendo P(z,e) — z por el desarrollo (3.5) de la transformacién de primer
retorno, y pasando a la integral de n al lado derecho de la igualdad anterior,
tenemos que

2y _ _ A
el1(z)+0(e%) = 6/§E(z) U
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Finalmente, derivando la expresién anterior en € = 0, se obtiene lo que se

queria probar
n
sz M

Definicion 3.1.3. Las integrales del estilo

/ n
s(z)cF-1(z) M

reciben el nombre de integrales de Poincaré-Pontryagin.

Comentario 3.1.1. Estos resultados son vdlidos en la vecindad de cualquier
orbita periodica regular, siempre que la vecindad esté lejos de los policiclos. Es
decir, podemos hacer el mismo andlisis en cualquier vecindad tubular, foliada
por orbitas periodicas requlares, sin importar que éstas orbitas no estén en la
vecindad de un punto singular de tipo centro.

Hacemos notar que cuando la primera variacién I; no es idénticamente
cero, entonces los ciclos limite que se bifurcan de la vecindad U = J,y 0(2)
al realizar la perturbacién (3.3), estdn acotados por los ceros de la integral
de Poincaré-Pontryagin |, 5(2) 17, con z en una vecindad sin valores criticos
de F. Sin embargo, si esta integral es idénticamente cero, entonces se deben
considerar variaciones de orden superior, i.e., la siguiente funcién Iy, con k > 1,
que no sea idénticamente cero.

En esta tesis trabajaremos el caso en que F es un polinomio real, y
el factor integrante M es igual a 1. De modo que partiremos de la foliacion
hamiltoniana definida por

dF =0,

y consideraremos perturbaciones polinomiales dadas por
dF +¢en =0, (3.8)

con € € (R,0), y n 1-forma polinomial.
En este caso, la primera variacién I, de la transformacion de primer retorno,

estd dada por la integral
/ n, (3.9)
6(2)

que es un tipo particular integral de Poincaré-Pontryagin.

Definiciéon 3.1.4. A las integrales del tipo

[
6(2)

con n 1-forma racional, y 5(z) curva algebraica cerrada contenida en F~1(z),
con F polinomial, se les conoce como integrales abelianas.
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El tema principal de esta tesis es estudiar cudles son las condiciones para que
la integral abeliana [ 5(=) 11 S€ anule idénticamente. Dependiendo del polinomio
F' que defina a la integral primera de la foliacién hamiltoniana inicial, dF = 0,
se obtendréan las caracteristicas que debe satisfacer la 1-forma n, que define a la
perturbacién, para que la integral abeliana f 5(z) 1 S€ anule idénticamente.

Por otro lado, que la funcién I; sea idénticamente cero, es la primer condicién
necesaria para que se preserve la familia de drbitas periddicas en la vecindad
tubular U = (J, .y 0(2). Més adelante veremos que, dependiendo de la integral
primera F' y del grado de la 1-forma 7 [24], a veces es suficiente que fé(z) 7 sea
idénticamente cero para que la funciéon de desplazamiento también sea idénti-
camente cero. En este sentido hablaremos de una nocién tangencial de centro,
que significa lo siguiente:

Definiciéon 3.1.5. Sea py un punto critico de tipo centro de F'. Diremos que la
foliacion dF +en = 0 tiene un centro tangencial en el punto py, si para cualquier
vecindad tubular U = |,y 6(2), foliada por drbitas periddicas de dF' = 0 en
una vecindad de pg, la integral I; = fé(z) n es idénticamente cero.

Asi, el problema tangencial del centro, que pide de determinar las condiciones
para que la integral abeliana (3.9) sea idénticamente cero, puede reformularse
de la siguiente manera:

Problema 3.1.1. (Tangencial del centro) Dado un polinomio F, dar las con-
diciones que debe satisfacer la 1-forma n para que la foliacion

dF +en=0
tenga un centro tangencial.

Sin embargo, por el comentario (3.1.1), el problema tangencial del centro
puede plantearse mas que para vecindades de puntos criticos de tipo centro,
en vecindades tubulares de orbitas periodicas regulares. Los resultados que se
estudian en esta tesis, resultan de analizar vecindades (lejos de policiclos) de
orbitas periddicas regulares. Como se dijo en la introduccién, la contribucién de
este trabajo es dar solucién al problema tangencial del centro para dos tipos no
genéricos de polinomio F'. Estos resultados se muestran en los tiltimos capitulos.

Ejemplo 3.1.1. Consideremos el polinomio F = y? — z2 + z*. Este tiene tres
familias de drbitas periddicas 61(z), d62(z) y 03(z) dadas de la siguiente manera:
61(2) y 62(z) estdn contenidas en las curvas de nivel F~1(z) con —2 < 2 <0,
donde las drbitas 61(z) rodean al punto critico de tipo centro dado por (\/g, 0)
y las drbitas 02(z) rodean al punto critico de tipo centro dado por (—\/g, 0).
Mientras que las drbitas periddicas d3(z), estdn contenidas en las curvas de

nivel F~1(2) con z > 0, y no estdn en la vecindad de ningin punto de tipo
centro en R2.
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El andlisis anterior nos dice que, al realizar la perturbacion dF +en =20, la
primera variacion de la funcién de desplazamiento en cada familia de orbitas
periodicas, estda determinada por la integral abeliana fév(z) nconj=123.

J

Si consideramos a F' como un polinomio en el dominio complejo, de modo

que sus valores z sean complejos, las integrales abelianas |, 5,(=) 1500 gérmenes de
J

funciones analiticas, que admiten continuacién analitica (subseccién 3.2.3). Ese

aspecto es fundamental para entender las condiciones para que la integral || s "

se anule idénticamente en una familia de érbitas periédicas §(z) C F~1(z). Pues
dependiendo de la continuacién analitica de las integrales abelianas f 5,(=) ' para
cada familia continua de 6rbitas periédicas 6;(z), podria ocurrir que la anulacién
de una de estas integrales implique la anulaciéon de la integral en otra familia
continua de Orbitas periddicas. Para justificar este paso del dominio real al
complejo necesitamos los conceptos de fibracion de Milnor y de monodromia
que se veran en la siguiente seccién.

3.2. Fibracion de Milnor y monodromia

Sea F un polinomio con coeficientes reales, F' € R[z,y]. Consideremos la
foliacién hamiltoniana definida por la diferencial de F', dF' = 0. Denotamos por
§;(2) alas familias continuas de érbitas periddicas de la foliacién dF = 0 en R?.
En esta seccion lo que queremos es estudiar qué relacién hay entre las integrales
abelianas || 5;(2) " definidas en las familias 0;(z). Para esto, consideraremos
la complejificacion del polinomio F', es decir, veremos a F' como funcién de
C? en C. Las curvas de nivel de la complejificacién de F serdn surperficies
algebraicas de dimensién real 2, contenidas en C? (superficies de Riemann).
De esta manera, las 6rbitas periédicas reales ¢;(z) representaran clases, en el
primer grupo de homologia de las superficies de nivel de la complejificacién de
F.

Ademids notemos que, dado que las superficies de nivel de la complejificacion
de F son superficies de Riemann, éstas tienen una orientacién natural inducida
por el espacio ambiente C2. Esto, a su vez, le da una orientacién natural a los
ciclos §(z) contenidos en las superficies F~!(z). Sin embargo, mds adelante
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(subseccién 3.5.1 y apéndice A), elegiremos otra orientacién més adecuada para
los ciclos que formaran una base de la 1-homologfa de F~1(z).

La fibracion de Milnor facilitard el estudio del comportamiento de las
6rbitas periddicas, d;(z), al variar los valores z de F' dentro de un conjunto
conexo de C. Esto es lo que se conoce en la teoria bajo el concepto de
monodromia. A su vez, nos permitira hablar de la continuacién analitica de las
integrales abelianas [ 5,(z) " COMO funciones de z, lo que nos dara la relacién
que hay entre las integrales abelianas definidas en distintas clases de homologia
de la superficie de nivel F~!(z) c C2.

Empezaremos por exponer la version local de la fibracién de Milnor, la
cual nos sirve para conocer la topologfa local de la surperficie de nivel F~1(z)
contenida en C?, en vecindades de puntos criticos. Luego pasaremos a la versién
global, que une la informacién de la topologia en vecindades de puntos criticos
en C?, y la informacién topoldgica que puedan afiadir los puntos criticos que se
encuentren en el infinito.

3.2.1. Fibracién de Milnor local

Consideremos un polinomio con coeficientes reales F, F € Rz, y], y su com-
plejificacién F : C? — C. Ahora las curvas de nivel F~!(z) son superficies de
Riemann contenidas en C2?, con z € C. Los siguientes resultados describen la
topologia local de las superficies F'~!(z), cerca de puntos criticos.

Lema 3.2.1. (Milnor [30]) Sea F : C*> — C una funcién polinomial. Suponga-
mos que p es un punto critico de F aislado, con b = F(p). Entonces, existen
e >0 yr >0, que dependen de p, tales que p es el unico punto critico de F
en la bola cerrada B.(p) C C2%, con centro en p y radio ¢, y F~1(z) interseca
transversalmente a la 3-esfera dada por OB.(p), para todo z en el disco cerrado
D,.(b) C C con centro en b y radio r.

Teorema 3.2.1. (Milnor [30]) Bajo las hipdtesis del lema anterior, tenemos
que

F:B.(p) N F~(D,(0) \ {b}) — D, (b) \ {} (3.10)

es una fibracion localmente trivial. Y
F:0B.(p) N F~1(D,(b)) — D,.(b)
es una fibracion trivial.

Llamaremos fibra regular local respecto al punto critico p, a la intersecciéon
de F~1(2) con la bola B.(p), donde z € D,.(F(p)) \ {F(p)}, y € y r satisfacen
el lema 3.2.1.

El teorema 3.2.1 nos dice que, en la vecindad de un punto critico, todas las
fibras regulares locales son difeomorfas (en el sentido real) entre si. En este sen-
tido, bajo las hipdtesis del teorema 3.2.1, para cualquier z en D,.(F(p))\{F(p)},
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nos referiremos a F~1(z) N B.(p) como la fibra regular local de F respecto al
punto critico p.

Via los difeomorfismo locales dados por la fibracién del teorema 3.2.1,
podemos transportar una fibra regular local F~1(2) N B.(p) en cualquier
otra fibra regular local F~'(z’) N B.(p) definida en cualquier otro valor
z' € D.(F(p)) \ {F(p)}. En particular, podemos hacer el transporte de una
fibra regular local F~1(z) N B.(p) en si misma, llevando la fibra a lo largo de
una curva que rodee al valor critico F(p). Evidentemente este transporte no
produce ningun cambio en la topologia de la fibra regular local, pero a nivel de
los elementos del primer grupo de homologia de la fibra local pueden ocurrir
cambios no triviales. A este fendmeno se le conoce como monodromia. En las
siguientes lineas lo describiremos con mas precision:

Tomemos dos valores z y 2z en D,(F(p)) — {F(p)}. Sea I, un lazo
que une a z con z’, contenido en D, (F(p)) — {F(p)}. Denotemos por T';_, al
difeomorfismo dado por las trivializaciones locales de la fibracién de Milnor
local entre las fibras regulares locales F~1(z) N B.(p) y F~1(2') N Be(p);

Iy, :F ' (2)nB.(p) — F'(z') N B:(p).

Remarcamos dos aspectos importantes de las transformaciones Fl“,; uno es
que sélo dependen de la clase de homotopia con extremos fijos del lazo [,,/,
debido a la trivialidad local de la fibracién, y el otro es que dejan fija la frontera
de las fibras regulares F~1(2) N B.(p), pues la fibracién de Milnor local es trivial
en la frontera (segunda parte del teorema 3.2.1).

En particular, tomemos un elemento no trivial I € w1 (D, (F(p))—{F(p)}, 2),
en el primer grupo de homotopia de D,.(F(p)) — {F(p)} basado en z. Por medio
de los difeomorfismos I';_,, moviendo 2’ a lo largo de la curva [ hasta llegar al
valor z, se define un difeomorfismo T'; entre la fibra regular local F~!(2)N B.(p)
consigo misma;

Iy: F7Y(2) N B.(p) — F~(2) N B.(p). (3.11)

Definicién 3.2.1. Dada | € m(D,(F(p)) — {F(p)}, 2), llamaremos al difeo-
morfismo T'; la transformacion de monodromia a lo largo de la curva I, y lo
denotaremos como Mon,.

Por construcciéon cada I'j,,/, y en particular Mon;, s6lo dependen de la
clase de homotopia de la curva en la que se define, y son la identidad sobre la
frontera de la fibra regular local, F~1(2) N dB.(p).

Por otro lado, si por cada fibra en la fibracién de Milnor se toma su
primer grupo de homologia relativa respecto a la frontera, esto es

Hy(F~'(2) N B:(p), F~(2) N 0B (p)),

se obtiene un haz vectorial localmente trivial, cuyas funciones de transicion
estan dadas por las derivadas de las funciones de transicién entre las fibras de
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la fibracién (3.10).

De igual modo como se definieron las funciones I'; , en la fibra-
cién topolégica (3.10), se pueden definir transformaciones T , de
Hi(F~Y(2)NB.(p), F~1(2)NdB:(p)) en H1(F~1(2")NB(p), F~1(2')NdB.(p)),
via el haz vectorial de la homologia de las fibras ([2], p.10). Estas transforma-
ciones son equivalentes a las que resultan de aplicar el funtor de la homologia

relativa a las transformaciones Iy ..

De esta manera, podemos en particular obtener en homologia relativa
la transformacion definida por la monodromia, que denotaremos como Monj,
de Hy(F~1(2) N B:(p), F~1(2) N 9B.(p)) en si mismo.

Miés atn, debido a que las transformaciones I'} ,, y en partiulcar
Monj, son la identidad sobre la frontera de las fibras regulares loca-
les, F~(z) N dB.(p), se tiene que la diferencia entre un ciclo relativo
v € Hi(F~1(2) N B.(p), F~1(2) N dB.(p)), y su imagen bajo la transformacién
Mon} es un ciclo aboluto, i.e., un elemento de H;(F~!(z) N B.(p)). De este
modo se puede definir también la siguiente transformacién;

Vary: Hi(F~'(2) N Be(p), F~'(2) N 0B (p)) — H1(F~'(2) N Be(p)),

dada por
Vary(y) = Mon; () — 7.

Definicién 3.2.2. Sea l € 71(D,(F(p)) — {F(p)},2). Llamaremos a la trans-
formacion Mon} como transformacion de monodromia local relativa a lo largo
de la curva I. 'Y a la transformacion Var; la llamaremos transformacion de
variacion local a lo largo de la curva l.

La interseccién de un ciclo absoluto d;(z) € Hy(F~'(z)), de la superficie
de Riemann F~1(z), con una vecindad suficientemente pequeiia, B (p), de un
punto critico p de F', define un ciclo relativo a la frontera dB.(p), en la fibra
regular local definida por F en esa vecindad; d,(z) N (F~1(z) N B.(p)). Las
transformaciones Monj y Var;, miden el cambio que sufre la parte de los ciclos
absolutos que esta dentro de la vecindad de un punto critico p, cuando los valores
z varfan alrededor del valor critico F'(p).

3.2.2. Ciclos evanescentes

En esta subseccién, precisaremos la definicién de las transformaciones Monj
y Var; en términos de una base del primer grupo de homologia de la fibra regular
local F~1(z) N B.(p), en el caso en que el punto critico p sea no degenerado.

Por lo que se vidé en la subsecciéon anterior, basta con dar una base de la
homologfa para la fibra F'~1(2) N B.(p) para un valor z en D,.(F(p)) — {F(p)},
yva que todas las fibras regulares locales tienen la misma topologia.

Por otro lado, en [30], Milnor también mostré que el tipo de homotopia de
la fibra regular local es dado por una unién adjunta de p, esferas de dimensién
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real 1, i.e., Hi(F~(2) N B.(p)) = Z"». Al nimero p,, se le conoce como nimero
de Milnor en p. Los p, ciclos que generan al primer grupo de homologia de
la fibra regular local, tienen ademas una cualidad especial respecto al punto
y al valor critico que los representa, y es que cuando la fibra regular local
F~1(2) N B.(p) se acerca al valor critico, esto es, cuando z tiende a F(p), estos
ciclos se colapsan en el punto critico p. Por ello a estos ciclos se les conoce
como ciclos evanescentes.

En el caso mas simple, que es cuando el punto critico p es no degenerado
(también llamado punto critico de Morse), estos ciclos se pueden describir de
la siguiente manera:

Supongamos que p; es un punto critico de F' no degenerado. Denote-
mos F(p;) = z;, al valor critico de p;, y tomemos la bola cerrada Be(p;),
con centro en p; y radio €, y el disco D,(z;), con centro en z; y radio 7,
tal que satisfacen las condiciones del teorema 3.2.1 para p = p; y b = z;.
Usaremos el lema de Morse [29], el cual da un sistema de coordenadas locales
para dar una expresién sencilla para polinomios en vecindades de puntos
criticos no degenerados. Considerando el sistema de coordenadas (z,y), dado
por el lema de Morse en B.(p;), con ¢ suficientemente pequefio, tenemos
que F(z,y) = 2® + y? + z;, para (z,y) € B.(p;). En estas coordenadas p;
corresponde al origen y su valor critico es z;; F'(0,0) = z;.

Dado z € D,(z;) — {z;}, bajo el sistema de coordenadas del lema de
Morse, la superficie de Riemann F~!(z), en una vecindad de p;, estd de-
finida por z? + y*> = z — z;. Expresemos a y como funcién de z, esto es
y(x) = £4/z—2z; —x2. Por lo que y(z) es una funcién multivaluada con
dos ramas y con puntos de ramificacion en x = =£,/z —z;. El cambio del
argumento de los valores de la funcién y(z) alrededor de puntos de los puntos
de ramificacién nos dice cémo se identifican las dos ramas de y(x). Esto es
1y (x)da

dado por la integral de 5 e

a lo largo de lazos que rodeen a los puntos

x = £,/z — z;. En este caso, esto es igual a % La identificacén de las ramas,
dada por este cambio de argumento, nos dice que la superficie 2 +y? = z — Zj
es una esfera menos dos puntos (que corresponden al infinito de cada plano
complejo que representa a cada rama), que a su vez es homeomorfo a un
cilindro:
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En particular, esto implica que el primer grupo de homologia de la fibra
regular local de F' en p;, para un valor z, i.e., F~!(z) N B.(p;), tiene s6lo un
generador. Denotemos este generador por S(z).

Ahora consideremos el lazo [ : [0,1] — D,(z;) entre z y z;, de manera que
[(0) =z y (1) = z;, donde z € D,(z;) —{z;}.

En cada valor [(t), con t # 1, de la curva I, consideramos a la fibra regular
local correspondiente, i.e., F~(I(t)) N B(pj), con su respectivo generador de la
1-homologia S(I(t)). Méas precisamente, el ciclo S(I(t)) estd dado de la siguiente
manera:

Definamos S(I(t)) = p(t)S*, donde p(t) = \/]|(t) — ;]| y S* = {(z,y) € C*:
22+y% = 1,Im(z) = Im(y) = 0}, i.e., S(I(t)) es homeomorfo a una esfera real de
dimensién 1y radlo p( ). Como F~ (l( ))N B (p;) esté definido (en coordenadas
locales) por z® +y* = I(t) — 2, v (p(t)z)* + (p () )? = p(t)*(a® + y?) =
p(t)? = ||(t) — z||, tenemos que p( )(z,y) € F7Y((t)) N Be(pj) para todo
p(0)(z,y) € S((L)). Por lo que S((t)) C F-(i(t)) N B.(p;).

Con esto observemos que, cuando el pardmetro ¢ tiende al valor 1, esto es
que z tienda al valor z;, se tiene que el radio p(t) tiende a cero. Por lo que, los
ciclos S(I(t)), tienden a cero en las coordenadas locales (z,y) del lema de Morse
cuando t tiende a 1. Notemos que de la descripcion del polinomio F en estas
coordenadas, el origen de estas coordenadas locales corresponde al punto critico
p;. Esto quiere decir que cuando z tiende al valor critico F(p;) = z;, el ciclo
S(z), generador de la 1-homologia de F~!(z) N B.(p;), tiende al punto critico

bj.

2 %
C /

Definicién 3.2.3. ([2], p.13) A la clase de homologia del ciclo S(I(t)) en
F=Y(U(t)) N Be(pj) se le llama ciclo evanescente del valor critico F(p;).

En estos términos, las transformaciones Mon] y Var; quedan descritas de
la siguiente manera:

Dado un punto critico p; de F, con valor critico z;, consideremos
z € Dy(zj) — {2}, y las coordenadas locales (x,y) (descritas arriba), de modo
que F~'(z) se escribe como z? + y*> = z — z;, en una vecindad B.(p;) de
p;. Sin pérdida de generalidad, supongamos que z; = 0. Ya vimos que esta
superficie corresponde a un cilindro, que puede obtenerse como grafica de la
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funcién y(x) = vz — x2, con puntos de ramificacién z = +4/z. Sin pérdida
de generalidad, supongamos también que z es real, lo cual se puede obtener
mediante una rotacién si es necesario.

Un ciclo relativo no trivial en esta superficie serd una curva que atra-
viese al cilindro de una frontera del cilindro a la otra, donde estas fronteras se
obtienen por la interseccién de este cilindro con la frontera de la bola B.(p;).
Consideraremos uno de estos ciclos relativos, y lo denotaremos como 9.

Por construccién del cilindro, el ciclo ¢ corresponde en las ramas de y(x) a lo
siguiente: en una de las ramas es un segmento contenido el semiplano superior
del eje z, con uno de los extremos que en el intervalo [—+/z, /z]; mientras que
en la otra rama, es un segmento contenido en el semiplano inferior del eje ,
con uno de sus extremos en el intervalo [—/z, /7]

Consideremos la curva z(t) = 2e2™ con t € [0, 1], que empieza y termina
en el valor z, y rodea al valor critico 0. Consideremos los difeomorfismos T', ),
definidos por la fibraciéon de Milnor local, y los respectivos homomorfismo en
la homologia relativa I'} ,, (ver definiciones 3.2.1 y 3.2.2). La monodromia de
0 es la imagen de § bajo el homomorfismo I‘z(t). Veremos cémo se modifica la
imagen de J bajo F;(t),

%) (0) € Hi(F~' (2(t)) N Be(py), F~' (2(t)) N 9Be(p;)),

conforme ¢ se mueve de 0 a 1. Recordemos que los difeomorfismos I',(;) dejan
fija a la frontera. Asi, la manera en que & cambia sobre cada fibra regular
local F~1(2(t)) N B.(p;), puede verse en el cambio de los puntos de ramificacién
++4/2(t) de la funcién y(z) = £+/2(t) — z? al variar el pardmetro ¢; i.e., conforme
los valores de las fibras regulares locales recorren la curva z(t). Para cada valor
de t se tiene que los puntos de ramificacién cambian por una rotacién de angulo
wit, pues \/2(t) = Ve2mitz = ™ /2. De este modo, al rodear completamente
a la curva z(t) se obtiene un cambio de dngulo 7 en el argumento, de modo
que, en la fibra local correspondiente a z(1), los puntos de ramificacién ++/z(t)
se intercambian entre si. Este movimiento de los puntos de ramificacion, y la
evolucién del ciclo 0, se puede ver en la siguiente imagen:
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1] g

Ahora, notemos que la diferencia de MonJ, (6) con ¢, define (salvo signo)
al ciclo evanescente que genera al primer grupo (ie homologia de la fibra regular
local F~!(2) N B.(p;). En el dibujo hemos denotado a este ciclo evanescente
como 7.

Mon7 () |- ~

Var..)(8) = Mon%,,(5) — 9

Considerando la orientacién natural de la superficie F~!(z) N B.(p;) como
subvariedad de C2, elegimos una orientacién para los ciclos evanescentes
7. Mediante la diferencia Mon7 t)(5) — §, se obtiene el ciclo v o bien —v
dependiendo de la orientacién de 0. Pero este signo puede determinarse median-
te el indice de interseccién de ambas curvas. Denotamos a este indice como (4, ).

Asi, la variacion Var, ) (6) = MonJ,(6) — ¢ del ciclo relativo § estd dada
por:

Var,q(6) = (6,7)7. (3.12)

Por otro lado, retomando el estudio de la topologia local, si p; es un
punto critico degenerado de F', con valor critico z;, se puede dar una base la
1-homologia de fibra regular local de F' de la siguiente manera ([2],p. 30):

Sea I = F\ una perturbacién del polinomio F, definida en el disco
D, (z;), con centro z; y radio r (por ejemplo, se puede tomar F como
F\ = F + )\g, donde g es una funcién lineal C> — C, con A € (R,0)). Para
\ suficientemente pequenio A (|JA| < Xg) las fibras regulares locales de F en
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la vecindad de pj, i.e., F~1(2) N B-(p;) para z valor regular de F en D,(z;),
con r suficientemente pequefio, r < rg, son transversales a la esfera dB.(p;), v
los valores criticos de F en el disco B.(p;) tienen médulo menor que ro, i.e.,
los valores criticos de puntos criticos de F en B:(pj) estan contenidos en el
disco D,(z;). Se puede verificar que la fibra regular local F~'(z) N B.(p;) es
difeomorfa a la fibra regular local dada por F, F~1(z) N B.(p;), para z valor
regular de F' y F contenido en D, (zj). Del teorema de Sard se sigue que, casi
todas las perturbaciones F' de F tienen en el disco D, (z;) tnicamente puntos
criticos no degenerados con valores criticos distintos (si F\ = F + \g, esto
ocurre para casi toda funcién lineal g ([2], p.31)).

De este modo, podemos tomar F para formar una base de la 1-homologia de
la fibra regular local de F' en una vecindad de p;. Esto es, si F tiene fpj PUNtOS
criticos no degenerados, entonces Hy(F~'(z) N B.(p;)) = Z"#7, y se tiene una
base dada (salvo isomorfismo) por los ciclos evanescentes en los puntos criticos
no degenerados de la perturbacion F' ([2] Teorema. 2.1).

En [30] y en ([3], p.220), también se define el nimero de Milnor pip;,
de F en el punto p;, como el grado topoldgico de la transformacién:

0B.(p) — St
V(F)(y,x)
(z,9) = mEGIT

donde V(F) = (g—i, %—5) De manera eqcuivalente, el nimero de Milnor u(p;)
se puede definir como el indice de interseccién de las curvas %—5 =F, =0y
%—5 = F, = 0 en el punto p;;

pp, (F) = dimc Oy, (z,y)/ < Fy, Fy >, (3.13)

donde Oy, (z,y) es el anillo local de C? en p; ([13], p.20 y p.27; [3], p.220);
i.e., el anillo de funciones racionales en C? definidas en p;; ya que esto es local,
O,, (x,y) también coincide con el anillo de gérmenes de funciones holomorfas
en una vecindad de p;, o bien, el anillo de series de potencias formales en una
vecindad de p;. Y < Fy, F, > es el ideal Jacobiano en O, (x,y), generado por
el gradiente de F.

Por propiedades del indice de interseccién de curvas algebraicas (ver [13],
p.37 propiedades (1) y (2)), se tiene que, p,, es un entero no negativo, y
pp;(F) = 0 si y s6lo si p; no estd en la intersecciéon de la curva F, = 0 con
F, = 0. Si p; es un punto critico de F' no aislado se define su ntiimero de Milnor
como fip, (F) = oo. Ademds, también por propiedades del indice de interseccién
de curvas ([13], p. 37 propiedad (5), o bien, apéndice B de [30]), se tiene que
pip; (F) = 1 siy sélo si p; es un punto critico de F' no degenerado.

También se define el ndmero de Milnor total de F' como:

W(F) =" pp(F),

peC?
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que por propiedades de los anillos locales O, (z,y) ([13], p.27), se tiene que

> wp(F) = dimg Cla,y)/ < Fo, Fy > .

peC?

En particular, todos los puntos criticos de F' son aislados si y s6lo si u(F) < oo.

3.2.3. Fibraciéon de Milnor global

Por lo anterior tenemos que, dado un ciclo absoluto §; € Hy(F~!(2)), se
puede conocer explicitamente la monodromia del ciclo relativo definido por d;
en la vecindad de un punto critico no degenerado al variar los valores de z den-
tro de una vecindad del valor critico correspondiente a ese punto critico. Ahora
utilizaremos la fibracion de Milnor global para unir la informacién de las defor-
maciones en las fibras locales (la monodromia de los ciclos relativos (3.11)), y
asf obtener la deformacién de los ciclos absolutos en la fibra global F~1(z). Que
sea suficiente unir la informacién local en puntos criticos de F' en C2, para obte-
ner la monodromia global, depende de la topologia de la fibra genérica de F. En
[4] [3], Broughton hace una construccién de la topologia de F~1(2) a partir de la
topologia local en vecindades de los puntos criticos de F' en C2? y de la topologia
en el complemento de estas vecindades en un tubo de Milnor?. Ademés exhibe a
la 1-homologia de F~!(z) como una suma de p copias de Z, donde y es la suma
de todos los nimeros de Milnor de F' en todos los puntos criticos aislados de F,
mas un grupo abeliano A, que representa un aporte de ciclos evanescentes en el
infinito; esto es Hy(F~1(z)) = Z* @ A. En el caso en que el grupo A es trivial,
se tiene una expresién de los operadores de monodromia y variacion en la fibra
global F~1(z), en términos de los operadores de monodromia y variacién locales
que vimos en subseccién anterior (definiciones 3.2.1 y 3.2.2). A esa expresién
se le conoce como férmula de Picard-Lefschetz (ver (3.28)). Para llegar a esto,
dentro de esta subseccién estudiaremos la topologia de la fibra regular global de
F siguiendo los trabajos [4] y [3] de Broughton.

Teorema 3.2.2. [38][4] Dada una funcién polinomial F : C"*1 — C, existe un
conjunto finito de puntos ¥ C C tales que, la restriccion

F:Ct'\F () —-C\X (3.14)

es una fibracion C* localmente trivial. Esta es llamada fibracion global de Mil-
nor de F.

Comentario 3.2.1. Aunque para los resultados de esta tesis sélo necesitamos
el caso n+1 =2, en esta subseccion expondremos los resultados de la topologia
de F~1(2) en términos generales.

Para polinomios F' en C"*!, se define el nimero de Milnor en puntos de
C"*! de manera ansloga al caso n + 1 = 2, que vimos en la subseccién anterior
(13), p-220).

2Ffl(Di)7 donde D; es un disco, con centro en un valor critico de F', suficientemente
pequeno.
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Definicién 3.2.4. Sea F : C"t! — C una funcidn polinomial y sea z € C.
Supongamos que pi,...,pr son los puntos criticos de F aislados contenidos en
F~1(2). Se define

s
MZ(F) = Z:U’Pi(F)v
i=1
como el nimero de Milnor de la fibra de F en z. Y se define

W(F) =Yy (F),

zeC
como el numero de Milnor total de F.

El conjunto més pequeno ¥, tal que (3.14) es una fibracién localmente trivial,
es llamado el conjunto de valores atipicos de F, y lo denotaremos como Yg. A
las fibras F~1(b), en valores atipicos b € B, las llamaremos fibras atipicas. A
los valores en el complemento de Xp, z € C — X, los llamaremos valores re-
gulares, y a las fibras F'~1(z) sobre estos valores, las llamaremos fibras regulares.

Supongamos que Yp = {z1,292,...25}, y consideremos un valor regu-
lar z € C— X . Tomemos lazos [; : [0,1] — C, que unen a z con z;, denotaremos
a la imagen de /; también como [;, y suponemos que dos lazos distinto I; y I,
i # j, s6lo se intersecan en el valor regular z. Sean D;, discos centrados en los
valores z;, suficientemente pequenos, de modo que D; interseca a [; sélo en un
punto ¢;, y no intersecta a I; para toda j # 1.

De manera anédloga a como se hizo en la fibracién local, pero ahora usando
la fibracion de Milnor global, se pueden definir las transformaciones de mono-
dromfa (3.11) en los discos D;, como el transporte de la fibra regular F~1(c;),
a lo largo de una curva que rodea al valor atipico z;. Por otro lado, usando las
trivializaciones de la fibracién de Milnor global de F' a lo largo del segmento
del lazo I; entre ¢; y z, obtenemos un difeomorfismo entre las fibras F~1(z) y
F~!(c;). De modo que, el efecto de la monodromia local en la fibra F~1(c;), al-
rededor de z;, es también el efecto de la monodromfa en la fibra regular F~1(2).
Ya que el primer grupo de homotopia de C — X basado en z, 711 (C — X, 2), es
generado por los lazos, basados en z, que rodean a los valores z; € ¥, se tiene
que la unién de las monodromias locales al rededor de los valores z;, definen el
operador de monodromia en la fibracién de Milnor global de F. Esto es, deno-
temos por [; : [0,1] — C — X a los lazos basados en z, tal que I; rodea al valor
critico z;,
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En cada lazo [; se define la monodromia en F~1(2) como se describié arriba.
Luego, ya que el primer grupo de homotopia de C — ¥ basado en z, m (C —
Y, z), esta generado por los lazos l;, tenemos que cada | € m1(C — Xp, 2) es
composiciéon de los lazos l;, por lo que la monodromia a lo largo de [ es la
composicion de la monodromia en los lazos [; que componen a [. Esto define el
siguiente homomorfismo de grupos:

m(C—Xp,2) — Aut(H (F71(2)))
l — Mony,,

(3.15)

donde Mony, es la acciéon de la monodromia, a lo largo del lazo I, en la 1-
homologia de F~1(z).

Definicién 3.2.5. (/2], p.10) ([40], p. 21) El automorfismo Mon. es llamado
el operador de monodromia en el lazo l. A la imagen de 7 (C — Xp,z) bajo el
homomorfismo (3.15) se le llama el grupo de monodromia de F.

Y a la diferencia definida como:
Var;(§) = Momn.(6) — 6,

para l € m(C — Xp,2) y § € Hi(F~1(2)), se le llama el operador de variacion
a lo largo del lazo 1.

Ahora daremos la construccién de la topologia de la fibra regular
F~1(2) que hace Broughton en [4]. Consideraremos para ello al polinomio F
definido en C™*!, F : C**! — C, si bien en los resultados de esta tesis sélo
necesitamos el caso n+1=2.

Considerando los lazos I; y los discos D; que definimos arriba, con

1 <i < s, denotaremos F; = F~1([; UD;) y F, = F71(2); la inclusién de F, en
F; la denotaremos

e: I, — F;. (3.16)

Usando la notacién de Broughton en [4], definamos los siguientes espacios,
ti = ker(e,), C’V; = coker(ey), K; =H,(F;, F,), (3.17)

donde e, denota el morfismo inducido en homologia, por la inclusién e, e, :
Hy(F.) — Hy(F;), y coker(e.) = Hy(F;)/Im(e.). Los espacios V!, CV} y K},
son llamados homologia evanescente, homologia contra-evanescente y homologia
critica, respectivamente.

Denotaremos como H, a la q-homologfa reducida.



40 CAPITULO 3. NOCIONES FUNDAMENTALES

Proposicién 3.2.1. [4] Sea F : C"*1 — C una funcién polinomial, con f =
{#1, ...y 25} su conjunto de valores atipicos. Entonces,

CVJ:OyVJ%KZH, cong>0y1<i<s,

H(F'(2)) = EBK;H, para toda ¢ > 0,
i=1

donde z es un valor reqular de F, i.e., z € C — Xp.

Demostracion. Denotemos ¥ = FfUFRU---Foy X =LUbU---l;UDy U
Dy U--- Dy, de modo que Y = F~1(X). Como Y es un cubriente de X, y X
es un retracto por deformaciéon de C, entonces, por el lema de homotopia de
espacios cubrientes ([35],p. 279) Y es un retracto por deformacién de C**1.

Consideremos la sucesién exacta larga de la pareja (Y, F.); esto es
7 Le 1 j [ Le 77
«— Hyp1(Fy) = Hga(Y) 2 a+1 (Y, Fe) = Hy(F,) — Hy(Y) — -+,

donde ¢, denota el morfismo en homologia inducido por la inclusién de F, en Y
j« es el morfismo que proyecta clases de ﬁqH(Y) en clases de Hy1(Y, F,); v
0 es inducido por el operador frontera 9; i.e., dado v € Hy11(Y, F;), se define
0. (y) como la clase en Hy(F,) de la g-cadena singular d(v). Nétese que por
definicién de los elementos en Hy11(Y, F.), se tiene que J(7y) es una g-cadena
singular en F, ([35], p.99).

Luego, como la homologia reducida de Y es cero, Hyy1(Y) = H,(Y) = 0,
entonces J, es un isomorfismo,

O
Hq+1(Ya F,) = Hq(Fz)- (3.18)

Por otro lado, ya que Y = |J;_, F;, por la propiedad aditiva de la homologia ([35],
p. 101), existe un isomorfismo ¢ entre Hy 11 (Y, F.) y Yooy Hy1(F;, Fi N FL);

N} S
Hyp (Y, Fo) =Y Hypa(Fy, FiN F).

i=1

Nétese que F; N F, = F.,, para toda i. Notese también que cada par F; y Fj,
con i # j, se tiene que F; N F; = F,. De este modo, ya que los simplejos en F,
representan a la clase del cero, entonces la suma anterior es de hecho una suma
directa,

H, 1 (Y, F) @ o1 (Fy, FL) (3.19)

En la notacién (3.17), con la composicién de los ismorfismos 0, y ¥, se tiene
que

H,(F,) = @K;H, para todo q > 0.
i=1
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Consideremos ahora la sucesién exacta larga de la pareja (F;, F.), para cada i,
s Hopr (F2) 25 Hyga (Fy) 25 Ho(Fy, Fo) 25 Hy(F.) <5 Hy(F) = -
(3.20)
donde el morfismo e, es inducido por la inclusién (3.16), k. es la proyeccién
de fIqH(Fi) en Hyp1(F;, Fy), y Oix es el morfismo inducido por el operador
frontera.
Esta sucesion exacta larga induce la siguiente sucesién exacta corta,

0% Hy1(F)/Imle.) 25 Hor (R, ) 25 ker(e,) <50, (321)

donde k. es el morfismo inducido por k. en el cociente Hy1(F;)/Im(e.). Nétese
también que por la sucesién exacta larga (3.20), se tiene que I'm(0;.) = ker(ey).

No es dificil verificar que el morfismo 0;, se puede expresar por la siguiente
composicion

S
i v o, 7
Hy 1 (F, Fu) =5 @ Hyga (F, ) = Hya (Y, F2) = Hy(F),
=1

donde i, es el morfismo inducido por la inclusiéon de un sumando en la suma
directa; ¢ es el isomorfismo (3.19), entre la homologia de Y y la homologia de
sus componentes Fj;, inducido por la inclusién de cada componente F; en Y
y O« es el isomorfismo (3.18), inducido por el operador frontera de elementos
de Hy+1(Y, F,) en elementos de H,(F,). Como cada uno de estos morfismo
es inyectivo, entonces la composicién también es inyectiva, por lo que 0;. es
inyectiva. Por la exactitud de (3.21), esto implica que Im(k,) = 0. Por lo que
Hy1(F;)/Im(e.) = 0; esto pues k. = 0 significa que k. envia a los elementos
de Hgy1(F;)/Im(es) en la clase del cero en Hy i1 (F;, F,), i.e., en (¢+1)-cadenas
singulares de F,. Por otro lado, por definicién de e,, la imagen de e, consiste en
la contencién de las (g+ 1)-cadenas singulares de F, en F;. De este modo, como
k. es la proyeccién de clases de H,.1(F;)/Im(es) en clases de Hyy1(F;, F.),
k. = 0 significa que toda (g + 1)-cadena singular en F; es una (g + 1)-cadena
singular en F, por lo que I'm(e,) = Hqy1(F;).

Ya que Hyp1(F;)/Im(e.) = 0 es igual a coker(e.), usando la nota-
cién (3.17), esto significa que CV/,; = 0.

Por otro lado, por la exactitud de (3.21) ( o de (3.20)) también se
tiene que Im(9;.) = ker(es), por lo que 0. (de la sucesion (3.21)) es suprayec-
tiva. De este modo ;. es un isomorfismo entre H,y1(F;, F,) y ker(e.). En la
notacién (3.17), esto significa que

i o~ T/
Ki, =V
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Teorema 3.2.3. [3] Sea F : C"*' — C wuna funcion polinomial, y Sr =
{#z1,...,2s} su congunto de valores atipicos. Entonces, para cualquier valor re-
gular z € C — Xp,

H,(F~2) =7" o A,
donde 1 es el nimero de Milnor total de F', y A es un grupo Abeliano.

Demostracion. Por la proposicién anterior sabemos que

Hq(F_l(Z)) = @Hq+1(Fi7Fz)-

i=1

Basta probar que Hyyq(F;, F,) = Z* @ A;, donde A; es un grupo abeliano, y
donde p; denota al ntiimero de Milnor de la fibra atipica F~1(2;), i.e., la suma
de todos los niimeros de Milnor de F en los puntos criticos aislados contenidos
en la fibra F~1(z;).

Denotaremos a los puntos criticos aislados contenidos en F~!(z;) como
P1, .-, Pr, ¥ denotaremos como fip, al nimero de Milnor de F' en el punto critico

T 7

p;, de modo que p; = ijl Hp;- A su vez, denotando como p al nimero de

Milnor total de F, se tiene que =Y 7_; ;.

Para cada punto critico p;, 1 < j < r, consideremos una bola B;
centrada en p;, suficientemente pequena, de modo que para un disco Dj
centrado en el valor atipico z;, también suficientemente pequeno, se satisfagan
las condiciones del teorema de la fibracién de Milnor local (en dimensién n + 1
[30]), i.e., que F': B;NF~Y(D; —{z;}) — D; —{2;} sea una fibracién localmente
trivial, y F': dB; N F~1(D;) — D; sea una fibracién trivial (teorema 3.2.1 en
dimensién n + 1), para toda j = 1,...,r.

Como todas las fibras regulares son homeomorfas, via las trivializa-
ciones de la fibracién de Milnor global (3.14), supondremos, sin pérdida de
generalidad, que z estd contenido en D; — {z}.

Ahora definiremos los siguientes espacios, que servirdn para formar
después una sucesion de Mayer-Vietoris:

Denotaremos F; := F~'(D;). Sean B := (J;_, Bj, la unién de las bo-
las B; en todos los puntos criticos aislados contenidos en la fibra F~1(z;).
Denotamos R; := F; N B, la interseccién de F~'(D;) = F; con la unién
de las bolas Bj; T; = F; — R;, la cerradura del complemento de R; en Fj;
y S; ;= O0BNF;, = R; NT;, la frontera de T;. Consideremos también los
espacios que resultan de intersecar los espacios anteriores con la fibra regular
F,=FY2).Estoes, R, =R;,NFE,, T.:=T,NF,yS,:=5NF,.
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Como F': 0B; N F; — D; es una fibracién trivial para cada B; (parte 2 del
teorema 3.2.1), cada fibra local F, N (0B, N F;) es un retracto por deformacién
de 0B; N F;. Ahora observemos que F, N (0B; NF;) = F,N(S;NB;) = S.NB;,
y 0B; N F; = S; N B;. Entonces, lo anterior equivale a decir que S, N B; es un
retracto por deformacién de S;NB;. De este modo, se tiene que la unién de estas
fibras locales, | ;5. N B, (que es igual a S,), es un retracto por deformacién de
Uj F;N0B; (que es igual a S;). Es decir, S, es un retracto por deformacién de S;.

Consideremos las parejas de espacios (R;, R), (S;,S.) v (Ti,T.). No-
temos que (R;, R.) U (T;,T,) = (F;, F.) v (Ri,R,) N (T;,T:) = (S;,5.). De
este modo se obtiene la siguiente sucesién de Mayer-Vietoris, con las parejas
(R’i’RZ) y (E’TZ):

g Hq(SiaSz) - Hq(RzaRz)EBHq(TuTz) - Hq(Fi7Fz) - qfl(si; Sz) —

Como S, es un retracto por deformacién de 5;, las homologias de la pareja
(Si,S2) son triviales; en particular Hy(S;,S,) = Hq—1(S;,S,) = 0. Por lo que,
de la sucesién obtenemos el siguiente isomorfismo

H,(R;,R.) ® Hy(T;,T.,) = H,(F;,F.) (3.22)
Por otro lado, como R; es la unién disjunta de F; N B;, con 1 < j < r, entonces

Hy(Ri, R.) = €D H,(F; N B, R. N (F; N By)). (3.23)

j=1
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Claramente R, N (F; N Bj) = F. N Bj. De este modo la expresién anterior es
igual a

Hy(Ri, R.) = € Hy(F; N B, F. N By). (3.24)
j=1

Por la fibracién de Milnor local (teorema 3.2.1 parte 1), cada F; N B; se
contrae en la fibra atipica local F~1(z;) N B;. Por otro lado, por el lema de
estructura cénica [30], la fibra atipica local F~!(z;) N B; es homeomorfa al cono
sobre la interseccién de la fibra F~'(z;) N B; con la frontera de la bola B;. Y ya
que los conos son contraibles, se tiene que F~!(z;) N B; es contraible. De este

modo tenemos que F; N Bj; se contrae en un punto.

Consideremos ahora la sucesion exacta larga, en homologia reducida, de la
pareja (F; N By, F. N Bj):

- — H,(F,NB;) — H,(F,NB;, F.NB;) — H, 1(F.NB;) — Hy 1(FiNB;) — --- .

Como F; N Bj es contraible se tiene que ﬁq(Fi N B;)y ﬁq,l(Fi N B;) son
triviales. Por lo que, se tiene un isomorfismo entre Hy(F; N Bj, F. N Bj) y la
(¢ — 1)-homologia reducida de F, N B;,

H,(FiN B, F. N B;) =~ H, 1(F.NBy). (3.25)

Por otro lado, [30] [2] se sabe que la fibra local de Milnor F, N B; tiene
el mismo tipo de homotopia que un ramillete de p,,, esferas de dimensién real
n, donde p,. es el numero de Milnor de F' en el punto critico p;. Por lo que

ﬁn(Fz N Bj) = Z"*s, mientras que ﬁq_l(FZ NB;)=0parag#n+1.
De este modo, sustituyendo (3.25) en la expresién (3.24), tenemos que

H,(R;,R,) = @f[q,l(FZ NB;) =0 para g #n+1

=1

Hyp1(Ri, R.) = @ Ho(F. N By) =Y ZHrs = 7M. (3.26)
j=1 j=1

Asi, retomando el isomorfismo (3.22) para ¢ = n + 1, tenemos que

~—_

Hn+1(Fi7 Fz) = Hn-i—l(Ri; Rz S5 Hn+1(Ti7 Tz) = 7" @ Hn+1 (Ea Tz) (327)

Denotamos A; := H,11 (T3, T).

Por otro lado, por la proposiciéon 3.2.1, sabemos que

H,(F~(2) = @Hqul(Fi,Fz) para toda g > 0.

i=1

En particular, para ¢ = n se tiene,
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Sustituyendo H,,11(F;, F.) por la expresién (3.27) se tiene

H,(F7'(2)) = P 2" @ A,
=1

es decir

A, (F() =20 o 4,
donde A = @;_, A;. O

Observaciones del teorema anterior:

Notemos que, de la demostracion del teorema anterior, se tiene que la
homologia H,(F~'(z)) de la fibra regular de F, es la suma directa de la
homologfa de la fibras locales H,(F, N B;) = Z* (usando las expresiones 3.26
y 3.27), més la suma directa del grupo denotado como A, que es el aporte
que puedan dar los ciclos que se encuentren en una vecindad del infinito;
H,(F7'(2))=@;_, 2" & A.

Por otro lado, se sabe que los ciclos evanescentes en las fibras locales F, N B;
forman una base de H,,(F, N B;) (2], Teorema 2.1). Por lo que, la suma directa
de las homologfas locales H,(F, N B;) en la n-homologia de F~1(z), nos dice
que los ciclos evanescentes en H,,(F~'(z)) son linealmente independientes. En
particular cuando el grupo A es trivial se tiene que los ciclos evanescentes (en
los puntos criticos de F' en C"*1) forman una base de H,(F~1(z)).

En contraste al caso en que A es trivial, también puede ocurrir que
un polinomio F no tenga puntos criticos en el plano afin C**!, y que su
n-homologia H, (F~1(z)), sea generada sélo por ciclos en el grupo A, i.e., por
ciclos en el infinito.

En [4], Broughton describe una familia grande de polinomios, llama-
dos polinomios mondtonos (tame polynomials), donde para cada polinomio
F' de esa familia, el conjunto de valores atipicos Xz estd formado sdlo por los
valores criticos de F', y tal que el grupo A es trivial. También exhibe un ejemplo
del caso contrario a las condiciones de la familia de polinomios mondtonos, i.e.,
da un polinomio sin puntos criticos en el plano afin C**!, de modo que el n
grupo de homologia de su fibra regular estd generado sélo por el grupo A.

En lo siguiente describiremos el ejemplo de Broughton, pero antes es
importante hacer notar lo siguiente:

El conjunto de valores atipicos X.p claramente contiene a los valores
criticos de puntos criticos de F en C"*!. Sin embargo, también se pueden
tener valores atipicos que correspondan a puntos criticos al infinito, a estos
los llamaremos valores atipicos (o criticos) al infinito (notemos que un valor
critico puede ser también un valor atipico al infinito). En [23] [20], Ha y Lé
dan un criterio para caracterizar a los walores atipicos al infinito en el caso
n+ 1 = 2, esto es: si un valor zp no es valor critico de F', entonces basta con
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que la topologia de la fibra en zy sea distinta de la topologia de la fibra para
valores genéricos, para que zg sea un valor atipico al infinito. En la seccién 3.4
se caracterizardn con mas detalle.

Ejemplo 3.2.1. (Broughton [/])

Sea F = 2%y + x. Notemos que VF = (2zy + 1,22), de modo que para que
(z,y) sea punto critico, se debe tener x = 0, pero si x = 0 entonces 2xy — 1 es
distinto de cero, por lo que no hay punto criticos en C2.

Por otro lado, para valores de z distintos de cero, se puede verificar que la
fibra F~1(2) es homeomorfa a una esfera menos dos puntos (C—0), mientras que
la fibra, F~1(0), sobre el valor cero, tiene dos componentes; x =0 y xy+1 =0,
que forman la unidn ajena de una esfera menos un punto (componente {x = 0})
y una esfera menos dos puntos (componente {xy = —1}). Las compactificaciones
proyectivas de estas dos superficies t = 0 y xy = —1, se intersecan en el infinito
del eje y en CP?, i.e., en la direccion de x = 0; pero como superficies en el
plano afin C2, no se intersecan. Por lo que, la fibra genérica de F es coneza,
mientras que la fibra de F' en el valor 0 tiene dos componentes conezas.

Por el criterio de Ha y Lé, se tiene que el 0 es un valor atipico al infinito,
ademds no hay mds valores atipicos a parte del 0. Por lo que el conjunto de
valores atipicos de F' es ¥y = {0}.

Sin embargo, la 1-homologia de la fibra genérica de F, i.e., F~1(z) para
z # 0, tiene un generador. Cuando z tiende al valor cero, se puede observar
que el ciclo que genera a la 1-homologia de F~1(z) se colapsa en un punto al
infinito; el punto que resulta de la interseccion de la compactificacion proyectiva
de F~Y(z), con la linea al infinito en la direccion del plano {x = 0} en CP?. Este
punto al infinito es de hecho un punto critico del polinomio F sobre la linea al
infinito, i.e., considerando al polinomio que representa a F en las coordenadas
(z2,y2) = (%, %), del infinito de y en CP?, esto es x3 — z2y3, se tiene que el
origen de la coordenadas (22,y2) es un punto critico de este polinomio.

Retomemos el caso que nos interesa, i.e., n+ 1 = 2.

Cuando la 1-homologfa de la fibra genérica F~!(z), estd generada tini-
camente por los ciclos evanescentes en puntos criticos en C2, el operador
de monodromia (3.2.5) queda totalmente determinado por el efecto de los
operadores de monodromia (3.11) en las fibras de Milnor locales F~!(z) N By,
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con B; vecindades de puntos criticos aislados. En el caso en que el grupo A
es trivial, la fdrmula de Picard-Lefschtez [2] da una expresién, en términos de
las variaciones locales (3.12), para el operador de monodromia en cada lazo de
m1(C — Xp, z) (definicién 3.2.5) de la siguiente manera:

Supongamos que X = {walores criticos de F} y que el grupo A es trivial.
Denotemos a los valores criticos de F' como {z1,...,25}. Sea l; : [0,1] = C—Xp
un lazo basado en z y que rodea al valor critico z; como en el siguiente dibujo

El primer grupo de homotopia de C—X basado en z, 71 (C—XF, ), estd ge-
nerado por los lazos [;.

Denotemos como {p1, ..., p, } a los puntos criticos con valor critico z;, asuma-
mos que todos son no degenerados, y denotemos como 7] al ciclo evanescente del
punto critico pj. Sea § un ciclo en Hy(F~1(z)), la férmula de Picard-Lefschetz
[2] nos dice que para cada I; el operador de monodromia Mon,. actia de la
siguiente manera:

Mon;, (6) =6+ (6,4, (3.28)
j=1

donde (0, yg ) denota al indice que interseccién entre los ciclos § y yg .

Denotaremos como Orb(§(z)) al subespacio en Hy(F~1(2)), generado por la
érbita del ciclo 6(z) € Hi(F~1(z)) bajo la accién del grupo de monodromia de
F' (definicién 3.2.5):

Orb(0(z)) =< {Mon;.(6(2)) : para cada |l € m1(C — Xp,2)} > .

3.2.4. Continuacion analitica de integrales abelianas

Recordemos que uno de los objetivos principales de esta tesis, expuestos en
la seccién 3.1, es estudiar las condiciones para que la integral abeliana || 5,) "
J

con §;(z) € Hi(F~1(z)), se anule idénticamente. En particular cuando 7 es una
1-forma polinomial que realiza una perturbacién dF + en = 0, con € € (R, 0),
F polinomio real y §;(z) un ciclo evanescente en un punto critico de F' de tipo
centro.

La fibracion de Milnor global y el operador de monodromia, permiten ver
a las integrales abelianas | 5(=) 1 COMO funciones analiticas en z, que admiten
continuacion analitica en el complemento de los valores atipicos del polinomio

F.
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Teorema 3.2.4. Sea F € Clz,y], con X el conjunto de valores atipicos de
F. Consideremos un ciclo §(z) en la 1-homologia de la fibra reqular F~1(2),
z € C—Xp. Entonces, para toda 1-forma polinomial n en C?, la integral abeliana
fa(z) n admite continuacion analitica en C — X g como funcion de z.

Demostracion. La demostracién de sigue del teorema 26.29 del libro [26], usando
la fibracién localmente trivial dada por F : C2 — F~}(Xfr) — C — XF. O

Denotemos I(z) = f(sv(z) 7. La monodromia de I(z), alrededor de un valor
J
critico z;, estd dada de la siguiente manera:

Sin pérdida de generalidad, supongamos que z; = 0. La monodromia
de la funcién I(z) alrededor del 0 es lo que se obtiene al continuar esta funcién,
a lo largo de una curva que rodee 0. Por ejemplo, para la funciéon dada por el
logaritmo complejo, log(z), lo que se obtiene al continuar esta funcién, a lo
largo de la curva ze?™ con 6 € [0, 1], es log(ze*™) = log(z) + 2mi.

Como 7 es univaluada, entonces la continuacién analitica de I(z) = [ 5;() "
J

sélo afecta al ciclo §(z). Por lo que, la continuacién de la funcién I(z), a lo
largo de la curva ze2™ con 6 € [0,1] es igual a

I(ze™) = / m,
5;(se2mi)

con §;(ze*™) = Mong.(8;(2)), donde Mong,. es el operador de monodromia
alrededor del valor 0 (definicién 3.2.5). En general, denotemos también como
Mon;s, al operador de monodromia alrededor del valor atipico z;. Por un abuso
de notacién, denotaremos también por Mon;, a la monodromia de funciones.

Asi, tenemos que
Mon, I(2) :/ n
Mon;.(8;(z))

Por otro lado, la variacién de I(z) alrededor del valor atipico z;, que se define
como Var;(I) = Mon;(I(z)) — I(z), estd dada por

VarI(z) = / U / ;
Mon;.(6;(2)) 5(2)

esto es,

Vars(I(2)) = / "
Vari(6;(z))

Nota: Si 1 fuese multivaluada, se debe considerar el aporte de su multivaluacién
tanto en la monodromia como en la variacién.

Con esto, tenemos por continuacién analitica en C — X, que si fa(z) n=0

para toda z en una vecindad U de un valor regular de F (suficientemente
pequena, de modo que la fibracién de Milnor de F' sobre U sea trivial), entonces
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f'Y(Z) 1 = 0 para todo y(z) € Orb(é(z)), con z € U.

En el caso en que la 1-homologfa de la fibra regular, F~!(z) con z € C—Xp,

es generada por los ciclos evanescentes, la féormula de Picard-Lefschtez (3.28),

nos da también la continuacién analitica de la integral abeliana I(z) = [ 5;(2) "
J

a lo largo de cualquier lazo en C — X p.

3.3. Exactitud relativa

De la seccién anterior, tenemos que si la integral de una 1-forma polinomial
n se anula en una familia continua de 6rbitas periddicas d(z) (en particular
podria ser una familia continua de dérbitas periédicas reales), contenidas en las
superficies de nivel z de F', entonces por continuacién analitica la integral de n
también se anula a lo largo de cualquier curva en la érbita por monodromia de
4(z). Esto nos da una relacién entre la condicién fé(z) 17 =0y la dimensién de
Orb(6(z)) C H1(F~1(2)).

Conocer bajo qué condiciones la 6rbita por monodromia de un ciclo eva-
nescente §(z) en Hy(F~1(z)), genera a todo el espacio Hy(F~!(z)), es también
conocido como el problema de monodromia:

Problema 3.3.1. (Problema de monodromia)[8] sBajo qué condiciones en F se
tiene que la orbita por monodromia de un ciclo evanescente en un punto critico
de Morse genera a toda la homologia Hy(F~'(2))?

Bajo hipdtesis de genericidad en el polinomio F, Ilyashenko [24] mostré que
la érbita por monodromia de cualquier ciclo evanescente d(z) en la fibra regular
F~1(z), genera toda la 1-homologia de F~!(2). En este caso, si f&(z) n=0,es
posible definir un polinomio R de modo que n—dR se anule en todos los vectores
tangentes a las superficies de nivel de F. De este modo, Ilyashenko llega a que
7 debe tener la siguiente expresion:

n=gdF +dR, con g y R polinomios,

y se dice que 1 es algebraicamente relativamente exacta respecto a dF'.
De forma maés general, se tiene la siguiente definicion:

Definicién 3.3.1. Decimos que una 1-forma n es algebraicamente relativa-
mente exacta respecto a otra 1-forma w, si existen polinomios g, R € Clz,y],
tales que n = gw + dR.

Las hipdtesis de genericidad que pide Ilyashenko son: que todos los puntos
criticos de la complejificacién de F' sean no degenerados, y que cada dos puntos
criticos distintos tengan valores criticos distintos, esto es que F' sea un polino-
mio de Morse; y que la parte principal homogénea de F', se factorice en factores
lineales simples. A esta segunda condicién también se le conoce como trans-
versalidad al infinito. El enunciado del teorema de Ilyashenko, que describimos
arriba es el siguiente:
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Teorema 3.3.1. (Ilyashenko, 1969) [24]([26],p.540) Sea F € R[z,y] un polino-
mio real transversal al infinito cuya complejificacion es un polinomio de Morse,
y sea 6(z) una familia continua de drbitas periddicas reales en las curvas de
nivel F~1(z) de F.

Sin es una 1-forma polinomial arbitraria con integral idénticamente cero a
lo largo de §(z), entonces n es algebraicamente relativamente exacta respecto a
dF. En particular, si degn < deg dF, entoncesn es exacta, n = dR, R € R[z,y].

Que un polinomio F, con grado n + 1 sea transversal al infinito, implica que
la compactificacién proyectiva de su fibra regular, F~1(z), interseca en n + 1
puntos distintos a la linea al infinito. Con esto se tiene que la 1-homologia de
la fibra affin de F, i.e., F71(2) C C?, estd descrita por la suma directa de la
1-homologia de la compactificacién proyectiva de la fibra regular, mas los ciclos
en F~1(z) que rodean a los puntos de interseccién de F~1(z) con la linea al
infinito.

Un resultado importante, en la prueba del teorema de Ilyashenko, es que para
polinomios de Morse transversales al infinito, la 1-homologia de sus superficies
de nivel, es generada por los ciclos evanescentes.

Teorema 3.3.2. ([26], p. 535) Los ciclos evanescentes generan el primer gru-
po de homologia de cualquier fibra F~'(z) C C2? de un polinomio de Morse
transversal al infinito.

Otro paso crucial en la prueba, es que en este tipo de polinomios, el grupo
de monodromia (definicién 3.2.5) actia transitivamente sobre los ciclos evanes-
centes.

Teorema 3.3.3. (/26], p. 535) El grupo de monodromia actia transitivamente
en la coleccion de todos los ciclos evanescentes, esto es: para cualesquiera dos
ciclos evanescente 01(z),02(z) € F71(2), 2 € C— X, existe un lazo | € m(C —
Yr, 2) tal que Mon01(2) = §2(2).

Hacemos notar que en el teorema anterior se usa de manera fundamental el
que los puntos criticos de F' estan en niveles criticos distintos.

Los dos teoremas anteriores implican, que en este tipo de polinomios, la
6rbita por monodromia de cualquier ciclo evanescente §(z) genera toda la
1-homologfa de la fibra regular F~1(2).

En esta tesis, trabajaremos con polinomios F' que no satisfacen todas
la hipétesis genéricas del teorema de Ilyashenko. A saber, consideraremos
polinomios de la forma F = H?Zl fj, con f; € Rlz,y]. En estos polinomios,
el valor z = 0 resulta ser un valor critico repetido; es el valor critico de todos
lo puntos criticos dados por las intersecciones de los conjuntos algebraicos
fj_l(()). Trabajaremos dos casos: uno en que el valor cero es el tnico valor
critico repetido, y otro en que el polinomio F' tenga adem&as una simetria
del tipo S : (z,y) — (—=z,y), donde se tiene también la repeticién de valores
criticos que produzca la simetria, i.e., si dos puntos criticos tienen el mismo
valor critico es porque o bien ambos estan en el nivel z = 0, o bien porque
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ambos son simétricos respecto a la simetria S. En ambos casos, quitamos
también la condicién de transversalidad al infinito, pero la compensamos con
una condicién que no permita que haya ciclos evanescentes en puntos criticos
al infinito (esto para no caer en el caso del ejemplo 3.2.1 de Broughton). Esa
condicion al infinito, y otras condiciones mas especificas sobre F', se veran més
adelante.

3.3.1. Espacio de integrales abelianas

En los casos no genéricos, la 6rbita por monodromia de un ciclo evanescente,
no necesariamente genera a toda la 1-homologfa de la fibra regular (por
ejemplo en los casos no genéricos estudiados en [39] y [8]). La expresién de
una 1l-forma n tal que f[s(z) n = 0, depende del complemento de la érbita por

monodromia de §(z) en la 1-homologia de la fibra regular F~!(z). Para llegar
a una expresiéon canonica de 7, consideraremos la cohomologia de de Rham
de la fibra regular de F, y asociaremos a la érbita por monodromia de §(z)
su dual en la cohomologia de de Rham. A este dual lo denotaremos como
Orb(6(z))* C Hip(F~'(z)). Expresaremos a la cohomologia Hip(F~'(2)) en
términos del dual de Orb(d(z)), y del dual de su complemento en la 1-homologia
de la fibra regular F'~!(z). Esta descomposicién nos permitira caracterizar a los
elementos de una base algebraica de la cohomologia H}p(F~!(z)) (para fibras
regulares), para caracterizar las 1-formas polinomiales 1 cuya integral |, 5(z) " €8
idénticamente cero. La descripciéon de estas 1-formas se verd en las secciones
siguientes.

Sea Q*(F,,alg) el complejo de formas holomorfas en F, := F~1(z)
que son restriccién de formas racionales en C?. Denotamos como H,(F,alg)
a la cohomologia calculada con el complejo Q*(F,, alg). El teorema de de Rham
algebraico [17] ([16], p. 453) nos dice que

Hjn(F,,alg) 2 H*(F,,C).

Por simplicidad también denotaremos a la cohomologia Hjj,(F%,alg) como
Hip(F).

Dado un ciclo §(z) contenido en F;, definamos el espacio de integrales abe-
lianas en 1-formas de Q'(F., alg) a lo largo del ciclo 6(z):

Psz) = {/5( )w cw € QY F,,alg)}).

Consideremos el anillo de funciones racionales en C definidas en z. Esto
es el conjunto de funciones p/q con p y ¢ polinomios en C tal que ¢(z) # 0.
Este conjunto se denota como O,(C), y es llamado el anillo local en z ([13], p.
21). Denotemos como C(z) a la imagen de O,(C) bajo el homomorfismo de de
evaluaciéon de funciones en el valor z,

ev:0,(C) — C
p/e — p(2)/q(z).
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Como ev es suprayectiva C(z) es isomorfo a C. Ademds C = O,(C)/ ker(ev).
Notemos que Pg Z) es un C(z)-espacio vectorial con el producto dado por

%fg(z) f5 q(F)w para cualesquiera p( ) € C(z) y w € QY(F.,alg). El

producto estd blen definido pues, ya que p/q € 0,(0C), % es una funcién

racional en C? que es holomorfa en F,. Asi para cualquier w € Q'(F.,alg)

también se tiene que EF;w € QY(F.,alg).

Consideremos la érbita por monodromia de 6(z), Orb(6(z)) C Hy(F~1(2)),
y su dual, al que denotamos como Orb(d(z))*, en la 1-cohomologia de de Rham
de la fibra regular, H},(F~!(z)). Por [17], tomamos una base de 1-formas
polinomiales {w;} para la cohomologia H},(F~1(z)). Supongamos que {w;}¥
es base de Orb(§(z))*. Esto es,

Orb(6 = {Zpl ) e C(2)}.

Que los coeficientes p; sean funciones racionales se debe a que éstos se pueden
expresar como cocientes de determinantes de matrices formadas por integrales
abelianas, conocidas como matrices de periodo. Los determinantes de estas ma-
trices son funciones univaluadas y con crecimiento acotado por un polinomio en
|z|, por lo que estos determinantes son polinomios en C (para més detalle se
puede ver [26] p. 534 o [2] p. 318 y p. 277).

Definamos la siguiente transformacion

\I/ : OTb((S(Z))* — P&(z)a

dada por ¥(n fé(z

Proposicién 3.3.1. ¥ es un C(z)-homomorfismo injectivo entre Orb(6(z))*

Ps(z)- En particular, dim Orb(6(z))* < dim Py(.).

Y

Demostracion. La linealidad de W se sigue de la linealidad de las integrales.
Verifiquemos la injectividad de W:

Sea {v;(2)})_; una base de Orb(é(z)). Completamos la base de Orb(d(z))
en una base 8 = {v;(z)} para Hi(F~!(z)). Sea 3* = {f;(2)} la base dual a
B ={v;(2)} en la cohomologfa de de Rham H},(F~!(z)), donde {7;(z )} ", es
una base de Orb(4(z))*. De modo que, f%(z) nj=1sii=jy f%(z) n; = 0 si
1 7.

Sea n € Orb(6(z))* tal que () = 0. Expresemos a 1 en términos
de la base {7;(z)}}L, de Orb(6(z))*;

N

n=>_p;i(2)i.

j=1
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Integremos la expresién anterior a lo largo del ciclo +;(z) de la base 3, con

1<i<N,
N
/ n=> 1) / 7. (3.20)
vi(2) j=1 vi(2)

Como fé(z) n = 0, por continuacién analitica tenemos que fv(Z) n = 0, para
todo v(z) € Orb(6(z)). En particular, como {v;(2)}X; es base de Orb(§(z)),
entonces (2= 0 para toda 1 <i < N.

De esta manera, el lado izquierdo de (3.29) es 0, mientras que, por propie-
dades de la base dual, el lado derecho es p;(z). Por lo que p;(z) = 0 para todo
t=1,...,N. Por lo tanto, n = 0. O

3.4. Condicidn al infinito

En esta seccién se estudiardn los criterios [20][21] para caracterizar el tipo de
valores atipicos para polinomios de C[z, y], en particular el tipo de valores atipi-
cos que generan ciclos evanescentes en el infinito (como en el ejemplo 3.2.1). Y
con eso enunciaremos el teorema de Gavrilov [15], que nos define una familia de
polinomios (no necesariamente transversales al infinito) tales que su primer gru-
po de homologia tiene una base de ciclos evanescentes (en puntos criticos en C?).

Sea F : C""!' — C una funcién polinomial y z un valor regular de
F, por el teorema de Broughton 3.2.3 tenemos que H,(F~'(z)) = Z*F) @ A,
donde p(F) es el ndmero total de Milnor de F, y A es un grupo abeliano que
corresponde a ciclos que pueden surgir de puntos criticos al infinito. Si A es
trivial, esto quiere decir que la topologia de la fibra regular de F, F~1(z),
estd determinada por su topologia en vecindades de puntos criticos en C™*1.
Esto significa que el n-ésimo grupo de homologfa H,, (F~'(z)) estd generado
por los ciclos evanescentes en los puntos criticos de F' en C**+1.

Sin embargo, un polinomio F podria tener puntos criticos en el infinito y a
su vez la n-homologia H,,(F~1(z)) podria tener una base de ciclos evanescentes,
i.e., no necesariamente un punto critico al infinito produce un ciclo evanescente
en ese punto. Esto depende de si la topologia de las fibras de F' cambia en
vecindades del infinito.

Para estudiar estos cambios en la topologia de las fibras hay que con-
siderar la fibracién de Milnor de F' (3.14),

F:C""'—%p - C-Xp,

donde X es el conjunto de valores atipicos de F. Se distinguen dos tipos de
valores atipicos; los valores en donde hay cambios en la topologia de la fibra
dentro de un conjunto compacto de C"*!, y los valores en donde hay cambios
en la topologia de la fibra fuera de un conjunto compacto de C**!. Claramen-
te los primeros corresponden a los valores criticos de F' (pues hay cambios en
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la topologfa en vecindades de sus puntos criticos contenidos en C"*1). EI se-
gundo tipo de valores atipicos es llamado valores criticos de F al infinito. Més
precisamente, para este tipo de valores se tiene la siguiente definicién:

Definicién 3.4.1. Sea F : C*!' — C una funcién polinomial y sea zy € C.
Decimos que zg es un valor regular de F' al infinito si existen r > 0 y un conjunto
compacto K C C"*! tales que la restriccion

F:F ' (Dy(20)) = K — Dy(20) == {z € C: |2 — 20| = 1},

define una fibracion trivial.
Un wvalor zg € C que no es reqular al infinito es llamado valor critico al infinito.

Denotemos como Y. al conjunto de valores criticos de F', y denotemos como
Y al conjunto de valores criticos de F al infinito. Se puede probar [20] que

Y=Y UX.
El conjunto Y. puede ser descrito de la siguiente manera:
Y. ={2€C:p*(F) >0},

donde p*(F) es la suma de los nimeros de Milnor de F' en puntos de la fibra
F~1(2) (definicién 3.2.4)).

En cuanto al conjunto Y., en general para polinomios F : C*t! — C,
no es claro cémo determinar si un valor pertenece a Y.,. Sin embargo, para
polinomios de C? en C, se tienen criterios para determinar estos valores [20],
(23], [21], [22], [15]. A saber, en [23] Ha Huy Vui y Lé Dung Trang probaron
que, dado un polinomio F' € C[z,y], un valor zy € C — X, pertenece a Yo, si y
s6lo si x(F~1(2)) # x(F~1(20)), donde x denota a la caracteristica de Euler, y
z es un valor genérico de F'.

Por otro lado, H. V. Ha y L. A. Nguyén [22] mostraron que un valor zg € C
pertenece a Y., si y sélo si existe al menos un punto de ramificacién en la
fibra regular F~1(z) (respecto a una proyeccién general) que tiende a infinito
cuando z tiende a zg.

En [15] se describe un método, que mediante el calculo del discriminante
de F respecto a y (o respecto a x, segun se tengan coordenadas apropiadas),
permite determinar los valores de Y.,. A continuacién describiremos ese
método:

Definiciéon 3.4.2. Decimos que una funcion lineal | estd en posicion general
respecto a F € Clx,y] si para cualquier t € C el indice de interseccion de la
recta {l =t} C C? con la curva {F = z} C C? es ezactamente n = deg(F),
para cualquier z € C.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que [ = x es general respecto
a F; esto es que, F(z,y) = y" + a1(x)y" ' + -+ + an—1(2)y + a,(z) donde
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n = degF' y a; € C[z] para toda j. Expresar a F' de esa manera siempre es
posible, bajo un cambio lineal de coordenadas si es necesario (el cual no altera
la topologia de las fibras).
En otras palabras, la proyeccién de la fibra F~!(z) C C? en la coordenada
:I/.’
p:Fl(z)cC? — C
(z,y) 2
es una transformacién suprayectiva, para todo z € C.
Notemos que los puntos de ramificacién de esta proyeccién son los puntos
(z,y) € F~1(2) tales que %—Z(:c, y) = 0. Estos puntos estdn determinados por el

(3.30)

discriminante de F' — z con respecto a y ([11], Ap. 1).

Para cada z € C denotemos como A(z,z) al discriminante de F — z
respecto a y; o, lo que es lo mismo, el resultante de F'—z y %—5 como polinomios
en y. De este modo, A(z, z) es un polinomio en z y en z.

Sea d(zg) el grado de A(x, z) en = y sea d el grado de A(z, z) en x para un
valor z de F' genérico:

Az, 2) = bo(2)z + -+ + bg_1(2)x + ba(2), b; € C[2].

Claramente d(z) < d, y se tiene la desigualdad sélo para un conjunto finito de
valores en z; a saber, los valores z tales que by(z) = 0.

Definicion 3.4.3. Denotamos

p(F) = d—d(z) , p(F) = 3" p*(F)

zeC

El nimero de puntos de ramificacién en C? de la proyeccién (3.30), para
cada fibra F~!(z), es igual al grado en z del discriminante A(x,z) [15]. Por
lo que, p*(F) es el nimero de puntos de ramificacién sobre la fibra F~1(z)
respecto a la proyeccién (3.30), para z valor genérico de F', que tienden a oo
cuando z tiende a zg. De este modo, p(F) es el numero total de puntos de
ramificaciéon que tienden a infinito al variar z en C.

En [15], Gavrilov muestra que p(F) es un invariante topoldgico, y da
una expresién para la caracteritica de Euler de cualquier fibra de F' en términos
de los nimeros de Milnor y de los valores p(F') y p*(F). Esto es:

Teorema 3.4.1. [15] Sea F € Clx,y] tal que todos sus puntos criticos son
aislados. Entonces

NEF (=) = 1 - p(F) — p(F) + u*(F) + p*(F).

Corolario 3.4.1. [15] Sea F € Clzy] un polinomio tal que todos sus puntos
criticos son aislados. La fibra de F, F~1(2), para valores genéricos z, tiene el
tipo de homotopia de un ramillete de p(F) 4+ p(F) 1-esferas, por lo que

dim Hy (F~(2)) = p(F) + p(F).
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En términos del teorema de Broughton (3.2.3), tenemos que
H,(F~(2)) = Z*¥) @ A. Asi, el corolario anterior nos dice que dim A = p(F).

De esta manera, el conjunto de valores criticos al infinito ., puede
describirse como:
Yo ={2€C:p*(F) >0}

Por lo tanto, que p(F) sea igual a cero, significa que no hay ciclos evanes-
centes en el infinito.

Definicién 3.4.4. [15] Decimos que un polinomio F es bueno si p(F) = 0.
Asi, se tiene el siguiente teorema:

Proposicién 3.4.1. [15] Sea F un polinomio bueno. Entonces, los ciclos eva-
nescentes, en puntos criticos de F' en C2, forman una base de F~1(z), para todo
valor z ¢ Yp, y dim(Hy (F~1(2))) = u(F).

Ejemplo 3.4.1. Consideremos el polinomio F = (2% — y)(x — y). Este tiene
un punto sigular al infinito, dado por la interseccion de la compactificacion
proyectiva de F~1(2) con la linea al infinito en la direccion de x = 0.

Notemos que la proyeccion (3.30) de F~1(z) en el eje x es suprayectiva.
Calculamos® el discrimiente de F — z respecto a y (o lo que es lo mismo, el
resultante de F' — z con %—5), esto es el siguiente polinomio en T y en z:

Az, z) = —2% 4+ 22* — 2% — 42

El grado del discriminante en x es d = 6. Como el grado del discriminante en
x no depende de z, entonces d(z) = 6 para toda z. Por lo tanto p(F) = 0.

Ejemplo 3.4.2. Sea F = ((x—y)?+2(x+y) —16) (2% +y —4)y. Este polinomio
tiene dos puntos singulares en el infinito, uno en la direccion de x —y = 0, y
otro en la direccion de x = 0. Notemos que la proyeccion (3.30) no es supra-
yectiva. Haremos un cambio de coordenadas para que la proyeccion (3.30) sea
suprayectiva:

Sea T =1x—y yy =y. Bajo estas coordenadas F se escribe de la siguiente
manera:

Fz,y) = F@+73,9)
= (@2+2F+29)—-16)(T+9)°+7—-4)7
Denotemos F(Z, g) = (22+2(2+25)—16)((£+7)*+7—4)§. En estas coordenadas
la proyeccion de F~1(z) en el eje & es suprayectiva.
Calculamos [37] el discriminante de F' — z respecto a §. Esto es,

A(Z,2) = 163'7 + P(&, 2),

donde P es un polinomio en T y en z, con grado en T menor que 17. Asi, el grado
Aeni esd=17 yd(z) = 17 para toda z. Por lo que p(F) =0, y como F~1(z)
y F~1(2) tienen la misma topologia para z valor genérico, entonces p(F) = 0.

3Usando el software llamado “Singular” [37].
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3.5. Particiones en curvas de RP?

Como se describié en la introduccién y en la seccion 3.1, el problema
tangencial del centro estd motivado en el estudio de centros reales de folia-
ciones integrables en R?. En los casos que estamos considerando, la integral
primera es un polinomio con coeficientes reales F' € R[z,y]. Sin embargo, para
entender las condiciones que provocan la anulacién idéntica de una integral
abeliana, f(s(z)n = 0, a lo largo de cualquier familia continua de érbitas

periédicas, d(z) C F~!(z), reales en particular, ha sido necesario considerar
la complejificacién del polinomio F'. Este procedimiento nos permite conocer
la monodromia de la familia de ciclos §(z) y la continuacién analitica de la
integral abeliana f 52 1 En esta seccién veremos que bajo ciertas condiciones

en F, es posible conocer la monodromia de cualquier ciclo 6(z) € Hy(F~1(z)),
con la informacién que nos da la foliacién definida por F en RP?.

Consideraremos el modelo del plano proyectivo real dado por
D = D/{p ~ —p : p € D}, donde D es el disco unitario en R? con
centro en el origen. Notemos que 9D ~ RP!.

Ahora definiremos lo que llamaremos una particion de curvas en D. Esta
definicién estd basada en la definicién de particion dada por A'Campo en [1]
para una versioén local dentro de un disco en R?:

Definicién 3.5.1. Sea J la unidn disjunta de r copias del intervalo [0,1]. Una
particion con r ramas de D es una inmersion o : J — D tal que:

1. a(8J) C D, a(J) C D, a(J) es conexa en D.

2. a(J) es una inmersion genérica en D, i.e., las intersecciones de aJ) sdlo
pueden ser dobles y transversales.

3. Una regidén es una componente conexa de D — a(J) tal que su cerradura
no interseca a OD. La interseccion de la cerradura de dos regiones A y B
debe cumplir que ANB =0 o AN B ={un punto} 0 ANB = «(I), donde
I es un segmento de J.

A la curva a(J) también la llamaremos particion de D si « es una parti-
cion de D.

Definicién = 3.5.2. Llamaremos puntos dobles de la particion «, sélo a los
puntos que resulten de interseccion de ramas de «(J) contenidos en D. A los
puntos de interseccion de ramas de «a en 9D los llamaremos puntos singulares
en dD.
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@{

Ejemplo 3.5.1. (a) ()

La figura (a) es una particion de D con 2 ramas y 5 regiones. Mientras que
la figura (b) no satisface todas las condiciones para ser particion, pues la inter-
seccion de la cerradura de sus regiones A y B es la imagen de dos segmentos.

En particular, el tipo de particiones que nos interesan son aquellos que estan
dados por la extensién a RP? del conjunto de ceros de un polinomio real, F' €
Rlz, y].

Definicién 3.5.3. Dado F € R|x,y|, diremos que F define una particion de
RP? con r ramas si:

1. F71(0)NR? tiene r componentes conezas.
2. La extension de F~(0) en RP? define una particion en el modelo D de
RP?.

Notemos que si F' define una particién de D, entonces todos los puntos
criticos de tipo silla F' estdn en nivel cero (por resultar de las intersecciones de
las ramas de F~1(0) N R?), mientras que ningtin punto critico de tipo centro
puede estar en las ramas definidas por F~1(0) N R2.

Ejemplo 3.5.2. Sea F = (2> +y—4)(z —y)(y — 1).
F~1(0) define una particion en D con 3 ramas, 3 regiones y & puntos dobles
(de tipo silla), y un punto singular en 0D.

R
D

Nota: En la definicién de particion no ponemos restriccién al tipo de sin-
gularidades que F' tenga en la linea al infinito. Sin embargo, en los casos que
consideraremos para el problema tangencial del centro, si pondremos una res-
triccién a este tipo de singularidades. Sélo se permitiran aquellas singularidades
al infinito que satisfagan que p(F) = 0, donde p es el invariante topolégico que
se definié en la seccién 3.4.
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3.5.1. Diagrama de Dynkin y monodromia

Un aspecto especial de las particiones, en particular en aquellas que son
definidas por los ceros de un polinomio real, es que se puede asociar un signo
a las regiones. Esto es importante para definir un objeto combinatorio a las
particiones llamado diagrama de Dynkin.

Definicién 3.5.4. [1] Una particion signada de D es una particidn tal que
a cada region se le asocia un signo + o -. Si la particion es definida por un
polinomio F € Rz, y|, asociaremos a cada region el signo dado por el signo del
polinomio F' en la region.

Para una particion signada podemos definir un diagrama de Dynkin de la
siguiente manera:

Denotamos como Cfi,...,C,, a las regiones y puntos dobles de la parti-
cién en D. Estos seran los vértices del diagrama de Dynkin. Ordenaremos
estos vértices de la siguiente manera: C1, ..., C, seran las regiones con signo +;
Cp+1, .-y Cptk serdn los puntos dobles; y Cpypt1,...,Cy seran las regiones con
signo -.

Para definir los ejes del digrama definiremos la siguiente intersecciéon entre
vértices para 0 < i < j <

1 si C; es una regién positiva y C; es un punto doble
contenido en la frontera de C;, o

C; es una regién negativa y C; es un punto doble
(Ci,Cy) = contenido en la frontera de C}, o

C; es una region positiva y C; es una regién negativa

tales que C; N Cj es la imagen de un segmento bajo la particién.

0 en los otros casos

(3.31)
Se define el diagrama de Dynkin de una particién signada como la grafica con
vértices C1, ..., Cy, con un eje entre los vértices C; y Cj siy sélo si (C;,C;) = 1.
Usamos la siguiente represenacion grafica para las regiones y los puntos dobles:

Regiones positivas: (P

Regiones negativas: ()
Puntos dobles: .

Ejemplo 3.5.3. Consideremos la particion definida por el polinomio F = ((x —
y)?+2(x+y)—16) (22 +y—4)y. l?sta es una particion con 3 ramas, 6 regiones,
8 puntos dobles (de tipo silla) en D, y 2 puntos singulares en OD. A cada regidn
de la particion en D le damos el signo que F' tiene dentro de la region:
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Su diagrama de Dynkin es*

En el caso en que la particiéon estd definida por un polinomio real F,
notemos que ademds cada vértice C; estd asociado a un punto critico de
F'; a saber, conservando el orden de los vértices que utilizamos arriba, cada
regién positiva C1,...,C}, contiene un punto critico de F' de tipo centro con
valor critico positivo, cada regién negativa Cpyp41,...,C, contiene un punto
critico de F' de tipo centro con valor critico negativo, y cada punto doble
Cp+1, .-, Cptr €s un punto critico de F' de tipo silla. A su vez, asociamos a
cada vértice C1,...,C, con la familia continua de ciclos evanescentes en su
punto critico correspondiente. Usando el indice de interseccién entre ciclos
evanescentes, también es posible construir una grafica para la particién definida
por F'; esto es, definiendo un eje entre dos vértices C; y Cj si y sélo si sus ciclos
evanescentes asociados se intersecan.

Sin embargo, en [1] A'Campo probé que cuando F' define una particién, es
posible elegir una orientacién para los ciclos evanescentes (ver apéndice A) en la
fibra regular de F', de modo que la interseccién entre vértices definida en (3.31)
coincida con la interseccién entre vértices definida por el indice de interseccion
de ciclos, de modo que ambos diagramas, el definido por las intersecciones
(3.31) y el definido por el indice de interseccién de ciclos coincidan. Esto es:

Supongamos que d1,...,0, son los ciclos evanescentes de F. Denotare-
mos como 41, ..., 0, a los ciclos evanescentes en puntos criticos de tipo centro en
niveles positivos (centros en sentido de la foliacién real definida por dF = 0),
y denotaremos por C; a la regién, de la particién definida por F' en D, que
contiene a J;, para 1 < j < p. Denotaremos como 0p41,...,0p+r a los ciclos
evanescentes en puntos criticos de tipo silla (sillas en el sentido de la foliaciéon
real definida por dF = 0), y denotaremos como p; € D al punto critico de

4Recordemos que los puntos de interseccién entre ramas en D no son parte de los vértices
del diagrama de Dynkin.



3.5. PARTICIONES EN CURVAS DE RP? 61

tipo silla correspondiente al ciclo evanescente §;, para p +1 < i < p + k.
Denotaremos como 0p4x+1,-..,0, a los ciclos evanescentes en puntos criticos
de tipo centro en niveles negativos, y denotaremos como C; a la regién en la
particion que contiene al ciclo 6;, para p+k+1 < j < p. Que los ciclos 01, ..., 0,
tengan la orientacién dada por A'Campo (apéndice A) implica que el indice de
interseccién entre ellos estd dado de la siguiente manera:

1 sil<i<p,p+1<j<p+k
ypj €C;, 0

sip+tk+1<j<p,p+1<i<p+k
(Gn0)=¢  YPEGO
sil<i<p,p+thk+1<j<u

y C; N C; es la imagen de un segmento en la particién.

0 en los demas casos

(3.32)

Comentario 3.5.1. Notar que por la antisimetria del indice de interseccion,
si (6;,6;) = 1 entonces (6,6;) = —1.

Ejemplo 3.5.4. En el ejemplo anterior (ejemplo 3.5.3) esto es:

Asociando a cada vértice de su diagrama de Dynkin con cada ciclo evanes-
cente (denotados 0;) de F' se tiene:




62 CAPITULO 3. NOCIONES FUNDAMENTALES

donde cada eje entre dos vértices significa que los ciclos asociados tienen indice
de interseccion 1 (o -1 por el comentario 8.5.1).

De este modo, eligiendo una orientacién adecuada para los ciclos evanes-
centes se tiene que el indice de interseccién de ciclos (3.32) coincide con las
intersecciones entre vértices definidas por (3.31).

Notemos que, cuando la 1-homologia de la fibra regular de F, es genera-
da por los ciclos evanescentes, d1(2), ..., 0,(z), considerados en la tabla (3.32), el
diagrama de Dynkin de la particién definida por F', nos permite conocer explici-
tamente la monodromia de cualquier ciclo en Hy(F~*(2)) usando la férmula de
Picard-Lefschtez (3.28).

3.5.2. Buenas particiones definidas por polinomios

De la seccién 3.2, es sabido que, dado un polinomio F € Clz,y], la 1-
homologia de su fibra regular tiene la siguiente expresién: Hy(F~1(z)) =
ZMF) @ A, con z valor regular, u(F) el ntimero de Milnor total de F y A
un grupo abeliano. Ademss, de la seccién 3.4, A = ZP(F) con p(F) invariante
topolégico. La parte asociada a Z*F) tiene una base de ciclos evanescentes,
mientras que la parte asociada a A = Z°¥) consiste en ciclos que surgen de
puntos criticos de F' al infinito. Es decir, si p(F) = 0 entonces Hy(F~1(z)) tiene
una base de ciclos evanescentes (proposicién 3.4.1).

Observacién 3.5.1. En particular, para F € R[z,y] tal que F~1(0) define una
particion en D, si todos los puntos criticos de F' son reales y p(F) = 0, entonces
los ciclos 01(%), ...,0, (%), asociados o los vértices del diagrama de Dynkin de F,
forman una base de Hy(F~1(2)) y p es igual a u(F) (ver proposicion 3.5.1).

Definicién 3.5.5. Sea F € Rz, y|, diremos que F define una buena particion
de D si satisface lo siguiente:

1. F define una particion de D, y cada region de esta particion no puede
contener mas de un punto critico de F'.

2. FEl diagrama de Dynkin de la particion definida por F' es conexo.
3. p(F)=0.
4. Todos los puntos criticos de F' en C? son reales y no degenerados.

Proposicién 3.5.1. Si F € Rx,y] define una buena particion de D, entonces
los ciclos evanescentes, asociados a los vértices del diagrama de Dynkin de F,
forman una base de la 1-homologia de la fibra reqular de la complejificacion de
F.

Demostracion. Consecuencia de la proposicién 3.4.1. O

Ejemplo 3.5.5. Consideremos el polinomio

F=(z—-y)?+2x+y) —16)(z* +y —4)y.



3.5. PARTICIONES EN CURVAS DE RP? 63

Como se ve en la grdafica del ejemplo 3.5.4, F tiene 8 puntos criticos de tipo
silla, y 6 puntos criticos de tipo centro en R?. Veamos que son los unicos pun-
tos criticos de F en C? y que son no degenerados. Para esto, calcularemos al
dimension del anillo Clz,y|/ < Fy, Fy, >. Usando el software “Singular” [37]
Vemos que

dimClz,y]/ < Fy, F, >= 14.

Por otro lado, por la expresion (3.13) de la subseccidn 3.2.2, tenemos que el
nimero de Milnor de F' en p; se define como la dimension del anillo local en p;
mddulo el ideal generado por la derivadas parciales de F';

Hop; (F) = dimg Opj(x>y)/ < Fy, Fy >,

es decir, como el indice de interseccion de las curvas Fy = 0 y F, = 0 en el
punto p;. De donde, iy, es un entero mno negativo, y iy, = 0 si y solo si p;
no estd en la interseccion de F, = 0 con Fy, = 0 ([13], p.37); es decir, cada
punto critico tiene nimero de Milnor al menos 1. Ademds, se sabe que ([13],

p-40 propiedad (9))

> dimg Oy(x,y)/ < Fi, Fy >= dime Clz,y]/ < Fy, F, > .
pj€C2

Pero ya sabemos que F tiene 14 puntos criticos en R? (8 de tipo silla y 6
de tipo centro), y cada uno de estos puntos criticos tiene nimero de Milnor al
menos 1. Luego, ya que la dimension de Clz,y]/ < Fy, F, > es 14, entonces la
Uunica opcion es que cada uno de estos puntos criticos tenga numero de Milnor
igual a 1. Y por la dimension de Clz,y]/ < Fgy, F, > no puede haber mds
puntos criticos de F en C2.

Por otro lado, en el ejemplo 3.4.2 vimos que p(F) = 0, y en el ejemplo
3.5.8 vimos que F define una particion de D y que su diagrama de Dynkin es
conezxo. Por lo tanto, F' define una buena particion en D.

3.5.3. Familias especiales de ciclos para una particién

Asumamos que F' € Rz, y] define una buena paricién de D. Definiremos
dos familias de ciclos en la fibra regular F~1(z), que servirdn (en el capitulo
4) para definir una base para H;(F~!(z)). La utilidad de esa base es que
permitiré conocer la érbita por monodromia de un ciclo evanescente, y mostrar,
bajo ciertas condiciones en F, que Hy(F~1(z)) se puede expresar como la suma
directa de la 6rbita por monodromia de un ciclo evanescente mas el espacio de
los ciclos que son invariantes bajo monodromia (caso (a) del capitulo 4). En
el caso en que F' tenga ademas una simetria se tendrd que agregar, ademas, la
suma directa de otro espacio (caso (b) del capitulo 4).

A continuacién precisaremos la notaciéon que utilizaremos para los ci-
clos evanescentes:
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Supongamos que F € R[z,y] define una buena particién de D con r
ramas. Sea n igual al niimero de puntos criticos de F' de tipo centro (reales), y
k igual al nimero puntos criticos de F' de tipo silla (reales).

Nota: Para evitar cualquier posible confusién recordamos que por puntos
criticos de tipo centro o de tipo silla, siempre entenderemos que son centros y
sillas en el sentido real.

Denotaremos por 6;(z), con ¢ = 1,...,n, a los ciclos evancescentes de
F~1(z) en puntos criticos de tipo centro (en niveles positivos o negativos), y
denotaremos por v;(z), con j = 1,...,k, a los ciclos evanescentes de F'~1(z) en
puntos criticos de tipo silla. Por la proposicién 3.5.1, los ciclos

{8:(2) iy U {5 ()}

forman una base de Hy(F~!(z)), donde n + k = u(F).

Asumiremos siempre que los ciclos en F~1(z) tienen la orientacién estable-
cida por A'Campo (apéndice A) de modo que el indice de interseccién de ciclos
evanescentes estd dado como en la tabla (3.32)5.

Denotemos, ademds, por v/(z) a los ciclos en {v; (z)}le correspondientes
a los puntos criticos (de tipo silla) sobre la rama ¢ de la particién definida
por F (i.e., una componente conexa de F en R?); pero sin considerar a los
ciclos que corresponden a puntos criticos obtenidos por autointersecciones de
la rama /. Supondremos que los ciclos 7/(z) estdan ordenados de un extremo al
otro extremo en la rama /¢, y ese orden estd representado por el subindice ¢.
Denotamos por r(¢) al nimero de puntos criticos (de tipo silla) sobre la rama ¢
de la particién definida por F.

Definamos los siguientes ciclos,

k
Fi(z) = Varo(6,(2) = > _(6:(2):75(2)7(2) (3.33)

j=1

r(0)
ou(z) = Y (=1)'7{(2) (3.34)

=1

Ejemplo 3.5.6. Consideremos el polinomio del ejemplo 3.5.4, i.e.,
F=(z-y)?+2x+y)—16)(z*+y—4)y.
Denotaremos a los factores de F' como
h=@-y?+2@x+y)-16, fo=a>+y—4 y fa=y,

y denotaremos como {1 a la rama dada por los ceros del factor fi; del mismo
modo denotamos la = {fa =0} y €3 = {fs = 0}.

5Considérese el cambio de notacién para los ciclos evanescentes que establecimos en esta
subseccion.
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Utilizando la notacion de ciclos 0; para ciclos evanescentes correspondientes
a puntos criticos de tipo centro, y y; para ciclos evanescentes correspondientes
a puntos criticos de tipo silla, se tiene:

Ast, tenemos que

1 = 7+ -+,

Y2 = Y2ts,

Y3 = v3+7v4+ 7,

Ja = Y4+ +7s,

Y5 = Yo+ V5 + 7+ 8s

Y6 = Y2+73+ 7+ s

Y

oy, = M —Y2tV3—Y4a+75— 7,
O, = Yr—7Y8stY2—7Y3+% — V5,
O3 = 71— 78+ % — Va-

En el capitulo 4 utilizaremos a la familia de ciclos 4;(z) para describir a la
orbita por monodromia de los ciclos evanescentes en la 1-homologia de la fibra
regular de F'.

Por otro lado, los ciclos oy se distinguen por ser invariantes bajo monodromia.
Esto es debido a que su indice de interseccién con todos los ciclos d;(z) y 7v;(2)
es cero, como se prueba a continuacién:

Lema 3.5.1. Supongamos que F' € R|x,y] define una particién en D. Entonces,
los ciclos o4(2) son invariantes bajo monodromia.

Demostracion. Sea {6;(z)}—; U {v;(2)}s_, una base de Hi(F~'(z)), con la
notacién establecida arriba. Basta verificar que (o4(2),d;(z)) = 0 para toda
i=1,..,n,y (00(2),7(2)) =0 para toda j = 1,..., k.

Usaremos la tabla (3.32), donde dp41(%2),...,0p+x(2) denotan a los ci-
clos vj(z) con j =1,..., k.

De la definicién de o4(z), claramente se tiene que (o¢(z),v;(2)) = 0 para
toda j =1, ..., k, por la tabla (3.32).
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Por otro lado, para los ciclos §;(z), si la rama £ no contiene segmentos de
dC;, donde C; es la regién en la particién que contiene a §;(z), entonces la
tabla (3.32) nos dice que (04(z2),d;(2)) = 0.

Supongamos ahora que ¢ contiene segmentos de 9C;. Denotemos por Dj
a los puntos criticos de tipo silla sobre la rama ¢, ordenados de un extremo
a otro de /, obtenidos por la interseccién de ¢ con ramas distintas. Entonces
si p; estd contenido en dC;, por definicién de regién en una particién de D,
necesariamente uno de los puntos continuos a p; en el orden de ¢, esto es p;j;1
o bien p;_1, debe de estar también en AC;. Luego, ya que o,(z) es la suma
alternada de los ciclos v;(z) correspondientes a los puntos criticos p;, y por la
tabla (3.32) la interseccién de 6;(z) con los ciclos 7;(z) correspondientes a los
puntos p; € 9C; es 1, se tiene que (o¢(2),d;(2)) = 0. O

M4s atin, tenemos que, si tomamos r — 1 ciclos oy (z) distintos, estonces éstos
son linealmente independientes entre si:

Proposicién 3.5.2. Supongamos que F € R[z,y] define una particion de D,
conr > 1 ramas. Entonces el conjunto {o¢(2)},_] es linealmente independiente.

Demostracion. Supongamos que

ingog(z) =0, (3.35)
(=1

con ny € Z no todos cero.
Consideremos la rama r y el ciclo o,(z). Por conexidad de la particién
(propiedad (1) en la definicién 3.5.1), la rama r debe intersecar al menos a
alguna otra rama ¢ de la particién. Supongamos que v € {1,...,7 — 1} es una
rama de la particién que interseca a la rama r. Denotemos por p,, a un punto
critico de tipo silla en la interseccién de r con v. Denotemos por 7, (z) al ciclos
evanescente en py,,.

Notemos que para cada o(z) = Zr(e)( 1)v4(2) con £ # r, v, se tiene que

V4(2) # Yy (2) para toda . Mientras que para o, (z) = Y279 (=1)"(2), se
tiene que para algin 7 = 1,...,7(v), v2(2) = v (2).

Expresemos la suma (3.35) en términos de los ciclos 7,(z), y despeje-
mos el ciclo v,,, esto es:

r— 17(@

nu’}/ru Z Z n[‘h (336)

l#v 1=1

donde el signo + depende la partidad del subindice 7 tal que v2(z) = v, (2).

Por otro lado, por el teorema 3.2.3 el conjunto {v;(2)}¥_, es lineal-
mente independiente.

Como ~{(z) € {;(2)}h=, para toda v y £, y 7/(2) # 7w (2) para toda ¢ con
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£ # v, entonces la expresién (3.36) implica que n, = 0.

Después, repetimos el proceso anterior, pero tomando la rama v en vez
de la rama 7. Esto implicard que todos los coeficientes ny de las ramas ¢ que
intersequen a v sean cero. Por conexidad, esto se puede repetir, hasta probar
que todos los coeficientes ny son cero. O

A continuacién mostraremos a que esta familia de ciclos {7;(z)}7-, es
linealmente independiente:

Observemos primero el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.5.7. Supongamos que F € Rx,y] define la siguiente particidn en
D

donde
=N+ Y 2=t 2+t Y93 =72 93,74 =93+ (3.37)
Supongamos que
m1y1 + maJe + mays + myys = 0 con m; € Z.

Sustituyamos, en la expresion anterior, a cada 7; por su suma en ciclos y; como

en (3.37); esto es,

my(y1 +7s5) +ma(y1 +v2 + 93 + Y4 +95) + ma(v2 +93) + ma(y3 +74) =0,

ahora agrupamos los sumandos de cada ;; esto es,
(m1+ma)y1+(ma+ms)y2+ (ma+mz+ma)ys+(ma+ma)ya+(m1+ma)ys = 0.

Como los ciclos y; son linealmente independientes, la expresion anterior implica
que
mi 4+ mo =
mo + ms
mo + ms + My
mo -+ may =

Il
cooco

(3.38)
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de modo que, los ciclos 7; son linealmente independientes, si y sdélo si, para
cualesquiera coeficientes m; el sistema anterior tiene una unica solucion dada
por m; = 0 para i = 1,2,3,4 (que en este caso no es muy dificil ver que se
cumple).

Ahora haremos una abstraccién del problema (propuesta por D. Novikov).
Para esto nos olvidaremos de los ciclos y, en vez de ellos, pensaremos en las
regiones de la particién:

Sea F' € Rlz,y] tal que define una particién en D. Denotemos por
a :J — D a la inmersién que define a la particién definida por F', donde
J =Uj—1[0,1] con r igual al nimero de ramas de la particién.

Denotaremos como C; a las componentes conexas de D — a(J); a las
componentes C; tales que su cerradura C; no interseque a 9D las llamamos
como en la definicién 3.5.1, regiones (acotadas), y a las componentes C; cuya
cerradura si interseque a 0D las llamaremos regiones no acotadas. Notemos
que hay tantas regiones (acotadas) como puntos criticos de F' de tipo centro
(reales). Denotamos como n al ndmero total de puntos criticos de F de tipo
centro (reales).

A cada regién de D — «(J) le asociaremos un coeficiente m; € Z, a las
regiones no acotadas les asociaremos el coeficiente 0. En el ejemplo anterior
denotamos por Ci, Co, C3 y C4 a las regiones (acotadas), a cada una le
asociamos un coeficiente my, ms, m3 y my respectivamente; y denotamos
como C5, Cg, Cr, vy Cs a las regiones no acotadas, a éstas les asociamos los
coeficientes ms = mg = m7 = mg = 0.

Definicién 3.5.6. Sea a : J — D, donde J = J;_,[0,1], una inmersién que
satisface todas las condiciones de la definicion de particion 3.5.1 salvo la con-
dicion de conexidad para a(J). Denotamos como C; a las componentes conexas
de D — «a(J). A la asociacion de componentes C; con coeficientes enteros my,
tal que las componentes cuya cerradura interseque a 0D tengan coeficiente cero,
la llamaremos particion en coeficientes m;.

Comentario 3.5.2. Para las particiones en coeficientes no pedimos la condi-
cion de conezidad para la imagen de la inmersion, a(J), por lo que se puede
tener una particion en coeficientes tal que todas sus regiones sean no acotadas
(las cuales tienen coeficiente cero).

Para el ejemplo anterior, su particion en coeficientes m; es la siguiente:
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!

&9
@
T

Denotaremos como ¢; al punto critico de F' de tipo silla asociado al ciclo
evanescente y;, con j = 1,...,k, donde k es el nimero total de puntos criticos
de F de tipo silla (reales). A estos puntos ¢; también los llamaremos puntos de
cruce o puntos dobles en el caso de tener una particion en coeficientes que no
esté dada por los ceros de un polinomio.

A cada g; le asociamos la suma de los coeficientes m; tales que ¢; € C;; esto
es,

1, sig; € C;

0, si no ’

Zézj(Qj)mh donde 6;, (¢:) = {
i=1

con esto formamos un sistema lineal de ecuaciones dado por

n

> 6l (g)mi=0, j=1,..k (3.39)

i=1

Definiciéon 3.5.7. Al sistema lineal (3.39) le llamaremos el sistema lineal de
coeficientes m;, asociado a la particidn en coeficientes m;, con regiones (acota-
das y no acotadas) C; y puntos de cruce g;.

Por construccién (como en el ejemplo 3.5.7) tenemos que

n n
Zmﬂi =0+ Zdzj(%‘)mi =0, j=1..k (3.40)
i=1 =1

por lo que, los ciclos 4; son linealmente independientes, si y sélo si, para
cualesquiera coeficientes m;, el sistema lineal de coeficientes m; tiene un tnica
solucién dada por m; = 0 para toda 1.

Ahora trabajaremos con particiones en coeficientes m;. Veremos que,
haciendo movimientos en las curvas que limitan a las regiones, podemos
obtener nuevas particiones en nuevos coeficientes m). Mostraremos que las
soluciones del sistemas lineal de coeficientes m; pueden expresarse como
combinaciones lineales de las soluciones de los sistemas lineales de coeficientes
m},. Para esto haremos las siguientes precisiones:

A particiones en coeficientes contenidas en particiones mas grandes las
llamaremos subparticiones. Por ejemplo,
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Subparticion

Noétese el sistema lineal de coeficientes, asociado a una subparticion, estd con-
tenido en el sistema lineal de coeficientes de la particiéon mas grande. En el
ejemplo anterior, el sistema de la subparticion es

mo+ms+my+ms = 0

mo+my+ms+mg = 0, (3.41)

mientras que el sistema lineal de la particién grande es

mi +mo +my+mg =
mo + ms3 + ms + mg
mo + ms + my + ms
mo + my +ms + Mg
m1—|—m2—|—m6+m7 =

(3.42)

I
coococo

donde ms = --- = mg = 0. El sistema (3.41) corresponde a la tercera y cuarta
ecuacién del sistema (3.42).

Los siguientes movimientos los realizaremos en subparticiones. Estos
nos serviran para expresar, en nuevas subparticiones, las relaciones de los coefi-

cientes correspondientes a los sistemas de lineales de las subparticiones iniciales:

Movimiento (I).

m3z= ()

miy=—1ms

Comentario 3.5.3. Notemos que en la subparticion (1), la region con coeficien-
te ms no puede ser acotada, pues como region acotada no satisface la propiedad
de interseccion entre la cerradura de las regiones (acotadas), de la definicion de
particion (propiedad (3) de la definicion 3.5.1). Por ello, la region de coeficiente
mg tiene que ser no acotada y el coeficiente ms tiene que ser cero.
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El sistema lineal asociado a la subparticién (1) es,
mi+mog = O,

de donde
mip = —Mmay. (343)

El movimiento (I) cambia a la subparticién (1) por la subparticién (1’),
conservando la relacién (3.43).

Movimiento (II).

mo

my ms my ms

() @)
ma mas=mmy
mg=—"M1—1M2—M3

El sistema lineal de coeficientes asociado a la subparticién (2) es:

mq +m2—|—m3+m5 =0
. 3.44
mi+mg+mg+ms = 0 ( )
De este sistema se tiene la siguiente relacién en los coeficientes:
My = My Y M5y = —M] — Mo — M3. (3.45)

El movimiento (II) nos cambia la subparticién (2) por la subparticién (2’)
conservando la relacién (3.45). Es decir, los coeficientes my y ms, que se pierden
al cambiar (2) por (2’), se pueden expresar como combinaciones lineales de los
coeficientes mq, ms y mg de la subparticién (2’).

Movimiento (III).
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El movimiento (III) cambia la subparticién (3) por la subparticién (3’).

El sistema lineal asociado a la subparticién (3) es:

my+me+m3+m; = 0
ms+myg+ms+my; = 0 (346)
ms +mg+mi+my; = 0.

Mientras que el sistema lineal de coeficientes de la subparticién (3’) es:

mi+ma+meg+m, = 0
ms+mg+meg+m, = 0 (3.47)
m5+m6+m4+m’7 = 0.

Veamos que estos dos sistemas lineales son equivalentes, en el sentido de que
conociendo las soluciones de uno se conoce las soluciones del otro:

Consideremos la primer ecuacién del sistema (3.46),
myi + mo +ms +my = 0. (3.48)

De esta ecuacién se tiene que my; = —my — mo — m3.
La ecuacién (3.48) es lo mismo que la siguiente ecuacidn,

my + ma + me + (—me + mg + my) = 0.
Sustituyamos my; por —m, — ms — Mg, esto es
my + ma + me + (—me + mg — m1 —mg —ms) =0,
que es lo mismo que
my +ma +mg + (—mg — m1 — mg) = 0.

Consideraremos una nueva variable m/, y diremos que m}, = —mg — my — mo.
Asf la ecuacién (3.48) es equivalente a la ecuacién

my + ma + mg +ms = 0.

De manera andlogamente podemos verificar que la segunda y tercera ecuacion
de (3.46) son equivalentes a la segunda y tercera ecuacién de (3.47) respectiva-
mente. Por lo que los sistemas (3.46) y (3.47) son equivalentes, donde my y m/
son combinaciones lineales de los coeficientes mq, ..., mg.

Asi, el movimiento (III) nos cambia la subparticién (3) por la subparticién
(3%), donde los sistemas lineales de coeficientes de ambas son equivalentes.

Comentario 3.5.4. Estos tres movimientos se conocen como los movimientos
de Reidemeister en la teoria de nudos [31].
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Estos movimientos nos dan una expresion geométrica de la solucion de los
sistemas lineales en las subparticiones; de manera que los coeficientes que se van
perdiendo al pasar de una subparticién a otra, por medio de estos movimientos,
se expresan como combinaciones lineales de los coeficientes de la nueva subpar-
ticién (éstas son las relaciones en los coeficientes que se van guardando en cada
movimiento).

Notemos que cada particién en coeficientes de D estd conformada por sub-
particiones. Por lo que, el sistema lineal de una particién en coeficientes de D
es la union de los sistemas lineales en coeficientes de las subparticiones. Asi, se
puede resolver el sistema lineal de una particién de D, resolviendo los sistemas
lineales de las subparticiones usando estos movimientos.

Ejemplo 3.5.8. Usaremos los movimientos (I), (II) y (III) para resolver el
sistema lineal de coeficientes del ejemplo (3.5.7).
La particion en coeficientes del ejemplo (3.5.7) es:

az
>
o)

donde su sistema lineal de coeficientes estd dado por

mi +meo +my+mg =
m2+m3+m5+mg
mg + ms3 + Mg + My
mo + My + M5 + Mg
my +ma+meg+my =

, (3.49)

Il
coococo

conms =---=mg = 0.
Apliquemos el movimiento (II) a la subparticién

esto es,
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%

)

m3=1mg
M4 = —My — M3 — M3

?

conservando la relacion: ms = mg y my = —Mo — M3 — Ms.
Ahora, aplicamos el movimiento (II) a la subparticion entre las componentes

Cs, C7, Cy y Cg, esto es

ms=mg
mg = —Mmy — M3 — M3

Y

mp = —mo —Mmg —mry

mg = mg

con la relacion: mg = mg y m1 = —mg — Mg — M.
Finalmente, aplicamos el movimiento (I) a la subparticién que contiene a la
componente Cy; esto es,

D mp = —my—mg —my
mg = mg
ms=mg
my = —my — M3 — M3
ma =—ms

con la relacion: mq = —ms.

Cada vez que se pasa de una subparticion a otra por medio de estos mo-
vimientos, las relaciones que vamos conservando nos dicen que los coeficientes
de primeras subparticiones quedan expresados como combinacion lineal de los
coeficientes de las nuevas subparticiones.

Como al final llegamos a una particion de D que tiene sélo regiones no aco-
tadas (las cuales por definicion tienen siempre coeficiente 0), entonces sélo nos
quedan subparticiones con coeficientes iguales a cero. De este modo, todos los
coeficientes anteriores son combinacion lineal de coeficientes iguales a 0. Por lo
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que, la dnica solucién del sistema lineal de coeficientes de la particion (3.5.7)
es m; =0 para toda i =1,...,8.

Nétese que por la equivalencia (3.40); i.e.,
> omidi =0 dg)mi =0, j=1,..k
i=1 i=1

entre la combinacién lineal de los ciclos 7; con coeficientes m; € Z y el sistema
lineal en coeficientes m;, la soluciéon del ejemplo anterior implica que los ciclos
{7 }?:1, de la particién del ejemplo (3.5.7), son linealmente independientes.

De este modo, para probar que los ciclos {’yj}?:l de una particiéon son
linealmente independientes, hay que probar que para cualesquiera coeficientes
m; € Z el sistema lineal en coeficientes m;, >, 07(q;)m; =0, j=1,..,k,
de la particién tiene una tnica soluciéon dada por m; = 0 para toda i.

Por las propiedades de los movimientos (I), (II) y (III), al llevar una
particién a otra, por medio de estos movimientos, todos los coeficientes iniciales
se pueden expresar como combinacién lineal de los coeficientes finales. Asi, para
probar que > ., 87 (¢;)m; =0, j=1,...,k tiene una unica solucién dada por
m; = 0 para toda i, basta probar que la particién inicial puede ser llevada a
una particion que solo tenga regiones no acotadas, y de este modo que sélo

tenga coeficientes cero.

Para probar esto, usaremos un resultado de teoria de nudos que nos
permita mostrar que, usando los movimientos (I), (IT) y (III), siempre podemos
separar a todas las ramas de cualquier particién en coeficientes, y obtener una
particiéon que dnicamente tenga regiones no acotadas.

Primero precisaremos un poco el lenguaje de teoria de nudos [31]:

Un nudo K puede ser pensado como una curva enredada en un espa-
cio de tres dimensiones con coordenadas (z,y,z). Podemos considerar la
proyecciéon P de esta curva en el plano zy; P(z,y,z) = (z,y,0). Genérica-
manete, la proyecciéon P(K) de K es una curva cerrada en el plano zy con
autointersecciones.

El problema de considerar la projeccién P(K) de un nudo K, es que se pierde
la informacién de si el nudo K pasa por arriba o por abajo de si mismo en cada
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punto de autointerseccion. Para recuperar esa informacién se define lo que se
conoce como un diagrama regular de K ([31], p.27), que es modificar el dibujo
de la projeccién P(K), haciendo cortes para indicar si el nudo para por arriba
o por debajo de si mismo.

& &

P(K) Un diagrama reqular de K

Un nudo puede tener varios diagramas regulares. Se dice que dos diagra-
mos son equivalentes si se puede llevar uno en el otro usando los movimientos
de Reidemeister (los movimientos (I), (IT) y (III)) (definicién 4.1.1 [31], p.50).
Ademis se tiene que dos nudos son isotépicos si y sélo si sus diagramas son equi-
valentes (teorema 4.1.1, [31], p.50). Por ejemplo, el siguiente dibujo muestra dos
diagramas regulares equivalentes del nudo trivial:

K -

El resultado que usaremos es el siguiente:

Proposicién 3.5.3. ([31], Prop. 4.4.1, p. 62) Se puede cambiar un diagrama
reqular de cualquier nudo (o enlace®) arbitrario, en el diagrama del nudo (o
enlace) trivial, cambiando los cruces tantas veces como sea necesario y usando
los movimientos de Retdemeister.

Es decir, que siempre que no haya obstrucciones en los movimientos de Rei-
demeister, cualquier nudo se puede llevar al nudo trivial.

Por ejemplo, en el siguiente dibujo cambiamos uno de los cruces del nudo
K (que vimos arriba), de modo que obtenemos un diagrama del nudo trivial.
Ademsds, aplicando el movimiento (I) de Reidemeister, este diagrama se puede
llevar en el diagrama del nudo trivial donde no hay cruces.

E5EHO

6Unién de nudos.
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Esto significa que cambiando los cruces en el diagrama de un nudo se puede
obtener un nudo trivial, aunque por supuesto no de manera isotopica, i.e., esto
no significa que todos los nudos sean triviales. A este tipo de operaciéon, de
cambiar los cruces de un nudo, se les conoce como operaciones de desanudar
(unknotting operations). Por otro lado, la proposicién también nos dice que,
una vez que cambiamos apropiadamente los cruces para obtener un diagrama
del nudo trivial, entonces usando los movimientos de Reidemeister es posible
llevar ese diagrama en un diagrama sin cruces, que es lo que en la proposiciéon
llaman el diagrama del nudo (enlace) trivial.

Proposicién 3.5.4. Dada una particion en coeficientes m; de D, su sistema
lineal de coeficientes Y ., 67(qj)m; = 0 tiene una tnica solucién dada por
m; = 0 para toda i.

Demostracién. Consideremos una particién « : J — D, donde J = U;Zl[O, 1],
y consideraremos su particion en coeficientes m; (definicién 3.5.6), pensaremos
a las ramas (cada imagen de [0, 1] bajo ) como segmentos de nudos.

Para resolver el sistema lineal de coeficientes m;, > ., & (g;)m; = 0, aso-
ciado a esta particion «, podemos aplicar sin restriccién todos los movimientos
de Reidemeister ((I), (IT) y (III)), de modo que los coeficientes de la particién
estan en terminos de los coeficientes de las particiones que se obtienen después
de hacer esos movimientos.

Que podamos aplicar siempre los movimientos de Reidemeister significa que
no hay obstrucciones en el movimiento de las ramas. Por lo que, en particular
podemos llevar a la particién inicial en una particidn en coeficientes” donde to-
das las ramas no se intersequen entre si, y todas las regiones sean no acotadas.

Como las regiones no acotadas tienen por definicién de particion en coefi-
cientes coeficientes cero, y todos los coeficientes m; iniciales son combinacién
lineal de los coeficientes de esta nueva particion en coeficientes, entonces todos
los coeficientes m; del sistema lineal Y, 87 (g;)m; = 0 tienen que ser cero. [

Proposicién 3.5.5. Sea F € Rz, y] tal que define una particion de D. Entonces
el conjunto {7;(z)}1, es linealmente independiente.

Demostracion. Consecuencia de la equivalencia (3.40) y la proposicién anterior.
O

3.5.4. Particiones con una simetria

En esta subseccién consideraremos el caso en que el polinomio F € Rz, y],
que define una buena particién de D, tiene una simetria, y estableceremos la
notacién que usaremos para los ciclos en este caso.

Sea S : R? — R? la simetria algebraica dada por S(z,y) = (—x,9).
Supongamos que F' es invariante bajo S, F(S) = F. Denotaremos por p; a los

"Las particiones en coeficientes no necesariamente tienen que ser conexas, a diferencia de
las particiones de la definicién 3.5.1.
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puntos criticos de tipo centro sobre el eje y, i.e., p; = (0,y;); y denotaremos
por p_; y p4; & puntos criticos de tipo centro tales que S(p—;) = p4s, donde
p—; estd contenido en el semiplano real {x < 0} y py; estd contenido en el
semiplano real {z > 0}. Denotaremos por d;(z), d_;(z) vy 04:(2) a las familias
continuas de drbitas periddicas, de la foliacién dF = 0, correspondientes a los
puntos criticos p;, p_; y py; respectivamente. Ya que F(p_;) = F(py;) pues
F(S) = F, denotaremos al valor critico de p_; y p1; como z;.

Denotemos como s al nimero de puntos criticos p_; en el semiplano
{z < 0}. Por la simetria, éste también es el nimero de puntos criticos p4; en el
plano {x > 0}.

Por otro lado, estamos denotando como n al niimero total de puntos criticos
de F de tipo centro (reales). De este modo, tenemos n — 2s puntos criticos p;
sobre el eje y. Indexaremos estos puntos criticos de la siguiente manera:

{p-itizi, Ap+itizi v {Pi}?:2s+1-

Del mismo modo indexamos a los ciclos evanescentes 9;(2), 6_;(2) v d4i(2)
correspondientes a los puntos criticos p_;, p4+; ¥ pi, respectivamente. Esto es;

{0-i(2) iz, {6+i(2) o1 v {6i(z)}?=2s+1' (3.50)

Consideraremos la complejificacién de S; S : C2 — C2. Como F es invariante
bajo S, se tiene que S : F~1(2) C C?> — F~1(2) C C? estd bien definda. Por lo
que podemos aplicar el funtor de homologia H;(_ ) a la funcién S restringida a
la fibra regular F~1(2). De este modo, obtenemos el homomorfismo S, = H;(S)
entre los grupo de 1-homologia;

8. Hy(F~\(2)) — Hy(F7(2)),
dado por S.(y) = S(v), donde v y S(7) representan clases en Hy(F~!(z)).

Andlogamente, usando el funtor de cohomologia H}p(- ), obtenemos
el homomorfismo S* = H},(S) entre los grupos de 1-cohomologia de F~!(z);

S* Hap(F~(2)) — Hyp(F~(2)),

donde para cada l-form w € H}p(F~'(z)), la imagen de w bajo S*, es
una 1-forma S*(w) definida como S*(w)(4,) (V) = Ws(a,y)(D(zy)S(v)); con
(z,y) € F~1(2), y v vector tangente a F~'(z) en el punto (z,y), donde D, ,)S
es la derivada de S en el puntos (z,y).

Notemos que, por el teorema de cambio de variable se tiene que,

/ w= / S*(w). (3.51)
S+ (v(2)) 7(2)

Por otro lado, la orientacién de A'Campo (apéndice A) implica que los
ciclos evanescentes contenidos en R2, respecto a puntos criticos de tipo centro
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en niveles positivos, tienen orientacién positiva (en direccién contraria a las
manecillas del reloj), mientras que los ciclos evanescentes (en R?) respecto a
puntos criticos de tipo centro en niveles negativos tienen orientacién negativa
(en direccién de las manecillas del reloj), o viceversa para ambos. Por lo que,
todos los ciclos evanescentes 0;(z), d_;(z) o d4+i(z) (para valores z tal que
los ciclos estén contenidos en R?) con F(p;) > 0, F(p_;) > 0y F(pyi) > 0,
tienen la misma orientacién, que podemos tomar como positiva (respecto a
la orientacién canénica de R?), y todos los ciclos evanescentes &;(2), d_;(z) o
§1:(2) (para valores z tal que los ciclos estén contenidos en R?) con F(p;) < 0,
F(p_;) <0y F(py:) <0, tienen la misma orientacién, que es negativa si para
centros en niveles positivos fijamos la orientacién positiva (ver apédice A).

Ya que S es una reflexién del plano real respecto al eje y, entonces
cuando z es un valor regular tal que el ciclo 0;(z) (respecto a un punto critico
de tipo centro sobre el eje y) estd en R, se tiene que

5. (0i(2)) = —di(2), (3.52)

Por otro lado, notemos que los ciclos §_;(z) y 04;(z), para valores en z tal que
§_i(2),0+i(2) C R?, tienen la misma orientacién, ya que son ciclos evancescentes
en el mismo valor critico F(p_;) = F(p4i) = z+;. Ademds, debido a la simetria
de F, cuando los ciclos §_;(z) v d44(2) estdn en R?, es claro que éstos son
simétricos respecto al eje y, i.e., como conjuntos uno es la imagen del otro bajo
S. Luego, como S invierte la orientacién, se tiene que

S.(6_5(2)) = —044(2). (3.53)

Denotaremos como 7_;(z) al ciclo Varg(d—_;(2)), ¥+:(z) al ciclo Varg(d4:(2))
y 7i(z) al ciclo Varg(d;(2)), y los indexamos del mismo modo que la expresién
(3.50):

{(-(Y= o v {32 hises - (3.54)

Notemos que la proposicién 3.5.5 no depende de los valores criticos de F', en
particular también es valida para el caso con simetrias. Por lo que, los ciclos en
el conjunto (3.54) son linealmente independientes.

Los ciclos o/(z) se definen de la misma manera que la expresién (3.34) de la
subseccién anterior.

3.6. Ciclos residuales

Denotaremos por < {oy(2)};Zf > al subespacio en la 1-homologia
H{(F~1(z)) generado por las combinaciones lineales de los ciclos {o/(2)},~;,
los cuales son linealemente independientes por la proposicién 3.5.2.

Por el lema 3.5.1, el subespacio < {O’e};;ll > en la 1-homologia de la fibra
regular F~1(2), se distingue por ser invariante por monodromia. Ademas la de-
mostracion es vélida para cualquier particién dada por cualquier polinomio. En
particular, el lema 3.5.1 también es valido en el caso en que la particién de D
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esté definida por un polinomio F' con una simetria. De este modo, en general se
tiene que Orb(c) =< {0} >, para todo o €< {o,},_] >.

Definicién 3.6.1. Denotaremos como Vs, al subespacio en Hy(F~1(2)) gene-
rado por los ciclos invariantes bajo monodromia, i.e.,

Vie =< {0() € Hi(F(2)) : (0(2),7(2) =0 Wy(2) € Hy(F~}())} > .
A los elementos de Vs los llamaremos ciclos residuales.

Asi, < {o(2)};2} >C Vio.

3.6.1. Numero de ramas en puntos al infinito

En esta subseccién daremos una descripcion de los ciclos V, en términos
de los puntos en que la compactificacion proyectiva de las superficies de nivel
de F intersectan a la linea al infinito, y veremos que, bajo condiciones en la
multiplicidad de los factores lineales de la parte principal homogénea de F', el
espacio Vi, coincide con el subespacio < {oy(2) 2;11 >, generado por los ciclos
o¢(z) definidos en 3.34.

Dado F € R|z,y] consideraremos su complejificacién, que también
denotamos como F'. Para cualquier valor complejo ¢ € C denotaremos como
L. a la superfice F~!(c) € C2?, contenida en C?, y denotaremos como L. a la
compactificacién proyectiva de L. contenida en CP?; L. ¢ CP2. Denotaremos
también como L., a la linea al infinito.

Por el teorema de Bézout de curvas algebraicas [13], es sabido que L.
interseca a L, en un numero finito de puntos. De este modo, la superficie L. es
igual a la superficie L, menos los puntos en que interseca a la lfnea al infinito
Loo; Le =L\ LeN L. B

Llamaremos a los puntos en L. N Lo, puntos de indeterminacion de F.

Notemos que, al quitar cualquier punto de indeterminacién en la superficie
L. se produce uno o varios (pero una cantidad finita) “hoyos” en la superficie
L.. Cada uno de estos “hoyos”, a su vez, estd asociado naturalmente con un
ciclo (contenido en la superficie L.) que lo rodea. No es dificil ver que estos
ciclos que rodean a los “hoyos” en la superficie L., tienen interseccién cero con
todos los ciclos en la 1-homologia de L.. Por lo que estos ciclos son invariantes
bajo monodromia, y estan contenido en el espacio V.

En lo que sigue estudiaremos las condiciones para conocer el nimero
de “hoyos” que produce un punto de indeterminacién de F':

Notemos que para cualquier polinomio F en C2, con coeficientes rea-
les o complejos, se tiene que la interseccion de L. con la linea al infinito L,
estd dada por la interseccién de los ceros de su parte principal homogénea con
la linea al infinito:
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Escribamos F' como suma de polinomios homogéneos,
F=Fi+Fi1+ -+ F + Fo,

donde F; es un polinomio homogéneo de grado j. A Fy; # 0 se le conoce como
la parte principal homogénea de F.

Consideremos el cambio de coordenadas (z1,y1) = (1,%) de CP?, donde
{x1 = 0} representa a la linea al infinito L,. Expresemos F en estas coordena-
das, esto es

F(L,2) = Fd<xl,zl)+Fd 1G22+ + PG )+ By
= ;Fd(l y1) + e = Fa 1 (Ly) + -+ - Fi(Ly) + Fo.

(3.55)
Multiplicando la expresién anterior por x¢ obtenemos el polinomio equivalente
a F en coordenadas (x1,y;). Denotaremos a este polinomio como F'(z1,y1):

Flz1,y1) = Fa(lyn) + Faom(Lyy) + -+ 2 'Fi(ly) + 28 Fy
= Fa(L,y1) + O(z1).
(3.56)
Luego, la superficie L. en coordenadas (z1,y;) estd dada por,

F(fl,yl) = C»Tii»

que es lo que se obtiene al expresar en coordenadas (z1,41) al polinomio F — c.
Sustituyendo a (71,71) en la expresién anterior tenemos que L. estd dado por

Fy(1,y1) + O(zy) = cxf.
Esta superficie interseca a la linea Lo, = {x1 = 0}, en
Fi(1,y1) = 0.
Noétese que esto es para cualquier valor ¢ € C.

Por otro lado, como Fy es homogéneo, se factoriza en factores linea-
les; esto es Fy = H;nlfgj con degfq; = 1 para toda j = 1,..,m, con
ZJ 1n; = d. De este modo, cada factor lineal fg,(1,y1) de Fy(1, yl) da una

interseccién de L. con la linea al infinito L. = {z1 = 0}.

En otras palabras, cada factor lineal f;, de Fy, produce un punto de
indeterminacién de F, sin embargo, al quitar ese punto de indeterminacién
de la superficie L, el nimero de “hoyos” que se producen en la superficie L,
puede ser mayor que uno. Esto depende en parte, de la multiplicidad n; del
factor lineal f4, en Fy.

Notese que el numero de “hoyos” que se obtienen en L. al quitar un
punto de indeterminacién, es igual al nimero de ramas (componentes conexas
locales) que la superficie L. tiene en una vecindad de ese punto punto de
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indeterminacion.

En el caso en que F es transversal al infinito; i.e., la parte principal
homogénea de F se factorice en factores lineales simples, se tiene que cada
punto de indeterminacién en L. produce sélo un “hoyo” en L.. En particular
la superficie L. es igual a la superficie L. menos tantos puntos como factores
lineales de Fy (i.e., tantos como el grado de F'). Esto se puede ver de la siguiente
manera;

Expresemos al polinomio F' como suma de polinomios homogéneos:
F=F;+Fyg 1+ +F + I,

donde Fj es un polinomio homogéneo de grado j, con Fy # 0.
Supongamos que Fy se factoriza en factores lineales simples,

d
Fy =] fa,. degfa, =1.Vj, and fo, # fa,Vi # j.

j=1
Consideremos la carta coordenada de CP? dada por (z2,ys2) = (%, %), donde
la linea al infinito estd dada por Lo = {y2 = 0}. Supongamos, sin pérdida de
generalidad que todos los puntos de indeterminacién pueden verse desde la carta

(72,92).
En coordenadas (72,%s2), la superficie L. estd dada de la siguiente manera:
1
F(2, 2y —c=0,
Y2 Y2
esto es,

Fd(%,y%)-‘erfl(ﬂ L)“r"'-f—Fl(ﬂ i)—C =

Y Y2’ Y2 Y2 Y2

y%Fd(iﬁzy 1)+ i Faa(w2,1) + - + - Fi (@2, 1) (3.57)
2 Ya

Multiplicando la expresién anterior por y4, obtenemos la expresién polinomial
que representa a la superficie L. en coordenadas (2, y2):

Fy(z2,1) + y2Fao1(w2,1) + -+ + y5 ' Fi(22,1) = ey,
que a Su vez expresalnos comao,
Fy(ze,1) + O(y2) = cyg. (3.58)

Denotemos como x5, j = 1,...d, a las d raices (simples) de Fy(xo,1).
Cada punto (:Cgl ,0) corresponde al punto de inderteminacién obtenido por la
interseccion de L. con L, en la direccién de la recta fy, = 0.

Definamos la siguiente transformacion:

Vi (w2,y2) = (Fu(z2, 1) + O(y2),92),
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verificaremos que ¢ es un difeomorfismo local en cada punto (x5, 0). Para esto,
consideremos la derivada de 1 en estos puntos:

312 4(22,1) + O(y2) =

|D(Igj,0)w| = 0

(3.59)
(w2;,0)

Por lo que, el determinante de D(,J2 )Y es igual a 8 (932], 1). Pero esto es
distinto de cero, ya que cada xg; es raiz simple de Fy(z2, 1)

Esto significa que 9 es un difeomorfismo local en los puntos (25, 0). Denote-
mos como Y (Za,y2) = (Z2,Y2). De este modo, en una vecindad de estos puntos
la superficie L., descrita por la expresién (3.58), se escribe como

Ty = cifd. (3.60)

Observemos que este cambio de coordenadas también dice que al extender
la foliacién dF = 0 en CP?) en vecindad de los puntos (22,0) sus hojas
estdn dadas por la expresién (3.60), i.e., los puntos de indeterminacién de
F son puntos singulares de tipo nodo, para la foliacién dF = 0 extendida a CP?.

Notemos que las curvas @.60) son conexas. Por lo que, al quitar cada
punto (z2;,0) de la superficie L., se obtiene sélo un “hoyo” en L.. Es decir, en
este caso L. = L. \ {d puntos}.

Ahora estudiaremos el caso en que la parte principal homogénea de
F tenga factores lineales con multiplicidad. Para esto, observaremos primero el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.6.1. Sea F = (x3—y)((3c—y)2+2(x—|—y)—4)(x+y—f) Denotemos
fi=a'—y fo=(@—y’+2e+y) -4y fs=a+y—3.

La parte principal homogénea de F estd dada por Fy = 23(x — y)?(z + v),
con d = 6, que es el producto de las partes principales homogéneas de los
factores f; de F.

Determinaremos el niumero de “hoyos” que se producen en L., para cual-
quier ¢ € C, al quitar el punto de indeterminacion de F, correspondiente a la
direccion del factor lineal x de Fy. Para esto, consideremos la carta coordenada
(r2,92) = (y ) de CP?. La superficie L. en esta carta coordenada estd dada
por:

5 1 z 1 z 11
GF (32— #2032 + )~ 02+ ) o0
53 @3 = y2) gz (w2 = 1) + 2y2(2 +1) —dy) g (wa + 1 - ) '
3 — Y2),z (22 Y2(T2 Y2)y, (T2 2
Multiplicando la expresion anterior por yS, obtenemos
(e — o) (w2 = 1) + 2palan + 1) — dg)(wa + 1= ) = . (3.62)

Esta es la expresion polinomial que representa a la superficie L. en coordenadas
(72, y2)-



84 CAPITULO 3. NOCIONES FUNDAMENTALES

Denotemos como fi, fo y fs a los polinomios que representan a los
factores f; con j = 1,2,3, respectivamente, por medio del cambio de coordena-
das (x9,y2) = (£, 1). Esto es,

Y’y

flif/g*ym f2:(1’2*1)2+2y2(932+1)*4y§a f3:$2+1*%-

Asi, reescribimos la expresion (3.62) como

F(Iz,yz) = f1f2f3 = cyS-
La interseccion de L. con Lo, = {yo = 0}, estd dada por,

F(22,0) = fi(22,0)fa(22,0) f3(x2,0) = 0,

esto es x3(xy — 1)*(xg 4+ 1) = 0. La raiz 23 = 0 corresponde a la interseccion
de L. con Lo, en la direccion del factor lineal x de F,.

Ahora, para conocer el nimero de ramas de L., en una vecindad del punto
de indeterminacion dado por (x2,y2) = (0,0), desarrollaremos F(xo,y2) — cys
de la siguiente manera:

F(‘TvaQ) —cys = f1f2f3 - C}/g

(ng_AyZ)fQJ% - Cyg (3.63)
v3fafs — Y5 f2fs — cys

a3 fofs — y3(fofs — cy3)

Con esto, definamos la siguiente transformacion:

¢ (w2,y2) — (22(fafs)3, ya(fofs — cyd) 7).

Nétese que, como f2(0,0) = 1 # 0 y f3(0,0) = 1 # 0, entonces las raices
(fgfg)% y (fafs — cy%)% estdn bien definidas y son analiticas en una vecindad
del punto (0,0).

Consideremos el determinante de la derivada de 1 en (0,0),

PURPN 1 ;7 1
A a1 (f2f3)3 A(f2f3)3
oy Ahfe)E Afafs)3
[Do,0)%| = SERAAE ;s 521 o O(fafa—cyd)?
* (fafs = cya)? + 1y =25, 72— (0,0)
(3.64)
FEsto es, JN
0,0))3 0
D _ | (f2/3(0, o 7 3.65
1D0.0)¥ x (f25(0,0))= (309

que es el producto (f2f3(0,0))% (f2f3(0,0))2, el cual es igual a 1. Por lo cual,
¥ es un difeororfismo local, en una vecindad del (0,0).
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Denotemos (x2,y2) = (T2,72). Notemos que, bajo este cambio de

coordenadas la superficie L. se escribe como,

=3 =2
Ty =Yy =0,

la cual es una superficie conexa. Por lo que, en una vecindad del punto de

indeterminancion (0,0), la superficie L. sélo tiene una rama. De este modo, al

quitar este punto de indeterminacion, solo se produce un “hoyo” en superficie

L.

Sin embargo, no siempre ocurre que en la vecindad de la interseccién de L.
con L, en la direccién de un factor lineal de F; con multiplicidad, la superficie
L. tenga sélo una componente conexa. A continuacién daremos las condiciones
para conocer el nimero de componentes conexas de L., en vecindades de sus
puntos de interseccién con la linea al infinito L.

Sea I = [[L, fj, con f; € Cla,y] y degf;j = dj, degF = d = 377, d;.
Expresaremos cada factor f; de la siguiente manera:

T4 Tj
fj:]:[fij”Jrgja E nij = dj,
i=1 =1

donde [[;Z, fij es el polinomio principal homogéneo de f;; con f;; polinomios
homogéneos de grado 1, cada uno con multiplicidad n;; > 1, y g; denota a los
términos de érden inferior, degg; < d; — 1.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que

71
fi annfﬁ” + 91,

=2

es decir, fi1 = = y denotemo ny; = n. Supongamos también que f;; # = para
toda ¢ = 2,...,71, y que x no divide ni a la parte principal homogénea de g; ni
a la parte principal homogénea de cada f; con j # 1.

Ahora, estudiaremos la forma de la superficie L., en una vecindad de su
punto de interseccion con L., en la direccién de x. Para esto, consideremos
la carta coordenada (zs,ys) de CP?, con el cambio de coordenadas dado por
(z2,y2) = (%, i) El punto de interseccién de L con Lo, en la direccién de z,
corresponde al punto (z2,y2) = (0,0).

En estas coordenadas, la superficie L. estd descrita por la expresién

F(xg, y2) = cyg, (3.66)

donde utilizamos la notaciéon F', para expresar a el polinomio que representa a

F en las coordenadas (x2,y2); i.e., F(xg,yg) = ygF(f/—;, y%) En general, para

cualquier polinomio f € C[z,y] con deg f = a, estamos denotando como f al

polinomio que se obtiene como y5 f(72, --).
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Por otro lado, consideremos los polinomios f;,

T
fi=11757 +9i, deggy <dj—1
Expresemos g; como suma de polinomios homogéneos,

95 = 9jd;—1 + Gjd;—2 + -+ + g1 + gjo,

donde g;1 es un polinomio homogéneo de grado k.
Haciendo el cambio de coordenadas (z2,12) = (5, %), obtenemos,

ﬁ@@)ﬁ ﬂ%

e L)+g]( S 12)
f% (2,1 >+Zd}ff (Gja,—1(2,1) + O(y))  (3-67)

- . d;
2:TJDe estabmanera, multiplicando la expresién (3.67) por y,’, con d; =
i=1 Nij, obtenemos,

Tj

Fi(wa,) = [T £ (22, 1) + O().

i=1
Consideremos ahora, en particular, al polinomio fi,
T
fi=a"T]fu+g1, deggr <di—1.
i=2
Expresemos, g1 como suma de polinomios homogéneos,
91 = G1d,—1 + g1d,—2 + - + g11 + Gio-
Supongamos que gi4,—k # 0, con k < di y que gi4,—; = 0 para toda j < k. Asi,
91 = gidi—k + 91dy—k—1 + - + g1 + Gio,
por lo que deg gy = di — k, y g4, —k es la parte principal homogénea de ¢;.
Expresemos f en las coordenadas (z2,y2) = (%, %),

n Tl

T2 x ; xo 1 xo 1
fi (* —)== H [ (5= =)+ grai—k(==, =) + -+ 911 (=, —) + g10-
Y2 y2 oy o Y2 Y2 Y2 Y2
(3.68)
Como 2omni; + n = di, se tiene que [[1, ZJ(%,y%) =

y;‘ll%n | Z” (x2,1). Sustituyendo esto en (3.68), tenemos que

z2 1 ry n” 1 1
—_—, ) = di—k\T 1++* X 1+ .
(y2 y2) o ygl nJ |2 ydl_kgl —k(22,1) y2911( 2, 1)+g10
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Multiplicando la expresién anterior por ygl, obtenemos el polinomio flz

1
Fr(@a,ye) = a8 [ [ £ (@2, 1) + v5 910, (2, 1) + -+ y5~ gua (w2, 1) + 45 910
i=2
Reescribimos esto como

71

Fil@a, o) = 28 T 57 (@2, 1) + v5 (910, -k (22, 1) + O(y2)).
1=2

Sustituyendo f; en la expresién (3.66) de L., donde ﬁ'(xg, Ya) = H;n:l fj(asg, Y2),
se tiene que

m

T1
(@5 T £ (@20 1) + 45 (910, —k (2, 1) + O(y2) H (w2, 92) = cy
=2 j=2

Ahora restamos cyd de ambos lados de la expresién anterior y desarrollemos la
expresion de la siguiente manera:

m
5 Hf;;” Hf] +y5 (910, (22, 1) + O(y2) H —cys =0.

=2 j=2

Factoricemos y% de los tltimos dos sumandos en la expresién anterior,

1'2 Hf'L]”Hf]+y2 gldl—k(x27 )+Oy2 HfjicyQ ):0?
i=2 j=2 Jj=2
Ahora, usando la expresién anterior, definamos la siguiente transformacién,

m
L
Y (22,92) = (22 Hf”” Hf] ", y2((91d, -k (22, 1) + O(y2) H —cys")F)
=2 j=2
Notemos que, como x no divide a la parte principal homogénea de f; entonces
£3(0,0) # 0 para toda j = 2, ...,m (i.e., la compactificacién proyectiva de {f; =
0}, no interseca a Lo, en el mismo punto que la compactificacién proyectiva de
la recta {x = 0}, para ninguna j = 2,...,m ). Del mismo modo, como z no
divide a la parte principal homogénea de g1 entonces gq, —1(0,1) # 0. Ademads
por hipétesis f1; # « para toda ¢ = 2,...,r1, por lo que f1;(0,1) # 0, para toda
i = 2,..,r1. De este modo, ([T;iL, f57 TTj2, £;)(0,0) # 0y (914, —k(w2,1) +
O(y2)) T2 £5 — ey ")(0,0) = g1a,—&(0, ) T}, £(0,0) # 0, por lo que las

rafces ([T £ TI72s £3)7 ¥ (910 -k (w2, 1) + O(y2)) TTs 5 — ey *)* estén
bien definidas y son analiticas en una vecindad del punto (0, 0).

Denotemos hy (w2, y2) = (H:;Q Z” (z2,1) H;n gfj(ﬂ?z yz))% y ha(z2,92) =
(9101 -k (72, 1) + O(y2)) [T]2s fi (22, 92) — cyd™F)% . Asi, ¥ se reescribe como

Y (w2,y2) = (v2h1,Y2h2)
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Consideremos el determinante de la derivada de v en el punto (0, 0),

hi + 3;‘28721 T9 Ohy
|D(0,0)¢\ = % o2 ho _i_Z‘Z% ) (3~69)
992 1(0,0)

esto es h1(0,0)h2(0,0) # 0. Por lo que, ¢ es un difeomorfismo local en una
vecindad del origen de (x4, ys).

Denotemos 1 (x2,y2) = (Z2,J2). Bajo este cambio de coordenadas, la super-
ficie L. se escribe como:

i+ g5 =0.

En general, lo que se tiene es lo siguiente:

Consideremos F' = H;’;l fj, con f; € Clz,y|, donde deg f; = d; y deg F' =
d = Y771 dj. Escribamos f; = [TiL, fi;” + gj, donde [[;Z, f;;” es la parte
principal homogénea de f;, con deg fi; =1, Y.;L n;j = d; y degg; = d; — kj,
con k; > 1.

Denotemos por p;; al punto en Lo, obtenido por la interseccién de L. enla
direccién de la recta {f;; = 0}. Entonces:

Proposicién 3.6.1. Conservemos la notacion de arriba. Supongamos que f;; #
firjr para toda ij # i'j', y supongamos que fi; no divide a la parte principal
homogénea de g;. Entonces, en una vecindad del punto p;;, bajo un cambio de
coordenadas la superficie L. se escribe como

i 4 gk = 0. (3.70)

De este modo, bajo las hipotesis de la proposicién anterior, se tiene que, el
ndmero de componentes conexas de la superficie L. en la vecindad del punto de
indeterminacién p;;, es igual al nimero de componentes conexas de la superficie
@i + gk = 0.

Notemos que si n;; y k; son primos relativos, (n;;, k;) = 1, entonces (3.70)
es conexa.

Corolario 3.6.1. Con la notacion de arriba, sea F' = [[_, f;, con f; € Clz,y]
Yy sear = Z;nzl rj. Supongamos que F' satisface las hipdtesis de la proposicion
3.6.1. Entonces, si (nij,k;) =1 para toda i y para toda j, L. = L.\ {r puntos},

donde r = 377", r;, para toda c € C.

Demostracion. Consideremos al polinomio principal homogéneo de F, Fy =
H;r‘:l 1.2, fi;- Por hipétesis, tenemos que f;; # fi1; para toda ij # i'5". Por lo
que r = Z;”:l r; es igual al nimero de factores lineales distintos de Fy.

Por otro lado, cada punto de indeterminacién de F' estd dado por la inter-
seccién de L, en la direccién de cada recta {f;; = 0}, con la linea al infinito
L. Denotamos por p;; al punto de interminacién que se obtiene en la direccién
de f;;. Esto es, #{p”};”;g =#L.NLy =7.

Luego, ya que (n;j,k;) = 1 para cada i y para cada j, se tiene que en una
vecindad de cada punto p;; la superficie L. es conexa, de donde se tiene el
resultado. O
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Definicién 3.6.2. Diremos que F € Rz, y| tiene buena multiplicidad al infi-
nito, si se satisfacen las hipdtesis del corolario 3.6.1.

Observacién 3.6.1. FEl ejemplo 3.6.1 es un polinomio que satisface tener buena
multiplicidad al infinito.

3.6.2. Generadores en cohomologia de de Rham de los ci-
clos residuales

Ahora, nos restringiremos a la siguiente familia de polinomios reales, que
denotaremos como F,.(R):

Sea F € Rlz,y], decimos que F' € F.(R), si y sélo si, es de la siguiente
forma,

F= H Ii 3 fi € Rlz,y] irreducibles,
j=1

donde f; # fisij# i,y
"
f] = fljj + 9j,
con fi; polinomio homogéneo de grado 1, tales que fi; # fi; si j # 14, deg f; =
n; > 1y degg; = k; < nj, para toda j = 1,...,r; y se satisfacen las siguientes
condiciones al infinito:

(i) F tiene buena multiplicidad al infinito (ver definicién 3.6.2),

(ii) F define una buena particion de D con r ramas (ver definicién 3.5.5),
donde r es el nimero de factores lineales distintos en Fy.

Comentario 3.6.1. Notemos que la parte principal homogénea de F' estd dada
por

r

n;

Fd = H.fljja
Jj=1

con n; > 1 para toda j = 1,....,7 yd = degF = Z;Zl n;. Por lo que Fg no
necesariamente es un producto de factores lineales simples, debido a las multi-
plicidades n;, de modo que F' no necesariamente es transversal al infinito.

Por el corolario 3.6.1, la fibra regular de F, F~!(z) C C2? es igual a
L. \ {r puntos}, donde L, denota a la compactificacién proyectiva de
L. = F~1(2). A estos r puntos eliminados les llamamos puntos de indetermi-
nacion.

Cada uno de los puntos de indeterminaciéon corresponde a la interseccién
de L, con la linea al infinito L, en cada una de las direcciones, {f1; = 0}, del
polinomio principal homogéneo F; de F. Denotamos (como en la subseccién
anterior) a estos puntos como pi;, para la interseccién de L, con L, en cada

direccién fi; = 0.
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Por cada punto de indeterminacién, se tiene un ciclo en Hp(F~1(2))
que rodea al “hoyo” que se produce al quitar el punto de indeterminacién. Por
la propiedad de buena multiplicidad al infinito, por cada punto de indetermina-
cion se produce sélo un “hoyo” en la superficie no compactificada. Denotaremos
como 6,(z) al ciclo en Hy(F~'(2)) que rodea al punto de indeterminancién ps ;.

De este modo, la 1-homologfa de F~1(2) es la suma directa de la 1-homologia
de la compactificaciéon proyectiva L. de L, = F~1(z), mas el espacio generado
por los ciclos que rodean a los puntos de indeterminacion.

Figura 3.1: F~1(z)

Por ejemplo, si L, es una superficie de género g, entoces podemos tomar
una base para la 1-homologia dada por ciclos Si, 3]-, como en el dibujo de
arriba; orientadas de modo que (SZ,SZ) =1y (5i,3j) = 0 para ¢ # j, ¥y
(8,67) = (8:,0;) = 0 para toda i y j.

Luego, si F tiene buena multiplicidad al infinito y r puntos de interminacién
{p11, .-, p1r} entonces F~1(z) es igual a L, — {p11, ..., p1,}. Denotamos como
61,...,0, a los ciclos que rodean a los puntos {pi1,...,p1-} como en el dibu-
jo. Claramente r — 1 de los 6, son linealmente independientes. Asi, los ciclos
{61,6,39_, U {6}, forman una base para Hy(F~1(2)).

Lema 3.6.1. Sea F € F,.(R), entonces, el subespacio Vo, de Hi(F~1(z)), de
ciclos invariantes bajo monodromia (definido en 3.6.1), es generado por los ci-
clos que rodean a los puntos de indeterminancion de F~1(z), y por tanto tiene
dimension r — 1.

Demostracién. Consideremos la base de ciclos {67, iy {6¢},={ como en el
dibujo (3.1). Los ciclos 6y, que rodean a los puntos de indeterminacién, tienen
interseccién cero con los ciclos 5;- y Si, pues si 6, intersecta a 5}, una vez con
indice positivo (+1), entonces 6, debe intersectar nuevamente a 5; pero ahora
con indice negativo (-1) (del mismo modo para §%);

Por lo que 6 tienen interseccién cero con todos los ciclos en Hy(F~1(z)).
Ahora verificaremos que cualquier ciclo en Hy(F~1(z)) que tenga intersec-
cién cero con todos los ciclos en Hi(F~1(z)), tiene que ser generado por los
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ciclos {6¢};=1: sea § € Hy(F~'(z)). Expresemos a § en términos de la base
{0% 0}y U{Ge}yrs

g r—1
0= Z aisi + bigi + Z CeOyp. (3.71)
i=1 =1

Supongamos que ¢ tiene fndice de interseccién 0 con todos los ciclos de
Hi(F~!(z)). Consideremos el indice de interseccién de ¢ con ¢7:

g r—1
(6,67) = ai(6',87) + bi(0i,07) + > (6, 67). (3.72)
=1 (=1

El lado izquiero es 0 por la hipdtesis sobre §, mientras que el lado derecho es
igual a a; por propiedades de la interseccién de los ciclos Si, 5; y &¢. Por lo que
a; = 0 para toda j. Del mismo modo, considerando el indice de interseccién con
Sj se puede ver que b; = 0 para toda j. Por lo que, de la expresién (3.73) se
tiene que

r—1
5= by (3.73)
=1

De modo que, V., es generado por los ciclos {65}2;117 yasidimVe=r—1. O

Corolario 3.6.2. Bajo las hipdtesis del lema 3.6.1. El subespacio Vi, coincide
con el subespacio < {o¢(2)},Z] > de ciclos definidos por la expresion (3.34) de
la subseccion 3.5.3.

Demostracion. Por el lema 3.5.1 los ciclos o¢(z) definido en (3.34) son invarian-
tes bajo monodromia por lo que oy(z) € V,, para toda /.

Por otro lado, por la proposicién 3.5.2 los ciclos {o¢(2)};Z{ son linealmente
independientes. Por lo tanto, como < {o¢(z) ;;11 >C Ve ydimVy =7 —1
entonces Vo, =< {04(2)},Z] >. O

Conjetura 3.6.1. 0; = 6;, donde 0;(z) estd definido como en la expresion
(8.84) de la subseccion 3.5.3.

Describiremos a los ciclos 6,(z) en las coordenadas locales dada por la
proposicién 3.6.1:

Por la proposicién 3.6.1, en una vecindad del punto de indeterminan-
cién p1; (que corresponde a la interseccién de L, en la direccién f1; = 0), la
superficie L, se escribe como

4 gt =0, (3.74)

donde {g = 0} = eje & representa a la linea al infinito L., y el punto pi;
estd en el origen.
Consideremos una curva [ sobre el plano gy, que rodee a y = 0; i.,e
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1(0) = €% 0 € [0,1]. Levantemos esta curva [ sobre la superficie definida por
nj
la ecuacién (3.74). Para esto, expresemos ¢ en términos de Z; esto es, § = —2 %3 .
. . ; T

Por lo que, el levantamiento de I en la superficie (3.74) es (€27, _ R ).
De esto, se sigue que para obtener una curva cerrada en la superficie (3.74),

que rodee al origen, la curva [ debe rodear al menos k; veces al eje § (rodear k;

a & = 0). Esto quiere decir que, en estas coordenadas locales, 7;(z) se escribe

como (20 —e2mi0n;) - con § € [0, 1].

Nétese que, 6;(z) rodea k; veces a {Z = 0}, y n; veces a {§ =0} = L. Por
cuestiones de célculos, consideramos ¢;(z) recorrida en sentido negativo; i.e,

&](Z) — (672772'016_7-’ _6727ri0n]‘)’ con O € [O, 1]

Ahora, consideraremos el subespacio Vi, C Hy(F~1(2)), con z varlor regular
de F, generado por r — 1 ciclos ¢;(z). Definiremos una base del dual a V. en
la cohomologfa de de Rham de F~1(z).

Cada ciclo 6;(z) rodea al punto de interminacién pq;, dado por la intersec-
cién de L, con Ly en la direccién de {f1; = 0}, pero ya que f; = flnjj + 95,
donde f{? es su polinomio principal homogéneo, entonces el punto p;; también
resulta de la interseccién de la compactificacién proyectiva de {f; = 0} con
L. Consideremos las 1-formas logaritmicas dadas por Cjcif para 1 < j <r—1.
Veremos que estas 1-formas son una base para el espacho dual de V en la
1-cohomologfa de de Rham de F~!(z):

Consideremos a los factores f; = flnjj + g;. Denotemos fi; = a1;2 + by y
9j = Yjk; + -« + gj1, con kj < nj, donde gj; es un polinomio homogéneo de
grado 4. Supongamos que el punto de indeterminancién p;; puede expresarse
en las cartas (w2,12) = (3, %) de CP?, donde {y, = 0} es la linea al infinito
L. Expresemos f; en coordenadas (x2,y2); esto es,

X9 1 i) 1 ) To 1 T2 1
X , = (q;. + b, 4 g =, =)+ ..+ ——),
fj(yQ y2) ( Y Yo ”yz) 9 J(y2 y2) 91(y2 y2)
esto es
zo 1 1 , 1 1
fi(—,—) = == (aijz2 + b;;)™ + —gjr. (x2,1) + ... + —g1 (22,1
](y2’y2 y;l]( 1) 1]) yé;J J ]( ) y2 ( K )’

esto significa que f; tiene un polo de orden m; en la linea al infinito L,
descrita en estas coordenadas como {ys = 0}.

Calculemos el residuo de C%_ en los puntos pj; con i@ # j sobre la

J —
compactificacién proyectiva de F~!(z) (que denotamos L,); i.e., la integral de
% a lo largo de 6;(z) para i # j. Por un lado, como la linea al infinito Lo, es

un polo de orden n; de f; (expresado en coordendas al infinito), entonces la

integral de la 1-forma % al rodear una vez a la linea al infinito Lo, es n;. Y
J
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por otro lado, sobre la superficie L, tenemos que, el ciclo &;(z) que rodea al
punto py;, rodea también n; veces a la linea al infinito L... Por lo que para
cada 7 el residuo de %7 en py; sobre la superficie compactificada de F~1(z),
con z valor regular, es el producto (con signo negativo por la orientacién que
elegimos para los ciclos 6;(z)) de n; con n;

df,; df ;
RespuL = / ai _ —njn;, para toda i # j. (3.75)
fj Gi(z) fj
Notemos que iﬁ restringida a la superficie compacta L, para z valor regular de

J
F, sélo tiene polos en los puntos de indeterminacién; i.e., en los puntos {p1;};_;.

Del teorema del residuo[12], se sigue que

df; df;
/ ﬁ 4+ Z/ i — 0’
s fi i e fi

luego, despejando | () de’ y usando la igualdad (3.75), se obtiene el residuo

9j

de % en p1; (donde py; es el cero de f; en L);
J

df; df ;
Resplji = / i} = Zn]nz (3.76)
Denotemos N; = Z#j n;. De este modo, tenemos que
df
5;(2) Ji

Consideremos el isomorfismo de de Rham:
JHU(F7(2) — Hom(Hjp(F~'(2)))

3.78
v(2) — oW [oyw (3.78)

(

Consideremos la siguiente matriz de (r — 1) X (r — 1) entradas, donde r es el
numero de factores lineales de la parte principal homogénea de F,

_ df;
M= (/&i(z) ; ) o (3.79)

con i estamos denotando a las columnas y con j estamos denotando a las filas.

Por el isomorfismo de de Rham (3.78), se tiene que {%};;} forma

una base del dual de Vo, =< {4;(2)}/=} > en la I-cohomologia de la fibra
regular de F, siy solo si, M tiene determinante distinto de cero.
Notemos que, por las igualdades, (3.75) y (3.77), la matriz M es igual a

n1Ny —ning 0 —NINe_1
—nany NN ce —Na2Nr—1

|M| = (3.80)

—Np_1N1  —Np_1N2 -+ Np_1 Ny
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Lema 3.6.2. La matriz M tiene determinante distinto de cero®.

Demostracion. Notemos que para cada 4, la i-ésima columna de M es miultiplo
de n;. Sacando del determinante de M el factor n; de cada i-ésima columna
tenemos que

N -ny - =M
7”2 N2 DR 71’12

IM|=mn1---n,_1 : : . : (3.81)
—MNp—1 —Np—-1 =~ N’I‘—17

donde N; = ny +ng +---+ 7, +---+n,, donde n; significa que el sumando n;
no es parte de la suma.

Probaremos que el determinante que multiplica al factor ny - - - n,_1 es dis-
tinto de cero. Para esto, realizaremos operaciones lineales en las columnas de la
matriz de ese determinante, que no alteren el derminante.

Denotaremos a la i-ésima columna como ¢;:

1. Cambiaremos la columna ¢ por ¢; + %c,._lz

0 —nnq te —ny —nq
—ng — %NQ Ny oo = —na
: (3.82)
—Np_2 — %nr—Q —Np_2 - Nr—2 L)
—Np_1 + % r—1 —Tp—1 - N1 Nrfl

2. Cambiaremos cada columna c¢;, con i = 2,...,7 — 2, por ¢; — ¢._1. Esto
anula a todos los términos n; de cada columna, y cambia los términos N;
por N; + n;, salvo en la fila r — 1:

0 0 0 —ny
N
—Ngy — Ting Ny + ng 0 —No
_ _ N 0 cor No_o+ —
Nyp—2 n1 Nyp—2 r—2 Nyr—2 Nyp—2
N
—Np_1 + nill r—1 —Tpr—1— Nrfl T —Np—1 — Nrfl Nrfl
(3.83)

Resolviendo por cofactores de la primer fila obtenemos:

80tra manera de demostrar esto es observando que si sumamos a la primera fila todas las
filas que estan por debajo de ella, en cada entrada de la primera fila se obtiene n,. Factorizando
n, del determinante podemos usar la primera fila, que ahora tiene en cada entrada un 1, para
simplificar el determinante reduciéndolo al cédlculo del determinante de una matriz triangular.
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No +ny

—Np—1 — Nrfl

0

95

Nr—2 +np—2

—Np—1 — N’rfl

(r—2)x(r—2)

(3.84)

Denotemos N = ni;+ng+---+n,, i.e., la suma de todos los n; sin eliminar

ninguno. Notemos que N; 4+ n; = N para toda j.

3. Ahora, factoricemos los elementos n; — g—llnj de la primer columna como

—n;(1+ %) Y cambiaremos cada N; +n; por N:

—TL2(1 =+ %)
(—1)T+1n1 .
_nr72(1 + ]7\1]711)

N

0

N
—MNyp—1+ 711 r—1 -N

(r—2)x(r—2)

(3.85)

4.  Ahora factorizaremos (1+ g—ll) de la primer columna, y el valor N de cada
columna i = 2,...,7 — 2. Denotaremos como X al cociente de —n,_1 +

Ny Ny .
™ N,_1conl+ e esto es

—Nyp_1n1 + Np1 N3

X =

Asi, obtenemos

ny + Ny

—Ng

N
(=) (14— )N

ni

5. Cambiemos la columna ¢; por ¢y + nocs:

N
(_1)r+1n1(1 + 71)Nr—3
ni

—Nyr—2

X

0

—n3

—Nyp—2

X—n2

-1

0
-1

1
-1

(3.86)

(3.87)

(3.88)

Repetiremos este proceso de para cada eliminar cada elemento —n; de la
primer columna. Nétese que cuando se elimina el término —n;, mediante
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este procedimiento, se suma un —nj , con j = 2,...,r — 2, a la tltima
entrada de la columna c;. De este modo |M]| es igual a

0 1 0
0 0 :
N
(=)t (14 2N : : 5 . (3.89)
) : : .
0o .. 1
X - ZJ 2n;, —1 e 1

Resolviendo por cofactores de la primer columna obtenemos:

1 .- 0
Ny
-1 r+1 N™™ 3 T 1 X : . .
()1 + 1) an... ,
0 -1 (r—3)x(r—3)
(3.90)
Por lo que
N r— 3
IM| = (ny--np_1)ni(1+ o )N an (3.91)
Ahora desarrollemos X — 77~ 2ny:
Sustituyendo X por la expresién (3.86) se tiene:
r—2 n ny + N N r—2
—lp—1701 r—14V1
X—;’I’LJ: n1_|_N1 —Z:n],
es decir,
r—2
—Nyp_1n1 + N1 N ny + N n;
X_an: 111 1Ny — (m 1)2:] =2 (3.92)
5 ni + Ni
Jj=2
Consideremos el numerador de la expresién anterior,
r—2
—Ng_1n1 + Np_1 Ny — (n1 + Nl) an. (393)
j=2

Sustituyamos N,._1 = ny; + ng + -+ +n,_o + n, en la expresiéon anterior, esto

es:
r—2

—MNp_1M71 + (711 +ne+ -+ np_2 +nT)N1 - (nl +N1)an’
=2

multipliquemos (n; + N7) por la suma Z;;g n; =ng + -+ ny_g; esto es,

—np_1ng+(ni+ng+- - Fnp_o+n, ) Ny —ng(no+- - -+n,_2) —Ni(no+- - -+n,_2),
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entonces los términos Ny(n2 + - -+ + n,_2) se cancelan en la expresién anterior,
quedado lo siguiente

—np_1n1 + (1 + 1) N1 —ni(ne + -+ - + np_a),

ahora sustituyamos Ny = ng + - -+ 4+ n,. y multipliquemos N7 por nj + n,.; esto
es,

—np_1n1+n1(ne+- - +np_g+ne_1+n.)+n.(no+- - +np) —ni(ng+- - +np_2),
por lo que los términos ny(ns + - - - + n,._2) se cancelan, quedando
—np_1n1 + 11 (Np—1 + np) +0p(ng + -+ 0y).

Por tltimo notemos que también el término n,_in; se cancela, por lo que (3.93)
es igual a

niny +np(ng + - +n.) =np(ny +na+---+n,) =n,.N.
Asi, de (3.92) tenemos que

_ nN
o+ Ny
Sustituyendo X en (3.91) tenemos que
M| = (n1-ne_1)ni(1+ %)]YVPS(X — S 2n))
= (n1 -y ) (BN e

Cancelando los términos ny + Ny y n1, y agrupando N" 3 con Ny (ny---n,_1)
con n.., se tiene que
|M| = (nq-- 'nr)Nrfz.

Como n; > 1 para toda j = 1,...,r y N = Z;zl n;, tenemos que |M| es
estrictamente positivo, y en particular no puede ser cero. O

Corolario 3.6.3. La matriz M  tiene determinante igual a
(1 omp) (25— ny)" 2

Denotemos por V7 al espacio dual a V., en la cohomologia de de Rham
de la fibra regular de F'; Vi C Hip(F~'(z)). De este modo, el lema 3.6.2 nos

T

dice que el conjunto {C;L} j;% forma una base de V. Por otro lado, notemos
J

que para cualquier v(z) en Hi(F~1(2)) se tiene que ffy(z) F% = Zf'y(z) %
J J
Esto significa que si en la matriz M, del lema 3.6.2, consideramos el conjunto
{F%};;% en vez de {%};;% también obtendremos que el determinante es
J J

distinto de cero (para valores genéricos de z). Entonces el conjunto {F'jvL ;;%
J

también es base de V%, con la ventaja de que las 1-formas F' C;L son polinomiales,
J
a saber F%j = Hi# fidf;. Esto se puntualiza en el siguiente lema:

Lema 3.6.3. Sea F € F.(R), entonces las 1-formas {n; := F%};;%, forman
una base de V.
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Capitulo 4

Problema de monodromia
para particiones

En este capitulo estudiaremos la 6rbita por monodromia de ciclos evanescen-
tes para dos subconjuntos de la familia de polinomios F,.(R) que se definié en
la subseccion 3.6.2.

Recordemos que el problema de monodromia nos pide determinar qué tanto
espacio, en la 1-homologia de la fibra regular, genera la érbita por monodromia
de un ciclo evanescente.

Para este problema consideraremos dos subconjuntos dentro de la familia de
polinomios F,.(R):

(a) Uno en el que supondremos que, para cualesquiera pg y p1, puntos criticos
de F' de tipo centro, con py # p1, se tiene que F(po) # F(p1),

(b) y otro en el que supondremos que F' es invariante bajo la reflexién
S(—z,y) = (z,y), de tal manera que sélo los puntos criticos de F de
tipo centro que son simétricos bajo .S puedan tener el mismo valor critico.

En cada uno de estos casos exhibiremos a la érbita por monodromia de los
ciclos evanescentes correspondientes a puntos criticos de tipo centro. Esto a su
vez servird para expresar a la 1-homologia de la fibra regular de F' en términos
de la orbita por monodromia de un ciclo evanescente y su complemento.

4.1. Base especial para la 1-homologia

En esta seccion formaremos una base para la 1-homologia de la fibra regular
de F', que nos servird para conocer a los ciclos que generan a la érbita por
monodromia de cada ciclo evanescente de F', tanto para el caso (a) como para
el caso (b) establecidos arriba.

Al final de esta seccién calcularemos la 6rbita por monodromia para el
subconjunto (a) de F,.(R).

99
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Denotaremos por n al numero de puntos criticos de F de tipo centro
(reales) y por k al nimero de puntos criticos de F' de tipo silla (reales) (como se
establecié en la seccién 3.5.3). Usaremos también la notacién de los ciclos de la
subseccidén 3.5.3; esto es, denotamos como §; a los ciclos evanescentes en puntos
criticos de F' de tipo centro, y denotamos como +; a los ciclos evanescentes en
puntos criticos de F' de tipo silla.

Por el teorema 3.2.3 tenemos que los ciclos {d;(z)}f=; U {v;(2)}h_, son
linealmente independientes. En el caso en que F define una buena particion,
se tiene, por la proposicién 3.5.1, que los ciclos {d;(2)}7—; U {v;(2) 3?:1 forman
una base de Hy(F~1(z)).

Consideremos la familia de ciclos definida en (3.33); esto es,
Fi(z) = Vare(0;(2)) parai=1,..,n.

Usaremos esta familia de ciclos y los ciclos ¢;(z) de la definicién (3.34) (con-
tenidos en el espacio V) para formar (junto con los ciclos §;(z)) una base de
Hy(F~(2)).

Lema 4.1.1. Sea F' € F.(R), entonces
<{H@} > n < {2}z >= {0}

Demostracion. Supongamos que tenemos
n r—1
> omidi(z) =) _wioi(2), (4.1)
i=1 i=1

con m;,v; € 7.
Consideremos las 1-formas 7; = F% con j = 1,...,r — 1. Integremos 7;, con
J
j=1,..,r =1, alo largo del ciclo (4.1); esto es,

n r—1
Zmz‘[ nj = Zw/ n;j- (4.2)
i=1 v i=1 g

i(2)
Observemos lo siguiente: consideremos el ciclo §;(z), que denota a un ciclo eva-
nescente en un punto critico de F' de tipo centro. Supongamos que z es un valor
regular tal que 6;(z) estd contenido en R?. Como d;(2) no rodea a ningtin cero de
f; para toda j =1, ...,r — 1, entonces f&(z) n; = 0. Como Varg(6;(2)) = 7i(2),

i(2)

se tiene que 0 = Varo(f&(z) nj) = f:y~(z) n; para toda j =1,...,r — 1.
Asi, el lado izquierdo de (4.2) es igual a cero.

Ahora, integremos r — 1 de las 1-formas 7; a lo largo del ciclo (4.1);

r—1
O:Zz/i/()nj, j=1,..,r—1. (4.3)
i=1 oi(z
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En su forma matricial esto es:

fol (z) n fo’g(z) n t fa,.l(z) m 141
0'2772 0'2772 0'_2772 v —
1(') 2(.) r 1'( ) 2 -0 (4.4)
fal (z) Mr—1 fo’g(z) Mr—1 - fa,.,l(z) Nr—1 Vr—1

Notemos que, por el corolario 3.6.2 los ciclos {o; (z)};;% son una base de
Voo, ¥ por €l lema 3.6.3 las 1-formas {n; };;} son una base del dual de V, en la
1-cohomologfa de de Rham de la fibra regular F~!(z). Por lo tanto la matriz

f AN tiene determinante distinto de cero. Por lo que, la tnica
oi(2) V) izt r—1

solucién del sistema anterior es v; = 0 para toda i =1,...,r — 1.

De la expresién (4.1) esto significa que el tnico ciclo en < {0;(z) ;:% >

que se puede expresar como combinacién lineal de los ciclos {7;(z)} es el ciclo
trivial, lo que prueba el resultado. O

De esta manera, para polinomios en F,.(R), tenemos que el conjunto
{3 ()}, U {oe(2)},Z} es linealmente independiente. Por lo que

dim < {3;(2)}i_q U{oe(2) 2;11 >=n+r—1.

Proposicién 4.1.1. Supongamos que F € R[z,y| define una particion de D,
con r ramas, k puntos criticos de tipo silla reales y n puntos criticos de tipo
centro reales. Entonces

r—14+n==k.

Demostracion. Para hacer la demostracién seguiremos un razonamiento similar
al que utiliza A'Campo (ver [1]), lema 4). A saber denotaremos por «(J) a la
imagen de la particién definida por F' en D. Si las ramas de la particiéon no se
intersectan entre ellas en 9D entonces

X(D — a(J), D) + x(a(J)) = x(D)
donde x denota a la caracteristica de Euler. Como
X(D — «(J),0D) = #{regiones de la particion} = n,
x(a(J)) =r—ky x(D) =1, tenemos que
n+r—k=1
Despejando k de la expresion anterior se tiene el resultado.

Por otro lado, si algunas ramas de la particién se intersectan entre
ellas en 9D, entonces deformamos ligeramente «(J) de modo que se eviten
estas intersecciones en 0D pero se conserve el mismo nimero de puntos dobles
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y regiones de la particién (puntos criticos de tipo silla y de tipo centro). Esto
es posible por la estabilidad de la transversalidad en la interseccién de ramas
en D. Luego aplicamos la prueba anterior usando esta deformacién, que por
conservar los nimero n y k también da el resultado de la proposicion. O

Notemos que < {'Nyi(z),ag(z)};l:’qjglzl >C< {v;(2)}¥_, >. Ademds, asumien-
n,r—1

do las hipdtesis del lema 4.1.1 tenemos que dim < {;(2),00(2)} ,_;, >=
n +r — 1. De este modo, por la proposicién anterior se tiene que

< {Fi(2), () Ny >=< {72}z > (4.5)

Por otro lado, ya que F define una buena particiéon de D, se tiene que los
ciclos {0;(2)}j=; U {;(2)}¥_, forman una base para la 1-homologfa de la fibra
regular de F' (proposicién 3.5.1). Por la igualdad (4.5), podemos sustituir los
ciclos {’yj(z)}?zl de la base de Hy (F~1(2)), por los ciclos {7;(2)}7_;U{oe(2)},2; .

Corolario 4.1.1. Para F € F,(R), los ciclos {7:(2)}; U {oe(2)},21 U
{6:(2)}", forman una base de H1(F~1(2)), con z valor regular de F.

Lema 4.1.2. Sea F' € F.(R), y asumamos también que para cualesquiera py y
p1, puntos criticos de F' de tipo centro distintos, F(pg) # F(p1). Entonces, para
cualquier ciclo evanescente §(z) € Hi(F~'(2)), con z walor regular de F, la
orbita por monodromia de §(z) es generada por los ciclos {0(2),%i(2),0:(2) 1y ;

Orb(6(z)) =< {6(2),7i(2),0i(2) }izy > .

En particular, si §(z) es un ciclo evanescente con respecto a un punto critico
de F de tipo centro (en nuestra notacion esto significa que 6 = §; para alguna
i=1,...,n) se tiene que

Orb(6(z))) =< {7i(2),0:(2) ey >,
y, en este sequndo caso, dim(Orb(d(z))) = dim < {7:(2), 0:(2) }_; >= 2n.

Demostracion. Ya que cada punto critico de tipo centro estd en un nivel critico
distinto, la conexidad del diagrama de Dynkin implica que todos los ciclos eva-
nescentes en puntos criticos de tipo centro, §;(z) con i = 1,...,n, pertenecen a
la 6rbita por monodromia de cualquier ciclo evanescente en Hy(F~!(z)). Luego
considerando la monodromia de los ciclos §;(z) alrededor de z = 0 obtenemos
también a los ciclos 4;(z) (que por definicién son la variacién en z = 0 de cada
0;(2)). O

De este modo, cuando § es un ciclo evanescente correspondiente a un punto
critico de F' de tipo centro, ya que Orb(6(z))) =< {%i(z),0:(2)}, >, y por
el corolario 3.6.2 Vo =< {o'j(z)};;i >, se tiene del corolario 4.1.1 el siguiente

teorema:

Teorema 4.1.1. Sea F' como en el lema 4.1.2, z un valor reqular de F y §(z)
un ciclo evanescente en un punto critico de F' de tipo centro. Entonces

Hi(F71(2)) = Orb(5(2)) ® Vao.
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4.2. Caso con una simetria

Ahora, veremos la versién del lema 4.1.2 para el caso en que F € F.(R)
es invariante bajo la reflexién S(x,y) = (—z,y) (como en la subseccién 3.5.4),
y asumiremos que unicamente los puntos criticos de tipo centro, que son
simétricos bajo S pueden estar en el mismo nivel critico.

Para este caso, usaremos la notacién establecida en la subsecciéon 3.5.4.
Esto es, denotaremos como p_;, p+; y p; a los puntos criticos de F' de tipo
centro contenidos en el semiplano real {x < 0}, en el semiplano {z > 0}
y en el eje y respectivamente; y denotamos como d_;, dy; v J; a los ciclos
evanescentes correspondientes los puntos criticos p_;, py; y p; respectivamente.
Y denotamos, a los ciclos definidos por la variacién alrededor del cero de los
ciclos evanescentes en puntos criticos de tipo centro (igual que en (3.33)) como:
Y—i = Varo(0—i), 4 = Vare(04:) y 7 = Vare(d;).

Denotaremos por s al niimero de puntos criticos p_;, que por simetria es el
mismo nimero de puntos criticos p;;. Como también estamos denotando como
n al nimero de puntos criticos de tipo centro, entonces tenemos n — 2s puntos
criticos sobre el eje y, i.e., puntos criticos p;. Indexamos los ciclos ¥_;, ¥4+: ¥ Y4
como en (3.54); i.e.,

(7Y (@)l v {3:(2) Fitos

Ya que las hipétesis del corolario 4.1.1 no tienen restricciones en los valores
criticos de F' en puntos criticos de tipo centro, entonces en particular también es
valido en el caso en que F' tiene simetrias. En la notacién que estamos utilizando
esto es:

Corolario 4.2.1. Los ciclos
{3-i(2), Fi(2), 0-i(2), 84 (2) Yoo U {Fi(2), 0(2) Hinarn U {oe(2) 11
forman una base para la 1-homologia de la fibra reqular de F.

Sin embargo, para el caso con simetrias es conveniente considerar otra base
para la 1-homologia. Para esto, definiremos los siguientes ciclos:

5.i(2) 1= 8i(2) + 0-4(2), i (2) = Ai(2) + Fi(2). (4.6)

0+i(2) := 04i(2) = 6-4(2), Fxi(2) = F4i(2) = 7-i(2). (4.7)
Notemos que, como {0_;(z),0+:(2)}i1 v {7 (( )) ,Y+i(2)}i_, son conjuntos

linealmente independientes, entonces {0.;(2),01:(2)}i 1 ¥ {Fi(2), ¥1i(2) }iq
también son conjuntos linealmente independientes.

Corolario 4.2.2. Los ciclos

{0:i(2), 0i(2), Fui (2), T (2) Fioa U{05(2), 5(2) Y jmaain U {oe(2) it

son un base de Hy(F~1(2)), para z valor regular de F.
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Ahora, veremos cudl es la 6rbita por monodromia de un ciclo en este caso:

Para esto, recordemos que estamos denotando como C_; a la region
que contiene al punto critico p_;, C4; a la regién que contiene al punto critico
p+: ¥ C; a la regiones que contienen a criticos p;, con p; punto critico sobre
el eje y. Con F(p;) = 2z y F(p—i) = F(p4+:) = 2+, donde z; # z; para toda
i #Jy 2 # 2+; para toda ¢ y para toda j; estos es que sélo los puntos criticos
de tipo centro, que sean simétricos bajo S, pueden estar en el mismo nivel critico.

Sea 0(z) es un ciclo evanescente en un punto critico de tipo centro.
Supongamos que d(z) = J;(z), para alguna j = 2s + 1,...,n; es decir es ciclo
evancescente en un punto critico de tipo centro sobre el eje y.

Consideremos la regién Cj, la cual acota al ciclo §;(z).

Supongamos que 9C; interseca a otra regién C;, i # j. Por definicién
de particion 3.5.1, esta interseccién es un segmento o un punto. Entonces, si
9C;NAC; es un segmento. Sin pérdida de generalidad, supongamos que z; > 0
y z < 0. Por la tabla (2.2) se tiene que (d;(2),d;(z)) = 1. Esto implica que
0i(2) € Orb(d,(2)).

Por otro lado, si a@ N OC; es un punto ¢ de tipo silla, y v(z) es el ciclo
evanescente en el este punto. Entonces como (6;(z),v(2)) = 1, esto significa
que ¥(z) es un sumando de 7;(z) = Varg(d;(z)).

Luego, como (6;(z),7(z)) = —1, y v(2) es el tnico sumando de 7;(z) que
interseca a d;(z), entonces (d;(z),7,(z)) = —1. De este modo, tenemos que
Var., (3(2)) = 6:(2).

Por lo que, también se tiene que

0i(z) € Orb(6;(2)), para todai=2s+1,...,n.
Como Varg(0;(2)) = 4:(z), también tenemos que
7i(z) € Orb(6;(2)), para toda i =2s+1,...,n.

Ahora, supongamos que 9C; interseca a Cy; para alguna i = 1,...,s.
Nuevamente, por definicién de particion 3.5.1, esto es un segmento o un punto.

Supongamos que a@- N 5‘6“ es un segmento. Notemos que esto sig-
nifica que el valor critico z; correspondiente a p;, tiene signo opuesto al valor
critico z4; correspondiente a p,;. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
zi >0y zx; < 0. Por la tabla (2.2) se tiene que (,(z),d+;(2)) = L.

Ahora, notemos que, por la simetrfa, si dC; interseca a dC,; en un
segmento, entonces también interseca a C_; en un segmento (simétrico al de
9C4;). De este modo, también se tiene que (8;(z),d_;(z)) = 1.

Por la férmula de Picard-Lefschetz (3.28), y ya que p_; y py; tienen el
mismo valor critico z4;, tenemos que

Var.,,(6(2)) = 04i(2) + 0-i(2).
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Si a@ NAC ;; es un punto q,;, entonces éste es un punto critico de F de
tipo silla. Por la simetria 0C; N 0C_; también es un punto critico g_; de F' de
tipo silla, con S(g—;) = q+;. Sea v1;(z) el ciclo evanescente en el punto ¢4, y
~v—i(z) el ciclo evanescente en el punto g_;. Notemos que v4,(z) v v—;(z) son
sumandos de 7;, donde Varg(d;(2)) = 7;(2).

Ahora, consideremos la variacién de z4; de Varg(d;(z)) = 3;(2). Esto es

Varg(7;(2)) = 04i(2) + 6-i(2),

pues (7;(2),0+i(2)) = 1y (3j(2),0+i(2)) = 1, ya que v4:(2) y 7-i(2) son su-
mandos de 7;. - -
De este modo, cuando dC; N IC'1; # ), tenemos que

0_i(2) + 04:(2) € Orb(6(z)).

Consideremos ahora la monodromia del ciclo 6_;(z) + d4;(z). Notemos que,
si la region C_; interseca a otra region C_;/, entonces Cy; interseca a la region
C.y. Repitiendo los argumentos usados para la monodromia de §;(z), se puede
verficar que

671'/(2) + 5+7;/ (Z) S OTb((S,l(Z) + 6+1(Z)) (48)

Ya que 6_;(z) + 04i(2) € Orb(d;(z)), (4.8) significa que d_;/(z) + 04/ (2) €
Orb(6;(2)).

De esta manera, por la conexidad! del diagrama de Dynkin (subsec-
ci6n 3.5.1) de la particién definida por F, tenemos que

0_i(2) + 04i(2) € Orb(0;(z)), para todai=1,...,s.
Con la notacién (4.6) esto es
0.i(2) € Orb(6j(2)), para todai=1,...,s.
Ahora, notemos que,
Varg(6-i(2) + 64i(2)) = ¥-i(2) + Y+4i(2),
por lo que, también se tiene
J-i(2) + A4i(2) € Orb(4;(2)), para toda i =1, ..., s.
Con la notacién (4.6) esto es
Fxi(2) € Orb(d;(2)), para toda i =1, ..., s.

Por otro lado, notemos que si tomamos ahora 6(z) = d_;(2), 0 6(z) = d1;(2),
para alguna j = 1,...,s; por monodromia, y por conexidad del diagrama de
Dynkin, se puede verificar que §;(z) € Orb(d(z)) para alguna ¢ = 2s + 1, ..., n.
Por lo que, también tenemos que

01 (2), 7(2), 047 (2), 74r (2) € Ord(6(2)),

para toda v =2s+ 1...;n, y para toda 7 =1, ..., s.

LQue es una de las condiciones para definir una buena particién de D.
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Ejemplo 4.2.1. Consideremos el polinomio F = (22 +y—1)(x —y)(x +y) que
es invariante bajo la reflexion S(x,y) = (—x,y). Este tiene 3 puntos criticos
de tipo centro y 5 puntos criticos de tipo silla. Con el cambio de coordenadas
T =2xr—y yy = x, se tiene que la proyeccion en el eje T es suprayectiva
y el discriminante de F' respecto a y tiene grado en T igual a 11, y éste no
depende de z, por lo que p(F) = 0. También se puede verificar que F satisface
las condiciones (1), (2) y (4) de la definicion 3.5.1.

Usando la formula de Picard-Lefschetz (3.28), tenemos que Mong(81(z)) =
01(2) + (2) = 61(2) + 12(2) + 13(2) + 7s5(2). Por otro lado, ya que
F(p_1) = F(p41) = 241, entonces Mon,,,(81(2)) = d1(2) + 0-1(2) + d+1(2)
y Mong(d_1(2) + 041(2)) = 6_1(2) + d41(2) + —1(2) + J4+1(2). De este modo,
obtenemos que:

Orb(d1(z)) = <{01(2),%1(2),6-1(2) + 041(2), ¥-1(2) + 41(2)} >
= <{01(2),1(2),0:1(2), 31 (2)} > -

Del anélisis anterior, se tiene el siguiente lema:

Lema 4.2.1. Sea F' € F.(R), tal que F es invariante bajo la reflexion S(x,y) =
(—z,y), y que sdlo los puntos criticos de tipo centro que sean simétricos bajo S
pueden tener el mismo valor critico. Sea §(z) € Hi(F~1(2))\ < {oe(2)},Z] >
un ciclo evanescente en un punto critico de tipo centro de F', entonces:

1. Sid(z) es un ciclo evanescente, correspondiente a un punto critico de tipo
centro en el eje y; en la numeracion que usamos esto es 6(z) = d;(z), para
alguna j =2s+1,...,n, se tiene que

Orb(6(2)) =< {Fui(2), 6xi(2) }i=1 U {7:(2), 6i(2) }imos g1 >

y dim Orb(6(2)) = 2s 4+ 2(n — 2s) = 2n — 2s, donde s es el nimero de
puntos criticos de F de tipo centro, en el semiplano {x > 0} de R?.

2. Sid(z) =0_(2), 00(2) =04(2), para alguna i =1,...,s; i.e., 6(2) es un
ciclo evanescente en un punto critico de tipo centro ubicado en alguno de
los semiplanos {x > 0} o {z < 0}, entonces los sumandos de los ciclos
i (2) = F-i(2) + F4i(2) ¥ 0xi(2) = 0_i(2) + d4i(2) estdn en la Srbita por
monodromia de 6(z), ast

Orb(8(2)) =< {¥-i(2),7+i(2),0-i(2), 644(2) Y1 U{7i(2), 6i(2) Honsin >,
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y dim Orb(6(z)) = 4s + 2(n — 2s) = 2n.

Definamos Vs como el subespacio en H;(F~1(z)), generado por los ciclos
64i(2) ¥y vai(2) (4.7):

Vs =< {6+i(2),7+i(2)}i=1 > -
Y retomemos el espacio Vo =< {0,(2) ;;% > (por el corolario 3.6.2).

Entonces, por el corolario 4.2.2 y por el lema 4.2.1, tenemos lo siguiente:

Teorema 4.2.1. Sea F' € F.(R) como en el lema 4.2.1, y sea 6(z) un ciclo
evanescente en un punto critico de F' de tipo centro. Entonces

1. Sié(z) =0;(z), para alguna j =2s+1,...,n,

Hy(F7!(2)) = Orb(6(2)) & Voo & Vs.

2. Si6(z) =6_;(2), 09(z) =04;(2), para alguna j =1,...,s,

Hy(F71(2)) = Orb(6(2)) ® Vao-

Los resultados de los teoremas 4.1.1 y 4.2.1 nos muestran que, dentro de la
familia F,-(R), la érbita por monodromia de un ciclo evanescente no necesaria-
mente genera a toda la 1-homologia de la fibra regular. Ademads, caracterizan a
los ciclos que se encuentran en el complemento de la 6rbita por monodromia.
Estos resultados son fundamentales en el siguiente capitulo para llegar a caracte-
rizar a las 1-formas polinomiales cuya integral a lo largo de un ciclo evanescente
sea idénticamente cero.
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Capitulo 5

Problema tangencial del
centro: dos casos no
genéricos

En este capitulo abordaremos el problema tangencial del centro para dos
subconjuntos en la familia de polinomios F,.(R) (ver subseccién 3.6.2).

Sea F' € F,.(R), y n una 1-forma polinomial. Perturbemos la foliacién hamil-
toniana dF' = 0 de la siguiente manera:

dF +en=0, (5.1)

donde ¢ € (R,0) es un parametro real suficientemente pequeno. Sea 6(z),
z € (R, 2p), una familia continua de érbitas periddicas regulares. Como se vié en
la seccién 3.1, la primera variacion de la funcién de desplazamiento respecto
a la familia continua de ciclos §(z), estd dada por la integral abeliana f5(z) n
(teorema 3.1.1). Ademds los ciclos limite de la perturbacién (5.1) que se bifur-
can de los ciclos' §(z) corresponden a los ceros aislados de la integral | s
Cuando la integral || 5() €S idénticamente cero, entonces los ceros aislados de la
siguiente variacién de orden superior (en la funcién de desplazamiento) que no
sea idénticamente cero? dan una cota superior del nimero limite que se bifurca
de la familia de ciclos §(z) con z € (R, zp) (proposicién 3.1.1). El problema tan-
gencial del centro nos pide dar las condiciones en los ciclos §(z), el polinomio F'
y la 1-forma 7 para que la integral [ 5(x) 1 € anule idénticamente, para valores
de z en la vecindad de algiin valor regular zg.

Como se hizo para el problema de monodromia (capitulo 4), daremos la so-
lucién de este problema para dos subconjuntos de polinomios en F,.(R); uno
conformado por polinomios en F,.(R) tales que todos sus puntos criticos de tipo
centro estdn en niveles criticos distintos; y el otro conformado de polinomios

Hejos de policiclos
2]lamada, funcién principal de Poincaré-Pontryaguin.

109
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en F.(R) que son invariantes bajo la reflexién S(x,y) = (—z,y), y tales que
unicamente los puntos criticos de tipo centro que sean simétricos bajo .S pueden
estar en el mismo nivel critico.

5.1. Perturbacién de buenas particiones de RP?

En esta seccién nos enfocaremos en demostrar el siguiente teorema?:
Teorema 5.1.1. Sea F € F.(R). Asumamos que, para cualquier par de puntos
criticos de F de tipo centro py # p1, se tiene que F(pg) # F(p1).

Sea 1 una 1-forma polinomial en C2, y sea §(z) € H1(F~1(z)), con z valor
regular de F', un ciclo evanescente correspondiente a un punto critico de F' de
tipo centro. Entonces fé(z)n = 0, st y solo si, existen b,q; € C[F], donde los
ceros de b estdn contenidos en los valores criticos de F, y g, R € Clz,y], tales
que

r—1
b(F)n=>_q;(F)n; + gdF + dR,
j=1

donde n; = F% para j =1,....,mr—1.
Para demostrar ese teorema, tomemos en cuenta lo siguiente:

Asumamos todas las hipotesis del enunciado del teorema 5.1.1. Sea z
un valor regular de F. Denotamos por Orb(d(z))* y VX a los espacios duales a
Orb(§(2)) y Vo, respectivamente, en la 1-cohomologia de de Rham de F~1(z).

Por otro lado, ya que se satisfacen las hipotesis del teorema 4.1.1, tenemos
que

Hy(F~(2)) = Orb(8(2)) @ Voo,

con dim Hy (F~1(2)) = k+n = u(F), donde k es el niimero de puntos criticos de
F de tipo silla, y n es el nimero de puntos criticos de F' de tipo centro. Notemos
que, por la proposicién 4.1.1 k = n+r—1, por lo que dim Hy (F~1(z)) = 2n+r—1.
Ademés dim Orb(§(z)) = 2n y dim Vo, = r—1. Consideremos los espacios duales
en la 1-cohomologia de de Rham:

Hip(F~1(2)) = Orb(6(2))" & V.
Por el teorema de de Rham algebraico [17], podemos tomar una base
B ={whid?, (5:2)

de H},(F~1(2)), con w; 1-formas polinomiales, para toda i = 1, ..., u(F). Inde-
xamos esta base de modo que {%}:;11 sea base de VI, y que {wl}f:(f) sea base

3teorema 2.2.1 de la introduccién.
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de Orb(6(z))*.
Denotamos (como en la seccién 4.1 y en la subseccién 3.6.2)

df;
R FJ’
15 fj

Por el lema 3.6.3, {n; ;;% es una base de V.

j=1,..,r—1. (5.3)

Lema 5.1.1. Consideremos la base 3. Entonces, las integrales abelianas fa(z) Wi,
con i =r,..,u(F), forman una base del C(z) espacio vectorial Ps.y.

Demostracion. Consideremos las formas {n; };;} como en (5.3), las cuales son
base de V.
Expresemos cada w;, para i = 1,...,7 — 1, como combinacién lineal de los ele-
r—1,
mentos {7;}7_1;
r—1

w; = Z Cijnj7 (54)

j=1

con ¢;; funciones complejas que dependen de z.

Sea n una 1-forma polinomial, y consideremos su restriccién a la fibra
regular F~(2); np-1(,). Entonces la clase de np-1(,) en Hjp(F~'(z)) puede
expresarse en términos de la base (3;

n(F)
Mr-1(z) = Z aiWi,
i=1

con a; funciones racionales en C ([26] p.534, [2]). Utilizando la expresién (5.4),
esto se reescribe como

w(F)

r—1 r—1
Me-1() =D @y cijni + Y aiw;. (5.5)
=1 j=1 i=r

Ahora, consideremos la integral de 7 en el ciclo §(z). Notemos que, como §(z)
estd contenido en la fibra regular F~1(2), esto es lo mismo que integral la 1-
forma 7 restringida a F~1(z). Asi,

r—1 r—1 n(F)
/ n= / MF-1(z) = Zai Z cijnj + Z a;w;. (5.6)
0(z) §(z) 8(=) i1 =1 P

Como d(z) no rodea a las ceros de f; para ninguna j = 1,...,r, tenemos que
f&(z) n; =0 paratodaj=1,..,r—1.
De este modo, la integral (5.6) es igual a

w(F)

n= ai/ wi, (5.7)
/5(2) Zz:; 5(2)
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Como la expresién (5.7) es valida para cualquier 1-forma polinomial 7, te-

nemos que el C(z) espacio vectorial Ps(.y en 6(z) es generado por las integrales
w(F)

i=r °

abelianas { [5 . wi}
wE) _
de Orb(d(=)), ya que {w,}f:(f) es base del dual de Orb(d(z)) en la 1-cohomologia
de de Rham (por definicién de la base 3 (5.2)).

Por otro lado, por la proposicién 3.3.1, tenemos que dim Orb(d(z)) <
dim P(S(z) .

Ahora, notemos que #{ [5 ) wi} w(F) —r+1 es igual a la dimensién

Como Py, es generado por las integrales abelianas { /. 5(2) w; i () enton-

=r
ces el conjunto { f 5(2) wl}f:(f) tiene que ser linealmente independiente. De otra

manera, la dimensién de Orb(d(z)) serfa mayor que la dimensién de Pgs(.). De

este modo, se tiene que dim Orb(d(z)) = dimPs(;), y las integrales abelianas

{fﬁ(z) wz}f:(f) forman una base de Py .. O

Notemos que la expresién (5.5), también se puede escribir como:

r—1 (F)
Mp-1(x) = D_ Py + Y _ aiwi, (5.8)
j=1 i=r

con p; y a; funciones racionales en C definidas en z.

Lema 5.1.2. Si fa(z) n =0, entonces a; = 0 para toda i =r,..., u(F), y la clase
de np-1(z) en HéR(F_l(z)) estd dada por nyp-1(.) = Z;;i pi(2)n;.

Demostracion. Consideremos la expresion (5.8), e integremos 1 en d(z):

w(F)

r—1
Mr-1(z) = Pj(z)/ nj + ai(z)/ w;.
/‘5(2) 32::1 5(2) ; 5(2)

Como f&(z) n=0y fé(z) n; = 0, para toda j = 1,...,r — 1, se tiene

Como los elementos de { 5(2) wi ") son linealmente independientes (por el

lema anterior), se tiene que a; = 0 para toda ¢ =, ..., u(F).
Por lo que,

r—1
Mr-1(z) = »_pi(2)n;, en Hip(F~(2)). (5.9)
j=1
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Ahora, daremos la expresién explicita de los coeficientes p;. Para esto, con-
sideremos el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

r—1
/()UZZPJ‘(Z)/ nj, conj=1,...,r—1

j=1 aj(z)

Este es un sistema de r — 1 ecuaciones con r — 1 incognitas p;(z):

fgl(z) moo fal(z) Mr—1 p1(2) fal(z) n
: : : = : (5.10)
Joosmym Lo e pr-1(2) Jor vy
Denotemos como N a la matriz
fol(z) mo o fc,l(z) Mr—1
: : , (5.11)
far,l(z) moo fo’r,l(z) Tr—1

y denotemos N; a la matriz que se obtiene de sustituir la columna j-ésima
columna de N por el vector (fal(z) 7, ’fo'rfl(z) 7); esto es,

fal(z) moo fal(z) Nj-1 fol(z) n fo’l(z) Mj+1 o fal(z) Mr—1
fcrr_l(z) mo - far_l(z) Mi—1 ng_l(z) n far_l(z) Mi+1 - fa’r_l(z) Mr—1
(5.12)

Por la regla de Cramer se tiene que

o det Nj
 detN

Notemos que det N # 0 ya que {T}j};;% es base de V¥ (por el lema 3.6.3), y

{0;(2)}j=1 es base de Vi (por el corolario 3.6.2).

p;(2) (5.13)

Lema 5.1.3. Los coeficientes p; son funciones racionales en C con a lo mds
polos en Xp.

Demostracion. Por el lema 3.5.1 los ciclos ¢;(z) son invariantes por mo-
nodromia. Por lo tanto, los determinantes det N y detN; son funciones
univaluadas en C — X, donde X es el conjunto de valores criticos de F'. Por
la expresién (5.13) esto significa que p; también es una funcién univaluada en

C—-%Xp.

Por otro lado, cada integral abeliana en det N y detV; tienen creci-
miento acotado por un polinomio en |z| por sectores en C ([26], p.533; [2],
p.276). Por lo que, det N y det N; son funciones polinomiales.
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Notemos también que, det N y det N; se pueden anular en los valores
criticos de F', pues la dimensién de la 1-homologia de la fibra critica de F' es
menor que la dimensién de la 1-homologia de la fibra regular de F' (se pierde
dimensién debido a que H;(F~1(z)) tiene una base de ciclos evanescentes,
y al tomar z valores criticos, algunos de los ciclos evanescentes se contraen
en puntos criticos), de este modo, cuando z toma algin valor z; € X, los
ciclos {Uj(zz‘)};;% ya 1no necesariamente son linealmente independientes. De
este modo, se tiene que p; es una funcién racional en C, con a lo més polos en

3F. O

Ya que z denota a los valores de F, el lema anterior significa que p;(F’) es
una funcién racional en F, i.e., p; € C(F), con a lo mds polos en los valores
F =z conz € Xp.

Con esto ya tenemos los elementos para probar el teorema 5.1.1 como
sigue:

Demostracion. Teorema 5.1.1
Definamos

r—1
i=n=>_ pi(F)n,
j=1

df; . . L
donde n; = F' f—j y las funciones p; satisfacen la expresién (5.9) para 7. Por el
lema anterior, las funciones p; son funciones racionales en F' con a lo més polos
en los valores F' = z;, para z; € Y.

Denotemos «; = maéx;{ord.,p;}, donde ord.,p; denota el orden del
polo z; de p;. Sea b(F) = [] (F — z;)*. De modo que, b(F)p;(F) es
polinomial, para toda j.

z,€EXFR

Ahora, multipliquemos 7 por b(F);
r—1
b(F)ij = b(F)n = b(F) Y _ p;i(F)n;,
j=1

asf, b(F')7 es una 1-forma polinomial en C2.
La integral de b(F)7 a lo largo de cualquier ciclo v(z) en Hy(F~!(z)) es:

r—1

b2) / IRELC / REICT

Por otro lado, por la expresiéon (5.9), se tiene que

r—1
/ n—> pi(z)n; =0,
v(2)

j=1
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para cualquier y(z) € Hy(F~1(z)). Es decir, b(F)f es una 1-forma polinomial
que satisface que fw(Z) b(F)i = 0, para toda v(z) € Hy(F~1(2)).

Ahora, definiremos una funcién, que denotaremos como R de la siguiente
manera:

Sin pérdida de generalidad, supongamos que para todo valor ¢ € C, F~1(c)
interseca al eje y en d = deg F' puntos contados con multiplicidad. Denotemos
a estos punto como y;, con i = 1,...,d.

Para cualquier punto regular (z,y) en C?, consideremos la superficie F'~1(z)
que lo contiene; es decir, z = F(x,y).

Como F es un polinomio bueno (seccién 3.4), i.e., p(F) = 0, se tiene que

F~1(2) es conexa [15]. Sea l;(z,y) una trayectoria contenida en F~1(z), que
une al punto (z,y) con el punto (0, y;).
Definamos R(z,y) = 130 Jisay 0F). Como [ b(F)i) = 0 para toda
v(z) € Hi(F~%(2)), tenemos que R estd bien definida. Ademds, pueden elegir
las trayectorias l;(x,y) de manera que dependan analiticamente de (x,y). Para
esto, consideremos la proyeccién de F~'(z) en el eje x; m : F~1(2) — C,
mi(x,y) = x, y tomemos una curva en el eje x que conecte el punto x con el
origen, y que no pase por puntos de ramificaciéon de esa proyeccién. El levanta-
miento de esa curva define una curva l;(z,y), que depende analiticamente de x
y de y.

Denotemos por S al conjunto de fibras de F', que tienen tangencias con
el eje y; esto es un numero finito de fibras, pues por el teorema de Bézout
[13] #{%—5 = 0} interseca a {x = 0} en un ndmero finito de puntos. De es-

te modo, R es una funcién analitica en C2\{L,,}.,ex,US, donde L., = F~1(z;).

Como b(F)ij es polinomial se tiene que R(z,y) = % 2?21 fli(z,y) b(F)7 tiene
crecimiento acotado por un polinomio en |(z,y)|. Luego como {L,,}.,ex, U S
es un conjunto algebraico, del teorema de extensién de Riemann [19] se sigue
que R se extiende analiticamente en C2. Por lo que R es un polinomio.

Ademds, por definicién se satisface que b(F)7} — dR se anula en todos
los vectores tangentes a las superficies de nivel de F. Por lo que, existe una
funcién g tal que

b(F)7 — dR = gdF, (5.14)
con g analitica en C? \ {puntos criticos de F}.

Pero, F' tiene una cantidad finita de puntos criticos, por lo que, por el
teorema de extensién de Hartogs [19], g se extiende analiticamente en C2.
Luego, como b(F)7, Ry F son polinomiales, de la expresién (5.14) se sigue que
g es también un polinomio.

Sustituyendo b(F) = b(F)n — b(F) Z;;ipj(F)nj, en la expresién
(5.14), se tiene que

WY~ b(F) S (P — AR = gdF
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Denotemos ¢;(F') = b(F)p;(F), que es un polinomio en F' por pues b(F') cancela
a los posibles polos de p;.

Finalmente, despejando b(F)n se tiene,
r—1
b(F)n =) a;(F)n; + gdF + dR.
j=1
donde ’I’]j:F%,q_j € C[F]y g,R € Clz,y]. O

5.2. Caso con una simetria

En esta seccién resolveremos el problema tangencial del centro para el
subconjunto de F,.(R) constituido por polinomios que son invariante ba-
jo la reflexion S(z,y) = (—=x,y), y tales que unicamente los puntos criticos
de tipo centro que sean simétricos bajo S pueden estar en el mismo nivel critico.

Denotamos* por p; a los puntos criticos de tipo centro sobre el eje 7,
i.e., p; = (0,y;); y denotaremos por p_; y py; a puntos criticos de tipo centro
tales que S(p—;) = p4i, donde p_; estd contenido en el semiplano real {z < 0}
y P+i estd contenido en el semiplano real {x > 0}. Denotamos por §;(z), d_;(2)
y 044(z) a los ciclos evanescentes correspondientes a los puntos criticos p;, p—;
V p4i, respectivamente.

Notamos que F(p_;) = F(p+:) ya que F(S) = F. Denotemos al valor critico
de p_; y p4i como z4;, y denotamos al valor critico de p; como z;.

Denotamos como s al nimero de puntos criticos p_;, que por simetria es
igual al nimero de puntos criticos p;.

Consideremos la complejificacién de S, que denotamos también como S. Y
consideramos el operador S, : Hi(F~1(z)) — H1(F~1(z)), con z valor regular
de F, dado por Si(y(z)) = S(7(2)), donde v(z) y S(y(z)) son representantes
de clases en Hy(F~1(z)).

Usaremos la base de H;(F~1(z)), con z valor regular, dada por el coro-
lario 4.2.2;

{84(2), 024(2), i (2), T4 (2) Fima U {05(2), 35 (2)} 22010 U {oe(2) 1

donde 04i(z) = 04i(2) — 6-i(2), Yxi(2) = V+i(2) — =i(2), 0ui(z) = 04 + 65 ¥
Fwi(2) = A1i(2) + Y—i(2); y consideramos el subespacio

Vg =< {0+i(2), +i(2) yiz1 >,

con dim Vg = 2s.
Denotemos por Vg al espacio dual a Vg en la 1-cohomologia de de Rham:

4Usando la misma notacién que en la subseccién 3.5.4 y la seccién 4.2.
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V§ € Hyp(F~1(2)).
El objetivo de esta seccién es demostrar el siguiente teorema®:

Teorema 5.2.1. Sea F € F.(R), tal que F es invariante bajo la reflexion
S(x,y) = (—2,y), y que 2+; # zxj parai # j, que z; # zj para i # j, y que
Z+i # %j para toda i y para toda j. Sea n una I-forma polinomial en C?, sea
§(z) € Hi(F~Y(2)) un ciclo evanescente correspondiente a un punto critico de
F' de tipo centro, entonces

(1) Sid(z) =6;(2), para alguna j, i.e., Sy(d(z)) = —6(2), f&(z) n=0, siy sdlo
si, exzisten b,b;, q; € C[F], donde el conjunto de ceros de b puede contener
valores criticos de F, y g, R € Clx,y], tales que

2s r—1
b(F)n =" bi(F)ij+ > q;(F)n; + gdF +dR,
i=1 =1

donde {7;}2%, son 1-formas polinomiales en C? tales que S*(7;) = i, y
N = F% para toda j =1,...,r — 1.
J

(2) Sid(z) =6_;(2), 06(2) = 04;(2), para alguna j, entonces fé(z)n =0,
si y sdlo si, existen b,q; € C[F], donde el conjunto de ceros de b puede
contener valores criticos de F, y g, R € Clx, y], tales que

b(F)n = q;(F)n; + gdF + dR,
j=1

donde n; = F% para toda j =1,....,r — 1.
J

Antes de pasar a la demostracién de este teorema, tomemos en cuenta los
siguiente:

Por la expresién (3.53) y la linealidad de S, se tiene:
Si(044(2) —0_4(2)) = —0_;i(2) + d4i(2). (5.15)
En la notacién (4.7), esto es
S:(01i(2)) = 01i(2).
Por otro lado, notemos que
Varg(S«(6-:(2))) = S« (Vare(d—i(2))), (5.16)

donde S, (d_;(2)) = —d4:(2), por la propiedad (3.53).
Por lo que

Varo(5:(6-i(2))) = Varo(—64i(2)) = =+ (2).

5teorema 2.2.2 de la introduccién.
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Mientras que, para el lado derecho de (5.16), se tiene que

Se(Varg(6-i(2))) = S+ (5-i(2))-

De este modo, de la expresién (3.53) se tiene que

_’S/-Q-i(z) = S*(’?—Z(Z»

Anélogamente, también se tiene que

Se(V+i(2)) = —7-i(2).
Por lo que,
Sie(+i(2) = 7-i(2)) = =7=i(2) + V4i(2). (5.17)

En la notacién (4.7), esto es

S (Yxi(2)) = Yxi(2).

Por otro lado, por las expresiones (3.53) y (5.17), de manera andloga se tiene
que

Su(04i(2) +0-i(2)) = —0-i(2) — 64i(2)

Se(¥4i(2) +9-i(2)) = =9-i(2) — Y+i(2)

En la notacién (4.6) esto es

5:(0:i(2)) = —0xi(2)

Su(Tni(2)) = —Fni(2).
Por lo que, diremos que los ciclos d1;(2) y 7+:(2) son simétricos respecto a
S, mientras que los ciclos d.;(2) y ¥si(2) son antisimétricos respecto a S.

De este modo, como los ciclos d4; v 744, que generan al espacio Vg,

son invariantes bajo .S, entonces todos los ciclos en Vg son también invariantes
bajo S.

Sea Vg el subespacio de H;(F ~!(2)) generado por todos los ciclos in-
variantes bajo S. En particular Vg C Vs. Y denotemos como V¢ al dual de Vs
en la 1-cohomologia de de Rham de F~!(z). Entonces, tenemos el siguiente
lema:

Lema 5.2.1. Sin € V&, entonces S*(n) = 1.

Demostracion. Denotemos m = dim(Vg) y p = dim(H (F~(2))). Sea
{7i(#)}, una base de Vg, y {7:(#)}/, la base dual correspondiente de V.
Extendemos este conjunto a una base 3 = {v1(2), ..., Ym(2), Ym+1(2), ..., 7u(2) }

de Hy(F~(2),C).
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Sea B* = {mi(z)}/_, la base dual correspondiente de H}p(F~'(z));

que verifica
[ ow=tv [ w0z (5.18)
vi(2) Vi (%)

i

Para probar el lema, basta probar que S*(7;) = 7); para toda j = 1,...,m
Veamos primero que S*(71) = 71:

Consideremos el homomorfismo inducido por S en la 1-cohomologia
S*: Hip(F~1(2)) — Hiz(F~1(2)). Expresemos a la 1-forma dada por S*(7)
en términos de la base 5*:

S*(M) = 1 + cafa + -+ - + ¢uijy, con c; € C. (5.19)

Tomemos la integral de (5.19) a lo largo del ciclo v (z),

/ S™(7) :01/ ﬁ1+02/ +cu/ (5.20)
(%) 1 (2) “/1(2) 71 (

Por (5.18) el lado derecho de la expresién anterior es igual a c;.

Por otro lado, ya que 7(z) € Vs, tenemos que S(y1(z)) = 7i(2).
Usando la propiedad (3.51)% de la subseccién 3.5.4, tenemos que

/ m:/ m:/ S*(ii)- (5.21)
~1(2) S(v1(2)) Y1(z)

Entonces, ya que f \(»y T =1 por (5.18), v f S*(7j1) = ¢ por la expre-
sién (5.20), la 1gualdad (5.21) implica que

Anélogamente, tomando la integral de (5.19) a lo largo del ciclo v;(z) con
1= 2,..., 4, obtenemos que

0:/ 771 :/ S*(f]l) = C;.
i(2) vi(2)

Asi, tenemos que ¢; = 0 para toda i = 2,...,u y ¢ = 1. Por lo que, de la
expresion (5.19) se tiene que S*(71) = 7.

De la misma manera se puede probar que S*(7);) = 7; para toda
Jj = 1,..,m. Notemos que, esto no necesariamente se cumple para 7j; con
j=m+1,.., u, pues los ciclos 'yj(z)7 con j = m+ 1, ..., 4, no necesariamente
verifican la relacién (5.21). O

6Teorema de cambio de variable para integrales.
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Corolario 5.2.1. Para toda w € V¢ se tiene que S*(w) = w.
Demostracion. Se sigue del hecho de que Vg C Vs. O

Lema 5.2.2. Sea v(z) € Hi(F~Y(2)) un ciclo tal que S«(v(2)) = —v(2), y sea
n € Hj,(F~(2)) tal que S*(n) =7, entonces fv(Z) n=0.

Demostracion. Por la propiedad (3.51) de la subseccién 3.5.4, por un lado te-

nemos que
[ sw=[ (5.22)
v(z) Si(v(2))

El lado izquiedo de la expresion anterior es igual a

[ aef ae [
Su(v(2)) —7(=) v(2)

pues S.(7v(z)) = —y(z). Mientras que el lado izquierdo de (5.22) es igual a

/ n= S*(n),
(=) (=)

pues S*(n) = n. Por lo tanto,

/ n= _/ m,
v(2) v(2)

de donde se tiene el resultado. O

Corolario 5.2.2. Para toda w € V&, y para todo ciclo v(z) € Hi(F~1(z)) tal
que S*(v(z)) = —v(z), se tiene que fv(Z) w=0.

Ahora consideremos lo siguiente:
Por el teorema 4.2.1, tenemos que

H(F7(2)) = Orb(6(2)) @ Voo @ Vs,

para el caso (1) del enunciado del teorema 5.2.1, i.e., cuando §(z) = §;(z), para
alguna j =2s+1,...,n.
Mientras que

H(F~1(2)) = Orb(6(2)) @ Vao,

para el caso (2) del teorema 5.2.1, i.e, cuando §(z) = d_;(2), 0 0(2) = 04,(2),
para alguna j =1, ..., s.

El caso (2) se resuelve de manera andloga al teorema 5.1.1. Por lo que sélo
nos enfocaremos en demostrar el caso (1).

Ya que F define una buena particién se tiene que dim Hy(F~!(z)) =
w(F) = k + n, donde por la proposicién 4.1.1 &k = n + r — 1, es decir
dim Hy(F~(2)) = 2n + r — 1. Ademas como F tiene buena multiplici-
dad al infinito se tiene dimV,, = r — 1. Por otro lado, por el lema 4.2.1
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dim Orb(6(z)) = 2n—2s y dim Vg = 2s, donde n es el nimero de puntos criticos
de F' de tipo centro, y s es el nimero de centros en el semiplano {z > 0}, o
{z < 0}.

Ahora consideremos los espacios duales en la 1-cohomologia de de Rham:

Hp(F~(2)) = Orb(3(2))" & Vi, & Vs,

Por el teorema de Rham algebraico [17), H}(F~1(z)) tiene una base 8 =

{wz}”(F) de 1-formas w; polinomiales, para toda i =1,...,u(F); indexamos los
elementos de 3 de modo que {w;}/Z} es base de V. {wl 25471 os base de

Orb(6(2))" v {wz}z 2n 25tr base de V¢, donde p(F ) = 2n + r—1.

Lema 5.2.3. Consideremos la base 3. Sea §(z) € H1(F~'(z)), donde 6§ = §;
para alguna j = 2s + 1,...,n. Entonces, las integrales Abelianas fé(z) wi, Con

i=7,..,2n—2s+7r—1, forman una base del C(z) espacio vectorial Ps(z).

Demostracién. Sea n una forma polinomial en C2. Consideremos la restriccién
de 7 a la superficie F~!(z). Expremos NF-1(z) en término de la base §:

Mp-1(x) = > @iwi, (5.23)
=1

con a; funciones racionales en C definidas en z.
Consideramos la integral de la expresién anterior en el ciclo 6(z):

w(F)
Nr-1(z) = az/
/5( ) ¢ Z 5(=)

Notemos que, por el lema 5.2.2, y ya que S.(d(z)) = —d(z), se tiene que
fé(z) w; = 0, para toda w; € Vg. Por lo que
o f
6(z)

NF-1(z) a; /
‘/5(2) Z 5(2)

A partir de este paso la prueba se sigue de manera anaﬂloga a la prueba del lema
5.1.1. O

2n— 25+r 1

-1

Para el subespacio VO’Z, en vez de la base {w;};_;, usaremos la base dada

i=
por las 1-formas n; = Fi 7 (lema 3.6.3). Como VZ estd en suma directa con
los subespacios Orb(d(z))* y V&, podemos cambiar la base de Vo, sin afectar a
la base de los otros espacios. De este modo, usando la base {n; ;;% para VZ,
{wi}3n 2471 para Orb(8(2))* v {wi}f:(;),l_%w para V¢, entonces la clase de
NF- 1(2) en H},(F~!(z)) se puede escribir como:

r—1 2n—2s+r—1 w(F)
ME-ie) =D P+ Y awi Y aw, (5.24)
Jj=1 i=r 1=2n—2s+r

con p; y a; funciones racionales en C definidas en z.
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Lema 5.2.4. Si fa(z) n =0, con § = 6; para alguna j = 25+ 1,...,n, entonces
a; =0 para toda i =1r,....2n —2s+r—1, y

r—1 n(F)
MEie =y pi @+ Y, az)ws, (5.25)
j=1 i=2n—2s+r
donde n; = F41 AR base de Vi 1 li al
/s {wl}i=2n—2s+r es base de V3§, con w; 1-formas polinomiales.

Demostracion. Consideremos la expresion (5.24), e integremos 7 en 6(z):

r—1 2n—2s+r—1 w(F)
NFE-1(z) = Pj(Z)/ nj+ ai/ wi+ ai(z)/ w;.
A(Z) Jz::l 4(2) zz:; d(=) iZQ;SJFT (=)

Pero, sabemos que fé(z) n; =0, para j = 1,...,7 — 1, y también que fa(z) w; =0,
para i = 2n — 2s+ 7, ..., u(F') (por el corolario 5.2.2). Por lo que, si f5(z) n=0,
se tiene

2n—2s+r—1
0= E ai/ W
i=r 5(z)
Pero por el lema anterior sabemos que {fa(z) w; 52:28‘”_1 es un conjunto li-

nealmente independiente, por lo que a; = 0 para toda i = r,...,2n —2s +r — 1.
Asi,
w(F)

Z a;(z) /6(2) wi, (5.26)

r—1
me-1z = Y _pi(2)n; +
j=1 1=2n—2s+r
en H,(F~1(2)). O
Renombremos a las 1-formas polinomiales {wi}f:(;)k% 4 que forman una
base de Vg, como {7;}3,. De modo que,

~ 42
Vg =<A{n;}ii >,

. F
donde {77]}59:1 = {wi ?:(27)172s+'r'
Asi, la expresién (5.26) se reescribe como:

r—1 2s
ME-iz) = D pi(2)n; + Y aiil (5.27)
Jj=1 i=1

De manera andloga al teorema 5.1.1, daremos explicitamente los coeficientes
pj,j=1,..,7=1,ya;,1=1,...,2s, por medio de un sistema lineal de ecuaciones.
Este sistema lo conseguimos integrando la expresién (5.27) de n en los ciclos

{o0(2)} 121, {F2i(2), 0wi(2) iy
r—1 2s ~
Zj:l Dj fw(z) n; + Zj;l A Jop)i = fo’g(z) m;
r—1 s ~
>i—1Pj f’yi,;(z) 0+ =14 f’?ii ni = fﬁii(z) , (5.28)
r—1 2s ~
Zj:l pj féii(z) n; + Zj:l a; faﬂ(z) n = fgii(z) 1,
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conl=1,...r—1lei=1,..s.
Denotemos como NN a siguiente la matriz:

~ ~ r—1,s
fag(z) m e fag(z) Tr—1 fo’g(z) m T fag(z) T2s
Liwom o Lawmer Lae™ o e e (5.29)
sxi(x) M Joni(z) -1 f(&i(fﬁ) e o)™ )y i

Denotemos como v al vector (p1,...,pr—1, a1, ...,(125), y denotemos como v
r—1,s . s o s
al vector ([, s[5, .2 S5,z Mi=1,i=1- Entonces, en notacién matricial, el
sistema (5.28), se escribe como el sistema lineal de (25 +r — 1) x (25 +r — 1)
entradas dado por

NV:’U.

Denotemos N; a la matriz que se obtiene de sustituir la columna j-ésima co-
lumna de N por el vector

(/ n""7/ 777/ 777"'7/ 777/ "7’"'7/ 7])
51(2) Gr-1(2) F+1(2) F+s(2) 6+1(2) 8+(2)

De este modo, por la regla de Cramer se tiene que

deth .
i(z) = = para j =1,...,r — 1. 5.30
pi(z) =5 para (5.30)
y ~
d th r— .
ai(z) = CETitr=l on = 1,...,2s. (5.31)
det N

Nétese que det N # 0 ya que las formas {n; };;% son base de V con {o; (z)}g;%

base de Vio; v {7;}2%, son base de V& con {71;(2),d+,(2)};_, base de Vs.

Lema 5.2.5. p;(2) y a;(z) son funciones univaluadas.

Demostracion. Denotamos como C_;, Cy; v C; a las regiones de la particiéon
definida por F' (subseccién 3.5.4).

Observemos que si C_;NC_; #0, 0 C1; N C; # 0, entonces
Mon. ,(V+i(2)) = Fxi(2) + K (015(2)),

Con K igual al nimero de vértices que comparten las regiones C_; y C_;
(notemos que por simetria esto es lo mismo para C; con C ;).
Mientras que

Mon., (6+i(2)) = 6+i(2) — 6+5(2),
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si C_; N C_; es un segmento (simétrico al segmento obtenido por C; N C ;).
Esto significa que la monodromia de N alrededor del valor z4;, cambia la fila

VIR D=
F+i(z) F+i(z)

por la fila

(/ S / Ak [ AT,
F+i(z) d+4(2) F+4(2) 045(2)

y cambia la fila
([ [
d+i(2) 0+i(2)

~ ~ \r—1,2s
(/ Nr _/ 777';/ U _/ nV)Tzl,y:h
0+i(z) 0+5(2) d+i(z) 045(2)

y mantiene a las otras filas invariantes.
A su vez, como

Mong(d4i(2)) = d4i(2) + Fxi(2),

Mong(7+i(2)) =0,

Entonces la monodromia de N alrededor de z = 0 cambia la fila

~ \r—1,2s
(/ 777-7/ 771/)7—:17,/:1
S+4(2) 0+i(2)
(/ e +/
dti(2) F+

mientras mantiene invariantes a las otras filas.

por la fila

7, / i+ / Dt
i(2) 0+i(2) Y45 (2)

J

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

Ahora consideramos la monodromia alrededor del valor z;, para alguna j,
i.e., el valor critico correspondiente a un punto critico de tipo centro sobre el

ejey. SiC_;NC; #0,0C.;NC; # 0, entonces

Mon., (Y+i(2)) = +i(2) + K (d+;(2)),

Con K igual al nimero de vertices que comparten las regiones C_; y C; (por

dimetria es lo mismo para Cy; y C; ). Y
Mon,(0+i(2)) = 0+i(2) — d+5(2),

siC_; N 6j es un segmento.
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De modo que la monodromia de N alrededor de z;, cambia la fila

(5.32) por
(/ n+ K 777'7/ nu+K/ 7 M
F+i(2) 35 (2) F+i(2)

y la fila (5.34) por la fila

~ \r—1,2s
/ / / U / 771/)7:1,1/:1~
6il(z d; (z) 0+i(2) 0;(2)

Sin embargo, sabemos que f 5,02 = 0 para todo 7 pues ¢;(z) no rodea a
los ceros de f;, para toda j = 1 ,7. Por otro lado, también sabemos por el
corolario 5.2.2, que f(; 7, = 0, para toda v.

Por lo que, la monodromia del determinante de N , alrededor de cual-
quier puntos critico de F', se mantiene invariante. Andlogamente para N;.

Por lo tanto p;(z) y a;(z) son funciones univaluadas. O
Lema 5.2.6. Los coeficientes p;(z) y a;(z) son funciones racionales.

Demostracion. Al igual que el lema 5.1.3, esto se debe a que las integrales
abelianas que forman las entradas en N y N tienen crecimiento acotado por
un polinomio en |z|. O

Nota: Claramente los valores criticos de F' son polos de p;(z) y a;(z). Sin
embargo en este caso no se puede asegurar que det Z\7j y det N no se anulen
también en algun valor regular de F. Eso depende de la eleccién de la base
polinomial de la cohomologia de F'~!(z), que en este caso afecta a los términos
7; que se utilizan en las definiciones de det Nj y det N. Nétese que en el caso
del lema 5.1.3 la eleccién de la base no afecta a los polos de las funciones p; ya

. . P df;
que éstas se calculan sélo con los términos n; 1= F %
J

Ahora probaremos el teorema 5.2.1:

Demostracion. (Teorema 5.2.1 caso (1)7)

Usando la expresién (5.27), definamos

ks
i=n- Z 77]+Zaz
J

Sea b(F') el polinomio en F de menor grado tal que b(F)pe(F) y b(F)a;(F) son
polinomiales, para toda ¢ y para toda i.

"El caso (2) es andlogo a la demostracién del teorema 5.1.1



126 CAPITULO 5. PROBLEMA TANGENCIAL DEL CENTRO

Ahora, multipliquemos 7 por b(F):
r—1 2s
b(F)ii = b(F)(n =Y p;(F)n; = > ai(F)i).
j=1 i=1
Notemos que, por el lema 5.2.4, se tiene que la integral de
r—1 2s
b(F)(n =Y _p;j(F)n; — Y ai(F)il),
j=1 i=1
en v(z) C F~1(2), es igual a
r—1 2s
b(z)(/ M1z — »_pi(2)n; — Y ai(2)ii) =0,
v(2) j=1 i=1
es decir, la 1-forma polinomial b(F)# satisface que

/ b(F)n =0,
v(2)

para toda y(z) € Hy(F~1(2)).
El resto de la prueba se sigue de manera andloga a la prueba del teorema
5.1.1. U



Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se realizé un estudio de los aspectos generales entorno al
problema tangencial del centro y el problema de la monodromia, y se dio la
solucion de esos problemas dentro de una familia de ecuaciones hamiltonianas
no genéricas. A saber, nos enfocamos en ecuaciones hamiltonianas cuya integral
primera es un polinomio real F' € R[z,y], que satisface ciertas condiciones que
llamamos tener buena multiplicidad al infinito y definir una buena particion
en RP? (ver definiciones 3.6.2 y 3.5.1). Una de las condiciones que pedimos
en la definiciéon de buena particion es que todos los puntos criticos de F' sean
reales. Esa condicién nos sirve para poder visualizar la ubicacién de todos
los ciclos evanescentes desde el plano real. Por otro lado, que F~1(0) defina
una buena particién también nos permite conocer los niimeros de interseccion
entre los ciclos evanescentes, lo cual facilita calcular la érbita por monodromia
de cualquiera de esos ciclos. Sin embargo, nuestra perspectiva para trabajos
futuros es que podamos quitar la condicién de que todos lo puntos criticos
sean reales. La idea es poder hacer una extension de los resultados utilizando
una fibracién “grande” del espacio {polinomios de grado d}xC? que conecte
los hamiltonianos F' = []f; con el mismo grado en f;, pero variando sus
coeficientes. Esto para poder transportar la informacién de los niumeros de
interseccién entre ciclos evanescentes de los hamiltonianos que tengan la misma
estructura. Una vez realizado esto, todos los argumentos se seguirian de manera
analoga, pero sin la restriccién de que todos los puntos criticos sean reales.

Por otro lado, una de las motivaciones iniciales de esta tesis fue el
estudio de casos no genéricos para foliaciones integrables con integral primera
de Darboux, en particular para el caso en que la funcién de Darboux presenta
alguna simetria. Una de las principales dificultades para el caso de Darboux,
es que el grupo de homologia puede tener dimensién infinita, y que es posible
que las 1-formas, que deban agregarse a la expresién de la 1-forma 7, presenten
alguna multivaluaciéon. Para entender mejor cudles son las 1-formas que hay
que agregar para la expresion de la 1-forma 7 en este caso no genérico de
Darboux, es que recurrimos a tratar de entender primero lo que ocurre en el

127



128 CAPITULO 6. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

caso hamiltoniano. Para trabajos futuros, esperamos poder adapatar lo que se
estudié aqui para casos no genéricos con integral primera de Darboux.



Apéndice A
Orientacion de A'Campo

Este capitulo realizaremos un estudio local en un punto de tipo silla, para
determinar la orientacién, con respecto al plano real, que deben tener los ciclos
evanescentes cuando estan contenidos en el plano real, de modo que satisfagan
que su indice de inteserccién es 1 o -1 (segin la tabla (3.32)).

Sea F' un polinomio con coeficientes reales, F' € R|z, y], y supongamos que F'
tiene un punto critico de Morse en el origen, de tipo silla. También supogamos
que F tiene 4 puntos criticos de tipo centro, pa, p3, ps y ps tales que F(ps) > 0,
F(ps) >0, F(p2) <0y F(ps) <0, como en el siguiente dibujo:

R2 Yy

Figura A.1: dF =0

Denotamos como 47 al ciclo evanescente correspondiente al punto critico
de tipo silla en el origen. Lo dibujamos con lineas punteadas, ya que este ciclo
no se puede ver en el plano real, pero si se puede ver en las superficies de
nivel de la complejificacién de F. Denotamos como 62, 03, 64 y 05 a los ciclos
evanescentes correspondientes a los puntos criticos de tipo centro ps, p3, ps y
ps, respectivamente. Como F(p3) > 0y F(ps) > 0, entonces los ciclos d3 y d5
pueden verse en R? tnicamente cuando las curvas de nivel de F toman valores
regulares positivos. Mientras que, como F(p2) < 0y F(ps) < 0, entonces los
ciclos 85 y d4 pueden verse en R? tinicamente cuando las curvas de nivel de
F' toman valores regulares negativos. Sin embargo, todos los ciclos pueden
verse en la superficie de nivel de la complejificacién de F', para cualquier valor
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regular.

Ahora, estudiaremos el indice de interseccién de los ciclos 05, j = 1,2,3,4,5,
en la vecindad del punto singular de tipo silla. Y determinaremos la orientaciéon
que deben tener para que satisfagan tener el inidice de interseccién como en la
tabla (3.32) de la subseccién 3.5.1.

Como (0,0) es de Morse F se puede escribir en coordenadas locales
como F(z,y) = y? — 2% en una vecindad del origen. Consideremos la com-
plejificacion de F en coordenadas locales, y las superficies de nivel locales
y? — 22 = c con ¢ € C. Despejando y de la expresién y? — 22 = ¢, podemos ver
a la superficie local como grafica de la funcién y(x) = £v/¢ + 22, con puntos de

ramificaciéon en x = ++/—c.

Empecemos tomando a ¢ como un numero real positivo; ¢ > 0. En-
tonces, y(x) = ++v/c + 22 tienen puntos de ramificacién en x = ++/—c = Fi /c.
Denotemos z = i\/c y x_ = —iy/c. Esta superficie local es homeomorfa a un
cilindro, y su generador de la 1-homologia es el ciclo evanescente d;. Pero los
ciclo §; con j = 2,3,4,5, definen ciclos relativos, dados por la interseccién de
estos ciclos con la supercie local en la vecindad del origen. Como ¢ es positivo,
los ciclos d3 y 5 definen ciclos relativos contenidos en el eje real de las ramas
de la funcién y(x) (ya que como se mencioné arriba, para valores positivos de c,
los ciclos 5 y J5 se ven en la foliacién real dF = 0), como se ve en el siguiente
dibujo:

Figura A.2: Fibra local con ¢ > 0

Orientamos a la superficie local y?> — 22 = ¢ con la orientacién de cada

rama de la funcién y(z). Cada una de estas ramas es dada por la imagen del
plano complejo bajo la funcién y(z) = ++/¢ + x2; una rama corresponde al signo
positivo y la otra al negativo. Orientamos a estas ramas con la orientacién del
plano real R? 2 C, dada por la base canénica {(1,0),(0,1)}. Orientamos los
ciclos 41, d3 y d5 como en la figura (A.2). Calculemos el indice de interseccién
entre estos ciclos con esta orientacién. Para esto, denotaremos como vy al vector
tangente a d1. en los puntos de interseccion con los ciclos d3 y d5. Denotemos
como v3 y v5 a los vectores tangentes a d3 y 5, respectivamente, en sus puntos
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de interseccién con el ciclo §1, como en la siguiente figura:

Los vectores v;, tangentes al ciclo ¢;, estan orientados por la orientacién del
ciclo ¢;. Tomaremos a los vectores v; con norma 1. El indice de interseccién
(o ndmero de interseccién) de d; con 0; en un punto p, se define como +1
si la matriz (v;,v;) (formada por los vectores tangentes en el punto p) tiene
determinante positivo, y —1 si tiene determinante negativo ([18], p. 112). Es
decir, es +1 si la base (v;,v;) es equivalente a la base candnica {(1,0), (0,1)},
y —1 si no. El indice de interseccién entre dos curvas es la suma de sus indices
de interseccién en todos los puntos donde de intersectan ambas curvas.

Asi, verificamos que (d5,91) = 1, pues en su punto de interseccién el
vector vy, normalizado, es igual al vector (0, —1), mientras que el vector vs es
igual a (—1,0). Por lo que la matriz (vs,v1) tiene determinate positivo, igual a
1.

Del mismo modo, verificamos que (d3,d1) = 1, pues en el punto de intersec-
cién entre d3 y 07 se tiene vz = (1,0) y v = (0, 1), por lo que la matriz (vs, v1)
tiene determinante positivo, igual a 1.

Ahora veamos a qué orientacién corresponde esta orientaciéon que tomamos
para los ciclos d3 y d5 en las ramas de la superficie local, cuando los ciclos estan
contenidos en el plano real (lo que ocurre para curvas de nivel de F' en valores
positivos) como en la figura (A.1). Para esto consideremos los simbolos g, #;
y *2 en d3, ¥ |o, |1 ¥ |2 para d5 como en la siguiente figura:

Figura A.3: Orientacién

El punto g es la interseccién de d3 con d1, y |o es la interseccién de d5
con 01. En el lado izquierdo de la figura (A.3), el segmento de d3 de *3 a g
corresponde a la imagen de valores negativos del plano z. Al pasar por el
punto *q, 03 cambia de rama en y(z), y el ahora el segemento de d3 de *¢ a *;
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estd contenido en la imagen de valores positivos del plano . Del mismo modo
para el ciclo d5, el segmento de |1 a |p pasa por los valores positivos de x hasta
llegar al ciclo ;. Luego cambia de rama, y segmento de |o a |2 pasa por valores
negativos de z. El segmento (orientado) de 2 a *; de ds3, es el segmento de d3
que se puede ver en la superficie local y? — x2 = ¢, es decir, cerca del origen
(lado izquierdo de la figura (A.3)). Y el segmento (orientado) de |; a |2 de d5,
es el segmento de d5 que se puede ver en la superficie local y? — 22 = ¢ (cerca
del origen).

Esto significa que d3 y 85, como ciclos contenidos en R?, estdn orientados
como en el lado derecho de la figura (A.3).

Ahora consideremos la superficie local para ¢ < 0.

Esto es y(z) = +vc+ 22, con puntos de ramificacién en /—c y —v/—c.
Como ¢ < 0, estos puntos de ramificacién son reales. Orientamos a d; con la
misma orientacién que en la superficie para ¢ > 0 (figura (A.2)). Como ¢ < 0
entonces los ciclos d2 y d4 corresonden a la imagen del eje real del plano = bajo
la funcién y(z). Orientamos estos ciclos como en la siguiente figura:

Figura A4: ¢ <0

Denotemos como v; al vector tangente a d; en tu interseccién con do, y tam-
bién lo denotamos como v; en su interseccién con d4. Denotamos como vy y vy
al vector tangente a ds y d4 en su punto de interseccién con §y, respectivamente.
Tomamos estos vectores con norma 1.

a

Verificamos que con esta orientacién se tiene que, el indice de interseccién
de 01 con d2 es +1, pues en la interseccién de d; con do tenemos v = (0, —1)
y v2 = (1,0), por lo que la matriz (v1,vs) tiene determinante positivo, igual
a 1. Para la interseccién de 61 con &4 se tiene v = (0,1) y v4 = (—1,0), por
lo que la matriz (v1,v4) tiene determinante positivo, igual a 1. Asi, el indice
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de interseccién de 91 con d4 (en ese orden) es 1. Ademds, se puede verificar
que con esta orientacién para J2 y 4 en la superficie local, se tiene que ambos
tiene orientacién negativa como ciclos contenido de la foliacion real definida por
dF =0:

R? Y

Figura A.5: dF =0

Para verificar que (0;,0;) = 1, para¢ = 3,5y j = 2,4 no basta con un estudio
local en el punto critico de tipo silla, pues alli todos los ciclos d;, con i = 2,3,4,5
son ciclos realtivos, y entre ciclos realtivos el indice de interseccién no esta bien
definido. En ese caso, se deben transportar estos ciclos a otra superficie regular
en la que al menos uno de los ciclos en ¢; o §; en (d;,0;) sea un ciclo absoluto
(como lo es d7 en las intersecciones que verificamos arriba). Los detalles de estos
célculos se pueden verificar en [1].
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