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Introduccién

El programa de Langlands es una serie de conjeturas dirigidas a entender el grupo de
Galois de campos locales y campos globales asi como sus extensiones finitas y completaciones.
El estudio de los grupos de Galois son fundamentales en la teoria de niimeros debido a su gran
contenido aritmético.

Uno de los mayores logros matemdticos de principios del siglo XX fue la teoria de campos de
clase la cual da una descripcién explicita del grupo de Galois abeliano de un campo local o global.
La teoria de campos de clase global puede formularse como una biyeccién entre conjuntos
de caracteres del grupo de Galois de un campo global por un lado, y el grupo de clases de
ideles por otro lado. Esta es la ley de reciprocidad de T. Takagi y E. Artin establecida en el
afio 1920 como una generalizacién de la ley de reciprocidad cuadratica introducida por Euler
y demostrada por Gauss. A finales de la década de los afios 60, R. Langlands sugirié que el
siguiente paso debe consistir en dar una descripcién de ciertas representaciones del grupo de
Galois absoluto en dimensiones mds altas que uno (es decir, una teoria de campos de clase no
abeliana). La conjetura (la correspondencia de Langlands) propone relacionar representaciones
de Galois de rango arbitrario con representaciones automorfas cuspidales de algtin grupo de
los adeles. Estas hipotéticas leyes de reciprocidad implican conjeturas como la conjetura de
Artin sobre holomorfia de ciertas funciones-L o la conjetura de Ramanujan-Petersson sobre
eigenvalores de Hecke de formas cuspidales.

En el caso de campos de numeros, podemos mencionar aplicaciones como la prueba del
ultimo teorema de Fermat. Sin embargo, la prueba de la correspondencia de Langlands en
cualquier generalidad parece lejos de alcanzarse.

La primer importante contribucién hacia la solucién de la correspondencia de Langlands
en el caso de campos de funciones fue dada en el afio 1974 por el matemético Vladimir Drin-
feld quien, en ese entonces, contaba con tan solo 19 afios. Drinfeld demostré la correspondencia
de Langlands para GL, sobre campos globales de caracteristica positiva. La estrategia de Drinfeld
se encuentra en el descubrimiento de una nueva clase de espacios modulares asociados a ob-
jetos algebraicos conocidos ahora como modulos de Drinfeld o, como en el articulo original de
Drinfeld [8], médulos elipticos. Tales espacios modulares funcionan como un analogo de cur-
vas elipticas en campos de funciones. Considerando la cohomologia de los espacios modulares
de rango dos (convenientemente compactificadas) Drinfeld logra resolver la correspondencia
de Langlands para GL, en ciertos casos particulares. En trabajos posteriores, con la nocién
de Shtuka, se logra demostrar la correspondencia en su generalidad gracias a los trabajos de
Drinfeld [10], L. Lafforgue [26] y V. Lafforgue [27].

Los resultados de Drinfeld se vieron fuertemente influenciado por numerosos descubri-
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mientos matematicos de la época y, a su vez, han tenido un enorme impacto en el desarrollo
de la aritmética de campos de funciones en las pasadas cuatro décadas. Por este motivo, el
presente texto pretende dar una guia para entender los resultados basicos sobre médulos de
Drinfeld y su utilizacién en la correspondencia de Langlands.
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Notacion

Usaremos la siguiente notacion (ver [17] o [31]):
- F, es el campo finito de g = p™ elementos con caraceristica p.

- X es una curva lisa proyectiva y absolutamente irreducible sobre F,. Denotaremos por
|X| al conjunto de los puntos cerrados de X.

- oo es un punto cerrado fijo de X.

- K es el campo de funciones F,(¥) de X sobre F,.

- Aes el anillo I'(X — 0o, O%) de funciones regulares fuera de co.

- V4 es la valuacion asociada al lugar co y K, es la completacién de K correspondiente.
- C,, es la completacién de una cerradura algebraica de K.

- Para x € |X|, denotemos por O, al anillo de valuacién de K, y por «(x) = O,/m, en donde
x(mty) = 1.

- do = gr(co) denota el grado del campo residual x(co) sobre F,,.
- Denotamos al grado de x € K, como gr(x) = —d,, Voo (X).

- %l = qgr(x) es el valor absoluto normalizado asociado a co de manera que, para a € A,
tenemos |a|,, = |A/(a).
Como ejemplo estandar tomemos ¥ = Pl y X —oco = Al, se tiene d, =1, A = F,[T], K =
q

F,(T) es el campo de funciones racionales y K, = Fq((T‘l)) es el campo de series de Laurent
en T7L.



Capitulo 1
Moédulos de Drinfeld

En este capitulo se introduciran los médulos de Drinfeld. Gracias a estos objetos, cuya na-
turaleza es lineal, se logran resolver problemas de moduli con estructuras de nivel prescritas.
Los objetos que resultan de tal construcciéon (variedades modulares de Drinfeld) constituyen
el objeto principal de este escrito.

La totalidad de los resultados que aqui se exponen, provienen del articulo original de Drin-
feld [8]. Las referencias que contienen mayor detalle sobre la teoria de médulos de Drinfeld,
y que seguiremos en nuestra exposicion, son [17], [7], [28] y [13]-

1. Modulos de Drinfeld

Sea B un anillo conmutativo con unidad de caracteristica positiva p > 0. De este modo,
tenemos un homomorfismo canénico ¥, — B. El grupo aditivo sobre B, denotado por Gy,
corresponde al funtor que asocia a cada B-dlgebra R el grupo aditivo R. Este funtor, estd re-
presentado por el esquema afin A} := Spec(B[T]). En efecto,

Hom(B[T],R) =R,

para cualquier B-algebra R. Asi, el grupo aditivo es el esquema afin Spec(B[T]) sobre B junto
con la ley de grupo G, p x G, g — G, p que estd inducida por el homomorfismo sobre B,

B[T]— B[T]|®p B[T]
THTel+1®T.

Las afirmaciones que se dan a continuacién pueden consultarse en [17, Capitulo 1]. El
endomorfismo b : B[T] — B[T] induce un morfismo de esquemas en grupos f : G, 5 — G, 5.
El morfismo f resulta ser un endomorfismo de esquemas en grupos (con respecto a la ley de
grupo) siy sélo si se satisface la siguiente igualdad en B[T],

WT®1+19T)=b(T®1)+b(1&T)

Esta ultima igualdad equivale a decir que b(T) es un polinomio aditivo; esto es, si existen ele-
mentos b; € B tales que b(T) = Y ;5 b; T?". Denotemos al endomorfismo de Frobenius de B[T] por
7:T — TP. Denotemos por B{t} al anillo (no conmutativo) de polinomios en la indeterminada



7 con la ley de conmutacién tb = bPt, para b € B. Entonces, B{t} es canénicamente isomorfo
al anillo de endomorfismos End(G, ) (ver [3, Capitulo 2]).
Definimos el homomorfismo derivacién como

D :End(G,p) — B
n
Zbiri > bo.
i=0

En lo sucesivo, k serd un campo de caracteristica p > 0.

Definicion 1.1 (Mdédulo de Drinfeld sobre un campo [8, §2]). Sea k un campo junto con un
homomorfismo y : A — k. Un homomorfismo de anillos,

¢ : A — k{t} =End(G,),
es un A-modulo de Drinfeld sobre k si satisface las siguientes condiciones:

1. p(A) L k.

2. Elsiguiente triangulo

conmuta. Estoes Do ¢ = .
Denotaremos por Driny (k) al conjunto de A-médulos de Drinfeld sobre k.

A menudo, si ¢ € Driny(k), escribiremos por ¢, a la imagen de ¢ en lugar de ¢(a). En la
Definicién 1.1, la condicién de que la imagen de A no esté contenida en k, es una condicién
de no degeneracion. La condicién de normalizacién, D o ¢ = y, es andloga a la normalizacién
usada en multiplicacién compleja para curvas elipticas.

Como se hizo notar anteriormente, k{7} puede pensarse como el anillo End(G, ). Entonces,
si ¢ € Driny(k), podemos definir un funtor de la categoria de k-algebras conmutativas a la
categoria de A-moédulos,

Eg : Alg;, — Mody
R Ey(R),

en donde Ey(R) es el A-mddulo dado por considerar (R,+) como grupo abeliano con la si-
guiente acciéon de A:

ar:= ¢,(r),

para cualquierac Ay reR.

Definicién 1.2. Sean ¢ y ¢’ elementos de Drin (k). Un morfismo de ¢ a ¢’ sobre k es un polinomio
P e k{t} tal que P, = ¢, P, para todo a € A. Morfismos no cero se llaman isogenias.

2



Equivalentemente, un morfismo P : ¢ — ¢’ de médulos de Drinfeld, se traduce en un
homomorfismo funtorial de A-médulos que consiste en evaluar el polinomio P:

P: E(P(R) — E¢,(R)
r P(r).

Notese que el producto de dos isogenias resulta ser una isogenia. De esta forma, Drin, (k)
forma una categoria cuyos morfismos son isogenias. En particular, los isomorfismos en Drin 4 (k)
son los polinomios invertibles en k{t} que son, precisamente, los polinomios constantes no ce-
ro k*. Por lo tanto, dos elementos ¢ y ¢’ en Driny(k) son isomorfos si y s6lo si existe una
constante u € k* tal que u¢, = ¢,u para toda a € A.

Proposicion 1.3. Cualquier médulo de Drinfeld ¢ € Driny(k) es inyectivo.

Demostracion. Ya que k{t} no tiene divisores de cero, entonces ker ¢ es un ideal primo de A.
Supongamos que ker ¢ # 0. Debido a que A es un dominio de Dedekind ([17, Capitulo 4]) se
tiene que ker ¢ es un ideal maximal de A. Esto altimo implica que la imagen de ¢ es un campo
contenido en k ya que todos los elementos invertibles en k{t} estdn en k. Obtenemos asi una
contradiccién a la definicién de médulo de Drinfeld. O

Disponemos de una aplicacién grado definida por

gr:kit} —>2Z

E aiTl '_)pn

i=0

siempre que a4, # 0 y gr0 = 0. Observe que se satisface gr(¢ + 1) < max{gr(¢),gr(y)}. Si de-
finimos p(a) = gr¢,, entonces se tiene una aplicaciéon y : A — Z tal que p(ab) = p(a)u(b) y
u(a+b) < max{u(a), u(b)}. Ya que p(a) > 1 paraa= 0y u(a) > 1 para alguna a € A, la relaciéon
u(a/b) = p(a)/u(b) para a/b € K, define una extensién de p(a) a K como un valor absoluto. Por
lo tanto, existe un namero real d > 0 tal que gr¢, = d gr(a), en donde gr(a) estd normalizado
por |A/(a)| = q&"®).

Proposicion 1.4 ([8, Proposicion 2.1]). Sea ¢ € Driny(k). Entonces, existe un finico ntimero na-
tural d > 0 tal que gr ¢, = d gr(a) para toda a € A.

El niimero natural d que aparece en la Proposicién 1.4, se llama el rango del A-modulo de
Drinfeld ¢.

Nota 1.5. Mddulos de Drinfeld isomorfos tienen necesariamente el mismo rango ([8, §2]).

Seguiremos denotando por Driny(k) a la categoria de A-mdédulos de Drinfeld de rango
d > 0 sobre k.

Ejemplo 1.6. Tomemos A = F,[T] y sea k un campo junto con una estructura de A-médulo
dada por y : A — k. Un moédulo de Drinfeld de rango 4 sobre k estd determinado por

¢r :)/(T)-i-ClT-f-'-'-‘erTd,



con cy,...,¢c4 € ky cg # 0. Por otro lado, cualquier eleccién de cy,...,c4 con ¢; € k* define un
modulo de Drinfeld de rango d. Si ¢ y ¢’ son elementos isomorfos en Dring,7)(k), entonces

existe un elemento u € k* tal que ¢’ = u~'¢u, o equivalentemente ¢} = u~'¢ru. De este modo

Or=y(T)+ul eyt +---+ ul eyt 4+ ul eyl
Si k es algebraicamente cerrado, el conjunto de clases de isomorfismo de médulos de Drin-
feld de rango d es isomorfo a k%~1. Para d = 1 existe solamente una clase de isomorfismo de
F,[T]-mé6dulos de Drinfeld. La eleccion estandar, llamado el médulo de Carlitz, es el médulo
de Drinfeld de rango 1 dado por

¢r=y(T)+.

Para d = 2 la clase de isomorfismo del médulo de Drinfeld ¢ = y(T) + ¢, T + ¢, 7 esté4 deter-

minada por su j-invariante
q+1
. €1
j(P) = o

El estudio del anillo A cuando no es el anillo de polinomios F,[T], puede llegar a ser com-
plicado (véase [38] o [19]). Por lo tanto, para tener un acercamiento sistematico, es necesario
definir médulos de Drinfeld sobre esquemas arbitrarios definidos sobre A.

Sea § un esquema sobre F,;. Vamos a entender por un haz en lineas G a un esquema en grupo
conmutativo sobre S que es localmente, para la topologia de Zariski, isomorfo al esquema en
grupo G, s := G, Xgpecz S- Vamos a denotar por Endg(G) a los endomorfismos, como esquemas
en grupo, de G sobre S. Por ejemplo, si tenemos una cubierta abierta afin {Spec(B;)} de S tal
que G es isomorfo sobre cada abierto afin a G, p. (es decir, una trivializacién de G), entonces
la restriccién de Endg(G) a B; es simplemente B{t}.

Definicién 1.7 (Médulo de Drinfeld sobre un esquema (8, §5]). Sea S un F -esquema sobre
A. Sea d > 0 un ntimero entero. Un médulo de Drinfeld de rango d sobre S esta dado por una
pareja (G, ¢) en donde G es un haz en lineas sobre S vy ¢ : A — Endg(G) es un homomorfismo de
anillos tal que, sobre cualquier subesquema abierto afin trivializador Spec(B) de S, la imagen del
homomorfismo ¢ estia dado por la expresion

pa=Y bilare €Bla)
=0

en donde los elementos b,,,1(a),...,b,(a) son nilpotentes en B con m = dgr(a) y b,,(a) es invertible
en B.
Denotaremos por Dring(S) al conjunto de A-médulos de Drinfeld de rango d sobre S.

Sean (G',¢’) y (G, ¢) elementos de Driny(S). Un morfismo ¢ : (G, ¢’) — (G, ¢) es un mor-
fismo de S-esquemas en grupo i : G’ — G tal que P o ¢, = ¢, 0 para cada a € A. Ademas
es un isomorfismo si ¢ : G’ — G lo es. Una isogenia entre médulos de Drinfeld es un morfismo
finito (o, equivalentemente, un morfismo no cero). Una isogenia existe solo entre médulos de
Drinfeld del mismo rango [8, §5]. De esta manera Drin,(S) es una categoria cuyos morfismos
son isogenias.



Sea S’ — S un morfismo de esquemas. Un mddulo de Drinfeld (G, ¢) € Drin,y(S) da lugar a
un moédulo de Drinfeld (G xg S’,¢’) € Drin(S’) del mismo rango (G xg S’ hereda la estructura
de un esquema en grupo sobre S’) en donde ¢’ se induce a partir de ¢. En particular, si
tomamos S’ = Spec(k;) donde s € S y k, es el campo residual asociado, (G, ¢) induce por pull-
back un A-mdédulo de Drinfeld sobre los campos residuales en cada punto s € S. En este sentido
(G, ¢) puede pensarse como una familia continua de A-médulos de Drinfeld sobre los campos
residuales de S.

Nota 1.8. Notemos que en la Definicién 1.7, cuando restringimos a un abierto trivializador
Spec(B), podemos tener mas elementos invertibles en B{tr} ademas de las constantes que no
son cero. Por tal razén se tiene la presencia de nilpotentes. Sin embargo, es posible desaparecer
tal presencia bajo conjugacién por un automorfismo de G, g (ver [8, Proposicién 5.2]) de tal
forma que todo médulo de Drinfeld (G, ¢) € Dring(S) es isomorfo a un médulo de Drinfeld
del mismo rango con la condicién b;(a) = 0 para i > m. Usando la equivalencia de categorias
entre haces en lineas G sobre S y gavillas invertibles (localmente libres de rango 1) .Z de
Os-moddulos sobre S ([18, 9.4]), las propiedades que definen a ¢ pueden simplificarse a

con v : L — %1 y Bi(a) e T(S,G®171)) (B;(a) es localmente invertible) para cada i > 0 de
manera que el producto f;(a)t’ define un endomorfismo de .Z. A este médulo de Drinfeld se le
conoce como A-moédulo de Drinfeld estandar sobre S. Ahora bien, cada A-médulo de Drinfeld da
lugar a un médulo de Drinfeld estdandar si se olvida la estructura Os-lineal sobre G ([28, §1.2]).
De esta manera A-mddulos de Drinfeld estdndar son isomorfos a A-médulos de Drinfeld en el
sentido de la Definicién 1.7. La definicién de médulo de Drinfeld estdndar se adapta de mejor
manera para mostrar existencia de problemas de moduli (véase 1.13).

Ejemplo 1.9. Si S = Spec(B) es afin, en donde a B se le da una estructura de A-algebra por
medio de y: A — B, y si G es el haz en lineas trivial sobre S, entonces el médulo de Drinfeld
(G, ¢) estd dado por un homomorfismo de anillos ¢ : A — B{t} tal que para a € A —{0},

dgr(a

)
(‘ba = Z biTil

i=0

donde b; € B, bjg(s) €s invertible y by = y(a). Para S = Spec(k), tenemos que ¢ € Driny(k) y se
recupera la Definicién 1.1.

2. Variedades modulares de Drinfeld
En lo que sigue, es necesario parametrizar a los médulos de Drinfeld sobre un esquema

por medio de una variedad modular. Para esto, Drinfeld consideré problemas de moduli. Co-
mo primera aproximacién para definir una superficie modular, vamos a considerar al funtor



contravariante

M?:Sch/A — Set

S > M4(S) ::{

clases de isomorfismo de A-médulos
de Drinfeld de rango d sobre S

Queremos encontrar algin esquema M sobre A cuyo conjunto de S-puntos (esto es, mor-
fismos S — M de esquemas sobre A) corresponda biyectiva y funtorialmente a M“. Més gene-
ralmente, sea M un esquema sobre A y definamos el funtor contravariante

Fup i Sch/A — Set
S fM(S) = Homsch/A(S,M).

Por el lema de Yoneda, 7y, determina a M ya que M — F); es un encaje fiel y pleno de Sch/A
en la categoria Hom(Sch/A, Set) de funtores contravariantes.

Supongamos que M es representable por el A-esquema M. Entonces, al morfismo iden-
tidad en Hom(M, M) le corresponde un médulo de Drinfeld ® = (G, ®) € Driny(M), de tal
forma que cualquier médulo de Drinfeld (G, ¢) € Driny(S) es el pullback de @ a través de
un unico morfismo de S — M (P es el médulo de Drinfeld clasificante). Esto implica que los
objetos clasificados por M no tienen automorfismos no triviales. Sin embargo, el grupo multi-
plicativo I estd contenido en Aut(®) para cualquier médulo de Drinfeld @ debido a que cada
elemento invertible de A define un automorfismo de (G, ¢) ([8, Proposicién 5.2]). Por lo tanto,
no podemos esperar que M? sea representable.

Para lograr superar este obstaculo y obtener un problema de moduli representable, necesita-
mos imponer estructuras de nivel con respecto a ideales de A que trivializan el grupo de automor-
fismos de los objetos resultantes. En particular, un A-médulo de Drinfeld con una estructura
de nivel adecuada, tendrd como tnico automorfismo a la identidad.

Mencionamos que la nocién de estructuras de nivel ha sido extendida e intensamente dis-
cutida por Katz y Mazur en el caso de curvas elipticas [25].

Sea I un ideal no cero de A y sea V(I) el subesquema cerrado de Spec(A) definido por I
(como conjunto, V(I) consiste de aquellos ideales primos de A que contienen a I). Considere-
mos un médulo de Drinfeld (G, ¢) € Driny(S). Formemos al S-esquema en grupo de I-puntos de
torsion

G[I]= ﬂker[(pa :G—> G,
ael
en donde la interseccién es la interseccién (es decir, producto fibrado) de subesquemas.
El esquema en grupo G[I] tiene una estructura natural de esquema de A/I-mddulos indu-

cida por ¢ ([28, §1]).

Proposicién 1.10. El esquema en grupo G[I] es finito y plano de rango la cardinalidad de (A/I)%
sobre S. Es étale (es decir, reducido) fuera del soporte (la imagen inversa en S — Spec(A) de los
primos que dividen a 1) de 1. Localmente, para la topologia étale, se tiene el isomorfismo de A/I-
modulos sobre S

a:(I"'/4)15G[1),

en donde (I‘l/A)g es el esquema constante de A/I-modulos sobre S.
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Una demostraciéon de la proposicion anterior puede encontrarse en [28]. Intuitivamente,
una I-estructura de nivel sobre G debe ser una eleccién de un isomorfismo entre (A/I)? y G[I].
Como afirma la Proposicién 1.10, esto sucede si estamos en el caso fuera del soporte de I (es
decir, en donde existe etalidad) pero falla si I es divisible por una caracteristica residual de S.

Definicion 1.11 ([8, §5]). Sea (G, ¢) € Driny(S) un modulo de Drinfeld. Una I-estructura de nivel
para (G, ¢) es un morfismo de A-modulos

a:(I"Y7A)7 > G(S),

tal que existe una igualdad de divisores de Cartier efectivos en G,

je(I-1/A)*

Ejemplo 1.12 ([28, Teorema 1.4.1]). Supongamos A = IF,[T]. Sea y : A — k un homomorfis-
mo de anillos donde k es un campo algebraicamente cerrado. Consideremos un médulo de
Drinfeld ¢ € Dring, [r)(Spec(k)) con ¢ = Zle ¢;7'. Sea I = (f) un ideal no cero de Fy[T]. Si

by = Zf:g(r)(f) b,7", denotamos por ¢ (Z) al polinomio Zf:gé(f) b,Z7 € k[Z7]. Una I[-estructura

de nivel sobre el médulo de Drinfeld ¢ es un homomorfismo de A-médulos a : (f 1 A/A)? — k
tal que el polinomio ¢ (Z) es igual a b[];¢(f-14/4)2(Z — a(j)) para algun elemento b € k.

Si (G,¢) € Dring(S), la tripleta (G, ¢, a) denotard a un A-médulo de Drinfeld de rango
d sobre S con una I-estructura de nivel a. Denotaremos por Driny ;(S) al conjunto de tales
tripletas.
Sean (G, ¢,a),(G’,¢’, B) € Driny ;(S). Un morfismo entre (G, ¢, a) y (G, ¢’, p) es un morfis-
mo & : (G, ¢p) — (G, ¢’) tal que
&(S)oa=4,

en donde &(S): G(S) — G'(S) se induce a través de &. Un morfismo es un isomorfismo si & es
un isomorfismo de médulos de Drinfeld.
Sea I un ideal no cero de A. Denotemos por M? al funtor contravariante

M§ :Sch/A — Set

clases de isomorfismo de A-mé6dulos
S M’Ii(S) = de Drinfeld de rango d sobre S con
I-estructura de nivel a : (I"1/A)? — G(S)

Teorema 1.13 (Drinfeld [8, §5]). Sea I un ideal no cero de A tal que V(I) contiene mas de un
elemento. Entonces

1. El funtor ./\/lf es representable por un esquema afin, M%, de tipo finito sobre A.

2. Mld es un Fy-esquema suave de dimension d —1 sobre A (y por lo tanto de dimension d —1 +
dim A =d), y el morfismo estructural Mld — Spec(A) es plano y suave sobre Spec(A) — V (I).



A continuacién daremos un esbozo sobre la construccién de la variedad modular de Drin-
feld en el caso cuando la imagen de S — Spec(A) esta contenida en Spec(A) — V(I) siguiendo
la referencia [28]. En primer lugar, el anillo A tiene una presentaciéon

A=Fylar, ol (fureeos fo)

tal que el ideal I es generado por ay,...,as para s < t. Supongamos que (G, ¢, a) € Dring 1(S)
es un médulo de Drinfeld estandar (véase la Nota 1.8) con «a : (I‘l/A)giG[I]. Especificamos
un generador ¢; =(1,0,...,0) € (I"'/A)?. Usando a, podemos usar a(e;) como una seccién que
trivializa al haz lineal .# subyacente al médulo de Drinfeld. Ya que e; es una seccién que
no se anula y a es un isomorfismo, entonces 05 — £ : 1 — «a(e;) provee tal trivializacién.
Consideremos los siguientes datos:

i) ©(ay) = Zﬁ*o X,;T paraA=1,...,t donde
X €L(5,0s5),  Ny:=dgr(ay) y XN, €I(S,05)
ii) Para cada seccion global j € (I"!/A)? sobre S, se tiene un elemento d(j) € G[I](S) C
G,(S)=TI(S, Os), después de trivializacién, tal que &(0) =0y d(e;) =1,
sujeto a las siguientes condiciones:

(a) D(ay)D(ay) = P(ay)D(ay ), YA, A" =1,...,t. Por la propiedad universal del anillo de
polinomios esta condicién garantiza que obtenemos un homomorfismo de anillos

]Fq[al,...,at] - I(S,0q){t}
a — (D(a,\).

(b) fu(®(ay),...,P(a;)) =0,Ypu=1,...,m. Esta condicion garantiza que el homomorfismo del
inciso (a) se factoriza como
A—-T(S,Os){t}.

(©) @(j’+ ") = alj)+ ("), ¥i’j” € I7/AY y dlay-j) = Dla)(@(i)), ¥ € (I7/A), ¥ =
1,...,t. Por lo tanto, se tiene un homomorfismo (A/I)* — G[I].

(d) El polinomio
(Z-a(j)) €T(S, Os){T)
jert/ay

es exactamente el maximo comun divisor de los polinomios

N/\ i
) XaZt
i=0

para A =1,...,t. Eso significa que (A/I)? = G[I].
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Sea Mfl = Spec (A[X/\,i,02(]')]]-604/,4)41/]), parai=0,...,N,, en donde | es el ideal generado
por los datos y relaciones anteriores. Entonces, via el homomorfismo de A-esquemas h: S —
Mfl, los datos anteriores definen un médulo de Drinfeld (G, ®, @) € DrinA,I(MId), en donde G
es el haz trivial sobre Mf Ademds. h:S — Mf transporta la estructura de médulo de Drinfeld
(G,D,a)a (G, ¢, a).

La parte conceptualmente complicada es probar que M}i es suave de dimension d. El méto-
do de Drinfeld ([8, §4 y §5]), a grandes rasgos, es el siguiente. Consideremos un mdédulo de
Drinfeld de rango d con una estructura de nivel I sobre un campo algebraicamente cerrado.
Esta descripcién corresponde a un punto geométrico del esquema Mfl. El espacio de todas las
deformaciones de este médulo de Drinfeld puede identificarse con el espectro de la comple-
tacién del anillo local de Mfl en el punto geométrico. Drinfeld define la nocién de modulo
divisible dotado de una estructura de nivel que se asocia a cada médulo de Drinfeld con es-
tructura de nivel de tal manera que ambos objetos son candénicamente isomorfos. Sefialamos
en este punto que lo anterior dicho es un analogo al teorema de Serre-Tate que concierne a de-
formaciones de una variedad abeliana en caracteristica p > 0 y deformaciones de sus p-grupos
divisibles asociados. Drinfeld prueba entonces que el espacio de deformaciones de este médu-
lo divisible sobre Fq asociado a un médulo de Drinfeld es el espectro de un anillo regular de
dimensién d. Esto implica que M;’l es suave.

Notemos que si 0 # ] C I es una inclusién de ideales de A se tiene una transformacién
natural de funtores M}i - M?, inducida por los monomorfismos canénicos I /A > J71/A
de A-mddulos, dada por (G,8,]) = (G, = B|-1/4):,1). Aqui, @ es una I-estructura de nivel
del médulo de Drinfeld subyacente ([8, §5]). La transformacion natural induce morfismos
candnicos Mf - Mfl cuando V(I) tiene mas de un elemento. Una consecuencia de la suavidad

de los esquemas M}i y M}i es que el morfismo M]d — Mld es plano debido a que los esquemas
M]d y Mld son regulares ([16, Capitulo 14]). Por lo tanto, las fibras de M]d - Mfl varian de forma
continua.

En lo que sigue necesitaremos de las siguientes definiciones. Vamos a designar por A = Ag
al anillo de adeles de K que es por definicién el producto restringido de elementos de K,, en
donde x corre sobre el conjunto |¥|. De esta forma A = A® x K, en donde A* el anillo de
adeles sin la componente al infinito. Sea A = liﬁA/I, en donde el limite inverso corre sobre
todos los ideales que no son cero de A.

Definicion 1.14. Si se satisfacen las condiciones del Teorema 1.13, se define la variedad (o superfi-
cie) modular de Drinfeld como

M? =1im M¢,
(—
en donde el limite se induce por medio de la inclusion de ideales no cero de A.

El esquema afin M? trae consigo una accién del anillo de adeles como se observa en el
siguiente resultado.

Proposicion 1.15 ([8, §5]). Sea I C A un ideal que satisface las condiciones del Teorema 1.13.
Existe una accion del grupo GL;(A*)/K* sobre M,



Demostracion. Sea (G, ¢) € Driny(S). Una estructura de nivel total para (G, ¢) es un homomor-
fismo
Kk (K/A)T - G(S)

tal que su restriccién a (I"'/A)? define una I-estructura de nivel para (G, ¢). Observe que M?
representa al funtor que a cada esquema S sobre A asocia el conjunto de clases de isomorfismo
de médulos de Drinfeld sobre S con estructura de nivel total.

Consideremos un médulo de Drinfeld (G, ¢) € Dring(S) con estructura de nivel total k. Sea
g una matriz en GL;(A®) cuyas entradas estan en A. Multiplicacién por g define un epimor-
fismo g : (K/A)? — (K/A)? con ntcleo finito P. Debido a un resultado de Drinfeld, [8, Propo-
sicion 4.4], se tiene que (G/P,¢’) € Dring(S) con ¢ : A — End(G/P). Sea «’: (K/A)* — G/P(S)
tal que el diagrama

(K/A)Y —— G(S)

1

(K/A)4 —— G/P(S)

es conmutativo. Entonces, nuevamente por [8, Proposicion 4.4], ¥’ define una estructura de
nivel total para (G/P,¢’). Sea a € A —{0}. Tomando g = a-Id se sigue del diagrama conmu-
tativo que A — {0} actta trivialmente sobre M 4. Finalmente, usando el isomorfismo canénico
(GLd(A‘X’) N Matd(A))/(A—{O}) =~ GL,(A®)/K* se obtiene una acciéon de GL;(A®) sobre M. [

Cuando d = 1 se tiene una descripcién explicita del esquema M! como lo dicta el siguiente
teorema (comparar con [19]).

Teorema 1.16 (Drinfeld [8, §6]). Sea Iy’ := GL(A®) el grupo de ideles sin la componente co. El
esquema M1 es el espectro del anillo de enteros, del lugar co, de la maxima extension abeliana de
K que se descompone completamente en co. Ademas, la accion de I/K* sobre M* coincide con la
accién de Galois de Gal(K*?/K) sobre M via la aplicacién de reciprocidad Ix/K* — Gal(K*¢P/K).

Los campos de clase de K pueden construirse explicitamente como los campos generados
por puntos de torsiéon de médulos de Drinfeld de rango uno distinguidos. Asi que la afirma-
ciéon del teorema 1.16 es un andlogo simultaneo del teorema de Kronecker-Weber y del teorema
principal de multiplicacion compleja (véase [36]).

Sea U; el nucleo de la aplicacién natural GLd(A) — GL4(A/AI). El conjunto U; consiste
de las matrices en GLy4(A) que son congruentes a 1 modI. Un resultado de Drinfeld ([8, §5])
afirma que si I C A es un ideal que satisface las condiciones del Teorema 1.13, entonces

U\M“ = M?.

Para ideales arbitrarios de A, definimos el esquema M como el cociente de M? por Uj.
Para un subgrupo abierto arbitrario H de GL,(A) definimos

Mé = H\M".

Es claro que Mﬁl = Mld siH=Uj.
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El problema que nos concierne se encuentra en encontrar una descripcion para el esquema
M?. Para que tal problema tenga sentido cohomolégico es necesario tener a la mano compac-
tificaciones para el morfismo canénico M7 — Spec(A) en el sentido del siguiente teorema.

Teorema 1.17 (Drinfeld [8, §9]). Sea I un ideal no cero de A tal que V(I) contiene mas de un
elemento.

. L. . . . . —2 . .
1. Existe una tinica (hasta isomorfismos) superficie suave M| que contiene a M} como conjunto
abierto denso en todas partes tal que el morfismo M12 — Spec(A) se extiende a un morfismo

propio M% — Spec(A), v M? — M? es finito sobre Spec(A).

. . . . . . . 32 —2
2. Si ] C I, entonces la projeccion MI2 — M? se extiende a un morfismo finito M; - M, yla

., . ., —2 . =2
accion de GL,(A™) sobre M? se extiende a una acciéon sobre M~ := lim M.

3. El morfismo Ez — Spec(A) es suave sobre Spec(A)— V(I).

3. Teoria analitica de mdédulos de Drinfeld

La similitud entre curvas elipticas y médulos de Drinfeld se puede comprender de mejor
forma desde el punto de vista analitico. Los m6dulos de Drinfeld pueden construirse a partir
de latices en C,, de manera similar a como las curvas elipticas se construyen sobre el campo
de los complejos.

Fijemos un subcampo completo F de C,.

Definicion 1.18. Una A-latiz en C, sobre F es un A-submodulo A C C, que satisface

1. A es finitamente generado como A-modulo (por lo tanto proyectivo);
2. A es discreto en la topologia de C,;

3. Sea F*°? C C, la cerradura separable de F. Entonces A C F*°P y es estable bajo Gal(F*°P/F).

El rango d > 0 de una A-latiz A es su rango como submoédulo finitamente generado y libre
de torsién de C,.

Denotemos por Lat,(F) al conjunto de A-latices de rango d en C, sobre F. Sean A y A,
elementos de Lat,(F). Un morfismo de A1 a A, es un elemento c € F tal que cA; CA,.SiceF
satisface que cA| = A,, entonces diremos que A es isomorfoa A, y ¢ € F es un isomorfismo.
De esta manera Lat4(F) forma una categoria.

Es importante notar que, a comparacién con el caso cldsico en donde las latices tienen solo
rango uno o dos, existen latices de cualquier rango debido a que C, es una extensién infinita
de K.

De manera similar a la teoria de Weierstrass, podemos asociar a una A-latiz A su funcién
exponencial.

Definicion 1.19. Sea A € Lat,(F). Definimos la exponencial de Carlitz asociada a A como

epa(z) =z ]_[ (1-2z/1).
0zAeA
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La funcién exponencial de Carlitz tiene propiedades similares a la funcién eliptica de
Weierstrass.

Proposicion 1.20. Sea A € Laty(F). La funcion exponencial de Carlitz asociada a A satisface las
siguientes propiedades:

1. ey converge, uniformemente sobre conjuntos acotados, y define una funcion entera ep : Co, —
Ceo-

2. ey tiene ceros simples en los puntos de A y no hay otros.
3. ep es Fy-lineal y sobreyectiva.

La demostracién de la proposicion anterior puede encontrarse en [17, Capitulo 4]. Observe
que, como consecuencia de la Proposicién 1.20, se tiene ker(ex(z)) = A y por lo tanto se sigue
el isomorfismo de I -espacios vectoriales

Coo/A=C.

Sea A € Laty(F). Para a € A, se tiene que la siguiente igualdad de funciones enteras [17,
Teorema 4.3.1]

ealaz) = ¢7 (ep(2)),
en donde
¢tz =az || (1-zlea(d)) € Fx).
0zlealA/A

Ya que {ep(A)} a1 A/ €5 un espacio vectorial de dimensién finita sobre I, entonces P2 es
un polinomio lineal sobre F,,.

Como consecuencia del teorema de estructura de mddulos finitamente generados sobre
dominios de Dedekind se tiene el isomorfismo de A-mddulos [17, Proposicién 4.3.2]:

a'A/A = (A/]).
En particular, [a7 ' A/A| = 98" @ Por lo tanto, gr ¢, = d gr(a).
Proposicion 1.21. Sea A € Laty(F). El polinomio F,-lineal ¢ induce una aplicacién
¢ 1 A — Fir)
ar— (pfl\
Ademas ¢™ € Driny(F).

Nota 1.22. Sean A € Laty(F) y ¢* € Driny(F). La accién de a € A, via ¢2, esta determinada
por el diagrama conmutativo con renglones exactos:

0 A C., -2, ., 0
[
0 A C,, -2, ¢, 0
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Sean A1, € Lat(F) y c € F un morfismo entre A; y A,. Sea P : C,, — C, el polinomio
[F,-lineal dado por

P(z):=P.(z) =cz l_[ (1—z/eAl(/\))eCoo.
0zAec ! Ay/A,

Entonces (ver [17, Proposicién 4.3.5]),

P(eAl(z)) = ep,(c2).

Esquematicamente,
Coo/Al 4 (COO/AQ

lel\l leAz

C,—2C,,

Por lo tanto, después de reemplazar z por az, la férmula anterior afirma que
A A
Py =¢aP.

De esta manera P define un morfismo entre ¢A1 y (pA?.
Hemos encontrado asi al funtor

¢ : Lat,(F) — Dring(F)
A P

Teorema 1.23 (Drinfeld [8, §3]). Se tiene un isomorfismo entre las categorias Lat4(F) y Dring (F)
via el funtor A+ ¢p™.

Como consecuencia inmediata obtenemos que, para cualquier A y d, existen A-médulos
de Drinfeld de rango d sobre K& .
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Capitulo 2

Digresion: Nociones de geometria analitica rigida de
acuerdo a Tate

Para los propodsitos subsecuentes usaremos el lenguaje de geometria analitica rigida. Por
tal razén es conveniente explicar algunas de las ideas bdsicas que rodean a la teoria de Tate.

En este capitulo L denotard a un campo no arquimediano; es decir un campo completo con
respecto a un valor absoluto no arquimediano no trivial que denotaremos por |-|.

La idea de la geometria analitica rigida (introducida y desarrollada por Tate [37]) es tener
un analogo no arquimediano de la nocién de espacios analiticos complejos. En particular, debe
existir un funtor

{Esquemas localmente de tipo finito/L} — {Espacios analiticos rigidos/L}
X - X,

Ademds, tal funtor debe verificar que si un esquema localmente de tipo finito es conexo
(regular, reducido, separado, etc.), su analitificacién también es conexa (regular, reducida,
separada, etc.).

Las referencias para este capitulo son [4], [11], [5] ¥ [37].

1. Algebras afinoides

Sea L una cerradura algebraica fija para L. Para n > 1, denotamos como D"(L) al polidisco
unitario de dimension n, esto es

D"(L) = {x = (x1,...,x,) €L | |x;| < 1,Vi).

Este conjunto estd dotado, de manera natural, de una topologia inducida por el valor abso-
luto sobre L. Né6tese que debido a que el valor absoluto es no arquimediano, la topologia es
totalmente disconexa sobre D"(L).

Definicién 2.1. El dlgebra de Tate sobre L se define por

Tn:Tn(L)::L(tl,...,tn>:{f: Z at) -ty lagely  lim |a5|:0}.
s=(sy
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En otras palabras, T,,(L) es el subanillo de series de potencias formales en L[[t4,...,t,]] que
convergen sobre D"(L).
La norma sobre L puede extenderse a una norma, la norma de Gauss, sobre T,, como

‘= max]|a,|.
11l := méix|a

La norma de Gauss es multiplicativa y el dlgebra de Tate es completa con respecto a es-
ta norma; es decir, el dlgebra de Tate es una L-algebra de Banach ([4, §5.1]). El teorema de
preparacion de Weierstrass funciona para T,(L) ([11, Teorema 3.1.1]) y, como consecuencia,
es posible obtener propiedades similares al anillo de polinomios. La prueba de la siguiente
proposicion puede encontrarse en [11, Teorema 3.2.1].

Proposicion 2.2 (Tate). El algebra de Tate posee las siguientes propiedades:

= T, es noetheriano y Jacobson (cualquier ideal de T, su radical es la interseccion de todos los
ideales maximales que lo contiene)

» Cualquier ideal de T, es cerrado con respecto a la norma de Gauss.

» Para cualquier ideal maximal m en T,, el campo residual T,/m es una extension finita de L.

La altima propiedad de la Proposicién 2.2 es un analogo del teorema de los ceros de Hil-
bert y tiene la siguiente importante consecuencia. Sea x € D"(L). Consideremos el conjunto
Max(T,,) de ideales maximales de T,,. Para f € T, y m € Max(T,,) se define f(m) como la clase
residual de f en T,/m. Ya que T,/m es una extension finita de L entonces existe un encaje
T,/m < L, y por lo tanto f(m) puede verse como un elemento de L. Sin embargo el encaje
no es, en general, anico. Esto ultimo significa que f(m) estd determinado hasta conjugacién
sobre L. Sea I = Gal(L/L), entonces cualquier f € T, puede ser visto como una funcién sobre
Max(T,,) que toma valores en L/T.

Para x € (L), dendtese por my, al ideal constituido de todos los elementos f € T, que
se anulan en x. Sea L(x) la extensién finita de L generada por todas las componentes de x.
Consideremos el epimorfismo

hy:T,(L) — L(x)
[ fx).

Entonces m, = ker(h,) es un ideal maximal de T,,. Note que en lo anterior, hemos usado el
hecho de que L es completo; lo cual implica que cualquier extension finita de L es completo
para una extension unica de la valuacién y, por este hecho, f(x) € L(x) para f € T,,.

De esta manera, existe una aplicacién canénica

p:D"(L) - Max(T,)
X >y,

Observe que, para x y x” elementos de D"(L), p(x) = m = p(x’) si y sélo si existe y € T tal
que y(x) = x’. Por lo tanto, la aplicacién p induce una aplicacién inyectiva

D"(L)/T — Max(T,,).
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Es posible obtener una inversa de la aplicacién anterior como sigue. Para cada ideal maximal
m de T,, se tiene una Orbita de Galois via la imagen de la composiciéon T,, — T,,/m < L.
En resumen, tenemos una biyeccién

D"(L)/T = Max(T,).

Por lo tanto, los elementos de T, pueden verse como funciones sobre D"(L) o sobre Max(T,,).
De esta manera el espectro maximal Max(T,,) aparece como un modelo algebraico para el espa-
cio D". Esto sugiere que se puede proceder como Grothendieck hizo en la geometria algebraica
y definir una categoria de espacios analiticos como espectros (maximales) de ciertas algebras.

Asi como los esquemas algebraicos afines sobre un campo se obtienen como cocientes de
anillos de polinomios, y éstos resultan ser los espacios modelos locales a partir de los cuales los
esquemas generales se construyen, los espacios analiticos rigidos se obtendran como cocientes
de algebras de Tate.

Definicion 2.3. Sea I C T, (L) un ideal. Una L-algebra afinoide A es una L-algebra tal que, para
alguna n € N, se tiene el isomorfismo de L-algebras

A=T,(L)/I.

Denotemos por Af; a la categoria de L-algebras afinoides cuyos morfismos son homomor-
fismos de L-algebras afinoides.

Para cualquier A € Af;, denotemos por Max(.A) al conjunto de ideales maximales de .A. Se
tienen las siguientes propiedades [37]:

» A es noetheriana y Jacobson.

» A=T,/I es una L-élgebra de Banach con respecto a la norma cociente sobre .4; esto es,
con respecto a ||f|| = inf{||f + || | g € I}. Esto es posible debido a que I es cerrado en T,,.

La topologia sobre A es independiente de la norma cociente elegida.
» Cualquier homomorfismo entre L-algebras afinoides es continua.
» A/m es una extension finita de L para cada m € Max(A).

Sea A € Af;. Por simplicidad de la exposicién supondremos que A es reducida. Sea I un
ideal de T,, y sea X C Max(T,) el conjunto de ideales maximales m de T, tales que todos
los elementos de I inducen cero en el campo residual T,,/m. Por restriccién, los elementos
de T, pueden pensarse como elementos sobre X. Ya que T,, es Jacobson y A se supone re-
ducida, el elemento f € T, es 0 sobre X si y s6lo si f € I. En particular, los elementos de
A pueden pensarse como funciones sobre X. La sobreyecciéon T,, — A induce una aplicaciéon
Max(A) — Max(T,,). Esta aplicaciéon induce una biyeccién entre Max(.A) y X de tal forma que
los elementos de A pueden pensarse como funciones sobre Max(.A).
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2. Subdominios afinoides

Necesitamos imponer una topologia adecuada sobre Max(A) con respecto a la cual la no-
cién de conexidad tenga un sentido apropiado. Usando la descripcién de Max(T,) como las
6rbitas de Galois en D"(L) obtenemos, a partir de la topologia de L", una topologia sobre
Max(A).

Definicion 2.4. Sea A € Af; y X = Max(A). La topologia generada por todos los conjuntos de la
forma
X(fie)= (xeX |[f(x)] <e),

para f € Ay e € Ry se llama la topologia canonica de X.

Asi, un subconjunto U C X = Max(.A) es abierto con respecto a la topologia canénica si y
sOlo si es union de intersecciones finitas del tipo X(f;¢).
A continuacién introducimos una clase especial de subconjuntos abiertos de Max(.A).

Definicién 2.5. Sea A € Af; y X =Max(A). Un subconjunto U C X es un subdominio afinoide si
el funtor covariante

AfL — Set
B {p € Homyg, (A, B), p(Max(B)) C U},

es representable. Esto es, si existe un morfismo t© : A — A’ tal que para cualquier ¢ : A — B,
@(Max(B)) c U si y solamente si existe v : A" — B tal que el diagrama siguiente

A—" A

|
13
PN

B
conmuta.

Por el lema de Yoneda, si U C X = Max(.A) es un subdominio afinoide entonces la L-algebra
afinoide A’ de la definicién precedente es inica hasta isomorfismos de .A-algebras tnicos y la
denotaremos por Ox(U). Se tiene, de la definicion, que Ox(X) = A

La propiedad de ser un subdominio afinoide es transitiva. Si U C Max(.4) es un subdomi-
nio afinoide correspondiente al morfismo ¢ : A — Bysi V C Max(B) es el subdominio afinoide
correspondiente al morfismo 1 : B — C entonces ¢(V) C U es un subdominio afinoide en X
correspondiente al morfismo po¢@: A —C.

Los subdominios afinoides se preservan bajo pullback e intersecciones finitas ([4, §7.2.2]).

Ejemplo 2.6 ([4, §7.2.3]). Sea A € Af] y X =Max(A).

1. Un subconjunto del tipo

X(fireoor fu) = x e X fi(x) < 1}

para funciones fi,..., f, € A se llama un subdominio de Weierstrass en X.
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2. Un subconjunto en X del tipo

X(firoor fir 818 ) = X EX NIl < 1,185(x)| 2 1)
para funciones fi,..., f,,,§1,...,§m € A se llama subdominio de Laurent en X.

3. Un subconjunto en X del tipo

x(%) - e X [ < o))
0

para funciones fy, f1,..., f, € A que generan a A (es decir fy, fi,..., f, no tienen ceros en
comun sobre X) se llama subdominio racional en X.

Por ejemplo, la L-dlgebra afinoide correspondiente al subconjunto abierto racional de X =
Max(.A) es
A= Ay, ) (foti— fin i=1,...,n),

en donde

A(tl,...,tn):{ Z asty -ty € Al[ty, ..., 1] lim |a5|=0}.

Sp+e+s,—00
5=(S1,...,5,,)EN"

Los subdominios definidos en el ejemplo anterior son abiertos en X = Max(A) con respecto
a la topologia canénica. Los subdominios de Weierstrass forman una base para esta topologia

(4, §7.2.1y §7.2.3])

Teorema 2.7 (Gerritzen-Grauert [4, §7.3.5]). Sea A} € Af;. Cada subdominio afinoide U C X =
Max(A) es una union finita de dominios racionales.

3. Espacios analiticos rigidos

A continuacién describiremos a la topologia de Tate. Estrictamente hablando, la topologia
de Tate no es una topologia sino un caso especial de una topologia de Grothendieck.

Recordemos la definiciéon de topologia de Grothendieck (ver [4, §9.1] para los detalles). Sea
X un conjunto. Dotar a X con una topologia de Grothendieck es especificar una coleccién de
subconjuntos G (los subconjuntos abiertos) de X, y para cada U € G un conjunto Cov(U) c 29
de cubiertas de U por elementos de G, que satisfacen las siguientes condiciones:

1. G es estable bajo intersecciones finitas y contiene a 0,
2. {U}eCov(U) paracada U €G,
3. si{U;} € Cov(U)y V C U entonces V e Gsiysoélosi VNU, €@ paracada i,

4. si{U;} € Cov(U) y {V; j}icj, entonces {V; ;} € Cov(U).
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Diremos que un conjunto X dotado de una topologia de Grothendieck es un espacio G-
topologizado. Si X es un espacio G-topologizado con una coleccién de subconjuntos abiertos
G asociada, entonces podemos dotar a cualquier U € G con una estructura de espacio G-
topologizado usando Gy = {V € G | V C U} como la coleccién de subconjuntos abiertos de
U y usando la misma coleccién de cubiertas.

Hacemos mencién que existe una nocién obvia de gavilla sobre un espacio G-topologizado
y, si U € Gy .# es una gavilla sobre X, entonces el funtor .#; : V. — #(V) sobre Gy es una
gavilla sobre U ([4, Capitulo g]).

Sean (X, Ox) y (X', Ox) dos espacios G-topologizados con Ox y Uy gavillas de L-agebras.
Un morfismo (X’,0yx) — (X, 0x) es una pareja h: X’ — X y h* : 0x — h,(Ox/) en donde h
es continua (en el sentido de que & respeta la clase de abiertos y sus cubiertas) y h* es un
morfismo de L-dlgebras.

Si (X, O) es un espacio G-topologizado y Oy es tal que sus tallos en cualquier x € X (el
tallo de O en x es el limite inductivo de Ox(U) sobre todos los abiertos U € G que contienen
a x) son anillos locales, diremos que (X, Ox) es un espacio G-topologizado localmente anillado.
Espacios G-topologizados localmente anillados forman una categoria ([4, §9.3.1]).

Denotaremos por Gtop; a la categoria de espacios G-topologizados localmente anillados
cuya gavilla estructural es una L-algebra.

La definicién clave en la teoria es la siguiente.

Definicion 2.8. Sea A € Af;. Un subconjunto U C X = Max(.A) es un abierto admisible si tie-
ne una cubierta por subdominios afinoides U; C Max(A) tal que para cualquier ¢ : A — B con
p(Max(B)) C U, la cubierta ¢~'(U;) admite una subcubierta finita. Una coleccion {V;} de subcon-
juntos abiertos admisibles de X es una cubierta admisible de su uniéon V (necesariamente abierto
admisible) si para cualquier ¢ : A — B con ¢(Max(B)) C V, la cubierta (p‘l(Vj) de Max(B) admite
un refinamiento que es una cubierta finita por afinoides abiertos de 3.

Se define la topologia de Tate sobre X = Max(A) como la topologia de Grothendieck que tiene
como conjuntos abiertos a los subconjuntos abiertos admisibles y como cubiertas a las cubiertas
abiertas admisibles.

El resultado fundamental que exhibe la existencia de una gavilla estructural con respecto a
la topologia de Tate es el siguiente.

Teorema 2.9 (Teorema de aciclicidad de Tate [4, 8.2.1/1]). Sea A € Af; y X = Max(A). La
asignacion U +— Ox(U) se extiende de manera tinica a una gavilla Ox con respecto a la topologia de
Tate sobre X. En particular, si {U;} es una coleccién finita de subdominios afinoides con U = | U;
también un subdominio afinoide de X entonces la sucesion

0— Ox(U)— ]_[ Ox(U:)— ]_[ Ox(U;NU))
i i,j
es exacta.

Note que la condicién sobre la cubierta permite evadir a funciones localmente constantes.
Por ejemplo el disco unitario cerrado no es la unién disjunta de un ntimero finito de subdo-
minios afinoides ya que el dlgebra de Tate es un dominio.
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Definicion 2.10. Sea A € Af; y X = Max(.A). Si 7 es una topologia de Tate y O es una gavilla
con respecto a .7, entonces la tripleta Sp(A) := (X, .7, Ox) se llama espacio afinoide de A sobre L.

Nota 2.11. Por definicién, Sp(T,) = D".

Sean A,B € Af; y ¢ : A — B un morfismo. Entonces, obtenemos un morfismo Sp(¢) :
Sp(B) — Sp(A) usando a h : Max(B) — Max(A) y a la aplicacion Opjaya) — h(Omax(p)) que
estd definida sobre subdominios afinoides U C Sp(A) via Oyax(4)(U) — ﬁMaX(B)(h‘l (U)).

También, debido a [4, 9.3.1/1], se tiene que la asignacién A - Sp(.A) es un funtor contra-
variante fielmente pleno; esto es, la aplicacién candnica

HomAfL(Ar B) — HomGtopL(Sp(B)f Sp(A))
es biyectiva.

Definicién 2.12. Un espacio analitico rigido sobre L es una pareja (X, Ox) que consiste de un
espacio G-topologizado localmente anillado cuya gavilla estructural es una gavilla de L-algebras tal
que existe {U;} € Cov(X) con cada (U;, Ox|y,) isomorfo a un espacio afinoide Sp(.A;) para A; € Af;.

Un morfismo de espacios analiticos rigidos es un morfismo de espacios G-topologizados local-
mente anillados. Denotaremos por Rig; a la categoria de espacios analiticos rigidos sobre L.

Existe un functor natural

Sch; — Rig;
X - X3

que asocia, a cada esquema X localmente de tipo finito sobre L, un espacio analitico rigido
X3 sobre L junto con un morfismo natural de espacios G-topologizados localmente anillados

any : X" > X

con la propiedad universal de que, cualquier morfismo de espacios G-topologizados Y — X,
donde Y € Rig;, se factoriza a través de X. Esto es, el siguiente tridngulo es conmutativo

Como en esquemas (ver [16, §3.5]), es posible construir espacios analiticos rigidos por
procedimientos de pegado ([4, 9.3.2/1]). Dicho esto, para demostrar la existencia de X" es
suficiente considerar el caso de un esquema afin de tipo finito X = Spec(R) sobre L. Definase,
como conjunto, X" = Max(R). Para definir una estructura analitica fijamos una presentacién
de R como

R = L[tl,...,tj]/fl

para un ideal a de L[ty,...,t;]. Fijemos c € K con |c| > 1. Para n > 0, sea

Uy, = {x € X*" | max;|t;(x)| < |c|")
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de modo que
Xon = U U,.
n=0

Definimos L-dlgebras afinoides como
A, =Lty 1)/ (P(c7"t) : P € a).

Via t; > ¢"t;, tenemos identificaciones entre Max(A,) y U, de modo que, del diagrama
conmutativo
Max(A,) —— U,

MaX(An+1) — Un+1

se sigue que X" tiene una Unica estructura L-analitica tal que X*" = J,5( U, es una cubierta
admisible por subconjuntos abiertos afinoides U,, isomorfos a Sp(.A,); el morfismo any : X" =
Max(A) — X = Spec(A) es la aplicacién inclusion.

En general, X®" visto como conjunto consiste de los puntos cerrados del esquema X.

Ejemplo 2.13. Analitificaciéon de variedades algebraicas sobre L.

1. Sea A} = Spec(L[ty,...,t,]) el espacio afin de dimensién n sobre L. Escogemos c € L tal
que 0 < |c| < 1. La analitificacién de A7, denotada A}"*", se obtiene de la construccion

anterior tomando a a como el ideal cero.

2. El espacio proyectivo P} puede obtenerse pegando n + 1 copias del espacio afin. Por lo

tanto sucede que P}"*" tiene una cubierta admisible por # + 1 espacios afinoides {U;}

cada uno isomorfo al polidisco de dimensién n. Tomamos para U; el espacio afinoide

Sp|L Lo | lizt i Inl|
ti t ot #
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Capitulo 3
El semiplano superior y uniformizacion de espacios
modulares

Para un entero d > 0, el semiplano superior de Drinfeld Q% := Q%(C,,) se define como el
complemento de todos los hiperplanos definidos sobre K., en P4~1(C,,) (considerado como
espacio analitico rigido). El grupo GL;(K,,) acttia sobre P4-1(C,,) de acuerdo a la férmula

(&lz1:zal) o [z 01 2zg]g 7"
El conjunto Q% es un subconjunto GL;(K,)-invariante de P4 1(Cy).

Por ejemplo, Q2 = P}(C,,)—P!(K,,) es el andlogo no arquimediano del doble semiplano de
Poincaré P!(C) - P'(R).

En este capitulo se describe la estructura analitica rigida de Q¢ utilizando un objeto com-
binatorio conocido como el inmueble de Bruhat Tits. En la dltima parte se da una descripcién
adélica de los puntos de la variedad modular de Drinfeld en C,, como cocientes del semiplano
superior.

1. Estructurarigida del semiplano superior de Drinfeld

Para una mejor claridad en la exposicién tomaremos d = 2, que es el caso que nos interesara
en los capitulos subsecuentes, refiriendo a [, Capitulo 3]y [8, §6] para el caso general.

1.1. El inmueble de Bruhat-Tits

Sea O := Ok_ el anillo de enteros de K, y 7 = 7o, un uniformizante de O,. Sea k :=
K(00) = Oy/TO, el campo residual de caracteristica p > 0y g, su orden. Denotemos por || a
la norma sobre C,, normalizada de modo que || = g5}

Definicién 3.1. Una latiz A de K2, es un O, -submodulo libre de rango 2.

La clase de dilatacién (u homotecia) [A] de una latiz A es el conjunto de todas las latices
AA con ) € K2, en el espacio vectorial K2..

Definicion 3.2. El inmueble de Bruhat-Tits, 7, para el grupo PGL,(K,) es el complejo simplicial
cuyos vértices son las clases de dilatacion de latices en K2, y un vértice [A1] se una por una arista a
[A;] si existe un representante A, tal que TA1 C Ay C Ay.
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La realizaciéon geométrica del inmueble de Bruhat-Tits 7, denotada por 7, es por definiciéon
T={1-)[A]+t[Ar] |t €[0, 1]}
El inmueble de Bruhat-Tits 7 satisface las siguientes propiedades:

1. T es un arbol (es decir, un complejo simplicial 1-dimensional contraible) donde cada
vértice tiene exactamente g, + 1 vecinos: las aristas provenientes del vértice [A] estin
en biyeccién con las lineas de A/mA o, dicho de otra manera, con P! (k) ([32, Capitulo I

§1]).
2. GL,(K,,) actua sobre 7 ([32, loc. cit.]).

3. Denotemos por N(K2) al espacio topolégico de clases de similitud de normas (no arqui-
medianas) reales sobre K2,. Entonces, N(K2) se identifica (de manera GL,(K,)-equivariante)
con la realizacién geométrica v de 7. Esto es, se tiene la biyeccidn,

v:N(K2) >,
dada como sigue (véase [15]):

a) A cadavértice [A]le corresponde la clase de la norma |-|5 tal que la correspondiente
bola unitaria es A. Si (e, e;) es una base para A y si v =aje; +a,e, € K2, se tiene

[vla :=sup{la1],|azl}
b) Si [A1] y [A;] son dos vértices adyacentes con wA; C A, C Aq, existe una base
(e1,e2) de Aq tal que (e, e;) es una base para A,. Para v = a;e; +a,e; se tiene
vla, =supllaillaall y  [vla, =sup{lai], geolazl}.
A un punto x € T que se encuentra entre vértices adyacentes [A{]y [A,] le corres-
ponde la clase de la norma definida por
vl := sup{laila,, 9eola2la, )
Se tiene, para g/, < @ < g,
2
A1 = {1/ EKOO | |V|t < a}.
Paral<a<gq.,
2
Ay ={veKs | vl < al.
c¢) Reciprocamente, sea |-| una norma sobre K2,. Para a > 0, la coleccién
Ay ={veKZ|vl<al

es una latiz en K2. Se tiene que A, C Ay sia’ <ay Ag1a = ThA,; ast que [A,]
toma, a lo mas, dos valores en el conjunto de clases de homotecias conforme «a varia.
Si [A,] es constante, entonces |- | corresponde a [A,]. Si no sucede asi, entonces
[Ag] = s o [Ay] =5’ con sy s’ vértices adyacentes. Después de cambiar |- | por
una norma proporcional, si es necesario, se tiene que [A,] = s para ¢, < a < g,
y [Ag] = s paral < a <gl, con 0 <t < 1. Entonces || corresponde al punto
x=(1-t)s+ts".
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1.2. Laaplicaciéon inmueble

En lo que sigue, definiremos una aplicacién entre el semiplano superior de Drinfeld Q? y
la realizaciéon geométrica del inmueble de Bruhat-Tits 7.

Sea Moan(Kozo, Co) = {f : K2 — Cy | f es morfismo lineal sobre K, e inyectivo}. En pri-
mer lugar, obtengamos una descripciéon de Q2.

Proposicién 3.3. El conjunto Q2, se identifica con el conjunto de clases de C:,-homotecias de
morfismos K,-lineales inyectivas de K2, en Cq; es decir, se tiene la biyeccion

0:Mong_(K2,C.,)/CL, — Q?
[f1=1f(1,0): £(0,1)].

Demostracién. Un elemento no cero f : K2 — C,, estd determinado por sus valores (f(1,0), f(0,1))
sobre la base canénica de K2. Una dilatacién de f da lugar a una dilatacién de (f(1,0), (0,1)) =
(x1,x). Ahora, (ay,a;) € ker(f) siy sélo sia;x;+apx, = 0. Esto tltimo implica que si (a;,a,) # 0,
entonces (x1,x,) se encuentra el el hiperplano K -racional con ecuacién a;x; +a,x, = 0.

Para cada w € Q?, fijamos ¢,d € C, tal que @ = [c : d]. Entonces, la inversa de la funcién p
se da como

Q% - Mong_(KZ2, Co.)/Cs,
w = [f(c,d)]l

donde f4)(a,b) = ca+db para toda (a,b) € K2. O
Definase la funcién

9 MonKm(Kfo,(Coo)/CZo — N(K2)
[f1=11-1f)

en donde [v[f = [f(v)| para toda v € K2.
Definicion 3.4. La aplicacion inmueble A : O? — 7 se define como la composicion A = vo 9 o p.

El grupo GL,(K,,) actiia como un grupo de matrices por la derecha sobre K2, y por la iz-
quierda sobre N(K2,). Ademas ([7, Capitulo 3]), la aplicacién inmueble es GL, (K, )-equivariante.

1.3. Fibras dela aplicacién inmueble y estructura rigida del semiplano superior

La aplicacién inmueble es especialmente 1util para describir la estructura rigida del semi-
plano superior.

Proposicién 3.5 (Drinfeld [8, Proposicién 6.1]). El espacio Q2 es un subconjunto abierto admi-
sible y, en consecuencia, una subvariedad analitica de P*(C,).

Nota 3.6. La afirmacién de la Proposicién 3.5 es valida también para Q¢.
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A continuacién daremos un esbozo general de la prueba de la Proposicién 3.5. Para esto,
describiremos una métrica sobre el inmueble de Bruhat-Tits.
Definicién 3.7. Para cada y € N(K2), fijamos algiin |- |y tal que vy = [|-|y]. La aplicacion p :
N(K2)x N(K2) — Ry definida como

F 1,72 :gq I v gqm I v
VEKOOZ—{(O,O)} | |1/2 VEKOO {(010)} | |3]

v v
:logq sup & —logq ( inf | |y1).
| ver2-1(0,0)) [Vly, = \vek2-{(0,0)} [v]y,
se llama la métrica sobre N (K2).

Sea A una latiz de K2 Entonces (ver [15]),
A=fekilPia<1) y  mA={ek|bla<l)

en donde |-|5 es la norma definida en la seccién anterior. Entonces, A—7A es la esfera unitaria
tal que [v|5 = 1 paratoda v € K2. Ya que cada elemento no cero v € K2 es proporcional a algtin
v’ con |v’|p =1, se deduce que

o) <logy. s o)t fo 1)
endondey =[|-]J€e N(KZ)y x={[l-Iz].
Definimos el valor absoluto imaginario de u € C, por

[tlim = infaeg {lu —al}.

Proposicion 3.8. Sea y € N(K2) la norma asociada a la latiz estandar A contenida en K2,. Enton-
ces, para todo w € 02, se tiene

_logqm |w|iml |a)| <1

p(Mw)y) = {

_logqm |a)—1|iml |a)| > 1

Demostracion. Sea (a,b) € K2y w € Q2. Por definicién, la aplicacién inmueble A : Q% — 7 est4
dada por
Mw)(a,b) = |a+ wb].

Si|w| < 1 entonces |a+wb| < max{|a|,|w||b|]} < 1 para toda (a,b) € A—tA. También, (a,b) e A—tA
implica que maxf{|al,|b|]} = 1. Si |a| < 1 entonces |b| = 1 y por lo tanto |a + wb| = 1. Por lo tanto
SUP(y pea—ra 14+ @b = 1. Ademas,

inf  |a+wb|= inf |a+w|= inf |a+ w| = |w|iy.
(a,b)eA-TtA a0y, aeK,

Para el caso |w| > 1 es suficiente observar que p(A(w),v) = p(A(1/w),y). Aplicando el caso
anterior se logra el resultado. O
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Para la aplicacién reduccién r : P1(Cy) — Pl(qu) escogemos una seccion s : Pl(FqW) —
P!(C,,) tal que s(0) = 0, s(co) = co y r 0 5 es la identidad sobre Pl(qu).

Escribimos B(u,c) para denotar a la bola abierta con centro u y radio c en C,, y B*(u,c)
denotard a la correspondiente bola cerrada. Para el punto z en infinito de P!(C,,), escribimos
B(z,¢c) ={z}U{u e Cy | |u| > 1/c}.

Corolario 3.9. Sea x un vértice de T correspondiente a la latiz estandar de O2, contenida en K2,
Para 0 < ¢ <1 un niaimero real,

VB (xe) =P (Cw) = ] B(s(£),4:9).

EeP!(F,.,)

Demostracién. Sea w € Q2. Supongamos primero que |w| < 1. Sea c €[0,1) un real arbitrario.
Por la Proposicién 3.8, tenemos que w € A~ (B*(x,c)) si y s6lo si g5} < gf < |wlim < 1. Este es
el caso si y sélo si w no se encuentra en alguno de los (q., + 1) discos B(s(&),qss) para todo
& ePYF, ).

El caso |u] > 1 se sigue del punto anterior y de la Proposicién 3.8 en donde notamos que
w se encuentra en algun disco B(s(£),q5s), donde & € PI(IF%O), si y sblo si 1/w también se
encuentra en algun disco. 0

De esta manera, la fibra de la aplicacién inmueble de B*(x, ¢) es P!(C,,) menos g.,+1 discos
abiertos disjuntos.
Se sigue de la demostracion del Corolario 3.9 que, para c € [n,n+ 1) con n > 0 un entero,

AN ) =P (Co)= (] Bls(Eo)+ e+ s(E)m", 45),

EeP(F, )xFh

en donde & = (&,&;,...,&,) con &, € P! ( L)y & €F, paral<i<n. Porlo tanto, para
ce[n,n+1), A7Y(B*(x,c)) es P}(C,,) menos (qoo +1)g dlSCOS abiertos ajenos.

Fijemos algtn ordenamiento de los (g, + 1)q., elementos de F, )x Fg - Definamos, para
todaie€[1,(qe +1)9%],

qDO

ti(t = s(&;) - Is(&)l <1
filt ti) := S ti(t = s(&)) =S 1 < s(&5)] < 00
t; — "t en otro caso.

Entonces, si definimos a la K,-4dlgebra afinoide

A= Koo<t, treebgott q{;,)/(fl' f%o+1 q’;o)

se tiene que

Sp(A) = A71(B*(x,¢)).

Los subconjuntos afinoides de P!(C,,) obtenidos por medio de las fibras de la aplicacién
inmueble de las bolas cerradas en la realizacién geométrica del inmueble de Bruhat-Tits, de-
finen una topologia de Tate sobre Q2 y, por lo tanto, proveen una cubierta admisible. Ya que
Q2 es unién creciente de tal cubierta se obtiene una estructura rigida sobre Q? definido sobre
K.
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2. Uniformizacion analitica de variedades de Drinfeld

A continuacién daremos una descripciéon de los médulos de Drinfeld de rango d en térmi-
nos de latices para asi obtener una descripcién de los C,-puntos de la variedad de Drinfeld.

Sea Y un A-mdédulo proyectivo de rango d. Para Y se tienen encajes e isomorfismos ¥ —
Koo ®4 Y = K& y GLA(Y) - GLA(K, ®4 Y) = GL4(K,,). Sea I un ideal de A; la proyecciéon
Y — Y/IY incluye un morfismo de grupos GL4(Y) — GL4(Y/IY) con ntcleo GL4(Y,I).

Para I C A, una I-estructura de nivel sobre Y es un isomorfismo Y/IY — (A/I)¢ de A-médu-
los. Fijemos una estructura de nivel a. Cada inyeccién f : K, ® Y — C_, determina una latiz
f(Y) e Laty(C,,) (ver Capitulo 1 seccién 3) y una [-estructura de nivel a = «a ((f|y)_l modl)
sobre f(Y). Ademas, todas las A-sublatices de C,, isomorfas a Y junto con una [-estructura
de nivel, provienen de la construccién anterior.

Dos inyecciones f, f’: K, ®Y — C,, determinan la misma latiz en C, si y s6lo si existe
h e GLA(Y) con f’ = fh. Ellos determinan la misma latiz en C,, con [-estructura de nivel si y
so6lo si existe h € GL4(Y,I) con f' = fh.

Sea Pic?(A) el conjunto de clases de isomorfismo de A-médulos proyectivos de rango d.

Proposicion 3.10. Sea I un ideal no cero de A. Entonces, se tiene la biyeccion

]_[ GLA(Y,I\Q? 5 MY(C,,),
(a,Y)ePic*(AI)
en donde Pic?(A,I) es el conjunto de parejas (a,Y) con a : I"'Y/Y — (I"'/A)* un isomorfismo y
Y e Pic(Y).

Demostracion. Recordemos de la seccién anterior, Proposicién 3.3, que el conjunto de clases
de C? -homotecias de morfismos K, -lineales inyectivas de K% en C,, se identifica con Q.
Ademés, dos puntos @ y @’ en Qf determinan la misma latiz si y s6lo si existe @’ = hw. Por lo
tanto, se tiene una biyeccién

GLA(Y)\Q? - {A € Laty(Cy) | A = Y médulo C,, — homotecias).
Aplicando el Teorema 1.23 se obtiene la biyeccién
|| craovmo?=mic.),
YePic! (A)

en donde Mf((Coo) es el conjunto de clases de isomorfismo de objetos en Driny(C,,).

Sea I un ideal no cero de A. Sea a : Y/IY — (A/I) una I-estructura de nivel. Si Y =
A € Laty(Cy) v ¢ = ¢ € Driny(C,,) entonces se sigue de la seccién 3 del Capitulo 1 que
ker(¢,) = a~'A/A. En consecuencia,

Guc [I1=T""A/A.

Hemos asi probado que una I-estructura de nivel de ¢ € Driny(C,,) es lo mismo que una
I-estructura de nivel sobre A. Finalmente, para obtener el resultado, basta notar que las bi-
yecciones anteriores preservan las [-estructuras de nivel. O]
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La Proposicién 3.10 involucra solamente el campo local en co. En lo que sigue, daremos
una descripcién de Mf((Coo) usando a todos los primos de K.

Sea U un subconjunto abierto de la curva X sobre F,. Sea S un conjunto finito de puntos
cerrados de U. Una gavilla & localmente libre de rango d sobre U estd trivializada sobre U —-S§
si existe un isomorfismo de y-modulos

~
Elu-s = Oxly-s.

Sea V la localizaciéon de & en el punto genérico de U. Entonces V es un espacio vectorial de
dimension d sobre K. Entonces & define, para todos los puntos cerrados x de U, un O -
submoédulo L(x) de V, en donde 0%  es el anillo local de X de x (ver [21]).

Sea ﬁx,x la completacién del anillo de valuacién discreta Oy ,; de modo que K, la comple-
tacion de K en x, es el campo de fracciones de ﬁx,x.

Sea I un ideal de A. Sea .# la correspondiente gavilla de ideales de . Supongamos que
& estd equipado con una [-estructura de nivel; esto es, un isomorfismo de 0%-moédulos

& ®py (03/.9) = (0¢)5)".
Supongamos que el soporte de Spec(A/I) estd contenido en S. Para todo x € U definamos

GLy (O, 1) = ker (GLy (O x) > GL4(Ox/10% 1)),

K1) = | [ GLa(0 D).

x€S

Lema 3.11. Sea I un ideal de A tal que el soporte de Spec(A/I) C S. Se tiene la siguiente biyeccion
GL,(K)\GL4(A)/K(I) = Vecty(X, ),

en donde estamos denotando por Vecty(X, ) al conjunto de clases de isomorfismo de haces vectoriales
de rango d sobre X con I-estructura de nivel.

Demostraciéon. Sea & un haz vectorial trivializado sobre U — S. Supongamos que existe una
base xq,...,x; de V tal que, para cada x € U - S, se tiene

Obtenemos un diagrama conmutativo de biyecciones ([21]):

GL,(K)/GLy(O% ) — {Ox . — latices en K9}

l l

A

GL,(K)/GLy(O% ) — {0, — latices en K¢}
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Asi, el haz vectorial & trivializado sobre U — S esta determinado por un conjunto finito de
latices L(x) € K%. Esto conlleva a las siguiente biyeccién:

N clases de isomorfismo de haces vectoriales
]_[GLd(KX)/GLd(ﬁx,x,I) — { sobre X de dimensién d trivializados sobre
xeS U - S y con I-estructura de nivel

Note que se tiene el homeomorfismo de espacios localmente compactos:

[ Jorakox || GLa(@e/Ka).
x€eS§ xeU-S§
Por definicidn,

GLy(4) =lim | [GLy(Ky)x | | GLa(Gx)
S xeS§ x€X-S

Por lo tanto, considerando haces vetoriales con I-estructura de nivel y trivializaciones sobre
algtin conjunto abierto U = X — S, en donde el soporte de Spec(A/I) esté contenido en S, obte-
nemos la biyecciéon

N clases de isomorfismo de haces vectoriales
GL;(A)/K;(I) — { sobre X de dimensién d con una trivializacién
fuera de Spec(A/I) y con I-estructura de nivel

Ya que las distintas trivializaciones estdn relacionadas por la acciéon de GL ;(K) sobre las bases,
se tiene el resultado deseado. O

La descripcién adélica de los C,-puntos de la variedad de Drinfeld se obtiene cuando
S = {oo}. Nbtese que, en este caso,

GLa(A)= | | GLa(Gxa).

x€X—oo

Proposicion 3.12. Sea I un ideal de A. Se tiene una biyeccion
GL4(K)\(GL4(A%) x Q4(Ceo))/ Uy = M{(Co),
en donde U; = ker(GL,(A) — GL4(A/I)).

Demostracion. Por el teorema de Serre-Swan [35], un haz vectorial de dimensién d correspon-
de a un médulo proyectivo Y de rango d sobre A. Note también que K;(I) = U; (ver Proposi-
cién 1.15). Por el Lema 3.11, se tiene una biyeccién

GL(K)\(GL4(A®)/U;) x Q4(Cy,) = Vect (X — oo, I) x (C:,\Mon(K%,C,,)).

La trivializacién de Y es una base de Y ®4 K sobre K que define un encaje Y — K&, como
un A-submoédulo discreto. Cuando este encaje se compone con un elemento de Mon(K%,C,,),
produce un elemento de Lat4(C,,) junto con una I-estructura de nivel mdédulo dilataciones en
C,. Por lo tanto, usando la Proposicién 3.10 se obtiene la descripcién de M}i((Coo). O]
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El siguiente resultado afirma que, de hecho, la biyeccién de la Proposicién 3.12 proviene
de un isomorfismo de espacios analiticos.

Proposicion 3.13 ([8, Proposiciéon 6.6]). Sea I C A un ideal no cero tal que V(I) contiene mas de
un elemento. Entonces existe un isomorfismo de espacios analiticos rigidos

GL(K)\(GL4(A®) x Q4)/U; = (M{ ® Koo)™.

Ademas, la identificacion es consistente con la proyeccion (Mfl ® K, )" — (MId ® K, )" para ] CI,
y también con la accion del grupo GL;(A®).

A

Definicion 3.14. Un subgrupo aritmético H de GL;(A) es un subgrupo compacto abierto que con-
tiene a un subgrupo compacto abierto de la forma Uj para algtin ideal I no cero de A.

Las descripciones del esquema Mf(@oo) se generalizan a cualquier subgrupo aritmético.

Teorema 3.15 (Uniformizacién de Drinfeld). Sea H c GL;(A) un subgrupo compacto abierto.
Entonces, el isomorfismo de espacios analiticos rigidos de la Proposicion 3.13 induce biyecciones

MiCo)= || wHy ' nGLaK)NQ!(CL).
yHeGL,(A)/H
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Capitulo 4
Cohomologia rigida del espacio modular

La meta de este capitulo es calcular la cohomologia rigida de la variedad de Drinfeld M?.
Tal objetivo se logra describiendo la cohomologia rigida del semiplano superior de Drinfeld
en términos de cocadenas cocerradas sobre el inmueble de Bruhat-Tits.

1. Generalidades sobre la cohomologia de espacios analiticos rigi-
dos

En el articulo [8], Drinfeld define por vez primera la cohomologia étale de espacios analiti-
cos rigidos aunque solamente para las gavillas Z/nZy p,. La cohomologia rigida cuenta ahora
con un mejor desarrollo gracias a los trabajos de autores como V. Berkovich [1] y R.Huber [23].
Sin embargo, presentaremos la definicion original de Drinfeld.

Sea X un espacio analitico rigido sobre un campo completo con respecto a un valor abso-
luto (no trivial) no arquimediano L. Los siguientes grupos de cohomologia étale se definen en
términos de secciones globales de gavillas analiticas rigidas, donde Z/nZ es la gavilla cons-
tante y y,, es la gavilla de n-ésimas raices de la unidad sobre X,

He (X, Z/n7Z) := Hyy (X, Z/nZ) y HY(X, pa) := Hg(X, in).

El grupo Hgt(X,yn) se define como el grupo (bajo producto tensorial) de parejas (.Z, @),
hasta isomorfismos, en donde .#’ es una gavilla invertible sobre X y ¢ es un isomorfismo
@ : Ox =~ £®" El grupo H},(X,Z/nZ) esté definido por la ecuacién

H (X, Z/nZ) = HY(X, py) ® p(—1),

en donde p,,(—1) es el Gal(L**?/L)-médulo Hom(p,,, Z/nZ).
Los grupos de cohomologia H;ig(X QL LP, ), parai=0,1y .# €{Z/nZ, n,}, estan defini-
dos por la ecuacién

H} (X ® L, ) = lim HE; (X &, F,. /)

donde F corre sobre todas las extensiones de campos finitas separables de L contenidas en
LSEP.

Proposicion 4.1 ([8, §10]). Se tienen las siguientes propiedades para los grupos de cohomologia
rigida:
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1. Si X =Y, para Y un esquema proyectivo sobre L, entonces H’ (Y®L L*¢P) = Hr’lg(X ®p L*P)
para i =0,1; y coeficientes y, y Z/nZ.

2. Si f: X — Y es un morfismo étale finito de espacios analiticos rigidos (ver [11, Capitulo 8])
con grupo de Galois G de orden primo a n, entonces

Hl'llg(Y’ l'{fl) - Hl'llg(X”/l”)G

es un isomorfismo.

3. Se tiene una sucesion exacta

4. Sea {X;}ier una cubierta abierta admisible de un espacio analitico rigido X cuyo nervio tiene
dimension no mas grande que uno. Entonces existe una sucesion exacta

0 — HO (X, ty) ]_[ 9eXio ) — | [HS(X: 0 X )

l-‘,C]

rlg(X I/ln —> ]_[ ng 1;I/ln —> ]_[ ng XﬂX])I’ln)

i#]

2. Cohomologia del semiplano superior de Drinfeld

El primer paso para el célculo de la cohomologia Q%(C,,) es calcular la cohomologia de
dominios racionales en P!(C,,). Este es el contenido de la siguiente proposicién.

Proposicién 4.2. Sean D,...,D,, discos abiertos y ajenos por parejas en P1(C,,) de radio esti en
qg. Sea n un entero primo a la caracteristica del campo K. Entonces el espacio analitico rigido

m
X =P(Cy)-| JDi
i=0
tiene cohomologia dada por

(a) Hrolg(X ®k., K;jp,Z/nZ) Z/nZ (es decir que X es conexo);

(b) H!

hig (X ®k K&, ) = (Z/n)™.
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Demostracion. (a) Ya que Max(K (t)) = {t : |t| < 1} es conexo (ver Capitulo 2), entonces cada
disco abierto en P!(C,,) es conexo. Ya que X UD; U---UD,, = P}(C,) - Dy es un disco (y por
tanto conexo) y ya que las fronteras de D; son conexos, se sigue que X es conexo. Esto prueba
el primer punto de la proposicién.

(b) Ya que cada divisor de X es principal, entonces H! (X, 0%) = 0. El conjunto de funcio-

rig
nes racionales sin polos sobre X es denso en todas partes en Hng(X, Ox).Sif e HrOlg (X,0x)y
sup,x |f(x)-1| <1 entonces f = g" paraalguna g € rlg(X, Ux). Por lo tanto, cada elemento de

Hrolg(X Oy )®Z Z/nZ puede representarse por una funcién racional. Ademas, el homomorfismo
natural

Hpo (X, 6%) ® Z/nZ — H}\\ (X, uy)

es sobreyectivo debido al tercer punto de la Proposicién 4.1. Si f es una funcién racional sobre
Pl/K,, cuyo divisor en P!(C,,) esta contenido en precisamente uno de los discos D; entonces
existe ¢ € K, tal que sup,y |cf(x) = 1| < 1; por lo tanto cf = g" para algtn g € HY (X, Ox). De
esta manera obtenemos un homomorfismo sobreyectivo

rig

¢+ (Z/Z)" — Hyg(X, )/ [Ko/ (K)"]

Sea B = Max(K(t,t"!)). Entonces B es un circulo de radio 1 dado por |t| = 1. Sea j un entero
tal que 7 no divide a j y sea m el ideal maximal de O, Si t/ fuera una potencia en K (t,t7!),
entonces t/ = f" donde ||f|| =1 y || || es la norma sobre K. (t,t™!); entonces se tendria que
t/(médulo m) serfa una potencia en «(co)[t,t'], en donde x(co) es el campo residual de oo,
que no es el caso. Se sigue entonces que

HL(B, i)/ [KL/(K3)"] = Z/ L.

Sea S; la frontera de D; para toda i. Entonces S; es un circulo de cierto radio, digamos que de
radio ¢; € qg. Obtenemos el isomorfismo

HZ(Si, pn )/ [Ki/ (K3 = Z/nZ.
Se sigue que el homomorfismo ¢ es un isomorfismo y obtenemos una sucesioén exacta
0— Koo/(KS)" = Hey (X, o) = (Z/n)"
Pasando a una cerradura separable se concluye la prueba. O]

En seguida se describe la cohomologia de Q2. Para esto, necesitamos de una definicién.

Definicién 4.3. Sea N un grupo abeliano y sea T una grafica. Sea E el conjunto de aristas orien-
tadas de T. La arista con orientacion opuesta a una arista e € E se denota e¢* € E. El grupo de
1-cocadenas C!(t,N) es el subgrupo de [, N de elementos c tales que c(e*) = —c(e). El grupo de
cocadenas arménicas H'(t,N) es el subgrupo que consiste de elementos ¢ € C(t,N) tales que la
suma de los valores de la cocadena c sobre todas las aristas que emanan de un solo vértice es igual a
0 y donde esto se cumple para cada vértice de t.
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Proposicion 4.4 ([8, Proposicién 10.2]). La aplicacion inmueble, A : Q% — 7, induce los siguientes
isomorfismos compatibles con la accion de GL,(K,):

HO

g(QP e K& ZmL)=Z/mL  y  Hi (Q*ex K’ py) = H (v, 2/n),

El grupo Gal(KP /K ) actiia trivialmente sobre ambos grupos.

Demostracién. Definase una cubierta afin admisible Q2 = [ J;.; Q; de Q? en donde I es el con-
junto de vértices y aristas (los simplejos) del arbol 7 como sigue. Si i es un vértice x, entonces

Q; = 1B (x,1/3))

y sii es una arista e entonces

Q; = A—l(e—UB(x,m)]

en donde la unién es sobre todos los vértices de 7. El nervio de esta cubierta tiene vértices
I y es la primer subdivisién baricéntrica del complejo simplicial T. Ademas, esta cubierta en
invariante con respecto a GL,(K,).

Tenemos, por el Corolario 3.9, que si i es un vértice entonces QQ; es P!(C,,) menos (go, + 1)
discos cerrados y si i es una arista entonces ); es P!(C,,) menos dos discos cerrados ajenos.
Ademds, si i es un vértice y j es una arista que emana de i entonces (J; N (; es P!(C,,) menos
dos discos cerrados ajenos. Ya que (2; NQ); es geométricamente conexo y 7 es un arbol conexo,
se sigue que Q2 es geométricamente conexo. Esto prueba el primer isomorfismo.

Sea E el subconjunto de I de elementos i € I que corresponden a las aristas. Escojamos
orientaciones para cada i € E e isomorfismos para cada i € E (Proposicién 4.2) Hrlig(Qi,‘un) =
Z/nZ. Sii es un vértice entonces, por la Proposicién 4.2, Hrlig(Qi, Un) = (Z/nZ)%=. Ademas, para
todai=#j, Hrlig(Qi NQj, p,) = 0 a menos que i sea un vértice y j una arista que emana de i (0
viceversa); en el tultimo caso H:

rig
Proposicién 4.1, tenemos que el homomorfismo

i (X, ) = | [ Hrig(Quo ) = | [ Hlg( Qi) = | |22,

i€l i€E i€E

(Q; N Q) = Z/nZ por la Proposicion 4.2. Por el punto 4 de la

provee un isomorfismo Hrlig(Qz, Mn) = H(t,Z/nZ). Es inyectivo por el punto 4 de la Proposi-
cién 4.1, y el conjunto imagen corresponde exactamente a aquellas funciones en [[;cx Z/nZ,
que se extienden a ser alternantes sobre todas las aristas ordenadas. O

3. Cohomologia de la variedad de Drinfeld M?

Consideremos un subgrupo de congruencia I' € GL,(A) del ideal I C A que actte sobre la
realizaciéon geométrica del inmueble de Bruhat-Tits 7. En toda esta seccién supondremos que
el estabilizador en I, = yI'y~' N GL,(K) de cualquier vértice o arista de T es un p-grupo. En
primer lugar, debemos calcular la cohomologia de I'\QQ?(C,,) usando la aplicacién inmueble
moédulo I'. Recuerde que I'\Q? hereda, a partir de Q?, una estructura de espacio analitico
rigido (Proposicién 3.13).
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Proposicion 4.5. La aplicacion inmueble modulo T, Ay : T\Q? — '\, induce la siguiente sucesion
exacta corta:

0— HL

hg(T) = Hy,

Hg(M\Q%)— H! (1) @ oy (-1)— 0.
Demostracion. A continuacién indicamos algunos pasos sobresalientes de la prueba refiriendo
al lector a [7, Capitulo 4] para los detalles. Sea n un entero primo a la caracteristica p de K.

La sucesion espectral de Leray de la aplicacién inmueble Ap es la sucesidon espectral del

espacio cubriente cuya sucesion exacta de términos de grado bajo da la sucesion exacta
0— H/\y ([ \1) > HY, (G,\Q%)— HY (Q%)Y - HE(T)\7)

Como I}, acttia sobre 7 con subgrupos estabilizadores de aristas y vértices que son p-
grupos, los grupos H*(I,\7) son los grupos de cohomologia del grupo discreto I, con coeficien-
tes en p, 0 Z/nZ. Como 7 es un arbol se tiene, por un resultado de Serre [33], que Hz(l“y) =0.

Debido a la Proposicién 4.4, el grupo Hrlig(Qz)ry es isomorfo a Hl(Fy\T)rV. Usando el se-
gundo punto de la Proposicién 4.1 se deduce el resultado. O]

Corolario 4.6. La aplicacién inmueble modulo T, Ar : T\Q? — T\, induce la sucesion exacta corta

0— HL

1
rig(1“\'[, Z/nZ)— H

hg(MF @K, Z/nZ)— H! (v, Z/nZ)" ® py(~1)— 0.
Demostracion. El resultado se sigue tomando coeficientes en Z/nZ en la Proposicién 4.5 junto

con la descripcién de la Proposiciéon 3.13. O

Para obtener una cohomologia util, es necesario analizar comportamientos en una com-
pactificaciéon de T\Q?(C,,) o de MIZ((COO).

Definicion 4.7. Cohomologias cuspidales.

1. La cohomologia cuspidal M} (t,Z/nZ)" es el subgrupo de H'(t,Z/nZ)" de cocadenas armoni-
cas invariantes con respecto a I que tienen soporte compacto modulo I'.

2. La cohomologia cuspidal rigida Hrlig!(M12®K§fp,Z/nZ) se define por medio de la sucesion exac-

ta de la Proposicion 4.5 como el subgrupo de Hrlig(MI%I ® K%Y, Z/n1) de clases con imagen en

H (T, Z/nZ)r(X)ptn(—l), es decir cocadenas cocerradas invariantes bajo () con soporte compacto
modulo T

La sucesién exacta de la Proposicién 4.5 restringida a la cohomologia cuspidal provee la
siguiente sucesion exacta:

0— HY

1
s (T\T.Z/nZ)—> H

hg (M7 ®KSP, 2/nZ)— H) (v, Z/nZ) @ p,,(~1)— 0.

Sea I el subgrupo de inercia de Gal(K3F/K,,). En la sucesién exacta de la Proposicién
4.5, Iy actia trivialmente sobre Hrlig(I‘\T, Z/n7) y sobre H(t,Z/nZ)" ® pu,(~1). Se sigue que
(0,x) > ox —x define una aplicacién

Iy x H}

heMP ® K, Z/nZ) — H;

rig(l’\T, Z/n7)
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que es bilineal e invariante bajo Gal(K%F /K,). El grupo (Iyp/Ij) se identifica con p, como
Gal(K3F /K, )-médulos; por lo tanto, y, x Hrlig(F\T, Z/nZ) C ker((o,x) — ox — x) y se obtiene
un homomorfismo

fu s HU (1, 2/n2)" — H}yo T\, Z/nZ)

que asocia, a cada cocadena armoénica invariante bajo I' sobre 7, la clase de cohomologia de
la correspondiente cocadena sobre I'\7. Ademds, si £ es un namero primo distinto a la carac-
teristica de K, entonces (véase [7, Capitulo 4, Proposicion 4.3])

lim fri ®7, Qg : Hy (1, Z¢)" ® Q — Hy,y(T\ 1, Z¢) © Q.

es un isomorfismo, en donde Z, = lim Z/¢'Z es el anillo de los enteros ¢-adicos y Q, = Frac(Z,)
es el campo de los nameros ¢-adicos.

4. Representacion de Galois especial y el teorema de comparacion
de Drinfeld

En esta seccién se obtendra la cohomologia rigida cuspidal de la variedad de Drinfeld en
términos de la cohomologia cuspidal de la realizacién de Bruhat-Tits 7 y de la representaciéon
de Galois especial. Las definiciones y los resultados que se presentan en esta seccioén, pueden
consultarse en [34].

Sean K, C K™ c K2.f extensiones de campos, Koo' una cerradura separable y K" la exten-
si6én maxima no ramificada. Sea F, el campo residual de K.

Todas las extensiones algebraicas y separables de K, se supondran como subcampos de

Kif;p. Una cerradura algebraica Fgf de IF%O es el campo de residuos de K2 Se tiene
Gal(K2/Ky,) ~ Gal(Fos/F, )~ 7,

en donde Z es la completacién profinita de Z. El grupo Z admite a 1 como generador to-
polégico que corresponde al automorfismo de Frobenius x +— x7= de IE‘ZE. Denotemos por F a
su imagen en Gal(KZ%/K,,), de donde F se levanta al automorfismo de Frobenius de Fgfﬂqu
y F es un generador topoldgico de Gal(KZ /K,,) (para la topologia profinita).

Sea @ un uniformizante de K,,. Sean 7> 1 un entero primo a p y @'/" una n-ésima raiz de

@. La extension KX (@'/")/K,, es de Galois. El grupo de Galois es topolégicamente generado
por dos elementos F y u donde F|gnr es el Frobenius descrito anteriormente y u esta definido
por la existencia de una n-ésima raiz de la unidad primitiva ¢, tal que u(@'/") = C,,@"/" es tri-
vial sobre KX Las tnicas relaciones entre F y u son FuF~! = y%~ y u™ = Id. De aqui obtenemos
una representacion de Galois

1y Gal(KsF /Ko, — Gal(KX (@'™)/K ) — GLo(Z/nZ),

en donde la primera flecha es la restriccién y la segunda flecha esta definida por

F+—>10 u+—>11
0 gt | 7Y 01/
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Sea U el espacio Z/nZ junto con la accién del grupo de Galois. Sea ¢ # p un nimero pri-
mo. Sea U") el limite proyectivo de representaciones U"). Tal espacio es una representacién
del grupo Gal(K"/K,,) que puede definirse de la siguiente manera: para todo entero n > 0,
sea @'/ una raiz {"-ésima de @ con la condicién de que (@Y = @/ y de igual forma Cgn
es una raiz {"-ésima primitiva de la unidad que verifica (Cguw1)¢ = Cpn. Si Ep = KX (@Y, n > 1)
entonces E, es una extension de Galois de K, y Gal(E//K,,) = 7 % Z como lo muestra la si-
guiente sucesion exacta

1— Gal(E/KY)— Gal(E;//Ky,)— Gal(KL /Ky)— 1,

Gal(E¢/K,) es topolégicamente generado por F y u, donde F[gn es la aplicacion definida con
anterioridad y u se caracteriza por u|gn = Id 'y u(@?") = Cpn@?" para toda n, la tnica relacién
que verifican estos generadores es FuF~! =y,

Definicion 4.8 (Representacion de Galois especial). La representacion especial spg, del grupo
de Galois Gal(K%F/K,,) es la representacion 2-dimensional

re: Gal(Kas! /K ) = Gal(Eg/Ko) = GLy(Zy) € GLo(Qy),

en donde la primer flecha es la restriccion y la sequnda esta definida por

P|—>10 u|—>11
0 g )7 01/

La representacion spg,) tiene una subrepresentacién 1-dimensional invariante y es la tni-
., . . se . .,
ca representacion, hasta isomorfismos, de Gal(Ks' /K,,) para la cual existe una sucesion exacta
no escindida

0— Q¢— spgai— Q(-1)— 0.

Teorema 4.9 (Teorema de comparacion de Drinfeld [8, Proposicién 10.3]). Bajo las hipotesis
de la seccion anterior, se tiene un isomorfismo de Gal(K3F /K, )-modulos

Hioo (M} ® K", Q) ~ M, (1,Qp)" ®q, sPcals

en donde H!

rig!(M12 ®KL', Q) = {iLnHl-

hg(MP ® K, Z2/0) ®7, Q.

Demostracion. De la seccidén anterior, existe un isomorfismo H!I(T, Q) ~ Hrlig(I‘\T, Qp). Por lo

tanto, obtenemos una sucesion exacta no escindida de Gal(Kzs' /K, )-mé6dulos
0— H}(1,Qp)" > Hjigy (M7 @ KF, Q) > My (1,Q0)" @ Qe(-1)— 0.

El resultado se sigue inmediatamente. O]
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Capitulo 5
Formas automorfas, cocadenas armdnicas cohomologia
limite

En esta capitulo, vamos a calcular la cohomologia limite
: 1 2 =
H:= h_)erig!(MH ® Koo, Qp),

en términos que involucren a la representacion especial y al espacio de formas automorfas de
GL,(A).

1. Cocadenas armoénicas y la representacion especial

Sea 7 la realizacién del inmueble de Bruhat-Tits. Para cualquier z € P!(K,), considerado
como un subespacio 1-dimensional de K2, sea y, : K2 — K2/z. Si A es una latiz de K2, en-
tonces y,(A) es también una latiz en K2 /z. Para una arista orientada e de T representada por
una pareja de O,,-latices A; D A,, sea P(e) el subconjunto de puntos z € P!(K,,) tales que
¥2(A3) = v,(Aq). La arista opuesta e* estd representada por A, D wA;. Entonces tenemos las
inclusiones de latices en el K. -espacio vectorial K2 /z

T(VZ(AI) C VZ(AZ) - Vz(Al)-

Se sigue que y,(A1) = ¥,(A;) o que ¥,(A;) = v,(Aq). En particular, se tiene la particién de la
linea proyectiva
P!(K.) = P(e)UP(e).

Los elementos de P!(K,) pueden identificarse con los finales del 4rbol 7 [32].

Lema s5.1. Sea R un anillo. Denotemos por Med(P!(K,),R) al conjunto de medidas R-valuadas
sobre PY(K,) . La aplicacién,

H'(t,R) —> Med(P'(K,,),R)
c— Ye,
definida por u.(P(e)) = c(e), induce un isomorfismo
H'(t,R) ~ Med (P! (K,),R)

del conjunto de cocadenas de t con valores en R al conjunto de medidas con valores en R sobre
PY(K.,) con masa total cero.
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Demostraciéon. Sean ey, ...,eg aristas ordenadas que emanan desde un vértice. Debido a la con-
. . o s . .
dicién armonica c(e}) = }_;_, c(e;) se obtiene la ecuacién

HeP(eD) = ) pe(Pey)).
i=2

Se sigue que p, es finitamente aditiva sobre el conjunto de subconjuntos abiertos compactos
de P}(K,,). La particién de la linea proyectiva se obtiene que p.(P}(K,,)) = 0. La inversa de
¢ > i se da como c,(e) = p(P(e)). La condicién armoénica para la cocadena ¢, se sigue de la
aditividad finita de u y que u(P!(K,,)) = 0. ]

Denotemos por C*®(P!(K,), R) al espacio de funciones localmente constantes sobre P!(K,)
con valores en R.

Definicion 5.2 (Representacion especial). Sea R un anillo. Entonces, la representacion especial
Vsp(R) de GLy(K,) con valores en R es el modulo

V.

p(R) = C*(P'(K,), R)/R.

Esto es, Vip(R) es la representacion de G(K,,) sobre el espacio de funciones localmente constantes
P!(K,) — R factorizadas por las funciones constantes R.

El espacio Vj, estd dotado de una accion de GL,(K,,):

(8)(x)=f(g"'2)
para f € C®(P(K),R), z€ P}(K,)y g € GL,(K).
Proposicion 5.3. La aplicacion del Lema 5.1 induce un isomorfismo

H!(t,R) = Homg(V,

»(R), R).

Demostracién. Para cualquier funcién localmente constante f € C*®(P!(K,,), R) podemos inte-
grar con respecto a una medida y, y obtener un elemento en R. Como la medida tiene masa
total cero, la aplicacion (biyectiva) que manda f a su integral con respecto a la medida p,

produce un elemento en Homg(V,p(R), R). O

Para f € Vi, (R), la aplicacién del Lema 5.1 induce el isomorfismo,

Hompg(V,

sp (R)r R) = HomGLz(KW)(VSp(R)l COO(GLZ(Koo)r R))

dado por
@ f =)= Af = d(f)Ider, k)

Sea I un subgrupo aritmético de GL,(K,,). Entonces, I actta sobre el espacio P!(K,,) y
también sobre la representacion Vi,. Por lo tanto, los isomorfismos anteriores se restringen a
isomorfismo de subgrupos I'-invariantes

H'(t,R)" ~Homgp (k) (Vsp(R), C¥(GL, (K /T, R)).
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Supongamos que I' es un subgrupo de GL;,(A) de indice finito. Sea f una funcién local-
mente constante sobre GL,(K,)/T. Para cada subgrupo parabdlico P de GL,(K) con radical
unipotente U, sea

= d .
folx) L/<mu>f("“) u

Definicion 5.4. Una funciéon localmente constante f sobre GL,(K,,)/T es cuspidal si fp(x) = 0
para todo subgrupo parabédlico P de GL,(K). Escribiremos Ly(GL,(K,)/T', R) para denotar al subes-
pacio de elementos cuspidales de C*®(GL,(K,)/T,R).

Proposicion 5.5. Si H! (t, R)' denota al grupo de cocadenas armonicas que son T-invariantes y que
tienen soporte compacto modulo I', entonces existe un isomorfismo

Hi (t,R)" =~ Homgr,(k_)(Vsp(R), Lo(GL2(Ke)/T, R)).

Demostracion. Si f € C®(GLy(K,)/T,R) es la imagen de un elemento de la representacion
Vsp(R) por un elemento en Homgp,(k_)(Vsp(R), C¥(GL3 (K )/T, R)), entonces la funcion f es
cuspidal si, y solamente si, tiene soporte compacto médulo I' y Z(K,) (véase [20]). De esto
deducimos el resultado. O

2. Formas automorfas y cohomologia limite

Recordemos del Teorema 3.12 que se tiene una descripcién adélica de los C,-puntos
Ml‘fll((Coo) para subgrupos compactos abiertos H C GL,(A). En lo que sigue, relacionamos las
formas automorfas valuadas sobre Q; con la cohomologia limite.

Definicién 5.6. El espacio Ay = Lo (GL,(K)\GL;(A)) de formas automorfas cuspidales con va-
lores en Qg es el conjunto de funciones

f: GLy(K)\GL,(A) - Q
tales que
1. f es invariante por un subgrupo compacto abierto;

2. las GL,(K,)-transformaciones de f generan una suma directa finita de representaciones irre-

))

Proposicion 5.7. Sea H un subgrupo aritmético de GL,(A). Supongamos que el estabilizador en
H, = xHx™' N GL,(K) de cualquier vértice o arista de T es un p-grupo. Entonces existe un isomor-
fismo de GL(A*) x Gal(KF /K, )-modulos

Hrligg (M7 ® Ko, Q) = Homgr (k) (Vip(Q¢), Lo(GLo(K)\ GL,(A)/H, Q) ®g, SPGal -

3. f es cuspidal, esto es

para toda g € GL,(A).
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Demostracion. Tomando R = C®(GL,(A®), Q) tenemos un isomorfismo

H' (7, C*(GLy(A®), Q) = Homgr, (k) (Vap(Qe), C¥(GL, (A®) x GL, (Koo, Qr))-

Usando la descripcién adélica de Mé((Coo) (Teorema 13.15), el teorema de comparacién de
Drinfeld (Teorema 4.9) y la Proposicién 5.5 se tiene el isomorfismo buscado. O

El resultado fundamental en [8] es el siguiente.

Teorema 5.8 (Teorema principal de Drinfeld [8, Proposicion 10.3]). Se tiene un isomorfismo
de GL,(A%) x Gal(KF /K, )-modulos
H:= li_>erligg(Mﬁ ® Ko, Q) = Homgr, (k) (Vep(Qr), Ag) ®0, SPGal -
H

Demostracion. Los subgrupos U; (ver Capitulo 1) son cofinales en la categoria de subgrupos

aritméticos de GL,(A); ademas tales grupos satisfacen las condiciones de la Proposicién s5.7.
Tomando el limite sobre todo H, en donde H corre sobre todos los subgrupos aritméticos de

N

GL,(A) en la Proposicién 5.7 se tiene el teorema. O]
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Capitulo 6
La ley de reciprocidad de Drinfeld

Como vimos en la Proposicién 1.15, el grupo GL,(A®) acttia sobre M7 y la accién se
extiende a las compactificaciones (Teorema 1.17). Por lo tanto, el Q;-espacio vectorial H tiene
una estructura natural de Gal(K**?/K) x GL,(A*)-mddulo. En este capitulo, obtendremos una
descomposicién de H como producto tensorial restringido en donde la componente al infinito
es especial. De esta manera se obtiene la ley de reciprocidad de Drinfeld.

1. Representaciones automorfas

En esta seccién, daremos una descripcién del tipo de representaciones en las que estamos
interesados. Mds detalles sobre los resultados que aqui se anuncian pueden ser consultados
en [14], [24]y en [2].

Sea G un grupo topolégico localmente profinito (un grupo topoldgico con base de vecinda-
des abiertas de 1 que consiste de grupos profinitos). Los grupos GL;(A), GL2(A%) y GL»(Qp)
(para p un primo) son ejemplos de tales grupos.

Definicion 6.1. Sea 1 una representacion de G sobre un C-espacio vectorial V. Decimos que la
representacion 7 es suave si, para todo v € V, el estabilizador de v contiene un subgrupo abierto.
Diremos que la representacion 7 es admisible si ademas, para todo subgrupo compacto abierto IC,
el subespacio VX que consiste de aquellos vectores que son invariantes bajo K es de dimension finita.

Supondremos ademads que G tiene un subgrupo compacto abierto K tal que G/K es nume-
rable. Esta hipoétesis es verdadera para todo subgrupo compacto abierto y los ejemplos dados
anteriormente verifican la hipétesis. Un grupo localmente profinito G que verifica la hipéte-
sis enunciada posee la siguiente propiedad: sea (7r, V) una representacién admisible suave e
irreducible de H, entonces V tiene una base numerable.

El lema de Schur se satisface: sea (1r, V') una representacién admisible e irreducible de G y
f un endomorfismo de V. Entonces f es una homotecia.

Sea V una representacién admisible e irreducible de G. De acuerdo al lema de Schur, el
centro Z de G acttia sobre V por homotecias. En otras palabras, existe un caracter ¢, de G tal

que 7t|z = P Idy.

Ejemplo 6.2. Ejemplos de representaciones admisibles.
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» El espacio Ay = Lyp(GL,(K)\GL,(A)) es una representaciéon admisible de GL,(A) ([24,
Proposicién 11.11]).

» Vop (Qq) es una representaciéon admisible irreducible de GL,(Ky,) ([24, 2.9.1]).

» H es una representacién admisible de GL,(A®). Esto se sigue por definicién y por los
resultados de la seccién anterior.

A continuacién, daremos un resumen sobre la clasificacién de representaciones admisibles
irreducibles sobre los complejos como en [14, §4]. En primer lugar, cualquier representacion
finita admisible irreducible es de hecho 1-dimensional (ver [24, Proposicién 2.7]). Tales re-
presentaciones no seran de interés para nosotros. Consideremos, para x un lugar de K, los
subgrupos de GL,(Ky)

KX K 1 K KX 0
Bx:B(Kx):( Ox Kf( ); Nx:N(Kx):( 0 1x ) y Tx:T(Kx):( Ox KX )
x X

Sea (7, V) una representacién suave de GL, (K, ). Consideremos los siguientes espacios

VINg= ) Clw-n(np)

veV, neN,

y

VN, = V/V(Ny).
El espacio V), estd dotado de una representacién suave de T, ~ B,/N, proveniente de 7 y
denotada por 7y ; la representacion (ny,, V) de T, se llama modulo de Jacquet de (r, V). El
funtor exacto aditivo ([2, §9])

Rep(G(Ky)) — Rep(Ty)
(TC, V) = (TCN/ VNX)

se llama el funtor de Jacquet.

Las representaciones de GL,(K,) se separan en dos grupos, aquellas en donde el médulo
de Jacquet es nulo, llamadas representaciones cuspidales, y aquellas en donde el médulo de
Jacquet no se anula. En este tltimo caso diremos que pertenecen a la serie principal.

Sea (7, V) una representacion de GL,(K,) con Vy_= {0}. La representacién mty_de T, puede
verse como una representacioén de B, trivial sobre N,.

Sea (0, W) una representaciéon suave de un subgrupo cerrado H de GL,(K,). Denotemos

por IndgLZ(K")a a la representacion de GL,(K,) definida como el espacio de funciones f :

GL,(K,) — W tales que
» paratodohe Hy geGLy(Ky), f(hg)=0o(h)f(g),

= existe un subgrupo compacto abierto K, que depende de f, tal que f(gk) = f(g) para
todo g € GL,(K,) y todo k € K,

y GL,(K,) acttia por la derecha sobre este espacio de funciones. Esta representacién suave
([24, §2]) es la representacion inducida por o a GL,(K}).
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Proposicion 6.3 ([2, §9]). Sea (1, V) una representacion suave e irreducible de GL,(K,). Entonces,
las siguientes aserciones son equivalentes

(a) la representacion 1 no es cuspidal: Vy_= {0},

(b) la representacion 1 es isomorfa a una subrepresentacion de una representacion de la forma

IndgLZ(K‘) X, en donde x es un caracter de T,.

Nota 6.4. La representacién especial Vi, (C) no es cuspidal (véase [14]).

Proposicion 6.5 ([24, §2]). Sean x1 vy x, dos caracteres de K. Sea

t 0
51( 6 t )'—>|t1/t2|;1c/2)(1(t1))(2(t2);

el caracter de T. Sea p(x1,Xx2) = InngLZ(K") &. Entonces

1. la representacion p(x1,x2) es irreducible si y solamente si )(1)(51 no es algiin caracter de la
forma x > |x|£!;

2. las representaciones p(x1,X2) v p(x1, X5) son isomorfas si y solamente si {x1, x2} = {x1, X5}-
Proposicion 6.6 ([2, §9]). Las representaciones suaves irreducibles de GL,(K,) son admisibles.

Sea O, el anillo de enteros de K,. Una representacién (7, V) admisible e irreducible de
GL,(K,) se llama no ramificada, de clase 1 o esférica, si VS2(Ox) 2 (0}. La dimensién de VSL2(Ox)
es el numero de veces que la representacién identidad de GL,(O,) esta contenida en 7.

Decimos que un cardcter x de K} es no ramificado si su ntcleo contiene a O5.

Proposicion 6.7. Sea (1, V) una representacion admisible irreducible de GL,(Ky). La representa-
cion 1t es de clase 1 si y solamente si es de la forma p(x1, x»), en donde x| vy x, son caracteres no
ramificados de K. En este caso, la representacion identidad de GL,(O,) esta contenida una sola vez
en 1. Ademas, p(x1,X2) es una representacion (pre)-unitaria (es decir, existe un producto interior
GL,(Ky)-invariante sobre V') si y solo si |x1(@y)| = |x2(@y)| = 1. Dos representaciones, p(x1,X2) ¥
p(x1, x5), de clase 1 son isomorfas si y solamente si {x1, x2} = {x1, x5}-

La demostracion del resultado anterior se encuentra en [14, Teorema 4.23].

2. Producto tensorial restringido de representaciones

Para todo lugar x de K, sea (7, V) una representacién admisible irreducible y unitaria de
GL,(K), con valores en un espacio complejo V,. Supongamos que, para casi todo lugar x, la
representaciéon 7, es de clase 1. Sea S el conjunto de lugares x tales que 7t, no es de clase
1. Para todo lugar x de clase 1 denotemos por &, a un elemento no nulo de V, estable bajo
GLZ(Ox)-

Sea S un conjunto finito de lugares de K, S O Sp, y Vs = ®yes5 Vi, Ts = @yesTty. Sea S’ un
conjunto finito de lugares de K que contiene a S. Se tiene una aplicacién natural

Vs = Vs, & (& ®xesr—s &x)-
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De esta manera, es posible definir una representaciéon (h_)m T, h_)m Vs) de GL,(A), en donde
el limite es sobre los conjuntos finitos de lugares de K que contienen a Sy. Por completaciéon
del espacio de representacién (con respecto a la forma hermitiana deducida a partir de V)
obtenemos una representacién unitaria (77, V) de GL,(A), denotada como

(®;’c Tlxs ®x Vx );

y que es irreducible y admisible ([14, p.76]). A tal representacion se le conoce como el producto
tensorial restringido a los factores locales 1.
El siguiente importante resultado puede encontrarse en [14, §4].

Teorema 6.8. Cada representacion admisible, irreducible y unitaria 7 de GL,(A) se escribe de
manera tinica como un productos tensorial restringido con factores locales 1, admisibles irreducibles
y unitarios.

Los enunciados y pruebas que a continuacién enunciaremos, pueden encontrarse en [14,
§5]y en [30].

Un resultado fundamental en la teoria de formas automorfas, ver [24, Proposiciéon 11.1.1],
afirma que toda representacién de GL,(A) sobre A se descompone como una suma directa
de representaciones admisibles (y unitarias) con multiplicidad 1 :

AOZ@H,

mell

en donde IT es un conjunto de representaciones admisibles irreducibles de GL,(A). En tal
descomposicion, estamos considerando al espacio A sobre los complejos.
Dos de los resultados mas importantes en la teoria de representaciones automorfas son:

- Propiedad de multiplicidad 1: si 7 # 7/, entonces V,, y V,» no son isomorfos.

- Propiedad fuerte de multiplicidad 1: si los factores locales de V; y V, son isomorfos
para casi todo lugar v, entonces 7 = 1t’.

Escojamos un encaje Q c C. Tenemos Ay(C) = CegAo (Q). El grupo Autg C actta sobre Ay (C)
y permuta a los espacios V,, debido a la multiplicidad uno. De hecho, los espacios V; son
invariantes bajo tal accién. Fijemos un V,, y sea V, . = p(x1, x2) un factor local que sea de clase
1 definido por los caracteres {x1, x»}. Si los dos valores {x; (@), x2(®y)} no estan en Q, entonces
la 6rbita de V, , bajo Aut(C/Q) no es numerable, lo cual es falso. Entonces {x;(@,), x2(@,)} C
Q. De esto se sigue que Ay(Q) es una suma directa sobre 7 € IT de representaciones admisibles
irreducibles W, tales que V, = C®g Wy, para todo 7w € I1. Ademas, si V , es de clase 1, x1(®y)
y Xx2(@,) son de valor absoluto 1 (en C). Esta altima propiedad no depende de la eleccién del
encaje escogido. En efecto, si ¥ € Gal(Q/Q), entonces y(Vy) = Vyor ¥ Vyorw = P(¥ 0 X1,V © X2)-
Como conclusion de lo dicho anteriormente, se tiene que

Ag(@r) = Qe &5 Ao(@) = P (@ &g Wa),

mell
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en donde los espacios W, (Qy) := Q, ® W, cuentan con factores locales Wn’x(@g) = Wi (Qp)y
casi todos de clase 1. Los caracteres xi, x, no ramificados de K} correspondientes al factor
local W,,(Qy), de clase 1 verifican que Xi(@y), con i = 1,2, son numeros algebraicos de valor
absoluto 1 en C para cualquier encaje de QenC.

Ahora, fijemos un encaje de Q en Q. Recordemos que Vsp(@g) es un GL,(K,,)-moédulo
admisible irreducible.

Teorema 6.9. Se tiene el isomorfismo de GL,(A*) x Gal(K3F /K, )-modulos

H=~ @ (®l,/¢oo Wi (@Z) ® SpGal):

melly,
en donde I, = {n €IT: Vyp(Q) = Wn’oo(@g)}.

Demostracion. El resultado se sigue a partir del teorema principal de Drinfeld como sigue.
Escribamos la descomposiciéon de Ay(Qy) en suma directa de representaciones irreducibles:

-AO = @ (®1,) Wn,v(@é))-

mell

Notemos que Homgp,k_)( Sp(Qg) W, (Q;)) = {0} si y solamente si 7t € T1,,, en donde W, (Qy)
es un sumando directo 1rreduc1b1e de Ay(Qy). Mas precisamente, si 7w € I,

I_IornGL ( sp (Q€) i (@6)) = ®;/¢oo Wﬂ,v (@€)

Por lo tanto, se tiene el isomorfismo de GL,(A*)-mddulos

Homer i) (Vep (@2 Ao (@) = D) ()00 W @0)-

mell,
De este ultimo isomorfismo se sigue el resultado. O

Observe que el grupo Gal(K**?/K) acttia sobre H y esta accién conmuta con la accién de
GL,(A®). Entonces Gal(K*°P/K) actua sobre cada ®;¢OOWH,X(@5) ® spgal, con 1 € I1,,. Como
®soo nv(@g) es una representacion irreducible admisible de GL,(A%), el lema de Schur
muestra que todo endomorfismo Qy-lineal de ®x¢m n,x(@g)@)sp(;al que conmuta con la accién
de GL,(A%®) es de la forma A ® ¢, donde A € Q; y o es un endomorfismo Q;-lineal de spg,.
Dicho de otra forma, el grupo Gal(K**?/K) acttia sobre spg,; y esta accién es irreducible. De-
notemos por y — o(7)¢(y) a la accién de Gal(K*®P/K) sobre spga,;. Note la dependencia de las
elecciones de 1w € I'l, y € de tal accién.

Definicién 6.10. Denotemos por X, al conjunto de clases de isomorfismo de Qg-representaciones
2-dimensionales de Gal(K*°P/K)

r: Gal(K*P/K) — GL,(Qy)

que son ramificadas solamente en un niimero finito de lugares de K y tales que r|g, kv /x ) = SPGal-
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De lo dicho anteriormente, deducimos el siguiente resultado.
Teorema 6.11. Existe una aplicacion

I, — X

T o (7)),

v un isomorfismo de GL,(A*®) x Gal(K**P/K)-mobdulos

H=~ EB (&) 200 Wi, (Q) @ (1) ).

melly,

La aplicacién 7t — o(7) es una forma de la aplicaciéon de reciprocidad en la teoria de cam-
pos de clase entre representaciones automorfas que son iguales a la representacién especial
en infinito y representaciones de Galois de dimensién dos que son iguales a la representaciéon
especial en infinito.

3. Laley de reciprocidad de Drinfeld
El siguiente resultado es fundamental para entender la relacién entre 7ty o(m),.

Teorema 6.12 ([8, Teorema 2 §11]). Sea m € I, y sea x # oo un lugar no ramificado de W, corres-
pondiente al par de caracteres {x1, x»}. Entonces, x es un lugar no ramificado para la representacion
o(n), : Gal(K*?/K) — G(Qy). Sea Fr, € Gal(K*¢?/K) una eleccion para el elemento Frobenius en
el lugar x. Entonces, los eigenvalores de o(m).(Fry) son {q}/z)(l(a)x), q}c/z)(z((ax)}, en donde q, es la
cardinalidad del campo residual en el lugar x.

Como consecuencia directa del Teorema 6.12 resulta que si o(7), ~ ()¢, entonces 7t =~ 71t’.
En efecto, para todo lugar x no ramificado para W, y W, los factores locales W, , y W, . son
isomorfos, lo cual implica que 7t ~ 7t gracias a la propiedad fuerte de multiplicidad 1.

Finalmente, enunciemos la ley de reciprocidad de Drinfeld. Para una representacién irredu-
cible 7 de GL,(A), sea wy la accién por escalar definida por 7 restringida al centro de GL,(A).
Usaremos el mapeo de reciprocidad de la teoria de campos de clase ([34]),

Gal(K*¢P/K) — GL,(K)\GL(A),

de modo que para un caracter 1-dimensional x del grupo de clases de ideles, tenemos un
cardcter x de Gal(K**?/K) por composiciéon con el mapeo de reciprocidad.

Teorema 6.13 (Ley de reciprocidad de Drinfeld). La aplicacion I1,, — X, del Teorema 6.11 es
una biyeccion. Para 7t — o (1), se tiene

1. o(m®x)=0o(n)® x~! para x un caracter 1-dimensional.

2. det(o(m)) = wy'(~1) para el caracter central w,,.
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El Teorema 6.13 es un caso particular de la correspondencia de Langlands para GL, sobre
campos de funciones de caracteristica positiva en el caso cuando las representaciones al infi-
nito son especiales. La prueba del teorema recae fuertemente en la utilizacién de funciones-L
(véase [6, §9] y [24, Teorema 12.2] para la sobreyectividad de la aplicaciéon de reciprocidad).

En un trabajo posterior, [9], Drinfeld construyé un sistema de cubrientes étales de M}
y, por lo cual, se puede asociar representaciones de Galois a representaciones automorfas en
donde la componente al infinito es cuspidal. Hacia 1976, Drinfeld introdujo otros objetos de
naturaleza mas geométrica llamadas gavillas elipticas. Probé que esta nocion es equivalente a la
de médulo de Drinfeld y, por lo tanto, las variedades obtenidas coinciden. El afio siguiente, en
[10], este concepto de gavilla eliptica se generaliza para obtener objetos llamados Shtukas en
donde el lugar infinito no juega rol alguno. Usando las Shtukas de rango 2, y sus variedades
modulares asociadas, se asocia cada representacién de Galois ¢-ddica a toda representaciéon
automorfa cuspidal de GL,(A); dando asi, la correspondencia de Langlands para GL,. Laurent
Lafforgue generalizé la correspondencia para GL, [26] y Vincent Lafforgue para cualquier
grupo reductivo [27].
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