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INTRODUCCION

El estudio de curvas algebraicas planas y la topologia de su complemento es el
resultado de una interaccién entre varias ramas de las matematicas. Por un lado
estan los resultados puramente geométricos, que se remontan hasta Newton. Por
otro lado hay resultados topolégicos que son consecuencia del estudio global de
una curva y de su complemento a partir de una fibracién localmente trivial.

Los primeros estudios sistemdticos sobre el complemento de curvas proyectivas
fueron hechos por Zariski [2], [3] y van Kampen [1]. Ambos usaron el asi llamado
«método de las secciones de pinceles», que consiste en tomar la fibracién dada por
un blow up y estudiar tanto las fibras degeneradas como el ntimero de puntos de
interseccién con el infinito. Este método es de hecho muy efectivo para calcular
presentaciones del grupo fundamental del complemento de una curva, el teorema
7.1.1y su correspondiente ejemplo en [25] son una muestra de ello. El presente tra-
bajo usa como herramienta principal una fibracién distinta, la dada por la funcién
polinomial que define la curva.

A lo largo del texto nos enfocaremos en el estudio de un resultado presenta-
do por Viktor Kulikov en [18], que afirma que el subgrupo conmutador del grupo
fundamental del complemento de una curva afin es finitamente generado. Un re-
sultado parcial muy similar se puede deducir como corolario inmediato a partir del
diagrama de sucesiones exactas presentado por Mutsuo Oka en las proposiciones
1y 7 de [7] y [24], respectivamente; dicho diagrama relaciona las fibraciones de
Milnor ([5]) y de Hopf (seccién 2.4). La ventaja del enfoque de Kulikov es que, a
diferencia de Oka, no requiere que la interseccién de la proyectivizacion de la cur-
va con la recta al infinito sea transversa. Una consecuencia inmediata es que, dado
un grupo cualquiera es imposible decidir si dicho grupo corresponde al grupo fn-
damental del complemento de una curva, esto por las observaciones finales hechas
por Gonzélez-Acufia, Gordon y Simon en [26].

Con el objetivo de asentar las bases topoldgicas que permitirdn comprender el
resultado principal, en el primer capitulo se presentan varios resultados importan-
tes sobre homotopia y grupos fundamentales. La primera seccién habla sobre el
conocido teorema de Seifert-van Kampen, enfatizando en un corolario de aparente
simplicidad pero que resulta 1til en multiples demostraciones. La segunda seccién
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presenta las cubrientes ciclicas infinitas, espacios cubrientes determinados por una
accion de «traslaciéon» entre copias del espacio base. La razén de su inclusién en
este trabajo es que, si el primer grupo de homologia del espacio base es isomorfo a
Z, entonces el grupo fundamental de la cubriente ciclica infinita es isomorfo al sub-
grupo conmutador del grupo fundamental del espacio base. Las secciones tercera
y cuarta presentan varias definiciones y resultados sobre fibraciones; destacando
que para una fibracién localmente trivial para la que ademads existe una seccion,
hay una sucesién exacta con la propiedad de escisién y que involucra a los grupos
fundamentales de la fibra, el espacio base y el espacio total.

La seccion final del capitulo 1 enuncia el conocido teorema de clasificacion de
superficies cerradas, compactas y sin frontera; se prueba ademas que el grupo fun-
damental de dichas superficies es finitamente generado.

El segundo capitulo trata sobre curvas algebraicas complejas. Las primeras dos
secciones presentan las definiciones elementales necesarias para el estudio de cur-
vas y se enuncia un teorema bdésico en teoria de interseccion, el teorema de Bézout.
En el caso de curvas proyectivas el teorema de Bézout cuenta el nimero de puntos
de interseccion entre dos de ellas, mientras que en el caso afin s6lo permite obtener
una cota superior para dicho namero.

Las tltimas dos secciones del capitulo estudian la topologia de las curvas, tanto
afines como proyectivas. Primero se estudian los puntos singulares, aquellos donde
la curva no es suave; se demuestra que dichos puntos son finitos. Posteriormente
se estudian las curvas proyectivas como subespacios cerrados, y por lo tanto com-
pactos, de IP;. En la dltima parte se ve que las curvas son ademads cubrientes ra-
mificadas de C, lo que permite asociar a cada curva proyectiva una superficie de
Riemann; i.e. una superficie cerrada, compacta orientable y sin frontera. El capitulo
concluye haciendo notar que las curvas proyectivas son homeomorfas a superficies
compactas cerradas con algunos puntos identificados, lo que implica que una cur-
va afin es homeomorfa a su proyectivizacién menos algunos puntos, por lo que su
grupo fundamental es finitamente generado.

El dltimo capitulo, como es de esperar, contiene los resultados mas importantes.
Se estudia a detalle la fibracién

F:C*—C*

dada por la funcién polinomial (x,y) — f(x,y), donde f es el polinomio que define
una curva C. Para el estudio del complemento de la curva se restringe el estudio de
la fibracién a un subespacio T C C*, construido a partir de discos con centro en los
puntos irregulares de la fibracién unidos por arcos. El objetivo final de esta cons-
truccion es probar que el grupo fundamental de la fibra 71(Y) se mapea por medio
de un epimorfismo sobre el grupo fundamental de una cubriente ciclica infinita de
F~1(T). Asi, se obtiene un epimorfismo entre el grupo fundamental de la fibra, que
es finitamente generado ya que cada fibra es por si misma una curva irreducible,
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sobre el subgrupo conmutador del grupo fundamental del complemento. Se sigue
entonces que el subgrupo conmutador debe ser finitamente generado.
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PRELIMINARES TOPOLOGICOS

En este capitulo se introducen algunos resultados topoldgicos elementales. En la
primera seccién se enuncia el conocido teorema de Seifert-van Kampen y se prueba
un corolario cuya utilidad serd evidente més adelante. La segunda seccién introdu-
ce el concepto de cubriente ciclica infinita, enfatizando su utilidad para determinar
el subgrupo conmutador del grupo fundamental de ciertas variedades. Posterior-
mente se habla sobre fibraciones y se enuncia la sucesion exacta para fibraciones
que relaciona los grupos fundamentales de los espacios involucrados en la fibra-
cién. Finalmente, en la dltima seccién se presenta el teorema de clasificaciéon de
superficies y una discusién sobre el grupo fundamental de las mismas.

A lo largo de este capitulo, a menos que se especifique lo contrario, siempre
que se hable de un espacio topoldgico se asumird que dicho espacio es Hausdorff,
arco-conexo, localmente arco-conexo y semi-localmente simplemente conexo. De
esta forma se evitan posibles casos patolégicos que no aparecen el estudio de com-
plementos de curvas algebraicas.

1.1. El teorema de Seifert-van Kampen

El teorema de Seifert-van Kampen es una conocida herramienta que juega un
rol muy importante a la hora de calcular el grupo fundamental de un espacio to-
polégico a partir de algunos de sus subespacios.

Sea X = U; U U, un espacio topolégico el cudl es la unién de dos subconjuntos
abiertos; sea Ug := U; N U, y asumamos ademads que Ug, U;, Uy son arco-conexos
y no vacios, lo que implica que X es también arco-conexo. Elegimos un punto base
bo € Up yhacemos G := n(X, bg) y Gi := m(Uy, bp), i = {0, 1, 2}. Los homomorfismos
inducidos por las inclusiones forman un diagrama conmutativo.

1



1.1. EL TEOREMA DE SEIFERT-VAN KAMPEN

114
G04l>61

1o« J1x
l j2x l
G, — G
Teorema 1.1 (Seifert-Van Kampen). Los grupos dados por las imdgenes j1.(G1) v j2«(G2)
generan a G. Mds atin, para cualquier grupo arbitrario H y cualesquiera morfismos Py :

G1 — H, P2 : G — H tales que \pq 0 i1, = Py o iy, existe un inico homomorfismo
A : G — H que hace conmutar el siguiente diagrama.

114
Gy —— G

lly . l]l* ™

G, 2>, G

Se pueden encontrar demostraciones de este teorema en [8], [11] y [21].
El siguiente corolario serd muy ttil mdas adelante.

Corolario 1.2. Si el morfismo i1, es un epimorfismo, entonces el morfismo jp, también es
un epimorfismo.

Demostracién. Seay un elemento en G, como i, es un epimorfismo existe un ele-
mento « € Gy tal que v = i1.(«) y dado que el diagrama conmuta tenemos que

j1x 0 Ww (&) = j14 (V) = jox 0 24 () € j24(G2),

asi que j1.(G1) C j2«(Gz). Por tanto j».(G2) genera a G. Ahora bien, como un sub-
grupo propio no puede generar todo el grupo, concluimos que j2.(G2) = G, lo que
prueba el corolario. O

El teorema de Seifert-van Kampen se puede generalizar para la unién arbitraria
de una familia de subespacios.

Lema 1.3. Sea X := UU la unién de una familia de abiertos arco-conexos, cada uno de los
cuales contiene el punto base xg. Si ademds se cumple que la interseccion de cualesquiera dos
abiertos de la coleccién, Uy N Uy, es arco-conexa. Entonces el homomorfismo del producto
libre de los grupos fundamentales de la familia de abiertos en el grupo fundamental del
espacio total,

¢ xam(Ua) = 7(X),

es un epimorfismo.



CAPITULO 1. PRELIMINARES TOPOLOGICOS

Demostracién. Dado un lazo vy : I — X con punto base xg, afirmamos que existe
una particion 0 = sp < --- < sy, = 1 de I tal que la imagen de cada subintervalo
[si—1, si] estd contenida en algtn U.

Como I es un compacto basta una cantidad finita de dichos subintervalos. De-
notamos por U; el abierto que contiene a y([si_1,si]), y sea ;i el camino obteni-
do por la restriccién de vy al subintervalo [si_1,si]. Asi que Yy = y1---yn. Como
la interseccion U; N U;y es arco-conexa por hipétesis, podemos elegir un camino
Bi € Ui NU;i11 que une a cada y(si) con xg. El lazo

(V1B (B1v2B, ) (B2vaBs 1) - (Bm—1Ym)

es homoto6pico a vy y cada factor entre paréntesis estd contenido en un U; (ver Figura
1.1). Esto prueba el lema.

N
. NS U
~ - ~d -

~ -

Figura 1.1: Descomposicion en factores del lazo vy, cada factor en un abierto.

O]

Este lema nos permite probar el siguiente teorema, el cuél es una generalizacién
de un resultado que Fox probé en [4] para complejos simpliciales.

Teorema 1.4. Sea X un espacio topoldgico arco-conexo y sea Y C X un cerrado en X.
Supongamos ademds que existe una familia {Uy}xec de abiertos arco-conexos de X tales
que cada Uy N (X\'Y) es arco-conexo no vacio, que el morfismo inducido por la inclusion
7i(Ua N (X\Y)) = m(Uy) es un epimorfismo para todo o, y que Y C |Joc o U. Entonces
el morfismo de grupos

Lo m(X\Y) = n(X)

inducido por la inclusion, es un epimorfismo.

Demostracién. A partir de la familia de abiertos {Uy} definimos una nueva familia
{V«}donde cada V := U, U (X\ Y). Entonces X = UV y en grupos fundamentales
se da una situacion como la que se ilustra en el siguiente diagrama:



1.2. CUBRIENTE CICLICA INFINITA

X\ Y,un) —2— m(Va, xo)

L

X\ Y, 1) —2 7(Vy,x0) —2s 7(X, x0)

>

con A, 1, ... € Q. Para cada « € Q se toma el punto base uy € Uy, y cada ju :=
g« © lo, donde 1y es el morfismo inducido por la inclusiéon X\ Y — Vg, y g« :
TT(Va, Uo) — T(Va, X0) €s un isomorfismo, xg € X \ Y. Los morfismos k, son los
inducidos por las inclusiones V, — X. Se cumple que:

X\ Y,u,) —2=

I Cada morfismo
joo: m(X\Y) = m(Vy)

es un epimorfismo. Esta es una conclusién inmediata, usando el corolario 1.2
en cada Vo = Uy U (X\Y).

II Siyesunlazoen X conpuntobasexy € X\, entonces existenlazosvyy, ..., ym
contenidos cada uno en un abierto V,, ..., Vy,, distinto, todos con punto ba-
se X, tales que el producto de sus imagenes bajo los correspondientes mapeos
ko« €s homotdpico a y. Esto por la afirmacién del lema 1.3. Pero a su vez pa-
ra cada y1,...,Ym tiene su respectiva preimagen yi,...,Ym en X\ Y. Por lo
tanto cada composicién ky o j« es un epimorfismo.

Consideremos ahora isomorfismos
ho i X\ Y, ue) = (X\Y,xp).
El morfismo de grupos
TX\Y, %) = (X, x0) Vi ke ©Joyy © hi (Vi)

es homotopico al morfismo de grupos inducido por la inclusién X\ Y < X. Lo que
prueba el teorema. O

1.2. Cubriente ciclica infinita

Cuando uno trabaja con espacios cubrientes en ocasiones el espacio base X se
puede ver como el espacio de 6rbitas de una accién de un grupo G en un espacio
topoldgico X.

De manera mds precisa, una accion (derecha) de un grupo G sobre un espacio
topoldgico X es un mapeo Xx G =X, (x,g)—x-gtal que



CAPITULO 1. PRELIMINARES TOPOLOGICOS

I (x-h)-g=x-(g-h)paratodo g h e G, x € X.
II x-e=xparatodox e i, e es la identidad en G.

1 el mapeo x > x - g es un homeomorfismo de X en si mismo para todo g € G.

Si la accién cumple una condicional adicional, que x - g = x implica g = e, se
dice que es una accidn libre. Por otro lado, si para cualesquiera dos puntos x,y € X
existen vecindades Uy y Uy, tales que sélo se puede encontrar una cantidad finita
de elementos g € G con la propiedad de que g(Uy) N Uy # (); entonces la accién se
denomina accion propiamente discontinua.

El punto 111 de la definicién de accién implica que G define un grupo de ho-
meomorfismos en X. Si la accién es libre y propiamente discontinua y definimos
X := X/G como el espacio de orbitas dotado de la topologia cociente, entonces la
proyeccion p : X = X que manda a cada punto en la 6rbita que lo contiene define
un mapeo cubriente (en [19] se puede encontrar un tratamiento més detallado). Lo
anterior motiva la siguiente definicién:

Definicién 1.5. Un G-cubrientep : X — X es un espacio cubriente que proviene
de una accién de un grupo G sobre un espacio X, donde X := X/G es el espacio de
Orbitas.

Ejemplo 1.5.1. El grupo Z actuando sobre R por medio de la traslaciéon (n,r) —
n+r,n € Z, v € R. El mapeo cociente es, de hecho, un mapeo cubriente de R
a S!. Intuitivamente se puede pensar que R est4 enrollado en una espiral sobre la
circunferencia, como se muestra en la figura 1.2

Sl

Figura 1.2: R como espacio cubriente de S!

Para cada cubriente p : X — X el conjunto

Cub(i/X) ={p: X = X| ¢ es un homeomorfismoy po @ =p}



1.2. CUBRIENTE CICLICA INFINITA

se denomina el grupo de transformaciones cubrientes. En otras palabras, el grupo

de transformaciones cubrientes consta del conjunto de homeomorfismos de X en X
que hace conmutar el siguiente diagrama

~

junto con la operacién de composicién.

Si se tiene una G-cubriente p : X — X, cada g € G determina un elemento de
Cub(j(v/X) por medio del homeomorfismo x — x - g para toda x € X. M4s atn,
si X es conexo, éstas son las tinicas transformaciones cubrientes que hay; i.e. G y
Cub(j(v/ X) son isomorfos.

Hay una clase en particular de G-cubrientes que proporcionard, mas adelante,
informacion sobre el subgrupo conmutador del grupo fundamental de una curva
plana.

Considérese una n-variedad conexa y compacta M™, y un epimorfismo ¢ :
1 (M™) — [Fy, donde F; es el grupo libre en un generador t. Podemos identificar
IF; con 7 (S!), y por lo tanto existe un mapeo f : M™ — S! tal que ¢ es el homo-
morfismo inducido por f (una prueba de la existencia de dicho mapeo se puede
encontrar en [21], proposicién 1B.9).

Por otro lado, como Z y [F; son isomorfos, por el ejemplo 1.5.1 podemos ver
que R es una FFj-cubriente de S, con IF; actuando por traslacién. Con estas ideas
en mente tenemos la siguiente definicién:

X

Definicién 1.6. Una cubriente ciclica infinita de M™ se define como cualquier es-
pacio M™ C M™ x R que hace conmutar el siguiente diagrama.

Mr P M

;o
R—— 8!

P

donde iy p son las proyecciones (x,s) — sy (x,s) — x respectivamente, y p’ es la
proyeccién cubriente de R sobre S'.

Noétese que en verdad M™ es un espacio cubriente de M™ y que ademas la
accion de Z sobre R induce una accién de Z sobre M™ dada por t- (x,s) = (x, s+ t).

M™ es de hecho una Z-cubriente de M™ y podemos pensar en esta variedad como
el espacio de 6rbitas
M" =M"/Z.
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Mas atin, si el primer grupo de homologia H;(M™) = Z se tiene el siguiente resul-
tado:

Teorema 1.7. Sea K := [t(M™), t(M™)], el subgrupo conmutador de t(M™). Si H; (M™)
es isomorfo a Z,; entonces

m(M™) = K
Demostracién. El teorema es una consecuencia de las siguientes afirmaciones:
I Como Hi(M™) = Z y H;(M™) es la abelianizacién de t(M™), entonces

i(M™)
K

=Z

11 M™ es una cubriente normal de M™, asf que !

(M™) ~
—— = Cub(M™/M™
) = Cub (MM

IIT1 Por construccion,
Cub(M*/ MM =Z

Por lo tanto
(M™) - (M™) ~ 7

K W(Mn)

Asi que K C 7(M™). Usando el Tercer Teorema de de Isomorfismo obtenemos la

identidad.
(M™)
n(Mn) (L K ) 7z

W) () ()

pero como Z es un grupo hopfiano, i.e. no tiene grupos cociente propios isomorfos
([22, pag. 109]), entonces

71(’7\7171) =K

O]

1Esto es un abuso de notacién. Formalmente en el cociente se debe tomar la imagen de n(M™) bajo
P+, donde p, es el homomorfismo inducido por la proyeccién, pero como p. es inyectiva p (7t(M™))
y (M™) son isomorfos.



1.3. FIBRACIONES

1.3. Fibraciones

Las fibraciones surgen como una generalizacién de los espacios cubrientes para
aislar algunas propiedades importantes de dichos espacios.

Una de las grandes ventajas de las fibraciones en el contexto de este trabajo
es que nos permitirdn obtener resultados topolégicos a partir de las propiedades
algebraicas de una funcién. Més precisamente, las ecuaciones polinomiales que de-
terminan una curva algebraica compleja, definen también una fibracién. Las defi-
niciones presentadas en esta seccién serdn usadas mas adelante para estudiar las
caracteristicas de una curva algebraica y de su complemento.

Definicién 1.8. Sean E y B dos espacios topolégicos. Un mapeo p : E — B se dice
que tiene la propiedad del levantamiento de homotopia respecto a otro espacio X
si, para cualesquiera dos mapeos f:X—E y G:Xx I — Bparalascudlespof =
Goi(dondei: X — X x Ieslainclusiéon x — (x,0)), existe un mapeo continuo

G : X x I — E tal que ambos tridngulos en el siguiente diagrama conmutan.

f

X E
e
i P
XxI -5, B

Aunque esta definicion parece estar estrechamente ligada al espacio X respecto
al cudl se define la homotopia, nos interesa el estudio de los espacios que tienen
esta propiedad independientemente de X.

Definicién 1.9. Un mapeo entre dos espacios topoldgicos, p : E — B, se denomi-
na una fibracién si tiene la propiedad del levantamiento de homotopia respecto a
cualquier espacio X. Si se toma un punto by € B, al espacio F := p~!(by) se le llama
la fibra.

Existe una definicién andloga menos restrictiva conocida como fibracién de Se-
rre, la cual se define como un mapeo que tiene la propiedad de levantamiento de
homotopia respecto a cualquier CW-complejo; dicha propiedad se denota como la
propiedad de levantamiento de Serre. Obviamente una fibracién siempre cumple
las condiciones para ser una fibracién de Serre.

Uno se ve tentado a creer que todas las fibras en una fibracién son homeomor-
fas, sin embargo esto no es cierto en general. La razén por la que uno se puede
referir a la preimagen de un punto como la fibra es porque todas las fibras son ho-
motdpicamente equivalentes, como se muestra en el Teorema 1.13. Asi que si uno
las caracteriza por su grupo fundamental, las fibras son indistinguibles.

A continuacién un tipo particular de fibracion que aparece frecuentemente.
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Definicién 1.10. Una fibracién localmente trivial con fibra F es un mapeo entre dos
espacios topoldgicos, p : E — B para el cual existe una cubierta abierta V de B y un
conjunto de homeomorfismos ¢y : V x F — p~1(V), para todo V € V, tales que

podbv(v,x) =v V(v,x) € VxF.
A los abiertos V de la cubierta 'V, se les llama vecindades coordenadas.

En otras palabras, en una fibraciéon localmente trivial para cada punto hay una
vecindad en la que la preimagen bajo la proyecciéon es homeomorfa al producto
cartesiano de dicha vecindad por la fibra.

En una fibracion localmente trivial todas las fibras son homeomorfas.

Ejemplo 1.10.1. Todo espacio cubriente p : X — X es una fibracién localmente trivial.
La fibra F := p~(x) es un espacio discreto, en cada abierto admisible U se tiene
que p~1(U) ~ F x U. El homeomorfismo estd dado por ¢y : Fx U — p~1(U)
definida por (u,v) — (p‘sy)*l(U). Donde (w,v) € p~}(U),y € Fy Sy es la hoja
sobre U que contiene a y.

Ejemplo 1.10.2. Dados dos espacios topologicos B y F, si hacemos E := B x Fy p es
la proyeccién en el primer miembro (b,x) — b, b € B, Entonces p : E — B es una
fibracién localmente trivial. A esta fibracién se le conoce como fibracion trivial.

En algunos casos existe una funcién inversa derecha de la proyeccién, dicha
funcién es una caracterizacion abstracta de lo que es una gréfica.

Definicién 1.11. Sea p : E — B una fibracién. Una secciénde p es un mapeo s : B —
E tal que p os = 1g. Es decir, p(s(b)) = b, para todo b € B.

La existencia de esta inversa por la derecha implica que p tiene una inversa
homotépica.

Existe otra construccién que involucra fibraciones y que serd muy util mas mds
adelante.

Definicién 1.12. Seanp : E — By q : D — B dos fibraciones. Su producto fibrado o
pullback denotado por E xg D es la tripleta (Z,7,s),donde ZCExD,yr:Z = E,
s : Z — D son dos morfismos tales que el siguiente diagrama conmuta

]

b —

T
E——

W «— ™
<

y, mds adn, que para cualquier otra tripleta (X, f, g) tal que p o f = q o g, existe un
tnico morfismo h que hace conmutar el diagrama siguiente:
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1.4. Topologia de una fibracion

En esta seccion se presentan varios resultados sobre fibraciones que en algunos
casos nos permiten inferir propiedades topolégicas del espacio total a partir del
espacio base y la fibra. Si ademds agregamos algunas condiciones, como el que la
tibracién sea localmente trivial, o que exista una seccién, entonces tendremos una
idea bastante precisa de como es el grupo fundamental de un espacio a partir del
grupo fundamental del otro.

En la seccién anterior se mencioné que en una fibracién todas las fibras son ho-
motdpicamente equivalentes, el siguiente teorema prueba precisamente ese enun-
ciado.

Teorema 1.13. Sea p : E — B una fibracién, y by, by € B, entonces las fibras p~1(bg) y
p 1 (by) tienen el mismo tipo de homotopia.

Demostracién. Para probar este teorema se mostrard que todas las fibras tienen el
mismo tipo de homotopia que un tercer espacio Yy,. Tomemos un punto cualquiera
b € B, definimos

Yo ={(x,v) € ExB'[y(0) =byy(1) =p(x))

donde B! es el conjunto de funciones continuas de I en B. Entonces se tiene el
siguiente diagrama conmutativo.

Y, —— B!

i |a

E——B

En el diagrama, iy j son las proyecciones (x,y) — x y (x,y) — 7y respectivamente,
y d esta dada por y — y(1).

Para cualquier punto x en la fibra Yy, := p~1(b), si se toma yo como el camino
constante en b, se tiene que (x,vo) € Y4, Definimos entonces el mapeo

AYy = Yy x — (x,v0).

10
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Para probar la equivalencia homotépica de Yy, y Yy se debe encontrar la inversa
homotépica de A. B
Considérese el mapeo G : Yy x I — B definido por

(X,'Y,t) = Y(l _t)

G es continua por ser la composicién de funciones continuas. Por definicién de
fibracién, existe un mapeo G : Yo xI - E que hace conmutar el siguiente diagrama.

Y, ———

YbXI?B

y se tiene que

1 G (x,v,0) = 1i(x,v) = x. En particular, para los puntos sobre la fibra, G (x,7v,0)0
)\(X) = idyb (X)

II po é(x,y,l) = vo(x) = b. Al final de la homotopia la imagen de G estd
contenida en la fibra Yy,.

Si definimos @ : Yy — Yy, por (x,v) — G (x,v,1), @ oA es homotdpica a la identidad
en Yp. @ es la inversa homotdpica que estamos buscando. Hemos mostrado que
es una inversa homotdpica por la izquierda, veamos que también es una inversa
homotépica derecha.
Sea
J:BIx1— B! (v,t) —»vy(l—1),

tenemos que

Definimos ahora
H:Vb X I_>Yb (XIYIt) = (é(XIY/t)/J(Y/t)) .
H es continua por ser composicion de funciones continuas, ademads

H(x,v,0) = (G(x,7,0),](v,0))

= (1(X/Y)IY)
= (X/Y)
= 1d7b (X/Y)

11
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Hixv,1) = (G(xv,1),J(v, 1)

= (G(x,v,1),v0)
=Ao@(x,v).

Asi que H es una homotopia de la identidad en Yy, a Ao @, lo que demuestra el
teorema. O

Ahora que sabemos que en todas las fibras de una fibracién los grupos de ho-
motopia son isomorfos, estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema.

Teorema 1.14 (Sucesién exacta de homotopia para una fibracién). Seap : E — B
una fibracién con fibra Y, existe una sucesién exacta

o= m(E) 25 m(B) = m(Y) = m(E) 25 m(B) = mo(Y) — mo(E) 225 mo(B)

Demostracion. Para una demostracion de este teorema consultar [13], teorema 11.48.
O

La existencia de una seccién en una fibracién localmente trivial hace posible
decir cémo es el grupo fundamental del espacio total a partir de los grupos funda-
mentales de la fibra y del espacio base.

Sea p : E — B una fibracién localmente trivial y supongamos que existe una
secciéon s : B — E. Elegimos puntos base bekE y b € B tales que b = s(b).
Denotamos entonces la fibra como Fy, := p~!(b). Si tomamos a b como el punto base
de la fibra Fy,, entonces 71(B, b) acttia sobre TE(Fb,’B) por la derecha de la siguiente
manera.

Dados un lazou : I — B basado en b, y un lazow : I — Fy basado en b=
s(u(0)). Las fibras puntuadas

(P~ (u(t) s(u(t)  tel

forman un espacio trivial sobre I, es decir el espacio formado por las fibras es ho-
meomorfo p~*(u(0)) x I. Podemos deformar el lazo w en un lazo

we T = pu(t)

con punto base s(u(t)) moviéndose continuamente, como se ilustra en la Figura
1.3. Intuitivamente, anclamos el lazo w al punto base E, luego levantamos u en un
lazo u cuyo punto base también es b y movemos a w a lo largo de u hasta regresar
de nuevo a b con un lazo que ahora llamaremos w; y que en general es distinto del
lazo w con el que iniciamos el viaje.

12
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Figura 1.3: Figura ilustrativa de la monodromia

El lazo wq : I — p~1(u(1)) representa precisamente la imagen de w bajo la
accién
@ :7i(Fp) x m(B) — 7(Fyp)

dada por ¢@([w], [u]) = [w;] de la manera antes descrita. Por supuesto que habria
que verificar que @ es en verdad una accién, que esta bien definida para cualquier
par de representantes 1, w y para cualquier deformacién wy : I — p~1(u(t)). Todo
esto es, de de hecho, una consecuencia directa de la propiedad de levantamiento
de homotopia.

A la accién descrita en los pérrafos anteriores se le conoce como la accién de
monodromia sobre el grupo fundamental de la fibra.

Teorema 1.15. Sea p : E — B una fibracién localmente trivial con una seccién s : B — E,
asumamos ademds que tanto E como la fibra son arco-conexos. Sea b un punto en B, y
tomamos

b= s(b), Fp = pfl(b).

Entonces t(E, b) es isomorfo al producto semidirecto 7t(Fy,, b) x 7t(B, b) construido a partir
de la accién de monodromia de 7t(B, b) sobre 7t(Fy, b).

Demostracion. Afirmamos que B es arco-conexo como consecuencia de que E es
arco conexo y existe una seccion. Para ver esto tomemos dos puntos cualesquiera
aj,ap € B, existe un arco y C E que conecta a sus imdgenes s(a;),s(az) € E;
p(y) C B es entonces la imagen continua de un intervalo I que conecta a los puntos
ai, an.

Seai: Fp — E lainclusién, tenemos entonces la sucesién exacta dada por el
Teorema 1.13

By (E, ) 25 (B, b) — 1 (Fy, b) 25 7 (E,b) 2 (B, b) — 1.

13
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Que termina en 1 porque por hipétesis la fibra es conexa, lo que implica que 7o (Fy,, b) =
1. La seccién s induce un homomorfismo

s« :7(B,b) — m(E, b)

tal que
(B, b) 25 m(E, b) 2% my(B, b)

es la identidad, por lo que p. es sobreyectiva. Asi que se tiene la siguiente sucesion
exacta corta:

Sx

%
1 — m(Fp,b) = m(E b) 25 m(B,b) — 1

Por el teorema A.1 del apéndice se tiene que 7t(E, b) es isomorfo al producto semi-
directo 7t(Fy, b) x (B, b) construido a partir de una accién de n(B, b) sobre 7(Fy, b)
dada por

vooo=1 (s (o) ysa (o)) « € 71(B,b), vy € nt(Fp, b).

Como i, es inyectiva, e incluso el punto base es el mismo, podemos identificar a
7(Fyp, b) con su imagen en 7(E, b) para tener una manera maés sucinta de escribir la
accién como

v o= s, (o) yse ()L (1.1)

Asi que para probar el teorema es suficiente mostrar que la accién 1.1 coincide con
la accién de monodromia.

Denotamos por ® la accién de monodromia. Sean « : I — B un lazo que
representa la clase [«] € 7(B,b), vo : I — Fp un lazo que representa la clase
[yol € m(Fg,b ) y Y1 un lazo que representa la clase [yo ® of € T[(Fb,g). Afirma-
mos que el lazo

sw(0)y184(0t0) v (12)
es nulhomotdpico en el espacio total E. Para probar la afirmacién sea
IN:(IxI)—E, (t, 1) = ve(r)

una homotopia entre v y v1. La imagen de cada vy es un lazo en P H«x(t)) con
punto base s(x(t)) (ver Figura 1.4).

El lazo 1.2 es la imagen bajo I'" del lazo frontera 9(I x I), por lo tanto es nulho-
motopico.

14
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=Y

Figura 1.4: Deformacién de lazo por medio de la acciéon de monodromia

s(o)

Yo Y1

____.:<_____
=

En consecuencia

1=s.(0) yisula)yy!
Y1 = s« (a)yos« ().

Y como [y1] = [yo ® «f se sigue que
Yo ® & = s, () yoss () !
O
Los grupos fundamentales de los espacios involucrados en una fibracién son,

ademas, invariantes bajo deformaciones del espacio base.

15
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Teorema 1.16. Sean p : E — B una fibracion y B un retracto fuerte por deformacion de B.
Si denotamos por R la homotopia
R:BxI—B

que deformaa B en B, por p :=p |5 la restriccion correspondiente y E:= ﬁ*qB). Entonces
E y E son homotdpicamente equivalentes.

Demostracion. Como B C B, la restriccion p es de nuevo una fibracion, la fibra es la
misma que en la fibracién original. Se tiene entonces el siguiente diagrama

- —— m(B) —— m(F) —— m (k) —— m(B) —— m(F) —— mo(E)

| lh* 2 | lh* 2

—— m(B) —— m(F) —— m(E) —— m(B) —— m(F) —— mo(E)

donde r, es el homomorfismo inducido por la retracciéon r : B — B dada porb —
R(b,1), h es el homomorfismo identidad y g := G(x,1), x € E con G dada por el
levantamiento.

Entonces

I E es arco conexo. Si se toman dos puntos xg,x; € E, existey : I — E continua
con y(0) = xp y y(1) = x1. La composicién y o g es entonces un camino en E
que une a Xo y X1.

11 7p(E) es trivial, por el inciso anterior. Como 71y (E) también es trivial, entonces
el morfismo inducido g. entre ambos es un isomorfismo.

111 Como las fibras son homotépicamente equivalentes, y la retraccién es a su vez
una equivalencia homotépica, los morfismos 1, y h, son isomorfismos entre
cada uno de los correspondientes 7,,. Esto como consecuencia del Teorema
de Whitehead ([21], Seccién 4.1).

1V Usando el Lema Del Cinco ([21], seccién 1.2), concluimos que 7 (E) = 7, (E)
paran > 1.

Finalmente, por las afirmaciones del segundo y cuarto incisos, asi como por el

Teorema de Whitehead, concluimos que E y E son homotépicamente equivalentes.
O
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1.5. Grupo fundamental de una superficie

Un resultado central en topologia es el teorema de clasificacién de superficies
compactas sin frontera. Una superficie es una 2-variedad conexa. El teorema dice
que todas las superficies constan de una suma conexa de esferas con asas y planos
proyectivos.

Una demostracion rigurosa de este resultado requiere el uso de dos teoremas
elementales que son intuitivamente claros, pero cuya demostracién es muy dificil.

Primero, el teorema de la curva de Jordan, que enuncia que un curva cerrada
simple en un plano parte dicho plano en dos componentes, el interior y el exterior
de la curva. Una demostraciéon se puede encontrar en [10]. Hay una versién un
poco maés fuerte que también resulta ttil para entender el teorema de clasificacién
de superficies, ésta version es conocida como el teorema de Jordan-Schonflies, y
afirma que cualquier homeomorfismo entre dos curvas cerradas simples se puede
extender a todo el plano.

Un segundo teorema importante es el que afirma que toda superficie puede ser
triangulada. Como la superficie es compacta puede ser cubierta por una cantidad
finita de circulos que luego pueden ser deformados en tridngulos, manteniendo los
puntos de interseccion entre ellos como vértices. La dificultad estriba en saber qué
tan complicadas pueden ser las intersecciones. Resulta que siempre se puede en-
contrar una cubierta por circulos suficientemente buena. Una demostracion se puede
encontrar en [17].

Partiendo de las ideas previas a continuacién se exponen las ideas principales
en la demostracion del teorema de clasificacién de superficies.

Teorema 1.17. Toda superficie compacta es homeomorfa a una esfera, o la suma conexa de
toros y planos proyectivos.

Demostracién. Lo que sigue es un bosquejo de la demostraciéon. Un tratamiento mas
detallado se puede encontrar en [9], [14], [17].

I El toro, el plano proyectivo y la esfera se pueden obtener a partir de un
poligono identificando apropiadamente sus caras, esto se ilustra en la figu-
ralb

11 Toda superficie es homeomorfa al espacio cociente de un poligono identifi-
cando apropiadamente sus lados. Para esto se toma la coleccién de tridngu-
los que cubre la superficie y se les asigna una orientacién a sus caras. Los
triangulos se pueden escribir como un conjunto ordenado {Ty, ..., T,,} de tal
suerte que dos tridngulos consecutivos T;, Ti ;1 tienen una cara en comun. Es-
to siempre es posible como consecuencia de la conexidad. Ademds en cada
cara solo se pueden pegar dos tridngulos, de lo contrario los puntos en esa

17
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III

v

cara no tendrian una vecindad homeomorfa a un abierto de IR?. Una vez que
tenemos la coleccion de tridngulos descrita los pegamos usando en cada paso
la arista en comtn, con lo que al final obtenemos un poligono.

El poligono del paso anterior se puede simplificar identificando algunas caras
adyacentes cuyas orientaciones son opuestas. También es posible transformar
el poligono de tal suerte que los vértices son identificados en un sélo punto.

Finalmente, es posible juntar las caras por pares de tal manera que que se ob-
tendrd un conjunto de caras adyacentes iguales y con la misma orientacion;
cada par corresponde a un plano proyectivo. El resto de las caras aparecerdn
en 4-tuplas de 2 elementos alternados y con las orientaciones opuestas. Por
ejemplo, recorriendo la cara en sentido levégiro uno se encontrara con 4 ca-
ras consecutivas aba~!'b~!, donde el exponente negativo denota que la cara
estd orientada en el sentido opuesto. Cada uno de estos conjuntos de 4 caras
representa un toro.

O]

En particular, si la superficie es orientable entonces queda caracterizada com-
pletamente por el nimero de toros que aparecen como sumandos, dicho nimero
se conoce como género. La esfera es de género 0.

Corolario 1.18. Una superficie orientable S de género g se puede construir a partir de un
poligono con 4g lados identificados por pares. A cada superficie se le puede asignar una
palabra donde cada letra representa un lado y su exponente correspondiente representa la
orientacion.

Ejemplo 1.18.1. En la figura 1.6 se muestra un poligono y la superficie que se obtiene
a partir de él.

18
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Figura 1.5: Toro, esfera y proyectivo obtenidos a partir de un poligono
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(a) octdgono con caras orienta-
das (b) cuerpo con dos asas

Figura 1.6: Superficie a partir de un 4g-dgono

Concluimos la seccién con un teorema que clasifica completamente los grupos
fundamentales de una superficie cerrada.

Teorema 1.19. Sea S una superficie cerrada orientable de género g. Si denotamos por ai, by
cada pareja de lados adyacentes que forman un toro y hacemos [a;, bi] := aba~'b~! en-

tonces g
n(S) = <a1/b1/-~-/ag/bg| H[ai/bi] = 1>-
i=1

En particular, m(S) es finitamente generado.

Demostracion. Consideremos la cuiia de 2g circulos
2g
Vst
i=1

etiquetando cada S; como ay, ay,...,ag,by,..., by. Nétese que este espacio es ho-
meomorfo a la frontera del 4g-dgono correspondiente a la superficie S, dicha fron-
tera se puede escribir como
g
a1b1af1bf1 e (1gbgaglbg1 = H[ai,bi].
i=1
Ahora bien, si agregamos la 2-celda que forma el interior del poligono entonces la
frontera es nulhomotépica, lo que nos da precisamente la relacién que debe cumplir

el grupo.
g
T[(S) = <a1/b1/”~/ag/bg | H[ai/bi] = 1> .
i=1

19
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O

Por ejemplo, el grupo fundamental de la superficie de género dos presentada
en 1.18.1es
(a1,b1, a2, b2 [ [ag, billaz, bl = 1).
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CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS

2.1. Resultados basicos sobre curvas

El estudio de curvas planas tiene una larga historia. En un principio el interés
se centraba en las curvas maés sencillas, el circulo y la recta, y era motivado por
una utilidad inmediata de dichas curvas. Conforme se avanzé en la comprension
de estos espacios se encontraron curvas con una estructura geométrica mucho mas
rica: las ctibicas con ctspides, las ctibicas nodales, hipocicloides, cardioides, ovoi-
des y muchas mas. El siguiente paso fue el estudio de las curvas en el marco de los
ndmeros complejos.

La generalizaciéon de una curva sobre los ntimeros complejos diversifica los ob-
jetos de estudio y permite una clasificacién més precisa.

Empezamos entonces el estudio de curvas con la definiciéon de las mismas.

Definicién 2.1. Un subconjunto C C C? se dice que es una curva algebraica afinsi
existe un polinomio f € C[x,y] cuyo grado degf > 1y

C={(xy) €C*: f(x,y) =0}
Asi, una curva algebraica afin es el conjunto de ceros de un polinomio con co-

eficientes complejos en dos variables.

Ejemplo 2.1.1. En la imagen 2.1 se puede ver una grafica de los ceros (reales) de la
curva x® +x? —y?, que tiene un punto doble en el origen.

Observacién 2.2. El polinomio de grado minimo que define una curva es tnico. Si
una curva esta definida por f, cualquier multiplo escalar Af y cualquier potencia
positiva f* definen la misma curva.

Si denotamos por V(f) al conjunto de ceros de un polinomio f € C[x, y] se tiene
el siguiente resultado
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Teorema 2.3 (Lema de Study). Sean f,g € Clx,yl, si f es irreducible de grado > 1y
V(f) C V(g) entonces f es un divisor de g.

Este es un precursor del famoso teorema de los ceros de Hilbert (Hilbert Nulls-
tellensatz) para el caso de curvas. Se puede encontrar una demostracion del Lema
de Study en [20, pag. 17], como parte de la demostracion se muestra que una curva
algebraica tiene un niimero infinito de puntos.

Una consecuencia importante del Lema de Study es que cualquier curva se pue-
de descomponer, de forma tnica salvo unidades, en un producto

f=f (2.1)
Cada uno de los factores se dice que es una componentey se cumple que
V(f) =V(f1)U---UV(fi).

Siempre que una curva C se puede escribir como la unién de dos curvas dis-
tintas C = C; U C; se dice que C es una curva reducible. En el caso opuesto, i.e. si
C = C; U Cy implica que C; = Cy, se dice que C es una curva irreducible.

Cualquier curva algebraica C admite una representaciéon de la forma

C=CU...uUGC;

donde cada C; es una curva irreducible. Esta representacion es tinica salvo el orden
en que aparece cada C;. Dichas C; se llaman componentes irreducibles de C.
Por la observacion 2.2, si una curva estd dada por

f=fi..
y existe g € C[x, y] que define la misma curva, i.e. V(f) = V(g), entonces

g =Mf} - Apfir

Figura 2.1: Gréfica de x3 + x* —y?.
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conA; € Cyiy,..., iy € N. Llamamos a f = f; --- f,. el polinomio minimal de la
curva.

Cuando la curva no estd dada por un polinomio minimal, como en la expresién
2.1, se puede pensar cada exponente k; como la multiplicidad de la componente
Ci := V(fi). En general, una combinacién formal

kiC1+---+¢rCy

donde cada C; es irreducible y r € Z se le llama divisor; si cada k; > 0 se dice que
es un divisor efectivo.

Definicién 2.4. Sea C := V(f) una curva dada por un polinomio minimal f, se
define el grado de la curva C como

deg C :=degf,
el grado del polinomio.

En muchas ocasiones es mucho mas conveniente estudiar las curvas en el plano
proyectivo, ya que dicho espacio tiene propiedades mds agradables, como el ser
compacto. Las curvas proyectivas se pueden obtener de las curvas afines comple-
tando la curva con sus puntos al infinito.

Definicién 2.5. Un subconjunto del plano proyectivo complejo, C C IP,, se dice que
es una curva algebraica proyectivasi existe un polinomio homogéneo F € C[X, Y, Z]
de grado > 1 tal que

C={IX,Y,Z] €P, : F([X,Y,Z]) =0}

Siempre es posible definir una curva proyectiva a partir de una curva afin. Sea
C una curva afin de grado n dada por f(x, y), entonces la curva C C P2 dada por

1
F(x,y,z) := Z—nf(xz,yz)

es la proyectivizacién u homogeneizacion de f.
Ejemplo 2.5.1. La proyectivizacion de la curva afin x* + x> —y? que aparece en 2.1.1
es la curva dada por el polinomio homogéneo de grado 3.

X3+ X272 —Y?Z.

Los resultados y observaciones sobre las ecuaciones, reducibilidad y descom-
posicién en componentes son también vélidas para curvas proyectivas. Mds atn,
dada una curva afin definida por f, cuya homogeneizacién es F, se cumple que f es
irreducible si y sélo si F también lo es.
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2.2. El teorema de Bézout

Un teorema cuantitativo particularmente ttil es el teorema de Bézout, que cuen-
ta los puntos de interseccién entre dos curvas.

El caso maés sencillo es la interseccion entre una recta proyectiva L y una cur-
va proyectiva C = V/(F). Supongamos que los puntos al infinito son de la forma
(X,Y,0). Podemos ademds suponer, con un cambio de coordenadas adecuado, que
la ecuacion de la recta es X = 0. Entonces los puntos de interseccién entre C y L
corresponden a los ceros del polinomio G(Tp, T1) := F(0, T, Ty). Si expandimos F en
términos de X tenemos

FIX,Y,Z) =FoX"+F X" 1+ . +F,

donde los F; € C[Y, Z] son homogéneos y degF; = isi F; # 0. Evaluando F en
X = 0 se sigue que G = Fy. Si F,, = 0 entonces F es divisible por X, i.e. L C C.
Si no entonces deg G = n. Finalmente, podemos usar el Teorema Fundamental
del Algebra en su versiéon homogénea ([23, Teorema A.4]) y decir que existe una
factorizacion

G=(b1To— )" - (b To — amTy)*"

con (a; : bi) € P, 1 < i < m, puntos distintos determinados de forma tinica, y cada
ki un entero positivo. Mds atin, cada k; depende tinicamente de C y L y no de las
coordenadas elegidas. Con esta notacién, los puntos de interseccién entre C y L son

{pi:=(0:ai:by)}
y se define la multiplicidad de la intersecciéon como
mult, (CNL) = k;.
Ademas, como ki + - - - + kyy = 1 se tiene el siguiente lema.

Lema 2.6. Sea C C IP? una curva algebraica plana y L un recta que no estd contenida es
C. El niimero de puntos de interseccion entre L y C, contando multiplicidades, es igual a
n :=degC.

En la discusién que derivé en este lema la homogeneidad juega un papel im-
portante, en el caso afin s6lo podemos dar una cota para el nimero de puntos de
interseccién, en vez de un ntimero exacto.

El lema se puede generalizar para contar los puntos de interseccién entre dos
curvas proyectivas C; y Cy. Para ello se requiere la resultante, un polinomio defi-
nido como el determinante de una matriz que involucra a ambas curvas y cuyos
ceros coinciden con los puntos de intersecciéon. La multiplicidad de cada punto de
interseccién se define luego como la multiplicidad del cero correspondiente en la
resultante. Una demostracion rigurosa del siguiente teorema escapa del objetivo de
este trabajo, pero se puede encontrar en [12], [16], [20].
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CAPITULO 2. CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS

Teorema 2.7 (teorema de Bézout). Para dos curvas algebraicas proyectivas Cq, Co que
no tienen componentes en comiin, se cumple que

Z mult, (C; N Cy) = deg Cq - deg C,
peCiNC,

Asi pues, dos curvas proyectivas de grados n y m se intersectan en nm puntos,
contando multiplicidades.

2.3. Singularidades

El teorema de Bézout expuesto en la seccién anterior es un resultado sobre la
estructura global de una curva, ahora estudiaremos la estructura local de la misma.

Sea C C C? una curva algebraica afin dada por un polinomio minimal f €
Clx, yl. Se dice que C es suave en un punto p si

0 0
grad, = (5101, 51 (p)) # (0,0

En caso de que el punto no sea suave se dice que es un punto singular. Al conjunto
Sing C :={p € C : C essingular en p}

se le denomina conjunto singular

En el ejemplo 2.1.1 al inicio de este capitulo, la curva p(x,y) = x3 4+ x2 — yz,
tiene un punto singular en el origen, por lo que para ese caso Singp = {0}.

Otra forma de pensar en el conjunto singular de una curva es como el conjunto
de puntos de interseccion de dicha curva y las curvas definidas por sus derivadas
parciales. Teniendo en cuenta el Teorema de Bézout, es de esperarse que se cumpla
el siguiente resultado.

Teorema 2.8. Sea C C C? una curva algebraica, Sing C es finito.

Demostraciéon. Supongamos que C estd dada por el polinomio minimal f, sean
of of
Ci=V | C=V|—|.
1 < 6x> re < oy )

SingC=CnNnC NG

Entonces

Dado que una linea es suave en todos sus puntos, podemos asumir que deg f >
2,lo que implica que al menos una de sus derivadas parciales es de grado mayor o
igual que uno.
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Supongamos, sin perdida de generalidad, que deg % > 1. Entonces Sing C C
C N Cy. Asi que es suficiente mostrar que Sing C N C; es finito. Esto es una conse-
cuencia inmediata del Teorema 2.7 si logramos probar que C; y C no tienen com-
ponentes en comun.

Para ver que la afirmacién es cierta por contradiccién, supongamos que f y %
tienen un factor primo en comun g. Entonces

f=g-h
por lo tanto
of
&:th
29, ok
~Mox 9%

De la parte derecha de la segunda igualdad se sigue que g debe ser un divisor de
h%g, asi que si h%% # 0 entonces g es un divisor de h. Esto implica que g* es un
divisor de f, lo que contradice nuestra suposicién de que f es minimal.

Por otro lado, si h%% = 0. Esto implica que %% = 0, por lo que g debe ser lineal
de la forma y — a. Sin embargo esto contradice el hecho de que siempre es posible
elegir un cambio de coordenadas adecuado de tal forma que C no contenga lineas

paralelas a los ejes. O

Uno incluso puede dar una cota para el nimero de singularidades, a saber,
n(n —1). Esta cota se puede disminuir atin mds con un poco de trabajo. En el caso
de una curva proyectiva C C IP? el niimero maximo de singularidades es

1
E(n—l)(n—Z).

Sorprendentemente esto arroja informacién sobre la topologia de algunas curvas.
Por ejemplo, una consecuencia de la férmula anterior es que las curvas cuadréticas
no tienen puntos singulares, mientras que en el caso de las ctibicas queda restringi-
do el tipo de singularidad que se puede tener.

2.4. Topologia de una curva algebraica

Desde el punto de vista topolégico, una curva es una 2-variedad cerrada sin
frontera, con algunos puntos identificados. En la presente seccion se explican las
ideas generales que permiten entender por qué.

El espacio proyectivo complejo de dimension n, denotado por P, se construye
como un espacio cociente de C"*1\ {0}, identificando todos los puntos de una mis-
ma recta compleja que pasan por el origen. De forma mads precisa, definimos una
relacién de equivalencia ~ en C™*! por
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a~bsidA e C\{0} : a =Ab,

y hacemos P;, = C™ 1\ {0}/ ~. La funcién cociente est4 dada por la proyeccién
M:C™""IN\{0} > Pn  (x0,...,%n) — [X0, ..., Xnl.

Otra forma de definir el espacio proyectivo complejo de dimensién n es a través
de la fibracién de Hopf. Tomemos el grupo multiplicativo

Sl:=(AeC: =1
y definimos una accién ¢ de S! sobre la esfera S 1 ¢ C™*! por
(zo, .. ,zn) — (Azg,...,Azn),

luego dotamos al espacio de 6rbitas $>™*1/S! con la topologia cociente. El espacio
obtenido de esta manera es difeomorfo a IP,,. La proyecciéon

h: SZTL+1 N SZTL+1/81

es una fibracion localmente trivial con fibra S!. El caso n = 1 es especial porque la
fibracién que resulta, de la 3-esfera sobre la 2-esfera cuya fibra es la 1-esfera, puede
ser visualizada en R3, como se ilustra en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Proyeccién en IR® de algunas fibras de la fibracién de Hopf.

Una consecuencia inmediata de la construccion del proyectivo a partir de una
2n + 1-esfera es la siguiente:

Observacion 2.9. El plano proyectivo complejo Py, es un espacio Hausdorff, conexo
y compacto.
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Pensemos ahora en una curva proyectiva C dada por un polinomio homogéneo

C:={lxvy,zl €P; : f([x,y,z]) =0}
Esta corresponde a la imagen bajo la proyeccién IT del espacio
C:={(xy,z) €C’: f(x,y,z) =0},

que por ser la preimagen del cerrado {0} bajo la funcién polinomial continua F :
C3 — C dada por F(x,y,z) = f(x,y,z), esasuvez cerrado en C3.Maés aun, TT es una
funcion cociente por lo que C = TT(C) debe ser cerrada.

Tenemos entonces un subespacio cerrado C contenido en el compacto IP,, 1o que
deriva en la siguiente observacioén.

Observacion 2.10. Las curvas proyectivas son subespacios compactos de IP5.

Para investigar més a fondo las caracteristicas topoldgicas de una curva alge-
braica conviene ahora pensarla como un espacio «casi» cubriente de I’;, donde un
conjunto finito de puntos no tienen vecindades cubiertas parejamente.

En el Ejemplo 2.1.1, si se toma una vecindad pequefia al rededor del origen y
se proyecta la gréfica de x® +x? —y? sobre el eje x se obtiene un mapeo cubriente
de dos hojas, excepto en el puntos singular, donde las dos hojas se intersectan.
De hecho localmente la gréfica se de ve como dos funciones, dos ramas, que se
intersectan en el origen (ver Figura 2.3).

Figura 2.3: Cerca del punto singular, la grafica se comporta como la interseccién de
dos ramas.

Si uno decide ser menos restrictivo y permite que la funcién sea localmente
descrita por funciones analiticas en vez de polinomios, se puede obtener una para-
metrizacion de cada rama.

En general, sea C una curva irreducible definida por un polinomio p € C[x,y] y
supongamos, sin pérdida de generalidad, que la curva tiene un punto singular en
el origen. Tomamos un disco abierto U € C de radio $ suficientemente pequefio,
denotamos por C a la parte de la la curva que esté «sobre» U,

C={(x,y)eUxC: f(x,y) =0

Entonces se cumple el siguiente teorema.
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Teorema 2.11 (Teorema de Puiseux). Existe una serie ¢ € C(t) que converge en una
vecindad del origen

1
Vi:{t€C1|t|<6k}

y se cumple que
I p(tk,(p(t)) =0, YtevVv.
md:V—C, te (t% ¢(t)) es biyectiva.

A esta forma de describir la curva localmente se le conoce como Parametrizacién de
Puiseux

Una demostracion detallada de este teorema se puede encontrar en [20, Capitu-
lo 7].

Denotamos por C*, U*, V* a los conjuntos correspondientes sin el origen o la
preimagen del mismo, andlogamente se usara un superindice * para denotar las
restricciéon de una funcién a cualquiera de dichos conjuntos. Una consecuencia del
Teorema de Puiseux es que U* esta cubierto parejamente por V*, que se «enrolla»
encima k veces. El caso k = 3 y 0 = 1 se ilustra en la figura 2.4, donde fi, : V — U
estd dada por t — t* y p : U x C estd dada por (x,y) — x.

A% u
i
Figura 2.4: Ilustracién del teorema de Puiseux

sz * : * *
La proyeccién p* es un mapeo cubriente que conmuta con lo mapeos ®* y fy
de acuerdo al siguiente diagrama:
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& @ C*

PN

u*

Ademas, ® es una extension analitica de ®* que se obtiene haciendo ®(0,0) :=
(0,0), por lo que C es conexa. A un espacio este tipo, cuasi cubriente salvo por
algunos puntos, se les conoce como cubriente ramificada.

Estamos ahora en condiciones de enunciar un teorema especialmente relevante
que conecta variedades algebraicas con variedades Riemannianas.

Teorema 2.12. Para toda curva algebraica irreducible C C 1Py, existe una superficie de
Riemann compacta S y un mapeo holomorfo

@:S—C
tal que la siguiente restriccién es biholomorfa
(p‘g : g — 6

Con C:=C \ Sing C, la parte suave de C, y S:= @*1(6) CS.
Dicha superficie estd determinada de forma tinica salvo biholomorfismo, a S se le llama
la resolucién de singularidadesde C.

Demostracion. Para cada puntop € C, por el Teorema de la Funcién Implicita, exis-
ten abiertos V, C Cy W, C IP; con p € W,,, y un biholomorfismo

Yy Vp, = CNW, c C.

Lo que nos da casi todos los «parches» para construir la variedad que buscamos,
faltan aquellos que contienen singularidades.
Para los puntos singulares q; € Sing C tomamos vecindades disjuntas

{(Wq, 1 qi € Wq, y Wq, N Wq, =0sii#j}
y, para un punto q € Sing C
CNWq=Cq1U...UCqx
donde los Cg ; son representantes de las ramas de C en q. En particular
CqrNCqs ={q}sit #s.

Mas atn, se elige W, suficientemente pequefio, de tal suerte que para cada r existe
una parametrizacion de Puiseux

ﬂr’,r:V,r—>C,r
q q q
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donde V,» C C es abierto. Ahora tomamos la unién disjunta de todos los subcon-
juntos abiertos obtenidos tanto para puntos suaves como singulares.

M:=[JV,u [J (Vg1U---Uvgr)
peC qeSing C
Los mapeos Vp, g r forman a su vez un mapeo holomorfo

¥: M — C.

Ahora hay que pegar correctamente las cartas de la variedad. Parap € Cy q €
Sing C definimos la relacién ~.

= veV,yv' €V, sonequivalentes si

V() =y (v') € C.
= veV,yv' € Cq,rsonequivalentes si
$(v) =g, (v') € C.

No hay parches que se traslapen entre conjuntos distintos Vq,r y Vq,s. Denotamos
por S el espacio cociente M/ ~. El mapeo 1 induce naturalmente un mapeo

@:S— C.
Ahora hay que mostrar que precisamente S es la variedad requerida en el teorema.
I (p} X S—Ces biyectiva por construccion.
II S es Hausdorff.

III S es compacto. Podria parecer una consecuencia inmediata de la observacién
2.10, pero hay un problema, en general si se tiene un abierto U cuya imagen
¢@(U) contiene puntos singulares, la imagen no es necesariamente un abierto
porque las cartas al rededor de esos puntos estdn definidas a partir de ciertas
intersecciones.

Sea

s=JW

iel

una cubierta abierta de S. Sea
A= (pfl(Sing C).
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Por el Teorema 2.8 A es finito, y por lo tanto es compacto. Definimos

:={iel: UiNA #0}
I :=I\ I

Como A C UjeT,U; existe un subconjunto finito de indices Jo C Iy tal que

cubre a A. @(U) es abierto. Definimos U:=U; \A,ieT1:0\]Jo, loquenosda
una cubierta abierta de C.

eWu (J eU)u | eus) (22)

iGIO\JO 1611

y como C es un compacto existe una subcubierta finita de 2.2 cuya preimagen
cubre a su vez es una subcubierta finita de S. Por lo tanto S es una variedad
compacta.

IV S es conexa. La demostracién rigurosa de este inciso se puede encontrar en
[20, Capitulo 9]. Para la prueba se asume que la curva es disconexa, luego se
muestra que esto implica la existencia de un factor de grado positivo, lo que
contradice la irreducibilidad de la curva.

O]

En la demostracion del teorema anterior la idea principal para obtener la super-
ficie de Riemann asociada a la curva proyectiva es «separar» los puntos de rami-
ficacion, el resto de la superficie se obtiene a partir de un biholomorfismo entre la
superficie y la curva. Asi pues, una consecuencia del teorema es el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.13. Toda curva proyectiva es homeomorfa a una superficie cerrada, compacta
y sin frontera, con una cantidad finita de puntos identificados.

En el Teorema 1.19 se prob6 que el grupo fundamental de una superficie es fini-
tamente generado, es natural preguntarse si ésto también es cierto para la superficie
con puntos un nimero finito de puntos identificados. La respuesta es afirmativa,
por cada par de puntos identificados se obtiene un nuevo generador.

Para ver que esto es cierto supongamos que se tiene una variedad conexa cerra-
da M, como en la Figura 2.5a en la cudl vamos a identificar dos puntos pg y p1. La
Figura 2.5b con los puntos identificados en un tinico punto p, denotamos este nue-
vo espacio por M. Ahora bien, como un punto es homotépicamente equivalente a
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Po ,
1 ‘
p p ‘
(a) puntos a identificar (b) puntos identificados (c) sustitucién de p por el

segmento 1y

Figura 2.5: Un espacio conexo con dos puntos identificados es topolégicamente
equivalente al mismo espacio con un segmento «pegado».

un segmento, podemos «reemplazar» p por l; y el nuevo espacio es homotopica-
mente equivalente a M. Mds atin, como M es conexa podemos encontrar un arco
lo, C M que conecta los puntos finales de 1;. Sean 1 := 1; Uly y D := 7(1,), por el
Teorema de Seifert-van Kampen tenemos

(M) = t(M) *p 7t(1).
Donde *p denota el producto amalgamado (ver [22, Seccién 4.2]). Si
TE(M) = {Xll e Xny R}

donde {x1, ..., xn} es el conjunto de generadores y R el conjunto de relaciones; como
7t(1) es libre en un generador t y 1, es simplemente conexo se tiene que

(M) ={xq,... xn,t; R}
Durante la mayor parte de esta secciéon se han estudiado las propiedades to-
polégicas de las curvas proyectivas, sin embargo, el objetivo era justificar el siguien-
te resultado:

Teorema 2.14. El grupo fundamental de una curva afin es finitamente generado.

Demostracién. Se justificé en los parrafos previos que el grupo fundamental de una
curva proyectiva es finitamente generado. Por otro lado, toda curva afin puede pro-
yectivizarse agregando una cantidad finita de puntos al infinito. Topolégicamente
la curva afin es homeomorfa a su correspondiente proyectivizaciéon removiendo los
puntos de interseccién con la recta al infinito, que por el Teorema de Bézout (2.7)
son finitos. Esto implica que el grupo fundamental tendrd, a lo mds, un niimero
finito de generadores adicionales respecto al grupo fundamental de la curva pro-
yectiva. O
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TOPOLOGIA DEL COMPLEMENTO DE UNA
CURVA

Este capitulo contiene las ideas principales del presente trabajo, se estudia la
topologia del complemento de la curva por medio de la fibracién dada por una
funcién polinomial. El estudio desde esta perspectiva permite utilizar resultados
conocidos sobre fibraciones y sobre la topologia de una curva.

3.1. Fibracién dada por una funcién polinomial

En esta seccion se estudia la fibracién dada por un polinomio complejo p(x, y) :
C? — C, mostrando al final que el morfismo inducido entre los grupos fundamen-
tales de la fibra y una vecindad al rededor de un punto del conjunto de bifurcacién
es un epimorfismo.

Si se tiene una curva afin irreducible de grado d dada por un polinomio p(x,y) €
C[x,yl, el polinomio p(x,y) define un morfismo F : C2 — C por (x,y) — p(x,y).

Definicién 3.1. Sea z € C un punto cualquiera. Decimos que z es un punto regu-
lar de F si existe una vecindad U C C de z tal que F restringida a F~1(U) es una
fibracién localmente trivial, a la preimagen F~!(z) de cualquier punto regular se le
llama fibra genérica. Si un punto wy € C no es regular diremos que es un punto irre-
gulary ala preimagen F~1(wjy) de un punto irregular la llamamos fibra degenerada.
Al conjunto de puntos irregulares de una fibracién lo llamaremos conjunto de bi-
furcaciény lo denotamos por Bif F.

Por Thom [6] sabemos que F tiene una cantidad finita de puntos irregulares
BifF:={z1,...,zn}

Es importante notar que los puntos irregulares no s6lo comprenden los puntos
singulares de la funcién. Como la funcién polinomial no es propia, lo que impide
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usar el criterio de Ehresmann para clasificar completamente las fibras degeneradas,
puede haber puntos adicionales cuyas fibras no se comportan bien en el infinito.

Ejemplo 3.1.1. El polinomio
h:C>—=C (x,y) — X2y —x

no tiene puntos singulares, sin embargo la fibra sobre el 0 tiene una componente
adicional y es topolégicamente distinta a las demds. Esto incluso se puede ver en la

grafica real correspondiente a las fibras (imagen 3.1). Asi que en este caso se tiene
que Bifh ={0}.

128 4 0 4 8J2
;/_// B ‘;;b
=i 74/,
\_4 -8

—8 | —12

—12 \

Figura 3.1: Fibras de x>y —x

Observacion 3.2. A lo largo de este capitulo se asumira que para todo morfismo po-
linomial F : C?> — C inducido por el polinomio que define una curva determinada
C, la fibra Y := F~1(z) sobre cualquier punto regular z es conexa.

Denotamos por C* := C \ {0} el plano complejo sin el origen, y por X := F~1(C*),
el complemento de la curva en C2. Tomando la restricciéon

F: X\ F'(Bif F) — C* \ BifF,

la hipétesis enunciada en la observacién 3.2 implica que las fibras son irreducibles.

Un resultado importante sobre la homologia del complemento de una curva irre-
ducible es el siguiente:

Teorema 3.3. Sea C una curva irreducible y sea X su complemento en C2. Entonces
H;(X) = Z.

Demostracién. Una demostracion que usa dualidad de Lefschetz se puede encontrar
en [15, Capitulo 4, Teorema 1.3]. O
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Para cualquier punto w € C su fibra correspondiente F~!(w) se puede pensar
como la curva definida por el polinomio p(x,y) := p(x,y) —w; o equivalentemente,
como la fibra sobre el 0 de la fibracion F definida por p(x,y) = z. Més atn, para
cualquier punto z € C se cumple que

Flz) =F Hz+w).

Consideremos ahora un punto irregular zg € Bif F y tomemos un disco D con
centro en zg y de radio r suficientemente pequefio de tal suerte que D no contiene
otros puntos de bifurcacién ademads de zy. Sean D* := D \ {zo}, D = F (D) y
D* := F1(D*). Estudiaremos las propiedades locales de la fibracién F al rededor
del punto de bifurcacién zy. De forma mds precisa, si tomamos

F:D—D
denotando por Y a la fibra y por Yy a la fibra degenerada se cumple el siguiente

Lema 3.4. Sea Yo = k1C1 +... 4+ km C, la fibra degenerada expresada como suma de sus
componentes irreducible. Entonces MCD{ky, ..., km} = 1.

Demostracién. Seanp(x,y) :==p(x,y)—zoy F la fibracién correspondiente. Entonces
m
pixy) =] [p(xy)
i=1

donde pi(x,y) es el polinomio irreducible correspondiente a la curva C;. Para pro-
bar el lema por contradiccién supongamos que k := MCD{ky, ...,k } > 1, ésto im-
plica que p se puede escribir de la siguiente manera

|

Pl y) = [Hp k (X,y)] :
i=1

Asi que para cualquier punto z # 0, su fibra correspondiente F1 (z) eslaunién de k
curvas, cada una dada por una raiz k-ésima de z. Se sigue que la fibra y las curvas
definidas por sus derivadas parciales coinciden en al menos una componente, lo
que contradice nuestra eleccién de u. O

Nos enfocaremos ahora en el estudio de los grupos fundamentales de la fibra-
cién F restringida a D. La fibracién localmente trivial F : D* — D* implica el si-

guiente diagrama conmutativo
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Donde el renglén superior es una sucesioén exacta corta. Ademads, t(D*) = Z por

lo que podemos tomar un generador t de Z y un elemento [y] € ©(D*) tal que

F.([y]) = t para definir un homomorfismo s : 7(D*) — 7(D*) por t™ — [y]™. Por
lo tanto, por el Teorema 1.15, se tiene que

m(D*) = n(Y) x m(D*).
Ademas se cumple el siguiente resultado.

Lema 3.5. El morfismo de grupos

i, : (D) = n(D),
inducido por la inclusion, es un epimorfismo.

Demostracion. Para la demostracion se usard el teorema 1.4, asi que hay que verifi-
car que se cumplen las condiciones de dicho enunciado.

Como se menciond en la seccién anterior, la curva Y es la preimagen de un
cerrado bajo una aplicacién continua F, asi que a su ves Y es un subconjunto cerrado
de D.

Se construird ahora una cubierta abierta de Y, donde los abiertos que cubren a la
tibra degenerada son simplemente conexos. Sean wy, ..., Wy los puntos singulares
de la fibra degenerada Y, tomemos n bolas abiertas By C D cada una con centro
en wy, k = 1,...,n y radio suficientemente pequefio. Consideremos ademads una
coleccién de bolas abiertas {U }oec 0, contenidas en D que cubrena Y \{wy,...,wn}.
Tenemos que:

1YCUBrulUg.

11 B N'D* es arco-conexo para toda k. Esto porque, de acuerdo con resultados
de [5] y [15, pag. 23], todo Uy NY es isomorfo a un cono C(L), donde L es un
nudo o un enlace. Por lo tanto su complemento en cada bola es homeomorfo
a (S3\ L) x (0,1), que por ser un producto de espacios conexos es conexo.

11 U, ND* es arco-conexo para toda « € Q). En este caso cada interseccién es ho-
meomorfa al espacio producto B3 x S!, donde B es la bola abierta de dimen-
sién 3. De nuevo por ser un producto de espacios arco-conexos la interseccién
es de nuevo un espacio arco-conexo.
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Se cumplen entonces las condiciones del teorema 1.4. La conclusién es inmediata.
O

Tenemos finalmente el siguiente teorema en relacién con el morfismo de grupos
inducido por la inclusién de la fibra en la preimagen del disco Y < D.

Teorema 3.6. Tomemos zy € Bif F, D, D y Y como antes; entonces el homomorfismo

1y : (YY) = n(D)

inducido por la inclusion de la fibra en el espacio total, es un epimorfismo.
Demostracién. Sabemos que 71(]5*) =mn(Y) xn(D*) yn(D*) = Z. Elegimos un gene-
rador t € Z, entonces 7(D*) es generado por los elementos de 7t(Y) y un elemento
[v] el cudl cumple que F.([y]) = t. Afirmamos que i.([y]) = 17[(6).
Para probar esta afirmacién mostraremos que si se toma un elemento [y] €
n(D*) cuya imagen es un generador de Z entonces y es nulhomotépico en D.
Sea Yy = k1Cq + ... + km Cyny 1a fibra degenerada expresada como suma de sus
divisores efectivos. Sean p(x,y) = p(x,y) —z0y F la fibracién correspondiente.
Entonces

pxy) =] [riitxy) (3.1)
i=1

donde pi(x,y) es el polinomio irreducible correspondiente a la curva C;. Tomamos
lazosy1,...,Ym cada uno al rededor de una componente distinta C; de la siguiente
manera:

Sea z un punto suave de la componente C;,, pi, (x,y) define una submersién lo-
calmente al rededor de z, asi que podemos tomar una carta y definir un difeomor-
fismo de un disco en C? en un disco «<meridional» D, contenido en una vecindad
de z, con centro en z y que intersecta transversalmente a la curva Cj, en z. Luego
tomamos un segmento disjunto de Yy que une a la frontera del disco D, con b, el
punto base de ﬂ(f)*), como se ilustra en la Figura 3.2. Llamamos v;, a éste lazo,
noétese que [vi,] € 7(D*).

Tenemos ahora dos casos:

= caso 1 Si se cumple que en la ecuacién 3.1 alguno de los exponentes k; = 1
entonces F.([yil) = t, y por por lo tanto, como por construccién y; es nulho-
motdpico en D, se sigue la afirmacion.

m caso2Siki #1,1=1,...m, enla ecuacién 3.1; entonces tenemos que

Fi(ly1l) = kit

Fo(lym]) = kmt
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b

Figura 3.2: «<Lazo meridional»

Por el Lema 3.4 sabemos que ki, ..., km son coprimos, asi que como conse-
cuencia de la identidad de Bezout! existen enteros aj, ..., am, tales que

akit+ -+ amkmt=1. (3.2)

Sea
Y=y v
El lazo v es nulhomotdépico por ser la multiplicacién de lazos nulhomotépi-

cos, ademads por la identidad 3.2 se tiene que F.([y]) =1, que es un generador
de Z. Esto demuestra la afirmacién.

O

El teorema anterior es, en cierto sentido, andlogo al teorema de Zariski-Van
Kampen. Se puede inclusive decir un poco més. A saber, que se cumple la suce-
sién exacta corta

1= N=naY)—naD) -1,
donde N es la cerradura normal de las clases de conjugacion de «lazos meridiona-
les» al rededor de cada componente.

La demostracion escapa del objetivo del presente trabajo, pero se puede encon-
trar en [15], [25] y [24].

3.2. El conmutador del grupo fundamental del complemen-
to

En esta seccion se presenta el resultado principal del trabajo, se analiza con
detenimiento la fibracién dada por la funcién polinomial definida en la seccién

1 Identidad de Bezout: Sean a,b € Z y d :=MCD{a, b} = J«, 3 € Z tales que xa+ b =d
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anterior. Se verd cémo dicha fibracién proporciona informacién sobre el subgrupo
conmutador del grupo fundamental del complemento de la curva. La notacién sera
la misma que en la seccién previa.

Sea R el anillo comprendido entre dos discos concéntricos Dg y Do, centrados
en el origen de radios 1y < min |zi| y To, > max |z;| respectivamente, con z; € Bif F;
tal como se ilustra en la Figura 3.3. En el interior de R estan contenidos todos los
puntos irregulares de F. Este anillo es ademds un retracto fuerte por deformacién

Figura 3.3: Anillo en cuyo interior se encuentran los puntos irregulares
de C*, donde la deformacién estd dada por

z(1—t)— |—§|root silz| > T
r(t) =<z sizeR
z(1—1t)— |—§|r0t si|z| < Tp.

por lo que por el Teorema 1.16 se tiene que
m(X) = n(F~(R))

Tomemos ahora un conjunto de discos disjuntos D; C R cada uno con centro en
un punto irregular z;, tomemos ademds un conjunto de arcos disjuntos {y1, ..., yn},
donde cada y; conecta los discos Dj, Di41 Y yn que va de Dy, a Dg. Denotamos por

T al «collar»
n mn
T:.= <UY1) U (U Di) .
i=1 i=1

Este collar es una curva cerrada simple que delimita una componente simplemen-
te conexa acotada que contiene al origen, tal como se ilustra en la imagen 3.4. Es
un retracto fuerte por deformacién del anillo R, por lo que T es homot6picamente
equivalente a R.
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Figura 3.4: Ilustracién del «collar» T

Ahora bien, como el collar T es un retracto fuerte por deformacién del anillo
R, de nuevo por el Teorema 1.16 se sigue que n(F~1(T)) y m(X) son isomorfos. Por
lo que para entender las propiedades homotépicas del complemento de la curva
basta con estudiar la preimagen del collar T.

Sea
W=F1(T).

Yy sean
pwiW—>W, pT:T—>T

una cubriente ciclica infinita de W y el cubriente universal de T, respectivamente.
T consta de una cantidad infinita de discos unidos por arcos. Enumeramos estos
discos y tomamos puntos en la frontera de cada uno, como se muestra en la Figura
3.5, de tal suerte que

p1(By) = D y prlys) = x; € 3D; conj = (11| méd n) +1

B_» B_4 Bo B1 B>
—2 —1 0 Y1 Y2

Figura 3.5: Cubriente universal de T

Anédlogamente, denotamos por Ej los subconjuntos de W tales que

pw(B)=D;, j=(r médn)+1.

SeaF: W — T tal que hace conmutar el siguiente diagrama
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% F

Pw

— —— —
o]
—

WT>

y que es compatible con las enumeraciones elegidas; i.e. que F(]évj) = Bj. Esta fun-
cién define una fibracién localmente trivial fuera de los centros de cada disco Bj y,
mas atn, la fibra genérica es homeomorfa a la fibra genérica de la fibracién F.

Teorema 3.7. Sea G := [rt(X), 7t(X)], el subgrupo conmutador del grupo fundamental del
complemento de la curva. El morfismo de grupos

1 : (YY) = G,

inducido por la inclusién de la fibra genérica en el complemento de la curva, es un epimor-
fismo.

Demostracién. Por el Teorema 3.3 sabemos que H;(X) = Z, y como el primer grupo
de homologia H; (X) es la abelianizacién de 7t(X), entonces

a(X) _
< Z

Por el Teorema 1.7 se sigue que

(W) = G.

Asi que si se toma la fibra genérica Y y el homomorfismo inducido por la inclusiéon
de la fibra en la cubriente W

1y s (YY) = (W),

basta probar que i, es un epimorfismo.
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Bo
o= O
Bo By
Tl = O—mO
B, B, B,

Bo B, B,
= O—O—0O—7w0

~ Bo B,
= Oy 0O0—0O—"—C0O—0

Figura 3.6: Subespacios de T.

Construimos un conjunto {Tp, Ty, .. .} de subespacios de T como se muestra en la

Figura 3.6. Tomamos ademds el conjunto de subespacios de % correspondientes a

las preimagenes de los Tj

Observamos que

44

I Cada arco que une a dos discos Bj, Bj es retraible a un punto.

II Para cualesquiera dos puntos yj,,y;, se cumple que

n(F 1 (y;,)) = n(F ' (yj,))

por el Teorema 1.13 Denotaremos por 7t(Y) a éste grupo.

111 Cada homomorfismo 7t(Y) — 7t(B;), j € Z es un epimorfismo. Por la forma
en que se construyo la cubriente, cada B;j es homeomorfo un Dy € W'y por
el Teorema 3.6 tenemos el epimorfismo.

v Como F es una fibracién localmente trivial salvo en los centros de cada B;,
existe un disco abierto U suficientemente pequefio tal que 7(F~1(U)) = n(Y).
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Con esto en mente, si queremos calcular n(Wl) podemos usar el Teorema de Seifert-
van Kampen para «pegar» las piezas de W; en una vecindad abierta al rededor de
la fibra F~1(yj). Se obtiene el siguiente diagrama:

Por el Corolario 1.2, como 7(Y) — ﬂ(go) es un epimorfismo, entonces n(ﬁl) —
nt(W;) también lo es. Mds atin, como 7t(Y) — 7t(B;) también es un epimorfismo, se
sigue que la composicién

n(Y) = 7(By) — (W)

es sobreyectiva.

Si hacemos el proceso andlogo ahora para calcular 7(W,) tenemos el siguiente
diagrama,

/\
\/

(W)

Wa)

donde el epimorfismo 7t(Y) — 7t(W1) es una consecuencia del paso anterior; lo que
nos da ahora un epimorfismo

(Y) = m(Wa).
En general se tiene el siguiente diagrama

45



3.2. ELCONMUTADOR DEL GRUPO FUNDAMENTAL DEL COMPLEMENTO

m(By)
n(Y) m(W))
T(Wj_1)
con k = —1*! {%1 yj = kZ,... Por lo tanto, para cualquier subespacio Wj, el

homomorfismo 7t(Y) — 7(W;) es sobreyectivo. Estd implicito en el uso de Seifert-

Van Kampen que en cada paso el punto base se debe tomar sobre la fibra F 1 (y).
Denotaremos el punto base en cada paso por Y.

Resta probar que el epimorfismo del grupo fundamental de la fibra sobre el
grupo fundamental de cada W; se extiende a un epimorfismo sobre todo el espacio
W.

Sea Yo un punto fijo en la fibra F-1 (yo), éste serd el punto base de ﬂ(VNV). To-
memos un lazo y en W; éste lazo esté contenido en algtin subespacio Wj, como
W; es arco conexo podemos encontrar un arco « que conecta a Uy, el punto base

de 7(W;), con o. Los lazos v y ¥/ := aya ! son homotdpicos y ademads existe
[B] € m(F(yy)) tal que [B] — [y']. Por lo tanto se cumple el enunciado del teore-
ma. ]

El siguiente teorema es una consecuencia casi imediata y representa el resultado
principal de este trabajo.

Teorema 3.8. El grupo fundamental del complemento de una curva afin C es finitamente
generado.

Demostracion. El Teorema 2.14 afirma que el grupo fundamental de una curva afin
C es finitamente generado, ademas, por el teorema anterior se tiene que el morfismo
entre grupos fundamentales inducido por la inclusién i, : 7(C) — 7t(X) de una fibra
genérica en el complemento de la curva es un epimorfismo. Las fibras genéricas son
curvas irreducibles, por la observacién 3.2. Como un morfismo de grupos queda
completamente determinado por sus valores en los generadores, el conjunto de
generadores de 7t(X) debe ser finito. O

En [26] Gonzélez Acufia, Gordon y Simon probaron que si el subgrupo conmu-
tador de un grupo es finftamente generado (o presentado) entonces dicho grupo
no es algoritmicamente reconocible. Asi que, en general, es imposible decidir si un
grupo dado es el grupo fundamental del complemento de una curva.
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LEMA DE ESCISION PARA UNA SUCESION
EXACTA CORTA

En este apéndice se presenta un resultado elemental sobre una sucesién exacta
corta de grupos. El contenido estd basado en [27] con adecuaciones en la notacién
y més detalle en los cdlculos.

Para cualquier acciéon de un grupo sobre otro existe una forma natural de definir
una operacion en el producto cartesiano de ambos que lo convierte en un grupo,
denominado producto semidirecto.

Supongamos que se tiene un grupo H actuando sobre un grupo N por la derecha

n — nh neN, heH
Podemos definir una operacién en el producto N x H por
(n1,h1) (M2, hp) = (mmphy !, hohy).

Con esta operacion el conjunto N x H se convierte en un grupo, el cudl se conoce
como producto semidirecto de N y H y se denota por N x H. A veces es necesario
especificar la accién, en cuyo caso se pone como subindice del operador .

La inclusiéon i : N — N x H,n — (n,ey) define un morfismo cuya imagen
es normal. A su vez, la proyeccién p : N x H — H dada por (n,h) — hes un
epimorfismo cuyo kernel es N, asi que H es isomorfo a

(N x H)
N
El morfismo definido por la inclusiéon s : H — N x H tal que h — (en, h) es de

hecho un monomorfismo y cumple que p o s = idy. Tenemos una situacién como
la que se ilustra en el siguiente diagrama

S

—
1 NS NxHSH 1.
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Asi que es natural preguntarse si el reciproco se cumple. A saber, si dada sucesion
exacta corta se puede encontrar una accién de tal suerte que uno de los grupos
sea isomorfo al producto semidirecto derivado de esta accion. En seguida se daran
algunas definiciones y se probara que efectivamente esto es posible.
A una sucesién de homomorfismos de grupos
(o}
N%GSH
de le denomina sucesion exactaen G si Im¢$ = Kero. Si se tiene una sucesion

1NSGSHS1

la cudl es exactaen H, G y K, ésta se denomina sucesién exacta corta. Nétese que la
definicién anterior implica que ¢ es un monomorfismo y que o es un epimorfismo.

Teorema A.1 (Lema de separacién). Sea

1-N%H GO Ho1
una sucesion exacta corta. Las siguientes son equivalentes:
I Existe un homomorfismo s : H — G tal que o(s(h)) =h, Vh € H.
11 Existe una accion ¢ : N x H — N tal que el producto semidirecto N x4 H es
isomorfo a G.

Demostracion. Para mostrar que el primer enunciado implica el segundo, sean h €
Hyn €N, entonces s(h)d(n)s(h~!) € Kero, ya que
ols(h)pns(h™)] = ols(h)]old(n)lols(h )]
heH‘n_1 =ey.
Como Kero = Im¢, existe n’ € N tal que ¢p[n'] = s(h)dp(n)s(h™1); como ¢ es
inyectiva ésta n’ es tinica. Asi que podemos definir una accién (derecha) ¢ : (N x
H) — N por
(n, ) = ¢~ (s(h)b(n)s(h ™)
donde ¢! denota el morfismo que manda a cada elemento de Kero en su preima-

genen N.
Veamos que ¢ es realmente una accién

(a)
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(b)

Efectivamente, ¢ es una accién, asi que podemos definir el producto semidirecto
N x H.

Nos resta probar que N x H y G son isomorfos. Sea « : N x H — G definida
por (n,h) — ¢(n)s(h). Para ver que es un isomorfismo mostraremos primero que
en verdad es un morfismo de grupos, luego que es un monomorfismo y finalmente
que es un epimorfismo; con lo que concluiré la demostracion de este teorema.

(a) Mostrar que « es un morfismo.

((n1, hy) (2, ha)) = a(ny@(ny, hit), hihy)

(
= pn1dp " (s(hy)b(nz)s(hyM)))s(hihy)
= ¢y d(d ! (s(hy)b(n2)s(hy")))s(hy)s(hy)
= ¢(n1)s(h1)dp(ma)s(hi!)s(hy)s(hy)
= ¢(n1)s(hy)d(n2)s(hy)
= a(ny, hy)a(ng, hy).

(b) Ahora vamos a mostrar que « es inyectiva probando que el kernel consta s6lo
del elemento identidad. Si «(n, h) = eg entonces.

d(n)s(h) = eg (A1)
Aplicando o a ambos lados de la igualdad tenemos
o($p(n)s(h)) = oeg)
eHh = €eH
h= eH.

Por lo que

d(n)s(en) =eg
d(n)eg =eg
d(n) = eg

y como ¢ es inyectivan = ey. Por lo tanto (n, h) = (en, en).
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(c) Sean g € Gy h := o(g). Para que « sea sobre debe existir n € N tal que
¢(n)s(h) = g. Esta condicién es equivalente a la existencia de un n que cum-
ple que

b(n) =gs(h ™).

Para probar esto basta con verificar que gs(h™!) € Kero. En efecto
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