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INTRODUCCIÓN

El estudio de curvas algebraicas planas y la topologı́a de su complemento es el
resultado de una interacción entre varias ramas de las matemáticas. Por un lado
están los resultados puramente geométricos, que se remontan hasta Newton. Por
otro lado hay resultados topológicos que son consecuencia del estudio global de
una curva y de su complemento a partir de una fibración localmente trivial.

Los primeros estudios sistemáticos sobre el complemento de curvas proyectivas
fueron hechos por Zariski [2], [3] y van Kampen [1]. Ambos usaron el ası́ llamado
((método de las secciones de pinceles)), que consiste en tomar la fibración dada por
un blow up y estudiar tanto las fibras degeneradas como el número de puntos de
intersección con el infinito. Éste método es de hecho muy efectivo para calcular
presentaciones del grupo fundamental del complemento de una curva, el teorema
7.1.1 y su correspondiente ejemplo en [25] son una muestra de ello. El presente tra-
bajo usa como herramienta principal una fibración distinta, la dada por la función
polinomial que define la curva.

A lo largo del texto nos enfocaremos en el estudio de un resultado presenta-
do por Viktor Kulikov en [18], que afirma que el subgrupo conmutador del grupo
fundamental del complemento de una curva afı́n es finı́tamente generado. Un re-
sultado parcial muy similar se puede deducir como corolario inmediato a partir del
diagrama de sucesiones exactas presentado por Mutsuo Oka en las proposiciones
1 y 7 de [7] y [24], respectivamente; dicho diagrama relaciona las fibraciones de
Milnor ([5]) y de Hopf (sección 2.4). La ventaja del enfoque de Kulikov es que, a
diferencia de Oka, no requiere que la intersección de la proyectivización de la cur-
va con la recta al infinito sea transversa. Una consecuencia inmediata es que, dado
un grupo cualquiera es imposible decidir si dicho grupo corresponde al grupo fn-
damental del complemento de una curva, esto por las observaciones finales hechas
por González-Acuña, Gordon y Simon en [26].

Con el objetivo de asentar las bases topológicas que permitirán comprender el
resultado principal, en el primer capı́tulo se presentan varios resultados importan-
tes sobre homotopı́a y grupos fundamentales. La primera sección habla sobre el
conocido teorema de Seifert-van Kampen, enfatizando en un corolario de aparente
simplicidad pero que resulta útil en múltiples demostraciones. La segunda sección
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presenta las cubrientes cı́clicas infinitas, espacios cubrientes determinados por una
acción de ((traslación)) entre copias del espacio base. La razón de su inclusión en
este trabajo es que, si el primer grupo de homologı́a del espacio base es isomorfo a
Z, entonces el grupo fundamental de la cubriente cı́clica infinita es isomorfo al sub-
grupo conmutador del grupo fundamental del espacio base. Las secciones tercera
y cuarta presentan varias definiciones y resultados sobre fibraciones; destacando
que para una fibración localmente trivial para la que además existe una sección,
hay una sucesión exacta con la propiedad de escisión y que involucra a los grupos
fundamentales de la fibra, el espacio base y el espacio total.

La sección final del capı́tulo 1 enuncia el conocido teorema de clasificación de
superficies cerradas, compactas y sin frontera; se prueba además que el grupo fun-
damental de dichas superficies es finı́tamente generado.

El segundo capı́tulo trata sobre curvas algebraicas complejas. Las primeras dos
secciones presentan las definiciones elementales necesarias para el estudio de cur-
vas y se enuncia un teorema básico en teorı́a de intersección, el teorema de Bézout.
En el caso de curvas proyectivas el teorema de Bézout cuenta el número de puntos
de intersección entre dos de ellas, mientras que en el caso afı́n sólo permite obtener
una cota superior para dicho número.

Las últimas dos secciones del capı́tulo estudian la topologı́a de las curvas, tanto
afines como proyectivas. Primero se estudian los puntos singulares, aquellos donde
la curva no es suave; se demuestra que dichos puntos son finitos. Posteriormente
se estudian las curvas proyectivas como subespacios cerrados, y por lo tanto com-
pactos, de P2. En la última parte se ve que las curvas son además cubrientes ra-
mificadas de C, lo que permite asociar a cada curva proyectiva una superficie de
Riemann; i.e. una superficie cerrada, compacta orientable y sin frontera. El capı́tulo
concluye haciendo notar que las curvas proyectivas son homeomorfas a superficies
compactas cerradas con algunos puntos identificados, lo que implica que una cur-
va afı́n es homeomorfa a su proyectivización menos algunos puntos, por lo que su
grupo fundamental es finı́tamente generado.

El último capı́tulo, como es de esperar, contiene los resultados más importantes.
Se estudia a detalle la fibración

F : C2 → C∗

dada por la función polinomial (x,y) 7→ f(x,y), donde f es el polinomio que define
una curva C. Para el estudio del complemento de la curva se restringe el estudio de
la fibración a un subespacio T ⊂ C∗, construido a partir de discos con centro en los
puntos irregulares de la fibración unidos por arcos. El objetivo final de esta cons-
trucción es probar que el grupo fundamental de la fibra π(Y) se mapea por medio
de un epimorfismo sobre el grupo fundamental de una cubriente cı́clica infinita de
F−1(T). Ası́, se obtiene un epimorfismo entre el grupo fundamental de la fibra, que
es finı́tamente generado ya que cada fibra es por sı́ misma una curva irreducible,
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sobre el subgrupo conmutador del grupo fundamental del complemento. Se sigue
entonces que el subgrupo conmutador debe ser finı́tamente generado.
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1 PRELIMINARES TOPOLÓGICOS

En este capı́tulo se introducen algunos resultados topológicos elementales. En la
primera sección se enuncia el conocido teorema de Seifert-van Kampen y se prueba
un corolario cuya utilidad será evidente más adelante. La segunda sección introdu-
ce el concepto de cubriente cı́clica infinita, enfatizando su utilidad para determinar
el subgrupo conmutador del grupo fundamental de ciertas variedades. Posterior-
mente se habla sobre fibraciones y se enuncia la sucesión exacta para fibraciones
que relaciona los grupos fundamentales de los espacios involucrados en la fibra-
ción. Finalmente, en la última sección se presenta el teorema de clasificación de
superficies y una discusión sobre el grupo fundamental de las mismas.

A lo largo de este capı́tulo, a menos que se especifique lo contrario, siempre
que se hable de un espacio topológico se asumirá que dicho espacio es Hausdorff,
arco-conexo, localmente arco-conexo y semi-localmente simplemente conexo. De
esta forma se evitan posibles casos patológicos que no aparecen el estudio de com-
plementos de curvas algebraicas.

1.1. El teorema de Seifert-van Kampen

El teorema de Seifert-van Kampen es una conocida herramienta que juega un
rol muy importante a la hora de calcular el grupo fundamental de un espacio to-
pológico a partir de algunos de sus subespacios.

Sea X = U1 ∪U2 un espacio topológico el cuál es la unión de dos subconjuntos
abiertos; sea U0 := U1 ∩U2 y asumamos además que U0,U1,U2 son arco-conexos
y no vacı́os, lo que implica que X es también arco-conexo. Elegimos un punto base
b0 ∈ U0 y hacemosG := π(X,b0) yGi := π(Ui,b0), i = {0, 1, 2}. Los homomorfismos
inducidos por las inclusiones forman un diagrama conmutativo.
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1.1. EL TEOREMA DE SEIFERT-VAN KAMPEN

G0 G1

G2 G

i1∗

i2∗ j1∗

j2∗

Teorema 1.1 (Seifert-Van Kampen). Los grupos dados por las imágenes j1∗(G1) y j2∗(G2)
generan a G. Más aún, para cualquier grupo arbitrario H y cualesquiera morfismos ψ1 :
G1 → H, ψ2 : G2 → H tales que ψ1 ◦ i1∗ = ψ2 ◦ i2∗, existe un único homomorfismo
λ : G→ H que hace conmutar el siguiente diagrama.

G0 G1

G2 G

H

i1∗

i2∗ j1∗
ψ1

j2∗

ψ2

λ

Se pueden encontrar demostraciones de este teorema en [8], [11] y [21].
El siguiente corolario será muy útil más adelante.

Corolario 1.2. Si el morfismo i1∗ es un epimorfismo, entonces el morfismo j2∗ también es
un epimorfismo.

Demostración. Sea γ un elemento en G1, como i1∗ es un epimorfismo existe un ele-
mento α ∈ G0 tal que γ = i1∗(α) y dado que el diagrama conmuta tenemos que

j1∗ ◦ i1∗(α) = j1∗(γ) = j2∗ ◦ i2∗(α) ∈ j2∗(G2),

ası́ que j1∗(G1) ⊂ j2∗(G2). Por tanto j2∗(G2) genera a G. Ahora bien, como un sub-
grupo propio no puede generar todo el grupo, concluimos que j2∗(G2) ∼= G, lo que
prueba el corolario.

El teorema de Seifert-van Kampen se puede generalizar para la unión arbitraria
de una familia de subespacios.

Lema 1.3. Sea X := ∪Uα la unión de una familia de abiertos arco-conexos, cada uno de los
cuales contiene el punto base x0. Si además se cumple que la intersección de cualesquiera dos
abiertos de la colección, Uα ∩Uα ′ , es arco-conexa. Entonces el homomorfismo del producto
libre de los grupos fundamentales de la familia de abiertos en el grupo fundamental del
espacio total,

φ : ∗απ(Uα)→ π(X),

es un epimorfismo.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES TOPOLÓGICOS

Demostración. Dado un lazo γ : I → X con punto base x0, afirmamos que existe
una partición 0 = s0 < · · · < sm = 1 de I tal que la imagen de cada subintervalo
[si−1, si] está contenida en algún Uα.

Como I es un compacto basta una cantidad finita de dichos subintervalos. De-
notamos por Ui el abierto que contiene a γ([si−1, si]), y sea γi el camino obteni-
do por la restricción de γ al subintervalo [si−1, si]. Ası́ que γ = γ1 · · ·γn. Como
la intersección Ui ∩Ui+1 es arco-conexa por hipótesis, podemos elegir un camino
βi ∈ Ui ∩Ui+1 que une a cada γ(si) con x0. El lazo

(γ1β
−1
1 )(β1γ2β

−1
2 )(β2γ3β

−1
3 ) · · · (βm−1γm)

es homotópico a γ y cada factor entre paréntesis está contenido en unUi (ver Figura
1.1). Esto prueba el lema.

γ2

γ1

γ3

β2
β1

Figura 1.1: Descomposición en factores del lazo γ, cada factor en un abierto.

Este lema nos permite probar el siguiente teorema, el cuál es una generalización
de un resultado que Fox probó en [4] para complejos simpliciales.

Teorema 1.4. Sea X un espacio topológico arco-conexo y sea Y ⊂ X un cerrado en X.
Supongamos además que existe una familia {Uα}α∈Ω de abiertos arco-conexos de X tales
que cada Uα ∩ (X \ Y) es arco-conexo no vacı́o, que el morfismo inducido por la inclusión
π(Uα∩ (X\Y)) ↪−→ π(Uα) es un epimorfismo para todoα, y que Y ⊂ ⋃α∈ΩUα. Entonces
el morfismo de grupos

i∗ : π(X \ Y)→ π(X)

inducido por la inclusión, es un epimorfismo.

Demostración. A partir de la familia de abiertos {Uα} definimos una nueva familia
{Vα} donde cada Vα := Uα ∪ (X \Y). Entonces X = ∪Vα y en grupos fundamentales
se da una situación como la que se ilustra en el siguiente diagrama:

3



1.2. CUBRIENTE CÍCLICA INFINITA

π(X \ Y,uλ) π(Vλ, x0)

π(X \ Y,uµ) π(Vµ, x0) π(X, x0)

π(X \ Y,u...)
...

jλ

kλ

jµ kµ

j...

k...

con λ,µ, . . . ∈ Ω. Para cada α ∈ Ω se toma el punto base uα ∈ Uα, y cada jα :=
gα ◦ lα, donde lα es el morfismo inducido por la inclusión X \ Y ↪−→ Vα, y gα :
π(Vα,uα) → π(Vα, x0) es un isomorfismo, x0 ∈ X \ Y. Los morfismos kα son los
inducidos por las inclusiones Vα ↪−→ X. Se cumple que:

I Cada morfismo
jα : π(X \ Y)→ π(Vα)

es un epimorfismo. Esta es una conclusión inmediata, usando el corolario 1.2
en cada Vα = Uα ∪ (X \ Y).

II Si γ es un lazo enX con punto base x0 ∈ X\Y, entonces existen lazos γ1, . . . ,γm
contenidos cada uno en un abierto Vα1 , . . . ,Vαm distinto, todos con punto ba-
se x0, tales que el producto de sus imágenes bajo los correspondientes mapeos
kα es homotópico a γ. Esto por la afirmación del lema 1.3. Pero a su vez pa-
ra cada γ1, . . . ,γm tiene su respectiva preimagen γ̃1, . . . , γ̃m en X \ Y. Por lo
tanto cada composición kα ◦ jα es un epimorfismo.

Consideremos ahora isomorfismos

hα : π(X \ Y,uα)→ π(X \ Y, x0).

El morfismo de grupos

π(X \ Y, x0)→ π(X, x0) γ̃i 7→ kαi ◦ jαi ◦ hαi(γ̃i)
es homotópico al morfismo de grupos inducido por la inclusión X \ Y ↪−→ X. Lo que
prueba el teorema.

1.2. Cubriente cı́clica infinita

Cuando uno trabaja con espacios cubrientes en ocasiones el espacio base X se
puede ver como el espacio de órbitas de una acción de un grupo G en un espacio
topológico X̃.

De manera más precisa, una acción (derecha) de un grupo G sobre un espacio
topológico X̃ es un mapeo X̃×G→ X̃, (x,g) 7→ x · g tal que

4



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES TOPOLÓGICOS

I (x · h) · g = x · (g · h) para todo g,h ∈ G, x ∈ X̃.

II x · e = x para todo x ∈ X̃, e es la identidad en G.

III el mapeo x 7→ x · g es un homeomorfismo de X̃ en sı́ mismo para todo g ∈ G.

Si la acción cumple una condicional adicional, que x · g = x implica g = e, se
dice que es una acción libre. Por otro lado, si para cualesquiera dos puntos x,y ∈ X
existen vecindades Ux y Uy tales que sólo se puede encontrar una cantidad finita
de elementos g ∈ G con la propiedad de que g(Ux)∩Uy 6= ∅; entonces la acción se
denomina acción propiamente discontinua.

El punto III de la definición de acción implica que G define un grupo de ho-
meomorfismos en X̃. Si la acción es libre y propiamente discontinua y definimos
X := X̃/G como el espacio de órbitas dotado de la topologı́a cociente, entonces la
proyección p : X̃ → X que manda a cada punto en la órbita que lo contiene define
un mapeo cubriente (en [19] se puede encontrar un tratamiento más detallado). Lo
anterior motiva la siguiente definición:

Definición 1.5. Un G-cubriente p : X̃ → X es un espacio cubriente que proviene
de una acción de un grupo G sobre un espacio X̃, donde X := X̃/G es el espacio de
órbitas.

Ejemplo 1.5.1. El grupo Z actuando sobre R por medio de la traslación (n, r) 7→
n+ r, n ∈ Z, r ∈ R. El mapeo cociente es, de hecho, un mapeo cubriente de R

a S1. Intuitivamente se puede pensar que R está enrollado en una espiral sobre la
circunferencia, como se muestra en la figura 1.2

S1

p

R

Figura 1.2: R como espacio cubriente de S1

Para cada cubriente p : X̃→ X el conjunto

Cub(X̃/X) := {ϕ : X̃→ X̃ |ϕ es un homeomorfismo y p ◦ϕ = p}

5



1.2. CUBRIENTE CÍCLICA INFINITA

se denomina el grupo de transformaciones cubrientes. En otras palabras, el grupo
de transformaciones cubrientes consta del conjunto de homeomorfismos de X̃ en X̃
que hace conmutar el siguiente diagrama

X̃ X̃

X

φ

p p

junto con la operación de composición.
Si se tiene una G-cubriente p : X̃ → X, cada g ∈ G determina un elemento de

Cub(X̃/X) por medio del homeomorfismo x 7→ x · g para toda x ∈ X̃. Más aún,
si X̃ es conexo, éstas son las únicas transformaciones cubrientes que hay; i.e. G y
Cub(X̃/X) son isomorfos.

Hay una clase en particular de G-cubrientes que proporcionará, más adelante,
información sobre el subgrupo conmutador del grupo fundamental de una curva
plana.

Considérese una n-variedad conexa y compacta Mn, y un epimorfismo φ :
π1(M

n) → F1, donde F1 es el grupo libre en un generador t. Podemos identificar
F1 con π1(S

1), y por lo tanto existe un mapeo f : Mn → S1 tal que φ es el homo-
morfismo inducido por f (una prueba de la existencia de dicho mapeo se puede
encontrar en [21], proposición 1B.9).

Por otro lado, como Z y F1 son isomorfos, por el ejemplo 1.5.1 podemos ver
que R es una F1-cubriente de S1, con F1 actuando por traslación. Con estas ideas
en mente tenemos la siguiente definición:

Definición 1.6. Una cubriente cı́clica infinita de M̃n se define como cualquier es-
pacio M̃n ⊂Mn ×R que hace conmutar el siguiente diagrama.

M̃n Mn

R S1

p

i f

p ′

donde i y p son las proyecciones (x, s) 7→ s y (x, s) 7→ x respectivamente, y p ′ es la
proyección cubriente de R sobre S1.

Nótese que en verdad M̃n es un espacio cubriente de Mn y que además la
acción de Z sobre R induce una acción de Z sobre M̃n dada por t · (x, s) = (x, s+ t).
M̃n es de hecho una Z-cubriente deMn y podemos pensar en esta variedad como
el espacio de órbitas

Mn = M̃n/Z.

6



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES TOPOLÓGICOS

Más aún, si el primer grupo de homologı́a H1(M
n) ∼= Z se tiene el siguiente resul-

tado:

Teorema 1.7. SeaK := [π(Mn),π(Mn)], el subgrupo conmutador de π(Mn). SiH1(M
n)

es isomorfo a Z; entonces

π(M̃n) ∼= K

Demostración. El teorema es una consecuencia de las siguientes afirmaciones:

I Como H1(M
n) ∼= Z y H1(M

n) es la abelianización de π(Mn), entonces

π(Mn)

K
∼= Z

II M̃n es una cubriente normal deMn, ası́ que 1

π(Mn)

π(M̃n)
∼= Cub(M̃n/Mn)

III Por construcción,
Cub(M̃n/Mn) ∼= Z

Por lo tanto
π(Mn)

K
∼=
π(Mn)

π(M̃n)
∼= Z.

Ası́ que K ⊂ π(M̃n). Usando el Tercer Teorema de de Isomorfismo obtenemos la
identidad.

π(Mn)

π(M̃n)
∼=

(
π(Mn)
K

)
(
π(M̃n)
K

) ∼=
Z(

π(M̃n)
K

) ,

pero como Z es un grupo hopfiano, i.e. no tiene grupos cociente propios isomorfos
([22, pág. 109]), entonces

π(M̃n) ∼= K

1Ésto es un abuso de notación. Formalmente en el cociente se debe tomar la imagen de π(M̃n) bajo
p∗, donde p∗ es el homomorfismo inducido por la proyección, pero como p∗ es inyectiva p∗(π(M̃n))
y π(M̃n) son isomorfos.
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1.3. FIBRACIONES

1.3. Fibraciones

Las fibraciones surgen como una generalización de los espacios cubrientes para
aislar algunas propiedades importantes de dichos espacios.

Una de las grandes ventajas de las fibraciones en el contexto de este trabajo
es que nos permitirán obtener resultados topológicos a partir de las propiedades
algebraicas de una función. Más precisamente, las ecuaciones polinomiales que de-
terminan una curva algebraica compleja, definen también una fibración. Las defi-
niciones presentadas en esta sección serán usadas más adelante para estudiar las
caracterı́sticas de una curva algebraica y de su complemento.

Definición 1.8. Sean E y B dos espacios topológicos. Un mapeo p : E → B se dice
que tiene la propiedad del levantamiento de homotopı́a respecto a otro espacio X
si, para cualesquiera dos mapeos f̃ : X → E y G : X× I → B para las cuáles p ◦ f̃ =
G ◦ i (donde i : X → X× I es la inclusión x 7→ (x, 0)), existe un mapeo continuo
G̃ : X× I→ E tal que ambos triángulos en el siguiente diagrama conmutan.

X E

X× I B

f̃

i p

G

G̃

Aunque esta definición parece estar estrechamente ligada al espacio X respecto
al cuál se define la homotopı́a, nos interesa el estudio de los espacios que tienen
esta propiedad independientemente de X.

Definición 1.9. Un mapeo entre dos espacios topológicos, p : E → B, se denomi-
na una fibración si tiene la propiedad del levantamiento de homotopı́a respecto a
cualquier espacio X. Si se toma un punto b0 ∈ B, al espacio F := p−1(b0) se le llama
la fibra.

Existe una definición análoga menos restrictiva conocida como fibración de Se-
rre, la cual se define como un mapeo que tiene la propiedad de levantamiento de
homotopı́a respecto a cualquier CW-complejo; dicha propiedad se denota como la
propiedad de levantamiento de Serre. Obviamente una fibración siempre cumple
las condiciones para ser una fibración de Serre.

Uno se ve tentado a creer que todas las fibras en una fibración son homeomor-
fas, sin embargo esto no es cierto en general. La razón por la que uno se puede
referir a la preimagen de un punto como la fibra es porque todas las fibras son ho-
motópicamente equivalentes, como se muestra en el Teorema 1.13. Ası́ que si uno
las caracteriza por su grupo fundamental, las fibras son indistinguibles.

A continuación un tipo particular de fibración que aparece frecuentemente.
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Definición 1.10. Una fibración localmente trivialcon fibra F es un mapeo entre dos
espacios topológicos, p : E→ B para el cual existe una cubierta abierta V de B y un
conjunto de homeomorfismos φV : V × F→ p−1(V), para todo V ∈ V, tales que

p ◦φV(v, x) = v ∀(v, x) ∈ V × F.

A los abiertos V de la cubierta V, se les llama vecindades coordenadas.

En otras palabras, en una fibración localmente trivial para cada punto hay una
vecindad en la que la preimagen bajo la proyección es homeomorfa al producto
cartesiano de dicha vecindad por la fibra.

En una fibración localmente trivial todas las fibras son homeomorfas.

Ejemplo 1.10.1. Todo espacio cubriente p : X̃→ X es una fibración localmente trivial.
La fibra F := p−1(x0) es un espacio discreto, en cada abierto admisible U se tiene
que p−1(U) ' F × U. El homeomorfismo está dado por φU : F × U → p−1(U)
definida por (u, v) 7→ (p

∣∣
Sy
)−1(U). Donde (u, v) ∈ p−1(U), y ∈ F y Sy es la hoja

sobre U que contiene a y.

Ejemplo 1.10.2. Dados dos espacios topológicos B y F, si hacemos E := B× F y p es
la proyección en el primer miembro (b, x) 7→ b, b ∈ B, Entonces p : E → B es una
fibración localmente trivial. A esta fibración se le conoce como fibración trivial.

En algunos casos existe una función inversa derecha de la proyección, dicha
función es una caracterización abstracta de lo que es una gráfica.

Definición 1.11. Sea p : E→ B una fibración. Una sección de p es un mapeo s : B→
E tal que p ◦ s = 1B. Es decir, p(s(b)) = b, para todo b ∈ B.

La existencia de esta inversa por la derecha implica que p tiene una inversa
homotópica.

Existe otra construcción que involucra fibraciones y que será muy útil más más
adelante.

Definición 1.12. Sean p : E→ B y q : D→ B dos fibraciones. Su producto fibrado o
pullback denotado por E×BD es la tripleta (Z, r, s), donde Z ⊂ E×D, y r : Z→ E,
s : Z→ D son dos morfismos tales que el siguiente diagrama conmuta

Z E

D B

r

s p

q

y, más aún, que para cualquier otra tripleta (X, f,g) tal que p ◦ f = q ◦ g, existe un
único morfismo h que hace conmutar el diagrama siguiente:

9
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X

Z E

D B

h

f

g
r

s p

q

1.4. Topologı́a de una fibración

En esta sección se presentan varios resultados sobre fibraciones que en algunos
casos nos permiten inferir propiedades topológicas del espacio total a partir del
espacio base y la fibra. Si además agregamos algunas condiciones, como el que la
fibración sea localmente trivial, o que exista una sección, entonces tendremos una
idea bastante precisa de cómo es el grupo fundamental de un espacio a partir del
grupo fundamental del otro.

En la sección anterior se mencionó que en una fibración todas las fibras son ho-
motópicamente equivalentes, el siguiente teorema prueba precisamente ese enun-
ciado.

Teorema 1.13. Sea p : E → B una fibración, y b0,b1 ∈ B, entonces las fibras p−1(b0) y
p−1(b1) tienen el mismo tipo de homotopı́a.

Demostración. Para probar este teorema se mostrará que todas las fibras tienen el
mismo tipo de homotopı́a que un tercer espacio Yb. Tomemos un punto cualquiera
b ∈ B, definimos

Yb = {(x,γ) ∈ E×BI |γ(0) = b y γ(1) = p(x)}

donde BI es el conjunto de funciones continuas de I en B. Entonces se tiene el
siguiente diagrama conmutativo.

Yb BI

E B

j

i d

p

En el diagrama, i y j son las proyecciones (x,γ) 7→ x y (x,γ) 7→ γ respectivamente,
y d está dada por γ 7→ γ(1).

Para cualquier punto x en la fibra Yb := p−1(b), si se toma γ0 como el camino
constante en b, se tiene que (x,γ0) ∈ Yb. Definimos entonces el mapeo

λ : Yb → Yb x 7→ (x,γ0).

10
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Para probar la equivalencia homotópica de Yb y Yb se debe encontrar la inversa
homotópica de λ.

Considérese el mapeo G : Yb × I→ B definido por

(x,γ, t) 7→ γ(1 − t).

G es continua por ser la composición de funciones continuas. Por definición de
fibración, existe un mapeo G̃ : Yb× I→ E que hace conmutar el siguiente diagrama.

Yb E

Yb × I B

i

k p

G

G̃

y se tiene que

I G̃(x,γ, 0) = i(x,γ) = x. En particular, para los puntos sobre la fibra, G̃(x,γ, 0)◦
λ(x) = idYb(x).

II p ◦ G̃(x,γ, 1) = γ0(x) = b. Al final de la homotopı́a la imagen de G̃ está
contenida en la fibra Yb.

Si definimosϕ : Yb → Yb por (x,γ) 7→ G̃(x,γ, 1),ϕ ◦ λ es homotópica a la identidad
en Yb. ϕ es la inversa homotópica que estamos buscando. Hemos mostrado que
es una inversa homotópica por la izquierda, veamos que también es una inversa
homotópica derecha.

Sea
J : BI × I→ BI (γ, t) 7→ γ(1 − t),

tenemos que

J(γ, 0) = γ
J(γ, 1) = γ0.

Definimos ahora

H : Yb × I→ Yb (x,γ, t) 7→
(
G̃(x,γ, t), J(γ, t)

)
.

H es continua por ser composición de funciones continuas, además

H(x,γ, 0) =
(
G̃(x,γ, 0), J(γ, 0)

)
= (i(x,γ),γ)
= (x,γ)
= idYb(x,γ)

11
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y

H(x,γ, 1) =
(
G̃(x,γ, 1), J(γ, 1)

)
= (G̃(x,γ, 1),γ0)

= λ ◦ϕ(x,γ).

Ası́ que H es una homotopı́a de la identidad en Yb a λ ◦ ϕ, lo que demuestra el
teorema.

Ahora que sabemos que en todas las fibras de una fibración los grupos de ho-
motopı́a son isomorfos, estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema.

Teorema 1.14 (Sucesión exacta de homotopı́a para una fibración). Sea p : E → B

una fibración con fibra Y, existe una sucesión exacta

· · · → π2(E)
p∗−→ π2(B)→ π1(Y)→ π1(E)

p∗−→ π1(B)→ π0(Y)→ π0(E)
p∗−→ π0(B)

Demostración. Para una demostración de este teorema consultar [13], teorema 11.48.

La existencia de una sección en una fibración localmente trivial hace posible
decir cómo es el grupo fundamental del espacio total a partir de los grupos funda-
mentales de la fibra y del espacio base.

Sea p : E → B una fibración localmente trivial y supongamos que existe una
sección s : B → E. Elegimos puntos base b̃ ∈ E y b ∈ B tales que b̃ = s(b).
Denotamos entonces la fibra como Fb := p−1(b). Si tomamos a b̃ como el punto base
de la fibra Fb, entonces π(B,b) actúa sobre π(Fb, b̃) por la derecha de la siguiente
manera.

Dados un lazo u : I → B basado en b, y un lazo w : I → Fb basado en b̃ =
s(u(0)). Las fibras puntuadas

(p−1(u(t)), s(u(t))) t ∈ I

forman un espacio trivial sobre I, es decir el espacio formado por las fibras es ho-
meomorfo p−1(u(0))× I. Podemos deformar el lazo w en un lazo

wt : I→ p−1(u(t))

con punto base s(u(t)) moviéndose continuamente, como se ilustra en la Figura
1.3. Intuitivamente, anclamos el lazo w al punto base b̃, luego levantamos u en un
lazo ũ cuyo punto base también es b̃ y movemos a w a lo largo de ũ hasta regresar
de nuevo a b̃ con un lazo que ahora llamaremosw1 y que en general es distinto del
lazo w con el que iniciamos el viaje.

12
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B

E

b u

b̃

Figura 1.3: Figura ilustrativa de la monodromı́a

El lazo w1 : I → p−1(u(1)) representa precisamente la imagen de w bajo la
acción

ϕ : π(Fb)× π(B)→ π(Fb)

dada por ϕ([w], [u]) = [w1] de la manera antes descrita. Por supuesto que habrı́a
que verificar que ϕ es en verdad una acción, que está bien definida para cualquier
par de representantes u, w y para cualquier deformación wt : I→ p−1(u(t)). Todo
esto es, de de hecho, una consecuencia directa de la propiedad de levantamiento
de homotopı́a.

A la acción descrita en los párrafos anteriores se le conoce como la acción de
monodromı́a sobre el grupo fundamental de la fibra.

Teorema 1.15. Sea p : E→ B una fibración localmente trivial con una sección s : B→ E,
asumamos además que tanto E como la fibra son arco-conexos. Sea b un punto en B, y
tomamos

b̃ := s(b), Fb := p−1(b).

Entonces π(E,b) es isomorfo al producto semidirecto π(Fb, b̃)oπ(B,b) construido a partir
de la acción de monodromı́a de π(B,b) sobre π(Fb,b).

Demostración. Afirmamos que B es arco-conexo como consecuencia de que E es
arco conexo y existe una sección. Para ver esto tomemos dos puntos cualesquiera
a1,a2 ∈ B, existe un arco γ ⊂ E que conecta a sus imágenes s(a1), s(a2) ∈ E;
p(γ) ⊂ B es entonces la imagen continua de un intervalo I que conecta a los puntos
a1,a2.

Sea i : Fb ↪→ E la inclusión, tenemos entonces la sucesión exacta dada por el
Teorema 1.13

i∗−→ π2(E, b̃)
p∗−→ π2(B,b)→ π1(Fb, b̃) i∗−→ π1(E, b̃)

p−→ π1(B,b)→ 1.
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Que termina en 1 porque por hipótesis la fibra es conexa, lo que implica que π0(Fb, b̃) =
1. La sección s induce un homomorfismo

s∗ : π2(B,b)→ π2(E, b̃)

tal que

π2(B,b) s∗−→ π2(E, b̃)
p∗−→ π2(B,b)

es la identidad, por lo que p∗ es sobreyectiva. Ası́ que se tiene la siguiente sucesión
exacta corta:

1→ π1(Fb, b̃) i∗−→ π1(E, b̃)

s∗←−
p∗−→ π1(B,b)→ 1.

Por el teorema A.1 del apéndice se tiene que π(E, b̃) es isomorfo al producto semi-
directo π(Fb, b̃)oπ(B,b) construido a partir de una acción de π(B,b) sobre π(Fb, b̃)
dada por

γ ·α = i−1
∗
(
s∗(α)γs∗(α)

−1) α ∈ π(B,b), γ ∈ π(Fb, b̃).

Como i∗ es inyectiva, e incluso el punto base es el mismo, podemos identificar a
π(Fb, b̃) con su imagen en π(E, b̃) para tener una manera más sucinta de escribir la
acción como

γ ·α = s∗(α)γs∗(α)
−1. (1.1)

Ası́ que para probar el teorema es suficiente mostrar que la acción 1.1 coincide con
la acción de monodromı́a.

Denotamos por � la acción de monodromı́a. Sean α : I → B un lazo que
representa la clase [α] ∈ π(B,b), γ0 : I → Fb un lazo que representa la clase
[γ0] ∈ π(FB, b̃), y γ1 un lazo que representa la clase [γ0 � α] ∈ π(Fb, b̃). Afirma-
mos que el lazo

s∗(α)γ1s∗(α0)
−1γ−1

0 (1.2)

es nulhomotópico en el espacio total E. Para probar la afirmación sea

Γ : (I× I)→ E, (t, r) 7→ γt(r)

una homotopı́a entre γ0 y γ1. La imagen de cada γt es un lazo en p−1(α(t)) con
punto base s(α(t)) (ver Figura 1.4).

El lazo 1.2 es la imagen bajo Γ del lazo frontera ∂(I× I), por lo tanto es nulho-
motópico.
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B

E

b α

γt
b̃

Figura 1.4: Deformación de lazo por medio de la acción de monodromı́a

γ1γ0

s(α)

s(α)

γt

En consecuencia

1 = s∗(α)
−1γ1s∗(α)γ

−1
0

γ1 = s∗(α)γ0s∗(α)
−1.

Y como [γ1] = [γ0 �α] se sigue que

γ0 �α = s∗(α)γ0s∗(α)
−1

Los grupos fundamentales de los espacios involucrados en una fibración son,
además, invariantes bajo deformaciones del espacio base.
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Teorema 1.16. Sean p : E→ B una fibración y B̃ un retracto fuerte por deformación de B.
Si denotamos por R la homotopı́a

R : B× I→ B̃

que deforma a B en B̃, por p̃ := p
∣∣
B̃

la restricción correspondiente y Ẽ := p̃−1(̃B). Entonces
Ẽ y E son homotópicamente equivalentes.

Demostración. Como B̃ ⊂ B, la restricción p̃ es de nuevo una fibración, la fibra es la
misma que en la fibración original. Se tiene entonces el siguiente diagrama

· · · π2(B) π2(F) π1(E) π1(B) π1(F) π0(E)

· · · π2(B̃) π2(F) π1(Ẽ) π1(B̃) π1(F) π0(Ẽ)

r∗ h∗ g∗ r∗ h∗ g∗

donde r∗ es el homomorfismo inducido por la retracción r : B → B̃ dada por b 7→
R(b, 1), h es el homomorfismo identidad y g := G̃(x, 1), x ∈ E con G̃ dada por el
levantamiento.

E

E× I B× I B

p
G̃

(x,t)7→(p(x),t) R

Entonces

I Ẽ es arco conexo. Si se toman dos puntos x0, x1 ∈ Ẽ, existe γ : I→ E continua
con γ(0) = x0 y γ(1) = x1. La composición γ ◦ g es entonces un camino en Ẽ
que une a x0 y x1.

II π0(Ẽ) es trivial, por el inciso anterior. Como π0(E) también es trivial, entonces
el morfismo inducido g∗ entre ambos es un isomorfismo.

III Como las fibras son homotópicamente equivalentes, y la retracción es a su vez
una equivalencia homotópica, los morfismos r∗ y h∗ son isomorfismos entre
cada uno de los correspondientes πn. Esto como consecuencia del Teorema
de Whitehead ([21], Sección 4.1).

IV Usando el Lema Del Cinco ([21], sección 1.2), concluimos que πn(E) ∼= πn(Ẽ)
para n > 1.

Finalmente, por las afirmaciones del segundo y cuarto incisos, ası́ como por el
Teorema de Whitehead, concluimos que E y Ẽ son homotópicamente equivalentes.
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1.5. Grupo fundamental de una superficie

Un resultado central en topologı́a es el teorema de clasificación de superficies
compactas sin frontera. Una superficie es una 2-variedad conexa. El teorema dice
que todas las superficies constan de una suma conexa de esferas con asas y planos
proyectivos.

Una demostración rigurosa de este resultado requiere el uso de dos teoremas
elementales que son intuitivamente claros, pero cuya demostración es muy difı́cil.

Primero, el teorema de la curva de Jordan, que enuncia que un curva cerrada
simple en un plano parte dicho plano en dos componentes, el interior y el exterior
de la curva. Una demostración se puede encontrar en [10]. Hay una versión un
poco más fuerte que también resulta útil para entender el teorema de clasificación
de superficies, ésta versión es conocida como el teorema de Jordan-Schönflies, y
afirma que cualquier homeomorfismo entre dos curvas cerradas simples se puede
extender a todo el plano.

Un segundo teorema importante es el que afirma que toda superficie puede ser
triangulada. Como la superficie es compacta puede ser cubierta por una cantidad
finita de cı́rculos que luego pueden ser deformados en triángulos, manteniendo los
puntos de intersección entre ellos como vértices. La dificultad estriba en saber qué
tan complicadas pueden ser las intersecciones. Resulta que siempre se puede en-
contrar una cubierta por cı́rculos suficientemente buena. Una demostración se puede
encontrar en [17].

Partiendo de las ideas previas a continuación se exponen las ideas principales
en la demostración del teorema de clasificación de superficies.

Teorema 1.17. Toda superficie compacta es homeomorfa a una esfera, o la suma conexa de
toros y planos proyectivos.

Demostración. Lo que sigue es un bosquejo de la demostración. Un tratamiento más
detallado se puede encontrar en [9], [14], [17].

I El toro, el plano proyectivo y la esfera se pueden obtener a partir de un
polı́gono identificando apropiadamente sus caras, esto se ilustra en la figu-
ra 1.5

II Toda superficie es homeomorfa al espacio cociente de un polı́gono identifi-
cando apropiadamente sus lados. Para esto se toma la colección de triángu-
los que cubre la superficie y se les asigna una orientación a sus caras. Los
triángulos se pueden escribir como un conjunto ordenado {T1, . . . , Tn} de tal
suerte que dos triángulos consecutivos Ti, Ti+1 tienen una cara en común. Es-
to siempre es posible como consecuencia de la conexidad. Además en cada
cara solo se pueden pegar dos triángulos, de lo contrario los puntos en esa
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cara no tendrı́an una vecindad homeomorfa a un abierto de R2. Una vez que
tenemos la colección de triángulos descrita los pegamos usando en cada paso
la arista en común, con lo que al final obtenemos un polı́gono.

III El polı́gono del paso anterior se puede simplificar identificando algunas caras
adyacentes cuyas orientaciones son opuestas. También es posible transformar
el polı́gono de tal suerte que los vértices son identificados en un sólo punto.

IV Finalmente, es posible juntar las caras por pares de tal manera que que se ob-
tendrá un conjunto de caras adyacentes iguales y con la misma orientación;
cada par corresponde a un plano proyectivo. El resto de las caras aparecerán
en 4-tuplas de 2 elementos alternados y con las orientaciones opuestas. Por
ejemplo, recorriendo la cara en sentido levógiro uno se encontrará con 4 ca-
ras consecutivas aba−1b−1, donde el exponente negativo denota que la cara
está orientada en el sentido opuesto. Cada uno de estos conjuntos de 4 caras
representa un toro.

En particular, si la superficie es orientable entonces queda caracterizada com-
pletamente por el número de toros que aparecen como sumandos, dicho número
se conoce como género. La esfera es de género 0.

Corolario 1.18. Una superficie orientable S de género g se puede construir a partir de un
polı́gono con 4g lados identificados por pares. A cada superficie se le puede asignar una
palabra donde cada letra representa un lado y su exponente correspondiente representa la
orientación.

Ejemplo 1.18.1. En la figura 1.6 se muestra un polı́gono y la superficie que se obtiene
a partir de él.

(a) toro (b) esfera (c) plano proyectivo

Figura 1.5: Toro, esfera y proyectivo obtenidos a partir de un polı́gono
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b−1
2

a−1
2b2

a2

a1

b1a−1
1

b−1
1

(a) octágono con caras orienta-
das (b) cuerpo con dos asas

Figura 1.6: Superficie a partir de un 4g-ágono

Concluimos la sección con un teorema que clasifica completamente los grupos
fundamentales de una superficie cerrada.

Teorema 1.19. Sea S una superficie cerrada orientable de género g. Si denotamos por ai,bi
cada pareja de lados adyacentes que forman un toro y hacemos [ai,bi] := aba−1b−1 en-
tonces

π(S) =

〈
a1,b1, . . . ,ag,bg |

g∏
i=1

[ai,bi] = 1

〉
.

En particular, π(S) es finitamente generado.

Demostración. Consideremos la cuña de 2g cı́rculos
2g∨
i=1

Si

etiquetando cada Si como a1,a2, . . . ,ag,b1, . . . ,bg. Nótese que este espacio es ho-
meomorfo a la frontera del 4g-ágono correspondiente a la superficie S, dicha fron-
tera se puede escribir como

a1b1a
−1
1 b−1

1 · · ·agbga−1
g b

−1
g =

g∏
i=1

[ai,bi].

Ahora bien, si agregamos la 2-celda que forma el interior del polı́gono entonces la
frontera es nulhomotópica, lo que nos da precisamente la relación que debe cumplir
el grupo.

π(S) =

〈
a1,b1, . . . ,ag,bg |

g∏
i=1

[ai,bi] = 1

〉
.
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Por ejemplo, el grupo fundamental de la superficie de género dos presentada
en 1.18.1 es

〈a1,b1,a2,b2 | [a1,b1][a2,b2] = 1〉 .
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2 CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS

2.1. Resultados básicos sobre curvas

El estudio de curvas planas tiene una larga historia. En un principio el interés
se centraba en las curvas más sencillas, el cı́rculo y la recta, y era motivado por
una utilidad inmediata de dichas curvas. Conforme se avanzó en la comprensión
de estos espacios se encontraron curvas con una estructura geométrica mucho más
rica: las cúbicas con cúspides, las cúbicas nodales, hipocicloides, cardioides, ovoi-
des y muchas más. El siguiente paso fue el estudio de las curvas en el marco de los
números complejos.

La generalización de una curva sobre los números complejos diversifica los ob-
jetos de estudio y permite una clasificación más precisa.

Empezamos entonces el estudio de curvas con la definición de las mismas.

Definición 2.1. Un subconjunto C ⊂ C2 se dice que es una curva algebraica afı́n si
existe un polinomio f ∈ C[x,y] cuyo grado deg f > 1 y

C = {(x,y) ∈ C2 : f(x,y) = 0}.

Ası́, una curva algebraica afı́n es el conjunto de ceros de un polinomio con co-
eficientes complejos en dos variables.

Ejemplo 2.1.1. En la imagen 2.1 se puede ver una gráfica de los ceros (reales) de la
curva x3 + x2 − y2, que tiene un punto doble en el origen.

Observación 2.2. El polinomio de grado mı́nimo que define una curva es único. Si
una curva está definida por f, cualquier múltiplo escalar λf y cualquier potencia
positiva fk definen la misma curva.

Si denotamos por V(f) al conjunto de ceros de un polinomio f ∈ C[x,y] se tiene
el siguiente resultado
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2.1. RESULTADOS BÁSICOS SOBRE CURVAS

Teorema 2.3 (Lema de Study). Sean f,g ∈ C[x,y], si f es irreducible de grado > 1 y
V(f) ⊂ V(g) entonces f es un divisor de g.

Este es un precursor del famoso teorema de los ceros de Hilbert (Hilbert Nulls-
tellensatz) para el caso de curvas. Se puede encontrar una demostración del Lema
de Study en [20, pág. 17], como parte de la demostración se muestra que una curva
algebraica tiene un número infinito de puntos.

Una consecuencia importante del Lema de Study es que cualquier curva se pue-
de descomponer, de forma única salvo unidades, en un producto

f = fk1
1 · · · fkrr . (2.1)

Cada uno de los factores se dice que es una componente y se cumple que

V(f) = V(f1)∪ · · · ∪ V(fk).

Siempre que una curva C se puede escribir como la unión de dos curvas dis-
tintas C = C1 ∪C2 se dice que C es una curva reducible. En el caso opuesto, i.e. si
C = C1 ∪C2 implica que C1 = C2, se dice que C es una curva irreducible.

Cualquier curva algebraica C admite una representación de la forma

C = C1 ∪ . . .∪Cr

donde cada Ci es una curva irreducible. Esta representación es única salvo el orden
en que aparece cada Ci. Dichas Ci se llaman componentes irreducibles de C.

Por la observación 2.2, si una curva está dada por

f = fk1
1 · · · fkrr

y existe g ∈ C[x,y] que define la misma curva, i.e. V(f) = V(g), entonces

g = λ1f
i1
1 · · · λrfirr

Figura 2.1: Gráfica de x3 + x2 − y2.
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CAPÍTULO 2. CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS

con λi ∈ C y i1, . . . , ir ∈ N. Llamamos a f = f1 · · · fr el polinomio minimal de la
curva.

Cuando la curva no está dada por un polinomio minimal, como en la expresión
2.1, se puede pensar cada exponente ki como la multiplicidad de la componente
Ci := V(fi). En general, una combinación formal

k1C1 + · · ·+ crCr

donde cada Ci es irreducible y r ∈ Z se le llama divisor; si cada ki > 0 se dice que
es un divisor efectivo.

Definición 2.4. Sea C := V(f) una curva dada por un polinomio minimal f, se
define el grado de la curva C como

degC := deg f,

el grado del polinomio.

En muchas ocasiones es mucho más conveniente estudiar las curvas en el plano
proyectivo, ya que dicho espacio tiene propiedades más agradables, como el ser
compacto. Las curvas proyectivas se pueden obtener de las curvas afines comple-
tando la curva con sus puntos al infinito.

Definición 2.5. Un subconjunto del plano proyectivo complejo,C ⊂ P2, se dice que
es una curva algebraica proyectivasi existe un polinomio homogéneo F ∈ C[X, Y,Z]
de grado > 1 tal que

C = {[X, Y,Z] ∈ P2 : F([X, Y,Z]) = 0}.

Siempre es posible definir una curva proyectiva a partir de una curva afı́n. Sea
C una curva afı́n de grado n dada por f(x,y), entonces la curva C̄ ⊂ P2 dada por

F(x,y, z) :=
1
zn
f(xz,yz)

es la proyectivización u homogeneización de f.

Ejemplo 2.5.1. La proyectivización de la curva afı́n x3 + x2 − y2 que aparece en 2.1.1
es la curva dada por el polinomio homogéneo de grado 3.

X3 +X2Z− Y2Z.

Los resultados y observaciones sobre las ecuaciones, reducibilidad y descom-
posición en componentes son también válidas para curvas proyectivas. Más aún,
dada una curva afı́n definida por f, cuya homogeneización es F, se cumple que f es
irreducible si y sólo si F también lo es.
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2.2. EL TEOREMA DE BÉZOUT

2.2. El teorema de Bézout

Un teorema cuantitativo particularmente útil es el teorema de Bézout, que cuen-
ta los puntos de intersección entre dos curvas.

El caso más sencillo es la intersección entre una recta proyectiva L y una cur-
va proyectiva C = V(F). Supongamos que los puntos al infinito son de la forma
(X, Y, 0). Podemos además suponer, con un cambio de coordenadas adecuado, que
la ecuación de la recta es X = 0. Entonces los puntos de intersección entre C y L
corresponden a los ceros del polinomio G(T0, T1) := F(0, T0, T1). Si expandimos F en
términos de X tenemos

F(X, Y,Z) = F0X
n + F1X

n−1 + . . . + Fn

donde los Fi ∈ C[Y,Z] son homogéneos y deg Fi = i si Fi 6= 0. Evaluando F en
X = 0 se sigue que G = Fn. Si Fn = 0 entonces F es divisible por X, i.e. L ⊂ C.
Si no entonces degG = n. Finalmente, podemos usar el Teorema Fundamental
del Álgebra en su versión homogénea ([23, Teorema A.4]) y decir que existe una
factorización

G = (b1T0 − a1T1)
k1 · · · (bmT0 − amT1)

km

con (ai : bi) ∈ P, 1 6 i 6 m, puntos distintos determinados de forma única, y cada
ki un entero positivo. Más aún, cada ki depende únicamente de C y L y no de las
coordenadas elegidas. Con esta notación, los puntos de intersección entre C y L son

{pi := (0 : ai : bi)}

y se define la multiplicidad de la intersección como

multpi(C∩ L) := ki.
Además, como k1 + · · ·+ km = n se tiene el siguiente lema.

Lema 2.6. Sea C ⊂ P2 una curva algebraica plana y L un recta que no está contenida es
C. El número de puntos de intersección entre L y C, contando multiplicidades, es igual a
n := degC.

En la discusión que derivó en este lema la homogeneidad juega un papel im-
portante, en el caso afı́n sólo podemos dar una cota para el número de puntos de
intersección, en vez de un número exacto.

El lema se puede generalizar para contar los puntos de intersección entre dos
curvas proyectivas C1 y C2. Para ello se requiere la resultante, un polinomio defi-
nido como el determinante de una matriz que involucra a ambas curvas y cuyos
ceros coinciden con los puntos de intersección. La multiplicidad de cada punto de
intersección se define luego como la multiplicidad del cero correspondiente en la
resultante. Una demostración rigurosa del siguiente teorema escapa del objetivo de
este trabajo, pero se puede encontrar en [12], [16], [20].

24



CAPÍTULO 2. CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS

Teorema 2.7 (teorema de Bézout). Para dos curvas algebraicas proyectivas C1,C2 que
no tienen componentes en común, se cumple que∑

p∈C1∩C2

multp(C1 ∩C2) = degC1 · degC2

Ası́ pues, dos curvas proyectivas de grados n ym se intersectan en nm puntos,
contando multiplicidades.

2.3. Singularidades

El teorema de Bézout expuesto en la sección anterior es un resultado sobre la
estructura global de una curva, ahora estudiaremos la estructura local de la misma.

Sea C ⊂ C2 una curva algebraica afı́n dada por un polinomio minimal f ∈
C[x,y]. Se dice que C es suave en un punto p si

gradpf :=
(
∂f

∂x
(p),

∂f

∂y
(p)

)
6= (0, 0).

En caso de que el punto no sea suave se dice que es un punto singular. Al conjunto

SingC := {p ∈ C : C es singular en p}

se le denomina conjunto singular
En el ejemplo 2.1.1 al inicio de este capı́tulo, la curva p(x,y) := x3 + x2 − y2,

tiene un punto singular en el origen, por lo que para ese caso Singp = {0}.
Otra forma de pensar en el conjunto singular de una curva es como el conjunto

de puntos de intersección de dicha curva y las curvas definidas por sus derivadas
parciales. Teniendo en cuenta el Teorema de Bézout, es de esperarse que se cumpla
el siguiente resultado.

Teorema 2.8. Sea C ⊂ C2 una curva algebraica, SingC es finito.

Demostración. Supongamos que C está dada por el polinomio minimal f, sean

C1 := V

(
∂f

∂x

)
y C2 := V

(
∂f

∂y

)
.

Entonces
SingC = C∩C1 ∩C2.

Dado que una linea es suave en todos sus puntos, podemos asumir que deg f >
2, lo que implica que al menos una de sus derivadas parciales es de grado mayor o
igual que uno.
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2.4. TOPOLOGÍA DE UNA CURVA ALGEBRAICA

Supongamos, sin perdida de generalidad, que deg ∂f∂x > 1. Entonces SingC ⊂
C ∩ C1. Ası́ que es suficiente mostrar que SingC ∩ C1 es finito. Esto es una conse-
cuencia inmediata del Teorema 2.7 si logramos probar que C1 y C no tienen com-
ponentes en común.

Para ver que la afirmación es cierta por contradicción, supongamos que f y ∂f
∂x

tienen un factor primo en común g. Entonces

f = g · h
por lo tanto

∂f

∂x
= g · h1

= h
∂g

∂x
+ g

∂h

∂x

De la parte derecha de la segunda igualdad se sigue que g debe ser un divisor de
h∂g∂x , ası́ que si h∂g∂x 6= 0 entonces g es un divisor de h. Esto implica que g2 es un
divisor de f, lo que contradice nuestra suposición de que f es minimal.

Por otro lado, si h∂g∂x = 0. Esto implica que ∂g∂x = 0, por lo que g debe ser lineal
de la forma y− a. Sin embargo esto contradice el hecho de que siempre es posible
elegir un cambio de coordenadas adecuado de tal forma que C no contenga lineas
paralelas a los ejes.

Uno incluso puede dar una cota para el número de singularidades, a saber,
n(n− 1). Esta cota se puede disminuir aún más con un poco de trabajo. En el caso
de una curva proyectiva C ⊂ P2 el número máximo de singularidades es

1
2
(n− 1)(n− 2).

Sorprendentemente esto arroja información sobre la topologı́a de algunas curvas.
Por ejemplo, una consecuencia de la fórmula anterior es que las curvas cuadráticas
no tienen puntos singulares, mientras que en el caso de las cúbicas queda restringi-
do el tipo de singularidad que se puede tener.

2.4. Topologı́a de una curva algebraica

Desde el punto de vista topológico, una curva es una 2-variedad cerrada sin
frontera, con algunos puntos identificados. En la presente sección se explican las
ideas generales que permiten entender por qué.

El espacio proyectivo complejo de dimensión n, denotado por Pn, se construye
como un espacio cociente de Cn+1 \ {0}, identificando todos los puntos de una mis-
ma recta compleja que pasan por el origen. De forma más precisa, definimos una
relación de equivalencia ∼ en Cn+1 por
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CAPÍTULO 2. CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS

a ∼ b si ∃λ ∈ C \ {0} : a = λb,

y hacemos Pn = Cn+1 \ {0}/ ∼. La función cociente está dada por la proyección

Π : Cn+1 \ {0}→ Pn (x0, . . . , xn) 7→ [x0, . . . , xn].

Otra forma de definir el espacio proyectivo complejo de dimensión n es a través
de la fibración de Hopf. Tomemos el grupo multiplicativo

S1 := {λ ∈ C : |λ| = 1}

y definimos una acción φ de S1 sobre la esfera S2n+1 ⊂ Cn+1 por

(z0, . . . , zn) 7→ (λz0, . . . , λzn),

luego dotamos al espacio de órbitas S2n+1/S1 con la topologı́a cociente. El espacio
obtenido de esta manera es difeomorfo a Pn. La proyección

h : S2n+1 → S2n+1/S1

es una fibración localmente trivial con fibra S1. El caso n = 1 es especial porque la
fibración que resulta, de la 3-esfera sobre la 2-esfera cuya fibra es la 1-esfera, puede
ser visualizada en R3, como se ilustra en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Proyección en R3 de algunas fibras de la fibración de Hopf.

Una consecuencia inmediata de la construcción del proyectivo a partir de una
2n+ 1-esfera es la siguiente:

Observación 2.9. El plano proyectivo complejo Pn es un espacio Hausdorff, conexo
y compacto.
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2.4. TOPOLOGÍA DE UNA CURVA ALGEBRAICA

Pensemos ahora en una curva proyectiva C dada por un polinomio homogéneo
f.

C := {[x,y, z] ∈ P2 : f([x,y, z]) = 0}.

Ésta corresponde a la imagen bajo la proyección Π del espacio

C := {(x,y, z) ∈ C3 : f(x,y, z) = 0},

que por ser la preimagen del cerrado {0} bajo la función polinomial continua F :
C3 → C dada por F(x,y, z) = f(x,y, z), es a su vez cerrado en C3. Más aún, Π es una
función cociente por lo que C = Π(C) debe ser cerrada.

Tenemos entonces un subespacio cerradoC contenido en el compacto P2, lo que
deriva en la siguiente observación.
Observación 2.10. Las curvas proyectivas son subespacios compactos de P2.

Para investigar más a fondo las caracterı́sticas topológicas de una curva alge-
braica conviene ahora pensarla como un espacio ((casi)) cubriente de P1, donde un
conjunto finito de puntos no tienen vecindades cubiertas parejamente.

En el Ejemplo 2.1.1, si se toma una vecindad pequeña al rededor del origen y
se proyecta la gráfica de x3 + x2 − y2 sobre el eje x se obtiene un mapeo cubriente
de dos hojas, excepto en el puntos singular, donde las dos hojas se intersectan.
De hecho localmente la gráfica se de ve como dos funciones, dos ramas, que se
intersectan en el origen (ver Figura 2.3).

Figura 2.3: Cerca del punto singular, la gráfica se comporta como la intersección de
dos ramas.

Si uno decide ser menos restrictivo y permite que la función sea localmente
descrita por funciones analı́ticas en vez de polinomios, se puede obtener una para-
metrización de cada rama.

En general, sea C una curva irreducible definida por un polinomio p ∈ C[x,y] y
supongamos, sin pérdida de generalidad, que la curva tiene un punto singular en
el origen. Tomamos un disco abierto U ∈ C de radio δ suficientemente pequeño,
denotamos por C̄ a la parte de la la curva que está ((sobre)) U,

C̄ := {(x,y) ∈ U×C : f(x,y) = 0}.

Entonces se cumple el siguiente teorema.
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CAPÍTULO 2. CURVAS ALGEBRAICAS PLANAS

Teorema 2.11 (Teorema de Puiseux). Existe una serie ϕ ∈ C〈t〉 que converge en una
vecindad del origen

V :=

{
t ∈ C : |t| <

1
δk

}
y se cumple que

I p(tk,ϕ(t)) = 0, ∀t ∈ V .

II Φ : V → C̄, t 7→ (tk,ϕ(t)) es biyectiva.

A esta forma de describir la curva localmente se le conoce como Parametrización de
Puiseux.

Una demostración detallada de este teorema se puede encontrar en [20, Capı́tu-
lo 7].

Denotamos por C̄∗,U∗,V∗ a los conjuntos correspondientes sin el origen o la
preimagen del mismo, análogamente se usará un superı́ndice ∗ para denotar las
restricción de una función a cualquiera de dichos conjuntos. Una consecuencia del
Teorema de Puiseux es que U∗ está cubierto parejamente por V∗, que se ((enrolla))
encima k veces. El caso k = 3 y δ = 1 se ilustra en la figura 2.4, donde fk : V → U

está dada por t 7→ tk y ρ : U×C está dada por (x,y) 7→ x.

V

fk

U

Φ ρ

U× C

Figura 2.4: Ilustración del teorema de Puiseux

La proyección ρ∗ es un mapeo cubriente que conmuta con lo mapeos Φ∗ y f∗k
de acuerdo al siguiente diagrama:
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2.4. TOPOLOGÍA DE UNA CURVA ALGEBRAICA

V∗ C̄∗

U∗

Φ

f∗k ρ∗

Además, Φ es una extensión analı́tica de Φ∗ que se obtiene haciendo Φ(0, 0) :=
(0, 0), por lo que C̄ es conexa. A un espacio este tipo, cuasi cubriente salvo por
algunos puntos, se les conoce como cubriente ramificada.

Estamos ahora en condiciones de enunciar un teorema especialmente relevante
que conecta variedades algebraicas con variedades Riemannianas.

Teorema 2.12. Para toda curva algebraica irreducible C ⊂ P2, existe una superficie de
Riemann compacta S y un mapeo holomorfo

ϕ : S→ C

tal que la siguiente restricción es biholomorfa

ϕ
∣∣
S̃
: S̃→ C̃.

Con C̃ := C \ SingC, la parte suave de C, y S̃ := ϕ−1(C̃) ⊂ S.
Dicha superficie está determinada de forma única salvo biholomorfismo, a S se le llama

la resolución de singularidades de C.

Demostración. Para cada punto p ∈ C̃, por el Teorema de la Función Implı́cita, exis-
ten abiertos Vp ⊂ C yWp ⊂ P2 con p ∈Wp, y un biholomorfismo

ψp : Vp → C∩Wp ⊂ C̃.

Lo que nos da casi todos los ((parches)) para construir la variedad que buscamos,
faltan aquellos que contienen singularidades.

Para los puntos singulares qi ∈ SingC tomamos vecindades disjuntas

{Wqi : qi ∈Wqi yWqi ∩Wqj = ∅ si i 6= j}

y, para un punto q ∈ SingC

C∩Wq = Cq,1 ∪ . . .∪Cq,k

donde los Cq,r son representantes de las ramas de C en q. En particular

Cq,r ∩Cq,s = {q} si r 6= s.

Más aún, se eligeWq suficientemente pequeño, de tal suerte que para cada r existe
una parametrización de Puiseux

ψq,r : Vq,r → Cq,r
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donde Vq,r ⊂ C es abierto. Ahora tomamos la unión disjunta de todos los subcon-
juntos abiertos obtenidos tanto para puntos suaves como singulares.

M :=
⋃
p∈C̃

Vp ∪
⋃

q∈SingC

(Vq,1 ∪ · · · ∪ vq,r)

Los mapeos ψp,ψq,r forman a su vez un mapeo holomorfo

ψ :M→ C.

Ahora hay que pegar correctamente las cartas de la variedad. Para p ∈ C̃ y q ∈
SingC definimos la relación ∼.

v ∈ Vp y v ′ ∈ Vp ′ son equivalentes si

ψp(v) = ψp ′(v
′) ∈ C̃.

v ∈ Vp y v ′ ∈ Cq,r son equivalentes si

ψ(v) = ψq,r(v
′) ∈ C̃.

No hay parches que se traslapen entre conjuntos distintos Vq,r y Vq,s. Denotamos
por S el espacio cocienteM/ ∼. El mapeo ψ induce naturalmente un mapeo

ϕ : S→ C.

Ahora hay que mostrar que precisamente S es la variedad requerida en el teorema.

I ϕ
∣∣
S̃
: S̃→ C̃ es biyectiva por construcción.

II S es Hausdorff.

III S es compacto. Podrı́a parecer una consecuencia inmediata de la observación
2.10, pero hay un problema, en general si se tiene un abierto U cuya imagen
ϕ(U) contiene puntos singulares, la imagen no es necesariamente un abierto
porque las cartas al rededor de esos puntos están definidas a partir de ciertas
intersecciones.

Sea
S =

⋃
i∈I
Ui

una cubierta abierta de S. Sea

A := ϕ−1(SingC).
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Por el Teorema 2.8 A es finito, y por lo tanto es compacto. Definimos

I0 :={i ∈ I : Ui ∩A 6= ∅}
I1 :=I \ I0

Como A ⊂ ∪i∈T0Ui existe un subconjunto finito de ı́ndices J0 ⊂ I0 tal que

U :=
⋃
j∈J0

Uj

cubre a A. ϕ(U) es abierto. Definimos Ũ := Ui \A, i ∈ I : 0 \ J0, lo que nos da
una cubierta abierta de C.

ϕ(U)∪
⋃

i∈I0\J0

ϕ(Ũi)∪
⋃
i∈I1

ϕ(Ui) (2.2)

y como C es un compacto existe una subcubierta finita de 2.2 cuya preimagen
cubre a su vez es una subcubierta finita de S. Por lo tanto S es una variedad
compacta.

IV S es conexa. La demostración rigurosa de este inciso se puede encontrar en
[20, Capı́tulo 9]. Para la prueba se asume que la curva es disconexa, luego se
muestra que esto implica la existencia de un factor de grado positivo, lo que
contradice la irreducibilidad de la curva.

En la demostración del teorema anterior la idea principal para obtener la super-
ficie de Riemann asociada a la curva proyectiva es ((separar)) los puntos de rami-
ficación, el resto de la superficie se obtiene a partir de un biholomorfismo entre la
superficie y la curva. Ası́ pues, una consecuencia del teorema es el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.13. Toda curva proyectiva es homeomorfa a una superficie cerrada, compacta
y sin frontera, con una cantidad finita de puntos identificados.

En el Teorema 1.19 se probó que el grupo fundamental de una superficie es fini-
tamente generado, es natural preguntarse si ésto también es cierto para la superficie
con puntos un número finito de puntos identificados. La respuesta es afirmativa,
por cada par de puntos identificados se obtiene un nuevo generador.

Para ver que esto es cierto supongamos que se tiene una variedad conexa cerra-
da M, como en la Figura 2.5a en la cuál vamos a identificar dos puntos p0 y p1. La
Figura 2.5b con los puntos identificados en un único punto p, denotamos este nue-
vo espacio por M̄. Ahora bien, como un punto es homotópicamente equivalente a
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p0

p1

(a) puntos a identificar

p

(b) puntos identificados

l1
l2

(c) sustitución de p por el
segmento l1

Figura 2.5: Un espacio conexo con dos puntos identificados es topológicamente
equivalente al mismo espacio con un segmento ((pegado)).

un segmento, podemos ((reemplazar)) p por l1 y el nuevo espacio es homotópica-
mente equivalente a M̄. Más aún, como M es conexa podemos encontrar un arco
l2 ⊂ M que conecta los puntos finales de l1. Sean l := l1 ∪ l2 y D := π(l2), por el
Teorema de Seifert-van Kampen tenemos

π(M̄) = π(M) ∗D π(l).
Donde ∗D denota el producto amalgamado (ver [22, Sección 4.2]). Si

π(M) = {x1, . . . , xn ; R}

donde {x1, . . . , xn} es el conjunto de generadores y R el conjunto de relaciones; como
π(l) es libre en un generador t y l2 es simplemente conexo se tiene que

π(M̄) = {x1, . . . xn, t ; R}.

Durante la mayor parte de esta sección se han estudiado las propiedades to-
pológicas de las curvas proyectivas, sin embargo, el objetivo era justificar el siguien-
te resultado:

Teorema 2.14. El grupo fundamental de una curva afı́n es finı́tamente generado.

Demostración. Se justificó en los párrafos previos que el grupo fundamental de una
curva proyectiva es finı́tamente generado. Por otro lado, toda curva afı́n puede pro-
yectivizarse agregando una cantidad finita de puntos al infinito. Topológicamente
la curva afı́n es homeomorfa a su correspondiente proyectivización removiendo los
puntos de intersección con la recta al infinito, que por el Teorema de Bézout (2.7)
son finitos. Esto implica que el grupo fundamental tendrá, a lo más, un número
finito de generadores adicionales respecto al grupo fundamental de la curva pro-
yectiva.
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3 TOPOLOGÍA DEL COMPLEMENTO DE UNA
CURVA

Este capı́tulo contiene las ideas principales del presente trabajo, se estudia la
topologı́a del complemento de la curva por medio de la fibración dada por una
función polinomial. El estudio desde esta perspectiva permite utilizar resultados
conocidos sobre fibraciones y sobre la topologı́a de una curva.

3.1. Fibración dada por una función polinomial

En esta sección se estudia la fibración dada por un polinomio complejo p(x,y) :
C2 → C, mostrando al final que el morfismo inducido entre los grupos fundamen-
tales de la fibra y una vecindad al rededor de un punto del conjunto de bifurcación
es un epimorfismo.

Si se tiene una curva afı́n irreducible de grado d dada por un polinomio p(x,y) ∈
C[x,y], el polinomio p(x,y) define un morfismo F : C2 → C por (x,y) 7→ p(x,y).

Definición 3.1. Sea z ∈ C un punto cualquiera. Decimos que z es un punto regu-
lar de F si existe una vecindad U ⊂ C de z tal que F restringida a F−1(U) es una
fibración localmente trivial, a la preimagen F−1(z) de cualquier punto regular se le
llama fibra genérica. Si un puntow0 ∈ C no es regular diremos que es un punto irre-
gular y a la preimagen F−1(w0) de un punto irregular la llamamos fibra degenerada.
Al conjunto de puntos irregulares de una fibración lo llamaremos conjunto de bi-
furcación y lo denotamos por Bif F.

Por Thom [6] sabemos que F tiene una cantidad finita de puntos irregulares
Bif F := {z1, . . . , zn}.

Es importante notar que los puntos irregulares no sólo comprenden los puntos
singulares de la función. Como la función polinomial no es propia, lo que impide
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usar el criterio de Ehresmann para clasificar completamente las fibras degeneradas,
puede haber puntos adicionales cuyas fibras no se comportan bien en el infinito.

Ejemplo 3.1.1. El polinomio

h : C2 → C (x,y) 7→ x2y− x

no tiene puntos singulares, sin embargo la fibra sobre el 0 tiene una componente
adicional y es topológicamente distinta a las demás. Esto incluso se puede ver en la
gráfica real correspondiente a las fibras (imagen 3.1). Ası́ que en este caso se tiene
que Bifh = {0}.

1212 88 44

4

−12

−12−8

−8−4

−4

−4

0

0

0

0

0

0

0

Figura 3.1: Fibras de x2y− x

Observación 3.2. A lo largo de este capı́tulo se asumirá que para todo morfismo po-
linomial F : C2 → C inducido por el polinomio que define una curva determinada
C, la fibra Y := F−1(z) sobre cualquier punto regular z es conexa.

Denotamos por C∗ := C \ {0} el plano complejo sin el origen, y por X := F−1(C∗),
el complemento de la curva en C2. Tomando la restricción

F : X \ F−1(Bif F)→ C∗ \ Bif F,

la hipótesis enunciada en la observación 3.2 implica que las fibras son irreducibles.
Un resultado importante sobre la homologı́a del complemento de una curva irre-
ducible es el siguiente:

Teorema 3.3. Sea C una curva irreducible y sea X su complemento en C2. Entonces

H1(X) ∼= Z.

Demostración. Una demostración que usa dualidad de Lefschetz se puede encontrar
en [15, Capı́tulo 4, Teorema 1.3].
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Para cualquier punto w ∈ C su fibra correspondiente F−1(w) se puede pensar
como la curva definida por el polinomio p̃(x,y) := p(x,y)−w; o equivalentemente,
como la fibra sobre el 0 de la fibración F̃ definida por p̃(x,y) = z. Más aún, para
cualquier punto z ∈ C se cumple que

F̃−1(z) = F−1(z+w).

Consideremos ahora un punto irregular z0 ∈ Bif F y tomemos un disco D con
centro en z0 y de radio r suficientemente pequeño de tal suerte que D no contiene
otros puntos de bifurcación además de z0. Sean D∗ := D \ {z0}, D̃ := F−1(D) y
D̃∗ := F−1(D∗). Estudiaremos las propiedades locales de la fibración F al rededor
del punto de bifurcación z0. De forma más precisa, si tomamos

F : D̃→ D

denotando por Y a la fibra y por Y0 a la fibra degenerada se cumple el siguiente

Lema 3.4. Sea Y0 = k1C1 + . . . + kmCm la fibra degenerada expresada como suma de sus
componentes irreducible. Entonces MCD{k1, . . . ,km} = 1.

Demostración. Sean p̃(x,y) := p(x,y)− z0 y F̃ la fibración correspondiente. Entonces

p̃(x,y) =
m∏
i=1

pkii (x,y)

donde pi(x,y) es el polinomio irreducible correspondiente a la curva Ci. Para pro-
bar el lema por contradicción supongamos que k := MCD{k1, . . . ,k,} > 1, ésto im-
plica que p̃ se puede escribir de la siguiente manera

p̃(x,y) =

[
m∏
i=1

p
ki
k (x,y)

]k
.

Ası́ que para cualquier punto z 6= 0, su fibra correspondiente F̃−1(z) es la unión de k
curvas, cada una dada por una raı́z k-ésima de z. Se sigue que la fibra y las curvas
definidas por sus derivadas parciales coinciden en al menos una componente, lo
que contradice nuestra elección de u.

Nos enfocaremos ahora en el estudio de los grupos fundamentales de la fibra-
ción F restringida a D. La fibración localmente trivial F : D̃∗ → D∗ implica el si-
guiente diagrama conmutativo
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1 π(Y) π(D̃∗) π(D∗) 1

π(D̃)

i∗

F∗

i∗

Donde el renglón superior es una sucesión exacta corta. Además, π(D∗) ∼= Z por
lo que podemos tomar un generador t de Z y un elemento [γ] ∈ π(D̃∗) tal que
F∗([γ]) = t para definir un homomorfismo s : π(D∗) → π(D̃∗) por tn 7→ [γ]n. Por
lo tanto, por el Teorema 1.15, se tiene que

π(D̃∗) ∼= π(Y)o π(D∗).

Además se cumple el siguiente resultado.

Lema 3.5. El morfismo de grupos

i∗ : π(D̃
∗)→ π(D̃),

inducido por la inclusión, es un epimorfismo.

Demostración. Para la demostración se usará el teorema 1.4, ası́ que hay que verifi-
car que se cumplen las condiciones de dicho enunciado.

Como se mencionó en la sección anterior, la curva Y es la preimagen de un
cerrado bajo una aplicación continua F, ası́ que a su ves Y es un subconjunto cerrado
de D̃.

Se construirá ahora una cubierta abierta de Y, donde los abiertos que cubren a la
fibra degenerada son simplemente conexos. Sean w1, . . . ,wn los puntos singulares
de la fibra degenerada Y, tomemos n bolas abiertas Bk ⊂ D̃ cada una con centro
en wk,k = 1, . . . ,n y radio suficientemente pequeño. Consideremos además una
colección de bolas abiertas {Uα}α∈Ω, contenidas en D̃ que cubren a Y \ {w1, . . . ,wn}.
Tenemos que:

I Y ⊂ ⋃Bk ∪⋃Uα.

II Bk ∩ D̃∗ es arco-conexo para toda k. Esto porque, de acuerdo con resultados
de [5] y [15, pág. 23], todo Uk ∩ Y es isomorfo a un cono C(L), donde L es un
nudo o un enlace. Por lo tanto su complemento en cada bola es homeomorfo
a (S3 \ L)× (0, 1), que por ser un producto de espacios conexos es conexo.

III Uα∩ D̃∗ es arco-conexo para toda α ∈ Ω. En este caso cada intersección es ho-
meomorfa al espacio producto B3 × S1, donde B3 es la bola abierta de dimen-
sión 3. De nuevo por ser un producto de espacios arco-conexos la intersección
es de nuevo un espacio arco-conexo.
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Se cumplen entonces las condiciones del teorema 1.4. La conclusión es inmediata.

Tenemos finalmente el siguiente teorema en relación con el morfismo de grupos
inducido por la inclusión de la fibra en la preimagen del disco Y ↪→ D̃.

Teorema 3.6. Tomemos z0 ∈ Bif F, D, D̃ y Y como antes; entonces el homomorfismo

i∗ : π(Y)→ π(D̃)

inducido por la inclusión de la fibra en el espacio total, es un epimorfismo.

Demostración. Sabemos que π(D̃∗) = π(Y)oπ(D∗) y π(D∗) ∼= Z. Elegimos un gene-
rador t ∈ Z, entonces π(D̃∗) es generado por los elementos de π(Y) y un elemento
[γ] el cuál cumple que F∗([γ]) = t. Afirmamos que i∗([γ]) = 1

π(D̃)
.

Para probar esta afirmación mostraremos que si se toma un elemento [γ] ∈
π(D̃∗) cuya imagen es un generador de Z entonces γ es nulhomotópico en D̃.

Sea Y0 = k1C1 + . . . + kmCm la fibra degenerada expresada como suma de sus
divisores efectivos. Sean p̃(x,y) := p(x,y) − z0 y F̃ la fibración correspondiente.
Entonces

p̃(x,y) =
m∏
i=1

pkii (x,y) (3.1)

donde pi(x,y) es el polinomio irreducible correspondiente a la curva Ci. Tomamos
lazos γ1, . . . ,γm cada uno al rededor de una componente distinta Ci de la siguiente
manera:

Sea z un punto suave de la componente Ci1 , pi1(x,y) define una submersión lo-
calmente al rededor de z, ası́ que podemos tomar una carta y definir un difeomor-
fismo de un disco en C2 en un disco ((meridional)) Dz contenido en una vecindad
de z, con centro en z y que intersecta transversalmente a la curva Ci1 en z. Luego
tomamos un segmento disjunto de Y0 que une a la frontera del disco Dz con b, el
punto base de π(D̃∗), como se ilustra en la Figura 3.2. Llamamos γi1 a éste lazo,
nótese que [γi1 ] ∈ π(D̃∗).

Tenemos ahora dos casos:

caso 1 Si se cumple que en la ecuación 3.1 alguno de los exponentes ki = 1
entonces F∗([γi]) = t, y por por lo tanto, como por construcción γi es nulho-
motópico en D̃, se sigue la afirmación.

caso 2 Si ki 6= 1, i = 1, . . .m, en la ecuación 3.1; entonces tenemos que

F∗([γ1]) = k1t

...
F∗([γm]) = kmt
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b

Ci1

Ci2

γi1

Figura 3.2: ((Lazo meridional))

Por el Lema 3.4 sabemos que k1, . . . ,km son coprimos, ası́ que como conse-
cuencia de la identidad de Bezout1 existen enteros a1, . . . ,am tales que

a1k1t+ · · ·+ amkmt = 1. (3.2)

Sea
γ = γa1

1 · · ·γamm
El lazo γ es nulhomotópico por ser la multiplicación de lazos nulhomotópi-
cos, además por la identidad 3.2 se tiene que F∗([γ]) = 1, que es un generador
de Z. Ésto demuestra la afirmación.

El teorema anterior es, en cierto sentido, análogo al teorema de Zariski-Van
Kampen. Se puede inclusive decir un poco más. A saber, que se cumple la suce-
sión exacta corta

1→ N→ π(Y)→ π(D̃)→ 1,

donde N es la cerradura normal de las clases de conjugación de ((lazos meridiona-
les)) al rededor de cada componente.

La demostración escapa del objetivo del presente trabajo, pero se puede encon-
trar en [15], [25] y [24].

3.2. El conmutador del grupo fundamental del complemen-
to

En esta sección se presenta el resultado principal del trabajo, se analiza con
detenimiento la fibración dada por la función polinomial definida en la sección

1 Identidad de Bezout: Sean a,b ∈ Z y d := MCD{a,b}⇒ ∃α,β ∈ Z tales que αa+βb = d
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anterior. Se verá cómo dicha fibración proporciona información sobre el subgrupo
conmutador del grupo fundamental del complemento de la curva. La notación será
la misma que en la sección previa.

Sea R el anillo comprendido entre dos discos concéntricos D0 y D∞ centrados
en el origen de radios r0 < mı́n |zi| y r∞ > máx |zi| respectivamente, con zi ∈ Bif F;
tal como se ilustra en la Figura 3.3. En el interior de R están contenidos todos los
puntos irregulares de F. Éste anillo es además un retracto fuerte por deformación

z1 z2

z3

z4

z5

D∞

D0

Figura 3.3: Anillo en cuyo interior se encuentran los puntos irregulares

de C∗, donde la deformación está dada por

r(t) =


z(1 − t) − z

|z|r∞t si |z| > r∞
z si z ∈ R
z(1 − t) − z

|z|r0t si |z| < r0.

por lo que por el Teorema 1.16 se tiene que

π(X) ∼= π(F−1(R))

Tomemos ahora un conjunto de discos disjuntosDi ⊂ R cada uno con centro en
un punto irregular zi, tomemos además un conjunto de arcos disjuntos {γ1, . . . ,γn},
donde cada γi conecta los discosDi,Di+1 y γn que va deDn aD0. Denotamos por
T al ((collar))

T :=

(
n⋃
i=1

γi

)
∪
(
n⋃
i=1

Di

)
.

Éste collar es una curva cerrada simple que delimita una componente simplemen-
te conexa acotada que contiene al origen, tal como se ilustra en la imagen 3.4. Es
un retracto fuerte por deformación del anillo R, por lo que T es homotópicamente
equivalente a R.
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D∞

D0

D1
D2

D3

D4

D5

γ1

γ2

γ3γ4

γ5

Figura 3.4: Ilustración del ((collar)) T

Ahora bien, como el collar T es un retracto fuerte por deformación del anillo
R, de nuevo por el Teorema 1.16 se sigue que π(F−1(T)) y π(X) son isomorfos. Por
lo que para entender las propiedades homotópicas del complemento de la curva
basta con estudiar la preimagen del collar T .

Sea
W := F−1(T).

y sean
pW : W̃ →W, pT : T̃ → T

una cubriente cı́clica infinita de W y el cubriente universal de T , respectivamente.
T̃ consta de una cantidad infinita de discos unidos por arcos. Enumeramos estos
discos y tomamos puntos en la frontera de cada uno, como se muestra en la Figura
3.5, de tal suerte que

pT (Br) = Dj y pT (yr) = xj ∈ ∂Dj con j = (|r| mód n) + 1

. . . . . .
B−2 B−1 B0 B1 B2

y−2 y−1 y0 y1 y2

Figura 3.5: Cubriente universal de T

Análogamente, denotamos por B̃j los subconjuntos de W̃ tales que

pW(B̃r) = D̃j, j = (|r| mód n) + 1.

Sea F̃ : W̃ → T̃ tal que hace conmutar el siguiente diagrama
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W̃ T̃

W T

F̃

pW pT

F

y que es compatible con las enumeraciones elegidas; i.e. que F̃(B̃j) = Bj. Ésta fun-
ción define una fibración localmente trivial fuera de los centros de cada disco Bj y,
más aún, la fibra genérica es homeomorfa a la fibra genérica de la fibración F.

Teorema 3.7. Sea G := [π(X),π(X)], el subgrupo conmutador del grupo fundamental del
complemento de la curva. El morfismo de grupos

i∗ : π(Y)→ G,

inducido por la inclusión de la fibra genérica en el complemento de la curva, es un epimor-
fismo.

Demostración. Por el Teorema 3.3 sabemos que H1(X) ∼= Z, y como el primer grupo
de homologı́a H1(X) es la abelianización de π(X), entonces

π(X)

G
∼= Z.

Por el Teorema 1.7 se sigue que

π(W̃) ∼= G.

Ası́ que si se toma la fibra genérica Y y el homomorfismo inducido por la inclusión
de la fibra en la cubriente W̃

i∗ : π(Y)→ π(W̃),

basta probar que i∗ es un epimorfismo.
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T̃0 :=

B0

T̃1 := y1

B0 B1

T̃2 := y−1

B−1 B0 B1

T̃3 := y2

B−1 B0 B1 B2

T̃4 :=

B−2 B−1 B0 B1 B2

y−2

...
...

Figura 3.6: Subespacios de T̃ .

Construimos un conjunto {T̃0, T̃1, . . .} de subespacios de T̃ como se muestra en la
Figura 3.6. Tomamos además el conjunto de subespacios de W̃ correspondientes a
las preimagenes de los T̃j

{W̃j := F̃
−1(T̃j), j = 1, 2, . . .}.

Observamos que

I Cada arco que une a dos discos Bj,Bj+1 es retraı́ble a un punto.

II Para cualesquiera dos puntos yj1 ,yj2 se cumple que

π(F̃−1(yj1))
∼= π(F̃−1(yj2))

por el Teorema 1.13 Denotaremos por π(Y) a éste grupo.

III Cada homomorfismo π(Y) → π(B̃j), j ∈ Z es un epimorfismo. Por la forma
en que se construyó la cubriente, cada B̃j es homeomorfo un D̃k ⊂ W y por
el Teorema 3.6 tenemos el epimorfismo.

IV Como F̃ es una fibración localmente trivial salvo en los centros de cada Bj,
existe un disco abierto U suficientemente pequeño tal que π(F−1(U)) ∼= π(Y).
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Con esto en mente, si queremos calcular π(W̃1) podemos usar el Teorema de Seifert-
van Kampen para ((pegar)) las piezas de W̃1 en una vecindad abierta al rededor de
la fibra F̃−1(y1). Se obtiene el siguiente diagrama:

π(B̃0)

π(Y) π(W̃1)

π(B̃1)

Por el Corolario 1.2, como π(Y) → π(B̃0) es un epimorfismo, entonces π(B̃1) →
π(W̃1) también lo es. Más aún, como π(Y) → π(B̃1) también es un epimorfismo, se
sigue que la composición

π(Y)→ π(B̃1)→ π(W̃1)

es sobreyectiva.

Si hacemos el proceso análogo ahora para calcular π(W̃2) tenemos el siguiente
diagrama,

π(B̃−1)

π(Y) π(W̃2)

π(W̃1)

donde el epimorfismo π(Y)→ π(W̃1) es una consecuencia del paso anterior; lo que
nos da ahora un epimorfismo

π(Y)→ π(W̃2).

En general se tiene el siguiente diagrama
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π(B̃k)

π(Y) π(W̃j)

π(W̃j−1)

con k = −1j+1d j2e y j = 1, 2, . . . Por lo tanto, para cualquier subespacio W̃j, el
homomorfismo π(Y) → π(W̃j) es sobreyectivo. Está implı́cito en el uso de Seifert-
Van Kampen que en cada paso el punto base se debe tomar sobre la fibra F̃−1(yk).
Denotaremos el punto base en cada paso por ỹk.

Resta probar que el epimorfismo del grupo fundamental de la fibra sobre el
grupo fundamental de cada W̃i se extiende a un epimorfismo sobre todo el espacio
W̃.

Sea ỹ0 un punto fijo en la fibra F̃−1(y0), éste será el punto base de π(W̃). To-
memos un lazo γ en W̃; éste lazo está contenido en algún subespacio W̃j, como
W̃i es arco conexo podemos encontrar un arco α que conecta a ỹk, el punto base
de π(W̃i), con ỹ0. Los lazos γ y γ ′ := αγα−1 son homotópicos y además existe
[β] ∈ π(F̃−1(yk)) tal que [β] 7→ [γ ′]. Por lo tanto se cumple el enunciado del teore-
ma.

El siguiente teorema es una consecuencia casi imediata y representa el resultado
principal de este trabajo.

Teorema 3.8. El grupo fundamental del complemento de una curva afı́n C es finitamente
generado.

Demostración. El Teorema 2.14 afirma que el grupo fundamental de una curva afı́n
C es finitamente generado, además, por el teorema anterior se tiene que el morfismo
entre grupos fundamentales inducido por la inclusión i∗ : π(C)→ π(X) de una fibra
genérica en el complemento de la curva es un epimorfismo. Las fibras genéricas son
curvas irreducibles, por la observación 3.2. Como un morfismo de grupos queda
completamente determinado por sus valores en los generadores, el conjunto de
generadores de π(X) debe ser finito.

En [26] González Acuña, Gordon y Simon probaron que si el subgrupo conmu-
tador de un grupo es finı́tamente generado (o presentado) entonces dicho grupo
no es algorı́tmicamente reconocible. Ası́ que, en general, es imposible decidir si un
grupo dado es el grupo fundamental del complemento de una curva.
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CAPÍTULO 3. TOPOLOGÍA DEL COMPLEMENTO DE UNA CURVA

47



3.2. EL CONMUTADOR DEL GRUPO FUNDAMENTAL DEL COMPLEMENTO
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A LEMA DE ESCISIÓN PARA UNA SUCESIÓN
EXACTA CORTA

En este apéndice se presenta un resultado elemental sobre una sucesión exacta
corta de grupos. El contenido está basado en [27] con adecuaciones en la notación
y más detalle en los cálculos.

Para cualquier acción de un grupo sobre otro existe una forma natural de definir
una operación en el producto cartesiano de ambos que lo convierte en un grupo,
denominado producto semidirecto.

Supongamos que se tiene un grupoH actuando sobre un grupoN por la derecha

n 7→ nh n ∈ N, h ∈ H.

Podemos definir una operación en el producto N×H por

(n1,h1)(n2,h2) = (n1n2h
−1
1 ,h2h1).

Con esta operación el conjunto N×H se convierte en un grupo, el cuál se conoce
como producto semidirecto de N y H y se denota por NoH. A veces es necesario
especificar la acción, en cuyo caso se pone como subı́ndice del operador o.

La inclusión i : N → N o H,n 7→ (n, eH) define un morfismo cuya imagen
es normal. A su vez, la proyección ρ : N o H → H dada por (n,h) 7→ h es un
epimorfismo cuyo kernel es N, ası́ que H es isomorfo a

(NoH)
N

.

El morfismo definido por la inclusión s : H → NoH tal que h 7→ (eN,h) es de
hecho un monomorfismo y cumple que ρ ◦ s = idH. Tenemos una situación como
la que se ilustra en el siguiente diagrama

1→ N
i−→ NoH

s←−
ρ−→ H→ 1.
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Ası́ que es natural preguntarse si el recı́proco se cumple. A saber, si dada sucesión
exacta corta se puede encontrar una acción de tal suerte que uno de los grupos
sea isomorfo al producto semidirecto derivado de esta acción. En seguida se darán
algunas definiciones y se probará que efectivamente esto es posible.

A una sucesión de homomorfismos de grupos

N
φ−→ G

σ−→ H

de le denomina sucesión exacta en G si Imφ = Kerσ. Si se tiene una sucesión

1→ N
φ−→ G

σ−→ H→ 1

la cuál es exacta enH, G y K, ésta se denomina sucesión exacta corta. Nótese que la
definición anterior implica que φ es un monomorfismo y que σ es un epimorfismo.

Teorema A.1 (Lema de separación). Sea

1→ N
φ−→ G

σ−→ H→ 1

una sucesión exacta corta. Las siguientes son equivalentes:

I Existe un homomorfismo s : H→ G tal que σ(s(h)) = h, ∀h ∈ H.

II Existe una acción φ : N × H → N tal que el producto semidirecto N oφ H es
isomorfo a G.

Demostración. Para mostrar que el primer enunciado implica el segundo, sean h ∈
H y n ∈ N, entonces s(h)φ(n)s(h−1) ∈ Kerσ, ya que

σ[s(h)φns(h−1)] = σ[s(h)]σ[φ(n)]σ[s(h−1)]

heHh
−1 = eH.

Como Kerσ = Imφ, existe n ′ ∈ N tal que φ[n ′] = s(h)φ(n)s(h−1); como φ es
inyectiva ésta n ′ es única. Ası́ que podemos definir una acción (derecha) ϕ : (N×
H)→ N por

(n,h) 7→ φ−1(s(h)φ(n)s(h−1))

donde φ−1 denota el morfismo que manda a cada elemento de Kerσ en su preima-
gen en N.

Veamos que ϕ es realmente una acción

(a)

ϕ(n, eH) = φ−1(s(eH)φ(n)s(e
−1
H ))

= φ−1(eGφ(n)eG)

= φ−1(φ(n))

= n
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(b)

ϕ(ϕ(n,h1),h2) = φ
−1(s(h2)φ(ϕ(n,h1))s(h

−1
2 ))

= φ−1(s(h2)φ(φ
−1((s(h1)φ(n)s(h

−1
1 )))s(h−1

2 )))

= φ−1(s(h2)s(h1)φ(n)s(h
−1
1 )s(h−1

2 ))

= φ−1(s(h2h1)φ(n)s((h2h1)
−1))

= ϕ(n,h2h1)

Efectivamente, ϕ es una acción, ası́ que podemos definir el producto semidirecto
NoH.

Nos resta probar que NoH y G son isomorfos. Sea α : NoH → G definida
por (n,h) 7→ φ(n)s(h). Para ver que es un isomorfismo mostraremos primero que
en verdad es un morfismo de grupos, luego que es un monomorfismo y finalmente
que es un epimorfismo; con lo que concluirá la demostración de este teorema.

(a) Mostrar que α es un morfismo.

α((n1,h1)(n2,h2)) = α(n1ϕ(n2,h−1
1 ),h1h2)

= φ(n1φ
−1(s(h1)φ(n2)s(h

−1
1 )))s(h1h2)

= φ(n1)φ(φ
−1(s(h1)φ(n2)s(h

−1
1 )))s(h1)s(h2)

= φ(n1)s(h1)φ(n2)s(h
−1
1 )s(h1)s(h2)

= φ(n1)s(h1)φ(n2)s(h2)

= α(n1,h1)α(n2,h2).

(b) Ahora vamos a mostrar que α es inyectiva probando que el kernel consta sólo
del elemento identidad. Si α(n,h) = eG entonces.

φ(n)s(h) = eG (A.1)

Aplicando σ a ambos lados de la igualdad tenemos

σ(φ(n)s(h)) = σ(eG)

eHh = eH

h = eH.

Por lo que

φ(n)s(eH) = eG

φ(n)eG = eG

φ(n) = eG

y como φ es inyectiva n = eH. Por lo tanto (n,h) = (eN, eH).
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(c) Sean g ∈ G y h := σ(g). Para que α sea sobre debe existir n ∈ N tal que
φ(n)s(h) = g. Ésta condición es equivalente a la existencia de un n que cum-
ple que

φ(n) = gs(h−1).

Para probar esto basta con verificar que gs(h−1) ∈ Kerσ. En efecto

σ(gs(h−1)) = σ(gs(σ(g)−1))

= σ(g)σ(s(σ(g)−1))

= σ(g)σ(g)−1

= eH
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of Math. (2), vol. 38, n.o 1, págs. 131-141, 1937, ISSN: 0003-486X. DOI: 10.2307/
1968515. dirección: http://dx.doi.org/10.2307/1968515.

[4] R. H. Fox, “Covering spaces with singularities”, en A symposium in honor of S.
Lefschetz, Princeton University Press, Princeton, N.J., 1957, págs. 243-257.
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York-Heidelberg, 1977, págs. x+182, Reprint of the 1963 original, Graduate
Texts in Mathematics, No. 57.

[9] W. S. Massey, Algebraic topology: An introduction. Springer-Verlag, New York-
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