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1. Introduccion

Existe una conexion profunda entre la teoria de ecuaciones diferenciales par-
ciales y los procesos estocdsticos, una relaciéon reciproca que proporciona el
entendimiento de ciertos problemas en la biologia matematica. En particular
presentamos un ejemplo de esta relacién; la ecuaciéon F-KPP y la construccion
de soluciones del tipo onda viajera por medio de martingalas.

Las primeras tres secciones tratan sobre la dindmica de poblaciones y el papel
que juega la adecuacion biolégica de un grupo de individuos junto con el proceso
de seleccién y deriva aleatoria, de acuerdo al punto de vista de [6].

El contenido de la quinta seccién es el planteamiento de la ecuacion F-KPP de
acuerdo a [4],[7] y [2], donde se toma en cuenta el desplazamiento de individuos y
en consecuencia se obtiene la ecuacién de reaccién-difusion planteada por Fisher
[2] ¥ estudiada por Kolmogorov, Petrowski y Piscounov [4].

En las secciones sexta y séptima se analiza la integral de It6 para entender como
se construyen martingalas a partir de la integral estocastica y el concepto de
localizacion, en esta parte se hace un esfuerzo técnico que proporciona directa-
mente martingalas con las propiedades de convergencia deseadas para nuestro
objetivo central, aqui seguimos la construccion de la integral de It6 de acuerdo

En la octava seccién se da una construccién de la representacién de Feynman-
Kac usando el calculo estocéstico de Ito, ésta parte es clave para indagar sobre
la existencia y las propiedades asintdticas de las ondas viajeras a tratarse en la
dltima seccion.

Por dltimo, con las herramientas desarrolladas en las secciones anteriores se da
de acuerdo a [8] y [7] la existencia de ondas viajeras para velocidades mayores
que la velocidad critica y un andlisis asintético de este mismo caso junto con el
critico.

Se incluye un apéndice de dos secciones en donde se enuncian propiedades usa-
das del movimiento browniano y convergencia de martingalas, basindonos en
[1]. Ademas, realizamos algunas simulaciones en Scilab 5.5.2 cuyo cédigo esta
incluido al final del apéndice B, las graficas que se encuentran en el cuerpo del
texto fueron hechas en GeoGebra.

1.1. Reproduccion

Imaginemos una bacteria en un ambiente que contiene todos los nutrientes re-
queridos para su crecimiento. En este lugar la bacteria y sus descendientes se
dividen cada 20 minutos, después de este lapso de tiempo la bacteria a produ-
cido 2 células hijas, después de 40 minutos hay 4 nietas y después de una hora
existen 8 bisnietas. Después de ¢ generaciones se tienen 2! células y la expansién
puede ser descrita por la relaciéon de recurrencia

Dt+1 = 2pt. (1)



Figura 1: p (t) = 2

Aqui p; es el numero de células al tiempo t. Si se comienza con una cantidad
de células pg , la solucién a la ecuacién (1) puede ser escrita como p; = po2¢.
(Figura 1)

También podemos representar esta dindmica de crecimiento exponencial con
una ecuacén diferencial que mide el tiempo como una cantidad continua. Sea
p(t) la abundancia de las células al tiempo ¢, suponga que una sola célula se
divide de acuerdo a una tasa a, mas ain , supongamos que el tiempo para la
divisién celular sigue una distribucién exponencial con media 1/a. Escribimos
la ecuacion diferencial

- ¢
Si la abundancia de células al tiempo 0 esta dada por pg, la solucién a la ecuacién
(2) es p(t) = p(0) e**. Midiendo el tiempo en unidades de dias, una tasa a = 72
significa que el tiempo que una célula requiere en promedio para dividirse es de
20 minutos; esto es, existen 72 divisiones celulares en un dia. Después de tres
dias se tienen 2! células, un niimero gigantesco.

Hasta ahora hemos ignorado la posible muerte de las células, supongamos que
éstas mueren a una tasa d ; es decir, las células tienen una vida esperada distri-
buida de forma exponencial con media 1/d. La dindmica que rige su crecimiento
puede ser escrita como

p=(a—dp. (3)

La tasa efectiva de crecimiento es a — d, si a < d entonces la poblacién conver-
gera a cero, caso contrario crecera indefinidamente.

Hemos supuesto que la cantidad de recursos es ilimitada y la natalidad junto con
la mortalidad no se ven afectadas por la ausencia de nutrientes, sin embargo, es
razonable suponer que existe una cantidad de recursos r que también cambia
con el tiempo y que existe una dependencia entre la poblacién y los recursos.

Si denotamos por ry la cantidad de recursos consumidos por un solo individuo
por unidad de tiempo, entonces la cantidad consumida por toda la poblacién es



rop. Considerando la tasa de produccién por unidad de tiempo y la denotamos
por K, la evolucién de la cantidad de recursos r estd descrita por la ecuacion

7 =K —rop. (4)

La relacién con el cambio del tamano de la poblacién la podemos escribir como

p = arp — dp. (5)

Si no tomamos en cuenta la mortalidad, entonces el exceso de la producciéon
sobre el consumo de recursos rop permite a la poblacién alimentar un niimero
adicional de individuos N ; esto es ,

ToN =K - rop.

Ahora, el cambio de la poblacién debe de ser proporcional al nimero de indivi-
duos que la misma puede mantener con los recursos disponibles:

P=apN=ap<K—p>- (6)

To

Esto significa que la poblacién evalia su maximo posible tamano desde el punto
de vista de produccién y consumo de recursos, limitando su crecimiento de
acuerdo a esta informacién.

Escribiendo la ecuacién como

,_ oK (1,7;0)
b= Top Kp

e interpretamos la cantidad aK/rg como la tasa de reproduccién efectiva bajo la
ausencia de regulacién y K/rg la maxima capacidad de crecimiento, vemos que
cuando p crece, la tasa de crecimiento p decrece. Cuando p alcanza la maxima,
capacidad K/rg entonces la expansién poblacional termina.

Para una condicién inicial pg la solucién a la ecuacién (6) estd dada por
aK
K poe o

p(t) = K+;(€%{t_l). (7)

La poblacién converge al punto de equilibrio p* = K/ry conforme ¢ — oc.
(Figura 2)
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Figura 2: p (t) =

1.2. Seleccién

La seleccién ocurre siempre que diferentes tipos de individuos se reproducen a
diferentes tasas. Al menos necesitamos dos tipos digamos A y B. El tipo A se
reproduce a una tasa a y el tipo B a una tasa b.

Denotamos por z (t) al nimero de individuos del tipo A, y (t) los del tipo B y
p(t) =x(t) /y(t) es la razén de A sobre B al tiempo ¢, tenemos que si & = ax
vy ¥ = by, entonces

. Ty —ay
P:Tz(a—b)ﬂ-

La solucién de esta ecuacién es p (t) = poel® )t Si a > b, la seleccién favorece

a Ay la razén entre poblaciones crece a favor de A.

Consideremos el caso en el que la poblacién permanece constante. Podemos
hacer un cambio de escala y considerar a x y a y como frecuencias, como sélo
hay individuos de estos dos tipos, tenemos = + y = 1.

La dindamica de las poblaciones estd descrita por

t=z(a—¢), y=y(b-9). (8)

El término ¢ es para asegurar que x + y = 1, pero esto sélo pasa cuando
¢ = ax + by,
esto es, ¢ es el promedio ponderado con respecto a las subpoblaciones y como

y =1 — 2z, tenemos que

t=xz(l—2xz)(a—0b). (9)

Esta ecuacién diferencial ordinaria tiene dos puntos de equilibrio, uno en 0 y
otro en 1. Si a > b, entonces & > 0 para todo 0 < x < 1 y la fraccién de A se
incrementara hasta eliminar a la subpoblacion B. La tasa a es llamada en este
contexto como adecuacion bioldgica.



2. Poblaciones finitas

Ahora analizamos la dindmica de una poblacién finita. La abundancia de los in-
dividuos estd dada por nimeros enteros y no por variables continuas, la resultan-
te dindmica evolutiva no estard descrita por una ecuacién diferencial ordinaria
determinista sino por una formulacién estocéstica.

2.1. Deriva Neutral

Consideremos una poblacién de tamano fijo N. Existen dos tipos de individuos
A y B, ambos se reproducen a la misma tasa. En cada paso del tiempo un
individuo se escoge al azar para reproduccién y un individuo es escogido también
al azar para eliminacién. Suponemos que el muestreo es con reemplazo; el mismo
elemento puede ser escogido para reproducirse y para morir.

Este proceso estocastico fue inventado por el genetista austriaco P.A Moran en
1958. En cada paso del tiempo siempre hay un nacimiento y una muerte, de
modo que se asegura un tamano de poblacion fijo.

La tinica variable estocdstica es el ntimero de individuos de tipo A denotada por
1, el nimero de individuos del tipo B es N —i. El proceso de Moran estd definido
en el espacio de estados ¢ = 0,1,--- , N.

La probabilidad de elegir un individuo del tipo A es (para muerte o reproduc-
ci6n) i/N y la probabilidad de elegir un elemento de B es (N — ) /N.

Existen cuatro posibilidades de lo que puede suceder en cualquier paso del tiem-

po:

i) Un individuo A puede ser elegido para reproducirse y morir. Esto evento
tiene probabilidad (i/N)? . Después de este evento el niimero de elementos
de A no cambia; la variable i no aumento ni disminuyd.

ii) Un individuo B es escogido para reproducirse y morir. Esto pasa con
probabilidad ((N — i) /N)?. La variable i tampoco cambia en este caso.

iii) Un individuo A es escogido para reproducirse y uno de B para morir. El
evento tiene probabilidad (i (N —i)) /N2, la variable i cambia a i + 1.

iv) La misma situacién que el caso anterior pero con los papeles de A y B
invertidos, la variable ¢ cambia a i — 1.

La matriz P = [p; ;] determina las probabilidades de moverse de un estado i a
otro estado j donde

Pii1 = Piit1 = — g0 Pii = 1 = Diic1 = Piit (10)
y pi,; = 0 en todos los demds casos.

La matriz de transicién es tridiagonal con pg o = py,n =1, pn,; = pi;; = 0 para
0 <4 < N. Los estados ¢ = 0 y ¢ = N son llamados estados absorbentes y los
demas estados : = 1,2,--- , N — 1 son llamados estados transitorios.



Dado que el proceso tiene dos estados absorbentes, podemos preguntar sobre
la probabilidad de alcanzar el estado N; en otras palabras, si comenzamos con
1 individuos del tipo A, nos preguntamos por la probabilidad de que toda la
poblacién eventualmente consista de sélo individuos del tipo A.

Denotamos por x; la probabilidad de terminar en el estado N cuando se co-
mienza en el estado i. La probabilidad de terminar en el estado 0 cuando se
comienza en i es 1 — x; (ya que s6lo hay dos estados absorbentes).

Encontramos que g =0y

Ti = Pii—1Ti—1 + Pi,i%Ti + Dii+1Tit1 (11)
parai=1,2,--- /N — 1.
Tenemos entonces una relacién de recurrencia para x; y como p; ; = 1 —2p; 41,
sustituyendo en (11)

i = Pijit1 (Tim1 — 225 + Tig1) + 4,

por lo tanto x; = (z;—1 + 2;41) /2 y utilizando las condiciones de frontera zg = 0
y £n = 1 obtenemos x; = i/N.

2.2. Procesos de nacimiento/muerte

Hagamos los mismos calculos para un proceso general de nacimiento y muerte.
Un proceso de nacimiento/muerte es un proceso estocédstico en un espacio de
estados discreto ¢ = 0,1,--- , N en donde la variable ¢ puede moverse a i — 1
6 i+ 1 6 quedarse en el mismo valor.

Denotemos por «; la probabilidad de transicién de ¢ a ¢ + 1 y por §; la proba-
bilidad de transicion de ¢ a ¢ — 1. Tenemos que «; + 3; < 1 y la probabilidad de
quedarse en el estado i es 1 — a; — 3;.

Consideremos una vez mas estados absorbentes i = 0y i = N; es decir,

op =y =0.

La matriz de transicion es de la forma

1 0 0 0 0 0

Bi 1—on—p1 o 0 0 0
P=1: : : : : :

0 0 0 -+ Byn-1 l—an—1—Bn-1 an—1

0 0 0 0 0 1

Denotemos por z; la probabilidad de alcanzar el estado N cuando se comienza
en el estado i, el nimero 1 — x; denota la probabilidad de alcanzar el estado 0
cuando se inicia en el estado 4.

Se verifica como en la seccién anterior que g =0, zy =1y



;= Bixi—1 + (1 — o5 — B) & + i

parai=1,2,--- /N — 1. En notacién vectorial z = Pz.

(12)

Las probabilidades de absorcién estan dadas por el vector propio por la derecha

asociado al valor propio méas grande, que en este caso es uno.

Introduzcamos a las variables y; = x; — x;_1 y notemos que

N
ZinJUN—xozl
i=1

y sea v; = B/, entonces y;y1 = Vil

Por lo tanto

Y1 =71
Y2 = Nnr1
Ys = 717221

En general

J
Yj =21 H V-
k=1
Si sumamos todas estas expresiones, obtenemos

N
1:Zyi:a:1 1+
i=1 j

También para cualquier i, x; — xg = Z§'=1 ¥4, entonces
i—1 g
T =21 1+ZH% ;
j=1k=1
luego
o
R Z;‘:l f=1 Tk
- N—117j :
1+ 3750 Ty e

i

(13)

Consideremos una poblacién de un individuo A y N —1 individuos del tipo B, la
probabilidad de que A se apodere de toda la poblacién es llamada probabilidad
de fijacién de A y denotada por p4. La idea es que si una poblacién homogénea
del tipo B produce un mutante A, nos preguntamos sobre la probabilidad de

que este nuevo individuo invada toda la problacion.



Las probabilidades de fijacién de A y de B son respectivamente py = z1 y
pp =1 —xn_1, entonces

1
paA = N-177J
L+ 37 Tl e
iy Yk
PB l

= N_1717J :
1+ 3750 Ty e

La razén entre estas dos probabilidades es
p N—1
B
B _ H Y-
pPa o

Si pp/pa > 1, entonces es més probable que B pueda frenar la invasién.

2.3. Deriva aleatoria y seleccién constante

Estudiemos el mismo tipo de proceso pero supongamos que A tiene adecuacién
bioldgica r mientras que B tiene adecuacién biolégica 1. Si r > 1, entonces la
seleccion favorece a A.

La diferencia de aptitud puede ser reflejada en el proceso modificando la proba-
bilidad de escoger A o B para la reproduccién / eliminacién.

La probabilidad de que A sea elegido para reproducirse es ri/ (ri + N — ), la
probabilidad de ser B el elegido para reproducirse es (N —i) /(ri+ N —i) y
las probabilidades de ser elegidos para eliminarse para A y B respectivamente
soni/Ny (N —1i)/N.

Para la matriz de transicién tenemos

(N (L
Pt =iy N —i) \N
S e N —1

Pt = \ixN=i) N

Dii =1 —Dpiit1 — Diit1-

Una vez més todos los demads elementos de la matriz son cero. Queremos encon-
trar las probabilidades de fijacién x; de alcanzar el estado N comenzando en el
estado 1.

Notemos que v; = p; j—1/pi,i+1 = 1/r, entonces

1—
1—

1

Ty =

4=

T



Figura 3: y; =1 — x;

Por lo tanto

1-1
pa = T
-
y
1
PE= 1N

La razén entre estas probabilidades es pg/pa = r' V.
En la Figura:3 se muestran las probabilidades de fijacién de B como funciones
de r, estos representan los frentes de onda que buscamos.

Para la probabilidad de fijacién de un individuo de A (en este caso ventajoso)
con r > 1 en una poblaciéon muy grande N >> 1 tenemos la aproximacién

pPA = 1— 1
r
En este contexto probabilistico aunque la poblacién sea muy grande no hay
garantia de que el individuo ventajoso se apodere de toda la poblacién. Esta
es una diferencia importante con el modelo determinista discutido en la seccién
sobre seleccién (en el contexto de esa seccién r = a/b i.e la adecuacion biolégica
de A es la taza relativa de reproduccién entre los elementos de A y B) ya que
para una ecuacion diferencial ordinaria que refleja la dindmica de los individuos
A el hecho de que r > 1 implica el dominio de A.

2.4. Juegos en poblaciones finitas

Considere un juego entre dos poblaciones de individuos de tipo A y B con matriz

de pago
a b
c d)’

El tamano de la poblacién es N, el nimero de individuos A es i y el de B es
N —i. Para cada A individuo hay ¢ — 1 otros individuos del mismo tipo con los
que compite y para cada B hay N —i — 1 individuos del mismo tipo con los que
también compite.

10



La probabilidad de que un individuo A interactue con otro individuo A es
(i—1)/(N —1) y la probabilidad de que un elemento de A interactue con un
individuo de B es (N —i) /(N —1). La probabilidad de que un individuo B
interactue con otro individuo B es (N —i —1) /(N —1). Por dltimo la proba-
bilidad de que un individuo B interactue con un elemento de A es i/ (N —1).

Entonces el pago esperado para A y B es respectivamente
i—1 N —i
i N—-i—-1
Gi—C(Nl) +d<N1)~

Anteriormente cada individuo se reproducia de acuerdo a su adecuacién bioldgi-
ca (fija), ahora, las funciones de pago afectan tal adecuacién. Para ver esto
introduzcamos un parametro w que mide la intensidad de seleccién.

La nueva adecuacién bioldgica de los individuos la vamos a entender como una
combinacién lineal convexa entre el pago esperado y la ausencia de factores
externos; esto es,

fi =l-w+ (“)Fia

gi =1—w+wG;.

La intensidad de la seleccién, w , es un numero entre cero y uno. Si w = 0,
el juego no contribuye a la aptitud biolégica , se dice que las estrategias A y
B son invariantes neutrales. Si w = 1 la seleccién es fuerte; la aptitud esta
determinada por completo por el pago esperado. El limite w — 0 caracteriza
el caso de seleccién débil.

Consideremos un proceso de Moran entre A y B, los valores de la aptitud bilégica
estan dados por f;, g; y la probabilidad de moverse del estado i al estado i + 1

esta dada por
i e UN )

La probabilidad de moverse del estado ¢ al estado 7 — 1 es

o= (iwim) (v)

La probabilidad de que el proceso se quede en el estado i es

Dii =1 —DPpiit1 — Dii—1,

todas las demds probabilidades de transicién son cero salvo ppo = pn,n = 1.

11



Queremos calcular las probabilidades de fijacién de A y de B. La razén de
probabilidades hacia adelante es p; ;—1/pii+1 = i/ fi, entonces la probabilidad
de fijacién de A es

1
= N—111k g °
1+ I %

oA (14)

La razén de probabilidades de fijacion se calcula como

N
PB _TT%

pa o fi

Consideremos el limite de seleccién débil usando expansién de Taylor para la
ecuacién (14) cuando w — 0 y considerando sélo términos de orden lineal:
(véase [2] )

N 1 1
" N1-(aN-p)e’
donde a =a+2b—c—2dy f=2a+b+c—4d. Si pa > 1/N, entonces aN > (3.

PA

Esta ltima condicién puede escribirse como

a(N—-2)4b(2N —-1)>c(N+1)+d(2N —4). (15)
Para una poblacién grande la desigualdad (15) implica que a 4+ 2b > ¢ + 2d.

Considere un juego en el que a > ¢y b < d entonces existe un punto en el
que las aptitudes son iguales, este punto lo calculamos haciendo f; = ¢; o
equivalentemente F; = G;.

Para N muy grande este equilibrio es alcanzado cuando A tiene una frecuencia

d—>b
a—b—c+d

*

p:

El equilibrio es inestable y la desigualdad lleva a p* < 1/3. Para una explicacién
més a detalle sobre teorfa de juegos y dindmica en poblaciones véase [6] .

3. La ecuacion F-KPP

3.1. Desplazamiento de individuos

La ecuacién F-KPP es la siguiente ecuacién diferencial en derivadas parciales
de reaccién y difusién

op p? (0% 0?
(('31’2+3x2p +p(1-p),

esta ecuacién toma en cuenta una variable espacial (en R?) y representa el
cambio de la poblacién con un término de difusién (el laplaciano de p) y un

ot 4
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término de reaccién p (1 — p) que representa la interaccién entre los individuos.
La parte de difusién sugiere la propagacién de la poblacion y el termino de
reaccion algin tipo de regulacién natural del fenémeno.

Fisher [2] sugiere que la funcién p debe de ser una onda viajera que se propaga
a una velocidad constante. Més tarde Kolmogorov,Petrowski y Piscounov en [4]
estudian por métodos de andlisis y ecuaciones diferenciales ordinarias la suposi-
cién de Fisher generando hipdtesis sobre el rango al que pertenece la velocidad
y tratando de obtener una forma explicita para la onda viajera w (x + ct) en
el caso de que la variable espacial es unidimensional. Las técnicas probabilistas
han resultado efectivas para analizar este problema [7], inclusive se puede dar
una caracterizacién del perfil de la onda viajera w, el contenido principal de la
ultima seccién.

Vamos a dar una deduccién heuristica de la ecuacién F-KPP:

Supongamos que durante el intervalo de tiempo entre nacimiento y reproduccion
cada individuo se mueve una direccién aleatoria cierta distancia. Sea f (r) dr la
probabilidad de desplazarse una distancia entre r y r + dr a partir del punto
(r,y) vy denotamos por p? = fooo r2f (r)dr la distancia cuadrdtica media de
desplazamiento.

Si consideramos una bola centrada en el punto (z,y) de radio r y (£,7) un
punto en la frontera (Figura 4), la poblacién en el tiempo ¢ ocupa una regién
que interseca la bola. En el tiempo t + h para h pequeno la poblacién se mueve
de acuerdo a la probabilidad f (r)dr y la proporcién de la poblacién que se
desplazé fuera de ésta bola es p (£,m,t + h) f (r) dr, integrando esta ultima ex-
presion con respecto a r (esto es; considerar todos las salidas de la poblacién y
sumarlas) obtenemos el promedio ponderado de la poblacién que sale del punto

(z,y).

Expresando tal integral en coordenadas polares y tomando en cuenta que el
cambio de la poblacién también depende de los individuos que llegan al punto
(z,y) v el crecimiento regulado p (z,y,t) (1 — p(x,y,t)) obtenemos (§ denota el
cambio en el tiempo):

p (2,91 // €0 t) L agdn — p(@.9.0) 4 p(@.9.0) (1 - p(..1)
(16)
donde 12 = (z — &) + (y — n)°.

Ahora suponemos que p es diferenciable en las variables xz,y,t y consideremos
la expansién de Taylor en (16) hasta el orden cuadratico. Fijandonos en cada
termino de integracién, obtenemos :

// p(z,y,t) )dgdn pz /277/ I0) i = p (. t).

donde 6 es el angulo que forma (x — &,y —n) con el eje x.

El célculo de la integral del siguiente término en la serie de Taylor es :
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Figura 4: La poblacién en el tiempo ¢ + h en punteado

op f(r) _Op 1 /27r /°° f(r) _
2 01 (z,y,t) (§ —x) G- dédn = p (z,y,t) ) rcost " drdf =0,
analogamente

// (z,y,t) n—y)%:)dﬁdnzo

Luego, para las integrales con integrandos de orden cuadrético:

1 92 2(1") _182 <,
//2&2_ QW%W—MEATfW”

1 82 2 fr) 19 [
// 28y - dfdn—za—?ﬂ/o r2f (1) dr.

Todas las demads integrales estan multiplicadas por el incremento h del tiempo
que tiende a cero, de modo que (omitiendo las variables espaciales para ahorrar
espacio)

POZREZD) < p+ 5 (GE 0+ 52 @) ~p0 0 (1 -p(0).

Cuando h — 0 se tiene que

dp p 0%
% 4<&ﬁ+82)+pu> (17)

El tipo de soluciones que nos interesan son funciones de la forma

u(z,t) =w(x+ ct)
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llamadas ondas viajeras, donde ¢ representa la velocidad del frente de onda y la
funcién w es al menos dos veces diferenciable. Este tipo de soluciones representan
la propagacion espacial de la poblacién en funcién del tiempo a una velocidad
constante, recordemos de la teoria de ecuaciones diferenciales parciales que la
linea recta = + ct es la curva caracteristica a lo largo de la cual se transportan
los datos iniciales partiendo de la frontera, en este caso la densidad poblacional
inicial que parte de un punto en el espacio dado.

En la seccién 3 vimos que la probabilidad de fijaciéon en una poblacién finita se
puede calcular como una ecuacién hacia adelante (en el sentido de Kolmogorov).
En forma matricial representa la medida de probabilidad invariante de una
cadena de Markov; esto es, en el limite con respecto al tiempo esperamos obtener
como soluciéon una funcién con la forma de una distribucién de probabilidad
como en la seccidon sobre deriva aleatoria y seleccién constante, el frente de
onda esta representado por la probabilidad de fijacién.

Se puede verificar facilmente que en el caso de una sola variable temporal la
linealizacién de la ecuacion F-KPP temporal alrededor del punto de equilibrio 1
es la ecuacién de Fokker-Planck asociada a un proceso de ramificacién browniano
(la ecuacién de Fokker-Planck o también llamada ecuacién de Kolmogorov hacia
atras del movimiento browniano ramificado estandar es

Ut = TUgp + Ugy

donde u representa la densidad de transicién del procesos estocdstico), veremos
cémo construir ondas viajeras en términos de martingalas aditivas (Seccién 9) y
se probard que las ondas viajeras asociadas a la ecuacién F-KPP se construyen
a partir de las anteriores.

El comportamiento asintético (Seccién 8) de las ondas viajeras es esencialmen-
te el de funciones exponenciales (con velocidades adecuadas). Para probar esta
afirmacién vamos a seguir un procedimiento de localizacién para obtener mar-
tingalas locales a partir de la integral de Itd (Seccién 6) y posteriormente la
construccién de la llamada representaciéon de Feynman-Kac (Seccién 7).

En la siguiente secciéon damos una sencilla construccion de la integral de It6 para
entender la integracién con respecto al movimiento browniano y poder construir
martingalas locales.

4. Integraciéon de Ito

La integral de It0 lleva la nocién de martingala a tiempo discreto transformando-
la a tiempo continuo, esto es; la propiedad de martingala a tiempo discreto que
satisfacen procesos escalonados se mantiene al momento de integrarlos en el
sentido de It6, al aproximar procesos a tiempo continuo con procesos escalona-
dos esta propiedad también se preserva. La construccién de esta integral nos
proporciona una manera sistematica para obtener nuevas martingalas.

La meta principal de esta parte es proveer una definicién de la siguiente integral:

1(f) (@) = / f (w.1)dB,. (18)
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Como el movimiento browniano no es de variacién acotada, la integral anterior
no puede ser interpretada como una integral en el sentido de Riemann; los
aspectos de convergencia son un tanto mas delicados.

La idea es definir esta integral en una clase sencilla de funciones y extender la
definicién a una clase mas grande por un argumento de continuidad.

4.1. Integral de Ito como variable aleatoria

Para que la integral (18) tenga sentido, debemos considerar algunos aspectos
bésicos sobre integrabilidad y medibilidad.

Comenzamos con la medibilidad. Sean (Q, F, P) un espacio de probabilidad y
B la o-dlgebra més pequena que contiene a todos los subconjuntos abiertos de
[0, T7; es decir, B es la familia de conjuntos de Borel de dicho intervalo.

Tomamos a F; C F como la filtracién estdndar del movimiento browniano y
para cada t > 0 tomamos a F}; x B como la g-algebra mas pequena que contiene
a todos los conjuntos producto A x B con A € F; y B € B, decimos que f (-,-)
es adaptada si f (-,t) € F; para toda t € [0,T].

En la primera etapa del desarrollo de la integral de It6 nos fijaremos en inte-
grandos de la clase H2 = H?[0,T] que consiste de todas las funciones medibles
adaptadas f que satisfacen la condicién de integrabilidad

E

T
/ 2 (w,t) dt} < 0. (19)
0

Notamos que (19) es una doble integral y que H? es un subespacio lineal cerrado
de L? (P x )) ; es decir, el espacio de funciones definidas en Q2 x [0, T] y cuadrado
integrables con respecto a la medida producto P x A (A la medida de Lebesgue).

Para anticipar la definicién de la integral de It6, primero consideremos cémo
esperariamos que fuera tal integral para los casos mads sencillos, por ejemplo si
tomamos f (w,t) como la funcién indicadora del intervalo (a,b] C [0, 7] espera-
mos que

b
1)@ = [ B, =B~ B,. (20)

Como es natural que la integral sea lineal, definamos a la clase HZ como el
subconjunto de H? de todas las funciones de la forma

n—1
f (w) = Z a; (w) l(ti<t<ti+1) (21)
=0

dondeaieFti,E(af)<ooy0=to<t1<~--<tn:T.

Estamos forzados a definir I en HZ por
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1) @) =Y (@) (Boy, — Br). (22)
1=0

Ahora nos gustarfa mostrar que podemos extender el dominio de I desde HZ a
todo H2. Para realizar esta extension necesitamos saber si I : HZ — L? (P) es
un mapeo continuo.

Lema 4.1 (Isometria de Ito en H3 ) Para f € HZ se cumple:
I () 2Py = 1 f 2 pxony- (23)

Dem: La prueba es sencilla, sélo basta con calcular ambas normas. Para calcular
lfll2(Px ) notamos que para f de la forma (21)

n—1

f2 (wa t) = Z az? (UJ) 1(t¢<t<t¢+1)'

=0

Entonces

T n—1
e = [ | Parar =5 Zaf(w)(tiﬂ—ti)].

i=0

Por otro lado, como cada a; € Fy, y By, — By, es independiente de I3, (incre-
mentos independientes del movimiento browniano) se sigue que

E Zaiaj (Bti+1 - Bti) =0,

1<j
luego
n—1 ) n—1
I ey = D2 E (@) B [(Bus = Bu)’] = 30 B (0) (bign — ).
i=0 =0

Se coneluye que [|£ll1s(pxay = 11 () l12(p)- ©

La isometrfa de It6 implica que I mapea Hg a L? (P) de manera continua y en-
tonces sucesiones fundamentales en HZ son llevadas a sucesiones fundamentales
en L? (P). (i.e si {f,) es una sucesién de Cauchy en Hg entonces (I (f,)) es una
sucesién de Cauchy en L? (P).

Necesitamos saber si elementos de H? pueden ser aproximados por elementos de
HZ. El siguiente lema da el resultado deseado y lo enunciamos sin demostracién
(para una prueba completa véase [3] pag. 90).

Lema 4.2 (H es denso en H?) Para cualquier f € H? existe una sucesion
(fn) C HE tal que || f — fallL2(pxxy — 0 cuando n — oo.
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Las integrales I (f,) para cada f,, € H3 estdn bien definidas y son elementos de
L? (P). El plan ahora es definir I (f) como el limite I (f) = lim I(f,)
n—oo

La interpretacién del limite anterior es en el sentido de L? (P); es decir (por la
isometria de It6) ,

11(f) =L (fa) l2cpy = M (f) = I (fa) [[L2(pxa) — 0
cuando n — oo.

Para estar seguros de que la definicién es la adecuada tenemos que verificar
dos cosas, primero es necesario mostrar que || f — f, | 2(px) — 0 implica que
(I (f,)) converge en L? (P). Esto es sencillo, ya que la convergencia de f — f,
en L2 (P x \) nos dice que (f,) es una sucesién fundamental en L% (P x \) y la
isometria de It6 implica que (I (f,,)) es una sucesién fundamental en L? (P). La
completez de este ultimo nos lleva a la existencia del limite de (I (f,)) a algtin
elemento de L? (P) al cual denotamos por I (f).

Para verificar que I estd bien definida, en el sentido de que si (g,) es tal que
I f — gnll2(pxr)y — O entonces (I (g,)) tiene el mismo limite en L? (P) que
(fn), basta con notar que la desigualdad del triangulo junto con el hecho de que

Ilfn = gnllL2(Pxr) — 0

y la isometria de It6 implican que

11 (fn) =1 (gn) ||L2(p) — 0.

Teorema 4.1 ( Isometria de Ito en H?) Para f € H? se cumple:
() le2py = 1F 2Py (24)

Dem: Primero escogemos (f,) C HZ tal que ||f — follL2(pxny — 0.
n—oo

La desigualdad del triangulo en L? (P x \) implica

||fn||L2(P></\) — ||f||L2(Px,\)~

De forma similar, como (I (f,)) converge a I (f) en L? (P), la desigualdad del
triangulo en L? (P) nos dice que

1L (fo) lz2py — 1 (F) lz2(p)-

Sabemos que |1 (fy) lz2(py = I|fullz2(Px ), tomando limite se concluye.o

La siguiente proposiciéon nos resultara muy util para establecer la relacién en-
tre algunas ecuaciones diferenciales parciales y la formula de representacién de
Feynman-Kac.
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Proposicién 4.1 Para cada b € H? y cualquier 0 < s < t, se cumple la si-
guiente iqualdad:

B [(/:b(w,u)dBu)Q 7,

Dem: Notamos que la igualdad anterior es equivalente a decir que para todo

A € F, se cumple
t
=F [1,4/ b? (w,u)du] .

1a (/stb(mu)dBu>

Para probar esta tltima, sea

R B 0 siu € [075]
) = {1Ab(w,u) siu € (5,1]

_E Ut b2 (w, ) du|Fs} . (25)

2
E

Entonces

272

E = 117(5) ()

= HbH%?(Px/\)

» </Stb(w,u) i, )

E{lA/:bz(w,u)dur.o

4.2. Integral de Ito como proceso estocastico

La construccién del mapeo I : H? — L? (P) lleva un proceso estocdstico a
una variable aleatoria, lo que necesitamos es un mapeo que lleve un proceso a
otro proceso estocastico. Veremos que la integral de It6 nos lo proporciona e
inclusive se obtiene una martingala continua.

Para este propésito usamos la funcién de truncamiento m; € H? definida por
1 sise|0,t
me (wa 5) = [ ]
0 otro caso.
Es claro que para f € H? el producto m,f también es un elemento de H? para

toda t € [0,T1], asi, I (m.f) es un elemento bien definido de L (P).

Teorema 4.2 (La integral de Ito como martingala) Sea f € H?, enton-
ces eziste un proceso {X; : t € [0,T)} que es una martingala continua con
respecto a la filtacion estdndar del movimiento browniano Fy y el evento

{w: X (W) = I(mif) (@)}

tiene probabilidad 1 para cada t € [0,T].
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Dem: Sea (f,) C H{ una sucesién tal que ||f — fullz2(pxn) —> 0 cuando

n — oo. Para t € [0,T] tenemos que m, f,, € HZ, entonces podemos definir un

n
nuevo proceso Xt( ) como

XM (W) =1 (mefn) (@)

De acuerdo a la definicién de I (-) en HZ podemos dar una férmula explicita
para Xt(n). Para t;, <t < iy se tiene

k—1

X® = a, (W) (B, — By,) + > ai(w) (Bi,, — By,) . (26)
=0

Cada Xt(n) es una martingala continua Fj-adaptada, esto implica que para ca-
da n > m podemos aplicar la desigualdad maximal de Doob en L? (P) a la

submartingala M; = \Xt(n) — Xt(m)| ; esto es, para todo € > 0 se cumple:

o 1 1
P ( Sup [x;" - X;™| > ) < B [IXE = X{R] < S 1fn = FnlFagpsa:
0<t<T € €
(27)

Como (f,,) converge a f en L? (P x \), podemos encontrar una subsucesién con
indices crecientes ny tal que

méx || fro — farllz2(pxn) < 2725 (28)
nz2ng

En particular tomando ¢ = 27% en la cota (27) obtenemos

P ( Sup | X" — x| > z—k) <27k,
0<t<T

Sumando sobre k£ y usando el lema de Borel-Cantelli tenemos la existencia de
un conjunto {2y de probabilidad 1 junto con una variable aleatoria ¢ < oo para
los cuales,

Sup (X (w) — XM (w) | < 27 (29)
0<t<T

para toda k > ¢ (w) y w € Q.

Como 27% es sumable, la cota (29) nos dice que (X;'*) es fundamental en la
norma uniforme en C' [0, T] restringida a . Entonces para cada w € € existe
una funcién continua ¢t — X (w) tal que Xt(n"') (w) — X} (w) cuando k — oo

uniformemente en [0, T] para cada w € .

Como las Fy-martingalas <Xt(nk)> también convergen en L? (P) a X; la propiedad

de martingala se sigue de la identidad para los procesos Xt("’“).
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Para probar la dltima parte del teorema notamos que my f,,, — myf en L? (P)
y por la isometria de Itd se sigue que I (myf,,) — I (m¢f) en L? (P), luego

X" = I (myfn,) — X, en L? (P).
La unicidad de limites en L? (P) implica que || Xy — I (myf) |12y = O para
toda t € [0,T]. Entonces X; = I (m.f) c.s [P]; es decir,

P({w: X (@) = I (mef) (@)}) = L. o

5. Localizaciéon y la Integral de Ito

Si f : R — R es una funcién continua, deberiamos ser capaces de poder calcular
integrales como

/OTf (Bt) dB.

Sin embargo, hasta ahora tenemos una restriccién de integrabilidad:

E < 00.

/OT 2 (By)dt

Esta cond}cién puede fallar inclusive para funciones bien comportadas como
flxz)=¢e".

Queremos relajar la condicién de integrabilidad, esto lo lograremos con el con-
cepto de localizacién. El uso adecuado de este concepto permitird extender la

definicién de integral de It6 a cualquier funcién continua del movimiento brow-
niano.

5.1. Integral de Ito en L7,

Comenzamos por considerar la clase L? , = L% 5 [0,T] de todas las funciones
adaptadas f: Q x [0,7] — R tal que

P(/OTfQ(w,t)dt<oo> =1.

Esta clase de funciones contiene a H2. También, para cualquier funcién continua
g : R — R tenemos que f(w,t) = g(B: (w)) € L% 5, ya que la continuidad
(c.s [A]) del movimiento browniano implica que el mapeo t — ¢ (B; (w)) es una
funcién esencialmente acotada en [0,77].

Recordemos que si {F,,} C F es una filtracién, un tiempo de paro es un mapeo
7:Q — NU{0,00} tal que {Tr < n} € F,, para todan € N
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Definicién 5.1 (Sucesion localizadora en H?) Una sucesion creciente de
tiempos de paro es llamada sucesion localizadora en H? para f si se cumple:

fo (w,t) = f (w,t) Lpg,) € H? (30)
para todan € N y

P(U{w:yn:T}>:1. (31)

neN

Una razén para la cual la clase L%OC es el dominio natural de la integral de It6
es que cualquier f en esta clase tiene una sucesion localizadora.

Proposicién 5.1 (Localizacion en L%OC) Para cualquier f € L%OC, la su-
cesion definida por

S
Tn = Inf{s :/ fA(w,t)dt =n 6s>T}
0
es una sucesion localizadora en H? para f.

Dem: Notemos que siw € |J {w: 7, =T} entonces
neN

Inf{s:/ fPlwt)dt=2nés>Ty=1,=T
0

para algin n € N, esto pasa sélo si fOT f? (w,t)dt < n < oo. Esto muestra la
contencion

T
U {w:rmh =T} C{w :/ 2 (w,t)dt < oo},
neN 0
buscamos la igualdad; supongamos que 7, (w) # T para toda n € N, no puede
suceder que T < 7, (w), entonces debe pasar 7, (w) < T.

Luego
Tn (W) T
/ 2 (w,t)dt g/ 2 (w,t)dt.
0 0

Por la definicién de 7, tenemos que n < fOT"(w) f? (w,t)dt para toda n € N, de

modo que w, Nno puede ser nnita. lenemos entonces
d P (w,t) dt de ser finita. T t

T
ﬂ{w:Tn(w);éT}CQ\{w:/O 2 (w, ) dt < oo},

nenN

por lo tanto P (ngN{w T (w) = T}> =1L

Sean fi (w,t) = f (w,t) L(1<s,) con k € N fijo pero arbitrario, queremos probar
que fi, pertenece a H2.
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T T
/ / f2 (w,t)dtdP = / / £? (w, 1) Lipp dtdP.
QJo %IN{w:Tn(w):T} 0

Evidentemente (J{w : 7, (w) = T} D {w : 7 (w) = T}, entonces 1<r—7) = 1
neN

paratodat < Ty fOT f? (w,t)dt < k para toda w € {w : 7 (w) = T}.

Concluimos que

T
El/ fk.(w,t)dt]</ kdP =k < .
0 U{w:?e(ﬁ):T}

Esto prueba que (7,,) es una sucesién localizadora. ¢

5.2. Extension en L%,

Para la construccién de la integral de It de f € L%OC vamos a tomar una su-
cesién localizadora (v,) para f, sabemos que para cada f, (-,t) = f (-,1) Lit<u,)
existe una tnica martingala continua X, que es una versién de la integral de
Itd de I (myfn) .-

Finalmente, definimos al proceso por el limite de (X; ) como la integral de It6
de f € H?. De forma precisa, demostraremos la existencia de un tnico proceso
continuo {X; : 0 < ¢t < T} tal que

P (Xt lim X, n) —1.

n—00

Definiremos entonces

T
/0 f(w,s)dBs e, X (w).

€

5.2.1. Consistencia, convergencia y continuidad

Para lograr la definicién discutida anteriormente necesitamos asegurarnos de
la existencia del limite que pretendemos tomar como integral de It6, asi como
la unicidad con respecto a la localizacion. Para ello enunciamos los siguientes
resultados.

Teorema 5.1 (Persistencia de la identidad) Si f y g pertenecen a H? y si
v es un tiempo de paro para el cual f (w, 5) = g (w, s) para casi todaw € {w:s <

v(w)}, entonces las integrales X; (w fo (w,8)dBs yYs (w fo w, s) dBs
son iguales para casi toda w € {w : t v(w)}.
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Dem: Tomemos f, = fl(|f|<n), 9n = 9l(|g/<n)}- Por el teorema de convergencia
dominada f,, — fy gn — g en L? (P x \) y la isometrfa de It6 implica que
fot fn(w,8)dBs — X; v fg Gn (w,8)dBs — Y; en L? (P).

Pero fot fn(w,8)dBs = fot gn (w, 8) dBy para casi toda w € {w: t < v (w)}, por
lo tanto X; = Y; cs [P]. ¢

Proposicién 5.2 (Consistencia secuencial) Sean f € H3 y (v,) cualquier
sucesion localizadora. Si {X; ,} es una version de las integrales de Ito I (mtfl(tg,,n)),
entonces para todo t € [0,T] y n = m tenemos que

Xt,n = Xt,m

para casi toda w € {w : t < vy, (w)}.

Dem: Como v, < v,, las funciones

fm (W,t) = f (wat) 1(t§um)

fn (w,t) = f (wvt) 1(t<Vn,)

son iguales en el conjunto {w : t < vy, }.

Por el teorema anterior se sigue que X, = X4 ,, para casi toda w en el conjunto
{w:t< vy (w)ho

Proposicién 5.3 Eziste un proceso continuo {X; : 0 <t < T} tal que

P (Xt = lim Xm) =1 (32)

n—moQ

para toda t € [0,T7].

Dem: Sea (v,,) una sucesién localizadora y definamos el indice aleatorio
N :=min{n:v, =T}.

Entonces w € {N < oo} ssi existe n € N tal que v, (w) = T esto es, ssi

we J{w: v, (w)=T}. Por lo tanto P (N < o0) = 1.
neN

Ahora, sea € el conjunto de probabilidad 1 en el que todas las trayectorias
t — X;n (w) son continuas y para cada w € Q1 = Qo N {N < oo} definimos
X (w) por X; (w) = X; n (w), este mapeo es continuo en ;.

Por la consistencia secuencial se tiene
" t,n t,N

para todo [0,7T] .c
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5.2.2. Independencia de la localizacién

La integral de It6 estd definida sin ambigiiedad para toda funcién f € L% ., sin
embargo, la definicién fot f (w,s)dBs = X; (w) parece depender de la sucesién
localizadora para f. La siguiente proposicién prueba que con probabilidad 1
cada sucesién localizadora lleva al mismo limite.

Proposicién 5.4 (Independencia de la localizacion) Si (v,) y (Un) son
sucesiones localizadoras de f € L%OC, entonces las versiones continuas corres-
pondientes X¢ n, y Xt,n de las integrales de Ito T (mtfl(tgyn)) i (mtfl(tg,;n))
satisfacen:
lim Xon= lim X,
n—r—oo n—oo

con probabilidad 1 para cada t € [0,T].

Dem: Sea 7, = min{v,, v, }. La persistencia de la identidad implica que para
toda n > m, Xy, = Xy, para casi toda w € {w : t < 7, (W)}

m X, casisiempre en {t < 7}.

Luego, lim X;, = U
n—oo n—oo

Finalmente notemos que | {r, =T} = U {vn = T} N {&, = T}, entonces
neN neN

P < U {m = T}> = 1. Por lo tanto lim th = lim X;,.
n—oo

5.3. Martingalas locales

Una de las propiedades de la integral de Itd de una funcién en H? es que es
una martingala. Para funciones en L%oc no se puede decir lo mismo, pero las
integrales en L? ;. estan cerca de ser martingalas en cierto sentido.

Definicién 5.2 (Martingala local) Si un proceso {M,} es adaptado a la fil-
tracion {Fi} para toda 0 < t < oo, entonces {M; : 0 < t < oo} es llamada
martingala local si existe una sucesion no decreciente (1,,) de tiempos de paro
con la propiedad de que T, —> oo con probabilidad 1 cuando k — oo y tal que
para cada k, el proceso definido por Mt(k) = Minr, — My para todo t € [0,00) es
una martingala con respecto a la filtracion {F; : 0 <t < oo}

La razén principal de aislar el concepto de martingala local es que la integral
de Ito de una funcién en L? , es una martingala local.

Proposicién 5.5 (Integrales de Ito en L%OC son martingalas locales)
Para cualquier funcion f € L%OC eziste una martingala local continua X, que
cumple

P(xw) = [ wsas) =1 ()
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Dem: Sea 7, (w) = Inf{t : fot f(w,8)ds = n 6t >T}, sabemos que (7,,) es una
sucesion localizadora de f y que existe una versién continua X; de la integral
de 1t6 de f que satisface (33). Ademds

tAT, t
Xt/\Tn = / f ('a 5) st = / f ('7 S) 1(s§7'n)1[0,t] (5) st
0 0

La ultima igualdad nos dice que X¢a-, es una versién continua de la integral de
It6 de la funcién f14,,) € H 2. Por la independencia de la localizacién X;a,, es
una martingala y por lo tanto X; es una martingala local. ¢

Proposicién 5.6 (Teorema de tiempo de paro de Doob versién local) Si
X es una martingala local y T es un tiempo de paro, entonces Yy = Xiar tam-
bién es una martingala local.

Dem: Sin pérdida de generalidad podemos suponer Xy = 0. Por hipdtesis, existe
una sucesién creciente de tiempos de paro (1) con 7, — oo tal que Xyar, €s
una martingala para cada k. Luego

Y;f/\Tk = X(t/\T)/\Tk = X(t/\Tk)/\T

y como {Xiar, 0 < t < o0}, el teorema de tiempo de paro de Doob dice
que {X(ar)ar ¢ 0 < ¢ < oo} también es una martingala. Esto implica que
{Yirr : 0 < t < 0o} es una martingala local con la misma sucesién localizadora.o

Teorema 5.2 Si X; es una martingala local y M > 0 es una constante tal que
| Xt| < M para toda t > 0, entonces X; es una martingala.

Dem: Una vez més suponemos que Xo = 0 y tomamos una sucesién no decre-
ciente de tiempos de paro tal que {Xiar, : 0 <t < 0o} es una martingala para
cada k 'y 1, — o0.

Consideremos s < t y E[X¢ar |Fs] = Xsar,- Como 7, — 00 tenemos que
Xsar, — Xs v Xinr, — Xt, también se cumple |X¢nr, | < B para todo k.

Por el teorema de convergencia dominada tenemos que

E[X,|F) = lim E[Xinn|F] = lm Xow, = Xoo

Proposicién 5.7 Cualquier martingala local no negativa {X;: 0 <t < T} con
E [Xo] < oo es también una supermartingala, y si E[X7] = E[Xo] entonces
{X::0<t<T} es de hecho una martingala.

Dem: Si (7,) es una sucesién localizadora, entonces por la propiedad de mar-
tingala local tenemos que Xsnr, = E [Xiar, |Fs] para todo 0 < s <t < T. Por
el lema de Fatou, conforme n — oo se cumple que

X; = FE [ X{|Fy) (34)
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paratodo 0 < s <t < T.

Esto implica que {X;} es una supermartingala y si tomamos esperanza en (34)
tenemos que E [X;] > E[[X,].

En particular,
E[X] > E[X.] > E[X)] > B[X7].

La hipétesis E [Xy] = FE[Xr] implica la igualdad en todas las desigualdades
anteriores. Regresando a (34), si la desigualdad fuese estricta en un conjunto de
probabilidad positiva, tendriamos E [X] > E [X], lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto Xy = F [X;|Fs] para toda 0 < s <t < T. cs [P].©o

6. Formula de representacion de Feynman-Kac

Para la construccién de ondas viajeras mondtonas se requiere una conexion
entre una ecuacién diferencial estocéstica y la ecuacién de Fokker-Planck aso-
ciada con el proceso que es solucién de la anterior. El calculo estocéstico de It
proporciona tal conexién y ademds permite ver que la solucién de la ecuacion
de Fokker-Planck tiene una representacién probabilistica llamada férmula de
representacion de Feynman-Kac.

Como veremos mas adelante la representacion mencionada es la esperanza de
una martingala local y tiene un comportamiento asintdético exponencial para la
ecuacion F-KPP.

6.1. Formula de Ito

Definicién 6.1 Considere un proceso estocdstico { Xy : t > 0} que satisface

X (w,r) = x4 —|—/ F(w,t)dt—F/ G (w,t)dBy,
que vamos escribir de forma abreviada como

Xr:zs+/ th+/ GdB,,

para funciones conocidas F € H* = H'[0,T] y G € H?> = H*[0,T], donde H*
es el espacio de funciones absolutamente integrables con respecto a la medida
P x \. Decimos que X tiene el diferencial estocdstico dX = F dt + G dB, para
0<t<T.

Teorema 6.1 (Formula de Itdo) Sea X con diferencial estocdstico
dX =F dt+ G dB,

para F € H' y G € H?. Supongamos que u : R x [0,T] — R es una funcion
continua y que existen las derivadas parciales us, Uy, Uz, también continuas.

SiY: = u (X, t), entonces Y tiene diferencial estocdstico:
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Ju ou 10%u Ou Ou 10%u ou
dy = Edt—i_ %dX—i— §@G dt = (c’)t + %F—I— §@G ) dt + %GdB.
(35)

A (35) se le llama regla de la cadena de Itd o simplemente férmula de It6.
Para una prueba junto con su generalizacién en varias dimensiones, véase [3]
capitulo 8.

Observaciones:
» El argumento de u, u, etc es (X, t).

= De acuerdo a nuestra definiciéon de diferencial estocastico, la expresién
(35) significa que para todo 0 < s <r < T,

T 1 T
YT—YS:/ ut+umF(-,t)+§umG2 (~,t)dt+/ u.G (-, 1) dBy. (36)

» Como X; = Xo + fg Fds + fot GdBs, entonces X (-) tiene trayectorias
continuas (casi siempre), lo mismo podemos decir de Y (-).

Teorema 6.2 (Regla del producto de Ito) Consideremos los siguientes pro-
cesos estocdsticos con diferenciales

dX! = Fydt + G1dB
dX? = Fydt + G2dB

con F; € H*(0,T),G; € H*(0,T) parai=1,2. Entonces
d(X1X2) = Xod X, + X1dXs + G1Gadt.

Una demostracién completa del lema de It6 junto con la regla del producto se
puede encontrar en [5].

6.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Se dice que un proceso estocastico X real valuado es solucién de la ecuacién
diferencial estocéstica

dX = a(X,t)dt +b(X,t)dB
Xo=a20 € R

para 0 < t < T si se satisface que
a) F:=a(X,t)€ H*(0,T)
b) G:=b(X,t) € H?(0,T)

c) X;=Xo+ fg a(Xs,s)ds + fgb(XS,s) dB; para toda 0 <t < T.
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Por ejemplo, supongamos que ¢ es una funcién continua de cuadrado integrable,
entonces la solucién de

dX =gXdB
Xo=1
es
Xi = €2 Jo g*dst g 9dB.

Para verificar esto notemos que

1 t i
Y; = —7/ de3+/ gdB,
2 0 0

satisface dY = —%det + gdB, aplicando a u (z) = e” la regla de la cadena de
1t6 tenemos que

_ Ou

dX = —dY +

"~ Oz 20227

y por lo tanto dX = gdB.
Un ejemplo interesante es el cdlculo del precio de una accién: sea A; el precio de
una accién al tiempo ¢ > 0, una forma de modelar la evolucién de A; es suponer

que la razén de cambio relativa del precio de la accién satisface la ecuacion
diferencial estocastica

dA
—[ = ndt +odB,

es decir, la evolucién en el tiempo es similar al caso determinista pero existe
una perturbacién aleatoria debida a la incertidumbre que presenta el medio
financiero.

Las cantidades p y o son conocidas como deriva y volatilidad respectivamente.
Entonces podemos escribir la ecuacién anterior como dA = pAdt+ ocAdB y una
vez mas por la regla de la cadena de It6 obtenemos

dA 10%2A2%dt o2
d(logA) = A s a2 T (u— > ) dt + dB.
(12
En consecuencia A; = AOeUBtJr(“*T)t_

Una observacién adicional es que por definicién de diferencial estocastico
t t
A = Ag —|—/ uAds—i—/ cA,dB,,
0 0
tomando esperanza y recordando que E [ fot aAsst} = 0 obtenemos

t
E[A] = Ao + / pAds,
0

por lo tanto E [A;] = Age”t. El valor esperado del precio de la accién coincide
con el caso no estocastico.
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Usaremos una técnica similar para encontrar la formula de representacién de
Feynman-Kac analizando una ecuacién diferencial estocastica, por medio de la
regla de la cadena de Ito relacionarla con una ecuacion diferencial parcial y
asi obtener una formula en términos de una esperanza.

Ahora vamos a probar existencia de la soluciéon de una ecuacién diferencial
estocastica sencilla pero que en el caso mas general la idea de la prueba es en
esencia la misma.

Supongamos que ¢ : R — R es C! con |a | < L para alguna constante L y

consideremos la ecuacion

dX =a(X)dt+ dB
Xo=2x € R,
esta ecuacion significa que Xy = z + fg a (X)ds + By y sugiere que un esquema

de aproximacion similar al que se usa para ecuaciones diferenciales ordinarias
define una solucién. Definamos X° = z y entonces

¢
X+ ::x—i—/o a(X™)ds+ By

paran € N y todot >0

Sea d" (t) := Sup |X?*! — X"| y notemos que para una trayectoria continua
0<s<t

del movimiento Browniano se tiene que d° (t) < C para alguna constante C que

depende posiblemente de w.

Aseguramos que

en efecto,
t t
d"(t)= Sup| [ a(X])—a (X} ")dr| < L/ d"1 (s) ds,
0<s<t Jo 0

haciendo un argumento inductivo se sigue que
= 1 s 1 Lnn
/ dn( / C ds=0C .
0 (n—1)! n!

De acuerdo a lo anterior, para m > n se cumple que

Lka
Sup | X" - X' <C
0<t<T| K Z

cuando n — oo. Esto muestra que la sucesién (X™),en es uniformemente
Cauchy y por la completez de H' (0,T) converge a un elemento de este mismo
espacio.

Teorema 6.3 (Ezxistencia y unicidad) Consideremos un par de funciones
a: Rx[0,T] — Ryb: Rx[0,T] — R continuas y que satisfacen las
stguientes condictones:
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a) la(z,t) —a(y,t)| < Ll —y| para toda 0 <t < T, z,y € R

|b(x,t) —b(y,t)| < Llz —y| para toda 0 <t < T, x,y € R,

b) la(z,t)| < L1+ |z|) para todo 0 <t < T,z € R
<T

la (z,t)| < L(1+ |z|) para todo 0 < t

para alguna constante L.

, r € R,

Sea Xy una variable aleatoria tal que
¢) E[|Xol*] <o
)
d) Xo es independiente de o ({By :t > 0}).

Entonces existe una solucion unica X € H?(0,T) a la ecuacién diferencial
estocdstica:

dX = a (X, t)dt +b(X,t)dB, (0 < t < T)
Xo € H? (O,T)

La demostracién es andloga a la discusién anterior, para los detalles véase [5].

Proposicién 6.1 (Tiempo de paro especial: llegada a un conjunto) Considere
la solucion de la EDE:

dXt = b(Xt,t) dt + 0o (Xt,t) dB

donde b, o y X¢ satisfacen las hipdtesis del teorema de existencia y unicidad.

Sea E un subconjunto abierto o cerrado no vacio de R™. Entonces
T:=Inf{t > 0|X, € E}

es un tiempo de paro (hacemos T = oo para aquellas trayectorias de X (+) que
nunca llegan a F).

Dem: Primero supongamos que E = U es abierto. Entonces w € {w : 7 (w) < t}
ssi 7 (w) <ty como 7 (w) es la méxima cota inferior del conjunto

{t>0: X, eU}=4

entonces t no pertenece a A. Esto implica que existe un s € A tal que s < t;
estoes, w € |J{X; € U}, luego {r <t} = U{X; e U}.

s<t s<t

Ahora, tomemos s < ¢ fijoy (g,) C QN[0,00) con g, T s. Sea Ay :={X; € U},
si w € A, entonces X, (w) € U y como U es abierto, existe € > 0 tal que
B. (X5 (w)) CU.
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Figura 5: Tiempo de primer llegada a U

Figura 6: Tiempo de primer llegada a C'

La continuidad de X. (w) dice que existe § > 0 tal que si |s — 7| < & entonces

X, (w) € Be (X, (w)) C U. Como ¢y, T s, existe N € N tal que para cadan > N

se tiene 0 < s — g, < J, esto implica que X,, (w) € U; es decir, w € A,, para

algin n € N con g, < s < t.

Hemos mostrado que si w € |J A entonces existe g <ty g € Q tal que w € Ay;
s<t

es decir, se cumple la contencién

Uda.c U 4.

s<t qeQN[0,t]

La contencién

U 4, c A

4€QNI0,¢] s<t
es obvia.
Concluimos que {7 <t} = |J Ay, esta dltima unién es numerable y
q€QN[0,1]

A ={X, €U} e F,CF,

entonces {7 < {t} € F}.

Ahora, supongamos que E = C' es un conjunto cerrado y sea

d(z,C)=Inf{ly —z|: y € C},
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la funcén d (-, C) es continua, entonces los conjuntos U, := {z : d(z,C) < 1}
son abiertos para cada n € N.

Vemos que 7 (w) < t ssi X (w) € U, para toda n € N y algin s < t; es decir,
la trayectoria debio cruzar todos los conjuntos abiertos U,, que envuelven a C'
en algin tiempo anterior a t, por lo tanto

{r<ty= (X etn}.

neN s<

Por el mismo argumento que en el caso anterior

Uxeetn}= |J (X, €U}

s<t an €QNI[0,t]

Esto implica que

{r<tt=( U {X4 €Un}

n€Ng,€QN(0,t]
Pero {X,, € U,} € F,, C F; y entonces {1 <t} € F}. o

Usando la férmula de 1t6 podemos obtener una representacién probabilistica de
soluciones de algunas ecuaciones diferenciales parciales. Para esto, recordemos
que si dX = b(X,t)dt+ o (X,t)dB entonces para cada funcién u € C2N H? la
férmula de It6 nos dice que

L/ ou L ou
u(X,t —uX,Oz/ <+Lu>ds+/ —o (X, s)dBs,
. -uxon = [ (5 [ e (x.s)

para el operador diferencial Lu = b (X, t) 9% + %%02 (X,t).

Con w € (2 fijo la férmula de It6 es valida para cada 0 < t < T, parece razonable
suponer que la férmula sigue siendo valida si reemplazamos ¢ por un tiempo de
paro 7 acotado, y lo es; basta con ver que la definicién de integral de It6 con
tiempo de paro es consistente haciendo para cada G € H?:

T T
/ Gng = / 1{t§‘r}Gst-
0 0

La férmula toma la siguiente forma:

T/ Ou T ou
u (X, 7)—u(Xo,0 :/ (—l—Lu) ds+/ —odBs.

Tomando esperanza obtenemos
T [ Ou
Eu(X,,7)]—-Eu(X,0)]=F [/ ((% + Lu) ds] (37)
0

La férmula (37) es de gran importancia para la conexién con algunas ecuaciones
diferenciales parciales como veremos en los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 6.1 Sea U C R™ un conjunto abierto con frontera suave OU. De
acuerdo a la teoria estandar de las ecuaciones diferenciales parciales existe una
solucion suave u de la ecuacion

—%Auzl en U
u=20 en OU.

Nuestra meta es encontrar una representacién probabilistica de u. Para esto,
fijemos cualquier x € U y consideremos el movimiento browniano n-dimensional
B(-) y X (-) = B(:) + « representa un movimiento browniano que inicia en z.

Definamos el tiempo de paro 7, := Inf{t > O|)_('t € U}, afirmamos que
u(x) = Ery].

En efecto, usamos la férmula (37) con Lu = 3Au, para cada n € N
o . Te
E [u (an)} —E [u (XO>] - F UO 2Aud3} .

Como 7, An = 7, para algin n € N, tenemos que lim FE[r, An] < co.
n—ro0

Entonces 7, es integrable y obtenemos, cuando n — oo,

(@)~ Efu(X,)] = F UOT 1ds} — E[n].

—

Pero u =0 en OU, asi que u <X7m> = 0y entonces u (z) = E[r,] .0

Ejemplo 6.2 (Representaciéon probabilistica de funciones armdénicas)
Sean U C R™ un dominio suave, acotado y g : OU — R una funcién conti-
nua. Es conocido de la teoria cldasica de las ecuaciones diferenciales parciales
que existe una funcion u € C? (U)NC (U) que satisface el problema de valor
frontera

Au=0 enU
u=g en OU.

A wu se le llama funcién arménica. Aseguramos que u (z) = E [g ()Z'TL)} para

todoz € Uy X ()= B (+) + «, basta con observar que justo como antes,

plu()] = [u (%)) + B[ [ Sau(2) @] = B [u (%)) =ute)

—

Como u = g en QU se tiene que E [g (Xm)} =u(x).o

Ahora, consideremos el siguiente problema:
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—%Au—&-cu:f en U
u=20 en OU.

Supongamos que ¢y f son funciones continuas con = > 0 en U. Vamos a mostrar
que si u es una solucién, entonces admite la representacién

u(z)=E [/OH f (X’t> e I c()?s)dsdt] ’

— —

donde como antes X () = B () + x es el movimiento browniano n-dimensional
que comienza en x y 7, denota la primer llegada a oU.

Sabemos que E[1;] < oo y como ¢ > 0, las integrales anteriores convergen.

. . t
Primero nos fijamos en el proceso Y; := €% para Z; := — fO c (Xs> ds, entonces

dZ = —c (ff) dt y la férmula de Itd nos dice que si v (z) = e* entonces

dy = %dz _¢Z (—c ()?) dt) — _Ye ()?) dt.

La regla del producto de It6 implica que

d(u(X)e ™) = (u(X)v) = vdu (X) +u(X)ay.

Pero

> 1 > " Ou (o
du (X) = Sau(X)de+ ; o (X)aB:
y por lo tanto
1 [ eds " Ou
d(uY) = {iAue Joeds —yeuldt + Y; 8—%@32».
Tomando esperanza y usando la formula (37) con 7 = 7, obtenemos
E [u (sz) e Jo" Cdsjl - E [u (Xo)} =F {/OTI (;Au — cu) e lo Cdsdt} .

Luego,
@) =F[u(%)] =B VOT 7 (%) efotc()?)“] . (38)

Una interpretaciéon heuristica de la férmula anterior es la siguiente. Suponga
que particulas que se mueven de forma browniana podrian desaparecer en un
tiempo aleatorio o, por ejemplo, podrian ser absorbidas por el medio en el que
se mueven.
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Supongamos que la probabilidad de ser eliminadas en un intervalo de tiempo
[t,t+ h] es ¢ ()?t) h + o (h) donde c es la tasa de aniquilacién (que depende de

la posicién y el tiempo). Entonces la probabilidad de que la particula sobreviva
hasta el tiempo ¢, es aproximadamente igual a

(e (@)1 (- e(0)) (e (%),
donde 0 =ty <t1 <---<t,=t, h="tp41 —tg.
(X.)ds

Conforme h — 0 esta probabilidad converge a e~ Joe

Entonces deberia ser que

u (z) = Promedio de f ()? ) sobre trayectorias que sobreviven hasta OU
=F {/ f <X}) e~ Jo C(Xs)dsdt} )
0

A esta dltima expresion se le conoce como la féormula de Feynman-Kac.

Vamos a analizar la formula anterior de una manera un tanto més precisa para
el caso unidimensional. La representaciéon de Feynman-Kac nos dice que para
cualquier par de funciones ¢: R — Ry f: R — R y para cualquier soluciéon
acotada u (¢, z) del problema de valor inicial

?u@w)=§%w@w)+qwﬁﬂt@
u(0,2) = f (z),

entonces u (¢, x) puede ser representada como

E|[f (0 + By)eloaterBi], (39)

Los beneficios de ésta representaciéon son varios, en los que destaca de forma
inmediata es que proporciona informacién del comportamiento global de la tra-
yectoria del movimiento browniano.

Para dar un ejemplo concreto; supongamos que queremos saber cual es la can-
tidad de tiempo T; que el movimiento browniano gasta en el conjunto [0, c0)
durante el periodo de tiempo [0, t]. Vemos que T} puede ser representado como

t
Tt = / 1(3520)d3'
0

Podemos tomar ¢ () = —Al(;>0) y f (2) = 1 en la férmula (39) para encontrar
que

u(t,0)=E [exp <)\ /Ot 1(3320)) ds] = E'lexp (—AT})]
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representa la transformada de Laplace de T;. Resolviendo el problema de valor
inicial planteado podemos calcular esta transformada y deducir que T} tiene una
distribucién arcseno, un notable resultado de P.Lévy.

Sabemos que para una funcién bien comportada (dos veces continuamente dife-
renciable digamos) f :— R, existe una solucién acotada u (¢, z) del problema
de valor inicial

{ut (t,z) = %um (t, )
u(0,z) = f(x).

Es conocido de la teoria estandar de las ecuaciones diferenciales parciales que
la solucién puede ser escrita como la integral gaussiana

_ (u—rn)2

1 (w—x)?
u(t,z):\/—ﬂ_/Rf(v)e dv.

Por inspeccién podemos ver que u (¢, ) puede ser escrita como
u(t,a) = E[f (v + By,

que es precisamente la formula de Feynman-Kac para el caso especial ¢ = 0.

6.3. Movimiento Browniano aniquilado
Tome cualquier variable aleatoria no negativa T y definamos el proceso {X;}

con valores en el conjunto R U {A} como

B, si0<t<T
Xy = .
AN sit>T.

El valor de A realmente no importa mientras sea fijo, sélo es un artificio para
que la caminata browniana tenga un lugar a donde ir una vez que es aniquilada,
podemos extender la definicién de f al conjunto RU{A} haciendo f (z + A) =0
para toda x € R.

Supongamos también que 7' tiene una distribucién exponencial con pardmetro
A independiente de By; esto es, P (T >t) = e~ para t > 0.

Nos preguntamos ahora si podemos encontrar un problema de valor inicial que
sea satisfecho por u (¢,2) = E [f (x + X;)] . Claramente u (0, z) = f (z), veamos
€omo es uy :

Por la definicién de u (¢, ) junto con la independencia de By con el tiempo de
aniquilacion T,

E[f(x+ X)) = E [f (x+ X1) (Lo<t<r) + 1(z<t) ]

E[f(z+ Bi) lo<icny] = P(T 2 ) E[f (z + By)],
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entonces

u(t,r)=FE [f (z+ X3) 1(T<t)} +FE [f (z 4+ X3) 1(0<t<T)] =e¢ME [f (x+ By)].

Calculando directamente la derivada tenemos que

ut (6, ) = ef)‘t%E [(z + By)] — A\e ™ME|[f (x + By)].

Luego, recordando que FE [f (z + B:)] satisface la ecuacién de calor se sigue que

82
Uy (t,l‘) = %@E [f (.T + Xt) 1(T>t)] — AFE [f (Z‘ + Xt) 1(T>t)]

lo cual muestra que u; = %um — Au.

Para darnos una idea de como se deberia ver el caso en el que ¢ no es cons-
tante, podemos interpretar a E [f (z + B;)] e~ como un pago llevado a valor
presente con una tasa de interés \, el factor correspondiente elo ala+X0) quiza lo
podriamos interpretar como la fuerza de interés actuando en la trayectoria de
r + X;.

6.4. Representaciéon de Feynman-Kac

Nuestro trabajo ahora serd encontrar una martingala {M;} para la cual

My =u(t,x)
E[M;]|=E [f (x + By) elo q(w+Bt)ds} .

Cualquier martingala satisface F [My] = E [M,]; es decir,
w(t,) = E[M) = B [f (w+ By) el ale20]

uno puede pensar en esta técnica como algun tipo de interpolacién.

Teorema 6.4 (Representacion de Feynman-Kac) Consideremos un par de
funciones ¢q: R — R, f : R —> R acotadas y el problema de valor inicial:

{ut (tvx) = %uzub (t’x) —i—q(a:)u(t,x) (40)

u(0,z) = f(x).

Siu es una solucion acotada del problema de valor inicial (40), entonces tiene
la representacion
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Dem: Consideremos My := u(t — s,z + Bs) elo a@tBy)dv o la férmula de
Itd y como u (¢, ) satisface la ecuacién diferencial parcial (40) tenemos que
(haciendo Ny = x + By)

1
du (t —s,Ns) = —uy (t — s, Ng)ds + §um (t — s, Ng)ds + uy (t —s,N;) dBs

—q (Ng)u(t —s,Ng)ds + uy (t — s, Ns) dBs.

Por la férmula del producto de 1t6, encontramos que dMj es igual a

dMs = e'fos q(NS)dT{um (t - sts) st —4q (Ns) u (t -5, Ns) ds + q (Ns) U (t - S,Ns) dS}
—elo a(z+Bp)dry, (t — s,z + Bs) dBs.

La ultima igualdad muestra que {My : 0 < s < t} es una versién de la integral
de It6 de una funcién en L%OC y por lo tanto es una martingala local. Ademas,
por la definicién de My y como ¢ junto con f son acotadas, encontramos que

Sup |M,| < ||u||ocet|\q|\oo.
<s<

<s<t

Entonces {M, : 0 < s < t} es una martingala local acotada y en consecuencia
es una martingala, por lo tanto

u(t,z) = E[Mo]=E[M]=FE|f(z+ B) elo a@tBads | o

7. Ondas viajeras para la ecuacion F-KPP

Consideremos la ecuacion de Fisher-Kolmogorov-Petrowski-Piscounov de reac-
cién-difusién 5 52
v 10%u
=== -1 42
ot 28x2+ru(u ) (42)

donde u = u (¢, ) es una funcién de [0, 00) X R.

Particular atencién se ha puesto a soluciones de la forma u (t,2) = w (z — ct)
con w satisfaciendo

1
id')—i-cﬂ}—l—rw(w—l):O. (43)

Tal solucién w es conocida como onda viajera de velocidad c.

Estamos interesados en ondas viajeras monétonas de velocidad ¢ que conectan
a 0 con 1, donde w : R — R es dos veces diferenciable, satisface (43) con
w () — 0 cuando £ — —o0, w () — 1 cuando x — oo y w (z) > 0 para
toda z € R.

Veremos que al considerar un movimiento browniano ramificado, el estudio de
algunas martingalas llevan a la existencia de ondas viajeras mondétonas con velo-
cidad ¢ > +/2r. Tambien encontaremos un argumento que revela la no existencia
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de ondas viajeras monoétonas con velocidad ¢ < v/2r. Un tratado especial se tiene
que dar para la velocidad critica ¢ = v/2r.

El resultado principal es dar el comprortamiento asintético de tales ondas viaje-
ras, en particular si consideramos un movimiento browniano de una sola particu-
la se muestra que dada una onda viajera con velocidad ¢ > v/2r, su comparta-
miento asintético tiene que lucir escencialmente como la solucién de decaemiento
maés lenta f de la linealizacion alrededor del objetivo 1, satisfaciendo

%f+cf+rf:0. (44)

Para encontrar la velocidad critica se puede consultar [4], donde los autores se
enfocan principalmente en técnicas de andlisis y la teoria de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias.

La combinacién de este resultado asintotico junto con el estudio del movimiento
browniano ramificado, se encuentra la unicidad de las ondas viajeras monétonas
que conectan 0 con 1 salvo traslaciones por una constante.

7.1. Asintética de ondas viajeras con velocidad ¢ > v/2r

Primero consideraremos ondas viajeras con velocidad estrictamente mayor que
la velocidad critica /2r.

Teorema 7.1 Sea w una onda viajera con velocidad ¢ > v/2r. Entonces existe
una y € R tal que

1—w(z) ~ @Y

conforme x — 00, donde A es la raiz mds grande de %)\2 +cA+1 =0; esto es,

A= —c++c2-2r <0.

Dem: Sea u = 1 —w, entonces u es estrictamente decreciente de 1 a 0 y satisface
1. .
§u+cu+ru(1—u)20. (45)

Sea My = u(cs + Bs)e" Jo (1—u(cv+By))dv y W, = ¢s + By, por la formula de Ito

el diferencial estocédstico de u es

du (Ws) = cu (Ws) ds—i—%ﬁ (Ws) ds+a (Ws) dBs = —r (1 —u (Ws)) u (Ws) ds+u (W) dBs,

de acuerdo a la formula de It6 encontramos que el diferencial estocédstico de M
es

dM, = " Jo =t B [y (W) dBy — (1 —u (W) u (W) ds + (1 — u (W) u (W) ds],
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Figura 7: Perfiles de v = 1 — w con velocidad mayor que v/2

por lo tanto

dM, = emJo (Amulevt Ba)dv (o (W) dB, ).

La ultima ecuacién muestra que {M; :< s < t} es una version de la integral de
It6 de una funcién en L? . y entonces

u (B +ct)e” Jo (1—u(Bs+cs))ds

es una martingala local y como 0 < u < 1, es también acotada para cada tiempo
fijo, por tanto es una martingala y si X; = B; + x entonces

u (Xt + Ct) e’ fot(lfu(XSJrcs))ds

también es una martingala local acotada y por lo tanto es una martingala.

Luego

u (@) = E[u(Xo)]
=E {u (X¢+ct)e” fot(lfu(Xercs))ds]

. E® [u (Bt +ct)e” f()t(l*“(BS“S))dS} .

La notaciéon E® significa que se condiciona con respecto al inicio del movimiento
browniano, en este caso comienza en x.

Para A € R podemos expresar la esperanza anterior como
e—Amu (l‘) — g7 |:€—A(Xt+ct)u (Xt + Ct) e fot u(XS+cs)dse)\(X,,—z)+(r+c)\)t
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Si escogemos A tal que r + cA = —%)\27 el término dentro de la esperanza se
convierte en una martingala que cambia la deriva del movimiento browniano.

Asf que tomamos A = —c+ V2 —2r <0y A+ ¢ > 0, entonces sean
=z
v(z):=e u(x)
y X un movimiento browniano con deriva .

Bajo la medida de probabilidad Py = e*P tenemos que

v(z)=E3 [v (X¢ +ct) e Jo u(Xates)ds

donde el subindice denota que estamos tomando la esperanza con respecto a la
nueva medida Py. Esto muestra que el proceso

v (X¢ + ct) e~ Jo w(Xs+es)ds (46)

es una Py-martingala positiva y por tanto casi seguramente convergente (Apéndi-
ce B).

El primer objetivo serd mostrar que [~ u (X, + cs)ds < 0o c.s [Py].

Tomando logaritmo en (46) y luego dividiendo entre X; + ¢t obtenemos:

1 X, +ct t
0> og v ( t+C)7 r /u(XSJrcs)ds,
0

Xi+ct Xy +ct

ya que 0 < v < 1. Lo mismo podemos decir casi seguramente [Py] del limite
superior; esto es,

log v (X} + ct) r
0>1 -
ltri?gop{ X+ ct Xi+ct

/Ot u (X + cs) ds}.

Notemos que 1 fg u(Xs +cs)ds < Sup u (Xs + ¢s). Y como u (x) — 0 cuando
s<t

x — o0y X+ ct — oo cuando t — oo casi seguramente bajo [Py] (
recordemos que ¢+ A > 0 y la medida Py solamente escala A unidades la deriva
del movimiento browniano X;), se sigue que u (X; +¢) — 0 cuando t — oo y
por lo tanto

1t
;/ u(Xs+es)ds— 0
0
cs [Py].

Ademds X;/t — X ya que X; tiene deriva A, luego (X; +ct) /t — c+ A >0
y por tanto el reciproco de este limite es finito.

De éstas observaciones tenemos que
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i log v (X; + ct)
msup————
t—>oop Xt +ct

casi seguramente con respecto a Py. Pero v (X; + ct) = eMXetey (X, + ct).

Entonces
i log u (X; + ct)
imsup—————+
t—>o<>p Xi+ct

el decrecimiento de u es exponencialmente rapido con una tasa A < 0.

)

Lo anterior implica que estd siempre acotada por una funcién integrable y de-
ducimos que

/ u(Xs +cs)ds < 0.
0

Adicionalmente, como la o-algebra de cola de un movimiento browniano con
deriva es trivial (ley 0-1 de Kolmogorov, apéndice A), debemos tener que

v(Xe+ct) — K

para alguna constante K > 0. Entonces por la propiedad de ser Py-martingala
concluimos que

(@)= E* |v(X;+ct)e "o ““fﬁcs)dﬂ = KE* [e—rfo“’ ”<Xs+65>d8} o

Ahora consideremos ondas viajeras con velocidad critica +/2r.

Teorema 7.2 Sea w una onda viajera con velocidad ¢ = v/2r. Entonces existe
un y € R tal que

1-—w(z)~ ze @t

cuando x — oo, donde X es la raiz repetida de %Az +cA+r =0 ( asi que

5= —van).

Dem:El argumento que se usé en el teorema anterior ahora ya no es valido ya
2 . p . .

que %)\2 +V2rA+1r = % (/\ + \/27") tiene raices repetida para A + ¢ = 0. De

forma crucial para poder hacer un cambio de medida que nos permita encontrar

una martingala acotada necesitamos que A + ¢ > 0.

Sin embargo usando A= —¢+6 para & > 0 pequeno y siguiendo las mismas
ideas como antes, nos lleva a

1 ~
lim sup 28 4@ 5
T—00 T

N

:f\/ﬂJrg.

Una vez més, encontramos decaimiento exponencial en u con una taza al menos
como /2r + g.
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Figura 8: Perfiles de v = 1 — w con velocidad igual a v/2

Ahora, notemos que la linealizacién de la ecuacién para u alrededor de 0 es
%f +V2rf +rf =0, que tiene soluciones de la forma e~ Vory y ze” V2T,

Escribamos v = fv donde f es una de estas soluciones, v satisface:
1 AP
f §v+ \/27’+? 0 —ruv | =0. (47)

Tomando f (x) = ze~ V2™ en (47) debemos tener para = > 0 que v satisface

1
U+ =0 —ruv =0.
2 T

Este es la deriva que corresponde a un proceso de Bessel, usando la definicién
v(z) = u(z) /ze~V?" y la formula de 1to se verifica que v (R;) e~ " Jo u(H)ds o
una martingala local cuando R; es un proceso de Bessel con generador asociado
%86—;2 + %a%’ pero cerca de cero v no estd acotada y por lo tanto no nece-
sariamente es una martingala, sin embargo, martingalas locales positivas son
supermartingalas positivas y entonces debe de converger.

Ademas u decae exponencialmente, esto garantiza que fooo u(Rs)ds < co. En
consecuencia v (R;) es convergente c.s y como la o-dlgebra de cola de R es
también trivial, existe una constante K > 0 tal que v (R;) — K c.s conforme
t — 00.

Queremos mostrar que K > 0, para ello procedemos por contradiccion.

Si K = 0, tenemos que u () /xej‘z — 0 cuando x —» 00. Sea y > 0y = > y,
usando la propiedad de martingala local para el tiempo de paro T, = Inf {t >
0: R; =y}, tenemos que

44



u (iv) — E* u (Rti\T’y) e’ fOMTy u(Rs)ds
me)\w Rt/\Ty e/\Rt/\Ty
_ u(/i(/) E* |:e—7‘f0Ty u(RS)ds‘T < OO] )
yery !

Ahora, para el proceso de Bessel encontramos que P* (T, < o0) = y/z, asf que

u(y)
rery

wl®) ) pe(p <o) =

X
xex\m yex\w

Como z > y tenemos que la funcién u (x) /e*® es positiva, continua y decreciente
para x > 0, también tiende a cero cuando r — —oo ya que el decrecimiento
de u es al menos exponencial.

Recordamos que u (By) /e*Bye"Jo u(B:)ds o5 una martingala local, positiva y

ademas acotada. Entonces podemos decir que u (By) / e Bt es una submartingala
positiva y acotada, por lo tanto es convergente.

Como la o-algebra de cola del movimiento browniano es trivial, la convergencia
debe de ser a una constante C' > 0.

Entonces u (By) /eS‘Bt — C cs cuando ¢ — oo y como limsup B; = oo,
liminf B; = —oo se tiene de hecho u (B;) /e* By = C, pero sabemos que
i “E) g

T———00 AT

esto implica que u (z) = 0 y por lo tanto u no es una onda viajera mondtona
que conecta a 0 con 1, en consecuencia K > 0. ¢

Consideremos ahora un movimiento browniano ramificado estandar donde cada
particula actualmente viva realiza un movimiento browniano estandar y tiene
un solo descendiente en forma de particula a una tasa r que se mueve de for-
ma independiente de su posiciéon de nacimiento también como un movimiento
estandar dando nacimientos a una tasa r y asi sucesivamente.

Una vez que nacen viven para siempre y son etiquetados en orden de nacimiento

con N; representando el nimero de particulas vivas al tiempo ¢t y Xt(k) represen-
tando la posicién al tiempo t de la k-ésima particula para k = 1,2,--- , N;. (Para
ver por que la representacion de Feynman-Kac satisface la ecuacion F-KPP bajo
un proceso de ramificacién browniano véase [7])

7.2. Martingalas Aditivas

Sea f : R — R al menos dos veces diferenciable y que satisface % f4ef+rf=0.

Entonces
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s (Xt““) + ct) (48)

es una martingala local. Podemos definir entonces a la familia parametrizada de

(k)
X +et) qonde ex=—T 1)

martingalas aditivas Z\) := S e 5~ 5

Si —v2r < A < 0 entonces la martingala local Zto‘) es acotada (basta comparar
la suma con una serie geométrica) estrictamente positiva y por tanto conver-

) )

gente; esto es, th‘ — Zéé‘ c.s.

También es cierto que Hfj;l w (Xt(k) + ct) es una martingala local siempre que

w satisfaga la ecuacién de onda viajera %w + e +rw(w—1) =0.

. A _z™
Consideremos al proceso Mt( )= F {e Z |Ft}7 entonces este proceso es una

)

martingala, ademas para —v/2r < A < 0 es acotada y Mt()‘ e 28 cs.

. . _z™ _ATg (V) .
Si definimos w) (z) := E* {e 2% } =E° {e s } , Vemos que w) es mondéto-
na creciente y conecta a 0 con 1.

()
Notando que Z8&) = SN, e’\(Xt Fext) W donde las variables aleatorias W,
para k =1,2,--- , N; son independientes unas de las otras y al proceso hasta el

(M)

tiempo ¢, cada una idénticamente distribuidas como Zs;’ comenzando con una
sola particula en el origen. Entonces

MY = E {e_Zg)\Ft}

|
|

Ny :
l_I e_ex(xffk)JrcAt)Wk ‘Ft
k=1

N,
¢ _ex(xg’“)JrcAt)Wk
ie].
k=1
N

= kl;[lu»\ (Xt(k) + c)\t) .

7

Tenemos que Hfj;l w) (Xt(k) + c>\t> es una martingala uniformemente integra-

ble con wy, (x) = E* [Hg;l wy (Xt(k) + c)\t)} , por lo tanto w) satisface la ecua-
ciéon de onda viajera

1
5113,\ + exwy + rwy (wy — 1) =0,

esto proporciona existencia de ondas viajeras monétonas de 0 a 1 para todas las
velocidades ¢ > +/2r.
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7.3. Unicidad de ondas viajeras

Sea w una onda viajera monétona que conecta a 0 con 1 con velocidad ¢ > +/2r,

entonces M; := kN;1 w (X(k) + ct) es una martingala acotada tal que para

cada t > 0,

Ny

H ( +ct)

w(z) = B [My] = E* [My] =

Como tenemos una martingala positiva entonces es convergente c.s a una varia-
ble aleatoria M., y como M; es acotada, también es uniformemente integrable
con My = E[My|Fi] y w(z) = B* [Ms] .

Definamos la posicion de la particula mas hacia la izquierda L; := Inf X, (k)

k<N

(k)
Notemos que Z( V21 < min Nye™ 2r (x(9+ V)

— 0 cuando t — o0 c.s,
23

ya que el crecimiento de N; es lineal, ademas 0 < eV (Lt var) < Zt(_ﬁ y
encontramos que L; + v/2r — 0o c.s.

El resultado asintético de antes nos dice que existe un y € R tal que si

A=—c++c2-2r<0

entonces se cumple que —log ~ 1 —w (z) ~ eM#tY) conforme z —» oo.

Dado € > 0 existe D € R tal que

—logw ()

Aty STHe

1—e<

para todo x > D. Entonces, siempre que L; + ¢t > D se tiene

(I—¢) e’\th()‘) < —logM; = Z logw ( + ct) <(1+e) eAth(A)7
haciendo ¢ — 0o y como L; + ¢t — 0o c.s encontramos que

(1—€e)eMZQ < —log My < (14 €)M 2z,

. . . . . _eMvgz(N)
Como € > 0 es arbitrario, lo anterior implica que Mo, = e~¢ % c.s. Esto

nos dice que w (z) = E* [My] = E*TY [e_Zéé)} = wy(r+y). Asi, w es una

traslacién de la onda viajera wy.

La unicidad en el caso critico es mas delicado para ver tal caso por medio de
técnicas analiticas se puede consultar [4] y con técnicas probabilisticas ver [8].

Para concluir este texto mencionamos algunos aspectos de que nos interesan
para estudios posteriores:
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e Consideremos la ecuacién
Ut = TUgg + f(u)

con r > 0, supongamos que la funciéon f : R — R es continua, diferen-
ciable y satisface las siguientes condiciones:

fO)=f(1)=0
fw>0,0<u<1
FO=a>0 fu<aood<u<l
Nos preguntamos si podemos esperar soluciones del tipo onda viajera y si

las técnicas probabilisticas resultan efectivas para encontrar la existencia
de soluciones y entender su comportamiento asintético.

e Estudiar al operador diferencial L asociado al proceso estocdstico que apa-
rece en la formula de It6, nos preguntamos por la interpretaciéon proba-
bilistica de su espectro y el papel que juega como generador infinitesimal.

e La interpretacién de los frentes de onda como la propagacion de un conti-
nuo de estrategias desde el punto de vista de la teorfa de juegos y vincular
conceptos de equilibrio (equilibrio de Nash, equilibrio estratégicamente
estable, etc.) con el equilibrio en el sentido de las ecuaciones diferenciales.
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Apéndice A: Movimiento Browniano

Recordemos que una variable aleatoria X tiene una distribucién normal con

(u=p)?
media p y varianza o si P (X > x) = fmoo e 57 du para toda z € R.

Definicién 1 Un proceso estocdstico {By : t > 0} es llamado movimiento brow-
niano estandar st

s By=0.

= El proceso tieme incrementos independientes, i.e para todos los tiempos
0<t <tg <o <ty los incrementos By, — B, , , Bt, , — B¢, 5.+,
B:, — B, , By, , son variables aleatorias independientes.

s Para todot > 0 y h > 0, los incrementos By, — By tienen distribucion
normal con media cero y varianza h.

s La funcion t — By es continua c.s.

Proposicién 1 (Inversién en el tiempo) Sea {B; : t > 0} un movimiento
browniano estdndar. Entonces el proceso {X; : t > 0} definido por

0 t=20
X =
tB% t>0

también es un movimiento browniano estdndar.

Dem:Notemos que para cualquier h > 0y t > 0,

Xppn—Xo=(t+h) By —tBy =hBy —t(B - B ),

h t t+h

que es una combinacién lineal de variables aleatorias normales e independientes,
entonces X;4p, — X; tiene una distribuciéon normal con media cero y varianza

t}_LTQh +t2 (% — H%h) = h, claramente Xy = 0.

Para ver la independencia de los incrementos consideremos 0 < t; <tg < ... <
t,,. Entonces para 0 < i # j < n tenemos que

Cov [th - th_l»Xti - Xti—l] = (tz AN tj) - (ti,1 A tj) - (tl AN tjfl) + (ti,1 A tjfl) .
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ < j, entonces

0 <t <t <tj_1 <ty
evaluando directamente la tltima igualdad tenemos

Cov [th - Xt'—thi - Xti—l] = 0.

J
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Y como los incrementos son variables aleatorias normales, esto implica la inde-
pendencia.

Las trayectorias t — X; para t > 0 son claramente continuas. Para t = 0
consideremos {X; : t € Q N (0,00)}, como @ N (0,00) es denso en (0,) tenemos
que

lim X =1limX;
t10 t10
teQN(0,00)

pero para cada t € Q N (0,00) X; ~ N (0,t) entonces con probabilidad 1,

0= Ilim X, concluimos que X; es un movimiento browniano estandar. ¢
10

teQN(0,00)

Corolario 1 (Ley de los grandes nimeros)

Dem: sea X; como en la proposiciéon anterior entonces

lim &: lim X1 =X,=0.0¢
t— o0 t—o0 t
Definicién 2 Sean X1, Xs, ... una sucesion de variables aleatorias definidas en
un espacio de probabilidad (Q, F, P) y considere un conjunto A de sucesiones en
R tal que {X1,Xa,...,€ A} € F. Se dice que el evento anterior es intercambia-
ble si

{Xl,XQ, ... € A} C {Xa(l),XU(Q), ... € A}

para todas la biyecciones o : N — N.

Teorema 1 (Ley 0-1 de Hewitt-Savage) Sea (X,) una sucesion de varia-
bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, entonces la o-dlgebra
de eventos intercambiables . es trivial,i.e P (A) € {0,1} para todo A € X.

Dem: Sea A € ¥y F,, = 0(X1,Xs,...,X,). Entonces existe una sucesién
de eventos A, € F, tal que P(AAA,) — 0 ya que o (|JF,) contiene a X.
Podemos escribir 4,, = {(X1, Xa,...X,,) € B,} para algun B,, boreliano de la
o-algebra de Borel de R", sea A, = {(Xn+1, Xn+2,...,Xo,) € B,} entonces
por la intercambiabilidad, el mapeo A —» A,, deja invariante a A bajo P ya
que este mapeo es una biyeccién.

Entonces P (jlnAA) =P(A,AA) — 0y P (An N An) — P(A). Pero las
variables aleatorias X, son idénticamente distribuidas e independientes, tene-
mos entonces que

P (An N An) = P(A,)P (An) = P2(A,) — P(A).

Por lo tanto P (A) € {0,1}. ¢
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Proposicién 2 Casi siempre

B
lim sup—= = +00
n—soo V1

M ing 2n
minf—— = —0oQ.
00 \/n

Dem: Por el lema de Fatou se tiene que

n—o0 n—ro0

P (h'm sup{B,, > cﬁ}) > limsupP (B, > ¢y/n) .
Sea X,, = B, — B,,_1, entonces

n—r-o0

n
limsup{B,, > cy/n} = h’msup{z X; > c/n},

este ultimo evento es intercambiable debido a la independencia de los incremen-
tos del movimiento browniano.

Por la ley 0-1 de Hewitt-Savage con probabilidad 1 se tiene que B, > c¢v/n
infinitas veces, i.e P (h’m sup{B,, > c\/ﬁ}> =1.

n—o0

Notemos que () limsup{B, > cy/n} = limsup{B—\/% = 400}, por lo tanto

ceEN Nn—ro0 n—>o0

P (h’m sup{ % = +oo}> = 1. La parte del limite inferior se prueba de manera

n——oo
analoga. ©

Teorema 2 (Ley 0-1 de Kolmogorov) Sea (X,) una sucesion de variables
aleatorias independientes, defina la o-dlgebra de cola como

T = ﬂ O’(Xn+1,Xn+2,...).
neN

Entonces 7 es trivial,i.e P (A) € {0,1} para todo A € 7.

Dem: Sean 7, = 0 (Xp41,...) v Fr, = 0(X1,...,X,,). Entonces F,, es inde-
pendiente de 7, para toda m > n, por lo tanto F,, también es independiente

de 7 para cualquier n € N. Ahora, vemos que la gélgebra F, = o ( U Fn)
neN

también es independiente de 7 ya que cada F}, lo es. Trivialmente , A € 7 im-
plica que A € F, entonces P(A) = P(ANA) = P(A)P(A), por lo tanto
P(A)e{0,1}. o
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Apéndice B: Martingalas

Sea (9, F, P) un espacio de probabilidad, una familia de sub-o-dlgebras {F,, :
n > 0} se le llama filtracién si Fy C Fy; C --- C F.
Se verifica que Fpy = o [ UF,, | es una o-dlgebra y Fo C F, decimos que un
proceso estocdstico es adaptado a {F,, : n > 0} si X,, es F,,-medible.
Definicién 3 Un proceso estocdstico X es llamado martingala relativo a una
filtracion {F,}, si

» X es adaptado a {F,}

» E[|X,]] < oo para todan € N

» F[X,|F-1] = Xn—1 c.s para todan > 1.

Si la ultima condicion se intercambia la igualdad por < se le llama supermar-
tingala y si se intercambia por > se le llama submartingala.

Definicién 4 (Tiempo de paro) Un mapeo 7:Q — NU{0,00} es llamado
tiempo de paro si {T < n} € F,, para toda n < oo.

Teorema 3 (Parada opcional de Doob)

a) Si T es un tiempo de paro y X una supermartingala. Entonces X, es
integrable y E [X;] < E[Xy] en cada una de las siguientes situaciones:

i) T es acotado (para algun M >0 |7| < M para toda n.
i) X es acotado y T finito casi siempre.
iii) FE 1] < oo y para alguna K > 0 se cumple | X,, — X,—1| < K para
toda n.

b) Si cualquier condicion i),ii),iii) se cumple y si X es una martingala, en-
tonces E[X:| = E[Xo].

Dem: Sea ¢; = 1(,<7) y notemos que ¢; X, = X, — Xo el lado izquierdo es
claramente integrable y por ser X supermartingala se tiene que E [X,an, — Xo] =
0.

Para i) podemos tomar n = M, para ii) hacemos n — oo en

E[XTAn_X_0]<O

y el teorema de convergencia dominada nos da la conclusién. Para iii) tenemos
que

TATL

[ Xornn = Xo| =D (X; - X;21) | < K,
j=1

ademds E [KT] < oo, una vez mas por el teorema de convergencia dominada
cuando n — oo se obtiene el resultado. Para probar b) basta con aplicar a) a
Xya—-X. o
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Definicién 5 (Numero de cruces) La variable aleatoria Uy 4 4)(w) €5 €l nu-
mero de cruces en [a,b] hechos por la trayectoria n — X, (w) hasta el tiempo
N. Esta definida como el entero positivo k mas grande tal que podemos encon-
trar 0 < 51 <t1 < 82 <ty <...<sp <tp <N con X, (w) <a, X¢, (W) >b
con1<i<k.

Lema 1 (Cruces ascendentes de Doob) Sea X una supermartingala y U [q.p]
el numero de cruces en [a,b] al tiempo N. Entonces

(CL — b) E [UN,[a,b]] < E [(XN — Cl)_:| .
Para una demostracién de este importante lema ver [5].

Teorema 4 Sea X una supermartingala acotada en L' tal que SupE [|X,|] <
n

0.
Sean a,b € R con a < b, entonces con Uy [qp) := lim Un 4 Se tiene que
[a, yom UN fa,

(b - a) E [Uoo,[a,b]] < |CL| + Sup E HXn” <0

y por lo tanto P (Uoo,[a,b] = oo) =0.
Dem: Por el lema anterior, tenemos para N € N,

(b= 0) E [Unjap] < lal + B[ Xn]) < |a] + SupB | X[}

Haciendo N — oo junto con el teorema de convergencia mondtona obtenemos
el resultado. ¢

Teorema 5 (Convergencia de Doob) Sea X una supermartingala acotada

en L con Sup E[|X,|] < co. Entonces Xoo := lim X, existe c.s y es finita.
n n—r-o0o

(Por definicién hacemos Xo (w) = limsupX,, (w) para toda w en la que existe
n—o0

el limite, asi que X, Sera Foo-medible.

Dem:Sea A := {X,, no converge a un limite en [—o0, c0]}, entonces

A = {liminfX,, <limsupX,}.

n—>aoo n—» 00

Luego A = U Aqp con
{a,beQ:a<b}

Agp = {liminfX, <a <b<limsupX, } C {Usx (4,5 = 0}
n—ro0

n—-o0

Por el teorema anterior P (A,p) = 0, esto implica que P (A) = 0. Entonces

Xo = lim X, existe casi siempre en [—oo, o], el lema de Fatou muestra que
n——oo

E (| Xuol] = B [lminf| X, || < HminfE [ X,]] < SupE[|X,] < oc.
n—»o00 n—»o0 n

Asi que P (X es finito ) = 1. ¢
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Corolario 2 Si X es una supermartingala no negativa , entonces Xoo = lim X,
n—aoo

existe casi siempre.

Dem: Es claro que X es acotada en L' ya que

E[|Xa]] = E[X,] < E[Xo] < 00. ¢

Definicién 6 (Integrabilidad uniforme) Una familia C de variables aleato-
rias es llamada uniformemente integrable si dado € > 0, existe K € [0,00) tal
que E [|X|1(x|>K)] <€ para toda X € C.

Notamos que para € = 1 existe K; > 0 tal que

E(X]l = E[|X1(x|>x0)] + B [|X11(x)<k)] <1+ K,

entonces la integrabilidad uniforme implica que la familia C' es uniformemente
acotada en L.

Lema 2 (Una propiedad sobre continuidad absoluta)

a) Sea X € L'. Entonces dada € > 0 existe un § > 0 tal que para A € F con
P (A) < § implica que E[|X|14) < e.

b) Si X € L' y e >0 entonces existe K > 0 tal que E [|X|1(x|>x)] <.

Dem: Para probar a), supongamos que la conclusion es falsa, entonces para
algin ¢y > podemos encontrar una sucesién (F,,) C F tal que P (F,) <2 "y
E[|X|1g,] > €. Sea H := limsupF,, se verifica que P (H) = 0, pero el lema de

n—-o0
Fatou nos dice:

E[|X|1g] = / limsup| X|1p, dP > h'rnsup/ | X|1g, dP > €,
0 n—ro0 n—oo JQO
lo cual es una contradiccion.

Para probar b), sea § > 0 como en el inciso a), por la desigualdad de Mar-
kov tenemos que KP (|X| > K) < E (|X|]. Podemos escoger K de forma que
P(|X|>K]<6d.o

Teorema 6 (Condiciones suficientes para la integrabilidad uniforme)

a) Sea C una familia de variables aleatorias uniformemente acotada en LP
con p > 1 tal que para algin M > 0 se cumple E[|X|P] < M para toda
X € C. Entonces C' es uniformemente integrable.
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b) Sea C una familia de variables aleatorias dominadas por una variable
aleatoria Y no negativa e integrable; esto es, |X|Y para toda X € C y
E[Y] < 0. Entonces C es uniformemente integrable.

Dem: Claramente para cualquier v > K > 0 se cumple que v < K PyP,
entonces
E[[X[1gx>r0] < KTPE X1 x5 00] < KT7PA.

Esto prueba a).

Ahora, E [|X\1(|X‘>K)] < F [Yl(y>K)]7 usando la propiedad de continuidad
absoluta para Y se obtene el resultado. ©

Definicién 7 (Convergencia en probabilidad) Sea X,, una sucesion de va-
riables aleatorias y se sea X una variable aleatoria, decimos que X,, — X en
probabilidad si para todo € > 0 se tiene que P (| X,, — X|) — 0 cuando n — oo.

Lema 3 Si X,, — X c.s entonces X,, — X en probabilidad.

Dem: Dado € > 0, por el lema de Fatou:

n—-=oQ n—o0

0=P (h’msup{|Xn - X|> e}) > limsupP (| X,, — X| > ¢). ¢

Teorema 7 (Convergencia acotada débil) Sea (X,) una sucesion de va-
riables aleatorias convergente en probabilidad a una variable aleatoria X y para
la cual existe K > 0 tal que | X, | < K. Entonces E[|X,, — X|] — 0 cuando
n — 0.

Dem: Primero verificamos que P (|X| < K) = 1. Tenemos que para todo k € N,
P(IX|>K+k')<P(X—-X, >k ') — 0cuando n — .

Entonces P (|X| > K + k=) =0y por lo tanto

P(X|>K):P<U{X>K+k‘}> =0.

keN

Ahora, dado € > 0 podemos escoger ng tal que P (|Xn -X|> %) < 3% para
n = ng, entonces
B Xy = X|| = B [1Xa = X|1(x, x> + B || Xa = X|1(x,-x1<3)]
<2KP (X, - X| > %) + <

3
<E©
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Teorema 8 (condiciéon suficiente para la convergencia en L') Sean (X,)
y X wvariables aleatorias tal que

i) X, — X en probabilidad y X € L',
i1) la sucesion (X,,) es uniformemente integrable.

Entonces X,, — X en L'.

Dem: Para K > 0 definamos ¢ : R — R como

K sizx>K
oK (z) =< si|z] <0
-K siz<-K.

Con € > 0, por la propiedad de integrabilidad uniforme y por la parte b) del
teorema sobre continuidad absoluta podemos escoger K > 0 tal que

Blléx (Xa) = Xall < 5
para toda n € Ny [léx (X)— X|] < 5. Pero ox (¢) — éx (4)| < |z -yl
entonces ¢ (X,,) — ¢ (X) en probabilidad.

Por el teorema de convergencia dominada débil podemos escoger ng tal que
para n > ng se cumple que E [|¢x (X,) — ¢x (X)|] < §. Por 1ltimo, usando la
desigualdad triangular concluimos que E (| X, — X|] <e. ¢

Teorema 9 Sea M una martingala uniformemente integrable. Entonces My, =

lim X, existe c.s y pertenece a L', ademds para cada n se tiene
n—aoo

M, = E[My|F,].

Dem: De acuerdo a la definicién de integrabilidad uniforme M estd acotada en

L', asi que M, = lim M,, existe c.s y por el teorema anterior es convergente
n—oo

en L.

Ahora, probamos que M,, = E [M|F,] c.s. Para A € F,, y r > n la propiedad
de martingala implica que F [M,14] = E [M,14], pero

|E[M;14] — E [Moo14] |

Haciendo r — oo encontramos que F [My14] = F [M,14] para toda n y todo
a € F,,, por definicién de esperanza condicional se concluye que

M, = E[My|F,]. o
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Figura 9: Ecuacion de calor
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Figura 10: Trayectorias de un movimiento Browniano
Cdédigo de simulaciones

function [B]=IMB(dt,n,N) \\ N trayectorias de un movimiento
Browniano
B=zeros (n+1,N);
for j=1:M
for i=1:n
dB = sqrt(dt)*rand (1, normal’)

B(i+1,j) = B(i,j) + dB;
end

end

endfunction
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function [y]=poli(x) \\ Ecuacion de calor por medio de Montecarlo
p=0;

y=12%x—26%x."2+20%x."3—-5+x."4 \\ u(x,0) es un polinomio fig 9
endfunction

function [u]=MOC(N,x,t) \\ N trayectorias Brownianas evaluadas en
la condicion inicial y promediadas

p=0;

for i=1:N

w = x + sqrt(t)*rand(l, 'normal’)
p =p + poli(w)

end

u = p/N

endfunction

function [u]=FKM(M,N,x,t,j) \\ Feynman—Kac de forma recursiva

comenzando
dt=t /N;s=0;p=0;
select j
case 1 then
u=f \\ Comenzando con una funcion f dada
else
for i=1:M
for k=1:N—-1

s=s + (1 — FKM(M,N,x+sqrt (k+dt)*rand (1, normal’)+c*t, t,j—1))*dt
end

w= X + sqrt(t)*exp(s)

p=p + FKM(M,N,w,t,j—1)*exp(s)

u= p/M

end

end

endfunction
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