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4.1. Integral de Itô como variable aleatoria . . . . . . . . . . . . . . . 16
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1. Introducción

Existe una conexión profunda entre la teoŕıa de ecuaciones diferenciales par-
ciales y los procesos estocásticos, una relación reciproca que proporciona el
entendimiento de ciertos problemas en la bioloǵıa matemática. En particular
presentamos un ejemplo de esta relación; la ecuación F-KPP y la construcción
de soluciones del tipo onda viajera por medio de martingalas.

Las primeras tres secciones tratan sobre la dinámica de poblaciones y el papel
que juega la adecuación biológica de un grupo de individuos junto con el proceso
de selección y deriva aleatoria, de acuerdo al punto de vista de [6].

El contenido de la quinta sección es el planteamiento de la ecuación F-KPP de
acuerdo a [4],[7] y [2], donde se toma en cuenta el desplazamiento de individuos y
en consecuencia se obtiene la ecuación de reacción-difusión planteada por Fisher
[2] y estudiada por Kolmogorov, Petrowski y Piscounov [4].

En las secciones sexta y séptima se analiza la integral de Itô para entender como
se construyen martingalas a partir de la integral estocástica y el concepto de
localización, en esta parte se hace un esfuerzo técnico que proporciona directa-
mente martingalas con las propiedades de convergencia deseadas para nuestro
objetivo central, aqúı seguimos la construcción de la integral de Itô de acuerdo
a [3].

En la octava sección se da una construcción de la representación de Feynman-
Kac usando el cálculo estocástico de Itô, ésta parte es clave para indagar sobre
la existencia y las propiedades asintóticas de las ondas viajeras a tratarse en la
última sección.

Por último, con las herramientas desarrolladas en las secciones anteriores se da
de acuerdo a [8] y [7] la existencia de ondas viajeras para velocidades mayores
que la velocidad cŕıtica y un análisis asintótico de este mismo caso junto con el
cŕıtico.

Se incluye un apéndice de dos secciones en donde se enuncian propiedades usa-
das del movimiento browniano y convergencia de martingalas, basándonos en
[1] . Ademas, realizamos algunas simulaciones en Scilab 5.5.2 cuyo código esta
incluido al final del apéndice B, las gráficas que se encuentran en el cuerpo del
texto fueron hechas en GeoGebra.

1.1. Reproducción

Imaginemos una bacteria en un ambiente que contiene todos los nutrientes re-
queridos para su crecimiento. En este lugar la bacteria y sus descendientes se
dividen cada 20 minutos, después de este lapso de tiempo la bacteria a produ-
cido 2 células hijas, después de 40 minutos hay 4 nietas y después de una hora
existen 8 bisnietas. Después de t generaciones se tienen 2t células y la expansión
puede ser descrita por la relación de recurrencia

pt+1 = 2pt. (1)
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Figura 1: p (t) = 2t

Aqúı pt es el número de células al tiempo t. Si se comienza con una cantidad
de células p0 , la solución a la ecuación (1) puede ser escrita como pt = p02t.
(Figura 1)

También podemos representar esta dinámica de crecimiento exponencial con
una ecuacón diferencial que mide el tiempo como una cantidad continua. Sea
p (t) la abundancia de las células al tiempo t, suponga que una sola célula se
divide de acuerdo a una tasa a, más aún , supongamos que el tiempo para la
división celular sigue una distribución exponencial con media 1/a. Escribimos
la ecuación diferencial

ṗ =
dp

dt
= ap. (2)

Si la abundancia de células al tiempo 0 está dada por p0, la solución a la ecuación
(2) es p (t) = p (0) eat. Midiendo el tiempo en unidades de d́ıas, una tasa a = 72
significa que el tiempo que una célula requiere en promedio para dividirse es de
20 minutos; esto es, existen 72 divisiones celulares en un d́ıa. Después de tres
d́ıas se tienen e216 células, un número gigantesco.

Hasta ahora hemos ignorado la posible muerte de las células, supongamos que
éstas mueren a una tasa d ; es decir, las células tienen una vida esperada distri-
buida de forma exponencial con media 1/d. La dinámica que rige su crecimiento
puede ser escrita como

ṗ = (a− d) p. (3)

La tasa efectiva de crecimiento es a− d, si a < d entonces la población conver-
gerá a cero, caso contrario crecerá indefinidamente.

Hemos supuesto que la cantidad de recursos es ilimitada y la natalidad junto con
la mortalidad no se ven afectadas por la ausencia de nutrientes, sin embargo, es
razonable suponer que existe una cantidad de recursos r que también cambia
con el tiempo y que existe una dependencia entre la población y los recursos.

Si denotamos por r0 la cantidad de recursos consumidos por un solo individuo
por unidad de tiempo, entonces la cantidad consumida por toda la población es
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r0p. Considerando la tasa de producción por unidad de tiempo y la denotamos
por K, la evolución de la cantidad de recursos r está descrita por la ecuación

ṙ = K − r0p. (4)

La relación con el cambio del tamaño de la población la podemos escribir como

ṗ = arp− dp. (5)

Si no tomamos en cuenta la mortalidad, entonces el exceso de la producción
sobre el consumo de recursos r0p permite a la población alimentar un número
adicional de individuos N ; esto es ,

r0N = K − r0p.

Ahora, el cambio de la población debe de ser proporcional al número de indivi-
duos que la misma puede mantener con los recursos disponibles:

ṗ = apN = ap

(
K

r0
− p
)
. (6)

Esto significa que la población evalúa su máximo posible tamaño desde el punto
de vista de producción y consumo de recursos, limitando su crecimiento de
acuerdo a esta información.

Escribiendo la ecuación como

ṗ =
aK

r0
p
(

1− r0

K
p
)

e interpretamos la cantidad aK/r0 como la tasa de reproducción efectiva bajo la
ausencia de regulación y K/r0 la máxima capacidad de crecimiento, vemos que
cuando p crece, la tasa de crecimiento ṗ decrece. Cuando p alcanza la máxima
capacidad K/r0 entonces la expansión poblacional termina.

Para una condición inicial p0 la solución a la ecuación (6) está dada por

p (t) =
K
r0
p0e

aK
r0
t

K
r0

+ p0

(
e
aK
r0
t − 1

) . (7)

La población converge al punto de equilibrio p∗ = K/r0 conforme t → ∞.
(Figura 2)
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Figura 2: p (t) = 10et

9+et

1.2. Selección

La selección ocurre siempre que diferentes tipos de individuos se reproducen a
diferentes tasas. Al menos necesitamos dos tipos digamos A y B. El tipo A se
reproduce a una tasa a y el tipo B a una tasa b.

Denotamos por x (t) al número de individuos del tipo A, y (t) los del tipo B y
ρ (t) = x (t) /y (t) es la razón de A sobre B al tiempo t, tenemos que si ẋ = ax
y ẏ = by, entonces

ρ̇ =
ẋy − xẏ
y2

= (a− b) ρ.

La solución de esta ecuación es ρ (t) = ρ0e
(a−b)t. Si a > b, la selección favorece

a A y la razón entre poblaciones crece a favor de A.

Consideremos el caso en el que la población permanece constante. Podemos
hacer un cambio de escala y considerar a x y a y como frecuencias, como sólo
hay individuos de estos dos tipos, tenemos x+ y = 1.

La dinámica de las poblaciones está descrita por

ẋ = x (a− φ) , ẏ = y (b− φ) . (8)

El término φ es para asegurar que x+ y = 1, pero esto sólo pasa cuando

φ = ax+ by,

esto es, φ es el promedio ponderado con respecto a las subpoblaciones y como
y = 1− x, tenemos que

ẋ = x (1− x) (a− b) . (9)

Esta ecuación diferencial ordinaria tiene dos puntos de equilibrio, uno en 0 y
otro en 1. Si a > b, entonces ẋ > 0 para todo 0 < x < 1 y la fracción de A se
incrementará hasta eliminar a la subpoblación B. La tasa a es llamada en este
contexto como adecuación biológica.
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2. Poblaciones finitas

Ahora analizamos la dinámica de una población finita. La abundancia de los in-
dividuos está dada por números enteros y no por variables continuas, la resultan-
te dinámica evolutiva no estará descrita por una ecuación diferencial ordinaria
determinista sino por una formulación estocástica.

2.1. Deriva Neutral

Consideremos una población de tamaño fijo N. Existen dos tipos de individuos
A y B, ambos se reproducen a la misma tasa. En cada paso del tiempo un
individuo se escoge al azar para reproducción y un individuo es escogido también
al azar para eliminación. Suponemos que el muestreo es con reemplazo; el mismo
elemento puede ser escogido para reproducirse y para morir.

Este proceso estocástico fue inventado por el genetista austriaco P.A Moran en
1958. En cada paso del tiempo siempre hay un nacimiento y una muerte, de
modo que se asegura un tamaño de población fijo.

La única variable estocástica es el número de individuos de tipo A denotada por
i, el número de individuos del tipo B es N−i. El proceso de Moran está definido
en el espacio de estados i = 0, 1, · · · , N.

La probabilidad de elegir un individuo del tipo A es (para muerte o reproduc-
ción) i/N y la probabilidad de elegir un elemento de B es (N − i) /N.

Existen cuatro posibilidades de lo que puede suceder en cualquier paso del tiem-
po:

i) Un individuo A puede ser elegido para reproducirse y morir. Esto evento

tiene probabilidad (i/N)
2
. Después de este evento el número de elementos

de A no cambia; la variable i no aumento ni disminuyó.

ii) Un individuo B es escogido para reproducirse y morir. Esto pasa con

probabilidad ((N − i) /N)
2
. La variable i tampoco cambia en este caso.

iii) Un individuo A es escogido para reproducirse y uno de B para morir. El
evento tiene probabilidad (i (N − i)) /N2, la variable i cambia a i+ 1.

iv) La misma situación que el caso anterior pero con los papeles de A y B
invertidos, la variable i cambia a i− 1.

La matriz P = [pi,j ] determina las probabilidades de moverse de un estado i a
otro estado j donde

pi,i−1 = pi,i+1 =
i (N − i)
N2

, pii = 1− pi,i−1 − pi,i+1 (10)

y pi,j = 0 en todos los demás casos.

La matriz de transición es tridiagonal con p0,0 = pN,N = 1, pN,i = pi,i = 0 para
0 < i < N. Los estados i = 0 y i = N son llamados estados absorbentes y los
demás estados i = 1, 2, · · · , N − 1 son llamados estados transitorios.
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Dado que el proceso tiene dos estados absorbentes, podemos preguntar sobre
la probabilidad de alcanzar el estado N ; en otras palabras, si comenzamos con
i individuos del tipo A, nos preguntamos por la probabilidad de que toda la
población eventualmente consista de sólo individuos del tipo A.

Denotamos por xi la probabilidad de terminar en el estado N cuando se co-
mienza en el estado i. La probabilidad de terminar en el estado 0 cuando se
comienza en i es 1− xi (ya que sólo hay dos estados absorbentes).

Encontramos que x0 = 0 y

xi = pi,i−1xi−1 + pi,ixi + pi,i+1xi+1 (11)

para i = 1, 2, · · · , N − 1.

Tenemos entonces una relación de recurrencia para xi y como pi,i = 1− 2pi,i+1,
sustituyendo en (11)

xi = pi,i+1 (xi−1 − 2xi + xi+1) + xi,

por lo tanto xi = (xi−1 + xi+1) /2 y utilizando las condiciones de frontera x0 = 0
y xN = 1 obtenemos xi = i/N.

2.2. Procesos de nacimiento/muerte

Hagamos los mismos cálculos para un proceso general de nacimiento y muerte.
Un proceso de nacimiento/muerte es un proceso estocástico en un espacio de
estados discreto i = 0, 1, · · · , N en donde la variable i puede moverse a i − 1
ó i+ 1 ó quedarse en el mismo valor.

Denotemos por αi la probabilidad de transición de i a i+ 1 y por βi la proba-
bilidad de transición de i a i− 1. Tenemos que αi + βi ≤ 1 y la probabilidad de
quedarse en el estado i es 1− αi − βi.

Consideremos una vez más estados absorbentes i = 0 y i = N ; es decir,

α0 = βN = 0.

La matriz de transición es de la forma

P =


1 0 0 0 0 0
β1 1− α1 − β1 α1 0 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 · · · βN−1 1− αN−1 − βN−1 αN−1

0 0 0 0 0 1

 .

Denotemos por xi la probabilidad de alcanzar el estado N cuando se comienza
en el estado i, el número 1− xi denota la probabilidad de alcanzar el estado 0
cuando se inicia en el estado i.

Se verifica como en la sección anterior que x0 = 0, xN = 1 y
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xi = βixi−1 + (1− αi − βi)xi + αixi+1 (12)

para i = 1, 2, · · · , N − 1. En notación vectorial x = Px.

Las probabilidades de absorción están dadas por el vector propio por la derecha
asociado al valor propio más grande, que en este caso es uno.

Introduzcamos a las variables yi = xi − xi−1 y notemos que

N∑
i=1

yi = xN − x0 = 1

y sea γi = βi/αi, entonces yi+1 = γiyi.

Por lo tanto
y1 = x1

y2 = γ1x1

y3 = γ1γ2x1

...

En general

yj = x1

j∏
k=1

γk.

Si sumamos todas estas expresiones, obtenemos

1 =
N∑
i=1

yi = x1

1 +
N−1∑
j=1

j∏
k=1

γk

 .

También para cualquier i, xi − x0 =
∑i
j=1 yj , entonces

xi = x1

1 +
i−1∑
j=1

j∏
k=1

γk

 ,

luego

xi =
1 +

∑i−1
j=1

∏j
k=1 γk

1 +
∑N−1
j=1

∏j
k=1 γk

. (13)

Consideremos una población de un individuo A y N−1 individuos del tipo B, la
probabilidad de que A se apodere de toda la población es llamada probabilidad
de fijación de A y denotada por ρA. La idea es que si una población homogénea
del tipo B produce un mutante A, nos preguntamos sobre la probabilidad de
que este nuevo individuo invada toda la problación.
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Las probabilidades de fijación de A y de B son respectivamente ρA = x1 y
ρB = 1− xN−1, entonces

ρA =
1

1 +
∑N−1
j=1

∏j
k=1 γk

ρB =

∏N−1
k=1 γk

1 +
∑N−1
j=1

∏j
k=1 γk

.

La razón entre estas dos probabilidades es

ρB
ρA

=
N−1∏
k=1

γk.

Si ρB/ρA > 1, entonces es más probable que B pueda frenar la invasión.

2.3. Deriva aleatoria y selección constante

Estudiemos el mismo tipo de proceso pero supongamos que A tiene adecuación
biológica r mientras que B tiene adecuación biológica 1. Si r > 1, entonces la
selección favorece a A.

La diferencia de aptitud puede ser reflejada en el proceso modificando la proba-
bilidad de escoger A o B para la reproducción / eliminación.

La probabilidad de que A sea elegido para reproducirse es ri/ (ri+N − i) , la
probabilidad de ser B el elegido para reproducirse es (N − i) / (ri+N − i) y
las probabilidades de ser elegidos para eliminarse para A y B respectivamente
son i/N y (N − i) /N.

Para la matriz de transición tenemos

pi,i−1 =

(
N − i

ri+N − i

)(
i

N

)

pi,i−1 =

(
ri

ri+N − i

)(
N − i
N

)
pi,i = 1− pi,i+1 − pi,i+1.

Una vez más todos los demás elementos de la matriz son cero. Queremos encon-
trar las probabilidades de fijación xi de alcanzar el estado N comenzando en el
estado i.

Notemos que γi = pi,i−1/pi,i+1 = 1/r, entonces

xi =
1− 1

ri

1− 1
rN

.
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Figura 3: yi = 1− xi

Por lo tanto

ρA =
1− 1

r

1− 1
rN

y

ρB =
1− r

1− rN
.

La razón entre estas probabilidades es ρB/ρA = r1−N .

En la Figura:3 se muestran las probabilidades de fijación de B como funciones
de r, estos representan los frentes de onda que buscamos.

Para la probabilidad de fijación de un individuo de A (en este caso ventajoso)
con r > 1 en una población muy grande N >> 1 tenemos la aproximación

ρA ≈ 1− 1

r
.

En este contexto probabiĺıstico aunque la población sea muy grande no hay
garant́ıa de que el individuo ventajoso se apodere de toda la población. Esta
es una diferencia importante con el modelo determinista discutido en la sección
sobre selección (en el contexto de esa sección r = a/b i.e la adecuación biológica
de A es la taza relativa de reproducción entre los elementos de A y B) ya que
para una ecuación diferencial ordinaria que refleja la dinámica de los individuos
A el hecho de que r > 1 implica el dominio de A.

2.4. Juegos en poblaciones finitas

Considere un juego entre dos poblaciones de individuos de tipo A y B con matriz
de pago (

a b
c d

)
.

El tamaño de la población es N , el número de individuos A es i y el de B es
N − i. Para cada A individuo hay i− 1 otros individuos del mismo tipo con los
que compite y para cada B hay N − i− 1 individuos del mismo tipo con los que
también compite.
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La probabilidad de que un individuo A interactue con otro individuo A es
(i− 1) / (N − 1) y la probabilidad de que un elemento de A interactue con un
individuo de B es (N − i) / (N − 1) . La probabilidad de que un individuo B
interactue con otro individuo B es (N − i− 1) / (N − 1) . Por último la proba-
bilidad de que un individuo B interactue con un elemento de A es i/ (N − 1) .

Entonces el pago esperado para A y B es respectivamente

Fi = a

(
i− 1

N − 1

)
+ b

(
N − i
N − 1

)
,

Gi = c

(
i

N − 1

)
+ d

(
N − i− 1

N − 1

)
.

Anteriormente cada individuo se reprodućıa de acuerdo a su adecuación biológi-
ca (fija), ahora, las funciones de pago afectan tal adecuación. Para ver esto
introduzcamos un parámetro ω que mide la intensidad de selección.

La nueva adecuación biológica de los individuos la vamos a entender como una
combinación lineal convexa entre el pago esperado y la ausencia de factores
externos; esto es,

fi = 1− ω + ωFi,

gi = 1− ω + ωGi.

La intensidad de la selección, ω , es un número entre cero y uno. Si ω = 0,
el juego no contribuye a la aptitud biológica , se dice que las estrategias A y
B son invariantes neutrales. Si ω = 1 la selección es fuerte; la aptitud esta
determinada por completo por el pago esperado. El ĺımite ω −→ 0 caracteriza
el caso de selección débil.

Consideremos un proceso de Moran entre A y B, los valores de la aptitud bilógica
están dados por fi, gi y la probabilidad de moverse del estado i al estado i+ 1
está dada por

pi,i+1 =

(
ifi

ifi + (N − i) gi

)(
N − i
N

)
.

La probabilidad de moverse del estado i al estado i− 1 es

pi,i−1 =

(
(N − i) gi

ifi + (N − i) gi

)(
i

N

)
.

La probabilidad de que el proceso se quede en el estado i es

pi,i = 1− pi,i+1 − pi,i−1,

todas las demás probabilidades de transición son cero salvo p0,0 = pN,N = 1.
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Queremos calcular las probabilidades de fijación de A y de B. La razón de
probabilidades hacia adelante es pi,i−1/pi,i+1 = gi/fi, entonces la probabilidad
de fijación de A es

ρA =
1

1 +
∑N−1
k=1

∏k
i=1

gi
fi

. (14)

La razón de probabilidades de fijación se calcula como

ρB
ρA

=
N∏
i=1

gi
fi
.

Consideremos el ĺımite de selección débil usando expansión de Taylor para la
ecuación (14) cuando ω −→ 0 y considerando sólo términos de orden lineal:
(véase [2] )

ρA ≈
1

N

1

1− (αN − β) ω6
,

donde α = a+ 2b− c−2d y β = 2a+ b+ c−4d. Si ρA > 1/N , entonces αN > β.

Esta última condición puede escribirse como

a (N − 2) + b (2N − 1) > c (N + 1) + d (2N − 4) . (15)

Para una población grande la desigualdad (15) implica que a+ 2b > c+ 2d.

Considere un juego en el que a > c y b < d entonces existe un punto en el
que las aptitudes son iguales, este punto lo calculamos haciendo fi = gi o
equivalentemente Fi = Gi.

Para N muy grande este equilibrio es alcanzado cuando A tiene una frecuencia

p∗ =
d− b

a− b− c+ d
.

El equilibrio es inestable y la desigualdad lleva a p∗ < 1/3. Para una explicación
más a detalle sobre teoŕıa de juegos y dinámica en poblaciones véase [6] .

3. La ecuación F-KPP

3.1. Desplazamiento de individuos

La ecuación F-KPP es la siguiente ecuación diferencial en derivadas parciales
de reacción y difusión

∂p

∂t
=
ρ2

4

(
∂2p

∂x2
+

∂2

∂x2p

)
+ p (1− p) ,

esta ecuación toma en cuenta una variable espacial (en R2) y representa el
cambio de la población con un término de difusión (el laplaciano de p) y un

12



término de reacción p (1− p) que representa la interacción entre los individuos.
La parte de difusión sugiere la propagación de la población y el termino de
reacción algún tipo de regulación natural del fenómeno.

Fisher [2] sugiere que la función p debe de ser una onda viajera que se propaga
a una velocidad constante. Más tarde Kolmogorov,Petrowski y Piscounov en [4]
estudian por métodos de análisis y ecuaciones diferenciales ordinarias la suposi-
ción de Fisher generando hipótesis sobre el rango al que pertenece la velocidad
y tratando de obtener una forma expĺıcita para la onda viajera w (x+ ct) en
el caso de que la variable espacial es unidimensional. Las técnicas probabilistas
han resultado efectivas para analizar este problema [7], inclusive se puede dar
una caracterización del perfil de la onda viajera w, el contenido principal de la
ultima sección.

Vamos a dar una deducción heuŕıstica de la ecuación F-KPP:

Supongamos que durante el intervalo de tiempo entre nacimiento y reproducción
cada individuo se mueve una dirección aleatoria cierta distancia. Sea f (r) dr la
probabilidad de desplazarse una distancia entre r y r + dr a partir del punto
(x, y) y denotamos por ρ2 =

∫∞
0
r2f (r) dr la distancia cuadrática media de

desplazamiento.

Si consideramos una bola centrada en el punto (x, y) de radio r y (ξ, η) un
punto en la frontera (Figura 4), la población en el tiempo t ocupa una región
que interseca la bola. En el tiempo t+ h para h pequeño la población se mueve
de acuerdo a la probabilidad f (r) dr y la proporción de la población que se
desplazó fuera de ésta bola es p (ξ, η, t+ h) f (r) dr, integrando esta ultima ex-
presión con respecto a r (esto es; considerar todos las salidas de la población y
sumarlas) obtenemos el promedio ponderado de la población que sale del punto
(x, y) .

Expresando tal integral en coordenadas polares y tomando en cuenta que el
cambio de la población también depende de los individuos que llegan al punto
(x, y) y el crecimiento regulado p (x, y, t) (1− p (x, y, t)) obtenemos (δ denota el
cambio en el tiempo):

δp (x, y, t) =

∫
R

∫
R

p (ξ, η, t)
f (r)

2πr
dξdη − p (x, y, t) + p (x, y, t) (1− p (x, y, t))

(16)

donde r2 = (x− ξ)2
+ (y − η)

2
.

Ahora suponemos que p es diferenciable en las variables x, y, t y consideremos
la expansión de Taylor en (16) hasta el orden cuadrático. Fijándonos en cada
termino de integración, obtenemos :∫

R

∫
R

p (x, y, t)
f (r)

2πr
dξdη = p (x, y, t)

∫ 2π

0

∫ ∞
0

f (r)

2π
drdθ = p (x, y, t) ,

donde θ es el angulo que forma (x− ξ, y − η) con el eje x.

El cálculo de la integral del siguiente término en la serie de Taylor es :
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Figura 4: La población en el tiempo t+ h en punteado

∫
R2

∂p

∂x
(x, y, t) (ξ − x)

f (r)

2πr
dξdη =

∂p

∂x
(x, y, t)

1

2π

∫ 2π

0

∫ ∞
0

rcosθ
f (r)

r
drdθ = 0,

análogamente

∫
R

∫
R

∂p

∂y
(x, y, t) (η − y)

f (r)

2πr
dξdη = 0.

Luego, para las integrales con integrandos de orden cuadrático:∫
R

∫
R

1

2

∂2

∂x2
(ξ − x)

2 f (r)

2πr
dξdη =

1

4

∂2

∂x2

∫ ∞
0

r2f (r) dr

y ∫
R

∫
R

1

2

∂2

∂y2
(η − y)

2 f (r)

2πr
dξdη =

1

4

∂2

∂y2

∫ ∞
0

r2f (r) dr.

Todas las demás integrales están multiplicadas por el incremento h del tiempo
que tiende a cero, de modo que (omitiendo las variables espaciales para ahorrar
espacio)

p (t)− p (t− h)

h
≈ p (t) +

ρ2

4

(
∂2p

∂x2
(t) +

∂2p

∂y2
(t)

)
− p (t) + p (t) (1− p (t)) .

Cuando h −→ 0 se tiene que

∂p

∂t
=
ρ2

4

(
∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2

)
+ p (1− p) . (17)

El tipo de soluciones que nos interesan son funciones de la forma

u (x, t) = w (x+ ct)
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llamadas ondas viajeras, donde c representa la velocidad del frente de onda y la
función w es al menos dos veces diferenciable. Este tipo de soluciones representan
la propagación espacial de la población en función del tiempo a una velocidad
constante, recordemos de la teoŕıa de ecuaciones diferenciales parciales que la
linea recta x + ct es la curva caracteŕıstica a lo largo de la cual se transportan
los datos iniciales partiendo de la frontera, en este caso la densidad poblacional
inicial que parte de un punto en el espacio dado.

En la sección 3 vimos que la probabilidad de fijación en una población finita se
puede calcular como una ecuación hacia adelante (en el sentido de Kolmogorov).
En forma matricial representa la medida de probabilidad invariante de una
cadena de Markov; esto es, en el limite con respecto al tiempo esperamos obtener
como solución una función con la forma de una distribución de probabilidad
como en la sección sobre deriva aleatoria y selección constante, el frente de
onda esta representado por la probabilidad de fijación.

Se puede verificar fácilmente que en el caso de una sola variable temporal la
linealización de la ecuación F-KPP temporal alrededor del punto de equilibrio 1
es la ecuación de Fokker-Planck asociada a un proceso de ramificación browniano
(la ecuación de Fokker-Planck o también llamada ecuación de Kolmogorov hacia
atrás del movimiento browniano ramificado estándar es

ut = xux + uxx

donde u representa la densidad de transición del procesos estocástico), veremos
cómo construir ondas viajeras en términos de martingalas aditivas (Sección 9) y
se probará que las ondas viajeras asociadas a la ecuación F-KPP se construyen
a partir de las anteriores.

El comportamiento asintótico (Sección 8) de las ondas viajeras es esencialmen-
te el de funciones exponenciales (con velocidades adecuadas). Para probar esta
afirmación vamos a seguir un procedimiento de localización para obtener mar-
tingalas locales a partir de la integral de Itô (Sección 6) y posteriormente la
construcción de la llamada representación de Feynman-Kac (Sección 7).

En la siguiente sección damos una sencilla construcción de la integral de Itô para
entender la integración con respecto al movimiento browniano y poder construir
martingalas locales.

4. Integración de Itô

La integral de Itô lleva la noción de martingala a tiempo discreto transformándo-
la a tiempo continuo, esto es; la propiedad de martingala a tiempo discreto que
satisfacen procesos escalonados se mantiene al momento de integrarlos en el
sentido de Itô, al aproximar procesos a tiempo continuo con procesos escalona-
dos esta propiedad también se preserva. La construcción de esta integral nos
proporciona una manera sistemática para obtener nuevas martingalas.

La meta principal de esta parte es proveer una definición de la siguiente integral:

I (f) (ω) =

∫ T

0

f (ω, t) dBt. (18)
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Como el movimiento browniano no es de variación acotada, la integral anterior
no puede ser interpretada como una integral en el sentido de Riemann; los
aspectos de convergencia son un tanto más delicados.

La idea es definir esta integral en una clase sencilla de funciones y extender la
definición a una clase más grande por un argumento de continuidad.

4.1. Integral de Itô como variable aleatoria

Para que la integral (18) tenga sentido, debemos considerar algunos aspectos
básicos sobre integrabilidad y medibilidad.

Comenzamos con la medibilidad. Sean (Ω, F, P ) un espacio de probabilidad y
B la σ-álgebra más pequeña que contiene a todos los subconjuntos abiertos de
[0, T ]; es decir, B es la familia de conjuntos de Borel de dicho intervalo.

Tomamos a Ft ⊂ F como la filtración estándar del movimiento browniano y
para cada t ≥ 0 tomamos a Ft×B como la σ-álgebra más pequeña que contiene
a todos los conjuntos producto A×B con A ∈ Ft y B ∈ B, decimos que f (·, ·)
es adaptada si f (·, t) ∈ Ft para toda t ∈ [0, T ] .

En la primera etapa del desarrollo de la integral de Itô nos fijaremos en inte-
grandos de la clase H2 = H2 [0, T ] que consiste de todas las funciones medibles
adaptadas f que satisfacen la condición de integrabilidad

E

[∫ T

0

f2 (ω, t) dt

]
<∞. (19)

Notamos que (19) es una doble integral y que H2 es un subespacio lineal cerrado
de L2 (P × λ) ; es decir, el espacio de funciones definidas en Ω×[0, T ] y cuadrado
integrables con respecto a la medida producto P ×λ (λ la medida de Lebesgue).

Para anticipar la definición de la integral de Itô, primero consideremos cómo
esperaŕıamos que fuera tal integral para los casos más sencillos, por ejemplo si
tomamos f (ω, t) como la función indicadora del intervalo (a, b] ⊂ [0, T ] espera-
mos que

I (f) (ω) =

∫ b

a

dBt = Bb −Ba. (20)

Como es natural que la integral sea lineal, definamos a la clase H2
0 como el

subconjunto de H2 de todas las funciones de la forma

f (ω) =
n−1∑
i=0

ai (ω) 1(ti<t6ti+1) (21)

donde ai ∈ Fti , E
(
a2
i

)
<∞ y 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T.

Estamos forzados a definir I en H2
0 por
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I (f) (ω) =
n−1∑
i=0

ai (ω)
(
Bti+1

−Bti
)
. (22)

Ahora nos gustaŕıa mostrar que podemos extender el dominio de I desde H2
0 a

todo H2. Para realizar esta extensión necesitamos saber si I : H2
0 −→ L2 (P ) es

un mapeo continuo.

Lema 4.1 (Isometŕıa de Itô en H2
0 ) Para f ∈ H2

0 se cumple:

‖I (f) ‖L2(P ) = ‖f‖L2(P×λ). (23)

Dem: La prueba es sencilla, sólo basta con calcular ambas normas. Para calcular
‖f‖L2(P×λ) notamos que para f de la forma (21)

f2 (ω, t) =
n−1∑
i=0

a2
i (ω) 1(ti<t6ti+1).

Entonces

‖f‖2L2(P×λ) =

∫
Ω

∫ T

0

f2dλdP = E

[
n−1∑
i=0

a2
i (ω) (ti+1 − ti)

]
.

Por otro lado, como cada ai ∈ Fti y Bti+1
−Bti es independiente de Fti (incre-

mentos independientes del movimiento browniano) se sigue que

E

∑
i<j

aiaj
(
Bti+1

−Bti
) = 0,

luego

‖I (f) ‖2L2(P ) =

n−1∑
i=0

E
(
a2
i

)
E
[(
Bti+1 −Bti

)2]
=

n−1∑
i=0

E
(
a2
i

)
(ti+1 − ti) .

Se concluye que ‖f‖L2(P×λ) = ‖I (f) ‖L2(P ). �

La isometŕıa de Itô implica que I mapea H2
0 a L2 (P ) de manera continua y en-

tonces sucesiones fundamentales en H2
0 son llevadas a sucesiones fundamentales

en L2 (P ) . (i.e si 〈fn〉 es una sucesión de Cauchy en H2
0 entonces 〈I (fn)〉 es una

sucesión de Cauchy en L2 (P ) .

Necesitamos saber si elementos de H2 pueden ser aproximados por elementos de
H2

0 . El siguiente lema da el resultado deseado y lo enunciamos sin demostración
(para una prueba completa véase [3] pag. 90).

Lema 4.2 (H2
0 es denso en H2) Para cualquier f ∈ H2 existe una sucesión

〈fn〉 ⊂ H2
0 tal que ‖f − fn‖L2(P×λ) −→ 0 cuando n −→∞.
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Las integrales I (fn) para cada fn ∈ H2
0 están bien definidas y son elementos de

L2 (P ) . El plan ahora es definir I (f) como el ĺımite I (f) = lim
n−→∞

I (fn)

La interpretación del ĺımite anterior es en el sentido de L2 (P ); es decir (por la
isometria de Itô) ,

‖I (f)− I (fn) ‖L2(P ) = ‖I (f)− I (fn) ‖L2(P×λ) −→ 0

cuando n −→∞.

Para estar seguros de que la definición es la adecuada tenemos que verificar
dos cosas, primero es necesario mostrar que ‖f − fn‖L2(P×λ) −→ 0 implica que
〈I (fn)〉 converge en L2 (P ) . Esto es sencillo, ya que la convergencia de f − fn
en L2 (P × λ) nos dice que 〈fn〉 es una sucesión fundamental en L2 (P × λ) y la
isometŕıa de Itô implica que 〈I (fn)〉 es una sucesión fundamental en L2 (P ) . La
completez de este último nos lleva a la existencia del ĺımite de 〈I (fn)〉 a algún
elemento de L2 (P ) al cual denotamos por I (f) .

Para verificar que I está bien definida, en el sentido de que si 〈gn〉 es tal que
‖f − gn‖L2(P×λ) −→ 0 entonces 〈I (gn)〉 tiene el mismo ĺımite en L2 (P ) que
〈fn〉, basta con notar que la desigualdad del triangulo junto con el hecho de que

‖fn − gn‖L2(P×λ) −→ 0

y la isometŕıa de Itô implican que

‖I (fn)− I (gn) ‖L2(P ) −→ 0.

Teorema 4.1 ( Isometŕıa de Itô en H2) Para f ∈ H2 se cumple:

‖I (f) ‖L2(P ) = ‖f‖L2(P×λ). (24)

Dem: Primero escogemos 〈fn〉 ⊂ H2
0 tal que ‖f − fn‖L2(P×λ) −→

n−→∞
0.

La desigualdad del triangulo en L2 (P × λ) implica

‖fn‖L2(P×λ) −→ ‖f‖L2(P×λ).

De forma similar, como 〈I (fn)〉 converge a I (f) en L2 (P ), la desigualdad del
triangulo en L2 (P ) nos dice que

‖I (fn) ‖L2(P ) −→ ‖I (f) ‖L2(P ).

Sabemos que ‖I (fn) ‖L2(P ) = ‖fn‖L2(P×λ), tomando ĺımite se concluye.�

La siguiente proposición nos resultará muy útil para establecer la relación en-
tre algunas ecuaciones diferenciales parciales y la fórmula de representación de
Feynman-Kac.
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Proposición 4.1 Para cada b ∈ H2 y cualquier 0 6 s 6 t, se cumple la si-
guiente igualdad:

E

[(∫ t

s

b (ω, u) dBu

)2

|Fs

]
= E

[∫ t

s

b2 (ω, u) du|Fs
]
. (25)

Dem: Notamos que la igualdad anterior es equivalente a decir que para todo
A ∈ Fs se cumple

E

[
1A

(∫ t

s

b (ω, u) dBu

)2
]

= E

[
1A

∫ t

s

b2 (ω, u) du

]
.

Para probar esta última, sea

b̂ (ω, u) =

{
0 si u ∈ [0, s]

1Ab (ω, u) si u ∈ (s, t].

Entonces

E

[
1A

(∫ t

s

b (ω, u) dBu

)2
]2

= ‖I
(
b̂
)
‖2L2(P )

= ‖b̂‖2L2(P×λ)

= E

[
1A

∫ t

s

b2 (ω, u) du

]2

. �

4.2. Integral de Itô como proceso estocástico

La construcción del mapeo I : H2 −→ L2 (P ) lleva un proceso estocástico a
una variable aleatoria, lo que necesitamos es un mapeo que lleve un proceso a
otro proceso estocástico. Veremos que la integral de Itô nos lo proporciona e
inclusive se obtiene una martingala continua.

Para este propósito usamos la función de truncamiento mt ∈ H2 definida por

mt (ω, s) =

{
1 si s ∈ [0, t]

0 otro caso.

Es claro que para f ∈ H2 el producto mtf también es un elemento de H2 para
toda t ∈ [0, T ], aśı, I (mtf) es un elemento bien definido de L (P ) .

Teorema 4.2 (La integral de Itô como martingala) Sea f ∈ H2, enton-
ces existe un proceso {Xt : t ∈ [0, T ]} que es una martingala continua con
respecto a la filtación estándar del movimiento browniano Ft y el evento

{ω : Xt (ω) = I (mtf) (ω)}

tiene probabilidad 1 para cada t ∈ [0, T ] .
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Dem: Sea 〈fn〉 ⊂ H2
0 una sucesión tal que ‖f − fn‖L2(P×λ) −→ 0 cuando

n −→∞. Para t ∈ [0, T ] tenemos que mtfn ∈ H2
0 , entonces podemos definir un

nuevo proceso X
(n)
t como

X
(n)
t (ω) = I (mtfn) (ω) .

De acuerdo a la definición de I (·) en H2
0 podemos dar una fórmula expĺıcita

para X
(n)
t . Para tk < t 6 tk+1 se tiene

X
(k)
t = ak (ω) (Bt −Btk) +

k−1∑
i=0

ai (ω)
(
Bti+1 −Bti

)
. (26)

Cada X
(n)
t es una martingala continua Ft-adaptada, esto implica que para ca-

da n ≥ m podemos aplicar la desigualdad maximal de Doob en L2 (P ) a la

submartingala Mt = |X(n)
t −X(m)

t | ; esto es, para todo ε > 0 se cumple:

P

(
Sup

06t≤T
|X(n)

t −X(m)
t | > ε

)
6

1

ε2
E
[
|X(n)

T −X(m)
T |2

]
6

1

ε2
‖fn − fm‖2L2(P×λ).

(27)

Como 〈fn〉 converge a f en L2 (P × λ), podemos encontrar una subsucesión con
ı́ndices crecientes nk tal que

máx
n>nk

‖fn − fnk‖L2(P×λ) 6 2−3k. (28)

En particular tomando ε = 2−k en la cota (27) obtenemos

P

(
Sup

06t6T
|X(n)

t −X(nk)
t | > 2−k

)
6 2−k.

Sumando sobre k y usando el lema de Borel-Cantelli tenemos la existencia de
un conjunto Ω0 de probabilidad 1 junto con una variable aleatoria c <∞ para
los cuales,

Sup
06t6T

|X(nk+1)
t (ω)−X(nk)

t (ω) | 6 2−k (29)

para toda k > c (ω) y ω ∈ Ω0.

Como 2−k es sumable, la cota (29) nos dice que 〈Xnk
t 〉 es fundamental en la

norma uniforme en C [0, T ] restringida a Ω0. Entonces para cada ω ∈ Ω0 existe

una función continua t 7−→ Xt (ω) tal que X
(nk)
t (ω) −→ Xt (ω) cuando k −→∞

uniformemente en [0, T ] para cada ω ∈ Ω0.

Como las Ft-martingalas 〈X(nk)
t 〉 también convergen en L2 (P ) aXt la propiedad

de martingala se sigue de la identidad para los procesos X
(nk)
t .
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Para probar la última parte del teorema notamos que mtfnk −→ mtf en L2 (P )
y por la isometŕıa de Itô se sigue que I (mtfnk) −→ I (mtf) en L2 (P ) , luego

X
(nk)
t = I (mtfnk) −→ Xt en L2 (P ) .

La unicidad de ĺımites en L2 (P ) implica que ‖Xt − I (mtf) ‖L2(P ) = 0 para
toda t ∈ [0, T ] . Entonces Xt = I (mtf) c.s [P ]; es decir,

P ({ω : Xt (ω) = I (mtf) (ω)}) = 1. �

5. Localización y la Integral de Itô

Si f : R −→ R es una función continua, debeŕıamos ser capaces de poder calcular
integrales como ∫ T

0

f (Bt) dBt.

Sin embargo, hasta ahora tenemos una restricción de integrabilidad:

E

[∫ T

0

f2 (Bt) dt

]
<∞.

Esta condición puede fallar inclusive para funciones bien comportadas como
f (x) = ex

4

.

Queremos relajar la condición de integrabilidad, esto lo lograremos con el con-
cepto de localización. El uso adecuado de este concepto permitirá extender la
definición de integral de Itô a cualquier función continua del movimiento brow-
niano.

5.1. Integral de Itô en L2
LOC

Comenzamos por considerar la clase L2
LOC = L2

LOC [0, T ] de todas las funciones
adaptadas f : Ω× [0, T ] −→ R tal que

P

(∫ T

0

f2 (ω, t) dt <∞

)
= 1.

Esta clase de funciones contiene a H2. También, para cualquier función continua
g : R −→ R tenemos que f (ω, t) = g (Bt (ω)) ∈ L2

LOC , ya que la continuidad
(c.s [λ]) del movimiento browniano implica que el mapeo t 7−→ g (Bt (ω)) es una
función esencialmente acotada en [0, T ] .

Recordemos que si {Fn} ⊂ F es una filtración, un tiempo de paro es un mapeo
τ : Ω −→ N ∪ {0,∞} tal que {τ 6 n} ∈ Fn para toda n ∈ N
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Definición 5.1 (Sucesión localizadora en H2) Una sucesión creciente de
tiempos de paro es llamada sucesión localizadora en H2 para f si se cumple:

fn (ω, t) = f (ω, t) 1(t6νn) ∈ H2 (30)

para toda n ∈ N y

P

( ⋃
n∈N
{ω : νn = T}

)
= 1. (31)

Una razón para la cual la clase L2
LOC es el dominio natural de la integral de Itô

es que cualquier f en esta clase tiene una sucesión localizadora.

Proposición 5.1 (Localización en L2
LOC) Para cualquier f ∈ L2

LOC , la su-
cesión definida por

τn = Inf{s :

∫ s

0

f2 (ω, t) dt > n ó s > T}

es una sucesión localizadora en H2 para f.

Dem: Notemos que si ω ∈
⋃
n∈N
{ω : τn = T} entonces

Inf{s :

∫ s

0

f2 (ω, t) dt > n ó s > T} = τn = T

para algún n ∈ N , esto pasa sólo si
∫ T

0
f2 (ω, t) dt < n < ∞. Esto muestra la

contención ⋃
n∈N
{ω : τn = T} ⊂ {ω :

∫ T

0

f2 (ω, t) dt <∞},

buscamos la igualdad; supongamos que τn (ω) 6= T para toda n ∈ N, no puede
suceder que T < τn (ω), entonces debe pasar τn (ω) < T.

Luego ∫ τn(ω)

0

f2 (ω, t) dt 6
∫ T

0

f2 (ω, t) dt.

Por la definición de τn tenemos que n 6
∫ τn(ω)

0
f2 (ω, t) dt para toda n ∈ N, de

modo que
∫ T

0
f2 (ω, t) dt no puede ser finita. Tenemos entonces

⋂
n∈N
{ω : τn (ω) 6= T} ⊂ Ω \ {ω :

∫ T

0

f2 (ω, t) dt <∞},

por lo tanto P

( ⋃
n∈N
{ω : τn (ω) = T}

)
= 1.

Sean fk (ω, t) = f (ω, t) 1(t6τk) con k ∈ N fijo pero arbitrario, queremos probar
que fk pertenece a H2.
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∫
Ω

∫ T

0

f2
k (ω, t) dtdP =

∫
⋃
n∈N
{ω:τn(ω)=T}

∫ T

0

f2 (ω, t) 1t6τk)dtdP.

Evidentemente
⋃
{ω : τn (ω) = T}

n∈N
⊃ {ω : τk (ω) = T}, entonces 1(t6τk=T ) = 1

para toda t 6 T y
∫ T

0
f2 (ω, t) dt < k para toda ω ∈ {ω : τk (ω) = T}.

Concluimos que

E

[∫ T

0

fk (ω, t) dt

]
<

∫
⋃
{ω:τn(ω)=T}

n∈N

kdP = k <∞.

Esto prueba que 〈τn〉 es una sucesión localizadora. �

5.2. Extensión en L2
LOC

Para la construcción de la integral de Itô de f ∈ L2
LOC vamos a tomar una su-

cesión localizadora 〈νn〉 para f , sabemos que para cada fn (·, t) = f (·, t) 1(t6νn)

existe una única martingala continua Xt,n, que es una versión de la integral de
Itô de I (mtfn) .

Finalmente, definimos al proceso por el ĺımite de 〈Xt,n〉 como la integral de Itô
de f ∈ H2. De forma precisa, demostraremos la existencia de un único proceso
continuo {Xt : 0 6 t 6 T} tal que

P
(
Xt = ĺım

n−→∞
Xt,n

)
= 1.

Definiremos entonces ∫ T

0

f (ω, s) dBs =
def

Xt (ω) .

5.2.1. Consistencia, convergencia y continuidad

Para lograr la definición discutida anteriormente necesitamos asegurarnos de
la existencia del limite que pretendemos tomar como integral de Itô, aśı como
la unicidad con respecto a la localizacion. Para ello enunciamos los siguientes
resultados.

Teorema 5.1 (Persistencia de la identidad) Si f y g pertenecen a H2 y si
ν es un tiempo de paro para el cual f (ω, s) = g (ω, s) para casi toda ω ∈ {ω : s 6
ν (ω)}, entonces las integrales Xt (ω) =

∫ t
0
f (ω, s) dBs y Yt (ω) =

∫ t
0
g (ω, s) dBs

son iguales para casi toda ω ∈ {ω : t 6 ν (ω)}.
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Dem: Tomemos fn = f1(|f |6n), gn = g1(|g|6n)}. Por el teorema de convergencia
dominada fn −→ f y gn −→ g en L2 (P × λ) y la isometŕıa de Itô implica que∫ t

0
fn (ω, s) dBs −→ Xt y

∫ t
0
gn (ω, s) dBs −→ Yt en L2 (P ) .

Pero
∫ t

0
fn (ω, s) dBs =

∫ t
0
gn (ω, s) dBs para casi toda ω ∈ {ω : t 6 ν (ω)}, por

lo tanto Xt = Yt c.s [P ] . �

Proposición 5.2 (Consistencia secuencial) Sean f ∈ H2
0 y 〈νn〉 cualquier

sucesión localizadora. Si {Xt,n} es una versión de las integrales de Itô I
(
mtf1(t6νn)

)
,

entonces para todo t ∈ [0, T ] y n > m tenemos que

Xt,n = Xt,m

para casi toda ω ∈ {ω : t 6 νm (ω)}.

Dem: Como νm 6 νn, las funciones

fm (ω, t) = f (ω, t) 1(t6νm)

y

fn (ω, t) = f (ω, t) 1(t6νn)

son iguales en el conjunto {ω : t 6 νm}.

Por el teorema anterior se sigue que Xt,n = Xt,m para casi toda ω en el conjunto
{ω : t 6 νm (ω)}.�

Proposición 5.3 Existe un proceso continuo {Xt : 0 6 t 6 T} tal que

P
(
Xt = ĺım

n−→∞
Xt,n

)
= 1 (32)

para toda t ∈ [0, T ] .

Dem: Sea 〈νn〉 una sucesión localizadora y definamos el ı́ndice aleatorio

N := mı́n{n : νn = T}.

Entonces ω ∈ {N < ∞} ssi existe n ∈ N tal que νn (ω) = T ; esto es, ssi
ω ∈

⋃
n∈N
{ω : νn (ω) = T}. Por lo tanto P (N <∞) = 1.

Ahora, sea Ω0 el conjunto de probabilidad 1 en el que todas las trayectorias
t 7−→ Xt,n (ω) son continuas y para cada ω ∈ Ω1 = Ω0 ∩ {N < ∞} definimos
Xt (ω) por Xt (ω) = Xt,N (ω), este mapeo es continuo en Ω1.

Por la consistencia secuencial se tiene

P
(

ĺım
n−→∞

Xt,n = Xt,N

)
= 1

para todo [0, T ] .�
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5.2.2. Independencia de la localización

La integral de Itô está definida sin ambigüedad para toda función f ∈ L2
LOC , sin

embargo, la definición
∫ t

0
f (ω, s) dBs = Xt (ω) parece depender de la sucesión

localizadora para f. La siguiente proposición prueba que con probabilidad 1
cada sucesión localizadora lleva al mismo ĺımite.

Proposición 5.4 (Independencia de la localización) Si 〈νn〉 y 〈ν̂n〉 son
sucesiones localizadoras de f ∈ L2

LOC , entonces las versiones continuas corres-

pondientes Xt,n y X̂t,n de las integrales de Itô I
(
mtf1(t6νn)

)
, I
(
mtf1(t6ν̂n)

)
satisfacen:

ĺım
n−→∞

Xt,n = ĺım
n−→∞

X̂t,n

con probabilidad 1 para cada t ∈ [0, T ] .

Dem: Sea τn = mı́n{νn, ν̂n}. La persistencia de la identidad implica que para
toda n > m, X̂t,m = Xt,n para casi toda ω ∈ {ω : t 6 τm (ω)}.

Luego, ĺım
n−→∞

X̂t,n = ĺım
n−→∞

Xt,n casi siempre en {t 6 τ}.

Finalmente notemos que
⋃
n∈N
{τn = T} =

⋃
n∈N
{νn = T} ∩ {ν̂n = T}, entonces

P

( ⋃
n∈N
{τn = T}

)
= 1. Por lo tanto ĺım

n−→∞
X̂t,n = ĺım

n−→∞
Xt,n.

5.3. Martingalas locales

Una de las propiedades de la integral de Itô de una función en H2 es que es
una martingala. Para funciones en L2

LOC no se puede decir lo mismo, pero las
integrales en L2

LOC están cerca de ser martingalas en cierto sentido.

Definición 5.2 (Martingala local) Si un proceso {Mt} es adaptado a la fil-
tración {Ft} para toda 0 6 t < ∞, entonces {Mt : 0 6 t < ∞} es llamada
martingala local si existe una sucesión no decreciente 〈τn〉 de tiempos de paro
con la propiedad de que τk −→∞ con probabilidad 1 cuando k −→∞ y tal que

para cada k, el proceso definido por M
(k)
t = Mt∧τk −M0 para todo t ∈ [0,∞) es

una martingala con respecto a la filtración {Ft : 0 6 t <∞}.

La razón principal de aislar el concepto de martingala local es que la integral
de Itô de una función en L2

LOC es una martingala local.

Proposición 5.5 (Integrales de Itô en L2
LOC son martingalas locales)

Para cualquier función f ∈ L2
LOC existe una martingala local continua Xt que

cumple

P

(
Xt (ω) =

∫ t

0

f (ω, s) dBs

)
= 1. (33)
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Dem: Sea τn (ω) = Inf{t :
∫ t

0
f (ω, s) ds > n ó t > T}, sabemos que 〈τn〉 es una

sucesión localizadora de f y que existe una versión continua Xt de la integral
de Itô de f que satisface (33). Además

Xt∧τn =

∫ t∧τn

0

f (·, s) dBs =

∫ t

0

f (·, s) 1(s6τn)1[0,t] (s) dBs.

La última igualdad nos dice que Xt∧τn es una versión continua de la integral de
Itô de la función f1(sτn) ∈ H2. Por la independencia de la localización Xt∧τn es
una martingala y por lo tanto Xt es una martingala local. �

Proposición 5.6 (Teorema de tiempo de paro de Doob versión local) Si
Xt es una martingala local y τ es un tiempo de paro, entonces Yt = Xt∧τ tam-
bién es una martingala local.

Dem: Sin pérdida de generalidad podemos suponer X0 = 0. Por hipótesis, existe
una sucesión creciente de tiempos de paro 〈τk〉 con τk −→ ∞ tal que Xt∧τk es
una martingala para cada k. Luego

Yt∧τk = X(t∧τ)∧τk = X(t∧τk)∧τ

y como {Xt∧τk : 0 6 t < ∞}, el teorema de tiempo de paro de Doob dice
que {X(t∧τk)∧τ : 0 6 t < ∞} también es una martingala. Esto implica que
{Yt∧τ : 0 6 t <∞} es una martingala local con la misma sucesión localizadora.�

Teorema 5.2 Si Xt es una martingala local y M > 0 es una constante tal que
|Xt| 6M para toda t > 0, entonces Xt es una martingala.

Dem: Una vez más suponemos que X0 = 0 y tomamos una sucesión no decre-
ciente de tiempos de paro tal que {Xt∧τk : 0 6 t <∞} es una martingala para
cada k y τk −→∞.

Consideremos s 6 t y E [Xt∧τk |Fs] = Xs∧τk . Como τk −→ ∞ tenemos que
Xs∧τk −→ Xs y Xt∧τk −→ Xt, también se cumple |Xt∧τk | 6 B para todo k.

Por el teorema de convergencia dominada tenemos que

E [Xt|Fs] = ĺım
k−→∞

E [Xt∧τk |Fs] = ĺım
k−→∞

Xs∧τk = Xs.�

Proposición 5.7 Cualquier martingala local no negativa {Xt : 0 6 t < T} con
E [X0] < ∞ es también una supermartingala, y si E [XT ] = E [X0] entonces
{Xt : 0 6 t 6 T} es de hecho una martingala.

Dem: Si 〈τn〉 es una sucesión localizadora, entonces por la propiedad de mar-
tingala local tenemos que Xs∧τn = E [Xt∧τn |Fs] para todo 0 6 s 6 t 6 T. Por
el lema de Fatou, conforme n −→∞ se cumple que

Xs > E [Xt|Fs] (34)
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para todo 0 6 s 6 t 6 T.

Esto implica que {Xt} es una supermartingala y si tomamos esperanza en (34)
tenemos que E [Xs] > E [[Xt] .

En particular,
E [X0] > E [Xs] > E [Xt] > E [XT ] .

La hipótesis E [X0] = E [XT ] implica la igualdad en todas las desigualdades
anteriores. Regresando a (34), si la desigualdad fuese estricta en un conjunto de
probabilidad positiva, tendŕıamos E [Xs] > E [Xt], lo cual es una contradicción.
Por lo tanto Xs = E [Xt|Fs] para toda 0 6 s 6 t 6 T. c.s [P ] .�

6. Fórmula de representación de Feynman-Kac

Para la construcción de ondas viajeras monótonas se requiere una conexión
entre una ecuación diferencial estocástica y la ecuación de Fokker-Planck aso-
ciada con el proceso que es solución de la anterior. El calculo estocástico de Itô
proporciona tal conexión y además permite ver que la solución de la ecuación
de Fokker-Planck tiene una representación probabiĺıstica llamada fórmula de
representación de Feynman-Kac.

Como veremos mas adelante la representación mencionada es la esperanza de
una martingala local y tiene un comportamiento asintótico exponencial para la
ecuación F-KPP.

6.1. Fórmula de Itô

Definición 6.1 Considere un proceso estocástico {Xt : t > 0} que satisface

X (ω, r) = xs +

∫ r

s

F (ω, t) dt+

∫ r

s

G (ω, t) dBt,

que vamos escribir de forma abreviada como

Xr = xs +

∫ r

s

Fdt+

∫ r

s

GdBt,

para funciones conocidas F ∈ H1 = H1 [0, T ] y G ∈ H2 = H2 [0, T ] , donde H1

es el espacio de funciones absolutamente integrables con respecto a la medida
P × λ. Decimos que X tiene el diferencial estocástico dX = F dt+G dB, para
0 6 t 6 T.

Teorema 6.1 (Fórmula de Itô) Sea X con diferencial estocástico

dX = F dt+G dB,

para F ∈ H1 y G ∈ H2. Supongamos que u : R × [0, T ] −→ R es una función
continua y que existen las derivadas parciales ut, ux, uxx también continuas.

Si Yt = u (Xt, t) , entonces Y tiene diferencial estocástico:
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dY =
∂u

∂t
dt+

∂u

∂x
dX +

1

2

∂2u

∂x2
G2dt =

(
∂u

∂t
+
∂u

∂x
F +

1

2

∂2u

∂x2
G2

)
dt+

∂u

∂x
GdB.

(35)

A (35) se le llama regla de la cadena de Itô o simplemente fórmula de Itô.
Para una prueba junto con su generalización en varias dimensiones, véase [3]
capitulo 8.

Observaciones:

El argumento de u, ut, etc es (Xt, t) .

De acuerdo a nuestra definición de diferencial estocástico, la expresión
(35) significa que para todo 0 6 s 6 r ≤ T ,

Yr − Ys =

∫ r

s

ut + uxF (·, t) +
1

2
uxxG

2 (·, t) dt+

∫ r

s

uxG (·, t) dBt. (36)

Como Xt = X0 +
∫ t

0
Fds +

∫ t
0
GdBs, entonces X (·) tiene trayectorias

continuas (casi siempre), lo mismo podemos decir de Y (·) .

Teorema 6.2 (Regla del producto de Itô) Consideremos los siguientes pro-
cesos estocásticos con diferenciales{

dX1 = F1dt+G1dB

dX2 = F2dt+G2dB

con Fi ∈ H1 (0, T ) , Gi ∈ H2 (0, T ) para i = 1, 2. Entonces

d (X1X2) = X2dX1 +X1dX2 +G1G2dt.

Una demostración completa del lema de Itô junto con la regla del producto se
puede encontrar en [5].

6.2. Ecuaciones diferenciales estocásticas

Se dice que un proceso estocástico X real valuado es solución de la ecuación
diferencial estocástica {

dX = a (X, t) dt+ b (X, t) dB

X0 = x0 ∈ R

para 0 6 t 6 T si se satisface que

a) F := a (X, t) ∈ H1 (0, T )

b) G := b (X, t) ∈ H2 (0, T )

c) Xt = X0 +
∫ t

0
a (Xs, s) ds+

∫ t
0
b (Xs, s) dBs para toda 0 ≤ t 6 T.
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Por ejemplo, supongamos que g es una función continua de cuadrado integrable,
entonces la solución de {

dX = gXdB

X0 = 1

es
Xt = e−

1
2

∫ t
0
g2ds+

∫ t
0
gdBs .

Para verificar esto notemos que

Yt := −1

2

∫ t

0

g2ds+

∫ t

0

gdBs

satisface dY = − 1
2g

2dt + gdB, aplicando a u (x) = ex la regla de la cadena de
Itô tenemos que

dX =
∂u

∂x
dY +

1

2

∂2u

∂x2
g2dt

y por lo tanto dX = gdB.

Un ejemplo interesante es el cálculo del precio de una acción: sea At el precio de
una acción al tiempo t > 0, una forma de modelar la evolución de At es suponer
que la razón de cambio relativa del precio de la acción satisface la ecuación
diferencial estocástica

dA

A
= µdt+ σdB,

es decir, la evolución en el tiempo es similar al caso determinista pero existe
una perturbación aleatoria debida a la incertidumbre que presenta el medio
financiero.

Las cantidades µ y σ son conocidas como deriva y volatilidad respectivamente.
Entonces podemos escribir la ecuación anterior como dA = µAdt+σAdB y una
vez más por la regla de la cadena de Itô obtenemos

d (logA) =
dA

A
− 1

2

σ2A2dt

A2
=

(
µ− σ2

2

)
dt+ dB.

En consecuencia At = A0e
σBt+

(
µ−σ22

)
t
.

Una observación adicional es que por definición de diferencial estocástico

At = A0 +

∫ t

0

µAds+

∫ t

0

σAsdBs,

tomando esperanza y recordando que E
[∫ t

0
σAsdBs

]
= 0 obtenemos

E [At] = A0 +

∫ t

0

µAds,

por lo tanto E [At] = A0e
µt. El valor esperado del precio de la acción coincide

con el caso no estocástico.
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Usaremos una técnica similar para encontrar la formula de representación de
Feynman-Kac analizando una ecuación diferencial estocástica, por medio de la
regla de la cadena de Itô relacionarla con una ecuación diferencial parcial y
aśı obtener una formula en términos de una esperanza.

Ahora vamos a probar existencia de la solución de una ecuación diferencial
estocástica sencilla pero que en el caso mas general la idea de la prueba es en
esencia la misma.

Supongamos que a : R −→ R es C1 con |a′ | 6 L para alguna constante L y
consideremos la ecuación {

dX = a (X) dt+ dB

X0 = x ∈ R,

esta ecuación significa que Xt = x+
∫ t

0
a (X) ds+Bt y sugiere que un esquema

de aproximación similar al que se usa para ecuaciones diferenciales ordinarias
define una solución. Definamos X0 ≡ x y entonces

Xn+1
t := x+

∫ t

0

a (Xn) ds+Bt

para n ∈ N y todo t > 0.

Sea dn (t) := Sup
06s6t

|Xn+1
s − Xn

s | y notemos que para una trayectoria continua

del movimiento Browniano se tiene que d0 (t) 6 C para alguna constante C que
depende posiblemente de ω.

Aseguramos que

dn (t) 6 C
Lntn

n!
,

en efecto,

dn (t) = Sup
06s6t

|
∫ t

0

a (Xn
r )− a

(
Xn−1
r

)
dr| 6 L

∫ t

0

dn−1 (s) ds,

haciendo un argumento inductivo se sigue que

L

∫ t

0

dn−1 (s) ds 6 L

∫ t

0

C
Ln−1sn−1

(n− 1)!
ds = C

Lntn

n!
.

De acuerdo a lo anterior, para m > n se cumple que

Sup
06t6T

|Xm
t −Xn

n | 6 C

∞∑
k=n

LkT k

k!
−→ 0

cuando n −→ ∞. Esto muestra que la sucesión 〈Xn〉n∈N es uniformemente
Cauchy y por la completez de H1 (0, T ) converge a un elemento de este mismo
espacio.

Teorema 6.3 (Existencia y unicidad) Consideremos un par de funciones
a : R × [0, T ] −→ R y b : R × [0, T ] −→ R continuas y que satisfacen las
siguientes condiciones:
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a) |a (x, t)− a (y, t) | 6 L|x− y| para toda 0 6 t 6 T, x, y ∈ R

|b (x, t)− b (y, t) | 6 L|x− y| para toda 0 6 t 6 T, x, y ∈ R,

b) |a (x, t) | 6 L (1 + |x|) para todo 0 6 t 6 T, x ∈ R

|a (x, t) | 6 L (1 + |x|) para todo 0 6 t 6 T, x ∈ R,
para alguna constante L.

Sea X0 una variable aleatoria tal que

c) E
[
|X0|2

]
<∞

y

d) X0 es independiente de σ ({Bt : t > 0}) .

Entonces existe una solución única X ∈ H2 (0, T ) a la ecuación diferencial
estocástica: {

dX = a (X, t) dt+ b (X, t) dB, (0 6 t 6 T )

X0 ∈ H2 (0, T )

La demostración es análoga a la discusión anterior, para los detalles véase [5].

Proposición 6.1 (Tiempo de paro especial: llegada a un conjunto) Considere
la solución de la EDE:

dXt = b (Xt, t) dt+ σ (Xt, t) dB

donde b, σ y X0 satisfacen las hipótesis del teorema de existencia y unicidad.

Sea E un subconjunto abierto o cerrado no vaćıo de Rn. Entonces

τ := Inf{t > 0|Xt ∈ E}

es un tiempo de paro (hacemos τ = ∞ para aquellas trayectorias de X (·) que
nunca llegan a E).

Dem: Primero supongamos que E = U es abierto. Entonces ω ∈ {ω : τ (ω) 6 t}
ssi τ (ω) 6 t y como τ (ω) es la máxima cota inferior del conjunto

{t ≥ 0 : Xt ∈ U} =: A

entonces t no pertenece a A. Esto implica que existe un s ∈ A tal que s 6 t;
esto es, ω ∈

⋃
s6t
{Xs ∈ U}, luego {τ 6 t} =

⋃
s6t
{Xs ∈ U}.

Ahora, tomemos s 6 t fijo y 〈qn〉 ⊂ Q∩ [0,∞) con qn ↑ s. Sea As := {Xs ∈ U},
si ω ∈ As entonces Xs (ω) ∈ U y como U es abierto, existe ε > 0 tal que
Bε (Xs (ω)) ⊂ U.
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Figura 5: Tiempo de primer llegada a U

Figura 6: Tiempo de primer llegada a C

La continuidad de X· (ω) dice que existe δ > 0 tal que si |s − r| < δ entonces
Xr (ω) ∈ Bε (Xs (ω)) ⊂ U. Como qn ↑ s, existe N ∈ N tal que para cada n > N
se tiene 0 < s − qn < δ, esto implica que Xqn (ω) ∈ U ; es decir, ω ∈ Aqn para
algún n ∈ N con qn 6 s 6 t.

Hemos mostrado que si ω ∈
⋃
s6t

As entonces existe q 6 t y q ∈ Q tal que ω ∈ Aq;

es decir, se cumple la contención⋃
s6t

As ⊂
⋃

q∈Q∩[0,t]

Aq.

La contención ⋃
q∈Q∩[0,t]

Aq ⊂
⋃
s6t

As

es obvia.

Concluimos que {τ 6 t} =
⋃

q∈Q∩[0,t]

Aq, esta última unión es numerable y

Aq = {Xq ∈ U} ∈ Fq ⊂ Ft,

entonces {τ 6 {t} ∈ Ft.

Ahora, supongamos que E = C es un conjunto cerrado y sea

d (x,C) = Inf{|y − x| : y ∈ C},
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la funcón d (·, C) es continua, entonces los conjuntos Un := {x : d (x,C) < 1
n}

son abiertos para cada n ∈ N.

Vemos que τ (ω) 6 t ssi Xs (ω) ∈ Un para toda n ∈ N y algún s 6 t; es decir,
la trayectoria deb́ıo cruzar todos los conjuntos abiertos Un que envuelven a C
en algún tiempo anterior a t, por lo tanto

{τ 6 t} =
⋂
n∈N

⋃
s6

{Xt ∈ Un}.

Por el mismo argumento que en el caso anterior⋃
s6t

{Xs ∈ Un} =
⋃

qn∈Q∩[0,t]

{Xqn ∈ Un}.

Esto implica que

{τ 6 t} =
⋂
n∈N

⋃
qn∈Q∩[0,t]

{Xqn ∈ Un}.

Pero {Xqn ∈ Un} ∈ Fqn ⊂ Ft y entonces {τ 6 t} ∈ Ft. �

Usando la fórmula de Itô podemos obtener una representación probabiĺıstica de
soluciones de algunas ecuaciones diferenciales parciales. Para esto, recordemos
que si dX = b (X, t) dt+ σ (X, t) dB entonces para cada función u ∈ C2 ∩H2 la
fórmula de Itô nos dice que

u (X, t)− u (X0, 0) =

∫ t

0

(
∂u

∂t
+ Lu

)
ds+

∫ t

0

∂u

∂x
σ (X, s) dBs,

para el operador diferencial Lu = b (X, t) ∂u∂x + 1
2
∂2u
∂x2 σ

2 (X, t) .

Con ω ∈ Ω fijo la fórmula de Itô es válida para cada 0 6 t 6 T, parece razonable
suponer que la fórmula sigue siendo válida si reemplazamos t por un tiempo de
paro τ acotado, y lo es; basta con ver que la definición de integral de Itô con
tiempo de paro es consistente haciendo para cada G ∈ H2:∫ τ

0

GdBs :=

∫ T

0

1{t6τ}GdBs.

La fórmula toma la siguiente forma:

u (Xτ , τ)− u (X0, 0) =

∫ τ

0

(
∂u

∂t
+ Lu

)
ds+

∫ τ

0

∂u

∂x
σdBs.

Tomando esperanza obtenemos

E [u (Xτ , τ)]− E [u (X0, 0)] = E

[∫ τ

0

(
∂u

∂t
+ Lu

)
ds

]
(37)

La fórmula (37) es de gran importancia para la conexión con algunas ecuaciones
diferenciales parciales como veremos en los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 6.1 Sea U ⊂ Rn un conjunto abierto con frontera suave ∂U. De
acuerdo a la teoŕıa estandar de las ecuaciones diferenciales parciales existe una
solución suave u de la ecuación{

− 1
2∆u = 1 en U

u = 0 en ∂U.

Nuestra meta es encontrar una representación probabiĺıstica de u. Para esto,
fijemos cualquier x ∈ U y consideremos el movimiento browniano n-dimensional
~B (·) y ~X (·) = ~B (·) + x representa un movimiento browniano que inicia en x.

Definamos el tiempo de paro τx := Inf{t > 0| ~Xt ∈ ∂U}, afirmamos que

u (x) = E [τx] .

En efecto, usamos la fórmula (37) con Lu = 1
2∆u, para cada n ∈ N

E
[
u
(
~Xτx∧n

)]
− E

[
u
(
~X0

)]
= E

[∫ τx

0

1

2
∆uds

]
.

Como τx ∧ n = τx para algún n ∈ N , tenemos que ĺım
n−→∞

E [τx ∧ n] <∞.

Entonces τx es integrable y obtenemos, cuando n −→∞,

u (x)− E
[
u
(
~Xτx

)]
= E

[∫ τx

0

1ds

]
= E [τx] .

Pero u = 0 en ∂U , aśı que u
(
~Xτx

)
= 0 y entonces u (x) = E [τx] .�

Ejemplo 6.2 (Representación probabiĺıstica de funciones armónicas)
Sean U ⊂ Rn un dominio suave, acotado y g : ∂U −→ R una función conti-
nua. Es conocido de la teoŕıa clásica de las ecuaciones diferenciales parciales
que existe una función u ∈ C2 (U) ∩ C

(
Ū
)

que satisface el problema de valor
frontera {

∆u = 0 en U

u = g en ∂U.

A u se le llama función armónica. Aseguramos que u (x) = E
[
g
(
~Xτx

)]
para

todo x ∈ U y ~X (·) = ~B (·) + x, basta con observar que justo como antes,

E
[
u
(
~Xτx

)]
= E

[
u
(
~X0

)]
+ E

[∫ τx

0

1

2
∆u
(
~Xs

)
ds

]
= E

[
u
(
~X0

)]
= u (x) .

Como u = g en ∂U se tiene que E
[
g
(
~Xτx

)]
= u (x) . �

Ahora, consideremos el siguiente problema:
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{
− 1

2∆u+ cu = f en U

u = 0 en ∂U.

Supongamos que c y f son funciones continuas con x > 0 en U. Vamos a mostrar
que si u es una solución, entonces admite la representación

u (x) = E

[∫ τx

0

f
(
~Xt

)
e−
∫ t
0
c( ~Xs)dsdt

]
,

donde como antes ~X (·) = ~B (·) + x es el movimiento browniano n-dimensional
que comienza en x y τx denota la primer llegada a ∂U.

Sabemos que E [τx] < ∞ y como c > 0, las integrales anteriores convergen.

Primero nos fijamos en el proceso Yt := eZt para Zt := −
∫ t

0
c
(
~Xs

)
ds, entonces

dZ = −c
(
~X
)
dt y la fórmula de Itô nos dice que si v (z) = ez entonces

dY =
∂v

∂z
dZ = eZ

(
−c
(
~X
)
dt
)

= −Y c
(
~X
)
dt.

La regla del producto de Itô implica que

d
(
u
(
~X
)
e−
∫ t
0
c( ~X)ds

)
= d

(
u
(
~X
)
Y
)

= Y du
(
~X
)

+ u
(
~X
)
dY.

Pero

du
(
~X
)

=
1

2
∆u
(
~X
)
dt+

n∑
i=1

∂u

∂xi

(
~X
)
dBi

y por lo tanto

d (uY ) = {1

2
∆ue−

∫ t
0
cds − Y cu}dt+ Y

n∑
i=1

∂u

∂xi
dBi.

Tomando esperanza y usando la formula (37) con τ = τx, obtenemos

E
[
u
(
~Xτx

)
e−
∫ τx
0

cds
]
− E

[
u
(
~X0

)]
= E

[∫ τx

0

(
1

2
∆u− cu

)
e−
∫ t
0
cdsdt

]
.

Luego,

u (x) = E
[
u
(
~X0

)]
= E

[∫ τx

0

f
(
~X
)
e−
∫ t
0
c( ~X)ds

]
. (38)

Una interpretación heuŕıstica de la fórmula anterior es la siguiente. Suponga
que part́ıculas que se mueven de forma browniana podŕıan desaparecer en un
tiempo aleatorio σ, por ejemplo, podŕıan ser absorbidas por el medio en el que
se mueven.
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Supongamos que la probabilidad de ser eliminadas en un intervalo de tiempo

[t, t+ h] es c
(
~Xt

)
h+ o (h) donde c es la tasa de aniquilación (que depende de

la posición y el tiempo). Entonces la probabilidad de que la part́ıcula sobreviva
hasta el tiempo t, es aproximadamente igual a(

1− c
(
~Xt1

)
h
)(

1− c
(
~Xt2

))
· · ·
(

1− c
(
~Xtn

))
,

donde 0 = t0 < t1 < · · · < tn = t, h = tk+1 − tk.

Conforme h −→ 0 esta probabilidad converge a e−
∫ t
0
c( ~Xs)ds.

Entonces debeŕıa ser que

u (x) = Promedio de f
(
~X
)

sobre trayectorias que sobreviven hasta ∂U

= E

[∫ τx

0

f
(
~Xt

)
e−
∫ t
0
c( ~Xs)dsdt

]
.

A esta última expresión se le conoce cómo la fórmula de Feynman-Kac.

Vamos a analizar la fórmula anterior de una manera un tanto más precisa para
el caso unidimensional. La representación de Feynman-Kac nos dice que para
cualquier par de funciones q : R −→ R y f : R −→ R y para cualquier solución
acotada u (t, x) del problema de valor inicial{

ut (t, x) = 1
2uxx (t, x) + q (x)u (t, x)

u (0, x) = f (x) ,

entonces u (t, x) puede ser representada como

E
[
f (x+Bt) e

∫ t
0
q(x+Bs)ds

]
. (39)

Los beneficios de ésta representación son varios, en los que destaca de forma
inmediata es que proporciona información del comportamiento global de la tra-
yectoria del movimiento browniano.

Para dar un ejemplo concreto; supongamos que queremos saber cual es la can-
tidad de tiempo Tt que el movimiento browniano gasta en el conjunto [0,∞)
durante el periodo de tiempo [0, t] . Vemos que Tt puede ser representado como

Tt =

∫ t

0

1(Bs>0)ds.

Podemos tomar q (x) = −λ1(x>0) y f (x) = 1 en la fórmula (39) para encontrar
que

u (t, 0) = E

[
exp

(
−λ
∫ t

0

1(Bs>0)

)
ds

]
= E [exp (−λTt)]
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representa la transformada de Laplace de Tt. Resolviendo el problema de valor
inicial planteado podemos calcular esta transformada y deducir que Tt tiene una
distribución arcseno, un notable resultado de P.Lévy.

Sabemos que para una función bien comportada (dos veces continuamente dife-
renciable digamos) f :−→ R, existe una solución acotada u (t, x) del problema
de valor inicial {

ut (t, x) = 1
2uxx (t, x)

u (0, x) = f (x) .

Es conocido de la teoŕıa estándar de las ecuaciones diferenciales parciales que
la solución puede ser escrita como la integral gaussiana

u (t, x) =
1√
2π

∫
R

f (v) e−
(u−x)2

2t dv.

Por inspección podemos ver que u (t, x) puede ser escrita como

u (t, x) = E [f (x+Bt)] ,

que es precisamente la fórmula de Feynman-Kac para el caso especial q = 0.

6.3. Movimiento Browniano aniquilado

Tome cualquier variable aleatoria no negativa T y definamos el proceso {Xt}
con valores en el conjunto R ∪ {4} como

Xt =

{
Bt si 0 6 t 6 T

4 si t > T.

El valor de 4 realmente no importa mientras sea fijo, sólo es un artificio para
que la caminata browniana tenga un lugar a donde ir una vez que es aniquilada,
podemos extender la definición de f al conjunto R∪{4} haciendo f (x+4) ≡ 0
para toda x ∈ R.

Supongamos también que T tiene una distribución exponencial con parámetro
λ independiente de Bt; esto es, P (T > t) = e−λt para t > 0.

Nos preguntamos ahora si podemos encontrar un problema de valor inicial que
sea satisfecho por u (t, x) = E [f (x+Xt)] . Claramente u (0, x) = f (x), veamos
como es ut :

Por la definición de u (t, x) junto con la independencia de Bt con el tiempo de
aniquilación T ,

E [f (x+Xt)] = E
[
f (x+Xt)

(
1(06t6T ) + 1(T<t)

)]
y

E
[
f (x+Bt) 1(06t6T )

]
= P (T > t)E [f (x+Bt)] ,
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entonces

u (t, x) = E
[
f (x+Xt) 1(T<t)

]
+ E

[
f (x+Xt) 1(06t6T )

]
= e−λtE [f (x+Bt)] .

Calculando directamente la derivada tenemos que

ut (t, x) = e−λt
∂

∂t
E [(x+Bt)]− λe−λtE [f (x+Bt)] .

Luego, recordando que E [f (x+Bt)] satisface la ecuación de calor se sigue que

ut (t, x) =
1

2

∂2

∂x2
E
[
f (x+Xt) 1(T>t)

]
− λE

[
f (x+Xt) 1(T>t)

]
lo cual muestra que ut = 1

2uxx − λu.

Para darnos una idea de como se debeŕıa ver el caso en el que q no es cons-
tante, podemos interpretar a E [f (x+Bt)] e

−λt como un pago llevado a valor

presente con una tasa de interés λ, el factor correspondiente e
∫ t
0
q(x+Xt) quizá lo

podŕıamos interpretar como la fuerza de interés actuando en la trayectoria de
x+Xt.

6.4. Representación de Feynman-Kac

Nuestro trabajo ahora será encontrar una martingala {Mt} para la cual

M0 = u (t, x)

y

E [Mt] = E
[
f (x+Bt) e

∫ t
0
q(x+Bt)ds

]
.

Cualquier martingala satisface E [M0] = E [Mt]; es decir,

u (t, x) = E [Mt] = E
[
f (x+Bt) e

∫ t
0
q(x+Bt)ds

]
,

uno puede pensar en esta técnica como algún tipo de interpolación.

Teorema 6.4 (Representación de Feynman-Kac) Consideremos un par de
funciones q : R −→ R , f : R −→ R acotadas y el problema de valor inicial:{

ut (t, x) = 1
2uxx (t, x) + q (x)u (t, x)

u (0, x) = f (x) .
(40)

Si u es una solución acotada del problema de valor inicial (40), entonces tiene
la representación

u (t, x) = E
[
f (x+Bt) e

∫ t
0
q(x+Bt)ds

]
. (41)
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Dem: Consideremos Ms := u (t− s, x+Bs) e
∫ s
0
q(x+Bv)dv, por la fórmula de

Itô y como u (t, x) satisface la ecuación diferencial parcial (40) tenemos que
(haciendo Ns = x+Bs)

du (t− s,Ns) = −ut (t− s,Ns) ds+
1

2
uxx (t− s,Ns) ds+ ux (t− s,Ns) dBs

= −q (Ns)u (t− s,Ns) ds+ ux (t− s,Ns) dBs.

Por la fórmula del producto de Itô, encontramos que dMs es igual a

dMs = e
∫ s
0
q(Ns)dr{ux (t− s,Ns) dBs − q (Ns)u (t− s,Ns) ds+ q (Ns)u (t− s,Ns) ds}

= e
∫ s
0
q(x+Br)drux (t− s, x+Bs) dBs.

La última igualdad muestra que {Ms : 0 6 s 6 t} es una versión de la integral
de Itô de una función en L2

LOC y por lo tanto es una martingala local. Además,
por la definición de Ms y como q junto con f son acotadas, encontramos que

Sup
06s6t

|Ms| 6 ‖u‖∞et‖q‖∞ .

Entonces {Ms : 0 6 s 6 t} es una martingala local acotada y en consecuencia
es una martingala, por lo tanto

u (t, x) = E [M0] = E [Mt] = E
[
f (x+Bt) e

∫ t
0
q(x+Bs)ds

]
.�

7. Ondas viajeras para la ecuación F-KPP

Consideremos la ecuación de Fisher-Kolmogorov-Petrowski-Piscounov de reac-
ción-difusión

∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2
+ ru (u− 1) , (42)

donde u = u (t, x) es una función de [0,∞)×R.

Particular atención se ha puesto a soluciones de la forma u (t, x) = w (x− ct)
con w satisfaciendo

1

2
ẅ + cẅ + rw (w − 1) = 0. (43)

Tal solución w es conocida como onda viajera de velocidad c.

Estamos interesados en ondas viajeras monótonas de velocidad c que conectan
a 0 con 1, donde w : R −→ R es dos veces diferenciable, satisface (43) con
w (x) −→ 0 cuando x −→ −∞, w (x) −→ 1 cuando x −→ ∞ y ẇ (x) > 0 para
toda x ∈ R.

Veremos que al considerar un movimiento browniano ramificado, el estudio de
algunas martingalas llevan a la existencia de ondas viajeras monótonas con velo-
cidad c >

√
2r. Tambien encontaremos un argumento que revela la no existencia
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de ondas viajeras monótonas con velocidad c <
√

2r. Un tratado especial se tiene
que dar para la velocidad cŕıtica c =

√
2r.

El resultado principal es dar el comprortamiento asintótico de tales ondas viaje-
ras, en part́ıcular si consideramos un movimiento browniano de una sola part́ıcu-
la se muestra que dada una onda viajera con velocidad c >

√
2r, su comparta-

miento asintótico tiene que lucir escencialmente como la solución de decaemiento
más lenta f de la linealización alrededor del objetivo 1, satisfaciendo

1

2
f̈ + cḟ + rf = 0. (44)

Para encontrar la velocidad critica se puede consultar [4], donde los autores se
enfocan principalmente en técnicas de análisis y la teoŕıa de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias.

La combinación de este resultado asintótico junto con el estudio del movimiento
browniano ramificado, se encuentra la unicidad de las ondas viajeras monótonas
que conectan 0 con 1 salvo traslaciones por una constante.

7.1. Asintótica de ondas viajeras con velocidad c >
√
2r

Primero consideraremos ondas viajeras con velocidad estrictamente mayor que
la velocidad cŕıtica

√
2r.

Teorema 7.1 Sea w una onda viajera con velocidad c >
√

2r. Entonces existe
una y ∈ R tal que

1− w (x) ≈ eλ(x+y)

conforme x −→∞, donde λ es la ráız más grande de 1
2λ

2 + cλ+ r = 0; esto es,

λ = −c+
√
c2 − 2r < 0.

Dem: Sea u = 1−w, entonces u es estrictamente decreciente de 1 a 0 y satisface

1

2
ü+ cu̇+ ru (1− u) = 0. (45)

Sea Ms = u (cs+Bs) e
r
∫ s
0

(1−u(cv+Bv))dv y Ws = cs+Bs, por la formula de Itô

el diferencial estocástico de u es

du (Ws) = cu̇ (Ws) ds+
1

2
ü (Ws) ds+u̇ (Ws) dBs = −r (1− u (Ws))u (Ws) ds+u̇ (Ws) dBs,

de acuerdo a la formula de Itô encontramos que el diferencial estocástico de Ms

es

dMs = er
∫ s
0

(1−u(cv+Bv))dv [cu̇ (Ws) dBs − (1− u (Ws))u (Ws) ds+ (1− u (Ws))u (Ws) ds] ,
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Figura 7: Perfiles de v = 1− w con velocidad mayor que
√

2

por lo tanto

dMs = er
∫ s
0

(1−u(cv+Bv))dv [cu̇ (Ws) dBs] .

La última ecuación muestra que {Ms :6 s 6 t} es una version de la integral de
Itô de una función en L2

LOC y entonces

u (Bt + ct) er
∫ t
0

(1−u(Bs+cs))ds

es una martingala local y como 0 6 u 6 1, es también acotada para cada tiempo
fijo, por tanto es una martingala y si Xt = Bt + x entonces

u (Xt + ct) er
∫ t
0

(1−u(Xs+cs))ds

también es una martingala local acotada y por lo tanto es una martingala.

Luego

u (x) = E [u (X0)]

= E
[
u (Xt + ct) er

∫ t
0

(1−u(Xs+cs))ds
]

=: Ex
[
u (Bt + ct) er

∫ t
0

(1−u(Bs+cs))ds
]
.

La notación Ex significa que se condiciona con respecto al inicio del movimiento
browniano, en este caso comienza en x.

Para λ ∈ R podemos expresar la esperanza anterior como

e−λxu (x) = Ex
[
e−λ(Xt+ct)u (Xt + ct) e−r

∫ t
0
u(Xs+cs)dseλ(Xt−x)+(r+cλ)t

]
.
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Si escogemos λ tal que r + cλ = − 1
2λ

2, el término dentro de la esperanza se
convierte en una martingala que cambia la deriva del movimiento browniano.

Aśı que tomamos λ = −c+
√
c2 − 2r < 0 y λ+ c > 0, entonces sean

v (x) := e−λxu (x)

y X un movimiento browniano con deriva λ.

Bajo la medida de probabilidad Pλ = eλP tenemos que

v (x) = Exλ

[
v (Xt + ct) e−r

∫ t
0
u(Xs+cs)ds

]
,

donde el sub́ındice denota que estamos tomando la esperanza con respecto a la
nueva medida Pλ. Esto muestra que el proceso

v (Xt + ct) e−r
∫ t
0
u(Xs+cs)ds (46)

es una Pλ-martingala positiva y por tanto casi seguramente convergente (Apéndi-
ce B).

El primer objetivo será mostrar que
∫∞

0
u (Xs + cs) ds <∞ c.s [Pλ] .

Tomando logaritmo en (46) y luego dividiendo entre Xt + ct obtenemos:

0 >
log v (Xt + ct)

Xt + ct
− r

Xt + ct

∫ t

0

u (Xs + cs) ds,

ya que 0 6 v 6 1. Lo mismo podemos decir casi seguramente [Pλ] del limite
superior; esto es,

0 > ĺım sup
t−→∞

{ log v (Xt + ct)

Xt + ct
− r

Xt + ct

∫ t

0

u (Xs + cs) ds}.

Notemos que 1
t

∫ t
0
u (Xs + cs) ds 6 Sup

s6t
u (Xs + cs) . Y como u (x) −→ 0 cuando

x −→ ∞ y Xt + ct −→ ∞ cuando t −→ ∞ casi seguramente bajo [Pλ] (
recordemos que c+ λ > 0 y la medida Pλ solamente escala λ unidades la deriva
del movimiento browniano Xt), se sigue que u (Xt + t) −→ 0 cuando t −→∞ y
por lo tanto

1

t

∫ t

0

u (Xs + cs) ds −→ 0

c.s [Pλ] .

Además Xt/t −→ λ ya que Xt tiene deriva λ, luego (Xt + ct) /t −→ c + λ > 0
y por tanto el reciproco de este ĺımite es finito.

De éstas observaciones tenemos que
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ĺım sup
t−→∞

log v (Xt + ct)

Xt + ct
6 0

casi seguramente con respecto a Pλ. Pero v (Xt + ct) = eλ(Xt+ct)u (Xt + ct) .

Entonces

ĺım sup
t−→∞

log u (Xt + ct)

Xt + ct
6 λ,

el decrecimiento de u es exponencialmente rápido con una tasa λ < 0.

Lo anterior implica que está siempre acotada por una función integrable y de-
ducimos que ∫ ∞

0

u (Xs + cs) ds <∞.

Adicionalmente, como la σ-álgebra de cola de un movimiento browniano con
deriva es trivial (ley 0-1 de Kolmogorov, apéndice A), debemos tener que

v (Xt + ct) −→ K

para alguna constante K > 0. Entonces por la propiedad de ser Pλ-martingala
concluimos que

v (x) = Ex
[
v (Xt + ct) e−r

∫ t
0
u(xs+cs)ds

]
= KEx

[
e−r

∫∞
0
u(Xs+cs)ds

]
.�

Ahora consideremos ondas viajeras con velocidad cŕıtica
√

2r.

Teorema 7.2 Sea w una onda viajera con velocidad c̃ =
√

2r. Entonces existe
un ỹ ∈ R tal que

1− w (x) ≈ xeλ̃(x+ỹ)

cuando x −→ ∞, donde λ̃ es la ráız repetida de 1
2λ

2 + c̃λ + r = 0 ( aśı que

λ̃ = −
√

2r).

Dem:El argumento que se usó en el teorema anterior ahora ya no es válido ya

que 1
2λ

2 +
√

2rλ + r = 1
2

(
λ+
√

2r
)2

tiene ráıces repetida para λ + c̃ = 0. De
forma crucial para poder hacer un cambio de medida que nos permita encontrar
una martingala acotada necesitamos que λ+ c̃ > 0.

Sin embargo usando λ̃ = −c̃ + δ para δ > 0 pequeño y siguiendo las mismas
ideas como antes, nos lleva a

ĺım sup
x−→∞

log u (x)

x
6 λ̃− δ

2
= −
√

2r +
δ

2
.

Una vez más, encontramos decaimiento exponencial en u con una taza al menos
como

√
2r + δ

2 .
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Figura 8: Perfiles de v = 1− w con velocidad igual a
√

2

Ahora, notemos que la linealización de la ecuación para u alrededor de 0 es
1
2 f̈ +

√
2rḟ + rf = 0, que tiene soluciones de la forma e−

√
2rx y xe−

√
2rx.

Escribamos u = fv donde f es una de estas soluciones, v satisface:

f

(
1

2
v̈ +

(
√

2r +
ḟ

f

)
v̇ − ruv

)
= 0. (47)

Tomando f (x) = xe−
√

2rx en (47) debemos tener para x > 0 que v satisface

1

2
v̈ +

1

x
v̈ − ruv = 0.

Este es la deriva que corresponde a un proceso de Bessel, usando la definición

v (x) = u (x) /xe−
√

2r y la fórmula de Itô se verifica que v (Rt) e
−r
∫ t
0
u(Rs)ds es

una martingala local cuando Rt es un proceso de Bessel con generador asociado
1
2
∂2

∂x2 + 1
x
∂
∂x , pero cerca de cero v no está acotada y por lo tanto no nece-

sariamente es una martingala, sin embargo, martingalas locales positivas son
supermartingalas positivas y entonces debe de converger.

Ademas u decae exponencialmente, esto garantiza que
∫∞

0
u (Rs) ds < ∞. En

consecuencia v (Rt) es convergente c.s y como la σ-álgebra de cola de R es
también trivial, existe una constante K > 0 tal que v (Rt) −→ K c.s conforme
t −→∞.

Queremos mostrar que K > 0, para ello procedemos por contradicción.

Si K = 0, tenemos que u (x) /xeλ̃x −→ 0 cuando x −→ ∞. Sea y > 0 y x > y,
usando la propiedad de martingala local para el tiempo de paro Ty = Inf {t >
0 : Rt = y}, tenemos que
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u (x)

xeλ̃x
= Ex

[
u
(
Rt∧Ty

)
Rt∧Tye

λ̃Rt∧Ty
e−r

∫ t∧Ty
0 u(Rs)ds

]

=
u (y)

yeλ̃y
Ex
[
e−r

∫ Ty
0 u(Rs)ds|Ty <∞

]
.

Ahora, para el proceso de Bessel encontramos que P x (Ty <∞) = y/x, aśı que

u (x)

xeλ̃x
6
u (y)

yeλ̃x
P x (Ty <∞) =

u (y)

xeλ̃y
.

Como x > y tenemos que la función u (x) /eλ̃x es positiva, continua y decreciente
para x > 0, también tiende a cero cuando x −→ −∞ ya que el decrecimiento
de u es al menos exponencial.

Recordamos que u (Bt) /e
λ̃Bte

−r
∫ t
0
u(Bs)ds es una martingala local, positiva y

ademas acotada. Entonces podemos decir que u (Bt) /e
λ̃Bt es una submartingala

positiva y acotada, por lo tanto es convergente.

Como la σ-álgebra de cola del movimiento browniano es trivial, la convergencia
debe de ser a una constante C > 0.

Entonces u (Bt) /e
λ̃Bt −→ C c.s cuando t −→ ∞ y como ĺım supBt = ∞,

ĺım inf Bt = −∞ se tiene de hecho u (Bt) /e
λ̃Bt ≡ C, pero sabemos que

ĺım
x7−→−∞

u (x)

eλ̃x
= 0,

esto implica que u (x) ≡ 0 y por lo tanto u no es una onda viajera monótona
que conecta a 0 con 1, en consecuencia K > 0. �

Consideremos ahora un movimiento browniano ramificado estándar donde cada
part́ıcula actualmente viva realiza un movimiento browniano estándar y tiene
un solo descendiente en forma de part́ıcula a una tasa r que se mueve de for-
ma independiente de su posición de nacimiento también como un movimiento
estándar dando nacimientos a una tasa r y aśı suceśıvamente.

Una vez que nacen viven para siempre y son etiquetados en orden de nacimiento

con Nt representando el número de part́ıculas vivas al tiempo t y X
(k)
t represen-

tando la posición al tiempo t de la k-ésima part́ıcula para k = 1, 2, · · · , Nt. (Para
ver por que la representación de Feynman-Kac satisface la ecuación F-KPP bajo
un proceso de ramificación browniano véase [7])

7.2. Martingalas Aditivas

Sea f : R −→ R al menos dos veces diferenciable y que satisface 1
2 f̈+cf̈+rf = 0.

Entonces
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Nt∑
k=1

f
(
X

(k)
t + ct

)
(48)

es una martingala local. Podemos definir entonces a la familia parametrizada de

martingalas aditivas Z
(λ)
t :=

∑Nt
k=1 e

λ
(
X

(k)
t +cλt

)
donde cλ = − r

λ −
1
2λ.

Si −
√

2r < λ 6 0 entonces la martingala local Z
(λ)
t es acotada (basta comparar

la suma con una serie geométrica) estrictamente positiva y por tanto conver-

gente; esto es, Z
(λ)
t −→ Z

(λ)
∞ c.s.

También es cierto que
∏Nt
k=1 w

(
X

(k)
t + ct

)
es una martingala local siempre que

w satisfaga la ecuación de onda viajera 1
2 ẅ + cẇ + rw (w − 1) = 0.

Consideremos al proceso M
(λ)
t := E

[
e−Z

(λ)
∞ |Ft

]
, entonces este proceso es una

martingala, ademas para −
√

2r < λ 6 0 es acotada y M
(λ)
t −→ e−Z

(λ)
∞ c.s.

Si definimos wλ (x) := Ex
[
e−Z

(λ)
∞

]
= E0

[
e−e

λxZ(λ)
∞

]
, vemos que wλ es monóto-

na creciente y conecta a 0 con 1.

Notando que Z
(λ)
∞ =

∑Nt
k=1 e

λ
(
X

(k)
t +cλt

)
Wk donde las variables aleatorias Wk

para k = 1, 2, · · · , Nt son independientes unas de las otras y al proceso hasta el

tiempo t, cada una idénticamente distribuidas como Z
(λ)
∞ comenzando con una

sola part́ıcula en el origen. Entonces

M
(λ)
t = E

[
e−Z

(λ)
∞ |Ft

]
= E

[
Nt∏
k=1

e−e
λ(X(k)

t +cλt)Wk
|Ft

]

=

Nt∏
k=1

E

[
e−e

λ(X(k)
t +cλt)Wk

|Ft
]

=

Nt∏
k=1

wλ

(
X

(k)
t + cλt

)
.

Tenemos que
∏Nt
k=1 wλ

(
X

(k)
t + cλt

)
es una martingala uniformemente integra-

ble con wλ (x) = Ex
[∏Nt

k=1 wλ

(
X

(k)
t + cλt

)]
, por lo tanto wλ satisface la ecua-

ción de onda viajera

1

2
ẅλ + cλẅλ + rwλ (wλ − 1) = 0,

esto proporciona existencia de ondas viajeras monótonas de 0 a 1 para todas las
velocidades c >

√
2r.
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7.3. Unicidad de ondas viajeras

Sea w una onda viajera monótona que conecta a 0 con 1 con velocidad c >
√

2r,

entonces Mt :=
∏Nt
k=1 w

(
X

(k)
t + ct

)
es una martingala acotada tal que para

cada t > 0,

w (x) = Ex [M0] = Ex [Mt] = Ex

[
Nt∏
k=1

w
(
X

(k)
t + ct

)]
.

Como tenemos una martingala positiva entonces es convergente c.s a una varia-
ble aleatoria M∞ y como Mt es acotada, también es uniformemente integrable
con Mt = E [M∞|Ft] y w (x) = Ex [M∞] .

Definamos la posición de la part́ıcula más hacia la izquierda Lt := Inf
k6Nt

X
(k)
t .

Notemos que Z
(−
√

2r)
t 6 mı́n

k6Nt
Nte

−
√

2r
(
X

(k)
t +

√
2rt
)
−→ 0 cuando t −→ ∞ c.s,

ya que el crecimiento de Nt es lineal, además 0 6 e−
√

2r(Lt+
√

2rt) 6 Z
(−
√

2r
t y

encontramos que Lt +
√

2r −→∞ c.s.

El resultado asintótico de antes nos dice que existe un y ∈ R tal que si

λ = −c+
√
c2 − 2r < 0

entonces se cumple que −log ≈ 1− w (x) ≈ eλ(x+y) conforme x −→∞.

Dado ε > 0 existe D ∈ R tal que

1− ε 6 −logw (x)

eλ(x+y)
6 1 + ε

para todo x > D. Entonces, siempre que Lt + ct > D se tiene

(1− ε) eλyZ(λ)
t 6 −logMt = −

Nt∑
k=1

logw
(
X

(k)
t + ct

)
6 (1 + ε) eλyZ

(λ)
t ,

haciendo t −→∞ y como Lt + ct −→∞ c.s encontramos que

(1− ε) eλyZ(λ)
∞ 6 −log M∞ 6 (1 + ε) eλyZ(λ)

∞ .

Como ε > 0 es arbitrario, lo anterior implica que M∞ = e−e
λyZ(λ)

∞ c.s. Esto

nos dice que w (x) = Ex [M∞] = Ex+y
[
e−Z

(λ)
∞

]
= wλ (x+ y) . Aśı, w es una

traslación de la onda viajera wλ.

La unicidad en el caso critico es mas delicado para ver tal caso por medio de
técnicas anaĺıticas se puede consultar [4] y con técnicas probabiĺısticas ver [8] .

Para concluir este texto mencionamos algunos aspectos de que nos interesan
para estudios posteriores:
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• Consideremos la ecuación

ut = ruxx + f(u)

con r > 0, supongamos que la función f : R −→ R es continua, diferen-
ciable y satisface las siguientes condiciones:

f (0) = f (1) = 0

f (u) > 0, 0 < u < 1

f
′
(0) = α > 0, f

′
(u) < α, 0 < u 6 1

Nos preguntamos si podemos esperar soluciones del tipo onda viajera y si

las técnicas probabiĺısticas resultan efectivas para encontrar la existencia
de soluciones y entender su comportamiento asintótico.

• Estudiar al operador diferencial L asociado al proceso estocástico que apa-
rece en la formula de Itô, nos preguntamos por la interpretación proba-
biĺıstica de su espectro y el papel que juega como generador infinitesimal.

• La interpretación de los frentes de onda como la propagación de un conti-
nuo de estrategias desde el punto de vista de la teoŕıa de juegos y vincular
conceptos de equilibrio (equilibrio de Nash, equilibrio estratégicamente
estable, etc.) con el equilibrio en el sentido de las ecuaciones diferenciales.
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Apéndice A: Movimiento Browniano

Recordemos que una variable aleatoria X tiene una distribución normal con

media µ y varianza σ si P (X > x) =
∫∞
x
e−

(u−µ)2

2σ2 du para toda x ∈ R.

Definición 1 Un proceso estocástico {Bt : t > 0} es llamado movimiento brow-
niano estándar si

B0 = 0.

El proceso tiene incrementos independientes, i.e para todos los tiempos
0 6 t1 6 t2 6 · · · 6 tn los incrementos Btn − Btn−1 , Btn−1 − Btn−2 ,. . .,
Bt2 −Bt1 , Bt1 , son variables aleatorias independientes.

Para todo t > 0 y h > 0, los incrementos Bt+h − Bt tienen distribución
normal con media cero y varianza h.

La función t −→ Bt es continua c.s.

Proposición 1 (Inversión en el tiempo) Sea {Bt : t > 0} un movimiento
browniano estándar. Entonces el proceso {Xt : t > 0} definido por

Xt =

{
0 t = 0

tB 1
t

t > 0

también es un movimiento browniano estándar.

Dem:Notemos que para cualquier h > 0 y t > 0,

Xt+h −Xt = (t+ h)B 1
t+h
− tB 1

t
= hB 1

t+h
− t
(
B 1
t
−B 1

t+h

)
,

que es una combinación lineal de variables aleatorias normales e independientes,
entonces Xt+h − Xt tiene una distribución normal con media cero y varianza
h2

t+h + t2
(

1
t −

1
t+h

)
= h, claramente X0 = 0.

Para ver la independencia de los incrementos consideremos 0 < t1 6 t2 6 . . . 6
tn. Entonces para 0 < i 6= j 6 n tenemos que

Cov
[
Xtj −Xtj−1 , Xti −Xti−1

]
= (ti ∧ tj)− (ti−1 ∧ tj)− (ti ∧ tj−1) + (ti−1 ∧ tj−1) .

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que i < j, entonces

0 < ti−1 6 ti 6 tj−1 6 tj

evaluando directamente la última igualdad tenemos

Cov
[
Xtj −Xtj−1

, Xti −Xti−1

]
= 0.
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Y como los incrementos son variables aleatorias normales, esto implica la inde-
pendencia.

Las trayectorias t 7−→ Xt para t > 0 son claramente continuas. Para t = 0
consideremos {Xt : t ∈ Q ∩ (0,∞)}, como Q ∩ (0,∞) es denso en (0, ) tenemos
que

ĺım
t↓0

t∈Q∩(0,∞)

Xt = ĺım
t↓0
Xt

pero para cada t ∈ Q ∩ (0,∞) Xt ∼ N (0, t) entonces con probabilidad 1,
0 = ĺım

t↓0
t∈Q∩(0,∞)

Xt, concluimos que Xt es un movimiento browniano estándar. �

Corolario 1 (Ley de los grandes números)

ĺım
t−→∞

Bt
t

= 0.

Dem: sea Xt como en la proposición anterior entonces

ĺım
t−→∞

Bt
t

= ĺım
t−→∞

X 1
t

= X0 = 0. �

Definición 2 Sean X1, X2, . . . una sucesión de variables aleatorias definidas en
un espacio de probabilidad (Ω, F, P ) y considere un conjunto A de sucesiones en
R tal que {X1, X2, . . . ,∈ A} ∈ F. Se dice que el evento anterior es intercambia-
ble si

{X1, X2, . . . ∈ A} ⊂ {Xσ(1), Xσ(2), . . . ∈ A}

para todas la biyecciones σ : N −→ N.

Teorema 1 (Ley 0-1 de Hewitt-Savage) Sea 〈Xn〉 una sucesión de varia-
bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, entonces la σ-álgebra
de eventos intercambiables Σ es trivial,i.e P (A) ∈ {0, 1} para todo A ∈ Σ.

Dem: Sea A ∈ Σ y Fn = σ (X1, X2, . . . , Xn) . Entonces existe una sucesión
de eventos An ∈ Fn tal que P (A4An) −→ 0 ya que σ (

⋃
Fn) contiene a Σ.

Podemos escribir An = {(X1, X2, . . . Xn) ∈ Bn} para algún Bn boreliano de la
σ-álgebra de Borel de Rn, sea Ãn = {(Xn+1, Xn+2, . . . , X2n) ∈ Bn} entonces
por la intercambiabilidad, el mapeo A 7−→ Ãn deja invariante a A bajo P ya
que este mapeo es una biyección.

Entonces P
(
Ãn4A

)
= P (An4A) −→ 0 y P

(
An ∩ Ãn

)
−→ P (A) . Pero las

variables aleatorias Xn son idénticamente distribuidas e independientes, tene-
mos entonces que

P
(
An ∩ Ãn

)
= P (An)P

(
Ãn

)
= P 2 (An) −→ P (A) .

Por lo tanto P (A) ∈ {0, 1}. �
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Proposición 2 Casi siempre

ĺım sup
n−→∞

Bn√
n

= +∞

y

ĺım inf
n−→∞

Bn√
n

= −∞.

Dem: Por el lema de Fatou se tiene que

P

(
ĺım sup
n−→∞

{Bn > c
√
n}
)

> ĺım sup
n−→∞

P
(
Bn > c

√
n
)
.

Sea Xn = Bn −Bn−1, entonces

ĺım sup
n−→∞

{Bn > c
√
n} = ĺım sup

n−→∞
{
n∑
i=1

Xj > c
√
n},

este último evento es intercambiable debido a la independencia de los incremen-
tos del movimiento browniano.

Por la ley 0-1 de Hewitt-Savage con probabilidad 1 se tiene que Bn > c
√
n

infinitas veces, i.e P

(
ĺım sup
n−→∞

{Bn > c
√
n}
)

= 1.

Notemos que
⋂
c∈N

ĺım sup
n−→∞

{Bn > c
√
n} = ĺım sup

n−→∞
{Bn√

n
= +∞}, por lo tanto

P

(
ĺım sup
n−→∞

{Bn√
n

= +∞}
)

= 1. La parte del ĺımite inferior se prueba de manera

analoga. �

Teorema 2 (Ley 0-1 de Kolmogorov) Sea 〈Xn〉 una sucesión de variables
aleatorias independientes, defina la σ-álgebra de cola como

τ =
⋂
n∈N

σ (Xn+1, Xn+2, . . .) .

Entonces τ es trivial,i.e P (A) ∈ {0, 1} para todo A ∈ τ.

Dem: Sean τn = σ (Xn+1, . . .) y Fn = σ (X1, . . . , Xn) . Entonces Fn es inde-
pendiente de τm para toda m > n, por lo tanto Fn también es independiente

de τ para cualquier n ∈ N. Ahora, vemos que la σálgebra F∞ = σ

( ⋃
n∈N

Fn

)
también es independiente de τ ya que cada Fn lo es. Trivialmente , A ∈ τ im-
plica que A ∈ F∞, entonces P (A) = P (A ∩A) = P (A)P (A), por lo tanto
P (A) ∈ {0, 1}. �

51



Apéndice B: Martingalas

Sea (Ω, F, P ) un espacio de probabilidad, una familia de sub-σ-álgebras {Fn :
n > 0} se le llama filtración si F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ F.

Se verifica que F∞ = σ

(⋃
n
Fn

)
es una σ-álgebra y F∞ ⊂ F, decimos que un

proceso estocástico es adaptado a {Fn : n > 0} si Xn es Fn-medible.

Definición 3 Un proceso estocástico X es llamado martingala relativo a una
filtración {Fn}, si

X es adaptado a {Fn}

E [|Xn|] <∞ para toda n ∈ N

E [Xn|Fn−1] = Xn−1 c.s para toda n > 1.

Si la ultima condición se intercambia la igualdad por 6 se le llama supermar-
tingala y si se intercambia por > se le llama submartingala.

Definición 4 (Tiempo de paro) Un mapeo τ : Ω −→ N ∪{0,∞} es llamado
tiempo de paro si {τ 6 n} ∈ Fn para toda n 6∞.

Teorema 3 (Parada opcional de Doob)

a) Si τ es un tiempo de paro y X una supermartingala. Entonces Xτ es
integrable y E [Xτ ] 6 E [X0] en cada una de las siguientes situaciones:

i) τ es acotado (para algun M > 0 |τ | 6M para toda n.

ii) X es acotado y τ finito casi siempre.

iii) E [τ ] < ∞ y para alguna K > 0 se cumple |Xn − Xn−1| 6 K para
toda n.

b) Si cualquier condición i),ii),iii) se cumple y si X es una martingala, en-
tonces E [Xτ ] = E [X0] .

Dem: Sea cτ = 1(n6τ) y notemos que cτXn = Xτ∧n −X0 el lado izquierdo es
claramente integrable y por serX supermartingala se tiene que E [Xτ∧n −X0] =
0.
Para i) podemos tomar n = M , para ii) hacemos n −→∞ en

E [Xτ∧n −X − 0] 6 0

y el teorema de convergencia dominada nos da la conclusión. Para iii) tenemos
que

|Xτ∧n −Xo| = |
τ∧n∑
j=1

(Xj −Xj−1) | 6 Kτ,

además E [Kτ ] < ∞, una vez mas por el teorema de convergencia dominada
cuando n −→ ∞ se obtiene el resultado. Para probar b) basta con aplicar a) a
X y a −X. �.

52



Definición 5 (Numero de cruces) La variable aleatoria UN,[a,b](ω) es el nu-
mero de cruces en [a, b] hechos por la trayectoria n 7−→ Xn (ω) hasta el tiempo
N. Esta definida como el entero positivo k mas grande tal que podemos encon-
trar 0 6 s1 < t1 < s2 < t2 < . . . < sk < tk < N con Xsi (ω) < a, Xti (ω) > b
con 1 6 i 6 k.

Lema 1 (Cruces ascendentes de Doob) Sea X una supermartingala y UN,[a,b]
el numero de cruces en [a, b] al tiempo N. Entonces

(a− b)E
[
UN,[a,b]

]
6 E

[
(XN − a)

−
]
.

Para una demostración de este importante lema ver [5] .

Teorema 4 Sea X una supermartingala acotada en L1 tal que Sup
n
E [|Xn|] <

∞.
Sean a, b ∈ R con a < b, entonces con U∞,[a,b] := ĺım

N−→∞
UN,[a,b] se tiene que

(b− a)E
[
U∞,[a,b]

]
6 |a|+ Sup

n
E [|Xn|] <∞

y por lo tanto P
(
U∞,[a,b] =∞

)
= 0.

Dem: Por el lema anterior, tenemos para N ∈ N,

(b− a)E
[
UN,[a,b]

]
6 |a|+ E [|XN |] 6 |a|+ Sup

n
E [|Xn|] .

Haciendo N −→∞ junto con el teorema de convergencia monótona obtenemos
el resultado. �

Teorema 5 (Convergencia de Doob) Sea X una supermartingala acotada
en L1 con Sup

n
E [|Xn|] < ∞. Entonces X∞ := ĺım

n−→∞
Xn existe c.s y es finita.

(Por definición hacemos X∞ (ω) = ĺım sup
n−→∞

Xn (ω) para toda ω en la que existe

el ĺımite, aśı que X∞ sera F∞-medible.

Dem:Sea Λ := {Xn no converge a un ĺımite en [−∞,∞]}, entonces

Λ = {ĺım inf
n−→∞

Xn < ĺım sup
n−→∞

Xn}.

Luego Λ =
⋃

{a,b∈Q:a<b}
Λa,b con

Λa,b = {ĺım inf
n−→∞

Xn < a < b < ĺım sup
n−→∞

Xn} ⊂ {U∞,[a,b] =∞}.

Por el teorema anterior P (Λa,b) = 0, esto implica que P (Λ) = 0. Entonces
X∞ = ĺım

n−→∞
Xn existe caśı siempre en [−∞,∞] , el lema de Fatou muestra que

E [|X∞|] = E
[
ĺım inf
n−→∞

|Xn|
]
6 ĺım inf

n−→∞
E [|Xn|] 6 Sup

n
E [|Xn|] <∞.

Aśı que P (X∞ es finito ) = 1. �
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Corolario 2 Si X es una supermartingala no negativa , entonces X∞ = ĺım
n−→∞

Xn

existe casi siempre.

Dem: Es claro que X es acotada en L1 ya que

E [|Xn|] = E [Xn] 6 E [X0] <∞. �

Definición 6 (Integrabilidad uniforme) Una familia C de variables aleato-
rias es llamada uniformemente integrable si dado ε > 0, existe K ∈ [0,∞) tal
que E

[
|X|1(|X|>K)

]
< ε para toda X ∈ C.

Notamos que para ε = 1 existe K1 > 0 tal que

E [|X|] = E
[
|X|1(|X|>K1)

]
+ E

[
|X|1(|X|6K1)

]
6 1 +K1,

entonces la integrabilidad uniforme implica que la familia C es uniformemente
acotada en L1.

Lema 2 (Una propiedad sobre continuidad absoluta)

a) Sea X ∈ L1. Entonces dada ε > 0 existe un δ > 0 tal que para A ∈ F con
P (A) < δ implica que E [|X|1A) < ε.

b) Si X ∈ L1 y ε > 0 entonces existe K > 0 tal que E
[
|X|1(|X|>K)

]
< ε.

Dem: Para probar a), supongamos que la conclusión es falsa, entonces para
algún ε0 > podemos encontrar una sucesión 〈Fn〉 ⊂ F tal que P (Fn) < 2−n y
E [|X|1Fn ] > ε0. Sea H := ĺım sup

n−→∞
Fn se verifica que P (H) = 0, pero el lema de

Fatou nos dice:

E [|X|1H ] =

∫
Ω

ĺım sup
n−→∞

|X|1FndP > ĺım sup
n−→∞

∫
Ω

|X|1FndP > ε0,

lo cual es una contradicción.

Para probar b), sea δ > 0 como en el inciso a), por la desigualdad de Mar-
kov tenemos que KP (|X| > K) 6 E (|X|] . Podemos escoger K de forma que
P (|X| > K] < δ. �

Teorema 6 (Condiciones suficientes para la integrabilidad uniforme)

a) Sea C una familia de variables aleatorias uniformemente acotada en Lp

con p > 1 tal que para algún M > 0 se cumple E [|X|p] < M para toda
X ∈ C. Entonces C es uniformemente integrable.
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b) Sea C una familia de variables aleatorias dominadas por una variable
aleatoria Y no negativa e integrable; esto es, |X|Y para toda X ∈ C y
E [Y ] <∞. Entonces C es uniformemente integrable.

Dem: Claramente para cualquier v > K > 0 se cumple que v 6 K1−pvp,
entonces

E
[
|X|1(|X|>K)

]
6 K1−pE

[
|X|p1(|X|>K)

]
6 K1−pA.

Esto prueba a).

Ahora, E
[
|X|1(|X|>K)

]
6 E

[
Y 1(Y >K)

]
, usando la propiedad de continuidad

absoluta para Y se obtene el resultado. �

Definición 7 (Convergencia en probabilidad) Sea Xn una sucesión de va-
riables aleatorias y se sea X una variable aleatoria, decimos que Xn −→ X en
probabilidad si para todo ε > 0 se tiene que P (|Xn −X|) −→ 0 cuando n −→∞.

Lema 3 Si Xn −→ X c.s entonces Xn −→ X en probabilidad.

Dem: Dado ε > 0, por el lema de Fatou:

0 = P

(
ĺım sup
n−→∞

{|Xn −X| > ε}
)

> ĺım sup
n−→∞

P (|Xn −X| > ε) . �

Teorema 7 (Convergencia acotada débil) Sea 〈Xn〉 una sucesión de va-
riables aleatorias convergente en probabilidad a una variable aleatoria X y para
la cual existe K > 0 tal que |Xn| 6 K. Entonces E [|Xn −X|] −→ 0 cuando
n −→∞.

Dem: Primero verificamos que P (|X| 6 K) = 1. Tenemos que para todo k ∈ N ,
P
(
|X| > K + k−1

)
6 P

(
|X −Xn| > k−1

)
−→ 0 cuando n −→∞.

Entonces P
(
|X| > K + k−1

)
= 0 y por lo tanto

P (|X| > K) = P

( ⋃
k∈N

{|X| > K + k−}

)
= 0.

Ahora, dado ε > 0 podemos escoger n0 tal que P
(
|Xn −X| > ε

3

)
< ε

3K para
n > n0, entonces

E [|Xn −X|] = E
[
|Xn −X|1(|Xn−X|> ε

3 )

]
+ E

[
|Xn −X|1(|Xn−X|6 ε

3 )

]
6 2KP

(
|Xn −X| >

ε

3

)
+
ε

3
6 ε. �
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Teorema 8 (condición suficiente para la convergencia en L1) Sean 〈Xn〉
y X variables aleatorias tal que

i) Xn −→ X en probabilidad y X ∈ L1,

ii) la sucesión 〈Xn〉 es uniformemente integrable.

Entonces Xn −→ X en L1.

Dem: Para K > 0 definamos φK : R −→ R como

φK (x) =


K si x > K

x si |x| 6 0

−K si x < −K.

Con ε > 0, por la propiedad de integrabilidad uniforme y por la parte b) del
teorema sobre continuidad absoluta podemos escoger K > 0 tal que

E [|φK (Xn)−Xn|] <
ε

3

para toda n ∈ N y [|φK (X)−X|] < ε
3 . Pero |φK (x) − φK (y) | 6 |x − y|,

entonces φK (Xn) −→ φK (X) en probabilidad.
Por el teorema de convergencia dominada débil podemos escoger n0 tal que
para n > n0 se cumple que E [|φK (Xn)− φK (X) |] < ε

3 . Por último, usando la
desigualdad triangular concluimos que E (|Xn −X|] < ε. �

Teorema 9 Sea M una martingala uniformemente integrable. Entonces M∞ =
ĺım

n−→∞
Xn existe c.s y pertenece a L1, además para cada n se tiene

Mn = E [M∞|Fn] .

Dem: De acuerdo a la definición de integrabilidad uniforme M está acotada en
L1, aśı que M∞ = ĺım

n−→∞
Mn existe c.s y por el teorema anterior es convergente

en L1.

Ahora, probamos que Mn = E [M∞|Fn] c.s. Para A ∈ Fn y r > n la propiedad
de martingala implica que E [Mr1A] = E [Mn1A], pero

|E [Mr1A]− E [M∞1A] | 6 E [|Mr −M∞|1A]

6 E [|Mr −M∞|] .

Haciendo r −→∞ encontramos que E [M∞1A] = E [Mn1A] para toda n y todo
a ∈ Fn, por definición de esperanza condicional se concluye que

Mn = E [M∞|Fn] . �
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Figura 9: Ecuacion de calor

Figura 10: Trayectorias de un movimiento Browniano

Código de simulaciones

f unc t i on [B]=TMB( dt , n ,N) \\ N t r a y e c t o r i a s de un movimiento
Browniano

B=ze ro s (n+1,N) ;
for j =1:M

for i =1:n
dB = sq r t ( dt ) ∗ rand (1 , ’ normal ’ )
B( i +1, j ) = B( i , j ) + dB ;
end

end
endfunct ion
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f unc t i on [ y]= po l i ( x ) \\ Ecuacion de c a l o r por medio de Montecarlo
p=0;
y=12∗x−26∗x.ˆ2+20∗x.ˆ3−5∗x .ˆ4 \\ u(x , 0 ) es un pol inomio f i g 9
endfunct ion

func t i on [ u]=MCC(N, x , t ) \\ N t r a y e c t o r i a s Brownianas evaluadas en
l a cond i c i on i n i c i a l y promediadas

p=0;
for i =1:N

w = x + sq r t ( t ) ∗ rand (1 , ’ normal ’ )
p = p + po l i (w)

end
u = p/N
endfunct ion

func t i on [ u]=FKM(M,N, x , t , j ) \\ Feynman−Kac de forma r e cu r s i v a
comenzando

dt=t /N; s=0;p=0;
s e l e c t j
case 1 then
u=f \\ Comenzando con una func ion f dada
else
for i =1:M
for k=1:N−1
s=s + (1 − FKM(M,N, x+sq r t ( k∗dt ) ∗ rand (1 , ’ normal ’ )+c∗ t , t , j−1) ) ∗dt
end
w= x + sq r t ( t ) ∗exp ( s )
p= p + FKM(M,N,w, t , j−1)∗exp ( s )
u= p/M
end

end
endfunct ion
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