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Introduccion.

Durante las dltimas décadas la teorfa de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) a jugado
un papel importante para ayudarnos a entender el comportamiento de algunos sistemas
dinamicos. En principio, la teoria KAM fue desarrollada para estudiar sistemas dindmicos
Hamiltonianos que son cercanos a los integrables. Es bien sabido que el retrato fase de
los sistemas integrables contiene toros invariantes, la teoria KAM establece la persistencia
de esos toros para los sistemas perturbados, los cuales contienen orbitas cuasi-periddicas.
Con el paso del tiempo la teoria KAM se ha extendido fuera del mundo de los siste-
mas Hamiltonianos y se ha convertido en un &area de investigacién bastante activa en
Matematicas.

El objetivo de este trabajo es hacer un estudio numérico de los dominios de analiticidad
de las parametrizaciones de los toros invariantes de los sistemas perturbados para algunos
sistemas particulares, a saber, el mapeo estandar y el mapeo estandar disipativo. La
razén de estudiar dominios de analiticidad es que, en aplicaciones, frecuentemente se
usan expansiones de perturbaciones cuyo comportamiento y utilidad esta afectado por sus
singularidades complejas, incluso si el comportamiento de la solucién original es bastante
bueno para valores reales del parametro.

El esquema de este trabajo es el siguiente. Comenzaremos estudiando un mapeo bas-
tante conocido en teoria KAM, es decir, empezaremos este trabajo haciendo un estudio
numeérico del dominio de analiticidad del mapeo estandar. Esto se hara ya que este mapeo
ha sido ampliamente estudiado y, por esto, disponemos de resultados con los cuales pode-
mos comparar los obtenidos aqui'. Este estudio serd llevado a cabo utilizando aproziman-
tes de Padé de la parametrizacién de los toros invariantes, la cual es obtenida utilizando
un método conocido como series de Lindstedt. Ambos conceptos seran introducidos a lo
largo del primer capitulo.

Posteriormente, en el segundo capitulo, procederemos a hacer un estudio numérico del
dominio de analiticidad de los toros invariantes para el mapeo estandar disipativo, cuando
la disipacion tiende a cero, tratando de utilizar las mismas técnicas aplicadas para el caso
sin disipacion. En este punto es conveniente notar dos cosas. Primero, en el caso en el
que hay una disipacién no se han hecho estudios tan exhaustivos como en el caso del
mapeo estandar. Aun mas, no se sabe con certeza cual es el dominio de analiticidad de las
parametrizaciones de los toros invariantes en el plano complejo, lo més que se tiene es una
conjetura? de la forma de este dominio. Segunda, el lector tiene que tomar en cuenta que
anadir una disipacién a un sistema Hamiltoniano es una perturbacion singular. En general

1Véase, por ejemplo [8].
2Véase, [4]. En este articulo se considera la disipacién b(e) = 1 — &2, que es la que se utilizard en este
trabajo.
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v INTRODUCCION.

se espera que un sistema Hamiltoniano admita soluciones cuasi-periédicas con muchas
frecuencias. Sin embargo, un sistema con disipacién positiva, incluso si es extremadamente
pequena, conduce a la creacién de atractores que tienen muy pocas, o incluso ninguna
solucion cuasi-periddica. Es por esto que el mapeo disipativo que consideraremos en el
segundo capitulo tiene un parametro externo en forma de forzamiento.

Debido a la complejidad del caso disipativo nos dimos a la tarea de explorar otro
método para tratar de aproximar este dominio de analiticidad. Este es conocido como
método de Nash-Moser y se basa en el que quiza sea el principio heuristico més basico en
la Teoria KAM, es decir, convergencia cuadrdtica puede superar a los pequenos
divisores. A grandes rasgos esto quiere decir que, si tenemos un método de aproximacion
que reduce el error a algo que es de orden cuadrético en el error original, entonces, podemos
obtener convergencia incluso si la solucion requiere resolver una ecuacién que involucra
pequenos divisores.

Para finalizar, el autor quiere enfatizar que en este trabajo se optd por enfocarse en el
aspecto numérico. Es por ésto que en algunas partes se prefirié exponer las ideas detras
de los métodos utilizados de una forma heuristica. Esto se debe en parte a la extension
de este trabajo, ya que exponer minuciosamente todos los resultados necesarios hubiera
incrementado sustancialmente la longitud de esta tesina. Se ha tratado de incorporar una
bibliografia lo suficientemente completa para satisfacer las necesidades del lector que desee
ahondar en los resultados de los que hablamos a lo largo de este trabajo.
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Capitulo 1

El mapeo estandar.

Empezaremos este trabajo estudiando el mapeo estdndar. El mapeo estandar es un
mapeo de R X T en si mismo. Denotando como p a la coordenada real y como ¢ al angulo,
el mapeo estandar queda definido como:

T:(p,q) = (p—V'(q), g +p —eV'(q)) (1.1)

donde V(q) = V(g+1) es una funcién periédica suave (para los propésitos de este trabajo,
analitica). Denotando como p, y ¢, los valores de las coordenadas en el tiempo discreto
n, el mapeo estandar puede ser escrito como:

Pny1 = Pn — 5V’(Qn)
Gn+1 = qn + Pnt1 mod 1. (1.2)
Sustituyendo la expresion para p,.1, dada por la segunda ecuacién de (1.2), en la

primera ecuacién de (1.2) podemos ver que el sistema (1.2) es equivalente a la siguiente
ecuacion de segundo orden:

dn+1 — QQn + qno1 = —5V’(qn) (13)

La primera formulacién, Hamiltoniana, (1.2) aparece naturalmente en algunos sistemas
mecanicos. La segunda formulacién, Lagrangiana, (1.3) aparece como parte de un principio
variacional, es decir, (1.3) es equivalente a la ecuacién

0L
=0
Oty

donde .
NOEEDD [_(QH-H —an — a)’ +eV(qn)

Si consideramos el mapeo (1.2) con € = 0, éste adquiere la siguiente forma

Pn+1 = Pn
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En este nuevo mapeo, (1.4), los circulos horizontales {p, = const|n € Z} en el cilindro
son invariantes y la dindamica de la coordenada ¢ en cada circulo es una rotacion rigida
que es mas rapida en los circulos donde p,, es més grande. Notese que cuando py es un
nimero irracional, no es dificil demostrar que la érbita de g, es densa en el circulo.

Aun més, notemos que el mapeo (1.2) es una perturbacién del mapeo (1.4). Un resul-
tado bastante bien conocido en teoria KAM asegura que para ¢ relativamente pequernios el
mapeo (1.2) presenta dérbitas cuasi-periédicas que son densas en un circulo (este resultado
puede consultarse en [10] y/o en las multiples referencias contenidad ahi). Es decir, para &
suficientemente pequeno, la perturbacién (1.2) del mapeo (1.4) sigue admitiendo circulos
invariantes que contienen una érbita densa.

Dado que sabemos que el sistema (1.2) posee toros (circulos) invariantes, si € es sufi-
cientemente pequena, nuestro objetivo es desarrollar una implementacion numérica para
tratar de entender a que nos referimos con la expresién suficientemente pequena cuando
hablamos del parametro . Es decir, a continuacion presentaremos las ideas detras de
la implementacion numeérica que utilizaremos para determinar el dominio, en el plano
complejo, de las ¢ para las cuales el mapeo (1.2) tiene un toro invariante.

1.1. Series de Lindstedt.

La idea basica del método de Lindstedt es considerar una familia de funciones cuasi-
periddicas que dependen de un parametro € y suponer que es una solucién de nuestras
ecuaciones de movimiento. La ecuacion que resulta de hacer el anterior supuesto se resuel-
ve, en el sentido de series de potencias en ¢, igualando los términos con la misma potencia
de € en ambos lados de la ecuacién. A continuacién se explicara con mas detalle como
se lleva a cabo este proceso para el caso del mapeo estandar. La siguiente discusion esta
basada en las ideas expuestas en [10].

Utilizando la formulacién Hamiltoniana (1.1) buscamos una funcién K, : T — R x T!
de tal forma que

T. o K.(0) = K.(0 +w). (1.5)

Notemos que si (1.5) se cumple, entonces, la funcién K. representaria un circulo invariante
y para cada punto en este circulo el comportamiento de su érbita quedaria determinado
por el ntmero w.

Suponiendo que
K.(0) =) K.(0)"  yque  Ti(p,0)=> Tu(p,0)"
n=0 n=0

el objetivo es introducir estas expresiones en (1.5) y, posteriormente, igualar las potencias
de € en ambos lados de (1.5), ésto después de de expandir 7. o K.(f) tanto como sea
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posible en ¢ utilizando el teorema de Taylor. Es decir, (1.5) adquiere la forma
TE o} KE(H) = To 9] Ko(e) + [Tl e} Ko(e) + (DTO @) Ko)K1<0)] g

1
+ {TQ o Ky(0) + (DTy 0 Ko) Ky + (DT, o Ko) K, + 5(1)2T0 o Ko)K¥%| e? + ...

Se puede observar que los coeficientes de cada potencia de e, en la expansién de
T. o K (), se van volviendo mucho muy complicados conforme n crece. Antes de ir més
lejos serd mejor explorar este desarrollo en serie de potencias desde el punto de vista
lagarangiano.

En la formulacién lagrangiana (1.3), el objetivo es buscar una funcién g. : R — R que
satisfaga
98(0 + 1) = g€(0> +1

o0, equivalentemente,

95(9) =0+ 65(9)

con £.(0 + 1) = £.(0), i.e., queremos encontrar una funcién ¢, : T' — T' que satisfaga la
ecuacion

0.(0+w) —20.(0) + 0.(0 —w) = —eV'(0 + £.(0)). (1.6)
Esto ya que si encontramos soluciones de (1.6), podemos asegurar que algunas 6rbitas g,
que resuelven (1.3) pueden ser escritas como
Gn = nw + l(nw).
Aun mas,
Pn=w+ l(nw) — L (nw — w)
y la funcién K. estaria dada explicitamente por

w4 C.(0)—1(0 —w
K.(0) = ( éi&(@g >>. (1.7)

Esto pues, si se cumple (1.6), se tendra lo siguiente

o ()
\O+ /. (6) —l—w—i—ﬁ (9) 55(9 w) _€V,(9+£5<9))
(w+€ (6 + w) _g(9)>

)

04w+ £, 9—i—w
=K. (0 +w).
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Es decir, si encontramos una funcién periédica ¢.(0) que satisfaga (1.6), existira un toro
invariante bajo 7. cuya parametrizacién estard dada por (1.7). De este modo la existencia
de circulos invariantes para el mapeo estandar estara supeditada a la existencia de £.(6).
En seguida iniciaremos nuestro estudio para determinar para que valores de ¢ existe una
funcion /..

Observacion 1.1. Es importante notar el hecho de que, cuando escogemos coordenadas
en el circulo, podemos poner el origen en cualquier lugar, lo cual implica que K (-+ o) es
una solucion de (1.5) si K. lo es y que l-(- + o) + o es una solucion de (1.6) si {. lo es.
Debido a esto podemos asumir, y a lo largo de este trabajo asumiremos, que

/lea(e)de = 0. (1.8)

La condicion (1.8) se impone para asegurar la unicidad de la solucion.

A continuacién empezaremos a investigar la existencia de soluciones de (1.6) como
series de potencias formales en ¢. Si escribimos

((0) = La(0)e"

la ecuacién (1.6) tendrd la siguiente formal

N [0,(0 + w) — 20,(0) + £,(0 — w)| €™ = =V'(0)e — V"(0)(1(0)e* + O(£%). (1.9)

n

Empatando los términos de orden £° tenemos que

Lulo = Lo(0 + w) — 260(6) + Lo(6 — w) = O; /1 0o(8)df = 0. (1.10)

En este punto vale la pena hacer una pequena digresion para estudiar algunas parti-
cularidades del operador

Lop =00 +w)—20(0) + o0 —w).

Este operador aparece frecuentemente en teoria KAM y se sabe que puede ser convenien-
temente analizado utilizando series de Fourier.

'En este punto la notacién es un poco desafortunada ya que ¢, podria referirse al n-ésimo término
de la serie de potencias asi como a f. evaluado en ¢ = n. En la discusién en que estamos apunto de
embarcarnos, {1, {2, etc. siempre se referirdan al n-ésimo término de la serie de potencias. Nétese que ¢
tiene ambos significados.
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Lema 1.1. Seaw ¢ Q. Sin: R — R es una funcion continua y periddica (de periodo 1),
1

tal que / n(0)dd = 0. Entonces, eziste una solucion formal, ¢, a la ecuacion
0

Lep(0) = 1(0) (1.11)
dada en términos de los coeficientes de Fourier de n. Aun mds, la solucion ¢ puede ser

1
encontrada de tal forma que / ©(0)dd = 0.
0

Prueba: Empecemos notando que

Lw€27mk9 _ e27mk(9+w) . 2627rzk9 + e27rzk(97w) _ eszkG (eZTrzkw — 24+ 67271'1]%1)

= 2(cos(2mkw) — 1)e*™k?

entonces, si n(f) = Z nee?™* v () = Z Pre*™* 1a ecuacién (1.11) se reduce, formal-

keZ keZ
mente, a
Z 2(cos(2mkw) — 1)pje* k0 Zn e2mike
ke, keZ
es decir,
2(cos(2mkw) — V)pp =, Vk € Z. (1.12)

1
Ahora, dado que w ¢ Q y que 7y = / n(0)dh, es claro que una solucién de (1.12) es
0

~ . Mk
= = keZ .
=0y & 2(cos(2mkw) — 1) vk € Z\{0}

Es decir, una solucién formal, ¢, de (1.11) estd dada por

ﬁk 2mikO
0) = ) 1.13
eo0)= 2 2(cos(2rkw) — 1)° (1.13)
kezZ\{0}

1
Finalmente, el hecho de escoger a @y = 0 implica que / w(0)do = 0.
0

g.e.d.

Observacion 1.2. Notemos que el estatus de (1.13) como una solucion analitica es algo
complicado, esto ya que {2rkw | k € Z} es denso en el circulo y, entonces, los denomi-
nadores de los coeficientes en (1.13) se pueden hacer arbitrariamente pequenios, lo cual
podria causar que la serie no converja. Este problema es central en teoria KAM 1y es co-
nocido como problema de pequenos divisores. Se sabe que cuando el lado derecho de la
ecuacion (1.11) es una funcién analitica y el nimero w es diofdntico (esto asequra que
los denominadores no sean tan pequenos®), entonces, la solucién de (1.11) es una funcidn
analitica. Véase, por ejemplo [10)].

2Véase, Definicién 1.2.
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Regresando a nuestro andlisis de la ecuacién (1.10). El Lema 1.1 nos permite con-
cluir que, si w ¢ Q, la ecuacién (1.10) puede resolverse formalmente en términos de sus
coeficientes de Fourier y, claramente, la soluciéon es

6050.

Ahora, empatando los términos de orden €' en (1.9) tenemos que
1
Loli(6) = —V'(0): / ((0)d0 = 0. (1.14)
0

Como fol V'(0)df = 0 (V es periddica), entonces, el Lema 1.1 implica que (1.14) admite
una solucién formal [;(0) (la cual serd una funcién analitica si w es diofantico).
Haciendo lo mismo para los términos de orden £? tenemos que

1
Lobs(6) = —V"(6)01(6): / 0(0)d0 = 0, (1.15)
0
y en general, para ", se tiene que
1
L®) =505 [ oo
0

donde S,(0) es el n-ésimo coeficiente de la expansién en serie de Taylor de —eV’(0+(.(6))
alrededor de € = 0, es decir,

—eV'(0+0.(0)) = i Sn(0)e™. (1.16)

Cabe resaltar que los términos S,,(0) involucraran derivadas de V' y los términos ¢;(6),
05(0), ..., l,_1(0); los cuales se tendrén si se han resuelto las n — 1 ecuaciones anteriores.

Entonces, para que la ecuacién (1.18) tenga una solucién formal a cualquier orden n,
de acuerdo con el Lema 1.1, es necesario que

/1 S,(6)d0 = 0. (1.17)

Esto es lo que demostraremos en el siguiente lema.

Lema 1.2. Sea w un numero diofintico. St V una funcion real, analitica y periddica
(V(0) =V(0+1)), entonces, eziste una solucion €,(0) a la ecuacion

Lobn(8) = S0 (6): /1 (,(6)d6 =0, (1.18)

que estd dada en términos de sus coeficientes de Fourier. Donde las funciones S, (0) estdn
dadas por (1.16).
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Prueba: Procederemos por induccién. Para n = 0 la ecuacién tiene la forma (1.10) y ya

se establecié que ésta tiene solucién ¢y = 0. Ahora supongamos que (1.18) tiene solucién

para k =1,...,n — 1. Demostraremos que la ecuacién tiene una solucion para k = n.
Por el Lema 1.1 es suficiente demostrar que

/0 1 S,(0)d6 = 0.

n—1
Antes que nada introduciremos la notacién £.<"(9) = Z ;(0)e". Primero notemos que
i=0

—eV'(0 + L:(0)) = —eV'(0 + (5)(0) + (27(0)) = —< [V (0 + £57(9)) + O (¢27(6))]
pero O(LE™(0)) = O(e"), de aquf que

—eV'(O +£.(0)) = =V (0 + £(9)) + O™ ). (1.19)
Por otro lado, utilizando el hecho de que Ll (0) = Si(0) para toda 0 < k < n — 1,

tenemos que

i S (0)e* = ni Loli(0)e" + S, (0)e™ + O(e™). (1.20)

Utilizando la linealidad del operador L, y, sustituyendo (1.19) y (1.20) en (1.16),
obtenemos la relacién

L lS(0) + eV (0 + (57(0)) + €S, (0) = O(e™). (1.21)
Ahora, multiplicando (1.21) por [1 + €£<n]/(9)} e integrado?, se sigue que

1 1
0= / L,(="(0)do + / L, (=M (0) <" (9)dg
0 0

+ / 1 V(0 + (5(0)) [L+ 6= (9)] do

1
+&" / S, (0)(=" (0)do (1.22)
0

1
+e" / S, (60)do
0
+ O ( En-i-l)
Analicemos las integrales que aparecen en (1.22). Primero, utilizando un cambio de
variable y el hecho de que V es periddica tenemos que

/ 1 V(0 + (5(0)) [1+ (=" (9)] do = o.

d
3En este caso / = —

dg’
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Por otro lado, es claro que

1
/ L,(="(6)de = 0,

0
ésto pues, para cualquier funcion periddica f, se tiene que

/01f<0)d9: /Olf(0+w)d9 _ /Olf(g_w)de'

Ahora, para analizar que pasa con la segunda integral notemos que

1 1 ’
| t=wdronds = |5 (1=@))) s o
0 0 2

ademds, integrando por partes y usando la periodicidad de las funciones ¢, (), encontra-
mos que

1 1
/ (=G + W)= (0)do = — / (=G W)= (0)d
0 0

1
=— / (= 0) =T (9 — w)d.
0

Las dos relaciones anteriores implican que

1
/ L,(=M ()< (9)dh = 0.

0

De acuerdo a las lineas anteriores podemos notar que la igualdad (1.21) en realidad tiene
la forma

1 1
" / Sn(0)C="(0)dO + / S, (0)do = O™ ™). (1.23)
0 0
Sin embargo, dado que £y = 0, tenemos que (" = £(8) + O(£2) y por lo tanto
£"Sn (0= (9) = O D).

Debido a ésto y a (1.23) se concluye que

/01 S,(0)d0 = 0.

g.e.d.

Resumiendo, el Lema 1.2 asegura que dada la ecuacion

000+ w) — 20.(0) + £.(0 — w) = —V'(0 + £.(0))

~—

podemos encontrar una solucién formal ¢.(0) dada por

0.(0) = ien(e)gn, (1.24)

donde cada ¢,(0) es solucién al problema (1.18).
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Observacion 1.3. Como ya se ha mencionado, si w es diofintico y V' es una funcion
analitica (por ejemplo, un polinomio trigonométrico), se tendrd que cada término ¢,,(0) en
(1.24) es una funcion analitica. Aun mds, también puede mostrarse que la funcion (.(0)
(que garantiza la existencia de toros invariantes para el mapeo estandar) es una funcion
analitica cerca de € = 0. Véase por ejemplo [10]. Nétese que (.(0) serd analitica en un
espacio de funciones analiticas, esto ya que la serie en (1.24) tiene que entenderse como
una suma infinita de funciones analiticas.

Nuestro siguiente objetivo serd hacer un estudio numérico del dominio de analiticidad
de la funcién ¢.(0) considerando a € como un pardmetro complejo. Para llevar a cabo este
estudio sera necesario introducir el método de Padé.

1.2. El método de Padé.

Los aproximantes de Padé son un tipo particular de aproximaciones racionales al valor
de una funcién. La idea es aproximar la expansion de la serie de Taylor de una funcion
tanto como sea posible.

Definicién 1.1. Dada una serie A(e) = Y 7~ a;e’, definimos la aprozimacion de
Padé de tipo [M, N] como los polinomios P(e), Q(e) tales que

grad P = N, grad Q = M, Q(0) = 1;

Ae) — P& _ penvearny (1.25)

La existencia de los polinomios P y () se obtiene del siguiente argumento. Observando
que (1.25) es equivalente a

A(e)Q(e) = P(e) + O™
y expresando todo en términos de los coeficientes de los polinomios

Ple)=) pe v Q) =) g
j=0 7=0

tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

Qo = Do
a1 + apqq = D
az + a1q1 + apqo = P2
' (1.26)
ay +an_1q1 + -+ apgn = DN

any1 +anqg +---+an—p+igy = 0

an+ym +aniy—1q1+ - +avqgy = 0
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el cual tiene solucion si N < M. Esto se puede hacer de la siguiente forma, primero
se resuelve el sistema que sélo involucra los coeficientes de () y, una vez hecho esto, se
sustituye en el otro sistema para asi obtener los coeficientes de P.

La base del método de Padé, que queremos utilizar para estimar el dominio de ana-
liticidad de ¢.(0), radica en la observaciéon de que los aproximantes de Padé usualmente
convergen en dominios mucho mas grandes que la misma expansién de Taylor en base a la
cual estan construidos, ésto ya que la aproximacién puede presentar singularidades (como
polos) que no se presentan en la serie de Taylor. De aqui que, usualmente, los dominios
de analiticidad de una funcién pueden ser estimados buscando los ceros del denominador
de la aproximacién de Padé.

Regresando a nuestro problema, en la seccién anterior establecimos que ¢.(6) puede
ser expresada formalmente como

0.(0) = iznw)e"

ya hemos comentado que, de hecho, esta funcién es analitica cerca de € = 0. Para tratar
de encontrar su dominio de analiticidad utilizaremos aproximantes de Padé. Notemos que
esto parece ser una muy buena idea, ya que para encontrar los aproximantes de Padé es
suficiente tener un nimero finito de coeficientes de la expansién de £.(6). Es decir, sélo es
necesario resolver un nimero finito de veces la ecuacién (1.18).

1.3. Descripcion del algoritmo numérico y resulta-
dos.

A continuacién haré una descripcion de como fueron implementadas las ideas arriba
expuestas para poder encontrar el dominio de analiticidad, en el plano complejo, de la
funcion £.(6).

Antes que nada, recordemos que para poder hablar de analiticidad necesitamos que el
nimero w que define al operador L, sea diofantico. Para nuestra implementacion utiliza-
mos el nimero

L1tV

2
Antes de mostrar los resultados obtenidos veamos que el nimero que escogimos efectiva-
mente es diofantico. Para ésto, primero recordaremos la definicién de nimero diofantico
y luego probaremos un Teorema que nos permitira probar que la razén durea lo es.

Definicién 1.2. Un nimero w es diofantico de tipo (K,v) para K >0 yv > 1, si

w— E‘ > Klg|™'7
q

para todo § € Q. A los numeros que no son diofdnticos se les llama nimeros de Liouville.
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Teorema 1.1. Sea w € R\Q tal que P(w) = 0 donde P es un polinomio de grado r
con coeficientes en los enteros. Ademds, supongamos que P'(w) = 0,..., PY(w) = 0,
PUTD(w) # 0. Entonces, existe C > tal que
m —r/(+1)
w——|>Cn Vm,n € Z. (1.27)
n

Prueba: Dado que los ceros de los polinomios son aislados, se tiene que P() # 0

cuando % es muy cercano a w. Esto, aunado al hecho de que n"P(™) € Z, implica que
n" P (Tﬂ > 1, es decir,
n
‘P (T) - P(w)( > (1.28)
n
Por otro lado, el Teorema de Taylor asegura que
~ +1
)P (T> —P(w)( < (J‘w—@ ! (1.29)
n n

para alguna C' > 0 (el lado derecho de (1.29) es es residuo de la expansién de Taylor).
Finalmente utilizando (1.28) y (1.29) concluimos (1.27) para ™ cerca de w. Para ™ lejos
de w el resultado es obvio.

g.e.d.

1+
2

1+\/3y1—\/5

2
Luego, por el Teorema 1.1 se concluye que

S

Lema 1.3. El numero irracional w = es diofdntico.

son raices del polinomio P(z) = 2* —z —1.

Prueba: Notemos que w =

‘w - %‘ > COn2 (1.30)

Es decir, w es diofantico de tipo (C,1).
g.e.d.

Los nimeros diofanticos que satisfacen (1.30) se dice que son de tipo constante. Si
pensamos a un numero diofantico como un nimero irracional que es dificil de aproximar
por numeros racionales, entonces los niimeros diofanticos de tipo constante seran los mds
dificiles de aproximar por racionales. Luego, estos nimeros son los ideales para evitar
el problema de pequenos divisores. Es por esto que para nuestra implementaciéon hemos
elegido a la razon aurea.

Ahora, lo primero que se implementé fue encontrar una solucién numérica, en términos
de sus coeficientes de Fourier, a las ecuaciones

Lotn(0) = S (6). (1.31)

Es importante resaltar que los los términos S, (f) pueden ser calculados de una forma
bastante eficiente utilizando el siguiente ardid descrito en [9]:
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Denotando a
s(0,e) =sin(2w(0 + £-(0))) ya c(0,e) = cos(2m(0 + £-(0)))

tenemos que

d d

£5(9,5) = 27rc(9,5)£€5(9) (1.32)
d d
£c(9,€) = —QWS(Q,E)E&(Q)- (1.33)

Ahora, considerando las expansiones formales s(f,¢) = Z si(0)e? y c(0,¢) = Z c;(0)e’

7=0 7=0
y sustituyendo en (1.32) se tiene que

Z(] + 1>Sj+1(€)8j =27 <Z Cj(8)5j> (Z(] + 1)€j+1<9)8j)

— QWZ ( Cim(0)(m + 1)em+1(e)> el

y, andlogamente, (1.33) tendra la forma

S G+ e (@) =20y (Z Siom(0)(m + 1>em+1<e>) 2

Finalmente, para que las series sean iguales, formalmente, es necesario que tengan los
mismos coeficientes. Esto nos permite concluir que

(N + D)sn1(0) =27 Y enom(m + 1)l (6) (1.34)

m=0
N

(N + Denya(0) = =27 Z SN—m(m + 1)lp11(0) (1.35)

m=0
donde ¢y(0) = cos(270) y so(6) = sin(276).
Después de resolver la ecuacién (1.31) un ntmero finito, N, de veces se buscaron
aproximantes de Padé de la expresion

N

6(0) =Y 4(0) + 0N

J=0

y una vez encontrada la aproximacién se procedié a graficar las raices del denominador
de los aproximantes. Cabe mencionar que implementamos el método de Padé utilizando
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una librerfa de alta precisién del programa de dominio puiblico PARI/gp. Se opté por esta
libreria de alta precision ya que calcular los aproximantes de Padé es una tarea delicada,
pues el sistema (1.26) es bastante inestable, es decir, pequenos errores numéricos en los
coeficientes de la serie pueden ser enormemente amplificados.

En las siguientes figuras resumimos los resultados obtenidos al implementar lo descrito
anteriormente. La funcién utilizada para llevar a cabo los cédlculos fue

V'(z) = x sin(27x).

2w
15 T T
' C:\Pari-2-7-4\réices.txt’
1+ i o s # i
o W "
* »
05 3 %
D &,
bl i3
Jni HE
B g3
£ oor i &
* x
% e
-05 B i
N e
- . @
1k > £ - e
_15 Il Il Il Il Il Il Il
-2 1.5 -1 0.5 0 05 1 15 2

Figura 1.1: En esta figura se presentan los polos, en el plano complejo, de los aproximantes
de Padé de tipo [95, 95] para los dngulos 6 = /27 4+ 0,034546, i = 1,...,27. Fue utilizada
una precision de 300 cifras significativas. El dominio de analiticidad parece ser una bola
con centro en el origen y radio muy cercano a 1.

En la figura de arriba se puede apreciar que el dominio de analiticidad parece ser
una bola con centro en el origen y cuyo radio estda muy cerca de 1. En este punto cabe
mencionar que este resultado estd en completa concordancia con lo publicado en [8]. Aun
maés, este resultado parece indicar que el dominio de analiticidad, de la expansién de ¢.(0)
en ¢ para 0 fija, es independiente de 6.

A continuacién se presentan algunas graficas de la funcién /. (f) para algunos valores
de €. En los casos que se muestran en seguida se utilizaron 195 términos para aproximar
a la funcién £.(0), es decir,
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*CA\Pari-2-7-A\_epslonLxt +

P

Figura 1.2: Funcién /1 (6).

=

0

*CA\Pari-2-7-0\_epsilon3 it +

Figura 1.3: Funcién 6%(9).

*C\Pari-2-7-A\_epslons.xt +

1.4: Funcién £, ().
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0.06 . .
' C:\Pari-2-7-4\l_epsilon7.txt' +
0.04 - B
PRI
++*+++ ﬂu*uw
+ *
.
0.02 - I 4
.
;
.
;
.
of + AN
.
.
e +
002 e, 4
oo ]
ol ‘ ‘ ‘
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Figura 1.5: Funcion ¢z (0).
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0.06 T T
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Figura 1.6: Funcion £ (6).
10
0.06 T T
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004 ey T 1
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002 | bt ¥ ]
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. .
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.
002 | o, ]
. .
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: .
.
", +
.
004 - e, ++++* 1
o
-0.06 L L L L
0 02 0.4 0.6 08 1

Figura 1.7: Funcién £ ¢5(0).
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0.06

CA\Pari-27-4\_epslond7.xt —

0.04 -

0.02 -

-0.04 |-

-0.06

L L L L L L
0 02 04 06 08 1

Figura 1.8: Funcion ¢y g7(6). En este caso parece que se estd perdiendo analiticidad. Lo
que sugiere que le radio de la bola es menor que 1.

4

C:\Pari-2-7-4\_epsilon10.6¢ ——

L L L L L L
0 0.2 04 0.6 08 1

Figura 1.9: Funcién ¢;(0). Aqui se aprecia una completa pérdida de analiticidad. Lo que
parece indicar que € = 1 no esta en el dominio de analiticidad.



Capitulo 2

El mapeo estandar disipativo.

El mapeo estandar disipativo es un mapeo de R x T en si mismo, el cual es una
generalizacion de el mapeo estandar. Denotando como p a la coordenada real y como ¢ al
angulo, el mapeo estandar disipativo se define como:

T.(p,q) = (bp+c—eV'(q),q+bp+c—eV'(q)),

donde V' es una funcién periédica y analitica. Denotando a p,, ¢, como los valores de las
coordenadas en el tiempo discreto n, el mapeo estandar disipativo puede escribirse como:

Pry1 = bpn + ¢ —V'(qn)
In+1 = qn + Pnt1 mod 1. (2.1)

Sustituyendo la expresiones para p, y p,+1, dadas por la segunda ecuacién de (2.1), dentro
de la primera ecuacién de (2.1) podemos observar que el sistema es equivalente a la forma
Lagrangiana

g1 — (L+0)qn + bgny — c = —V'(qy). (2.2)

La primera observacién que cabe hacer acerca de este mapeo es que cuando b — 1y
¢ — 0 el mapeo estandar disipativo converge a el mapeo estandar.

Para los fines de este trabajo consideramos la disipacién como b(s) =1 — & y el for-
zamiento' como ¢ = c¢(€) tal que c(¢) — 0 cuando € — 0. En este caso (2.2) tendra la
siguiente forma,

Gn+1 — (2 - 53)‘]71 + (1 - 53)(]71—1 - C<€> = _8vl(Qn) (2'3)

o0, equivalentemente,

Pot1 = (1= &%)pn + ce) — V' (qn)
dn+1 = Q4n + Pn+1 mod 1. (24)

'E] hecho de agregar una disipacién hace que la perturbacién sea singular. Agregar un forzamiento
(un pardmetro externo) hard que los toros invariantes se preserven. Los métodos descritos més adelante
convenceran al lector de la necesidad de agregar este forzamiento.

17
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De esta tltima expresién se puede notar facilmente que cuando e = 0 en (2.4), la
dindmica esta dada por circulos invariantes y, cuando pg es irracional, la 6rbita de gy es
densa en el circulo.

Ahora, el mapeo (2.4) es una perturbacién de (1.4) y la primera pregunta que viene
a la mente es si bajo estas perturbaciones se conserva la existencia de los circulos inva-
riantes. La respuesta a esta pregunta estd dada en [4] y es afirmativa, es decir, en [4] se
demuestra que las series de Lindstedt convergen a una solucién analitica en un dominio
que evita las singularidades (la convergencia de la serie garantizard la existencia de los
conjuntos invariantes). Nuestro objetivo es tratar de describir este dominio utilizando
métodos numéricos. Primero, veamos como se aplica el método de Lindstedt para el caso
disipativo.

2.1. Series de Linsdtedt para el caso disipativo.

Procediendo de manera andloga al capitulo anterior ahora nos interesa encontrar una
funcién u. : R — R, de periodo 1, que satisfaga la ecuacién

u(+w) — (1 +b)u(0) + bu.(0 —w)+ (1 —b)w — c = —eV'(0 + u(9)). (2.5)

Esto ya que si nos es posible encontrar soluciones de (2.5), entonces podemos asegurar
que algunas 6rbitas ¢, que resuelven (2.2) pueden ser escritas como

In = nw + U (nw).

Y la parametrizacién del toro invariante K, : T' — R x T! estard dada explicitamente

por
w+(0)—L(0 —w)
K(0) = ( 0 +0.(0) )

Utilizando el hecho de que en este trabajo consideraremos b(e) = 1 — & y ¢ = ¢(¢), la
ecuacion (2.5) tendra la forma:

U0+ w) — (2 — ) u(0) + (1 — u (0 — w) + *w — c(e) = —eV'(0 + u(0)). (2.6)

El método de Lindstedt aplicado a el mapeo estandar disipativo serd como sigue.
Considerando las expansiones formales

u(0) = un(0)" vy cle) =) cue”

y la expansién en serie de Taylor alrededor de € = 0

—eV'(0 + u(0)) = > Su(0),
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tendremos que la ecuacién (2.6) tendrd la forma

Zun (0+w)e"—(2—¢® Zun e +(1—¢3 Zun —w)e"edw— ch = —eV'(0+u.(0))

es decir,

D Lour(®) + ) T we(0)e"? = T w(6 — w)e" P =Y et +fw =D Si(6)e”
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

A su vez, esta ultima expresion puede escribirse como

ZSk(Q Z Loug(0) — c) ek + (Loyus(0) — c3 +uo(0) — up(0 — w) +w) e
k=0 k=0
+ ) (Louk(0) — o + up—s(0) — up—3(0 — w)) ", (2.7)
k=4

Recordemos que el n-ésimo coeficiente, S, (6), de la expansién de Taylor de —eV’(0+u.(0))
involucrara derivadas de V' (que se supone analitica y de periodo 1) y los términos wuy(6),

U,Q(Q), ey un_l(ﬁ).

Ahora, el método de Lindstedt sugiere empatar las potencias de la ecuacién (2.7).
Notese que en este caso necesitamos encontrar funciones u, () y coeficientes ¢, tales que
se satisfaga (2.7). Veamos que es lo que sucede.

» Para los términos de orden € tenemos que la ecuacién es
LwU()(e) — Cyp = 0 (28)

esto ya que Sp(0) = 0. De acuerdo al Lema 1.1, si ¢y = 0, entonces, (2.8) tendréd una
solucién. Es decir, la solucién de (2.8) es

co=0 y wuy=0.
» Para los términos de orden €' se tiene que
qul(Q) — C = 51(9> (29)
1
Como S;(6) = —V'(#), al ser V una funcién periddica, se tiene que / S1(0)dd = 0.
0

1
Luego, por el Lema (1.1), si / (S1(0) —¢1)df = 0, i.e., ¢; = 0, se tendrd que (2.9)
0

tendrd la solucidon formal

§1k 2mikd
=0 0) = ’ s
“ vy mld) Z 2(cos(2mkw) — 1)6
keZ\{0}



20

CAPITULO 2. EL MAPEO ESTANDAR DISIPATIVO.

» Términos de orden £2. En este caso la ecuacién es

qu2(9> — Cy = 52(9) (210)

1
Si ¢cp = 0, el Lema 1.2 asegura que / S5(0)df = 0. Esto ya que al ser ¢y, ¢1 y o

0
iguales a cero, las ecuaciones para ug(f), ui(6) y ug(f) son de la forma (1.18). Es
decir, si ¢; = 0 la ecuacién (2.10) tiene una solucién formal uy(0) dada en serie de
Fourier.

Cuando queremos empatar los términos de orden € empezamos a ver un compor-

tamiento diferente. Utilizando el hecho de que ug = 0, la ecuacién que se obtiene de
igualar los términos de orden tres es

LWU3(9) —C3+w= 53(9) (211)

En este caso, la ecuacién puede resolverse de la siguiente forma: primero podemos

considerar a c3 = w. De esta forma la ecuacién se convierte en L,uz(0) = S5(0) v,
1

por el mismo argumento del punto anterior, se tendra que / S3(0)df = 0. Es decir,
0
si ¢3 = w, la ecuacién (2.11) tiene una solucién formal ug(6).

Por tltimo, cuando igualamos los términos de orden €™, n > 4, tenemos la siguiente

ecuacion

Loty (0) + tp—3(0) — wp—3(0 — w) — ¢, = Sp(0), n > 4; (2.12)
es decir,
Lyun(0) = Sp(0) — wp—3(0) + up—3(0 —w) + cp, n > 4. (2.13)

Ahora, de acuerdo al Lema 1.1, la ecuacién (2.13) tendra una solucién formal si
1
/ (Sn(8) — up—3(0) + up—3(6 —w) +¢,)do = 0. (2.14)
0
Esta igualdad es equivalente a la condicién

e = — /1 S,(6)d6, (2.15)

1
ya que / u,—3(0)dd = 0, esto pues u,,_3(f) es una solucién previamente encontrada
0

y su existencia estd garantiza por el Lema 1.1 (el cual afirma que la solucién puede

ser encontrada de tal forma que tenga promedio igual a cero). Ademds, como u,,_3(6)
1

es periddica, se tiene que, u(f —w)dh = 0.

0
Entonces, si se cumple (2.15), la ecuacién (2.12) tendra una solucién formal para
todo n > 4.
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Resumiendo, acabamos de argumentar como es que podemos resolver, formalmente,
las ecuaciones que se obtienen de empatar las potencias de " en (2.7) para todo n > 0.
Es decir, podemos encontrar expresiones formales para u.(6) y c(¢) que estan dadas por

uc(0) = un(0)e" y cle) =we + O(e*) (2.16)

Hasta este punto sélo nos hemos referido a (2.16) como una expansiéon formal en
serie de potencias. Sin embargo, una consecuencia de lo demostrado en [4] es que si w es
diofédntico y V es analitica, entonces, la expresion formal (2.16) es una funcién analitica
en un dominio que evita las singularidades, esto en el plano complejo. Sin embargo, el
dominio de analiticidad de esta nueva funcion, u., parece ser mucho mas complicado que
el dominio de analiticidad de la funcion £, para el mapeo estandar. La Figura 2.1 muestra
lo complicado que parece ser el dominio de analiticidad de (2.16).

Figura 2.1: La figura muestra la conjetura, publicada en [4], de como es el dominio de ana-
liticidad de la funcién (2.16). La parte sombreada representa el complemento del dominio

. 1
de analiticidad. Esta parte consiste de bolas cuyos centros se ubican en ‘62’”’““’ — 1‘ 3. El
radio de las bolas decrece mas rapido que cualquier potencia de la distancia de su centro
al origen. El radio de las bolas ha sido re-escalado por razones graficas.
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2.2. Resultados.

En esta seccién se presentaran los resultados numéricos obtenidos después de utilizar
el método de Padé. Al igual que en el capitulo anterior, la funcién en base a la cual estd
definido el mapeo estandar disipativo sera

1
V'(z) = gy sin(2mx)
7r

y el nimero diofantico que define al operador L, es, una vez mas, la razén aurea

1++/5

A continuacién se resumirdn los resultados en las siguientes figuras.

’Irai ces dis p300_N 70_r11.t;<t’

Figura 2.2: En esta figura se presentan los ceros de un aproximante de Padé de tipo [35, 35]
para los dngulos 0 = /2'' + 0,034546, i = 1,...,2!". Fue utilizada una precisién de 300
cifras significativas.
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3
' ' ' raices_dis p300_N100_rl0.xt
2 - -
1 - -
o 0 1
_1 - .
2k i
3 ! 1 1 1 1
2 1 0 1 2

Figura 2.3: En esta figura se presentan los ceros de un aproximante de Padé de tipo [50, 50]
para los dngulos 6 = i/21° +0,034546, i = 1,..., 2% Fue utilizada una precisién de 300
cifras significativas.

3 T T T

"C:\Pari-2-7-A\raices_dis p300_N190_r7.txt ul:2

Kim
o
T

Figura 2.4: En esta figura se presentan los ceros de un aproximante de Padé de tipo [95, 95]
para los angulos 6 = i/27 4 0,034546, i = 1,...,2". Fue utilizada una precisién de 300
cifras significativas.
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2.3. Meétodo de Nash-Moser

Debido a la complejidad del dominio de analiticidad del mapeo estandar disipativo, se
decidio explorar otras alternativas para tratar de dar una mejor descripcién numérica de
este dominio. Para esto utilizaremos un método de Newton modificado, mejor conocido
como método de Nash-Moser. Lo que se expone a continuacion esta basado en lo publicado
en [3].

A continuacién daremos una descripcién meramente heuristica de como es que se
construye este método. Para ésto vamos a cambiar un poco la notacién de las secciones
anteriores. Notemos que la ecuacion (2.5) puede escribirse como

uw(@ +w) — (14 b)u(f) + bu(f —w) + (1 —b)w — ¢ = —V'(6 + u(h)),

que a su vez puede ser re-escrita como

uw(@ +w) — (14 b)u(f) + bu(f —w) —c = —eV'(0 + u(6)) (2.17)

donde ¢ = ¢ — (1 — b)w y en este caso u no se considerard como una funcién de .
Ahora, para poder describir el algoritmo a utilizar, introduciremos el operador error
que actia sobre la funcion u

E.(u) == u(0+w) — (1 +b)u(f) + bu(d —w) — c+ eV'(0 + u(6)). (2.18)

El objetivo del método de Nash-Moser serd encontrar una solucién (u,c) de (2.17) por
medio de iteraciones del operador E.(u). Mas precisamente, el primer paso del método
empieza con un par (ug, ¢p) tal que la norma de E, (ug) es pequena, después el objetivo es
buscar una correccién (v, d) de tal forma que la nueva solucién (ug + v, ¢y + §) satisfaga
la ecuacién

E00+5(u0 + U) =0

al menos a primer orden en la variable v. Veamos esto con més detalle, partiendo de una
solucién (ug, ¢g) tendremos que

e0(0) := Ey(ug) = ug(0 + w) — (1 + b)ug(0) + bug( — w) — co +eV'(0 + up(h)). (2.19)

El objetivo es buscar funciones ui(6) = uo(0) + v(0) y ¢1 = co + J que mejoren el error
E., (uy). Veamos, el operador error evaluado en esta nueva funcién serd e, (0) := E., (u1),
es decir,

e1(0) = (8 + w) + v(8 +w) — (1+b) [uo(6) + v(8)] + bluo(0 — ) + v(0 — w)]

Luego, expandiendo a V' en serie de Taylor alrededor de 6 + ug(f) obtendremos que la
ecuacién (2.20) tiene la siguiente forma

e1(0) = eo(0) +v(0+w)— (1+b)v(0) +bv (0 —w) —d+V" (041 (0))v(0) +O(|[v]|?). (2.21)
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El objetivo del método es encontrar una correccién (v,d) de tal forma que

O(ller(@)I) = O(llea(®)11?) (2.22)

y en general

Ollea@)1) = Ollen-1(O)[I*) = Ollea()[1").-

De esta forma, si ey(6) es suficientemente pequerio se esperara que la sucesién de funcio-
nes que se construird converja a una solucién de (2.17). Para ver como se obtiene esta
convergencia se recomienda consultar [5].

Ahora, para poder satisfacer la condicion (2.22) analicemos la ecuacion (2.21), notemos
que si la identidad

—(eg(8) = 0) = v(0 +w) — (1 4+ b)v(f) + bv(f — w) + V" (0 + uo(0))v(6) (2.23)
se satisface, entonces, (2.21) tendria la forma
ex(0) = O([[lv(O)]1*)-

Noétese que el lado derecho de (2.23) es un operador lineal aplicado a la funcién v, es decir,
(2.23) puede escribirse como Av = eg(0) — 0, luego, ||[v(8)]| « |leo(d)]] , es decir,

O([le(B)11) = O([lv(D)I*) = O([lea(B)]I*)-

El argumento dado en el parrafo anterior no es nada riguroso, se expone de esta forma
para que el lector se dé una idea de por qué es que el método funciona. Recordemos que
el objetivo de este trabajo es hacer un andlisis numérico de los dominios de analiticidad
de las funciones encontradas al utilizar estos métodos.

Siguiendo con nuestra descripcion del Método de Nash-Moser, lo expuesto arriba indica
que para encontrar funciones u; () y ¢; tales que (2.22) se satisfaga es necesario encontrar
una solucién (v, §) de la ecuacion (2.23). Para poder dar una descripcién de como encontrar
estas soluciones serd necesario escribir la ecuacion (2.23) de otra forma. Antes de llevar
esto a cabo introduciremos algunas definiciones:

Definicién 2.1. Definiremos a los operadores A_y y A como sigue:
A_1f(0) = f(0 —w)— f(0),
ALf(0) = f(0+w) = bf (D).

También definiremos a la funcion h como
h(0) = 0 4 ug(0).

Lema 2.1. Suponiendo que ey(6) es como en (2.19), entonces, la ecuacion (2.23) es
equivalente a la ecuacion

AL [=H(0 = )W (0D [(W(0) (O] = —H(O)(eol®) —6).  (2:24)
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Prueba: Lo primero a notar es que la ecuacién (2.21) es equivalente a

W(0)ey(0) = 1'(0) [eo(8) + v(0 + w) — (1 + b)v(0) + bv( — w) — & + V(6 + uo(0))v(6)]
+ O(||v||?). (2.25)

Considerando el hecho de que
€o(0) = O(eo(9))
(esto es una estimacién de Cauchy que se puede consultar en [10]), tendremos que
eo(0)v(0) = O(|lv]*). (2.26)

Lo ultimo se tiene pues (2.23) implica que eg(f) = O(]|v||). De este modo la ecuacién
(2.25) es equivalente a

R (0)e1(0) = W' (0) [eo(0) + v(0 + w) — (1 + b)v(f) + bv(f — w) — & + V(0 + uo(0))v(6)]
— en(O)v(0) + ea(0)v(0) + O([[]*)
=N(0)[eq(0) + v(0 +w) — (1 +b)v(0) + bv(0 —w) — 0 + V" (0 + up(6))v(6)]
— ep(O)v(0) + O([[v]|*),

esto se tiene debido a (2.26). Entonces, por el mismo argumento por el que fue obtenida,
la ecuacién (2.23) serd equivalente a

“H(0) [eo(0) — 8] = I (0)0(0 + w) — (1 + )R (0)u(8) + bR ()v(0 — w)
+ V(0 + uo ()1 (0)v(6) — €)(0)v(6) (2.27)

Por otro lado, utilizando la funcién h(6), podemos re-escribir la ecuacién (2.19) como
eo(0) = h(0 4+ w) — (1 +b)h(0) + bh(0 — w) — co — w(1 —b) +eV'(h(0)).

Derivando esta expresion respecto a ¢ y multiplicando por v(#) tenemos que

eh(0)v(0) = ' (0+w)v(0) — (1+b)R (0)0(0) +bh (0 —w)v(0) + V" (h(0)) 1 (0)v(0). (2.28)

Ahora, introduciendo el cambio de variable v(6) = h'(6)w(0) las ecuaciones (2.27) y (2.28)
se transforman en

—1(0) [eo(8) — 8] = K ()R (0 + w)w (6 + w) — (1 + b ()*w(6) + bR (O)H' (6 — w)w(f — w)
+ VI (R(0)R(0)*w(8) — € (0)1 (0)w(6) (2.29)

eb (O)R' (0)w(0) = 1 (0 + w) (0)w(B) — (1 + b)I(0)*w(8) + bR'(6 — W)k (0)w(6)
+ eV (h(0))1 (0)*w(6), (2.30)
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respectivamente. Por 1ltimo, sustituyendo (2.30) en (2.29) obtendremos la ecuacion.
—1h'(0) [eo(0) — 6] = =R (O)h (04w) [w(f) — w(O + w)]+bh' (0 —w)R'(0) [w(f — w) — w(8)].
Utilizando el operador A, la ecuacién de arriba se escribe como
AT [=1'(0 = W)l (O)[w (0 — w) — w(®)]] = —h'(6) [eo(6) — I]
que a su vez se re-escribe como
AT [=H'(0 — W)l (0)A—qw(B)] = —1'(6) [eo(0) — 3]

Es decir,

AL [H(8 — W)W (6) Ay [(1(8) " 0(®)]] = —H(B)(co(8) — 0).

g.e.d.

El lema anterior sugiere que para poder encontrar la correccién (v,d), es necesario
resolver ecuaciones de la forma

Alp(6) = n(0) (2.31)

A_yp(6) = (). (2.32)

La ventaja de introducir los operadores A} y A_; es que las ecuaciones (2.31) y (2.32)
pueden ser resueltas facilmente en términos de los coeficientes de Fourier (ndtese que estos
operadores son muy parecidos al operador L, introducido en el Capitulo 1). Es decir, si

2O = YRy o) = Y e,

keZ keZ
entonces, (2.31) tendra la solucién formal
0) — ﬁk 2mikw
p(0) = Z 2k _ p°
e —b
kEZ
y (2.32) tendra la solucién formal

ﬁk mikw
%0<0) - Z 6—27rkw _ 162 ‘ '
kez\{0}

En conclusién, la introduccién de la ecuacién (2.24) nos permitird implementar el
método de Nash-Moser de una forma mas eficiente.
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2.3.1. Algoritmo y resultados.

La implementacion de cada paso del método de Nash-Moser esté descrita en el siguiente
algoritmo.

Algoritmo 2.1. i) Encontrar dos funciones ¢ y v que satisfagan las ecuaciones
Alp = —WE,(u) y Ajv=-N. (2.33)

Ndtese que si p y v son soluciones de las ecuaciones (2.33), entonces, para todo
0 € R se cumple la siguiente ecuacion:

Al{(SO - 5”) = _h/(Eco (UO) - 5) (234)
1) Encontrar 0 € R tal que
L p(0) —ov®) L,
/0 W ()R (0 — w)de =0 (2:35)

1
Esto se podrd hacer siempre y cuando / h/(g)y(e) df # 0.
0

(0 —w)
1i3) Resolver la ecuacion
© — v
—h'(O)h' (0 —w)
La funcidn w que es solucion a la ecuacion (2.36) puede ser encontrada gracias a
que se tiene la condicion (2.35).

A_lw =

(2.36)

i) Construir una funcion v(0) = K (0)w(0) y, asi, obtener la nueva solucion (uy,c)
dada por
U1(9> = Uo(e) + U(@), c1 = Co + 0.

El algoritmo anterior sélo nos indica como construir las funciones wu,, que aproximan
a la solucién de la ecuacién (2.17). Sin embargo, el objetivo de este trabajo es tratar
de describir el dominio de analiticidad de la solucién a (2.17) considerdndola como una
funcién compleja del pardmetro e (estamos interesados en el caso b = b(e) = 1 — &?).

Para describir el método para buscar el dominio de analiticidad de las parametrizacio-
nes de los toros invariantes (i.e., soluciones de la ecuacién (2.17)). Utilizaremos el hecho?
de que cerca del rompimiento (cuando las soluciones dejan de existir) la norma de las
derivadas de u explota.

Para ser mas especificos en el punto anterior nos dispondremos a definir la siguien-
te norma. Escribiendo la expansion en serie de Fourier de la funcién u = u(#) como

1/2
U= Zﬂke%ika, entonces, ||ul|zz = (Z |ﬂk\2> . Asi, podemos definir
keZ keZ

[l = [|05ul| 2 (2.37)

2Rigurosamente estudiado en [6], [7] ¥ [11].
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donde 0; denota la r-ésima derivada con respecto a . De esta manera, para polinomios
trigonométricos de la forma

uM () = Z e (2.38)

|k|<N

que es el caso de nuestras aproximaciones, consideraremos la norma de Sobolev, definida
arriba, como la siguiente suma finita

1/2

[, = Y @rk)* @’

|k|<N

Se sabe que (2.37) es una norma en el espacio de funciones periédicas, que es el caso en
el que estamos interesados.

Resumiendo, el dominio de existencia de los toros invariantes puede ser estimado uti-
lizando una solucién aproximada de la ecuacién (2.17), encontrada por el método de
Nash-Moser con ug representado por un polinomio trigonométrico como en (2.38). Luego,
el comportamiento reqular de la norma de Sobolev de u™¥), conforme el pardmetro crece,
proporcionara evidencia de la existencia, y el rompimiento, del toro invariante. En seguida
presentamos el algoritmo utilizado para identificar la frontera del dominio de existencia.

Algoritmo 2.2.
Escoger un camino en el espacio de pardmetros (¢ € C) que empiece con el caso integrable
(e=0).
Inicializando
uN) del caso integrable
Repetir
Incrementar el pardmetro sobre el camino previamente escogido.

Correr un paso del algoritmo de Nash-Moser (Algoritmo 2.1)

If Las iteraciones del método de Nash-Moser no convergen
Disminuir el incremento del pardametro.
Else (Erito en la iteracion)
Guardar el valor de el parametro
y calcular la norma de Sobolev de la solucion

If La norma |[u™||, excede un valor dado

Duplicar el nimero de coeficientes de Fourier y continuar con uN)

Hasta que la norma de Sobolev de la solucion aproximada exceda un valor dado o la
implementacion se detenga
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En la siguiente figura se presentan los resultados obtenidos al implementar el Algoritmo
2.2.

Kim

Figura 2.5: Cada punto en la figura representa el iltimo valor del parametro para el cual
el Algoritmo 2.2 pudo ejecutarse, esto para cada una de las trayectorias escogidas. Cabe
mencionar que el algoritmo pudo haberse detenido por el hecho de haber llegado al tltimo
parametro contemplado y no por que la derivada halla excedido un valor dado.
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Conclusiones.

Los resultados obtenidos en el Capitulo 1 concuerdan con los obtenidos en [8]. Como
se menciono en la introduccion, se decidié comenzar este trabajo con el mapeo estdandar
debido a que ya ha sido ampliamente estudiado y porque, tener resultados con los cuales
poder comparar los aqui expuestos, nos permitio calibrar los métodos utilizados asi como
su implementacion.

En el segundo capitulo se procedio a estudiar el caso disipativo. El hecho de agregar
una disipacion hace que la perturbacién sea singular, para poder asegurar la existencia de
toros invariantes es necesario agregar un parametro externo en forma de un forzamiento.
Después de ilustrar los métodos utilizados en el Capitulo 2 se espera que el lector tenga
un mejor entendimiento de la razoén por la cual es necesario introducir el forzamiento.

La disparidad de los resultados expuestos en las figuras 2.2, 2.2 y 2.3 (las cuales se
obtienen al utilizar el método de los aproximantes de Padé) parece deberse al hecho de
que el sistema (1.26) es bastante sensible, es decir, pequenios errores numéricos en los
coeficientes de la serie podrian ser amplificados enormemente a la hora de resolver el
sistema.

Con el objetivo de explorar resultados obtenidos con otros métodos se llevo a cabo la
implementacion del método de Nash-Moser. Este método se basa en el principio heuristico
de que convergencia cuadrdtica puede superar a los pequenos divisores. La exposicion
de este método fue meramente heuristica, hecha con la finalidad de que el autor se de
una idea de lo que nos referimos cuando decimos convergencia cuadrdtica. Pese a que la
implementacion de este método es mas sofisticada, se puede apreciar que se obtuvieron
muy buenos resultados (esto de acuerdo con [4]).

El autor cree que los resultados expuestos en el Capitulo 2 pueden ser mejorados
modificando los algoritmos utilizados para que puedan manejar una mejor precision. Este
es un proyecto que se piensa llevar a cabo en un futuro cercano.
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